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Laplace, Essai philosophique sur les probabilités, Oeuvres, Gauthier, Villars, 1886, vol.VII, 1, pp.6-7. 
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Eclesiástico, 6 
 

 
“Ouvistes que foi dito: Amarás o teu próximo, e odiarás o teu inimigo. Eu, porém, vos digo: 

Amai a vossos inimigos, bendizei os que vos maldizem, fazei bem aos que vos odeiam, e orai 
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RESUMO 

 

 

RAMOS, A. P. F. Análise da interação estaca-solo-superestrutura com o acoplamento 

MEC-MEF. 2013. 193 f. Tese (Doutorado) – Departamento de Engenharia de Estruturas, 

Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São Carlos, 2013. 

 

 

Fundações do tipo radier estaqueado são aquelas formadas pelos elementos estruturais de 

placa e estacas (elementos de barras) e o solo . Ao contrário de outras tipos de fundações, 

onde a carga da superestrutura é transferida ao solo pelo radier ou pelas estacas apenas, no 

radier estaqueado a contribuição das estacas, bem como a do radier são consideradas. As 

estacas transferem as cargas da superestrutura ao solo e, assim, permitem a redução dos 

recalques de uma forma muito econômica. O objetivo do presente trabalho é a análise da 

interação solo-estrutura através do acoplamento MEC-MEF. O solo é considerado um semi-

espaço homogêneo, elástico e linear governado pela equação de Navier e modelado pelo 

Método dos Elementos de Contorno (MEC), admitindo a solução fundamental de Mindlin. As 

estacas são modeladas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) e cada elemento possui 

quatro nós. Além disso, as estacas podem receber forças horizontais, verticais e momentos. A 

tensão de cisalhamento ao longo da estaca é aproximada por um polinômio do segundo grau e 

as forças na direção horizontal são aproximadas por um polinômio do quarto grau. O 

elemento de fundação que faz a ligação do pilar com a estaca  é representado por uma placa 

de grande rigidez, que apresenta o comportamento de um bloco. A interação entre o radier 

estaqueado e o solo é feita através da reação resultante da interação estaca-solo, nos nós com 

estaca. A interface radier-solo é dividida em elementos triangulares e para a reação do solo 

considera-se a variação linear ao longo de cada elemento. A superestrutura é modelada pelo 

MEF. Vários exemplos de interação solo-estrutura são estudados nesta tese, e mostram que as 

soluções obtidas a partir do programa computacional desenvolvido no presente trabalho 

denominado SSI estão de acordo com outros autores. 

 

 

Palavras Chaves: Interação Solo-Estrutura. Acoplamento MEC-MEF. Soluções de Mindlin. 



ABSTRACT 

 

 

RAMOS, A. P. F. Pile-Soil-Superstructure Interaction using BEM-FEM coupling. 2013. 

193 p. PhD Thesis – Department of Structural Engineering, São Carlos School of 

Engineering, University of São Paulo, São Carlos, 2013. 

 

 

Piled raft foundations are structures consisting of piles, the raft and the soil. Unlike classical 

foundation design where the building load is either transferred by the raft or the piles alone, in 

a piled raft foundation the contribution of the piles as well as the raft is taken into account. 

The piles transfer a part of the building loads into the soil and thereby allow the reduction of 

settlement in a very economic way. The objective of the present work is the analysis of soil-

structure interaction using BEM-FEM coupling. The soil, assumed to be an elastic linear 

homogeneous half space is governed by Navier’s equation and it is modeled by the Boundary 

Elements Method (BEM) using Mindlin’s fundamental solution. The piles are modeled by the 

Finite Element Method (FEM) with four nodes each. In addition, the piles can received 

horizontal and vertical forces and bending moments. The shear traction along the pile is 

approximated by a second-degree polynomial and the tractions in the horizontal direction are 

approximated by a fourth degree polynomial. The cap of the pile group is assumed to be rigid. 

The interaction between the raft and soil is made through the subgrade reaction. The soil-cap 

interface is divided into triangular elements and the subgrade reaction is assumed to vary 

linearly across each element. The building’s structure is modeled by FEM. Several soil 

structure interaction examples are studied in this thesis, and they show that the solutions 

obtained from program SSI are in good agreement with others authors.  

 

 

Key-words: Soil Structure Interaction. BEM-FEM coupling. Mindlin’s fundamental solution. 
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1. Introdução 

 

 

 

1.1 Apresentação 
 
 
Como exemplos de aplicação, importância, complexidade e necessidade da 

continuidade e avanço das pesquisas sobre Interação Solo Estrutura (ISE) cita-se: a ponte JK, 

a ponte Newton Navarro e a Torre de Pizza. Logo em seguida descrevem-se os capítulos desta 

tese. 

 
 

1.2 Exemplos de Interação Solo-Estrutura (ISE): Pontes 
 
 

Inaugurada em 2002 em Brasília, a Ponte JK foi eleita em 2003, a ponte mais bonita 

do mundo pela Sociedade de Engenharia do Estado da Pennsylvania, nos Estados Unidos. A 

ponte liga o Plano Piloto ao Lago Sul e se destaca por seus três arcos assimétricos e 

localizados em planos diferentes com cabos tensionados de aço, Figura 1.1, com 1200m e 

largura de 24m com duas pistas e vão de 720m e quatro apoios com pilares submersos, como 

descrito em Bailey (2007). 

A Ponte Newton Navarro, Figura 1.2 liga a Zona Norte aos municípios da Zona Sul de 

Natal, além de outras regiões da cidade passando pelo Rio Potengi. A ponte possui um 

tabuleiro de concreto protendido com uma largura de 21m e comprimento total de 1780m, 

sendo um vão central estaiado com 400m de extensão e está localizada a uma altura de 56m 

do rio Potengi, como pode ser visto em Mazarim (2011). 

Depois de citar duas pontes no Brasil, que são exemplos complexos de ISE como 

afirma Tseng e Penzien (2000), admite-se a ponte sobre um rio ilustrada na Figura 1.3. 
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elementos estruturais, ainda tem a interação da estrutura com o solo em vários níveis e 

diferentes características do solo. 

   

 
 

Figura 1.3 – Ponte, Kausel (2007) 
 

 
 

Figura 1.4 - Nova Ponte Tacoma Narrows, Jones e Treyger (2005)  
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complexidade dos materiais e abalos sísmicos conclui-se que os problemas de ISE ainda 

representam um vasto campo de pesquisa, que ainda hoje é respondida apenas como uma 

probabilidade, no qual a solução “exata” não existe. 

 
 

1.3 Exemplo de ISE: Torre de Pizza 
 
 

As informações sobre o comportamento da torre inclinada de Pisa, após o trabalho de 

estabilização que terminou em 2001 são apresentadas Burland (2009). A Torre de Pisa é a 

torre do sino da Catedral e é um dos quatro monumentos dentro do medieval Piazza dei 

Miracoli, três dos quais são mostrados na Figura 1.7.  

   

 
 

Figura 1.6 - Vista aérea da torre de Pizza, Burland (2009) 

  
A sua construção começou em 1173 e continuou (com duas interrupções longas) 

durante cerca de 200 anos. A torre foi construída como um cilindro oco de alvenaria rodeado 

por seis colunas, com pilares e abóbadas maiores na base do cilindro. As paredes exteriores e 

interiores são revestidas com o mármore San Giuliano, enquanto a cavidade anelar entre elas é 

preenchida com fragmentos de pedra e argamassa variadas, formando uma estrutura de 

alvenaria com enchimento tipicamente medieval. A torre começou inclinar para o sul durante 

a segunda fase da sua construção, como mostrado na Figura 1.7, e posteriormente, a sua 

inclinação continuou a aumentar. A inclinação máxima aconteceu em 1993, antes do inicio do 
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trabalho de estabilização. A pressão média da fundação é 500kPa e uma análise 

computacional detalhada, em 1994, indicou que a pressão na borda sul foi de cerca de 

1000kPa, enquanto que a pressão na extremidade norte estava perto de zero. 

   

 
Figura 1.7 - História da construção da torre de Pizza, Burland (2009) 

  
A Torre de Pisa é um exemplo do fenômeno da ISE, Figura 1.8, onde o cenário supõe 

que o aumento contínuo da inclinação da fundação com o tempo foi originado pelos efeitos 

combinados da fluência solo da fundação e da oscilação das águas subterrâneas. Para Burland 

(2009), o comportamento futuro da Torre dependerá consideravelmente da continuidade da 

eficácia do sistema de drenagem no lado norte da torre. 

O monitoramento da torre de Pizza envolve a necessidade de controlar o complexo 

fenômeno da interação solo-estrutura, como afirma Burland (2009). Uma resposta inequívoca 

não é possível, portanto, os cientistas debatem os seguintes aspectos: 

- Cenário otimista - O fenômeno da instabilidade parou, a rotação continua, exceto 

para alguns movimentos leves causados pelas oscilações sazonais da água do solo e os 

efeitos da radiação solar sobre a alvenaria. Este cenário implica que o mecanismo 

dominante dirigindo a instabilidade da inclinação acontece devido às flutuações do 

nível do lençol freático. 

- Cenário pessimista - Tal como ilustrado na Figura 1.9, após a conclusão dos efeitos 

da intervenção (período de 2-3), a torre vai permanecer imóvel durante um período de 

tempo considerado como algumas décadas, período (3-4), em seguida acontecerá uma 

possível retomada da rotação para o sul. Inicialmente, esta taxa de rotação ao sul será 

muito menos do que os 6 segundos de arco por ano, que existia antes da estabilização 
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Finalmente, deve ser enfatizado que, graças à natureza não invasiva da intervenção, 

em todos os eventos, em qualquer momento no futuro, o procedimento para reduzir a 

inclinação da base da torre pode ser repetido. 

Como descrito, a inclinação da torre de Pizza envolve um complexo problema de ISE, 

o que motiva a continuidade de pesquisas nesta área, devido à dificuldade de análise real de 

um problema como este. 

 
 

1.4  Descrição dos capítulos da tese 
 
 
Após os exemplos de aplicações da ISE apresentam-se os sete capítulos desta tese, 

bem como, uma breve descrição do que é abordado em cada um deles, assim como, as 

referências bibliográficas. Observa-se que nas diretrizes para a elaboração de teses1,2, 3, 4, 5, 

neste programa de pós-graduação Funaro et al. (2009) afirmam que as listas de símbolos, 

abreviaturas e siglas, ilustrações e tabelas são opcionais (página 28 das Diretrizes para 

apresentação de dissertações e teses da USP - Parte I (ABNT) ), assim, nesta tese tais listas 

são omitidas. 

 
• Capítulo 1: Introdução – Este é o presente capítulo no qual se descreve os 

outros. Porém, antes desta descrição, apresentaram-se exemplos de aplicações 

e importância de pesquisas sobre Interação Solo-Estrutura (ISE), tais como as 

pontes JK e Newton Navarro e também a torre de Pizza. Ainda neste primeiro 

capítulo, após a descrição dos capítulos da tese, apresentam-se a definição de 

soluções fundamentais e pesquisas sobre o tema. O capítulo 1 é finalizado com 

um tópico sobre Raymond David Mindlin. Abordaram-se características das 

soluções fundamentais e aspectos sobre Mindlin na introdução deste trabalho, 

devido à sua importância destes assuntos para o desenvolvimento desta tese.  

 
• Capítulo 2: Revisão bibliográfica e objetivos – Nesse capítulo, no item 

referente à revisão bibliográfica descreve-se a ISE aplicada ao solo 

homogêneo, Steinbrenner, ISE em solo não homogêneo e MEC infinito.  

 
1 Funaro et al. (2009a).  
2 Id. (2009b). 
3 Id. (2009c). 
4 Id. (2009d). 
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Observa-se que o Método dos Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos 

Elementos Finitos (MEF) estão inseridos nos tópicos descritos, e desta forma 

há uma revisão bibliográfica sobre os métodos numéricos aplicados a este 

trabalho. Finalmente, no capítulo 2 apresenta-se a justificativa e objetivos para 

o desenvolvimento desta tese, que inclui as seguintes análises mecânicas das 

estruturas e dos sólidos: solos, estacas, interação estaca-solo, interação placa-

solo, superestrutura e interação estaca-solo-superestrutura. 

 
• Capítulo 3: O Método dos Elementos de Contorno aplicado à análise mecânica 

dos sólidos – Desenvolvem-se as formulações da elasticidade linear, que 

compreende as seguintes equações: equações de equilíbrio, componentes de 

forças de superfície, relações deslocamento-deformação, equações 

constitutivas e a equação de Navier. Em seguida descrevem-se as soluções 

fundamentais de Mindlin e de Boussinesq-Cerruti, cujas formulações 

envolvem as funções de Papkovitch e a equação de Green. E finalmente 

formula-se a equação integral para o problema elástico, ou seja, a equação 

Somigliana para pontos do domínio e do contorno para a análise feita por 

Mindlin, bem como a integral para o campo das tensões. O MEC é aplicado ao 

problema de Boussinesq-Cerruti. Apresentam-se os seguintes exemplos de 

aplicações da formulação descrita: o primeiro exemplo corresponde a uma área 

quadrada do solo carregado e o segundo a uma área circular do solo carregado. 

 
• Capítulo 4: Método dos Elementos Finitos e interação placa-solo – Nesse 

capítulo apresenta-se de forma muito sucinta a formulação do MEF pelos 

métodos numéricos e pela formulação variacional. Descrevem-se o Elemento 

Finito Triangular de Deformação Constante (CST) aplicado à chapa, a 

condensação estática e o elemento de membrana da Formulação Livre; para a 

verificação destes elementos apresenta-se o exemplo de uma chapa engastada 

com carga concentrada. Posteriormente tem-se uma breve descrição do 

Elemento Finito de Placa Discrete Kirchhoff Triangle (DKT). Logo, o 

elemento de membrana da Formulação Livre é acoplado ao elemento DKT e 

tal implementação computacional é verificada através do exemplo de uma 

placa engastada com carga distribuída. O ultimo tema deste capítulo é o 
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acoplamento placa-solo e são apresentados os exemplos de acoplamento placa-

solo considerando as condições de carregamento distribuído e concentrado. 

 
• Capítulo 5: Interação estaca-solo – Descreve-se o elemento finito da estaca 

vertical isolada, que pode estar submetida à força e momento na direção �1 ou 

na �2, e força na direção �3. Assim como, a interação estaca-solo e um 

exemplo que confirma a eficácia do modelo adotado. 

 
• Capítulo 6: Acoplamento solo-radier estaqueado-superestrutura – Apresentam-

se os sistemas de equações do MEF para o pórtico espacial e o acoplamento 

solo - radier estaqueado - superestrutura, bem como exemplos de aplicações da 

implementação computacional desenvolvida. 

 
• Capítulo 7: Conclusões – Apresentam-se as observações finais sobre esta 

pesquisa. Bem como, algumas propostas para desenvolvimento futuro. 

 
• Referências – Lista-se, de acordo com a Associação Brasileira de Normas 

Técnicas - NBR 6023, Funaro et al. (2009), as obras consultadas e citadas no 

texto desta tese, que se referem aos temas descritos aqui, tais como: ISE, MEC, 

MEF e soluções fundamentais de Mindlin. Algumas referências possibilitam 

uma visão mais ampla sobre a complexidade e variedade de temas encontrados 

nas pesquisas sobre ISE, embora extrapolem os objetivos deste trabalho. 

 
 

1.5 Soluções fundamentais 
 
 
As soluções fundamentais de Mindlin são descritas matematicamente no capítulo 3. 

Sabendo-se que a decomposição de Helmholtz, Gurtin (1962), permite a identificação das 

características e singularidades da função apresenta-se que Palermo Junior (1989), p.22 define 

solução fundamental assim:  

“A equação de Navier pode ser resolvida para uma força discreta 
aplicada em um ponto. Esta solução, chamada potencial para 
problemas de elasticidade, tem valor infinito num ponto. Aqui 
chamada solução fundamental, ela é definida como uma solução 
singular da equação de Laplace com não homogeneidade discreta dada 
pela função delta de Dirac. A função delta de Dirac é uma função 
generalizada que pode ser definida como o limite da função normal. 
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No limite, esta função é zero em todos os pontos do domínio exceto 
onde o argumento é zero, quando ela vale infinito.”  

 
A Figura 1.10 ilustra a distribuição de 	
�� que se torna mais “concentrada” quanto 

mais o corpo torna-se menos deformável. Esta distribuição é expressa pelo aumento do valor 

de k. O limite, onde o corpo é rígido é expresso por � → ∞. Esta função produz uma 

distribuição fictícia da força unitária por unidade de comprimento, que é denotada por �
�� e 

definida como �
�� = ����→�	�
��, onde 	�
�� são as funções ilustradas e �
�� é a função 

Delta de Dirac. 

   

  
Figura 1.10 - Função �� concentrada para valores grandes de k 

  
Fisicamente, a solução fundamental expressa os deslocamentos produzidos pela ação 

de uma força concentrada unitária em um plano infinito. Esta solução atribuída a Kelvin, 

Love, (1944), e conhecida como solução fundamental de Kelvin pode ser estabelecida pelo 

seguinte procedimento: considera-se a força concentrada  ���� , ��� aplicada no ponto �
�,  � 
do plano, Figura 1.11.  

   

 
 

Figura 1.11 - Força concentrada unitária !�!", !#� aplicada no ponto $
", #� do plano 
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Como ilustrado, as componentes �� e �� da força � são os cossenos diretores do vetor unitário 

que representam a força. As forças de massa produzidas pela força � em um ponto %
�, &� 
podem ser representadas através de uma função delta.  

Assim: ' = �
% − ��� (1.1) 

ou ') = �
% − ���� 

'* = �
% − ���� 
(1.2) 

E a solução fundamental para a equação de Navier é uma solução singular: 

∇,- + 1 + /̅1 − /̅ 12,-2�, + 2,32�2&4 + 15 �
% − ���� = 0 

∇,3 + 1 + /̅1 − /̅ 1 2,-2�2& + 2,32&,4 + 15 �
% − ���� = 0 

(1.3) 

A equação (1.3) pode ser estabelecida pela expressão das componentes de 

deslocamento em termos das funções de Galerkin. Assim: 

2G- = 21 + /̅ ∇,8 − 22� 9282� + 2:2&; 

2G3 = 21 + /̅ ∇,: − 22& 9282� + 2:2&; 

(1.4) 

onde 8 = 8
�, &� e : = :
�, &� são as funções de Galerkin, que representam as 

componentes de um vetor denominado vetor de Galerkin. 

Substituindo as equações (1.4) nas equações (1.3): ∇<8 = −
1 + /̅��
% − ���� 

∇<: = −
1 + /̅��
% − ���� 
(1.5) 

onde 

∇<= ∇,∇,= 2<2�< + 2 2,2�, 2,2&, + 2<2&< (1.6) 

A equação (1.6) é o operador bi harmônico. Por isso, as equações (1.4) são soluções das 

equações (1.3), se as funções representarem soluções singulares particulares das equações 

(1.5). 
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Após a definição de soluções fundamentais acrescenta-se que no século XIX e  século 

XX alguns cientistas – principalmente matemáticos, mas também engenheiros – 

desenvolveram um algoritmo junto com as funções de Green, que fizeram com que o 

desenvolvimento da ISE fosse viável, e também que fosse aplicada amplamente no Método 

dos Elementos de Contorno (MEC), como afirma Kausel (2010). 

Os primeiros cientistas que abordaram o problema de cargas no interior de um meio 

elástico infinito (ou semi-infinito) foram os matemáticos franceses Gabriel Lamé e Benoît 

Paul Émile Clapeyron, segundo Tazzioli (2009), que na primeira metade do século XIX 

descreveram o problema no semi-espaço com ferramentas matemáticas e métodos dos quais 

eles não conseguiram obter quaisquer resultados úteis ou práticos. Assim, a primeira solução 

fundamental teve que esperar até meados do século XIX, antes de 1848, quando William 

Thomson – mais conhecido como Lord Kelvin e cuja biografia pode ser lida em Thompson 

(1910) – apresentou expressões para os deslocamentos do problema estático, no quais forças 

concentradas atuam em qualquer ponto do sólido elástico, Thomson (1848). Pouco depois, em 

1849, George Gabriel Stokes apresentou a solução de um problema que considerava as forças 

aplicadas em um ponto variando no tempo em um meio infinito, Stokes (1849). Convém notar 

que a solução de Stokes constitui hoje o início do MEC e exerce uma maior influência tanto 

no campo da ISE, quanto na geofísica, acústica e muitos outros ramos da ciência. Uma 

característica marcante do trabalho de Stokes é o fato de ser uma das poucas soluções 

fundamentais conhecidas na forma fechada, em todo o espaço, em ambos os domínios: tempo 

e frequência. Uma versão moderna da solução de Stokes, em duas e três dimensões é 

encontrada no artigo de três matemáticos britânicos: Eason, Fulton e Sneddon (1956). 

Ainda no século XIX outro matemático francês, Joseph Valentin Boussinesq publicou 

em 1878 uma série de pequenos artigos em Comptes Rendus, no qual apresenta um método de 

solução considerando um semi-espaço elástico submetido à carga vertical estática, aplicada 

em um ponto sobre a superfície do semi-espaço. E também fornece uma solução na forma 

fechada para um disco sobre a superfície do semi-espaço submetido a cargas concentradas 

verticais, Boussinesq (1878). No entanto, detalhes completos sobre esse método baseado no 

potencial foram publicados em 1885. Antes, o matemático italiano Valentino Cerruti, 

publicou em 1882, um artigo o qual muitos artigos modernos fazem referência ao problema de 

Cerruti e Boussinesq (1890) com aplicações em mecânica das estruturas. 

Antes de continuar descrevendo o trabalho de Cerruti faz-se necessário mencionar o 

desenvolvimento do MEC, para localizar historicamente a pesquisa de Betti. Inicialmente o 

MEC era denominado Método de Equações Integrais de Contorno. E era um método para 
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resolver problemas físicos matematicamente, que teve origem no trabalho de Green (1828). 

Ele formulou a representação integral da solução dos problemas de Dirichlet e Neumann, da 

equação de Laplace, pela introdução da função de Green. Em 1872, Betti apresentou um 

método geral para a integração de equações da elasticidade e derivadas das suas soluções na 

forma integral. Basicamente, esta poderia ser considerada a extensão da aproximação de 

Green para as equações de Navier da elasticidade. Somigliana (1885) aplicou o teorema da 

reciprocidade de Betti, descrito no capítulo 3, para derivar a representação integral da solução 

do problema da elasticidade, incluindo expressões de força de massa, deslocamentos e tensões 

no contorno. 

Continuando a descrição do artigo de Cerruti, que é bastante geral em sua 

aproximação e faz um extenso uso de teoremas integrais em elastostática conhecido como 

teorema de Betti – semelhantes aos que estão na base moderna do MEC – obteve a resposta 

no interior de um sólido arbitrário solicitado por forças, ou com deslocamentos prescritos no 

contorno externo. Embora Cerruti não use a linguagem da mecânica do contínuo, seu artigo 

investiga o que pode claramente ser reconhecido hoje, como um problema de valor de 

contorno, envolvendo um corpo elástico, cujo contorno é em parte de Dirichlet, onde os 

deslocamentos são prescritos, e em parte de Neumann, onde as forças são prescritas. 

Posteriormente, o pesquisador aplica seu método em um corpo infinito de forma limitada por 

uma superfície plana (semi-espaço); mas ele não apresenta as equações finais para o campo de 

deslocamentos devido a um carregamento tangencial atribuída a ele, de acordo com Kausel 

(2010). No entanto, estas equações contêm as ferramentas necessárias para a obtenção de uma 

solução deste tipo, para cargas concentradas tangenciais na superfície, ou qualquer 

distribuição de carga, horizontal ou vertical. Como exemplo de aplicação desta aproximação, 

ele deduz as equações para o caso da carga vertical e obtêm resultados que estão de acordo 

com Boussinesq. 

Um avanço significativo aconteceu na forma de solução fundamental para um semi-

espaço homogêneo submetido a uma carga dinâmica em sua superfície, que está contido nos 

artigos de 1904 do matemático Horace Lamb (1904). Neste trabalho, Lamb recorre a um 

precursor do que constitui o método moderno de transformação de integral para obter a 

resposta tanto para as cargas verticais, na superfície de um semi-espaço elástico, impulsiva 

(2D) ou aplicadas repentinamente (3D). No entanto, Lamb não dispunha no seu tempo de 

auxílio computacional, necessário para avaliar completamente todas as integrais do problema. 

Assim, Lamb pesquisou em detalhe somente a resposta do ponto campo, ponto onde os 

deslocamentos são calculados, até à distância do ponto fonte, ponto onde a carga unitária é 
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aplicada. Ainda assim, hoje o problema de fonte dinâmica aplicada na superfície de um semi-

espaço elástico é denominado problema de Lamb. 

O marco seguinte nas soluções fundamentais veio com a publicação de Raymond 

David Mindlin (descrito mais detalhadamente no próximo subitem), em 1936, do conjunto de 

equações na forma fechada para o campo de deslocamentos, no qual se considerou cargas 

concentradas estáticas verticais e horizontais aplicadas em um ponto qualquer no interior e 

abaixo da superfície de um semi-espaço elástico, Mindlin (1936). As soluções fundamentais 

de Mindlin são descritas neste trabalho, no capítulo 3.  

Quatro décadas após Lamb, Cagniard (1939), finalmente conseguiu avaliar o requisito 

de transformação de integral dupla no problema de Lamb por meio de uma integração do 

contorno. Duas décadas mais tarde, por sua vez, De Hoop (1960) encontrou uma 

simplificação para o problema de Cagniard e que agora foi denominado método de Cagniard-

Hoop. Esta estratégia analítica foi usada também por Pekeris (1955) para obter soluções na 

forma fechada – nas quais não é necessária integração numérica – para cargas concentrada 

dinâmica vertical e horizontal no semi-espaço, mas somente quando o coeficiente de Poisson 

é / = 0,25. Posteriormente, Mooney (1974) generalizou os resultados de Pekeris para cargas 

concentradas verticais atuando no semi-espaço com coeficiente de Poisson arbitrário, mas 

somente com soluções para componentes horizontais de deslocamento com relação de Poisson / = 0,2631, que é o valor para o qual falsas raízes das equações para a velocidade de ondas 

de Rayleigh tornam-se complexa. Em todas estas soluções, deslocamentos são conhecidos 

somente na forma fechada na superfície e na direção de simetria abaixo da carga e não em 

pontos no interior. Quanto às linhas de carga dinâmica, quando se trata de duas dimensões, 

soluções completas na forma fechada para o problema de Lamb existem e podem ser escritas 

somente para fontes na superfície e deslocamentos em qualquer parte do corpo, ou para linhas 

de carga no interior do corpo e deslocamentos na superfície. Ao contrário, deslocamentos em 

qualquer ponto no semi-espaço devido às cargas dinâmicas no interior do corpo podem ser 

obtidos por meios numéricos, e o mesmo acontece quando as cargas são harmônicas, mesmo 

quando as linhas de carga são aplicadas na superfície, exceto para o caso de linha de carga. 

O trabalho inicial de Lamb junto com refinamentos nas décadas seguintes, no início e 

meados do século XX, são as equações exatas para a resposta do semi-espaço elástico 

provocada pela aplicação repentina da linha de carga e ponto fonte em sua superfície. Talvez 

a razão encontra-se parcialmente na dificuldade envolvida em obter resultados exatos para 

uma única transformação, mas também porque a disponibilidade da solução espaço-tempo 

remove grande parte da motivação para encontrar soluções tais como transformações parciais. 
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Uma solução eficiente é o método da camada delgada para funções de Green de camadas 

médias, vistas em Kausel (1981) e Kausel e Peek (1982), que agora está no centro de códigos 

computacionais amplamente utilizados, como por exemplo, o SASSI, cuja descrição pode ser 

vista em Menglin, Huaifeng e Yongmei (2011). Uma vez que estas soluções fundamentais 

pioneiras tornaram-se amplamente conhecidas, muitas outras soluções para cargas distribuídas 

de várias formas e características foram desenvolvidas, incluindo meios transversalmente 

isotrópicos. Acrescenta-se ainda que muitas outras soluções estáticas possam ser encontradas 

em Poulos e Davis (1974), enquanto a parte dinâmica – incluindo os problemas de Stokes, 

Lamb e Chao – é pesquisada por Kausel (2006), para citar exemplos de autores que 

desenvolvem trabalhos nesta área.  

 
 

1.6  Raymond David Mindlin 
 
 
Professor D. Mindlin (1906-1987), membro da U.S. National Academy of Engineering 

e da National Academy of Science, dedicou a sua vida profissional ensinando engenharia na 

Universidade de Columbia, Nova York. Ele também participou de cursos de verão da 

Universidade de Michigan, do Departamento de Engenharia Mecânica, organizado por 

Stephen Timoshenko, em 1933, 1934 e 1935, segundo Cheng (2006). Suas contribuições em 

pesquisas científicas foram principalmente em aplicações mecânicas para as engenharias civil, 

mecânica, elétrica e ultrasônica, Figura 1.12. 

As maiores contribuições de Mindlin podem ser classificadas nos seguintes temas: 

fotoelasticidade e mecânica experimental, elasticidade tridimensional, contínuo elástico, 

contato friccional e meio granular, ondas e vibrações em placas isotrópicas e anisotrópicas, 

propagação de ondas em barras e cilindros, teoria da eletro-elasticidade e cristais 

piezoelétricos e estrutura cristalina. Os primeiros oito artigos escritos por alunos de Mindlin 

foram editados por G. Herrmann no “R. D. Mindlin and Applied Mechanics, Pergamon Press, 

New York, 1974”, e o ultimo artigo foi um dos primeiros trabalhos sobre vibrações de placas 

elásticas, de acordo com Pao (2006). 
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Figura 1.12 - Raymnd David Mindlin, Cheng (2006) 

  
A solução fundamental, para sólidos elástico-linear, homogêneo e isótropo definida 

em um meio semi-infinito, obtida pela aplicação da teoria potencial, que considerou a carga 

unitária concentrada aplicada no interior do sólido foi descrita em Mindlin (1936). Esta é a 

solução adotada para a análise do solo nesta tese. Uma das vantagens da solução fundamental 

de Mindlin, quando o solo é modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC) é a 

necessidade de discretização apenas do contorno do sólido, o que resulta em um menor 

número de informações envolvidas no peroblema, ou seja, menor dimensão das matrizes e 

vetores necessários nessa análise. Também se pode afirmar que as soluções fundamentais de 

Kelvin e Boussinesq-Cerruti estão contidas, ou podem ser obtidas a partir da solução 

fundamental de Mindlin, Figura 1.13. 

A relação entre as três soluções fundamentais, como afirma Mindlin (1953) pode ser 

estabelecida a partir do parâmetro c, da Figura 1.13, que é a distância do plano de contorno �? = 0 ao ponto de aplicação da carga P. O problema de Kelvin é encontrado fazendo-se c 

tender para o infinito, já que assim não há a consideração do plano livre de força de 

superfície. Por outro lado, quando c tende à zero tem-se o problema de Boussinesq-Cerruti. 

Mindlin5 descreve o modo de vibração torção-espessura de uma placa infinita, que são 

ondas estacionárias com deslocamento e onda-normal perpendicular e paralelo às faces da 

placa. Na placa com cristal monolítico, as ondas são possíveis se o deslocamento é na direção 

diagonal. A solução pertinente das equações tridimensionais da elasticidade para a placa de 

faces livre é mostrada, bem como outras soluções com o efeito da inercia de eletrodos são 

considerados. 
5 Mindlin (1965a).  
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Na teoria da elasticidade clássica é possível reduzir as equações de deslocamentos do 

movimento na forma de Lamé através da resolução de Helmholtz 6 . No artigo mencionado a 

redução é feita considerando o material elástico isotrópico e com microestrutura. 

   

 
 Figura 1.13 - Força normal no interior de um sólido semi-infinito, Mindlin (1936) 

  
Uma teoria linear7 para um sólido elástico é formulada, em que a energia potencial é 

uma função da deformação, nos seus primeiros e segundos gradientes. Esta é uma teoria em 

que a força coesiva e a tensão na superfície são intrínsecas. A solução é fornecida para a 

deformação e tensão na superfície, ou energia na superfície por unidade de área, resultante da 

separação de um sólido ao longo do plano. O artigo descrido também apresenta uma solução 

geral da equação de deslocamentos do equilíbrio em termos das funções de tensão, e a solução 

particular para a carga concentrada. O caso especial de um líquido é considerado e as soluções 

são dadas para a superfície de tensões no plano e em superfícies esféricas. 

Uma solução completa, em termos de funções de tensão análoga às funções de 

Papkovitch da elasticidade clássica é apresentada por Mindlin8, para  equações lineares de um 

contínuo de Cosserat elástico e isotrópico são apresentadas. Soluções especiais para carga 

concentrada também são fornecidas. 

Como exemplos de alguns de outros desenvolvimentos do pesquisador, em mecânica 

das estruturas citam-se Mindlin (1936b, 1963, 1964, 1972), Mindlin e Cheng (1950) e 

Mindlin e Tiersten (1962). 
5 Mindlin (1965a). 
6 Id. (1965b). 
7 Mindlin (1965c). 
8 Id. (1965d). 

 

  



 

 

 

 
 

2. Revisão Bibliográfica e Objetivos  

 

2.1  Revisão Bibliográfica 
 

 
A interação solo-estrutura representa um sistema mecânico integrado. O sistema 

formado pelo solo - elemento estrutural de fundação - superestrutura deve ser analisado e 

modelado como um conjunto, Figura 2.1.  

   

 
 

Figura 2.1 - Interação solo-estrutura 

  
O engenheiro geotécnico usualmente analisa a complexa interação entre a subestrutura e o 

maciço de solos, sem, entretanto, considerar as possíveis mudanças de configurações que 

possam ocorrer na superestrutura e que venham a gerar a um estado de tensões não previsto 
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no sistema subestrutura-maciço. Por outro lado, o engenheiro estrutural  analisa de maneira 

mais minuciosa os fenômenos que ocorrem na superestrutura, sem ponderar sobre os efeitos 

que o meio de apoio está sujeito quando da absorção das ações, e nas posteriores 

modificações da superestrutura que poderão acontecer devido à interação com o solo. Um 

exemplo simples de modelo de ISE é mostrado em Kocak e Mengi (2000). 

A Interação Solo Estrutura (ISE) é composta por várias linhas de pesquisa, detalhadas 

em Kausel (1976), como por exemplo: mecânica das estruturas, ciências dos solos, ciência 

dos materiais, métodos numéricos e computacionais. Cada um dos sistemas, ou seja, solo ou 

estrutura, isoladamente já representa um vasto campo de estudo, tanto na complexidade do 

comportamento mecânico, quanto nas correspondentes idealizações desses modelos. Além 

disso, os diversos focos de interesse e de conhecimento dos pesquisadores nesta área são 

voltados para referenciais diferentes. A análise, geralmente avaliada entre os meios, ou mais 

especificamente, entre a superestrutura e a fundação são tratadas de forma independente, 

simplificação que advém do alto grau de complexidade envolvido na avaliação do fenômeno 

mecânico integrado, que é a interação solo-estrutura. 

Pesquisando sobre a interação solo-estrutura, Kausel (2010) e Menglin, Huaifeng e 

Yongmei (2011) descrevem aspectos históricos referentes a este importante problema. Suas 

origens remontam ao século XIX com gradual desenvolvimento até a primeira metade do 

século XX. Em meados do século XX tem-se uma rápida progressão, principalmente pelas 

necessidades das indústrias de energia nuclear e offshore, e também pela evolução dos 

computadores e de ferramentas de simulação numérica, como o Método dos Elementos 

Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). A segurança sísmica foi outro 

campo a alavancar o desenvolvimento da ISE.  

O conceito de ISE abrange fenômenos estáticos e dinâmicos, o maciço de solos e a 

superestrutura, que compreendem diversos temas, às vezes sutilmente interligados. 

Resumidamente os principais aspectos dos problemas abrangidos pela teoria da ISE podem 

ser assim descritos: 

- Reposta do maciço de solo às cargas externas dinâmicas ou estáticas atuando 

próximo ou na superfície do solo. As cargas podem ser concentradas ou distribuídas e, 

harmônicas em função do tempo ou gradualmente aplicadas em uma variação de tempo 

arbitrária (funções de Green ou soluções fundamentais). 

- Resposta do maciço de solo às vibrações decorrentes de terremotos ou outras fontes, 

como movimento rápido de trens (problema de campo livre). 

-  Passagem de onda ou interação cinemática. 
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- Rigidez estática e dinâmica. 

- Deformação adicional do solo na vizinhança da estrutura atual, causada pela inércia 

da própria estrutura (interação inercial). 

- Métodos numéricos necessários para analisar os problemas acima (acoplamento 

MEF-MEC, por exemplo). 

Em decorrência da multidisciplinaridade, a ISE tem-se desenvolvido por 

pesquisadores de diferentes áreas, tais como, matemáticos e engenheiros. Como apresentado, 

a análise dinâmica, não pesquisada neste trabalho é muito importante para países que sofrem 

com abalos sísmicos, já no Brasil os terremotos são de pequena magnitude e alguns deles 

são considerados imperceptíveis na superfície terrestre. Na análise da interação solo-estrutura, 

sobre aspectos geotécnicos sugere-se: Aoki3,4,5, Aoki e Cintra6,7, Aoki e Lopes (1975), Aoki e 

Velloso (1975), Bowles (1997), Chamecki (1954), Cintra, Aoki e Albiero (2003), Poulos e 

Davis1,2.  

As pesquisas recentes têm analisado o problema da ISE utilizando métodos numéricos,  

mais precisamente via MEF e MEC. O MEF é, em geral, a mais versátil e adequada 

ferramenta aplicada na resolução de problemas da mecânica computacional. No entanto, para 

o caso de ser aplicado na análise de problemas de domínio infinito ou semi-infinito - caso da 

análise de solos - ela é uma ferramenta difícil na preparação dos dados, onerosa para o seu  

armazenamento e para a resolução do sistema final, principalmente para o caso de uma 

formulação com elementos tridimensionais, devido à grande dimensão das matrizes e vetores, 

isto porque o MEF necessita de uma representação de todo o domínio. Assim, poucos 

pesquisadores têm empregado o MEF na análise de maciços homogêneos e não homogêneos, 

citando-se o trabalho de Chow e Teh (1991) e Ottaviani (1975). 

Nos próximos subitens descrevem-se algumas pesquisas sobre ISE, principalmente as 

que são referências bibliográficas para este trabalho, que analisa a ISE estática e considera o 

solo homogêneo e modelado pelo MEC, mas comenta-se também o solo não homogêneo e o 

MEC infinito. 
1 Poulos e Davis (1974). 
2 Id. (1980).  
3 Aoki (1979). 
4 Id. (1989). 
5 Id. (1997). 
6 Aoki e Cintra (1999). 
7 Id. (2004). 
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2.1.1 ISE e solo homogêneo 
 
 
Uma vez que as soluções para cargas concentradas aplicadas no semi-espaço elástico 

foram conhecidas, formulações para cargas distribuídas sobre a superfície seriam deduzidas, 

mas os resultados das integrais raramente foram tratados, quando a resposta do sólido 

carregado era observada em um ponto qualquer no interior do semi-espaço. Ainda, 

Boussinesq (1885) considerou além do problema de cargas concentradas verticais, as soluções 

para cargas uniformemente distribuídas sobre uma área circular finita, embora ele assim o 

fizesse somente para os deslocamentos na superfície, na direção de simetria, e nos 

deslocamentos médios abaixo da carga. A ultima é uma aproximação aceita para um disco 

rígido circular. Além disso, o pesquisador resolveu o problema de uma placa circular rígida 

submetida à carga vertical no seu centro, e encontrou a rigidez da placa @A bem como a 

distribuição de tensão BA sob a placa considerando que a mesma estava em contato com outro 

material, por exemplo, a interface placa-solo.  

Uma das primeiras contribuições para a engenharia de fundações pode ser encontrada 

em um trabalho de Fr. Engesser, que em 1893 escreveu Zur Theorie des Baugrundes (sobre a 

teoria dos solos) em que ele abordou a estabilidade e a capacidade de carga das fundações. 

Ainda assim, maiores desenvolvimentos nessa área devem-se ao engenheiro austríaco Karl 

Terzaghi, como afirma Kausel (2010), agora considerado o pai da mecânica dos solos.  

Ainda sobre o problema de Boussinesq para carga vertical distribuída sobre uma 

superfície elástica do semi-espaço, Schleicher (1926) apud Kausel (2010) confirmou os 

resultados de Boussinesq tanto para um disco carregado com rigidez nula quanto para um 

disco com rigidez infinita (placa). O autor aplicou esses resultados para inferir o valor do 

módulo de reação do solo sobre a placa (Bodenziffer), que é útil na formulação de problemas 

de fundações mecânicas pela distribuição das molas de Winkler; observa-se que este 

coeficiente não é uma constante do tipo de solo, mas inversamente proporcional à dimensão 

linear que a carga suporta. Mais significativamente, Scheicher voltou sua atenção para carga 

vertical uniformemente distribuída sobre uma área retangular e fornece as primeiras equações 

na forma fechada para esse tipo de carga. Na verdade, ele fornece expressões explicitas para 

deslocamentos verticais em qualquer ponto da superfície do semi-espaço, dentro ou fora da 

área carregada, e observa que o menor deslocamento ocorre nos quatro cantos e é igual à 

metade do deslocamento no centro, independente do formato da área carregada, e do valor do 

coeficiente de Poisson. Além disso, o autor calcula o deslocamento médio, que é 
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consequência da aplicação da carga, especializando-se em cargas lineares e distribuídas e 

comparando os resultados com o disco carregado.  

Em retrospecto, parece peculiar que as primeiras pesquisas de ISE estática deveriam 

ter negligenciado a placa submetida ao estado de torção potencialmente mais simples, mas 

talvez as cargas verticais fossem primordiais na fundação, enquanto a rigidez à torção teve 

menor importância. Assim, somente no ano de 1944 que Reissner e Sagoci, ambos do 

Massachusetts Institute of Technology, consideraram a rigidez de torção, @C, de uma placa 

circular sobre um semi-espaço elástico Reissner e Sagoci (1944). Finalmente, em meados do 

século XX o conjunto de quatro rigidezes de um disco rígido foi completado, quando Mindlin 

(1949) apresentou os resultados de uma placa submetida à carregamentos tangenciais, no 

modo de deslocamento horizontal. 

A partir da solução elástica para uma carga concentrada no espaço elástico semi-

infinito, Li e Berger (2001) descrevem as equações de Boussinesq-Cerruti considerando o 

carregamento distribuído sobre uma área triangular, e esta carga pode ser normal ou 

tangencial. Eles apresentam as equações para a situação descrita, que são resultados da 

aplicação de várias técnicas de integração e ainda sugerem uma metodologia para o 

desenvolvimento de soluções, para carregamentos mais complexos aplicando o princípio da 

superposição. 

Telles e Brebbia (1981) mostram uma solução fundamental para o problema da carga 

aplicada no interior do semi-plano modelado pelo MEC. As expressões para as tensões em 

pontos internos do semi-plano também são apresentadas, assim como a aplicação da 

formulação à problemas clássicos. 

Uma formulação para a análise da interação placa-estaca-solo foi desenvolvida em um 

trabalho de Paiva e Mendonça (2000), onde tanto a placa quanto o solo são modelados via 

MEC e assim o volume de dados necessários para a análise se reduz aos da interface placa-

solo.  Nessa formulação são escritas as equações integrais de placas para os nós dos elementos 

de contorno e para os nós das células em que foi dividida a interface, e também são escritas as 

equações integrais para o meio contínuo semi-infinito solo-estaca. Sendo possível obter um 

sistema de equações lineares relacionando o carregamento e os deslocamentos transversais 

dos nós do contorno e dos elementos. Uma vez resolvido esse sistema de equações, a carga 

aplicada em cada estaca e a reação do solo também são obtidas.  

Em relação às formulações envolvendo a associação do MEC com o MEF para a 

análise da interação placa-solo, estaca-solo e interação placa-estaca-solo, que foi pesquisada 

por Mendonça e Paiva e encontram-se descrita em alguns trabalhos10,13, já em outras 
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pesquisas, os autores consideraram que as estacas são solicitadas apenas por forças verticais14, 

15, 16.  

Para as formulações que possibilitam a análise da interação placa-solo8,9 citam-se 

também Paiva e Butterfield (1997); para o problema da interação de grupos de estacas e o 

solo, ligadas ou não por um bloco rígido10,11,12 foram pesquisadas ainda por Paiva e Trondi 

(1996).  

Sobre a ISE, também se citam Paiva e Trondi (1999), a formulação do MEC para a 

análise da interação de um grupo de estacas com o solo e uma formulação para a análise 

elástica de estacas com cargas horizontais e verticais foi pesquisada pelos seguintes autores: 

Coda, Mesquita e Paiva (2001), Coda e Paiva (2001), Ferro (1999), Matos Filho (1999), 

Matos Filho, Mendonça e Paiva (2005), Matos Filho e Paiva (1999), Matos Filho, Paiva e 

Coda (2001) e Oshima (2004) e. Já Iwamoto (2000) considera as estacas submetidas às cargas 

verticais.   

Dutta e Roy (2002), Tejerina Calderón (1996), Tejerina Calderón e Venturini (1997) e 

Venturini (1989) analisam a interação de placas com o meio contínuo, o solo é considerado 

homogêneo e semi-infinito. Já Paccola (2004) pesquisou tanto as soluções fundamentais de 

Mindlin, quanto às de Kelvin e considerou o acoplamento MEC-MEF. Barretto (1995) faz 

uma análise elastodinâmica de placas, através do MEC, com interação solo-estrutura adotando 

o solo homogêneo. A ISE estática é pesquisada em Queiroz (2010), onde a superestrutura é 

modelada pelo MEF e o solo pelo MEC sendo considerado um sólido elástico semi-infinito e 

o código computacional foi desenvolvido em linguagem de programação Java.   

Já Selvadurai (2001) apresenta um procedimento elementar para a solução do 

problema de Boussinesq para o semi-espaço elástico isotrópico carregado por uma carga 

concentrada normal ao plano da superfície. 

 
8 Paiva (1993a). 
9 Id. (1993b).  
10 Mendonça e Paiva (1997). 
11 Id. (1997a). 
12 Id. (1997b). 

13 Id. (1998). 
14 Paiva e Mendonça (1997). 
15 Id. (1998). 

16 Id. (1999). 
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2.1.2 Steinbrenner 
 
 
Em 1934, Steinbrenner publicou um artigo no Journal Die Strasse, no qual ele 

observou que a tensão vertical em qualquer ponto do solo pode ser inferida a partir das 

tensões sob o centro de simetria da área carregada e dos cantos (ou vice-versa). Esse cálculo 

pode ser obtido da integração da solução de Boussinesq para cargas concentradas, que 

atualmente são amplamente aplicadas na prática da engenharia, já que Steinbrenner (1934), 

Figura 2.2, considera o solo estratificado e a camada indeslocável em uma determinada 

profundidade, possibilitando os seguintes resultados: o recalque DE� na profundidade i entre a 

superfície e o indeslocável e o recalque  DF� na profundidade h admitida como indeslocável. 

Para a profundidade indeslocável considera-se o deslocamento nulo, portanto, qualquer 

recalque no nível i é a diferença entre os recalques dos dois níveis: DE = DE� − DF�. O número 

de camadas pode ser maior que dois, e o mesmo cálculo é repetido do indeslocável para a 

superfície do solo. 

   

 
 

Figura 2.2 - Modelo de Steinbrenner 

  

O MEC tem demonstrado eficiência na análise de problemas de domínio infinito, 

devido às características peculiares das funções ponderadoras, que já contemplam as 

condições de contorno atendidas às grandes distâncias. Um grupo de pesquisadores tem 

empregado a solução de Mindlin (1936) - a qual avalia os campos de deslocamentos dentro de 

um meio semi-infinito e homogêneo, quando se aplica uma força unitária dentro do meio - 

para o caso da análise de um meio elástico apoiado em um plano indeslocável, a uma 

distância h da superfície do solo. Assim, tem-se o modelo simplificado e prático de 

Steinbrenner, Poulos (1967) que adota a solução de Mindlin calculando os deslocamentos de 

um determinado ponto e subtraindo-se este do deslocamento surgido na cota indeslocável 
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(D)GCHEIJKHIIHK = D)LEIMNEI − DFLEIMNEI), onde D) é o deslocamento na cota x e DF é o 

deslocamento na cota do plano indeslocável, análogo à teoria já descrita de Steinbrenner 

(1934). O trabalho seguinte17 estende o do ano anterior considerando uma estaca carregada na 

direção axial, e Poulos18 aplica a formulação de Steinbrenner para grupos de estacas. A 

influência de uma estaca18,19 dentro de um meio utilizando a expressão ODEP = MQR ∙ TEP ∙ UPV é 

avaliada, onde DEP é o deslocamento do solo do elemento i devido a um fator de influência de 

tensão UP do elemento j, d é o diâmetro da estaca, Iij é o fator de influência de deslocamento 

obtido por Mindlin, e Es é o módulo de elasticidade do meio. Para um solo não homogêneo 

Poulos, por conveniência, altera os valores do módulo de elasticidade ao longo da 

profundidade do solo e conclui que os resultados estão de acordo com os obtidos via MEF. 

Entretanto, para casos em que as estacas estão imersas em meios onde as camadas inferiores 

são mais compressíveis que as superiores, os resultados não são tão aceitáveis, como afirmam 

Poulos e Davis (1968).  

 
 

2.1.3 ISE e solo não homogêneo 
 
 
Entretanto, a aplicação do MEC utilizando-se a solução fundamental de Mindlin, 

mesmo com a introdução da cota no plano indeslocável, só é válida na representação de um 

único meio homogêneo, não sendo possível, dentro da teoria da elasticidade, introduzir outros 

meios com características físicas diferentes, em função das condições de contorno já impostas 

a priori por Mindlin (1936) em sua formulação.  

Uma alternativa é utilizar o MEC com as respostas de domínio finito. A solução de 

Kelvin, Love (1944) fornece a base para as mais gerais formulações sobre um corpo isótropo 

de forma arbitrária. Essa solução é a mais adotada para acoplar diversas regiões com 

propriedades diferentes, equilibrando-as e compatibilizando-as nas superfícies de contorno, 

mantendo assim a continuidade do meio heterogêneo, como pode ser visto em Becker e Bevis 

(2004). Dentre os pesquisadores que aplicam o MEC utilizando a solução fundamental de 

Kelvin para simular o meio heterogêneo podem ser citados: Almeida e Paiva (2004), Banerjee 

(1976), Banerjee e Davies (1978), Maier e Novati (1987) e Ribeiro (2009).   

 
17 Poulos (1967). 
18 Id. (1968-a).  
19 Id. (1968-b). 
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Entretanto esta formulação apresenta entre outros problemas, a dimensão do sistema 

de equações final a ser resolvido, representando um enorme consumo de tempo de CPU para a 

análise de um problema. Por outro lado, compatibilizando as reações e deslocamentos entre a 

estrutura de fundação e o solo e utilizando as soluções fundamentais de Mindlin (1936), os 

seguintes trabalhos foram desenvolvidos: Aoki e Lopes (1975), Aoki e Velloso (1975), 

Colares (2006), Mota (2009), Mota, Pinheiro e Aoki (2006) e Iwamoto (2000). 

Almeida (2003) pesquisa ISE e considera o maciço de solos 3D e não homogêneo 

modelado pelo MEC, além de adotar uma camada de apoio indeslocável às distâncias 

prescritas a priori e condição de aderência adequada. A superestrutura e o elemento estrutural 

de fundação são tridimensionais e modelados pelo MEF. O autor ainda aperfeiçoa a 

formulação empregando as seguintes ferramentas numéricas: paralelismo e método de 

resolução de sistemas esparsos. 

As equações para a determinação dos deslocamentos e tensões em pontos no interior 

das camadas de solo são apresentadas em Burmister (1945), para problemas com três camadas 

de solo, o qual se encontra externamente carregado por uma carga distribuída em uma área 

circular. Como exemplos20,21 de pesquisas desenvolvidas a partir das soluções de Burmister 

citam-se: Chan, Karasudhi e Lee (1974), Davies e Banerjee (1978) e Poulos (1967).   

As estacas e grupos de estacas submetidas a carregamentos verticais e abalos sísmicos, 

através da aplicação do MEC, com a função de Green que corresponde à análise dinâmica do 

problema de Mindlin foram pesquisadas por Mamoon e Banerjee (1990). Para o problema de 

estacas submetidas às excitações distribuídas harmônicas são empregadas soluções analíticas 

exatas para as equações diferenciais. O solo é considerado um semi-espaço contínuo elástico 

tridimensional e o problema de interação é formulado satisfazendo as condições de equilíbrio 

e compatibilidade de deslocamentos na interface estaca-solo. 

As integrais de Lipschitz-Hankel são adotadas por Oliveira, Dumont e Selvadurai 

(2012), para analisar o semi-espaço, já que integrais deste tipo satisfazem as condições de 

contorno do plano com tensões nulas e redução dos deslocamentos em campos distantes. Já 

Selvadurai e Katebi (2013) examinam o problema de carregamento interno de um semi-

espaço elástico incompressível, onde o módulo de elasticidade transversal varia 

exponencialmente com a profundidade. 

 

 
20 Gibson (1967). 
21 Id. (1974). 
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Finalmente, um novo MEC para o problema de placas em um semi-espaço, cuja 

formulação é baseada em Vander Weeën para deformação cisalhante da teoria de placas de 

Reissner foi desenvolvido por Shaaban e Rashed (2013). Para o semi-espaço adota-se as 

soluções fundamentais de Boussinesq-Mindlin e para o solo estratificado considera-se 

Steinbrenner. 

 
 

2.1.4 MEC infinito 
 
 
Uma aproximação eficiente para o elemento infinito, na análise de elementos de 

contorno de problemas de semi-espaço é descrita em Davies e Bu (1996). Já Gao e Davies 

(1998) apresentam uma nova aproximação para o elemento infinito na análise do elemento de 

contorno tridimensional de problemas de semi-espaço, onde as integrais com singularidade 

forte sobre a superfície infinita são calculadas analiticamente pela transformação das integrais 

de superfície em integrais de linha. E Abdel-Fattah, Hodhod e Akl (2000) descrevem a 

formulação do Método dos Elementos de Contorno Infinito e funções de forma e mapeamento 

para elementos bidimensionais e tridimensionais e a subrotina da matriz de rigidez finita e 

infinita, para a verificação de problemas de domínio infinito. 

Lopes (2003) estuda a interação solo-estrutura estática e dinâmica considerando 

estruturas reticuladas com fundações superficiais aplicando o MEF e o Método dos Elementos 

Infinitos. A implementação dos elementos baseia-se na técnica de mapeamento para a 

modelagem de problemas de domínios infinitos. Já para o problema elástico em um semi-

espaço estático, Salvadori (2008) descreve o Método dos Elementos de Contorno Infinito, 

com integrais de contorno hipersingulares, para o estado plano de deformação bidimensional. 

Em relação aos trabalhos de interação solo-estrutura desenvolvidos no SET-EESC-

USP 22, 23, 24, 25, 26  citam-se ainda Ribeiro (2009), que equacionaram todo o solo, baseado nas 

soluções fundamentais de Kelvin, como um único sólido tridimensional e este pôde ser 

simulado de forma não homogênea, e é modelado pelo MEC infinito. 

 
22 Ribeiro e Paiva (2009). 
23 Id. (2009-b). 

24 Id. (2010-a). 

25 Id. (2010-b). 

26 Id. (2013). 
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Su e Wang (2013) propõe um elemento infinito para a análise dinâmica da interação 

solo-estrutura através da combinação MEC-MEF. E Gu e Chen (2013) desenvolveram uma 

nova formulação do método dos elementos de contorno singular para aplicação no novo 

método de domínio infinito, para problemas potenciais. 

 
 

2.2 Justificativa 
 
 

Este trabalho aborda temas amplamente discutidos na engenharia de estruturas: 

acoplamento MEC-MEF, interação solo-estrutura e as soluções fundamentais de Mindlin. 

Para o estudo da Interação Solo Estrutura (ISE) destacam-se as seguintes vertentes: 

representando o solo como meio contínuo tridimensional aplicando a solução fundamental de 

Kelvin, ou representando o solo como meio contínuo semi-infinito considerando a solução 

fundamental de Mindlin. Se por um lado a formulação de sólidos tridimensionais (Kelvin) 

consegue representar o problema de forma mais abrangente, por outro lado a dimensão do 

sistema de equações inviabiliza sua utilização em problemas práticos, nos escritórios de 

projeto estrutural. O grande problema desta formulação é que cada camada precisa ter grandes 

dimensões no plano da superfície livre para representar adequadamente o solo, que teria 

deslocamentos e tensões nulas no infinito. Caso as dimensões no plano X-Y não sejam 

grandes o suficiente, a imposição de deslocamentos ou forças de superfícies nulas em seu 

contorno acarretam grandes erros nos resultados. Entretanto, o número de elementos de 

contorno necessários para representar esse problema adequadamente é muito grande, o que 

resulta em um sistema de equações lineares cuja resolução pode demorar várias horas ou até 

dias, inviabilizando seu uso na análise de problemas práticos, segundo Paiva (1993). Outro 

problema que aparece também são as estacas, que são modeladas como meios contínuos 

tridimensionais, o que significa um grande número de elementos de contorno para representar 

adequadamente sua superfície lateral.  

Já a solução de meio contínuo semi-infinito (Mindlin) representa o problema real, se 

não houver plano indeslocável, de forma menos ampla do que Kelvin, mas por outro lado, as 

dimensões das matrizes envolvidas e o consumo de CPU a tornam viável para ser utilizada 

nos escritórios de cálculo estrutural.  Como o erro cometido quando o solo é representado por 

um meio contínuo semi-infinito não é muito significativo, segundo Poulos e Davis (1980) 

para diversos estudos realizados, esta representação é a mais adequada para desenvolver um 

programa para ser utilizado em problemas usuais de ISE. A principal contribuição desta tese é 
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a evidência de que para problemas com apenas uma camada de solo, as soluções fundamentais 

de Mindlin e o solo modelado pelo MEC representam o problema de forma mais aproximada 

do que com a consideração das soluções fundamentais de Kelvin, mesmo quando o problema 

é modelado pelo MEC infinito. 

O método numérico mais adequado para a análise dos solos, já que se trata de um 

sólido tridimensional é o MEC, como neste método apenas o contorno do corpo em análise é 

discretizado, a malha de domínio tem dimensão pequena, sendo apropriado para a resolução 

de problemas 3D reduzidos em soluções do contorno. Como este trabalho trata-se de 

problemas de ISE, o MEC é uma ferramenta interessante, já que possibilita o estudo de 

domínios infinitos e semi-infinito, tais como o solo, mais eficientemente que o MEF. No 

presente trabalho o solo é analisado de acordo com as soluções fundamentais de Mindlin que 

considera o domínio semi-infinito. As equações do MEC são desenvolvidas utilizando o 

método dos resíduos ponderados e posteriormente são acopladas ao MEF, que modela a 

superestrutura e os elementos estruturais de fundação.  

 
 

2.3  Objetivos 
 
 

O objetivo deste trabalho é a análise estática da Interação Solo-Estrutura  (ISE),  

Figura 2.3, por meio de um modelo que possibilita a determinação dos deslocamentos 

oriundos desse problema, onde o solo é representado por um meio contínuo semi-infinito, a 

estaca é representada por elementos de barra, e a placa pelo elemento DKT e Formulação 

Livre.  

   

 
 

Figura 2.3 – ISE 
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Desenvolve-se um modelo para a ISE que permite a abordagem de problemas usuais, como 

por exemplo, a interação estaca-solo-superestrutura descrita na tese, em um tempo compatível 

com as necessidades do usuário. O programa computacional foi desenvolvido em linguagem 

Fortran 6.6 e Orientado à Objetos, cuja metodologia para esse tipo de programação adotada 

pode ser vista em Beck e Bazán (2011), e empregaram-se rotinas do LAPACK (Linear 

Algebra PACKage). Os resultados obtidos são comparados com os poucos disponíveis na 

literatura e com os encontrados com a formulação tridimensional decorrentes de trabalhos 

desenvolvidos por outros autores. Com relação ao modelo elaborado, as diretrizes seguidas 

são apresentadas nos subitens seguintes. 

 
 

2.3.1 Solos 
 
 

O solo é representado pelo MEC considerando um meio contínuo semi-infinito a partir 

das soluções fundamentais de Mindlin. O sólido tridimensional encontra-se descrito no 

capítulo 2, Figura 2.4. O programa computacional desenvolvido no presente trabalho, que 

permite a análise   da  área  do  solo  carregado,  exemplos  1  e  2  do  capítulo  2,  foi  

denominado Soil-Mindlin-BEM-2009.  

   

 
 

Figura 2.4 – Solo 

  
 
 

2.3.1 Interação placa-solo 
  
 

O modelo e simplificações adotadas para a análise do solo já foram comentados. A 

interação do edifício com o solo foi feita mediante a utilização de uma placa de fundação 

estaqueada. Para o solo são escritas as equações integrais para a representação dos 

deslocamentos u, v e w dos pontos nodais dos elementos de contorno do meio contínuo, 

resultando em um sistema de equações lineares em função da reação do solo nos pontos das 
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células da interface placa-solo. A placa é modelada via MEF resultando em um sistema de 

equações lineares também em função da reação nodal do solo. Eliminando-se nesses dois 

sistemas de equações a reação do solo, obtém-se assim um sistema para análise placa-solo. 

Após a resolução do sistema de equações, os deslocamentos resultantes da interação placa-

solo são obtidos, como descritos no capítulo 3.  

O programa computacional que permite a análise da interação placa-solo, exemplos 5, 

6 e 7 do capítulo 3, denominado Plate Soil Interaction – BEM-FEM – 2010, e inclui os 

seguintes programas: 

- Plate in tension or compression - CST-FF - FEM – 2009: permite a análise de chapa pelo 

elemento finito CST ou o elemento de membrana da Formulação Livre, exemplo 3 do  

capítulo 4; 

- Plate in tension or compression - Plate in bending coupling – CST-FF- DKT – FEM – 2009: 

permite a análise do elemento de casca, ou seja, o elemento de placa DKT acoplado ao 

elemento de membrana da Formulação Livre, que resulta em um elemento com seis graus de 

liberdade por nó (Figura 2.5), exemplo 4 do capítulo 4;  

   

 
 

Figura 2.5 – Acoplamento DKT-Formulação Livre 

  
- Soil - Mindlin - BEM - 2009, cuja formulação e exemplos de aplicação são descritas no 

Capítulo 2. 

A condensação estática apresentada no capítulo 3 foi implementada neste trabalho, já 

as matrizes de rigidez e vetores de forças, da Formulação Livre e elemento DKT 

encontravam-se disponíveis na versão Fortran 90, de outros trabalhos orientados pelo Prof. 

Paiva, que pesquisaram essa formulação, como por exemplo, Carrijo (1995); e estas foram 

atualizadas para a linguagem Fortran 6.6 e Orientado à Objetos, cuja metodologia para este 

tipo de programação encontra-se descrita em Beck e Bazán (2011) e Pagliosa (1998), e 

adotaram-se rotinas do LAPACK (Linear Algebra PACKage). 
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2.3.1 Interação estaca-solo 
 
 

As estacas, descritas no capítulo 4, são modeladas pelo MEF, através de elementos 

unidimensionais e sua influência no solo é suposta como uma linha de carga. As estacas são 

consideradas verticais e solicitadas por forças horizontais, verticais e momentos fletores 

aplicados em seu topo. Os blocos são representados por uma placa de rigidez muito grande. 

Embora para o cálculo das tensões no bloco este modelo não seja adequado, o mesmo é muito 

conveniente do ponto de vista da elaboração de um programa computacional para essa 

análise. Caso se pretenda analisar as tensões e deformações internas no bloco, adotam-se 

elementos finitos tridimensionais a partir das reações obtidas na análise simplificada, como 

informações iniciais. 

Cada estaca é considerada um único elemento finito, Figura 2.6, definido por quatro 

pontos nodais. Os esforços horizontais de interação estaca-solo são aproximados por uma 

função polinomial do quarto grau e o esforço vertical por um polinômio do terceiro grau. Os 

graus de liberdade para a estaca são os deslocamentos u, v e w e as rotações θx e θy para o 

topo da estaca; e os deslocamentos u, v e w para os outros nós.  

   

 

 

 
Figura 2.6 – Estaca 

 
Figura 2.7 – Estaca-solo 

.  
O sistema de equações para o conjunto estaca-solo (Figura 2.7) é obtido da mesma 

forma que explicado anteriormente, para a interação placa-solo e que neste caso, se incorpora 

à contribuição das tensões nodais nas estacas. A modelagem da estaca pelo MEF resulta em 

um sistema de equações também em função das tensões nodais, que após serem eliminadas 

nos dois sistemas de equações anteriormente mencionados, resultam no sistema de equações 

global para a análise desse problema.  
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O programa computacional que permite a análise da interação estaca-solo, exemplo 8 

do capítulo 5, foi denominado Pile Soil Interaction – BEM-FEM – 2010 e foi desenvolvido 

em linguagem Fortran 6.6 e Orientado à Objetos. 

 
 

2.3.2 Interação estaca-solo-superestrutura 
 
 

O edifício tridimensional, descrito no capítulo 5 é modelado em teoria de primeira 

ordem via MEF com elementos de barras para os pilares e as vigas e com elementos de cascas 

para as lajes. O elemento de casca utilizado é o elemento plano de casca, onde se acopla o 

elemento de placa DKT, que pode ser visto em Batoz, Bathe e Ho (1980) e Batoz (1982), com 

o elemento de membrana, que é adotado o elemento da formulação livre, proposto em Bergan 

e Felippa (1985). 

O programa computacional desenvolvido no presente trabalho, que permite a análise 

da   interação   estaca – solo – superestrutura (Figura 2.8),   exemplo  11  do  capítulo  5,  

denominado SSI–BEM-FEM-2013. O programa foi implementado em linguagem Fortran 6.6 e 

compreende o programa Cap Pile Soil Interaction - BEM-FEM – 2012, exemplos: 9 e 10. A 

maioria dos exemplos descritos nesta tese são retirados de outros trabalhos e comparados com 

os mesmos. As malhas dos exemplos descritos na tese são geradas através do ANSYS 10 ou 

do PEC – Sousa Jr. (1996). 

   

 
 

Figura 2.8 – Estaca-solo-superestrutura 

  



 

 

 

 

3. Método dos Elementos de Contorno aplicado à análise mecânica dos sólidos 

 

3.1  Introdução 

 

 

Neste capítulo, apresenta-se a formulação do MEC aplicada à modelagem mecânica 

dos sólidos considerando as soluções fundamentais de Mindlin. Nesta formulação adota-se o 

sólido homogêneo, para a simplificação e resolução do problema de Mindlin,  como um 

domínio semi-infinito, cujo material é homogêneo (único material), isótropo (possui as 

mesmas propriedades físicas independente da direção considerada) e de comportamento 

elástico-linear (as tensões e deformações estão linearmente relacionadas), o problema de 

Mindlin como descrito no capítulo anterior já foi pesquisado por diversos outros autores e 

acrescenta-se Lyell e Sanders (1984). Como a análise do sólido descrita é governada pelas 

equações da elasticidade linear de um sólido semi-infinito, as principais equações necessárias 

para a formulação das integrais no contorno são os  deslocamentos do sólido determinados 

pelas soluções fundamentais de Mindlin. Para maiores detalhes sobre as equações da 

elasticidade linear sugere-se Ciarlet (1988), Constantinescu e Korsunsky (2007), Ekeland e 

Temam (1976), Fridman (2001), Temam (1976), Timoshenko e Goodier (1951), Villaça e 

Taborda Garcia (2000), Westenholz (1978). Em relação ao MEC, maiores informações podem 

ser obtidas em Brebbia e Dominguez (1998), Brebbia e Nakaguma (1979), Mukherjee (2005), 

Schanz e Steinbach (2007). 

A equação integral, cuja solução resulta nos deslocamentos do sólido em pontos do 

contorno ou do domínio é conhecida como identidade Somigliana. Esta equação pode ser 

obtida aplicando-se o Método dos Resíduos Ponderados sobre a equação diferencial de 

equilíbrio que será mostrada neste capítulo. Também se apresentam as soluções fundamentais 

de Boussinesq-Cerruti, que são um caso particular do problema de Mindlin. Alguns trabalhos 

que descrevem estas soluções fundamentais são: Barbirato (1991), Matos Filho (1999), 
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Mendonça (1997), Mindlin (1936), Oshima (2004) e Paiva e Butterfield (1997). Exemplos 

recentes que adotam as soluções fundamentais de Mindlin: Oliveira, Dumont, e Selvadurai 

(2012), Selvadurai e Katebi (2013) e Venturini, Coda e Tejerina Calderón (1998). 

Com o MEC aplicado à mecânica dos sólidos, neste capítulo ainda, apresentam-se 

exemplos de domínios representativos do solo sob carregamento. Os resultados desses 

exemplos permitem verificar a eficiência da implementação computacional desenvolvida para 

o problema de Boussinesq-Cerruti.  

 
  

3.2  Elasticidade linear 
 
 

Apresentam-se as equações básicas da teoria da elasticidade linear. Como as equações 

de equilíbrio, as equações diferenciais que governam o problema elástico, em função dos 

deslocamentos, denominadas equações de Navier são deduzidas. Adotando-se as condições de 

contorno formula-se o problema de equilíbrio em teoria da elasticidade linear, como descrito 

em Ramos Lovón (2006).   

 
 

3.2.1 Equações de equilíbrio 
 
 
A Figura 3.1 mostra um elemento infinitesimal, no qual são ilustrados forças de 

superfície, tensões e deslocamentos em um sólido tridimensional. 

 

 
 

Figura 3.1 - Notação para a superfície de forças, tensões e deslocamentos 
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O equilíbrio de forças sobre o elemento infinitesimal nas direções �W, �, e �? resulta 

nas equações de equilíbrio que devem ser satisfeitas no domínio do corpo: 

  
XYZZX)Z XYZ[X)[ XYZ\X)\ W   

(3.1) 
2B,W2�W + 2B,,2�, + 2B,?2�? + ', = 0 

 

2B?W2�W + 2B?,2�, + 2B??2�? + '? = 0 
 

onde 'W, ', e	'? são as componentes das forças de massa (por unidade de volume). 

Escrevendo-se as Equações (3.1) em notação indicial: XY^_X)_ + 'E = 0         no Ω      (3.2) 

ou BEP,P + 'E = 0           (3.3) 

onde � = 1,2,3 e a = 1,2,3. Como ilustrado na Figura 3.1, o índice � está associado à faceta, a 
está associado à componente bc = 
bW, b,, b?� = bWd̂W + b,d̂, + b?d̂?, mostrada na Figura 3.2. A 

vírgula indica a derivada, pela notação de Einstein. 

   

 
 

Figura 3.2 - Vetor tensão nas 3 facetas paralelas aos planos coordenados 

  
A Equação (3.3) deve satisfazer às seguintes condições de contorno, ilustradas na 

Figura 3.3: 

(i) Essencial ou deslocamentos prescritos (Dirichlet) 

            -E = -fE                       em          ΓW  (3.4) 

(ii) Natural ou forças prescritas (Neumann) 
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            UE = U̅E                       em          Γ,  (3.5) 

é a equação de equilíbrio em uma superfície qualquer, onde � = 1,2,3 e a = 1,2,3. 

   

 
 

Figura 3.3 - Condições de Contorno 

  
 
 

3.2.2 Componentes de forças de superfície 
 
 

As componentes de tensão são projetadas em um elemento diferencial do contorno hΓ 

e o seu equilíbrio resulta em forças de superfície UE, também denominadas na literatura 

internacional como tractions: UW = BWWiW + BW,i, + BW?i?  

(3.6) U, = B,WiW + B,,i, + B,?i?  U? = B?WiW + B?,i, + B??i? 

onde iWi,i? são os cosenos diretores da normal i em relação às direções �W�,�?: iW = jkl
i, �W�;   i, = jkl
i, �,�;   i? = jkl
i, �?�  (3.7) 

Reescrevendo-se a equação (3.6) em notação indicial: UE = BEPiP  (3.8) 

 
 

3.2.3 Relações deslocamento-deformação 
 
 

As relações deslocamento-deformação são as seguintes: mEP
l� = W, n-E,P
l� + -P,E
l�o          
�, a = 1,2,3� (3.9) 

onde, -E é o deslocamento na direção �, mEP é o tensor das deformações, l é um ponto genérico 

no corpo elástico e -E,P = Xp^X)_. 
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3.2.4 Equações constitutivas 
 
 

Considerando-se um corpo homogêneo e isotrópico (mesmas propriedades materiais 

em todos os seus pontos e em cada ponto estas propriedades são iguais em todas as direções), 

a relação entre tensões e deformações em um ponto l é obtida pela Lei de Hooke 

generalizada: BEP
l� = ,qrWs,t �EPm��
l� + 25mEP
l�           (3.10) 

onde 5 é o módulo de elasticidade transversal, / é o coeficiente de Poisson, mEP são as 

componentes de deformação e �EP é o delta de Kronecker: �EP = 1          ld         � = a �EP = 0         ld          � ≠ a                     (3.11) 

e m�� = mWW + m,, + m??           (3.12) 

 
 

3.2.5  A equação de Navier 
 
 

Substituindo-se as relações deformação-deslocamento, Equação (3.9), nas Equações 

constitutivas, Equação (3.10), resulta a seguinte relação: 

BEP
l� = ,qrWs,t XpvX)v �EP + 5 9Xp^X)_ + Xp_X)^;           (3.13) 

Derivando-se a Equação (3.13): 

BEP,P = XY^_X)_ = ,qrWs,t X[pvX)_X)v �EP + 5 9 X[p^X)_X)_ + X[p_X)_X)^;           (3.14) 

ou seja, BEP,P = ,qrWs,t -�,�P�EP + 5�-E,PP + -P,EP�           (3.15) 

Eliminando delta de Kronecker tem-se: BEP,P = ,qrWs,t -�,�E + 5�-E,PP + -P,EP�           (3.16) 

Fazendo-se � = a e sabendo-se que -P,PE = -P,EP porque o deslocamento é contínuo. BEP,P = ,qrWs,t -P,PE + 5�-E,PP + -P,PE�           (3.17) 

Substituindo-se a Equação (3.17) na equação de equilíbrio (3.3) obtém-se:  BEP,P + 'E = ,qrWs,t -P,PE + 5�-E,PP + -P,PE� + 'E = 0           (3.18) 
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Da equação (3.18) resulta a equação de Navier-Cauchy, que é uma equação diferencial que 

governa os deslocamentos de um corpo sólido tridimensional: WWs,t -P,PE + -E,PP + Jq̂ = 0           (3.19) 

ou 5 ∙ -P,PE + 
w + 5� ∙ -E,PP + 'E = 0           (3.20) 

onde 'E são forças de massa.  

A equação (3.21) é denominada equação de Laplace: ∇,8 = O X[X)[ + X[X*[V8 = 2 X[xXAXA̅           (3.21) 

onde ∇, é o operador de Laplace definido como:  

∇,≡ ∇ ∙ ∇= O� XX) + a XX*V ∙ O� XX) + a XX*V = O X[X)[ + X[X*[V          (3.22) 

Considerando-se a aplicação de uma carga unitária F em um ponto P (ponto fonte) do 

domínio na direção cartesiana m, �E∗
��, observam-se os seus efeitos nas direções cartesianas 

em outro ponto S (ponto campo). Nas respostas para deslocamentos -EP∗  e forças de superfície UEP∗ , i é a direção de aplicação da força e j a direção do efeito medido. Denomina-se solução 

fundamental as respostas da carga unitária, que é uma solução da equação de Laplace (3.21). 

As expressões da solução fundamental para deslocamentos e forças de superfície são obtidas 

substituindo-se as forças volumétricas na equação de equilíbrio (3.3) e na equação de 

deslocamentos (3.19), pela função Delta de Dirac, resultando em: 'E
{� = �
�, %��EP           (3.23) BEP,P + �
�, %���E = 0           (3.24) WWs,t -P�,PE∗ 
�, %� + -E�,PP∗ 
�, %� + Wq �
�, %��E� = 0             
�, a = 1,2,3�    (3.25) 

A equação (3.25) é denominada Equação de Navier, que é a equação (3.24) em termos de 

deslocamentos. 

A função delta de Dirac é uma função generalizada que pode ser definida como o 

limite da função normal. No limite, esta função é zero em todos os pontos do domínio exceto 

onde o argumento é zero, quando ela vale infinito. Para a função delta de Dirac �
U, l� são 

válidas as seguintes propriedades:   �
U, l� = 0         ld          U ≠ l �
U, l� = ∞         ld          U = l 

| 	
U��
U, l�hΩ} = 	
U� (3.26) 
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�EP é o delta de Kronecker, equações (3.11), / e 5 são o coeficiente de Poisson e o módulo de 

elasticidade transversal do solo, respectivamente. 

Das equações (3.8), (3.9) e (3.10) encontram-se as forças de superfície para o 

problema fundamental: UE∗
l� = 5 ~-E,�∗ 
l� + -P,E∗ 
l�iP + ,rWs,t -P,P∗ 
l�iE�           (3.27) 

 
 

3.3  Soluções fundamentais  
 
 

A solução da equação diferencial (3.25) é conhecida como solução fundamental em 

deslocamentos -EP∗ . As soluções fundamentais dependem das características do domínio e do 

contorno da região onde o problema elástico fundamental está definido. Neste trabalho é 

analisado o problema fundamental de Mindlin, bem como, o problema fundamental de 

Boussinesq-Cerruti, que é um caso particular do sólido descrito por Mindlin. 

As soluções fundamentais de Mindlin (1936) são obtidas diretamente pela aplicação 

da teoria potencial, apresentada em notação vetorial, como afirma Mindlin (1953). A solução 

das equações lineares de equilíbrio do corpo elástico é encontrada para o caso de uma força 

atuando em um ponto interno do corpo isotrópico limitado por um plano. O resultado foi 

obtido a partir da solução de Kelvin para a força atuando em um corpo sólido e admitindo-se 

o núcleo de deformações, que são adicionados fora do corpo semi-infinito e assim anulam as 

tensões no plano que limita o sólido. Para mais detalhes do problema da força atuando em um 

ponto, também se sugere Love (1944). 

 
 

3.3.1 Funções de Papkovitch  
 
 
Considerando-se um corpo elástico isotrópico em equilíbrio, o deslocamento 

~
u  é 

governado pela equação: 

2

~~ ~ ~ ~

0
1 2u u F

µ
µ

ν
∇ + + =

− ∇∇⋅  (3.28) 

onde µ  é o módulo de elasticidade transversal, ν  é o coeficiente de Poisson e 
~
F  é a força 

de massa por unidade de volume. A notação vetorial pode ser entendida em Weatherburn 

(1928). 
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Para o corpo isotrópico, a tensão, 
~

σ , tem a seguinte relação com o deslocamento: 

~~ ~ ~ ~ ~ ~ ~
u u uIλ µσ

 
= + + 

 
∇⋅ ∇ ∇  (3.29) 

onde ( )2 1 2λ µν ν= − . 

Pelo teorema de Helmholtz, descrito em Weatherburn (1928), 
~
u  pode ser resolvido 

através das componentes planas e senoidais: 

~~ ~ ~
u Hϕ= +∇ ∇⋅ ,     

~~

0H =∇⋅  (3.30) 

De modo que se reescrevendo a equação (3.28) tem-se: 

2

~ ~~ ~

0H Fµ α ϕ
 

∇ + + = 
 

∇ ∇⋅  (3.31) 

onde ( ) ( )1 1 2α ν ν= − − .  

O valor entre parênteses na equação (3.31) é um vetor, tal que, 
~ ~ ~~

X Y Z
B B Bji kB = + + , 

por exemplo: 

~ ~~ ~
H Bα ϕ + =∇ ∇⋅  (3.32) 

 

2

~ ~
B Fµ∇ = −  (3.33) 

Da equação (3.32) com 
~

∇⋅ encontra-se: 

2

~~
Bα ϕ∇ = ∇⋅  (3.34) 

a solução completa é: 

~ ~

2 r Bαϕ β= +⋅  (3.35) 

onde β  é uma função escalar, que satisfaz: 

2

~ ~
r Fµ β∇ = ⋅  (3.36) 

e 
~ ~ ~~

x y zji kr = + +  é a posição do vetor. 

Substituindo a equação (3.35) na equação (3.30) e eliminando 
~~

H∇⋅  por meios da 

equação (3.32) resulta em: 
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( )~ ~ ~~ ~ ~

1

4 1u B r Bν
β

 
= − + 

−  
∇ ⋅  (3.37) 

 

2

~ ~
B Fµ∇ = −  (3.38) 

 

2

~ ~
r Fµ β∇ = ⋅  (3.39) 

Assim o deslocamento é expresso em termos das funções de Papkovitch, 
~
B  e β , das quais 

os laplacianos são conhecidos se a força de massa 
~
F  é conhecida. 

A prova de completude da função de Papkovitch, dada acima é uma extensão para 

incluir as forças de massa, vista em Mindlin (1936), onde 
~
B e β são denominadas funções 

de Papkovitch, comentada em Tran-Cong (1981, 1994), após a solução original da equação 

(3.37), da teoria da elasticidade. Estas são as funções de Boussinesq (1885), que foi quem 

introduziu XB  e β , mas empregou funções de tipos diferentes onde XB  e YB  poderiam ser 

consideradas. 

 
 

3.3.2 Equação de Green   
 
 
O valor de uma função V, em algum ponto de uma região pode ser expresso em 

termos dos valores do seu contorno, Laplaciano e função de Green, G, para a região, através 

da fórmula de Green descrita em Weatherburn (1928): 

2

~ ~

4 V V GdS G VdVnπ− = + ∇⋅∇∫ ∫  (3.40) 

Para a região 0z ≥ , a função de Green é: 

1 1
1 2G r r
− −= −  (3.41) 

onde 

( ) ( ) ( )
2 2 22

1r x y zξ η ζ= − + − + −  (3.42) 

 

( ) ( ) ( )
2 2 22

2r x y zξ η ζ= − + − + +  (3.43) 
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em que (x,y,z) são as coordenadas de um ponto P(x,y,z) na região, e ( ), ,ξ η ζ , ( ), ,ξ η ζ−  são 

as coordenadas do ponto fonte ( ), ,Q ξ η ζ  e a sua imagem ( )' , ,Q ξ η ζ− , respectivamente. 

 
  

3.3.3 Força aplicada em um ponto 
 
 
A definição de Kelvin para força aplicada em um ponto toma a seguinte forma, neste 

caso: considerando-se a distribuição de forças de massa 
~
F  em uma região fechada T dentro 

de z > 0, com 
~

0F =  e fora T, mas dentro 0z ≥ . Subtraindo-se T indefinidamente, sempre 

colocando o ponto C(0,0,c) tem-se: 

0 ~ ~
lim
T

F dV P
Γ→

=∫  (3.44) 

onde 
~
P  é uma força constante em C. 

Para aplicação posterior, nota-se que no limite de T aproximando-se de zero tem-se:  

( ) ( ), , 0,0,Q C cξ η ζ =  (3.45) 

 

( ) ( )' ', , 0,0,Q C cξ η ζ− = −  (3.46) 

 

( )
22 2 2 2

1 1r x y z c R= + + − =  (3.47) 

 

( )
22 2 2 2

2 2r x y z c R= + + + =  (3.48) 

 

1 2

1 1
G

R R
= −  (3.49) 

 

1 2

1 1G

z R Rζ

 ∂ ∂
= − + 

∂ ∂  
 (3.50) 

 

2 2

2 2
1 2

1 1G

z R Rζ

 ∂ ∂
= − 

∂ ∂  
 (3.51) 
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1 2

1 1G

x R Rξ

 ∂ ∂
= − − 

∂ ∂  
 (3.52) 

 
 

3.3.4 Força normal no plano do contorno 
 
 
Neste caso tem-se 0

X Y
F F= =  e 0

X Y
B B= = . A função de Papkovitch (Boussinesq) 

restante, X
B  e β , deve satisfazer a condição de força de superfície nula em 0z = . Assim 

tem-se das equações (3.29) e (3.37), em 0z = :  

( )
( )

2

2
2 1 0

2 1
Z

ZZ

B

z z

µ β
σ ν

ν

 ∂ ∂
= − − = 

− ∂ ∂ 
 (3.53) 

 

( )
( )

2

1 2 0
2 1

Z
ZX

B

x x z

µ β
σ ν

ν

 ∂ ∂
= − − = 

− ∂ ∂ ∂ 
 (3.54) 

 

( )
( )

2

1 2 0
2 1

Z
ZY

B

y y z

µ β
σ ν

ν

 ∂ ∂
= − − = 

− ∂ ∂ ∂ 
 (3.55) 

A função entre colchetes na equação (3.53) é uma das quais o Laplaciano: 

( )
( ) ( )22

2
2 2

2 1 1
2 1 XZ X

zFB F

z z z z

νβ
ν

µ µ

− ∂ ∂ ∂∂
∇ − − = − − 

∂ ∂ ∂ ∂ 
 (3.56) 

é conhecida para todo 0z ≥  e do qual o valor no contorno é zero. Por isso, da equação (3.40): 

( ) ( )
( )22

2 2

1
2 1 2 1

4
ZZ Z

FB F
G dV

z z

ζβ
ν ν

πµ ζ ζ

 ∂∂ ∂∂
− − = − + 

∂ ∂ ∂ ∂ 
∫  (3.57) 

Agora, integrando o primeiro termo na integral de volume por partes, resulta em: 

Z
Z Z

F G
G d d d GF d d F d d dξ η ζ ξ η ξ η ζ

ζ ζ

∂ ∂
= −

∂ ∂∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (3.58) 

A integral na superfície na equação (3.58) desaparece porque 0ZF G= =  no contorno 

do corpo. Em seguida, das equações (3.44) e (3.50): 

0
1 2

1 1
lim Z

Z
T

F
G dV P

z R Rζ→

 ∂ ∂
= + 

∂ ∂  
∫  (3.59) 

Analogamente, integrando por partes as equações (3.44), (3.45) e (3.51): 
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2 2

2 20
1 2

1 1
lim Z

Z
T

F
G dV cP

z R Rζ→

 ∂ ∂
= − 

∂ ∂  
∫  (3.60) 

Por isso, 

( ) ( )
1 2 1 2

1 1 1 1
2 1 2 1

4
Z

Z

P
B c

z R R z R R

β
ν ν

πµ

    ∂ ∂
− − = − + + −    

∂ ∂    
 (3.61) 

onde uma integração em relação à z é realizada (a função arbitrária de x e y, assim introduzida 

deve ser eliminada desde que ( )2 1 ZB zν β− − ∂ ∂  , para z →∞ ). 

Voltando às condições de contorno, nota-se que as equações (3.54) e (3.55) podem ser 

integradas em relação à x e y, respectivamente, de modo que, em 0z = : 

( )1 2 0ZB
z

β
ν

∂
− − =

∂
 (3.62) 

O Laplaciano: 

( )
( )2 1 2 1

1 2 z

Z Z

zF
B F

z z

β ν
ν

µ µ

∂∂ − 
∇ − − = − ∂ ∂ 

 (3.63) 

é conhecido através de 0z ≥  e por isso, da equação (3.40): 

( ) ( ) ( )
1

1 2 1 2
4Z Z ZB G F F dV

z

β
ν ν ζ

πµ ζ

 ∂ ∂
− − = − + ∂ ∂ 

∫  (3.64) 

Pelo mesmo processo descrito anteriormente, das equações (3.44), (3.45), (3.49) e (3.50) 

encontra-se: 

( ) ( )
1 2 1 2

1 1 1 1
1 2 1 2

4
Z

Z

P
B c

z R R z R R

β
ν ν

πµ

    ∂ ∂
− − = − − + +    

∂ ∂    
 (3.65) 

Finalmente, das equações (3.61) e (3.65) tem-se: 

( )
3

1 2 2

21 3 4

4
Z

Z

c z cP
B

R R R

ν

πµ

+ −
= + + 

 
 (3.66) 

 

( )( ) ( )
( )

2
1 2

3 4
4 1 1 2 log

4
Z

cP c
R z c

R R

ν
β ν ν

πµ

− 
= − − + + − − 

 
 (3.67) 

Estas duas funções, (3.66) e (3.67), constituem as soluções para o caso de forças em 

(0,0,c) normal ao plano do contorno (z = 0). 

 

 

 



Capítulo 3: Método dos Elementos de Contorno aplicado à análise mecânica dos sólidos  
 

 

61

3.3.5 Força paralela ao plano do contorno 
 
 
Neste caso tem-se 0

Y Z
F F= =  e 0

Y
B = . As condições de contorno são as do plano 

0z = , portanto: 

( )
( )

2 2

2 2
2 1 2 0

2 1
xZ X

ZZ

BB B
x

z x z z

µ β
σ ν ν

ν

 ∂∂ ∂ ∂
= − + − − = 

− ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (3.68) 

 

( )
( )

2 2

1 2 0
2 1

Z X X
ZX

B B B
x

x z x z x z

µ β
σ ν

ν

 ∂ ∂ ∂ ∂ 
= − + − − =  

− ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (3.69) 

 

( )
( )

2 2

1 2 0
2 1

Z X
ZY

B B
x

y y z y z

µ β
σ ν

ν

 ∂ ∂ ∂
= − − − = 

− ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
 (3.70) 

Derivando a equação (3.69) em relação à y e a equação (3.70) em relação à x e 

subtraindo-as encontra-se em 0z = : 

2

0XB

y z

∂
=

∂ ∂
 (3.71) 

Portanto em 0z = : 

0XB

z

∂
=

∂
 (3.72) 

Logo, em 0z ≥ : 

2 1X XB F

z zµ

∂ ∂
∇ = −

∂ ∂
 (3.73) 

Portanto a partir da equação (3.40) tem-se: 

1

4
X XB F

G dV
z πµ ζ

∂ ∂
=

∂ ∂∫  

1 2

1 1

4
X X

B P

z z R Rπµ

 ∂ ∂
= + 

∂ ∂  
 

(3.74) 

Assim, da equação (3.59): 

1 2

1 1

4
X

X

P
B

R Rπµ

 
= + 

 
 (3.75) 

Da equação (3.70) em 0z = : 

( )1 2 0X
Z

B
B x

z z

β
ν

∂∂
− − = =

∂ ∂
 (3.76) 
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Da equação (3.71) em 0z ≥ : 

( )2 1 2 X
Z

Fx
B

z z

β
ν

µ

∂∂ 
∇ − − = − ∂ ∂ 

 (3.77) 

Assim, pela equação (3.40): 

( )
1

1 2
4

X
Z

F
B G dV

z

β
ν ξ

πµ ζ

∂∂
− − =

∂ ∂∫  (3.78) 

Mas o lado direito da equação (3.78) desaparece desde que 0ξ →  como 0T → . Por 

isso: 

( )1 2 0ZB
z

β
ν

∂
− − =

∂
 (3.79) 

em toda a região 0z ≥ . 

Da equação (3.68), em 0z = : 

( )
22

2 2
2 1 2 0xZ X

BB B
x

z z x z

β
ν ν

∂∂ ∂∂
− − + − =

∂ ∂ ∂ ∂
 (3.80) 

Logo, da equação (3.75): 

( )2 2

2 3

1 2 3
2

2 2
XX X X

o o

P xB B P c x
x

x z R R

ν
ν

πµ πµ

−∂ ∂
− = −

∂ ∂
 (3.81) 

onde 2 2 2 2
o

R x y c= + + . Mas, em 0z = : 

( )
( )1 2

1 2
2

XX

o

P xB

x R

ν
ν

πµ

−∂
− − =

∂
 (3.82) 

e 

22

2

31

2 2
X X

o

P c P c x

x z R Rπµ πµ

 ∂
= 

∂ ∂  
 (3.83) 

Por isso, a equação (3.80) pode ser reescrita como: 

( ) ( )
2 2

2
2

1
2 1 1 2 0

2
xX X

BB P c

z z x x z R

β
χ ν ν

πµ

 ∂∂ ∂ ∂
= − − − − − = 

∂ ∂ ∂ ∂ ∂  
 (3.84) 

em 0z = . O Laplaciano do lado esquerdo da equação (3.84) na região 0z ≥ : 

2
2

2

1 2X XF Fx

z x

ν
χ

µ µ

∂ ∂−
∇ = − +

∂ ∂
 (3.85) 

Portanto, da equação (3.40): 

( )
2

2

1
1 2

4
xX

FF
G dVχ ξ ν

πµ ζ ξ

 ∂∂
= − − 

∂ ∂ 
∫  (3.86) 
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O primeiro termo do integrando é eliminado desde que 0ξ →  e 0T → . Integrando-se 

por partes o segundo termo tem-se que a integral de área é suprimida resultando em: 

1 2

4 X

G
F dV

ν
χ

πµ ξ

− ∂
=

∂∫  (3.87) 

onde, pelas equações (3.44) e (3.52) tem-se: 

( )

1 2

1 2 1 1

4
XP

x R R

ν
χ

πµ

−  ∂
= − − 

∂  
 (3.88) 

Logo, das equações (3.88), (3.84) e (3.75): 

( )
( ) ( )2

2 3 5
2 2

1 2 3
2 1

2 2
X XX

P x P cx z cB

z z R R

νβ
ν

πµ πµ

− +∂ ∂
− − = − +

∂ ∂
  (3.89) 

ou 

( )
( )

( ) 3
2 2 2

1 2
2 1

2 2
X X

Z

P x P cx
B

z R R z c R

νβ
ν

πµ πµ

−∂
− − = −

∂ + +
  (3.90) 

Finalmente, das equações (3.90) e (3.79) tem-se: 

( )
( ) 3

2 2 2

1 2

2 2
X X

X

P x P cx
B

R R z c R

ν

πµ πµ

−
= −

+ +
  (3.91) 

 

( )
( )

( )
( )

2

2 2 2

1 2 1 2

2 2
X X

P x P cx

R z c R R z c

ν ν
β

πµ πµ

− −
= − +

+ + + +
  (3.92) 

Estas duas funções, (3.91) e (3.92), e a equação (3.75), abrangem a solução para o 

problema da força aplicada em (0,0,c) paralela ao plano do contorno. 

 
 

3.3.6 Comparação dos resultados 
 
 
As soluções de Mindlin (1953) foram formuladas em termos do vetor de Galerkin 

~
F  

(diferente da força de massa 
~
F ). 

Para a força normal ao plano do contorno a solução obtida foi: 

( )
( ) ( ) ( ) ( )~

1 2 2
~

2

2
8 1 1 4 1 2 1 log

4 1

ZP k cz
F R R z c R z c

R
ν ν ν ν ν

π ν

 
= + − − − + − − − + +       −  

 

(3.93) 

e para o problema de uma força paralela ao plano do contorno: 
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( )
( )( ) ( ) ( )

2
~

1 2 2 2
~

2

2
4 1 1 2 log

4 1

XP i c
F R R z c R z c R

R
ν ν

π ν

 
= + − + − − + + + −   −  

 

( )
( ) ( )~

2
2

2
2 1 2 log

8 1

XP k cx
x R z c

R
ν

π ν

 
+ + − + + 

−  
 

(3.94) 

A relação entre as funções de Galerkin e Papkovitch mostram que: 

( ) 2

~ ~
1B Fµ ν= − ∇  (3.95) 

 

( )( )2

~ ~ ~~
1 2 F r Fµβ ν= − ∇⋅ − ⋅∇  (3.96) 

Substituindo-se as equações (3.93) e (3.94) nas equações (3.95) e (3.96) verifica-se 

que as soluções apresentadas são idênticas. 

 
 

3.3.7 Soluções fundamentais de Mindlin 
 
 

Mindlin (1936) ao analisar um sólido fez algumas simplificações em relação ao seu 

comportamento mecânico. O solo foi considerado como um material elástico-linear, 

homogêneo e isótropo. As soluções fundamentais foram definidas em um meio semi-infinito, Ω∗. 
   

 
 

Figura 3.4 - Sólido de Mindlin (1936) 

  
Considerou-se o sólido submetido a uma carga concentrada unitária P aplicada em qualquer 

ponto no interior do domínio semi-infinito, Ω∗. Definiu-se a superfície do contorno no plano 
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�? = 0 e esta foi considerada livre de forças de superfície. A ilustração deste problema 

encontra-se na Figura 3.4. 

As soluções fundamentais de Mindlin (1936), referentes aos deslocamentos nas 

direções �W, �, e �? são as seguintes: 

-WW∗ = @M �3 − 4/G�G� + 1�GG� + �G�W,�G�? + 
3 − 4/G��G�W,�GG�? + 2���GG�? 11 − 3�G�W,�GG�, 4
+ 4
1 − /G�
1 − 2/G��GG� + �GG�? �1 − 1 �G�W,�GG�
�GG� + �GG�?�4�� 

-W,∗ = @M�G�W�G�, � 1�G�? + 3 − 4/G�GG�? − 6���GG�� − 4
1 − /G�
1 − 2/G��GG�
�GG� + �GG�?�,� 
-W?∗ = @M�G�W ��G�?�G�? + 
3 − 4/G��G�?�GG�? − 6���GG�?�GG�� + 4
1 − /G�
1 − 2/G��GG�
�GG� + �GG�?� � -,W∗ = -W,∗  

-,,∗ = @M �3 − 4/G�G� + 1�GG� + �G�,,�G�? + 
3 − 4/G��G�,,�GG�? + 2���GG�? 11 − 3�G�,,�GG�, 4
+ 4
1 − /G�
1 − 2/G��GG� + �GG�? �1 − �G�,,�GG�
�GG� + �GG�?��� 

-,?∗ = �G�,�G�W -W?∗  

-?W∗ = @M�G�W ��G�?�G�? + 
3 − 4/G��G�?�GG�? + 6���GG�?�GG�� − 4
1 − /G�
1 − 2/G��GG�
�GG� + �GG�?� � 
-?,∗ = �G�,�G�W -?W∗  

-??∗ = @M ��G�?,�G�? + 3 − 4/G�G� + 6���GG�?,�GG�� + 8
1 − /G�, − 
3 − 4/G��GG�
+ 
3 − 4/G��GG�?, − 2���GG�? � 

(3.97) 

onde: 

@M = 1 + /G8��G
1 − /G� � = 3.1415926536 � = �?� � = �?� 

�G� = ���W� − �W��, + ��,� − �,��, + ��?� − �?��, 

(3.98) 
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�G�W = �W� − �W� 

�GG� = ���W� − �WG��, + ��,� − �,G��, + ��?� − �?G��, 

�GG�? = �?� − �?G� 
@G = 18�
1 − /G� 

onde -EP∗  é a solução fundamental, � é a direção da força, a é a direção do deslocamento, /G é o 

coeficiente de Poisson do solo, �G é o módulo de elasticidade longitudinal do solo, � é o 

comprimento da estaca, �� é o raio, 
�W�, �,�, �?�� são as coordenadas do ponto fonte �, ��W� , �,� , �?�� são as coordenadas do ponto campo %, %� é um ponto definido tal que 
�WG� , �,G� , �?G�� = 
�W�, �,�, −�?��, �G� é a distância do ponto de integração % ao ponto 

fonte � e �GG� é a distância do ponto de integração % ao ponto %�. 
As forças de superfície são expressas em função do tensor de terceira ordem das 

tensões, BP�∗E, e do vetor normal à superfície, i�. 

* *i
ij jk kp nσ=  (3.99) 

onde as componentes do tensor de terceira ordem das tensões são: 

( )( ) ( )

( )( )

( )

( )
( )

( )

22
1*1 1

11 1 3 3 5 5

2 2
1 3 1

32 2 5 2
33

1 2 5 4 3 3 431 2

4 1 1 2 3 56
3 3 3 2

S

rr
K r

r R r R

r R R r zc
c R

R R R R RR R R

ν ν νν
σ

ν ν
ν

 − − −−
= − + − − +



  − − +  
− − + − − +    

++   

 

( )

( )( )

( )

( )
( )

22
1*1 1

12 1 3 3 5 5

2 2
1 3 1

2 2 5 2
33

3 3 431 2 1 2

4 1 1 2 3 56
1 1

S

rr
K r

r R r R

r R R rcz

R R R R RR R R

νν ν
σ

ν ν

 −− −
= − + − − +



  − − +  
− − − −    

++   

 

( ) ( ) ( )

( )

22
3 3 1 3*1 1 3

13 3 3 5 5

2
2 1 3

3 15 2

1 2 1 2 3 3 43

56
1 2

S

r r r Rr r
K

r R r R

r zRc
zR r

R R

ν ν ν
σ

ν

 − − −
= − + − − +



 
− − − −  

 

 

( )( ) ( )

( )( )

( )

( )
( )

( )

22
2*1 2

22 1 3 3 5 5

2 2
2 3 2

32 2 5 2
33

1 2 3 4 3 3 431 2

4 1 1 2 3 56
1 1 2

S

rr
K r

r R r R

r R R r zc
c R

R R R R RR R R

ν ν νν
σ

ν ν
ν

 − − −−
= + − − +



 − − +  
− − + − − +    

++    

 

(3.100) 
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( ) 3*1 3 3
23 1 2 5 5 5 2

3 3 43 56
1 2

S

Rr zRc
K r r

r R R R

ν
σ ν

−  
= − − + − +   

 

( )
( )

22 2
3*1 3 3

33 1 3 3 5 5 3 2

3 3 43 51 2 1 2 6
1 2

S

Rr R zc
K r c

r R r R R R

νν ν
σ ν

 −  − − 
= − − − + + − +  

   
 

( )( ) ( )

( )( )

( )

( )
( )

( )

22
1*2 1

11 2 3 3 5 5

2 2
1 3 1

32 2 5 2
33

1 2 3 4 3 3 431 2

4 1 1 2 3 56
1 1 2

S

rr
K r

r R r R

r R R r zc
c R

R R R R RR R R

ν ν νν
σ

ν ν
ν

 − − −−
= + − − +



  − − +  
− − + − − +    

++   

 

( )

( )( )

( )

( )
( )

22
2*2 2

12 1 3 3 5 5

2 2
2 3 2

2 2 5 2
33

3 3 431 2 1 2

4 1 1 2 3 56
1 1

S

rr
K r

r R r R

r R R rc

R R R R RR R R

νν ν
σ

ν ν

 −− −
= − + − − +



  − − +  
− − − −    

++   

 

*2 *1
13 23σ σ=  

( )( ) ( )

( )( )

( )

( )
( )

( )

22
2*2 2

22 2 3 3 5 5

2 2
2 3 2

32 2 5 2
33

1 2 3 4 3 3 431 2

4 1 1 2 3 56
3 3 3 2

S

rr
K r

r R r R

r R R r zc
c R

R R R R RR R R

ν ν νν
σ

ν ν
ν

 − − −−
= − + − − +



 − − +  
− − + − − +    

++    

 

( ) ( ) ( )

( )

22
3 3 2 3*2 2 3

23 3 3 5 5

2
2 2 3
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3.3.8 Soluções fundamentais de Boussinesq-Cerruti 
 
 
A distância entre o ponto carregado e o plano �? = 0 é o parâmetro c, mostrado na 

Figura 3.4. De Mindlin (1953) sabe-se que se j → ∞ tem-se o problema de kelvin, visto que a 

caracterização do problema de Mindlin deixa de existir, ou seja, o plano �? = 0 não é mais 

livre de forças de superfície. Analogamente, quando j → 0 tem-se o problema no qual a força 

é aplicada no plano �? = 0 e as forças de superfície são nulas, caracterizando o problema de 

Boussinesq-Cerruti. 

  

    
Figura 3.5 - Problema de Boussinesq 

 
Figura 3.6 - Problema de Cerruti 

.  
A diferença entre as abordagens refere-se também ao ponto de aplicação da carga. Ao 

contrário de Mindlin, que considerou a carga aplicada em qualquer ponto no interior do 

domínio semi-infinito Ω∗, Boussinesq-Cerruti considerou a carga unitária concentrada 
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aplicada em qualquer ponto da superfície do sólido, ou seja, em qualquer ponto do plano �? = 0. Boussinesq (1885) considerou a carga aplicada normal ao plano como ilustrado na 

Figura 3.5, e no problema de CERRUTI (1882) apud Mindlin (1936) a carga foi aplicada 

tangencialmente ao plano, como mostrado na Figura 3.6. 

   

 
 

Figura 3.7 - Domínio elástico semi-infinito 
  

Portanto, as soluções fundamentais de Boussinesq-Cerruti são determinadas a partir 

das soluções de Mindlin (3.97) fazendo-se j → 0, com as considerações feitas anteriormente, 

Figura 3.7, resultando em: 

-PE∗ = 12�5� n
1 − /��EP + /�,E�,Po �, a = 1,2  

-P?∗ = 12�5� �912 − /; �,P + �?P �
1 − /� + �,P 9/ − 12;�� a = 1,2,3 (3.101) 

-?P∗ = −
−1��\_-P?∗  a = 1,2,3  

ou: 

-WW∗ = 12�5� n
1 − /� + /�,W,o  

-W,∗ = 12�5� /�,W�,,  

-W?∗ = 12�5� 912 − /; �,W  

-,W∗ = -W,∗  (3.102) 

-,,∗ = 12�5� n
1 − /� + /�,,,o  

-,?∗ = 12�5� 912 − /; �,,  

-?W∗ = −-W?∗   -?,∗ = −-,?∗   
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-WW∗ = 12�5� 
1 − /�  

 
 

3.4  Equação integral para o problema elástico 
 
 

A equação Somigliana, que governa o problema da elasticidade linear é obtida a partir 

da simetria dos tensores de deformação e das tensões e é escrita em função dos campos de 

contorno e domínio, como visto em Ramos Lovón (2006). Assim, o problema é transformado 

na exclusiva determinação dos campos de contorno, a partir dos quais são determinados os 

campos de domínio, que após manipulações algébricas e aplicação de alguns teoremas como o 

de Betti, por exemplo.  

 
 

3.4.1 Equação Somigliana para pontos do domínio 
 
 

Formula-se a equação integral do solo a partir da equação de equilíbrio, equação (3.3), 

nesse domínio. Escreve-se a expressão dos resíduos ponderados para este problema, onde 

existem soluções aproximadas no domínio e no contorno, como:     � �BEP,� + 'E�} -EP∗ hΩ = 0               �, � = 1,2,3 (3.103) 

onde a função peso -EP∗  é a solução fundamental que se refere ao deslocamento na direção a 
devido a uma carga unitária aplicada na direção � e 'E é a força de massa (por unidade de 

volume) na direção �. Integrando-se a Equação (3.103) duas vezes por partes tem-se: 

| BEP,P∗ -E} hΩ +| u��∗'E} hΩ = | UEP∗� -EhΓ − | -EP∗ UE� hΓ (3.104) 

Sabe-se que BEP,P∗ = −'E∗ e: 'E∗ = �
U, l�dE (3.105) 

onde 'E∗ é a carga unitária aplicada no ponto U segundo uma das direções ortogonais dE e este 

pode ser escrito como o delta de kronecker:   'E∗ = �
U, l��EP (3.106) 

Substituindo-se a terceira Equação (3.26) e a Equação (3.106) no primeiro termo da 

Equação (3.104):  

| �
U, l��EP-P} 
l�hΩ = �EP-P
U� = -E
U� (3.107) 
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ou seja, sabe-se que nessa condição o delta de Dirac tem valor unitário e pela notação indicial 

eliminam-se os índices repetidos, como feito na Equação (3.107). 

Substituindo-se a Equação (3.107) na Equação (3.104) obtém-se: 

-E
U� = −| UEP∗� 
U, l�-P
l�hΓ + | -EP∗ 
U, l�UP� 
l�hΓ + | u��∗ 
U, l�'P
l�} hΩ (3.108) 

A Equação (3.108) é a Identidade Somigliana, que é válida para todos os pontos do espaço, do 

domínio e contorno.  

 
 

3.4.2 Equação Somigliana para pontos do contorno - Mindlin 
 
 

Para a solução fundamental de Mindlin, considerando o caso particular de Boussinesq 

e Cerruti, no qual o plano �? = 0 representa a superfície de contorno, a qual é admitida livre 

de forças de superfície UEP∗ = 0. Admitindo-se essas considerações e a Equação (3.104) tem-

se: 

| BEP,P∗ -E} hΩ +| u��∗'E} hΩ = −| -EP∗ UE� hΓ (3.109) 

Observa-se na Equação (3.109) que o termo do lado direito da integral refere-se ao 

contorno do solo. Considerando-se o contorno dividido em duas regiões ΓW e Γ,, 

correspondentes aos deslocamentos e forças prescritas respectivamente, tem-se a equação 

(3.109) e admitindo-se as condições de contorno descritas (3.4) e (3.5):    

| BEP,P∗ -E} hΩ +| u��∗'E} hΩ = −| -EP∗ UE�Z hΓ − | -EP∗ U̅E�[ hΓ (3.110) 

onde Γ = ΓW + Γ,. 

 
  

  

  
Figura 3.8 - Ponto campo � situado no domínio 

 
Figura 3.9 - Integração da região carregada 

. 
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A equação (3.110) pode ser escrita para pontos do contorno acrescentando-se um 

domínio infinitesimal Ω  ao domínio original, como ilustrado na Figura 3.8. Dessa forma tem-

se o ponto campo l pertencente ao domínio. E o novo contorno é Γ − Γf + Γ  e o novo 

domínio é Ω − Ω¡¢ + Ω . Reescrevendo-se a Equação (3.108):   

-E = | -EP∗ UP�s�¡£�¤ hΓ + | u��∗'P}s}¡¤£}¤ hΩ (3.111) 

Aplicando-se, na Equação (3.111), o limite quando m tende à zero: 

-E = ���m → 0 �| -EP∗ UP�s�¡ hΓ + | u��∗'P}s}¡ hΩ� ���m → 0 �| -EP∗ UP�¤ hΓ + | u��∗'P}¤ hΩ� (3.112) 

Analisando-se cada termo individualmente: ���m → 0 �| u��∗'P}¤ hΩ¢� = 0 

���m → 0 �| -EP∗ UP�¤ hΓ¢� = 0 

���m → 0 �| -EP∗ UP�s�¡ hΓ� = | -EP∗ UP� hΓ 

���m → 0 �| u��∗ 
�, %�'P
%�}s}¡ hΩ� = | u��∗ 
�, %�'P
%�} hΩ 

(3.113) 

Substituindo-se a Equação (3.113) na Equação (3.112) tem-se a Equação Somigliana 

para a solução fundamental de Mindlin: 

�EP
��-E
�� = | -EP∗ 
�, %�UP
%�� hΓ + | u��∗ 
�, %�'P
%�} hΩ (3.114) 

 
 

3.4.3 Integral para o campo das tensões 
 
  

O campo das tensões, para pontos do domínio, é encontrado pelas diferenciações nas 

equações que regem o campo dos deslocamentos. Assim, a partir da identidade de 

Somigliana, a equação integral que representa o campo das tensões, que um ponto P  está 

submetido é escrita como: 

( )ij ijk k ijk k ijk kP u d p d b dσ σ ε σ∗ ∗ ∗

Γ Γ Ω

= − Γ + Γ + Ω∫ ∫ ∫  (3.115) 
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O estado de tensões para pontos situados no contorno do corpo é determinado de 

forma análoga ao que acontece no campo de deslocamentos. No caso de pontos situados sobre 

contorno sem presença de angulosidades, a representação integral é escrita da seguinte forma: 

1
(P)

2 ij ijk k ijk k ijk ku d p d b dσ σ ε σ∗ ∗ ∗

Γ Γ Ω

= − Γ + Γ + Ω∫ ∫ ∫  (3.116) 

 
 

3.5  Método dos Elementos de Contorno aplicado ao problema de Boussinesq-Cerruti 
 
 

Desenvolve-se a solução numérica, das equações integrais apresentadas anteriormente 

neste capítulo. A solução é obtida com uma técnica numérica, para estabelecer um modelo 

discreto que aproxime campos do contínuo a determinar. No MEC, a solução é encontrada 

pelo processo de discretização da equação integral que governa o problema, que neste 

trabalho é escrita unicamente em função dos campos de contorno, análogo à Ramos Lovón 

(2006). Este processo de discretização resulta em um sistema linear de equações algébricas 

que permite a determinação dos deslocamentos.     

 

 
(a) Definição geométrica 

  
  (b) Deslocamento da solução fundamental. 

Carga unitária na direção x1 
(c) Força da solução fundamental.  

Carga unitária na direção x2 

Figura 3.10 - Interpretação geométrica das componentes da solução fundamental 
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Descrevem-se neste item as equações do solo sob carregamento distribuído em sua 

superfície, que se refere à solução fundamental de Boussinesq-Cerruti descrita anteriormente. 

E em seguida, apresentam-se alguns exemplos que comprovam a eficiência da implementação 

computacional das equações referentes ao solo, no presente trabalho.  

Reescrevendo-se a Identidade Somigliana (3.114): 

jE�
��-E
�� = | -E�∗ 
�, %�U�
%�hΓ
%� + | -E�∗ 
�, %�'�
%�hΩ
%�Ω�R  (3.117) 

onde P é o ponto fonte e S é o ponto campo, como ilustrado na Figura 3.9. E U� e -� (k=1,2,3) 

são as forças e deslocamentos, respectivamente; -E�∗  é o deslocamento na direção � quando a 

força unitária é aplicada na direção �; e UE�∗  é a força na direção � quando a força unitária é 

aplicada na direção �, Figura 3.10. 

Desde que somente a compatibilidade dos deslocamentos verticais, na direção �?, seja 

admitida, somente a equação integral envolvendo a componente �? é necessária. Nomeando-

se o deslocamento na direção  �? com a letra w, reescreve-se a Equação (3.117), sendo esta 

livre de forças de massa (por unidade de volume): 

¦
�� = | -??∗ 
�, %�U?
%�hΓ
%��R  (3.118) 

A integral (3.118) é uma integral de contorno, que pode ser escrita como integral de 

domínio por causa de U? ·, que é uma carga aplicada sobre o domínio do solo. Reescreve-se a 

Equação (3.118):  

¦
�� = | -??∗ 
�, %�U?
%�hΩG}R  (3.119) 

As forças de superfície U?
%� são aplicadas em uma área qualquer de solo carregada e 

esta área é aproximada por elementos triangulares, Figura 3.11. 

 

 
 

Figura 3.11 - Forças de superfície e cargas nodais equivalentes 
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Portanto, a função interpoladora das forças de superfície, U?
%�, pode ser descrita 

como um polinômio do primeiro grau: U?
%� = ¨�WG + ©�,G + � (3.120) 

onde 
�WG, �,G� são as coordenadas do ponto campo S no sistema global de referência 
�W, �,�, 
conforme ilustrado na Figura 3.9.  

Os coeficientes A, B e C referem-se à carga de domínio U?, Equação (3.120). 

Aproximando-se esta área por um elemento triangular escreve-se: 

ª1 �WE �,E1 �WP �,P1 �W� �,�« ¬©̈�­ = ¬UEUPU�­ = U̅E (3.121) 

 Resolvendo-se o sistema (3.121) e substituindo-o na Equação (3.120): 

U?
%� = 12¨K ®
n��,P − �,���W + ��W� − �WP��, + ��WP�,� − �W��,P�oUE +¯
�,� − �,E��W + 
�WE − �W���, + 
�W��,E − �WE�,��°UP +n��,E − �,P��W + ��WP − �WE��, + ��WE�,P − �WP�,E�oU�				 ± (3.122) 

onde ¨K é a área do elemento.  Da Equação (3.122) define-se a relação: 

 U?
%� = 12¨K ²
¯¨W�W + ©W�, + �W°UE +¯¨,�W + ©,�, + �,°UP +¯¨?�W + ©?�, + �?°U� 				³ (3.123) 

A área do triângulo é: 

¨K = 12 n��WP�,� − �W��,P� − 
�WE�,� − �W��,E� + ��WE�,P − �WP�,E�o (3.124) 

Através da translação de eixos, as coordenadas do ponto S podem ser escritas em 

relação a um sistema 
�̅W, �̅,�: 
´�W�,µ = ��WG�,G� + ��̅W�̅,� (3.125) 

As forças de superfície no sistema 
�̅W, �̅,�, Figura 3.9, correspondentes a uma área 

qualquer de solo carregado, de forma análoga à Equação (3.125), tem as áreas 

correspondentes descritas pela aproximação de elementos triangulares como: U̅?
%� = ¨�̅W + ©�̅, + ¶ (3.126) 

e ¶ = ¨�WG + ©�,G + � (3.127) 

Escreve-se a Equação (3.119), no domínio, em coordenadas polares: 

¦
�� = | | -??∗ 
�, %�U̅?
%�· �h�h¸¹  (3.128) 
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Escrevendo-se a força de superfície, Equação (3.126), função do sistema cartesiano 

local, em coordenadas polares 
�, ¸�: U̅?
%� = ¨�jkl¸ + ©ldi¸ + ¶ (3.129) 

Substituindo-se a Equação (3.127) na (3.129), o D é substituído, e tendo-se em vista a 

Equação (3.122) e a Equação (3.123), a força de superfície (pi) resulta da aproximação pelo 

polinômio do primeiro grau: 

U̅?
%� = 12¨K 
¨�jkl¸ + ©ldi¸ + ¨�WG + ©�,G + ��U̅E (3.130) 

Substituindo-se a Equação (3.130) na Equação (3.128):  

¦
�� = | | -??∗ 
�, %� 12¨K ¯
¨�jkl¸ + ©ldi¸ + ¨�WG + ©�,G + ��°U̅E· �h�h¸¹  (3.131) 

De posse da integral (3.131) necessita-se determinar a solução fundamental em 

deslocamentos -??∗  que é o resultado da resolução da Equação de Navier, Equação (3.25). 

Como se trata de um problema de Boussinesq-Cerruti substituindo-se j=3 na segunda 

das Equações (3.101), que é resultado da substituição de �? = 0 na solução fundamental de 

Mindlin (3.97), tem-se: 

-??∗ = 12�5� �912 − /; �,? + �?? �
1 − /� + �,? 9/ − 12;�� (j=1,2,3) (3.132) 

onde �?? é o delta de Kroenecker e é igual a 1, já que i=j. Portanto, encontra-se a solução 

fundamental de Boussinesq-Cerruti: 

-??∗ = 1 − /2�5� (3.133) 

Substituindo-se a solução fundamental (3.133) na Equação (3.131): 

¦
�� = | | 1 − /2�5� � 12¨K 
¨�jkl¸ + ©ldi¸ + ¨�WG + ©�,G + ���· �h�h¸¹ U̅E (3.134) 

Da Equação (3.134): 

¦
�� = 1 − /8�5 | � 1̈K ¯¨�,jkl¸ + ©�,ldi¸ + 2
¨�WG + ©�,G + ��°� h¸¹ U̅E (3.135) 

Da Figura 3.9: 

h¸ = iºc�c� hΓ}» (3.136) 

Substituindo-se a Equação (3.136) na Equação (3.135), sabendo-se da Figura 3.9 que �W = jkl¸ e �, = ldi¸, e fazendo-se as devidas simplificações: 

¦
�� = 1 − /8�5 | � 1̈K O¨E��W + ©E��, + 2
¨�WG + ©�,G + �E�V� i�hΓ� U̅E (3.137) 
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Na Equação (3.137) tem-se o deslocamento ¦, quando determinada área de solo que 

se encontra carregada em sua superfície e é considerada a solução fundamental para o 

problema de Boussinesq-Cerruti. Acrescenta-se que esta integral representa a soma de todos 

os elementos triangulares que compõe determinada área de solo carregada. 

Transformando a integral (3.137), inicialmente no contorno em uma integral numérica: 

¦E = 1 − /8�5 ¼ ¼ ¼ ¼ �� 1¨K
a� O¨���W + ©���,q½p»»
�¾W

N½M�
�¾W

CKE½I¿pN�
P¾W

À�ICH
I¾W
+ 2
¨��WG + ©��,G + ���V� i���� �ÁE
��¦
��� U̅E 

(3.138) 

onde i é o número de nós, / é o coeficiente de Poisson; G é o módulo de elasticidade 

transversal; ¨K é a área de cada elemento triangular; k=1,2,3 refere-se a cada lado do triângulo 

e corresponde à aproximação do elemento triangular, e os valores das constantes encontram-

se na Equação (3.123); J é o jacobiano; w é o peso; � refere-se a cada ponto de Gauss; 
�WG, �,G� são as coordenadas do ponto campo; n refere-se ao número de pontos fontes (número 

de nós); j refere-se ao número de elementos triangulares e da notação indicial sabe-se que 

índices repetidos significam uma soma, portanto: i��� = iW�W + i,�, (3.139) 

onde i� é o vetor normal e �� é o versor de �, que é a distância do ponto fonte 
�WG, �,G� ao 

ponto de integração ��W
��, �,
���. O índice i refere-se aos nós de cada triângulo, portanto 

têm-se os seguintes vetores: 

¦I = ¬¦W¦,¦?­           UI = ¬UWU,U?­ (3.140) 

Escrevendo-se a Equação (3.138) na forma matricial para uma área triangular de solo 

carregada e formada por apenas um elemento triangular: 

¬¦W¦,¦?­ = 1 − /8�5 Â-WW -W, -W?-,W -,, -,?-?W -?, -??Ã ¬
UWU,U?­ (3.141) 

onde o índice referente à linha é o ponto fonte e o índice referente à coluna é o nó do 

elemento triangular. Assim: 

Ä¦Å = 1 − /8�5 ¯Æ°ÄUÅ (3.142) 

onde:  
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¯Æ° = ¼ ¼ ¼ ¼ �� 1¨�dÇ
a� O¨���W + ©���,q½p»»
�¾W

N½M�
�¾W

CKE½I¿pN�
P¾W

À�ICH
I¾W

+ 2
¨��WG + ©��,G + ���V� i���� �8
��Á�
��¦
��� 

(3.143) 

E a Equação (3.141) na forma global, ou seja, dependendo do número de elementos 

triangulares tem-se a seguinte dimensão: 

Ä¦ÅII�»ÈW = 1 − /8�5 ¯Æ°II�»ÈII�»ÄUÅII�»ÈW (3.144) 

onde nnos é o número de nós.  

 
 

3.6  Exemplo 1: Solo - área quadrada 
 
 
Neste exemplo analisa-se uma área quadrada do solo carregada, a geometria do sólido 

analisado bem como os carregamentos considerados encontram-se ilustrados na Figura 3.12. 

  

 

 

 

 

(a) (b) 

 
Figura 3.12 - Malha do exemplo 1, solo - área quadrada 

 
Um carregamento distribuído p=100kN/m² é aplicado em uma área quadrada, ao longo da 

direção z. A área carregada tem lado igual a 2 metros. O carregamento p é aplicado na 
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superfície de um solo o qual foi considerado homogêneo, isótropo e elástico linear. Foram 

adotados o módulo de elasticidade E=10.000kN/m² e o coeficiente de Poisson / = 0, para 

comparar os resultados com outros autores que têm esses valores nos exemplos descritos em 

seus trabalhos. O nó A encontra-se no meio do quadrado e o B em um dos vértices, como 

mostrado na Figura 3.12 (a).  

Os resultados obtidos neste trabalho considera uma malha com 32 elementos 

triangulares e 25 nós, Figura 3.12 (b). Adotou-se o número de pontos de Gauss igual a 6, 

como os outros autores. 

A Tabela 3.1 são os valores dos deslocamentos w, na direção z, calculados para os nós 

A e B, ilustrados na Figura 3.12 (a). 

   
Tabela 3.1 – Deslocamentos na direção z, calculados para os nós A e B do exemplo1,  

solo, área quadrada (m x 10
-2

) 
 

Solução Nó A 
Razão 
Relativa  
(%) 

Nó B 
Razão 
Relativa  
(%) 

Exata, Timoshenko e Goodier (1951) 2,2444 - 1,1222 - 

Presente Trabalho 2,2444 0,00 1,1222 0,00 

Moser, Duenser e Beer (2004) 2,2520 0,34 1,1298 0,68 

Ribeiro e Paiva (2010a) – EC 2,1410 4,61 1,0371 7,58 

Ribeiro e Paiva (2010b) – ECI 2,2114 1,47 1,1159 0,56 
 

 
 A Tabela 3.2 é a comparação do método numérico e solução fundamental adotada por 

cada autor.  

 
Tabela 3.2 – Método numérico e solução fundamental de cada autor 

 
Autor Solo Solução 

Presente Trabalho MEC Mindlin 

Moser, Duenser e Beer (2004) MEC infinito Kelvin 

Ribeiro e Paiva (2010a) MEC Kelvin 

Ribeiro e Paiva (2010b) MEC infinito Kelvin 
 

 
Os primeiros valores da Tabela 3.1 referem-se à solução exata deste problema para o 

deslocamento w no nó A e no nó B, de acordo com Ribeiro e Paiva (2010a, 2010b). Estes 

valores foram referência para o cálculo da razão relativa. Como se observa os resultados 
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referentes ao Presente Trabalho são iguais à solução exata, para a discretização que foi 

utilizada. O presente trabalho apresenta resultado mais próximo da solução exata do que 

Moser,	Duenser e Beer (2004) que adotou as soluções fundamentais de Kelvin e elementos de 

contorno infinito quadrático. As diferenças encontradas entre o Presente Trabalho e Ribeiro e 

Paiva (2010) ocorrem por que o ultimo trabalho foi desenvolvido de acordo com a solução 

fundamental de Kelvin (EC -Elementos de Contorno; ECI - Elementos de Contorno Infinito) e 

o Presente Trabalho, segundo a solução fundamental de Mindlin que apresenta resultados 

mais aproximados, para problemas com essas características. Observa-se que para este 

exemplo obtém-se os mesmos resultados quando a malha é assimétrica.  

 
 

3.7  Exemplo 2: Solo - área circular 
 
 
No segundo exemplo adotou-se uma área circular do solo carregada. A geometria e 

carregamentos considerados neste exemplo encontram-se ilustrados na Figura 3.13.  

  

 

 

 
 

(a) (b) 

 
Figura 3.13 - Malha do Exemplo2, solo - área circular 

 
Um carregamento p=2kN/m² é aplicado em uma área circular de raio r=2,5m, na direção z. O 

carregamento p encontra-se sobre a superfície do solo, que foi considerado homogêneo, 
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isótropo e elástico linear. Foram adotados o Módulo de Elasticidade E=9000kN/m² e o 

coeficiente de Poisson / = 0, para comparar os resultados com outros autores que adotaram o 

solo com essas características. 

Uma expressão analítica é apresentada em Burland, Broms e Mello (1977) para o 

deslocamento w no nó central C, da área circular carregada, que se encontra ilustrado na 

Figura 3.13 (a). A expressão é a seguinte: 

h = 2�U 1 − /,�  (3.145) 

onde d é o deslocamento na direção z no ponto C, r é o raio do círculo carregado, p é o valor 

da carga aplicada na área circular, / é o coeficiente de Poisson, E é o módulo de elasticidade. 

 
Tabela 3.3 – Método numérico e solução fundamental de cada autor 

 
Autor Solo Solução 

Presente Trabalho MEC Mindlin 

Ribeiro e Paiva (2010a) MEC Kelvin 

Ribeiro e Paiva (2010b) MEC infinito Kelvin 
 

 

Obtiveram-se os resultados do Presente Trabalho considerando-se uma malha com 288 

elementos triangulares e 169 nós, Figura 3.13 (b). Neste exemplo adotaram-se seis pontos de 

integração. Já a Tabela 3.4 são os valores dos deslocamentos w, na direção z, calculados para 

o nó C, ilustrados na Figura 3.13 (a). A Tabela 3.3 é um resumo do método numérico e 

solução fundamental adotada por cada autor. 

 
Tabela 3.4 – Deslocamentos na direção z, calculados para o nó C do exemplo2,  

solo, área circular (m x 10
-3

) 

 
Solução Nó C Razão Relativa (%) 

Exata, Timoshenko e Goodier (1951)  1,1111 - 

Presente Trabalho 1,1095 0,1 

Ribeiro e Paiva (2010a) – EC 1,0107 9,0 

Ribeiro e Paiva (2010b) – ECI 1, 0849 2,4 

 

 

Os primeiros valores da Tabela 3.1 referem-se à solução exata deste problema para o 

deslocamento w no centro da área circular, nó C, de acordo com Ribeiro e Paiva (2009). Estes 

valores foram referência para o cálculo da razão relativa. Como se observa, os resultados do 
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Presente Trabalho são aproximadamente iguais à solução exata, com uma razão relativa igual 

a 0,1%. 

Neste exemplo fica explícita a melhor precisão da aplicação das soluções 

fundamentais de Mindlin na análise de uma camada de solo, quando comparado com Kelvin. 

Ribeiro e Paiva (2010a, 2010b) adotaram as soluções fundamentais de Kelvin e encontraram 

uma diferença no resultado, comparado com a solução exata de 9,0%; quando utilizou o 

método de elementos de contorno infinito essa diferença foi 2,4%. Já o resultado do presente 

trabalho foi aproximadamente igual à solução exata, com uma diferença de apenas 0,1%, o 

que comprova a eficiência e precisão deste trabalho na análise desse tipo de problema.  

 



 

 

 

 

4. Método dos Elementos Finitos e Interação Placa - Solo 

 
 
 

 

4.1  Introdução 
 
 

Descreve-se inicialmente neste capítulo o MEF de forma breve, objetivando as 

aplicações diretas nesta tese. Posteriormente, apresenta-se a interação placa-solo que é o 

resultado do acoplamento MEC-MEF, onde a malha referente à área de solo carregada (MEC) 

e a malha da placa (MEF) são iguais. A interação placa-solo1, 2 também foi pesquisado por 

Brebbia e Connor (1989), Mendonça (1997), Messafer e Coates (1989), Selvadurai (2000), 

Selvadurai e Dumont (2011) e Tejerina Calderón e Venturini (1997b).  

Para maiores detalhes sobre o MEF sugere-se Bathe (1982), Boffi et al. (2006), 

Brebbia e Ferrante (1975), Carey e Oden (1981), Cook, Malkus e Plesha (1989), Dhatt e 

Touzot (1984), Oden (1976), Onate (1995), Rao (2005), Zienkiewicz et al. (2005) e 

Zienkiewicz e Taylor (2000) ou outros autores que pesquisam esse tema. 

Já a formulação de placas pode ser vista em: Andrade (2001), Ciarlet (1997), Paiva 

(1980), Palermo Junior (1989), Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976). Citam-se ainda, 

outras contribuições do SET-EESC-USP sobre placas: Almeida (1999b), Carmo (2001), 

Manzoli (1992), Oliveira Neto (1991), Ribeiro (1992), Silva (1988) e Soares (1991). 

 
 

4.2  Formulação do MEF pelos métodos numéricos 
 
 
Neste subitem apresenta-se uma breve introdução do MEF pelo método dos resíduos 

ponderados. 

 

 
1 Paiva e Butterfield (1994). 
2 Id. (1997). 
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4.2.1 Forma forte  
 
 
A equação de Laplace introduzida no capítulo 3 é um exemplo muito conveniente para 

iniciar aproximações numéricas. Outro exemplo é a equação de Poisson: 

− 22�E 9� 282�E; + É = 0 (4.1) 

onde k e Q são funções específicas. Estas equações com condições de contorno apropriadas 

definem um único problema. As condições de contorno como mostradas no capítulo 3, podem 

ser do tipo Dirichlet e neste caso tem-se: 8 = 8f               em     Γx (4.2) 

ou do tipo Neumann {I = −� XxXI = {fI               em     ΓÊ (4.3) 

onde a barra denota um valor conhecido. 

As equações (4.1) até (4.3) são conhecidas como a forma forte do problema.  

 
 

4.2.2 Forma fraca 
 
 
Observa-se que a aplicação direta da equação (4.1) requer as derivadas segundas para 

solucionar o problema por técnicas aproximadas. Esta condição pode ser “enfraquecida” pela 

consideração da integração da equação (4.1), assim: 

| Ë �− 22�E 9� 282�E; + É� hΩ} = 0 (4.4) 

em que Ë é uma função arbitrária. A prova da equação (4.4) é análoga à equação (4.1). 

Assumindo-se que a equação (4.1) não é zero em algum ponto �E do Ω tem-se que Ë é 

um parêmetro positivo, que multiplica o mesmo valor resultante da integral (4.4). Uma vez 

que esta viola a igualdade, conclui-se que a equação (4.1) deve ser zero para todo �E do Ω e 

por isso prova-se a igualdade da equação (4.4).  

Integrando-se por partes a segunda derivada em termos da equação (4.4) obtém-se: 

| 2Ë2�E 9� 282�E; hΩ} +| ËÉhΩ} −| ËiE 9� 282�E; hΓ� = 0 (4.5) 

Separando-se o contorno em duas partes, Γx e ΓÊ, com Γ = Γx ∪ ΓÊ, e substituindo-se a 

equação (4.3) na equação (4.5) resulta: 
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| 2Ë2�E 9� 282�E; hΩ} +| ËÉhΩ} +| Ë{fIhΓ�Í = 0 (4.6) 

que é válida somente se Ë desaparece de Γx. Portanto deve-se impor a equação (4.2) para a 

equivalência. A equação (4.6) é conhecida como a forma fraca do problema desde que 

somente a primeira derivada seja necessária no desenvolvimento da solução. Tais formas são 

a base para as soluções em elementos finitos.  

 
 

4.2.3 Resíduos ponderados 
 
 
No método dos resíduos ponderados escreve-se uma aproximação independente da 

variável 8, como a soma de funções conhecidas Î½
�E� e parâmetros incógnitos 8f½. Assim: 8 ≈ 8Ð = ÎW
�E�8ÑW + Î,
�E�8Ñ, +⋯ 

8 ≈ 8Ð = ¼Î½
�E�8Ñ½I
½¾W = Î
�E�8Ñ 

(4.7) 

onde Î = ¯ÎW, Î,, ⋯ÎI° (4.8) 

e 8Ñ = n8ÑW, 8Ñ,, ⋯8ÑIoÓ (4.9) 

Analogamente os valores arbitrários Ë podem ser expressos como Ë ≈ ËÔ = ÕW
�E�ËÖW +Õ,
�E�ËÖ, +⋯ 

Ë ≈ ËÔ = ¼Õ½
�E�ËÖ½I
½¾W = Õ
�E�3Ö (4.10) 

em que Õ½ são as funções aproximadoras e ËÖ½ são os parâmetros incógnitos. Aplicando-se 

essa forma de aproximação converte-se a equação (4.6) em um conjunto de equações 

algébricas. 

No método dos elementos finitos, e de fato, em outros métodos numéricos para que a 

solução computacional possa ser aplicada, as funções aproximadoras geralmente são definidas 

localmente. É conveniente considerar cada função definida no domínio do elemento ΩH, cuja 

contribuição de todos os elementos corresponde ao domínio total Ω. Esta divisão do domínio 

é denotada por: Ω ≈ ΩF =∪ ΩH (4.11) 
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A aplicação mais simples do MEF são os elementos de barra em uma dimensão, os elementos 

triangulares bidimensionais e os tetraedros em três dimensões, em que as funções 

aproximadoras são geralmente polinômios lineares em cada elemento e 8 os parâmetros 

incógnitos.  

Na técnica dos resíduos ponderados, primeiro insere-se a função de aproximação 8Ð na 

equação diferencial que governa o problema, gerando assim um residual, �
�E�, que 

naturalmente deve ser zero para a solução exata. Para a equação descrita tem-se: 

R = − 22�E Ø�¼2Î½2�E 8Ñ½½ Ù + É (4.12) 

e a etapa seguinte é a escolha dos valores mais convenientes para o conjunto de parâmetros 8Ñ½ que assegura o seguinte: 

� ÕJ�hΩ} = 0;     ' = 1,2,⋯ , i (4.13) 

Nota-se que este é o termo que multiplica o parâmetro arbitrário ËÖJ. Como descrito 

anteriormente, a integração por partes é aplicada para evitar derivadas de alta ordem, e, 

portanto reduzir as restrições na escolha das funções de forma para permitir a integração sobre 

o elemento, equação (4.11). Neste caso, por exemplo, o resíduo após a integração por partes e 

aplicação das condições de contorno natural torna-se: 

| 2ÕJ2�E Ø�¼2Î½2�E 8Ñ½ ÙhΩ} +| ÕJÉhΩ} +| ÕJ{fIhΓ�Í = 0 (4.14) 

 
 

4.2.4 Galerkin e o MEF 
 
 
O método de Galerkin considera ÕJ = ÎJ, que leva ao sistema de equações: ∑ @J½8Ñ½I½¾W + 	J = 0;     ' = 1,2,⋯ , i − � (4.15) 

onde r é o número de nós que aparece na aproximação para a condição de contorno de 

Dirichlet e @J½ é a matriz de rigidez total formada pelas contribuições de todos os elementos @J½H : 

@J½H = | 2ÎJ2�E � 2Î½2�E hΩ}Û  (4.16) 

Analogamente para o vetor de forças 	J tem-se: 

	JH = | ÎJÉhΩ}Û +| ÎJ{fIhΓ�ÛÍ  (4.17) 
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Para impor a condição de contorno de Dirichlet substitui-se 8Ñ½ por 8f½ para os r nós do 

contorno. 

Neste exemplo o método de Galerkin resulta em um conjunto de equações algébricas 

simétricas, ou seja, @J½ = @½J. Porém, isso só acontece se as equações diferenciais são auto-

adjunta. De fato, a existência de simetria fornece um teste para auto-adjunta e também para a 

existência de um princípio variacional do qual a estacionariedade é necessária. 

Observa-se que para a consideração de uma equação convexa pura tem-se:   

-E 282�E + É = 0 (4.18) 

As relações para uma solução de elemento finito por Galerkin são as equações (4.15) à 

(4.17). E os coeficientes de @J½ e 	J podem ser determinados da forma descrita. 

 
 

4.3  Formulação variacional do MEF 
 
 
Neste subitem descreve-se sucintamente, a formulação variacional do MEF baseada na 

energia potencial total. 

 
 

4.3.1 Funcional da energia potencial total 
 
 
Em mecânica dos materiais, a energia interna em um ponto de um sólido elástico 

linear submetido a um estado de tensão B e de deformação m é Æ = W,Bm, cuja integral de 

volume é: 

Æ = 12| BmÜ hÝ (4.19) 

A energia potencial externa, W é formado pelas forças mecânicas aplicadas no sólido e 

deslocamentos. A energia potencial das forças externas é negativa, devido ao trabalho se a 

estrutura retornar da posição final para a inicial: Ý = −Õ = −∑ �E�EIE¾W , onde n é o número 

de cargas. 

A energia potencial total, Π, do sólido é dada pela seguinte equação:  Π = Æ −Õ (4.20) 

Matematicamente Π é um funcional denominado funcional da energia potencial total. E de 

acordo com as regras do calculo variacional, a equação de Euler-Lagrange para Π é: 
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ε = 2Π2- − hh� 2Π2-� (4.21) 

A condição de estacionariedade para Π é ε = 0, que não é explicita no 

desenvolvimento do MEF. Ao contrário, esta condição é substituída por �Π = 0, com a 

variação restrita sobre a função de interpolação do elemento finito. 

 
 

4.3.2 Convergência 
 
 
No MEF, para que haja convergência devem-se observar os seguintes aspectos: 

- a aproximação u(x) deve ser representada por polinômios completos de grau n. 

- as derivadas da aproximação de ordem n-1 devem ser contínuas nas interfaces dos 

elementos. 

 
 

4.3.3 Princípio da mínima energia potencial 
 
 
Pelo princípio da mínima energia potencial total, o deslocamento -∗
�� deve satisfazer 

às equações que governam o problema, que ficam estacionárias:  δΠ = �Æ − �Õ = 0          se          - = -∗ (4.22) 

em relação às variações admitidas - = -∗ + �- do campo de deslocamentos exatos -∗
��. 
Aplicando a técnica variacional do cálculo verifica-se que a solução -∗
�� da equação 

(4.22)  existe e é única, e torna Π um mínimo sobre os deslocamentos cinematicamente 

admitidos.  

 
 

4.3.4 Discretização da energia potencial total 
 
 
Aplicando o funcional da energia potencial total para derivar as equações do MEF 

substitui-se um modelo matemático contínuo por um discreto. Os funcionais são escalares. 

Portanto, para uma discretização, o funcional da energia potencial total pode ser decomposto 

em uma soma das contribuições dos elementos: Π = Π
W� + Π
,� +⋯+ Π
ëÛ�           (4.23) 

onde ÎH é o número de elementos. Para a mesma decomposição aplicada à energia interna e 

ao potencial externo tem-se:   
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δU = δU
W� +⋯+ δU
ëÛ� = 0,          δW = δW
W� +⋯+ δW
ëÛ� = 0 (4.24) 

bem como, a condição de estacionariedade (4.22):  δΠ = δΠ
W� + δΠ
,� +⋯+ δΠ
ëÛ� = 0           (4.25) 

Aplicando-se o lema fundamental do cálculo variacional, equação (4.25), para um 

elemento genérico (e) tem-se: δΠ
H� = δU
H� − δW
H� = 0           (4.26) 

Esta equação variacional é a base para a derivada das equações da rigidez do elemento, 

uma vez que o campo dos deslocamentos é discretizado sobre o elemento. Em matemática, a 

equação (4.26) é denominada como a primeira forma de variação. Neste caso, para uma 

equação mais geral é a forma fraca. Em mecânica, pelo princípio dos trabalhos virtuais, para 

cada elemento tem-se: δU
H� = δW
H�, que enuncia o trabalho virtual interno e das forças 

externas que são iguais se o elemento está em equilíbrio.  

O MEF é um método numérico eficiente na obtenção de soluções aproximadas para 

problemas em que o funcional exato, Π, do problema é substituído por um funcional 

aproximado ΠE. As incógnitas do elemento estrutural (os deslocamentos) são expressas em 

termos de funções de interpolação, ponderadas por parâmetros a determinar, que são 

associados às variáveis do problema. O deslocamento exato -∗ é substituído por um 

deslocamento aproximado:  -∗
�� ≈ -H
�� (4.27) 

sobre a malha dos elementos finitos d = 1,2,⋯ ,ÎH. 

 
 

4.3.5 Funções de interpolação 
 
 
O domínio é dividido em elementos, que são expressos por combinações lineares das 

funções de interpolação, ponderadas pelos parâmetros incógnitos: 

-H
�� = ÎWH-WH +Î,H-,H = ¯ÎWH Î,H° �-WH-,H� = ÎH-H (4.28) 

onde em cada elemento a função de aproximação é composta por variáveis -H referentes aos 

nós (denominadas parâmetros nodais) e por funções de forma ou funções de interpolação ÎH. 

As equações (4.28) descrevem o comportamento aproximado das variáveis do 

problema sobre o elemento. Cada elemento é estudado isoladamente e o seu comportamento 

individual é determinado em termos de uma relação entre cargas e deslocamentos nodais, 

descritos como valores nodais das variáveis, aproximadas pelas funções de interpolação. 
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Escolhem-se os pontos nodais no elemento de forma que os parâmetros incógnitos sejam os 

valores das variáveis do problema nestes pontos. 

A relação deformação-deslocamento é: m = ©-H (4.29) 

onde é B é a matriz de operadores diferenciais. 

 
 

4.3.6 Equações do MEF 
 
 
No MEF linear, o processo de discretização baseado nos funcionais da energia 

potencial total resulta na seguinte forma algébrica para os deslocamentos nodais: ΠH = UH −WH           (4.30) 

em que UH = W, 
-H�Ó@H-H          (4.31) 

e WH = 
-H�Ó	H          (4.32) 

onde @H e 	H são a matriz de rigidez e o vetor de forças nodais do elemento, respectivamente. 

Os escalares ΠH, UH e WH são funções somente dos deslocamentos -H, que é uma 

consequência dos deslocamentos serem variáveis primárias do funcional da energia potencial 

total.   

Da condição de estacionariedade do funcional (4.22), que resulta em um sistema de 

equações algébricas lineares: 

δΠ
H = 
�-H�Ó 2ΠH2-H = 
�-H�Ó¯@H-H − 	H° = 0 (4.33) 

A solução do sistema de equações (4.33) são os valores dos parâmetros nodais -H, que 

no presente trabalho são os deslocamentos:  @H-H = 	H (4.34) 

Analisando-se as relações (4.34), em termos dos coeficientes de rigidez, a interação 

entre cada parte do domínio permite estabelecer a solução dos coeficientes incógnitos, na 

forma de um sistema de equações algébricas lineares. 
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4.4  Chapa 
 
 

A chapa foi modelada com o elemento finito Constant Strain Triangle (CST) e 

programou-se a condensação estática desse elemento. Neste item utiliza-se coordenadas 

cartesianas e de área, e não mais a notação indicial, como no capítulo anterior. Outro exemplo 

de aplicação do elemento finito triangular, para a análise da elasticidade plana pode ser visto 

em Allman (1984).  

 
 

4.4.1 Elemento Finito Triangular de Deformação Constante (CST) 
 
 
Quando expressa em coordenadas cartesianas, as funções de interpolação para o 

elemento triangular são complexas algebricamente. As coordenadas de área (coordenadas 

homogêneas) são uma forma de simplificar as funções de interpolação. Adota-se o elemento 

triangular linear para os deslocamentos do elemento estrutural chapa procedendo-se de acordo 

com Assan (2003). 

  

 
 

  
Figura 4.1 - Elemento finito triangular linear, 

Santos (2008) 
Figura 4.2 - Coordenadas homogêneas,  

Santos (2008) 

  

O elemento triangular linear tem como função interpoladora para as translações nas 

direções 1 e 2 (deslocamento u e v) os seguintes polinômios de primeiro grau: 

( ) yaxaayxu 321, ++=  

( ) yaxaayxv 654, ++=  
(4.35) 

sendo o elemento mostrado na Figura 4.1. 

O elemento triangular está inicialmente definido em coordenadas cartesianas e será 

formulado em coordenadas triangulares ou homogêneas. Esse elemento finito triangular é 

numerado no sentido anti-horário e seus lados têm o número do nó oposto. 
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O sistema de coordenadas homogêneas é mostrado na Figura 4.2. Estas coordenadas 

relacionam-se ao lado do elemento triangular, variando de 0  a 1 . Portanto, as coordenadas 

homogêneas são definidas da seguinte forma: 1ξ  é a distância relativa entre os nós 1 e 3  ao 

longo do lado 2  de comprimento 13l , definem-se as outras coordenadas de forma análoga. 

Introduz-se um ponto P , interno ao triângulo, com coordenadas x  e y  para se obter 

as relações entre as coordenadas cartesianas e homogêneas. 

  

 

 

 
Figura 4.3 - Representação vetorial,  

Santos (2008) 
Figura 4.4 - Triângulo dividido em áreas  

Santos (2008) 

  

A Figura 4.3 mostra a representação das bases vetoriais 
→

i , 
→

j  e 
→

1f , 
→

2f  definidas 

respectivamente em relação aos sistemas x , y  e 
_

1ξ , 
_

2ξ . Portanto, escreve-se o vetor posição 

do ponto P : 

→→→→→

+=+= jyixqpr  (4.36) 

Os vetores P  e Q  podem ter esta representação: 

→→→

+= jyixp 33  

→→→

+= 22231113 flflq ξξ  

(4.37) 

Substituindo-se as Equações (4.37) na Equação (4.36):   

→→→→→

+++= 2223111333 flfljyixr ξξ  (4.38) 

Os vetores 
→

113 fl  e 
→

223 fl  projetados nas direções x  e y  são: 

( ) ( )
→→→

−+−= jyyixxfl 3131113  (4.39) 
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( ) ( )
→→→

−+−= jyyixxfl 3232223  

Substituindo as Equações (4.39) na Equação (4.38), tem-se: 

( ) ( ) ( ) ( )
→→→→→→→→

−+−+−+−++=+ jyyjyyixxixxjyixjyix 32231132231133 ξξξξ

 
(4.40) 

resultando: 

( ) ( ) ( ) 32122113223113 1 xxxxxxxxx ξξξξξξ −−++=−+−+=  

( ) ( ) ( ) 32122113223113 1 yyyyyyyyy ξξξξξξ −−++=−+−+=  
(4.41) 

As coordenadas homogêneas também podem ser explicadas como relações entre as 

áreas dos triângulos definidos pelos nós 3,2,1  e o ponto P , de acordo com a Figura 4.4.  

A altura do triângulo 31P  é igual à 22hξ . Da Figura 4.2, verifica-se que se o ponto P  

coincidisse com o nó 3 , o produto 22hξ  seria nulo, já que nesse nó 02 =ξ ; porém, se o ponto 

P  coincidisse com o nó 2 , o produto 22hξ  seria igual a 2h , já que no nó 2  tem-se 12 =ξ . 

Portanto a área 2A do triângulo 31P  é dada por: 

22132 2

1
hlA ξ=  (4.42) 

Analogamente, tem-se para a área 1A  do triângulo 32P : 

11231 2

1
hlA ξ=  (4.43) 

De acordo com a Figura 4.2 tem-se o valor da área A  do triângulo 123 : 

123213 2

1

2

1
hlhlA ==  (4.44) 

Dividindo-se 1A  e 2A  por A  obtém-se: 

A

A1
1 =ξ      e     

A

A2
2 =ξ  (4.45) 

E a seguinte relação deve ser obedecida: 

321 AAAA ++=  (4.46) 

Dividindo-se a Equação (4.46) por A , tem-se: 

A

A3
211 ++= ξξ  (4.47) 

Portanto, define-se: 

A

A3
3 =ξ          (4.48) 
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Substituindo-se a relação (4.48) na Equação (4.47): 

3211 ξξξ ++=  (4.49) 

Lembra-se que as expressões para as áreas 1A , 2A  e 3A , em termos das coordenadas 

dos vértices do triângulo 123 :  

33

221

1

1

1

2

1

yx

yx

yx

A =      

33

11

2

1

1

1

2

1

yx

yx

yx

A =      

yx

yx

yx

A

1

1

1

2

1
22

11

3 =  (4.50) 

Substituindo as Equações (4.50) nas Equações (4.45) e (4.48) encontram-se as 

coordenadas homogêneas em relação às coordenadas cartesianas: 

( ) ( )[ ]233223321 2

1
xxyyyxyxyx

A
−+−+−=ξ  

( ) ( )[ ]311331132 2

1
xxyyyxyxyx

A
−+−+−=ξ  

( ) ( )[ ]122112213 2

1
xxyyyxyxyx

A
−+−+−=ξ  

(4.51) 

onde A  é a área do elemento triangular, dadas pelas coordenadas dos três vértices do 

triângulo 123 , e pode ser obtida da relação: 

33

22

11

1

1

1

2

1

yx

yx

yx

A =  (4.52) 

ou seja: 

[ ]2331122113322

1
yxyxyxyxyxyxA −−−++=  (4.53) 

Substituindo-se a Equação (4.49) nas Equações (4.41): 

332211 xxxx ξξξ ++=  

332211 yyyy ξξξ ++=  
(4.54) 

que são as relações entre as coordenadas cartesianas e homogêneas. 

De acordo com a Equação (4.35): 

iii yaxaau 321 ++=               

iii yaxaav 654 ++=           com  3,2,1=i . 
(4.55) 

que leva ao seguinte sistema de equações: 
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















=
































3

2

1

3

2

1

33

22

11

1

1

1

u

u

u

a

a

a

yx

yx

yx

 (4.56) 

Resolvendo os coeficientes polinomiais do sistema (4.56) encontram-se:    

( ) ( ) ( )[ ]1221331132233211 2

1
yxyxuyxyxuyxyxu

A
a −+−+−=  

( ) ( ) ( )[ ]2131323212 2

1
yyuyyuyyu

A
a −+−+−=  

( ) ( ) ( )[ ]1233122313 2

1
xxuxxuxxu

A
a −+−+−=  

(4.57) 

Substituindo a Equação (4.57) na Equação (4.35): 

( )
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ]
( ) ( ) ( )[ ] 
















−+−+−

+−+−+−

+−+−+−

=

312211221

231133113

123322332

2

1
,

uyxxxyyyxyx

uyxxxyyyxyx

uyxxxyyyxyx

A
yxu  (4.58) 

Escrevendo-se: 

( ) ( )[ ]233223321 2

1
xxyyyxyxyx

A
−+−+−=φ  

( ) ( )[ ]311331132 2

1
xxyyyxyxyx

A
−+−+−=φ  

( ) ( )[ ]122112213 2

1
xxyyyxyxyx

A
−+−+−=φ  

(4.59) 

 

 
 

Figura 4.5 - Funções de forma para o elemento triangular linear, Santos (2008) 

 
Levando-se em consideração as definições (4.59), a Equação (4.58) pode ser escrita: 

∑
=

=
3

1i

iiuu φ
 
  (4.60) 
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∑
=

=
3

1i

iivv φ   

As equações (4.60) expressam os deslocamentos em um ponto sobre o elemento em 

termos dos deslocamentos nodais do elemento. Para este elemento, as funções iφ  devem ser 

polinômios de primeira ordem em 1ξ , 2ξ  e 3ξ . A variação das funções de forma está 

representada na Figura 4.5, permitindo visualizar como os deslocamentos variam. Por 

exemplo, para 11 =ξ  tem-se 032 == ξξ , e os deslocamentos u e v tem a variação mostrada na 

Figura 4.5. 

Comparando-se as Equações (4.59) com as Equações (4.51) chega-se à seguinte 

conclusão: 

11 ξφ =           22 ξφ =           33 ξφ =  (4.61) 

 
     

4.4.2 Condensação Estática 
 
 

Condensação Estática é o processo no qual alguns graus de liberdade são subtraídos 

das equações de equilíbrio global. No presente trabalho eliminam-se os graus de liberdade 

interno do elemento quadrangular, considerando este composto por quatro elementos finitos 

triangulares, suprime-se o nó central, que é comum nesses quatro elementos. O procedimento 

descrito aqui foi implementado tanto para o elemento de membrana quanto para o de placa. 

No elemento de membrana são admitidos três graus de liberdade por nó, duas translações (- e 3) e uma rotação ( A̧). E o elemento DKT, referente à estrutura de placa, apresenta um 

deslocamento na direção longitudinal (¦) e duas rotações (¸) e ¸*). A vantagem da 

condensação estática é a maior facilidade nos cálculos computacionais, visto que para cada 

elemento quadrangular há uma economia de três graus de liberdade, com a mesma precisão 

nos resultados, se houvessem quatro elementos triangulares. A condensação estática é 

possível desde que quatro elementos triangulares componham um elemento quadrangular da 

forma ilustrada na Figura 4.6.  

Para cada elemento finito triangular têm-se três graus de liberdade por nó resultando 

em uma matriz de rigidez do elemento com nove linhas e nove colunas, ¯@H°î×î. O elemento 

quadrangular tem cinco nós. Portanto, a matriz com a contribuição dos quatro elementos 

triangulares tem quinze linhas e quinze colunas n@ÊoW�×W�. 
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Como ilustrado na Figura 4.6, cada posição correspondente ao nó do vértice recebe a 

contribuição dos dois elementos adjacentes. E, a posição referente ao nó central tem a 

contribuição dos quatro elementos triangulares. 

 

 
 

Figura 4.6 - Condensação estática 

 
Portanto tem-se o seguinte sistema de equações: n@ÊoW�×W�ð�ÊñW�×W = ð�ÊñW�×W (4.62) 

Reescrevendo-se a Equação (4.62): 

�Ä�HÅW,×WÄ�EÅ?×W � = �¯@HH°W,×W, ¯@HE°W,×?¯@EH°?×W, ¯@EE°?×? � �Ä�HÅW,×WÄ�EÅ?×W � (4.63) 

onde os índices d referem-se aos nós dos vértices do retângulo (1,2,3,4) e, índices � referem-

se ao nó interno 5. 

Efetuando o produto (4.63): Ä�HÅW,×W = ¯@HH°W,×W,Ä�HÅW,×W + ¯@HE°W,×?Ä�EÅ?×W (4.64) 

e Ä�EÅ?×W = ¯@EH°?×W,Ä�HÅW,×W + ¯@EE°?×?Ä�EÅ?×W (4.65) 

Isolando-se Ä�EÅ?×W na Equação (4.65): Ä�EÅ?×W = ¯@EE°?×?sW 
Ä�EÅ?×W − ¯@EH°?×W,Ä�HÅW,×W� (4.66) 

Substituindo-se a Equação (4.66) na Equação (4.64): Ä�HÅW,×W = ¯@HH°W,×W,Ä�HÅW,×W + ¯@HE°W,×?
¯@EE°?×?sW ¯Ä�EÅ?×W − ¯@EH°?×W,Ä�HÅW,×W°� (4.67) 

logo, Ä�HÅW,×W = ¯@HH°W,×W,Ä�HÅW,×W + ¯@HE°W,×?¯@EE°?×?sW ¯Ä�EÅ?×W°− ¯@HE°W,×?¯@EE°?×?sW ¯@EH°?×W,Ä�HÅW,×W 
(4.68) 

Portanto, 
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Ä�HÅW,×W − ¯@HE°W,×?¯@EE°?×?sW ¯Ä�EÅ?×W°= 
¯@HH°W,×W, − ¯@HE°W,×?¯@EE°?×?sW ¯@EH°?×W,�Ä�HÅW,×W 
(4.69) 

Reescrevendo-se a Equação (4.69): Ä�òÅW,×W = ¯@ò°W,×W,Ä�HÅW,×W (4.70) 

onde a matriz de rigidez do elemento quadrangular é a seguinte: ¯@ò°W,×W, = ¯@HH°W,×W, − ¯@HE°W,×?¯@EE°?×?sW ¯@EH°?×W, (4.71) 

e o vetor de forças: Ä�òÅW,×W = Ä�HÅW,×W − ¯@HE°W,×?¯@EE°?×?sW ¯Ä�EÅ?×W° (4.72) 

Na condensação estática eliminam-se os graus de liberdade dos nós internos, de cada 

grupo de elementos que formam a condensação, resultando em uma análise mais precisa com 

as dimensões das matrizes e vetores menores do que seriam sem esse procedimento. No SET-

EESC-USP, a condensação estática foi pesquisada em Carrijo (1995), Coda (1993) e Peleteiro 

(1996). Inicialmente, a condensação estática foi desenvolvida por Wilson (1974). 

 
 

4.5  Membrana 
 
 

O elemento de membrana implementado neste trabalho encontra-se descrito 

detalhadamente em Bergan e Felippa (1985), também se sugere a consulta de: Bergan (1980), 

Bergan e Hanssen (1978), Bergan e Nygard (1984). Ainda esse elemento de membrana foi 

pesquisado no SET por: Carrijo (1995), Mesquita (1998), Oliveira (2001) e Peleteiro (1996). 

No presente trabalho, o elemento membrana é quadrangular,  formado por quatro elementos 

triangulares, obtido pela condensação estática já descrita.  

A formulação livre, sugerida por Bergan e Nygard (1984) define um elemento finito 

de membrana que incorpora além das duas translações por nó em seu plano, uma rotação em 

torno do eixo perpendicular a esse plano.  

 
 

4.5.1 Equacionamento da Formulação Livre  
 

 
Esta formulação tem como característica a separação da função de forma em dois 

modos que são denominados modos básicos e modos de alta ordem. A matriz de rigidez total 

dos elementos também é composta por duas parcelas, que são os coeficientes da matriz de 

rigidez básica Kb e de alta ordem Ks, ou seja, K = Kb + Ks.  
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4.5.2 Características do elemento de formulação livre 
 
 
O elemento de membrana, de acordo com a formulação livre, é determinado 

definindo-se as coordenadas adimensionais (ξ e η) e a área do elemento. De acordo com a 

geometria de um elemento individual ilustrada na Figura 4.7, adota-se xc e yc como sendo as 

coordenadas do centroide do elemento.  

 

 
 

Figura 4.7 - Coordenadas locais do elemento triangular 

 
E as coordenadas adimensionais dadas por iξ  e iη  são: 

( )ξ λi i cx x= ⋅ −  

 

( )η λi i cy y= ⋅ −  

(4.73) 

onde λ =
1

A
. A é a área do triângulo. 

Como visto anteriormente, para o elemento CST, a área do triângulo é: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]A y y x x x x y yj i i k j i i k= ⋅ − ⋅ − + − ⋅ −
1

2
 (4.74) 

 
 

4.5.3 Deslocamento do elemento 
 
 

O campo de deslocamentos u do elemento de membrana é: 

sb UUU +=  (4.75) 

onde Ub e Us referem-se aos modos básicos e de alta ordem, respectivamente. 

O campo de deslocamentos Ub é obtido em função de ξ e η como mostra a seguinte 

equação:   
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crccr qqqNq ⋅







+⋅







 −
=⋅+⋅=

ξη

ηξ

ξ

η

0

0

10

01
NU rb  (4.76) 

onde rN  e cN  representam um polinômio completo, até o grau que corresponde aos modos 

rígidos e de deformação constantes, linearmente independentes; rq   e cq  são os coeficientes 

associados (parâmetros generalizados). Estes modos representam duas translações rígidas nas 

direções x e y, uma rotação rígida em torno do eixo z e as três deformações constantes εx , εx  

e γxy. 

Para a determinação dos modos de alta ordem são necessários três modos, uma vez 

que o elemento possui nove graus de liberdade. Como as funções de forma para os modos 

básicos são lineares, a função mais apropriada para os modos de alta ordem são polinômios 

quadráticos em termos de x e y que produzirão uma variação linear de tensões. Bergan e 

Felippa (1985) sugerem os modos de flexão pura como uma maneira eficaz de atingir  

resultados adequados. 

 

 
 

Figura 4.8 - Sistema de coordenadas auxiliares 

 

Na Figura 4.8 mostra-se um sistema de eixos auxiliar rotacionado ξη  com origem no 

centroide do elemento. Admitindo-se que os modos escolhidos estejam relacionados a este 

novo sistema de coordenadas auxiliares rotacionado tem-se: 

u = ⋅ξ η  

v = − ⋅
1

2
2ξ  

(4.77) 

Se ϕ é o ângulo entre os eixos ξ e ξ , o sistema pode ser rotacionado com a seguinte 

expressão: 

ξ

η

ϕ ϕ

ϕ ϕ

ξ

η









=
−









 ⋅








cos sen

sen cos
 (4.78) 
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A relação entre os deslocamentos no sistema auxiliar e as coordenadas locais 

adimensionais é dada por: 

u

v









=
− −

− ⋅ − ⋅ − ⋅









 ⋅

















sen .cos cos sen sen .cos

, cos sen cos , sen

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ

ξ

ξη

η

2 2

2 2

2

2
0 5 0 5

 (4.79) 

A transformação dos deslocamentos locais para os deslocamentos no sistema auxiliar 

pode ser obtida pela equação: 

u

v

u

v









=
−







 ⋅








cos sen

sen cos

ϕ ϕ

ϕ ϕ
 (4.80) 

A equação final que rege o campo de deslocamentos em função das coordenadas 

adimensionais é: 

u

v









=
− ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅

− ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅









 ⋅

















0 5 0 5

0 5 0 5

2 3 3 2

2 3 3 2

2

2

, sen cos cos , sen sen cos

sen cos , cos sen , sen cos

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ ϕ

ξ

ξη

η

 (4.81) 

De acordo com este equacionamento, podem-se determinar os modos de alta ordem 

pelas equações: 

U N q N q N q N qs s s s s s= ⋅ = ⋅ + ⋅ + ⋅1 7 2 8 3 9  

N
u

v

a a a

b b bsi

si

si

i i i

i i i

=








=








 ⋅

















1 2 3

1 2 3

2

2

ξ

ξη

η

 
(4.82) 

com o índice i variando de 1 a 3. Onde, 

 ( )a s ci i i1
20 5= − ⋅,  

b s c ci i i i1
2 30 5= − ⋅ − ⋅,  

si
i

i

= = −senϕ
η

µ

3

2
 

 a ci i2
3=  

b si i2
3= −  

c i
i

i

= = −cosϕ
ξ

µ

3

2
 

 a s s ci i i i3
3 20 5= ⋅ + ⋅,  

b s ci i i3
20 5= ⋅ ⋅,  

µ ξ ηi = +
3

2
2 2  

 
 

4.5.4 Equações de membrana 
 
 

Adotando um elemento triangular de membrana, podem-se escrever os graus de 

liberdade deste elemento  na forma vetorial da seguinte forma: 

V V V G q G q G qrc s rc rc s s= + = ⋅ + ⋅ = ⋅  

[ ]V u v u v u vT = 1 1 1 2 2 2 3 3 3θ θ θ  
(4.83) 
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Para se relacionar os deslocamentos nodais, q, com os parâmetros generalizados, deve-

se utilizar a matriz G fazendo-se uma substituição apropriada das coordenadas nodais nas 

funções de forma. Portanto: 

q

q

q

q

r

c

s

=

















 

(4.84) G

G

G

G
rc

rc i

rc j

rc k

=

















,

,

,

 

G

G G G

G G G

G G G
s

s s s

s s s

s s

=

















11 12 13

21 22 23

31 32 33

 

G rc i

i i i

i i i, =

−















1 0 0

0 1 0

0 0 0 0 0

η ξ η

ξ η ξ

λ

 

( )
G

a a a

b b b

c s

sij

j i j i i j i

j i j i i j i

j i j i

=

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅

− ⋅ ⋅ + ⋅



















1
2

2 3
2

1
2

2 3
2

ξ ξ η η

ξ ξ η η

λ ξ η

 

As deformações da membrana são determinadas pela seguinte equação: 

=
















=

xy

yy

xx

γ

ε

ε

ε Brc.qrc + Bs.qs (4.85) 

Sendo as matrizes Bs e Brc descritas pelas equações: 

B

a a a a a a

b b b b b b

b a b a b a
s = ⋅

+ + +

+ + +

− − − − − −

















λ

ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η

ξ η ξ η ξ η

2 2 2

2 2 2

4 4 4 4 4 4

11 21 12 22 13 23

21 31 22 32 23 33

31 11 32 12 33 13

 

Brc = ⋅

















λ

0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 1 0

0 0 0 0 0 2

 

(4.86) 

As forças de membrana por unidade de comprimento (p) são calculadas relacionando-

se as deformações com a matriz Dm conforme a seguinte equação: 

p

p

p

p

D D D

D D D

D D D

D
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ν
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(4.87) 
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4.5.5 Matriz L 
 
 

A matriz L definida para o elemento de membrana estudado é expressa pela relação 

entre as força nodais tc e as forças de membrana por unidade de comprimento pc.  

t L pc c= ⋅  (4.88) 

Explicitando os elementos da matriz L de acordo com a expressão  anterior tem-se: 

L

L

L

L

i

j

k

=

















 (4.89) 

onde: 

( ) ( ) ( )
L

y x

x y

y y x x x y x y

j

ki ik

ik ik

ji kj ij jk ij ji jk kj

= ⋅

− − −





















1

2

0

0

6 6 3
2 2 2 2α α α

  

Se α for nulo, a matriz L corresponde à mesma matriz dada para o triângulo com 

deformação constante (elemento CST). 

 
 

4.5.6 Matriz generalizada de alta ordem  
 
 

A matriz generalizada de alta ordem para o elemento de membrana estudado é dada 

pela equação: 

Kqs = ∫
A

sm
T
s .dA.B.DB  (4.90) 

onde, B B Bsi i i= ⋅ + ⋅ξ ηξ η . Portanto: 

( ) ( )K i j J B D B J B D B B D B J B D Bqs i
T

m j i
T

m j i
T

m j i
T

m j, = + + +ξξ ξ ξ ξη ξ η η ξ ηη η η  (4.91) 

onde os momentos de inércia Jξξ, Jξη e Jηη são: 

( )J dA
A

A
i j j k k iξξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ= ⋅ = − ⋅ + +∫ 2

6
 

( )J dA
A

A
i i j j k kξη ξη ξ η ξ η ξ η= ⋅ = ⋅ + +∫ 12

 

( )J dA
A

A
i j j k k iηη η η η η η η η= ⋅ = − ⋅ + +∫ 2

6
 

(4.92) 
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Para obter a matriz Hs, também referente aos modos de alta ordem, as seguintes 

equações são necessárias: 

R G G G G= − ⋅ ⋅−
22 21 11

1
12  (4.93) 

H R G G Rs = ⋅ ⋅ ⋅− − −1
21 11

1 1  

 
 

4.5.7 Matriz de rigidez do elemento 
 
 

A matriz de rigidez do elemento é obtida, somando-se a matriz dos modos básicos 

com a matriz de alta ordem, de acordo com a equação: 

K K Kb s= + β  (4.94) 

onde Kb é a matriz de rigidez dos modos básicos, Ks é a matriz de rigidez dos modos de alta 

ordem e β corresponde ao parâmetro que ajusta a matriz de alta ordem para otimizar a 

convergência do elemento.  

Com as matrizes  L e Dm , a matriz de rigidez referente aos modos básicos pode ser 

obtida pelas seguintes equações: 

K
V

L C Lb
T= ⋅ ⋅ ⋅

1
 ou K

A
L D Lb m

T= ⋅ ⋅ ⋅
1

    (4.95) 

Das matrizes Hs e Kqs determina-se a matriz de rigidez de alta ordem: 

Ks = Hs
T.Kqs.Hs (4.96) 

 
 

4.5.8 Parâmetros livres 
 
 

Analisando-se a matriz L observa-se que esta é afetada por um parâmetro α que deve 

ser maior ou igual à zero. Esse parâmetro serve como um fator de escala que multiplica os 

termos relacionados com os graus de liberdade rotacionais nas funções de forma e interfere na 

matriz dos modos básicos e na determinação das deformações. 

O parâmetro  β também deve ser maior ou igual à zero, multiplica a matriz dos modos 

de alta ordem e tem a função de ajustar a matriz de rigidez total K, de forma a aperfeiçoar a 

convergência. Bergan e Fellipa (1986) estudaram quais valores de α e β são mais 

recomendados, e chegaram à conclusão de  que  para  a  maioria  dos  casos  deve-se  admitir 

α = 1,5 e β  = 0,5. 
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4.5.9 Deformações e tensões na membrana 
 
 

As deformações do elemento de membrana são determinadas pela seguinte equação: 

( )ε ε ε β= + = ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅c s rc rc s sB H B H V  (4.97) 

onde εc  são as deformações de baixa ordem e εs  são as deformações de ordem superior. 

O valor Brc corresponde à parte de corpo rígido que é nula. Da mesma forma, εs  

desaparece no centroide do elemento quando ξ = η = 0. As deformações básicas são: 

VL
A

1
⋅⋅=cε  (4.98) 

As deformações de alta ordem, εs,  variam linearmente ao longo do elemento e seus 

valores nos vértices são obtidos pela substituição das coordenadas nodais em Bs. Já as tensões 

na membrana relacionam as deformações com a matriz constitutiva C: 

σ

σ

τ

ε

ε

λ

x

y

xy

x

y

xy

C

















= ⋅

















 (4.99) 

onde, 

( ) ( )

( ) ( )

( )

C

E E

E E

E

=

− −

− −

⋅ +

























1 1
0

1 1
0

0 0
2 1

2 2

2 2

ν

ν

ν
ν

ν ν

ν

  

e ν é o coeficiente de Poisson, E é o módulo de elasticidade do material. 

 
 

4.6  Exemplo 3: Chapa engastada com carga concentrada 
 
 

O primeiro exemplo é a chapa ilustrada na Figura 4.9 e encontra-se descrito em Assan 

(2003). Trata-se de uma chapa engastada em uma extremidade. E com uma carga concentrada 

aplicada na extremidade livre, com valor igual a -1 kgf, na direção y. O comprimento da 

chapa é igual a 9 cm, a altura h é igual a 3cm, a largura é igual a 1cm, o módulo de 

elasticidade E é igual a 1kgf/cm2 e o coeficiente de Poisson ν é igual a 0. Neste trabalho 

mantiveram-se os exemplos, condições de  vinculação,  carregamento  e  as  unidades  de  

Assan (2003).  
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mportamento destes deslocamentos da 

Mapa do deslocamento v da chapa 1, 
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é a comparação dos valores máximos, em módulo, obtidos no Presente 
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Método dos Elementos Finitos e interação placa

se o contínuo em 

 

O programa surfer foi utilizado para gerar os mapas dos deslocamentos dos resultados 

são os mapas 

mportamento destes deslocamentos da 

Mapa do deslocamento v da chapa 1, 
unidade: cm, Presente Trabalho 

é a comparação dos valores máximos, em módulo, obtidos no Presente 

e estes são aproximadamente iguais
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O programa surfer foi utilizado para gerar os mapas dos deslocamentos dos resultados 

são os mapas 

mportamento destes deslocamentos da 

Mapa do deslocamento v da chapa 1, 
 

é a comparação dos valores máximos, em módulo, obtidos no Presente 

e estes são aproximadamente iguais
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e estes são aproximadamente iguais. Em
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O programa surfer foi utilizado para gerar os mapas dos deslocamentos dos resultados 

dos 

mportamento destes deslocamentos da 

 

Mapa do deslocamento v da chapa 1, 

é a comparação dos valores máximos, em módulo, obtidos no Presente 

Em 

 

se o contínuo em 

O programa surfer foi utilizado para gerar os mapas dos deslocamentos dos resultados 

dos 

mportamento destes deslocamentos da 

Mapa do deslocamento v da chapa 1, 

é a comparação dos valores máximos, em módulo, obtidos no Presente 
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trabalhos futuros, devido à limitação de prazo referente ao presente trabalho, pretende-se 

apresentar o exemplo do Painel de Cook sugerido pelo Prof. Mendonça. 

 
Tabela 4.1 – Resultados dos deslocamentos para a chapa 1 

 

Valores             
Máximos                  
(módulo) 

Presente 
Trabalho 

ANSYS 
Razão 
Relativa 
(%) 

u (cm) 26,934 26,947 0,048 

v (cm) 116,784 116,790 0,005 
 

 
 

 
4.7  Elemento Finito de Placa Discrete Kirchhoff Triangle – DKT 

 
 
Uma pesquisa detalhada sobre a teoria e formulação numérica via MEF de placas 

encontra-se em Oliveira (2012) e Silva (2010). A placa modelada pelo elemento finito DKT 

(Discrete Kirchhoff Triangle) foi pesquisada, no SET-EESC-USP, dentre outros autores por 

Barretto (1990), Carrijo (1995), Oliveira Neto (1998) e Rezende (1990). 

Apresenta-se sucintamente neste trabalho o elemento finito triangular de placa DKT 

(Discrete Kirchhoff Triangle), assim chamado por se aplicar a teoria de Kirchhoff nos pontos 

nodais. O elemento DKT é triangular com nove graus de liberdade (uma translação e duas 

rotações por nó), o que segundo Batoz e Lardeur (1989), na análise de flexão de placas 

delgadas pode ser aplicado eficientemente, já que este elemento se apresentou como sendo 

eficiente no âmbito teórico, numérico e computacional. Como descrito em Mendonça (1997), 

o que diferencia a teoria de Kirchhoff e a de Reissner é que a última assume que seções 

planas, inicialmente normais ao plano médio da placa, após a flexão, permanecem planas, mas 

não obrigatoriamente perpendiculares ao plano médio deformado. As outras hipóteses 

assumidas pela teoria clássica de placas são incorporadas pela teoria de Reissner. 

Os exemplos, referentes à placa, tem como objetivo verificar a eficiência do presente 

trabalho em resolver essas estruturas. Portanto, os dados foram escolhidos de forma a 

simplificar a resolução dos problemas, bem como a comparação dos resultados. Utilizaram-se 

os exemplos propostos por Martinelli, Montanari e Savassi (2003). Os resultados referentes ao 

Presente Trabalho foram comparados com a teoria técnica citada anteriormente, com 

Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976) e com o ANSYS 11.0. A teoria de placas também 

pode ser vista em Reddy (2006) e Zagottis (1973). Neste trabalho adotou-se o elemento finito 

quadrangular, já no ANSYS 11.0 utilizou-se o elemento Shell 63, quadrangular.  
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4.7.1 Elemento Finito de Placa – DKT 
 
 
Os elementos finitos DKT possuem três graus de liberdade por nó, sendo a translação 

segundo o eixo X e a rotação em torno dos eixos Y e Z, como mostra a Figura 4.13. 

 

 

 

  
Figura 4.13 - Elemento finito DKT com nove graus 

de liberdade 
Figura 4.14 - Carregamento uniformemente 

distribuído no elemento e carregamento nodal 
equivalente 

 
Em um elemento de área A com carga uniformemente distribuída (q), Figura 4.14, 

tem-se o seguinte vetor de cargas nodais equivalentes: 

{ }
3

qA
F

T
= { 1 0 0 1 0 0 1 0 0 } (4.100) 

Se for admitido distribuição linear para os deslocamentos transversais da placa. 

 
 

4.7.2 Energia de deformação para o elemento finito DKT 
 
 

Pela teoria clássica, as rotações βY e βZ de uma reta normal à superfície média 

segundo os planos Y-X e Z-X, respectivamente, são diretamente relacionados com as 

derivadas parciais dos deslocamentos transversais w’y e w’z , segundo os eixos de referência Y 

e Z das lajes, Figura 4.15. 

Ou seja, pela teoria de Kirchhoff: 

'X X

w
w

X

∂
β

∂
= − = −  

'
Y Y

w
w

Y

∂
β

∂
= − = −  

(4.101) 

As rotações βX  e  βY são convencionadas positivas de acordo com a Figura 4.16. 
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Figura 4.15 - Deslocamento segunda a teoria de Kirchhoff 

 

Considerando-se a hipótese de Kirchhoff, aplicada a posteriori, e admitindo-se 

pequenos deslocamentos, as componentes de deslocamentos horizontais u e v, de um ponto 

genérico da placa de coordenadas X, Y e Z, são: 

( ),(x, y)X X XZu z z wβ γ= = − − +  

( ),Y(x, y)Y YZv z z wβ γ= = − − +  

(x, y)w w=  

(4.102) 

onde w é o deslocamento na direção de z. As direções positivas para X
β  e Y

β  estão ilustradas 

na Figura 4.16. 

 

 
 

Figura 4.16 - Convenções positivas das rotações βX  e  βY 

 
 
 

4.7.3 Vetor de deformação por flexão { εεεε }f 
 
 

Da teoria da elasticidade linear têm-se as seguintes relações entre deslocamentos e 

deformações: 

X

u

x

∂
ε

∂
=  (4.103) 
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Y

v

y

∂
ε

∂
=            

XY

u v

y x

∂ ∂
γ

∂ ∂
= +  

Dessa forma, das equações (4.103): 

{ } { }
'X

'Y

'Y 'X

.
X X

Y Yf

XY X Y

u

x

v
z z k

y

u v

y x

∂

∂ε β
∂

ε ε β
∂

γ β β
∂ ∂

∂ ∂

 
 
    
    

= = = =     
     +    

+ 
 

 (4.104) 

onde {k} é o vetor curvatura. 

Observa-se que as deformações por flexão variam linearmente ao longo da espessura 

da laje. A componente σx é desprezada por ser pequena em relação às componentes σY e σZ. 

A relação tensão-deformação na placa de material homogêneo e isotrópico, de 

comportamento elástico-linear e com espessura h constante em um ponto genérico é: 

{ } { }σ
ν

ν

ν
ν

ε
f f

E
=

− −



















1

1 0

1 0

0 0
1

2

2
 (4.105) 

onde     

[ ]D
E

p =
− −



















1

1 0

1 0

0 0
1

2

2ν

ν

ν
ν

 (4.106) 

Portanto, 

{ } [ ].{ }σ εf p fD=  (4.107) 

Substituindo a equação (4.104) na (4.107) tem-se:  

{ } [ ]{ }
X

Y pf

XY

z D k

σ

σ σ

τ

 
 

= = 
 
 

 (4.108) 

A energia de deformação por flexão pode ser escrita de acordo com a seguinte 

expressão: 
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U dVf f
t

V
f= ∫

1

2
{ } { }ε σ  (4.109) 

Das equações (4.104) e (4.108) escreve-se: 

21 1
{ } { } { } z [ ]{ }

2 2
t t

f f f

V V

U dV k D k dxdydzε σ= =∫ ∫  (4.110) 

Rearranjando os termos desta expressão: 

21
{ } [ ]{ }

2
t

f p

V

U k Z D k dXdYdZ= ∫  (4.111) 

Reescrevendo-se a equação (4.111) tem-se: 

U k D k dAf
t

f
A

= ∫
1

2
{ } [ ] { }  (4.112) 

onde [ ] fD  é a matriz de elasticidade para flexão de placas: 

22

2

[ ] [ ]
h

hf
D Z D dZ

−
= ∫  (4.113) 

Realizando a integração ao longo da espessura da placa (h constante) encontra-se: 

[ ]
.

( )
D

E h
f =

− −



















3

212 1

1 0

1 0

0 0
1

2

ν

ν

ν
ν

 (4.114) 

Observa-se que o vetor de curvatura {k}, relaciona-se com as rotações βX  e βY:  

2 2 2
'X 'Y 'X 'Y ' 'X

1
{ 2 ( ) }

2 2f X Y X Y X Y Y

A

D
U dA

ν
β β νβ β β β

−
= + + + +∫  (4.115) 

onde ¶ = QF\W,
Wsó[�. 
Com a energia de deformação, é possível obter explicitamente a matriz de rigidez do 

elemento DKT, portanto, assumem-se quatro hipóteses descritas a seguir. 

 

a) Hipótese  1 - As rotações βX  e  βY  variam quadraticamente no elemento. 
 

Consideram-se os seguintes polinômios: 

2 2
1 2 3 4 5 6(X,Y)X X Y X XY Yβ α α α α α α= + + + + +    

2 2
1 2 3 4 5 6(X,Y)Y X Y X XY Yβ ρ ρ ρ ρ ρ ρ= + + + + +  

(4.116) 

Atende-se a compatibilidade das rotações desde que o elemento tenha três nós por lado, 

Figura 4.17. 
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Figura 4.17 - Disposição inicial dos pontos nodais no elemento 

DKT nas coordenadas homogêneas ξ e η 

 
Escrevendo-se as equações (4.116) na forma matricial, em função das coordenadas 

homogêneas ξ e η: 

1

2

32 2

4

5

6

'

'

'
( , ) 1 ( , ){ '}

'

'

'

X

α

α

α
β ξ η ξ η ξ ξη η ψ ξ η α

α

α

α

 
 
 
   

= =  
  

 
 
  

  

 

1

2

32 2

4

5

6

'

'

'
( , ) 1 ( , ){ '}

'

'

'

Y

ρ

ρ

ρ
β ξ η ξ η ξ ξη η ψ ξ η ρ

ρ

ρ

ρ

 
 
 
   

= =  
  

 
 
  

 

(4.117) 

Os parâmetros generalizados {α’}  e {ρ’} são transformados para os parâmetros 

nodais {βX} e {βY}, respectivamente, particularizando-se a função para cada nó do elemento, 

de acordo com os valores das coordenadas adimensionais ξ  e  η. 

 
b) Hipótese 2 - A teoria de Kirchhoff é imposta nos pontos nodais dos vértices e nos pontos 
médios dos lados 

 
Esta hipótese possibilita relacionar as rotações com as primeiras derivadas dos 

deslocamentos transversais. 

Para os nós de vértice ( Nós 1,2 e 3 ) tem-se: 
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{ } '

'Y

0

0
XZ X X

YZ Y

w

w

γ β
γ

γ β

+     
= = =     

+     
 (4.118) 

E para os nós do meio do lado ( Nós 4,5 e 6 ):  

βsk skw+ =' 0  (4.119) 

onde o índice k representa os nós do meio do lado, e s uma coordenada que percorre cada 

lado, no sentido anti-horário e em torno de cada um, como ilustra a Figura 4.18. 

 

 
Figura 4.18 - Coordenadas dos nós do lado ij do elemento DKT 

 
 

Tabela 3.2 - w para os nós dos lados do elemento DKT 

 

nó inicial i nó central k nó final j 

s

l ij

= 0  
s

l ij

=
1

2
 

s

l ij

= 1 

0'iw α=  w k = + + +α α α α' ' ' '0 1 2 3

1

2

1

4

1

8
 w j = + + +α α α α' ' ' '0 1 2 3  

1

1
' 'si

ij

w
l

α=  w
l l lsk

ij ij ij

' ' ' '= + +
1 1 3

41 2 3α α α  w
l l lsj

ij ij ij

' ' ' '= + +
1 2 3

1 2 3α α α  

 
 
c) Hipótese 3 - A variação de w é cúbica ao longo dos lados do elemento 

 
Em coordenadas genéricas, a função w em um lado ij qualquer fica: 

w s s ss = + + +α α α α0 1 2
2

3
3  (4.120) 

Escrevendo a equação (4.120) em coordenadas adimensionais: 
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w
s

l

s

l

s

ls

ij ij ij

= + + +α α α α' ' ' '0 1 2

2

2 3

3

3
 (4.121) 

E calculando-se a derivada primeira desta expressão: 

2
, 1 2 32 3

1 2 3
' ' 'S S

ij ij ij

w s s
L L L

α α α= + +  (4.122) 

A Tabela 4.2 fornece as expressões de w para os nós dos lados do elemento. 

 

d) Hipótese 4 - Considera-se uma variação linear βn ( rotação na direção normal), ao longo 
dos lados  
 

Dessa forma, tem-se a função βn em coordenadas homogêneas: 

β α ξαn = +0 1  (4.123) 

Como o valor de βn varia linearmente, de acordo com as hipóteses adotadas, o valor da 

função no ponto nodal médio dos lados é escrito como a média aritmética dos βn dos vértices 

do referido lado. Portanto, para se encontrar o valor da função no nó central k, iguala-se 

ξ =
1

2
 , e substitui-se na equação (4.123): 

( )β β βnk ni nj= +
1

2
 (4.124) 

Considerando-se as quatro hipóteses anteriores e as relações geométricas do triângulo, 

escreve-se βY e βZ em cada ponto do triângulo em função dos parâmetros nodais { uDKT }:  

{ uDKT }
T = { δX1  φY1  φZ1  δX2  φY2  φZ2  δX3  φY3  φZ3 } (4.125) 

As rotações em função dos parâmetros nodais {uDKT} são: 

{ }X DKT
G uβ  =        

{ }Y DKT
H uβ  =    

(4.126) 

onde [ ]G e  [ ]H  são matrizes de ordem 1 x 9: 

[ ] [ ][ ]

[ ] [ ][ ]

G G

H H

=

=

1

1

2 2

2 2

ξ η ξ ξη η

ξ η ξ ξη η
 (4.127) 

já as matrizes [ G ] e [ H ] são de ordem 6x9: 

 



Capítulo 4: Método dos Elementos Finitos e interação placa-solo  
 

 

115 

[ ]



































+−−−

−−

−+−

−+−−

−−

+−

++++−−−−

−+−−

−−−

=

5455

5545

5545

4666

6466

6466

565656

565656

565656

T

c42)cc(40c4100

b4)bb(40b400

a6)aa(60a600

0)cc(4c420c410

0)bb(4b40b40

0)aa(6a60a60

c42)cc1(4c42c43c431

b4)bb(4b4b4b40

a6)aa(6a6a6a60

G  

 

[ ]H

d d d d d d

e e e e e e

b b b b b b

d d d d

e e e e

b b b b

d d

T
=

− − −

− + + − − − + + − −

− − +

− +

+ − − −

− −

−

0 6 6 6 6 6

1 3 4 3 4 2 4 4 1 2 4

0 4 4 4 4 4

0 6 0 6 6 0

0 1 4 0 2 4 4 0

0 4 0 4 4 0

0 0 6 0 6

6 5 6 5 6 5

6 5 6 5 6 5

6 5 6 5 6 5

6 6 4 6

6 6 4 6

6 6 6 4

5 4

( )

( )

( )

( )

( )

( )

( + −

+ − − −

− − −



































d d

e e e e

b b b b b

6 5

5 4 5 5

6 5 5 4 5

6

0 0 1 4 0 4 2 4

0 4 4 0 4 4

)

( )

( )

 

(4.128) 

onde: 

a
Y

l

b
Y Z

l

c
Y Z

l

k

ij

ij

k

ij ij

ij

k

ij ij

ij

= −

=

=
−

2

2

2 2

2

3

4

1

4

1

2

 

d
Z

l

e
Z Y

l

k

ij

ij

k

ij ij

ij

= −

=
−

2

2 2

2

1

4

1

2

 

 

l Y Zij ij ij

2 2 2
= +  

e k = 4,5 e 6 para os lados ij = 23, 31, 12 , respectivamente. 

Escrevendo-se o vetor curvatura { k }, em função dos graus liberdade do elemento 

finito DKT tem-se: 

{ } [ ]{ }k B uDKT=  (4.129) 

onde [ B ] é a matriz de ordem 3 x 9, que relaciona o vetor curvatura com o vetor 

deslocamento do elemento, explicitada em Batoz, Bathe e Ho (1980). 

Da equação da energia de deformação do elemento DKT: 
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{ } [ ] { }
1

2

T

f f

A

U k D k dXY= ∫  (4.130) 

E substituindo a equação (4.129) na (4.130):  

{ } [ ]
1

[ ] [ ]{ }
2

TT

f DKT f DKT

A

U u B D B u dA= ∫  (4.131) 

Escrevendo-se a equação (4.131) em coordenadas homogêneas: 

{ } [ ]U u B D B u Ad df DKT

T T

f DKT

A

= ∫
1

2
2[ ] [ ]{ } ξ η     

U u A B D B d d uf DKT

T T

f DKT=

−

∫∫
1

2
2

0

1

0

1
{ } [ ] [ ] [ ] { }ξ η

ξ

 

(4.132) 

Da energia de deformação, em função da matriz de rigidez [K] do elemento tem-se a 

seguinte equação: 

U u K uf DKT

T

DKT=
1

2
{ } [ ]{ }  (4.133) 

onde: 

[ ] [ ] [ ] [ ]K A B D B d dT
f=

−

∫∫ 2
0

1

0

1
ξ η

ξ

 (4.134) 

Efetuando-se as integrações da equação anterior, determina-se explicitamente a matriz 

de rigidez [K] do elemento DKT, que é uma matriz simétrica de dimensões 9 x 9, descrita em 

Almeida (1999). 

Os momentos �È, �ô e �Èô do elemento DKT são: 

{ } { } [ ]{ }
2 2 2 2

2 2 2

X X
h h h

Y Y fh h h

XY XY

m

m m zdz zdz D k z dz

m

σ

σ σ

τ
− − −

   
   

= = = =   
   
   

∫ ∫ ∫  

{ } [ ] { } [ ] [ ]{ }
f f

m D k D B u= =  

(4.135) 

O elemento quadrangular pode ser obtido pela composição de quatro elementos 

triangulares DKT, quando se colocam os parâmetros internos comuns aos elementos, em 

função dos seus parâmetros externos, através da condensação estática descrita anteriormente. 

 
4.8  Acoplamento dos elementos DKT e Formulação Livre 

 
 

Acoplando-se o elemento de membrana e o elemento DKT obtém-se um elemento 

com seis graus de liberdade por nó. Onde o elemento de membrana é o elemento triangular da 
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Formulação Livre, que incorpora três graus de liberdade por nó: duas translações paralelas aos 

eixos, que contém o plano médio do elemento e uma rotação em torno da normal a esse plano. 

Para que a formulação do elemento seja capaz de resolver problemas de estruturas de placas 

no espaço tridimensional acoplaram-se os elementos DKT e de membrana. Como referência 

de outros pesquisadores que escreveram sobre cascas cita-se Mesquita (1998), Militello e 

Felippa (1989) e Paccola (2004). 

 

 

 

 
 

Figura 4.19 - Membrana e elemento DKT 
 

Figura 4.20 – Casca 
  

As matrizes e vetores do elemento de placa apresentados para a interação placa-solo, 

na verdade é o resultado do acoplamento entre a placa e a membrana, já comentado nos 

subitens anteriores, Figura 4.19 e Figura 4.20.  Portanto, este elemento apresenta seis graus de 

liberdade por nó, que corresponde a três translações (-, 3, ¦) e três rotações (¸), ¸*, A̧) por 

nó. 

A ordem das matrizes e vetores referentes ao solo é originalmente igual ao número de 

nós, visto que nessa situação, o único grau de liberdade considerado é o deslocamento ¦. 

Colocam-se zeros nos coeficientes referentes aos outros graus de liberdade, de forma, que a 

ordem das matrizes do solo, também seja seis vezes o número de nós.  
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4.9  Exemplo 4: Placa engastada com carga distribuída 
 

 
A placa 1 é rígida, representada por um bloco de lado igual a 1m (a=b=1m), engastada 

em todos os lados, sobre a qual atua uma carga distribuída, q, de 1kgf/m², em toda a  sua  

área,  Figura 4.21. A placa tem espessura unitária, h, igual a 1m. O módulo de elasticidade 

longitudinal, E, é igual 10,92kgf/m². A relação de Poisson, ν, é igual a 0,3. 

 

 
 

Figura 4.21 - Placa 1 

 
A rigidez de flexão da placa é calculada pela seguinte equação: 

¶ = �ℎ?12
1 − /,� (4.136) 

Substituindo-se os valores correspondentes na Equação (4.136), encontra-se D=1kgf∙m. 

Para a placa quadrada, engastada em todos os lados, sob carga distribuída em toda a 

sua área, Martinelli, Montanari e Savassi (2003), calculam o deslocamento w, no centro da 

placa, pela seguinte equação: 

¦ö½) = ÷{�<¶  (4.137) 

A Tabela 4.2 são os valores de ÷, necessários na determinação do deslocamento ¦ö½) para a 

placa engastada da equação (4.137), descrito em Martinelli, Montanari e Savassi (2003).  

Em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976), para b/a=1, no centro da placa tem-se 

o resultado exato para w: 

¦
)¾ø,*¾ø� = 0,00126{Ç<¶  (4.138) 
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Tabela 4.2 – Valores de ÷, placa engastada, Martinelli, Montanari e Savassi (2003) 

 
Malha Nós ÷ 

2x2 9 0,001480 

4x4 25 0,001403 

8x8 81 0,001304 

12x12 169 0,001283 

16x16 289 0,001275 
 

Da  Equação   (4.138),   para   este   exemplo,    o   valor   de   w   no centro da placa é igual a 

-1,26x10-3 m.   No   Presente  Trabalho,  com  uma   malha   16x16,   obteve-se   w   igual   a   

-1,27x10-3m, que corresponde a uma razão relativa de 0,79% quando os resultados são 

comparados. 

Em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976), o deslocamento w, no centro da placa, 

para este exemplo é calculado pela equação: 

¦
)¾ø,*¾ø� = �ùH{Ç<¶  (4.139) 

O coeficiente Cwe, para diferentes malhas, e para as condições de contorno e carregamento 

referentes a este exemplo, encontra-se em Savassi (1996) e tem os valores descritos na Tabela 

4.3. 

 
Tabela 4.3 – Valores de Cwe. Savassi (1996) 

 
Malha Nós Cwe 

2x2 9 0,0014796 

4x4 25 0,0014033 

8x8 81 0,0013039 

16x16 289 0,0012752 
 

 
Tanto no Presente trabalho quanto no ANSYS (elemento Shell 66), a placa apresenta 

uma malha quadrangular 16x16, Figura 4.22. A Tabela 4.4 apresenta os resultados das 

análises da comparação do deslocamento w, entre o Presente Trabalho, Martinelli, Montanari 

e Savassi (2003), Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976) e o ANSYS. 

O deslocamento w no centro da placa foi igual a -1,270x10-3m tanto no Presente 

Trabalho quanto no ANSYS. Para ilustrar o comportamento do deslocamento vertical na placa 
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4.10  Acoplamento placa-solo 
 
 

O acoplamento MEC-MEF também foi pesquisado por outros autores, como por 

exemplo, Tejerina Calderón (1996) e Komatsu (1995). Para o solo, a carga é considerada 

somente perpendicular ao plano da área carregada, na direção �?. A energia potencial total 
ΠW� do elemento finito de placa, como descrito em  Mendonça (1997) é: 

ΠW = 12 ÄÆ�ÅÓ¯@�°ÄÆ�Å − ÄÆ�ÅÓÄ��Å + ÄÆ¡�ÅÓ¯É°Ä�f�Å (4.142) 

onde ÄÆ�Å é o vetor de deslocamentos referentes ao elemento de placa, ¯@�° é a matriz de 

rigidez da placa, Ä��Å é o vetor de forças do elemento de placa, ÄÆ¡�Å é o vetor de 

deslocamentos do solo, Ä�f�Å é o vetor das forças de superfície da interface placa-solo de um 

elemento de contorno e ¯É° é a matriz de transformação de cargas do elemento em cargas 

nodais: 

¯É° = 1̈2 Â2 1 11 2 11 1 2Ã (4.143) 

onde A é a área do elemento triangular. A matriz ¯É° refere-se apenas ao deslocamento nodal ¦, portanto, deve-se expandí-la acrescentando-se zero nos coeficientes referentes aos outros 

graus de liberdade. 

Os vetores ÄÆ�ÅÓ e ÄÆ¡�ÅÓ são iguais e escritos da seguinte forma: ÄÆ�ÅÓ = Ä-E		3E 		¦E 		¸)E		¸*E		¸AE 		-P 		3P		¦P 		¸)P 		¸*P 		¸AP		-�		3�		¦�		¸)�		¸*�		¸A�Å (4.144) 

e o vetor Ä�f�Å: Ä�f�ÅÓ = Ä0		0		UE		0		0		0		0		0		UP 		0		0		0		0		0		U�		0		0		0Å (4.145) 

Após a contribuição de todos os elementos e minimizando-se o funcional resulta: ¯@°ÄÆÅ = Ä�Å − nÉ�oÄ�Å (4.146) 

onde ÄÆÅ é o vetor de deslocamentos globais referentes à placa, ¯@° é a matriz de rigidez 

global da placa, Ä�Å é o vetor de forças global da placa, Ä�Å é o vetor das forças de superfície 

da interface placa-solo global e nÉ�o é a matriz de transformação global de cargas do elemento 

em cargas nodais. 

Em relação ao solo reescreve-se a Equação (3.114) desprezando-se as forças de 

volume da seguinte forma: ¯�°ÄÆ¡GÅ = ¯5°Ä�fGÅ (4.147) 

A matriz ¯�° é igual à matriz identidade, já que a superfície é suposta livre de forças 

de superfície, portanto, da Equação (4.147): 
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Ä�fGÅ = ¯5°sWÄÆ¡GÅ (4.148) 

onde ÄÆ¡GÅ é o vetor de deslocamento do solo, Ä�fGÅ é o vetor de força de superfície do solo e ¯5° é a matriz do solo relativa à solução fundamental -??∗ . Lembra-se que as matrizes e 

vetores referentes ao solo também devem ser expandidas para que as suas ordens sejam iguais 

a seis vezes o número de nós. 

Substituindo-se a Equação (4.148) na Equação (4.146): ¯@°ÄÆÅ = Ä�Å − nÉ�o¯5°sWÄÆ¡GÅ (4.149) 

Resultando no seguinte sistema de equações: ¯@,°ÄÆÅ = Ä�Å (4.150) 

e ¯@,° = ¯@° + nÉ�o¯5°sW (4.151) 

onde ¯@,° é a matriz de rigidez resultante da interação placa-solo através da combinação 

MEC-MEF. 

 
 

4.11  Exemplo 5: Acoplamento placa - solo sob carga distribuída 
 
 

O acoplamento placa-solo é verificado neste exemplo. A placa é quadrada, com lado � = 12�, sob ação de uma carga distribuída uniformemente, { = 1Î �,⁄ , em toda a sua 

área. A espessura da placa é b = 0,10�. Os módulos de elasticidade do solo e da placa são �G = 2,60�10�Î �,⁄  e �� = 9,7833�10W?Î �,⁄ , respectivamente. O coeficiente de 

Poisson do solo é igual ao da placa, /� = /G = 0,3. A placa e o solo foram discretizados 

como a malha ilustrada na Figura 4.28, que possui 25 nós e 32 elementos. No acoplamento 

placa-solo a malha é triangular devido à aproximação triangular da força de superfície e pela 

necessidade da malha do MEF coincidir com a malha do MEC. 

   

 
 

Figura 4.28 - Malha 4x4 
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A Tabela 4.7 é o resumo do método numérico e solução fundamental adotada por cada 

autor. 

 
Tabela 4.7 – Método numérico e solução fundamental 

 
Autor Placa Elemento Malha Solo Solução 

Presente Trabalho MEF DKT-FL 4x4 MEC Mindlin 

Ribeiro (2009) MEF DKT 4x4 MEC – infinito Kelvin 

Almeida (2003) MEF DKT-FL 8x8 MEC Kelvin 

Messafer e Coates (1989) MEF ACM 10x10 MEC Mindlin 

Paiva e Butterfield (1997) MEC Linear 8x8 MEC Mindlin 
 

 
Os resultados referentes aos deslocamentos na direção x3 da placa encontram-se na 

Tabela 4.8. Verificou-se que os deslocamentos no meio do lado e no centro da placa 

apresentam concordância com os encontrados em Ribeiro (2009).  

 
Tabela 4.8 – Deslocamentos na direção z (�) 

 

Autor meio do lado Centro 

Presente Trabalho 3,37E-08 3,79E-08 

Ribeiro (2009) 3,41E-08 3,76E-08 

Almeida (2003) 3,54E-08 3,79E-08 

Messafer e Coates (1989) 3,00E-08 3,63E-08 

Paiva e Butterfield (1997) 2,88E-08 3,26E-08 
 

 
A malha 4x4, referente ao presente trabalho, é igual à malha adotada em Ribeiro 

(2009) sendo que este último utilizou as soluções fundamentais de Kelvin e MEC infinito. As 

diferenças nos resultados, Tabela 4.8, em relação aos outros autores justifica-se pelo tipo de 

elemento finito e malha adotados, Tabela 4.7.  

 
 

4.12  Exemplo 6: Acoplamento placa - solo sob carga concentrada 
 

 
Este exemplo é semelhante ao anterior com exceção da carga, que aqui é concentrada 

no  centro  da  placa, � = 1Î. E os  módulos de  elasticidade do  solo e da  placa   são  �G = 2,60�10�Î �,⁄  e �� = 1,176�10W,Î �,⁄ , respectivamente. O coeficiente de Poisson 
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do solo é igual ao da placa, /� = /G = 0,3. A placa e o solo foram discretizados como a 

malha ilustrada na Figura 4.29, que possui 81 nós e 128 elementos. A malha é a mesma 

adotada por Mendonça (1997).   

 

 
 

Figura 4.29 - Malha 8x8 

  

Os resultados dos deslocamentos na direção longitudinal da placa encontram-se na 

Tabela 4.10. Mendonça (1997) estudou este problema através de uma combinação MEF-MEC 

em que a placa é dividida em 128 elementos finitos triangulares com igual número de 

elementos de contorno modelando o solo e ele apresenta resultados com o elemento finito 

DKT e HSM. Messafer e Coates (1989) estudou este problema através de uma combinação 

MEF-MEC em que a placa é dividida em 100 elementos finitos quadrangulares com igual 

número de elementos de contorno modelando o solo e o elemento finito utilizado foi o ACM 

(Adini, Clough e Melosh). A Tabela 4.9 é o resumo do método numérico e solução 

fundamental adotada por cada autor. 

 
Tabela 4.9 – Método numérico e solução fundamental de cada autor 

 
Autor Placa Solo Solução 

Presente Trabalho MEF MEC Mindlin 

Mendonça (1997) HSM-MEC MEF MEC Mindlin 

Mendonça (1997) DKT-MEC MEF MEC Mindlin 

Paiva (1993) MEC MEC Mindlin 

Messafer e Coates (1989) MEF MEC Mindlin 

Gorbunov-Possadov e Serebrjany (1961) Analiticamente 
 

 

Os resultados de Gorbunov-Possadov e Serebrjanyi (1961) apud Paiva (1993) foram 

calculados analiticamente. Paiva (1993) modela tanto o solo quanto a placa pelo MEC, e a 

interface placa-solo é dividida em 128 elementos triangulares e o contorno da placa em 32 
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elementos de igual comprimento. Os resultados encontrados no presente trabalho estão 

aproximadamente iguais aos outros autores, como mostrado na Tabela 4.10. 

 
Tabela 4.10 – Deslocamentos na direção z (× 10sî�), no centro da placa 

 
Autor centro 

Presente Trabalho 0,2371 

Mendonça (1997) HSM-MEC 0,2122 

Mendonça (1997) DKT-MEC 0,2124 

Paiva (1993) 0,2160 

Messafer e Coates (1989) 0,2400 

Gorbunov-Possadov e Serebrjany (1961) 0,2600 
 

 
 

 
4.13  Exemplo 7: Acoplamento placa - solo sob carga distribuída 

 
 

Neste exemplo a placa é quadrada com lado � = 5�, sob ação de uma carga 

distribuída uniformemente, { = 1ú�Ç, em toda a sua área. A  espessura  da  placa  é  b = 1,25�. Os  módulos  de  elasticidade  do  solo  e  da  placa  são  �G = 40ú�Ç  e  �� = 21000ú�Ç, respectivamente. O coeficiente de Poisson do solo é igual ao da placa, /� = /G = 0,3. A placa e o  solo  foram  discretizados  como  a  malha  ilustrada  na  Figura 

4.29,  que  possui  81 nós e 128 elementos. 

 
Tabela 4.11 – Método numérico e solução fundamental de cada autor 

 
Autor Placa Solo Solução 

Presente Trabalho MEF MEC Mindlin 

Ribeiro (2005) MEF MEC Kelvin 

Almeida (2003) MEF MEC Kelvin 
 

 
A Tabela 4.11 é o resumo do método numérico e solução fundamental adotada por 

cada autor. 

Os resultados referentes ao deslocamento na direção longitudinal da placa encontram-

se na Tabela 4.12. Almeida (2003), como esperado, apresenta resultado igual ao presente 

trabalho, visto que ambos adotaram as soluções fundamentais de Mindlin para o solo. A 

diferença nos resultados, em relação a Ribeiro (2005) acontece porque o mesmo adotou as 

soluções fundamentais de Kelvin.  
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Tabela 4.12 – Deslocamentos na direção z (�), no centro da placa 

 
Presente 
Trabalho 

Ribeiro 
(2005) 

Almeida 
(2003) 

9,39 9,26 9,39 
 

 

 

 



 

 

 

 

5. Interação estaca-solo 

 
 

 

5.1  Introdução 

 

 

Neste capítulo apresentam-se as equações da interação estaca-solo, bem como as 

hipóteses admitidas. Na formulação do problema considera-se o elemento finito de estaca 

vertical e que a estaca pode receber carregamentos nas direções �W, �, e �?. Para as equações 

referentes ao solo, necessárias para a interação estaca-solo, adota-se a solução de Mindlin para 

os deslocamentos, já descrita em capítulos anteriores. A interação estaca-solo também foi 

pesquisada por outros autores, como por exemplo: Matos Filho (1999), Paiva e Matos (1999), 

Poulos e Madhav (1971), Poulos e Mates (1971), Ramalho e Venturini (1991) e Selvadurai e 

Rajapakse (1985). 

 
 

5.2  Hipóteses 
 
 

A interação estaca-solo é um problema complexo e a sua abordagem neste trabalho foi 

efetuada considerando as seguintes simplificações: 

- Desconsideram-se tensões iniciais, tanto na estaca quanto no solo, decorrente da instalação 

das estacas; 

- Considera-se que tanto as estacas quanto o solo possuem comportamento mecânico elástico-

linear. 

- O solo é admitido como um semi-espaço elástico-linear, isótropo e homogêneo; 

- Despreza-se qualquer deslocamento relativo entre a estaca e o solo. 

- Desconsideram-se as forças volumétricas. 
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5.3  Estaca vertical isolada 
 
 

A estaca é analisada pelo MEF e discretizada como um único elemento de barra, com 

quatro pontos nodais, descrita nos tópicos seguintes, bem como os carregamentos atuando na 

estaca. 

 
 

5.3.1 Estaca sob Força e Momento na direção �� 
 
 

Admite-se que a estaca seja submetida aos seguintes carregamentos no seu topo: 

momento e força aplicados na direção 1, Figura 5.1. A consequência deste carregamento, 

analisada nos pontos nodais, são os deslocamentos na direção 1 no topo e ao longo do fuste da 

estaca, e a rotação na direção 1 no topo da estaca, Figura 5.2. 

   

  
 

Figura 5.1 - Discretização da estaca e 
carregamento aplicado na direção x1 

 

Figura 5.2 - Deslocamento da estaca devido ao 
carregamento aplicado na direção x1 

 
 

Portanto, descrevem-se os deslocamentos deste problema com uma função polinomial 

do 4° grau: -½�
	� = ¨W	< + ©W	? + �W	, + ¶W	 + �W (5.1) 

Substituindo-se os valores de z, correspondentes aos pontos nodais ao longo do fuste 

da estaca, na Equação (5.1) tem-se: UÇ�Ç     	 = 0      �W = -E UÇ�Ç     	 = 
?      ¨W O
?V< + ©W O
?V? + �W O
?V, + ¶W O
?V + �W = -P 
UÇ�Ç     	 = ,
?      ¨W O,
? V< + ©W O,
? V? + �W O,
? V, + ¶W O,
? V + �W = -� UÇ�Ç     	 = �     ¨W
��< + ©W
��? + �W
��, + ¶W
�� + �W = -
 

(5.2) 

A Equação referente à rotação é a derivada da Equação (5.1) em relação à z, que 

quando z é igualado à zero, tem-se o valor de �? no topo da estaca: 
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h-½�h	 = 4¨W	? + 3©W	, + 2�W	 + ¶W 

UÇ�Ç     	 = 0      ¶W = ¸E (5.3) 

Escrevendo-se as Equações (5.2) e (5.3) na forma matricial:  

1
4 3 2

1

1

4 3 2
1

1

4 3 2

0 0 0 0 1

0 0 0 1 0

1
3 3 3 3

2 2 2 2
1

3 3 3 3

1

i

i

j

k

L

A u

BL L L L

C u

D uL L L L

E u

L L L L

θ

 
 

    
                            =            
    

            
                       
 
 

 (5.4) 

A Equação (5.4) pode ser escrita na seguinte forma: ¯�°Ä÷Å = Ä�HWÅ (5.5) 

Isolando-se Ä÷Å: Ä÷Å = ¯�°sWÄ�HWÅ (5.6) 

Substituindo a Equação (5.6) na Equação (5.1): -½�
	� = Ä	< 	? 	, 	 1Å¯�°sWÄ�HWÅ (5.7) 

ou -½�
	� = Ä8ÅÓ¯�°sWÄ�HWÅ (5.8) 

e -½�" 
	� = ð8"ñÓ¯�°sWÄ�HWÅ (5.9) 

Resolvendo-se a Equação (5.8) encontra-se as funções de forma:  

4 3 2
4 3 2

4 3 2
1

3 2

2

4 3 2
3 4 3 2

4
4 3 2

4 3 25

4 3 2
4 3 2

99 45 85
1

4 4
9 9 11

2 2
81 135 27

2 2
81 27 27

4 4
9 9 1

2 2

z z z
L L L

z z z z
L L L

z z z
L L L

z z z
L L L

z z z
L L L

φ

φ

φ

φ

φ

 
− + − + 
 
   − + − +
  
     

= − +   
   
   

− + −    
 
 − +  

 (5.10) 

 Fazendo-se � = 	 �⁄ :  
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4 3 2

4 3 2
1

2

4 3 2
3

4
4 3 2

5

4 3 2

99 85
45 1

4 4
9 11

9
2 2

81 135
27

2 2
81 27

27
4 4
9 9

2 2

L L L L

ξ ξ ξ

φ ξ ξ ξ ξ
φ

φ ξ ξ ξ

φ
ξ ξ ξφ

ξ ξ ξ

 
− + − + 

 
   − + − +
  
     

= − +   
   
   

− + −    
 
 − +  

 (5.11) 

Efetuando-se o produto indicado em (5.9) encontra-se as derivadas segundas das funções de 

forma:  

2

3 2 4

2
"
1

2 3
"
2 2
"
3 2 3 4
"
4 2
"

3 2 45

2

2 3 4

270 85 297

2

54 11 54

54 405 486

162 27 243

2

2 27 54

z z

L L L

z z

L L L

z z

L L L

z z

L L L

z z

L L L

φ

φ

φ

φ

φ

 
− − 

 
   − −  
     

= − +   
   
   

− −    
 
 

− + 
 

 (5.12) 

Outra consequência da estaca submetida a um esforço na direção x1 são as forças que 

surgem na interface e estão ilustradas na Figura 5.3. 

   

 
 

Figura 5.3 - Força na interface na direção x1 

  
As forças de interface são descritas por uma função polinomial do 3° grau: ��W
	� = ¨,	? + ©,	, + �,	 + ¶, (5.13) 

Escrevendo-se a Equação (5.13) em função dos valores das forças de interface nos 

pontos nodais da estaca discretizada: ��W
	� = 8W�WE + 8,�WP + 8?�W� + 8<�W
 (5.14) 
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ou ��W
	� = Ä8fÅÓÄ�WÅ (5.15) 

Por um procedimento análogo ao descrito para a função aproximadora dos 

deslocamentos, Equação (5.1), calcula-se as funções de interpolação correspondentes às 

forças de interface Ä8fÅ, Equação (5.13), que são as seguintes:  

3 2

3 2

3 2
1

3 2
2

3 2
3

3 2
4

3 2

3 2

9 9 11
1

2 2

27 45 9

2 2

27 18 9

2 2

9 9

2 2

z z z

L L L

z z z

L L L

z z z

L L L

z z z

L L L

φ

φ

φ

φ

 
− + − + 
 

   
− +      

=   
   − + −
    

 
 − +
  

 (5.16) 

 Fazendo-se � = 	 �⁄ :  

3 2

1 3 2

2

3 23

4

3 2

9 11
9 1

2 2
27 45

9
2 2
27 9

18
2 2
9 9

2 2

ξ ξ ξ

φ
ξ ξ ξ

φ

φ
ξ ξ ξ

φ

ξ ξ ξ

 
− + − + 
  
 − + 
  

=   
   − + −
    

 
 − +
 

 (5.17) 

 O funcional que caracteriza a energia potencial referente à energia na direção 1 é: ΠW = ÆW + ΩW (5.18) 

onde ÆW corresponde à energia potencial de deformação e ΩW representa a energia potencial 

das cargas externas. Portanto,  

ΠW = ��T�2 | O-½�" 
	�V, h	

ø −| ��W
	�-½�
	�h	


ø − �W-E −úW¸WE (5.19) 

onde �� é o módulo de elasticidade longitudinal da estaca, T� é o momento de inércia da seção 

transversal da estaca, �W é a força externa e úW é o momento externo aplicados no nó i da 

estaca na direção x1. 

 Definindo-se:  

¯@W° = ��T�| ð8"ñð8"ñÓh	

ø  (5.20) 
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¯ÉW° = | Ä8ÅÄ8fÅÓ

ø h	 (5.21) 

onde ¯@E° é a matriz de rigidez do elemento de estaca e ¯ÉE° é a matriz de transformação de 

cargas do elemento em cargas nodais, ambas devido à ação de carregamentos aplicados na 

estaca na direção �E. 
 Substituindo-se as Equações (5.20) e (5.21) na Equação (5.19):  

ΠW = 12 Ä�HWÅÓ¯@W°Ä�HWÅ + Ä�HWÅÓ¯ÉW°Ä�WÅ − Ä�HWÅÓÄ�WÅ (5.22) 

Minimizando-se o funcional (5.22) em relação às incógnitas ( -E, ¸WE, -P, -� e -
) obtém-se o 

seguinte sistema de equações: ¯@W°Ä�HWÅ = Ä�WÅ − ¯ÉW°Ä�WÅ (5.23) 

onde:  

[ ]

2

1 3

23722 4084 42876 26838 7684

4084 808 6912 3996 1168

42876 6912 81648 55404 16632
40

26838 3996 55404 42282 13716

7684 1168 16632 13716 4768

p p

L L L L L
E I

K L
L

L

L

− 
 − − 
 = − − −
 

− − 
 − − − 

 (5.24) 

 

[ ]1

721 495 45 285

38 18 18 38

54 2430 486 486
6720

27 243 2673 567

38 162 378 474

L L L L
L

Q

− 
 
 
 = − −
 

− 
 − 

 (5.25) 

 Ä�HWÅÓ = Ä	-E				¸WE				-P 				-�				-
	Å	 (5.26) 

 Ä�WÅÓ = Ä	�WE				�WP 				�W�				�W
	Å	 (5.27) 

 Ä�WÅÓ = Ä	�W				úW				0				0				0	Å (5.28) 

onde [K] é a matriz de rigidez da estaca; {up} é o vetor de deslocamentos nodais da estaca; 

{F} é o vetor de forças externas; [Q] é a matriz que transforma forças no elemento em forças 

nodais e {Pp} são as forças de interface nas direções 1 e 2, e as tensões de cisalhamento na 

direção 3. 
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5.3.2 Estaca sob Força e Momento na direção �� 
 
 

Analogamente à direção �W, descrevem-se os deslocamentos na direção �, com uma 

função polinomial do 4° grau. Portanto, o funcional que caracteriza a energia potencial 

referente à energia na direção 2 é: Π, = Æ, + Ω, (5.29) 

onde Æ, corresponde à energia potencial de deformação e Ω, representa a energia potencial 

das cargas externas. Portanto, 

Π, = ��T�2 | O3½�" 
	�V, h	

ø +| ��,
	�3½�
	�h	


ø − �,3E −ú,¸,E (5.30) 

onde �, é a força externa e ú, é o momento externo aplicados no nó i da estaca na direção x2. 

Portanto, de maneira semelhante à direção �W tem-se para a direção �, o seguinte 

sistema de equações: ¯@,°Ä�H,Å = Ä�,Å − ¯É,°Ä�,Å (5.31) 

e pode-se afirmar que: ¯@,° = ¯@W°                ¯É,° = ¯ÉW°              (5.32) 

Os coeficientes das matrizes ¯@W° e ¯ÉW° encontram-se nas Equações (5.24) e (5.25), 

respectivamente. 

 Os vetores Ä�H,ÅÓ, Ä�,ÅÓ e Ä�,Å são, respectivamente, os seguintes: Ä�H,ÅÓ = Ä	3E				¸,E 				3P				3�				3
	Å	 (5.33) Ä�,ÅÓ = Ä	�,E				�,P 				�,�				�,
	Å	 (5.34) Ä�,Å = Ä	�,				ú,				0				0				0	Å (5.35) 

 
 

5.3.3 Estaca sob Força na direção �� 
 
 

Considera-se um esforço, na direção x3, aplicado no topo da estaca, Figura 5.4. O 

resultado deste carregamento, analisada nos pontos nodais, são os deslocamentos na direção 3 

no topo e ao longo do fuste da estaca, Figura 5.5. 

Portanto, calcula-se a solução dos deslocamentos deste problema com uma função 

polinomial do 3° grau: ¦½�
	� = ¨�	? + ©�	, + ��	 + ¶� (5.36) 
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Figura 5.4 - Discretização da estaca e 
carregamento aplicado na direção x3 

 

Figura 5.5 - Deslocamento da estaca devido ao 
carregamento aplicado na direção x3 

 
  

Derivando-se a Equação (5.36) em relação à z: h¦½�h	 = 3¨�	, + 2©�	 + �� (5.37) 

Como descrito para o deslocamento na direção x1, para a direção x3 considerando-se a 

Equação (5.36) tem-se:  

3 2
5

5

3 2
5

5

3 2

0 0 0 1

1
3 3 3

2 2 2
1

3 3 3

1

i

j

k

L

A wL L L

B w

C wL L L

D w

L L L

 
 

         
                  

=     
          
                  
  

 (5.38) 

A Equação (5.38) pode ser escrita na seguinte forma: ¯�?°Ä÷?Å = Ä�H?Å (5.39) 

Isolando-se Ä÷?Å: Ä÷?Å = ¯�?°sWÄ�H?Å (5.40) 

Substituindo a Equação (5.40) na Equação (5.36): ¦½�
	� = Ä	?						,											1Å¯�?°sWÄ�H?Å (5.41) 

ou ¦½�
	� = Ä8fÅÓ¯�?°sWÄ�H?Å (5.42) 

e ¦½�� 
	� = Ä8f�ÅÓ¯�?°sWÄ�H?Å (5.43) 

onde Ä8fÅ encontra-se nas Equações (5.16) e (5.17) e, portanto, a derivada da função de forma 

é a seguinte equação: 
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2

3 2

' 2
1
' 3 2
2
' 2
3

3 2'
4

2

3 2

27 18 11

2 2

81 45 9

2

81 36 9

2 2

27 9 1

2

z z

L L L

z z

L L L

z z

L L L

z z

L L L

φ

φ

φ

φ

 
− + − 
 

   
− +      

=   
   − + −
      

 − +
  

 (5.44) 

Aplicando-se um esforço na direção x3 surgem forças na interface da estaca. Sendo 

que as forças de interface no fuste da estaca, referentes à direção x3, são descritas por uma 

função polinomial do 2° grau:  

��
	� = ¨
	, + ©
	 + �
 (5.45) 

Ao contrário do fuste, cujas forças de interface são tensões cisalhantes, na base da 

estaca têm-se uma distribuição de tensão normal, uniforme nesta área, cuja função de 

aproximação para a base é constante e igual a 1: 

�J
	 = �� = 1 (5.46) 

 Escrevendo-se a Equação (5.45) em função dos valores das forças de interface nos 

pontos nodais da estaca discretizada: 

��
	� = �W�E + �,�P + �?�� (5.47) 

ou 

��
	� = Ä�fÅÓÄ�Å (5.48) 

Por um procedimento análogo ao descrito para a função aproximadora dos 

deslocamentos na direção x1 calculam-se as funções de interpolação correspondentes às forças 

de interface Ä�fÅ, Equação (5.48), que são as seguintes: 

¬�W�,�?­ =
��
��
��
�9	,2�, − 9	2� + 1

−9	,�, + 6	�9	,2�, − 3	2� ��
��
��
�

 (5.49) 

 Fazendo-se � = 	 �⁄ :  

¬�W�,�?­ = ��
�
��
92 �, − 92 � + 1−9�, + 6�92 �, − 32 � ��

�
��

 (5.50) 
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O funcional que caracteriza a energia potencial referente à energia na direção 3 é: Π? = Æ? + Ω? (5.51) 

onde Æ? corresponde à energia potencial de deformação e Ω? representa a energia potencial 

das cargas externas. Portanto, 

Π? = ��¨�2 | O¦½�� 
	�V, h	

ø −| ��
	�¦½�
	�h	


ø − �?¦E +| BJ¦
h¨���
 (5.52) 

onde ¨� é a área da seção transversal da estaca e �? é a força externa aplicada no nó i da 

estaca na direção x3. 

Portanto, analogamente aos procedimentos realizados para a direção �W tem-se para a 

direção �? o seguinte sistema de equações: ¯@?°Ä�H?Å = Ä�?Å − ¯É?°Ä�?Å (5.53) 

onde:  

[ ]3

148 189 54 13

189 432 297 54

54 297 432 18940

13 54 189 148

p pE A
K

L

− − 
 − − =
 − −
 

− − 

 (5.54) 

 

[ ]3

7 2 1 0

3 36 9 0

3 18 45 0
80

80
7 20 23

L
Q

L

 
 − 

=  −
 
 −
  

           (5.55) 

 Ä�H?ÅÓ = Ä	¦E				¦P 				¦�				¦
	Å	 (5.56) 

 Ä�?ÅÓ = Ä	��E				��P 				��� 				BJ	Å	 (5.57) 

 Ä�?Å = Ä	�?				0				0				0	Å 
 

(5.58) 
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5.3.4 Estaca sob carregamentos nas direções  ��, �� e  �� 
 
 

Após análise da estaca submetida a carregamentos em cada direção separadamente 

considera-se a possibilidade de atuação desses carregamentos simultaneamente, como 

ilustrado na Figura 5.6. 

O funcional que caracteriza a energia potencial referente às direções 1, 2 e 3 é: Π = ΠW + Π, + Π? (5.59) 

onde Π� é a energia potencial devido à energia na direção i e estas já foram descritas 

nos subitens anteriores. 

   

 
 

Figura 5.6 - Estaca vertical sob carregamentos nas direções x1, x2 e x3 

  

Finalmente tem-se um sistema de equações, cujas soluções são os deslocamentos e 

rotações, do elemento de estaca submetida à carregamentos nas direções x1, x2 e x3: ¯@°W<×W<Ä-�ÅW<×W = Ä�ÅW<×W − ¯É°W<×W,Ä��ÅW,×W (5.60) 

onde Ä-�Å é o vetor dos deslocamentos da estaca de dimensão 14 × 1 e sempre igual a: Ä-�ÅÓ = Ä-E 				3E				¦E 				¸WE 				¸,E				-P 				3P 				¦P 				-�				3�				¦�				-
				3
				¦
Å (5.61) Ä�Å é o vetor do carregamento externo de dimensão 14 × 1 e: Ä�ÅÓ = Ä�W				�,				�?				úW				ú,				0				0				0				0				0				0				0				0				0Å (5.62) Ä��Å é o vetor das forças de interface de dimensão 12 × 1 e: Ä��ÅÓ = Ä�WE				�,E 				��E 				�WP 				�,P 				��P 				�W�				�,�				���				�W
				�,
				BJÅ (5.63) 

A matriz de rigidez ¯@° tem dimensão 14 × 14: 
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[ ]

11 12 13 14 15

11 12 13 14 15

11 12 13 14

21 22 23 24 25

21 22 23 24 25

31 32 33 34 35

31 32 33 34 35

21 22 23 24

41 42

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

a a a a a

b b b b b

c c c c

a a a a a

b b b b b

a a a a a

b b b b b
K

c c c c

a a a

=

43 44 45

41 42 43 44 45

31 32 33 34

51 52 53 54 55

51 52 53 54 55

41 42 43 44

0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

a a

b b b b b

c c c c

a a a a a

b b b b b

c c c c

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (5.64) 

onde ÇEP são os coeficientes da matriz ¯@W° encontrados na Equação (5.24); 'EP são os 

coeficientes da matriz ¯@,°, de acordo com a Equação (5.32) tem-se que ¯@,° = ¯@W°, 
portanto, 'EP = ÇEP; e jEP são os coeficientes da matriz ¯@?° encontrados na Equação (5.54). A 

matriz de transformação de cargas do elemento em cargas nodais ¯É° tem dimensão 14 × 12: 

[ ]

11 12 13 14

11 12 13 14

11 12 13 14

21 22 23 24

21 22 23 24

31 32 33 34

31 32 33 34

21 22 23 24

41 42 43 44

41 42 43 4

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0

d d d d

e e e e

f f f f

d d d d

e e e e

d d d d

e e e e
Q

f f f f

d d d d

e e e e

=

4

31 32 33 34

51 52 53 54

51 52 53 54

41 42 43 44

0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0

f f f f

d d d d

e e e e

f f f f

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (5.65) 

onde hEP são os coeficientes da matriz ¯ÉW° encontrados na Equação (5.25); dEP são os 

coeficientes da matriz ¯É,°, de acordo com a Equação (5.32) tem-se que ¯É,° = ¯ÉW°, 
portanto, dEP = hEP; e 	EP são os coeficientes da matriz ¯É?° encontrados na Equação (5.55). 
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5.3.5 Solo e interação com a estaca 
 
 

A Figura 5.7 representa um elemento de estaca no meio contínuo considerando a 

solução fundamental de Mindlin para deslocamentos. Interpretando as forças de interação 

estaca-solo como uma linha de carga no meio contínuo e reescrevendo-se a Equação (3.114) 

tem-se: 

�EP
��-E
�� = | -EP∗� 
�, %�UP
%�hΓ + | -EP∗ 
�, %�'P} 
%�hΩ 

+| -EP∗ 
�, %�{PH�Û 
%�hΓ 

(5.66) 

onde {PH são as forças de interação aplicadas ao sólido tridimensional e ΓH são as linhas de 

carga onde estão aplicadas as forças {PH.  

   

 
 

Figura 5.7 - Domínio tridimensional com linhas de carga 
  

Considerando-se o problema da interação estaca-solo fazem-se algumas simplificações 

na Equação (5.66). Desprezam-se as parcelas referentes às forças volumétricas e as situações 

de escavações, as duas primeiras parcelas da Equação (5.66) são desconsideradas. Portanto, 

�EP-E = | -EP∗ {PH�Û hΓ (5.67) 

Para esse problema �EP = ¯T°, portanto:  

-E = | -EP∗ {PH�Û hΓ (5.68) 

 
 

5.3.6 Discretização da Equação Integral 
 
 

As equações integrais (5.68) podem ser expressas por funções interpoladoras das 

forças de interação, ou seja:  
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-E = | -EP∗�Û 
�, %�8fP
%�hΓ
%��P
%� (5.69) 

Escrevendo-se a expressão da integral numérica (5.68) obtém-se: 

-E = �2¼-EP∗ 
�, %�8fP
%�¦��P
%�I¿
�¾W  (5.70) 

onde i� é o número de pontos de Gauss e ¦� é peso de Gauss correspondente ao número �, 

ou 

Ä-»Å = ¼�|¯Æ∗°Ä8fÅ hΓ� Ä�»Å (5.71) 

onde Ä-»Å é o vetor de deslocamentos da estaca, ¯Æ∗° é a matriz de soluções fundamentais de 

Mindlin, Ä8fÅ é o vetor de funções de forma para as forças de interação e Ä�»Å é o vetor de 

forças na interface estaca-solo. 

O vetor da função de forma Ä8fÅ referente à direção �W é a Equação (5.17), a função de 

interpolação é um polinômio do terceiro grau e, e o vetor da função de forma Ä8fÅ referente à 

direção �, é igual ao da direção �W. Para a direção �?, a função de interpolação é aproximada 

por um polinômio do segundo grau e, o vetor da função de forma Ä8fÅ é a Equação (5.50). 

Sabe-se que � = �?
l, U� �⁄  e, da Equação (5.46), tem-se que 8f< = 1. 

Os laços na implementação computacional são: até o número de nós, até o número de 

estacas e até o número de pontos de Gauss.  Escrevendo-se a Equação (5.71) para uma estaca, 

por exemplo, para a solução fundamental -EP∗ , sendo � a direção da força e a a direção do 

deslocamento:  

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3 4

1 2 3

fdi d fdi d fdi d fdi d

di

fdj d fdj d fdj d fdj d
dj

dk fdk d fdk d fdk d fdk d

dL

fdL d fdL d fdL d fdL

u d u d u d u d
us

u d u d u d u dus

us u d u d u d u d

us
u d u d u d u

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ φ

φ φ φ

Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ
 
  Γ Γ Γ Γ 

= 
Γ Γ Γ Γ 

  
Γ Γ Γ

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ 4

di

dj

dk

dL

d

P

P

P

P
dφ

Γ

 
   
   

  
  
  
    

Γ  ∫

 (5.72) 

onde os sub índices �, a, �, � referem-se aos nós da estaca; 	 é a direção da força e h é a 

direção do deslocamento.  

Considerando-se as soluções fundamentais nas direções �W, �, e �?, e analogamente à 

Equação (5.71): Ä-»ÅW,×W = ¯5°W,×W,Ä�»ÅW,×W (5.73) 

onde Ä-»ÅW,×W é o vetor dos deslocamentos do solo e: Ä-»ÅÓ = Ä-E 				3E				¦E				-P				3P 				¦P 				-�				3�				¦�				-
				3
				¦
Å (5.74) 
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Ä�»ÅW,×W é o vetor de forças de interação na interface estaca-solo e: Ä�»ÅÓ = Ä�WE				�,E 				��E 				�WP 				�,P 				��P 				�W�				�,�				���				�W
				�,
				BJÅ (5.75) ¯5°W,×W, é formada por componentes das soluções fundamentais do solo:  

¯5° = ¼| |¯Æ∗°Ä8fÅ hΓ�Û  (5.76) 

Como exemplo de alguns coeficientes de ¯5°W,×W, têm-se: 

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

1 1 1 1 1 1 1 2 1 2

2 1 2 1 2

11 12 13 11 12 ...

21 22 23 21 22 ...

31 32 33 31 32 ...
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u v w u v

u v w u v

u v w u v

u v

u d u d u d u d u d

u d u d u d u d u d

u d u d u d u d u d

u d u d u
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φ φ φ φ φ

φ φ φ φ φ

φ φ

Γ Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ Γ

Γ Γ

Γ Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ Γ

Γ Γ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
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2 1 2 1 2 1 2 2 2 2

11 12 ...

21 22 23 21 22 ...

... ... ... ... ...

w u v

u v w u v

d u d u d

u d u d u d u d u d

φ φ φ

φ φ φ φ φ

Γ Γ Γ

Γ Γ Γ Γ Γ

 
 
 
 
 
 
 

Γ Γ Γ 
 

Γ Γ Γ Γ Γ 
 
 

∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
⋱

 (5.77) 

onde o sub índice � da solução fundamental -ÀME refere-se ao ponto de integração, ponto fonte.  

   

   
 

Figura 5.8 – Estaca 

  
Calculam-se os coeficientes da matriz ¯5° como já descrito anteriormente. Há uma 

exceção que se refere à solução fundamental -??∗  quando o ponto de integração for o nó � da 

estaca. Nesse caso, a integral deve ser calculada analiticamente, porque fazendo essas 

considerações transforma-se a integral no contorno em uma integral em coordenadas polares. 

Assim, da Equação (3.136): 

-l?
 = | -??∗ BJhΩ} = BJ | | -??∗ �Jh�Jh¸·�
ø

,�
ø = 2�BJ | -??∗ �Jh�J·�

ø  (5.78) 

A solução fundamental -??∗  multiplicada por � é: 
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-??∗ � = �?,�? �J + 
3 − 4/�� �J + 6j	�?,�� �J + 8
1 − /�, − 
3 − 4/�� �J
+ 
3 − 4/��?, − 2j	�? �J 

(5.79) 

Pelas Equações (3.98) e Figura 5.8 conclui-se que: 

�J = ���W� − �W��, + ��,� − �,��, 

� = ���W� − �W��, + ��,� − �,��, + ��?� − �?��, 

� = ��J, + �� − �?��, 

� = ���W� − �W»�, + ��,� − �,»�, + ��?� − �?»�, 

�W» = �W�          �,» = �,�          �?» = −�?� 

� = ���W� − �W��, + ��,� − �,��, + �� + �?��, 

� = ��J, + �� + �?��, 

j = �?�         	 = �?� = � �? = �?� − �?� = � − �?�              	�? = �?� − �?» = � + �?� 

(5.80) 

 Substituindo-se as Equações (5.80) e (5.79) na Equação (5.78) e calculando-se a 

integral analiticamente tem-se o seguinte resultado: 

 

-l?
 = BJ2�¯@M° ¬Â−�� − �?��,�ö + �� − �?��Ã
+ 
3 − 4/�n�ö − �� − �?��o
+ 6�?���� + �?��, Â −13�I? + 13�� + �?��?Ã+ ¯8
1 − /�, − 
3 − 4/�°n�I − �� + �?��o
+ ~
3 − 4/��� + �?��, − 2�?��� �−1�I + 1�� + �?���­ 

(5.81) 

 

onde  
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@M = 1 + /8��
1 − /� 
�ø = h�â�db�k2  

�ö = ��ø, + �� − �?��, 

�I = ��ø, + �� + �?��, 

(5.82) 

 
 

5.4  Interação Estaca-Solo 
 
 

Considerando-se as condições de compatibilidade de deslocamentos e de equilíbrio ao 

longo da interface estaca solo pode-se afirmar que: Ä-»Å = ð-�ñ Ä�»Å + ð��ñ = 0 
(5.83) 

Substituindo-se o sistema de equações do solo (5.73) no sistema de equações da estaca 

Equação (5.60):  ¯@°W<×W<Ä-�ÅW<×W = Ä�ÅW<×W − ¯É°W<×W,¯5°W,×W,sW Ä-»ÅW,×W (5.84) 

Em relação à Equação (5.84) define-se que: ¯ú°W<×W, = ¯É°W<×W,¯5°W,×W,sW  (5.85) 

A matriz ¯ú°W<×W, ignora as contribuições das rotações nas direções �W e �,. Mas para 

que a resolução do sistema de equações (5.84) seja possível necessita-se que ¯ú° tenha 

dimensão 14 × 14. Portanto acrescentam-se duas colunas de zero à matriz ¯ú°. Estas colunas 

de zero serão a quarta e a quinta, já que são estas as posições que se referem às rotações nas 

direções �W e �, e esta nova matriz será denominada ¯ú¡°W<×W<. Feitas estas considerações 

escreve-se a Equação (5.84) da seguinte forma: ¯¯@°W<×W< + ¯ú¡°W<×W<°ÄÆÅW<×W = Ä�ÅW<×W (5.86) 

 
 

5.5  Exemplo 8: Interação estaca-solo 
 
 

Verificou-se a eficiência do modelo acoplado e da implementação computacional, 

referente à estaca vertical submetida à carregamentos nas direções x1 e x3 com os exemplos 

ilustrados na Figura 5.9. Como descrito, a discretização da estaca é um elemento finito com 

quatro nós. A estaca considerada é cilíndrica e apresenta diâmetro ¶ = 0,6096�, 
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comprimento � = 6,096�, módulo de elasticidade �� = 2,1111 × 10� �Î �,⁄  e coeficiente 

de Poisson /� = 0,2. O solo é simplificado como um semi-espaço finito, homogêneo, 

isotrópico e elástico-linear, com módulo de elasticidade �G = 2,1111 × 10� �Î �,⁄  e 

coeficiente de Poisson /G = 0,2.  

Consideraram-se três carregamentos aplicados na estaca individualmente e estes estão 

ilustrados na Figura 5.9. A força na direção �W tem valor �W = 181,6�Î, o momento na 

direção  �W  é igual a 	úW = 95,826�Î,  e  a  força aplicada  na  direção �? tem  valor  �? = 726,4�Î. 

   

 
 

Figura 5.9 - Estaca vertical sob carregamentos nas direções x1, x2 e x3 

  

Os resultados, referentes aos deslocamentos na direção �W resultante do carregamento �W = 181,6�Î, obtidos pela formulação utilizada no presente trabalho, bem como, a 

comparação com outros autores encontra-se na Figura 5.10. 

 

 
 

Figura 5.10 - Deslocamento na direção x1 resultante do esforço !� = ���,��� 
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Os deslocamentos na direção �W referente ao carregamento úW = 95,826�Î ∙ �, 

obtidos pela formulação utilizada no presente trabalho, bem como, a comparação com outros 

autores encontra-se na Figura 5.11. 

 

 
 

Figura 5.11 - Deslocamento na direção x1 resultante do carregamento �� =  !,����� ∙� 

 
Os resultados, referentes aos deslocamentos na direção �? resultante do carregamento �? = 726,4�Î, do Presente Trabalho, bem como, a comparação com outros autores encontra-

se na Figura 5.12. Ribeiro (2009) adotou as soluções fundamentais de Kelvin e o método de 

elemento de contorno infinito para modelar o solo; e o MEF para modelar a estaca. Matos 

Filho (1999)  considerou as soluções fundamentais de Mindlin, para o solo modelado pelo 

MEC. A Tabela 5.1 é o resumo do método numérico e solução fundamental adotada por cada 

autor. 

 

 
 

Figura 5.12 - Deslocamento na direção x3 resultante do carregamento !� = "��,#�� 

 
Os resultados do presente trabalho, referente à estaca vertical submetida à 

carregamentos nas direções �W, �, e �? são aproximadamente iguais aos dos outros autores 

neste exemplo, em que todos modelaram a estaca pelo MEF, o solo pelo MEC, sendo que 

Ribeiro (2009) adotou as soluções fundamentais de Kelvin, para o solo e o MEC infinito e no 

presente trabalho e em Matos Filho (1999) tem-se as soluções fundamentais de Mindlin. 
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Tabela 5.1 – Método numérico e solução fundamental de cada autor 

 
Autor Estaca Solo Solução 

Presente Trabalho MEF MEC Mindlin 

Ribeiro (2009) MEF MEC – infinito Kelvin 

Matos Filho (1999) MEF MEC Mindlin 
 

 
   

 



 

 

 

 

6. Acoplamento solo – radier estaqueado – superestrutura 

 

 

 

6.1 Introdução 

 

 

Este capítulo descreve o acoplamento solo – radier estaqueado – superestrutura, cujas 

partes presentes no acoplamento foram descritas nos capítulos anteriores. Sabe-se que o solo 

foi representado via equações integrais, considerando um meio contínuo semi-infinito 

utilizando a solução fundamental de Mindlin. A interação do edifício com o solo é feita 

através de uma placa de fundação estaqueada.  

Para o solo foram escritas as equações integrais para os deslocamentos u, v e w dos 

pontos nodais dos elementos de contorno do meio contínuo, resultando em um sistema de 

equações lineares em função da reação do solo nos pontos das células da interface placa-solo. 

A estaca foi representada por elemento finito unidimensional, definido por quatro 

pontos nodais, e sua influência no solo foi suposta como uma linha de carga. As estacas são 

verticais e podem ser solicitadas por forças horizontais, verticais e momentos fletores 

aplicados no seu topo. Os esforços horizontais da interação estaca-solo serão aproximados por 

uma função polinomial do quarto grau e o esforço vertical por um polinômio do terceiro grau. 

Os graus de liberdade para a estaca são os deslocamentos u, v e w e as rotações θx e θy para o 

topo da estaca e os deslocamentos u, v e w para os demais nós. Os blocos são representados 

por uma placa de rigidez muito grande. 

A superestrutura foi modelada em teoria de primeira ordem via MEF com elementos 

de barras para os pilares e as vigas e com elementos de cascas para as lajes. O elemento de 

casca utilizado é o elemento plano de casca, onde se acopla o elemento de placa DKT, 
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descrito em Batoz, Bathe e Ho (1980), com o elemento de membrana, proveniente da 

formulação livre, proposto em Bergan e Felippa (1985). Sobre a análise estrutural do edifício 

citam-se algumas pesquisas desenvolvidas no SET-EESC-USP: Bezerra (1995), Lindquist 

(2002), Oliveira (2001b), Rezende (1990) e Rios (1991).  

O acoplamento solo–radier estaqueado–superestrutura 1, 2, 3 também foi pesquisado por 

Mendonça (1997). A ISE adotando a solução fundamental de Kelvin foi descrita em Almeida 

(2003), Moser,	 Duenser e Beer (2004) e Ribeiro (2009). Outros autores que também 

pesquisam problemas com as características descritas são: Chow (2007) e Liang, Chen e Han 

(2009). 

 
 

6.2  Sistemas de equações do MEF para o pórtico espacial 
 

 
A matriz de rigidez local do elemento de barra para o pórtico espacial apresenta seis 

graus de liberdade: três deslocamentos para u , v , w;  três rotações 
yx  ,θθ , z θ , como descrito 

em Mendonça e Paiva (2004) e indicado na Figura 6.1.  

 

 
 

Figura 6.1 - Sistema Local e Global 

 
O sistema de equações desse elemento pode ser obtido a partir da minimização da 

energia de deformação.  

 
 

1 Mendonça e Paiva, 2000. 
2 Id., 2003. 

3 Id., 2004. 
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Se forem adotadas as seguintes interpolações para as variáveis: variação cúbica para v e w; 

variação linear para z ,u θ  e um polinômio quadrático para 
yx  ,θθ , o sistema de equações  

resultante da minimização do funcional é o seguinte: 

plplpl fUK =  (6.1) 
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onde A denota a área da barra; xI , 
yI  são os momentos de inércia em x, y; zI  é o momento 

de inércia à torção; L  é o comprimento e E  é o módulo de elasticidade  da barra. 

Já que a expressão (6.1) está em coordenadas locais é necessário que as equações no 

sistema local sejam transformadas para um sistema global comum, para possibilitar o 

agrupamento das contribuições de barras posicionadas livremente no espaço tridimensional. 

Assim, o sistema (/) em coordenadas globais fica:  

ppp fUK =  (6.2) 

Com 

ββ pl
T

p KK =  , l
T

p ff β= ,   

onde $ é a seguinte matriz de rotações detalhada em Weaver e Gere (1990). 

 



 

 

152 Capítulo 6: Acoplamento  solo - radier estaqueado - superestrutura 

6.3  Acoplamento solo - radier estaqueado - superestrutura 
 
 
Como um exemplo de análise da ISE em edifícios, além dos já citados acrescenta-se 

Moura (1995) e Ramalho e Correa (1991). Outro subsistema do problema de interação está 

associado às regiões em que são mobilizadas forças de contato entre o radier e o pórtico 

espacial, Figura 6.2.b. Dos seis graus de liberdade do vetor de deslocamentos do pórtico no 

sistema global da estrutura (os deslocamentos horizontais são vinculados rigidamente e a 

rotação de torção é admitida livre), de forma que apenas seis graus de liberdade 

(deslocamento vertical, rotações de flexão) são efetivamente compatibilizados com aqueles 

definidos na placa. As regiões de interação e suas correspondentes forças estão indicadas na 

Figura 6.2. 

 

 
 

Figura 6.2 - Forças interativas do problema pórtico-radier estaqueado 

 
Na análise solo-estaca-radier, também pesquisada por Poulos (1994) e Davies e Poulos 

(1972), a atuação da interação estaca-solo é tal que equivale à tensão normal no topo da estaca 

(BÓ), resultante da força total (Î�) mobilizada na estaca e da sua área transversal, Figura 6.3. 

Da equação (5.52), a representação integral de U? é: 

p? = | -??∗�& ��hΓ� +| -??∗�' BJhΓJ (6.3) 

A tensão no topo da estaca é a divisão da equação (6.3) pela área da base da estaca: 
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B( = Îø¨J = �W�E + �,�P + �?�� + �<BJ (6.4) 

onde: �W = 
,·', �, = 0, �? = ?
,·' e �< = 1. 

O funcional de energia da placa para essas regiões pode ser escrito como: 

∑∑∑
===

−−−=
Npilar

1k

ykyk

Npilar

1k

xkxk

Npilar

1k

kzkr mmFu θθππ  (6.5) 

 

 
 

Figura 6.3 - Interação solo-estaca-radier 

 
Na estaca, quando o funcional é escrito para um elemento finito com a barra do pórtico ligado 

no nó k, tem-se 

~
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+−=Π  (6.6) 

O elemento de membrana e o pórtico têm seis graus de liberdade no k 

{ }zkykxkzkykxk uuu θθθ , de forma que o acoplamento requer que haja uma 

compatibilização de ordens das matrizes de influência do radier e do pórtico. Assim, o vetor 

de deslocamento para um elemento do radier com uma barra de pórtico acoplada fica: 

{ }zkykxkzkykxkyixizyixizi
T
p uuuuuU θθθθθθθ=  (6.7) 

Já o correspondente de forças: 

{ }0mm00FmmFmmFp ykxkxkyjxjzjyixizi
T
p =  (6.8) 
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Expandindo-se o funcional discretizado nas correspondentes posições dos graus de 

liberdade do radier, o funcional passa ser escrito como: 

~

p
~

~

T
p

~

p
~

c

~

T
p1 FRUUKU

2

1
−=Π  (6.9) 

Ao serem computados todos os elementos acoplados à barra de pórtico, seguida da 

minimização tem-se a matriz de rigidez desse problema: 

~

p
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p

~

p PRFUK −=  (6.10) 

A matriz do problema radier-pórtico obtida da matriz (6.10) é: 
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O sistema de equações do problema global é o seguinte (Figura 6.2):  
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 (6.12) 

onde p refere-se aos coeficientes do pórtico e r aos coeficientes do radier estaqueado. 

Portanto, a solução do sistema de equações (6.12) são os deslocamentos resultantes da 

interação solo-radier estaqueado-superestrutura. 

 
 

6.4  Exemplo 9: Placa sobre 1 estaca 
 
 

Neste exemplo tem-se a interação de uma placa sobre uma estaca com o solo, que está 

ilustrada na Figura 6.4. O solo é representado como um semi-espaço finito, homogêneo, 

isotrópico e elástico-linear, com módulo de elasticidade �» = 3 × 10? �Î �,⁄  e coeficiente 

de Poisson /» = 0,5. A estaca considerada é cilíndrica e apresenta diâmetro 	¶ = 0,8�, comprimento � = 8�, módulo de elasticidade �� = 3 × 10î �Î �,⁄  e coeficiente 

de Poisson /� = 0,2. A placa é quadrada com lado igual a 2�, espessura ℎ� = 0,5�, e 

módulo de elasticidade �� = 3 × 10î �Î �,⁄  e coeficiente de Poisson /� = 0,2. Sobre toda a 

área da placa é aplicado um carregamento vertical uniformemente distribuído igual a 200 �Î �,⁄ . A placa e a estaca são consideradas rígidas, cujo valor do módulo de 

elasticidade da placa é igual ao da estaca, �� = �H = 10
�» = 3 × 10î �Î �,⁄ .  
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A malha de elementos de contorno, para o solo, e elementos finitos, para a placa, 

encontra-se ilustrada na Figura 6.5 e tem 32 elementos triangulares. O eixo da estaca é 

perpendicular à placa e está posicionada no centro da placa. A discretização da estaca é um 

elemento finito com quatro nós e 14 parâmetros nodais. 

 

 

 

 Figura 6.4 - Placa sobre 1 estaca Figura 6.5 – Malha 

 
Adotou-se um eixo s, com origem no meio do lado da placa (� = 0), como ilustrado, 

para análise dos resultados, Figura 6.6. Como já mencionado, os resultados referentes ao 

presente trabalho consideram as soluções fundamentais de Mindlin para o solo, sendo que este 

é modelado pelo MEC; e a placa e a estaca são modeladas pelo MEF. Ribeiro (2009) adota as 

soluções fundamentais de Kelvin para o solo, sendo que este é modelado pelo MEC e pelo 

Método dos Elementos de Contorno Infinitos (ECI); e a placa e a estaca são modeladas pelo 

MEF. Paiva e Trondi (1999) e Butterfield e Banerjee (1971) consideram as soluções 

fundamentais de Mindlin, mas modelam o solo e a estrutura pelo MEC. A Tabela 6.1 é o 

resumo do método numérico e solução fundamental adotada por cada autor. 

Os resultados deste exemplo mostram, e de forma explícita nos exemplos 1 e 2 do 

capítulo 2, que a solução mais aproximada seria obtida considerando-se as soluções 

fundamentais de Mindlin para o solo, quando se trata de problemas que consideram o solo 

homogêneo ou para a primeira camada, e modelado pelo MEC, e a placa e a estaca modeladas 

pelo MEF, como foi admitido no presente trabalho. 
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Tabela 6.1 – Método numérico e solução fundamental de cada autor 

 
Autor Estrutura Solo Solução 

Presente Trabalho MEF MEC Mindlin 

Ribeiro (2009) MEF MEC Kelvin 

Ribeiro (2009) MEF MEC – infinito Kelvin 

Paiva eTrondi (1999) MEC MEC Mindlin 

Butterfield e Banerjee (1971) MEC MEC Mindlin 
 

 
 

 

 
 

Figura 6.6 - Deslocamento na placa ao longo do eixo s 

 
     

 
6.5  Exemplo 10: Placa sobre 4 estacas 

 
 

Neste exemplo, tem-se o radier estaqueado ilustrado na Figura 6.7, composto por uma 

placa com quatro estacas cilíndricas e verticais imersas no solo. O solo é representado por um 

meio semi-infinito, homogêneo, isotrópico e elástico-linear, com módulo de elasticidade 

Es=3000kN/m² e coeficiente de Poisson νs=0,5. As estacas são rígidas, com 0,8m de 

diâmetro, 8m de comprimento e a distância entre as estacas é 2m, como ilustrado. Os módulos 

de elasticidade da placa e da estaca são 106Es e coeficiente de Poisson igual a 0,2. A placa é 

rígida e quadrada, com lado igual a 4m, espessura igual a 0,5m. Sobre a placa é aplicado um 

carregamento uniformemente distribuído de 50kN/m2. 
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 Figura 6.7 - Malha e radier estaqueado 

 
A malha de elementos de contorno e elementos finitos coincidem, sendo formada por 

25 nós e 32 elementos e é ilustrada na Figura 6.7. Na figura, os círculos indicam a posição das 

estacas, e o eixo s tem origem no vértice indicado. Cada estaca é modelada como um 

elemento finito, com quatro nós e quatorze parâmetros nodais, e o seu eixo é perpendicular ao 

plano da malha do solo. 

Na Figura 6.8, apresenta-se os resultados do presente trabalho para os deslocamentos 

nos nós localizados na diagonal s, e que corresponde às distâncias de 1m a 4m. Na Tabela 6.1 

tem-se o resumo do método numérico e solução fundamental adotada por cada autor. Ribeiro 

(2009) modelou o solo pelo método dos elementos de contorno infinito e adotou as soluções 

fundamentais de Kelvin; e a estaca foi modelada pelo MEF. Tanto Paiva e Trondi (1999) 

quanto Butterfield e Banerjee (1971) analisaram todo o problema pelo MEC e para o solo 

consideraram as soluções de Mindlin. O presente trabalho, que modela a estrutura pelo MEF e 

o solo pelo MEC adotando as soluções fundamentais de Mindlin apresenta-se mais adequada 

para a análise de problemas com uma camada de solo. 
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Figura 6.8 - Deslocamento ao longo do eixo s 

 
 
 

6.6  Exemplo 11: Interação solo - radier estaqueado - superestrutura 
 

 
Neste exemplo, apresenta-se um radier estaqueado com nove estacas ilustrado na 

Figura 6.9.  

  
 

 

 
 

 
Figura 6.9 - Malha e radier estaqueado 
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As dimensões da placa são 20 20 0,5m m m× × , e módulo de elasticidade igual a 

MPaEr

31025 ×=  e coeficiente de Poisson igual a 0,3
r

ν = . O solo tem modulo de elasticidade 

igual a MPaEs 60=  e coeficiente de Poisson igual a 0,2sν = .  

A malha da placa coincide com a malha do solo e é composta por 128 elementos 

finitos e 81 nós como ilustrado. Sobre a placa é aplicada uma carga uniformemente distribuída 

e igual a kPaq 40= . Todas as estacas tem comprimento igual a 10m e diâmetro 0,5
P

D = m, o 

módulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da estaca são iguais ao da placa e os seus 

valores são iguais a MPaEr

31025 ×=  e 0,3
r

ν = , respectivamente. 

A Figura 6.10 apresenta os deslocamentos no topo das estacas e estes são iguais aos 

resultados para o mesmo radier estaqueado considerando-se a superestrutura com carga 

equivalente à carga distribuída sobre o radier estaqueado.  

 

 
 

Figura 6.10 - Deslocamento no topo da estaca 

 
A interação solo-radier estaqueado-superestrutura equivalente à interação solo-radier 

estaqueado descrita anteriormente encontra-se ilustrada na Figura 6.11. Trata-se de um 

edifício de quatro pavimentos tipo, como ilustrado. As lajes tem espessura igual a 0,3m e, 

quatro vigas sustentando a laje e quatro pilares recebendo os esforços das vigas. Adotou-se 

para todas as vigas e pilares uma seção transversal quadrada, com lado igual a 1m.  

As cargas externas consideradas são carregamentos de 40kPa distribuídos sobre as 

quatro lajes, como ilustrado na Figura 6.11. Ressalta-se que, somando-se as cargas das quatro 

lajes, a força resultante total é igual àquela considerada no exemplo da interação solo-radier 

estaqueado. Portanto, os deslocamentos encontrados para esses dois exemplos são iguais e 

encontram-se na Figura 6.10. 
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Figura 6.11 - Interação solo-radier estaqueado-superestrutura 

 
 

 
 
 



 

 

 

 

7. Conclusões 

 

7.1 Observações finais 

 
 
A contribuição desta tese é a implementação computacional da Interação Solo-

Estrutura, por meio de um modelo que possibilita a determinação dos deslocamentos 

provenientes deste problema. O solo é representado por um meio contínuo semi-infinito e 

modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC). A estrutura é modelada pelo 

Método dos Elementos Finitos (MEF), onde a estaca é representada por elementos de barra, e 

a placa pelo elemento DKT e pela formulação livre. Desenvolve-se uma formulação para a 

análise da ISE que permite obter as respostas dos deslocamentos de problemas de interação 

estaca-solo-superestrutura, como mostrado no capítulo 6, exemplos 11. O programa 

computacional foi desenvolvido em linguagem Fortran 6.6 e Orientado à Objetos, de acordo 

com Beck e Bazán (2011), e empregaram-se subrotinas do LAPACK (Linear Algebra 

PACKage). Os resultados obtidos mostram que este trabalho apresenta respostas adequadas 

para a análise dos problemas de ISE propostos. Para a interação estaca-solo-superestrutura, o 

programa computacional desenvolvido no presente trabalho foi nomeado denominado SSI – 

BEM-FEM - 2013, que inclui o programa computacional Cap Pile Soil Interaction - BEM-

FEM – 2012 para a análise da interação radier estaqueado-solo.   

Para um sólido semi-infinito, isotrópico, elástico consideram-se as coordenadas (0,0,c) 

e (0,0,-c), onde o primeiro é o ponto de aplicação da carga e o segundo a sua imagem. 

MINDLIN (1953) revela que a partir das soluções fundamentais de MINDLIN (1936) é 

possível obter também as soluções fundamentais de Kelvin fazendo j → ∞, visto que nesta 

situação a caracterização do problema de Mindlin deixa de existir, ou seja, o plano �? = 0 não 

é mais livre de forças de superfície; e de Boussinesq-Cerruti, quando j → 0 tem-se o 

problema no qual a força normal ou tangencial é aplicada no plano �? = 0 e as forças de 

superfície são nulas. Finalmente, a partir MINDLIN (1953) sabe-se que através das funções 
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de Galerkin e Papkovitch, as soluções fundamentais de Mindlin estão corretas e que estas são 

obtidas através da aplicação da teoria do potencial. 

A principal contribuição original desta tese é a evidência de que a solução 

fundamental de Mindlin, para a análise da ISE, quando o solo carregado é modelado pelo 

MEC e se considera apenas uma camada é mais precisa do que a solução fundamental de 

Kelvin, para um exemplo com as mesmas características, quando o solo é modelado pelo 

MEC ou pelo MEC infinito. Esta análise pode ser vista explicitamente e principalmente, nos 

exemplos 1e  2  do capítulo 3. Analisando-se exemplo 2 verifica-se que a solução apresentada 

neste trabalho é mais próxima da solução exata vista em Timoshenko e Goodier (1951), com 

diferença de 0,1%, ao contrário dos trabalhos que adotaram as soluções fundamentais de 

Kelvin, Ribeiro e Paiva (2010-a) obtiveram uma resposta menos precisa que o presente 

trabalho, divergindo 9,0% da solução exata. E quando, Ribeiro e Paiva (2010-b) utilizam o 

MEC infinito na modelagem do problema, a razão relativa é 2,4% em relação à solução exata, 

mas os resultados apresentados nesta tese, ainda são mais aproximados do que os outros 

autores. Para esta análise desenvolveu-se o código computacional denominado Soil - Mindlin 

- BEM - 2009, em Fortran 6.6 e Orientado à Objetos, onde o sólido foi modelado pelo MEC e 

pode ser submetido à carregamento na direção x3. 

Já os exemplos 9 e 10 do capítulo 6 são de radier estaqueado, e mostram que a partir 

da análise anterior e resultados obtidos nesses exemplos, novamente as soluções obtidas no 

presente trabalho são mais aproximadas do problema real. Visto que nesses exemplos 

considerou-se uma camada de solo e como discutido anteriormente, as respostas quando se 

utiliza as soluções fundamentais de Mindlin para problemas com estas características são mais 

precisas do que a análise na qual se adota as soluções fundamentais de Kelvin. Os resultados 

para os deslocamentos foram obtidos através do Cap Pile Soil Interaction - BEM-FEM – 2012 

desenvolvido em linguagem Fortran 6.6 e Orientado à Objetos, onde o radier estaqueado foi 

modelado pelo MEF e o solo pelo MEC. 

A Interação Placa-solo foi analisada através do programa computacional Plate Soil 

Interaction – BEM-FEM – 2010 desenvolvido no presente trabalho em linguagem Fortran 6.6 

e Orientado à Objetos, os resultados desta análise são os exemplos 5, 6 e 7 do capítulo 3. As 

respostas do presente trabalho apresentam coerência quando comparado com os outros 

autores, como pode ser visto mais detalhadamente no capítulo 3. O programa computacional 

para a análise da interação placa-solo compreende o programa Soil - Mindlin - BEM – 2009, já 

descrito. E, além da implementação computacional dos módulos de ISE desenvolveu-se os 

programas para a análise de chapas, pelo elemento finito CST e membranas de acordo com a 
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Formulação Livre que foi denominado  Plate in tension or compression - CST-FF - FEM – 

2009, para o qual foi feita a condensação estática e os elementos foram modelados pelo MEF, 

os resultados desta implementação foram verificados através do exemplo 3, do capítulo 4. Já o 

acoplamento membrana-placa denominado Plate in tension or compression - Plate in bending 

coupling – CST-FF- DKT – FEM – 2009, que resulta no elemento de casca, com seis graus de 

liberdade por nó foi implementado em linguagem Fortran 6.6 e Orientado à Objetos teve sua 

eficiência confirmada através do exemplo 4, do capítulo 4. 

Para a Interação Estaca-solo a programação computacional implementada no presente 

trabalho foi denominada Pile Soil Interaction – BEM-FEM – 2010, e foi desenvolvida em 

linguagem Fortran 6.6 e Orientado à Objetos. As estacas são modeladas pelo MEF, como um 

elemento finito de quatro nós, e apresentam quatorze parâmetros nodais, sendo adotadas 

funções polinomiais do quarto grau para descrever os deslocamentos horizontais e, funções 

polinomiais do terceiro grau para descrever as forças horizontais e deslocamentos verticais e, 

funções polinomiais do segundo grau para as tensões de cisalhamento ao longo da estaca. Ao 

modelar a interação estaca-solo são adotadas as soluções fundamentais de Mindlin. O 

exemplo 8, do capítulo 5 mostra que para a estaca vertical submetida à carregamentos nas 

direções x1 e x3, os resultados encontrados no presente trabalho estão aproximadamente iguais 

aos obtidos pelos outros autores. 

Este trabalho de doutorado, como mostrado nesta tese é o resultado da análise e 

implementação computacional de uma formulação numérica para a análise de problemas da 

interação estaca-solo-superestrutura utilizando a combinação entre o Método dos Elementos 

de Contorno e o Método dos Elementos Finitos, como publicado em Ramos e Paiva (2013). 

Como explicado e exemplificado no capítulo 1 desta tese, a Interação Solo-Estrutura é um 

problema muito complexo, que engloba diversas linhas de pesquisas. Sendo assim, o avanço 

local em determinada área, que seja parte deste campo contribui para o desenvolvimento da 

ISE. Portanto, em seguida sugerem-se outros temas para serem desenvolvidos na ISE, com a 

expectativa de novas contribuições no processo de evolução da ciência. 
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7.2 Proposta de desenvolvimento futuro  

 
 

Portanto, este doutorado sugere os seguintes desenvolvimentos em pesquisas futuras: 

 
(1) – o acoplamento do MEC com soluções fundamentais de Mindlin ao Método dos 

Elementos de Contorno Infinito com soluções fundamentais de Kelvin;  

 
(2) – não linearidade geométrica do edifício;  

 
(3) – análise dinâmica;  

 
(4) – estacas inclinadas no solo;  

 
(5) – escorregamento da estaca em relação ao solo; 

  
(6) –  não linearidade física do solo;  

 
(7) – desenvolvimento de formulação que permita dividir as estacas em vários elementos 

finitos. 



 

1 De acordo com a Associação Brasileira de Normas Técnicas. NBR 6023. 
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