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"Nous devons donc envisager 1'état présent de 1'univers, comme l'effet de son état antérieur, et
comme la cause de celui qui va suivre. Une intelligence qui, pour un instant donné, connaitrait
toutes les forces dont la nature est animée et la situation respective des étres qui la composent,
si d'ailleurs elle était assez vaste pour soumettre ces données a l'analyse, embrasserait dans la
méme formule les mouvements des plus grands corps de 1'univers et ceux du plus léger atome;

rien ne serait incertain pour elle, et I'avenir, comme le passé, serait présent a ses yeux."

Laplace, Essai philosophique sur les probabilités, Oeuvres, Gauthier, Villars, 1886, vol.VII, 1, pp.6-7.

"But, beloved, be not ignorant of this one thing: that with the Lord one day is as a thousand
years, and a thousand years as one day."

2 Peter 3:8

32. Si quieres, hijo, serds adoctrinado, si te aplicas bien, entenderas de todo.
33. Si te gusta escuchar, aprenderds, si inclinas tu oido, serés sabio.
34. Acude a la reunién de los ancianos; ;que hay un sabio?, juntate a él.

35. Anhela escuchar todo discurso que venga de Dios, que no se te escapen los proverbios
agudos.

36. Si ves un hombre prudente, madruga a seguirle, que gaste tu pie el umbral de su puerta.

37. Medita en los preceptos del Sefior, aplicate sin cesar a sus mandamientos. El mismo
afirmard tu corazén, y se te dard la sabiduria que deseas.

Eclesiastico, 6

“Ouvistes que foi dito: Amards o teu préximo, e odiards o teu inimigo. Eu, porém, vos digo:
Amai a vossos inimigos, bendizei os que vos maldizem, fazei bem aos que vos odeiam, e orai
pelos que vos maltratam e vos perseguem; para que sejais filhos do vosso Pai que estd nos
céus; Porque faz que o seu sol se levante sobre maus e bons, e a chuva desca sobre justos e
injustos. Pois, se amardes os que vos amam, que galarddo tereis? Nao fazem os publicanos
também o mesmo? E, se saudardes unicamente os vossos irmaos, que fazeis de mais? Nao
fazem os publicanos também assim?”’

Mateus 5: 43-47



RESUMO

RAMOS, A. P. F. Andlise da interacio estaca-solo-superestrutura com o acoplamento
MEC-MEF. 2013. 193 f. Tese (Doutorado) — Departamento de Engenharia de Estruturas,

Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2013.

Fundacdes do tipo radier estaqueado sdo aquelas formadas pelos elementos estruturais de
placa e estacas (elementos de barras) e o solo . Ao contrdrio de outras tipos de fundacdes,
onde a carga da superestrutura é transferida ao solo pelo radier ou pelas estacas apenas, no
radier estaqueado a contribui¢do das estacas, bem como a do radier sdo consideradas. As
estacas transferem as cargas da superestrutura ao solo e, assim, permitem a reducdo dos
recalques de uma forma muito econdémica. O objetivo do presente trabalho é a andlise da
interagdo solo-estrutura através do acoplamento MEC-MEF. O solo é considerado um semi-
espaco homogéneo, eldstico e linear governado pela equacdo de Navier e modelado pelo
Método dos Elementos de Contorno (MEC), admitindo a solu¢do fundamental de Mindlin. As
estacas sdo modeladas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF) e cada elemento possui
quatro nds. Além disso, as estacas podem receber forcas horizontais, verticais e momentos. A
tensdo de cisalhamento ao longo da estaca € aproximada por um polindmio do segundo grau e
as forcas na direcdo horizontal sdo aproximadas por um polindmio do quarto grau. O
elemento de fundacdo que faz a ligacdo do pilar com a estaca € representado por uma placa
de grande rigidez, que apresenta o comportamento de um bloco. A interacdo entre o radier
estaqueado e o solo € feita através da reacdo resultante da interacdo estaca-solo, nos nés com
estaca. A interface radier-solo é dividida em elementos triangulares e para a rea¢do do solo
considera-se a variacdo linear ao longo de cada elemento. A superestrutura ¢ modelada pelo
MEEF. Virios exemplos de interagdo solo-estrutura sio estudados nesta tese, € mostram que as
solucdes obtidas a partir do programa computacional desenvolvido no presente trabalho

denominado SSI estdo de acordo com outros autores.

Palavras Chaves: Interacdo Solo-Estrutura. Acoplamento MEC-MEEF. Solu¢des de Mindlin.



ABSTRACT

RAMOS, A. P. F. Pile-Soil-Superstructure Interaction using BEM-FEM coupling. 2013.
193 p. PhD Thesis — Department of Structural Engineering, Sdo Carlos School of

Engineering, University of Sdo Paulo, Sao Carlos, 2013.

Piled raft foundations are structures consisting of piles, the raft and the soil. Unlike classical
foundation design where the building load is either transferred by the raft or the piles alone, in
a piled raft foundation the contribution of the piles as well as the raft is taken into account.
The piles transfer a part of the building loads into the soil and thereby allow the reduction of
settlement in a very economic way. The objective of the present work is the analysis of soil-
structure interaction using BEM-FEM coupling. The soil, assumed to be an elastic linear
homogeneous half space is governed by Navier’s equation and it is modeled by the Boundary
Elements Method (BEM) using Mindlin’s fundamental solution. The piles are modeled by the
Finite Element Method (FEM) with four nodes each. In addition, the piles can received
horizontal and vertical forces and bending moments. The shear traction along the pile is
approximated by a second-degree polynomial and the tractions in the horizontal direction are
approximated by a fourth degree polynomial. The cap of the pile group is assumed to be rigid.
The interaction between the raft and soil is made through the subgrade reaction. The soil-cap
interface is divided into triangular elements and the subgrade reaction is assumed to vary
linearly across each element. The building’s structure is modeled by FEM. Several soil
structure interaction examples are studied in this thesis, and they show that the solutions

obtained from program SSI are in good agreement with others authors.

Key-words: Soil Structure Interaction. BEM-FEM coupling. Mindlin’s fundamental solution.
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1. Introducao

1.1 Apresentaciao

Como exemplos de aplicacdo, importincia, complexidade e necessidade da
continuidade e avancgo das pesquisas sobre Interacdo Solo Estrutura (ISE) cita-se: a ponte JK,
a ponte Newton Navarro e a Torre de Pizza. Logo em seguida descrevem-se os capitulos desta

tese.

1.2 Exemplos de Interacio Solo-Estrutura (ISE): Pontes

Inaugurada em 2002 em Brasilia, a Ponte JK foi eleita em 2003, a ponte mais bonita
do mundo pela Sociedade de Engenharia do Estado da Pennsylvania, nos Estados Unidos. A
ponte liga o Plano Piloto ao Lago Sul e se destaca por seus trés arcos assimétricos e
localizados em planos diferentes com cabos tensionados de aco, Figura 1.1, com 1200m e
largura de 24m com duas pistas e vdo de 720m e quatro apoios com pilares submersos, como
descrito em Bailey (2007).

A Ponte Newton Navarro, Figura 1.2 liga a Zona Norte aos municipios da Zona Sul de
Natal, além de outras regides da cidade passando pelo Rio Potengi. A ponte possui um
tabuleiro de concreto protendido com uma largura de 21m e comprimento total de 1780m,
sendo um vao central estaiado com 400m de extensao e estd localizada a uma altura de 56m
do rio Potengi, como pode ser visto em Mazarim (2011).

Depois de citar duas pontes no Brasil, que sdo exemplos complexos de ISE como

afirma Tseng e Penzien (2000), admite-se a ponte sobre um rio ilustrada na Figura 1.3.
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eigiti

Figura 1.1 - Ponte JK

Figura 1.2 - Ponte Newton Navarro

Para este exemplo citam-se alguns aspectos das dificuldades para modelar esse

problema: a estrutura da ponte é um modelo numérico complexo. Além da ligacdo entre os
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elementos estruturais, ainda tem a interacdo da estrutura com o solo em vdrios niveis e

diferentes caracteristicas do solo.

Figura 1.4 - Nova Ponte Tacoma Narrows, Jones e Treyger (2005)
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Observa-se a acao do rio nos pilares, que se apresentam parcialmente deteriorados, além de
todos esses problemas ja citados tem-se o comportamento nao linear dos materiais; neste local
ha abalos sismicos e ndo se sabe como este se propaga, € a repercussio sismica no interior da
ponte também é uma incégnita. Mesmo com toda a complexidade do problema, os efeitos da

ISE para este tipo de analise podem ser estimados, através de hipéteses simplificadoras.

Figura 1.5 - Ponte Tacoma Narrows 1940, Jones e Treyger (2005)

Sendo possivel que a estrutura seja adequadamente projetada para suportar os abalos
sismicos, como por exemplo, a Nova Ponte Tacoma Narrows mostrada na Figura 1.4, que
substitui a Ponte Tacoma Narrows com 1600m de comprimento que caiu em 1940 e estd
ilustrada na Figura 1.5, como descrito em Tseng e Penzien (2000), cujos aspectos sobre
projeto e ISE podem ser visto em Jones e Treyger (2005).

Para a ponte ilustrada na Figura 1.3, Kausel (2007) afirma que neste tipo de ISE ndo é
possivel representar este problema de forma real, por um elemento finito tridimensional e

tem-se a ilusdo de que as solucdes obtidas sdo precisas. Além das limitacdes numéricas e da
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complexidade dos materiais e abalos sismicos conclui-se que os problemas de ISE ainda
representam um vasto campo de pesquisa, que ainda hoje € respondida apenas como uma

probabilidade, no qual a solugdo “exata” ndo existe.

1.3 Exemplo de ISE: Torre de Pizza

As informagdes sobre o comportamento da torre inclinada de Pisa, apds o trabalho de
estabilizacdo que terminou em 2001 s@o apresentadas Burland (2009). A Torre de Pisa € a
torre do sino da Catedral e é um dos quatro monumentos dentro do medieval Piazza dei

Miracoli, trés dos quais sdo mostrados na Figura 1.7.

Figura 1.6 - Vista aérea da torre de Pizza, Burland (2009)

A sua construgdo comegou em 1173 e continuou (com duas interrup¢des longas)
durante cerca de 200 anos. A torre foi construida como um cilindro oco de alvenaria rodeado
por seis colunas, com pilares e ab6badas maiores na base do cilindro. As paredes exteriores e
interiores sdo revestidas com o marmore San Giuliano, enquanto a cavidade anelar entre elas é
preenchida com fragmentos de pedra e argamassa variadas, formando uma estrutura de
alvenaria com enchimento tipicamente medieval. A torre comecgou inclinar para o sul durante
a segunda fase da sua construcdo, como mostrado na Figura 1.7, e posteriormente, a sua

inclinacd@o continuou a aumentar. A inclinagdo maxima aconteceu em 1993, antes do inicio do
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trabalho de estabilizacdo. A pressio média da fundacdo é 500kPa e uma andlise
computacional detalhada, em 1994, indicou que a pressdao na borda sul foi de cerca de

1000kPa, enquanto que a pressao na extremidade norte estava perto de zero.

Bl Construgéo
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Figura 1.7 - Historia da construcao da torre de Pizza, Burland (2009)

A Torre de Pisa é um exemplo do fendmeno da ISE, Figura 1.8, onde o cendrio supde
que o aumento continuo da inclinagdo da fundacdo com o tempo foi originado pelos efeitos
combinados da fluéncia solo da fundacdo e da oscilagdo das dguas subterraneas. Para Burland
(2009), o comportamento futuro da Torre dependerd consideravelmente da continuidade da
eficédcia do sistema de drenagem no lado norte da torre.

O monitoramento da torre de Pizza envolve a necessidade de controlar o complexo
fendmeno da interag¢@o solo-estrutura, como afirma Burland (2009). Uma resposta inequivoca
nido € possivel, portanto, os cientistas debatem os seguintes aspectos:

- Cenidrio otimista - O fendomeno da instabilidade parou, a rota¢do continua, exceto

para alguns movimentos leves causados pelas oscilacdes sazonais da dgua do solo e os

efeitos da radiagcdo solar sobre a alvenaria. Este cendrio implica que o mecanismo
dominante dirigindo a instabilidade da inclinag¢do acontece devido as flutuagdes do
nivel do lengol freatico.

- Cendrio pessimista - Tal como ilustrado na Figura 1.9, apds a conclusdo dos efeitos

da intervencdo (periodo de 2-3), a torre vai permanecer imdvel durante um periodo de

tempo considerado como algumas décadas, periodo (3-4), em seguida acontecerd uma
possivel retomada da rotacdo para o sul. Inicialmente, esta taxa de rotagdo ao sul serd

muito menos do que os 6 segundos de arco por ano, que existia antes da estabilizacio
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acontecer. No entanto, a velocidade de rotagdo aumenta gradualmente, (periodo 4-5) e
pode aproximar-se de novo, depois de um tempo muito longo, de um valor préximo de
6 segundos do arco. Em que periodo de tempo isso vai ocorrer ¢é dificil de estimar. No
entanto, considerando que a estabilizagdo funciona e que a inclina¢do da torre volte
para a situagcdo que prevalecia no inicio do século XIX, Burland (2009) acredita que o

periodo de tempo para a torre retornar a sua inclinacao de 1993 seja, no minimo, 200

anos.
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Figura 1.8 - Torre de Pizza
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Figura 1.9 - Comportamento esperado para a Torre de Pizza, Burland (2009)
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Finalmente, deve ser enfatizado que, gracas a natureza nao invasiva da intervencao,
em todos os eventos, em qualquer momento no futuro, o procedimento para reduzir a
inclinag@o da base da torre pode ser repetido.

Como descrito, a inclinagd@o da torre de Pizza envolve um complexo problema de ISE,
0 que motiva a continuidade de pesquisas nesta drea, devido a dificuldade de andlise real de

um problema como este.

1.4 Descri¢ao dos capitulos da tese

Ap6s os exemplos de aplicagdes da ISE apresentam-se os sete capitulos desta tese,
bem como, uma breve descricdo do que é abordado em cada um deles, assim como, as
referéncias bibliograficas. Observa-se que nas diretrizes para a elaboracio de teses'” 43,
neste programa de pds-graduacdo Funaro et al. (2009) afirmam que as listas de simbolos,
abreviaturas e siglas, ilustracdes e tabelas sdo opcionais (pagina 28 das Diretrizes para
apresentacio de dissertagdes e teses da USP - Parte I (ABNT) ), assim, nesta tese tais listas

sdo omitidas.

e Capitulo 1: Introdug¢do — Este é o presente capitulo no qual se descreve os
outros. Porém, antes desta descri¢do, apresentaram-se exemplos de aplicacdes
e importancia de pesquisas sobre Interacdo Solo-Estrutura (ISE), tais como as
pontes JK e Newton Navarro e também a torre de Pizza. Ainda neste primeiro
capitulo, apds a descri¢do dos capitulos da tese, apresentam-se a definicdo de
solucdes fundamentais e pesquisas sobre o tema. O capitulo 1 é finalizado com
um tépico sobre Raymond David Mindlin. Abordaram-se caracteristicas das
solugdes fundamentais e aspectos sobre Mindlin na introducdo deste trabalho,

devido a sua importancia destes assuntos para o desenvolvimento desta tese.

e Capitulo 2: Revis@o bibliografica e objetivos — Nesse capitulo, no item

referente a revisdo bibliogrifica descreve-se a ISE aplicada ao solo

homogéneo, Steinbrenner, ISE em solo ndo homogéneo e MEC infinito.

Funaro et al. (2009a).
Id. (2009b).
Id. (2009¢).

1
2
3
* 1d. (20094).
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Observa-se que o Método dos Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos
Elementos Finitos (MEF) estdo inseridos nos tdpicos descritos, e desta forma
ha uma revisdo bibliogrifica sobre os métodos numéricos aplicados a este
trabalho. Finalmente, no capitulo 2 apresenta-se a justificativa e objetivos para
o desenvolvimento desta tese, que inclui as seguintes andlises mecanicas das
estruturas e dos sélidos: solos, estacas, interacdo estaca-solo, interagdo placa-

solo, superestrutura e interagdo estaca-solo-superestrutura.

e Capitulo 3: O Método dos Elementos de Contorno aplicado a anélise mecanica
dos solidos — Desenvolvem-se as formulagdes da elasticidade linear, que
compreende as seguintes equacdes: equagdes de equilibrio, componentes de
forcas de superficie, relacdes deslocamento-deformacdo, equacdes
constitutivas e a equacdo de Navier. Em seguida descrevem-se as solugdes
fundamentais de Mindlin e de Boussinesq-Cerruti, cujas formulacdes
envolvem as fungdes de Papkovitch e a equagdo de Green. E finalmente
formula-se a equacdo integral para o problema eléstico, ou seja, a equagdo
Somigliana para pontos do dominio e do contorno para a andlise feita por
Mindlin, bem como a integral para o campo das tensdes. O MEC ¢ aplicado ao
problema de Boussinesq-Cerruti. Apresentam-se os seguintes exemplos de
aplicacdes da formulagdo descrita: o primeiro exemplo corresponde a uma area

quadrada do solo carregado e o segundo a uma érea circular do solo carregado.

e Capitulo 4: Método dos Elementos Finitos e interagdo placa-solo — Nesse
capitulo apresenta-se de forma muito sucinta a formulacdo do MEF pelos
métodos numéricos e pela formulag@o variacional. Descrevem-se o Elemento
Finito Triangular de Deformagdo Constante (CST) aplicado & chapa, a
condensagdo estdtica e o elemento de membrana da Formulagdo Livre; para a
verificacdo destes elementos apresenta-se o exemplo de uma chapa engastada
com carga concentrada. Posteriormente tem-se uma breve descricio do
Elemento Finito de Placa Discrete Kirchhoff Triangle (DKT). Logo, o
elemento de membrana da Formulacdo Livre é acoplado ao elemento DKT e

tal implementacdo computacional é verificada através do exemplo de uma

placa engastada com carga distribuida. O ultimo tema deste capitulo é o
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acoplamento placa-solo e sdo apresentados os exemplos de acoplamento placa-

solo considerando as condi¢des de carregamento distribuido e concentrado.

Capitulo 5: Interag@o estaca-solo — Descreve-se o elemento finito da estaca
vertical isolada, que pode estar submetida a forca e momento na direcdo x1 ou
na x2, e forca na dire¢cdo x3. Assim como, a intera¢do estaca-solo e um

exemplo que confirma a eficicia do modelo adotado.

Capitulo 6: Acoplamento solo-radier estaqueado-superestrutura — Apresentam-
se os sistemas de equacdes do MEF para o pértico espacial e o acoplamento
solo - radier estaqueado - superestrutura, bem como exemplos de aplicagdes da

implementag¢do computacional desenvolvida.

Capitulo 7: Conclusdes — Apresentam-se as observacdes finais sobre esta

pesquisa. Bem como, algumas propostas para desenvolvimento futuro.

Referéncias — Lista-se, de acordo com a Associacdo Brasileira de Normas
Técnicas - NBR 6023, Funaro et al. (2009), as obras consultadas e citadas no
texto desta tese, que se referem aos temas descritos aqui, tais como: ISE, MEC,
MEF e solugdes fundamentais de Mindlin. Algumas referéncias possibilitam
uma visdo mais ampla sobre a complexidade e variedade de temas encontrados

nas pesquisas sobre ISE, embora extrapolem os objetivos deste trabalho.

1.5 Solu¢oes fundamentais

As solugdes fundamentais de Mindlin s@o descritas matematicamente no capitulo 3.

Sabendo-se que a decomposicdo de Helmholtz, Gurtin (1962), permite a identificacdo das

caracteristicas e singularidades da func¢éo apresenta-se que Palermo Junior (1989), p.22 define

solucdo fundamental assim:

“A equacdo de Navier pode ser resolvida para uma forca discreta
aplicada em um ponto. Esta solugdo, chamada potencial para
problemas de elasticidade, tem valor infinito num ponto. Aqui
chamada solu¢do fundamental, ela € definida como uma solugdo
singular da equagdo de Laplace com ndao homogeneidade discreta dada
pela fun¢do delta de Dirac. A fun¢do delta de Dirac é uma fungdo
generalizada que pode ser definida como o limite da fun¢do normal.
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No limite, esta funcdo é zero em todos os pontos do dominio exceto
onde o argumento € zero, quando ela vale infinito.”

A Figura 1.10 ilustra a distribui¢do de f(x) que se torna mais “concentrada” quanto
mais o corpo torna-se menos deformével. Esta distribuicdo é expressa pelo aumento do valor
de k. O limite, onde o corpo € rigido é expresso por k — oo. Esta funcdo produz uma
distribuicdo ficticia da forca unitaria por unidade de comprimento, que é denotada por §(x) e

definida como §(x) = limy_,fi (x), onde f; (x) sdo as fungdes ilustradas e §(x) € a fungdo

Delta de Dirac.

£ (x) = ’2_‘ fu(x) =

(1 + k?x?%)
|
2 - A M
TN
— J__, [ Y. X — - \\“'-2'-1—?5-:

Figura 1.10 - Funcao f concentrada para valores grandes de k

Fisicamente, a solu¢do fundamental expressa os deslocamentos produzidos pela acdo
de uma forca concentrada unitdria em um plano infinito. Esta solucdo atribuida a Kelvin,
Love, (1944), e conhecida como solu¢do fundamental de Kelvin pode ser estabelecida pelo

seguinte procedimento: considera-se a forca concentrada F (Fg, Fn) aplicada no ponto P(¢,n)

do plano, Figura 1.11.

Figura 1.11 - Forga concentrada unitaria F(Fy, F,,) aplicada no ponto P(¢,7) do plano
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Como ilustrado, as componentes F e F, da for¢a F sdo os cossenos diretores do vetor unitério

que representam a forca. As forcas de massa produzidas pela for¢a F em um ponto S(x,y)

podem ser representadas através de uma fungio delta.

Assim:
b =68(S—P)F (1.1)
ou
b, =6(S — P)Fg

(1.2)
by =6(S — P)Fn

E a solucdo fundamental para a equacio de Navier € uma solucdo singular:

V2u+1+v<azu+ azv>+15(S—P)F =0
1—-v\dx? odxdy) G ¢
(1.3)
v2v+1+17<62u +azv>+16(5—P)F =0
1—v\dxdy 0dy%) G n

A equacdo (1.3) pode ser estabelecida pela expressio das componentes de

deslocamento em termos das funcdes de Galerkin. Assim:

2 d (0p 0OY

— 24— (X4 T

2Gu—1+17V 6x<6x+c')y>
(1.4)

2 d (0p 0Y

—_— — 2 — e | — —

2Gv 1+17v¢ 6y<6x+6y>

onde ¢ =¢p(x,y) e Y =1Y(x,y) sdo as funcdes de Galerkin, que representam as
componentes de um vetor denominado vetor de Galerkin.
Substituindo as equagdes (1.4) nas equagdes (1.3):
Vi = —(1+v)6(S — P)F;
(1.5)
Vi) = —(1+v)8(S — P)F,

onde

Vt= V2Vi= o +2 oF & + i
B  ox* dx2dy?  ody*

(1.6)

A equacgdo (1.6) é o operador bi harmonico. Por isso, as equagdes (1.4) sdo solucdes das

equacdes (1.3), se as funcdes representarem solugdes singulares particulares das equacdes
(1.5).
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Ap6s a defini¢do de solugdes fundamentais acrescenta-se que no século XIX e século
XX alguns cientistas — principalmente matematicos, mas também engenheiros —
desenvolveram um algoritmo junto com as funcdes de Green, que fizeram com que o
desenvolvimento da ISE fosse vidvel, e também que fosse aplicada amplamente no Método
dos Elementos de Contorno (MEC), como afirma Kausel (2010).

Os primeiros cientistas que abordaram o problema de cargas no interior de um meio
elastico infinito (ou semi-infinito) foram os matematicos franceses Gabriel Lamé e Benoit
Paul Emile Clapeyron, segundo Tazzioli (2009), que na primeira metade do século XIX
descreveram o problema no semi-espaco com ferramentas matemadticas e métodos dos quais
eles ndo conseguiram obter quaisquer resultados tteis ou praticos. Assim, a primeira solucio
fundamental teve que esperar até meados do século XIX, antes de 1848, quando William
Thomson — mais conhecido como Lord Kelvin e cuja biografia pode ser lida em Thompson
(1910) — apresentou expressdes para os deslocamentos do problema estitico, no quais forcas
concentradas atuam em qualquer ponto do sé6lido elastico, Thomson (1848). Pouco depois, em
1849, George Gabriel Stokes apresentou a solucdo de um problema que considerava as forgas
aplicadas em um ponto variando no tempo em um meio infinito, Stokes (1849). Convém notar
que a solugdo de Stokes constitui hoje o inicio do MEC e exerce uma maior influéncia tanto
no campo da ISE, quanto na geofisica, acuistica e muitos outros ramos da ciéncia. Uma
caracteristica marcante do trabalho de Stokes é o fato de ser uma das poucas solugdes
fundamentais conhecidas na forma fechada, em todo o espaco, em ambos 0s dominios: tempo
e frequéncia. Uma versdo moderna da solucdo de Stokes, em duas e trés dimensdes é
encontrada no artigo de trés matematicos britanicos: Eason, Fulton e Sneddon (1956).

Ainda no século XIX outro matematico francés, Joseph Valentin Boussinesq publicou
em 1878 uma série de pequenos artigos em Comptes Rendus, no qual apresenta um método de
solucdo considerando um semi-espaco eldstico submetido a carga vertical estética, aplicada
em um ponto sobre a superficie do semi-espaco. E também fornece uma solu¢do na forma
fechada para um disco sobre a superficie do semi-espaco submetido a cargas concentradas
verticais, Boussinesq (1878). No entanto, detalhes completos sobre esse método baseado no
potencial foram publicados em 1885. Antes, o matemdtico italiano Valentino Cerruti,
publicou em 1882, um artigo o qual muitos artigos modernos fazem referéncia ao problema de
Cerruti e Boussinesq (1890) com aplica¢cdes em mecanica das estruturas.

Antes de continuar descrevendo o trabalho de Cerruti faz-se necessdrio mencionar o
desenvolvimento do MEC, para localizar historicamente a pesquisa de Betti. Inicialmente o

MEC era denominado Método de Equagdes Integrais de Contorno. E era um método para
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resolver problemas fisicos matematicamente, que teve origem no trabalho de Green (1828).
Ele formulou a representagdo integral da solucdo dos problemas de Dirichlet e Neumann, da
equacdo de Laplace, pela introdu¢do da funcdo de Green. Em 1872, Betti apresentou um
método geral para a integracdo de equagdes da elasticidade e derivadas das suas solucdes na
forma integral. Basicamente, esta poderia ser considerada a extensdo da aproximacgdo de
Green para as equacdes de Navier da elasticidade. Somigliana (1885) aplicou o teorema da
reciprocidade de Betti, descrito no capitulo 3, para derivar a representagdo integral da solugdo
do problema da elasticidade, incluindo expressdes de forca de massa, deslocamentos e tensoes
no contorno.

Continuando a descricdio do artigo de Cerruti, que ¢ bastante geral em sua
aproximacdo e faz um extenso uso de teoremas integrais em elastostitica conhecido como
teorema de Betti — semelhantes aos que estdo na base moderna do MEC — obteve a resposta
no interior de um sélido arbitrario solicitado por forgas, ou com deslocamentos prescritos no
contorno externo. Embora Cerruti ndo use a linguagem da mecanica do continuo, seu artigo
investiga o que pode claramente ser reconhecido hoje, como um problema de valor de
contorno, envolvendo um corpo eldstico, cujo contorno é em parte de Dirichlet, onde os
deslocamentos sdo prescritos, € em parte de Neumann, onde as forcas sdo prescritas.
Posteriormente, o pesquisador aplica seu método em um corpo infinito de forma limitada por
uma superficie plana (semi-espago); mas ele ndo apresenta as equacdes finais para o campo de
deslocamentos devido a um carregamento tangencial atribuida a ele, de acordo com Kausel
(2010). No entanto, estas equacdes contém as ferramentas necessdrias para a obtengdo de uma
solucdo deste tipo, para cargas concentradas tangenciais na superficie, ou qualquer
distribuicdo de carga, horizontal ou vertical. Como exemplo de aplicagdo desta aproximacao,
ele deduz as equacdes para o caso da carga vertical e obtém resultados que estdo de acordo
com Boussinesq.

Um avanco significativo aconteceu na forma de solu¢do fundamental para um semi-
espaco homogéneo submetido a uma carga dindmica em sua superficie, que estd contido nos
artigos de 1904 do matematico Horace Lamb (1904). Neste trabalho, Lamb recorre a um
precursor do que constitui 0 método moderno de transformacdo de integral para obter a
resposta tanto para as cargas verticais, na superficie de um semi-espaco eldstico, impulsiva
(2D) ou aplicadas repentinamente (3D). No entanto, Lamb ndo dispunha no seu tempo de
auxilio computacional, necessario para avaliar completamente todas as integrais do problema.
Assim, Lamb pesquisou em detalhe somente a resposta do ponto campo, ponto onde os

deslocamentos sdo calculados, até a distdncia do ponto fonte, ponto onde a carga unitaria é
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aplicada. Ainda assim, hoje o problema de fonte dindmica aplicada na superficie de um semi-
espaco eldstico é denominado problema de Lamb.

O marco seguinte nas solugdes fundamentais veio com a publicagdo de Raymond
David Mindlin (descrito mais detalhadamente no proximo subitem), em 1936, do conjunto de
equacdes na forma fechada para o campo de deslocamentos, no qual se considerou cargas
concentradas estiticas verticais e horizontais aplicadas em um ponto qualquer no interior e
abaixo da superficie de um semi-espaco eléstico, Mindlin (1936). As solugdes fundamentais
de Mindlin s@o descritas neste trabalho, no capitulo 3.

Quatro décadas apés Lamb, Cagniard (1939), finalmente conseguiu avaliar o requisito
de transformacdo de integral dupla no problema de Lamb por meio de uma integragdo do
contorno. Duas décadas mais tarde, por sua vez, De Hoop (1960) encontrou uma
simplificacdo para o problema de Cagniard e que agora foi denominado método de Cagniard-
Hoop. Esta estratégia analitica foi usada também por Pekeris (1955) para obter solugdes na
forma fechada — nas quais nfo € necessdria integracdo numérica — para cargas concentrada
dindmica vertical e horizontal no semi-espaco, mas somente quando o coeficiente de Poisson
¢ v = 0,25. Posteriormente, Mooney (1974) generalizou os resultados de Pekeris para cargas
concentradas verticais atuando no semi-espaco com coeficiente de Poisson arbitrario, mas
somente com solu¢des para componentes horizontais de deslocamento com relagdo de Poisson
v = 0,2631, que € o valor para o qual falsas raizes das equacdes para a velocidade de ondas
de Rayleigh tornam-se complexa. Em todas estas soluc¢des, deslocamentos sdo conhecidos
somente na forma fechada na superficie e na direcdo de simetria abaixo da carga e ndo em
pontos no interior. Quanto as linhas de carga dinidmica, quando se trata de duas dimensdes,
solugdes completas na forma fechada para o problema de Lamb existem e podem ser escritas
somente para fontes na superficie e deslocamentos em qualquer parte do corpo, ou para linhas
de carga no interior do corpo e deslocamentos na superficie. Ao contrdrio, deslocamentos em
qualquer ponto no semi-espago devido as cargas dindmicas no interior do corpo podem ser
obtidos por meios numéricos, € 0 mesmo acontece quando as cargas sdo harmonicas, mesmo
quando as linhas de carga sao aplicadas na superficie, exceto para o caso de linha de carga.

O trabalho inicial de Lamb junto com refinamentos nas décadas seguintes, no inicio e
meados do século XX, sdo as equagdes exatas para a resposta do semi-espago eldstico
provocada pela aplicacdo repentina da linha de carga e ponto fonte em sua superficie. Talvez
a razdo encontra-se parcialmente na dificuldade envolvida em obter resultados exatos para
uma Unica transformagdo, mas também porque a disponibilidade da solucdo espago-tempo

remove grande parte da motivagdo para encontrar solugdes tais como transformacdes parciais.
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Uma solucdo eficiente é o método da camada delgada para funcdes de Green de camadas
médias, vistas em Kausel (1981) e Kausel e Peek (1982), que agora estd no centro de c6digos
computacionais amplamente utilizados, como por exemplo, o SASSI, cuja descricao pode ser
vista em Menglin, Huaifeng e Yongmei (2011). Uma vez que estas solucdes fundamentais
pioneiras tornaram-se amplamente conhecidas, muitas outras solug¢des para cargas distribuidas
de vérias formas e caracteristicas foram desenvolvidas, incluindo meios transversalmente
isotrépicos. Acrescenta-se ainda que muitas outras solucdes estdticas possam ser encontradas
em Poulos e Davis (1974), enquanto a parte dindmica — incluindo os problemas de Stokes,
Lamb e Chao — € pesquisada por Kausel (2006), para citar exemplos de autores que

desenvolvem trabalhos nesta area.

1.6 Raymond David Mindlin

Professor D. Mindlin (1906-1987), membro da U.S. National Academy of Engineering
e da National Academy of Science, dedicou a sua vida profissional ensinando engenharia na
Universidade de Columbia, Nova York. Ele também participou de cursos de verdo da
Universidade de Michigan, do Departamento de Engenharia Mecanica, organizado por
Stephen Timoshenko, em 1933, 1934 e 1935, segundo Cheng (2006). Suas contribui¢des em
pesquisas cientificas foram principalmente em aplicacdes mecanicas para as engenharias civil,
mecanica, elétrica e ultrasonica, Figura 1.12.

As maiores contribuicdes de Mindlin podem ser classificadas nos seguintes temas:
fotoelasticidade e mecénica experimental, elasticidade tridimensional, continuo eldstico,
contato friccional e meio granular, ondas e vibragdes em placas isotrépicas e anisotropicas,
propagacdo de ondas em barras e cilindros, teoria da eletro-elasticidade e cristais
piezoelétricos e estrutura cristalina. Os primeiros oito artigos escritos por alunos de Mindlin
foram editados por G. Herrmann no “R. D. Mindlin and Applied Mechanics, Pergamon Press,
New York, 19747, e o ultimo artigo foi um dos primeiros trabalhos sobre vibrag¢des de placas

elsticas, de acordo com Pao (2006).
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Figura 1.12 - Raymnd David Mindlin, Cheng (2006)

A solug@o fundamental, para sélidos eldstico-linear, homogéneo e isétropo definida
em um meio semi-infinito, obtida pela aplica¢do da teoria potencial, que considerou a carga
unitdria concentrada aplicada no interior do s6lido foi descrita em Mindlin (1936). Esta € a
solugdo adotada para a andlise do solo nesta tese. Uma das vantagens da solugdo fundamental
de Mindlin, quando o solo é modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC) ¢ a
necessidade de discretizacdo apenas do contorno do sélido, o que resulta em um menor
nimero de informacdes envolvidas no peroblema, ou seja, menor dimensdo das matrizes e
vetores necessdrios nessa andlise. Também se pode afirmar que as solu¢des fundamentais de
Kelvin e Boussinesq-Cerruti estdo contidas, ou podem ser obtidas a partir da solucdo
fundamental de Mindlin, Figura 1.13.

A relagdo entre as trés solu¢des fundamentais, como afirma Mindlin (1953) pode ser
estabelecida a partir do pardmetro c, da Figura 1.13, que € a distancia do plano de contorno
x3 = 0 ao ponto de aplicacdo da carga P. O problema de Kelvin € encontrado fazendo-se c
tender para o infinito, j4 que assim ndo hd a consideracdo do plano livre de forca de
superficie. Por outro lado, quando c tende a zero tem-se o problema de Boussinesq-Cerruti.

Mindlin® descreve o modo de vibracdo tor¢do-espessura de uma placa infinita, que so
ondas estaciondrias com deslocamento e onda-normal perpendicular e paralelo as faces da
placa. Na placa com cristal monolitico, as ondas sdo possiveis se o deslocamento é na direcdo
diagonal. A solugdo pertinente das equagdes tridimensionais da elasticidade para a placa de
faces livre é mostrada, bem como outras solu¢des com o efeito da inercia de eletrodos sdo

considerados.

> Mindlin (1965a).
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Na teoria da elasticidade classica € possivel reduzir as equagdes de deslocamentos do
movimento na forma de Lamé através da resolugdo de Helmholtz ® . No artigo mencionado a

reducdo € feita considerando o material eldstico isotrpico e com microestrutura.
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Figura 1.13 - Forga normal no interior de um sélido semi-infinito, Mindlin (1936)

Uma teoria linear’ para um sélido eldstico é formulada, em que a energia potencial é
uma fun¢do da deformacio, nos seus primeiros e segundos gradientes. Esta € uma teoria em
que a forca coesiva e a tensdo na superficie sdo intrinsecas. A solug¢do é fornecida para a
deformacio e tens@o na superficie, ou energia na superficie por unidade de édrea, resultante da
separacdo de um sdlido ao longo do plano. O artigo descrido também apresenta uma solucdo
geral da equacdo de deslocamentos do equilibrio em termos das funcdes de tensdo, e a solucdo
particular para a carga concentrada. O caso especial de um liquido € considerado e as solucdes
sdo dadas para a superficie de tensdes no plano e em superficies esféricas.

Uma solucdo completa, em termos de fungdes de tensdo andloga as funcdes de
Papkovitch da elasticidade cléssica é apresentada por Mindlin®, para equacdes lineares de um
continuo de Cosserat eléstico e isotropico sdo apresentadas. Solu¢des especiais para carga
concentrada também sdo fornecidas.

Como exemplos de alguns de outros desenvolvimentos do pesquisador, em mecanica
das estruturas citam-se Mindlin (1936b, 1963, 1964, 1972), Mindlin e Cheng (1950) e
Mindlin e Tiersten (1962).

> Mindlin (1965a).
Id. (1965b).
Mindlin (1965¢).

81d. (1965d).
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2. Revisao Bibliografica e Objetivos

2.1 Revisao Bibliografica

A interacdo solo-estrutura representa um sistema mecanico integrado. O sistema
formado pelo solo - elemento estrutural de fundacdo - superestrutura deve ser analisado e

modelado como um conjunto, Figura 2.1.

! | superestrutura

R L L L e P T T T T

| YR=F

[

y fundacio

LR=-F
macico indeslocdvel

Figura 2.1 - Interagao solo-estrutura

O engenheiro geotécnico usualmente analisa a complexa interagdo entre a subestrutura e o
maci¢co de solos, sem, entretanto, considerar as possiveis mudancas de configuragdes que

possam ocorrer na superestrutura € que venham a gerar a um estado de tensdes ndo previsto
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no sistema subestrutura-macigo. Por outro lado, o engenheiro estrutural analisa de maneira
mais minuciosa os fendmenos que ocorrem na superestrutura, sem ponderar sobre os efeitos
que o meio de apoio estd sujeito quando da absorcdo das agdes, e nas posteriores
modifica¢des da superestrutura que poderdo acontecer devido a interacdo com o solo. Um
exemplo simples de modelo de ISE € mostrado em Kocak e Mengi (2000).

A Interac@o Solo Estrutura (ISE) é composta por vérias linhas de pesquisa, detalhadas
em Kausel (1976), como por exemplo: mecanica das estruturas, ciéncias dos solos, ciéncia
dos materiais, métodos numéricos e computacionais. Cada um dos sistemas, ou seja, solo ou
estrutura, isoladamente ji representa um vasto campo de estudo, tanto na complexidade do
comportamento mecanico, quanto nas correspondentes idealiza¢des desses modelos. Além
disso, os diversos focos de interesse e de conhecimento dos pesquisadores nesta drea sdo
voltados para referenciais diferentes. A andlise, geralmente avaliada entre os meios, ou mais
especificamente, entre a superestrutura e a fundagdo sdo tratadas de forma independente,
simplificacdo que advém do alto grau de complexidade envolvido na avaliacdo do fendmeno
mecanico integrado, que € a interacdo solo-estrutura.

Pesquisando sobre a interacdo solo-estrutura, Kausel (2010) e Menglin, Huaifeng e
Yongmei (2011) descrevem aspectos histdricos referentes a este importante problema. Suas
origens remontam ao século XIX com gradual desenvolvimento até a primeira metade do
século XX. Em meados do século XX tem-se uma rdpida progressdo, principalmente pelas
necessidades das industrias de energia nuclear e offshore, e também pela evolucdo dos
computadores e de ferramentas de simulagdo numérica, como o Método dos Elementos
Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). A seguranca sismica foi outro
campo a alavancar o desenvolvimento da ISE.

O conceito de ISE abrange fenomenos estaticos e dindmicos, o macigo de solos e a
superestrutura, que compreendem diversos temas, as vezes sutilmente interligados.
Resumidamente os principais aspectos dos problemas abrangidos pela teoria da ISE podem
ser assim descritos:

- Reposta do maci¢co de solo as cargas externas dindmicas ou estiticas atuando
proximo ou na superficie do solo. As cargas podem ser concentradas ou distribuidas e,
harmoénicas em funcdo do tempo ou gradualmente aplicadas em uma variacdo de tempo
arbitraria (func¢des de Green ou solugdes fundamentais).

- Resposta do macico de solo as vibracdes decorrentes de terremotos ou outras fontes,
como movimento rapido de trens (problema de campo livre).

- Passagem de onda ou interagdo cinemaética.



Capitulo 2: Revisdo bibliografica e objetivos 35

- Rigidez estatica e dindmica.

- Deformacao adicional do solo na vizinhanca da estrutura atual, causada pela inércia
da prépria estrutura (interagdo inercial).

- Métodos numéricos necessdrios para analisar os problemas acima (acoplamento
MEF-MEC, por exemplo).

Em decorréncia da multidisciplinaridade, a ISE tem-se desenvolvido por
pesquisadores de diferentes dreas, tais como, matemadticos e engenheiros. Como apresentado,
a andlise dindmica, ndo pesquisada neste trabalho é muito importante para paises que sofrem
com abalos sismicos, ji no Brasil os terremotos sdo de pequena magnitude e alguns deles
sdo considerados imperceptiveis na superficie terrestre. Na anélise da interacdo solo-estrutura,
sobre aspectos geotécnicos sugere-se: Aoki**’, Aoki e Cintra®’, Aoki e Lopes (1975), Aoki e
Velloso (1975), Bowles (1997), Chamecki (1954), Cintra, Aoki e Albiero (2003), Poulos e
Davis'.

As pesquisas recentes tém analisado o problema da ISE utilizando métodos numéricos,
mais precisamente via MEF e MEC. O MEF é, em geral, a mais versitil e adequada
ferramenta aplicada na resolug@o de problemas da mecénica computacional. No entanto, para
o caso de ser aplicado na anélise de problemas de dominio infinito ou semi-infinito - caso da
andlise de solos - ela é uma ferramenta dificil na preparacdo dos dados, onerosa para o seu
armazenamento e para a resolu¢do do sistema final, principalmente para o caso de uma
formulag@o com elementos tridimensionais, devido a grande dimensdo das matrizes e vetores,
isto porque o MEF necessita de uma representacio de todo o dominio. Assim, poucos
pesquisadores tém empregado o MEF na andlise de macigos homogéneos e nao homogéneos,
citando-se o trabalho de Chow e Teh (1991) e Ottaviani (1975).

Nos préximos subitens descrevem-se algumas pesquisas sobre ISE, principalmente as
que sdo referéncias bibliograficas para este trabalho, que analisa a ISE estética e considera o
solo homogéneo e modelado pelo MEC, mas comenta-se também o solo ndo homogéneo e o

MEC infinito.

! Poulos e Davis (1974).
2 1d. (1980).

3 Aoki (1979).

*1d. (1989).

> 1d. (1997).

® Aoki e Cintra (1999).

"1d. (2004).
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2.1.1 ISE e solo homogéneo

Uma vez que as solugdes para cargas concentradas aplicadas no semi-espaco eldstico
foram conhecidas, formulacdes para cargas distribuidas sobre a superficie seriam deduzidas,
mas os resultados das integrais raramente foram tratados, quando a resposta do soélido
carregado era observada em um ponto qualquer no interior do semi-espaco. Ainda,
Boussinesq (1885) considerou além do problema de cargas concentradas verticais, as solucoes
para cargas uniformemente distribuidas sobre uma 4rea circular finita, embora ele assim o
fizesse somente para os deslocamentos na superficie, na direcio de simetria, e nos
deslocamentos médios abaixo da carga. A ultima é uma aproximagao aceita para um disco
rigido circular. Além disso, o pesquisador resolveu o problema de uma placa circular rigida
submetida a carga vertical no seu centro, e encontrou a rigidez da placa K, bem como a
distribui¢cdo de tensdo g, sob a placa considerando que a mesma estava em contato com outro
material, por exemplo, a interface placa-solo.

Uma das primeiras contribui¢des para a engenharia de fundacdes pode ser encontrada
em um trabalho de Fr. Engesser, que em 1893 escreveu Zur Theorie des Baugrundes (sobre a
teoria dos solos) em que ele abordou a estabilidade e a capacidade de carga das fundacdes.
Ainda assim, maiores desenvolvimentos nessa drea devem-se ao engenheiro austriaco Karl
Terzaghi, como afirma Kausel (2010), agora considerado o pai da mecanica dos solos.

Ainda sobre o problema de Boussinesq para carga vertical distribuida sobre uma
superficie eldstica do semi-espaco, Schleicher (1926) apud Kausel (2010) confirmou os
resultados de Boussinesq tanto para um disco carregado com rigidez nula quanto para um
disco com rigidez infinita (placa). O autor aplicou esses resultados para inferir o valor do
mddulo de reacdo do solo sobre a placa (Bodenziffer), que € itil na formulagcdo de problemas
de fundagcdes mecanicas pela distribuicio das molas de Winkler; observa-se que este
coeficiente ndo é uma constante do tipo de solo, mas inversamente proporcional a dimensao
linear que a carga suporta. Mais significativamente, Scheicher voltou sua atencdo para carga
vertical uniformemente distribuida sobre uma area retangular e fornece as primeiras equacoes
na forma fechada para esse tipo de carga. Na verdade, ele fornece expressdes explicitas para
deslocamentos verticais em qualquer ponto da superficie do semi-espago, dentro ou fora da
drea carregada, e observa que o menor deslocamento ocorre nos quatro cantos e € igual a
metade do deslocamento no centro, independente do formato da area carregada, e do valor do

coeficiente de Poisson. Além disso, o autor calcula o deslocamento médio, que §é
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consequéncia da aplicagdo da carga, especializando-se em cargas lineares e distribuidas e
comparando os resultados com o disco carregado.

Em retrospecto, parece peculiar que as primeiras pesquisas de ISE estitica deveriam
ter negligenciado a placa submetida ao estado de tor¢do potencialmente mais simples, mas
talvez as cargas verticais fossem primordiais na fundag@o, enquanto a rigidez a tor¢do teve
menor importancia. Assim, somente no ano de 1944 que Reissner e Sagoci, ambos do
Massachusetts Institute of Technology, consideraram a rigidez de tor¢do, K,, de uma placa
circular sobre um semi-espaco eldstico Reissner e Sagoci (1944). Finalmente, em meados do
século XX o conjunto de quatro rigidezes de um disco rigido foi completado, quando Mindlin
(1949) apresentou os resultados de uma placa submetida a carregamentos tangenciais, no
modo de deslocamento horizontal.

A partir da solucdo eldstica para uma carga concentrada no espaco eldstico semi-
infinito, Li e Berger (2001) descrevem as equacdes de Boussinesq-Cerruti considerando o
carregamento distribuido sobre uma drea triangular, e esta carga pode ser normal ou
tangencial. Eles apresentam as equagdes para a situacdo descrita, que sdo resultados da
aplicacdo de vdrias técnicas de integracdo e ainda sugerem uma metodologia para o
desenvolvimento de solugdes, para carregamentos mais complexos aplicando o principio da
superposi¢ao.

Telles e Brebbia (1981) mostram uma solucido fundamental para o problema da carga
aplicada no interior do semi-plano modelado pelo MEC. As expressdes para as tensdes em
pontos internos do semi-plano também sdo apresentadas, assim como a aplicagdo da
formulacdo a problemas cléssicos.

Uma formulacdo para a andlise da interagdo placa-estaca-solo foi desenvolvida em um
trabalho de Paiva e Mendonca (2000), onde tanto a placa quanto o solo sdo modelados via
MEC e assim o volume de dados necessdrios para a andlise se reduz aos da interface placa-
solo. Nessa formulacio s@o escritas as equagdes integrais de placas para os nds dos elementos
de contorno e para os nés das células em que foi dividida a interface, e também sdo escritas as
equacdes integrais para o meio continuo semi-infinito solo-estaca. Sendo possivel obter um
sistema de equacdes lineares relacionando o carregamento e os deslocamentos transversais
dos nés do contorno e dos elementos. Uma vez resolvido esse sistema de equagdes, a carga
aplicada em cada estaca e a reagdo do solo também sao obtidas.

Em relacdo as formulacdes envolvendo a associagdo do MEC com o MEF para a
andlise da interacdo placa-solo, estaca-solo e intera¢do placa-estaca-solo, que foi pesquisada

10,13

por Mendonga e Paiva e encontram-se descrita em alguns trabalhos ~°, j& em outras
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pesquisas, os autores consideraram que as estacas sao solicitadas apenas por forcas verticais'®
15,16

Para as formulacdes que possibilitam a andlise da interacdo placa—solo&9 citam-se
também Paiva e Butterfield (1997); para o problema da interagdo de grupos de estacas e o
solo, ligadas ou ndo por um bloco rigido'®'""'* foram pesquisadas ainda por Paiva e Trondi
(1996).

Sobre a ISE, também se citam Paiva e Trondi (1999), a formulacdo do MEC para a
andlise da interacdo de um grupo de estacas com o solo e uma formulagdo para a andlise
eldstica de estacas com cargas horizontais e verticais foi pesquisada pelos seguintes autores:
Coda, Mesquita e Paiva (2001), Coda e Paiva (2001), Ferro (1999), Matos Filho (1999),
Matos Filho, Mendonga e Paiva (2005), Matos Filho e Paiva (1999), Matos Filho, Paiva e
Coda (2001) e Oshima (2004) e. J4 Iwamoto (2000) considera as estacas submetidas as cargas
verticais.

Dutta e Roy (2002), Tejerina Calderén (1996), Tejerina Calderén e Venturini (1997) e
Venturini (1989) analisam a interacdo de placas com o meio continuo, o solo é considerado
homogéneo e semi-infinito. J4 Paccola (2004) pesquisou tanto as solu¢des fundamentais de
Mindlin, quanto as de Kelvin e considerou o acoplamento MEC-MEF. Barretto (1995) faz
uma andlise elastodindmica de placas, através do MEC, com interacao solo-estrutura adotando
o solo homogéneo. A ISE estética é pesquisada em Queiroz (2010), onde a superestrutura ¢é
modelada pelo MEF e o solo pelo MEC sendo considerado um sélido eléstico semi-infinito e
o cédigo computacional foi desenvolvido em linguagem de programacéo Java.

Ja Selvadurai (2001) apresenta um procedimento elementar para a solugdo do
problema de Boussinesq para o semi-espago eldstico isotrépico carregado por uma carga

concentrada normal ao plano da superficie.

® paiva (1993a).
?1d. (1993b).

10 Mendonga e Paiva (1997).
114, (1997a).

21d. (1997b).

B 1d. (1998).

14 Paiva e Mendonga (1997).
151d. (1998).

1614, (1999).
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2.1.2 Steinbrenner

Em 1934, Steinbrenner publicou um artigo no Journal Die Strasse, no qual ele
observou que a tensdo vertical em qualquer ponto do solo pode ser inferida a partir das
tensdes sob o centro de simetria da drea carregada e dos cantos (ou vice-versa). Esse célculo
pode ser obtido da integracdo da solucdo de Boussinesq para cargas concentradas, que
atualmente sdo amplamente aplicadas na prética da engenharia, ja que Steinbrenner (1934),
Figura 2.2, considera o solo estratificado e a camada indeslocdvel em uma determinada
profundidade, possibilitando os seguintes resultados: o recalque p;” na profundidade i entre a
superficie e o indeslocdvel e o recalque pp° na profundidade h admitida como indeslocdvel.
Para a profundidade indeslocdvel considera-se o deslocamento nulo, portanto, qualquer
recalque no nivel i € a diferenga entre os recalques dos dois niveis: p; = p;° — pp°. O nimero
de camadas pode ser maior que dois, e o0 mesmo cdlculo é repetido do indeslocavel para a

superficie do solo.

q Pa Po q q
O o3y 0331
IALERRNAANY AN FARNNNN\\\\W
camada i camada 1
Eq, vq i Pa’ Ey, vy
camada2 | __, «
Esv, | EPT WOROK |
camada = P
Ez, V2 i . :I
ik PRy i

Figura 2.2 - Modelo de Steinbrenner

O MEC tem demonstrado eficiéncia na andlise de problemas de dominio infinito,
devido as caracteristicas peculiares das funcdes ponderadoras, que ji contemplam as
condi¢cdes de contorno atendidas as grandes distancias. Um grupo de pesquisadores tem
empregado a solugdo de Mindlin (1936) - a qual avalia os campos de deslocamentos dentro de
um meio semi-infinito e homogéneo, quando se aplica uma forca unitdria dentro do meio -
para o caso da andlise de um meio elastico apoiado em um plano indeslocdvel, a uma
distdncia h da superficie do solo. Assim, tem-se o modelo simplificado e pritico de
Steinbrenner, Poulos (1967) que adota a solu¢do de Mindlin calculando os deslocamentos de

um determinado ponto e subtraindo-se este do deslocamento surgido na cota indeslocavel
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Steinb — HMindli Mindlin & £
(pstetnbrenner — ,Mindlin _ P ), onde p, € o deslocamento na cota x € p, € 0

deslocamento na cota do plano indeslocdvel, andlogo a teoria ji descrita de Steinbrenner
(1934). O trabalho seguinte'” estende o do ano anterior considerando uma estaca carregada na
direcdo axial, ¢ Poulos'® aplica a formulagdo de Steinbrenner para grupos de estacas. A

2

. N 18.19 . o ~
influéncia de uma estaca >~ dentro de um meio utilizando a expressio ( é

_d
pij =g iy pj
avaliada, onde p;; € o deslocamento do solo do elemento i devido a um fator de influéncia de
tensdo p ; do elemento j, d é o didmetro da estaca, [;; € o fator de influéncia de deslocamento

obtido por Mindlin, e E; € o médulo de elasticidade do meio. Para um solo ndo homogéneo
Poulos, por conveniéncia, altera os valores do moédulo de elasticidade ao longo da
profundidade do solo e conclui que os resultados estdo de acordo com os obtidos via MEF.
Entretanto, para casos em que as estacas estdo imersas em meios onde as camadas inferiores
sa0 mais compressiveis que as superiores, os resultados ndo sdo tdo aceitdveis, como afirmam

Poulos e Davis (1968).

2.1.3 ISE e solo nao homogéneo

Entretanto, a aplicagdio do MEC utilizando-se a solucdo fundamental de Mindlin,
mesmo com a introdu¢@o da cota no plano indeslocavel, sé é vélida na representacdo de um
Unico meio homogéneo, ndao sendo possivel, dentro da teoria da elasticidade, introduzir outros
meios com caracteristicas fisicas diferentes, em fun¢@o das condi¢cdes de contorno ja impostas
a priori por Mindlin (1936) em sua formulacao.

Uma alternativa € utilizar o MEC com as respostas de dominio finito. A solucdo de
Kelvin, Love (1944) fornece a base para as mais gerais formulacdes sobre um corpo isétropo
de forma arbitrdria. Essa solucdo é a mais adotada para acoplar diversas regides com
propriedades diferentes, equilibrando-as e compatibilizando-as nas superficies de contorno,
mantendo assim a continuidade do meio heterogéneo, como pode ser visto em Becker e Bevis
(2004). Dentre os pesquisadores que aplicam o MEC utilizando a solu¢do fundamental de
Kelvin para simular o meio heterogéneo podem ser citados: Almeida e Paiva (2004), Banerjee

(1976), Banerjee e Davies (1978), Maier e Novati (1987) e Ribeiro (2009).

7 Poulos (1967).
8 1d. (1968-a).

Y 1d. (1968-b).
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Entretanto esta formulacdo apresenta entre outros problemas, a dimensdo do sistema
de equacdes final a ser resolvido, representando um enorme consumo de tempo de CPU para a
andlise de um problema. Por outro lado, compatibilizando as reac¢des e deslocamentos entre a
estrutura de fundag@do e o solo e utilizando as solu¢des fundamentais de Mindlin (1936), os
seguintes trabalhos foram desenvolvidos: Aoki e Lopes (1975), Aoki e Velloso (1975),
Colares (2006), Mota (2009), Mota, Pinheiro ¢ Aoki (2006) e Iwamoto (2000).

Almeida (2003) pesquisa ISE e considera o maci¢o de solos 3D e ndo homogéneo
modelado pelo MEC, além de adotar uma camada de apoio indeslocdvel as distancias
prescritas a priori e condi¢cdo de aderéncia adequada. A superestrutura e o elemento estrutural
de fundagdo sdo tridimensionais e modelados pelo MEF. O autor ainda aperfeicoa a
formulagdo empregando as seguintes ferramentas numéricas: paralelismo e método de
resolugdo de sistemas esparsos.

As equacdes para a determinacdo dos deslocamentos e tensdes em pontos no interior
das camadas de solo sdo apresentadas em Burmister (1945), para problemas com trés camadas
de solo, o qual se encontra externamente carregado por uma carga distribuida em uma area
circular. Como e><e:111plos,20’21 de pesquisas desenvolvidas a partir das solu¢des de Burmister
citam-se: Chan, Karasudhi e Lee (1974), Davies e Banerjee (1978) e Poulos (1967).

As estacas e grupos de estacas submetidas a carregamentos verticais e abalos sismicos,
através da aplicacdo do MEC, com a fun¢@o de Green que corresponde & andlise dinamica do
problema de Mindlin foram pesquisadas por Mamoon e Banerjee (1990). Para o problema de
estacas submetidas as excitagdes distribuidas harmodnicas sdo empregadas solugdes analiticas
exatas para as equacgdes diferenciais. O solo é considerado um semi-espaco continuo eldstico
tridimensional e o problema de interacdo é formulado satisfazendo as condicdes de equilibrio
e compatibilidade de deslocamentos na interface estaca-solo.

As integrais de Lipschitz-Hankel sdo adotadas por Oliveira, Dumont e Selvadurai
(2012), para analisar o semi-espaco, jd que integrais deste tipo satisfazem as condi¢des de
contorno do plano com tensdes nulas e reducdo dos deslocamentos em campos distantes. J4
Selvadurai e Katebi (2013) examinam o problema de carregamento interno de um semi-
espaco eldstico incompressivel, onde o mddulo de elasticidade transversal varia

exponencialmente com a profundidade.

Y Gibson (1967).
214, (1974).
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Finalmente, um novo MEC para o problema de placas em um semi-espaco, cuja
formulag@o é baseada em Vander Weeén para deformacio cisalhante da teoria de placas de
Reissner foi desenvolvido por Shaaban e Rashed (2013). Para o semi-espaco adota-se as
solugdes fundamentais de Boussinesq-Mindlin e para o solo estratificado considera-se

Steinbrenner.

2.1.4 MEC infinito

Uma aproximacgdo eficiente para o elemento infinito, na andlise de elementos de
contorno de problemas de semi-espaco € descrita em Davies e Bu (1996). J4 Gao e Davies
(1998) apresentam uma nova aproximagdo para o elemento infinito na andlise do elemento de
contorno tridimensional de problemas de semi-espaco, onde as integrais com singularidade
forte sobre a superficie infinita sdo calculadas analiticamente pela transformacao das integrais
de superficie em integrais de linha. E Abdel-Fattah, Hodhod e Akl (2000) descrevem a
formulagdo do Método dos Elementos de Contorno Infinito e fungdes de forma e mapeamento
para elementos bidimensionais e tridimensionais e a subrotina da matriz de rigidez finita e
infinita, para a verificagdo de problemas de dominio infinito.

Lopes (2003) estuda a interagdo solo-estrutura estitica e dindmica considerando
estruturas reticuladas com fundagdes superficiais aplicando o MEF e o Método dos Elementos
Infinitos. A implementacdo dos elementos baseia-se na técnica de mapeamento para a
modelagem de problemas de dominios infinitos. J4 para o problema eldstico em um semi-
espaco estdtico, Salvadori (2008) descreve o Método dos Elementos de Contorno Infinito,
com integrais de contorno hipersingulares, para o estado plano de deformacao bidimensional.

Em relacdo aos trabalhos de interagdo solo-estrutura desenvolvidos no SET-EESC-
USP 2% 23 24.25.26 itam-se ainda Ribeiro (2009), que equacionaram todo o solo, baseado nas
solucdes fundamentais de Kelvin, como um tnico sélido tridimensional e este pode ser

simulado de forma ndo homogénea, e € modelado pelo MEC infinito.

22 Ribeiro e Paiva (2009).
2 1d. (2009-b).

24 1d. (2010-a).
2 1d. (2010-b).

214, (2013).
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Su e Wang (2013) propde um elemento infinito para a andlise dindmica da interagao
solo-estrutura através da combinacdio MEC-MEF. E Gu e Chen (2013) desenvolveram uma
nova formulacdo do método dos elementos de contorno singular para aplicagdo no novo

método de dominio infinito, para problemas potenciais.

2.2 Justificativa

Este trabalho aborda temas amplamente discutidos na engenharia de estruturas:
acoplamento MEC-MEF, interagcdo solo-estrutura e as solu¢des fundamentais de Mindlin.
Para o estudo da Interacdo Solo Estrutura (ISE) destacam-se as seguintes vertentes:
representando o solo como meio continuo tridimensional aplicando a solu¢do fundamental de
Kelvin, ou representando o solo como meio continuo semi-infinito considerando a soluc¢io
fundamental de Mindlin. Se por um lado a formulacdo de sélidos tridimensionais (Kelvin)
consegue representar o problema de forma mais abrangente, por outro lado a dimensdo do
sistema de equacdes inviabiliza sua utilizacdo em problemas préticos, nos escritérios de
projeto estrutural. O grande problema desta formulacdo é que cada camada precisa ter grandes
dimensdes no plano da superficie livre para representar adequadamente o solo, que teria
deslocamentos e tensdes nulas no infinito. Caso as dimensdes no plano X-Y ndo sejam
grandes o suficiente, a imposicdo de deslocamentos ou forcas de superficies nulas em seu
contorno acarretam grandes erros nos resultados. Entretanto, o nimero de elementos de
contorno necessdrios para representar esse problema adequadamente é muito grande, o que
resulta em um sistema de equagdes lineares cuja resolu¢do pode demorar vérias horas ou até
dias, inviabilizando seu uso na andlise de problemas praticos, segundo Paiva (1993). Outro
problema que aparece também sdo as estacas, que sdo modeladas como meios continuos
tridimensionais, o que significa um grande nimero de elementos de contorno para representar
adequadamente sua superficie lateral.

J4 a solug@o de meio continuo semi-infinito (Mindlin) representa o problema real, se
ndo houver plano indeslocavel, de forma menos ampla do que Kelvin, mas por outro lado, as
dimensdes das matrizes envolvidas e o consumo de CPU a tornam vidvel para ser utilizada
nos escritdrios de calculo estrutural. Como o erro cometido quando o solo € representado por
um meio continuo semi-infinito ndo € muito significativo, segundo Poulos e Davis (1980)
para diversos estudos realizados, esta representacdo € a mais adequada para desenvolver um

programa para ser utilizado em problemas usuais de ISE. A principal contribui¢do desta tese é
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a evidéncia de que para problemas com apenas uma camada de solo, as solu¢des fundamentais
de Mindlin e o solo modelado pelo MEC representam o problema de forma mais aproximada
do que com a consideragdo das solugdes fundamentais de Kelvin, mesmo quando o problema
€ modelado pelo MEC infinito.

O método numérico mais adequado para a andlise dos solos, ji que se trata de um
s6lido tridimensional é o MEC, como neste método apenas o contorno do corpo em analise é
discretizado, a malha de dominio tem dimensdao pequena, sendo apropriado para a resolucao
de problemas 3D reduzidos em solugdes do contorno. Como este trabalho trata-se de
problemas de ISE, o MEC é uma ferramenta interessante, j4 que possibilita o estudo de
dominios infinitos e semi-infinito, tais como o solo, mais eficientemente que o MEF. No
presente trabalho o solo € analisado de acordo com as solu¢des fundamentais de Mindlin que
considera o dominio semi-infinito. As equacdes do MEC sdo desenvolvidas utilizando o
método dos residuos ponderados e posteriormente sdo acopladas ao MEF, que modela a

superestrutura e os elementos estruturais de fundagao.

2.3 Objetivos

O objetivo deste trabalho é a andlise estdtica da Interacdo Solo-Estrutura (ISE),
Figura 2.3, por meio de um modelo que possibilita a determinacdo dos deslocamentos
oriundos desse problema, onde o solo é representado por um meio continuo semi-infinito, a
estaca € representada por elementos de barra, e a placa pelo elemento DKT e Formulacio

Livre.

Figura 2.3 — ISE
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Desenvolve-se um modelo para a ISE que permite a abordagem de problemas usuais, como
por exemplo, a interacio estaca-solo-superestrutura descrita na tese, em um tempo compativel
com as necessidades do usudrio. O programa computacional foi desenvolvido em linguagem
Fortran 6.6 e Orientado a Objetos, cuja metodologia para esse tipo de programacdo adotada
pode ser vista em Beck e Bazan (2011), e empregaram-se rotinas do LAPACK (Linear
Algebra PACKage). Os resultados obtidos sdo comparados com os poucos disponiveis na
literatura e com os encontrados com a formulacdo tridimensional decorrentes de trabalhos
desenvolvidos por outros autores. Com relagdo ao modelo elaborado, as diretrizes seguidas

sao apresentadas nos subitens seguintes.

2.3.1 Solos

O solo é representado pelo MEC considerando um meio continuo semi-infinito a partir
das solugdes fundamentais de Mindlin. O soélido tridimensional encontra-se descrito no
capitulo 2, Figura 2.4. O programa computacional desenvolvido no presente trabalho, que
permite a andlise da drea do solo carregado, exemplos 1 e 2 do capitulo 2, foi

denominado Soil-Mindlin-BEM-2009.

Figura 2.4 — Solo

2.3.1 Interacao placa-solo

O modelo e simplificagdes adotadas para a andlise do solo ja foram comentados. A
interacdo do edificio com o solo foi feita mediante a utilizacdo de uma placa de fundacédo
estaqueada. Para o solo sdo escritas as equacdes integrais para a representagdo dos
deslocamentos u, v e w dos pontos nodais dos elementos de contorno do meio continuo,

resultando em um sistema de equagdes lineares em fungdo da reagcdo do solo nos pontos das
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células da interface placa-solo. A placa é modelada via MEF resultando em um sistema de
equacdes lineares também em funcdo da rea¢do nodal do solo. Eliminando-se nesses dois
sistemas de equacdes a reacdo do solo, obtém-se assim um sistema para anélise placa-solo.
Ap6s a resolucdo do sistema de equagdes, os deslocamentos resultantes da interagcdo placa-
solo sdo obtidos, como descritos no capitulo 3.

O programa computacional que permite a analise da interacdo placa-solo, exemplos 5,
6 e 7 do capitulo 3, denominado Plate Soil Interaction — BEM-FEM — 2010, e inclui os
seguintes programas:
- Plate in tension or compression - CST-FF - FEM — 2009: permite a andlise de chapa pelo
elemento finito CST ou o elemento de membrana da Formulacdo Livre, exemplo 3 do
capitulo 4;
- Plate in tension or compression - Plate in bending coupling — CST-FF- DKT — FEM — 2009:
permite a andlise do elemento de casca, ou seja, o elemento de placa DKT acoplado ao
elemento de membrana da Formulagdo Livre, que resulta em um elemento com seis graus de

liberdade por n6 (Figura 2.5), exemplo 4 do capitulo 4;

Figura 2.5 — Acoplamento DKT-Formulacéo Livre

- Soil - Mindlin - BEM - 2009, cuja formulacdo e exemplos de aplicacdo sdo descritas no
Capitulo 2.

A condensacdo estdtica apresentada no capitulo 3 foi implementada neste trabalho, ja
as matrizes de rigidez e vetores de forcas, da Formulacdo Livre e elemento DKT
encontravam-se disponiveis na versdo Fortran 90, de outros trabalhos orientados pelo Prof.
Paiva, que pesquisaram essa formulacido, como por exemplo, Carrijo (1995); e estas foram
atualizadas para a linguagem Fortran 6.6 e Orientado a Objetos, cuja metodologia para este
tipo de programacdo encontra-se descrita em Beck e Bazdn (2011) e Pagliosa (1998), e

adotaram-se rotinas do LAPACK (Linear Algebra PACKage).
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2.3.1 Interacao estaca-solo

As estacas, descritas no capitulo 4, sdo modeladas pelo MEF, através de elementos
unidimensionais e sua influéncia no solo é suposta como uma linha de carga. As estacas s@o
consideradas verticais e solicitadas por forgas horizontais, verticais e momentos fletores
aplicados em seu topo. Os blocos sdo representados por uma placa de rigidez muito grande.
Embora para o célculo das tensdes no bloco este modelo ndo seja adequado, 0 mesmo é muito
conveniente do ponto de vista da elaboracdo de um programa computacional para essa
andlise. Caso se pretenda analisar as tensdes e deformagdes internas no bloco, adotam-se
elementos finitos tridimensionais a partir das reagdes obtidas na andlise simplificada, como
informagdes iniciais.

Cada estaca € considerada um tnico elemento finito, Figura 2.6, definido por quatro
pontos nodais. Os esfor¢os horizontais de interacdo estaca-solo sdo aproximados por uma
funcdo polinomial do quarto grau e o esforco vertical por um polindmio do terceiro grau. Os
graus de liberdade para a estaca sdo os deslocamentos u, v e w e as rotagdes 65 e 6y para o

topo da estaca; e os deslocamentos u, v e w para os outros nos.
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Figura 2.6 — Estaca Figura 2.7 — Estaca-solo

O sistema de equagdes para o conjunto estaca-solo (Figura 2.7) é obtido da mesma
forma que explicado anteriormente, para a interacdo placa-solo e que neste caso, se incorpora
a contribui¢do das tensdes nodais nas estacas. A modelagem da estaca pelo MEF resulta em
um sistema de equacdes também em funcdo das tensdes nodais, que apds serem eliminadas
nos dois sistemas de equacdes anteriormente mencionados, resultam no sistema de equacdes

global para a andlise desse problema.
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O programa computacional que permite a andlise da interacdo estaca-solo, exemplo 8
do capitulo 5, foi denominado Pile Soil Interaction — BEM-FEM — 2010 e foi desenvolvido

em linguagem Fortran 6.6 e Orientado a Objetos.

2.3.2 Interacio estaca-solo-superestrutura

O edificio tridimensional, descrito no capitulo 5 é modelado em teoria de primeira
ordem via MEF com elementos de barras para os pilares e as vigas e com elementos de cascas
para as lajes. O elemento de casca utilizado € o elemento plano de casca, onde se acopla o
elemento de placa DKT, que pode ser visto em Batoz, Bathe e Ho (1980) e Batoz (1982), com
o elemento de membrana, que é adotado o elemento da formulagéo livre, proposto em Bergan
e Felippa (1985).

O programa computacional desenvolvido no presente trabalho, que permite a andlise
da interacdo estaca — solo — superestrutura (Figura 2.8), exemplo 11 do capitulo 5,
denominado SSI-BEM-FEM-2013. O programa foi implementado em linguagem Fortran 6.6 e
compreende o programa Cap Pile Soil Interaction - BEM-FEM — 2012, exemplos: 9 e 10. A
maioria dos exemplos descritos nesta tese sio retirados de outros trabalhos e comparados com
os mesmos. As malhas dos exemplos descritos na tese sdo geradas através do ANSYS 10 ou

do PEC — Sousa Jr. (1996).
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Figura 2.8 — Estaca-solo-superestrutura



3. Método dos Elementos de Contorno aplicado a analise mecéanica dos solidos

3.1 Introducao

Neste capitulo, apresenta-se a formulagdo do MEC aplicada a modelagem mecanica
dos solidos considerando as solu¢des fundamentais de Mindlin. Nesta formulagdo adota-se o
s6lido homogéneo, para a simplificacdo e resolucdo do problema de Mindlin, como um
dominio semi-infinito, cujo material € homogéneo (lnico material), isétropo (possui as
mesmas propriedades fisicas independente da direcdo considerada) e de comportamento
eldstico-linear (as tensdes e deformacdes estdo linearmente relacionadas), o problema de
Mindlin como descrito no capitulo anterior ja foi pesquisado por diversos outros autores e
acrescenta-se Lyell e Sanders (1984). Como a andlise do sélido descrita é governada pelas
equacdes da elasticidade linear de um sélido semi-infinito, as principais equag¢des necessdrias
para a formulacdo das integrais no contorno sido os deslocamentos do sélido determinados
pelas solugdes fundamentais de Mindlin. Para maiores detalhes sobre as equacdes da
elasticidade linear sugere-se Ciarlet (1988), Constantinescu e Korsunsky (2007), Ekeland e
Temam (1976), Fridman (2001), Temam (1976), Timoshenko e Goodier (1951), Villaca e
Taborda Garcia (2000), Westenholz (1978). Em relacdo ao MEC, maiores informag¢des podem
ser obtidas em Brebbia e Dominguez (1998), Brebbia e Nakaguma (1979), Mukherjee (2005),
Schanz e Steinbach (2007).

A equagdo integral, cuja solucdo resulta nos deslocamentos do sélido em pontos do
contorno ou do dominio é conhecida como identidade Somigliana. Esta equacdo pode ser
obtida aplicando-se o Método dos Residuos Ponderados sobre a equacdo diferencial de
equilibrio que serd mostrada neste capitulo. Também se apresentam as solucdes fundamentais
de Boussinesq-Cerruti, que sdo um caso particular do problema de Mindlin. Alguns trabalhos

que descrevem estas solugdes fundamentais s@o: Barbirato (1991), Matos Filho (1999),
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Mendonga (1997), Mindlin (1936), Oshima (2004) e Paiva e Butterfield (1997). Exemplos
recentes que adotam as solucdes fundamentais de Mindlin: Oliveira, Dumont, e Selvadurai
(2012), Selvadurai e Katebi (2013) e Venturini, Coda e Tejerina Calderén (1998).

Com o MEC aplicado a mecanica dos solidos, neste capitulo ainda, apresentam-se
exemplos de dominios representativos do solo sob carregamento. Os resultados desses
exemplos permitem verificar a eficiéncia da implementagdo computacional desenvolvida para

o problema de Boussinesq-Cerruti.

3.2 Elasticidade linear

Apresentam-se as equacdes bésicas da teoria da elasticidade linear. Como as equacdes
de equilibrio, as equacdes diferenciais que governam o problema elastico, em funcdo dos
deslocamentos, denominadas equagdes de Navier sdo deduzidas. Adotando-se as condi¢des de
contorno formula-se o problema de equilibrio em teoria da elasticidade linear, como descrito

em Ramos Lovén (2006).

3.2.1 Equacoes de equilibrio

A Figura 3.1 mostra um elemento infinitesimal, no qual sdo ilustrados forcas de

superficie, tensdes e deslocamentos em um sdlido tridimensional.
x3,u3

x1,ul A x2,u2

dx1 dx2

dx3

bl b2

Figura 3.1 - Notagao para a superficie de forgas, tensdes e deslocamentos
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O equilibrio de forcas sobre o elemento infinitesimal nas dire¢des x;, x, € x3 resulta

nas equagdes de equilibrio que devem ser satisfeitas no dominio do corpo:

60'11 60'12 60'13

0xq T 0x, t 0x3 +b1 =0
00y, 00y, 00,3
- + +b,=0 :
dx, 0x, 0x3 z G-
doz; 003, 0033
+ + +b;=0
dx; 0x, 0x3 3
onde by, b, e b; sdo as componentes das forgas de massa (por unidade de volume).
Escrevendo-se as Equagdes (3.1) em notacio indicial:
aa'i'
ou
aij,j + bi =0 (33)

onde i = 1,2,3 e j = 1,2,3. Como ilustrado na Figura 3.1, o indice i esta associado a faceta, j
estd associado a componente £ = (t,t,, t3) = t;&; + t,, + t3é;, mostrada na Figura 3.2. A

virgula indica a derivada, pela notagdo de Einstein.

X3

4

T

X2

Figura 3.2 - Vetor tenséo nas 3 facetas paralelas aos planos coordenados

A Equacdo (3.3) deve satisfazer as seguintes condi¢des de contorno, ilustradas na
Figura 3.3:

@) Essencial ou deslocamentos prescritos (Dirichlet)
u; = ﬁi em Fl (3.4)

(i1) Natural ou forcas prescritas (Neumann)
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pi = Dbi em I (3.5)

¢é a equacdo de equilibrio em uma superficie qualquer, onde i = 1,2,3 e j = 1,2,3.

u=u

X2

X1

Figura 3.3 - Condig¢des de Contorno

3.2.2 Componentes de forcas de superficie

As componentes de tensdo sdo projetadas em um elemento diferencial do contorno dI"
e o seu equilibrio resulta em forcas de superficie p;, também denominadas na literatura
internacional como tractions:

P1 = 0111y + 015N + 01373

P2 = 021Ny + 0327, + 03373 (3.6)

p3 = 031Ny + 03N, + 03373
onde n;n,n; sdo os cosenos diretores da normal n em relacdo as diregdes x;x,x3:

n, = cos(n,x;1); n, = cos(n, x,); ns = cos(n,x3) (3.7)

Reescrevendo-se a equacdo (3.6) em notagdo indicial:

pi = aijnj (3.8)

3.2.3 Relacoes deslocamento-deformacao

As relagdes deslocamento-deformacao sdo as seguintes:
1 ..
gij(s) = 3 [ui,j(S) + uj,i(s)] (i,j =12,3) (3.9)

onde, u; € o deslocamento na dire¢do i, ;; € o tensor das deformagdes, s € um ponto genérico

L . _ aui
no corpo eldstico e u; j = 2%,
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3.2.4 Equacoes constitutivas

Considerando-se um corpo homogéneo e isotropico (mesmas propriedades materiais
em todos os seus pontos e em cada ponto estas propriedades sdo iguais em todas as direcdes),
a relacdo entre tensdes e deformagdes em um ponto s € obtida pela Lei de Hooke
generalizada:

0;;(s) = 6U£kk(s) + 2Ge;5(s) (3.10)
onde G € o modulo de elasticidade transversal, v € o coeficiente de Poisson, g;j sdo as
componentes de deformagéo e §;; € o delta de Kronecker:

6L'j =1 se [ =]

(3.11)
5ij =0 se i :/:]

Sk = &11 + &y + E33 3.12)

3.2.5 A equacio de Navier

Substituindo-se as relacdes deformagao-deslocamento, Equacdo (3.9), nas Equacgdes

constitutivas, Equacgao (3.10), resulta a seguinte relaco:

0i(s) = 22 N5 4 G (a”l a”") (3.13)

1-2v Oxg Xj 0x;

Derivando-se a Equacdo (3.13):

__ 90y _ 26v 0%y 9%y 0%u;
Oijj = dxj T 1-2v dxjoxy ij 0xjox;j + dxj0x; (.14)
ou seja,
26
0ijj = ukk,au + G (uyj; + uj)) (3.15)
Eliminando delta de Kronecker tem-se:
2Gv
0ijj = ukkl+G(ul“+u]U) (3.16)
Fazendo-se k = j e sabendo-se que u; j; = u;;; porque o deslocamento € continuo.
2Gv
0ijj = oty + Gy + ) (3.17)

Substituindo-se a Equacao (3.17) na equagdo de equilibrio (3.3) obtém-se:

0;;j +bi = u”l+G(ul”+u“l)+b 0 (3.18)
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Da equacao (3.18) resulta a equagdo de Navier-Cauchy, que é uma equacgao diferencial que

governa os deslocamentos de um corpo sélido tridimensional:

1 b;
ou
onde b; sdo for¢as de massa.

A equagdo (3.21) é denominada equagdo de Laplace:

V= (ot o) =222 3.21)

ax2  dy2 T % ozoz

onde V2 é o operador de Laplace definido como:

v=v-V=(iZ+j) (im+jm) = (m+m) (3.22)

Considerando-se a aplicacdo de uma carga unitdria F em um ponto P (ponto fonte) do
dominio na dire¢do cartesiana m, F;"(P), observam-se os seus efeitos nas diregdes cartesianas
em outro ponto S (ponto campo). Nas respostas para deslocamentos u;; e forcas de superficie
pij» i € a direg@o de aplicagdo da forga e j a dire¢do do efeito medido. Denomina-se solugdo
fundamental as respostas da carga unitéria, que € uma solucdo da equagao de Laplace (3.21).
As expressdes da solucdo fundamental para deslocamentos e forcas de superficie sdo obtidas

substituindo-se as forgcas volumétricas na equagdo de equilibrio (3.3) e na equacdo de

deslocamentos (3.19), pela funcdo Delta de Dirac, resultando em:

O-l'j,j + 6(P, 5)61(1' =0 (324)
1 * * 1 .
50 Wik ji (P, S) + wyy (P, S) + = 8(P,$)8y = 0 (i,j=123) (3.25)

A equagdo (3.25) é denominada Equagdo de Navier, que € a equagdo (3.24) em termos de
deslocamentos.

A funcgdo delta de Dirac é uma funcdo generalizada que pode ser definida como o
limite da func¢do normal. No limite, esta funcdo € zero em todos os pontos do dominio exceto
onde o argumento € zero, quando ela vale infinito. Para a fungdo delta de Dirac §(p,s) sdo
vdlidas as seguintes propriedades:

§(p,s) =0 se p#*S

6(p,s) = se =5
(@ 5) p (3.26)

f F )8, 5)d0 = £ (p)
Q
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8;j € o delta de Kronecker, equagdes (3.11), v € G sdo o coeficiente de Poisson e o médulo de

elasticidade transversal do solo, respectivamente.
Das equacdes (3.8), (3.9) e (3.10) encontram-se as for¢as de superficie para o

problema fundamental:

p; () = G [y (s) +uj () + =y ()] (3.27)

3.3 Solucoes fundamentais

A solucdo da equacdo diferencial (3.25) é conhecida como solugdo fundamental em

deslocamentos u;;. As solugdes fundamentais dependem das caracteristicas do dominio e do

contorno da regido onde o problema eldstico fundamental estd definido. Neste trabalho é
analisado o problema fundamental de Mindlin, bem como, o problema fundamental de
Boussinesq-Cerruti, que € um caso particular do sélido descrito por Mindlin.

As solucgdes fundamentais de Mindlin (1936) sdo obtidas diretamente pela aplicagao
da teoria potencial, apresentada em notagd@o vetorial, como afirma Mindlin (1953). A solucdo
das equagdes lineares de equilibrio do corpo eléstico é encontrada para o caso de uma forca
atuando em um ponto interno do corpo isotrépico limitado por um plano. O resultado foi
obtido a partir da solugdo de Kelvin para a for¢ca atuando em um corpo sdlido e admitindo-se
o nucleo de deformagdes, que sdo adicionados fora do corpo semi-infinito e assim anulam as
tensdes no plano que limita o s6lido. Para mais detalhes do problema da for¢a atuando em um

ponto, também se sugere Love (1944).

3.3.1 Funcoes de Papkovitch

Considerando-se um corpo eldstico isotropico em equilibrio, o deslocamento ;;, €

governado pela equagdo:
Wyt _ﬂzv VVu+F=0 (3.28)
onde u € o médulo de elasticidade transversal, V € o coeficiente de Poisson e [’ € a forga

de massa por unidade de volume. A notacdo vetorial pode ser entendida em Weatherburn

(1928).
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Para o corpo isotrépico, a tensdo, ¢y, tem a seguinte relagdo com o deslocamento:

o=V ul 4| VuruV | 329
onde A=2uv/(1-2v).

Pelo teorema de Helmholtz, descrito em Weatherburn (1928), ;4 pode ser resolvido
através das componentes planas e senoidais:

u=VorV-H. VH0 530

De modo que se reescrevendo a equagao (3.28) tem-se:

uv? (aV(/HV-H ]+F=0 (3.31)
onde a=(1-v)/(1-2v).

O valor entre parénteses na equagdo (3.31) € um vetor, tal que, B =7B, + jBy +kB,,

por exemplo:

*V¢+V-H=B (3.32)

WB=—F (3.33)

Da equagdo (3.32) com V. encontra-se:

V'¢=V-B (3.34)
a solucdo completa é:

200 = ;i.B+,B (3.35)
onde £ é uma fun¢io escalar, que satisfaz:

Wp=rF (3.36)
e p=gx+ jy + ez € a posigdo do vetor.

Substituindo a equagdo (3.35) na equagdo (3.30) e eliminando \/.J{ por meios da

equacdo (3.32) resulta em:
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u 25_4(11-@7[’?5*@} (337
'LNQB = _F (3.38)

2
HB=rF (3.39)
Assim o deslocamento € expresso em termos das fungdes de Papkovitch, B e B, das quais
os laplacianos sdo conhecidos se a for¢a de massa [’ € conhecida.

A prova de completude da funcdo de Papkovitch, dada acima é uma extensdo para

incluir as forgas de massa, vista em Mindlin (1936), onde Be ﬁ sao denominadas funcdes

de Papkovitch, comentada em Tran-Cong (1981, 1994), apds a solucdo original da equacdo

(3.37), da teoria da elasticidade. Estas sdo as fungdes de Boussinesq (1885), que foi quem
introduziu B, e ,8 , mas empregou funcdes de tipos diferentes onde B, e B, poderiam ser

consideradas.

3.3.2 Equacao de Green

O valor de uma funcdo V, em algum ponto de uma regido pode ser expresso em
termos dos valores do seu contorno, Laplaciano e fun¢@o de Green, G, para a regido, através

da féormula de Green descrita em Weatherburn (1928):

—47V = j V5-VGdS + jGVZVdV (3.40)

Para aregido z =0, a funcdo de Green é:
G= rl*l — 7‘271 (3.41)
onde

rP=(x=&) +(y-n) +(z=¢) (3.42)

=(x=&) +(y-n) +(z+{) (3.43)
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3.3.3 Forca aplicada em um ponto

em que (X,y,z) sdo as coordenadas de um ponto P(x,y,z) na regido, e (£,7,¢), (£,17,—-¢) sdo

as coordenadas do ponto fonte Q(£,7,¢{) e a suaimagem Q (&,77,—¢), respectivamente.

A definicdo de Kelvin para forca aplicada em um ponto toma a seguinte forma, neste

colocando o ponto C(0,0,c) tem-se:

lim| FdV =P

T—0JI ~ ~

onde P ¢ uma for¢a constante em C.

caso: considerando-se a distribui¢ao de forgas de massa [ em uma regido fechada T dentro

de z> 0, com ['=0 e fora T, mas dentro z 2 0. Subtraindo-se T indefinidamente, sempre

(3.44)

Para aplicacgdo posterior, nota-se que no limite de T aproximando-se de zero tem-se:

Q(£.7.4)=C(0,0,c)

Q (&.1.-¢)=C (0,0,—)

F =24y +(z-c) =R

(3.45)

(3.46)

(3.47)

(3.48)

(3.49)

(3.50)

(3.51)
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oG 9 (1 1 j
o6__9f12_ L (3.52)

3.3.4 Forca normal no plano do contorno

Neste caso tem-se F, =F, =0 e B, =B, =0. A funcdo de Papkovitch (Boussinesq)
restante, B, e [, deve satisfazer a condi¢do de forca de superficie nula em z=0. Assim

tem-se das equacdes (3.29) e (3.37), em z=0:

2 9B, 9P
- 2(1-v) L2 22 |9
O 2(1—1/){( V) 0z azz} (3:3)
u [, 98, 9]
- -2 9P |
O =50 M % e (359
u [ 9, 9]
- - P2 2P |
% =20 )% o (3-55)

A funcdo entre colchetes na equacdo (3.53) € uma das quais o Laplaciano:

2 _ 2
2 2(1_V)aBZ _a,f __2(-v)oF, 19 (zljx)
0z 0z Y7 oz M 0z

¢ conhecida para todo z =0 e do qual o valor no contorno € zero. Por isso, da equagdo (3.40):

(3.56)

dz 07" 4mu a¢?

Agora, integrando o primeiro termo na integral de volume por partes, resulta em:

j[fo5

A integral na superficie na equacdo (3.58) desaparece porque F, =G =0 no contorno

2(1—v)aBZ ’h_ IIG{ )a;+ TEE) | gy (3.57)

IHF 99 agndg (3.58)

do corpo. Em seguida, das equagdes (3.44) e (3.50):

oF, (1 1
lim | G—24dV = —
Tl—>0 a; aZ (Rl * R2 ] (359)

Analogamente, integrando por partes as equacdes (3.44), (3.45) e (3.51):
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2 2
. F, 92 (1 1
Por isso,
B P 11 o1 1
2(1-v)B, - L =22 | 2(1-v)| —+— |[+o—| ———
(1-v)8, 0z 47[;1{( )( | RZ] Caz(Rl Rzﬂ (>-61)

onde uma integracdo em relacdo a z € realizada (a funcdo arbitréria de x e y, assim introduzida
deve ser eliminada desde que 2(1—v)B, —9f3/dz , para z —).

Voltando as condicdes de contorno, nota-se que as equagdes (3.54) e (3.55) podem ser

integradas em relagdo a x e y, respectivamente, de modo que, em z=0:

(1-2v) Z-%:o (3.62)
O Laplaciano:
1-2 1 J(zF.
VZ{(1—2V)BZ—%—ﬂ= ﬂ‘/ - (gzz) (3.63)
€ conhecido através de z =0 e por isso, da equagdo (3.40):

o 1 0
1-2v)B, ——=—|G|(1-2v)F,+—({F,) |dV
=28, = {( JE+57 (6 z)} (3.64)

Pelo mesmo processo descrito anteriormente, das equacgdes (3.44), (3.45), (3.49) e (3.50)
encontra-se:

(1-2v)B, —a—’B:i{(l—w)(i—i}+ci(%+iﬂ (3.65)

oz 4mu R

2

Finalmente, das equacdes (3.61) e (3.65) tem-se:

P, |1 3-4v 2c(z+c)
- R TR (3.66)
471'# Rl R2 R2
B="Lr | a1-v)(1-2v)10g(R +Z+c)_i_w -
4mu g\, R X, (3.67)

Estas duas fungdes, (3.66) e (3.67), constituem as solugdes para o caso de forcas em

(0,0,¢) normal ao plano do contorno (z = 0).
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3.3.5 Forca paralela ao plano do contorno

Neste caso tem-se F, =F, =0 e¢ B, =0. As condi¢des de contorno sdo as do plano

z=0, portanto:

u | 0B, . 0B, d°B, 0°f
= 2(1- 2 — - =0
O-ZZ 2(1 —V) i ( V) aZ +2v ax X aZZ aZZ (368)
u | 0B, 0B,) 9°B, J°f
= 1-2 = - =0
T =301 V)( x oz j ¥ oxdz  awoz (3.69)
u | 0B, 9°B, 0°f
= 1-2 - - =
2= 30| T e e (3.70)

Derivando a equacdo (3.69) em relagdo a y e a equagdo (3.70) em relacdo a x e

subtraindo-as encontra-se em z=0:

9’By _ 0
dydz

Portantoem z=0:
0B, B
oz
Logo,em z=0:
v 9B, __10F,
oz U 0z

0

Portanto a partir da equacao (3.40) tem-se:

3B,
0z

1 oF
= G—Xdv
472',11-[ of

9B, _ B 91, 1
0z 4mudz\ R R,
Assim, da equacdo (3.59):
BX — PX L+L
4mu\ R, R,
Da equacgdo (3.70) em z=0:
oB

Jp
1-2v)B, - = x X =0
(1-2v)B, 0z * 0z

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)
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Da equacdo (3.71) em z20:

V{(l—zv) : ‘—;ﬂ %aaix (3.77)

Assim, pela equagﬁo (3.40):

(1-2v)B, - Py dV (3.78)

0z 47z,u-[ 5
Mas o lado direito da equacéo (3.78) desaparece desde que £ — 0 como T — 0. Por
18S0:
0
(1-2v)8,-2% —0 (3.79)
0z
em toda a regido z=>0.
Da equacéo (3.68), em z=0:
0B, J0°f 0B, 0°B
2(1-v)—%- +2¥—=—x—%X=0 3.80
( ) dz 97 0x 9z’ (3.:80)
Logo, da equagdo (3.75):
oB, 9’B, _ (1—2V)PXX_3PXczx

2v X = 3.81
Ox oz 27uR,  27uR’ (3:81)
onde Rf =x +y2+c2. Mas,em z=0:
(1-2v )aB _(1-2v)Pyx 2a
ox 27UR, (3.:82)
e
P 9 (1 3P, c’x
—| = |= (3.83)
2mu dxdz\ R 27UR,
Por isso, a equacgdo (3.80) pode ser reescrita como:
0B, J°f OB, Py 9 (1
=2(1-v)=—=- —(1-2v)—=— =0
z=2( ) dz 07 ( ) ox 27r,u 0x0z (3-84)

em z=0. O Laplaciano do lado esquerdo da equagdo (3.84) na regido z=0:

2 P—
szz_ﬁa IZX +1 2v OF, (3.85)
M 0z MU Ox

Portanto, da equagdo (3.40):

1 0’F, oF,
7524”#!6{95 Ve —(1-2v )af}dv (3.86)
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O primeiro termo do integrando é eliminado desde que £ —0 ¢ T — 0. Integrando-se

por partes o segundo termo tem-se que a integral de area € suprimida resultando em:

1 2v
j F, fdv (3.87)

onde, pelas equacdes (3.44) e (3.52) tem-se:

_(=2v)P 9 (1 1 388
A= dmu  Ox\ R, R, (3.88)
Logo, das equacgdes (3.88), (3.84) e (3.75):

0B, 0o° 1-2v)P,x 3P,cx(z+c
2(1—V) X _ €=_( )3X + X ( - ) (389)
dz 0z 27UR, 27UR;
ou
0 1-2v) P, x P,
2(1-v)B, -2 - U=2v)hx X (3.90)
0z 27UR,(R,+z+c) 27uR;
Finalmente, das equacdes (3.90) e (3.79) tem-se:
1-2v)P,x P, cx
X—z( Jhx B ; (3.91)
ZUR, (R, +z+c) 27uR;
1-2v)’' P 1-2v) P

2mu(R, +z+c) 27uR, (R, +z+c¢)

Estas duas fungdes, (3.91) e (3.92), e a equacdo (3.75), abrangem a solucdo para o

problema da forca aplicada em (0,0,c) paralela ao plano do contorno.

3.3.6 Comparacao dos resultados

As solugdes de Mindlin (1953) foram formuladas em termos do vetor de Galerkin F
(diferente da forca de massa F ).

Para a forca normal ao plano do contorno a solucao obtida foi:
P, k

2cz
F=—~
- 4xz(1-v)

{R +[8v(1-v)-1]R, —?+4(1 2v)[(1—v)z—vC]10g(R2+z+c)}

2

(3.93)

e para o problema de uma forca paralela ao plano do contorno:
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PX i 2¢0?
F :m{& +R, —}TZ+4(1—v)(1—21/)[(z+c)log(R2 +z+c)—R21}
- (3.94)
X 2cx
+———| —+2(1-2v)xlog(R, +z+
| e sa2-2)siog(r, )

A relagdo entre as fungdes de Galerkin e Papkovitch mostram que:
UB=(1-v)V*F (3.95)
up=01-v)(2V-F-r-v*F) (3.96)

Substituindo-se as equagdes (3.93) e (3.94) nas equagdes (3.95) e (3.96) verifica-se

que as solugdes apresentadas sdo idénticas.

3.3.7 Solugoes fundamentais de Mindlin

Mindlin (1936) ao analisar um sélido fez algumas simplificagcdes em relacdo ao seu
comportamento mecanico. O solo foi considerado como um material eldstico-linear,

homogéneo e isétropo. As solucdes fundamentais foram definidas em um meio semi-infinito,

Q.
7
Plano 3'1(0,0,-¢)
x3=0
C
X > X1
el | \R2
| 2 0,+C)“\
P \\\ ‘\
)(2 \\ \
F! RIS Y
L a4
1 | S
F S
v (x1,x2,x3)
x3

Figura 3.4 - Solido de Mindlin (1936)

Considerou-se o s6lido submetido a uma carga concentrada unitdria P aplicada em qualquer

ponto no interior do dominio semi-infinito, *. Definiu-se a superficie do contorno no plano
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x3 = 0 e esta foi considerada livre de forcas de superficie. A ilustragdo deste problema
encontra-se na Figura 3.4.
As solugdes fundamentais de Mindlin (1936), referentes aos deslocamentos nas
direcdes x;, X, € x3 sdo as seguintes:
3 -4y 1 73 3—4vord, 2CZ 3ré
wly = Kd{ S 4 4 TPt ( s)Tsp1 (1 SP1>

3 3 3 Y
Tsp RSS’ rSP RSS’ R RSS’

n 4(1 —vs)(1 — 2vs) 1— < Tszm >]}
Rgsr + Rggr3 Rss'(Rss' + Rssr3)

1 3—4vs 6CZ 4(1—vg)(1—2vs)

Ui, = KaTsp1Tspy [_3 +—= T —
2
ip Rig Ry Rss'(Rss' + Rssrz)

% TSP3 (3 - 41/5)7'51_)3 6CZRSS’3 4‘(1 - Vs)(l - ZVS)
U3 = KaTsp1 |3 -

ss’

$p R3s RS/ Rss'(Rssr + Rssr3)
Uzy = U,
3 —4v 1 73 3 — 4v)rd 2C7Z 3rd
w5, = Ky s 4 +SI3’2 ( 3S)SP2+ Z(1- gpz
Tsp Rssr  75p Rssi Rsgr Rsgr
3.97
4(1 —vs)(1 — 2vs) 1— TSZPZ } ( )
Rgsr + Rggr3 Rgs'(Rssr + Rgsr3)
. = 5P
23 =7 s

rsps . (3 — 4ve)Teps " 6CZRgs13 _ 4(1 —vs)(1 — 2vg)

uz; = Kq7spq [ 3 3
5
Tip R R2sr Rss'(Rss + Rssr3)

. Tsp2

Uz, =—U
32 rSPl 31
R2 3—4v, 6CZR%,, 8(1—v.)%—3—-4v
u§3=Kd[5§3+ S+ 5553+ ( S) ( S)
Rsp Rsp Rggr Rss:
N (3 — 4vg)R%, — 2CZ
3
RS/
onde:
1+ v
Kj=——
8TEs(1 — vg)
T = 3.1415926536
C = x3p (3.98)

Z=X3§

Rgp = \/(x1§ - le)Z + (ngr - xzp)z + (x3§ - x3p)2
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Rgp1 = X168 — X1p

Rggr = \/(xlf - 3‘15’)2 + (xzf - xzs')2 + (xsf - x3s')2

Rssr3 = X3¢ — X357
1

Ks = 8ni—vy)

onde u; ; € a solugdo fundamental, i € a direcdo da forga, j € a dire¢do do deslocamento, vg € 0
coeficiente de Poisson do solo, Es € o médulo de elasticidade longitudinal do solo, L é o
comprimento da estaca, R, € o raio, (x;p,X,p,X3p) sd0 as coordenadas do ponto fonte P,
(xlse,ng, x3§) sdo as coordenadas do ponto campo S, S’ é um ponto definido tal que
(xq57, X557, X357) = (X1p, X2p, —X3p), Rgp € a distdncia do ponto de integragdo S ao ponto
fonte P e Ry € a distancia do ponto de integragdo S ao ponto S’.

As forcas de superficie sdo expressas em funcio do tensor de terceira ordem das

tensoes, aﬁc‘, e do vetor normal a superficie, n.

Py =0, (3.99)
onde as componentes do tensor de terceira ordem das tensdes sao:
“ 1-2v (1-2v)(5-4v) 31 3(3-4v);’
Oy =Kshq———=—+ 3 TS T e T
r R r R

_4(1—V)(1—2v){3_ 7 (3R+R3)}r%{3c_(3—2v)R3 +51r€‘i}}

R(R+R,) R*(R+R,) 2

. 1-2v 1-2v 3r* 3(3-4v)r
% =Ks”{‘7+7‘r—é‘T)l+
_4(1-v)(1-2v) 1_r,2(3R+R3) _6cz 1_%

R(R+R,) R*(R+R)| R | R

(3.100)

(1-2v)r, (1-2v)r, 3/, 3(3—-4v)K'R,
s 3 + 3 15> N 5 +
r R r R

6¢ 5r*zR
—F[Z& —(1—21/) rl2 —#}}

: —ov (1-2v)(3—4v) 352 3(3-4v)r
2§=Ksr1{l v, (1-2)(3-4v) 37 3(-4)r

3 3 5 5
r R r R

_4(1—1/)(1—21/){1_r22(3R+R3)}_E[C_(1_2V)R +5r22z}}
>R

R(R+R,)’ R*(R+R,) | R 2
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0-2; = Ksi'irz {—i—r;—%+%|:l—2l/+ 52153 :|}

. 1-2v 1-2v 318 3(3-4)R} 6c 5R:z
0;1=Ksrl{ ST T s T | e (- 2) e

o’=K.r

3 3 5 5
r R r R

{1_21/ (1-2v)(3-4v) 372 3(3-4v)r
sz + N —

_4(1—v)(1—zv){1 #(3R+R3)}g[c_(l_w 5}}
R 3 R?

R(R+R) | R (R+R)

. 1-2v 1-2v 317 3(3-4v)r
"15:’(5”{‘7 R
_4(1-v)(1-2v) 1_r22(3R+R3) _6c 1_%

R(R+R,)’ R’(R+R) | R°| F
0 =0

) _ 1-2v)(3-4 2 3(3-4v)r?
oo {2 UO) 3 G-
r

R3 r5 RS
4(1-v)(1-2 >(3R+R :
_40=v)( 2") 3_r22( k) + 850 (3-av)R, + 222
R(R+R,) R*(R+R;) | R R
. (1—2V)r (1—21/);1 312y 3(3—4V)r2R
O'zisz{_ 2 4 R -- ;53_ R’ —+
5r7zR
—%[z&—(l—zv)r;—%}}
or=20]
I

. 1-2 1-2v)(3r,—4vR 2
O_H3=KS{( Z)r3+( v)( ’;3 v 3)_3r]5r3+
r R r
3(3—4V)r12r3—6cR3[(I—ZV)Z—ZVc] 30cr zR,
- R’ - R’

_4(1—1/)(1—21/){1_ 7 _r_}}
R(R+R,) R(R+R,) R’

. 3(3-4 4(1-v)(1-2
O-lszsrlrz _3_r53_ ( SV)’}_Bochs - ( 2V)( V) 1 +l
r R R R*(R+R,) |R+R, R
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r3 R3 rS RS R7

" {1—21/ 1-2v 312 3(3-4v)zR, —3c(3z+c) 30czR32}
sh -

w

—T23
’,.3 R3 r5

3(3—4v)r'r,—6¢R [(1—2V)Z—2VC:| 30crzR
213 Rz - R27 24+

_4(1—1/)(1—21/){1_ 2 _r_j}}
R(R+R,) R(R+R,) R

o _g {1—2v 1-2v 32 3(3-4v)zR,—3c(3z+c) 3oczR§}
=K1, —

. 1-2 1-2v)(3r,—4VR 2
aZ;=KS{( V), (1-20) Gr-4vR) 3

r3 R3 r5 RS R7

O3 =

r3 R3 r5 RS R7

“ KS{_(I—ZV)r3+(1—2V)r3 31 3(3—4v)zR§—3CR3(5z—c)_3oCzR§}

3.3.8 Solucoes fundamentais de Boussinesq-Cerruti

A distancia entre o ponto carregado e o plano x3 = 0 € o parimetro c, mostrado na
Figura 3.4. De Mindlin (1953) sabe-se que se ¢ — oo tem-se o problema de kelvin, visto que a
caracterizacdo do problema de Mindlin deixa de existir, ou seja, o plano x3 = 0 ndo é mais
livre de forcas de superficie. Analogamente, quando ¢ — 0 tem-se o problema no qual a forca
¢ aplicada no plano x3 = 0 e as forcas de superficie sdo nulas, caracterizando o problema de

Boussinesq-Cerruti.

l '
\ " \ '-
[ [

\
RN /_/ \_‘“\ /’/

—

Figura 3.5 - Problema de Boussinesq Figura 3.6 - Problema de Cerruti

A diferenca entre as abordagens refere-se também ao ponto de aplicacdo da carga. Ao
contrdrio de Mindlin, que considerou a carga aplicada em qualquer ponto no interior do

dominio semi-infinito (1*, Boussinesq-Cerruti considerou a carga unitdria concentrada
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aplicada em qualquer ponto da superficie do sélido, ou seja, em qualquer ponto do plano
x3 = 0. Boussinesq (1885) considerou a carga aplicada normal ao plano como ilustrado na
Figura 3.5, e no problema de CERRUTI (1882) apud Mindlin (1936) a carga foi aplicada

tangencialmente ao plano, como mostrado na Figura 3.6.

Boussinesq
Cerruti F

l
FaF .
\\ F(_T‘I,Mindl—ijl

RN e

———

Figura 3.7 - Dominio elastico semi-infinito

Portanto, as solu¢gdes fundamentais de Boussinesq-Cerruti sdo determinadas a partir
das solu¢des de Mindlin (3.97) fazendo-se ¢ — 0, com as consideracdes feitas anteriormente,

Figura 3.7, resultando em:

1 .
iy = 5 [ =)oy +vryry| L) =12

1 (1 1 .
uy; = —(-D%u; =123
ou:

1
uj, [(1 —-v) + vrj]

~ 2nGr
. 1
W2 = onGy VT2
. 1 /1
ts = 2nGr (E B v) i
Uy = Uy (3.102)
1

— _ 2
= g (A=) +vri]

1 1
Y23 = 2mGr (E B v) "2

* *
Uz = —Us3

—_ *
U3z = —Ups
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1
ujp = 27Gr 1-v)

3.4 Equacio integral para o problema elastico

A equacdo Somigliana, que governa o problema da elasticidade linear é obtida a partir
da simetria dos tensores de deformacao e das tensdes e € escrita em func@o dos campos de
contorno e dominio, como visto em Ramos Lovén (2006). Assim, o problema € transformado
na exclusiva determinacdo dos campos de contorno, a partir dos quais sdo determinados os
campos de dominio, que apds manipulagdes algébricas e aplicagdo de alguns teoremas como o

de Betti, por exemplo.

3.4.1 Equacao Somigliana para pontos do dominio

Formula-se a equag@o integral do solo a partir da equacgdo de equilibrio, equagdo (3.3),
nesse dominio. Escreve-se a expressao dos residuos ponderados para este problema, onde
existem solucdes aproximadas no dominio e no contorno, como:

Joy (Gijxc + b;) uj;dQ = 0 k=123 (3.103)

onde a fungdo peso u;; € a solugdo fundamental que se refere ao deslocamento na diregdo j
devido a uma carga unitdria aplicada na dire¢@o i e b; é a for¢ca de massa (por unidade de

volume) na dire¢do i. Integrando-se a Equacgdo (3.103) duas vezes por partes tem-se:

f 077 Ui dﬂ+f uj;b; dﬂzf pfjuidF—f u;;p; dr (3.104)
Q Q r r
Sabe-se que 07 ; = —b; e:

bi = &(p,s)e; (3.105)

onde b; ¢ a carga unitdria aplicada no ponto p segundo uma das dire¢des ortogonais e; e este
pode ser escrito como o delta de kronecker:
b; = 6(p,s)d;j (3.106)
Substituindo-se a terceira Equacdo (3.26) e a Equagéo (3.106) no primeiro termo da

Equacdo (3.104):

f 8(p, s)d;u; (5)dQ = 6;5u;(p) = u;(p) (3.107)
Q
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ou seja, sabe-se que nessa condicdo o delta de Dirac tem valor unitério e pela notacao indicial
eliminam-se os indices repetidos, como feito na Equacéo (3.107).

Substituindo-se a Equacao (3.107) na Equacio (3.104) obtém-se:

u;(p) = —fr pi; (0, $)w;(s)dl +J; u;;(p, s)pj (s)dl' + fﬂ uj;(p, $)b;(s) dQ (3.108)

A Equacdo (3.108) € a Identidade Somigliana, que € valida para todos os pontos do espaco, do

dominio e contorno.

3.4.2 Equacao Somigliana para pontos do contorno - Mindlin

Para a solucdo fundamental de Mindlin, considerando o caso particular de Boussinesq
e Cerruti, no qual o plano x; = 0 representa a superficie de contorno, a qual é admitida livre
de forcas de superficie plf“j = 0. Admitindo-se essas consideracdes e a Equacdo (3.104) tem-

Se:

f Tjj, Ui d9+f ujib; dQ = —f ugp; dU (3.109)
Q Q r

Observa-se na Equagdo (3.109) que o termo do lado direito da integral refere-se ao
contorno do solo. Considerando-se o contorno dividido em duas regides [} e I,
correspondentes aos deslocamentos e forgas prescritas respectivamente, tem-se a equacao
(3.109) e admitindo-se as condi¢des de contorno descritas (3.4) e (3.5):

f i jU; dQ+f ujb; dQ = —f W;;p; dI‘—f w;;p; dr (3.110)

Q Q ry r,

Onde I'= Fl + Fz.

Figura 3.8 - Ponto campo s situado no dominio Figura 3.9 - Integracao da regido carregada
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A equacdo (3.110) pode ser escrita para pontos do contorno acrescentando-se um
dominio infinitesimal (), ao dominio original, como ilustrado na Figura 3.8. Dessa forma tem-
se 0 ponto campo s pertencente ao dominio. E o novo contorno é =T+ T, e o novo

dominio é Q — Q, + Q.. Reescrevendo-se a Equacdo (3.108):

u; = f u;;p; dl + f uj;b; dQ (3.111)
[-T+T¢ Q-Q:+Q,
Aplicando-se, na Equacdo (3.111), o limite quando ¢ tende a zero:
_lim . " lim * *
u; = e=0 [_L_fu”pj dar + L_ﬁ ul]bj dﬂ] e 0 [-[Fs uup] ar + fﬂs ullb] dQ] (3112)
Analisando-se cada termo individualmente:

lim f u;;.bjdns]=o

s—>0_

im [ .
gino f ul]p]df‘g]:O

lim | * _ *
£ 0 _jr—ruijpj dF] —fr u;;pj dl

([ s dg] - [ wiem)do

€

(3.113)

e—>0

Substituindo-se a Equacdo (3.113) na Equacdo (3.112) tem-se a Equacdo Somigliana
para a solugdo fundamental de Mindlin:

Cy PP = |

u;;(P,S)p;($) dl' + f uj;(P, $)b;(S) dQ (3.114)
r Q

3.4.3 Integral para o campo das tensoes

O campo das tensdes, para pontos do dominio, é encontrado pelas diferenciacdes nas
equacdes que regem o campo dos deslocamentos. Assim, a partir da identidade de
Somigliana, a equacdo integral que representa o campo das tensdes, que um ponto P estd

submetido € escrita como:

o,(P)= _I q;kukdr—l—J.‘g;kpkdr+".o-z;kbkdg (3.115)
T T Q
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O estado de tensdes para pontos situados no contorno do corpo é determinado de
forma andloga ao que acontece no campo de deslocamentos. No caso de pontos situados sobre

contorno sem presenca de angulosidades, a representacdo integral € escrita da seguinte forma:

1 . . «
Eo-ij(P):_Jo-tjkukdr_'_jgijkpkdr-i_Iijbde (3.116)
T T Q

3.5 Método dos Elementos de Contorno aplicado ao problema de Boussinesq-Cerruti

Desenvolve-se a solugdo numérica, das equagdes integrais apresentadas anteriormente
neste capitulo. A solugdo € obtida com uma técnica numérica, para estabelecer um modelo
discreto que aproxime campos do continuo a determinar. No MEC, a solucdo é encontrada
pelo processo de discretizacdo da equacdo integral que governa o problema, que neste
trabalho € escrita unicamente em funcdo dos campos de contorno, andlogo a Ramos Lovén
(2006). Este processo de discretizacdo resulta em um sistema linear de equagdes algébricas
que permite a determinag@o dos deslocamentos.

Contorno |’ n

X3 . lIB

ponto na
superficie

Ponto i de
aplicagao — - Xg. Uy
da carga
X1 . l.I1
(a) Definigao geométrica
X, Ug ujs X3 Py
uj *
12 Pyy
Xg.Ugy Ponto i
Carga unitaria na diregao X4 Carga unitaria na dire¢cao Xy
Xq.Uq Xq
(b) Deslocamento da solugao fundamental. (c) Forca da solugédo fundamental.
Carga unitaria na diregao x4 Carga unitaria na diregao xp

Figura 3.10 - Interpretacdo geométrica das componentes da solucao fundamental
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Descrevem-se neste item as equagdes do solo sob carregamento distribuido em sua
superficie, que se refere a solu¢do fundamental de Boussinesq-Cerruti descrita anteriormente.
E em seguida, apresentam-se alguns exemplos que comprovam a eficiéncia da implementagao
computacional das equagdes referentes ao solo, no presente trabalho.

Reescrevendo-se a Identidade Somigliana (3.114):

cu (PYuy(P) = f

; up (P, S)pr(S$)dr(s) + fn u; (P, S)b(S)da(s) (3.117)
S

onde P é o ponto fonte e S é o ponto campo, como ilustrado na Figura 3.9. E p;, e u; (k=1,2,3)
sdo as forgas e deslocamentos, respectivamente; u;, € o deslocamento na direcdo k quando a
forca unitdria é aplicada na diregdo i; e p;), € a forca na direcdo k quando a forga unitdria é
aplicada na direcdo i, Figura 3.10.

Desde que somente a compatibilidade dos deslocamentos verticais, na dire¢do x3, seja
admitida, somente a equacdo integral envolvendo a componente x; € necessaria. Nomeando-
se o deslocamento na direcdo x3; com a letra w, reescreve-se a Equacdo (3.117), sendo esta
livre de for¢as de massa (por unidade de volume):

w(P) = fr u33 (P, S)p3(S)dr(s) (3.118)

N

A integral (3.118) é uma integral de contorno, que pode ser escrita como integral de
dominio por causa de p; -, que € uma carga aplicada sobre o dominio do solo. Reescreve-se a

Equacao (3.118):

w(P) =fn uz3 (P, S)ps(S)dQg (3.119)

S

As forcas de superficie p3(S) sdo aplicadas em uma area qualquer de solo carregada e

esta drea € aproximada por elementos triangulares, Figura 3.11.

Figura 3.11 - Forcas de superficie e cargas nodais equivalentes
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Portanto, a fun¢fo interpoladora das forcas de superficie, p;(S), pode ser descrita
como um polindmio do primeiro grau:
p3(S) = Ax? + Bx5 + C (3.120)
onde (x7,x5) sdo as coordenadas do ponto campo S no sistema global de referéncia (x4, x,),
conforme ilustrado na Figura 3.9.
Os coeficientes A, B e C referem-se a carga de dominio p;, Equacdo (3.120).
Aproximando-se esta drea por um elemento triangular escreve-se:
1 xi x2|(A p;
1 x5 x5 {B} = {p,} =p; (3.121)
1 X1 x| \C Pk
Resolvendo-se o sistema (3.121) e substituindo-o na Equacao (3.120):
[(xzj - ka)x1 + (xlk - x1j)x2 + (xlijk - xlkxzj)]pi +
[(eak — x20)%1 + (g — X1p) % + (eqpeXo — X1 %20) IPj + (3.122)
[(xzi - ij)x1 + (xlj - X1i)x2 + (xuxzj - xlszi)]pk

onde A, € a 4rea do elemento. Da Equacdo (3.122) define-se a relacdo:

p3(S) = 24,

[A1x1 + Byx, + Ci]p; +
[A2x1 + Byxz + Colpj + (3.123)
" [A3x; + B3x, + C3lpy

p3(S) = 24

A area do triangulo é:

1
A = 2 [(X1jx2k - X1kxzj) — (XX — X1pX01) + (x1ix2j — xlszi)] (3.124)

Através da translacdo de eixos, as coordenadas do ponto S podem ser escritas em

relagdo a um sistema (X, X,):

X1 _ xi X1

{xz} = {xg} + {fz} (3.125)

As forcas de superficie no sistema (X, X,), Figura 3.9, correspondentes a uma area
qualquer de solo carregado, de forma andloga & Equacdo (3.125), tem as areas

correspondentes descritas pela aproximagdo de elementos triangulares como:

p3(S) = Ax; + Bx, + D (3.126)

D =Ax{ +Bx; +C (3.127)

Escreve-se a Equagdo (3.119), no dominio, em coordenadas polares:

W(P)zfe f u3s (P, S)ps(S) rdrdo (3.128)
R
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Escrevendo-se a forca de superficie, Equacdo (3.126), funcdo do sistema cartesiano
local, em coordenadas polares (1, 6):

P3(S) = Arcosf + Bsen6 + D (3.129)
Substituindo-se a Equacdo (3.127) na (3.129), o D € substituido, e tendo-se em vista a
Equacdo (3.122) e a Equacdo (3.123), a forca de superficie (pi) resulta da aproximagdo pelo

polindmio do primeiro grau:

p3(S) = (Arcos@ + Bsen® + Ax; + Bx5 + C)p; (3.130)

24,
Substituindo-se a Equacdo (3.130) na Equacao (3.128):

1
w(P) = f f uz5(P, S)ﬁ [(Arcos8 + Bsen® + Ax; + Bxs + C)]p; rdrd® (3.131)
6 YR r

De posse da integral (3.131) necessita-se determinar a solucdo fundamental em
deslocamentos uz; que € o resultado da resolucdo da Equacdo de Navier, Equacao (3.25).

Como se trata de um problema de Boussinesq-Cerruti substituindo-se j=3 na segunda
das Equacdes (3.101), que € resultado da substituicdo de x3 = 0 na solugcdo fundamental de

Mindlin (3.97), tem-se:

U3z = ZﬂlGr {(% - v) T3+ 033 [(1 —Vv)+r;3 (v - %)]} (G=1,2,3) (3.132)

onde &35 € o delta de Kroenecker e é igual a 1, ja que i=j. Portanto, encontra-se a solucéo
fundamental de Boussinesq-Cerruti:
1—v
Ura = 3.133
37 2nGr ( )

Substituindo-se a solu¢do fundamental (3.133) na Equacédo (3.131):

1-vy1
P) = A B Ax{ + Bx; ] D; 3.134
w(P) -fe fR SmCr [ZAT( rcos6 + Bsenf + Ax; + Bx3; + C)|rdrd6 p; ( )
Da Equacdo (3.134):
1-v 1 2 2 s s =
w(P) = o {A_ [AR?*cos6 + BR?sen6 + 2(Ax; + Bx; + C)]} do p; (3.135)
7] r

Da Figura 3.9:

d6 = " dry, (3.136)

Substituindo-se a Equacdo (3.136) na Equacdo (3.135), sabendo-se da Figura 3.9 que

. = cosf e r, = senf, e fazendo-se as devidas simplificagdes:

w(P) =

1—v 1 )
871G fr [A_r (Al-er + B;Rr, + 2(Ax; + Bx5 + Ci))] nrdl p; (3.137)
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Na Equacdo (3.137) tem-se o deslocamento w, quando determinada drea de solo que
se encontra carregada em sua superficie e € considerada a solu¢do fundamental para o
problema de Boussinesq-Cerruti. Acrescenta-se que esta integral representa a soma de todos
os elementos triangulares que compde determinada édrea de solo carregada.

Transformando a integral (3.137), inicialmente no contorno em uma integral numérica:

fonte triangulo 1qdo Gauss

W = 811G nz Z Z Z {[A ) Aer1+Ber2

1 (3.138)

+2(Apxi + Bxz + Ck))] nka} (i (©Ow(®) p;

onde n é o numero de nods, v € o coeficiente de Poisson; G € o mddulo de elasticidade
transversal; A, € a drea de cada elemento triangular; k=1,2,3 refere-se a cada lado do tridngulo
e corresponde a aproximacgdo do elemento triangular, e os valores das constantes encontram-
se na Equacdo (3.123); J € o jacobiano; w € o peso; ¢ refere-se a cada ponto de Gauss;
(x{,x5) sdo as coordenadas do ponto campo; n refere-se ao niimero de pontos fontes (niimero
de nds); j refere-se ao nimero de elementos triangulares e da notagdo indicial sabe-se que
indices repetidos significam uma soma, portanto:

Nl = N7 + Ny (3.139)
onde ny, é o vetor normal e 7, é o versor de R, que é a distincia do ponto fonte (x5, x5) ao
ponto de integracdo (x1 (&), x, (E)). O indice n refere-se aos nés de cada tridngulo, portanto

tém-se os seguintes vetores:

Wy P1
w, = W2 Pn = 1P2 (3.140)
w3 p3

Escrevendo-se a Equacgdo (3.138) na forma matricial para uma 4rea triangular de solo

carregada e formada por apenas um elemento triangular:

Wy 1—v U1 Uiz U3] (P2
Wyt = 8 Uz Uzz Uz P2 (3.141)
W3 Uz1 U3z U33|\P3

7 . N

onde o indice referente a linha é o ponto fonte e o indice referente a coluna é o né do

elemento triangular. Assim:

{w} = —[ 1{p} (3.142)

onde:
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fonte triangulo [ado Gauss

[U] = nZl ]Zl kz=1 ; {[#a(j)(Aerl + By R,

+ 2003 + Bxs + )| mend (61 Ow®)

(3.143)

E a Equacdo (3.141) na forma global, ou seja, dependendo do nimero de elementos

triangulares tem-se a seguinte dimensao:

il %
{W}nnosX1 = W [U]nnoannos{p}nnosX1 (3'144)

onde nnos € o nimero de nods.

3.6 Exemplo 1: Solo - area quadrada

Neste exemplo analisa-se uma drea quadrada do solo carregada, a geometria do sélido

analisado bem como os carregamentos considerados encontram-se ilustrados na Figura 3.12.

Y
!

N

N 2m . \

i > X

Fa

. p=100kN/m2 )

: . d
YV U VU VYV camegada
E = 10000 kN/m2, v = 0.0

!

Z

(a) (b)

Figura 3.12 - Malha do exemplo 1, solo - area quadrada

Um carregamento distribuido p=100kN/m? € aplicado em uma drea quadrada, ao longo da

direcdo z. A drea carregada tem lado igual a 2 metros. O carregamento p é aplicado na
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superficie de um solo o qual foi considerado homogéneo, isétropo e elastico linear. Foram
adotados o mddulo de elasticidade E=10.000kN/m? e o coeficiente de Poisson v = 0, para
comparar os resultados com outros autores que t€m esses valores nos exemplos descritos em
seus trabalhos. O n6é A encontra-se no meio do quadrado e o B em um dos vértices, como
mostrado na Figura 3.12 (a).

Os resultados obtidos neste trabalho considera uma malha com 32 elementos
triangulares e 25 nds, Figura 3.12 (b). Adotou-se o niimero de pontos de Gauss igual a 6,
como 0s outros autores.

A Tabela 3.1 s@o os valores dos deslocamentos w, na direcao z, calculados para os nés
A e B, ilustrados na Figura 3.12 (a).

Tabela 3.1 — Deslocamentos na diregao z, calculados para os nés A e B do exemplo1,
solo, area quadrada (m x 10

Razao Razao
Solugéo N6 A Relativa N6 B Relativa

(%) (%)
Exata, Timoshenko e Goodier (1951) 2,2444 - 1,1222 -
Presente Trabalho 2,2444 0,00 1,1222 0,00
Moser, Duenser e Beer (2004) 2,2520 0,34 1,1298 0,68
Ribeiro e Paiva (2010a) — EC 2,1410 4,61 1,0371 7,58
Ribeiro e Paiva (2010b) — ECI 2,2114 1,47 1,1159 0,56

A Tabela 3.2 € a comparagdo do método numérico e solugdo fundamental adotada por

cada autor.
Tabela 3.2 — Método numérico e solugao fundamental de cada autor
Autor Solo Solucao
Presente Trabalho MEC Mindlin
Moser, Duenser e Beer (2004) MEC infinito Kelvin
Ribeiro e Paiva (2010a) MEC Kelvin
Ribeiro e Paiva (2010b) MEC infinito Kelvin

Os primeiros valores da Tabela 3.1 referem-se a solucdo exata deste problema para o
deslocamento w no né A e no né B, de acordo com Ribeiro e Paiva (2010a, 2010b). Estes

valores foram referéncia para o cédlculo da razao relativa. Como se observa os resultados
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referentes ao Presente Trabalho sdo iguais a solucdo exata, para a discretizacdo que foi
utilizada. O presente trabalho apresenta resultado mais proximo da solugdo exata do que
Moser, Duenser e Beer (2004) que adotou as solucdes fundamentais de Kelvin e elementos de
contorno infinito quadrético. As diferencas encontradas entre o Presente Trabalho e Ribeiro e
Paiva (2010) ocorrem por que o ultimo trabalho foi desenvolvido de acordo com a solugéo
fundamental de Kelvin (EC -Elementos de Contorno; ECI - Elementos de Contorno Infinito) e
o Presente Trabalho, segundo a solucdo fundamental de Mindlin que apresenta resultados
mais aproximados, para problemas com essas caracteristicas. Observa-se que para este

exemplo obtém-se os mesmos resultados quando a malha é assimétrica.

3.7 Exemplo 2: Solo - area circular

No segundo exemplo adotou-se uma drea circular do solo carregada. A geometria e

carregamentos considerados neste exemplo encontram-se ilustrados na Figura 3.13.

Y

\/ S

p =2 khNfm?

ETETEEEEE Pt

E = 9000 kNim?, v = 0.0

(@) (b)

Figura 3.13 - Malha do Exemplo2, solo - &rea circular

Um carregamento p=2kN/m? € aplicado em uma &rea circular de raio r=2,5m, na direcdo z. O

carregamento p encontra-se sobre a superficie do solo, que foi considerado homogéneo,
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isétropo e eldstico linear. Foram adotados o Mddulo de Elasticidade E=9000kN/m? e o
coeficiente de Poisson v = 0, para comparar os resultados com outros autores que adotaram o
solo com essas caracteristicas.

Uma expressdo analitica é apresentada em Burland, Broms e Mello (1977) para o
deslocamento w no né central C, da 4area circular carregada, que se encontra ilustrado na
Figura 3.13 (a). A expressdo € a seguinte:

1—v2

d = 2rp (3.145)

onde d é o deslocamento na dire¢do z no ponto C, r € o raio do circulo carregado, p é o valor

da carga aplicada na drea circular, v é o coeficiente de Poisson, E € o médulo de elasticidade.

Tabela 3.3 — Método numérico e solucao fundamental de cada autor

Autor Solo Solugao
Presente Trabalho MEC Mindlin
Ribeiro e Paiva (2010a) MEC Kelvin
Ribeiro e Paiva (2010b) MEC infinito Kelvin

Obtiveram-se os resultados do Presente Trabalho considerando-se uma malha com 288
elementos triangulares e 169 nés, Figura 3.13 (b). Neste exemplo adotaram-se seis pontos de
integracdo. Ja a Tabela 3.4 sdo os valores dos deslocamentos w, na direcdo z, calculados para
o n6 C, ilustrados na Figura 3.13 (a). A Tabela 3.3 é um resumo do método numérico e
solu¢do fundamental adotada por cada autor.

Tabela 3.4 — Deslocamentos na diregao z, calculados para o né C do exemplo2,
solo, area circular (m x 10°%)

Solugéo N6 C Raz&o Relativa (%)
Exata, Timoshenko e Goodier (1951) 1,1111 -
Presente Trabalho 1,1095 0,1
Ribeiro e Paiva (2010a) — EC 1,0107 9,0
Ribeiro e Paiva (2010b) — ECI 1, 0849 2,4

Os primeiros valores da Tabela 3.1 referem-se a solucdo exata deste problema para o
deslocamento w no centro da area circular, né C, de acordo com Ribeiro e Paiva (2009). Estes

valores foram referéncia para o cdlculo da razio relativa. Como se observa, os resultados do
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Presente Trabalho sdao aproximadamente iguais a solugdo exata, com uma razao relativa igual
a0,1%.

Neste exemplo fica explicita a melhor precisdo da aplicacdo das solucdes
fundamentais de Mindlin na andlise de uma camada de solo, quando comparado com Kelvin.
Ribeiro e Paiva (2010a, 2010b) adotaram as solucdes fundamentais de Kelvin e encontraram
uma diferen¢a no resultado, comparado com a solu¢do exata de 9,0%; quando utilizou o
método de elementos de contorno infinito essa diferenca foi 2,4%. J4 o resultado do presente
trabalho foi aproximadamente igual a solucdo exata, com uma diferenca de apenas 0,1%, o

que comprova a eficiéncia e precisdo deste trabalho na andlise desse tipo de problema.



4. Método dos Elementos Finitos e Interacao Placa - Solo

4.1 Introducao

Descreve-se inicialmente neste capitulo o MEF de forma breve, objetivando as
aplicagdes diretas nesta tese. Posteriormente, apresenta-se a interacdo placa-solo que € o
resultado do acoplamento MEC-MEF, onde a malha referente a drea de solo carregada (MEC)
e a malha da placa (MEF) sdo iguais. A interacio placa-solol’ ? também foi pesquisado por
Brebbia e Connor (1989), Mendonga (1997), Messafer e Coates (1989), Selvadurai (2000),
Selvadurai e Dumont (2011) e Tejerina Calderén e Venturini (1997b).

Para maiores detalhes sobre o MEF sugere-se Bathe (1982), Boffi et al. (2006),
Brebbia e Ferrante (1975), Carey e Oden (1981), Cook, Malkus e Plesha (1989), Dhatt e
Touzot (1984), Oden (1976), Onate (1995), Rao (2005), Zienkiewicz et al. (2005) e
Zienkiewicz e Taylor (2000) ou outros autores que pesquisam esse tema.

Ja a formulacdo de placas pode ser vista em: Andrade (2001), Ciarlet (1997), Paiva
(1980), Palermo Junior (1989), Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976). Citam-se ainda,
outras contribuicdes do SET-EESC-USP sobre placas: Almeida (1999b), Carmo (2001),
Manzoli (1992), Oliveira Neto (1991), Ribeiro (1992), Silva (1988) e Soares (1991).

4.2 Formulacao do MEF pelos métodos numéricos

Neste subitem apresenta-se uma breve introdu¢do do MEF pelo método dos residuos

ponderados.

! paiva e Butterfield (1994).
21d. (1997).
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4.2.1 Forma forte

A equacido de Laplace introduzida no capitulo 3 é um exemplo muito conveniente para
iniciar aproximagdes numéricas. Outro exemplo € a equagio de Poisson:

—i(ka—¢)+Q=0 (4.1)

dx; \ Ox;

onde k e Q sdo fungdes especificas. Estas equacdes com condi¢des de contorno apropriadas
definem um unico problema. As condi¢des de contorno como mostradas no capitulo 3, podem
ser do tipo Dirichlet e neste caso tem-se:

p=0¢ em T, (4.2)
ou do tipo Neumann

g =—k2=7, em T, 4.3)
onde a barra denota um valor conhecido.

As equacdes (4.1) até (4.3) sdo conhecidas como a forma forte do problema.

4.2.2 Forma fraca

Observa-se que a aplicacdo direta da equagdo (4.1) requer as derivadas segundas para
solucionar o problema por técnicas aproximadas. Esta condi¢do pode ser “enfraquecida” pela
consideragdo da integracdo da equacdo (4.1), assim:

0 29
f v[——(k—>+Q]dQ=0 (4.4)
Q axi 6xi
em que v € uma funcio arbitrdria. A prova da equacgdo (4.4) € andloga a equacao (4.1).

Assumindo-se que a equacdo (4.1) ndo € zero em algum ponto x; do () tem-se que v é
um parémetro positivo, que multiplica o mesmo valor resultante da integral (4.4). Uma vez
que esta viola a igualdade, conclui-se que a equacdo (4.1) deve ser zero para todo x; do Q e
por isso prova-se a igualdade da equagao (4.4).

Integrando-se por partes a segunda derivada em termos da equacao (4.4) obtém-se:

dv [ 0¢ d¢
f —(k —) aq + J. vQdQ — f un; (k—) dlr =0 4.5)
o 0%\ 0x; Q r 0x;
Separando-se o contorno em duas partes, [y € [, com ' =T UT,, e substituindo-se a

equacdo (4.3) na equagdo (4.5) resulta:
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j az’(k6¢)d9+j an-rj' G,dT = 0 .6)
— |k —= v (7 = .
o 0%\ 0x; Q Tq !

que € valida somente se v desaparece de I'y. Portanto deve-se impor a equagédo (4.2) para a

equivaléncia. A equacdo (4.6) é conhecida como a forma fraca do problema desde que
somente a primeira derivada seja necessdria no desenvolvimento da solucdo. Tais formas sdo

a base para as solucdes em elementos finitos.

4.2.3 Residuos ponderados

No método dos residuos ponderados escreve-se uma aproximacgdo independente da

varidvel ¢, como a soma de fungdes conhecidas N, (x;) e parAmetros incgnitos ¢p¢. Assim:

¢~ d =N (x)P" + Ny (x)p* + -
X ~ _ @.7)
=F=) N(x)F =N
a=1
onde
N = [N1J NZI'“NTL] (48)
e
=" ¢% "' (4.9)
Analogamente os valores arbitrarios v podem ser expressos como
v D= W)t + Wy(x)o?% + -
(4.10)
v =

> WG = Wx)o
a=1

em que W, sdo as fungdes aproximadoras e ¢ sdo os parametros incégnitos. Aplicando-se
essa forma de aproximacdo converte-se a equacdo (4.6) em um conjunto de equagdes
algébricas.

No método dos elementos finitos, e de fato, em outros métodos numéricos para que a
solucdo computacional possa ser aplicada, as fungdes aproximadoras geralmente sdo definidas
localmente. E conveniente considerar cada fungio definida no dominio do elemento ., cuja
contribuicdo de todos os elementos corresponde ao dominio total ). Esta divisdo do dominio
¢ denotada por:

Q=~Q,=UQ, (4.11)
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A aplicacdo mais simples do MEF sio os elementos de barra em uma dimenséo, os elementos
triangulares bidimensionais e os tetraedros em trés dimensdes, em que as funcdes
aproximadoras sdo geralmente polindmios lineares em cada elemento e ¢ os pardmetros
incognitos.

Na técnica dos residuos ponderados, primeiro insere-se a funcio de aproximagio ¢ na
equacdo diferencial que governa o problema, gerando assim um residual, R(x;), que

naturalmente deve ser zero para a solugdo exata. Para a equacgao descrita tem-se:

R= 9 k aN‘“a+ 4.12
=5 Zaxl-‘l’ Q “.12)

e a etapa seguinte € a escolha dos valores mais convenientes para o conjunto de pardmetros

@ que assegura o seguinte:
Jo WoRAQ=0; b=12,,n (4.13)
Nota-se que este é o termo que multiplica o parAmetro arbitrdrio #1”. Como descrito
anteriormente, a integragdo por partes € aplicada para evitar derivadas de alta ordem, e,
portanto reduzir as restricdes na escolha das func¢des de forma para permitir a integrag@o sobre
o elemento, equacdo (4.11). Neste caso, por exemplo, o residuo apds a integracio por partes e
aplicac@o das condi¢des de contorno natural torna-se:

aw, N, - _
] k é dn+j WdeQ+f W, g, dl = 0 (4.14)
a 0x; ox; Q r

a q

4.2.4 Galerkin e o MEF

O método de Galerkin considera W, = N, que leva ao sistema de equagdes:

Y1 Kpa®® +f, =0, b=12,n—r 4.15)
onde r é o nimero de nds que aparece na aproximagdo para a condi¢do de contorno de
Dirichlet e K, € a matriz de rigidez total formada pelas contribui¢des de todos os elementos
K¢,

dN, JdN,

k

Kg, =
ba Qe (3xi axi

dq (4.16)

Analogamente para o vetor de forgas f;, tem-se:

fr =f Ndeﬂ+f N,G,dr (4.17)
Q r

e eq
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Para impor a condigdo de contorno de Dirichlet substitui-se ¢ por ¢, para os r nés do
contorno.

Neste exemplo o método de Galerkin resulta em um conjunto de equagdes algébricas
simétricas, ou seja, K, = K,;,. Porém, isso s6 acontece se as equagdes diferenciais sdo auto-
adjunta. De fato, a existéncia de simetria fornece um teste para auto-adjunta e também para a
existéncia de um principio variacional do qual a estacionariedade é necesséria.

Observa-se que para a consideracao de uma equacio convexa pura tem-se:

d¢
u@Z+Q_0 (4.18)

As relagdes para uma solucdo de elemento finito por Galerkin sdo as equagdes (4.15) a

(4.17). E os coeficientes de K}, e f;, podem ser determinados da forma descrita.

4.3 Formulacao variacional do MEF

Neste subitem descreve-se sucintamente, a formulagdo variacional do MEF baseada na

energia potencial total.

4.3.1 Funcional da energia potencial total

Em mecanica dos materiais, a energia interna em um ponto de um sdlido eldstico
. . ~ ~ . 1 .
linear submetido a um estado de tensdo o e de deformacgdo € é U = 5 0€, cuja integral de

volume é:

U= %fv oedV (4.19)

A energia potencial externa, W € formado pelas for¢as mecanicas aplicadas no sélido e
deslocamentos. A energia potencial das forcas externas € negativa, devido ao trabalho se a
estrutura retornar da posi¢do final para a inicial: V. = =W = — ) P;§;, onde n é o nimero
de cargas.

A energia potencial total, I1, do s6lido € dada pela seguinte equacao:

n=u-w (4.20)
Matematicamente Il é um funcional denominado funcional da energia potencial total. E de

acordo com as regras do calculo variacional, a equacdo de Euler-Lagrange para II é:
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oIl d oI

€ _

- Ju dxou'

A condicdio de estacionariedade para II é €=0, que ndo € explicita no

4.21)

desenvolvimento do MEF. Ao contrério, esta condi¢do € substituida por 6I1 = 0, com a

variag@o restrita sobre a funcdo de interpolacdo do elemento finito.

4.3.2 Convergéncia

No MEF, para que haja convergéncia devem-se observar os seguintes aspectos:
- a aproximacdo u(x) deve ser representada por polinbmios completos de grau n.
- as derivadas da aproximacdo de ordem n-1 devem ser continuas nas interfaces dos

elementos.

4.3.3 Principio da minima energia potencial

Pelo principio da minima energia potencial total, o deslocamento u*(x) deve satisfazer
as equacdes que governam o problema, que ficam estaciondrias:

SIMI=686U-6W =0 se u=u" (4.22)
em relagdo as variagoes admitidas u = u* + du do campo de deslocamentos exatos u*(x).

Aplicando a técnica variacional do cdlculo verifica-se que a solugdo u*(x) da equagio
(4.22) existe e € Unica, e torna II um minimo sobre os deslocamentos cinematicamente

admitidos.

4.3.4 Discretizacao da energia potencial total

Aplicando o funcional da energia potencial total para derivar as equagdes do MEF
substitui-se um modelo matematico continuo por um discreto. Os funcionais sdo escalares.
Portanto, para uma discretizag@o, o funcional da energia potencial total pode ser decomposto
em uma soma das contribui¢des dos elementos:

O=1W +0® + ... + We) (4.23)
onde N, € o nimero de elementos. Para a mesma decomposi¢@o aplicada a energia interna e

ao potencial externo tem-se:
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8U = 8UW + ... 4 sUNe) = 0, W = WD + ... 4 sWW) = 0 (4.24)
bem como, a condi¢do de estacionariedade (4.22):

8I1 = 8N 4+ 811@) 4 ... 4 §[IWe) = 0 (4.25)

Aplicando-se o lema fundamental do célculo variacional, equagdo (4.25), para um
elemento genérico (e) tem-se:

8@ = sU® — W =0 (4.26)

Esta equacdo variacional € a base para a derivada das equacdes da rigidez do elemento,
uma vez que o campo dos deslocamentos € discretizado sobre o elemento. Em matematica, a
equagdo (4.26) é denominada como a primeira forma de variacdo. Neste caso, para uma
equagdo mais geral é a forma fraca. Em mecanica, pelo principio dos trabalhos virtuais, para
cada elemento tem-se: 8U® = W) que enuncia o trabalho virtual interno e das forcas
externas que sdo iguais se o elemento esta em equilibrio.

O MEF ¢ um método numérico eficiente na obtencdo de solugdes aproximadas para
problemas em que o funcional exato, II, do problema € substituido por um funcional
aproximado II;. As incégnitas do elemento estrutural (os deslocamentos) sdao expressas em
termos de funcdes de interpolacdo, ponderadas por parimetros a determinar, que sdo
associados as varidveis do problema. O deslocamento exato u* € substituido por um
deslocamento aproximado:

u*(x) = ué(x) 4.27)

sobre a malha dos elementos finitos e = 1,2,-+-, N€.

4.3.5 Funcoes de interpolacao

O dominio € dividido em elementos, que sdo expressos por combinacdes lineares das

funcdes de interpolacdo, ponderadas pelos pardmetros incdgnitos:
ue
uee) = Npus + Ngug = Ve NS |E| = wewe (4.28)
2

onde em cada elemento a fungdo de aproximagdo é composta por varidveis u® referentes aos
nds (denominadas pardmetros nodais) e por fungdes de forma ou fungdes de interpolagdo N°.
As equacdes (4.28) descrevem o comportamento aproximado das varidveis do
problema sobre o elemento. Cada elemento é estudado isoladamente e o seu comportamento
individual é determinado em termos de uma relacdo entre cargas e deslocamentos nodais,

descritos como valores nodais das varidveis, aproximadas pelas funcdes de interpolagdo.
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Escolhem-se os pontos nodais no elemento de forma que os pardmetros incégnitos sejam os
valores das varidveis do problema nestes pontos.

A relacdo deformacdo-deslocamento é:

€ = Bu¢ (4.29)

onde é B € a matriz de operadores diferenciais.

4.3.6 Equacoes do MEF

No MEF linear, o processo de discretizacdo baseado nos funcionais da energia

potencial total resulta na seguinte forma algébrica para os deslocamentos nodais:

e = e — we (4.30)
em que

Ue = %(ue)TKeue 4.31)
(&

we = (ué)Tfe (4.32)

onde K¢ e f° sdo a matriz de rigidez e o vetor de for¢as nodais do elemento, respectivamente.
Os escalares I1°, U¢ e W€ sdo fun¢des somente dos deslocamentos u®, que é uma
consequéncia dos deslocamentos serem varidveis primdrias do funcional da energia potencial
total.

Da condi¢do de estacionariedade do funcional (4.22), que resulta em um sistema de

equagdes algébricas lineares:

3¢ = (Sue)Tg—ll;[: = (6u®)T[Keu® — f¢] =0 (4.33)

A solucido do sistema de equagdes (4.33) sao os valores dos parametros nodais u¢, que
no presente trabalho s@o os deslocamentos:

Keu® = fe (4.34)

Analisando-se as relacdes (4.34), em termos dos coeficientes de rigidez, a interacdo
entre cada parte do dominio permite estabelecer a solu¢do dos coeficientes incégnitos, na

forma de um sistema de equagdes algébricas lineares.
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4.4 Chapa

A chapa foi modelada com o elemento finito Constant Strain Triangle (CST) e
programou-se a condensacdo estitica desse elemento. Neste item utiliza-se coordenadas
cartesianas e de drea, e ndo mais a notagdo indicial, como no capitulo anterior. Outro exemplo
de aplicacdo do elemento finito triangular, para a andlise da elasticidade plana pode ser visto

em Allman (1984).

4.4.1 Elemento Finito Triangular de Deformacao Constante (CST)

Quando expressa em coordenadas cartesianas, as func¢des de interpolacdo para o
elemento triangular sdo complexas algebricamente. As coordenadas de area (coordenadas
homogéneas) sdo uma forma de simplificar as funcdes de interpolacdo. Adota-se o elemento
triangular linear para os deslocamentos do elemento estrutural chapa procedendo-se de acordo

com Assan (2003).

2(x,. )
[ ]
* 1(x,, )
[ 4
yk 3(x3,y3)
X
Figura 4.1 - Elemento finito triangular linear, Figura 4.2 - Coordenadas homogéneas,
Santos (2008) Santos (2008)

O elemento triangular linear tem como funcdo interpoladora para as translacdes nas
direcdes 1 e 2 (deslocamento u e v) os seguintes polindmios de primeiro grau:

u(x, y) =a, ta,x+a,y
(4.35)
v(x, y) =a,+asx+agy

sendo o elemento mostrado na Figura 4.1.
O elemento triangular estd inicialmente definido em coordenadas cartesianas e serd
formulado em coordenadas triangulares ou homogéneas. Esse elemento finito triangular é

numerado no sentido anti-horério e seus lados tém o nimero do né oposto.
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O sistema de coordenadas homogéneas é mostrado na Figura 4.2. Estas coordenadas

relacionam-se ao lado do elemento triangular, variando de 0 a 1. Portanto, as coordenadas

homogéneas sdo definidas da seguinte forma: & ¢ a distincia relativa entre os nés 1 e 3 ao

longo do lado 2 de comprimento /,, definem-se as outras coordenadas de forma andloga.
Introduz-se um ponto P, interno ao tridngulo, com coordenadas x e y para se obter

as relacdes entre as coordenadas cartesianas e homogéneas.

v
2(0,1,0)
d B
Loy )
— q — }
I fz - l}lé:lf; |
77777 |
3 \3f1ﬁ }
s/ |
| |
R | |
J | |
L L x
= X3 x
i
Figura 4.3 - Representacgao vetorial, Figura 4.4 - Triangulo dividido em areas
Santos (2008) Santos (2008)
- - - -
A Figura 4.3 mostra a representacdo das bases vetoriais i, j e f,, f, definidas

respectivamente em relagdo aos sistemas x, y e &, &, . Portanto, escreve-se o vetor posi¢ao

do ponto P :
r=pt+qg=xi+yj (4.36)
Os vetores P e Q podem ter esta representacio:
P=x0+y, ]
(4.37)
q =18 fi+ 1,6, 1,
Substituindo-se as Equagdes (4.37) na Equacao (4.36):
r=xg ity j+16 fi+ LS, f (4.38)

- -
Os vetores [, f, e L, f, projetados nas dire¢cdes x e y sdo:

- - -

s £y :(xl_xa)i+()’1_)’3)j (4.39)
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-

Ly f, =(x2 —x3)i+(y2 _Y3)]

Substituindo as Equagdes (4.39) na Equacdo (4.38), tem-se:

- - - -

Xityj=xi+y, j+§1(x1_x3)i+§2(x2_xz)i"'fl(yl_y3)j+§2()’2_)’3)j (4.40)

resultando:
X=X +§1(x1 —x3)+§2(x2 —x3): &x +8,x, +(1_§1 _fz)x3
y=y;t 51()’1 - y3)+€2(y2 - y3): S+, + (1_51 _52))’3

As coordenadas homogéneas também podem ser explicadas como relagdes entre as

(4.41)

areas dos tridngulos definidos pelos nés 1,2,3 e o ponto P, de acordo com a Figura 4.4.

A altura do tridngulo 1P3 é igual 2 &,h, . Da Figura 4.2, verifica-se que se o ponto P
coincidisse com o né 3, o produto &4, seria nulo, j4 que nesse né &, =0; porém, se o ponto
P coincidisse com o né 2, o produto &,h, seriaigual a A, jd que noné 2 tem-se &, =1.

Portanto a drea A, do tridngulo 1P3 ¢ dada por:

1
A, = 511352]"2 (4.42)
Analogamente, tem-se para a drea A do tridngulo 2P3:

1
A= 512351}11 (4.43)

De acordo com a Figura 4.2 tem-se o valor da drea A do tridngulo 123:

1 1
A= Ell3h2 = 5123}11 (4.44)

Dividindo-se A e A, por A obtém-se:

é:l = € 52 = (4.45)

E a seguinte relacdo deve ser obedecida:
A=A +A + A (4.46)

Dividindo-se a Equagdo (4.46) por A, tem-se:
A
1=£+&+ j (4.47)

Portanto, define-se:

A
§3:_3

1 (4.48)
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Substituindo-se a relacio (4.48) na Equacao (4.47):
I=g+&+¢ (4.49)
Lembra-se que as expressdes para as dreas A, A, e A,, em termos das coordenadas

dos vértices do tridngulo 123:

! I x 'y | L x 1 L ox oy
A :51 X W A :El Xy A, :El X Y2 (4.50)
1 x5y, 1 x v, L ox oy

Substituindo as Equagdes (4.50) nas Equacgdes (4.45) e (4.48) encontram-se as

coordenadas homogéneas em relagc@o as coordenadas cartesianas:

1

51 = ﬂ[xzyB -y, t x(yz - y3)+ y(xs - xz)]
1

& =5 gl =y +x0y = )+ vl — )] 4.51)
1

53 = _[x1Y2 —XNy T x(yl - Y2)+ y(xz - xl)]

2A
onde A € a area do elemento triangular, dadas pelas coordenadas dos trés vértices do

triangulo 123, e pode ser obtida da relagdo:

1 L x y
AZEI X, Y, (4.52)
L ox
ou seja:
A=%[x2y3+x3yl+x1y2—x2yl _x|)’3_x3y2] (4.53)

Substituindo-se a Equacdo (4.49) nas Equacdes (4.41):

X=6X + 6% + 5

(4.54)
=G0+ 6Y, 635
que sdo as relagdes entre as coordenadas cartesianas e homogéneas.
De acordo com a Equacdo (4.35):
u, =a,+a,x;, +a,y,
(4.55)

v, =a, +asx; +agy; com i=123.

que leva ao seguinte sistema de equagdes:
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L x  y|laq U
L x, y,[a, =14,

(4.56)
I x5 y;|las U,

Resolvendo os coeficientes polinomiais do sistema (4.56) encontram-se:

1
a =ﬂ[u1(x2y3 _x3y2)+”2(x3y1 _xl)’3)+u3(x1)’2 —X) )]

1
az=ﬂ[u1(y2_y3)+u2(ys_y1)+u3()’1_y2)] (4.57)

:ﬁ[uI ()c3 —x2)+ l/tz()CI —X3)+M3(x2 - X )]

as
Substituindo a Equacéo (4.57) na Equacao (4.35):

[(x2y3 _x3)’2)+ (yz - y3)x+(x3 _xz)y]”1 +
”(x’ y): ﬁ [(x3yl —x1y3)+(y3 - yl)x+ (x1 —x3)y]u2 +

[(xl)’2 _xz)’1)+ ()’1 - )’2)x+(x2 _xl)y]us
Escrevendo-se:

1
= ﬂ[xz)% — Xy, t x(y2 - y3)+ y(x3 _xz)]

(4.58)

¢

_ b

¢, A [x3y1_x1y3+x()’3_y1)+)7(x1_x3)]

(4.59)
-

5 A [xlyZ — X0 +x()’1 - yz)"‘ y(xz _x1)]

¢3 1
4
1
2

Figura 4.5 - Fungbes de forma para o elemento triangular linear, Santos (2008)

Levando-se em consideragdo as defini¢cdes (4.59), a Equagdo (4.58) pode ser escrita:

3
u= z¢,u,
i=l

(4.60)
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As equagdes (4.60) expressam os deslocamentos em um ponto sobre o elemento em

termos dos deslocamentos nodais do elemento. Para este elemento, as fun¢des ¢. devem ser

polindmios de primeira ordem em &, & e &. A variagio das fungdes de forma estd
representada na Figura 4.5, permitindo visualizar como os deslocamentos variam. Por

exemplo, para & =1 tem-se &, =&, =0, e os deslocamentos u e v tem a variacdo mostrada na
1 2 3

Figura 4.5.

Comparando-se as Equacdes (4.59) com as Equacdes (4.51) chega-se a seguinte
conclusio:

d=a  Hh=6 = (4.61)

4.4.2 Condensacao Estatica

Condensacdo Estdtica € o processo no qual alguns graus de liberdade sdo subtraidos
das equagdes de equilibrio global. No presente trabalho eliminam-se os graus de liberdade
interno do elemento quadrangular, considerando este composto por quatro elementos finitos
triangulares, suprime-se o n6 central, que € comum nesses quatro elementos. O procedimento
descrito aqui foi implementado tanto para o elemento de membrana quanto para o de placa.
No elemento de membrana sdo admitidos trés graus de liberdade por né, duas translagdes (u e
v) e uma rotacdo (6,). E o elemento DKT, referente a estrutura de placa, apresenta um
deslocamento na dire¢do longitudinal (w) e duas rotagdes (6, e 6,). A vantagem da
condensacgdo estdtica € a maior facilidade nos cdlculos computacionais, visto que para cada
elemento quadrangular hd uma economia de trés graus de liberdade, com a mesma precisdo
nos resultados, se houvessem quatro elementos triangulares. A condensacdo estitica &
possivel desde que quatro elementos triangulares componham um elemento quadrangular da
forma ilustrada na Figura 4.6.

Para cada elemento finito triangular t€m-se trés graus de liberdade por né resultando
em uma matriz de rigidez do elemento com nove linhas e nove colunas, [K,]gx9. O elemento

quadrangular tem cinco nds. Portanto, a matriz com a contribui¢io dos quatro elementos

triangulares tem quinze linhas e quinze colunas [Kq]15><15.
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Como ilustrado na Figura 4.6, cada posi¢do correspondente ao n6 do vértice recebe a
contribuicdo dos dois elementos adjacentes. E, a posicdo referente ao nd central tem a

contribuicdo dos quatro elementos triangulares.

Figura 4.6 - Condensagéo estéatica

Portanto tem-se o seguinte sistema de equagdes:

[K‘I]15><15{6‘1}15><1 = {Fq}15x1 (4.62)

Reescrevendo-se a Equacao (4.62):

S B L R o

onde os indices e referem-se aos nds dos vértices do retangulo (1,2,3,4) e, indices i referem-

(4.63)

se ao no interno 5.

Efetuando o produto (4.63):

{Fehiax1 = [Keeli2x12{8ehax1 + [Keiliaxa{0i}ax1 (4.64)
e

{Fi}ax1 = [Kielsx12{6eh12x1 + [Kiilsxa{6i}3x1 (4.65)
Isolando-se {6;}3x; na Equagdo (4.65):

{8i3ax1 = [Kiil3xs {Fidax1 — [Kiel3x12{8e}12x1) (4.66)

Substituindo-se a Equacdo (4.66) na Equagdo (4.64):
{Fohi2x1 = [Keelizx12{8e}12x1 + [Keilizxa ([Kiil3xs [{Fidax1 — [Kielax12{8e}12x1])  4.67)
logo,
{Foh2x1 = [Keeliax12{0chaxa + [Keilizxa[Kiil3xs[{Fi}axil 468)
— [KeilizxalKiil3xs[Kiel3x12{8c }12x1

Portanto,
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{Fe}12><1 - [Kei]12x3[Kii]§>%3 [{Fi}3x1]

(4.69)
= ([Keelizx12 = [Keili2x3[Kiil3xs[Kiel3x12){8e a1

Reescrevendo-se a Equagao (4.69):

{F-h2x1 = [Kelizxi2{6e12xa (4.70)
onde a matriz de rigidez do elemento quadrangular é a seguinte:

[Kclizxiz = [Keelizxiz = [Keili2xs[Kiil3%s [Kielsx12 (4.71)
e o vetor de forgas:

{Fhax1 = (Fohaxa — [Keiliaxs[Kiil3xa [{Fi}axi) 4.72)

Na condensacdo estitica eliminam-se os graus de liberdade dos nds internos, de cada
grupo de elementos que formam a condensac¢do, resultando em uma anélise mais precisa com
as dimensdes das matrizes e vetores menores do que seriam sem esse procedimento. No SET-
EESC-USP, a condensacao estética foi pesquisada em Carrijo (1995), Coda (1993) e Peleteiro

(1996). Inicialmente, a condensagao estética foi desenvolvida por Wilson (1974).

4.5 Membrana

O elemento de membrana implementado neste trabalho encontra-se descrito
detalhadamente em Bergan e Felippa (1985), também se sugere a consulta de: Bergan (1980),
Bergan e Hanssen (1978), Bergan e Nygard (1984). Ainda esse elemento de membrana foi
pesquisado no SET por: Carrijo (1995), Mesquita (1998), Oliveira (2001) e Peleteiro (1996).
No presente trabalho, o elemento membrana € quadrangular, formado por quatro elementos
triangulares, obtido pela condensagao estatica j4 descrita.

A formulacdo livre, sugerida por Bergan e Nygard (1984) define um elemento finito
de membrana que incorpora além das duas translacdes por né em seu plano, uma rotagdo em

torno do eixo perpendicular a esse plano.

4.5.1 Equacionamento da Formulacio Livre

Esta formulagdo tem como caracteristica a separagdo da funcdo de forma em dois
modos que sdo denominados modos basicos e modos de alta ordem. A matriz de rigidez total
dos elementos também é composta por duas parcelas, que s@o os coeficientes da matriz de

rigidez bésica K, e de alta ordem K, ou seja, K = K}, + K.
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4.5.2 Caracteristicas do elemento de formulacao livre

O elemento de membrana, de acordo com a formulagdo livre, é determinado
definindo-se as coordenadas adimensionais (§ € M) e a drea do elemento. De acordo com a

geometria de um elemento individual ilustrada na Figura 4.7, adota-se x. € y. como sendo as

coordenadas do centroide do elemento.

Yy 4

=

j
Figura 4.7 - Coordenadas locais do elemento triangular

E as coordenadas adimensionais dadas por & e 7, sdo:

& :k'(xi_xc)

4.73)
ni = 7"(3’1 _yc)
de A ! A € a area do tridngul
onde A = ——. A é a drea do tridngulo.
JA s
Como visto anteriormente, para o elemento CST, a drea do triangulo é:
1
25'[(371'_3/1)'(7‘1_Xk)"'(xj_xi)'(}’i_Yk)] (4.74)
4.5.3 Deslocamento do elemento
O campo de deslocamentos u do elemento de membrana é:
U=U,+U, 4.75)

onde Uy e Us referem-se aos modos basicos e de alta ordem, respectivamente.

O campo de deslocamentos Uy, é obtido em funcdo de & e m como mostra a seguinte
equacao:
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1 0 -7@ £ 07
Ub=Nr-q,+NC-qc=[O X f]q’{o " g]qc (4.76)

onde N e N, representam um polindmio completo, até o grau que corresponde aos modos
rigidos e de deformacdo constantes, linearmente independentes; g, € ¢, sdo os coeficientes

associados (pardmetros generalizados). Estes modos representam duas translagdes rigidas nas
direcdes x e y, uma rotacdo rigida em torno do eixo z e as trés deformacdes constantes & , €
€ Vxy-

Para a determinacdo dos modos de alta ordem sdo necessarios trés modos, uma vez
que o elemento possui nove graus de liberdade. Como as funcdes de forma para os modos
bésicos sdo lineares, a fun¢do mais apropriada para os modos de alta ordem sdo polindmios
quadréticos em termos de x e y que produzirdo uma variagdo linear de tensdes. Bergan e
Felippa (1985) sugerem os modos de flexdo pura como uma maneira eficaz de atingir

resultados adequados.

y/

Figura 4.8 - Sistema de coordenadas auxiliares

Na Figura 4.8 mostra-se um sistema de eixos auxiliar rotacionado 77 £ com origem no

centroide do elemento. Admitindo-se que os modos escolhidos estejam relacionados a este

novo sistema de coordenadas auxiliares rotacionado tem-se:

&M

j=1]
I

4.77)

.2;2

v

N | =

Se ¢ € o angulo entre os eixos § e &, o sistema pode ser rotacionado com a seguinte

expressao:

{%} } LC::IIP ¢ :I;ﬂ ' {E} (4.78)
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A relagdo entre os deslocamentos no sistema auxiliar e as coordenadas locais

adimensionais € dada por:
gZ
{ﬁ} B {— sen@.cos® cos’ @—sen’ @  sen@.cosQ } £
2

4.79
-05-cos’@ —sen@-cos@ —0,5-sen’@ ( )

<|

A transformacgdo dos deslocamentos locais para os deslocamentos no sistema auxiliar

pode ser obtida pela equacao:

u cos(Q —sen u
A% sen¢ cosQ v
A equagdo final que rege o campo de deslocamentos em funcdo das coordenadas

adimensionais é:

2
ul —-0,5-sen@-cos’ @ cos’@ 05-sen’ @+sen@-cos’ @ 2 @81)
v| | —sen? @-cos@—0,5-cos’@ —sen’ @ 0,5-sen” @ - cosQ 11? '

De acordo com este equacionamento, podem-se determinar os modos de alta ordem
pelas equacgdes:

Us = Ns qs = Nsl 'q7 +N52 ‘q8 +N53 ‘q9
gZ
N {usi} |:a1i Ay a3i:| £ (4.82)
si = = : n
Vsi bli b2i b3i nz

com o indice 1 variando de 1 a 3. Onde,

a, =-05(s, -c.) a, =c¢,’ a; =058 +s,-¢;’
b, =-s2c,—05c by =8, by =055 ¢

3, 3¢, 3
s, :sen(pz—l c; :cos(pz—i Wi =5\/§2+Tl2

2, 2u;

4.5.4 Equacoes de membrana

Adotando um elemento triangular de membrana, podem-se escrever os graus de
liberdade deste elemento na forma vetorial da seguinte forma:

V:VI’C +VS :GI'C .ql’C+GS.qS :G‘q
(4.83)

VT=[u1 v, 6, u, v, 0, u; v, 93]
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Para se relacionar os deslocamentos nodais, g, com os parametros generalizados, deve-
se utilizar a matriz G fazendo-se uma substitui¢do apropriada das coordenadas nodais nas

fun¢des de forma. Portanto:

q.
q=14.
qs
Grc,i 10 - E.;i 0 M;
G, =|G., G.;=[0 1 & 0 n § (4.84)
G,., 00 A O O O
Gy Gy, G ay; 'E.wz ta,; ‘En ‘M, tay 'nf
Gs = Gle Gs22 Gszs Gsij = blj 'éiz +b2j '&i M +b3j 'ﬂiz
Gs G Gy _}\"(Cj'gi-'-sj'ni)
As deformagdes da membrana sdo determinadas pela seguinte equagao:
8xx
€=1€,, =B+ Bs.Qs (4.85)
Vi
Sendo as matrizes B e B, descritas pelas equacgdes:
2a,,§+a,M 2a,,E +a,,m 2a,,§+a,m
B, =A- b21§+2b31n b22§+2b32n b23§+2b33ﬂ
—4b,&—4a,m —4b,E-4a,m -4b,E—4a;m
(4.86)

000100
B.,=A-/0 0 0 0 1 O
000 O0O0 2
As forcas de membrana por unidade de comprimento (p) sdo calculadas relacionando-
se as deformag¢des com a matriz Dy, conforme a seguinte equagao:
Pxx D, D, Dj; €
P=3Pw (= D, Dy, Dyl €, =D, €
Py D, D;, Dj ¥y
(4.87)
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4.5.5 Matriz L

A matriz L definida para o elemento de membrana estudado € expressa pela relacdo
entre as forca nodais t. e as forcas de membrana por unidade de comprimento p..
te=L-p. (4.88)

Explicitando os elementos da matriz L de acordo com a expressdo anterior tem-se:

L,
L= LJ. (4.89)
L,
onde:
1 Yu 0 Xik
Lj = 5 0 Xk Yik

%(inz _ijz) %(Xijz _Xjkz) %( §Y i _Xjkykj)

Se o for nulo, a matriz L corresponde a mesma matriz dada para o tridngulo com

deformacio constante (elemento CST).

4.5.6 Matriz generalizada de alta ordem

A matriz generalizada de alta ordem para o elemento de membrana estudado € dada
pela equagdo:
Kes= [BI.D,,.B,.dA (4.90)
A
onde, B; =&-By +m-B,;. Portanto:
K,(i.j)=J.B,"D,B, +J,(B,"D,B, +B,'D,B,)+J,,B,"D,B,, (4.91)

onde os momentos de inércia Jgg, Jen € Jyy sdo:

T =8 da=- 2 (6, e 5 8
Jgn=I§ﬂ'dA=%'(§mi+§jﬂj+@kﬂk) (4.92)

qu = jﬂz -dA = —%'(Tlmj + MM, +ﬂkﬂi)
A
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Para obter a matriz H;, também referente aos modos de alta ordem, as seguintes

equacdes sdo necessarias:

R=G, -G, -G, -G, (4.93)

H =R"'-G, -G, -R"

4.5.7 Matriz de rigidez do elemento

A matriz de rigidez do elemento € obtida, somando-se a matriz dos modos bésicos
com a matriz de alta ordem, de acordo com a equacao:

K=K, +BK, (4.94)
onde Ky, € a matriz de rigidez dos modos basicos, K; é a matriz de rigidez dos modos de alta
ordem e [ corresponde ao parimetro que ajusta a matriz de alta ordem para otimizar a
convergéncia do elemento.

Com as matrizes L e Dy, , a matriz de rigidez referente aos modos basicos pode ser

obtida pelas seguintes equagdes:

1 T l T
K,=3 L CL ouK,=—1LD,L (4.95)

bV
Das matrizes H e Ky, determina-se a matriz de rigidez de alta ordem:

Ks = He" Kee.Hs (4.96)

4.5.8 Parametros livres

Analisando-se a matriz L. observa-se que esta é afetada por um pardmetro o que deve
ser maior ou igual a zero. Esse pardmetro serve como um fator de escala que multiplica os
termos relacionados com os graus de liberdade rotacionais nas fun¢des de forma e interfere na
matriz dos modos bdsicos e na determinacao das deformacdes.

O pardmetro P também deve ser maior ou igual a zero, multiplica a matriz dos modos
de alta ordem e tem a funcdo de ajustar a matriz de rigidez total K, de forma a aperfeicoar a
convergéncia. Bergan e Fellipa (1986) estudaram quais valores de o e [ sdo mais
recomendados, e chegaram a conclusao de que para a maioria dos casos deve-se admitir

a=15ep =0,5.
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4.5.9 Deformacoes e tensées na membrana

As deformacdes do elemento de membrana sdo determinadas pela seguinte equagio:
e=g +e =(B,-H +.B-B,-H)V (4.97)
onde €. sdo as deformacgdes de baixa ordem e & s@o as deformacgdes de ordem superior.

O valor By corresponde a parte de corpo rigido que € nula. Da mesma forma, &

desaparece no centroide do elemento quando & =1 = 0. As deformagdes bdsicas sdo:
g, =—'L -V (4.98)

As deformagdes de alta ordem, € variam linearmente ao longo do elemento e seus
valores nos vértices sdo obtidos pela substituicao das coordenadas nodais em B,. J4 as tensoes

na membrana relacionam as deformacgdes com a matriz constitutiva C:

c, |=C-| &g, (4.99)
Txy Xy
onde,
[ E VE |
0
(1-v*) (1-v?)
Co VE E
S =v?) (1-v?)
0 o B
| 2-(1+v) |

e v € o coeficiente de Poisson, E € o mddulo de elasticidade do material.

4.6 Exemplo 3: Chapa engastada com carga concentrada

O primeiro exemplo € a chapa ilustrada na Figura 4.9 e encontra-se descrito em Assan
(2003). Trata-se de uma chapa engastada em uma extremidade. E com uma carga concentrada
aplicada na extremidade livre, com valor igual a -1 kgf, na direcdo y. O comprimento da
chapa € igual a 9 cm, a altura h € igual a 3cm, a largura é igual a lcm, o mddulo de
elasticidade E é igual a lkgf/cm® e o coeficiente de Poisson v é igual a 0. Neste trabalho
mantiveram-se os exemplos, condi¢des de vinculagdo, carregamento e as unidades de

Assan (2003).
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y
P Y
L/3

A—— C
e A h/2
; / B‘ X z §
7
)
’I L JD
I g

lcm

Figura 4.9 - Chapa 1

Tanto no Presente Trabalho quanto no ANSYS 11.0, discretizou-se o continuo em

1200 elementos quadrangulares (Shell 63) e 1281 nds, Figura 4.10.

Figura 4.10 - Malha referente a chapa

O programa surfer foi utilizado para gerar os mapas dos deslocamentos dos resultados

referentes ao presente trabalho. A Figura 4.11 e a Figura 4.12 sdo os mapas dos

deslocamentos u e v, respectivamente e ilustram o comportamento destes deslocamentos da

chapa a partir dos resultados obtidos no Presente Trabalho.

o BN

= E— |
-26.879 -13.440 0.000 13.440 26.879 -116.295 -87.221 -58.147 -29.074 0.000
Figura 4.11 - Mapa do deslocamento u da Figura 4.12 - Mapa do deslocamento v da chapa 1,
chapa 1, unidade: cm, Presente Trabalho unidade: cm, Presente Trabalho

A Tabela 4.1 é a comparacdo dos valores maximos, em mddulo, obtidos no Presente

Trabalho e no ANSYS, para a chapa deste exemplo e estes sdo aproximadamente iguais. Em
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trabalhos futuros, devido a limitacdo de prazo referente ao presente trabalho, pretende-se

apresentar o exemplo do Painel de Cook sugerido pelo Prof. Mendonca.

Tabela 4.1 — Resultados dos deslocamentos para a chapa 1

Valores Razao
Maximos .Fr’:ggimg ANSYS Relativa
(mbdulo) (%)

u (cm) 26,934 26,947 0,048

v (cm) 116,784 116,790 0,005

4.7 Elemento Finito de Placa Discrete Kirchhoff Triangle - DKT

Uma pesquisa detalhada sobre a teoria e formulacdo numérica via MEF de placas
encontra-se em Oliveira (2012) e Silva (2010). A placa modelada pelo elemento finito DKT
(Discrete Kirchhoff Triangle) foi pesquisada, no SET-EESC-USP, dentre outros autores por
Barretto (1990), Carrijo (1995), Oliveira Neto (1998) e Rezende (1990).

Apresenta-se sucintamente neste trabalho o elemento finito triangular de placa DKT
(Discrete Kirchhoff Triangle), assim chamado por se aplicar a teoria de Kirchhoff nos pontos
nodais. O elemento DKT ¢ triangular com nove graus de liberdade (uma translagdo e duas
rotagdes por nd), o que segundo Batoz e Lardeur (1989), na andlise de flexdo de placas
delgadas pode ser aplicado eficientemente, ja que este elemento se apresentou como sendo
eficiente no ambito tedrico, numérico e computacional. Como descrito em Mendonca (1997),
o que diferencia a teoria de Kirchhoff e a de Reissner é que a tdltima assume que secdes
planas, inicialmente normais ao plano médio da placa, ap6s a flexdo, permanecem planas, mas
ndo obrigatoriamente perpendiculares ao plano médio deformado. As outras hipdteses
assumidas pela teoria classica de placas sao incorporadas pela teoria de Reissner.

Os exemplos, referentes a placa, tem como objetivo verificar a eficiéncia do presente
trabalho em resolver essas estruturas. Portanto, os dados foram escolhidos de forma a
simplificar a resolucdo dos problemas, bem como a comparagéo dos resultados. Utilizaram-se
os exemplos propostos por Martinelli, Montanari e Savassi (2003). Os resultados referentes ao
Presente Trabalho foram comparados com a teoria técnica citada anteriormente, com
Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976) e com o ANSYS 11.0. A teoria de placas também
pode ser vista em Reddy (2006) e Zagottis (1973). Neste trabalho adotou-se o elemento finito
quadrangular, jd no ANSYS 11.0 utilizou-se o elemento Shell 63, quadrangular.
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4.7.1 Elemento Finito de Placa - DKT

Os elementos finitos DKT possuem trés graus de liberdade por nd, sendo a translagéo

segundo o eixo X e a rotacdo em torno dos eixos Y e Z, como mostra a Figura 4.13.

Figura 4.13 - Elemento finito DKT com nove graus Figura 4.14 - Carregamento uniformemente
de liberdade distribuido no elemento e carregamento nodal
equivalente

Em um elemento de drea A com carga uniformemente distribuida (q), Figura 4.14,

tem-se o seguinte vetor de cargas nodais equivalentes:
A
{F}T:%{100100100} (4.100)

Se for admitido distribui¢do linear para os deslocamentos transversais da placa.

4.7.2 Energia de deformacao para o elemento finito DKT

Pela teoria cldssica, as rotagdes Py e Pz de uma reta normal a superficie média
segundo os planos Y-X e Z-X, respectivamente, sdo diretamente relacionados com as
derivadas parciais dos deslocamentos transversais w’y e w’,, segundo os eixos de referéncia Y
e Z das lajes, Figura 4.15.

Ou seja, pela teoria de Kirchhoff:

0
8 =—0.,—;V=—W'X 4.101
B __3_W__w' oD
Yy — &Y_ Y

As rotagdes Bx e Py sdo convencionadas positivas de acordo com a Figura 4.16.
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-

—~ L= —WX
Figura 4.15 - Deslocamento segunda a teoria de Kirchhoff
Considerando-se a hipdtese de Kirchhoff, aplicada a posteriori, e admitindo-se

pequenos deslocamentos, as componentes de deslocamentos horizontais u e v, de um ponto

genérico da placa de coordenadas X, Y e Z, sdo:
u=zf (x.y)==z(-wy +7y)
v=2zp,(x, y)=—z(—w’Y +}/YZ) (4.102)
w=w(X,y)

onde w € o deslocamento na dire¢do de z. As dire¢des positivas para B, e B, estdo ilustradas

na Figura 4.16.

Zw zZ,w
A A

N
B, §
&

2
& N
i 2
N =

> <
0 y,v x

2
S|

Figura 4.16 - Convengdes positivas das rotagdes fx e Py

4.7.3 Vetor de deformacio por flexao { € };

Da teoria da elasticidade linear tém-se as seguintes relacdes entre deslocamentos e
deformacdes:

_du

T ox

(4.103)
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.
Y &y
_u, v
}/XY ay &x
Dessa forma, das equacdes (4.103):
@
gX g: IBX'X
{g}f =4& = 0')_ =z By = Z.{k} (4.104)
: y
}/XY ﬂ—i_& IBX'Y+ﬂY'X
dy Jdx

onde {k} é o vetor curvatura.
Observa-se que as deformacdes por flexdo variam linearmente ao longo da espessura
da laje. A componente Gy € desprezada por ser pequena em relagdo as componentes Gy € Gy.
A relacdo tensdo-deformacdo na placa de material homogé€neo e isotropico, de

comportamento eldstico-linear e com espessura h constante em um ponto genérico é:

B 1 v 0
{G}le—v2 v 1 19 {e}, (4.105)
0O 0 —
2
onde
1 v 0
[D,]= £ v 1 0 4.106
P _1_V2 - -y 4. )
2
Portanto,
{o}, =[D,].{e}; (4.107)

Substituindo a equagéo (4.104) na (4.107) tem-se:
O-X

{O'}f =<0, =z21D,l{k} (4.108)
TXY

A energia de deformacgdo por flexdo pode ser escrita de acordo com a seguinte

expressao:
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1
U, = Ej{s}; {6},dV (4.109)
v
Das equacdes (4.104) e (4.108) escreve-se:
1 t 1 t 2
U, =Ej{g}f{a}fdv =Ej{k} 2*[D]{k }dxdydz (4.110)
Vv Vv
Rearranjando os termos desta expressao:
[Py
U, = EI{k} Z°[D, |{k}dXdYdZ @.111)
\%4
Reescrevendo-se a equacio (4.111) tem-se:
1
U = [ (k}'[D], {k}dA 4.112)
A
onde [D]; ¢ a matriz de elasticidade para flexao de placas:
h
(D], = [3, Z’[Dldz (4.113)
2

Realizando a integrac@o ao longo da espessura da placa (h constante) encontra-se:

I~ I v 0
- -V
0 0 —
2
Observa-se que o vetor de curvatura {k}, relaciona-se com as rotagdes Px e By:
D 2 1-v
Uf ZEJ.{ﬁX'X +IBY'Y2 +2VIBX'X:BY'Y +T(IBX'Y +ﬁy'x)2}dA (4.1 15)
A
de D = ER3
onde D = —r—s.

Com a energia de deformacdo, é possivel obter explicitamente a matriz de rigidez do

elemento DKT, portanto, assumem-se quatro hip6teses descritas a seguir.

a) Hipétese 1 - Asrotagdes Bx e Py variam quadraticamente no elemento.

Consideram-se os seguintes polindmios:

L X Y)=a+a,X+aY+a, X’ +aXY+a)’
(4.116)

ﬁy(X’Y) =p+pX +p3Y+,04X2 +p5XY+p6Y2
Atende-se a compatibilidade das rotagdes desde que o elemento tenha trés nés por lado,

Figura 4.17.
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1 2,
Tt ©

10
2,

A:A1+A2+A3 1—f—ﬂ:— f:

Ay A, A
A A

Figura 4.17 - Disposicao inicial dos pontos nodais no elemento
DKT nas coordenadas homogéneas & e 1

Escrevendo-se as equacdes (4.116) na forma matricial, em fung¢do das coordenadas

homogéneas £ e 1:

a
(24
poem={1 &0 & & v} 7 L =vEmia)
a
o

(4.117)
P
P
P
Py
p's
Pl

ﬂy(f,n)={1 En & én 772} =y (&.mip')

Os parametros generalizados {a’} e {p’} slo transformados para os parametros
nodais {Bx} e {By}, respectivamente, particularizando-se a fun¢do para cada né do elemento,

de acordo com os valores das coordenadas adimensionais & e 1.

b) Hipdtese 2 - A teoria de Kirchhoff € imposta nos pontos nodais dos vértices e nos pontos
médios dos lados

Esta hipétese possibilita relacionar as rotagdes com as primeiras derivadas dos
deslocamentos transversais.

Para os nés de vértice ( N6s 1,2 e 3 ) tem-se:
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| 7xz | _ By +wy _ 0
{7/}_{7Yz}_{ﬁy+w¥}_{0} @119

E para os nés do meio do lado ( N6s 4,5 € 6 ):

Bsk +W'sk :O

(4.119)
onde o indice k representa os nés do meio do lado, e s uma coordenada que percorre cada

lado, no sentido anti-horario e em torno de cada um, como ilustra a Figura 4.18.

(x;,¥:)
5=0

Figura 4.18 - Coordenadas dos nos do lado ij do elemento DKT

Tabela 3.2 - w para os nés dos lados do elemento DKT

né inicial i né central k né final j

S s 1 S

ij ij 2 ij

— 1 1 ' ' 1
w,=a', Wi S 0TS0+ 0T o0 W= o O,
' 1 ' ' 1 ' ' 3 ' ' 1 [ 2’ ' 3 '
wu=—a, W, =—0+—0a,+——0a’, W=—0+—0,+—0,
j L 41, 1, ’

ij ij ij

c¢) Hipoétese 3 - A variag@o de w € ctibica ao longo dos lados do elemento
Em coordenadas genéricas, a funcdo w em um lado ij qualquer fica:
w, =0, +0as+a,s’ +o,s’ (4.120)

Escrevendo a equacgéo (4.120) em coordenadas adimensionais:
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2 3
S

1 Al S 1
W =0, +0, —+0, ——+ 0, — (4.121)
1. 17 1%

1

A\l

E calculando-se a derivada primeira desta expressao:

1 ' 2 ' 3 ] 2
Ws,s=L_“1+LT“zS+LT“3S (4.122)

ij i i

A Tabela 4.2 fornece as expressdes de w para os nés dos lados do elemento.

d) Hipétese 4 - Considera-se uma variagdo linear 3, ( rota¢do na dire¢do normal), ao longo
dos lados

Dessa forma, tem-se a fung@o B, em coordenadas homogéneas:
B, =0, +8a, (4.123)
Como o valor de B, varia linearmente, de acordo com as hipéteses adotadas, o valor da

fungdo no ponto nodal médio dos lados € escrito como a média aritmética dos 3, dos vértices

do referido lado. Portanto, para se encontrar o valor da funcdo no né central k, iguala-se
1
E= 5 , € substitui-se na equacdo (4.123):

B =%(B,.i +B,) (4.124)

Considerando-se as quatro hipdteses anteriores e as relagdes geométricas do tridngulo,
escreve-se By e Bz em cada ponto do tridingulo em fungfo dos pardmetros nodais { upkr }:

{Upkr } = { 8x1 Ovi 0z1 Sx2 Ova Ozo Oxa Ovs Ozs } (4.125)

As rotagdes em funcdo dos pardmetros nodais {upgr} sdo:

/Bx = [5: {uDKT}
S (4.126)
;BY = |:H_{MDKT}
onde [G] e [ﬁ sdo matrizes de ordem 1 x 9:
[G]=[1 &€ n & & n]q]
4.127)

[H]=[1 ¢ n & & n’]H]

ja as matrizes [ G ] e [ H ] sdo de ordem 6x9:
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0 6ag —6as —6ag 6(as —ag) 6a
1 —-3-4cg —3-4c5 2+4cys 4(+cs+cg) 2+4cs
0 _636 0 636 6(34 +a6) 0
[G]" ={0  4b, 0 —4bs  4(by —by) 0
0 -1 —406 0 2+4C6 4(06 —04) 0
O O 6a5 O _6(34 +as) _635
0 0 —1-4c4 0 4(cs —cy)  2+4cs |
"0 6d, -6d, -6d, 6d,—d) 6, 1  *®
—13+4e, 3+4e, —2—-4e, —4(l+e,+e,) —2—4e;
0 —-4b, -—4b, 4b, 4(bs,+by) 4b,
0 —6d, 0 6d, 6(d, +d,) 0
[H]'=| 0 1+de, 0 -2-4de, 4(e, —e,) 0
0 —4b, 0 4b, 4(b,—b,) 0
0 0 6d 0 -6(d, +d,) —6d,
0 0 1+4e, 0 4(e, —e;) —2-4e,
| 0 —4b, —4b; 0 4(b,—b,) 4b; |
onde:
Y, "
a, =—— d, =——
k lijz ij2
X :LYU%U izijz _%Yij2
4, = 2
1 2_1 ) ij
ij ~ “ij 2 2 2
c 4 22 1" =Y,"+Z,

e k =4,5 e 6 para os lados ij = 23, 31, 12, respectivamente.
Escrevendo-se o vetor curvatura { k }, em funcdo dos graus liberdade do elemento

finito DKT tem-se:
{k} = [B]{uDKT}

onde [ B ] € a matriz de ordem 3 x 9, que relaciona o vetor curvatura com o vetor

(4.129)

deslocamento do elemento, explicitada em Batoz, Bathe e Ho (1980).

Da equacdo da energia de deformacgao do elemento DKT:
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1 T
U, =5{{k} [D], {k}axy (4.130)
E substituindo a equacao (4.129) na (4.130):
1 T qT
Uy =2 [{ttoer} [B] [D1, 1Bl uty YA (4.131)

Escrevendo-se a equacgdo (4.131) em coordenadas homogéneas:

1

U, =5 Hitoer ) TBY 101, B s 12 AdET

A

. (4.132)
1
Uy =3tV [ [2ABY D1 BIGD )

Da energia de deformacdo, em fung@o da matriz de rigidez [K] do elemento tem-se a

seguinte equacgao:
1
U, = E{MDKT}T[K]{MDKT} (4.133)

onde:
1
[K]= [ [2A[BI"[D],[Bld&dn (4.134)

Efetuando-se as integracdes da equacgdo anterior, determina-se explicitamente a matriz
de rigidez [K] do elemento DKT, que € uma matriz simétrica de dimensdes 9 x 9, descrita em
Almeida (1999).

Os momentos my, My € Myy do elemento DKT sio:

my o
h/2

X
12 2
{m}=<m, = J:h/z o, rzdz :J.—h/z{o-} , 2dz Zth/z[D]{k} 7’dz

m (4.135)

XY TXY
{m} =[D] {k}=[D], [B]{u}
O elemento quadrangular pode ser obtido pela composi¢do de quatro elementos

triangulares DKT, quando se colocam os pardmetros internos comuns aos elementos, em

funcdo dos seus pardmetros externos, através da condensagdo estdtica descrita anteriormente.

4.8 Acoplamento dos elementos DKT e Formulacdo Livre

Acoplando-se o elemento de membrana e o elemento DKT obtém-se um elemento

com seis graus de liberdade por né. Onde o elemento de membrana € o elemento triangular da
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Formulacdo Livre, que incorpora trés graus de liberdade por né: duas translagdes paralelas aos
eixos, que contém o plano médio do elemento e uma rotacdo em torno da normal a esse plano.
Para que a formulagdo do elemento seja capaz de resolver problemas de estruturas de placas
no espaco tridimensional acoplaram-se os elementos DKT e de membrana. Como referéncia
de outros pesquisadores que escreveram sobre cascas cita-se Mesquita (1998), Militello e

Felippa (1989) e Paccola (2004).

BERGAN & FELIPPA (1985)

0z 3

U
\)
0z |1

Figura 4.19 - Membrana e elemento DKT Figura 4.20 — Casca

As matrizes e vetores do elemento de placa apresentados para a interagdo placa-solo,
na verdade é o resultado do acoplamento entre a placa e a membrana, jd comentado nos
subitens anteriores, Figura 4.19 e Figura 4.20. Portanto, este elemento apresenta seis graus de
liberdade por n6, que corresponde a trés translagdes (u, v, w) e trés rotagoes (0y, 6,, 6,) por
no.

A ordem das matrizes e vetores referentes ao solo é originalmente igual ao nimero de
nds, visto que nessa situacdo, o unico grau de liberdade considerado é o deslocamento w.

Colocam-se zeros nos coeficientes referentes aos outros graus de liberdade, de forma, que a

ordem das matrizes do solo, também seja seis vezes o nimero de nos.
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4.9 Exemplo 4: Placa engastada com carga distribuida

A placa 1 € rigida, representada por um bloco de lado igual a 1m (a=b=1m), engastada
em todos os lados, sobre a qual atua uma carga distribuida, q, de lkgf/m?, em toda a sua
area, Figura 4.21. A placa tem espessura unitaria, h, igual a 1m. O mdédulo de elasticidade

longitudinal, E, € igual 10,92kgf/m2. A relacdo de Poisson, v, € igual a 0,3.

q
R

72777774
b /
0 /. 2

W
-

/7
/]
/]
/
/1

/

SN/
a a

2 2

Z

Figura 4.21 - Placa 1

A rigidez de flexao da placa € calculada pela seguinte equacao:
D = E—h?‘ (4.136)
12(1 —v?)
Substituindo-se os valores correspondentes na Equacao (4.136), encontra-se D=1kgf-m.
Para a placa quadrada, engastada em todos os lados, sob carga distribuida em toda a
sua area, Martinelli, Montanari e Savassi (2003), calculam o deslocamento w, no centro da
placa, pela seguinte equacao:

aql*
Wiax = D 4.137)

A Tabela 4.2 sdo os valores de a, necessérios na determinag¢do do deslocamento w,,,, para a
placa engastada da equacdo (4.137), descrito em Martinelli, Montanari e Savassi (2003).

Em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976), para b/a=1, no centro da placa tem-se
o resultado exato para w:

0,00126qa4
W(x=0,y=0) = D (4.138)
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Tabela 4.2 — Valores de a, placa engastada, Martinelli, Montanari e Savassi (2003)

Malha Nos a

2x2 9 0,001480
4x4 25 0,001403
8x8 81 0,001304
12x12 169 0,001283
16x16 289 0,001275

Da Equacdo (4.138), para este exemplo, o valor de w no centroda placa ¢ igual a
—1,26)(10'3 m. No Presente Trabalho, com uma malha 16x16, obteve-se w igual a
-1,27x10”m, que corresponde a uma razio relativa de 0,79% quando os resultados sdo
comparados.

Em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976), o deslocamento w, no centro da placa,
para este exemplo € calculado pela equagdo:

Cweqat

W(x=0y=0) = D (4.139)

O coeficiente Cye, para diferentes malhas, e para as condi¢des de contorno e carregamento
referentes a este exemplo, encontra-se em Savassi (1996) e tem os valores descritos na Tabela

4.3.

Tabela 4.3 — Valores de C,.. Savassi (1996)

Malha Nés Cuwe

2x2 9 0,0014796
4x4 25 0,0014033
8x8 81 0,0013039
16x16 289 0,0012752

Tanto no Presente trabalho quanto no ANSYS (elemento Shell 66), a placa apresenta
uma malha quadrangular 16x16, Figura 4.22. A Tabela 4.4 apresenta os resultados das
andlises da comparacdo do deslocamento w, entre o Presente Trabalho, Martinelli, Montanari
e Savassi (2003), Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976) e o ANSYS.

O deslocamento w no centro da placa foi igual a -1,270x10”m tanto no Presente

Trabalho quanto no ANSYS. Para ilustrar o comportamento do deslocamento vertical na placa
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para este exemplo, apresenta-se o mapa de deslocamentos, referentes ao presente trabalho na

Figura 4.23.

Figura 4.22 - Malha da placa 16x16

Tabela 4.4 — Deslocamento w da placa 1

w (m) Raz&o Relativa (%)
Malha Presente Martinelli Timoshenko ANSYS  Martinelli Timoshenko ANSYS
Trabalho etal. (2003) (1976) etal. (2003) (1976)
2x2 -0,00142 -0,00148 -0,00148 -0,00148 4,23 4,23 4,23
4x4 -0,00132 -0,00140 -0,00140 -0,00137 6,06 6,06 3,79
8x8 -0,00128 -0,00130 -0,00130 -0,00129 1,56 1,56 0,78
12x12 -0,00127 -0,00128 - -0,00128 0,79 - 0,79
16x16 -0,00127 -0,00128 -0,00128 -0,00127 0,79 0,79 0,00

A Figura 4.24 ilustra o comportamento da rotacdo 0,, para o Presente trabalho. A
rotagio méxima foi igual a 3,95x107rad tanto no Presente Trabalho quanto no ANSYS. J4 a
Figura 4.25 ilustra o comportamento da rotagdo 6,,, referente ao Presente trabalho, o valor da
rotacdo méxima foi igual a 3,95x107rad, no Presente Trabalho e no ANSYS.

Em Timoshenko e Woinowsky-Krieger (1976), o momento Mx € igual ao My, no
centro da placa, e para este exemplo o momento é calculado pela equacio:

My (x=0y=0) = My(x=0y=0) = Cmeqa* (4.140)

O coeficiente Cy,, para diferentes malhas, e para as condi¢cdes de contorno e carregamento

referentes a este exemplo, encontra-se em Savassi (1996) e tem os valores descritos na Tabela

4.5.
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Portanto, o momento no centro da placa, para este exemplo, tem o valor exato obtido
pela equagao:

My (x=0,y=0) = My (x=0,y=0) = 0,023187qa? (4.141)
Da Equag@o (4.141), para este exemplo, tem-se o valor de Mx=My no centro da placa igual a
-2,31 x 102 m. No Presente Trabalho, com uma malha 16x16, obteve-se M,=M, igual a
—2,3068x10"2m, para uma malha 16x16, que corresponde a uma razao relativa de 0,14% entre

os trabalhos.

—:_—

-0.00126  -0.00084 -0.00042 0.00000

Figura 4.23 - Mapa do deslocamento w da placa 1, unidade: m, Presente Trabalho

L L L L L L L L L ;
L ____| T ¥ ¥ T u T T T T t

-0.003 -0.001 0.001 0.003 -0.003 -0.001 0.001 0.003
Figura 4.24 - Mapa da rotagao 0, da placa 1, Figura 4.25 - Mapa da rotagéo 6, da placa 1,

unidade: rad, Presente Trabalho unidade: rad, Presente Trabalho
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Tabela 4.5 — Valores de C,,,.. Savassi (1996)

Malha Nés Cine

2x2 9 0,046165
4x4 25 0,027783
8x8 81 0,024048
16x16 289 0,023187

Tabela 4.6 — Momento M,=M,, no centro da placa 1

Mx =My (kgf - m)

Malha Razao Relativa
Presente Trabalho Timoshenko (1976) (%)

2x2 -0,036208 -0,046165 27,50

4x4 -0,025595 -0,027783 8,55

8x8 -0,023559 -0,024048 2,08

16x16 -0,023068 -0,023187 0,52

A Figura 4.26 e a Figura 4.27 ilustram os mapas dos momentos fletores My e M,,
respectivamente, referentes ao Presente trabalho, para a malha 16x16. Como visto na Tabela
4.6, o resultado no centro da placa ¢ aproximadamente igual ao de Timoshenko e

Woinowsky-Krieger (1976) para a malha 16x16.

-0.02 -0.01 0.01 0.02 0.04 -0.02 -0.01 0.01 0.02 0.04

Figura 4.26 - Mapa do momento fletor My da  Figura 4.27 - Mapa do momento fletor M, da placa 1,
placa 1, unidade: kgf - m, Presente Trabalho unidade: kgf - m, Presente Trabalho
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4.10 Acoplamento placa-solo

O acoplamento MEC-MEF também foi pesquisado por outros autores, como por
exemplo, Tejerina Calderén (1996) e Komatsu (1995). Para o solo, a carga € considerada
somente perpendicular ao plano da drea carregada, na direcdo x3. A energia potencial total

(I1;) do elemento finito de placa, como descrito em Mendonga (1997) é:

I, = 2 W KU — (W (R + (T} w1

onde {U.} é o vetor de deslocamentos referentes ao elemento de placa, [K.] é a matriz de
rigidez da placa, {F.} é o vetor de forcas do elemento de placa, {U.} é o vetor de
deslocamentos do solo, {P.} é o vetor das forcas de superficie da interface placa-solo de um

elemento de contorno e [Q] é a matriz de transformacdo de cargas do elemento em cargas

nodais:
2 1 1
[Q]=§ 1 2 1 (4.143)
11 2

onde A € a drea do elemento triangular. A matriz [Q] refere-se apenas ao deslocamento nodal
w, portanto, deve-se expandi-la acrescentando-se zero nos coeficientes referentes aos outros
graus de liberdade.

Os vetores {Uc}T e {U-}" sdo iguais e escritos da seguinte forma:
U = {u; v; w; Oy Oy 0, wj v; Wy Oy 0y 055 we v Wi Oy Oy 05} (4.144)
e o vetor {P}:

{P}'={00p;,00000p; 00000 p, 00 0} (4.145)

Ap6s a contribuicdo de todos os elementos € minimizando-se o funcional resulta:

[KI{U} = {F} - [Q](P} (4.146)
onde {U} é o vetor de deslocamentos globais referentes a placa, [K] é a matriz de rigidez
global da placa, {F} é o vetor de forcas global da placa, {P} é o vetor das forcas de superficie
da interface placa-solo global e [5] ¢ a matriz de transformacio global de cargas do elemento
em cargas nodais.

Em relacdo ao solo reescreve-se a Equacdo (3.114) desprezando-se as forcas de
volume da seguinte forma:

[H]{Us} = [G]{Ps} (4.147)

A matriz [H] é igual a matriz identidade, ja que a superficie é suposta livre de forcas

de superficie, portanto, da Equacgao (4.147):
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{Ps} = [G]7{Us} (4.148)
onde {Us} é o vetor de deslocamento do solo, {Ps} é o vetor de forca de superficie do solo e
[G] é a matriz do solo relativa a solugdo fundamental u3;. Lembra-se que as matrizes e
vetores referentes ao solo também devem ser expandidas para que as suas ordens sejam iguais

a seis vezes o numero de nos.

Substituindo-se a Equacdo (4.148) na Equacao (4.146):

[K1{U} = {(F} - [Q][G]{Us} (4.149)
Resultando no seguinte sistema de equacdes:

[K.1{U} = {F} (4.150)
e

[K,] = [K] + [Q][G]* (4.151)

onde [K,] é a matriz de rigidez resultante da interagdo placa-solo através da combinagdo

MEC-MEF.

4.11 Exemplo 5: Acoplamento placa - solo sob carga distribuida

O acoplamento placa-solo € verificado neste exemplo. A placa é quadrada, com lado
L = 12m, sob a¢do de uma carga distribuida uniformemente, ¢ = 1 N/m?, em toda a sua
drea. A espessura da placa é t = 0,10m. Os médulos de elasticidade do solo e da placa sdo
Es = 2,60x108 N/m? e Ep =9,7833x10'3 N/m?2, respectivamente. O coeficiente de
Poisson do solo € igual ao da placa, vp = v¢ = 0,3. A placa e o solo foram discretizados
como a malha ilustrada na Figura 4.28, que possui 25 nés e 32 elementos. No acoplamento
placa-solo a malha € triangular devido a aproximacdo triangular da forca de superficie e pela

necessidade da malha do MEF coincidir com a malha do MEC.

Figura 4.28 - Malha 4x4
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A Tabela 4.7 é o resumo do método numérico e solu¢do fundamental adotada por cada

autor.

Tabela 4.7 — Método numérico e solugdo fundamental
Autor Placa Elemento  Malha Solo Solugao
Presente Trabalho MEF DKT-FL 4x4 MEC Mindlin
Ribeiro (2009) MEF DKT 4x4 MEC —infinito ~ Kelvin
Almeida (2003) MEF DKT-FL 8x8 MEC Kelvin
Messafer e Coates (1989) MEF  ACM 10x10  MEC Mindlin
Paiva e Butterfield (1997) MEC  Linear 8x8 MEC Mindlin

Os resultados referentes aos deslocamentos na direcdo x3 da placa encontram-se na
Tabela 4.8. Verificou-se que os deslocamentos no meio do lado e no centro da placa

apresentam concordancia com os encontrados em Ribeiro (2009).

Tabela 4.8 — Deslocamentos na dire¢do z (m)

Autor meio do lado Centro

Presente Trabalho 3,37E-08 3,79E-08
Ribeiro (2009) 3,41E-08 3,76E-08
Almeida (2003) 3,54E-08 3,79E-08
Messafer e Coates (1989) 3,00E-08 3,63E-08
Paiva e Butterfield (1997) 2,88E-08 3,26E-08

7z

A malha 4x4, referente ao presente trabalho, € igual a malha adotada em Ribeiro
(2009) sendo que este dltimo utilizou as solugdes fundamentais de Kelvin e MEC infinito. As
diferengas nos resultados, Tabela 4.8, em relagdo aos outros autores justifica-se pelo tipo de

elemento finito e malha adotados, Tabela 4.7.

4.12 Exemplo 6: Acoplamento placa - solo sob carga concentrada

Este exemplo € semelhante ao anterior com excecdo da carga, que aqui € concentrada
no centro da placa, P = IN. E os modulos de elasticidade do solo e da placa sdo

Es = 2,60x10° N/m? e Ep = 1,176x10'2 N /m?, respectivamente. O coeficiente de Poisson
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do solo € igual ao da placa, vp = v¢ = 0,3. A placa e o solo foram discretizados como a

malha ilustrada na Figura 4.29, que possui 81 nés e 128 elementos. A malha é a mesma

adotada por Mendonga (1997).

Figura 4.29 - Malha 8x8

Os resultados dos deslocamentos na direcdo longitudinal da placa encontram-se na

Tabela 4.10. Mendonga (1997) estudou este problema através de uma combinacio MEF-MEC

em que a placa é dividida em 128 elementos finitos triangulares com igual nimero de

elementos de contorno modelando o solo e ele apresenta resultados com o elemento finito

DKT e HSM. Messafer e Coates (1989) estudou este problema através de uma combinacao

MEF-MEC em que a placa € dividida em 100 elementos finitos quadrangulares com igual

namero de elementos de contorno modelando o solo € o elemento finito utilizado fo1 o ACM

(Adini, Clough e Melosh). A Tabela 4.9 é o resumo do método numérico e solucio

fundamental adotada por cada autor.

Tabela 4.9 — Método numérico e solugao fundamental de cada autor

Autor Placa Solo Solugao
Presente Trabalho MEF MEC Mindlin
Mendonga (1997) HSM-MEC MEF MEC Mindlin
Mendonga (1997) DKT-MEC MEF MEC Mindlin
Paiva (1993) MEC MEC Mindlin
Messafer e Coates (1989) MEF MEC Mindlin

Gorbunov-Possadov e Serebrjany (1961)

Analiticamente

Os resultados de Gorbunov-Possadov e Serebrjanyi (1961) apud Paiva (1993) foram

calculados analiticamente. Paiva (1993) modela tanto o solo quanto a placa pelo MEC, e a

interface placa-solo é dividida em 128 elementos triangulares e o contorno da placa em 32
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elementos de igual comprimento. Os resultados encontrados no presente trabalho estdo

aproximadamente iguais aos outros autores, como mostrado na Tabela 4.10.

Tabela 4.10 — Deslocamentos na dire¢éo z (x 10~2m), no centro da placa

Autor centro
Presente Trabalho 0,2371
Mendonga (1997) HSM-MEC 0,2122
Mendonga (1997) DKT-MEC 0,2124
Paiva (1993) 0,2160
Messafer e Coates (1989) 0,2400
Gorbunov-Possadov e Serebrjany (1961) 0,2600

4.13 Exemplo 7: Acoplamento placa - solo sob carga distribuida

Neste exemplo a placa € quadrada com lado L = 5m, sob agdo de uma carga
distribuida uniformemente, g = 1MPa, em toda a sua drea. A espessura da placa ¢é
t =1,25m. Os moédulos de elasticidade do solo e da placa sio Eg =40MPa e
Ep = 21000MPa, respectivamente. O coeficiente de Poisson do solo é igual ao da placa,
vp =vs = 0,3. A placae o solo foram discretizados como a malha ilustrada na Figura

4.29, que possui 81 nds e 128 elementos.

Tabela 4.11 — Método numérico e solugao fundamental de cada autor

Autor Placa Solo Solugao
Presente Trabalho MEF MEC Mindlin
Ribeiro (2005) MEF MEC Kelvin
Almeida (2003) MEF MEC Kelvin

A Tabela 4.11 é o resumo do método numérico e solucdo fundamental adotada por
cada autor.

Os resultados referentes ao deslocamento na dire¢do longitudinal da placa encontram-
se na Tabela 4.12. Almeida (2003), como esperado, apresenta resultado igual ao presente
trabalho, visto que ambos adotaram as solugdes fundamentais de Mindlin para o solo. A
diferenca nos resultados, em relagdao a Ribeiro (2005) acontece porque o mesmo adotou as

solucdes fundamentais de Kelvin.
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Tabela 4.12 — Deslocamentos na direg&do z (m), no centro da placa

Presente Ribeiro Almeida
Trabalho (2005) (2003)




5. Interacao estaca-solo

5.1 Introducao

Neste capitulo apresentam-se as equacdes da interagdo estaca-solo, bem como as
hipdteses admitidas. Na formulagdo do problema considera-se o elemento finito de estaca
vertical e que a estaca pode receber carregamentos nas direcdes x;, X, € x3. Para as equacdes
referentes ao solo, necessdrias para a interagdo estaca-solo, adota-se a solu¢do de Mindlin para
os deslocamentos, j4 descrita em capitulos anteriores. A intera¢do estaca-solo também foi
pesquisada por outros autores, como por exemplo: Matos Filho (1999), Paiva e Matos (1999),
Poulos e Madhav (1971), Poulos e Mates (1971), Ramalho e Venturini (1991) e Selvadurai e
Rajapakse (1985).

5.2 Hipoéteses

A interacdo estaca-solo € um problema complexo e a sua abordagem neste trabalho foi
efetuada considerando as seguintes simplificacdes:
- Desconsideram-se tensdes iniciais, tanto na estaca quanto no solo, decorrente da instalacdo
das estacas;
- Considera-se que tanto as estacas quanto o solo possuem comportamento mecanico elastico-
linear.
- O solo € admitido como um semi-espaco eldstico-linear, is6tropo e homogéneo;
- Despreza-se qualquer deslocamento relativo entre a estaca e o solo.

- Desconsideram-se as forcas volumétricas.
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5.3 Estaca vertical isolada

A estaca € analisada pelo MEF e discretizada como um tnico elemento de barra, com
quatro pontos nodais, descrita nos topicos seguintes, bem como os carregamentos atuando na

estaca.

5.3.1 Estaca sob Forca e Momento na direcao x4

Admite-se que a estaca seja submetida aos seguintes carregamentos no seu topo:
momento e forca aplicados na direcao 1, Figura 5.1. A consequéncia deste carregamento,
analisada nos pontos nodais, sdo os deslocamentos na dire¢do 1 no topo e ao longo do fuste da

estaca, e a rotagdo na direcdo 1 no topo da estaca, Figura 5.2.

01i
ui
uj
L
uk
ul
Figura 5.1 - Discretizagdo da estaca e Figura 5.2 - Deslocamento da estaca devido ao
carregamento aplicado na diregao x4 carregamento aplicado na direcao x;

Portanto, descrevem-se os deslocamentos deste problema com uma fun¢éo polinomial
do 4° grau:

Ugp(2) = Ayz* + Byz° + C1z° + D1z + E; (5.1

Substituindo-se os valores de z, correspondentes aos pontos nodais ao longo do fuste
da estaca, na Equacdo (5.1) tem-se:

para z=0 E;=u;

L L\* L\3 L\? L

para zZ = E Al (E) + B1 (5) + C1 (E) + D1 (g) + E1 = Uj (5 2)
2L 20\* 21\3 2L\? 2L '

para z=-— Al(?) +Bl(?) +Cl(?) +D1(?)+E1=uk

para z=L A WL)*+B,L)3+C,(L)?+D,(L)+E =u;

A Equacgao referente a rotacdo é a derivada da Equacdo (5.1) em relacdo a z, que

quando z é igualado a zero, tem-se o valor de x; no topo da estaca:
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du
d;” = 44,23 + 3B,z% + 2C,z + D,
para z=0 D, =6;

Escrevendo-se as Equacgdes (5.2) e (5.3) na forma matricial:

0 0 0 0 1

0 0 0 1 04 u,
5 G G G el
3 3 3 3 C, ;
SEGIGIGE R
3 3 3 3 E, u;
A r I’ L 1]

ou

Resolvendo-se a Equagdo (5.8) encontra-se as funcdes de forma:

A Equacio (5.4) pode ser escrita na seguinte forma:
[Cl{a} = {81}

Isolando-se {a}:

{a} = [C]7'{8e1}

Substituindo a Equacdo (5.6) na Equacao (5.1):
Ugp(2) ={z* 23 22z 1[C] {8}
Ugp(2) = {B}T[C]7H{8e1}

Uny(2) = (@'} [C17 (8.1}

9 , 45, 85 ,

_EZ +FZ EZ +1
¢ —igz4 %23—1—1z2+z
5 2r T oL

81 , 135 , 27
A=) opt Tp i tEY
o T
% ar - T T ar

Fazendo-se ¢ = z/L:

(5.3)

(5.4)

(5.5)

(5.6)

(5.7)

(5.8)

(5.9)

(5.10)
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99 .4 cpn 85 .
By SN S |
PRl S

Zl —%§4L+9§3L—%§2L+§L
o= Se-2eag 5.11)
0,
81,0 0 27,
. Bltime D

9. 94,
Ef—afJff

Efetuando-se o produto indicado em (5.9) encontra-se as derivadas segundas das funcdes de

forma:
270z 85 2977°
r 22 r
" 54z 11 547
" r L D 2
4= SL—f—4(ifZ+48§Z (5.12)
% 162z 27 2437
% r 2 I
2 277 5477
C rC r

Outra consequéncia da estaca submetida a um esfor¢o na direcdo x; sdo as forcas que

surgem na interface e estdo ilustradas na Figura 5.3.

P1i

P1j
P1k

P1L

Figura 5.3 - Forga na interface na diregao x4

As forcas de interface s@o descritas por uma funcio polinomial do 3° grau:
Px,(z) = Ayz3 + Byz2 + C,z + D, (5.13)
Escrevendo-se a Equagdo (5.13) em funcdo dos valores das forcas de interface nos

pontos nodais da estaca discretizada:

Px;(z) = ¢, Py; + ¢2P1j + 3Py + PuPyy (5.14)
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ou
Px,(2) = {¢}"{P,} (5.15)
Por um procedimento anilogo ao descrito para a func¢do aproximadora dos

deslocamentos, Equacdo (5.1), calcula-se as fungdes de interpolacdo correspondentes as

forcas de interface {¢}, Equacio (5.13), que sdo as seguintes:

97 977 11z

2L
Al | 2727 452 92
$|_| 20 20 L (5.16)
o] 212 1820z |
&, 2 ' 2L

97 977 2

20 200 L

Fazendo-se ¢ = z/L:

9 . , 11
-—¢ +9¢ ——¢+1
S5+ -8

% . 45,

0| | 3E5E

¢3 - —2§3+18§2 _2& (517)
@, 2 2

9 9 .,
Ef ’ —Ef +&
O funcional que caracteriza a energia potencial referente a energia na diregdo 1 é:
I, =U; + Q4 (5.18)
onde U; corresponde a energia potencial de deformacado e €}, representa a energia potencial

das cargas externas. Portanto,

Eplp
Iy ==

onde Ep € o mdédulo de elasticidade longitudinal da estaca, I € o momento de inércia da se¢do

L L
f (u;p(z))2 dz — f Px;(2)ugy(2)dz — Fyu; — My 6y (5.19)
0 0

transversal da estaca, F; € a forca externa e M; é o momento externo aplicados no né i da

estaca na direcdo x;.

Definindo-se:

1] = Eplp | (¢)(6)'dz (5.20)



134 Capitulo 5: Interagdo estaca-solo

[Q:] = f (GNP dz (5.21)
0

onde [K;] é a matriz de rigidez do elemento de estaca e [Q;] é a matriz de transformagdo de
cargas do elemento em cargas nodais, ambas devido a acdo de carregamentos aplicados na
estaca na dire¢@o X;.

Substituindo-se as Equagdes (5.20) e (5.21) na Equagéo (5.19):

1
I = 5{5e1}T[K1]{5e1} + {80137 [Q1{P1} — {801} {Fy} (5.22)
Minimizando-se o funcional (5.22) em relagao as incognitas ( u;, 0y, U, Uy € u;) obtém-se o

seguinte sistema de equagdes:

[K1]{5e1} = {F1} - [Ql]{Pl} (5.23)
onde:

[ 23722 4084 42876 26838 7684 |

£l 4084L 808" —6912L 3996L —1168L

[K,] =ﬁ -42876 —-6912L 81648 55404 16632 (5.24)
26838  3996L 55404 42282 -13716

| 7684 —1168L 16632 —13716 4768 |

[721 495 45 285 ]
, |38L 18L 18L 38L
[0]=—==| 54 2430 —486 —486 (5.25)

6720
27 243 2673 567
| 38 162 378 474 |
{5e1}T ={u; 0Oy U U U } (5.26)
{P1}T = { Py Plj Py P} (5.27)
{Fl}T ={F, M, 0 0 0} (5.28)

onde [K] € a matriz de rigidez da estaca; {u,} € o vetor de deslocamentos nodais da estaca;
{F} € o vetor de forcas externas; [Q] € a matriz que transforma for¢as no elemento em forcas
nodais e {P,} sdo as forgas de interface nas direcdes 1 e 2, e as tensdes de cisalhamento na

direc¢do 3.
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5.3.2 Estaca sob Forca e Momento na direcao x,

Analogamente a direcdo x;, descrevem-se os deslocamentos na direcdo x, com uma
funcdo polinomial do 4° grau. Portanto, o funcional que caracteriza a energia potencial
referente a energia na direcao 2 é:

I, =U, +Q, (5.29)
onde U, corresponde a energia potencial de deformacao e (), representa a energia potencial

das cargas externas. Portanto,
L

Eol, (X, . 2
I, = ;Pj (vap(Z)) dz +f Px,(2)va,(2)dz — Fov; — My60,; (5.30)
Y 0

onde F, € a forca externa e M, € o momento externo aplicados no né i da estaca na direcio x;.
Portanto, de maneira semelhante a direcdo x; tem-se para a direcdo x, o seguinte

sistema de equacdes:

[Kz]{5e2} = {Fz} - [Qz]{Pz} (5.3D)
e pode-se afirmar que:

[Kz] = [K1] (5.32)

[Qz] = [Q1]

Os coeficientes das matrizes [K;] e [Q,] encontram-se nas Equagtes (5.24) e (5.25),
respectivamente.

Os vetores {8,,17, {P,}T e {F,} sdo, respectivamente, os seguintes:
e2 2 2 P g

{62} ={vi 0 vj v v} (5.33)
{Pz}T ={ Py sz Py P} (5.34)
{F,}={F, M 0 0 0} (5.35)

5.3.3 Estaca sob Forca na direcao x;

Considera-se um esfor¢o, na direcdo x3, aplicado no topo da estaca, Figura 5.4. O
resultado deste carregamento, analisada nos pontos nodais, sdo os deslocamentos na dire¢do 3
no topo e ao longo do fuste da estaca, Figura 5.5.

Portanto, calcula-se a solucdo dos deslocamentos deste problema com uma fungdo
polinomial do 3° grau:

Wap(2) = Asz® + Bsz® + Csz + Ds (5.36)
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F3
i ;
L/3 4 wi
J 2 |
L/3 |L l Wi
k 2
L/3 l wk
L
wL
Figura 5.4 - Discretiza¢do da estaca e Figura 5.5 - Deslocamento da estaca devido ao
carregamento aplicado na diregao xs carregamento aplicado na diregao xs
Derivando-se a Equacdo (5.36) em relacdo a z:
dw,
7= 3A52” + 2B5z + Cs (5.37)

Como descrito para o deslocamento na dire¢do x;, para a direcdo x3 considerando-se a

Equacdo (5.36) tem-se:

0 0 0 1]
5@ 6L
3 3 3 By | |w,
3 > c [~ (5.38)
CIGECR RN
3 3 3 Dy (w,
| L r L 1]

A Equacio (5.38) pode ser escrita na seguinte forma:

[CsHas} = {8e3} (5.39)

Isolando-se {a3}:

{as} = [C5] 7 {8es} (5.40)

Substituindo a Equacdo (5.40) na Equacéo (5.36):

Wep(2) ={z® 2% 2z 1}[C3] {83} (5.41)
ou

Wap(2) = {37 [C5]7 {8es} (5.42)
e

Wwep(2) = {@VT[C] 7 {6e3) (5.43)

onde {¢} encontra-se nas Equagdes (5.16) e (5.17) e, portanto, a derivada da funco de forma

¢ a seguinte equacdo:
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_27z2 18z 11

ET RS
¢ 81z 45z 9

3 2

% | _ 2L2 r L (5.44)
&, 81z 36z 9
6| | 2 I 2L

272" 9z 1

28 L

Aplicando-se um esforco na direcdo x3 surgem forgas na interface da estaca. Sendo
que as forcas de interface no fuste da estaca, referentes a direcdo x3, sdo descritas por uma
func¢do polinomial do 2° grau:

1p(2) = Agz% + Bgz + Cq (5.45)

Ao contririo do fuste, cujas forcas de interface sdo tensdes cisalhantes, na base da
estaca t€m-se uma distribuicio de tensdo normal, uniforme nesta drea, cuja funcdo de
aproximacao para a base € constante e igual a 1:

pp(z=L)=1 (5.46)

Escrevendo-se a Equagdo (5.45) em funcgdo dos valores das forgas de interface nos
pontos nodais da estaca discretizada:

Tp(2) = 17 + 927 + Q37 (5.47)
ou

p(2) = {§} {1} (5.48)

Por um procedimento anilogo ao descrito para a fung¢do aproximadora dos
deslocamentos na direc¢do x; calculam-se as fun¢des de interpolacdo correspondentes as forgas

de interface {¢}, Equagdo (5.48), que sdo as seguintes:

(9z°> 9z N 1\
® 212 2L
! 9z%2 6z
P,8 = _7.}.7 3 (5.49)
@
’ 9z2 3z
\ 212 2L /

Fazendo-se ¢ = z/L:

36 -5¢+1)
P1 2 2
{‘Pz} ={ —9&2 6 (5.50)
N R
2 2
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O funcional que caracteriza a energia potencial referente a energia na direcao 3 é:
[I; = Uz + Q3 (5.51)
onde U; corresponde a energia potencial de deformacéo e ()3 representa a energia potencial

das cargas externas. Portanto,

EpAp (* 2 L
My = Pz P f (w,;p(z)) dz — f Tp(2)Wep (2)dz — Faw; + f opw dAp (552
0 0 Ap

onde Ap € a 4rea da secdo transversal da estaca e F; € a forca externa aplicada no né i da
estaca na direcao Xs.

Portanto, analogamente aos procedimentos realizados para a dire¢do x; tem-se para a
direcdo x5 o seguinte sistema de equagdes:

[K31{8es} = {F5} — [Q5]{Ps} (5.53)
onde:

148 -189 54 13
(k| Bty | 7189 432 297 54 s
UU40L | 54 -297 432 -189 69

-13 54 -189 148

7 2 1 0
B EREE
[Q3]=% 3 18 45 0 (5.55)
7 20 23 0
i L]
{5e3}T ={w; wj Wi W } (5.56)
{Pg}T = { Tp Tpj Tpk Op } (5.57)

{F:;}={(F; 0 0 0} (5.58)
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5.3.4 Estaca sob carregamentos nas direcoes x;, X, ¢ X3

Apoés andlise da estaca submetida a carregamentos em cada direcdo separadamente

considera-se a possibilidade de atuacdo desses carregamentos simultaneamente, como

ilustrado na Figura 5.6.

O funcional que caracteriza a energia potencial referente as direcdes 1,2 e 3 é:
onde II; € a energia potencial devido a energia na direcdo i e estas ja foram descritas

nos subitens anteriores.

F3| F2 )

1 F1 e

I X1 pij Ti
L/3 P2j

: X2 M1 )

] M2 P1j Tj
L/3 P2k

k P1k Tk
L/3 P2L

L PiL

Kl

x3 ob

Figura 5.6 - Estaca vertical sob carregamentos nas dire¢des X1, X € X3

Finalmente tem-se um sistema de equacdes, cujas solugdes sdo os deslocamentos e
rotagdes, do elemento de estaca submetida a carregamentos nas dire¢des X, Xz € X3!

[Kliax1a{tp}rax: = {Fliaxs — [Qliax12{Pp}12x1 (5.60)
onde {up} € o vetor dos deslocamentos da estaca de dimensdo 14 X 1 e sempre igual a:

wpd" ={w; vi w; 0y Oy w v W ou v we u, v, wp} o (5.61)
{F} é o vetor do carregamento externo de dimenséo 14 X 1 e:

{FAT={(F, F, F; M, M, 0 0 0 0 0 0 O O O} (5.62)
{Pp} é o vetor das forcas de interface de dimensdo 12 X 1 e:

{Pp}' ={Py Py Tpi Py Py Tpj Puc Po Tp Py Poy 0y} (5.63)

A matriz de rigidez [K] tem dimensdo 14 X 14:
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0

0 0
b, 0
0 ¢,
0 0
b, 0
0 O
b, O
0 ¢y
0 0
b, O
0 ¢
0 0
b, O
0 C4l

0

S
I (e]

0

0 al4
0 O
¢, O
0 a24
0 0
O a34
0 O
c, 0
0 a,
0 0
¢, O
0 a
0 O
¢, O

S
= (@]

oS O

o
w

o O oS O o O

D
@D

0
0

Cy3

0

(5.64)

onde a;; sdo os coeficientes da matriz [K;] encontrados na Equagdo (5.24); b;; sdo os

coeficientes da matriz [K,]|, de acordo com a Equacdo (5.32) tem-se que [K,| = [K;],

portanto, b;; = a;;; e ¢;; sdo os coeficientes da matriz [K3] encontrados na Equacdo (5.54). A

matriz de transformacio de cargas do elemento em cargas nodais [Q] tem dimensdo 14 X 12:

[0]=

dll

| 0

0 0
e, O
0
0 0
e, 0
0 0
e, O
0 f
0 0
e, O
0 fi
0 O
e, O
0 f41

dy
0

0

0

0

0
0

f42

dys
0

0

0 O
e; O
0 fs
0 O
e; O
0 O
e;; O
0 fy
0 O
e; O
0 O
e, O
0 43

dy,
0

0

0

e, O
0 f
0 0
e, 0
0 0
e, O
U
0 0
e, O
0 fu
0 O
e, O
0 f44_

0]

(5.65)

onde d;; s3o os coeficientes da matriz [Q,] encontrados na Equagdo (5.25); e;j sdo os

coeficientes da matriz [Q,], de acordo com a Equagdo (5.32) tem-se que [Q,] =[Q,],

portanto, e;; = dj; e f;; sdo os coeficientes da matriz [Q3] encontrados na Equagdo (5.55).
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5.3.5 Solo e interacao com a estaca

A Figura 5.7 representa um elemento de estaca no meio continuo considerando a
solu¢do fundamental de Mindlin para deslocamentos. Interpretando as forcas de interacdo
estaca-solo como uma linha de carga no meio continuo e reescrevendo-se a Equagdo (3.114)
tem-se:

Py = |

iy PSS+ [y (P.5)b ($)d0
r Q

(5.66)
+f u;;(P,8)q; (S)dr
r

e

onde qf sao as forcas de interacdo aplicadas ao sélido tridimensional e I, sdo as linhas de

carga onde estdo aplicadas as forcgas qf.

71 X3 = plano ¢/ p*ij=0

Figura 5.7 - Dominio tridimensional com linhas de carga

Considerando-se o problema da interac@o estaca-solo fazem-se algumas simplificacoes
na Equacdo (5.66). Desprezam-se as parcelas referentes as forcas volumétricas e as situagdes
de escavagdes, as duas primeiras parcelas da Equacio (5.66) sdo desconsideradas. Portanto,

Te

Para esse problema C;; = [I], portanto:

u; =j u;;q;5 dr (5.68)

e

5.3.6 Discretizacao da Equacao Integral

As equagdes integrais (5.68) podem ser expressas por funcdes interpoladoras das

forgas de interacdo, ou seja:
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w = [y (.9FSAEAE) (5.69)
Te
Escrevendo-se a expressao da integral numérica (5.68) obtém-se:
L -
w =5 ) uy(P,S)F (WP (S) (5.70)
k=1

onde ng é o nimero de pontos de Gauss e wy, € peso de Gauss correspondente ao nimero k,

ou

w) = | [ W@ ar] ) 57

onde {u,} é o vetor de deslocamentos da estaca, [U*] é a matriz de solu¢des fundamentais de
Mindlin, {¢p} é o vetor de fun¢des de forma para as forcas de interacdo e {P,} é o vetor de
forgas na interface estaca-solo.

O vetor da fungio de forma {¢} referente 2 direciio x; é a Equagio (5.17), a funcdo de
interpolagdo é um polindmio do terceiro grau e, e o vetor da fungio de forma {¢} referente a
direcdo x, € igual ao da direcd@o x;. Para a direcdo x5, a funcdo de interpolagdo € aproximada
por um polindmio do segundo grau e, o vetor da funcdo de forma {¢} é a Equagio (5.50).
Sabe-se que & = x3(s,p)/L e, da Equacio (5.46), tem-se que ¢, = 1.

Os lagos na implementagdo computacional sdo: até o nimero de nds, até o nimero de
estacas e até o nimero de pontos de Gauss. Escrevendo-se a Equacdo (5.71) para uma estaca,

*

por exemplo, para a solu¢do fundamental u;;, sendo i a dire¢do da forca e j a direcdo do

deslocamento:
- [ uu00d0 [ w9, dU [ u6,d0 [ u0,,dT ,
us, | [ #y0,d0 [ ugyé,dU | ug@,dl [ uy6,,dr 3 .
Us J.FufdeddF J'Fufdk@ddf J.Fufdk@ddl“ Luﬁ,k@ddr Py G72)
P00 [t dT [ dU [ @ dU [ w047 i

onde os sub indices i,j, k, L referem-se aos nés da estaca; f é a direcdo da forca e d € a
direc@o do deslocamento.

Considerando-se as solu¢des fundamentais nas dire¢des X, X, € X3, € analogamente a
Equacao (5.71):

{ushizx1 = [Glizx12{Ph2x1 (5.73)
onde {us};,x € 0 vetor dos deslocamentos do solo e:

ud ={w vi wi v v; wj u v wp u, v, w} (5.74)
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{P,}12x1 € o vetor de forcas de interagdo na interface estaca-solo e:
(P} ={Py Py 7t Pij Pyj Tpj Pix Pux Tpx Pip Pay 0y} (5.75)

[G]12x12 € formada por componentes das solugdes fundamentais do solo:

@1= | [wigar (576

Como exemplo de alguns coeficientes de [G];5x12 tém-se:

[wlgdr [ w2,4d0 [ u13,4,d0 [ ullg,dl [ ui2,¢,dT
[u21,4,d0 [ u22,6,d0 [ u23,4,dT [ u21,,dU [ u22,¢,dr
[u31,,d0 [ u32,6,dT [ u33,¢,d0 [ u31,¢,d0 [ u324,dT
[wilg,dr [ w2,4,d0 [ u13,4,d0 [ ull,g,dU [ ui2,4,dT
[ u21,4,d0 [ u22,4,dT [ u23,4,dU | u21,4,dT [ u22,4,dT

(5.77)

onde o sub indice i da solugdo fundamental uy4; refere-se ao ponto de integragao, ponto fonte.

P (x1p, x2p, x3p)

7 & G2 K30

Figura 5.8 — Estaca

Calculam-se os coeficientes da matriz [G] como ji descrito anteriormente. H4 uma
excecdo que se refere a solucido fundamental uz; quando o ponto de integracdo for o né L da
estaca. Nesse caso, a integral deve ser calculada analiticamente, porque fazendo essas
consideragdes transforma-se a integral no contorno em uma integral em coordenadas polares.
Assim, da Equagdo (3.136):

Ro

21 RO
Usg, = f U330pd) = be f U337, d1,d6 = ZHbe u33n,dn, (5.78)
Q 0 0 0

A solucdo fundamental uz; multiplicada por r é:
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r2 3 —4v 6¢czR2 8(1—-v)2 -3 —4v
3 +( )r+ 5.4 ( ) —( )

U3sT = 3T b 5 b Ty
R R
r r (5.79)
(3 — 4v)R% — 2cz
+ R3 Ty
Pelas Equacdes (3.98) e Figura 5.8 conclui-se que:
2 2
Ty = \/(xlf = x1p) "+ (%26 = 23p)
2 2 2
r= | Coag 1)+ Coag — 32" + (g — x3y)
) 2
r= |1} +(L—x3p)
2 2 2
R = (xlf - xls) + (ng - sz) + (X3E - X3S)
X1s = X1p X2s = X2p X3s = —X3p (5.80)

R = \/(xle - xlp)z + (%26 — x2p)2 +(L+ x3p)2

R = \/rbz +(L+ x3p)2

C = X3p z=x3z =1L

T3 :X3§—X3p :L_x
R3 =X3§—X35 =L+x3p
Substituindo-se as Equagdes (5.80) e (5.79) na Equacgdo (5.78) e calculando-se a

integral analiticamente tem-se o seguinte resultado:

—(L - x3p)2

R T (L- xgp)]

usz;, = O-DZT[[Kd]{

+ B —4)[Ry — (L —x3p)]

+ 6x3,L(L + x3p) [ (5.81)

3RS 3(L+x3p) ]

+[8(1—v)2 = (3 —4V)][R, — (L + x3,)]

2 —1 !
O, .

onde
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K. = 1+v
a7 8rE(1 —v)
diametro
Ro=—%—

(5.82)

R, = \/Rg + (L - x3)°

R, = \/R@ +(L+ x3p)2

5.4 Interacao Estaca-Solo

Considerando-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamentos e de equilibrio ao
longo da interface estaca solo pode-se afirmar que:

{us} = {u,}

{r}+{p}=0

Substituindo-se o sistema de equagdes do solo (5.73) no sistema de equacdes da estaca

(5.83)

Equacdo (5.60):

[Kliax1a{tphraxs = {F}iaxi — [Qliax12 [G]I21x12{us}12x1 (5.84)
Em relacdo a Equacao (5.84) define-se que:
[M]14><12 = [Q]14><12 [G]Izlxlz (5.85)

A matriz [M];4x1, ignora as contribui¢des das rotagdes nas dire¢des x; € x,. Mas para
que a resolugdo do sistema de equacgdes (5.84) seja possivel necessita-se que [M] tenha
dimensdo 14 X 14. Portanto acrescentam-se duas colunas de zero a matriz [M]. Estas colunas
de zero serdo a quarta e a quinta, ji que sdo estas as posicdes que se referem as rotagdes nas
direcdes x; e x, e esta nova matriz serd denominada [M],x4. Feitas estas consideracdes
escreve-se a Equacgdo (5.84) da seguinte forma:

[[Kl1ax14 + [M]1ax14al{U}1ax1 = {F}1axs (5.86)

5.5 Exemplo 8: Interacao estaca-solo

Verificou-se a eficiéncia do modelo acoplado e da implementagdo computacional,
referente a estaca vertical submetida a carregamentos nas direcdes x; € X3 com os exemplos
ilustrados na Figura 5.9. Como descrito, a discretizacdo da estaca € um elemento finito com

quatro nds. A estaca considerada € cilindrica e apresenta diadmetro D = 0,6096m,
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comprimento L = 6,096m, médulo de elasticidade Ep = 2,1111 X 107 kN/m? e coeficiente
de Poisson vp = 0,2. O solo é simplificado como um semi-espago finito, homogéneo,
isotrépico e eldstico-linear, com moédulo de elasticidade Eg = 2,1111 X 10°kN/m? e
coeficiente de Poisson vg = 0,2.

Consideraram-se trés carregamentos aplicados na estaca individualmente e estes estdo
ilustrados na Figura 5.9. A forca na dire¢do x; tem valor F; = 181,6kN, o momento na
direcdio x; € igual a M; = 95,826kN, e a forca aplicada na direcdo x; tem valor

F;, = 726,4kN.

F3

M1 Fi=18106kN

2 =~ _ M, = 95.826kN

x3 Fy = 726.4kN
Es =2.1111 X 10%kN/m?
ve = 0.2

[22]

.096m
Ep =2.1111 % 107 kN/m?

vp = 0.2

0.6096m |(_)|

Figura 5.9 - Estaca vertical sob carregamentos nas dire¢des x4, Xz € X3

Os resultados, referentes aos deslocamentos na dire¢do x; resultante do carregamento
F, = 181,6kN, obtidos pela formulagdo utilizada no presente trabalho, bem como, a

comparag@o com outros autores encontra-se na Figura 5.10.

Deslocamento (m)
0.0E+00 1.0E-04 2.0E-04 3.0E-04 4.0E-04 5.0E-04 6.0E-04 7.0E-04 8.0E-04
0 T T T T

LT

-=-Presente Trabalho
-+RIBEIRO (2009)
~~MATOS FILHO (1999)

Cota (m)
w

6

7

Figura 5.10 - Deslocamento na diregao x; resultante do esfor¢co F, = 181, 6kN
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Os deslocamentos na direcdo x; referente ao carregamento M; = 95,826kN - m,

obtidos pela formulacdo utilizada no presente trabalho, bem como, a comparagdo com outros

autores encontra-se na Figura 5.11.

Deslocamento (m)
-1.5E-04 -1.0E-04 -5.0E-05 0.0E+00 5.0E-05 1.0E-04 1.5E-04 2.0E-04 2.5E-04

0

0

1

9
z

N

w

-#Presente Trabalho
-+RIBEIRO (2009)

Cota (m)

»

~+~MATOS FILHO (1999)

N

o

8
5]

=
1

Figura 5.11 - Deslocamento na dire¢do x; resultante do carregamento M; = 95,826kN - m

Os resultados, referentes aos deslocamentos na dire¢do x; resultante do carregamento

F; = 726,4kN, do Presente Trabalho, bem como, a comparagdo com outros autores encontra-

se na Figura 5.12. Ribeiro (2009) adotou as solu¢des fundamentais de Kelvin e o método de

elemento de contorno infinito para modelar o solo; e o MEF para modelar a estaca. Matos

Filho (1999) considerou as solu¢des fundamentais de Mindlin, para o solo modelado pelo

MEC. A Tabela 5.1 é o resumo do método numérico e solucdo fundamental adotada por cada

autor.

Deslocamento (m)

5.0E-04 6.0E-04 7.0E-04 8.0E-04 9.0E-04 1.0E-03 1.1E-03

Tt

/ —&-Presente Trabalho

Cota (m)

—+—RIBEIRO (2009)

L/

~N O g~ W N =2 O

Figura 5.12 - Deslocamento na dire¢@o x; resultante do carregamento F; = 726,4kN

Os resultados do presente trabalho, referente a estaca vertical submetida a

carregamentos nas dire¢des x;, X, € X3 sdo aproximadamente iguais aos dos outros autores

neste exemplo, em que todos modelaram a estaca pelo MEF, o solo pelo MEC, sendo que

Ribeiro (2009) adotou as soluc¢des fundamentais de Kelvin, para o solo e o MEC infinito e no

presente trabalho e em Matos Filho (1999) tem-se as solu¢des fundamentais de Mindlin.
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Tabela 5.1 — Método numérico e solugcao fundamental de cada autor

Autor Estaca Solo Solugao
Presente Trabalho MEF MEC Mindlin
Ribeiro (2009) MEF MEC - infinito Kelvin

Matos Filho (1999) MEF MEC Mindlin




6. Acoplamento solo — radier estaqueado — superestrutura

6.1 Introducao

Este capitulo descreve o acoplamento solo — radier estaqueado — superestrutura, cujas
partes presentes no acoplamento foram descritas nos capitulos anteriores. Sabe-se que o solo
foi representado via equagdes integrais, considerando um meio continuo semi-infinito
utilizando a solucdo fundamental de Mindlin. A interacdo do edificio com o solo € feita
através de uma placa de fundagdo estaqueada.

Para o solo foram escritas as equacdes integrais para os deslocamentos u, v e w dos
pontos nodais dos elementos de contorno do meio continuo, resultando em um sistema de
equacdes lineares em fungdo da reagdo do solo nos pontos das células da interface placa-solo.

A estaca foi representada por elemento finito unidimensional, definido por quatro
pontos nodais, e sua influéncia no solo foi suposta como uma linha de carga. As estacas s@o
verticais e podem ser solicitadas por forgcas horizontais, verticais e momentos fletores
aplicados no seu topo. Os esforcos horizontais da interacdo estaca-solo serdo aproximados por
uma funcao polinomial do quarto grau e o esforco vertical por um polindmio do terceiro grau.
Os graus de liberdade para a estaca sdo os deslocamentos u, v e w e as rotagdes 6y e 0 para o
topo da estaca e os deslocamentos u, v e w para os demais nés. Os blocos sdo representados
por uma placa de rigidez muito grande.

A superestrutura foi modelada em teoria de primeira ordem via MEF com elementos
de barras para os pilares e as vigas e com elementos de cascas para as lajes. O elemento de

casca utilizado € o elemento plano de casca, onde se acopla o elemento de placa DKT,
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descrito em Batoz, Bathe e Ho (1980), com o elemento de membrana, proveniente da
formulag@o livre, proposto em Bergan e Felippa (1985). Sobre a andlise estrutural do edificio
citam-se algumas pesquisas desenvolvidas no SET-EESC-USP: Bezerra (1995), Lindquist
(2002), Oliveira (2001b), Rezende (1990) e Rios (1991).

O acoplamento solo—radier estaqueado—superestrutura > também foi pesquisado por
Mendonga (1997). A ISE adotando a solu¢do fundamental de Kelvin foi descrita em Almeida
(2003), Moser, Duenser e Beer (2004) e Ribeiro (2009). Outros autores que também
pesquisam problemas com as caracteristicas descritas sdo: Chow (2007) e Liang, Chen e Han

(2009).

6.2 Sistemas de equacées do MEF para o portico espacial

A matriz de rigidez local do elemento de barra para o pdrtico espacial apresenta seis

graus de liberdade: trés deslocamentos para u,v, w; trés rotagdes ¢,,6,, 6., como descrito

em Mendonca e Paiva (2004) e indicado na Figura 6.1.

L1 .\)/\" N),c?‘“
N \A utk
l
VA fgtk

Sistema Global
Bzi N\
3 <
* o
exi Uy, 1\uzi L1 uzk,t‘ Uy ka
—_> —> —_ —>
/u i /’uyk

y
/ 0y /’ Oyk
Figura 6.1 - Sistema Local e Global

O sistema de equagdes desse elemento pode ser obtido a partir da minimizacdo da

energia de deformacdo.

! Mendonga e Paiva, 2000.
*1d., 2003.

31d., 2004.
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Se forem adotadas as seguintes interpolacdes para as varidveis: variacdo ctibica para ve w;

variagdo linear para u,6, e um polindmio quadratico para ¢ 6 , o sistema de equagdes

resultante da minimizacdo do funcional € o seguinte:

KplUpI :f (61)

pl

com
T i i i i i k k k k k k
U, (u u, u, 6, 6, 6 u u, u 6. 6 01)
T _ i i i i i i k k k k
fpl_(x py pz m, my mz Px py pz m, m) m)
[ EA EA i
B 0 0 0 0 0 e 0 0 0 0 0
L L
12511 6[1;1: 0 0 0 ~ 1251; 65217 0 0 0
4EL 0 0 B 61521r 2EI 0 0 0
L L L
12;1y B 611:321y 0 0 _ 121?1}' 0 _ 611?1))
1 1
Gl 0 0 0 0 0 _GL 0
L L
4Ely 0 0 6Ely 0 2EI,
K = L r L
o EA
2 0 0 0 0
L
121?1Z _ 6521: 0 0 0
L
Simétrico 4121?1)} 0 61?21)'
1
GI, 0
L
4Ely
L L

onde A denota a drea da barra; I, 1, sd0 0s momentos de inércia em x, y; I, € o momento

de inércia a tor¢do; L € o comprimento e E € o mddulo de elasticidade da barra.

Ja que a expressdo (6.1) estd em coordenadas locais € necessdrio que as equagdes no
sistema local sejam transformadas para um sistema global comum, para possibilitar o
agrupamento das contribui¢des de barras posicionadas livremente no espaco tridimensional.
Assim, o sistema (/) em coordenadas globais fica:

K,U,=1, (6.2)

Com

Kp zﬁTszﬂ > fp zﬁTfl,

onde B ¢ a seguinte matriz de rotacdes detalhada em Weaver e Gere (1990).
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6.3 Acoplamento solo - radier estaqueado - superestrutura

Como um exemplo de andlise da ISE em edificios, além dos ja citados acrescenta-se
Moura (1995) e Ramalho e Correa (1991). Outro subsistema do problema de interacdo esta
associado as regides em que sdo mobilizadas forcas de contato entre o radier e o pdrtico
espacial, Figura 6.2.b. Dos seis graus de liberdade do vetor de deslocamentos do pértico no
sistema global da estrutura (os deslocamentos horizontais sdo vinculados rigidamente e a
rotacdo de tor¢cdo é admitida livre), de forma que apenas seis graus de liberdade
(deslocamento vertical, rotacdes de flexdo) sao efetivamente compatibilizados com aqueles
definidos na placa. As regides de interacdo e suas correspondentes forcas estdo indicadas na

Figura 6.2.

portico

Xq

radier X2

estaca

Figura 6.2 - Forgas interativas do problema pértico-radier estaqueado

Na andlise solo-estaca-radier, também pesquisada por Poulos (1994) e Davies e Poulos
(1972), a atuacdo da interacdo estaca-solo € tal que equivale a tensdo normal no topo da estaca
(or), resultante da forca total (N,) mobilizada na estaca e da sua drea transversal, Figura 6.3.

Da equacio (5.52), a representacgéo integral de p; é:

p3 = f U3z Tpdly, +f U3z 0pdl (6.3)

Tp Tp

A tensdo no topo da estaca € a divisao da equacgdo (6.3) pela area da base da estaca:
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N,
O = A_Z = 17 + G315 + G371 + Cy0p (6.4)

L

onde: cl=ﬁ,cz=0,cg=%ec4=1.

O funcional de energia da placa para essas regides pode ser escrito como:

g
Ly v v b v b vy
radier | | 7%1}
( h
Mot i\
p or Or p V1/\

w Wwll w

estaca

[

Op Op
Figura 6.3 - Interacdo solo-estaca-radier

Na estaca, quando o funcional é escrito para um elemento finito com a barra do pértico ligado
no noé k, tem-se
1 T T T

HIZEUr KrUr_Ur Fr+Ur fr (66)
O elemento de membrana e o poértico t€m seis graus de liberdade no k
o wy wu, 6, 6, 6, de forma que o acoplamento requer que haja uma
compatibiliza¢do de ordens das matrizes de influéncia do radier e do pértico. Assim, o vetor
de deslocamento para um elemento do radier com uma barra de pértico acoplada fica:

T

Up = {u zi exi eyi uz exi eyi Uk Myk uzk axk eyk ezk } (67)

Ja o correspondente de forgas:

ph={F, m, m, F, my m; Fy 0 0 my, m, O} (6.8)

au y 3 X ]
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Expandindo-se o funcional discretizado nas correspondentes posi¢des dos graus de

liberdade do radier, o funcional passa ser escrito como:

1 — —
171=5U§ K.U,-U,RF, (6.9)

Ao serem computados todos os elementos acoplados a barra de pdrtico, seguida da

minimizacao tem-se a matriz de rigidez desse problema:

K,U,=F,-RP, (6.10)

A matriz do problema radier-p6rtico obtida da matriz (6.10) é:

K U, =F, 6.11)

ondek ,, =K,+RK,

O sistema de equagdes do problema global € o seguinte (Figura 6.2):

pp

pp

]

4

*

p

(6.12)

*

0 K

p

K,
K,

r

U
U
U

Cm T

onde p refere-se aos coeficientes do pdrtico e r aos coeficientes do radier estaqueado.
Portanto, a solu¢do do sistema de equacdes (6.12) sdo os deslocamentos resultantes da

interagdo solo-radier estaqueado-superestrutura.

6.4 Exemplo 9: Placa sobre 1 estaca

Neste exemplo tem-se a interacdo de uma placa sobre uma estaca com o solo, que esti
ilustrada na Figura 6.4. O solo é representado como um semi-espaco finito, homogéneo,
isotropico e eldstico-linear, com mddulo de elasticidade Eg = 3 X 103 kN /m? e coeficiente
de Poisson v¢=0,5. A estaca considerada ¢ cilindrica e apresenta didmetro
D = 0,8m, comprimento L = 8m, médulo de elasticidade E, = 3 X 10° kN /m? e coeficiente
de Poisson v, = 0,2. A placa € quadrada com lado igual a 2m, espessura h, = 0,5m, e
modulo de elasticidade Ep = 3 x 10° kN /m? e coeficiente de Poisson vy = 0,2. Sobre toda a
drea da placa € aplicado um carregamento vertical uniformemente distribuido igual a
200kN/m?. A placa e a estaca sdo consideradas rigidas, cujo valor do médulo de

elasticidade da placa ¢ igual ao da estaca, E,, = E, = 10°E; = 3 X 10° kN /m?.
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A malha de elementos de contorno, para o solo, e elementos finitos, para a placa,
encontra-se ilustrada na Figura 6.5 e tem 32 elementos triangulares. O eixo da estaca é
perpendicular a placa e estd posicionada no centro da placa. A discretiza¢do da estaca é um

elemento finito com quatro nds e 14 parametros nodais.

Zm
<t
E, =3 x10° kN/m?
2m I Q | I 0,8m p /
Vp = 0,2
200 kN /m? —
=0,5m
R ERE o
i
E;, =3 x 103 kN/m? So
v, =0,5
8m
VoL
Figura 6.4 - Placa sobre 1 estaca Figura 6.5 — Malha

Adotou-se um eixo s, com origem no meio do lado da placa (x = 0), como ilustrado,
para andlise dos resultados, Figura 6.6. Como ji mencionado, os resultados referentes ao
presente trabalho consideram as solu¢des fundamentais de Mindlin para o solo, sendo que este
€ modelado pelo MEC; e a placa e a estaca sdo modeladas pelo MEF. Ribeiro (2009) adota as
solucdes fundamentais de Kelvin para o solo, sendo que este é modelado pelo MEC e pelo
Método dos Elementos de Contorno Infinitos (ECI); e a placa e a estaca sdo modeladas pelo
MEF. Paiva e Trondi (1999) e Butterfield e Banerjee (1971) consideram as solucdes
fundamentais de Mindlin, mas modelam o solo e a estrutura pelo MEC. A Tabela 6.1 é o
resumo do método numérico e solu¢cdo fundamental adotada por cada autor.

Os resultados deste exemplo mostram, e de forma explicita nos exemplos 1 e 2 do
capitulo 2, que a solucdo mais aproximada seria obtida considerando-se as solugdes
fundamentais de Mindlin para o solo, quando se trata de problemas que consideram o solo
homogéneo ou para a primeira camada, e modelado pelo MEC, e a placa e a estaca modeladas

pelo MEF, como foi admitido no presente trabalho.
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Tabela 6.1 — Método numérico e solugao fundamental de cada autor

Autor Estrutura Solo Solugao
Presente Trabalho MEF MEC Mindlin
Ribeiro (2009) MEF MEC Kelvin
Ribeiro (2009) MEF MEC — infinito Kelvin
Paiva eTrondi (1999) MEC MEC Mindlin
Butterfield e Banerjee (1971) MEC MEC Mindlin
4.30E-02
4.25E-02 - + * 2 " ¢ —4—Presente trabalho
4.20E-02 -
.y ~-RIBEIRO (2009) -
& 4.15e-02 - : : : : : EC
£ 4.10E-02 - RIBEIRO (2009) -
4.05E-02 - FCl
== PAIVA &TRONDI
4.00E-02 - (1999)
3.95E-02 7 ——BUTTERFIELD &
3.90E-02 - E——————8——0 BANERJEE (1971)

s (m)

Figura 6.6 - Deslocamento na placa ao longo do eixo s

6.5 Exemplo 10: Placa sobre 4 estacas

Neste exemplo, tem-se o radier estaqueado ilustrado na Figura 6.7, composto por uma
placa com quatro estacas cilindricas e verticais imersas no solo. O solo € representado por um
meio semi-infinito, homogéneo, isotrépico e elastico-linear, com moédulo de elasticidade
Es=3000kN/m? e coeficiente de Poisson vs=0,5. As estacas sdo rigidas, com 0,8m de
diametro, 8m de comprimento e a distincia entre as estacas ¢ 2m, como ilustrado. Os médulos
de elasticidade da placa e da estaca sao 10°Es e coeficiente de Poisson igual a 0,2. A placa é
rigida e quadrada, com lado igual a 4m, espessura igual a 0,5m. Sobre a placa € aplicado um

carregamento uniformemente distribuido de 50kN/m?.
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Figura 6.7 - Malha e radier estaqueado

A malha de elementos de contorno e elementos finitos coincidem, sendo formada por
25 nés e 32 elementos e € ilustrada na Figura 6.7. Na figura, os circulos indicam a posi¢éo das
estacas, e 0 eixo s tem origem no vértice indicado. Cada estaca € modelada como um
elemento finito, com quatro nés e quatorze parametros nodais, e o seu eixo € perpendicular ao
plano da malha do solo.

Na Figura 6.8, apresenta-se os resultados do presente trabalho para os deslocamentos
nos noés localizados na diagonal s, e que corresponde as distdncias de Im a 4m. Na Tabela 6.1
tem-se o resumo do método numérico e solucdo fundamental adotada por cada autor. Ribeiro
(2009) modelou o solo pelo método dos elementos de contorno infinito e adotou as solugdes
fundamentais de Kelvin; e a estaca foi modelada pelo MEF. Tanto Paiva e Trondi (1999)
quanto Butterfield e Banerjee (1971) analisaram todo o problema pelo MEC e para o solo
consideraram as solucdes de Mindlin. O presente trabalho, que modela a estrutura pelo MEF e
o solo pelo MEC adotando as solugdes fundamentais de Mindlin apresenta-se mais adequada

para a andlise de problemas com uma camada de solo.
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Figura 6.8 - Deslocamento ao longo do eixo s

6.6 Exemplo 11: Interacao solo - radier estaqueado - superestrutura

Neste exemplo, apresenta-se um radier estaqueado com nove estacas ilustrado na

Figura 6.9.
- 20m .
| 5m 5m |
_
N Z 1 Lo E, = 25x 10°MPa
N Y el 62 i
N A E 1, =03
TR NI ElP0|- o2 03 o2
SIS t,=05m
d N ) ™
SO ~ ol o2 of
v
40 kPa
AR R
E; = 60MPa g Ep=25><103MPa
=]
"I.H'S=D.2 = Vp=0'3
#Ho 0.5m d, = 0.5m

Figura 6.9 - Malha e radier estaqueado
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As dimensdes da placa sdo 20mx20mx0,5m,e mddulo de elasticidade igual a
E, =25x10’MPa e coeficiente de Poisson igual a y =0,3. O solo tem modulo de elasticidade
igual a E =60MPa e coeficiente de Poisson igual a v =0,2.

A malha da placa coincide com a malha do solo e é composta por 128 elementos
finitos e 81 nds como ilustrado. Sobre a placa € aplicada uma carga uniformemente distribuida
e igual a ¢ =40kPa. Todas as estacas tem comprimento igual a 10m e didmetro D, =0,5m, o
modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson da estaca s@o iguais ao da placa e os seus
valores sdo iguais a E, =25x10°MPa € v, =0,3, Tespectivamente.

A Figura 6.10 apresenta os deslocamentos no topo das estacas e estes sdo iguais aos
resultados para o mesmo radier estaqueado considerando-se a superestrutura com carga

equivalente a carga distribuida sobre o radier estaqueado.

1.15E-02

1.10E-02 -
1.05E-02 -

B w (m)
1.00E-02 -
9.50E-03
1 2 3
estacas

Figura 6.10 - Deslocamento no topo da estaca

A interacdo solo-radier estaqueado-superestrutura equivalente a interagdo solo-radier
estaqueado descrita anteriormente encontra-se ilustrada na Figura 6.11. Trata-se de um
edificio de quatro pavimentos tipo, como ilustrado. As lajes tem espessura igual a 0,3m e,
quatro vigas sustentando a laje e quatro pilares recebendo os esforcos das vigas. Adotou-se
para todas as vigas e pilares uma se¢ao transversal quadrada, com lado igual a 1m.

As cargas externas consideradas sdo carregamentos de 40kPa distribuidos sobre as
quatro lajes, como ilustrado na Figura 6.11. Ressalta-se que, somando-se as cargas das quatro
lajes, a forga resultante total € igual aquela considerada no exemplo da intera¢do solo-radier
estaqueado. Portanto, os deslocamentos encontrados para esses dois exemplos sdo iguais e

encontram-se na Figura 6.10.
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Figura 6.11 - Interagao solo-radier estaqueado-superestrutura



7. Conclusoes

7.1 Observacoes finais

7z

A contribui¢do desta tese € a implementacio computacional da Interacdo Solo-
Estrutura, por meio de um modelo que possibilita a determinagdo dos deslocamentos
provenientes deste problema. O solo € representado por um meio continuo semi-infinito e
modelado pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC). A estrutura é modelada pelo
Meétodo dos Elementos Finitos (MEF), onde a estaca € representada por elementos de barra, e
a placa pelo elemento DKT e pela formulagdo livre. Desenvolve-se uma formulacio para a
andlise da ISE que permite obter as respostas dos deslocamentos de problemas de interacio
estaca-solo-superestrutura, como mostrado no capitulo 6, exemplos 11. O programa
computacional foi desenvolvido em linguagem Fortran 6.6 e Orientado a Objetos, de acordo
com Beck e Bazian (2011), e empregaram-se subrotinas do LAPACK (Linear Algebra
PACKage). Os resultados obtidos mostram que este trabalho apresenta respostas adequadas
para a andlise dos problemas de ISE propostos. Para a interacdo estaca-solo-superestrutura, o
programa computacional desenvolvido no presente trabalho foi nomeado denominado SSI —
BEM-FEM - 2013, que inclui o programa computacional Cap Pile Soil Interaction - BEM-
FEM — 2012 para a andlise da interacdo radier estaqueado-solo.

Para um sélido semi-infinito, isotrépico, eldstico consideram-se as coordenadas (0,0,c)
e (0,0,-c), onde o primeiro é o ponto de aplicacdo da carga e o segundo a sua imagem.
MINDLIN (1953) revela que a partir das solucdes fundamentais de MINDLIN (1936) é
possivel obter também as solu¢des fundamentais de Kelvin fazendo ¢ — oo, visto que nesta
situacdo a caracterizagdo do problema de Mindlin deixa de existir, ou seja, o plano x3 = 0 ndo
¢ mais livre de forcas de superficie; e de Boussinesq-Cerruti, quando ¢ — 0 tem-se o
problema no qual a forca normal ou tangencial é aplicada no plano x; = 0 e as forcas de

superficie sdo nulas. Finalmente, a partir MINDLIN (1953) sabe-se que através das fungdes
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de Galerkin e Papkovitch, as solucdes fundamentais de Mindlin estdo corretas e que estas sao
obtidas através da aplicagdo da teoria do potencial.

A principal contribuicdo original desta tese é a evidéncia de que a solucgdo
fundamental de Mindlin, para a andlise da ISE, quando o solo carregado é modelado pelo
MEC e se considera apenas uma camada é mais precisa do que a solu¢do fundamental de
Kelvin, para um exemplo com as mesmas caracteristicas, quando o solo € modelado pelo
MEC ou pelo MEC infinito. Esta anélise pode ser vista explicitamente e principalmente, nos
exemplos le 2 do capitulo 3. Analisando-se exemplo 2 verifica-se que a solugdo apresentada
neste trabalho € mais préxima da solucdo exata vista em Timoshenko e Goodier (1951), com
diferenca de 0,1%, ao contrdrio dos trabalhos que adotaram as solu¢des fundamentais de
Kelvin, Ribeiro e Paiva (2010-a) obtiveram uma resposta menos precisa que o presente
trabalho, divergindo 9,0% da solugdo exata. E quando, Ribeiro e Paiva (2010-b) utilizam o
MEC infinito na modelagem do problema, a razao relativa é 2,4% em relagdo a solugdo exata,
mas os resultados apresentados nesta tese, ainda sdo mais aproximados do que os outros
autores. Para esta andlise desenvolveu-se o cédigo computacional denominado Soil - Mindlin
- BEM - 2009, em Fortran 6.6 e Orientado a Objetos, onde o sélido foi modelado pelo MEC e
pode ser submetido a carregamento na direcao Xxa.

J4 os exemplos 9 e 10 do capitulo 6 sdo de radier estaqueado, € mostram que a partir
da andlise anterior e resultados obtidos nesses exemplos, novamente as solu¢des obtidas no
presente trabalho sdo mais aproximadas do problema real. Visto que nesses exemplos
considerou-se uma camada de solo e como discutido anteriormente, as respostas quando se
utiliza as solugdes fundamentais de Mindlin para problemas com estas caracteristicas sdo mais
precisas do que a andlise na qual se adota as solu¢des fundamentais de Kelvin. Os resultados
para os deslocamentos foram obtidos através do Cap Pile Soil Interaction - BEM-FEM — 2012
desenvolvido em linguagem Fortran 6.6 e Orientado a Objetos, onde o radier estaqueado foi
modelado pelo MEF e o solo pelo MEC.

A Interacdo Placa-solo foi analisada através do programa computacional Plate Soil
Interaction — BEM-FEM — 2010 desenvolvido no presente trabalho em linguagem Fortran 6.6
e Orientado a Objetos, os resultados desta andlise sdo os exemplos 5, 6 e 7 do capitulo 3. As
respostas do presente trabalho apresentam coeréncia quando comparado com os outros
autores, como pode ser visto mais detalhadamente no capitulo 3. O programa computacional
para a andlise da interacdo placa-solo compreende o programa Soil - Mindlin - BEM — 2009, ja
descrito. E, além da implementacdo computacional dos mddulos de ISE desenvolveu-se os

programas para a andlise de chapas, pelo elemento finito CST e membranas de acordo com a
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Formulagdo Livre que foi denominado Plate in tension or compression - CST-FF - FEM —
2009, para o qual foi feita a condensagdo estética e os elementos foram modelados pelo MEF,
os resultados desta implementacdo foram verificados através do exemplo 3, do capitulo 4. Ja o
acoplamento membrana-placa denominado Plate in tension or compression - Plate in bending
coupling — CST-FF- DKT — FEM — 2009, que resulta no elemento de casca, com seis graus de
liberdade por né foi implementado em linguagem Fortran 6.6 e Orientado a Objetos teve sua
eficiéncia confirmada através do exemplo 4, do capitulo 4.

Para a Interacdo Estaca-solo a programaciao computacional implementada no presente
trabalho foi denominada Pile Soil Interaction — BEM-FEM — 2010, e foi desenvolvida em
linguagem Fortran 6.6 e Orientado a Objetos. As estacas sdo modeladas pelo MEF, como um
elemento finito de quatro nds, e apresentam quatorze parametros nodais, sendo adotadas
funcdes polinomiais do quarto grau para descrever os deslocamentos horizontais e, funcdes
polinomiais do terceiro grau para descrever as forgas horizontais e deslocamentos verticais e,
funcdes polinomiais do segundo grau para as tensdes de cisalhamento ao longo da estaca. Ao
modelar a interacdo estaca-solo sdo adotadas as solu¢des fundamentais de Mindlin. O
exemplo 8, do capitulo 5 mostra que para a estaca vertical submetida a carregamentos nas
direcdes x; e X3, os resultados encontrados no presente trabalho estdao aproximadamente iguais
aos obtidos pelos outros autores.

Este trabalho de doutorado, como mostrado nesta tese € o resultado da analise e
implementa¢do computacional de uma formulacdo numérica para a andlise de problemas da
interagc@o estaca-solo-superestrutura utilizando a combinacgdo entre o Método dos Elementos
de Contorno e o Método dos Elementos Finitos, como publicado em Ramos e Paiva (2013).
Como explicado e exemplificado no capitulo 1 desta tese, a Interacdo Solo-Estrutura € um
problema muito complexo, que engloba diversas linhas de pesquisas. Sendo assim, o avanco
local em determinada 4rea, que seja parte deste campo contribui para o desenvolvimento da
ISE. Portanto, em seguida sugerem-se outros temas para serem desenvolvidos na ISE, com a

expectativa de novas contribui¢des no processo de evolugdo da ciéncia.
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7.2 Proposta de desenvolvimento futuro

Portanto, este doutorado sugere os seguintes desenvolvimentos em pesquisas futuras:

(1) — o acoplamento do MEC com solu¢des fundamentais de Mindlin ao Método dos

Elementos de Contorno Infinito com solu¢des fundamentais de Kelvin;

(2) — ndo linearidade geométrica do edificio;

(3) — analise dinamica;

(4) — estacas inclinadas no solo;

(5) — escorregamento da estaca em relag@o ao solo;

(6) — nio linearidade fisica do solo;

(7) — desenvolvimento de formulacdo que permita dividir as estacas em varios elementos

finitos.
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