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RESUMO

REIS, M.C.J. (2012)Anélise nédo linear geométrica de porticos planos asiderando
ligacbes semirrigidas elastoplasticasDissertacdo (Mestrado) — Departamento de
Engenharia de Estruturas, Escola de EngenhariaddeC&rlos, Universidade de Séo
Paulo, 2012.

Neste trabalho foi implementada uma técnica parssiderar ligacbes semirrigidas
elastoplasticas para a analise ndo linear geormédiéc porticos planos. As ligacbes
semirrigidas foram consideradas com o comportametastoplastico multilinear e
modeladas via o0 Método dos Elementos Finitos (MEs}a técnica foi acoplada ao
programa AcadFrame, baseado no Método dos Eleméindss Posicional (MEFP)
para a analise ndo linear geométrica de porticsogl e trelicas planas. O acoplamento
numeérico foi realizado através de uma formulacgélaica em que a matriz de rigidez
das ligagbes semirrigidas elastoplasticas e aafangernas das ligacdes sdo somadas a
matriz e ao vetor de forgas internas da estrutwada iteragdo no processo de Newton-
Raphson. Conceitos de algebra linear e tensonafnmdca nao linear, deformacao,
tensao, principios variacionais e metodos numésgaosnecessarios para este propésito.
Simular-se-do diversos exemplos de ligagfes s@mias de estruturas metalicas e de
concreto pré-moldado para a verificacdo das imphkagées realizadas. O trabalho
permite a analise ndo linear geométrica de portptasos considerando as ligacdes

semirrigidas elastoplasticas.

Palavras-chave: Analise ndo linear geométrica. Metalos elementos finitos
posicional. Ligacbes semirrigidas elastoplasti€adruturas de concreto pré-moldado.

Estruturas metalicas



ABSTRACT

REIS, M.C.J. (2012)Geometric nonlinear analysis of plane frames consating
elastoplastic semi-rigid connectionsDissertation (MA) - Departamento de Engenharia
de Estruturas, Escola de Engenharia de Sado Chmdggrsidade de Sao Paulo, 2012.

This work presents a technigque to consider elaastipl semi-rigid connections for
geometric nonlinear analysis of plane frames. Tdrenections were considered semi-
rigid with elastoplastic behavior and modeled by THinite Element Method (FEM).
This techniqgue was coupled to AcadFrame programsedaon the Finite Element
Method for geometric nonlinear analysis of plararfes and trusses flat. The numerical
coupling is made by an algebraic formulation whateeach iteration of the Newton-
Raphson process, the connection’s stiffness matrik elastoplastic internal forces of
are added to the Hessian matrix and the intermaéfeector of the structure. Concepts
of linear and tensomlgebra, non-linear strain, stress, variationalngples and
numerical methods are needed for this purpose. r8leesxamples with semi-rigid
connections are solved to verify the proosed foatimh and performed
implementations. This study allows geometric nagdin analysis of plane frames
considering elastoplastic semi-rigid connections, steel and precast concrete

structures.

Keywords: Analysis of nonlinear geometric. The tinielement method positional.
Elastoplastic semi-rigid connections. Precast catecstructures. Metal structures
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Capitulo 1

1.1.Generalidades

1.1.1. Sistemas Estruturais de Concreto Pré-moldado e decA

Esta cada vez mais difundido na engenharia o usstleturas em aco e em concreto
pré-moldado. A diferenca entre o estudo de um mestestrutural constituido por
elementos pré-moldados e de aco com um sistemallitimmce o tratamento das
ligacOes presentes entre os pilares e vigas.

Segundo IGT et al (2009), nas construcbes e principalmente coastrucdes pré-
fabricadas as ligacbes estruturais ndo podem sesideyadas nem absolutamente
rigidas e nem idealmente elasticas. Elas devemossideradas semirrigidas. Esse tipo
de ligacbes muda as tensbes e as deformacoesrutrastPor isso, a necessidade de
considerar nas analises estruturais e no dimemsma o nivel de rigidez das
conexoes.

TURKER et al (2009) afirma que é muito comum enruéstas de aco adotar as
ligacbes completamente rigidas e que esses tipdgatgio sdo semirrigidas. Além
disso, eles dizem que as ligacbes semirrigidasngenadancas nas caracteristicas
dindmicas das estruturas. O estudo de TUKER x(#l9) foi feito para determinar a
qualidade das ligagcbes semirrigidas quando ocommmdancas nas caracteristicas
dindmicas das estruturas de aco.

Segundo EL DEBS et al (2010), componentes pré-rdoklde concreto protendido sédo
caracterizados pela sua capacidade de serem faténpeoduzidos em fabricas. No
entanto, é necessario ligar esses componentescpas#ruir a estrutura do edificio.
Essas ligacbes sdo um dos principais problemaprdgistas ao usar estruturas de pre-
moldado. As ligacdes afetam todas as fases de godias estruturas. EL DEBS et al
(2010) afirmaram ainda que apesar do uso de ligagémirrigidas ter sido até agora
pouco explorada em estruturas de concreto pré-moldatende-se que 0 seu uso pode
trazer beneficios significativos para o projetced#icios com altura média e pequena.
WANG XIN-WU (2008) afirmou que é muito necessério o estudoodgportamento de
barras de aco com ligagBes semirrigidas. Eles delsemam um codigo computacional
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que considera a ligacdo semirrigida, a ndo linadedgeométrica e o material nao
linear.

Segundo SANTOS (1998), as ligacbes de estruturasagbe eram consideradas
monoliticas, pois facilitavam a analise estruterdiminuiam o tempo de elaboracéo de
projetos. Apdés varios estudos sobre as ligacoeselpeu-se que o comportamento real
era diferente do idealizado. Com isso ocorreu uregisdio dos conceitos e
procedimentos de calculo de ligacdes de estrutleas;o.

SANTOS (1998) disse que estudos realizados nooirioi século XX demonstraram
que as ligacdes das estruturas de aco possuemmupotamento intermediario entre o
monolitico e o de rotula ideal, ou seja, sdo capa transmitir momento, mas
possuem alguma capacidade de giro.

As ligacbes em estruturas de concreto pré-moldadiém sdo muito difundidas na
literatura. Em ORDONEZ ET al. (1994), é afirmade quinfluéncia das ligacdes pré-
moldadas é tdo importante que alguns especiatibegaram a afirmar que as questdes
técnicas relacionadas com as ligagcfes tém impexdiesenvolvimento de construcdes
de estruturas em concreto pré-moldado. Em BALLARI1993), comenta-se que 0

estudo de tipos de ligacbes ndo tem acompanhatilzagfio de concreto pré-moldado.

1.1.2. Ligagdes semirrigidas

Segundo FERREIRA (1999), o termo ligacbes semifaigjifoi usado inicialmente para
estruturas metalicas e posteriormente incorporadoestudo das estruturas pré-
moldadas. FERREIRA (1999) afirma ainda que a ppinciessa notacdo esteja
relacionada com a rigidez a flexao da ligacdo an asua flexibilidade.

Conforme a norma Americana AISC/ASD (1978), ascligs semirrigidas podem ser
definidas como os tipos de conexdes onde a rotatatva entre as pecgas varia entre
20 e 90% da rotacdo que poderia ter se a ligacie foerfeitamente flexivel.

A figura a seguir mostra a classificacao das ligag@m funcéo da rigidez.
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Ligacao perfeitamente rigida (¢ = 0)

Ligacéo rigida

Licaca iaid
_—  Ligacdo semi-rigida

7

~

// Ligacéo flexivel

@
Ligac&o perfeitamente flexivel (M = 0)

Figura 1.1 — Classificacao das ligacoes.
Fonte: SANTOS (1998).

SANTOS (1998) define rigidez como a capacidadeedtricdo ao giro relativo imposta
pela ligacao e flexibilidade como a capacidadeoticéo da ligacao.

Através de curvas de momento-rotacdo obtidas ewpatalmente ou por modelos
tedricos, € que se obtém a descricdo do comportardas ligacdes. A figura 2 mostra

uma curva momento-rotacdo para uma ligacao.

/
/Ko / Ki,sec

Y oy ¢ (rad)

Figura 1.2 — Curva momento-rotacéo para uma ligacao
Fonte: FERREIRA (1999).

“As ligacBes de estruturas de aco sdo a origemedeodtinuidades geométricas e
mecanicas, que introduzem efeitos localizados eelfeggbes que interferem no

comportamento global da estrutura, e por isso deserastudadas de modo rigoroso,
ndo s6 do ponto de vista de fabricacdo e de mamtageas também do ponto de vista
da funcgéo estrutural.” (COLSON (1991), p.213).
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Segundo FERREIRA (1993), as ligacdes de concretemmidado, onde ocorrem as

concentracdes de tensdes, promovem a redistribdiggi@sforgcos nos elementos e que
falhas de certas ligagbes podem provocar o coldpsestruturas. O procedimento de
calculo usado na determinacdo dos esforcos e delscdeentos de estruturas de
concreto pré-moldado considera as ligacdes rigidpesar de serem semirrigidas.
FERREIRA (1999) também mostra que ligacfes de wstratara de pré-moldada nao

podem ser consideradas como nds na estrutura,amasuuma regido da estrutura. Essa
regido se diferencia do restante da estrutura @oumm local com concentracbes de
tensdes onde as deformacdes e deslocamentos néim gsed desconsiderados, mesmo
para as agdes de servico.

FERREIRA (1993) afirma ainda que as ligacbes ségnia@s liberam deslocamentos

nas extremidades das barras da estrutura, promoventh perda de rigidez da

estrutura, uma redistribuicdo dos esforcos, e aumti@ modificacdo dos deslocamentos
globais.

Entdo, € necessario o desenvolvimento de um cécigoputacional que leve em

consideracdo a semi-rigidez da ligacdo. Desse mpdde-se obter uma analise

estrutural melhor para o dimensionamento e o estiedestabilidade desses tipos de

estruturas.

1.1.2. Método dos Elementos Finitos

Segundo ASSAN (2003), o método dos elementos findouma alternativa para
resolver os problemas da teoria da elasticidadgerando os problemas de outros
meétodos como, por exemplo, o Método de Rayleigh-RiGarlekin.

ASSAN (2003) afirma que o método dos elementodoiné baseado no método de
Rayleigh-Ritz e que ele faz a divisdo de um domieointegracdo continuo em um
namero finito de pequenas regiées que sdo chandadalementos finitos. A divisdo do
dominio é denominada de rede de elementos firlissa rede pode ser aumentada ou
diminuida variando o tamanho do elemento finito.pOstos de intersecdo dessa malha
séo chamados de nos.

DissertacOes e teses do SET e artigos internasisego utilizados ao longo do
trabalho como base dos desenvolvimentos computdsiorelacionados a nao
linearidade geométrica via elementos finitos. Asgipais teses sdo: MACIEL (2008),
GRECO (2004), MARQUES (2006), PASCON (2008).
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1.2. Justificativas

Devido a crescente utilizacdo de estruturas emretmpré-moldado e de aco, torna-se
necessario buscar melhorias no projeto e no dimeasiento dessas estruturas. Para
iIsto, deve-se ampliar o conhecimento em relacdacaoportamento das ligacdes
semirrigidas e desenvolver codigos computacionaes gpssam fornecer resultados
mais precisos com a realidade. Segundo CAMPOS19€0§, JONES & al. (1983),
PFEIL (1986), o emprego de liga¢cbes semirrigidatepodiminuir o custo do projeto.

1.3.0bjetivos

O objetivo principal desta pesquisa € desenvolvermodelo de ligacdo semirrigida
geral que possa ser adaptado as curvas normagvestrdituras pré-moldadas e em aco
e sua implementacdo em codigo (software) de anal&e linear geométrica de
estruturas (Acadframe). O objetivo secundario érmécdo do pesquisador e para
atingir tal propésito necessita dos seguintes atnfentos:

* Meétodos Numeéricos;

» Teoria da elasticidade;

e Andlise nédo linear geométrica;

* Método dos Elementos Finitos;

* Dinamica das Estruturas;

« Algebra linear e tensorial, mecanica do contindm Inearidade geométrica e

formulacdo Lagrangiana posicional;

+ Estudo das Normas Técnicas Brasileiras.
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Capitulo 2 - Revisao Bibliografica

2.1. Introducgao

Na revisdo bibliografica, serdo citados e comergattabalhos que foram feitos
anteriormente por pesquisadores e que servirdo dmse para 0 desenvolvimento
desta dissertacdo. Os trabalhos sdo das éareasaskicighde, andlise ndo linear
geomeétrica, método dos elementos finitos e ligacgamsirrigidas. Também seréo
citadas as normas brasileiras e internacionais ap@dam sobre as ligacbes em

estruturas de concreto pré-moldado e de aco.

2.2. Teoria da Elasticidade Linear

TIMOSHENKO & GOODIER (1951) reuniram diversos trdims desenvolvidos no

campo da Elasticidade Linear. Eles determinararagasicbes de compatibilidade, de
equilibrio estatico, a lei constitutiva para materisotropicos e elasticos submetidos as
pequenas deformacdes e deslocamentos. Mostraraotugdes analiticas para casos de

carregamento e geometria simplificados.

2.3. Mecénica do Continuo

COIMBRA (1981) reune varios conceitos de algebraseleres e tensores, analise de
funcdes tensoriais, deformacfes e movimentos daeospbalancos de quantidade de

movimento e de energia, relacéo tensdo deformacao.

2.4. Analise Nao linear Geométrica através do Métad dos Elementos Finitos
Posicional (MEF)

O trabalho de BATHE (1996) apresentou varias foap@gs e conceitos relativos ao
Método dos Elementos Finitos (MEF) que foram usaeas andalises estruturais
estaticas, dindmicas, geometricamente lineares &neares.

CODA & GRECO (2004) utilizaram a formulacdo do Mi#todos Elementos Finito

Posicional (MEFP) para a anélise de problemas ing@ares geométricos de estruturas
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tanto para o caso estatico como dinamico. O MERRedtendido para questbes de
impacto bidirecional entre estruturas birreticukada anteparo rigido. Além disso, a
formulacdo ainda considera os efeitos relacionacm® a elastoplasticidade nos
membros estruturais e ligacbes que consideram adestntos livres nas conexdes
nodais. Assim, possibilita-se a analise de mecarsdtaxiveis.

MACIEL (2008) estudou problemas né&o lineares gedoost que envolviam pérticos
planos e solidos tridimensionais. Esses problemasf analisados através formulagéo
dos métodos dos elementos finitos posicional e twnaulacdo lagrangiana total.
Nessa formulacéo, o algoritmo de Newton-Raphsosaglai para solucéo iterativa do
problema néo linear. JA4 os problemas que envohi@dmica, a matriz de massa é
consistente e o integrador temporal € o algoritmbléwmark. Para a andlise do pértico
plano, a cinematica adotada € a de Reissner, enagegdo plana do pértico ndo
precisa permanecer perpendicular ao seu eixo teqés deformacdo. Em relacdo a
formulacdo de solido tridimensional, foi adotadaoapnacgéo cubica de varidveis com

elementos finitos tetraédricos de 20 nés.

2.5. Andlise nao linear geométrica de solidos bidiemsionais

MARQUES (2006) desenvolveu uma formulacdo e sudementacédo computacional
para se analisar por via do Método dos Elementa$oBj 0 comportamento néo linear
geomeétrico de solidos bidimensionais. O trabalhoor@dd o0 comportamento
geometricamente ndo linear através de uma formulpg&icional. Essa formulacéo é
classificada como Lagrangeana total com cinematicata. Na andlise do
comportamento dindmico usou-se um algoritmo degiatgio temporal baseado na
familia de integradores temporais de Newmark. Cacty foi adotado através de uma
técnica que utiliza como integrador temporal o @lgm de Newmark, alterado para

garantir sua estabilizag&o.
2.6. Associacao Brasileira de Normas Técnicas (ABNT
A NBR 8800/2008 - Projeto e execucdo de estruturaacdeem edificios — possui a

secdo 6 que aborda as condi¢cdes especificas pdimemsionamento de ligagbes

semirrigidas.
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Segundo a NBR 8800/2008, as ligacdes metalicasstemsem elementos de ligacao,
por exemplo, enrijecedores, chapas de ligacdoocaimas e consolos, e meios de
ligacdo, como soldas, parafusos, barras redondagieadas e pinos. Esses elementos
devem ser dimensionados de modo que a sua resistincalculo a um determinado
estado-limite ultimo seja igual ou superior a staigdo de calculo.

A NBR 8800/2008 considera uma ligacéo viga pilawlezla se:

S < E 2.1)
L,

E rigida se:

Sz @ 2.2)
L,

Onde Si é arigidez da ligacdo que correspondasatercos do momento resistente de
calculo (rigidez inicial) é, eL, sdo 0 momento de inércia da se¢ao transversdano p
da estrutura e comprimento da viga conectada &&igarespectivamente. A NBR
8800/2008 afirma ainda que a rigidez da ligacaceps®t determinada, na auséncia de
Norma Brasileira aplicavel, de acordo com o Eurec8dParte 1-8 ou por base em
resultados experimentais. A Norma Brasileira admite para qualquer caso de analise
elastica a ligacdo pode ser considerada semirrighdaS constante durante todo o
periodo do carregamento.

Segundo a ANBR 8800/2008, o limite da equacdo 2.2 € validoddegue em cada
andar da estrutura seja satisfeita a relagéao:

K

+>20,1 (2.3)

p
OndeK, é o valor médio dé/L, para todas as vigas no topo do and&y & o valor
médio ddp/Lp para todos os pilares do anda€ o momento de inércia de uma viga no

plano da estruturale, € o vao de uma viga considerado de centro a cdetmlares e
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L, € a altura do andar para um pilar. Caso as dyasssdes a seguir sejam satisfeitas,

a ligacdo deve ser considerada como semirrigida.

25El,
>_"_"" Vv

3ET

(2.4)

v+ <0,1 (2.5)

A NBR 8800/2008 ainda afirma que as ligac6es uquaisladas ou rigidas) podem ser
simuladas com esses tipos de vinculagdo na amdisgtural, a critério do responséavel
técnico pelo projeto.

A NBR-9062: Projeto e Execucado de Estruturas decf@bm Pré-Moldado — no item 7
trata das ligacdes em estruturas de concreto pldandm Segundo a NBR-9062, no
projeto das ligacdes de elementos pré-moldado® esitou entre estes e concreto
moldados no local séo levadas em consideracéo abiletade geral da estrutura
montada e a estabilidade durante a fase de montdgegstrutura. O dimensionamento
destas ligacdes deve estar de acordo com a NBR-#dr@ a utilizacdo de outras
ligagBes que ndo estdo presentes nesse item deverrificadas quanto a sua eficécia,
qualidade e durabilidade através de célculo acalitD projeto das ligacbes deve ser
elaborado apdés um estudo das possiveis solicitagdesservico e também em
montagem. A NBR-9062 também afirma que solicitagdewenientes de variacbes
volumétricas da estrutura (retracdo, fluéncia, &najpira) ndo podem ser desprezadas,
salvo em casos especiais. JA em casos mais compkexeecessario considerar as
rotacdes e deformagdes imediatas ocasionadas pktacdo e retiradas de cargas
acidentais, deslocamentos possiveis de ocorredalexi vibragbes de maquinas e
equipamentos industriais. A NBR-9062 apresenta aexuistes tipos de ligacoes:
ligacdes solicitadas predominantemente por com@oedsacdo e flexdo, ligacdo de
vigas e lajes, ligacdo de vigas ou de lajes coma apaios, ligagdo de pilares, porticos e
arcos, ligacéo transversal de lajes e mesas ds Vighgacdes de pilares, porticos, e
arcos em regido de momento nulo, ligacéo de pjl@@sicos e arcos com fundacéo e

ligacdes por meio de consolos de concreto.
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Nas ligacdes solicitadas predominantemente por mEse@o, situam-se neste caso 0S
apoios de elemento pré-moldado sobre os outroseates de concreto moldado no
local com excecdo nos apoios de pilares sobre Bumkacdes. Os elementos pré-
moldados podem ser assentados nos seus apoiasiiefin

 Com junta a seco;

» Com intercalacdo de uma camada de argamassa;

 Com concretagem local;

* Com rotulas metélicas;

* Com almofadas de elastémero;
Nas ligacOes solicitadas predominantemente poadragituam-se neste caso suspensao
de elementos pré-moldados por tirantes ou outrspoditivos, fixados em outros
elementos pré-moldados ou de concreto moldado ¢ad, lou a ligacdo de elementos
pré-moldados de vedagcdo com seus apoios superiores.
J& nas ligacdes solicitadas predominantemente lpafd, situa-se neste caso a
realizagcdo da continuidade de elementos pré-mofdadono vigas, lajes, pilares,
porticos e arcos.
Segundo a NBR-9062, a analise de estruturas préag@é devem ser tratadas
conforme disposto na NBR6118, respeitando algumasuliaridades. Seréo

apresentadas a seguir duas destas peculiaridades:

» A capacidade das estruturas pré-moldadas deveosermgda pela capacidade
de seus elementos estruturais e ndo por suasdigaga analise da estabilidade,
deve ser levada em consideracdo a influéncia desfe®! do comportamento
efetivo das ligac6es. Dependendo do fator de ¢dstra rotacdo da ligagéo, o
comportamento da ligacdo no apoio pode ser corsldearticulado, rigido ou
semi-rigido.

* A estrutura deve ser analisada, em relacdo a kdsald, em todas as fases,

considerando o comportamento das ligacfes na mamtag

Conforme a NBR-9062, o fator de restricdo a rotag@oie define a rigidez relativa

de cada ligacdo da extremidade do elemento corecakpresso por:
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1 _§

- 14 SEDsec 6, (2.6)

Rsec Lef

Onde:

(EDsec€ a rigidez secante da viga conforme a ABNT NBR861

Les € 0 vao efetivo entre apoios, ou seja, a distéanti@ os centros de giro nos apoios;
Rsec€ a rigidez secante ao momento fletor da ligacga-pilar.

A NBR 9062 afirma que o fator de restricdo a radapa@de ser entendido como a
relacdo da rotacd® da extremidade do elemento em relacéo a rotagébinadad, do

elemento e da ligacédo devido ao momento de exteslajcconforme a figura 2.1:

|
Figura 2.1. Fator de restricdo a rotacéo
Fonte: ABNT NBR 9062

Segundo a NBR-9062, a rigidez ao momento fletanrda ligacdo viga-pilar é definida
pela sua relagdo momento-rotagdo. O comportaméeidolinear da ligagdo pode ser
realizada com base na andlise linear usando @rigidcant®&se, conforme mostrada

na figura 2.2.
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Secante Curva momento-rotacdo

't T (\_ ________ '1- ..'eE Rotacdo localizada na

] extremidade da viga

Inicio da plastificacao

~ Ceniro de giro
no apoio

arclg R, A

Rigidez secante ao momento fletor

»
-

6e

Figura 2.2. Relagdo momento-rotacdo na ligacaopiiga
Fonte: ABNT NBR 9062
Onde:
0e € a rotacao localizada na ligagdo na extremidadega,;
Me € 0 momento fletor mobilizado na extremidade da.vi
O limite de rigidez aos momentos fletores paracligs semi-rigidas definido pela
NBR-9062 é dado por:

0,5(El ) 20El )...

= <R, S 2.7)
L L

ef

2.8. Associag0Oes internacionais
American Institute of steel construction (AISC)sddica as ligagdes de aco em ligagdes
simples e ligagdes momentos.
A ligacado simples transfere um momento insignifiegpara a ligacdo. Na analise de
estruturas, as ligagbes simples podem ser assumoaas livres para rotacionarem.
Uma ligagdo simples deve ter uma capacidade deawmtsuficiente para apenas
acomodar a rotacao requerida determinada pelasarddiestrutura.
As ligacbes de momento transmitem momentos pagagélo. Segundo a AISC, ha dois
tipos de conexdes de momento. Eles sdo FR e FB&quespecificados abaixo:

- Fully-Restrained (FR) Moment Connections: traresf@m momento com uma
insignificante rotacdo entre os elementos conestada analise da estrutura, a ligacdo

pode ser assumida com nenhuma rotacao relativéagagdlo FR deve ter suficiente
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resisténcia e rigidez para manter o angulo entedersentos conectados de acordo com
o estado-limite de resisténcia.

- Partially-Restrained (PR) Moment Connectionsndfare momentos, mas a
rotacdo dos elementos conectados ndo € negligandial analise da estrutura, as
caracteristicas de forca-deformacdo de resposteonde@xdo devem ser incluidas. As
caracteristicas de resposta de uma conexdo PR deredocumentadas na literatura
técnica ou determinadas por meios analiticos oar@rpntais. Os componentes de uma
ligacdo PR devem apresentar forca suficiente, eiyid capacidade de deformacéao
conforme o estado limite de resisténcia.

O Eurocode 3 ( Desigof Steel Structures. Part 1.1: General Rules anksRfor
Buildings, European Prestandard — ENV 1993-1-1,21099considera os efeitos do
comportamento das ligacdes na distribuicdo dosr@sfonuma estrutura e nas
deformacdes globais da estrutura. Porém, essdssefeadem ser desprezados desde
gue sejam suficientemente reduzidos. Segundo ockdeo 3, para avaliar se é
necessario levar em consideracéo os efeitos dgéligaa analise da estrutura pode-se
fazer a seguinte distingao entre trés modelos Hioguos de ligacdes:

- articulada, quando considera que a ligacéo na@smite momentos fletores;

- continua, quando se pode admitir que o compernémnda ligacdo nédo
houvesse qualquer efeito na analise;

- semicontinua, para as quais o comportamentigagalo tem que ser levado em
consideracao na analise estrutural.

O tipo de modelo adequado para cada caso deve seoddo com base no Quadro 5.1
do Eurocode em fungéo da classificacdo da ligagimraétodo de analise escolhido.

Quadro 5.1 — Tipos de modelos de junta

Meétodo de

iiklise @bl Classificagdo da junta

- Nominalmente i T
Elastica 7 Rigida Semi-rigida
articulada =

Nominalmente | Resisténcia

; Resisténcia parcial
articulada total p

Rigido-plastica

Semi-rigida e resisténcia parcial
Semi-rigida e resisténcia total
Rigida e resisténcia parcial

Nominalmente | Rigida e

Elasto-plastica ; s
Sto-plas articulada resisténcia total

Tipo de modelo

: Articulada Continua Semicontinua
da junta

Figura 2.3: Tipos de modelo de ligacao.
Fonte: Eurocode 3.
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O Eurocode 3 ainda afirma que a relacdo momenégdiotde calculo de uma ligacao
gue sera utilizada na analise, pode ser simplificdesde que a curva seja apropriada,
incluindo uma aproximacgao linear (por exemplo, neiéir), desde que essa curva
simplificada se situe totalmente sob a curva dacé& momento-rotacdo de célculo
caracteristica.

Na analise global elastica, as ligacbes devemlassificadas em funcdo da sua rigidez
de rotacdo e as juntas deverdo apresentar resstéuaficiente para transmitir os
esforcos atuantes que resultam da anélise esttltloraaso de uma junta semirrigida,
em geral deve usar na analise a rigidez de rotdedligacdo Scorrespondente ao
momento fletor solicitante de calculo de uma ligagé estado limite Gltimo Mg. Caso
Meq N0 exceder 2/3 do momento fletor resistente tiiloada ligagdo kg, pode
adotar a rigidez de rotagdo inicial,»$ na analise global, conforme a Figura 2.4.a. O
Eurocode permite como uma simplificacdo considemagidez de rotacao inicial igual a
S.ini/m, para todos os valores dejgl como mostrado na Figura 2.4.b, onge o
coeficiente de modificagédo da rigidez indicado iqufa 2.5.

A M, AM
Mira T S T
7.1 (1 M eq 4
Mieg 4
Sjini 5 Siini/ M "
i = >
a} "'l”f_::EIi E 23 ;1”1{.__]{[: b} ".M_-E.El_i E "'ij,ﬁii

Figura 2.4. Rigidez de rotacao utilizada na andliebal elastica.
Fonte: Eurocode 3.

O indice | indica que se trata da ligagéo, pinHica que é uma solicitacédo de célculo e
0 Ry indica que é uma resisténcia de calculo.
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Outros tipos de junta
(viga-viga, de

Tipo de ligacdo Juntas viga-coluna continuidade de

vigas, da base de
colunas)

Soldada 2 3

Chapas de extremidade % 3

aparafusadas -

Cantoneiras de apoio de . —
Z 3,0

banzo aparafusadas '

Chapas de base - 3

Figura 2.5: Coeficiente de modificagcéo da rigidez.
Fonte: Eurocod8.

Na analise rigido-plastica, a capacidade de rotdedoma junta deverd ser suficiente
para assegurar as rotacdes resultantes da ardlisgigl. J4 na analise global elastica,
as juntas devem ser classificadas em funcdo daesisténcia. Na determinacdo da
distribuicdo dos esforcos devera ser utilizadalac@&® momento caracteristica de cada
ligacdo. Como simplificacdo, o Eurocode 3 permdetar a relacdo de céalculo bilinear

momento-rotacao representada na figura 2.6. Oaeefe de modificacao da rigidgz

é obtido na figura 2.5.

Awm

J,Rd

Sj,ini"lrl

beg

Figura 2.6: Relacdo momento-rotacdo de calculodali simplificada

Na analise global de barras de trelicas , a disg#m dos esfor¢cos axiais numa trelica

podera ser determinada admitindo a hipotese de tigacdo dos nos seja articulada.

O Eurocode 3 classifica as ligacdes segundo aesist@ncia e segundo a sua rigidez.
Na classificacdo segundo a rigidez, uma ligacdce pset classificada como rigida,

nominalmente articulada ou semirrigida em funcasudarigidez de rotacéo, atraves de
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uma comparacdo da sua rigidez de rotacédo inigial ma ligacdo nominalmente
articulada deve ser capaz de transmitir os esfosems a ocorréncia de momentos
significativos que possam afetar de modo desfaeb@ elementos ou a estrutura em o
seu todo. Uma ligacdo € considerada rigida quamago@ssui rigidez de rotacéo
suficiente para justificar uma analise baseadaomiiruidade total. Uma ligacdo que
ndo satisfaca as condi¢cdes de uma ligacdo rigidadeeuma ligacdo nominalmente
articulada deve ser classificada como ligacdo sagida. As ligagbes semirrigidas

devem ser capazes de transmitir os esforcos apscad

Na classificacdo segundo a resisténcia, uma liggu@se ser classificada como
totalmente resistente, flexivel ou parcialmentésteste comparando o valor de célculo
do seu momento resistente; &M considerando os valores de calculo dos momentos
resistentes dos elementos ligados. Uma ligacad/éegeve transmitir os esforcos sem
gue haja momentos significativos que possam afietanodo desfavoravel os elementos
ou a estrutura no seu todo. Numa ligacéo totalmessistente, o valor de céalculo da
resisténcia devera ser pelo menos igual ao dosetesligados. Uma ligagdo que ndo
apresente as condi¢des requeridas para ser unaad@mésisténcia total ou uma ligacao
flexivel deve ser classificada como uma ligaca@ipbmente resistente. A Figura 2.7

mostra os limites de classificacdo das ligacbesndoesejam bases de coluna.

Zona 1:rigida, se S = kEly/ Ly
M] A €m que:

ky=8  para porticos em que o sistema de contraventamento reduz
o deslocamento horizontal em pelo menos 80 %

ky, =25 paraoutros particos, desde que em todos os pisos
KJK, =017

Zona 2: semi-rigida
Todas as juntas na zona 2 deverdio ser classificadas como semi-

2 rigidas, As juntas nas zonas | ou 3 poderdo, também,
3 facultativamente, ser tratadas como semi-rigidas.

-
0

Zona 3: nominalmente articulada, se §ji; < 0,5E0 /Ly

Para porticos em que KiK. < 0,1 , as juntas deverdo ser
classificadas como semi-rigidas.

Ky valor médio de /,/Ly para todas as vigas do nivel acima desse andar;
K. valor médio de I/L, para todas as colunas desse andar;

l, momento de inércia da secgio de uma viga;

I, momento de inércia da segcdo de uma coluna;

Ly vio de uma viga (entre eixos das colunas);

L. altura de piso de uma coluna.

Figura 2.7: Classificacao das ligacdes segundgided.
Fonte: Eurocode 3
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2.9. Ligacdes semirrigidas

Diversos autores tém mostrado que uma avaliacd® m@ieriosa dos modelos
estruturais utilizados € muito importante na ae&islimensionamento de estruturas de
aco e de concreto pré-moldado.

WILSOON e MOORE (1917) apud MAGGI (2004) comecarasnpesquisas na area
experimental quando estudaram a rigidez rotacidealigagbes e sua influéncia no
comportamento das estruturas.

LIGHTFOOT e BAKER (1961) apud SANTOS (1998) aprdéamm a difusdo dos
microcomputadores na década de 1960 para desenwdlsigyos computacionais que
analisavam porticos planos com ligacdes elasticas.

MONFORTON e WU (1963) apud CHEN e TOMA (1994) acesgaram as ligacoes
semirrigidas na analise matricial de estruturas.

Segundo SILVA, R. (2010), desde a década de 197@dwlegias modeladas em
método dos elementos finitos tém sido implementadasdificadas.

SILVA, R. (2010) afirma também que o Método dosaHss limites a partir de 1980 foi
extremamente importante para que as ligacdes foslessificadas por parametros mais
realisticos como, por exemplo, rigidez e resis@ndONES e al. (1980) observaram a
influéncia das ligagbes semirrigidas nos pilaresade. Em 1983, JONES ET AL
fizeram a analise do comportamento de porticos lggagdes semirrigidas.
GOVERDHAM (1983) apud CHEN et al. (1996) reunira®02curvas de momento-
rotacao obtidas experimentalmente. KISHI e CHENB@@pud CHEN ET al. (1996)
aumentaram a coleta realizada por GOVERDHAM.

BJORHOVDE ET al. (1990) determinaram um esquema dssificava as ligacoes
devido a sua rigidez, resisténcia e ductilidadeeajag apresentavam.

CAMPOS Jr. (1990) elaborou um elemento hibrido dgm-pilar que usava a nao
linearidade geométrica dos porticos e a nado lidade das ligacdes em um cédigo
computacional de analise estrutural de porticoagdaom ligacdes semirrigidas entre
vigas e pilares de aco.

QUEIROZ (1992) pesquisou o comportamento de ligag@gidas entre perfis | com
almas coplanares e desenvolveu um codigo compuotdciapaz de dimensionar esse
tipo de ligacdo. QUEIROZ (1995) estudou a resisggénagidez e a capacidade de

ligacOes soldadas através de ensaios laboratoriais.
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MONTEIRO (1997) desenvolveu um codigo computacigreala analise de porticos
planos com o objetivo de avaliar a influéncia dgadbes semirrigidas nas estruturas.
SANTOS (1998) elaborou um modelo para determin@omportamento momento-
rotacdo de ligacbes com placa de extremidade edterd estudou a influéncia da
rigidez dessas ligacoes na deslocabilidade laterabh distribuicdo de esforcos de
poérticos planos de aco.

HASAN ET al. (1998) propuseram um novo sistema ldesdicacdo para as ligacoes.
Esse novo sistema consistia em dividir o diagraramemto-rotacdo de uma ligacéao de
uma estrutura nao contraventada em trés partesymdeando assim um diagrama
trilinear.

FOLEY e VINNAKOTA (1997, 1999-a) elaboraram um elamto finito que era capaz
de fazer uma andlise inelastica de segunda ordenquera plasticidade foi considerada
nas secdes transversais e ao longo do comprimastbairas de pérticos planos de aco
de pequeno porte. FOLEY e VINNAKOTA (1999-b) esterain a pesquisa para
analisar porticos com multiplos andares e multiptiss.

CHRISTOPHER e BJORHOVDE (1999) analisaram o conapoento de porticos com
ligacdes semirrigidas levando em consideracaofaedcas das caracteristicas de carga
e descarga.

MELLO (1999) elaborou um codigo computacional cdasando-se os efeitos da nédo
linearidade geométrica e do material, relacionadoscomportamento das ligacdes
semirrigidas. Ele baseou-se no método dos deslotasmesando a técnica matricial
com as func¢des de estabilidade.

SOUZA (1999) desenvolveu um codigo computacioneh padlise elastica em teorias
de 12 e 22 ordem, de estruturas planas de acodeamsilo as ligacdes semirrigidas,
através de modificagcdes na matriz de rigidez damehtos componentes.
ROMANHOLO (2001) desenvolveu um codigo computaciogae considerava o
comportamento das ligacdes semirrigidas na madrizgiiez do elemento de estruturas
planas. A matriz de rigidez era modificada por mieftes que consideravam a rigidez
axial e rotacional das ligacdes.

SEKULOVIC e SALATIC (2001) desenvolveram um cédmgmmputacional baseado no
Método dos Elementos Finitos para calcular os esfoe deslocamentos nas estruturas
planas de aco, levando em consideracdo o compartaméo linear das ligacdes e a
nao linearidade geométrica. SEKULOVIC e SALATIC @20 utilizaram o modelo de

trés parametros para simular o comportamento néarlidas ligacoes.
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OLIVEIRA (2003) propbs um coédigo computacional pargilise de sistemas de pisos
mistos aco-concreto considerando a presenca dabgsemirrigida viga-viga.
LANDESMANN (2003) elaborou um método de analiserwgstal ndo linear
elastoplastica para porticos que levava em corejder a flexibilidade das ligacdes
metalicas entre viga-pilar.

BORGES ET al. (2003) elaboraram o NASCON que é wogrnama de calculo nao
linear baseado no método das componentes precorpednl EN 1993-1-8: 2005.
GALVAO (2004) realizou uma anélise dindmica no uldcdas estruturas de porticos
planos com ligacdes semirrigidas.

LANDESMANN e BATISTA (2005) elaboraram um codigoneputacional que realiza
uma andlise avancada baseada no método da rd&stecalrefinada, em que o conceito
do modulo tangente € utilizado e ele é determinpelas curvas de resisténcia a
compressao, especificadas pela antiga ABNT NBR :8B286.

PINHEIRO e SILVEIRA (2005) demonstraram detalhes procedimentos
computacionais referentes as andlises de portaradigagcbes semirrigidas.

ZHOU (2005) elaborou um codigo computacional quautava o comportamento
momento-rotacdo com placa de extremidade com o#dmfpsos e expressdes
matematicas que realizavam os célculos dos pardsmdissas ligagdes.

CASTRO (2006) estudou a utilizagcdo de um modeloamieo com elementos de mola
rotacionais ndo lineares para simular o efeito logmcOes semirrigidas na analise
dindmica de porticos de aco.

LIU ET al. (2008) estudaram a interagdo entre o pmmtamento semirrigido das
ligacBes e o comportamento elasto-plastico dashadfles propuseram um elemento de
barra hibrido com duas molas nas extremidades.

Segundo SILVA, R. (2010), com o desenvolvimento gotacional aliado ao avanco
das pesquisas tem-se incorporado o comportamembirriggdo das ligagBes nas
andlises de célculo. Assim, resulta-se em andlisaes realistas permitindo um

dimensionamento mais preciso.
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Capitulo 3 - Ligacoes semirrigidas

3.1 Introducgao

As analises e dimensionamento de estruturas deeade concreto pré-moldado

normalmente consideram as liga¢cdes como completamigidas ou rotuladas. Quando

se assume uma ligacdo completamente rigida, imglieanenhuma rotacao relativa da
ligacdo ocorre e que o momento da viga € completmensferido para o pilar. Desse
modo, os deslocamentos que ocorrem nas estrutmasubestimados enquanto 0s
esforcos atuantes nas ligacbes séo superestimidoss ligacdes rotuladas ndo existe
nenhuma restricdo para rotacdo da ligacdo em gueneento da ligacdo € sempre zero
e assim pode ocorrer um maior gasto com materglestruturas. Porém, é evidente
através de observacdes experimentais que tod#@gagéds viga-pilar usadas possuem
uma rigidez que esta entre os dois casos extrem®ss@p completamente rigidas e
rotuladas. Segundo SILVA, R. (2010), tem se exigidda vez mais dos engenheiros
estruturais e pesquisadores o conhecimento do atenpento das ligacbes das

estruturas com o objetivo de melhorar esses modelaglculo.

Segundo SANTOS (1998), estudos experimentais paracaeacterizacdo do
comportamento momento-rotagdo das ligacdes mostrana comportamento nao
linear e que esse comportamento é devido a perdgidez da ligacdo a medida que a
solicitacdo € aumentada. SANTOS (1998) afirma queexplicacdo para esse

comportamento é atribuida a diversos fatores, quon@xemplo:
- largura e comprimento das vigas conectadas;
- presenca de tensodes residuais oriundas de opsrde&oldagem e recorte;
- alta concentragéo de tensdes nas regides dasdudeformacdes de parafuso;
- rigidez devida a coluna;
- flambagem local das abas da viga;
- plastificacéo dos elementos de ligacdo devidgilaoda viga,

- imperfeicdes geométricas;
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3.2. Comportamento das ligacbes semirrigidas

A ligacdo € um dispositivo pelo qual forcas e momersdo transmitidos de um
elemento para o outro. A ligacéo viga-coluna é mbmmente submetida a forca axial,
forca cortante, momento fletor e torcdo. Para utadesno plano pode-se excluir o
efeito devido a torcdo. Além disso, os efeitosaiel@ados as forgcas cortantes e axiais
sdo geralmente pequenos quando comparados com emwmnTonsequentemente, é
necessario considerar somente o momento e a rotiEgdtigacdes. Na figura 3.1 a
seguir, a ligacdo sofre uma rotagioquando um momento M € aplicado. O andgilo

corresponde a rotacao relativa entre a viga eao. pil

O

Figura 3.1.- Momento-Rotacao da ligagao

Fonte: CHEN (1995)

Portanto, o comportamento das ligacfes semirrigidgslano € representado porfvi-
que é a relacdo momento-rotacdo da ligacdo. O avampento da relacdo momento-
rotacdo para uma variedade de ligacdes normalmeatias esta representado na figura
3.2. Todos os tipos de ligagOes apresentam um atanpento ndo linear na relagéo
momento-rotacdo. Além disso, o comportamento ndeali estd entre os dois casos
extremos de ligacdo completamente rigida e rotulasi@urvas de momento-rotacdo de
todos os tipos de ligagbes sao nédo lineares durtode o carregamento. O
comportamento ndo linear de uma ligacdo esta askon@ varios fatores como, por
exemplo, a descontinuidade do material da ligagdtambagem local de um elemento,

etc. As ligacbes semirrigidas normalmente sao nuliitbeis.
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TOP &SEAT ANGLE

SINGLE WEB ANGLE

Figura 3.2. — Curvas momento-rotagéo
Fonte: CHEN (1995)

A figura 3.3. mostra os tipos de ligacbes semulegique sdo usadas na pratica em

vigas e pilares.

COLUMN COLUMN COLUMN
- & 4
ANGLE ANGLE
BEAM BEAM
1
f
WELDED
(a} Single web angle {b) Single plate
COLUMN COLUMN COLUMN
= 4 ¥
TOP ANGLE
ANGLE BEAM

BEAM

SEAT ANGLE

{¢) Double web angle I {d) Top and seat angles with double web angle
Figura 3.3 — Tipos de ligacdes vigas-pilares.
Fonte: CHEN (1995).

Segundo SILVA, R. (2010), os esforcos nas barraslodamentos e rotacdes dos nos

estdo relacionados com o tipo de ligacdo que fosiderado. A figura 3.4. mostra a
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variacdo do momento fletor e a flecha no meio dm g@ando se considera um apoio

flexivel, semirrigido e rigido, adotando-se 0 mesawegamento.

q 9= qI*/24E1 @
1 P S M=0 M=0 e T
L ¢ | M=ql°/8 5= 3q1%/384ET
Ligacées flexiveis
2 0<M<gl¥2 0<M<g¥12  gcg<gdpam i
(= !
I@l b L Bl ] | J,JL,QI I@’[\ /bl I_e.“n - s \\"@I
L - J gl%24 < M < ql*/8 gl */384ET <5< 5q1%/384ET
Ligacdes semi-rigidas
M=ql¥12 M=ql %12
q . £ §=0 9=0
oo - | ———+—1

e
o ¢ A M=q1%24 5= ql*/384E1

Ligagdes rigidas
Figura 3.4. — Influéncia da ligacdo no comportameiat viga.

Fonte: SILVA (2010).

3.3. Modelagem Analitica do Comportamento das Ligdgs

Segundo CASTRO (2006), o conhecimento da curva mtonmgersus rotacdo €

necessario para que a sua influéncia seja condalera analise estrutural de porticos
semirrigidos. CASTRO (2006) afirma ainda que o Infieesofisticacdo da modelagem
da ligacdo depende do tipo de andlise global quéefséa. Atualmente, o que se tem
feito € buscar uma representacdo matematica da economento-rotacdo da ligacao.
CASTRO (2006) disse ainda que a representacado rda ouomento-rotacdo pode ser
feita através de uma relacdo linear ou ndo lingdfigura 3.5 mostra alguns tipos de

representacées matematicas da curva momento-rotacéo

34



Linear Eilinear

Multilinear N&o linear

g 8
Figura 3.5: Representacfes matematicas da curvaniofotacao.

Fonte: CASTRO (2006)

3.3.1. Modelo Linear

No modelo linear, é admitido um comportamento lirdsarelacido momento-rotacédo. E
a maneira mais simples para representar a inflaéeiflexibilidade das ligagbes na
analise estrutural. Segundo SANTOS (1998), a grarmagagem desse modelo é a
facilidade para usa-lo, ja que a rigidez inicialigacdo é usada para representar todo o
comportamento da ligagdo. SANTOS (1998), afirmaaique a medida que o esfor¢o

aumenta o modelo torna-se menos preciso e supeaesicapacidade da ligagao.

3.3.2. Modelo Bi-linear

O modelo bi-linear foi feito para melhorar os réstibs do modelo linear. Assim como
o modelo linear, o0 modelo bi-linear também possujrande facilidade de uso e

descreve a curva momento-rotacdo de uma maneisaameisa do que o linear.
3.3.3. Modelo polinomial
O modelo polinomial foi proposto primeiramente @OMMER em 1969 com o

objetivo de representar o comportamento de ligacbéesy chapa de topo e

posteriormente foi generalizado por FRYE e MORRIBI®75 para os outros tipos de

35



ligacoes. Segundo CHEN e TOMA (1994), é o model@srpapular usado na analise
estrutural. O modelo FRYE-MORRIS utiliza o métodas dninimos quadrados para
determinar as constantes do polinbmio. Esse modefba aproximar a curva

experimental através de uma funcédo polinomial equssy a seguinte forma:

8 =C,(km)+C,(km)* +C,(km)® (3.1)
Onde k é um parametro de padronizacdo que depemdmal e das caracteristicas
geométricas das ligacdes e C1, C2 e C3 sdo asaotesibbtidas pelo ajuste da curva.
Segundo SILVA, R. (2010), o modelo representa beligagdo até certo limite do
carregamento e a partir do qual comeca a apreseéistaepancias consideraveis em
relacdo a curva experimental. SILVA, R. (2010) méirainda que para determinados

tipos de ligacdes valores negativos de rigidez posier apresentados.

A tabela 3.1 apresenta alguns parametros das fsipgh@omiais de FRYE e MORRIS
(1975) para alguns tipos de ligagoes.

Tabela 3.1. Parametros das fun¢des polinomiaiftEFe MORRIS (1975)

Tipo de ligagao

Constantes de
ajuste de curva

Parametro de
padronizagao

com uma cantoneira Ci=428x10"
de alma C>=1,45x10° k= da24 t, 8 gt1s
Ca=151x10""
com dupla cantoneira C,=366x10" i .
de alma C,=1,15 x 10% k=d 24,184 4008
Ci=4,57 x 10"
com cantoneiras de topo | Cy=2,23 x 107
& assento e dupla Cs= 1852107 | lc=g ™ i 04100

cantoneira de alma

Cs=319x10"

1.35

com cantoneiras de topo | C1 =846 x 107
e assento Co=1,01x10" k= dh 05 1,07 4,1
C:=1,24 x107
com chapa de topo Ci=183x10°
estendida sem C;=-1,04x 10" k=da " 10 '
enrijecedares de alma C,=6,38x 107
com chapa de topo C;=179 %10 o
estendida com C>=-176x 107 " B e
enrijecedores de alma Cy=2,04 x107
Ci=210x10"
T-stub C,=6,2x 107 k=d 808 0Ty -t
Ci=-7.6x10°
com chapa de topo C,=5,10 x 10” "
soldadaa almadaviga | C,=6,20x 10" k=" g d P

Ca=2,10x10""

Fonte: CHEN e TOMA (1994)
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Segundo SILVA, R. (2010), esse modelo sO é capatederever o comportamento da
ligacdo até certo limite do carregamento. A patt@sse limite, comeca a apresentar

grandes diferencas em relacao a curva experimental.

3.3.4. Modelo b-spline cubico

O modelo b-spline cubico consiste na subdivisdeuwaa experimental em pequenos
intervalos que sao ajustados por uma funcdo deitergrau de forma que a primeira e
a segunda derivadas sejam continuas entre osdlisradjacentes. Dessa maneira, €
possivel obter curvas que se aproximam muito dasasiexperimentais. Esse modelo
foi proposto para evitar as deficiéncias do moghelinomial que eram o problema da

tangente negativa e aproximagao da curva.

3.3.5. Modelo Exponencial

O modelo exponencial foi proposto por LUl e CHEN 885 e foi modificado por
KISHI e CHEN em 1986 e passou a ser nomeado poelm@kponencial modificado.
Os dois modelos representam o comportamento dagkg por equacdes exponenciais
gue sdo obtidas através da técnica dos minimosraplaal O modelo exponencial é
representado pela a seguinte fungéo:

L]
|
|

'J+§a_...t_|e.l-le..-l}hi

M=M,+ ZC 1— expé - "F:T

0.~ (6] (3.2)

Onde:

Mo= momento inicial da ligag&o

o = fator de escala

Cj e D, = coeficientes de ajuste de curva

Ok = rotacao inicial da k-ésima componente lineacwtaa experimental My

H[6] = func&o de ponderacao
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3.3.6. Modelo dos trés parametros

O modelo dos trés parametros foi proposto por KISKIHEN (1990). Esse modelo é

representado pelos trés seguintes fatores:

1. Rigidez inicial da ligacéo (R;
2. Capacidade ultima de momento na ligacag)(M

3. Fator de forma (n);

A relacdo momento-rotacao da ligacao é definida pefjuinte expressao:

R.B
Faxshe 3.3
'~!1+Iill o9
| \By/ [
Onde,

0o € a rotacdo plastica e € definida pela razge K. Conforme SANTOS (1998), esse
modelo pode ser aplicado a qualquer tipo de ligadésde que sejam avaliados
teoricamente ou experimentalmente os trés paramettados anteriormente. Segundo
CHEN e TOMA, o parametro fator de forma pode sdidobusando o método dos
minimos quadrados as diferencas entre as curvasrimental e tedrica. CHEN e
TOMA (1994) afirmam ainda que esse modelo é bastprapicio para analises néo
lineares, ja que a rigidez tangente e a rotacamdexao podem ser obtidas diretamente

através do modelo sem a necessidade de processtivits adicionais.
3.4.Modelagem Experimental

Segundo SILVA, R. (2010), a modelagem experimestatealizada por ensaios
experimentais que podem ser em escala real ouidadoam o objetivo de estudar o
comportamento das ligagdes. Os ensaios laborag@&mitem obter de uma maneira
correta e confidvel o comportamento das ligacoesavAs dos ensaios laboratoriais,

obtém-se as curvas de momento e rotacdo de cagadig

SILVA, R. (2010) afirma que apesar dos ensaiosribdais serem importantes na

avaliacdo dos resultados, na calibracéo e validdgdanodelos analiticos, 0s recursos
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usados sao altos e assim muitas vezes a modelagemneental é usada somente para

estudos de pesquisas.
3.5. Modelagem Multilinear

Conforme SILVA, R. (2010), o modelo multilinear s®gue descrever a curva
momento-rotacdo da ligagdo com maior precisdo do apuoutros modelos bi e tri-

lineares. A figura 3.6 é uma representacdo mudalinda curva momento-rotacao
adotada neste trabalho. Os cincos valores difesaiderigidez apresentados na figura

sao ajustados para cada tipo de ligacao.

M
i
e : Trecho a: Rigidez inicial K
My frmmmmmmm e — ¢ |
L . o Trecho b: Rigidez tangente K: 1

Parimetro de Encruamento da ligagio H',

Y i ! Trecho c: Rigidez tangente K, o

Parimetro de Encruamento da ligagio H',

[=o

M, --

. Trecho d; Rigidez tangente K 3
| : ] Parimetro de Encruamento da ligagao H'y

a: ! ' i ' Trecho e: Rigidez tangente K 4
FParimetro de Encruamento da ligacio H',

0,6, 6 B, 05 6
Figura 3.6. Diagrama multilinear

Fonte: SILVA, R. (2010)

O primeiro trecho da curva momento-rotacdo serinidef por uma rigidez elastica
inicial. O comportamento nao linear da ligacdomusado através do demais trechos
gque possuem uma rigidez tangente e um paramegnaleamento da ligacao.
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Capitulo 4 - Energia Potencial
Total Mecanica

4.1. Introducao

O texto deste capitulo é baseado em CODA (201(3teN=mapitulo, serdo introduzidos
conceitos importantes para o entendimento do MéoddElementos Finitos Posicional
(MEFP) para a andlise ndo linear geométrica detesis. O MEFP sera abordado no

capitulo 5.

4.2. Energia Potencial Total

Conforme CODA (2010), uma maneira bem segura el gara a determinagcédo das

equacdes de equilibrio € o Principio da estaciedade da energia potencial de um
sistema mecanico. Por esse principio, a deteridindas equacdes de equilibrio pode
ser determinada derivando-se a energia potencigistema em relagdo a uma ou mais
variaveis e igualando-se o resultado a zero.

Segundo MACIEL ET al. (2006), a energia potenm&hltde um sistema sera formada
por duas parcelas: a energia de deformacao do ¢Ogp@ pela energia potencial das

forcas externad). A energia potencial do sistema pode ser expmssa

m=U_+P (4.1)

OndeUe é a energia de deformaca® é o potencial das forgas externas.

4.3. Energia de deformacéo

CODA (2010) afirma que a acao de um conjunto deaforexternas sobre um corpo
elastico gera uma deformacéo sobre o0 mesmo. Asssua mudanca de configuracéo

ou forma mostra que as forcas externas realizananrabalho e que o equilibrio

energético foi atingido na configuracdo deformakégura 4.1. mostra essa situacao.
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7
7
%

(a) Configuracao inicial (b) Configuracao atual
Figura 4.1. Mudanca de configuracao para o corpoitsalo
Num sistema mecéanico estatico e sem dissipacdonermgia, a energia devido ao
trabalho realizado pelas forgas externas aplicidasarmazenada no corpo e a esta

energia se da o nome de energia de deformagéo U

4.4. Potencial das forcas externas

Segundo CODA (2010), o trabalho feito por uma faxterna sobre um corpo pode ser
considerado como a perda de parte da capacidadaelétrabalho que a forca externa

possui em relacdo a uma referéncia fixa no espafigura 4.2 mostra diversas forcas

aplicadas em distintas posicOes em relacdo acerefiat.

Referencial

y
Figura 4.2. Forca aplicada em distintas posi¢coesetagao ao referencial

Observando a figura acima, inferimos que a mesmgafé apresenta uma maior
potencialidade de trabalho quanto mais distanteveestia referéncia, isto é, mais
negativa for a sua coordenada. Desse modo, pardangaaconcentrada na dire¢ao y o
potencial desta forga é definido por:

P=-Fy (4.2)
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Conforme CODA ET. al (2008), o potencial das forcascentradas em um sistema

com corpo deformavel é definido por:

P=-F“y (4.3)

Onde k indica o ponto de aplicacdo da forca e @éndindica a direcdo. A repeticao
desse indice indica a soma com k variando de Tiaeero total de forgcas aplicadas e i
variando de 1 até 3 para problemas tridimensiopaide 1 até 2 para problemas
bidimensionais.

No caso de forcas distribuidas em um sistema copoadeformavel, o potencial das

forcas distribuidas pode ser definido por:

P =] d°¥(x%) dA (4.4)

4.5. Conceito de conjugado energético

Ha diversas maneiras para se calcular a energiadedlermacdo, levando em
consideracdo a medida de deformacdo adotada. Umamdmeiras € calcula-la
diretamente através do trabalho realizado por umga fexterna.

4.5.1. Conjugado Energético — Forgca — Deslocamento

Na figura 4.3, esta representada uma mola elagtieaé solicitada por uma forca que

esta aumentando gradativamente.

i
l

ﬂa

Figura 4.3. Mola elastica solicitada por uma fargscente
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Pelo fato da mola ser elastica ao ser descarregjadenltara para a sua posicao inicial,
sem ocorrer uma deformacgdo. Na figura 4.3, estéeseptado um ensaio em que se
mediram os niveis de deslocameuatpara uma for¢c& crescente. A flecha indica que
ao descarregar a mola, ela voltara pelo mesmo tamin

A medida de deformacdd. armazenada na mola pode ser calculada pelo tafetb
pela forca para gerar o deslocamento atingido.aBatho € calculado pela seguinte

expressao:

U, = [ F(udu (4.5)

Quando se deriva a energia de deformacéo segugidmdeza deslocamento, encontra-

se:

du
e 4.6
U (4.6)

F =

Onde a for¢d € o conjugado energético (par energético) do dasiento.

4.5.2. Conjugado Energético — Forga — Posicao

E o caso anterior, porém muda-se o ponto de refieréla analise, segundo a figura 4.4.

7

——w—

7
MMMMA
7 \AJ

o

s
= \

X1 Xy Xp
P8 | 1 |
T T T T

X
Figura 4.4. Mola elastica solicitada por uma fargscente

Escreve-se a energia de deformacdo segundo a geafuilea, pela integral:
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u, :j;F(x)dx (4.7)

Deriva-se a energia de deformacéo segundo a grapdsi;ao e encontra-se:

F= du,
dx

(4.8)

Onde a forca F é o conjugado energético (par etieoyéla posicdo. Deve-se ficar

atento que:
u=x-x 4.9
E logo,
du =1 (4.10)
dx

4.5.3. Conjugado Energético — Tensao — Deformacéaaiaxial

Imagine um trecho infinitesimal de uma barra etastjue esta solicitada a uma forca

uniaxial crescente como mostra na figura 4.5 abaixo

ty
( (( 0 «— ( [ D—
dx dy
(a) Barra descarregada (b) Barra carregada

Figura 4.5. Barra sujeita a for¢ca uniaxial

A deformacéao longitudinal relacionada com a figi#a pode ser escrita por:

_ dy- dx
dx

e (4.11)

Onde ody é o comprimento deformado do infinitésimo de haa@ds a solicitacao.
Quando a barra ndo foi solicitada o comprimentoirdmitésimo é dx. Para esta

situacdo a deformacéo longitudinal é constantede ger expressa por:
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g=— (4.12)

A energia de deformacdo por unidade de volume ¢genele deformacdo especifica)

pode ser definida pela seguinte integral:

W = j;o"de (4.13)

Deriva-se a energia de deformacéo especifica patalgza deformacéo, obtém-se:

ay _ a’(¢) (4.14)
de

Onde a tensée® € o conjugado energético (par energético) daraefpdo longitudinal.
Se considerar o material elastico, pode-se apditaai de Hooke,

0’ = Es (4.15)
E obter:

(4.16)

4.6. Tensao nominal (uniaxial) e deformacgédo de engearia

Ao se fazer um ensaio de compresséo ou de trac@iondeorpo de prova usam-se 0
comprimento e a area da sec¢éo transversal inioi@odoo de prova para o calculo da
deformacéo e da tenséo.

Desse modo, a deformagdo de engenharia calculati@ eo deformacdo média é

definida por:
_l=1,
€= (4.17)
KO
E a tensdo nominal de engenharia, também médefiréda por:
O F
o (4.18)

A
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Segundo MACIEL (2008), a tensdo nomindlé determinada a partir da configuracdo
inicial, sendo usada na maioria dos problemas derdraria devido a sua facil obtengéo

em laboratérios de engenharia.
4.7. Tensao real ou de Cauchy e a sua deformacampgmada uniaxial

Normalmente, as medidas de deformagcdo de engerddensdo nominal sdo muito
usadas na pratica. Porém, para determinados tipomateriais (elastdbmeros) que
possuem elevadas deformacdes € importante salemsaotreal e a sua deformacao
conjugada.

Quando se considera uma situagao uniaxial comoranoat figura 4.6, pode-se obter

facilmente a tenséao real e a tensdo nominal.

dx,

dF dF

3
dx,

dy1

Figura 4.6. Solicitacéo uniaxial em um infinitésieh® solido

Desse modo, a tensdo nominal e tenséo real podedefgadas por:

o’ = dF (tensao nominal) (4.19)
dx, dx

= (tens&o real) 4.20

dy, dy, (20

Outra grandeza que podemos obter é o alongamdatveeou estiramento das fibras
gue é a razao entre o comprimento final da fibvairicial. Essa grandeza pode ser
definida por:

_

A =
dx;

(4.21)
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Substituindo a equacéao (4.21) na equacéo (4.26mbe uma relacdo entre a tenséo

nominal e a tensédo real. Essa relacdo é dadaguplante expressao:

o=2_ (4.22)

4.8. Medidas de deformacao para sélidos gerais

Neste topico, os conceitos de deformacao seramsigmia 0s solidos em gerais. Serédo
apresentadas formulagbes que podem ser aplicaotas gara solidos bidimensionais
qguanto para tridimensionais. Além disso, serdo sgmtadas duas medidas de

deformacéo que estédo relacionadas com o tensoaweh¢-Green.
4.8.1. Mudanca de configuracdo

Segundo SILVA, W. (2010), toda mudanca de configiioageométrica de um sélido

esta relacionada por acfes mecéanicas ou térmupas e corpo sélido muda da situacao
indeslocada para a situacéo deslocada.

Sabe-se que todo solido deformavel, ou estruture,esteja em equilibrio estatico ao
ser solicitado por acdes mecéanicas externas, neiftaria ou configuragao.

XYy
f(x1,%5) P,
By p
Bl

X1
Figura 4.7. Funcdo Mudanca de configuracao
A funcdof descreve a mudanca de configuracdo inicigd@a a configuracéo atual B

de um sélido qualquer. Nesse estudo, a funf@ocontinua e diferenciavel até a
segunda derivada e € nomeada por funcdo mudarcgmfiguracéo.

Ela possui duas componentes que podem ser exppEssas
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f,(%, %) = Yi( X, %) (4.23)

f,(%0 %) = Vo % %) (4.24)
Onde as letras x e y representam as coordenadascamiguracoes B e B,
respectivamente. Os indices 1 e 2 mostram as dsedirizontal e vertical,
respectivamente.oRe P representam pontos genéricos na configuragéialie p e p
representam pontos genéricos na configuracdo fibakse modo, o pontogha
configuracéo inicial sera o ponte @pos a mudanca da configuracgao.

4.8.2. Gradiente da funcdo mudanca de configuracao

Os pontos mostrados na figura 4.7 podem-se atrésusuas coordenadas por:

R =(x, %) (4.25)
P =(x,%) (4.26)
Po = (Y, ¥2) (4.27)
P =(% ) (4.28)

Considera-se fum ponto para o estudo de deformacdes, portamaiar distancia de

um ponto P ao pontg definido por:

dx= P- R (4.29)
Ou por:

dx =%~ X (4.30)

dx, = x,— X (4.31)

Se escrevermos a posicado do ponto P em relacgmbtBm-se:
X = X +dx (4.32)
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X, = % + dx, (4.33)
As equacdes 4.30. e 4.31 podem ser escritas p@@uss p e pda configuracao atual.
Assim obtém-se:

dy, = v— (4.34)

dy, =y, = )’; (4.35)

As expressoes 4.33 e 4.32 podem ser escritas e@dualas equacdes 4.30 e 4.31 por:

of of
f.(x,%)=f(C, X))+ dx+—L d .
1(X1 X2) 1(X2 2) 0)(1 § X 6x2 X % (4 36)
of of
fo(x %) = £,04, %)+ =2 dx+—2 dx (4.37)
0% R )
Ou ainda por
of of
dy, =—2 dx+-2 dx 4.38
), o), (4.38)
of of
dy, =—2| dx+—2| dx 4.39
2 =ax), o), (4.39)

Onde as derivadas parciais da fungéo f foram cades no pontodAs equacodes 4.38

e 4.39 podem ser escritas em notacdo matricialyrarponto i como:

o, o,
dy, [ _| 0% 0% |]dx (4.40)
dy,] |0f, of, |[dx '
0x, 0%
Ou ainda por:
dy = A dx (4.41)
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Entdo, a matriz (tensor de segunda ordén® definido por gradiente da mudanca de

configuracdo para qualquer ponto do dominio glgu2 se queira estudar a deformacéao.

4.8.3. Alongamento de Cauchy-Green

Imagine-se que um infinitésimo de um sélido geméfidx” seja um extensémetro e
assim podem-se comparar os médulos de “dx” e “dyagstudar o alongamerntague

uma fibra de um solido sofre apds a mudanca degroatdo como mostra a figura 4.8.

XYy

Xl'yl

Figura 4.8. Extensémetro infinitesimal

Na figura acima, o vetor u é unitério na direcaaldes o vetor v € unitario na direcdo

do dy. Pode-se escrever que:

dx= U‘E*: ud (4.42)

dy = VW: vy (4.43)

Em que dx € o moédulo de dx e dy € o modulo de dwer unitario u e o seu

transposto € definido por:

i= {”1} (4.44)

i ={u u} (4.45)

Sabe-se da &lgebra linear que o produto interrre dots vetores quaisquer € dado por:

a'-b=[4|fcose) (4.46)
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Ondeb é o angulo entre os dois vetores. Assim, das éggsat.41 e 4.42 obtém-se:

dy=Adx=ATudx (4.47)

Pela equacao 4.47 o quadrado do modulo de dy didkefor:

dy? = dy. dy= TA'A udk (4.48)
Ou ainda por:
d_yz =U'AAT (4.49)
dx

Lembrando-se da equacéao 4.21, expresséao 4.49 eodeescrita como:

A, =U'CU (4.50)
Onde C é o tensor de alongamento Cauchy-Green que érgiméOs termos da
diagonal do tensor de Cauchy-Green refletem umadaguaecisa dos alongamentos de
fibras dispostas inicialmente segundo os eixos da@mdos. Ja os termos fora da
diagonal se referem a medida de quanto o angute dogs fibras € desviado, ou seja,
mede a distor¢céo ocorrida. O tensor de Green éymwdiefinido e, portanto o gradiente

da funcdo mudanca de configuracdo deve apresest@minante maior que zero.
4.8.4. Deformacéao de Green

Segundo CODA ET. al (2008), a medida de deformat#idsreen pode ser obtida
através do gradiente da mudanca de configuracd@smid nos casos onde mudancas de
configuracdes envolvam grandes deslocamentos, defasnacdes forem pequenas, a
deformacéo de Green confunde com a deformacao genlearia. A deformagéo de

Green € dada por:

_1
E_Zw 1) (4.51)
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Onde | é a matriz de identidade ou o tensor @atidade de segunda ordem. A
deformacdo de Green é tensorial e as dire¢Oesigaiaao tensor de alongamento de
Cauchy-Green séo coincidentes com as dire¢coespmaiacla deformacgao de Green.
Conforme SILVA, W. (2010), a deformacéo de Greedepger usada para a analise nédo
linear de estruturas e que ela para pequenas defoas se confunde com a deformacéo
de engenharia mesmo para situagdes que envolvatiegrdeslocamentos.

O par energético da deformacdo de Green é a tetes&iolla-Kirchhoff de segunda
espécie denominada nesse estudo por S. A suacgelagia tenséo real de cauchy é:

o :%ASA (4.52)

Onde J é o determinante do gradiente mudanca dige@tédo e ele € maior que zero.
SILVA, W. (2010) conclui que pode-se escrever ccfonal de energia de deformagéo
para a deformacé&o de Green com o par conjugadadeiesPiolla-Kirchhoff de

segunda espécie a partir das posicdes do sélido.
4.8.5. Lei de Saint Venant-Kirchhoff

Os materiais comuns das estruturas civis admitequepeas deformacdes, porém as
estruturas podem desenvolver grandes deslocamémiosonstitutiva de Saint-Venan-
Kirchhoff é uma expressdo semelhante a lei de Heolae relaciona de forma linear
com a deformacdo de Green a chamada tensdo da-Rialhhoff de segunda espécie.
A lei constitutiva de Saint-Venan-Kirchhoff é vd&idpara grandes deformacdes e
deslocamentos e para deformacgdes entre -0.01 eefa04e confunde com a lei de
Hooke.

Como em pequenas deformacdes a deformacdo de Geeconfunde com a
deformacédo de engenharia, podem-se aproveitarsaaeos de laboratorio da Lei de
Hooke para a Lei de Saint-Venan-Kirchhoff.

Conforme CODA ET. al (2008), a lei de Saint-Ven#itchhoff é definida por:

S =Gu-E (4.53)

Onde S é a tensédo de Piola-Kirchhoff de segundécespC o tensor Cauchy-Green e E
é a deformacéo de Green.
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Em notac&do matricial, obtém-se:

E'fi-v) E'm 5 0
(1+U)Eﬁl—2lﬂ) (1+v)[ﬁl—2l§)) (1+v)[ﬁl—2m)
S11 Eg Eoﬂﬁl—v) g
222 (1+v)fi-2m) (1+0)fa-20) (1+v)d1-2m) 0
si2| - Em E'w 21— v) .
S13 (1+v)di-20) (1+v)da-20) (2+0)2-20)
S23 0 0 0 2[G

o

0

Ell
E22
E33
E12
E13
E23

(4.54)

Onde E° é o moddulo de elasticidade do material, @ sm6dulo de elasticidade

transversal ev é o coeficiente de Poisson.

Para o estado plano de tensdes (aproximacaodem-

1 Y 0
S11 EO 1-V 1-V E11
S22 | = P v 1 E22
1+v 0
S12 1-v 1-V E12
0 0 1
Para o estado plano de deformacdes, tem-se:
1-v \Y
0
S11 1-v 1-v E1ll
S22 | :=2[G[0 v 1-v 0 E22
S12 1-v 1-v E12
0 0 1

(4.55)

(4.56)
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Capitulo 5-Método dos Elementos
Finitos Posicional para a analise
nao linear geométrica de
estruturas

5.1 Introducgéo

Segundo SILVA, W. (2010), o método dos elementaoisos (MEF) € o mais difundido

no meio académico e profissional para a modelagampatacional em engenharia e
isso se deve a grande utilidade do método, podseddr a analise de corpos sélidos,
fluidos, meios porosos, meios elasticos e plastemuosanalise linear e néo linear de

estruturas.

SILVA, W. (2010) afirma que a idéia basica do MER ée que os corpos podem ser
analisados como sendo constituidos por elementodirdensdes finitas e que se

relacionam uns com 0s outros pelos seus nés.

Apresentam-se neste capitulo, o conceito da naaritlade geométrica, o Método dos
Elementos Finitos Posicional para a analise naatigeométrica de pdrticos planos.

Todos esses conceitos sdo importantes para o ddgemnto desta dissertacao.
5.2. Conceito da néo linearidade geométrica

O estudo da nado linearidade geométrica se resumedeterminar a posicdo de
equilibrio das estruturas, ou seja, na sua posigiiocada. J&4 na anadlise linear o

equilibrio das estruturas € realizado na posicdesiocada.

Um exemplo que representa bem o comportamentoiméar lgeométrico € o caso de
uma barra, supostamente rigida, de comprimehtque estd vinculada na sua
extremidade esquerda através de um apoio fixo emola de rotacdo. Essa mola de
rotacdo apresenta um comportamento elastico-linsty, €, fornece um momento

resistente proporcional e em sentido contrarioiemegm radianos que € submetida.
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Figura. 5.1. Viga rigida em engaste elastico

Na figura 5.2, a barra acima esta sendo solicpadaima forca vertical de valor F.

lcos B ‘

Figura 5.2. Estrutura carregada — posi¢cao deslocada

Ao aplicar a for¢ca F na viga, o ponto de aplicagdwiga desloca e o seu comprimento
na horizontal deixa de set para ser/cos ). Na figura 5.3, esta representado o

diagrama de corpo livre na posi¢éo deslocada.

Figura 5.3. Diagrama de corpo livre na posicaoabesia

Fazendo o equilibrio da estrutura na posicao dagtsabe-se que H=0; V=F e M&F

cos@). Por considerar a mola elastica temos que tM=kssim obtém-se:

k@ =F/cos@) (5.1)
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Ou

k@
/cos@)

(5.2)

O intervalo de validade da solucéd®& 6 sg

Observa-se 0 comportamento ndo linear da viga dod@sja que o equilibrio do

sistema depende da sua configuracdo geométricesegiada pelé na Equacao 5.2.
O potencial de trabalho associado a forca F podéesmido por:

P=-Fy= F/sin@) (5.3)
A energia de deformagdo armazenada na mola eléiséea € medida por:

A
U, = [Mde (5.4)
0

Resolvendo a integral acima, obtém-se:

8
kOdo = 167k (5.5)
J 2

Quanto maior o gir@, mais energia estard acumulada na mola. Por défina energia

total do sistema é dada por:

T=U,+P (5.6)

Onde U é a energia de deformacdo da mola e P € o potelectaabalho associado a

forca F.

A energia potencial do sistema em funcad® éedefinida por:
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2

ﬂ=%— F/sin@) (5.7)

Aplicando-se o principio da energia potencial éstaia, o equilibrio pode ser escrito

derivando-se a equacéo acima em rela¢@ie mualando-se o resultado a 0O:

dmr
—=0 5.8
90 (5.8)

O resultado da expressao acima é:

k@-F/icos@)=C (5.9)

A equacédo (5.9) é idéntica a equacao (5.1) o qudircwm a igualdade entre os
processos diretos e energéticos para a analisgudlibeo de sistemas estruturais, no
caso, estético.

5.3. Principio da minima energia potencial
Antes de definir o principio da minima energia potal, sera explicado o conceito de

equilibrio mecéanico. Conforme SILVA, W. (2010), h&s tipos fundamentais de

equilibrio mecanico que um sistema pode ter eadt&0 ilustrados na figura a seguir:

0

fa) Equilibrio estdvel (b) Equilibrio Indiferente fe) Equilibrio instdavel

il ']

Figura 5.4. Naturezas do equilibrio mecanico

Fonte: SILVA, W. (2010)

As trés esferas estdo em equilibrio, mas sabe-sstdtica dos corpos rigidos que se
trata de trés formas de equilibrio. SILVA, W. (2DHlirma que no equilibrio estavel,

qualquer perturbacdo no sistema gerara um movinestitatorio em torno da posicéo
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inicial até retornar a mesma. No equilibrio indéfee, em qualquer posicao o sistema

pode ser equilibrado.

No equilibrio instavel, qualquer perturbagdo ndesig gerara um movimento sem
volta, ou seja, a posicdo inicial ndo serd retan&tb estudo das estruturas, devemos
projetar estruturas sempre para o equilibrio ektévevitando equilibrios neutro e

instavel.

Conforme SILVA, W. (2010), pode-se escrever a anaig sistema para cada uma das
situacOes citadas acima. A energia do sistemarstla energia potencial do peso da

esfera, portanto pode ser expressa em termos da@et@aa x como:

T, =-Fy=Fx (5.10)
=0 (5.11)
M, =-Fy=-Fx (5.12)

Segundo SILVA, W. (2010), ao fazermos a primeiravdela da energia potencional

em relacdo a x nas expressoes anteriores obtém-se:

dr, =2Fx=0- x=0 (5.13)
dx
dnb:o O x (5.14)
dx
dr, =-2Fx=0+< x=0 (5.15)
dx

Ao realizar a segunda derivada, obtém-se:
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—5*>0 (5.16)
2
dd)TZb =0 (5.17)
d?n,
5 <0 (5.18)

Observa-se que quando x=0 a energia potencialapeeam ponto minimo paf&, de
maximo pardl, e indiferente par8l,. SILVA, W. (2010) afirma que o equilibrio de um
sistema mecanico € estavel quando a posicdo dibeguapresenta um minimo local
para a funcdo de energia de potencial total. Olibgoi de um sistema mecanico é
instavel quando a posi¢céo de equilibrio represemtanaximo local para o potencial.

5.2. Andlise nao linear de uma trelica simples

Na figura 5.5 temos duas barras na posigao inicial.

L |

ALY

AL

Figura 5.5 — Barras de trelica na posi¢ao indedi®ca
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Quando as forcas:Fe F, solicitam as barras da trelica € deslocada para nova

posicdo como mostra a figura 5.6.

e N

-
i |

R

Figura 5.6 — Barras de trelica na posicao deslocada

A energia total de deformacéo nas barras é:

[uqdy + [ u,dy (5.19)

Se o0 material segue a lei de Hooke tem-se:

_Exg?
¢ 2
Onde E € o modulo de elasticidade do materiat @ deformacéo de engenharia.

(5.20)

Se o0 material segue a Lei de Saint-Venant-Kirchtesff-se:

_ExES (5.21)

ue
2

Onde E é o modulo de elasticidade do material;e2Ea deformacdo de Green. A

deformacéo de Green pode ser definida por:
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_1( 12—
EG—E[ X ] (5.22)

Onde L é o comprimento final das barras géLo comprimento inicial das barras.
Observa-se que a deformacéo de Green € uma grandiemear e desse modo a Lei
Constitutiva de Saint-Venaint-Kirchhoff também rélinear.

Para a Lei de Hooke tem-se:

2
E";z dy, (5.23)

U, =[E g+ |

A deformacao de engenharia para as duas barrdmigagor:

_|_0
g = L1L1° R (5.24)
L-L°
£, = zLoz (5.25)
2

Os numeros 1 e 2 representam a barra 1 e a bareapg&ctivamente e o 0 representa
comprimento inicial das barras. Entdo, as deformsglie engenharia para o problema
em estudo ficam:

. :[(Y1‘0)2+(yz‘1)2}2‘*/_2 (5.26)
' V2

i :[(y1—0)2+(y2+1)2}2—\/_2 (5.27)
’ V2

Onde y indica a posi¢éo deslocada das barras.
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Para a lei de Saint-Venaint_Kirchhoff tem-se:

_(EXES.  (EXES
Vs [F s [y

A deformacao de Green para as duas barras é:

_1 WA, -D -2
=y 02

1 y12+(y2+1)2_2
==X
=

Integrando a energia de deformacdo total, obtém-se:

EGl XJ-dV+ Esz xjd\é

Como i=A1.L; e w=A,.L, tem-se:

U, SEXESxLxA | EXE X Lx A
2 2

A energia mecanica total do sistema é:

”:Ue - Flyl_ Fzyz

Ou por:

JT=

2 2
EXE LA BXRILXA gy

2 F,Y,

Ou ainda por:

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

(5.32)

(5.33)

(5.34)
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Ex{;x{le’(yz‘l)‘zﬂ xL,xA EX[l X{Wzﬂz xLx A (5.35)

2 2 2
2 + 2 - Flyl - Fzyz

=

Observa-se da equacdo 5.35 que a energia poteneiznica do sistema estd em

funcao de ye y, que sao as incégnitas do problema em estudo.

O equilibrio do sistema €é obtido quando as derivgadeaciais da em relacdo aos graus

de liberdade ye y forem simultaneamente nulos, ou seja:

9IT_y (5.36)
oy,
orr
9T - 5.37
o, 30

aﬂzE.EGl.Ll.A.y1 EE., L.A.Y -

o 5 + . F,=0 (5.38)
O _EE;.L.A(%,-1), EE, LA(y+D) _ _
3y, 5 + 5 F,=0 (5.39)

Considerando queiEL,=v2 e que A=A, e substituindo as deformacdes de Green nas

expressodes 5.38 e 5.39, obtém-se:

E_yf+(y2; m)Z-Z_%_J—z_AJr E_yf+(y24+1)2-2__;u—2A_ F= C (5.40)

1

1 1 1
Z.E.yl3.22.A+:11.E.x.2 Ay -= Ey2.A FE= (54

Al
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1
F = Z.\/E .A.( AR 8 yl) (5.42)

2 12 _ _ 2 2 _
e Y +(y24 1) 2_y22 15 ar N +(y24+ Y 2,3’2; L2aE= (5.43)

E

% x -3y )é+1).x/_2.At—§( Yy ¥+ 3§+ y W 2A B (5.44)

E~2.A
Fo== (Wt %'+ ) (5.45)

As equagles 5.42 e 5.45 sdo ndo lineares, entdiealea 0 método numérico de

Newton-Rapson para resolvé-las.

OnlYs, Yo) O (Y ¥,) =0 (5.46)
oy,

9 ¥o) = g (. vy =0 (5.47)
ay,

ag Al ag Ayz 2
gV )= ol W, v )+== + =L +0 (5.48)
(0 )= (¥ %) A AR EOA AR Y
dg, 0
9, (% ¥2) = G ¥, y2°)+&+&+022 (5.49)

ay, 0y,

Escrevendo matricialmente tem-se:
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ay, ay, | (A ° v

yl y2 ( ylj . o:_£gl( ylo yZO)J (550)
09, 99, [\AY, )|y, Y, (YY)

dy, 0y,

Para se estudar a estabilidade do sistema estratdcala-se a segunda derivada do

funcional de energia potencial total, encontranele-satriz Hessiana do sistema.

v o
| oyt oyy,
H = IV (5.51)

ay,0y, 0y,

Como se observa a matriz Hessiana é simétricaoadigéio de estabilidade da estrutura

se da na avaliacao do seu determinante:
Det(H) >0— Positiva definida-estavel (5.52)
Det(H)=0 — Ponto critico (5.53)
Det(H)<0— instavel (5.54)

Calculando-se a matriz Hessiana do problema dadwose:

9°7r _ EV2A
ay,” 4

(37 + v, 1) (5.55)

o’ _ EAy, /2

(5.56)
0y,0Y, 2
0’m _EN2A; , ,
o _T(y1 +3y,° +1) (5.57)
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5.3. Andlise néo linear geométrica de porticos plars

Este item abordara a descricdo do Método dos Elesdnnitos Posicional (MEFP)

para a analise nao linear geométrica de poérticaanogl que foi usada no
desenvolvimento do cddigo computacional aqui moalifo, Acadframe. O Acadframe
foi elaborado pelo Prof. Dr. Humberto Breves Codae® Prof. Dr. Rodrigo Ribeiro

Paccola em 2006. Neste trabalho o Acadframe fadaispara a modelagem das
ligacdes semirrigidas das estruturas. O codigdigasies semirrigidas foi acoplado ao
Acadframe, portanto o entendimento da formulacdMB&P é muito importante para o
acoplamento dos codigos. Além disso, conceitosa padesenvolvimento do MEFP

serdo abordados.

5.3.1. Polinbmios de Lagrange

Uma maneira facil para gerar fungbes de forma sfigoainémios de Lagrange.
Segundo SILVA, W. (2010), os polinbmios de Lagrasge polinbmios de interpolacdo
que podem ser usados para gerar funcdes de formaaupa elemento curvo, por
exemplo. Eles sdo escritos em funcdo de uma caatldeadimensional definida no
intervalo fechado de -1 a 1. A coordenada adimeas® usualmente chamada éle

Na figura 5.7 mostra-se a representacdo dos poilosode ordem um e dois.

1 (pl

n61  n62 16 3
1
né1l noé 2

o |1

n61 né 2 né 3
Al
noé1l noé 2 (P3 1

nél\_/1.1(’)2 no 3
(@) Ordem 1 (b) Ordem 2

Figura 5.7. Esquematizacdo dos polindbmios dedrage

Para o polinébmio de ordem 1 da figura 5.7 o n6 &4 e o n6 2 &=1. Ja para
polinbmio de grau 2 tem-se para o né=t1, £&=0 para o no 2 e finalmengsl para o
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no 3. Como se pode observar, cada funcdo de fognagsume valor unitario em k e
valor nulo nos outros nés. As formulas para onpatios de ordem 1 séo:
_¢-1

2

(0 (5.58)

(5.59)

_&+1
=7

Conforme SILVA, W. (2010), podem-se escrever todasfuncdes de forma de um
elemento de n nds através dos polindmios de Lagratrgvés da formula que segue
(BREBIA & FERRANTE, 1978):

_o(¢-¢
) _Z[fk—cﬁ] (5.60)

As coordenadas adimensiongiassumem valores entre -1 e 1. O somatorio destoslo
polinbmios de uma mesma ordem resulta na unidatt@oEpara se usar os polindémios
de Lagrange como func¢do aproximadora é necess@merge conhecer os valores da

funcdo a ser aproximada nos respectivos nos.

No caso do Método dos Elementos Finitos Posicipaah porticos 2D, o objetivo é
parametrizar as configuracdes inicial e atual daiesa. A linha média do elemento de

portico é aproximada através da seguinte expressao:

X"(8) = @, X (5.61)

Onde i é a direcao da coordenada (1 ou 2), m iha linédia & € o n6 do elemento.
Na equacgédo 5.61, o indiderepetido indica soma sobre o0 mesmo. Tem-se umeslem
com quatro nds, logo a equacéao 5.61 representaranrento de aproximacao cubica,

como é mostrado na figura 5.8 e é expresso por:

X&) = @ X+ QX5+ @ X+ X1 (5.62)
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X5 (&) = QX5+ @ X5+ @ X0+ @ X7 (5.63)

Xq

Figura 5.8. Parametrizacdo da linha média do eleamen

Fonte: SILVA, W. (2010)

Na figura 5.8, a fungéd,"(§) é denominada por mapeamento inicial da linha mdalia

elemento na sua posicao inicial.

5.3.2. Mapeamento posicional da configuracao inidia

Segundo SILVA, W. (2010p mapeamento da configuracéo inicial consiste dimide
todas as posi¢cdes dos nos da estrutura indeslocadagulo formado pela secéo
transversal em cada n6 com eixo de referénciadmak SILVA, W. (2010) afirma
que é necessario definir o angulo citado acimajymna formulacao utiliza a teoria de
Reissner que considera que a secao plana do etemmaritenha plana, mas nao
necessariamente perpendicular & linha média, podginalk de um angulé em relacao

eixo horizontal.

As componentes dos vetores tangentes podem seéaslaipartir do mapeamento da

linha média e escritas de uma forma geral pelagéqua.64:

_40@)|

T (5.64)

&
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Ondeg representam as coordenadas adimensionais pates ¢saT, € a componente i

do vetor tangente no no k. Infere-se que ao detemas coordenadas iniciais dos nos
da linha média do elemento finito, obtém-se osresttangentes nos nés dos elementos

finitos.

O versor normaV, na configuragéo indeslocada é calculado por:

Vi =Ty / Tio T (5.65)

Vo = Ty ! T T (5.66)

Conhecendo-se os valores nodais das componentegmdases normais, 0s angules

sao determinados por:

8, =arctg(Voy / M) (5.67)

Utilizando-se os polindmios de Lagrange para apnaxios valores dos angulos iniciais

8°(%) ao longo da barra obtém-se:

6°(%) = 9,(8)6; (5.68)

Para exemplificar o que foi descrito, observa-Bguaa 5.9 que representa um ponto de

uma barra de poértico com uma altura constéte
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Figura 5.9 — Ponto P sobre secao transversal gqeralqu
Fonte: SILVA, W. (2010)

Observa-se da figura 5.9 que a secao transversial i@ ortogonal a linha média inicial
do corpo e que para descrever um ponto qualquelentento ao longo da altura usa-se

uma variavel adimensionglque varia de -1 a 1 e é ortogonal a varigdv&lesse modo,
h& um vetorg’(&,n) que somado a um ponto qualquer pertencente arndidéa de um

ponto resulta num ponto genérico P:

x(&n)=%"(€)+ ¢"(En) (5.69)

O ponto genérico P pode estar no maxigl@ ta linha média, tanto no sentido positivo

como negativo. Assim, o vetog’(&,n) é definido por:

(&) = 2ncostp € B7) (5.70)

(&) = 2 nser(@ (©)6) (5.71)

Substituindo 5.61, 5.70 e 5.71 em 5.69, obtém-se:

X(EM) =0 X] +Encost, € 5) (5.72)
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(&) = @ X + 20 sere, (©)6) (5.73)

5.3.3. Mapeamento posicional da configuracao atuétorrente)

Na configuracdo atual, as posi¢cBes e os angulasioelados aos nés dos elementos
finitos sdo as incognitas e sdo chamados de gmlibetdade. Eles ndo séo fornecidos
pelo usuario e deverdo ser determinados pela andladavia, um ponto genérico de
um elemento de poértico pode ser escrito de fornmaebwamnte ao mapeamento da

configuracao inicial, ou seja:

W(EN = 0¥ + ncosty €,) (5.74)

V&) = @3+ 20 serfo,©)8) (5.75)

Onde y. representam as coordenadas atuais de um pontguqual," sdo as

coordenadas atuais nodai®,esdo os angulos nodais, como mostra a figura 5.10.

Ya

N

Figura 5.10 — Mapeamento do elemento para conft@oraorrente

Fonte: SILVA, W. (2010)
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As secOes transversais permanecem planas comospodeferido a partir da figura,
entretanto elas ndo formam éangulo reto com a Imkdia. Além disso, a altura de

referéncia continua sendg e com coeficiente de Poisson nulo.

5.3.4. Mudanca de configuracéo e seu gradiente

Com os mapeamentos definidos da posicéo inicial eodfiguracdo corrente, é preciso
definir a fungcdo mudanca de configuracéo. A funt@olanca de configuracao descreve

a mudanca da configuracéo inicial fiara a configuracéo atual B.

Ela pode ser escrita através da composicdo dosamapdos descritos anteriormente,
isto é:
f="fo(f)™ (5.76)

Essa composicao pode ser vista na figura 5.11.

¥ 1 ra

'll_E Elemento
adimensional

=
Xy¥y
Figura 5.11 — Composi¢cédo dos mapeamentos
Segundo SILVA, W. (2010), o vetof0 é a funcéo que faz a mudanca de coordenadas

entre o elemento adimensional e a configuracadaini® vetor fl faz a mudanca de

coordenadas entre o elemento adimensional e agooagdo corrente. Para cada um
desses vetores, ha um gradiente da funcdo mudanganfiguracéo A, correspondente
que foi apresentado anteriormente no item 4.8.3im\so gradiente da mudanca de
configuragéo é:
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A=A (A)? (5.77)

Conforme SILVA, W. (2010), os elementos das masri&e e Al sdo calculados através
das expressdes dos mapeamentos das configuragdess ia finais, respectivamente,

para valores conhecidos ge

Assim, tem-se:

of° of’| |ox, 0x
0 0 0 0

A = EO E § o (5.78)
of, of, 0X, 0X,

9 an| | 8¢ an

0¢

on | | ¢

ﬁ=££=%% (5.79)

% on| | o8 on
A= 25= Do(6) - 2nseto OF) QL (580
A, =25 = Boose, € 91) 581

n
0 axz_ ho 0 0

A= 5 D, (&) x5+ nCOS(cpg(E)Sg Do, € By (5.82)

0 :a_ I}) eO
= 5 = 7 setg (6 a9
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Ay = 2= Dg )y - 2nsero.©)8) .8, (5.84)

o€
oy _h
A, = on COS((PK €B) (5.85)
A =22 = D )3 + ncos, €, )00, € (5.86)
1 az v i 1 k .
A, —‘Z—ynz =2 serf@ (99) (5.87)

As equacOes acima serdo resolvidas por um progesatvo, baseado em tentativas e

correcdes. Desse modo, os valores de tentativaYpaesb, serdo sempre conhecidos e

as referidas equacdes resultam em matriEQSe A,l numéricas para cada par

coordenadogn) pré-estabelecido.

5.3.5. Processo de solugéo de Newton-Rapson

Sabe-se do principio da estacionariedade da engugia equilibrio de uma estrutura
acontece quando a energia potencial total &€ estidg ou seja, quando sua derivada €

nula. O equilibrio sera estavel quando a segundwad@ da energia potencial é

positiva caracterizando um minimo.

Como ja foi descrito no capitulo 4, a energia potdmrmecanica total de um sistema

sujeito a acdo de forcas externas pode ser deporito

m=U_,-P,, (5.88)

Onde U € energia de deformacéo do corpagé0 potencial das for¢as externas. A U
€ obtida através da integral da energia de def@magpecifica dle Ry pode ser

escrito por:

P«="FY—QY (5.89)
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SendoF; as forcas externas aplicadas nos pontog; ias respectivas posi¢des. O valor

de Q; representa os valores nodais equivalentes dosgeementos distribuidos.

Assim, a solugdo do equilibrio da estrutura com&istm determinar os parametros

nodais da mesma que garantam a estacionarieda€eleedgia potencial mecanica, ou

seja:
g_;r: auea(;/tem) _F=0 (5.90)
Tal que
aaL; <= %L;j dv, (5.91)
Ou ainda por:
Fot (Veent) =~ Fea =0 (5.92)

Onde Ky s@o as forcas externas ig Fepresenta a derivada da energia de deformacéao

em relacdo a posicao tentativa.y

A equacdo é nao linear e deve ser solucionadaéatrde um processo iterativo. A
solugéo da equacéo (5.92) consiste em determinaonjunto de posi¢coesey para 0s
nés da estrutura em que a equacdo 5.92 seja gati€femétodo iterativo a ser usado

sera o de Newton-Rapson que sera descrito a seguir.

A equacéo 5.92 pode ser reescrita como:

g, = Fot = Fext (5.93)

Onde g é um vetor nulo, caso y seja solugdo de 5.93. Quemso ocorre, significa que
a estrutura foi resolvida e que o equilibrio dagde foi resolvido. Caso contrario,
dever-se-a calcular uma nova tentativa de posiga@té que o vetor,gn: Seja nulo, ou

seja:
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g(Ytem) |:int( ytent) - FeXt = g tent (594)

O vetor gn € 0 vetor de desbalanceamento de forgas no sister@nico. Expandindo-

se o vetor gem série de Taylor em torno da tentativa, Yobtém-se:

dg
9, = gen t—= Ay (595)
YT 0y [ Vie

Sabe-se que o valor dg=@, como mostra a equacéo (5.93). Entdo, a equacad)

fica reescrita como:

HAY =~ Gy (5.96)

d , . : -~ .
Onde H :ﬁ gue é a matriz hessiana do problema calculadeosiggo tentativa. A

nova posicao tentativa é:

ytent+l = ytent+ Ay (5-97)

OndeAy é a variacdo da posicdo que € acrescentada gapasiual para a proxima
iteracdo. A partir da nova posicao tentativa, i@datse o vetor desbalanceamenta: g

e a nova matriz Hessiana. Isto é feito até que dasaduas condi¢cdes a seguir sejam

atendidas:
M <tol (5.98)
Yo
ﬂ <tol (5.99)

ext

Ondetol € um valor arbitrario e pequeno que determina dpianequilibrio foi atingido
satisfatoriamente. No fim do processo iterativd¢obse a posicao final da estrutura no

equilibrio estavel.
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Capitulo 6 - Modelo de Roétula
Elasto- Plastica

6.1. Introducao

O objetivo deste capitulo € o estabelecimento ddetoode Rotula elasto-plastica a ser
adotado neste trabalho que é baseado nos modéksscols da teoria da plasticidade
uniaxial. Neste sentido um conhecimento basico ldsteplasticidade uniaxial é
necessario. Desta forma o capitulo se divide em desuntos principais, a saber a
elasto-plasticidade uniaxial utilizando-se moddlilimeares no formato apresentado por
PROENCA (2007) e sua adaptacao para a relacdo noimiea relativo a ser utilizada
na Formulacdo de Roétulas elasto-pléasticas.

6.2. Conceitos basicos da teoria da plasticidade iasial

Segundo PROENCA (2007), plasticidade e encruamsimofendmenos que ocorrem
além do regime elastico. A plasticidade € carardda pelo surgimento de deformacgdes
permanentes e 0 encruamento € caracterizado pebendm de resisténcia com o
crescimento da deformacdo. Esses fenbmenos sam Hmaguentes em materiais

metalicos.

Conforme PROENCA (2007), o comportamento elastetjgld de um material € visivel
quando aparecem deformacdes ou tensdes residuaislemde tensdo ou deformacéao,
respectivamente. Observa-se que em qualquer uricdos o descarregamento ocorre

por uma reta de inclinacao paralela a respostticgasicial, como mostra a figura 6.1.
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ciclo de deformagao ciclo de tensao

A J
A

Figura 6.1 — Ciclos de deformacéo e de tensao
Fonte: PROENCA (2007)

O comportamento elasto-plastico também ¢é caraatiyizpela irreversibilidade por

abordar um processo que ha dissipacao de enemdia-e@scosidade.

6.3. Comportamento elasto-plastico perfeito

No regime elasto-plastico, a deformacdao total snpmsta por duas parcelas, sendo uma
elastica e outra plastica. Observando-se a figu2a fodem-se obter as seguintes
relagoes:

E=£8+¢P (6.1)

7

Ondec¢ é a deformacéo totat’ é a parcela elastica da deformacaa"eé a parcela

plastica da deformacéo.

o=E&e®=E(e-¢") (6.2)

Conclui-se que a tensdo em (6.2) esta em funcadeftamacao total e da parcela

plastica da deformacéo.
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Figura 6.2 — Comportamento elasto-plastico perfeito

Fonte: PROENCA (2007)

PROENCA (2007) afirma que a deformacéo plasticagmme na lei constitutiva do
material como mostra na equacao 6.2 confere untecardo linear. Observando-se o
diagrama de tensdo e deformacdo apresentado nma figh e considerando que o
material possua uma resposta simétrica na compresséclui-se que o moédulo da
tenséo ndo pode ser maior gyeEntdo, estados admissiveis de tensdo devemtaspei

a seguinte relagéo:

f(0)=|o]-0,<0 (6.3)

Essa equacgdo é fundamental no modelo mateméaticpiejdossibilita identificar se o

regime é elastico ou elasto-plastico. Caso o esladensao for tal qué (o) <0, logo

a resposta ocorre sem a variacdo da deformacéaicalds figura 6.3. representa essa

situacao.
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Figura 6.3 — Resposta imediata sem acréscimo dendaféo plastica

Fonte: PROENCA (2007)

Segundo PROENCA (2007), outra possibilidade seziaid estado de tensdo em que

f(o)=0 e se o novo estado fof (g +Acg) <0, portanto a resposta imediata nao

apresentara alteracdo na deformacdo plastica aadejulisto € Ae?=0 e
consequentemente a resposta do material sera somléstica, correspondente a um

descarregamento. Todavia, se 0 novo estado ff@@r + Ag) =0, entdo a resposta

imediata terd um acréscimo de deformacéo plastica.

Seja, portantoAA>0 o valor absoluto do incremento de deformacéastipk, caso ela
ocorra. Considerando-se que a deformacdo plastae pacontecer tanto para

compress&o como para a tragdo. Tem-se que:

Ae? =M1 20se0=0,(>0) (6.4)

Ae?=-M<0sec=-0,(<0) (6.5)

Verifica-se que o sinal dA&® é coincidente com o dee desse modo pode-se utilizar o

operador de sinakign(.), e assim obter:
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Ae® = Adsign(o) casof(og)=0 comAA=0 (6.6)

Por definicdo:sign(o) =1 seg >0 e sign(o) =-1seo <0 (6.7)

Quando se considera um modelo elasto-plasticoifedecondicdo acima é testada nos
pontoso =0, e 0 =-0,.
Entdo, a lei de evolucdo da deformacéo plastica peddefinida por:

Ae® = AAsign(o) (6.8)
Do que foi apresentado, observa-se qué e f(o)=0 verificam determinadas
condi¢gdes complementares em termos de sinal,istal&0 e f(o0)<0. Além disso,
se AA=>0 entdo f (o) =0 e casof(og)<0 logo A =0. Essas possibilidades podem

ser expressas na seguinte relagao:

AAAf (0) =0 (6.9)

Essa condicdo acima € chamada de condicdo de cuerglridade. Além disso, a

condi¢cdo de complementaridade implica gue) = 0 na hipétese d&A > 0.

As relacbes que expressam a forma incremental dielm@onstitutivo elasto-plastico

perfeito sem considerar 0 encruamento sao:

Ao = EAe® = E(Ae - AcP)

(6.10)

f(0) =|o|-0, <0 - critério de plastificagao (6.11)

AeP = Asign(o) — lei de plastificacao (6.12)
AAf =0 comAA=0e f <0 - condigédo de

complementaridade (6.13)
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6.4. Comportamento elasto-plastico com encruamentmear positivo

Segundo PROENCA (2007), o encruamento € caraaierigala alteracdo do intervalo
elastico inicial de tensbes devido a evolucdo daroecdo plastica. Existem varias
maneiras para se modelar o encruamento. Uma delasaglelo de encruamento linear

isétropo apresentado na figura 6.4 a seguir.

Figura 6.4. Modelo com encruamento linear

Fonte: PROENCA (2007)

Observa-se da figura acima que o intervalo elastiotal de tensdes é dy, oy
indicado no eixo das tensfes e que esse intervalter@do parac(+koi) e (y+kay).
Isso aconteceu em funcéo da historia de plastéwape ocorre no ciclo. O parametro

k € denominado moédulo plastico de encruamentoxregso por:

_EE
k= E-E (6.14)

Onde E € o mdodulo de elasticidade do materigf & modulo elasto-plastico tangente.

O a é & medida que registra a historia de deformalg@iga no ciclo.

Assim, o critério de plastificacdo para um compuogato elasto-plastico com

encruamento é dado por:

f(o,a)=|o|- (o, +ka)<0 (6.15)
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Observa-se que > 0, sendasy > 0 e k > 0 sdo constantes do material. Nota-seaqu

parcela k modifica a dimensao do intervalo elastico inicial.

Um modelo parecido com o apresentado sera usaddgmer as ligacdes semirrigidas

gue serdo mostradas no item seguinte.

6.5. Modelo de Roétula Elasto-Plastica Proposto

A ligacao entre barras de poértico plano é goverpadaima grandeza unidimensional, a
saber, o giro relativo entre as mesmas. O momeattsritido por essa ligacéo,
conforme descrito em capitulos precedentes, agesEmportamento que pode ser
modelado por uma relagdo constitutiva elasto-glastionforme serd apresentado neste

capitulo.

Este modelo € uma adaptacdo do descrito para @goetdasto-plastica momento-giro

relativo uniaxial.

No regime elasto-plastico, a rotacéo relativa tétabmposta por duas parcelas, sendo
uma elastica e outra plastica. Observando-se &afigib, podem-se obter as seguintes

relagoes:

6=6°+6° (6.16)
Onde® é a rotacdo relativa totel’ € a parcela elastica da rotacdod® é a parcela
plastica da rotacao.

M = E6° = E(6-6P) (6.17)

Infere-se que o0 momento em (6.17) esta em funcéotdedo total e da parcela plastica

da rotacéo.
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elasto—plastico perfeito

Figura 6.5 — Comportamento elasto-plastico perfeito

Fonte: Adaptacdo de PROENCA (2007)

A rotacgdo plastica presente na lei constitutivandterial como mostra na equacao 6.17
confere um carater ndo linear. Observando-se orafiey de rotacdo-momento
apresentado na figura 6.5 e considerando que aialgiessua uma resposta simétrica
para giros relativos de abertura e fechamento,lgese que o0 médulo do momento néo
pode ser maior quél,. Entdo, estados admissiveis de momento devemitaspe
seguinte relagao:

f(M)=|M|-M, <0 (6.18)

Essa equacdo € fundamental no modelo matematicqueapossibilita identificar
imediatamente se o regime é elastico ou elastoig@agla funciona como um critério

de plastificagao.

Caso o estado de momento for tal giugM ) <0, logo a resposta ocorre sem a variacao

da deformacéo plastica. A figura 6.6. represerda siuacgao.
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Figura 6.6 — Resposta imediata sem acréscimo dedoplastica

Fonte: Adaptacédo de PROENCA (2007)

Outra possibilidade seria de um nivel de moment@eenf (M) =0 e se o0 novo nivel
for f(M +AM) <0, portanto a resposta imediata ndo apresentaragite na rotacéo

plastica, isto éA8° =0 e consequentemente a resposta do material serdntom

elastica. Todavia, se 0 novo nivel de momento ffigM + AM) =0, entdo a resposta

imediata terd um acréscimo de giro plastico.

Seja, portantoAA >0 o valor absoluto do incremento de giro plasti@socele ocorra.

O giro plastico pode ser tanto de abertura confecteamento, tem-se que:

AG°=MA20 seM =M (>0) (6.19)

AG” =-AA >0 seM =-M (<0) (6.20)

Verifica-se que o sinal dA8” é coincidente com o dd e desse modo pode-se utilizar

o operador de sinakign(.), e assim obter:

AGP = AAsign(M)) caso f(M)=0 comA1>0 (6.21)

Por definicdo:sign( M) =1seM>0 e sign( M) = -1 seM<0. (6.22)
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Quando se considera um modelo elasto-plasticoifedecondicdo acima é testada nos
pontosM=My e M= - M,.

Entéo, a lei de evolucdo da deformacéo plastica peddefinida por:

AB® = Adsign( M) (6.23)

Do que foi apresentado, observa-se qué e f(M)=0 verificam determinadas
condi¢cdes complementares em termos de sinal,;isdd &0 e f(M)<0. Além disso,
seAA >0 entdof (M) =0 e casof (M) <0 logo AA =0. Essas possibilidades podem

ser expressas na seguinte relacgéo:

AAF =0 (6.24)

Essa condicdo acima € chamada de condicdo de cuosmgkridade. Além disso, a

condi¢cdo de complementaridade implica du€¢M ) =0 na hipétese dar>0.

As relacbes que expressam a forma incremental ddelmanomento-giro relativo

elasto-plastico perfeito sem considerar 0 encru&orsfo:

AM =EAG° = E(AG-L0EP) (6.25)
f(M)=|M|-M, <0— critério de plastificagao (6.26)
A6, = Asign( M) — lei de plastificacao (6.27)

AAf =0 comAA=0e f <0 - condigédo de
(6.28)

complementariedade
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O encruamento é caracterizado pela alteracdo dovald elastico inicial de momento
devido a evolugdo do giro plastico. Existem vanmaneiras para se modelar o
encruamento. Uma delas é o modelo de encruamerdar lisétropo apresentado na

figura 6.7 a sequir.

M,
Ktl'_l s e il ;f
Ny Jj'_/ v
i /
/ /
/| e® /S 8
/ _xf p
- )‘{I—M}f_ f’ o, = | [ |
Kaz / - e S
S

Figura 6.7. Modelo com encruamento linear

Fonte: Adaptacdo de PROENCA (2007)

Observa-se da figura acima que o intervalo elastimial de momentos € [-M M,]
indicado no eixo dos momentos e que esse intergaldterado para (Mkoi) e
(My+kay). Isso aconteceu em fungéo da historia de pleatifio que ocorre no ciclo. O

parametro k € denominado modulo plastico de enczntore é expresso por:

- EE
E-E

Onde E é o modulo elastico da ligacdpgE mddulo elasto-plastico tangente € a

(6.29)

medida que registra a histdria do giro plasticaioto.

Assim, o critério de plastificacdo para um compuodato elasto-plastico com

encruamento é dado por:

f(M)=|M|-(M, +ka) <0 (6.30)

Observa-se que > 0, sendo M > 0 e k > 0 sdo constantes da ligagdo. Nota-seaque

parcela k modifica a dimensao do intervalo elastico inicial.
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Capitulo 7 - Programa basico de
portico plano

7.1. Introducgao

Neste capitulo apresenta-se a descricdo do cédigmadjrama estatico de analise nédo
linear geométrica de pérticos planos (Acadframejp teoria foi descrita nos capitulos
anteriores. Em especial sera apresentada a suob-rafie foi desenvolvida e

implementada neste trabalho para a consideracadmde8es semirrigidas.

Apresenta-se, inicialmente, o corpo do programacjpal com as chamadas das sub-
rotinas necessarias para a montagem do programae@unda apresenta-se a sub-rotina

que foi implementada para simular as ligactes sajiias.
7.2. Programa Principal
Inicia-se o programa com a chamada de uma sularotisponsavel por informar os
dados que nao se alteram com as fases de carga.
Call dadosiniciais I entrada de dados quemaéadificam com a fase

Em seguida definem-se os pesos e os pontos dedgiiegde Gauss necessarios para

calcular, por exemplo, as expressoes (5.72) eX5.73
call dgqrul(ng,1,0.d0,0.d0,0,qgsi,qsi,w) IPesosard. de Gauss long.
call dgqgrul(ng3,1,0.d0,0.d0,0,gsi3,gsi3,w3) !ldeansversal

Depois que se tém os dados iniciais e 0s pontagelgracao definidos, inicia-se

0 processo incremental de aplicacdo das cargasagte movimento de base.
f=0.

ipt=0

do ifc=1,nfc lInicio das fases de carga

call dadosdin IEntrada de dados que mudam caseade carga
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dt=1.

do ipc=1,npt IPassos de carga
ipt=ipt+1 ICalculo do passo de cargaaht
ia=0 IContador de iteracdes
rnorma=100000. lInicializando a norneaitcremento

do i=1,n INUmero de graus de liberdadeplicacdo da carga e

recalque
if(ko(i).eq.0) !Formula da carga
# f(i)=df(i)*(ca+cb*ipc*dt+cc*(ipc*dt)**2
# +cd*sin(ce*ipc*dt)+cf*cos(cg*ipc*dt)
# +crh*exp(cri*ipc*dt)+cj*exp(ck*ipc*di)

if(ko(i).eq.1) p()=p(i)+dp(i) 'Recalque

enddo

Posteriormente, é feito o processo iterativo de tNevwRapson que deve atualizar a
posicdo das variaveis e calcular o vetor de fongesnas e a matriz Hessiana (sub-

rotina matriz). O algoritmo do processo iteratioMNewton Rapson € dado por:
do while((rnorma.gt.tol).and.(ia.le.maxia)) ! maxi nimero maximo de iteracbes

call geometriaatual ! Atualizar configuragdo ntesventos

call matriz ICalcula matrizes e vetores

call condcon IAplica condi¢bes de contorno

call solver ISolugédo do sistema

call calculanorma I calcula norma de posic¢des parario de parada
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call destrocal IRetorno das condi¢cfes de contorno

ia=ia+1
enddo

call geometriaatual ! Atualizar configuracdo ntesreentos

call saida ILista completa de posi¢cdes e passo
enddo IFinal dos passos de carga
enddo IFinal das fases de carga
stop IFim do programa principal
end

7.3. Implementacéo da ligacédo semirrigida

As ligacbes semirrigidas foram modeladas utilizasglouma curva multi-linear
momento-rotacdo. A representacdo multi-linear daacunomento-rotacdo representa
com boa precisdo uma curva experimental ou de noNeste trabalho adotaram-se
elementos de molas para simular as ligacdes sgidasi, ja que eles podem representar
uma ligacdo deformavel. Além disso, eles sdo capdeainir dois elementos de barras

e assim descrever o comportamento de uma ligagéa eatrutura.

Primeiramente, definem-se quais 0os nés e a quaetide ligacbes que cada no terd.
Também séo lidas as incidéncias das molas. Igstéa sub-rotina dos dados iniciais
ja que esses dados nao serdo alterarados durgnteesso. O cdédigo computacional

dessa parte é descrito a seguir:
do ima=1,nnosmola
read(3,*) icmolasno(ima),igmola(ima)
do jm=1,igmola(ima)

read(3,*) (icmola(ima,jm,km),km=1,2)
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end do
end do

Onde nnosmola: é a quantidade de n0s que possgapddis semirrigidas; igmola: € a
guantidade de molas que cada né possui; icmolasna:incidéncia dos nés que

possuem ligacdes semirrigidas.

Na incidéncia das molas, é necessario adicionas rdais para que 0s graus de
liberdade sejam o0s correspondentes aos girosvadatiesses nds que possuem as

ligacdes semirrigidas. O codigo computacional dpast foi descrito a seguir:
do ima=1,nnosmola
do jm=1,igmola(ima)
icmola(ima,jm,1)=icmola(ima,jm,1)+2
icmola(ima,jm,2)=icmola(ima,jm,2)+2
end do
end do

Além disso, também sé&o definidas todas as progtesddas ligacdes semirrigidas que
sdo: rigidez inicial elastica das ligacdes, o marde trechos plasticos, a leitura dos
pontos dos graficos de momento versus rotacdo qeata tipo de ligacdo. A partir

desses dados, calcula-se o encruamento de calda piéstico.

A partir de um grafico de momento-rotacdo de umachio como na figura 7.1, define-
se um trecho inicial que sempre sera determinadama rigidez inicial elastica e por
um encruamento nulo. O restante do gréafico é upadbsimular o comportamento nao
linear da ligacdo. Esses demais trechos apresemgghez tangente e parametro de
encruamento da ligacdo. Observa-se que o modelmadm@ara simular a ligacédo
semirrigida é multilinear. Desse modo, quanto maonumero de divisbes mais
representativo serd o modelo. Os valores dos paresomento fletor e rotacdo relativa
sao dados de entrada do programa. Assim, os valeregjidez e de encruamento de

cada ligacao sao calculados automaticamente pegpgma.

91



6 | Et2
54 ]

i) /Et‘

5 4 u '

E

o

= 34
2 E

. . . : . . . . .
0 1 2 3 4 5 6
Rotacgéo

Figura 7.1. — Curva momento x rotacao

No grafico acima, E € a rigidez inicial da molg, & B, sdo os modulos de rigidez

tangente que séo calculados a partir da seguiptessao:

_AM

E,

O indice i representa o numero de trechos plastiCosn os modulos de rigidez
tangente calculados, obtém-se os encruamentoadi trecho plastico. O encruamento

é calculado por:

- EXE,

“E-E (7.2)

Depois que foram definidos todos os parametrogaelat sub-rotina matriz calcula-se a
matriz Hessiana local de cada mola, pois a enelgiaada mola entrara na energia

potencial total como uma parcela a mais e assenexgia potencial total sera dada por:

m=U,+P+U (7.3)

mola
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Onde U, é a energia de deformacd®,6 0 potencial das forcas externabl g, € a

energia interna da mola.

Assim a matriz Hessiana de cada mola que sera somawiatriz Hessiana global do

sistema e é dada por:

E -E
hmola - (_E E ] (74)

Posteriormente, € calculada a forca interna dewdiigacdo semirrigida que sera
somada ao vetor de forcas internas global. Paddcalo dessa forga interna € utilizado
um modelo elasto-plastico como foi apresentadoapitulo 6 com algumas pequenas

modificacdes.
O algoritmo do modelo que foi usado sera apreserdasguir:

| — Calcula-se 08 que € a rotacdo da estrutura quando ela sofr@aade;um

carregamento.

Il — O passo seguinte é definir em qual trecho o en@ownda mola se

encontra. Define-se o trecho mesmo que depoiegleskastico. A funcad erda

tentativa S
responsavel por definir se o trecho é elastico & Para definir em qual trecho o
encruamento se encontra, devem-se verificar duadigiies (a) e (b) a partir do

segundo trecho plastico até o ultimo:

a) Se @ > ¢,) e (8 < ¢,) — tem descontinuidade de derivada no

incremento. Entdo, o comportamento 8le e do encruamento da ligacao

devem ser divididos em dois. A curva apresentara lechos. Og, é o

angulo plastico que foi lido a partir do graficemmento versus rotacdo da
ligacéo.

E assim, calculam-se os dois encruamentos:

rk (1) = K (it - 1) (7.5)

A variavel acima é o encruamento no primeiro trecho
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b)

rk(2) = k(it) (7.6)

A variavel acima é o encruamento do segundo trecho.

E os doisg, :

6,=6 (7.7)

r

O 0, deixa de ser o real, poiglpsera o, e 06, passara a ser o parcial.

g =6 xaux (7.8)

Onde a variavel aux é calculada por:

6,(it)

aux= (7.9)

r

E o nimero de trecho passa a ser igual a 2 e aveamjue representa o

namero de trecho nped = 2.

Se 0 > 6y e @o > 6,) — ndo tem descontinuidade da derivada no
incremento e tem somente um trecho.

Entao, tem-se:

rk (1) = k(it) (7.10)

6= (7.10)

E o nimero de trecho passa a ser igual a 1 e aveamue representa o
namero de trecho nped = 1. Quando h&a somenteaaimotiod; passa a ser o
Or.

lll — O ultimo passo é definir se no trecho em estudorea@ plastificacao
ou ndo para que se possa obter o valor da foremague sera adicionada
ao vetor global da forca interna. O modelo a sadodoi apresentado no

capitulo 6. Porém, ele sera multilinear e ndo &édincomo apresentado.
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Fazse um laco variando de 1 até o numero de trechmpape ser 1 ou 2.
O momento tentativa € calculado pela expresséo 6.25

M = EX(6-46)) (7.11)

OndeE ¢é a rigidez inicial da ligacao/#), € a variagdo do angulo de plastificagao.

Posteriormente, calcula-se a fun¢g@g que é a responsavel por definir se no trecho ha

plastificacdo ou ndo. A funcdg.: € calculada por:

fient :|MtentI_M ot (7.11)

OndeM, € momento plastico acumulad@ eepresenta o somatério do produto entre o
encruamento e o incremento de deformacéo plastica

Se fent for maior que zero, entdo ocorre plastificacdosdCaontrario ndo ha

plastificacdo. Ocorrendo a plastificacdo calcula-a&:

f

AA — tent
E,+rk (7.12)
E q é calculado por:
g=q+AAxrk (7.13)

O sinal da variacdo da deformacao plastica coincan o sinal d®lien. SeMient for
positivo entdoAd, sera positiva caso contrario sera negativa. Assimariacdo da

deformacéo plastica é expressa por:

A6, = AAsign (7.14)

Ondesigné igual a 1 ou -1 dependendo do sinaVidg:

Calcula-se 0 noviMn; considerando a variacdo do angulo de plastificapas no
inicio do lago era considerado gé, fosse nulo. Assim, Wen € somado ao vetor de

forcas internas global.
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8. Exemplos numéricos

Neste capitulo alguns exemplos serdo apresentaolos o intuito de validar a
formulacdo desenvolvida. Mostra-se ser possiveplecagdo das curvas momento-
rotacdo definidas pelas normas técnicas, tal cammeentado nos capitulos iniciais.

Entretanto, ndo € objetivo do trabalho fazer apélireais comparando os diversos
modelos de norma, ficando esta tarefa para pestpuesa e profissionais das areas

aplicadas.

8.1. Exemplo 1 — Viga Biengastada

O primeiro exemplo é uma viga biengastada isotedpjoresentada na figura 8.1 com
suas caracteristicas geométricas e carregameritoroeidistribuido de 0,10kN/cm. As
ligacOes apresentam comportamento linear com dgitécial rotacional igual a
326550kN.cm/rad. A secéo transversal € constitpélia perfil VE 400x49 e o modulo
de elasticidade do ago é 20000kN/cmz2.

0,10 kN/cm

jn Y Y Y Y Y VY 4% p\g
o/ A\
800 cm

Figura 8.1. Viga submetida a carga uniformemerggiduida com ligactes
semirrigidas

Fonte: Silva, R. (2010)
As solugdes numeéricas sdo comparadas com os dEmulE@naliticos obtidos pelo
método linha elastica para uma viga isotropica silsla as mesmas condi¢cdes de
contorno. A seguir sdo apresentados na figura 8.&sultados de momento fletor e
deslocamentos angulares e transversais obtidoseim do vao e nas extremidades da

viga.
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Rigidez inicial da Numérico Analitico
ligagao Mext | Meiodo | Rotagdo Flecha Mext | Meiodo | Rotagao Flecha
(kN.cm/rad) (kN.cm) vao (rad) | meio(cm) | (kN.cm) vao (rad) meio (cm)
326550 1453,16 | 6538,42 | 0,00445 1,208 1454,7 6545,3 | 0,00445 1,197

Figura 8.2. Comparacao das solugdes

Pode-se observar na figura 8.2, para ambas solugéesnalise, uma grande

concordancia entre os resultados analiticos e merncos.
8.2. Exemplo 2 — Viga Biapoiada com ligacéo elastic
Analisa-se uma viga-biapoiada isotropica, possuinoha ligacdo linear no meio do

vao com rigidez inicial rotacional. A viga esta eg@gntada na figura 8.3 com suas

caracteristicas geométricas e um carregamento mivade no meio do vao.

8.3. Viga biapoiada com ligacao elastica

Com o intuito de se ter um melhor entendimentoaoportamento da ligacao linear, a

solucado analitica ser4 apresentada e posteriorroemgarada com a numérica.
Solucéo analitica:

Ao aplicarmos a carga concentrada no meio do vaiga terd& um deslocamento

transversal como mostra a figura 8.4.
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Figura 8.4. Viga biapoiada deslocada com ligacastiea

O momento pode ser calculado pela seguinte exgressa

M =Ex(7-6)=Ex¢ (8.1)

Onde E é arigidez inicial da molape® igual an —6.

A figura 8.5 a seguir mostra o esquema das forcas

l Lcos(a I

Figura 8.5. Esquema das forcas

Observando as figuras 8.4 e 8.5, podem-se deduggguintes expressoes:

(8.2)

_n-6_¢
a= 5 (8.3)
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J=Lxsin(@)= Lxsin%e (8.4)

_PxLxcos@)

M 8.5
> (8.5)

P x Lxcos(ﬂ)
M = 2 (8.6)

2
Igualando a equagédo 8.1 com a 8.6, obtém-se:
P x Lxcosﬁ)

2 (8.7)

> :Ex(n‘—@):EX¢

Isolando P na expresséo acima tem-se:

_ 2XEX (71— 0) _ 2 Exg

Lxcos( n—Hj L x co{¢) (8.8)
2 2

5= Lxsin(ﬂj: Lxsin(ﬂj (8.9)
2 2

P

As solucdes de P&para as equacdes 8.8 e 8.9 sdo vélidasgeasiando de 0 a.
Escrevendo tudo em funcao @eue é igual &/2. Assim, obtém-se:

_ 4AxExqa

= WS@') (8.10)

o =Lxsin(@) (8.11)



As solucbes de P &para as equacdes 8.10 e 8.11 sao validasopaasiando de 0 a
/2.

A figura 8.6. mostra a solugéo analitica do exen2pl@riando o angulo alfa de 5 a 90°
e a figura 8.7. mostra a comparagédo da solucdo nearedm a analitica através de um

gréfico de deslocamento versus forca.

ki{kN*cm/rad) |alfa(®) alfa(rad) |L{cm) P{kN) delta(cm)
1000 5| 0,087266 100| 3,50399225| B,7155743
1000 10) 0,174533 100| 7,08901508( 17,304818
1000 15] 0,261799 100| 10,8413868| 25,881905
1000 20| 0,349066 100| 14,8587248( 34,202014
1000 25| 0,436332 100| 19,2575776| 42,261826
1000 30| 0,523599 100| 24,1839915 50
1000 35| 0,610865 100| 29,8291504| 57,357644
1000 40| 0,698132 100| 36,4538484| 64,278761
1000 45| 0,785398 100| 44,4288294| 70,710678
1000 50| 0,872665 100| 54,3050061| 76,604444
1000 55| 0,959931 100| 66,9435512| 81,915204
1000 60| 1,047198 100| 83,7758041| 86,60254
1000 65| 1,134464 100| 107,374822| 90,630779
1000 70( 1,22173 100| 142,884038| 93,969262
1000 75| 1,308997 100| 202,303032| 96,592583
1000 80| 1,396263 100| 321,630413| 98,430775
1000 83| 1,48353 100| ©80,86385( 993,01947
1000 90| 1,570796 100| B8,638E+16 100

Figura 8.6 . Solucéo analitica

50

40

30 4

Forga (kN)

20 4 m  Solugdo numérica
—— Solugéo analitica

o+ 71—
0o 10 20 30 40 50 60 70 80

Deslocamento (cm)

Figura 8.7 . Gréfico das solugdes
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Pode-se observar na figura 8.7, para ambas soludéesnalise, uma grande

concordancia entre os resultados analiticos e imericos.

8.3. Exemplo 3 — Viga Biapoiada com ligagao elasptastica

Analisa-se a mesma viga do exemplo 2, porém comligagéo elasto-plastica no meio
do vao. Também com o intuito de se ter um melhtereliimento do comportamento da

ligacdo elasto-plastica, a solucao analitica serésantada e posteriormente comparada

com a humeérica.
Solucéo analitica:

Observando a figura 8.8, podem-se calcular as sgujrandezas:

A

& /M
My

: -
oy i (M=D=)=20u

Figura 8.8 . Modelo bilinear para a solucao elggéstico

» Modulo de elasticidade tangente:

E=——2 (8.12)

* Encruamento da mola (hardening):

k=225
E-E

(8.13)

101



Onde: k € a rigidez inicial da ligacédo B mddulo de elasticidade tangente.

Substituindo 8.12 em 8.13 tem-se:

M,-M
= A y Ex(M,-M))
- X -
k= L= — (8.14)
£ M,-M, Ex(m-A)-M,+M,
m=A,
ComoA = 20, tem-se:
Ex(M,-M
= (M, ~M,) (8.15)
Ex(mr-2a,)-M,+M,
Posteriormente, deve-se calcular o momento teatiti: que € dado por:
M ene = Ex(a_ap) (8.16)

Onde k é a rigidez inicial da molaceé a rotagédo total e, € a rotagédo plastica.

Considera-se, =0 na primeira tentativa, logo:

M, =Exaq (8.17)

tent

O célculo da funcéo tentativa ftent é obtido por:

ftent = abi EX a) _( My + kr p) (818)

Comoa,, € igual a zero na primeira tentativa, a funcétatera € calculada por:

fent = @D Exa) - M, (8.19)
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Sefen<0, N0 ha rotacéo plastica. Logo, é a mesma solgdsentada para o modelo

com a ligacao elastica.

Sefen>0, h& rotacdo plastica. Entdo, deve-se calcular ela.

oo e DAE@)- M
E+k £+ Ex(M,-M)) (8.20)
Ex(mr-2a,)-M,+M,
a,=4Ap (8.21)
g = aby Exa)- M,
P £+ Ex(M,-M,) (8.22)

Ex(m-2a,)-M,+M,

Tem-se que:

a=a,+a, (8.23)

Ondec, € a parcela elastica doea, € a parcela plastica do
Logo,

a,=a-a (8.24)

A solucao elasto-plastica € dada por:

_4xEx(a-a,)
~ Lxcos@-a,) (8.25)
o=Lxsin@@-a,) (8.26)

Substituindo a expressédo 8.22 em 8.25 e 8.26, eb&ém
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aby Exa)- M,

axEx(a- Ex(M,-M,)
+ - Y
b= Ex(r-2a,)-M,+M, (8.27)
by Exa) - '
Lxcos@-—2 SE(x(J)-hl\/fy) )
+ - Y
Ex(mr-2a,)-M,+M,
1 xeingy - aby Exa)- M,
0 =Lxsin(a Ex(M, —M,) ) (8.28)

+
Ex(mr-2a,)-M,+M,

As solucdes d® e J para as equagbes 8.27 e 8.28 sdo validasapaaaando de 0 a
/2.

A figura 8.9 mostra a comparagdo da solucdo areliéi numérica do exemplo 2
variando o angulo alfa de 5 a 90°. Neste exemptdizau-se M;=100kN.cm,
M,=60kN.cm e E (rigidez inicial da mola) igual a 70&M/rad. A figura 8.10 mostra a
comparacao da solugdo numérica com a analiticaéastade um grafico de deslocamento

versus forca.

alfa(®) | P{kM) Analitico | deltajcm) Analitico | P{kN) Numérico |Delta(cm) NMumérico
5 0,245279458 8,715574275 0,2139 7,611
10 0,496231055 17,36481777 0,4991 17,4641
15 0,758897077 25,88190451 0,7842 26,6737
20 1,040110734 34,20201433 1,0694 35,02
25 1,348020421 42,26182617 1,3546 42,43
30 1,692879407 50 1,711 50,38
35 2,088040528 57,35764364 2,0675 57,02
40 2,551769391 64,27876097 2,566 64,48
45 3,110018057 70, 71067812 3,06056 70,27
50 3,699813048 75,85285129 3,636 75,3698
55 3,904313717 77,3322851 3,9326 77,454
&0 4,14163704 78,8887644 4,146 78,8545
65 4,4204930847 80,52494546 4,4272 80,53
70 4,75296717 82,24239078 4,7822 83,36
75 5,156359531 84,04058454 5,2083 84,24
80 5,056288967 85,91740644 5,0348 85,84
85 6,292386082 8786457787 6,2754 87,8184
90 7,129346957 89,86830839 71,1301 89,8725

Figura 8.9 . Solucao analitica e numérica
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Figura 8.10 . Grafico das solucdes

Pode-se observar nas figuras 8.9 e 8.10, para asohages de analise, uma grande

concordancia entre os resultados analiticos e im&mncos.

8.4. Exemplo 4 — Viga engastada com ligacdo elagtidstica com modelo bilinear

Analisa-se uma viga engastada isotropica, possuimda ligacdo elasto-plastica no
meio. Para simular a curva da ligacdo utilizou-ae modelo bilinear A viga esta
apresentada na figura 8.11 com suas caracterig@mamétricas e um carregamento
concentrado na extemidade ndo engastada. O moédaulelasticidade da barra €
21000kN/cm? e o momento de inércia é 833,333cmdoi@primento total da barra é

2m.

100kN.m
£\
© D

Figura 8.11. — Viga engastada com um momento &dioa ponta

A figura 8.12 mostra a curva bilinear que se usaa gimular a ligacao elasto-plastica

bilinear e a solucdo numérica que se obteve.
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Curva Momento-Rotacdo
®  Solugdo Numérica

Momento (KN.cm)

20
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-0,5 0,0 0,5 1,0 1,5 20 25 3,0 3,5

Rotacéo (rad)

Figura 8-12. Camomento-rotacao x solugdo numérica

Pode-se observar que a solucdo numérica ficou nmudgima da curva momento-
rotacdo como era esperado para esse exemplo parga®r da carga concentrada
aplicada é igual ao valor final do momento da cutaaligacdo adotada. Logo, era
esperado que a barra tivesse 0 mesmo comportawi@mciarva momento-rotagdo como

ocorreu.

8.5. Exemplo 5-Viga engastada com ligacao elast@slica com modelo multilinear

Analisa-se uma viga engastada isotropica tambémoamw exemplo anterior, porém
com um modelo multilinear para simular a curvaigadéo. A viga foi submetida a uma
rotacdo imposta igual a 4 rad. O modulo de elalsti® da barra € 21000kN/cm?, o
momento de inércia é 833,333t comprimento total da barra é 2m. A figura 8.13

exemplifica a barra.

dracl

——

Figura 8.13. — Viga engastada com um momento &dioa ponta

A figura 8.14 mostra a curva multilinear que sdiadu para simular a ligacao elasto-

plastica multilinear e a solugdo numérica que seveb
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Curva Momento Rotagéo
®  Solucdo Numérica

0,8

0.6

Momento (kN.cm)

0,4

0,2 4

w4H—-r—+——w—vr-—+— 11—
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45

Rotacéo (rad)

Figura 8-14. Curva momento-rotacao x solucao nwaéri

Pode-se observar que a solucdo numeérica ficou npmudgima da curva momento-
rotacAo como era esperado para esse exemplo parouador da rotacdo imposta
aplicada € igual ao valor final da rotacdo da cufaaligacdo adotada. Logo, era
esperado que a barra tivesse 0 mesmo comportaui@mciarva momento-rotagcdo como

ocorreu.
8.6. Exemplo 6 — Portico com ligacdo semirrigidaatoplastica

Este exemplo é um problema que foi resolvido p;dHHEIRO e SILVEIRA (2006).
Trata-se de um poértico de dois andares e um vaobem®s rotuladas. Esse portico foi
analisado para o carregamento e as dimensdes @ Ipanstradas na figura 8.15. As
vigas e os pilares possuem, respectivamente, peldis W 360x72 e W 310x143. O
carregamento € formado por quatro cargas verticamentradas P, aplicadas nos
pilares e por duas cargas horizontais, de 0,008&adp no primeiro andar e outra de
0,001P aplicada no segundo andar. O moddulo deiodliaste do aco é igual a
20500kN/cm2. Todas as ligacdes sdo iguais em todasds e utilizou-se uma curva
multilinear para representar a ligacdo semirrighdligura 8.15 mostra a geometria do

problema.
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N
365,76 cm
P& ﬁP
0,002P > I~
365,76 cm
— A
|‘— 609.6C111—‘|

bases rotuladas

Figura 8.15 — Geometria do portico e cargas aptisad
Fonte:Adaptado de Pinheiro e Silveira (2006)

As figuras 8.16 e 8.17 mostram os dados relatieosutiva multilinear de aproximacéao
que foi usada para simular a ligacdo semirrigididHEIRO e SILVEIRA (2006) nao
forneceram os pares de ordenados da curva mutiloheligacéo.

Curva multi-linear para a ligacio
Br (rad x10~-3) M (kMNxecm)
0 0
0,49 1783,24
3,66 13001,046
6,476 17528,234
11,45 21097,762
15,32 22596,96

Figura 8.16 — Pontos da curva multilinear
25000 4
20000 +
15000

10000

Momento (kN.cm)

5000

Rad (10%-3)

Figura 8.17 — Curva multilinear
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A figura 8.18 mostra o deslocamento lateral doiport

2500 —

2000 +

1500

=z
=
o
<
&} 1000
@]
L
— SILVEIRA
®  TRABALHO
0 v T v T T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Deslocamento Lateral no Topo (cm)

Figura 8.18 — Deslocamento lateral do portico

Pode-se observar na figura 8.18, para ambas sslugie boa aproximacao entre 0s

resultados.
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9. Conclusoes

O principal objetivo do trabalho foi desenvolver urddigo computacional que
permitisse a analise bidimensional estatica das;digs semirrigidas nas estruturas de
aco e de concreto pré-moldado, considerando o adampento ndo linear geométrico
da estrutura e o comportamento ndo linear da lmaPara o desenvolvimento do
referido cédigo computacional adaptou-se a fornéidatio linear geométrica existente
para receber rétulas elésticas e elastoplastidam Aisso, desenvolveu-se com sucesso
rotina elastoplastica multilinear relacionando gietativo e momento transmitido para
rétulas multilineares capaz de representar cun@snarma ou experimentais das

ligacOes semirrigidas.

O codigo computacional desenvolvido permite o usu&imular as ligacdes
semirrigidas de estruturas de concreto pré-moléadi® aco atraves de trés modelos. O
usuario pode escolher um modelo linear, bilinearnmutilinear. Também, permite
utilizar ligacdes distintas para cada né do pontilemo. O referido cdédigo mostra-se ser

possivel a aplicacdo das curvas momento-rotac@miabef pelas normas técnicas.

Os exemplos apresentados comprovam a eficiénci@éd@o computacional. Nos

exemplos 1 e 2 comparam-se respostas do codigowdgeo com solugcdes analiticas
de estruturas simples com a presenca de rotulaticalasOs deslocamentos
desenvolvidos nestes exemplos sdo grandes e dwdesupraticamente coincidentes.
Nos exemplos 3 e 4 solucfes analiticas para estsusimples com rotulas em regime
elastoplastico bilinear foram apresentadas. Tambw@ste caso, 0s resultados
apresentados pelo codigo foram muito precisosdamatio a formulacdo desenvolvida
para a validagdo do codigo. Finalmente, nos exesnple 6 o modelo multilinear foi

comparado com sucesso com resultados da literatura.

O presente trabalho pode ser aplicado as pesqfigass de pesquisadores e
profissionais das areas aplicadas que desejam #addises comparando os diversos

modelos de ligacbes de normas.

Analisando-se todos os exemplos apresentados c@ecjue o codigo computacional
descreve adequadamente as ligacbes semirrigidaeptésticas podendo ser colocado
a disposicado do Departamento de Estruturas da l&EdeoEngenharia de Sao Carlos
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(EESC) para que possa ser util em pesquisas futloradepartamento que envolvam

ligacBes semirrigidas de estruturas de aco e dzetorpré-moldado.
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