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Resumo

Este texto trata do Método dos Elementos de Contorno Dual empregando a solucao funda-
mental anisotropica. As integrais improprias que surgem nesta formulacao sdo regularizadas pela
técnica da subtragdo de singularidade. Aplica-se a transformagao de coordenadas auto-adaptativa
de Telles para a avaliacdo das integrais quase-singulares. Apresenta-se o programa computacional
desenvolvido utilizando os paradigmas da programacao orientada a objetos e processamento em
paralelo. Foram analisados diversos problemas e os resultados obtidos comparados aqueles da solu-

¢ao analitica. Os resultados alcancados mostraram-se satisfatorios validando a formulagao proposta.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno Dual, Anisotropia, Regularizacdo de Integrais

Impréprias, Processamento em Paralelo.
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Abstract

This text deals with the Dual Boundary Element Formulation Method using the fundamental
solution for anisotropic body. The improper integrals that arise in this formulation are regularized
using the singularity subtraction technique. The self-adaptive coordinate transformation developed
by Telles is used to evaluate the near-singular integrals. The computer program developed using the
paradigms of object-oriented programming and parallel processing is presented. Several problems
were analyzed and its results compared with those proposed by analytical solution. The results

achieved were satisfactory therefore validating the proposed formulation.

Keywords: Dual Boundary Element Method, Anisotropy, Regularization of Improper Integrals,

Parallel Processing.
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Capitulo 1

Introducao

E crescente a utilizacdo estrutural de materiais com propriedades anisotrépicas. Inicialmente
seu emprego ocorreu no setor aéreo devido a suas propriedades de rigidez e resisténcia relativa a seu
peso. Hoje, com o desenvolvimento de materiais baratos, especialmente fibras de vidro e resinas,
0 uso destes materiais se disseminou principalmente na indistria automotiva, construcao civil e
aplicagdo em artigos esportivos (Schclar, 1994).

Portanto, métodos precisos para a andlise estrutural empregando este tipo de material é cada vez
mais necessaria. O Método dos Elementos de Contorno é uma ferramenta adequada para este tipo
de analise. Considerando-se problemas da mecénica da fissura, o método apresenta uma, vantagem
em relacdo aos outros métodos por reduzir a dimensdo do problema analisado. Ou seja, para um
problema bidimensional é necessario descrever somente o seu contorno, enquanto que para um
problema tridimensional faz-se necessario descrever somente sua superficie.

No entanto, sua utilizagdo envolve o tratamento de integrais singulares ou quase-singulares,
0 que muitas vezes é visto como uma desvantagem do método. Neste trabalho, descreve-se uma
técnica simples e direta de regularizacao de integrais improprias. Mostra-se também a técnica da
transformacao de coordenadas para integracdo numérica de integrais quase-singulares.

Ressalta-se que neste trabalho adota-se a filosofia pregada por Brebbia e Dominguez (1992): a
importancia da tradugao dos conceitos matemaéticos para conceitos de engenharia de forma que o

método possa ser compreendido e aplicado em situagoes reais.

1.1 Objetivos

O objetivo principal deste trabalho é implementar a formulagdao Dual do Método dos Elementos

de Contorno utilizando a solugdo fundamental anisotrépica.



2 INTRODUCAO 1.3

As integrais singulares que surgem nesta formulagdo sdo tratadas por uma técnica especifica de
regularizacao de integrais, o método da subtracao de singularidade.
Na discretizacao do contorno sao empregados elementos isoparamétricos, os quais permitem a

generalizagdo da ordem de aproximagao das grandezas envolvidas.

1.2 Contribuigoes
As principais contribuigoes deste trabalho sao:

e Método dos Elementos de Contorno Dual. Detalhamento da formulagao dual e tratamento das

integrais impréprias que surgem.

o Elementos isoparamétricos. Utilizacao de polinémios de Lagrange para generalizagao da ordem

de aproximacao das grandezas envolvidas.

e Processamento em paralelo. O c6digo computacional desenvolvido utilizando o paradigma da

programacao orientada a objetos permite o processamento em paralelo do problema analisado.

1.3 Organizagao do Trabalho

A revisdo bibliografica dos trabalhos consultados nesta pesquisa é apresentada no Capitulo 2.

No Capitulo 3, apresenta-se os conceitos fundamentais da Teoria da Elasticidade Linear e a
solucao fundamental para meio anisotrépico.

O Método dos Residuos Ponderados apresentado no Capitulo 4 é o ponto de partida para a
construcao de diversos métodos numéricos. Em seguida, é mostrada como as integrais de dominio,
obtidas pelo Método dos Residuos Ponderados, podem ser transformadas em integrais de contorno.

Uma vez que tem-se o problema definido em varidveis de contorno, apresenta-se no Capitulo 5
o método numérico para resolucdo destas integrais, o Método dos Elementos de Contorno Dual.
Neste capitulo também discuti-se as particularidades das integrais quase-singulares bem como o
tratamento das integrais singulares de contorno.

No Capitulo 6, apresenta-se o c¢6digo computacional desenvolvido detalhando sua estrutura e
vantagens da utilizagdo da programacao orientada a objetos. Apresenta-se também o conceito da
programacao em paralelo empregada.

Para validacao da formulacao, apresenta-se no Capitulo 7 exemplos de sua aplicacdo com o

codigo computacional desenvolvido.
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Por fim, discute-se algumas conclusoes obtidas neste trabalho e sugestoes de trabalhos futuros
no Capitulo 8.

No Apéndice A apresenta-se o conceito do delta de Dirac do ponto de vista da engenharia e
suas aplicacoes no Método dos Elementos de Contorno.

O processo de subtragdo de singularidade para um elemento linear é apresentado no Apéndice B
e discute-se algumas das particularidades da formulacao anisotropica.

Com o propésito de agregar informacgao, detalha-se no Apéndice C uma das técnicas existentes
para se avaliar as tensoes sobre o contorno.

Os conceitos de erros absolutos e relativos utilizados para se avaliar a qualidade dos resultados
obtidos séo apresentados no Apéndice D.

No Apéndice E mostra-se o tempo de processamento para varios exemplos analisados com o

algoritmo desenvolvido.
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Capitulo 2

Revisao Bibliografica

De forma objetiva, neste capitulo apresentam-se as referéncias consultadas. Inicialmente sdo
citados os trabalhos de relevancia na Teoria da Elasticidade. Depois apresentam-se os trabalhos
relacionados & formulagdo do Método dos Elementos de Contorno Dual, bem como as técnicas utili-
zadas para se avaliar integrais no sentido principal de Cauchy, parte finita de Hadamard e integrais
quase-singulares. Conclui-se este capitulo com uma breve exposi¢ao dos textos que possibilitaram
o desenvolvimento de um algoritmo para processamento em paralelo.

A teoria da elasticidade isotropica é tema bastante estudado e pode-se citar trabalhos clés-
sicos nessa area como Love (1944), Timoshenko (1970) e Muskhelishvili (1977), e mais recente
Chou e Pagano (1992) e Sadd (2009). No entanto, a teoria da elasticidade anisotrépica possui pou-
cas, mas completas, referéncias.

Na literatura existem duas abordagens diferentes para resolver problemas planos de elasticidade
linear anisotrépica: o formalismo de Lekhnitskii e o de Stroh.

Lekhnitskii (1968, 1981) apresenta o formalismo de Lekhnitskii, o qual utiliza a abordagem
baseada na representacao da solucao geral através de fungoes complexas introduzida por Kolosov
(1935). A abordagem alternativa a de Kolosov envolvendo auto-valores, conhecida por formalismo de
Stroh, introduzida por Stroh (1958, 1962) e Eshelby, Read, e Shockley (1953) pode ser encontrada
detalhada em Ting (1996) e Rand e Rovenski (2004).

Hwu (2010) destaca que a diferenca entre as duas estratégias é que o formalismo de Lekhnitskii
parte das tensoes para o estado plano, enquanto o formalismo de Stroh comeca com os deslocamen-
tos. Desta forma, devido a integracao das deformacoes planas, o formalismo de Lekhnitskii permite
relacionar os deslocamentos planos com o eixo coordenado perpendicular cobrindo campos de des-

locamentos mais gerais que os permitidos pelo formalismo de Stroh. No entanto, Hwu ressalta a
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elegdncia matematica do formalismo de Stroh como vantagem desta estratégia para os problemas
em que ela se aplica.

Finlayson e Scriven (1966) apresentam o método dos residuos ponderados como uma ferramenta
para se encontrar solugdes aproximadas de equagoes diferenciais que governam vérios tipos de
problemas na engenharia. Sendo também a técnica para desenvolvimento do Método dos Elementos
de Contorno.

Cheng e Cheng (2005) apresentam o Método dos Elementos de Contorno em seu contexto histo-
rico desde os trabalhos iniciais com equagoes integrais realizados por Erik Ivar Fredholm em 1903,
até a atualidade com os trabalhos desenvolvidos por Frank Joseph Rizzo, Thomas Allen Cruse e
Carlos Alberto Brebbia.

Segundo Schclar (1994), a aplicacao do Método dos Elementos de Contorno em problemas de

anisotropia pode ser realizada de duas formas:

1. Solugio fundamental isotrépica. Essa abordagem consiste em aplicar a solugdo fundamental
isotropica de referéncia resultando em integrais de dominio que necessitam de um processo
iterativo para se encontrar os valores corretos de deslocamentos e forcas de superficie. Al-
ternativamente, pode-se aplicar o Método da Reciprocidade Dual (Partridge et al., 1992) as

integrais de dominio para se trabalhar somente com integrais de contorno;

2. Solucao fundamental anisotrépica. Essa abordagem é de aplicacao natural e imediata. No

entanto, envolve o emprego de fun¢bes complexas.

Um dos primeiros trabalhos a tratar de problemas nao isotropicos foi o de Rizzo e Shippy (1970).
Depois dele, o trabalho de Cruse e Swedlow (1971) empregando a solu¢do fundamental anisotropica
deu origem a uma série de trabalhos seguindo a mesma linha como Snyder e Cruse (1975), Cho et al.
(1992), Tan e Gao (1992), Denda e Marante (2004) e Nourine et al. (2010).

Sollero e Aliabadi (1993) ja apresentavam todos os fundamentos necessérios para a formula-
¢ao hiper-singular do problema plano anisotropico. Mas somente em Sollero e Aliabadi (1995) foi
apresentado formalmente o Método dos Elementos de Contorno Dual Anisotropico.

A formulagdo do Método dos Elementos de Contorno Dual é ideal para analisar problemas da
mecénica da fratura uma vez que a fissura pode ser discretizada de forma extremamente simples. No
entanto, essa técnica gera a necessidade de se trabalhar com integrais singulares no sentido do valor
principal de Cauchy (VPC) e parte finita de Hadamard (PFH) (Mukherjee, 2000). Para que o VPC
e PFH existam é necessario que o nticleo da integral singular atenda as condi¢bes de continuidade

de Holder (Kim-Chuan e Mukherjee, 1994; Martin e Rizzo, 1996).



2.0 7

Neste trabalho adota-se a técnica de regularizacao de integrais pelo método de subtracao de
singularidade (Sladek e Sladek, 1998) para tratar das integrais singulares. Para as quase-singulares,
a técnica adotada foi a transformagao de coordenadas auto-adaptativa proposta por Telles (1987).

Em qualquer método numérico que se desenvolva é necessario ter pardmetros para avaliar sua
precisao. Uma maneira de fazer isso é comparando os resultados numéricos com as solugoes anali-
ticas disponiveis. Considerando os problemas de concentracao de tensoes, estas solucées tornam-se
escassas. Nesse sentido, Savin (1961) apresenta um extenso trabalho com solugoes analiticas para
problemas de concentracao de tensoes ao redor de furos para meios anisotrépicos.

O desenvolvimento de um algoritmo que permita sua reutilizacao e expansao deve, obrigatoria-
mente, seguir os paradigmas da programacao orientada a objetos (Deitel e Deitel, 2011). Conforme
Smiley (2002) explica, Java possui uma série de vantagens sobre outras linguagens de programagao,
sendo uma delas sua extensa lista de bibliotecas, em geral, gratuitas e de cédigo livre. Uma de
suas bibliotecas nativas, a Concurrent, permite criar programas multi-threads. O processamento
em paralelo, seja qual for a linguagem utilizada, gera problemas de sincronizagdo entre as threads

que devem ser tratados (Goetz et al., 2006).
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Capitulo 3

Teoria da Elasticidade

Neste capitulo apresenta-se uma breve exposicdo da Teoria da FElasticidade Linear seguindo a
metodologia utilizada por Timoshenko (1970) e Ting (1996). Essa introdugao permitira o enten-
dimento e construg¢do do Método dos Elementos de Contorno Dual Anisotropico, que é o objetivo

deste trabalho.

3.1 Deformacao

Considere que o ponto P com coordenadas (X1, X3) no estado indeformado seja deslocado
para o ponto P’ com coordenadas (z1,x2) por uma deformacao do corpo (Figura 3.1). O vetor

deslocamento do ponto P tem como coordenadas cartesianas (u1,us) em que

Uy = I —X1 (3.1&)

Ug = 9 — X2 (3.1b)

Considere um elemento retangular PQRS no estado indeformado, com lados (dX;,dX2) para-
lelo aos eixos coordenados (Figura 3.2). Depois de deformado, os pontos P, @, R e S movem-se
respectivamente para P', ', R’ e S’. As coordenadas de @ relativo a P sdo (dX1,0) e as coordenadas

de @' relativo a P’ sdo (dz1,dxs), em que

8U1

dr1 =dXy +duy =dX1 + —dX4 (32&)
0X1
6u2
dxro = dug = ——dX .2b
T2 = duy = 5o d Xy (3.2b)
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X2
P
S
P
<
Uz
x
X1
X1
X1
Figura 3.1: Vetor deslocamento.
X2
S
Buz
‘N ox, %
pad
6u1

T dX;+ 6X1dx1

P Q

X
X1

Figura 3.2: Deformacao de um elemento infinitesimal.

Tem-se, portanto,

PQ = \/d:ﬁ%—kd:c%

ouy
~dX;+ —dX
1+ X, 1

3.1

(3.3)

Em que foram desprezados os elementos diferenciais de ordem igual e superior a 2, conforme

hipétese da teoria de pequenos deslocamentos e pequenas deformagoes. Portanto, o incremento no

comprimento por unidade de comprimento do elemento PQ, denotado por 11, é dado por

P/Q,—PQ o 8u1
PQ - 0X,

€11 =

(3.4)
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De forma similar, o incremento no comprimento por unidade de comprimento do elemento P.S

Ous

€99 = —— 3.5
0= g (35

As grandezas €11 e €99 sao conhecidas como deformacGes normais.

Seja v1 o angulo entre P'Q’ e o eixo coordenado x1, tem-se
8u2/8X1

tany; = ————— 3.6
= 0w Jox, (36)

Considerando-se que o angulo 1, medido em radianos, seja pequeno e desprezando os elementos

diferenciais de segunda ordem e superiores, tem-se

8“2

== 3.7
n= oy (3.7)
De forma anéloga, o dngulo 72 sera
8u1

- — 3.8
72 X5 (3.8)

Seja 2e12 0 decréscimo no angulo entre PQ e PSS, tem-se

8uQ 8u1

9er0 — — iy 3.9
€12 =71+ 72 8X1+8X2 (3.9)

A grandeza €12 é conhecida como deformagdo angular. E o simbolo y13 = 212 é comumente
utilizado para denotar a deformacao tangente em aplicacoes de engenharia.

Portanto, tem-se para o caso geral tridimensional as seguintes relacoes deformagao-deslocamento

e = g;?l (3.10a)
£y = g;g (3.10b)
£33 = g;g (3.10¢)
5122721225{(((3;?1—#5{);?2} (3.10d)
513:?:;{32-1-3;3} (3.10¢)

€23 = e 1{ Guy + Ouz } (3.10f)
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As quais podem ser reescritas utilizando a nota¢do indicial

1 .
eij = 5(uig +uji) 4,7=1,2.3 (3.11)

3.2 Tensao

Um corpo pode ser solicitado por dois tipos de forcas externas: forcas de corpo e forcas de
superficie. As forcas de corpo atuam sobre todo o volume do corpo, enquanto as forcas de superficie
atuam sobre a superficie do mesmo. Existem também as forcas internas, que atuam na interagao
entre as partes do corpo quando este é submetido & deformacao.

Considere parte de um so6lido ocupando uma regiao V delimitada pela superficie S no estado
deformado (Figura 3.3). Sobre o contorno S atuam forcas de superficie causadas pela acdo do
material exterior a V sobre o material interior a V. A tensdo atuante na area 6.5 no ponto P sobre

S é dada por
op
li — 3.12
5550 (55) (3:12)
Em que dp é o vetor de forga que atua sobre o elemento infinitesimal de area 0S. Esse limite é

conhecido como traction ou vetor tensdo, cujas componentes podem ser decompostas em normais

e cisalhantes de acordo com um vetor normal & superficie em questao.

X3

X2

X1

Figura 3.3: Forca de superficie.

Considere um elemento ctbico com lados paralelos aos eixos coordenados (Figura 3.4). As com-
ponentes do vetor tensdo atuando na face com vetor normal a direcdo positiva do eixo x1 sdo o1,
012 € 013. Portanto o primeiro indice indica a direcdo do vetor normal da face do cubo em que atua

e o segundo indice indica a dire¢do da componente.
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4G22

021

O12

O11
—»

O31
013

N G033

/ X1

X3

Figura 3.4: Componentes de tensdo.

Podemos representar as componentes de tensao em sua forma matricial:

011 012 013
0= |021 022 023 (3.13)
031 032 033
3.3 Equacoes de Equilibrio
Considere o equilibrio de um cubo infinitesimal, centro em P(x1,x9,x3) e de lados dx1, dzg e
dxs paralelos aos eixos coordenados (Figura 3.5). Os centros das 6 faces do cubo sao os pontos
(.%1 iéxl,xg,xg), (1'1,:6'2 i(5$2,$3), (a;l,xg,xgiéa:g) (3.14)
Se as componentes de tensdo no ponto P sdo o011, 012, 013, 021, 0922, 023, 031, 032 € 033, entao

as forcas de superficie que atuam na face com centro em (x; + dx1, x2, x3) Sa0

10011 10012 190013
) ——=4 ——4 3.15
011—1-2 Ers i, 012+2 92, 1, 013+2 a1 1 ( )

E as forgas de superficie que atuam na face com centro em (1 — dz1, 9, x3) sao
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3.3
(x1 d—é‘i X2, X3) (X1 +d—§l, X2, X3)
i
(o1~ % do11)8X20X3 ’ ox (out % do11)8%,0X%3
2

6X3

OX1

Figura 3.5: Fquilibrio de um elemento de volume.
De forma anéloga, as forcas de superficie podem ser escritas para as outras faces. Se (f1, fa, f3)

denotam as forcas externas de corpo por unidade de volume, entdo somando as forcas que atuam

na direcao de x, tem-se

1 1
011 + *@5$1 0xo0xs — | 011 — *@51'1 0x20T3
2 01‘1

2 8%‘1
1 1
+ <O’21 + (90-215.%2) 5$1(51‘3 - <O’21 - 80215$2> (5:U15$3
+ (o —i-}@dx 0x10x0 — | O —1@(5%' dx10x
31 2 D3 3 1022 31 2 D 3 1022
+ f15:L‘15:L’251‘3 =0
Dividindo por dx1, dx9 e dx3, tem-se
doy1 Oog1  Oosy
p— .1
9y + D s +f1=0 (3.18)
De forma anéloga, para os eixos z3 e x3 tem-se
do1a  Ooay 0032
=0 3.19
6:31 a.’ﬁg + 6163 +f2 ( )
8013 80'23 8033
=0 3.20
8$1 + 8952 8%3 +f3 ( )

Estas equacdes sdo conhecidas como equacdes de equilibrio em tensdo de um sélido e podem ser

reescritas em notacao indicial
oijj+fi=0 i,7=12,3 (3.21)

Para o equilibrio do elemento infinitesimal em consideragdo, deve haver também o equilibrio
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de momentos. Fazendo o equilibrio de momentos no eixo paralelo ao x; passando pelo ponto P

encontra-se

1 1 1 1
—dx9 | 023 + *%51‘2 6x10x3 + =0xo | 093 — *%5$2 dx10x3
2 2 8952 2 2 0:62 (3 22)
1 1 1 1 .
— 55.%3 <O’32 + 2680;’;(5333> 5$15$2 + §5LU3 <032 - 2%2?51‘3) (533151’2 =0
Dividindo por dx1, dxo e dxg, tem-se
093 = 032 (3.23)

De forma similar, fazendo o equilibrio de momentos em relacdo aos eixos paralelos a zo e x3

passando pelo ponto P é possivel provar que

O12 = 021 (3.24)

013 = 031 (3.25)

Essas relagoes de simetria implicam que das 9 componentes de tensdo existentes, somente 6
delas sdo independentes.

E possivel também provar que a forca de superficie em um ponto sobre uma superficie arbitraria
pode ser expressa como uma combinacdo linear das componentes de tensao naquele ponto. Para

efeito de demonstragao, considere que

031 =032 =033 =0 (3.26)

Considere o elemento infinitesimal da Figura (3.6). Fazendo o equilibrio de forgas no eixo w1,

tem-se

tlﬁ— 0'11073—0'21@: 0 (327)

Note que OA = ABsinf e OB = AB cos#, entdo

t1 = 011 cosf + o971 sin O (3.28)
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XZA

O11

C12

G12
o1

Figura 3.6: Fquilibrio de um elemento de prismdtico.

De forma similar, tem-se

to = 012 €08 + 099 sin 6 (3.29)

t5=0 (3.30)

Estas equacoes podem ser expressas em forma matricial

t1 o1 o12 O |m
to (= |o21 o022 O §n2 (3.31)
t3 0 0 1 ns
Ou em notacao indicial
ti = O'ijnj ’i,j = 1, 27 3 (332)

Em que (n1,n2,n3) = (cosf,sin 6, 0) sdo as componentes do vetor unitario normal a superficie.

3.4 Equagoes de Compatibilidade

Considere a relacao deformacao-deslocamento valida para pequenas deformacgoes

Quando as componentes de deslocamento sao dadas, a deformagao ¢;; pode ser unicamente
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calculada através dela. No entanto, especificar €;;, em geral, nao define uma solugao tnica para u;.
A equacdo (3.11) pode ser considerada como um sistema de 6 equagoes diferenciais parciais com
3 incognitas ui, us e uz. Ou seja, as componentes de deformacao nao podem ser arbitrariamente
prescritas. Portanto, para que as equacdes de deslocamentos possuam solucdo dnica é necessario
impor algumas restrigoes sobre €;;.

Chou e Pagano (1992) apresentam uma forma simples de determinar as restricoes sobre as
deformacoes.

Derivando duas vezes a equagao (3.10a) em relagao a xo, duas vezes a equacao (3.10b) em relacao

a x1 e somando os resultados, teremos

82511 82822 83u1 83u2
= 3.34
Ox3 Ox? 02301, + O0x30wy ( )

Derivando a equagao (3.10d) com relacdo a z1 e xg, teremos

2 2
0 Y12 0 (81@ 6u1> (3.35>

61‘16%2 - 81‘181‘2 67.%'1 671'2

Lembrando que o resultado da derivada de funcbes continuas nao se altera com a ordem de

derivacao, temos
2 2 2
0711 0%z 0712
&T% 8x% 0x10x9

(3.36)

De forma similar podemos obter todas as 6 equacoes de compatibilidade, em notacao indicial

Eijkl T Eklij — €ik,jl — Ejiik =0 4,5,k 1 =1,2,3 (3.37)

3.5 Lei de Hooke Generalizada

Para completar a formulagdo matematica da Teoria da Elasticidade Linear é necessario ainda
introduzir equagoes adicionais que relacionem as componentes de tensdo e deformacao do sélido
em consideracao para um material linear eldstico. Por material elastico entende-se que o material
retornara ao seu estado indeformado original ao retirarmos o carregamento que o solicitava. E por
material linear entende-se que a relagao tensdo-deformacao seja linear.

Um gréfico tipico da relacao tensdo-deformagao para um corpo submetido a carregamento uni-
axial € mostrado na Figura (3.7). A relagao tensao-deformagao é linear e elastica até o ponto limite

de proporcionalidade. O comportamento do material é ndo linear, mas ainda elastico até a tensdo
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3.5

de escoamento. O material apresenta deformacgao permanente caso seja solicitado além deste ponto,

com deformagao residual apds a remog¢do completa do carregamento. Portanto, a lei de Hooke é

valida para tensbes inferiores ao limite de proporcionalidade.

Tensdo de

(O escoamento

Limite de
proporcionalidade

Tensdo
maxima

Tensdo de
ruptura

Figura 3.7: Diagrama tensao-deformacao tipica do ago.

My

Pela lei de Hooke generalizada, cada componente de tensao em qualquer ponto do sélido é uma

combinacao linear das componentes de deformagao naquele ponto.

Se as propriedades do material sdo as mesmas em qualquer diregdo, ele é chamado isotrépico.

Por outro lado, se suas propriedades mudam conforme a direcfo, ele é chamado anisotrépico. Se as

propriedades do material sdo as mesmas por toda a extensao do sélido, entao ele é chamado homo-

géneo. Este trabalho trata da andlise de materiais lineares, eldsticos, anisotrépicos e homogéneos.

Pode-se escrever a lei de Hooke generalizada.:

€11

€22

€33

23

713

Y12

C11  C12

C22

Sim.

C13

€23

€33

C14

C24

C34

C44

C15

C25

€35

C45

Cs55

C16

C26

C36

C46

Cs56

C66

o11

022

033

023

013

012

(3.38)

Em que c¢y, com ¢ e ¢ variando de 1 a 6, sdo as 21 constantes independentes que compoem a

matriz de coeficientes elasticos de flexibilidade.
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A lei de Hooke generalizada escrita para tensoes tem a forma

o11 Cnu Cri2 Ciz Cu Ci5 Cis| |en
022 Caz Co3 Coq Co5 Cos| |22
o33 | _ Cs3 C3a O35 Cse| |ess (3.39)
093 Ca Cu5 Cye| | 723
013 Sim. Css Cse| |73
012 I Cos | 12

Em que C¢y, matriz de coeficientes eldsticos de rigidez, é a inversa de c¢y.
Para um sélido homogéneo eldstico anisotropico é possivel reescrever as constantes ccy e Cey

introduzindo constantes de engenharia. Entao, ccy pode ser reescrita

, _ _
1 2 _ 31 723,1 731,1 n12,1
11 E11 E1 E11 E11 Er1 E1 on
V12 1 V32 123,2 731,2 712,2
£22 E22 Eso Es2 Ea2 Ea2 Ea2 022
_ Vi3 _ V23 1 713,3 731,3 M12,3
€33 Es3 Es3 Es3 Es3 Es3 Es3 733
_ (3.40)
71,23 72,23 73,23 1 P31,23 P12,23 o
23 Gas Gas Gas Gas Gas Gas 23
71,31 72,31 73,31 P23,31 1 P12,31 o
713 Gis Gis Gis Gis Gis Gis 13
11,12 12,12 13,12 P23,12  P31,12 1 o
712 L Gi2 G2 G2 G2 G2 Gi2 | 12

Em que Ei1, Eoo, E33 sdo os mdédulos de Young em tragdo-compressao nas diregdes x1, o €
x3; Gog, G13, G12 sdo os modulos de cisalhamento para planos paralelos aos planos coordenados;
91, V31, V12, V32, V13, Vo3 sao os coeficientes de Poisson caracterizando a contracdo na direcao do
eixo onde é tracionado na outra dire¢ao (por exemplo, 151 € o coeficiente de contracdo na direcao
x1 quando tracdo é aplicada na x9). Estas constantes correspondem as ja conhecidas constantes
elésticas para um corpo isotrépico.

Os coeficientes P31,23, 12,23, P23,31, P12,31, P£23,12, £31,12; sa0 denominados coeficientes de Chent-
sov; eles caracterizam o cisalhamento em planos paralelos aos planos coordenados produzido por
uma tensao de cisalhamento atuando em outro plano paralelo aos planos coordenados. As cons-
tantes 7231, 1M31,1, M2,1, 7232, M31,2, 72,2, 73,3, 31,3, 1123, 820 coeficientes de influéncia mutua
do primeiro tipo; elas caracterizam a extensao na direcao do eixo coordenado produzido por uma
tensao de cisalhamento atuando no mesmo plano coordenado. Por fim, 71 23, 72,23, 113,23, 71,31, 112,31,
13,31, 11,12, 72,12, 13,12, expressam o cisalhamento no plano coordenado causado por uma tensao

normal atuando na direcdo dos eixos coordenados; eles sdo denominados coeficientes de influéncia,
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muatua do segundo tipo.
Note que estas equacoes podem ser reescritas utilizando notagao indicial se aplicada uma simples

transformacao:
L. ccy = Cijks, 5€ (0 =1,2,3;
2. c¢y = 2¢4jks, se qualquer um dos indices, ¢ ou 1, forem iguais a 4, 5, 6;
3. ccy = 4¢ijis, se os dois indices ¢, = 4,5, 6.

Respeitando a relacao entre ( e 9, e 4, j, k e s.

ijou ks) < ((ou )
11 > 1
22 e 2
33 ~ 3 (3.41)
23 0u 32 <+ 4
3loul3d <« 5
120u21 + 6
Desta forma, a Lei de Hooke Generalizada pode ser escrita em notagao indicial
€ij = Cijkiokl 0,7,k 1=1,2,3 (3.42)
Ou para as componentes de tensao teremos
045 = Cijklgkl i7j7k7l = 17273 (343)

3.6 Estado Plano de Deformacao

E possivel admitir, sob certas condicdes, que as componentes de deslocamentos sejam indepen-
dentes de uma das coordenadas cartesianas, por exemplo 3.

Fisicamente, o estado plano de deformacao é aplicidvel sempre que o s6lido na direcao de x3 for
grande o suficiente comparado com suas outras dimensées nas outras direcdes e quando tal corpo
estiver sob carregamentos constantes e perpendiculares ao eixo x3. Nestas condigdes, podemos
admitir que nao ha deformacdo na direcdo x3 e que o deslocamento de cada secao transversal

perpendicular ao eixo x3 nao dependera de x3 (Figura 3.8).
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Figura 3.8: Estado plano de deformacgao.

Para problemas de estado plano de deformacao paralelo ao plano xix9, tem-se

Consequentemente, 13 = e93 = €33 = 0 e €11, €29 € £12 sa0 independentes de x3.

3.7 Estado Plano de Tensao

21

(3.44)
(3.45)

(3.46)

No estado plano de tensao as tensoes em uma direcao podem ser consideradas nulas. Isso ocorre

quando uma dimensdo do sélido é muito pequena quando comparada as outras dimensoes.

Escolhendo-se o plano x1x9 para descrever o problema, o dominio é limitado por dois planos,

x3 = £h/2, como mostrado na Figura (3.9). Admite-se que estes planos sejam livres de tensoes, e

portanto o135 = 093 = 033 = 0 em cada face. Uma vez que a espessura é pequena na direcdo de x3,

a variacao destas tensoes também o sdo e podem ser consideradas nulas em toda a sua extensao.

Consequentemente o11(z,y), 022(z,y) e o12(x, y) independem de z3.
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-h»
X
[N

X2

X3

Figura 3.9: Estado plano de tensdao.

3.8 Solucao Fundamental

A equacao de equilibrio

Uij,j = 0 (347)

E satisfeita pela introducdo da funcio de tensdo, F, considerando que
oik = —Fir + 0inFjj (3.48)

Em que §;; é o delta de Kronecker.
Substituindo (3.48) em (3.42) e expressando as deformagoes em funcao das fungoes de tensao,

tem-se

IF AR AF O*F 0*F
_ - 2 -2 = =0 3.49
81"11 €26 8:1:‘;’6.%2 + (212 + 066)8:13%8.7:% €16 351013«773 Ten &E% ( )

€22

Que pode ser integrada em sua forma geral utilizando quatro operadores diferenciais lineares

D1D3D3sDyF =0 (3.50)
Em que Dy, é o operador linear
0 0
Dy=——u=— k=12,3,4 3.51
k 8.’132 Mkalfl 9“9y ( )

E i sao as rafzes da equacao caracterfstica

011/J,4 — 2616,u3 + (2¢12 + CGﬁ)MQ — 2copit + co2 =0 (3.52)
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Lekhnitskii (1968) prova que, dependendo das constantes elasticas, existem dois casos possiveis

para a solucao desta equacao:

1. As raizes de (3.52) sdo todas distintas

p=a+pi, pz=7v+90, m=a-—pi pg=7y-—20

Em que «, 3, v, § sdo numeros reais e 8 > 0, § > 0;

2. As raizes de (3.52) sdo iguais em pares

p1 = po =+ Bi, fi1 =2 =a— 3

Em que «, 8 sdo numeros reais e 8 > 0.

As raizes py e us sdo conhecidas por parametros complexos. Parametros complexos podem ser
entendidos como ntmeros que caracterizam o grau de anisotropia do meio no caso de problemas
planos. De acordo com seus valores é possivel julgar o quanto um corpo difere do isotropico, para

o qual tem-se sempre

H1 = U2 =1 (353)

Desta forma, é possivel compreender melhor a determinacao das fungoes F', definidas no plano

complexo, dada pelo mapeamento do problema real nos planos complexos (Figura 3.10) por

Zk=1x1 + ppre k=12 (354)

Xa Im Im

\ ava G ONl
SrEEam) 517
LT
1/
B [ INLE T ] [N
X1 Xy X1taXp Re X1tyXp Re

Figura 3.10: Mapeamento no plano complexo.

Na Teoria da Elasticidade Linear sao conhecidas solugoes analiticas para poucos problemas,

em sua maioria com geometrias e carregamentos simples. A solu¢do fundamental é uma solugdo
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particular da equagao diferencial que estamos tentando aproximar.
Considere uma carga concentrada e unitéria aplicada em um meio infinito anisotrépico (Figura

3.11), para o qual é valida a equacao de equilibrio

Okijj + Okid(z —2') =0 k,i,j=1,2 (3.55)

Em que 6(2/, z) é o delta de Dirac e representa a carga concentrada unitaria.

.
X ) /
~ 7/
2 > .
P

Figura 3.11: Solugio fundamental.

O conceito do ponto fonte como sendo uma carga unitaria concentrada, apesar de ser pura-
mente uma abstracdo matematica e sem sentido fisico, possui propriedades importantes, descritas
no Apéndice A, para a formulagdo do Método dos Elementos de Contorno (Kane, 1993).

Desenvolvida por Lekhnitskii (1981) e apresentada por Sollero e Aliabadi (1993) em notacao
indicial, a solu¢ao fundamental em deslocamento para problemas planos com um ponto fonte, 2/, e

um ponto campo, z, mapeados no plano complexo pela equagao (3.54) é o tensor dado por
Ui(Z',2) = 2Re [qz'lAk-]_ In(21 — 2}) + qi2 Ao In(29 — zé)] (3.56)

Em que o indice k indica a direcdo de aplicagdo da carga unitaria e o indice ¢ indica a direcao
da resposta do deslocamento.

A forca de superficie fundamental é dada por

1
Tyi(?',z) = 2Re ginAg1(pana — na) + mgizz‘lm(/@m —n2) (3.57)

(21— 21) 2

Em que n; e no sdo as componentes do vetor normal a superficie considerada e em que ¢, Ak
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e g;1 sao constantes definidas por

Cnui + c12 — ciepk AR T5)
qik = gik =
ciapti; + €2/ fi — €26 -1 -1
1 —1 1 -1 Akl 5k2/(2ﬂ'2)
p1o f1 g2 fi2 A B —0k1/(2mi)
g1 —qui1 qi2 —qi2| | Ar2 0
(@21 —q21 G2 —Ga2] Apa \ 0

Fica evidente a necessidade de se obter as derivadas de Uy;(2/, 2) e T (2, 2) para se calcular
as deformacdoes e tenstes fundamentais em um ponto qualquer. As expressoes destas derivadas sdo

apresentadas detalhadamente por Vanalli (2004) e sao dadas por

1
Uj@k(zl, Z) = 2Re |:Rk1qi1Aj1 +

1
(Zl — Zi) ﬁngqizAjz (358)

(22 — 23

1
Tjii(',z) = 2Re [ 2 Ri19i1Aji(paing — na) + WRIQQQAJ‘Q(MQNI —ng)|(3.59)

(21— 2 22— %y

Em que a constante R é
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Capitulo 4
Equacoes Integrais de Contorno

4.1 Meétodo dos Residuos Ponderados

O método dos residuos ponderados ¢ uma ferramenta para encontrar solu¢des aproximadas
de equacoes diferenciais que governam varios tipos de problemas. Sendo também a técnica para
desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno (Finlayson e Scriven, 1966).

Suponha um operador diferencial linear D(+) atuando sobre uma fun¢ao u(x) para produzir uma
fungao p(x).

D(u(z)) = p(x) (4.1)

Deseja-se aproximar u(z) por uma funcdo @(z), que é uma combinagao linear de fungoes bases

escolhidas de um grupo linearmente independente. Ou seja,
n
u(z) =2 a(r) = Zuzqﬁl(x) (4.2)
i=1

Em que u; s@o coeficientes a serem determinados para alguns pontos i, e ¢;(x) sdo fungoes
linearmente independentes chamadas fun¢ées de forma. Agora, quando substituida no operador

diferencial, D(-), o resultado nao é, em geral, p(z). Portanto, um erro residual existira:
R(z) = D(a(x)) — plz) # 0 (43)

A idéia do método dos residuos ponderados ¢ forcar o erro ser zero, em média, sobre o dominio.
Para isto, o erro residual é ponderado por uma funcao apropriada e integrado sobre o dominio. Isto
e,

/ R(x)W;dQ i=1,2,---,n (4.4)
Q

27
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Em que o ntimero de func¢des ponderadoras é exatamente igual ao niimero de constantes incog-
nitas u; em @(x). O resultado é um conjunto de n equagoes algébricas para as constantes incognitas
U

A equacgdo (4.4) é também chamada de forma fraca da equagao diferencial original, chamada de
forma forte, porque a solugao que a satisfaz nem sempre satisfaz a equagao diferencial original (4.1)

e as condicoes de contorno.

4.2 Equacoes Integrais de Contorno

O Método dos Elementos de Contorno consiste na idéia de que podemos aproximar a solucao
da equacao diferencial parcial somente olhando para a solucdo no contorno do problema e depois
usar estes resultados para encontrar a solugao dentro do dominio.

Partindo do método dos residuos ponderados para a equacao de equilibrio e escolhendo a fun-
¢ao ponderadora como sendo a solugao fundamental (Eq. 3.56) apresentada anteriormente, aqui

representada pelas varidveis com *, tem-se
/ 045 Upidf2 = 0 (4.5)
Q
Usando o teorema de Green-Gauss, tem-se
/O’ijnjU]:idF — / O'ijUI:fi,de =0 (4.6)
T Q

Aplicando a propriedade da forca de superficie (Eq. 3.32) na primeira parcela da equagao (4.6)

e aplicando a lei de Hooke generalizada (Eq. 3.43) no segundo termo, tem-se

T Q

Integrando por partes o segundo termo da equagao (4.7) de forma a obtermos a derivada da

= *
funcdo ponderadora Ofij» bem-se

r r Q

Aplicando novamente a propriedade da forga de superficie na segunda parcela da equacao (4.8),
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tem-se

r r Q

Aplicando a equagao de equilibrio para o problema da solu¢ao fundamental (3.55), o ultimo

termo da equacao (4.9) resulta

/ U0 A = —/ w0k 0% (2 — 2/)dQ = —c(2")uy, (4.10)
Q Q
Em que ¢(z’) é uma constante que depende da posigdo do ponto fonte 2’

0 se 2 ¢Q,
c(z) = 1/2 se 2’ € DUsuave, (4.11)

1 se 2Ze€eQ-T

Considerando que 2’ pertence ao dominio, mas nao ao contorno, tem-se a equagao integral de

contorno

up + / u; T} dl = / t;U},dl (4.12)
r r

A equagdo (4.12), também chamada de Identidade Somigliana, nos diz que podemos encontrar
u em um ponto arbitrario do dominio simplesmente avaliando w e t sobre o contorno. Isso ndo nos
ajuda muito a menos que saibamos os valores e u e t sobre o contorno. Entao, para resolvermos este
problema veremos o que acontece se z’ pertence ao contorno.

Primeiro, se 2z’ nao pertente ao dominio tem-se

/ wTjdl = / t;Udl (4.13)
r r

Considere agora que o ponto 2’ esteja sobre o contorno. Observe, no entanto, que as equagoes
de deslocamento fundamental e forca de superficie fundamental apresentam respostas do tipo In(r)
e r~! e, portanto, apresentam singularidade no ponto 2’ sobre o contorno. Para lidar com este
comportamento é necessario observar o que ocorre com estas integrais no limite em que o ponto 2’

se aproxima do contorno pelo dominio. Definindo um disco de raio € em volta de 2’ (Figura 4.1) e

tomando o limite de € — 0 pode-se verificar o que acontece com os nucleos das integrais

=0 | O I~ +T.
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Figura 4.1: Ponto fonte sobre o contorno.

Tomando cada um dos limites individualmente, é facil perceber que o primeiro termo resulta
simplesmente em

lim {ug} = ug (4.15)

e—0

E possivel analisar o limite do segundo termo separando-o em uma parcela sobre o contorno

onde a integral é regular, I' — T, e outro sobre o contorno onde a integral apresenta singularidade,

/F uTj;dl = lim { /F N uiT,;“idI‘} + lim { /F 6 uiT,;‘Z-dF} (4.16)

O segundo termo do lado direito de (4.16) pode ser integrado analiticamente e, para z’ sobre

Le,

um contorno suave, resulta em

e—0

1 1
lim {/ uiT,:idF} = — gl = ——U (4.17)
- 2 2

Desta forma, no limite, a equagao (4.16) resulta em

1
r r 2

Em que a integral indicada por f deve ser avaliada no sentido do valor principal de Cauchy
(VPC).

Procedendo de forma analoga para o terceiro termo da equacao (4.14), é possivel demonstrar
que a parcela da integral sobre o contorno I'¢ se anula. E no limite, o terceiro termo resulta em uma
integral impropria e integravel no sentido do valor principal de Cauchy.

Portanto, no limite em que € — 0 e o ponto 2’ tende para o contorno, a equacao (4.12) pode ser
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avaliada por

1
2 r r

Derivando a equacao anterior, tem-se

1

2 r r

Em que a integral indicada por f deve ser avaliada no sentido da parte finita de Hadamard
(Hsiao e Wendland, 2010).
A relagdo deformacao-deslocamento pode ser aplicada & equag@o anterior resultando nas equa-

¢oes integrais de contorno para deformacao para z’ sobre o contorno

As equagoes integrais de contorno para tensao sdo obtidas aplicando a lei de Hooke generalizada
(Eq. 3.43)

Tkj + ijlmjg i (T35 + Trnig)dl = Ckﬂfﬂ]{ ti(Ugjgn + Uppig)dT (4.22)

A qual, usualmente, é escrita da forma

1
r r

Por fim, as equagoes integrais de contorno para forcas de superficie sdo obtidas aplicando-se a

equacao (3.32) na equacao integral de contorno para tensao

1

r r

Em que n;(z") é o vetor normal ao elemento avaliado em 2’.
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Capitulo 5

Método dos Elementos de Contorno Dual

O Método dos Elementos de Contorno é uma técnica bem estabelecida para analise da mecénica
da fratura linear. No entanto, a solucdo de problemas deste tipo ndo pode ser obtida através da
aplicacao direta do método.

Considere o solido com fissura da Figura (5.1). Em que I't e I'™ representam as faces da fissura.
No limite em que A — 0 os pontos fontes, /T e 2/~, coincidirdo e fornecerdao equacoes idénticas.

Essa situacao da origem a um sistema singular de equacoes algébricas.

V4 Tt
2z T \

Figura 5.1: Método dos elementos de contorno dual.

O Método de Elementos de Contorno Dual contorna este problema considerando duas equacoes
independentes, as equagbes integrais de contorno em deslocamento e em forca de superficie. Para
Z't utiliza-se uma formulacio e para 2~ outra. As faces da fratura podem, entdo, ser representadas
por dois elementos ocupando a mesma regiao.

A principal dificuldade desta abordagem, segundo Wrobel e Aliabadi (2002), ¢ desenvolver uma
maneira geral e precisa de se avaliar as integrais no sentido do valor principal de Cauchy e parte finita

de Hadamard. Neste trabalho, apresenta-se o método de regularizacao das integrais de contorno pela

33
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técnica de subtracao da singularidade de aplicacao geral.

5.1 Elementos Isoparamétricos de Contorno

Com o objetivo de formular o Método dos Elementos de Contorno é preciso dividir o dominio

em N elementos de contorno (Figura 5.2).

I, I,

I's

I

Iy

Figura 5.2: Discretiza¢ao do contorno.

Desta forma, as equacgoes (4.19) e (4.24) podem ser reescritas

%uk(?«’/) +§; [][r wi(2)T (7, 2 dl‘] :g [][6 UL (2 Z)df] (5.1a)
%tk i) [7[ 28t (2, z)dF} _ nj(z')é [][F 5 ti(z)DZ,ij(z’,z)dF] (5.1b)

O Meétodo dos Elementos de Contorno nao se limita a aproximacoes de elementos constantes
ou lineares e sua extensdo para utilizacao de polindémios de qualquer ordem ¢ direta (Kzam, 2009).

Considere o elemento da Figura (5.3).

Figura 5.3: Parametrizagio da geometria de um elemento.
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Sua geometria pode ser aproximada pelas fungoes paramétricas

z1(€) = ¢ (&)t (5.2a)
22(€) = ¢ (&)h (5.2b)

Em que ¢ é a coordenada paramétrica, ¢!(€) sio as funcdes de forma de cada no [ e :vll e xé sa0

as coordenadas do né [ nos eixos x; e xo respectivamente.

Para um elemento de ordem qualquer, as coordenadas adimensionais, &;, dos nés podem ser
determinadas adicionando-se nos, geralmente igualmente espagados, entre os nés das extremidades,
¢ = +£1, através da equacao

2(i — 1)

§i=———1 (5.3)

Em que n é o nimero de nés do elemento e ¢ é a identificagdo de cada né.
Prenter (1975) ressalta que a introdugao de mais e mais nés igualmente espacados nem sempre

forga a sequéncia de Lagrange, que interpola f(z), a convergir para f(z). Considere a fungao

1

f(x):m

(5.4)

A Figura (5.4) mostra a funcao f(x) e os polinoémios interpoladores de Lagrange de grau seis e

dez.
-0.5 \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \ ‘ \
5 4-3-2-1012 3 45
Figura 5.4: Efeito Runge para a fungdo f(x) (———) sendo aprozimada por um polindmio de Lagrange
de sexto grau (———) e décimo grau (------ ).

Observe que utilizando um polinémio de interpolacao de ordem superior a aproximacao comeca

a oscilar em seus extremos. Este efeito, conhecido por efeito Runge, pode ser contornado de di-
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versas formas (Runge, 1901) sendo as mais comuns: utilizagdo de nos desigualmente espacados; e,
aproximacgao da fung¢do f(z) por trechos.

As fungoes de forma s@o definidas por um polinémio completo, valido no intervalo [—1,1] e
impondo-se a condicao que cada funcdo base seja igual a unidade em seu né e nula em todos os

demais do mesmo elemento. Ou seja,

l 1 se i=1,
¢ (&) = (5.5)
0 se 1#1

Os coeficientes dos polinémios das fungoes de forma para o polinémio completo
$(&) = ag  F ol P il e (5.6)

Podem ser calculados resolvendo o sistema de equacdes lineares

i ?_1 ?—2 . 51 1- Cc1l (;Sl(fl)
g e el cbl(.fz) (5.7)
I ;Ll—l 3—2 e & 1_ Cn) ¢l(£n) Y,

Em que a matriz é conhecida por matriz de Vandermonde.

O jacobiano da transformacdo de coordenadas (Figura 5.5) é dado por

r

dr
dX2

Xm

X2

X1

Figura 5.5: Jacobiano da transformagdo de coordenadas.
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J(§) = dT' = \/(dx1)? + (dx2)?

= \/(1’1,5)2 + (22,¢)?

= /(@(&)ah)2 + (¢, ()h)? (5.8)

Utilizando o mesmo conjunto de func¢des de forma para aproximar tanto a geometria quanto os
deslocamentos e forcas de superficie, temos os elementos isoparamétricos e podemos reescrever os

deslocamentos e forcas de superficie

ui(€) = ¢ () (5.92)
ti(€) = ¢' (&)t (5.9b)

Finalmente, introduzindo as fun¢Ges de aproximacao para geometria, deslocamentos e forgas de

superficie podemos reescrever as equagoes (5.1a) e (5.1b)

%¢l(§')u§€ - ZN: [][ P (Oul Ty (€, ¢ dl“] = ZN: [ (Ot U (€, g)dr] (5.10a)

s=1 s=1

S Az fjb{ €Lt (€ £>dr] - z’)ZM ¢l<5>t§D;;ij<£’,f)dr]<5-10b>
s=1 s=1 s

Brebbia e Dominguez (1992) ao descrever o emprego de elementos descontinuos muitas vezes sao
erroneamente interpretados e cria-se a ilusao que para se discretizar descontinuidades as funcoes de
forma dos elementos precisam ser alteradas. Esse erro de conceito fica ainda mais evidente quando se
discute a formulagao em forgas de superficie onde os pesquisadores, em geral, confundem a utilizagao
de elementos descontinuos com as condigoes de continuidade do integrando.

A técnica de alterar as fungoes de forma dos elementos, nada mais é do que um “atalho” para
lidar com o inconveniente de ter que se calcular a contribuicdo do termo livre em cada né do
elemento. Observe que o termo livre pode ser escrito em termos das funcées de forma. Escrevendo
o termo livre desta forma, pode-se utilizar elementos continuos até mesmo para a formulagdo em
forca de superficie uma vez que o ponto fonte pode estar em qualquer ponto dentro do contorno do

elemento.

5.2 Meétodo da Subtracao de Singularidade

O método da subtracao de singularidade baseia-se na existéncia de integrais singulares que

podem ser analiticamente avaliadas.
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No método da subtragdo de singularidade termos com o mesmo comportamento singular do
integrando na singularidade sao subtraidos da integral que estamos interessados em avaliar, resul-
tando em uma diferenca de integrandos que agora é regular e pode ser integrada numericamente.
O termo singular subtraido é, entdo, analiticamente integrado e adicionado novamente ao resultado

da integral regular:

1 1 1
/ K(t,s)f(s)ds—/ K(t,s)[f(s)—f(t)]ds+/ K(ts)f()ds —1<t<1 (5.11)
1 1 1

Integrado Integrado
numericamente analiticamente

Em que K(t,s) ¢ uma fun¢ao com singularidade em s = ¢, f(s) ¢ uma fungao regular dentro do
intervalo de integracao e f(t) ¢ a fungdo f(s) avaliada em s = t.

Anselone (2009) apresenta o método do ponto de vista matemético, enquanto Sladek e Sladek
(1998) apresentam o mesmo trabalho do ponto de vista fisico. Outros trabalhos desenvolvidos sobre
o tema podem ser encontrados em Kzam (2009), Wrobel e Aliabadi (2002), Khayat e Wilton (2005)
e Delves e Mohamed (1988).

5.2.1 Singularidades do Tipo In|r|

Considere a integral

1
f¢%%%ﬁ%ﬂ@% (5.12)

-1
Em que ¢'(€) e J(&) sdo fungdes regulares e U;; (€', €) apresenta singularidade em & = ¢'.
Pode-se proceder com a regularizagao desta integral aplicando o método da subtracao da sin-
gularidade

1 1
fﬁ%%%ﬁ%ﬂ@%zd/f&@@@%ﬂ@—%@N@Wé

1 (5.13)
+¢@Mﬂﬁf}@@@%

Em que ¢'(¢') e J(€') sdo as fungdes regulares avaliadas em & = &'

A primeira integral da equacdo (5.13), agora regular, pode ser integrada numericamente e a
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segunda integral pode ser avaliada analiticamente no sentido do valor principal de Cauchy

1 1
][ Uy (€, €)dg = ][ 2Re [gi1 A1 In (J(€)|€ — €] (t1(€) + pta(€)))] d€
- ! (5.14)

1
+ ][_ 2Re [gio Ao In (J (€€ = &' (11(€)) + pata(€))))] dé

1

Em que t1(&') e t2(¢') sdo os valores da tangente ao elemento nas dire¢des de 1 e xo, respecti-
vamente, avaliados em & = &',
Pode-se resolver esta integral analiticamente conforme demonstra Davis et al. (2007). Utilizando

a transformacao de coordenadas, e = £ — &', tem-se
1—¢
][ 2Re [QilAkl In (J(f/)|€| (tl(gl) + Mltg(f/)))] de
—1-¢

1-¢
+f 2 g (TEI (1(€) + pota(€) de

(5.15)

Expressando a integral da equagao (5.15) em termos de um limite onde exclui-se uma parte
infinitesimal do intervalo de integragéo contendo & = &', tem-se

—A
lim {][ 2Re [gin A1 In (J(€)e] (t1(€)) + pta(€))))] de

A—=0 —1-¢

—A

+ ][ e 2Re [qia Arz In (J (&) €] (£1(E) + pata(E')))] de
e (5.16)

—i—][ 2Re [QilAkl In (J(§,)|€| (tl (6/) + Mth(gl)))] de

+A

1—¢
+][ 2Re [gi2 Agz In (J(&)[e] (t1(€) + pat2(€")))] de}

+A

Integrando as duas parcelas

iiglg {QRG [(QilAkl In (J(E)el (.1(€) + pata(€))) — ginArie) [ig/
+ (gi2Ar2In (J(&)]e| (t1(&)) + pat2(€))) — qizArze) [f_g
+ (i A In (J(E)]e] (81(€) + pat2(€))) — g Arae) Er_f

+ (g A2 In (J(E)e| (£1(€') + pata(€"))) — qioAxae) if,]}

(5.17)

Por fim, temos

1
][1 Upi(€,6)dé = 2Re [qi1 Ap1 (VPCL) 4 qinAra(V PCy)] (5.18)
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Em que

VPCy = (1+4)In(J ()1 +&)(t(E) + mta(£)))

+ (1= &) In(J(E) (A = &N (&) + mt2(8)) = (1 + &) + (1= &)

(5.19)
VPCy = (14 &) In(J(£) (1 + &) (t1(§) + pata(€)))
+ (1 =) In(J(E)Q =)t (E) + pata(€)) = [T+ ) + (1= )]
5.2.2 Singularidades do Tipo |r|™!
Considere a integral
1
f denTie o (5.:20)

Em que ¢'(€) e J(€) sdo fungdes regulares e T};(¢', €) apresenta singularidade em & = ¢'.
Pode-se proceder com a regularizacao desta integral aplicando o método da subtracao da singu-

laridade, exatamente como feito para a regularizagao da integral com singularidade do tipo In|r|.

1
][_ T )T (e
1
=l / TH(EL Q€T — ()T e (5.21)

1
+ gzsl(s’)uéJ(f’)][_ T )

Em que ¢'(&) e J(&') sao as funcbes regulares avaliadas em & = ¢,
Desta forma, tem-se a primeira integral regular, e a segunda integral que sera integrada anali-

ticamente

1
][ 1 Tl;kz (glv £)d£

S 1
B ][1 2hte [J(f’)lf — &(t1(€) + puta(€)))

1 1
+][_1 2hte [J(f’)lf —&(t1(€) + pat2(€))

gir A1 (pani (&) — 712(5/))} d§ (5.22)

gi2 A2 (pan1 (€') — nz(f’))} dé

Em que n1(¢') e ny(¢’) sdo os valores da normal ao elemento nas diregoes de x1 e xa, respecti-

vamente, avaliados em £ = £,
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De forma anéloga ao realizado na Secdo 5.2.1, tem-se

1
][ TH(E )

VPC
= ; " — ! 5.23
e | Seie) + i@y A e €) - a(€) 52
VPC N ,
+ J(&’)(h(&’) ¥ M2t2(§,))9i2Ak2(M2n1(f) 77,2(5 ))
Em que
VPC =In(1—-¢)—In(1+¢) (5.24)
5.2.3 Singularidades do Tipo |r|™2
Por fim, considere a integral hipersingular
1
N R GHC A RON X (5.25)

Em que ¢'(£) e J(€) sdo funcdes regulares e Szij(.f', €) apresenta singularidade em & = &',
Sladek e Sladek (1998) provam que é possivel regularizar a integral hipersingular subtraindo do

integrando a expansao em série de Taylor até o segundo termo

— / kij f) S’kzj(gl) L/ot /_Szij(g) 1 ’ /
= (€ / L 701(€)7(6) - —(Z_Z,)er(w(&) Bl (€€ de

(5.26)

1 S*
+ (€ yubele (€1)T <s'>]l ’“”(“

_1(z—2") de

Em que qﬁlg(f’) é a derivada da funcao de forma em relacao a ¢ avaliada em & = ¢'.
Desta forma, tem-se a primeira integral regular, a segunda e terceira integrais que serdo inte-

gradas analiticamente no sentido da parte finita de Hadamard e valor principal de Cauchy, respec-
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tivamente. Comecemos pela segunda integral

1 gx
nj(&’)ﬂisbl(f’)J(&’)j[ Lgldﬁ

1 (z—7)

n; (€ uld! (&) T (€)Chjim

1 N (€
X {74_ Re [ J@) (&) — na(E)) 5 (RinginAmi + legilAll)] dg

€ = &'[(ta(&) + pata(E)))

1 —MNn
47[ Re [( ) (,ugnl(( ) —n2(£)) 5 (Ri2gi2 Ama + RmQQiQAzz)] df}

€ = &[(t1(&) + pata(§)))

De forma anéloga ao realizado na Secao 5.2.1, tem-se

LS, ()

nj(&’)ﬂisbl(f’)J(é’)j[ e

1 (z—7)
= —n; (& )ule' () Crjim PFH
Re [ (1 (€) = na(€)
J(E) (1 (&) + pata(E))?

(p2n (§7) — na(£'))
J(E)(t1(8) + pata(€'))?

_l’_

Em que

1

(Ri19i1Am1 + Rm1gi14n)

(Ri2gi2Ama + RmQQilAzz)]

PFH——{

Da Secao 5.2.2 ¢é facil perceber que a terceira integral resultard em

1 Sv* !
nj(ﬁ’)U%(f’N(&’)f k”(g,)df

1 (2 —2)
= —n;(&)ulde (&) CrjimV PC
(p1n1 (&) —n2(€))
(t1(&") + pita(§))

N (n2m1 (&) —n2(§))
(t1(&') + pat2(&))

xRe[

Em que

VPC =In(1—¢) —In(1+¢)

E importante observar que as equacoes (5.13), (5.21)

i-&) " {+e)

(RnginAmi + Rm19inAn)

(Ri2gi2Ama + Rm2gi2A2)

5.2

(5.27)

(5.28)

(5.29)

(5.30)

(5.31)

e (5.26) sao regulares e podem ser numeri-

camente integradas. Para efeitos de demonstracdo, estas equagdes sdo avaliadas analiticamente no

Apéndice B para o caso particular de elementos lineares. Observa-se que as expressoes tornam-se
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demasiadamente longas e perdem sua generalidade, reforgando a necessidade de se utilizar uma
quadratura numérica.

A Figura (5.6) ilustra o processo de regularizacao com as curvas de cada um dos integrandos da
primeira integral do lado direito da equagao (5.26), para um elemento isotropico com E = 1.0MPa,
v = 0.4, coordenadas dos nés (0,0), (1,1), (2,0) e (3,1), e singularidade em ¢ = 0.3.

2

1.5

Figura 5.6: Processo de regulariza¢do com o integrando regularizado (-
de Taylor (———) e o integrando singular (------ ).

), o primeiro termo da série

5.3 Integracao Numérica

Com a generalizacao do grau de aproximacao do elemento isoparamétrico, a integracao analitica
das integrais regularizadas torna-se impraticavel ou impossivel. Em tal situacdo é necessario usar
alguma técnica de integracao numérica.

Segundo Scarborough (1930) a quadratura de uso corrente mais precisa é a quadratura de Gauss.
Uma férmula de Gauss particular é obtida com a escolha de determinado intervalo de integragao.
O método conhecido por quadratura de Gauss-Legendre é aquele no qual o intervalo de integracao

é [—1,1], entdo a quadratura aproxima a integral

1 n
/ )~ Y w6 (5.32)
- =1

Se o f(§) ¢ um polinomio de ordem 2n — 1, entdo a quadratura de Gauss serd exata para n
pontos de integracao. Caso contrario, a quadratura serd inexata, mas serd t80 mais precisa quantos

forem os pontos de Gauss utilizados.
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Uma vez que as integrais de contorno foram regularizadas pelo método de subtracao de singu-
laridade podemos entdo avalid-las utilizando a quadratura de Gauss.

No entanto, ainda temos que lidar com o boundary layer effect, situagdo que ocorre quando
avaliamos uma grandeza no interior do dominio préxima ao contorno. Neste caso, a singularidade
dos ntcleos das integrais estd num ponto onde nao pertence ao caminho de integracao, mas pode
estar muito perto dele. Tais integrais sao denominadas integrais quase-singulares. Este tipo de
integral é computacionalmente cara de se avaliar através de quadraturas comuns, uma vez que o
integrando, apesar de regular, varia muito rapidamente no intervalo de integragao. Nestes casos,
adotou-se a transformacao ciubica proposta por Telles (1987) e aperfeicoado por Telles e Oliveira
(1994).

A idéia desta transformacao é aproximar da singularidade os pontos de Gauss & medida que o
ponto fonte se aproxima do contorno. Considere uma integral quase-singular que se quer integrar

sobre o elemento de contorno da Figura (5.7) aplicando a transformacao de coordenadas

n(&) = a&® + b6 + € +d (5.33)

&=+1 n=+1

e=1 -

Figura 5.7: Transformacio cibica de coordenadas.

Desta forma tem-se

1 1
/ F(&)de = / £(n)J (n)dn (5.34)
-1 -1

Para determinar as constantes da equacdo (5.33) pode-se impor as condi¢oes de contorno

n(1) =1 (5.35)
n(-1) = -1 (5.36)
dn
an (5.37)
|,
jzz =0 (5.38)
é‘/
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Em que & é a coordenada adimensional correspondente a Ryr.

As duas primeiras condi¢oes sdo imediatas a fim de manter o intervalo de integracao original.
A quarta condi¢ao impoe que o jacobiano em & tenha valor minimo. Por fim, a terceira condigao
determina que o jacobiano desta transformagdo ciibica seja igual ao pardmetro adimensional r
que varia no intervalo de [0,1] em fungdo de Ry,. Ou seja, quando o ponto fonte estiver bem
proximo do contorno teremos r = 0 e 0 jacobiano desta transformagdo, idealmente, reduzird a
ordem de singularidade em £’. Por outro lado, se o ponto fonte estiver longe do contorno, r = 1, a
transformacao de coordenadas serd degenerada e resultara simplesmente na equagao original (5.34).

Na Figura (5.8) ilustra-se o processo de transformagao nao-linear de coordenadas, em que as
abscissas representam o dominio do elemento, £ = 41, e as ordenadas representam os pesos da
integra¢do numérica. Observa-se que a transformagao nao-linear de coordenadas envolve a alteragao
da posicao dos pontos de integracdo & medida que o ponto fonte se aproxima do contorno, com

singularidade em & = 0,50, mantendo-se constantes os pesos da integragdo numeérica.

() (d)

Figura 5.8: Pontos de integracao de Gauss (©) passando pela transformacao de coordenadas (o) para
singularidade em & = 0,50 com: (a) r =0,75; (b) r =0,50; (¢) r=0,25; ¢, (d) r = 0.
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Este método é conhecido por transformacdo de coordenadas auto-adaptativo uma vez que au-
tomaticamente concentra préximo da singularidade os pontos de integracao conforme o ponto fonte

se aproxima do contorno.

5.4 Sistema de Equacgoes Algébricas

Considere a formulagdo em deslocamento para o ponto fonte k£ sobre o contorno

Loyt o Liev, L (¢l _ S LeVATT (¢!
s+ > [ o] - > f. v oar

s=1

Isto resulta em duas integrais que precisa-se resolver

Hj; = g []{ ¢l(§)Tl:i(£,a€)dF:| (5.39)
L Lenpre (¢l
G = ; []{ ¢ ()Ursi(€ f)dlj} (5.40)

Estas integrais resultam da influéncia de algum né ¢ na soluc¢ao fundamental no ponto fonte k

e por isso sdo chamadas de coeficientes de influéncia.

1
5&(5’)”2 + Hiu} = Gyt (5.41)
Z’z
Z Zp
9
Z
Z4 3

Figura 5.9: Geracdo das matrizes de influéncia.

Considerando que o deslocamento ou a forca de superficie serd prescrita em cada né pelas
condic¢oes de contorno, nos precisamos de 2l equacoes (5.41). Isto é obtido movendo-se o ponto

fonte k sobre o contorno e avaliando sua influéncia em cada né i (Figura 5.9) que resulta no sistema
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matricial HU = GQ em que H e G sao, geralmente, matrizes quadradas 2l x 2] e U e @) sao vetores

de comprimento 2[

_ . 1 _
whomh, omh om, owomL] | [el
whomh, my W, - Hy mhL| || |k
u
HYy HY Hy HE oo Hy Hh| | | |Gk
oy Hh By HE oy H| | |oh
"
_Hlil HI%Q lel HI%Q Hllcl H/iQ_ iy _Gilﬂ
2

Gla
G
G
Gla

1
Gk:2

Gl
G5
G31
Gh

2
Gk:l

Gy
G3y
Gy
Gl

2
GkQ

G
Gy
Gl
Gl

l
Gk:l

Gl
Ghy
Gy
Glio

!
Glo |

Essa formulacdo do problema deve ser rearranjada uma vez que os deslocamentos sao prescritos

em alguns nés e em outros temos a forca de superficie prescrita. Para resolver este sistema linear de

equagoes é necessario colocar todas as incoégnitas do lado esquerdo da equacgao e os valores prescritos

do lado direito. Por fim, tem-se o sistema linear de equagoes A - x = B, que resulta nos valores de

u e t para todos os pontos no contorno.

Uma vez conhecidos os valores de u e t no contorno, pode-se facilmente calcular os valores de

deslocamento para qualquer ponto no dominio pelas equacoes

1, .
ug = Gty — Hyu,

(5.42)

De forma similar, pode-se aplicar a formulagao em deformacdo, em tensao e em forcas de super-

ficie para gerar as equagdes que encontrarao os valores de u e t para todos os pontos no contorno e

também para avaliar estas grandezas no interior do dominio.
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Capitulo 6

Implementacao Computacional

Neste capitulo discute-se superficialmente os conceitos e vantagens da programacao orientada a
objetos, os motivos que levaram & escolha da linguagem de programacao Java e, por fim, expGe-se

a estrutura geral do software desenvolvido através de um pseudo diagrama UML.

6.1 Programacao Orientada a Objetos

A programacao orientada a objetos (POO) nada mais é do que uma maneira de se escrever
programas de forma mais parecida com o modo em que as pessoas pensam e lidam com o mundo
real.

No antigo estilo de programacao o programador devia pensar em uma sequéncia de instrugoes a
serem executadas para resolver um problema. Na POO, ao invés de instrucdes, deve-se pensar em
termos de objetos que interagem e cooperam entre si para resolver o problema. Este novo estilo de
programacao permite que o desenvolvimento do programa ocorra de forma mais natural e facil de
se alcancar o resultado desejado.

Os conceitos basicos do paradigma da POO sao:

o Abstragdo. Na POO a complexidade do problema é administrada utilizando os conceitos da
abstracdo. Abstracao é o processo que envolve identificar a esséncia do comportamento de
um objeto e eliminar detalhes irrelevantes. Por exemplo, imagine um software desenvolvido
para calcular a média das notas de um aluno. Um objeto Aluno seria criado. Um aluno pode
ter diferentes idades, tamanhos, cores e gostos. Mas em termos de um software para calcular
seu desempenho académico, um Aluno pode conter somente seu nome e nota, sendo as outras

caracteristicas irrelevantes para o proposito deste software.

49



50

IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL 6.2

e FEncapsulamento. Na POO objetos conversam entre si através de mensagens. A tnica coisa

que um objeto conhece sobre outro objeto é sua interface. Cada objeto tem sua informacao e
logica de funcionamento encapsulada e, claro, invisivel a outros objetos. Este recurso permite
separar a implementacdo de um objeto de seu comportamento. Para deixar claro este conceito,
imagine um objeto que realiza a integracao numérica de uma funcao qualquer. Ele recebe um
objeto Fungdo e os intervalos de integracdo, e retorna o resultado da integracao. O usuério
nao precisa saber, necessariamente, qual o método de integragdo numérica foi implementado

para poder utilizar este objeto.

Heranca. Heranca é a habilidade de definir uma nova classe que herda o comportamento de
uma classe existente. Por exemplo, um carro é um veiculo. Assim como um barco ou uma bici-
cleta sdo um tipo de veiculo. Na POO, a classe Veiculo define propriedades e comportamentos
comuns aos veiculos. As subclasses de Veiculo devem definir as propriedades e comportamen-
tos especificos de cada subtipo de veiculo. O entendimento deste conceito é fundamental para
o desenvolvimento de um POO. No entanto, sua aplicacdo nem sempre é direta como pode
parecer. Um circulo é um tipo de elipse? Um quadrado é um tipo de retangulo? A melhor
forma de resolver questoes como essas é por tentativa e erro buscando a melhor estrutura que

representa um problema.

Polimorfismo. Polimorfismo permite que dois ou mais objetos diferentes responderem a uma
mesma mensagem. A vantagem do polimorfismo é que o objeto que envia a mensagem nao
precisa saber o tipo da classe que a recebe. O que envia a mensagem precisa somente saber
que quem a recebe é capaz de realizar uma determinada tarefa com essa mensagem. Um
exemplo de polimorfismo pode ser demonstrado com figuras geométricas. Suponha uma classe
Tridngulo, Retdngulo e, outra, Elipse. Todas sdo um subtipo da classe Forma e todas tem um
método area() que retorna o valor da area de cada objeto. Um objeto que esteja interessado
somente no valor da drea pode chamar o método area() de qualquer uma destas classes e

ainda assim se manter ignorante ao tipo de forma com o qual esta trabalhando.

2

O emprego destes conceitos por si s6 nao é suficiente para garantir um codigo reutilizavel,

expansivel e passivel de manutencao.

Uma das crengas mais nocivas ao se desenvolver um programa € acreditar que se a estrutura

é bem projeta e o cédigo bem escrito, ele nao necessitara de documentacao. A documentacio é

fundamental para que outros programadores possam utilizar e participar do seu desenvolvimento.
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6.2 Java
Ferreira (2008) apresenta uma excelente sintese das vantagens de Java:

1. Java é obrigatoriamente orientada a objetos;
2. Java é simples;
3. Java € portdvel;
4. Java € gratuita;
5. Java € robusta;

6. Java tem bibliotecas prontas para diversas aplicacoes.

Se somente o fato de Java ser obrigatoriamente orientada a objetos nao for o suficiente para sua
escolha, talvez o fato de possuir diversas bibliotecas prontas o seja.

A menos que este seja o objetivo do trabalho, hoje é inconcebivel se escrever um algoritmo
para encontrar as raizes de um polindémio de ordem qualquer. Commons Math: The Apache Com-
mons Mathematics Library' é apenas um exemplo de bibliotecas matematicas para Java que supre,
possivelmente, qualquer necessidade.

Uma provavel explicacdo para nao se escolher Java pode ser a existéncia de um extenso c6digo
em outra linguagem. Java Native Interface € uma biblioteca nativa que permite sua integracao com

qualquer outra linguagem.

6.3 Implementacao

A Figura (6.1) apresenta a estrutura principal do programa desenvolvido. Tem-se uma classe
Model que contém todas as informagdes referentes a geometria, material e condigdes de contorno
do problema. A classe Assembler é responsavel por montar as matrizes de influéncia para o Método
dos Elementos de Contorno Dual. E a classe Solver lida com a solucdo do sistema linear do tipo
A-x=0b.

Com a finalidade de destacar as possibilidades de manuteng¢ao e expansao do programa, detalha-

se cada componente da estrutura principal.

'Disponivel em: http://commons.apache.org/math/
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Solver
Assembler
Model assembler : Assembler
model : Model
regions : List<Region> —|> —|> solveForBoundaryuQ()
- initVariables() solveForBoundaryStress()
addRegion() R
X mountH() solveForDomainUQ()
removeRegion() X
mountG() solveForDomainStress()
solverForDomainStrain()

Figura 6.1: FEstrutura principal do programa.

6.3.1 Model

O modelo contém uma lista de Region (Figura 6.2). Cada Region, regido, possui uma lista de
Element’s que sdo os elementos que definem o seu contorno. Por sua vez, cada Element possui uma,
lista de Node’s que sdo os nos do respectivo elemento. Cada Node herda de Point uma coordenada
no espaco. Além da posicio, Node possui um vetor deslocamento, um vetor forca de superficie, uma

matriz de deformacoes e outra de tensoes.

Model

regions : List<Region>

addRegion()
removeRegion()

Region

material : MaterialProperties
elements : List<Element>
sources : List<Source>

Element Source MaterialProperties
nodes : List<Node> formulation : String ¢ : Matrix
singularity : String cCapital : Matrix
T
1
1
1
1
Node 1
1
displacement : Vector L Point

raction : Vector i
tractio ecto coordinates : Double

strain : Matrix L o e o e e e e e e e e e e e o m o - 2D

stress : Matrix

Figura 6.2: Estrutura do Model.

Observe que ndao hé qualquer restricao para a quantidade de elementos que descrevem o contorno
ou o nimero de nés em cada elemento. Ou seja, podemos ter uma regido definida por um dnico
elemento de 15 nés, ou 5 elementos de 3 nés, ou ainda 1 elemento de 5 nés e outro de 10 nos, ou

qualquer outra combinacao equivalente.
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Considera-se que em cada Region as propriedades eldsticas sejam constantes, por isso, cada
Region contem um tnico Material Properties. MaterialProperties possui duas matriz 3x3 suficientes
para descrever os coeficientes elasticos de rigidez e flexibilidade do problema plano anisotrépico.

Por fim, Region possui uma lista de Source, que sdo os pontos fontes. Source € criado, a principio,
definindo-se somente sua formulacao e posicao. As formulacdes implementadas e possiveis de serem
utilizadas sdo: Displacement; Traction; Strain; e, Stress. De acordo com a posicao de Source, Region
determina se ele esta fora do dominio, sobre o contorno ou dentro do dominio. Caso ele esteja fora do
dominio ou sobre o contorno, ele serd utilizado para gerar equacoes e solucionar o problema com a
formulacao definida. Caso ele esteja dentro do dominio, ele sera utilizado para avaliar a grandeza em
seu ponto. Ou seja, um Source com formulacao Displacement fora do dominio ou sobre o contorno,
serd utilizado para gerar equagdes que resolvam o problema em formulagdo de deslocamento, ou

caso esteja dentro do dominio, ele fornecerd os deslocamentos no dominio naquele ponto.

6.3.2 Assembler

O Assembler ¢ a parte responsavel por montar as matrizes de influéncia (Figura 6.3). O processo
comega com Assembler inicializando as varidveis e estados dos Nodes, Flements e Sources contidos
em Model.

Caso o usuario tenha escolhido a solugdo do problema através de AssemblerSingle Thread o
fluxo continua com AssemblerSingle Thread percorrendo as listas de Source, verificando qual a sua
formulacao e criando seu respectivo assembler para cada elemento da lista. Ou seja, o Displacemen-
tAssembler, TractionAssembler, StrainAssembler e StressAssembler sdo responséveis por gerar as
matrizes de influéncia para um tnico elemento considerando um tnico ponto fonte. Apo6s percorrer

toda a lista de todos elementos para cada um dos pontos fontes, temos as matrizes de influéncia H

e G.

O trecho de cédigo abaixo esclarece o funcionamento de AssemblerSingle Thread.

1 //Cria wvaridvel local com as propriedades do material

2 MaterialProperties material — region.getMaterialProperties();
3

4 //Loop por todos os pontos fontes

5 for (int i = 0; i < region.getSourceList().size(); i++) {

6 //Cria wvaridvel local para o ponto fonte "i"

7 Source source = region.getSourceList ().get(1);

8

9 //Loop por todos os elementos da region

10 for (int j = 0; j < region.getElementList().size(); j++) {
11 //Cria varidvel local para o elemento "j"

12 Element element = region.getElementList ().get(]);

—_
w
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14 // Verifica qual a formulagdio do ponto fonte "i" e gera matriz de
15 //influéncia H para o elemento "j"
16 if (source.getFormulationType() — Source .DISPLACEMENT) {
17 DisplacementAssembler .mountH(source , element, material);
18 } else if (source.getFormulationType() = Source.TRACTION) {
19 TractionAssembler .mountH(source, element, material);
20 } else if (source.getFormulationType() = Source.STRESS) {
21 StressAssembler .mountH(source, element, material);
22 } else if (source.getFormulationType() = Source.STRAIN) {
23 StrainAssembler .mountH(source , element, material);
24 }
25 }
26 }

Assembler

model : Model

initVariables()
mountH()
mountG()
AssemblerSingleThread AssemblerMultiThread
model : Model model : Model
initVariables() initVariables()
mountH() mountH()
mountG() mountG()
DisplacementAssembler - -
DisplacementAssemblerMultiThread | - - - L o o o o o - - - - 1

source : Source !
source : Source 1
1

element : Element <]
D ) ] ) element : Element <|— \
material : MaterialProperties X X X \/
material : MaterialProperties X
<<interface>>
mountH() 0
run
mountG() Runable
run()
VA

TractionAssembler

TractionAssemblerMultiThread

source : Source

D element : Element <]— source : Source

material : MaterialProperties element : Element

material : MaterialProperties

mountH()

mountG() run()

Figura 6.3: Estrutura do Assembler.

O que acontece na solucgdo através do AssemblerMultiThread é que DisplacementAssemblerMul-
tiThread, TractionAssemblerMulti Thread, StrainAssemblerMultiThread e StressAssemblerMultiTh-
read implementam a interface Runable da linguagem Java. Isso significa que cada vez que o comando
run() é executado, ele cria uma Thread independente que executa os métodos de seu correspondente
Single Thread. Em outras palavras, é como se fosse criado, em paralelo ao programa principal, um
outro programa para cada combinacao entre elemento e ponto fonte.

Essa técnica de processamento em paralelo apesar de parecer simples envolve o mesmo problema,
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gerado em todas as técnicas: sincronizagdo (Goetz et al., 2006). Imagine que cada Thread esta
tentando escrever em uma mesma matriz a0 mesmo tempo. E possivel, e bastante provavel, que
em algum momento uma Thread sobrescreverd o resultado de uma outra Thread. Esse problema é
resolvido sincronizando todas as Threads permitindo que apenas uma por vez consiga escrever na
matriz. A Thread ap6s terminar o processamento, fica aguardando na fila sua vez de descarregar
os resultados. Isso, no entanto, ndao impede que o processamento em paralelo prossiga ou tenha seu
desempenho reduzido.

Vale ressaltar que esta técnica, extremamente robusta e eficaz, s é possivel devido a POO.
Existem pacotes Open-Source, como o Grid Gain?, em Java que permitem com algumas poucas
modificagdes gozar dos recursos de processamento distribuido. Ou seja, os problemas poderiam ser
divididos e analisados em virtualmente infinitos processadores simultaneamente. No entanto, nao
sentiu-se necessidade de adotar tal solucao, sendo o processamento em paralelo suficiente para os

problemas analisados.

6.3.3 Solver

O Solver nada mais é do que uma, classe para resolver sistemas do tipo A-x = b. No entanto, ela
possui algumas funcionalidades interessantes. Aqui é importante destacar o trabalho de Press et al.
(2007), o qual fornece intmeros algoritmos de alta performance para diversos tipos de problemas.

Observe que em momento algum se impds restricdo sobre a quantidade de pontos fontes a serem
criados. Isso significa que podemos gerar mais equacoes do que as necessarias para determinar as
incognitas do problema, resultando em um sistema sobredeterminado. Sistemas desse tipo podem
ser resolvidos pelo método dos minimos quadrados (Shilov, 1977). O método consiste basicamente
em resolver o sistema equivalente (AT A) -2 = AT - b. Entdo, ao receber as matrizes Hy,xn € Gmxn

de Assembler o Solver faz as verificacoes:
1. Se m = n, procede-se com a solugao do sistema linear da forma usual,;
2. Se m > n, o sistema, é sobredeterminado e aplica-se o método dos minimos quadrados;
3. Se m < n, o sistema é indeterminado.

Outra funcionalidade interessante ¢ a melhora iterativa da solug¢do do sistema linear. A aplicagdo
desta técnica é direta e fornece excelentes resultados para sistemas mal-condicionados. Considere o

sistema mal-condicionado do tipo A -x = b. A solucio deste sistema sera, em geral, x + dx, em que

*Disponivel em: http://www.gridgain.com
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dx é o erro introduzido na solu¢ao. Quando a solugdo =+ dx for multiplicada pela matriz A, teremos
A-(x+dz) = (b+0db), e dx pode ser avaliado resolvendo o sistema A-0x = A-(z+0x)—b. Essa técnica

é aplicada em todo problema analisado e o processo iterativo se encerra quando |dz| < 10712,
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Exemplos

Com o objetivo de validar a formulacao apresentada para o Método dos Elementos de Con-
torno Dual Anisotrépico, serao analisados exemplos com solucoes analiticas obtidas pela Teoria da
Elasticidade Linear.

Nos exemplos (7.1) e (7.2), com a finalidade de comparar as duas formulacoes, analisa-se sim-
plesmente a qualidade dos resultados obtidos através da formulacdo em deslocamento e em forca
de superficie.

No exemplo (7.3) avalia-se, além da precisao dos resultados, o tempo gasto de processamento
de acordo com varidveis como ntumero de nés utilizados para discretizacao do problema, ntimero de
pontos de integragao e nimero de processadores disponiveis. E propde-se uma equagao para estimar
o tempo de processamento de um problema com o algoritmo desenvolvido neste trabalho.

A influéncia da transformacao de Telles é estudada no exemplo (7.4). A melhoria da precisao
obtida entre a integragdo numérica de Gauss-Legendre e ap6s a transformacgao de Telles é comparada
com a solucao analitica.

A solugao analitica para o problema de um furo eliptico em meio anisotropico infinito é exposta
no exemplo (7.5). Esta solu¢do também pode ser utilizada para o estudo de fissuras em meio ani-
sotropico infinito e no exemplo (7.6) mostra-se um exemplo da aplicagdo do Método dos Elementos

de Contorno Dual.

7.1 Chapa sob Tensao Uniforme

Considere a chapa de polimero reforcado com fibras (Figura 7.1), com dimensoes L = 0.5m,
b = 0.2m e constantes elasticas F1; = 124.04GPa, Eo = 10.09GPa, G12 = 6.03GPa, 191 = 0.344,

2,1 = 1.255 e n122 = —0.031, solicitada por uma tensao de tracao p = 10.0MPa.

o7
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X2

X
2 v 1

7 L 7

Figura 7.1: Chapa sob tensdo uniforme.

A solucdo analitica geral (Lekhnitskii, 1968) em deslocamentos para este problema é

U] = €11px1 + C16PT2

U2 = C12Px2

E para deformagoes e tensoes sao

€11 = C11P, €22 = C12D, 2€12 = C16P

o1 =P, o09=012=0

A chapa foi discretizada conforme Figura (7.2) utilizando 4 elementos lineares.

I
Iy I
S r Za

Figura 7.2: Discretizacao do problema chapa sob tensao uniforme.

Os resultados obtidos através das formulagoes singulares em deslocamentos e forgas de superficie
sao comparados & solucao analitica na Tabela (7.1) e, mesmo para uma discretizagio grosseira,
apresentaram erro relativo maximo de 0.0925 %oo.

A configuragao deformada do problema é mostrada na Figura (7.3) com os deslocamentos am-
pliados em 1000 vezes.

Através deste exemplo, demonstra-se que tanto a formulacdo em deslocamentos como a formu-

lacdo em forca de superficie apresentadas neste trabalho sao adequadas para analisar problemas
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Tabela 7.1: Deslocamentos nodais do problema chapa sob tensio uniforme (10~%°m)

ui(x1,x2) Analitico Deslocamento Forca de Superficie
u1(0.50, 0.00) 4.031066 4.031068 4.031068
11(0.50,0.25) 6.560559 6.560570 6.560570
11(0.00, 0.25) 2.529494 2.529505 2.529505
u2(0.50,0.00) 0.000000 0.000000 0.000000
u2(0.50,0.25) —0.693343 —0.693350 —0.693350
u2(0.00, 0.25) —0.693343 —0.693341 —0.693341
03 —
o -
02 — I |
] 'J |
| |
01 — |
| |
ol ’I
0
0 0.2 04 06
Figura 7.3: Configuracao indeformada (- ) e deformada (------ ) do problema chapa sob tensao uni-

forme.

planos de anisotropia.

7.2 Chapa sob Cisalhamento Puro

Considere a mesma chapa do exemplo (7.1). Agora, porém, submetida a cisalhamento puro de

intensidade ¢t = 1.0MPa (Figura 7.4).

X2

—_ — —— —— —— —— —— —

X1

e e e e e  ——

Figura 7.4: Chapa sob cisalhamento puro.

A solucdo analitica geral (Lekhnitskii, 1968) em deslocamentos para este problema ¢é

u1 = ci1gtx1 + cegtT2

U9 = coplxy
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E para deformacdes e tensdes sdo

€11 = ci6t, €22 = Ca6t, 2e12 = copl

o12=t, o011 =022=0

Este problema foi discretizado exatamente como no exemplo anterior, alterando-se, no entanto,
as condicoes de contorno.

Os resultados obtidos através das formulagoes singulares em deslocamentos e forcas de superficie
sao comparados a solucdo analitica na Tabela (7.2) e apresentaram erro relativo méximo de 0.08996

%OO-

Tabela 7.2: Deslocamentos nodais do problema chapa sob cisalhamento puro (10~%m)

ui(x1, x2) Analitico Deslocamento Forca de Superficie
11(0.50,0.00) 0.505899 0.505902 0.505902
11(0.50,0.25) 4.654575 4.654587 4.654587
11(0.00,0.25) 4.148677 4.148691 4.148690
u2(0.50,0.00) 0.000000 (0.000000 0.000000
u2(0.50,0.25) —0.076779 —0.076786 —0.076786
u2(0.00, 0.25) —0.076779 —0.076776 —0.076775

A configuragao deformada do problema é mostrada na Figura (7.5) com os deslocamentos am-

pliados em 1000 vezes.

03 —

02 — | |

/ I
0
\ \ \

0 0.2 04 0.6

Figura 7.5: Configuragdao indeformada (-
puro.

) e deformada (------ ) do problema chapa sob cisalhamento

Através deste segundo exemplo, acredita-se ter demonstrado a precisdao alcangada com as for-
mulagbes expostas.
7.3 Viga sob Flexao Pura

Considere a viga de madeira (Figura 7.6), com dimensoes L = 2.0m, b = 0.5m e constantes

elasticas E11 = 9.81GPa, Fo = 0.41GPa, G12 = 0.74GPa e 191 = —0.01 solicitada por uma tensao
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linearmente distribuida p = +1.0MPa.

h
p v L ¥ L ¥ p -

X1 X3

X2
X2

Figura 7.6: Viga sob flexdo pura.

A solucdo analitica (Lekhnitskii, 1968) em deslocamentos para o caso ortotropico é

uyp = (2p/h)6111‘1$2

ug = (p/h) (01290% — et + c11L2)
E para deformacdes e tensoes sao

enn = (2p/h)cniza, €22 = (2p/h)ciaxa, 2e12 = (2p/h)ciex2

on = 2p/h)xe, o022 =012=0

Este problema foi discretizado conforme Figura (7.7) utilizando 4 elementos quadraticos.

I's N
T Al
«—q i] —>

Figura 7.7: Discretizacao do problema viga sob flexao pura.

Os resultados obtidos através das formulagoes singulares em deslocamentos e forcas de superficie
sao comparados a solucao analitica na Tabela (7.3) e apresentaram erro relativo maximo de 0.00234

Yooo.

A configuragao deformada do problema é mostrada na Figura (7.8) com os deslocamentos am-

pliados em 1000 vezes.

Neste exemplo analisou-se a influéncia que variaveis como a formulacdo utilizada, nimero de
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Tabela 7.3: Deslocamentos nodais do problema viga sob flexio pura (10~%5m)

ui(x1, x2) Analitico Deslocamento Forca de Superficie
u1(—1.00,—-0.25) —1.019716 —1.019717 —1.019717
u1(40.00, —0.25) 0.000000 0.000000 0.000000
u1(+1.00,—0.25) 1.019716 1.019717 1.019717
u1(+1.00,40.25) —1.019716 —1.019717 —1.019717
u1(+0.00,40.25) 0.000000 0.000000 0.000000
u1(—1.00,40.25) 1.019716 1.019717 1.019717
u2(—1.00,—0.25) 0.030349 0.030349 0.030349
u2(+0.00, —0.25) —2.009084 —2.009085 —2.009085
u2(+1.00, —0.25) 0.030349 0.030349 0.030349
u2(+1.00,40.25) 0.030349 0.030349 0.030349
u2(40.00, 40.25) —2.009084 —2.009084 —2.009085
u2(—1.00,40.25) 0.030349 0.030349 0.030349
04 —
O.Zi //\\\\\\ 74~¥///// \\
o \
02— 1 Y
04 _] - T -
0° | | | |
1 0.5 0 05 1
Figura 7.8: Configuragdo indeformada (- ) e deformada (------ ) do problema viga sob flexdo pura.

noés e pontos de integracao tem sobre o tempo de processamento.

Atraves da Figura (7.9) observa-se que o tempo de processamento aumenta de forma quadréatica

com o nimero de pontos de integragdo. O tempo de processamento também varia linearmente com

o numero de nés utilizados na discretizacao do problema. Ainda, observa-se uma variacao linear do

tempo de processamento em relacdo ao ntmero de nicleos de processadores.

300

0 T

100

I \\HH‘

1000

10000

Pontos de integracao

(a)

300

200 —

Tempo (s)
\

100 —

°f

100

1000
Pontos de integracao

(b)

10000

Figura 7.9: A figura mostra o tempo de processamento para (o) 12 nds, () 20 nés e (o) 28 nds variando a
quantidade de pontos de integrag¢io com: (a) processamento single-thread; e, (b) processamento multi-thread.
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Desta forma, é possivel propor uma equagao para estimar o tempo de processamento através
do Método dos Elementos de Contorno Anisotrépico em funcdo do namero de nés, quantidade de
pontos de integracdo e nimeros de nicleos de processadores.

Atraveés dos dados obtidos dos diversos exemplos analisados neste trabalho (Apéndice E) chegou-

se a seguinte equacao geral para estimar o tempo de processamento:

T(Npa, Nnp, Nnos) = (CiNpg + CoNpe + C3)(CyNyp + Cs)(CsNnos + Cr) - (7.1)

Em que Npg é o niimero de pontos de gauss, Nyp é o nimero de ntcleos processadores, Nyos
¢ o numero de nds, e Cy - - - C7 sdo constantes.

E importante lembrar que a equacdo acima foi obtida para o algoritmo desenvolvido neste
trabalho e as constantes C1 - - - C7 devem ser determinadas para cada configuragao de hardware.

Ressalta-se a diferenga observada entre o tempo de processamento da formulagao dual anisotré-
pica para a formulacao dual isotropica, a qual, em geral, é cerca de 25% mais rapida. O que ja era
esperado, uma vez que o modelo anisotrépico utiliza-se de varidveis complexas o que requer maior

numero de operacoes algébricas para resolver o mesmo problema.

7.4 Viga Engastada sob Carregamento Uniforme

Considere a mesma viga do exemplo (7.3). Agora, porém, engastada na extremidade direta e

submetida a carregamento uniformemente distribuido de intensidade p = 1.0MPa (Figura 7.10).

X1 X3

X2

Figura 7.10: Viga engastada sob carregamento uniforme.
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A equagdo para tensoes da solucdo analitica (Lekhnitskii, 1968) é

_ qriTy
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3
099 = q<_1+3x2_4x2
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12 27 \4  ?) hen
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) (7 -%)]

Este problema foi discretizado conforme Figura (7.11) utilizando 8 elementos de quarta ordem,

sendo que todos os nés dos elementos I's e 'y tiveram seus deslocamentos em x; e x2 restringidos.
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Figura 7.11: Discretizacdo do problema viga engastada sob carregamento uniforme.

A configuragdo deformada do problema é mostrada na Figura (7.12) com os deslocamentos

ampliados em 10 vezes.

0.4

0 0.5 1 1.5 2

Figura 7.12: Configuracio indeformada (-
carregamento uniforme.

) e deformada (------ ) do problema viga engastada sob

A Figura (7.13) mostra as distribui¢oes de tensoes 011, 092 € 012 na viga.
Agora demonstra-se, numericamente, a vantagem em se aplicar a transformacio nao-linear de
Telles e Oliveira (1994) aos pontos de Gauss e sua melhoria na precisdo da integracao.

Considere a secao da viga em z; = 1.00m para a qual se deseja avaliar o estado de tensoes o1s.
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Figura 7.13: A figura mostra as distribuicées de tensoes, em Pa, para o problema viga engastada sob
carregamento uniforme: (a) o11; (b) o22; €, (c) o12.

A Tabela (7.4) mostra as tensoes o2 obtidas pela solu¢do analitica, pela integracao numérica de
Gauss-Legendre e através da transformacao de Telles.

Observa-se, pela Figura (7.14), que aplicando a transformagao de Telles o erro relativo foi menor
do que o obtido pela integracao numérica convencional para uma mesma quantidade de pontos de
integracao.

E possivel abordar esta técnica por duas 6ticas: uma primeira, seria manter os pontos de in-
tegragao obtendo melhora dos resultados; e, uma segunda, seria reduzir os pontos de integracgao
ganhando em tempo de processamento.

Portanto, a aplicagdo do método de Telles é recomendada tanto pela sua grande facilidade de

implementacao quanto pela melhoria observada nos resultados.
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Tabela 7.4: Tensdes 012 do problema viga engastada sob carregamento uniforme (MPa)

o12(x1, z2) Analitico Gauss-Legendre Telles
o12(1,40.21875) —0.703125 —0.709449 —0.705986
o12(1,+0.18750) —1.312500 —1.319268 —1.315781
o12(1,40.15625) —1.828125 —1.831878 —1.830065
o12(1,+0.12500) —2.250000 —2.248350 —2.249093
o12(1,40.09375) —2.578125 —2.570261 —2.573551
o12(1,+0.06250) —2.812500 —2.799136 —2.804294
o12(1,+0.03125) —2.953125 —2.936128 —2.942140
o12(1,+0.00000) —3.000000 —2.981903 —2.988082
o12(1, —0.03125) —2.953125 —2.936608 —2.942766
o12(1, —0.06250) —2.812500 —2.799877 —2.804979
o12(1, —0.09375) —2.578125 —2.570841 —2.574013
o12(1,—0.12500) —2.250000 —2.248197 —2.249039
o12(1, —0.15625) —1.828125 —1.830408 —1.829271
o12(1, —0.18750) —1.312500 —1.316230 —1.314255
o12(1, —0.21875) —0.703125 —0.705700 —0.704256

1.2%

-0.8%
’ \ \ \ \ \

Figura 7.14: Erro relativo das tensoes o125 para viga engastada sob carregamento uniforme com integra¢ao
numérica de Gauss-Legendre (- ) e Telles (------ ).

7.5 Furo Eliptico em Meio Infinito

Considere o furo eliptico em um meio infinito constituido de mesmo material apresentado no

exemplo (7.3) com tragao uniforme na dire¢ao de 1 de intensidade p = 1.0MPa (Figura 7.15).

L " L3
f—— >
f— B — >
f—— X1 >
fe— >
| >
f— K a >
f——1 >
l—| >

Figura 7.15: Furo eliptico em meio infinito.



7.5 FURO ELIPTICO EM MEIO INFINITO 67

E relevante destacar a importancia do trabalho desenvolvido por Savin (1961) sobre o estudo da
distribuicao de tensdes em volta de furos. A equacio para tensoes, desenvolvida por ele, da solugao

analitica é

011 :p+Re

pbuii 21 _q
(1 — p2)(a +ip1b) \/zl (a? + u3b?)

_ pbu3i 29 _q
(k1 — p2)(a +ip2b) \ /22 — (a® + 1i3b?)

Re pbi cl 1

o9 = -

22 (11 — p2)(a+ipad) \ /22— (a2 + 1i202)

_ pbi 29 1
(11 — p2)(a+ip2b) \ /22 — (a® + p3b?)
pbuit 21
o012 = Re -1
. (k1 — p2)(a +ipad) <\/Z1 (a® + p2b?) )

_ pbpgi 29 1
(11 — p2)(a+ ip2b) \ /22 — (a® + p2b?)

Considerando a = b = 0.1m, este problema foi discretizado conforme Figura (7.16) utilizando
10 elementos quadraticos para discretizar o furo, e 4 elementos quadraticos para discretizar o meio

infinito que considera-se ter 10 vezes a dimensao do furo.

FIZ
157
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I, Ty
e Tio
T 0
T 1—‘11
13 rs I
| I,
I
F14 05m

(a) (b)

Figura 7.16: A figura mostra a discretizag¢do para: (a) o meio infinito; e, (b) o furo.

Para o caso particular de um furo circular, a = b, em meio infinito ortotrépico, o furo se torna

uma elipse com semi-eixos

—a|l4+-2-(1- j
a' a{+EH( i1 — Z,UQ)}

V=a <1 _ p)
VE11 2
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A configuragdo deformada do problema é mostrada na Figura (7.17) com os deslocamentos

ampliados em 1000 vezes.

0.1 —
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0 — . )

~ e
-0.1 —

\ \ \ \
-0.2 -0.1 0 0.1 0.2
Figura 7.17: Configuracao indeformada (———) e deformada (------ ) do problema furo eliptico em meio

infinito.

Neste caso, o erro relativo & solucao analitica para os deslocamentos podem ser calculados

(Figura 7.18).

0.6%

0.4%

0.2%

0%

Erro Relativo

-0.2%

-0.4%

-0.6%

or 0.251 0.5 0.75n 1 1.257 1.5 1.757 2n
Figura 7.18: Erro relativo para os deslocamentos uwy (———) e ug (------ ) do problema furo eliptico em
meio infinito.
A Figura (7.19) mostra as distribui¢oes de tensoes 011 e 022 ao redor do furo circular com seus

respectivos erros relativos para as secoes A-A’ e B-B’.

Os resultados observados, tanto em deslocamento quanto em tensdes, mostraram-se satisfatorios.
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Figura 7.19: A figura mostra as distribui¢des de tensoes em MPa para o problema furo eliptico em meio
infinito: (a) o11; e, (b) 092, com seus respectivos erros relativos para as segoes em x1 =0 e xo =0

7.6 Fratura em Meio Infinito

Por fim, considere o problema do meio infinito com furo eliptico analisado no exemplo (7.5).
Agora, porém, tomando o limite de a — 0. Neste caso, o furo eliptico pode ser considerado uma
fratura em meio infinito e as equacoes para tensoes apresentadas anteriormente permanecem validas.

O método dos elementos de contorno dual prova ser uma ferramenta valiosa na anélise deste tipo
de problema. A fratura pode ser discretizada, conforme a Figura (7.20), utilizando 10 elementos
quadraticos e o meio infinito pode ser discretizado exatamente igual ao exemplo (7.5).

Ao se tomar o limite de A — 0 as equagoes geradas por um ponto fonte em I'y geraria exatamente
as mesmas equagoes que o ponto fonte em I'1p, um ponto fonte em I'y geraria as mesmas equagoes

que um em ['g e assim por diante. Como ja discutido, este problema é contornado adotando-se,
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Figura 7.20: Discretizacao do problema fratura em meio infinito.

por exemplo, nos elementos do lado esquerdo da fratura pontos fontes com a formulacao em forca
de superficie e para os elementos do lado direito da fratura pontos fontes com formulacdo em
deslocamento.

A configuragdo deformada do problema é mostrada na Figura (7.21) com os deslocamentos

ampliados em 1000 vezes.

0.1 —
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Figura 7.21: Configuracio indeformada (- ) e deformada (------ ) do problema fratura em meio

infinito.

A Figura (7.22) mostra as distribui¢oes de tensoes o011 € 092 ao redor da fratura.
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Figura 7.22: A figura mostra as distribui¢oes de tensoes em MPa para o problema fratura em meio infinito:
(a) o11; e, (b) oaa.

As Figuras (7.23) e (7.25) mostram os valores das tensdes 011 e o922 exata e calculada, para
as secoes A-A’ e B-B’ indicadas na Figura (7.22). Enquanto as Figura (7.24) e (7.26) mostram os
valores dos erros absolutos e relativos das respectivas secoes.

E interessante notar que os erros relativos maximos ocorrem nos pontos onde as tensoes deveriam
ter valor nulo e em pontos de concentracao de tensoes.

Para se obter uma melhora nos resultados nas proximidades da fratura é necessario refinar a
discretizacao do problema, bem como aumentar o ntimero de pontos de integragao devido a variagao
brusca de tensoes. Ainda assim, para a discretizagdo grosseira utilizada nesta andlise os resultados

se mostraram satisfatorios.
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Figura 7.28: Tensoes exatas ( ) e aproxzimadas (------ ) de 011 (a) e 92 (b) para a secio A-A’ do

problema fratura em meio infinito.
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Figura 7.24: Erros (a) absolutos e, (b) relativos, das tensées o117 (———) € oag (------ ) para a segdo
A-A’ do problema fratura em meio infinito.
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Figura 7.25: Tensoes exatas (- ) e aproximadas (------ ) de 011 (a) e 022 (b) para a se¢io B-B’ do

problema fratura em meio infinito.
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Figura 7.26: Erros (a) absolutos e, (b) relativos, das tensées o117 (———) € oag (------ ) para a segdo
B-B’ do problema fratura em meio infinito.
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Capitulo 8

Conclusoes

Neste capitulo apresentam-se algumas consideragoes finais acerca do trabalho desenvolvido. E

tendo em vista a continuidade de pesquisas na area encerra-se com sugestoes para futuras pesquisas.

8.1 Consideracoes Finais

O Método dos Elementos de Contorno Dual utilizando a técnica de regularizacao das integrais
improprias através do método da subtracao de singularidade e transformagao de Telles (1987) para
a integracao numérica de integrais quase-singulares apresentou resultados satisfatérios em todos os
exemplos analisados.

Os erros maximos observados coincidem com os pontos onde as grandezas avaliadas admitem
valores absolutos minimos e em pontos onde ha concentragao de tensdes. Uma vez que a ordem de
grandeza dos valores absolutos minimos sao, em geral, pequenos se comparados as valores absolutos
maximos, deve-se dar atencao especial para os pontos de concentracao de tensoes.

Recomenda-se a transformagado de Telles para avaliacdo de integrais quase-singulares pela me-
lhora na precisao dos resultados e principalmente pela sua facilidade de implementacao.

O emprego de elementos descontinuos como descrito por Brebbia e Dominguez (1992) é discutido
e demonstra-se que a técnica de alterar as funcoes de forma dos elementos, nada mais ¢ do que uma,
maneira de lidar com a contribuicao do termo livre em cada né do elemento.

Tomou-se o cuidado de garantir que o algoritmo desenvolvido seguindo os paradigmas da pro-
gramacao orientada a objetos e processamento em paralelo estivesse bem documentado permitindo

sua utilizagao por outros pesquisadores.
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8.2 Sugestoes para Pesquisas Futuras
Como sugestao para pesquisas futuras acredita-se ser relevante destacar alguns itens:

e Método dos Elementos de Contorno Dual Anisolrépico Tridimensional. Muitos problemas
reais de engenharia sdo tridimensionais. A formulagao tridimensional do MEC teria aplica¢oes

praticas.

o Quadraturas especiais para avaliacao de integrais imprdprias. Um grande desvantagem do
MEC ainda é sua performance. Quadraturas especiais para integragdo de integrais singulares e
quase-singulares poderiam, além de melhorar os resultados, otimizar a performance (Noronha,

1998).

e Processamento massivamente paralelo. A producdo de threads como apresentado neste tra-
balho consome muito recurso somente para que o sistema possa gerencia-los. Apesar desta
técnica apresentar ganhos de performance expressivos, ela ainda nao é a melhor alternativa.
Atualmente estao sendo desenvolvidos placas graficas com centenas de processadores que per-
mitem a criacdo e processamento de milhares de threads simultdneas sem o contratempo de
gastar recursos do sistema para gerencia-las. Essa solucdo é a evolucao natural dos atuais

algoritmos multi-threads (Kirk e Hwu, 2010; Sanders e Kandrot, 2010).

e Projeto de cddigo livre. A criagdo de um projeto de codigo livre colaborativo evitaria muito
do retrabalho que a maioria dos pesquisadores que se iniciam na area tem, além de gerar um

projeto que abrangeria cada vez mais problemas da engenharia (Wieleba e Sikora, 2009).



Apéndice A

Delta de Dirac

Considere a fungao g(z) da Figura (A.1) definida para todo z

g(x)a

1
“€
-€ € X
Figura A.1: Delta de Dirac.
A expressdo desta funcao é
0 se x < —¢,
e%(m—&—e) se —e<z<0,
g9(x) =
E%(e—x) se 0<uz<eg,
0 se x> e,
Essa fungdo é integravel e o seu resultado é independente de €
400 2 € 2 1'2 €
/ g(x)dzx = 2/(6—:U)d$:2|:$€—:| =1
s € Jo € 211
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No limite em que € — 0 a funcao g(x) se torna o delta de Dirac

lim g(x) = 8 o) (A4.3)
Com as propriedades:

1. §(x —x0) =0 se x # xp;

2. 0(x —x0) = +o0 se x = xp;

w

T8 — wo)dx = 1;

W

T F@)d(x — wo)da = f (o).

A propriedade (1) e (2) sao imediatas ao se considerar o limite da definicdo do delta de Dirac
da equagao (A.1). Estas duas propriedades sdo importantes na mecanica das estruturas pois sao a
definicao de uma carga concentrada de valor unitario (Strichartz, 1994).

A propriedade (3) pode ser deduzida de forma analoga ao feito na equagao (A.2). E a propriedade
(4) pode ser demonstrada.

Desde que o delta de Dirac é zero para todo x # xg, o intervalo de integracdo pode ser avaliado

em um intervalo infinitesimal, €, em volta de xg

+oo To+e€
/ f(z)é(x — xp)dx = / f(@)d(x — xo)dx (A.4)

—00 0—€

Podemos considerar a fungao f(z) constante no intervalo de integracao e, portanto, ser retirada

da integral.
xo+e€

Tote
/ F@)5(x — 20)dz = f(z0) / 5z — z0)dz (A.5)
Tro—€ ro—€

Da propriedade (3) temos que a integral do lado direito é igual a 1, demonstrando a propriedade
(4). Esta propriedade, conhecida como propriedade de selecao, é muito importante pois permite

lidar com a integral de dominio que surge no desenvolvimento da formulagdo das equagdes integrais

de contorno.



Apéndice B

Subtracao de Singularidade para

Elemento Linear

Considere o elemento linear da Figura (B.1) com nés 1 e 2 de coordenadas (x1,z3) e (22, 23),

respectivamente. Para este elemento pode-se escrever as fungdes de forma ¢'(€) e ¢?(€), como

mostrado.

o'=1=8 2= &1
2 2
(x1.%2) (x1.x3)
NG1*® ‘N2 — o
; L +
E=—1 £ E=+1

Figura B.1: Parametrizacao elemento linear.

E facilmente demonstrado que o Jacobiano da parametrizacao e as componentes do versor normal

ao elemento sao dados por

J=1/2
$1—1’2
ny = 2L 2
2 1
ry — T
no = 1L 1

Desta forma, pode-se proceder com a aplicagdo do método da subtracao de singularidade para o
caso particular de elementos lineares. Analisando-se as integrais para cada um dos nos, em separado,
0 processo torna-se extremamente simples.

Considere a equagao geral para regularizacao da integral com singularidade do tipo In|r| abaixo
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1 1
][ P OHUL(E,€)T(&)dE =t / Ui (€,0)[8'(£) T (€) — ¢'(€) T (€))de
-1 -1 (B.1)

1
+ ¢l(§’>ti~J<§’>][ Ui

Substituindo-se as equagbes da funcdo de forma, o jacobiano, vetor normal e da equacdo da
solucao fundamental na equacao acima pode-se proceder com sua integragao.
Considerando-se inicialmente o né 1, para a primeira integral do lado direito, tem-se

1
it / UGO8 O7(6) = 61(¢)T(€)de =

tlg {/l 2Re |:qi1Ak1 In (g\ﬁ - fl‘ <$% ; l’% +M1x% $% >:| |:1_£ - 1- €I:| d€ <B2)

2], 2 2
1 L 2 .1 1 1— 1— !
a2 ) 565 )

Integrando analiticamente, tem-se

1
i / UL 9161 7(6) = 1) (¢l =

et e (T ety )) ]
-1

2 .1 2 .1
v oo (25252 -]

+1

(B.3)

+1
Apos algumas simplificagoes algébricas, tem-se

1
i / UG 9161 (©7(6) = 01 (€) T (€)1ds =

L 1-¢
— tzlz {Re |:Qi1Ak1 |:(1 + 6,2) ln (1 T 2/:> + 25/

22 _ ol 22 gl 2
—4¢'In ((1—.5’2)< 12 L+ 22 2) )” (B.4)

+ Re |:ql‘2Ak2 [(1 + 5/2) In <H I_ §/:> + 2§I

2
—4¢'In ((1 e (33%;90% +‘u2x%;x%> )”}

Para a segunda integral do lado direito, pode-se aplicar a equagdo (5.18) resultando em

(1_25)LRe (41 Ak (VPCY) + qinAka(V PCy)] (B.5)

14l / ! * (¢l _ 4l
o () J(E)F Up(&,9dE =t;
1
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Em que

2 .1 2 _ .1

2 2
2 .1 2 1
sa-om (=g (g8 2T 2) ) S+ a-¢)
(B.6)
/ / x%_x% m%_x%
L Y (N e ).
2 1 2 1

Lo — Ty

ra-om (=g (T8 2T 2) ) S+ - ¢)

Agora, considere a equacio geral para regularizacio da integral com singularidade do tipo |r|~!

abaixo

1
][_ T ) (e

1
— / TH(EOIETE) - )TN (B.7)

1
() ][ T )

Novamente, considerando-se as expressoes do Jacobiano, fungdes de forma e vetor normal para

o n6 1 e substituindo-as na primeira integral do lado direito da equacao (B.7), tem-se

1
! / THE I €)7(6) — 91l

i g+1  ¢-1 (B8)
= —ulRe[gn A i A -
u; Re [gi1 Akt + gi2 Aga) ST + el
Enquanto para a segunda integral do lado direito da equacao (B.7) tem-se
1
o' (fl)uilef(ﬁl)][ Tyi(€',€)dé = ujRe [V PC(gin A1 + gi2Aka)] (€ — 1) (B.9)
-1
Em que
VPC=In(1-¢)—In(1+¢) (B.10)

Para se obter as equagoes referentes ao né 2, basta proceder de forma analoga ao demonstrado
anteriormente. Porém substituindo ¢'(¢’) por ¢?(¢').

Observa-se que mesmo para um elemento simples, como o elemento linear, ja torna-se complexo
avaliar todas as integrais analiticamente.

Ao contrario da formulacao isotropica, a formulacdo anisotropica envolve expressoes mais com-

plexas que tornam a integracao analitica de todas as integrais impraticavel.
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Acredita-se que através da ilustragio apresentada neste apéndice tenha-se esclarecido a vantagem
da estratégia de solucao apresentada no Capitulo 5. Avaliando-se os termos singulares analiticamente
através do valor principal de Cauchy e parte finita de Hadamard, e as integrais regulares, que seriam
impraticaveis de se integrar analiticamente, através de uma quadratura numérica. Essa estratégia,

além da simplicidade, permite a generalizacao da ordem de aproximagao dos elementos utilizados.



Apéndice C

Tensoes Sobre o Contorno

Os métodos para a obtencao das tensdes no contorno podem ser divididos em dois grupos:

1. Solucao das integrais de tensédo sobre o contorno;

2. Utilizagao da solugdo do problema em deslocamentos e forcas de superficie e aplicagdo dos

conceitos da teoria da elasticidade.

O primeiro método s6 pode ser aplicado sobre superficies suaves. Assim, os nés de extremidade
devem ser deslocados para o interior dos elementos através da alteracao das funcoes de forma. Além
dessa particularidade, o método tem o inconveniente de ser computacionalmente caro.

O segundo método tem aplicagdo direta e geral. Sendo por isso adotado neste trabalho. Diversos
trabalhos como Zhao (1995), Chen (2000) e Miranda-Valenzuela et al. (2003) tratam do assunto
para o caso particular de material isotropico. Aqui serd apresentado o segundo método para o caso
geral de anisotropia.

Considere o elemento da Figura (C.1) para o qual sdo conhecidos todos os valores de desloca-
mentos e forcas de superficie referentes ao sistema de coordenadas global x1 e x5.

As deformagdes €11 e £99 para qualquer ponto sobre o contorno podem ser calculadas em funcgéo

da coordenada paramétrica do elemento por

T 10} 2!

511(5) = J’éf) l,j((i)) 1 (C.la)
X qb ZCl

522(5) ;"ééi) l,j((i)) 2 (Clb)

Este método se baseia na propriedade de invaridncia do tensor de tensées. Portanto, podemos
transformar estas deformacées e forcas de superficie para o sistema de coordenadas local 2} e ),

do elemento (Figura C.2) pelas seguintes rotagoes
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t

N6 1

N6 2
X1

Figura C.1: Elemento com grandezas referentes ao sistema de coordenadas global.

X2

t2 Va
)

N6 1

X2
+
-
X1
+>
<

Figura C.2: Elemento com grandezas referentes ao sistema de coordenadas local.

iy (€) _ n1(§)  n2(§) u11(§) (C.2a)
uss(§) | —n2(8) m(€)| | u22(€)
a@| [m© me M(o .
t5(§) _—712(5) nl(ﬁ)_
T
¢y €2 ni(§) n2(§) Of e ez cig n2(§) 0
Clo Chy Chg| = |—n2(§) n1(§) Of |ciz co2 cas| |—n2(§) ni(§) O (C.20c)
Ao Che Chs 0 0 1| |cig c26 co6 1

Observe que para o caso anisotrépico devemos rotacionar a matriz de coeficientes elasticos
também. Se recordarmos a equagio (3.32) de forca de superficie iremos perceber que t) = o}, e

th, = oy. Aplicando-se a equacdo de deformagoes (3.10b) aos deslocamentos uj, (&) é possivel obter
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as deformagoes €54(&) e aplicando a lei de Hooke seremos capazes de obter o,
R | / / / / /
€22 = O11C12 T 092C9 + T12C26 (C.3)

Onde podemos evidenciar o), da forma

1
0/22 = o (5/22 - 0110/12 - 0120/26) (C4)
22

E finalmente podemos obter o tensor de tensdes rotacionando o sistema de coordenadas local

de volta para o sistema de coordenadas global

T
o1 012 ni(§)  na(€) oy ol ni1(§)  n2(§)

o12 0922 —n2(§) n1(§) ol Oy | |—n2(&) n1(§)

Resultando no tensor de tensoes sobre o contorno do elemento.
E importante observar que este método é valido para elementos de qualquer ordem com qualquer

tipo de anisotropia e pode facilmente ser ampliado para problemas tridimensionais.
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Apéndice D

Erro Absoluto e Relativo

e FErro Absoluto. O erro entre a solucao exata u e o valor aproximado @ é dado por

Errogps = |0 — ul

e FErro Relativo. Seja 4 uma aproximacao de x # 0, entao o erro

U — U
Erroqe = 7| ] |

é chamado de erro relativo de .

89
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Apéndice E

Dados do Tempo de Processamento

Tabela E.1: Tempo de processamento para formulag¢do em deslocamento (ms)

N Pontos SingleThread MultiThread

de Gauss 15 N6 20 Nos 28 Nos 12 Nés 20 Nos 28 Nos
100 1321 2667 4680 909 1348 2036
200 1888 3938 7909 - 1759 3067
400 2721 6975 14750 - 2567 5180
600 3707 10122 22444 - 4199 6949
800 4679 13891 30023 - 4740 8390
1000 5999 18176 38401 2172 5808 10045
2000 12083 44153 87246 3902 10557 18750
4000 32718 123938 - 8032 25155 42879
6000 62980 245958 - 14086 46204 76132
8000 102957 - - 20747 - -
10000 152763 - - 30525 - -

Tabela E.2: Tempo de processamento para formulacdo em for¢a de superficie (ms)

N° Pontos SingleThread MultiThread

de Gauss 19 Nes 20 Nos 28 Nes 12 Nos 20 Nos 28 Nos
100 1268 2742 5090 944 1326 2143
200 - 4140 8339 - 1826 3209
400 - 7385 14952 - 2950 5310
600 - 10785 22471 - 4002 7367
800 - 14446 30244 - 5093 8950
1000 6444 18395 38528 2286 6268 10897
2000 13189 43329 87251 4184 11263 19479
4000 33098 122353 - 8529 25646 43931
6000 63770 - - 14367 - 77292
8000 104319 - - 22118 - -
10000 155173 - - 32128 - -
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