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RESUMO
AMORIM, D. L. N. F. (2012). Formula¢des hibridas ¢ mistas para o método dos elementos

\

finitos generalizados: aplicacdo a mecanica do dano. Dissertagdo (Mestrado) — Escola de

Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos.

A formulagdo convencional do Método dos Elementos Finitos (MEF) baseada em
aproximacdo do campo de deslocamentos apresenta limitacdes conhecidas como, por
exemplo, em problemas que envolvam regides com singularidade e problemas de elasticidade
quase incompressivel. Quando a utilizagio do MEF convencional inclui a andlise de
propagacdo de fissuras ou de dano evolutivo, faz-se recurso a mudanga continua da rede de
elementos finitos, tornando as simulagdes onerosas em termos computacionais. Assim,
justifica-se a procura por metodologias que combinem boa capacidade de aproximagdo com
baixo custo computacional. Neste trabalho as formulagdes estudadas sdo dos tipos hibrido-
mista e puramente mista, ambas combinadas com técnicas de enriquecimento das solucdes
proporcionadas pelo Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). A metodologia
numeérica resultante ¢ aplicada as andlises de solidos em regime de ruptura modelados pela
Mecanica do Dano. Vale ressaltar que a aproximagdo do campo de tensdes, dada por estas
formulagdes ndo convencionais, pode permitir melhor estimativa da danifica¢do da estrutura,
frente ao MEF convencional. Isto se d4 porque os critérios de danificacdo empregados sdo
quase sempre baseados na estimativa do campo de tensdes atuantes. Nas andlises numéricas,
aplica-se uma estratégia incremental-iterativa convencional e propde-se uma estratégia
simplificada ndo iterativa, que permite uma estimativa do dano utilizando-se os resultados de
uma analise linear. O trabalho ¢ finalizado com a comparagdo entre resultados de simulagdes
desenvolvidas mediante as estratégias simplificada e ndo linear completa, comprovando-se
que o modelo simplificado pode ser empregado nas situagdes de dano localizado em pequenas

regides do dominio.

Palavras-chave: Formulagdes ndo convencionais em elementos finitos, enriquecimento

nodal, Mecanica do Dano.






ABSTRACT
AMORIM, D. L. N. F. (2012). Hybrid and mixed formulations to the generalized finite

element method: application to damage mechanics. MS.c. Thesis — Sdo Carlos School of

Engineering, University of Sdo Paulo, Sdo Carlos.

The conventional Finite Element Method (FEM) based on displacement field
approximation presents limitations e. g. problems involving regions with singularity and
problems of quasi-incompressible elasticity. When the conventional FEM utilization includes
the crack growth analysis or damage evolution is made resort of the continuous change of
finite element mesh, rendering costly simulations in computational terms. Thus, it is justified
the search of methodologies which combine good approximation capacity with low
computational cost. In this research the studied formulations are of hybrid-mixed and purely
mixed types, both combined with enrichment techniques of solutions offered by the
Generalized Finite Element Method (GFEM). The numerical resultant methodology is applied
to solid analyses in rupture regime modeled using Damage Mechanics. It is noteworthy that
the approximation of stress field, given with these nonconventional formulations, may allow
better damage estimative of structure, compared to conventional FEM. This is because the
employed damage criteria are almost always based on active stress field estimative. In the
numerical analyses it is applied a conventional incremental-iterative strategy and it is
proposed a non-iterative simplified strategy which allows damage estimative using the results
of a linear analysis. The research is finalized with the comparison between results of
developed simulations through the simplified and nonlinear strategies, proving that the
simplified model may be employed in situations where the damage is located in small regions

in domain.

Keywords: Nonconventional formulations in finite elements, nodal enrichment, Damage

Mechanics.
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Introdugao

1 Introducio

1.1 Consideracdes iniciais

Em qualquer ramo da engenharia é fundamental o entendimento e a consideragdo do
comportamento dos materiais que compdem determinada estrutura. Diversas estruturas, como
edificios, carros, pontes, avides, navios e proteses substitutivas de ossos humanos, entre
outros inimeros exemplos de vérias dreas da engenharia, tém formulacdo matemadtica dos seus
respectivos materiais baseada em modelos mecanicos-estruturais que procuram se aproximar
a realidade.

A modelagem matematica do comportamento de sdlidos e estruturas envolve a
interagdo de trés grandezas: os deslocamentos (u), as tensdes (o) e as deformagdes (¢);
seguindo uma abordagem conceitual pela Mecanica do Continuo. O denominado Problema de
Valor de Contorno (PVC) reune restrigdes sobre os deslocamentos, as deformacdes e as
tensOes, formalizadas pelas relacdes de equilibrio, de compatibilidade, leis constitutivas e
condigdes de contorno.

Mediante a adog¢do de hipoteses simplificadoras, solugdes analiticas podem ser obtidas
somente para um pequeno numero de problemas. J4 o emprego de métodos numéricos permite
a obtencdo de solugdes aproximadas para toda uma classe de PVC. Estas sdo obtidas a partir
de um modelo discreto concebido com o objetivo de determinar os deslocamentos (u), as
tensdes (o) e as deformagdes (¢) em um numero finito de pontos. Dentre os métodos
numéricos, o Método dos Elementos Finitos (MEF), em sua formulagdo em deslocamentos, ¢
um dos mais difundidos para aplicagdo e resolugdo de forma aproximada de PVC. Na
verdade, a formulagdo em deslocamentos decorre da forma como ¢ expresso o PVC, sendo
independente do MEF. Neste trabalho o MEF ¢ entendido como o resultado da aplicagdo de
uma técnica sistemdtica para geracdo de fungdes interpoladoras em diferentes formas
variacionais que o PVC pode ser expresso. As formas ditas variacionais podem estar
associadas a um principio variacional, como o Principio da Minima Energia Potencial e o
Principio da Minima Energia Complementar, ao Principio dos Trabalhos Virtuais, ou mesmo
a ponderagdo da forma forte do modelo estudado.

A formulacido em deslocamentos do MEF, apesar de bastante utilizada, caracteriza-se
pela crescente perda de precisdo nas ordens superiores de derivadas da fun¢do aproximativa.

A solugdo final do campo de tensdo de uma analise linear, por exemplo, pode apresentar baixa
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precisdo, pois depende de derivadas da solu¢do em deslocamentos. Por outro lado, ¢ bastante
custoso obter respostas com a formulacdo cldssica para problemas que envolvam regides com
singularidade e problemas de elasticidade quase incompressivel, conforme justificam Szabd e
Babuska (1991) e Bathe (1996). Além disso, a solugdo obtida pelo MEF classico também

pode ficar comprometida quando se empregam elementos com formas distorcidas.

1.2 Justificativa

A andlise de meios fraturados via elementos finitos tem sido motivo de diversos
estudos nas ultimas décadas. A formulacdo classica do MEF para este tipo de andlise pode-se
mostrar computacionalmente inviavel, pois a depender do problema, como o de propagagao
de fissuras, ha a necessidade de mudancas continuas da rede de elementos finitos. Assim, o
estudo de formulagdes ndo convencionais para resolu¢do deste problema tem por objetivo
desenvolver metodologias que combinem boa capacidade de aproximagdo com baixo custo
computacional. Neste trabalho sdo abordadas duas formulagdes ndo convencionais, sendo
uma do tipo Hibrido-Mista e a outra puramente Mista.

Ambas as formulagdes tém como principais vantagens: a possibilidade de
aproximagao independente dos campos em deslocamentos e tensdes envolvidas no PVC, e a
escolha de diferentes graus de aproximagdo destes campos. Tais formulagdes sdo ditas mistas
porque se fundamentam na aproximacdo direta de dois campos incompativeis no dominio
(tensdes e deslocamentos). Ja a primeira delas também se caracteriza como hibrida porque no
contorno do problema sdo feitas aproximagdes para deslocamentos. Tais formulagdes também
podem ser ditas ndo convencionais por ndo serem necessariamente baseadas em algum
principio variacional. De fato, todas podem ser obtidas a partir do método dos residuos
ponderados.

Tendo em vista as andlises em regime de ruptura (nesse sentido, adianta-se que neste
trabalho propde-se, ainda, uma técnica simplificada para estimativa da danificagdo do
elemento estrutural a partir de uma andlise puramente eldstica), vale ressaltar que a
aproximagao do campo de tensdes, por estas formulacdes, pode permitir melhor estimativa da
danificacdo da estrutura, frente ao MEF convencional. Isto se d4 porque os critérios de
danificacdo empregados na andlise da capacidade resistente do elemento estrutural sdo quase
sempre baseados na estimativa do campo de tensdes atuantes.

Por outro lado, o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) pode ser
entendido como uma combinagdo da forma classica do MEF com técnicas dos métodos sem

malha, especificamente a estratégia de enriquecimento da aproximagdo adotada no Método
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das Nuvens Ap. Neste, a constru¢do do modelo discreto ¢ gerada a partir de pontos nodais
dispersos no dominio, sem nenhuma conectividade. A principal caracteristica do Método das
Nuvens /p € que o enriquecimento das fungdes de aproximagao ¢ realizado sem a necessidade
de introduzir novos pontos nodais ao dominio. O MEFG surgiu também na tentativa de
superar alguns entraves dos métodos sem malha, tais como dificuldades na imposi¢do das
condi¢des de contorno na forma fraca do problema e no controle do erro da integragdo
numgérica.

Neste trabalho, explora-se a técnica de enriquecimento nodal do MEFG nas
formulagdes ndo convencionais em estudo ¢ desenvolve-se sua aplicagdo para andlises nao
lineares associadas a processos de danificacdo. A extensdo aos problemas ndo lineares ¢
limitada a uma metodologia simplificada, de forma também a compatibilizar o contetido e

complexidade da pesquisa com os prazos regimentais para o mestrado.

1.3 Objetivos

Este trabalho tem como objetivo principal contribuir com o estudo de formula¢des ndo
convencionais do Problema de Valor de Contorno (PVC), combinando-as com técnicas de
enriquecimento nodal caracteristicas do Método dos Elementos Finitos Generalizados
(MEFG). As aplicagdes consideradas incluem problemas com singularidade nos campos de
tensdo induzidas por descontinuidades geométricas combinada com uma abordagem
simplificada de sélidos com defeitos distribuidos, a luz da Mecanica do Dano.

Avaliam-se, inicialmente, os desempenhos das formula¢des nido convencionais,
hibrido-mista e puramente mista, avaliados seja em relagdo ao emprego de diferentes funcdes
enriquecedoras para analises planas, quanto as condi¢des de convergéncia para uma solugdo
de referéncia adotada. Posteriormente, avalia-se até que ponto a andlise simplificada de dano,
proposta neste trabalho, serve como estimativa da perda da capacidade resistente da estrutura,

dispensando uma analise ndo linear completa.

1.4 Estrutura da dissertacio

Apods esta introducdo ao trabalho, apresentam-se algumas relagdes basicas da
elasticidade linear (capitulo 2) para suporte as dedugdes das formulagdes ndo convencionais
adotadas (capitulo 3).

Em seguida, os métodos sem malha sdo brevemente conceituados (capitulo 4),
enfatizando-se o conceito de fungdes de enriquecimento nodal do Método das Nuvens /p

(item 4.1) e a base tedrica do MEFG (item 4.2).
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O capitulo 5 diz respeito a Mecanica do Dano, destacando-se os principios
termodindmicos de interesse (item 5.2) e uma técnica desacoplada simplificada para
estimativa da danificagdo (item 5.4).

Alguns exemplos numéricos sdo apresentados no capitulo 6 e as conclusdes do

trabalho reunidas no capitulo 7.
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2 Relacdes essenciais da elasticidade linear

O equacionamento aqui apresentado refere-se a problemas de interesse regidos pela
Teoria da Elasticidade Linear, dentro dos limites dos pequenos deslocamentos e deformagoes.
Neste trabalho, considera-se o material como um meio elastico com isotropia. Para aprofundar
os conceitos na Teoria da Elasticidade Linear, sugerem-se obras como Timoshenko e Goodier
(1980), Valliapan (1981) e Xu (1992). Para a apresentacdo das relagcdes de interesse utilizar-
se-4 a notag@o matricial e, em alguns momentos, a notacdo indicial proposta por Einstein.

Considere-se um corpo que pode ser descrito no plano cartesiano ocupando um
dominio, ou regido, Q e limitado por um contorno regular I'. Este pode ser dividido em I, e
I;, que sdo as regides do contorno aonde se prescrevem deslocamentos e forgas de superficie,
respectivamente. Essas duas partes sdo ditas complementares, poisI' = I, Ul e [, N[} =
@. Assim, o corpo pode ser submetido a for¢as de volume b, distribuidas em Q, ¢ por forgas
de superficie t, distribuidas em T, conforme exemplifica a Figura 2.1. Vale salientar que,

matematicamente, os pontos do contorno (superficie) do corpo ndo pertencem ao seu dominio.

Figura 2.1 — Corpo elastico submetido a for¢as de volume e de superficie, e a representagdo das partes

complementares do contorno.

O equacionamento do problema eldstico linear pode ser dividido em relagdes
constitutivas, de equilibrio e de compatibilidade. As relagdes constitutivas, de forma geral,

sdo representadas pelas eq.(2.1) e eq.(2.2):

_ 0 0
aij = Dijia(era — €) + 0} 2.1)
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&ij = fiji(on — 0f) + &) (2.2)

onde i, j, k € [ sdo valores inteiros entre 1 ¢ 3. Nas equagdes observa-se que D;jy; € fiji sdo,
respectivamente, as componentes cartesianas dos tensores constitutivos de rigidez e de
flexibilidade de quarta ordem; o;; € a componente cartesiana do tensor de tensdes de segunda

0

ordem; &;; ¢ a componente cartesiana do tensor de deformagdes de segunda ordem; oy 2

€ &
sdo componentes cartesianas dos tensores de segunda ordem de tens@o e deformagdo iniciais,
respectivamente.

As relagdes de equilibrio s3o dadas pela eq.(2.3):
Gij,j + bi =0 (2.3)

onde b; ¢ componente cartesiana do vetor das forcas de volume. As relagdes de

compatibilidade sdo expressas conforme a eq.(2.4):

1
%=§@u+%0 @9

onde u; ¢ componente cartesiana do tensor de primeira ordem dos deslocamentos. Vale
ressaltar que a estas equacdes acrescentam-se as condicdes de forga ou deslocamento
prescritas no contorno.

Para o caso particular de estado plano de tensdo, as relagdes constitutivas, de
equilibrio e de compatibilidade sdo facilmente expressas em notacdo matricial, valendo-se da
hipdtese de material eldstico linear isotropo, previamente admitida. Isto porque se adota a
representacdo de matriz quadrada aos tensores de quarta ordem, e de matriz com coluna tnica
(vetor) aos tensores de segunda ordem.

Assim, a lei constitutiva passa a representacdo a seguir:

o =D(e—¢gy) + 0 (2.5)
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€= f(o—o0py) + ¢ (2.6)
sendo:
Oy Ex E 11) 1{ 8 1 1 —V 0
=10 €=4¢ = f==|-v 1 0
- Y 0 - Y O 1 _ U2 1 —vl) - E
Txy Vxy 0 0 > 0 0 2(1+4+v)

onde E ¢ o mddulo de elasticidade e v ¢ o coeficiente de Poisson. Vale lembrar que para o

caso particular de Estado Plano de Deformagdes (EPD), basta substituir:

v E
1—-v 1 — p2

e
Il

L=

nas relagdes dadas para o Estado Plano de Tensoes (EPT).
As relagdes de equilibrio, para a representacdo bidimensional, passam a ser expressas

como abaixo:

9 9
Lo+b=0 aL=|% W ma @.7)

o 3 2

dy 0x

sendo L um operador diferencial de divergéncia (LT é um operador gradiente) e b é o vetor de

forcas volumicas. As relagdes de compatibilidade sdo expressas conforme a eq.(2.8):

e—LTu=0 ,em Q (2.8)
ux . . .
sendo u = {u } o vetor de deslocamentos. As condi¢des de contorno na elasticidade plana
y

Sao:

u-u=0 ,emT, 2.9)
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t—No=0 .,eml; (2.10)
n, 0 ny1, . )
onde N = [ 0 n n ] ¢ a matriz construida com as componentes do vetor n normal ao
y X
_ : (I
contorno, U ¢ o vetor dos deslocamentos impostos em I, e t = F(¢o vetor das forgas
y

superficiais aplicadas em I}.
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3 Formulacées nao convencionais em elementos finitos

As formulagdes em elementos finitos apresentadas neste capitulo sdo ditas ndo
convencionais porque ndo se baseiam em principios variacionais, mas sim no Método dos

Residuos Ponderados.

3.1 Formulacido Hibrido-Mista para elasticidade plana

Neste item apresenta-se a Formulacdo Hibrido-Mista para Mecanica dos Solidos e das
Estruturas. De acordo com Gdis (2009), admite-se neste desenvolvimento que as condi¢des no
contorno de Dirichlet (em deslocamentos) sejam atendidas em forma forte e todas as outras
relacdes impostas em forma fraca, mediante ponderagdes. Na primeira delas (eq.(3.1)) estdo
reunidas as condi¢des de compatibilidade e constitutiva, na segunda (eq.(3.2)) a condicdo de

equilibrio no dominio e na terceira (eq.(3.3)) as condi¢des de contorno de Neumann (em

tensoes).

fﬂ SmT(L'u — fo)dQ =0 3.1

fﬂ §pT(Lo + b)dQ =0 (3.2)
. Sr’(t—No)dlr =0 (33)

Aplicando-se o Teorema de Green na primeira integral da eq.(3.1), obtém-se:

f (L6m)TudQ + f SmTfodQ — f (NSm)TupdrIl — f (NSm)Tudr =0 G4
Q Q ¥

t Iy

Na relacdo anterior estdo destacados os campos independentes, que justificam a
denominacdo de formula¢do hibrido-mista: deslocamentos e tensdes no dominio Q, e
deslocamentos na parte I; do contorno. Admite-se, portanto, que as aproximagdes para

deslocamentos no dominio e no contorno sdo diferentes, pois ambos os campos sdo
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compatibilizados em forma fraca mediante a relagdo anterior; e que as tensdes ¢
deslocamentos no dominio sdo incompativeis. Em termos gerais, nos contornos as grandezas
desconhecidas podem ser aproximadas de forma independente das aproximagdes adotadas no
dominio. Como nos contornos T}, e I; do dominio Q s3o conhecidos U e t, respectivamente,
neles sdo aproximadas, também respectivamente, as grandezas t ¢ u.

As aproximagdes para os campos incognitos sdo dadas a seguir, assim como as

ponderagdes adotadas:

6 =S80Sq (3.5)
u="Uqqq (3.6)
ur = Ur,qr, (3.7
om = Mgémyg (3-8)
8p = PoSpg (3.9)
or = th51'rt (3.10)

sendo sq o vetor dos parametros de tensdo associados as fungdes de aproximagao dos campos
de tensdo em Sgq; qq o vetor dos parametros de deslocamento associados as fungdes de
aproximagdo dos campos de deslocamento Ug; € qr, € 0 vetor que agrupa os graus de
liberdade generalizados associados a matriz das fungdes de aproximagdo do campo de
deslocamento no contorno Ur,.

Substituindo-se essas aproximagdes no conjunto de relagdes ponderadas e admitindo-
se que 0s campos virtuais dmg, 8pg € Ory, sdo compativeis € homogéneos nas condigdes de

contorno essenciais, obtém-se o seguinte sistema:
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( J M (fSq) dQ f (LMg)"UqdQ —| (NMg)TUpdr
Q Q I sq er,
f Py (LMg) dQ 0 0 {%}: —Qq G.1D)
Q ql"t _Ql}
- f Rf,(NM) dr 0 0
I
onde
er, = J (NMg)Tudr (3.12)
I‘l.l
Qg=f PlbdQ (3.13)
Q
Qrt=] RLEdl (3.14)
I

Como se observa, o sistema apresentado ndo ¢ simétrico. Esta condi¢do pode ser

alcangada se forem aplicadas restricdes tipo Galerkin sobre o conjunto de fungdes de

aproximagao:

Mg = S (3.15)
Py =Ug (3.16)
Rr, = Ur, (3.17)

Assim, o sistema resolvente passa a apresentar formato simétrico:
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F  Ag —Ap] sq

A 0 0 {CIQ

—-Af, 0 0 |\r
onde

F= f SofSq dQ
Q
AQ :.I- (LSQ)TUQdﬂ
Q

Ar, = | (NSo)"Urdr
I

er, = j (NSg)Tudr
Iy

Qq = j UlbdQ
Q

Qr, = f Urtdr
T;

t

(3.18)

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

(3.23)

(3.24)

Ao se introduzir a discretizagdo do volume  em elementos, para cada um definem-se

aproximagdes aos campos independentes de tensdo e deslocamento. Assim, dentro do

dominio do problema aparece uma nova parte do contorno, chamada de contorno interno ou

entre elementos (I;). Neste, os campos de deslocamentos ¢ forgas precisam ser

compatibilizados com os campos internos dos elementos adjacentes. Assim sendo,

individualizam-se novas incdgnitas que podem ser aproximadas como campos independentes

em Ij.

Em geral, as variaveis discretizdveis para o elemento de volume Q e contornos I}, I, e

I'; (Figura 3.1), sdo:



13

Formula¢des ndo convencionais em elementos finitos

0o = SQ_SQ , €m Q (3.25)
u= UQqQ , €m Q (3.26)
Ur = Urtqrt , em rt (3.27)
tru = Wrup['u , em Fu (3.28)
ur, = Urqr, ,emT; (3.29)
tri = Wl-.ipl-.i R em ri (330)
r,
+
N Ir
\ !
\
Ly e oV
\'\
\\ u;_
I

1

Figura 3.1 — Elemento de volume e contornos I, I, e I;. Fonte: Gois (2009).

Em razdo da existéncia de I; no elemento, as condi¢cdes de compatibilidade e
equilibrio sdo entdo estendidas de modo a incluir os novos campos e condi¢des sobre esse

contorno. Assim, o sistema resolvente fica dado por:

F Aﬂ _Al"t _AI‘,- So eru
T —
A, 0 0 0 [)da( |-Qo 33
-Af 0 0 0 |)9n —@Qr,
AT o o o [\a) (=@

onde
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A, = f (NSQ)TUr,dr (3.32)
I;

Qr, = f Uptf, dT (3.33)
T;

t

Nota-se, na equacdo de equilibrio em TIj, que tf:i também ¢ desconhecida.

Naturalmente o sistema descrito pode se apresentar com caracteristicas particulares, por
exemplo, a parte de contorno I'; simplesmente nio existe numa discretizagdo com um Unico
elemento. Por outro lado, em se tratando de elemento interior, as partes I'; e I, ndo existem.
Nesses casos, os sistemas correspondentes apresentam matrizes com diferentes ordens e
diferente niimero de variaveis.

De acordo com Proenga (2007), Ao considerar um mosaico composto de elementos,
sua unido exige a imposi¢do de condi¢des de continuidade de deslocamentos e de equilibrio
de forcas nos contornos internos. Entretanto, com o objetivo de reduzir o nimero de
incognitas quando da unido do mosaico de elementos, ¢ usual a imposi¢do em forma forte de
uma dessas condi¢des, impondo-se a outra em forma fraca.

A condicdo sobre os deslocamentos ¢ dita de continuidade, sendo expressa em forma

forte em I; comum por: uffi = ug,. A condigdo sobre as forgas ¢ dita de reciprocidade, sendo
expressa no contorno comum por: tffi = tr,. De acordo com a hipdtese que venha a ser

admitida em I, a outra deverd ser imposta em forma fraca, passando esta fronteira a ser
entendida como um contorno de Neumann (estatico) ou de Dirichlet (cinematico).

Para entender melhor as hipdteses de compatibilizagdo a serem adotadas entre
elementos, ¢ importante analisar, inicialmente, a composi¢do e o significado de cada uma das
equacdes do sistema apresentado para um Unico elemento.

Em primeiro lugar, vale salientar que as relagdes indicadas decorrem de ponderagdes
sobre as equagdes de compatibilidade e equilibrio no dominio, e equilibrio nas partes I; e I
do contorno. Excetuando-se a condi¢do de contorno dos pontos pertencentes a I3, que ¢
satisfeita em forma forte.

A primeira equacdo tem origem na integragdo por partes da condi¢do de
compatibilidade entre deslocamentos e deformagdes do elemento, o que acaba por inserir

também a compatibilizagdo com os campos de deslocamentos nas partes I'; e I; do contorno.
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Levando-se em conta, por um lado, que os campos de deslocamentos no dominio € no
contorno sdo representados por aproximacdes independentes e, por outro, que o contorno se

divide em regides distintas, tal integracdo fornece:

f SefodQ + f (LS)TudQ — | (NSo)Tur,dr — f (N.So)Turdrlr =
Q Q I

e (3.34)

= j (NMg)Tudr
I,

Dessa condicio, introduzindo-se as aproximagdes para as tensdes e deslocamentos no

dominio e deslocamentos nos contornos I} e I;, obtém-se a primeira equacao do sistema:
+
Fsq + Aqqq — Ar,qr, — Arqr, = er, (335

Outra relagdo que aparece no exemplo considerado é a que exprime o equilibrio na

fronteira Ij.
f UL(tf, —N,o)dl =0 (3.36)
r

Substituindo-se nessa condicdo a aproximagdo para o campo de tensdes no dominio,

resulta a quarta equagdo do sistema do elemento:
T _ Nt — 3.37
Apsq—Qr, =0 (3.37)

As outras equagdes (segunda e terceira) referem-se ao equilibrio no volume e a
condi¢do de Neumann no contorno I, sendo de interpretagio mais simples. E importante
observar, neste ponto, que o sistema indicado para um elemento apresenta quatro equagdes ¢
cinco incdgnitas.

Considere-se, agora, o exemplo de dois elementos, indicado na Figura 3.2. Se
nenhuma hipotese de equilibrio (reciprocidade) ou de continuidade na fronteira comum ¢

adotada a priori, as seguintes aproximagdes sdo validas no contorno I; de cada elemento:
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uf, = ULqy, tf, = WK, ur, = Urqr, ¢ tr, = Wr,pr,. Assim sendo, nesta situagdo geral,
qffi, pﬁ,, qr, ¢ Pr, sdo incognitas adicionais a determinar. Dada a independéncia adotada para
os campos envolvidos resulta um total de oito equacdes e dez incognitas envolvidas, ao
considerar o sistema de equag¢des dos dois elementos (Figura 3.2). As duas equagdes
adicionais para tornar o sistema determinado sdo, justamente, de continuidade e reciprocidade
na fronteira comum.

A imposi¢do em forma forte de uma das condi¢des, de continuidade ou de equilibrio,
permite substituir na fronteira I; as duas incdgnitas, em deslocamentos ou forgas,
respectivamente, por uma incognita comum. Com isso, o sistema resolvente passa a
apresentar nove incognitas € nove equagdes, sendo montado primeiramente com as condig¢des
sobre cada elemento referentes a compatibilidade e equilibrio no volume e equilibrio nos
contornos I; e I;, dispostas em sequéncia, sem sobreposi¢do. H4, ainda, uma equagdo
adicional relativa a forma fraca da outra condi¢do, de reciprocidade ou de continuidade,
envolvendo as incdgnitas em forcas ou deslocamentos, respectivamente, no contorno comum

I,.

I, ur
\
\Q o,u,

I:.r .QQ Q Fr
% T
i 2

\\t 1 i

i

Figura 3.2 — Dois elementos de volume e contornos Iy, T}, e I;. Fonte: Gois (2009).

Seja uma primeira hipdtese que na fronteira comum I haja reciprocidade de forcas
. r . . ,. + — - — . ~
incognitas entre elementos, isto €: &f, = —tr, =t = Wp,pr,. Segue que a condigdo de
continuidade passa a ser imposta em forma ponderada. Nesta situagdo I; pode ser interpretado
como um contorno cinematico ou de Dirichlet. Portanto, o numero de incdgnitas em I; se

et -
reduz a: qr,, qr, € Pr;-

Inicialmente, a condi¢do de reciprocidade das forcas na fronteira I; introduz alguma

modificagdo nas relagdes referentes ao equilibrio na fronteira comum, abaixo reproduzidas:
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(45) (s)* = @f (3.38)

(45) (s)? = @5, (3.39)

Pela reciprocidade admitida, cada termo correspondente a forma linear, isto ¢: foi e

Qr;, passam a ser escritos como:

Qf, =f (U) edr (3.40)
r

o, =-| (ug)tar (3.41)
Fi_

Considerando-se a aproximagdo adotada para a forga t, essas formas lineares passam a

ter novas redagdes. Assim, para o elemento ‘1’ (Figura 3.2), tem-se:

0= | (up)'ear= | (UE)TWF,-PridFZU (UE)TWridrlpri:
It It "

(3.42)
T
= (CE) Pr;
Analogamente, para o elemento ‘2’ (Figura 3.2) tem-se:
- T AT T
Qr,=| (Ug) tdr=| (Ug) Wypr,dl =|| (Ug) Wr,dl|py, =
v v v (3.43)

= (Cl_'i)TpFi

Com isso, as relagdes de equilibrio na fronteira comum passam a ser escritas como:

(45) " (sa)t = () pr, =0 [elemento “1°] (3.44)
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(45)" (s0)? + (€5) ' pr, =0 [elemento 2°] (3.45)

Em relagdo a representacdo da continuidade dos deslocamentos em I, em forma fraca,
tal condicdo pode ser imposta tomando-se forcas virtuais como ponderadoras, sendo, entdo,

exXpressa como:

f 5t"(uf, —up)dr =0 (3.46)

i

Considerando-se que as forgas virtuais possam ser escritas como: 8t = Wp,8pry,, a condig¢do

anterior passa a:

Spr, f | Wr,(uf, —ug)dr =0 (3.47)
j Wruf, dI — J Wrur, dl =0 (3.48)
I I

U;i WF,-UF,- dFI qf:l_— Ifrl Wr, Uy, dl"l qr, =0 (3.49)
CLar, — Cr,qr, = 0 (3.50)

Portanto, de acordo com essa hipotese de compatibilizagdo (em deslocamentos), o
sistema resolvente para dois elementos fica composto pelas contribuicdes das relacdes de
compatibilidade e equilibrio no volume e equilibrios nos contornos I; e I; para cada elemento,
mais a relac@o de continuidade dos deslocamentos na fronteira comum. Tal sistema apresenta-
se na eq.(3.51), onde e}u e e12~u existem se, € somente se, 0s respectivos elementos possuirem
partes de seus contornos contidas no contorno global de Dirichlet e com restricdes ndo nulas

nos deslocamentos.
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F' A —-AL -Af 0 0 o (] 0 ]
' 1
sg) 1
44" o 0o o o o o o olff% er,
1T dq _Q}l
~4,’ 0 0 0o 0o 0 0 o0 0| g
+T Y —Qr,
4" 0 0o o o o o o cl|q 0
0o 0 0 0 F2  AF -A%, A5 0 |{s3 =1 ek (3.51)
o o o o A" o o o o ||4k -Q5
2 2
o 0o o o -4 o o o o[l |7C
_a-T -T q['i 0
0 0 0o 0o 4" 0 0o o [y 0
o 0o o ¢ o o 0 ¢ O]

-

A segunda hipdtese consiste em impor a priori a continuidade de deslocamentos na

. . + _ - _ . .
fronteira comum, valendo: ur, = ur, = uy, = Ur,qr,- A reciprocidade de forgas passa a ser

imposta em forma ponderada. Portanto, nessa hipotese I; pode ser entendida como uma
fronteira de Neumann.

Em razdo da continuidade de deslocamentos, a primeira equacdo de cada elemento
(Figura 3.2) tem seu termo associado a fronteira I; sofrendo uma pequena modificagdo, uma
vez que as varidveis da aproximagdo para o campo de deslocamentos na fronteira comum

entre elementos nao mais se distinguem. Assim sendo, resulta:

f (N,S3) uf, dr = [ f (N,s3) vy, dI‘l ar, = At qr, (3.52)
It It

(N_S3) uf dr = — [ j (N_s2)"u, drl qr, = —Ardr, (3.53)
I I

A equagdo adicional, de reciprocidade de forcas na fronteira I, ¢ imposta em forma

ponderada. Tal condigdo escreve-se:

f Suf (tf, +tr,)dI = 0 (354)
T,

i

Substituindo-se SuITi = 8qlT~i U'll:i resultam, sucessivamente:
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Squf UL(th +t;)dr =0 (3.55)
I;

f UL tt, dT + f ULty dl = 0 (3.56)
I; I;

Uma vantagem desta alternativa ¢ a utilizagdo da condicdo de equilibrio no contorno,
considerando-se o regime de tensdes no interior de cada elemento, como forma de redugdo do
namero de incdgnitas. Assim, introduzindo-se a condi¢do de equilibrio no contorno I; comum

a cada um dos elementos, segue que:

f ULN, o4 drT +f ULN_c%dlr =0 (3.57)
ri [‘,—
U ULN.Sg dl"l sb + U ULN_S dl‘l s3=0 (3.58)
I I;
+)'sh 0)'sg = (3.59)
(Af) sg+(Ar) s5=0

Portanto, de acordo com essa hipotese, o sistema resolvente fica composto pelas
contribui¢des das relagdes de compatibilidade e equilibrio no volume e equilibrio no contorno
I;, de cada elemento, mais as relagdes de reciprocidade de forgas na fronteira comum I;. Tal

sistema apresenta-se na forma:

[ F' Ay -A, 0 0 0 A7) .
1T (SQ\ (el"u
A o0 o0 0 0 o0 0 || "
1T do _QQ
0 0 o FT A -4, —Ail{sir=1 e (3.60)
0 0 o0 A o o0 o ||a} —Q3
2
o 0 o -4 o o o || QF
+T T LQQJ L 0 /
-4t 0 o -A4" o o 0|
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Nota-se que de acordo com a hipdtese adotada a fronteira I; em cada elemento passa a
ser entendida como um contorno de Dirichlet (cinematico) ou de Neumann (estatico). Na
primeira hipotese considerada, ao se admitir a priori a reciprocidade de forgas entre
elementos, I; passou a ser interpretado como um contorno cinematico. Porque a equagdo
adicional foi de continuidade em deslocamento, a formulagdo resultante ¢ dita Hibrido-Mista

de Deslocamento (FHMD).

Continuidade em forma fraca

£ B I,
=~ f'.zrr, =
7 !

% E ¢
N 2
N
~J

N

"Q I_;

N 2

Figura 3.3 — Dois elementos de volume € e contornos I, I, e I - continuidade e reciprocidade em forma fraca.

Fonte: Géis (2009).

Na segunda hipotese, onde se admitiu a continuidade de deslocamentos entre
elementos, a interpretacdo para I; passou a ser de um contorno estdtico. Porque a equacio
adicional foi de reciprocidade de forcas, a formulacdo resultante ¢ dita Hibrido-Mista de

Tensdo (FHMT).

3.2 Forma Mista u-c para elasticidade plana

Neste item apresenta-se uma formula¢do puramente mista para Mecénica dos Sélidos
e das Estruturas. Esta forma mista ¢ apresentada por Zienkiewicz e Taylor (2000)
considerando que deslocamentos prescritos ¢ forgas de volume sdo nulos. Com isso, este
trabalho faz uma abordagem mais geral, para que seja possivel a consideragdo destas
grandezas.

Assim, neste desenvolvimento também se admite que as condi¢des no contorno de

Dirichlet (em deslocamentos) sejam atendidas em forma forte e todas as outras relagdes sdo
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impostas em forma fraca, mediante ponderagdes. Na primeira delas (eq.(3.61)) estdo reunidas
as condi¢des de compatibilidade e constitutiva, na segunda (eq.(3.62)) a condi¢do de

equilibrio no dominio e as condi¢des de contorno de Neumann (em tensdes).

f SmT(LTu — fo)dQ =0 (3.61)
)

J 5pT(Lo+b)dQ+ | SpT(T—No)dIrr=0 (3.62)
Q

I

Aplicando-se o Teorema de Green na primeira integral da eq.(3.61), obtém-se:

f (Ldm)TudQ + f SmTfodQ — | (NSm)Tudll— | (NSm)Tudr =0 (3.63)
Q Q I, Ty,

Na relagdo anterior estdo destacados os termos independentes que caracterizam a
forma mista: tensdes e deslocamentos. Admite-se que os campos de tensdo e deslocamento
sdo incompativeis e, diferentemente da formulacido hibrido-mista, ndo ha diferenga entre as
aproximacgdes no dominio e no contorno do problema, o que caracteriza esta formulagdo como
puramente mista.

As aproximagdes para os campos incognitos sdo dadas a seguir, assim como as

ponderagdes adotadas.

6 = Sosq (3.64)

8p = Podpg (3.67)
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Nas relagdes anteriores, o vetor S pode ser interpretado como o vetor dos pardmetros
de tensdo associados as func¢des de aproximagdo dos campos de tensdo em Sq. Ja Ug ¢ a
matriz que armazena as fungdes de aproximagao do campo de deslocamento e qq ¢ o vetor
que agrupa os graus de liberdade generalizados associados.

Substituindo-se essas aproximagdes no conjunto de relacdes ponderadas e admitindo-
se que os campos virtuais Smg ¢ Spqo sdo compativeis e homogéneos nas condigdes de

contorno essenciais, obtém-se o seguinte sistema:

f MJ (fSq) dQ f (LM)"UqodQ — | (NMg)TUqdT
Q Q

I, Sa
T T {q“} (3.68)
l f PI(LMy) dQ — f PI(NMy) dT 0 | -
Q T;

t

-5

onde

el"u = f (NMQ)TﬁdF (369)

Q =f Pgbdn+f Potdr (3.70)
Q I,

Como se observa, o sistema apresentado ndo ¢ simétrico. Esta condi¢do pode ser

alcancada se forem aplicadas restrigdes tipo Galerkin sobre o conjunto de fungdes de

aproximacao:
M, = S (3.71)
P, =Ug (3.72)

Assim, o sistema resolvente passa a apresentar formato simétrico:
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a ollae =106}
onde

F =J SefSqdQ
Q

A= f (LSe)TUoqdQ — | (NSo)TUqdT

Q=f U;f,bdﬂ+f uitdr

er, = | (NSo)"udr
Iy

(3.73)

(3.74)

(3.75)

(3.76)

(3.77)

Ao se introduzir a discretizacdo do dominio em elementos, em cada um definem-se

aproximacgdes para os campos independentes. Assim, ao considerar um mosaico de elementos,

a sua unido exige a imposi¢cdo de condi¢des de continuidade de deslocamentos e de equilibrio

de forgas entre elementos (Figura 3.4). Usualmente, impde-se uma das condi¢des em forma

forte e a outra em forma fraca.

Figura 3.4 — Dois elementos mistos.

Assim, seja uma primeira hipotese que consiste em impor a priori a reciprocidade de

for¢as entre elementos, isto é: t7¥ = —t~ = t = Wp. Com isso, a condi¢do de continuidade

nos deslocamentos passa a ser imposta em forma ponderada.
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Inicialmente, a condic¢do de reciprocidade das forgas entre elementos introduz relagdes

de equilibrio na fronteira entre 0s mesmos:

(AN)Tsy = —Q* (3.78)

(A)Tsi =-Q~ (3.79)

Pela reciprocidade admitida, cada termo correspondente a forma linear, isto é: QF ¢

Q~, passam a ser escritos como:

Q" =f WH™Tda+ | (UHTtdr (3.80)
Q I;

Q" =f Ug)™~ d.(2+f U)Ttdr (3.81)
Q I;

t

Considerando-se a aproximagdo adotada para a forga t, essas formas lineares passam a

ter novas redagdes. Assim, para o elemento ‘1’ (Figura 3.4), tem-se:

Qt = J WH™ da+ | (UHTWpdr =
Q

e (3.82)
- [ wrvrae [ wprwarp=ai+ e
Analogamente, para o elemento ‘2’ (Figura 3.4) tem-se:
Q = J U™ dQ+ | (Ug)™Wpdrl =
@ e (3.83)

= f Ug)™ da + U U)™w drl p=Qy+(C)Tp
Q I

onde Q¢ e Qg sio parcelas de Q* e Q, respectivamente, referentes as forgas de volume.
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Com isso, as relagdes de equilibrio na fronteira comum passam a ser escritas como:

(AD)TsL — (cH™p = —Q} (elemento ‘1) (3.84)

(A)Ts3 — (€ )™p=-Q3  (clemento 2°) (3.85)

Em relacdo a representagdo da continuidade dos deslocamentos em forma fraca, tal
condi¢do pode ser imposta tomando-se forgas virtuais como ponderadoras, sendo, entdo,

expressa como:
j StT(ut —u)dr=0 (3.86)
I

considerando-se que as forgas virtuais possam ser escritas como: &t = W8p, a condigdo

anterior passa a:

5pT . WT(u*—u)dr=0 (3.87)
WTlutdlrr— | Wlu=dr=0 (3.88)

T; I;
[ . wTug drl qé — l A wtug dI‘l 4o =0 (3.89)
C'q—Cqqe=0 (3.90)

Portanto, de acordo com essa hipotese de compatibilizagdo (em deslocamentos), o
sistema resolvente para dois elementos fica composto pelas contribuicdes das relacdes de
compatibilidade e equilibrio no volume e equilibrio na fronteira entre elementos. Tal sistema

apresenta-se conforme abaixo, onde e11~u e e%u existem se, € somente se, 0s respectivos
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elementos possuirem partes de seus contornos contidas no contorno global de Dirichlet € com

restri¢des ndo nulas nos deslocamentos.

T F1 Al A* 0 0 0 0 7(s8) (eh)
@ant o o 0 0 o0 0 a3 Q!
@t o o o o0 o0 (CHT||qh —Q},
0 0 0 F2 A% A 0 |{si(=1 €2 (3.91)
0 0 0 (4" o0 o 0 ||q2 iy
-\T —-\T e Q_
0 0 0 ()" 0o o0 (@€)']qg —0;
0 o0 ¢t o0 o0 c o0 1\p) g

A segunda hipdtese consiste em impor a priori a continuidade de deslocamentos entre
os elementos, isto é: ut = u~ = u = Ugqq. A reciprocidade de for¢as passa a ser imposta
em forma ponderada.

Em razio da continuidade de deslocamentos, a primeira equagdo de cada elemento tem

seu termo associado ao deslocamento sofrendo uma pequena modificagio:

T T
fr (NSt dr = [ fr (N.SH)'a dl"l 4o = Atdo (.92)

[ sz ar=- [ [ sp)o, d[‘l 4o = —A5.do (:.93)
I‘i‘ I‘i‘

A equagdo adicional, de reciprocidade de forgas, ¢ imposta em forma ponderada:

SuT(t* +t)dr=0 (3.94)
I

Substituindo du = Uqdqq na, resulta:

aqgj Ul(t* +t)dr=0 (3.95)
T;

i
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f Uttt dr + f Uit dr=0 (3.96)
T I;

fr- UGN, o' dr + fr UIN_o?dl =0 (397
l fr | UIN,S} d[‘l s+ l fr | UIN_S% drl s2 =0 (3.98)
A sy + () s3 =0 (3.99)

Portanto, de acordo com essa hipotese, o sistema resolvente fica conforme a seguir:

[ F! A 0 0 A"(s§ 1

eru

A" o o o o]|q} ot
0 0 F> A* A |{si =1 e (3.100)

o o (4 o oflgz| |-¢

laHT™ 0 @)™ o ollg, 0

Nota-se que de acordo com a hipotese adotada quanto a continuidade de um dos
campos independentes entre elementos ocorrem mudangas no sistema resolvente da forma
mista.

Na primeira hipdtese considerada, ao se admitir a priori a reciprocidade de forcas
entre elementos houve condensagdo das variaveis de tensdo ¢ acréscimo das variaveis de
deslocamento. Conforme apresentado por Zienkiewicz e Taylor (2000), o campo de tensdes ¢
dito como primdrio, sendo o campo de deslocamentos chamado de restritivo. Assim, se o
niamero de graus de liberdade do campo restritivo for maior que o do campo primdrio o

sistema resolvente sera numericamente instavel, levando a primeira hipdtese a inviabilidade.
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Continuidade em forma fraca

Na segunda hipdtese, onde se admitiu a continuidade de deslocamentos entre
elementos, os graus de liberdade de tensdo se mantiveram, sem acréscimos, ¢ houve
condensagdo dos campos de deslocamento. Assim esta hipdtese obedece a condicdo de

estabilidade citada anteriormente, sendo viavel a implementagao.
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4 Métodos sem malha

A motivacdo principal para o desenvolvimento dos métodos sem malha foi superar
alguns inconvenientes apresentados pelo MEF, na sua formulacdo em deslocamentos. Torres
(2003) pontua sobre algumas limitagdes do MEF como motivagdo para o desenvolvimento
dos métodos sem malha. Dentre estas se destacam a geragdo de malha que a depender do
problema ¢ realizada com grande custo computacional, particularmente quando o
procedimento A-adaptativo numa certa regido do problema demanda uma nova malha de
elementos. Outra caracteristica importante ¢ que o MEF classico ndo favorece a resolucdo de
problemas no ambito da mecanica da fratura.

Nos métodos sem malha a solugdo aproximada do PVC ¢ construida a partir de um
conjunto de aproximagdes locais atreladas a pontos nodais dispersos no dominio sem
conectividade pré-estabelecida, ndo existindo assim, uma malha de elementos finitos.

As fungdes de forma da maioria dos métodos sem malha sdo obtidas a partir de
variantes do método dos minimos quadrados, aplicado com o objetivo de aproximar a solucao
exata mediante um critério de minimizagdo de distancia relativa, conforme Proenga (2010).
Em termos gerais, os elementos fundamentais para constru¢do da aproximagdo local de
determinado ponto do dominio sdo: uma base de fung¢des, geralmente polinomiais, fungdes de

ponderagdo e uma regido de influéncia (nuvem).

4.1 Método das Nuvens /p

Em Duarte (1996), foi apresentada uma nova classe de fungdes de forma, denominada
de familia de Nuvens-/p. Admite-se, neste método, que cada nuvem constitui o suporte para
uma fungdo de forma ¢; associada. Entendendo-se por suporte a regido na qual a fungdo de

forma apresenta valores ndo nulos.
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raio que define a
nuvem ¢, .

nuvem (M - ponfos cuja
aproximacio sera influenciada

pelono E

nuvem (g - pontos cuja
aproximacdo serd influenciada

pelono B

Ponto x estd na nuvem
formada pela envoltoria das

nuvens dosnos A.B.CeD

Figura 4.1 — Conjunto de nuvens cobrindo um dominio €. Fonte: Proenc¢a (2010).

A denominagdo de /#p do Método das Nuvens ¢é devida a sua grande versatilidade para
combinar os enriquecimentos do tipo /4, ao introduzir novos pontos nodais ao dominio, com os
do tipo p, ao explorar fungdes de grau superior introduzindo novos parametros nodais a elas
associados.

Mas a caracteristica mais peculiar do método ¢ o enriquecimento da aproximacgao,
obtido multiplicando-se a base de funcdes proposta inicialmente por novos mondmios ou
outro tipo de fun¢do, sem a necessidade de novos pontos nodais na discretizagdo original.

A Ttnica exigéncia para que se possa realizar o enriquecimento sobre as funcdes de
forma originais do Método das Nuvens /Ap, € que estas constituam uma Parti¢do da Unidade
(PU). Mas essa caracteristica ¢ intrinseca as fun¢des de forma do Método das Nuvens /p, pois
estas sdo obtidas a partir das fun¢des aproximadoras do Método dos Minimos Quadrados
Moveis (MMQM) e que constituem uma PU. A exigéncia mencionada ¢ importante para
garantir continuidade da aproximacdo global resultante de combinagdo das aproximagdes

locais.

4.2 Método dos Elementos Finitos Generalizados

O Meétodo dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) pode ser entendido como
uma combinagdo da forma classica do MEF com técnicas dos métodos sem malha,
especificamente a estratégia de enriquecimento da aproximacgdo adotada no Método das
Nuvens /ip. Assim, o MEFG pode ser inserido entre os métodos sem dependéncia de rede
(Mesh-Free), ja que a rede composta por elementos (malhas) ¢ nés ndo é empregada no
sentido classico, mas sim para definir as nuvens locais e emprestar dos elementos as fungdes

de forma que constituem a PU.
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O MEFG ¢ apresentado como uma forma de obter boas condi¢gdes de aproximacao
local (no interior da nuvem), sendo que a PU dos elementos permite combinar as
aproximacodes locais assegurando a conformidade da aproximagdo global. Além disso, entre
outras caracteristicas, a continuidade da aproximagio global possui grau atrelado ao grau de
continuidade da PU, as condi¢des de contorno sdo facilmente impostas, como no MEF, ¢ o
método mostra-se robusto mesmo sob forte distorcdo da rede (resultante do fato que o
enriquecimento ¢ feito sobre as coordenadas espaciais).

Vale salientar que ha um paralelo entre as versdes /4 ¢ p do MEF e o MEFG. Se todo o
espaco das aproximagdes locais ¢ ampliado e os suportes das fungdes particdo de unidade sdo
mantidos, tem-se uma situa¢do equivalente ao refinamento p do MEF, entretanto sem a
introducdo de nds adicionais, como nos meios dos lados, por exemplo. Por outro lado, se o
espago das aproximagdes locais ¢ mantido e a drea de influéncia de cada suporte reduzida,
tem-se um processo semelhante ao MEF com refinamento 4.

No Método das Nuvens /p, a nuvem (w,), ou regido de definicdo da fungdo de
aproximacao local, ¢ determinada, geralmente, por uma regido circular em torno de um nd.
No MEFG, aproveitando-se a rede de elementos finitos do MEF, a nuvem ¢ formada pelo
conjunto de elementos que tém um nd como vértice comum. Na Figura 4.2, procura-se ilustrar

esse conceito.

[] Nuvem do né A

[] Nuvem do né B

Figura 4.2 — Nuvens no MEFG. Fonte: Proencga (2010).

Em cada nuvem define-se uma aproximagdo basica ¢, reunindo-se as funcdes de
interpolagdo de cada elemento atreladas ao n6 comum. As aproximacdes basicas das nuvens
sdo tais que constituem uma parti¢do da unidade (PU). Com isso, num ponto x coberto, por
exemplo, pelas nuvens @ e @ + 1, tem-se que: @441 (X) + @ (x) = 1.

O MEFG propde, também, a construgdo de fun¢des de forma a serem usadas nas
aproximacdes dos campos de interesse para determinado problema, em cada nuvem «. Tais
fungdes de forma sdo definidas pelo produto entre a PU e fungdes de enriquecimento (L;,).

As fung¢des de enriquecimento t€m por objetivo melhorar a qualidade da aproximagao local e
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podem ter caracteristicas especiais. Considerando-se todas as nuvens, a familia de fungdes de

forma do MEFG pode ser indicada como:

Fy = {®4(= @alia), @ = 1,...,N;i € I()} (4.1

onde ndo ha soma sobre a ¢ vale a seguinte notacgao:
@, fungdes que compdem a PU, definidas nos elementos que formam a nuvem «a e
atreladas ao ndé comum, base da nuvem;
I(a): contador para o numero de fungdes de enriquecimento adicionadas em cada no-
base (este numero pode ser varidvel de nuvem para nuvem);
L;o: base de funcgdes de enriquecimento adotadas (e que contém a unidade para
i=1).
Como exemplificagdo da relagdo anterior, para a nuvem « as fungdes de forma podem

ser reunidas no vetor:

2, = {04, 02, 03,..., 1} (42)
e ={Pal, (paLZ(a) ’ QDaLs’(a)J ey QDaLI(a) (4.3)
—_— -
P ®2

Uma propriedade importante decorrente do uso da PU € que se o conjunto L;(,) for o
mesmo para todas as nuvens, isto é: L;,) = L;, entdo combinagdes lineares das fungdes de

forma do MEFG podem reproduzir as fungdes locais de enriquecimento. Para ilustrar esse

aspecto, considere-se a seguinte combinacdo de fungdes de forma:

1

—_— 4.4)
(Dt% + ¢62{+1 = QDaLZ(a) + (Pa+1L2(a+1) = @Quly + @gi1ly = ((pa + (pa+1) L, =1L,

De um modo mais geral, sendo n, o numero de nuvens enriquecidas, pode-se estender

a conclusdo anterior para todas as fungdes locais de enriquecimento:
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Ne
2 oL = I, (4.5)
a=1

Tendo-se em vista as fungdes de forma do MEFG, aproximacdes para as solugdes de

campos de interesse podem ser construidas do seguinte modo:

Ne I(a)

N
= Z ol + z Z bl by (4.6)
j=1 a i=2

=1

Onde: CD]-l = @;1, u; sdo pardmetros associados aos graus de liberdade nodais usuais de

elementos finitos € b,; sdo pardmetros nodais adicionais introduzidos pelo enriquecimento.
Observa-se, novamente, que a PU proporciona a compatibilizagdo entre todas as
aproximagdes locais, gerando uma aproximacdo global com grau de continuidade definido
pela propria PU.

Na Figura 4.3 ilustra-se o processo de enriquecimento da particio da unidade

preservando a caracteristica de suporte compacto de aproximacao resultante.

Figura 4.3 — Procedimento de enriquecimento sobre um ponto: resultado (inferior) da multiplicago entre a
fungio de forma (superior) com uma fungéo enriquecedora (centro) polinomial (a) e ndo polinomial (b). Fonte:

Duarte e Kim (2008).
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5 Principios basicos da Mecanica do Dano

5.1 Consideracoes iniciais

O dano se manifesta fisicamente em diferentes escalas a partir da formagido e
desenvolvimento de microvazios ou microfissuras. Na Mecéanica do Continuo estas
descontinuidades podem ser consideradas mediante uma por¢do de meio definida naquilo que
se denomina por mesoescala, grande o suficiente para que os defeitos possam ser
considerados suficientemente difusos, mas a0 mesmo tempo muito pequena em relagdo a

escala do meio (macroescala) (Figura 5.1).

Elemento de volume
representativo

Figura 5.1 — Elemento de volume representativo. Fonte: Proenga (2008).

Ao dano no elemento de volume representativo (EVR) pode-se associar uma varidvel
representativa de natureza escalar ou tensorial a depender do grau de complexidade que se
deseja dar ao modelo. Neste trabalho, considera-se apenas o caso de dano isotrdpico
(preserva-se a isotropia inicial mesmo havendo evolucdo do dano), sendo sua variavel escalar

representativa, definida conforme a eq.(5.1):

58S &S

onde §S ¢ a area bruta de uma seg¢@o transversal do EVR, conforme indica a Figura 5.1, S, a
area de cavidades e 55 a drea efetiva da mesma tensdo. Na eq. (5.1) fica explicito que a
defini¢do aplica-se para qualquer que seja a se¢do considerada, dai a natureza escalar da

varidvel de dano. A definicdo de drea efetiva resistente permite introduzir o conceito de tensdo
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efetiva, mediante a equivaléncia entre resultantes de tensdo na secdo, conforme indica a

eq.(5.2):

o
1-D

085S =688 =6 = (5.2)

sendo G a tensdo efetiva num ponto qualquer do EVR.

O conceito de tensdo efetiva associado a principio do estado local permite definir uma
relagdo constitutiva para o EVR danificado. Assim, de maior interesse para este trabalho,
admitindo-se que o meio danificado preserve a resposta eldstica, numa por¢do integra ou
resistente do meio atua a tensdo efetiva e a deformagao ¢ puramente eldstica.

Assim sendo, considerando-se por simplificagdo um caso unidimensional, vale a
seguinte relacdo constitutiva: 6 = E€. Com a eq.(5.2) obtém-se a seguinte relagdo constitutiva

que reflete o acoplamento entre o dano e a deformacao:

o= (1-D)Ee (53)

Esta forma de penalizacdo da lei de Hooke ¢ comumente utilizada para meios isotropicos,
com dano escalar devendo ser considerados os tensores de tensdo deformacg@o no caso geral

de solicitagdo multiaxial.

5.2 FElementos da termodinamica dos processos irreversiveis

As consideragoes feitas neste item estdo fortemente baseadas no texto de Lemaitre ¢
Desmorat (2005), na qual um desenvolvimento mais completo pode ser encontrado. Em
resumo, a termodindmica dos processos irreversiveis permite a modelagem do comportamento
de diversos materiais em trés passos. O primeiro passo consiste na definicdo das variaveis de
estado representativas dos mecanismos de interesse envolvidos. O segundo passo consiste na
definicdo do potencial de estado, do qual derivam as chamadas leis de estado e as varidveis
associadas as variaveis de estado. Por fim, o terceiro passo consiste na defini¢do de um
potencial de dissipag¢@o do qual derivam as leis de evolugdo das varidveis de estado associadas

a processos dissipativos.
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Na Tabela 5.1 exemplificam-se diferentes variaveis de estado, cuja natureza pode ser
escalar ou tensorial, escolhidas de acordo com diferentes mecanismos fisicos de deformacao e

degradacdo do material.

Tabela 5.1 — Variaveis de estado ¢ associadas. Fonte: Lemaitre ¢ Desmorat (2005).

. . Variaveis de estado Variaveis
Mecanismos Tipo L. .
Observaveis  Internas associadas
Termoelasticidade Tensorial £ o
Entropia Escalar T S
Plasticidade Tensorial &P -0
Encruamento is6tropo Escalar r R
Encruamento cinematico Tensorial a X
Escalar (isotrdpico) D -Y
Dano . . (o
Tensorial (anisotropico) D -Y

A energia livre especifica de Helmholtz (i) é uma fungdo de todas as variaveis de
estado e define um potencial de estado do material. De acordo com Lemaitre ¢ Desmorat
(2005), alguns resultados qualitativos experimentais sobre a possibilidade de acoplamentos
mostram que o potencial de estado [ = (€, D ou D, r, &, T)] pode ser expresso pela soma de
contribui¢des ditas elastica (1, ), plastica (l/Jp), associadas ao encruamento ¢ térmica (YPr).
Outro potencial que pode ser mais conveniente considerar ¢ o potencial da energia especifica

livre de Gibbs (1*), que se relaciona com a energia livre de Helmholtz na seguinte forma:
NS (5.4)
Y =1, +Eo-ij€ij_lpp_lpT :

onde p ¢ a densidade. A contribuicdo elastica 1, inclui a variavel de dano por meio do
conceito de tensdo efetiva para modelar o acoplamento experimentalmente observado entre a
elasticidade e o dano. Assim, as relagdes constitutivas em deformagdo de um material elastico
danificado sdo andlogas as relacdes de um material eldstico ndo danificado, exceto que a
tensdo nominal € substituida pela tensdo efetiva. Por sua vez a parcela i, representa a

contribuicdo do encruamento plastico, dada por:

1/ (7 1 55
1l)p =; ] A(T)dr+§Caijaij ( )
0
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sendo r e a varidveis conceitualmente definidas na Tabela 5.1, e tratando-se 1, a rigor, de
uma quantidade de energia armazenada internamente no EVR ndo recuperavel num processo
de descarregamento. O parametro C do material estd relacionado a parte linear do
encruamento cinematico. Por fim, na eq.(5.5) a contribuicdo P ¢é uma funcdo apenas da
temperatura, inicialmente definindo o calor especifico do material.

Com isso, as leis de estado podem ser derivadas do potencial de estado descrito pela

eq.(5.5):

Y d0;; do;j Y (5.6)
_oy
ST T

As outras derivadas apresentadas pela eq.(5.7) definem as variaveis associadas

complementares.
oY
R=-p or
oY*
Xij=—p da, (5.7)
oY* oyY*
r=0% | =i

O segundo principio da termodindmica, descrito pela inequacdo de Clausius-Duhem e

associado a energia dissipada, exprime o carater irreversivel dos processos internos:

(5.8)

: : : - 4Tl
O-ijeipj - (RT +XUaU) + YUDU > %

Wgs

iT; . . L.
sendo a parcela i if 7 uma quantidade de calor associada a processos puramente térmicos,

uma interpretacdo que se pode dar a eq.(5.8) ¢ que a quantidade correspondente a soma da
dissipacdo plastica (O'ijéipj) e da dissipacdo devido ao dano (I/ijDij) descontada a taxa de
densidade de energia armazenada no encruamento (wg), representa uma quantidade de

energia transformada em calor, irreversivel ou dissipada.
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Ainda tendo como referéncia Lemaitre ¢ Desmorat (2005), as leis cinéticas que
governam a evolugdo das variaveis internas sdo derivadas de um potencial dito de dissipagdo
F(o,R,X,Y), considerando-se o caso isotérmico, expresso por uma fungdo que deve ser
convexa nhas varidveis associadas, para assegurar o cumprimento do segundo principio da
termodinamica. De acordo com experimentos qualitativos que indicam possibilidades de
acoplamento de efeitos, para supor tal potencial consideram-se a funcdo critério de
plastifica¢do (f), o termo de encruamento cinematico ndo linear (Fy) e o potencial do dano
(Fp). Segue que o potencial de dissipagdo pode ser dado pela soma: F = f + Fy + Fp,.
Observando que o critério de plastificacdo f leva em conta o encruamento isotropo, as leis de

evolugdo das variaveis internas resultam de:

P i oF _j oF
Y d(-oyy) 9oy
= —ia—F
U= "Aox,
.. @F _.oF (. _ . 9F _ .0F
S T BT {DU - _Aa(_yij) - Aayij}

Nas relagdes anteriores, incorpora-se um multiplicador A de modo a generalizar os
conceitos de multiplicador plastico e normalidade tipicas dos modelos elasto-(visco-)plasticas.
Nesse sentido, para a descricdo completa da elasto-(visco-)plasticidade acoplada com
dano, acrescenta-se, também, a defini¢do de taxa de deformagdo plastica acumulada (p) que

no caso particular do critério de von Mises ¢ dada como:

(5.10)

Entretanto, neste trabalho considera-se apenas o potencial de estado restrito a

elasticidade isotrdpica linear e dano escalar, definido como:

2
1+v o0 U Ok (5.11)

2E (1-D) 2E(1-D)

pYe =
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onde E ¢ o modulo de elasticidade, v o coeficiente de Poisson e oy o traco do tensor de
tensdes (soma das componentes de tensdo normal). Assim, a deformacdo elastica é dada

mediante suas componentes pela eq.(5.12).

Y, 1+v oy U Ok
do; E (1-D) E(1-D)

& =1p 8ij (5.12)

Oij . . .
Nota-se que 7/ (1-D) representa a tensdo efetiva. A variavel associada ao dano

escalar (Y) tem a interpretagdo de densidade de energia liberada, também derivada do

potencial de estado:

* 2
Y=p e = TeqRy (5.13)
0D 2E(1—D)?
Na relagdo anterior introduz-se R,, a fun¢o de triaxialidade, dada por:
2 o\
R,==(1+v)+3(1-2v) (—H> (5.14)
3 Oeq

o . < 1 i . . . .
onde gy = Kk / 3 ¢ a tensdo hidrostatica, o, ¢ a tensdo equivalente de Mises, denotada por:

3

sendo )} é a parcela desviadora do tensor de tensdes.

Um conceito complementar de interesse ¢ o de tensdo equivalente de dano (o),
definido com a tensdo uniaxial que permite determinar a mesma quantidade de energia
especifica, Y(1 — D), movimentada no caso multiaxial. Da particulariza¢do da eq.(5.13) para

0 caso uniaxial, segue que:

1
o = aequ/Z (5.16)
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5.3 Analise numérica com dano

O objetivo da analise desacoplada ¢ permitir uma avalia¢do simplificada do estado de
danificacdo da estrutura, ou componente estrutural, em correspondéncia a certo nivel de
solicitagdo.

Num primeiro nivel de analise desacoplada simplificada ndo se determina qualquer
valor para o dano: essencialmente o objetivo € o de detectar o aparecimento de uma fissura.
Inicialmente, o critério de ruptura a ser empregado em cada ponto do meio baseia-se na
limitagdo da densidade de energia liberada (Y) para se atingir certo estado de dano, cujo valor

critico é dado por:

Y, =§ (5.17)
¢ 2E

onde g, ¢ uma tensdo efetiva limite de ruptura. Por outro lado, para Y vale a relagdo

introduzida pela eq.(5.13). Aplicando-se o critério Y < Y., chega-se a condi¢ao:

1/2
OeqRy (5.18)

a-n=

Na iminéncia da ruptura, o dano atinge um valor critico (D,), verificando-se entdo a

igualdade:
eqRy> = (1= D)o (5.19)

Neste ponto, vale ressaltar que apesar de, formalmente, a variavel de dano poder
atingir um valor unitdrio, o que corresponderia teoricamente a ruptura local do EVR do
material, este limite ndo ¢ fisicamente plausivel, pois observa-se, experimentalmente, que a
partir de certo valor, dito critico, a evolugdo do dano passa a se dar em regime instavel. Neste
sentido, diz-se que a representatividade dos modelos desacoplados de dano ¢ limitada por
valores de dano no intervalo: 0 < D < D,, sendo este valor, a depender do material, contido
nos seguintes limites: 0,2 < D, < 0,5. Portanto, ¢ possivel explorar o conceito de dano critico

para identificar o aparecimento local de uma fissura no material.
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A abordagem simplificada consiste em aplicar diretamente a relagdo anterior,
ignorando, portanto, como evoluiu todo o processo prévio de danificagdo responsavel pelo
estado critico e sua influéncia sobre a resposta global do elemento estrutural. Em termos de
analise numérica, o que se faz ¢ adotar valores para g, ¢ D., e estimar em cada ponto de
interesse o valor de aeqRi/ ?. Nos pontos aonde o critério é verificado ou violado hé indicagio
de aparecimento de fissura. E possivel, ainda, complementar a andlise definindo-se uma
orientagdo para a fissura e determinando-se um valor para o tamanho da fissura discreta
equivalente. A orientacdo da fissura pode ser associada, por exemplo, com a direcdo normal a
da tensdo principal maior e a relagdo de interesse para a estimativa do tamanho da fissura ¢ a

seguinte:

2EG. G,

~__C» (5.20)
c2D. Y.D,

onde G, ¢ a energia critica de fratura, considerada uma propriedade do material.

Um caso particular inserido nessa andlise simplificada ¢ o dos materiais puramente
frageis. Neste tipo de material admite-se que a ruptura ocorre sem deformagdo plastica ou
mesmo dano aprecidvel, e o critério de ruptura se reduz simplesmente a: aeqRi/ ? = o,
Evidencia-se claramente, nesta relacdo, a influéncia da razdo de triaxialidade sobre a ruptura.

Por outro lado, na andlise desacoplada com determinagdo do valor do dano, sua
estimativa se realiza numa etapa de poOs-processamento de uma andlise estrutural
convencional eldstica ou elasto-plastica. Em particular, € possivel mapear os valores de dano
determinados, no sentido de avaliar a extensdo da regido afetada pela deterioracdo e
identificacdo dos pontos aonde o dano pode atingir valores criticos.

Nos meios elasto-plasticos, um critério adicional ¢ normalmente inserido neste caso e
serve para a identificacio do inicio da danificagdo. A ideia ¢ reproduzir um fato
experimentalmente verificado nos metais: a danificacdo surge apds certo nivel acumulado de
deformacgdo plastica, isto é, o material primeiro encrua ¢ depois fissura. O critério para o
aparecimento do dano se baseia numa medida da deformagdo plastica acumulada, que pode

ser determinada a partir da seguinte relagdo:

t

P=fﬁﬂ (5.21)
0
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onde p é dado pela eq.(5.10). Caso a medida (p) atinja certo valor limite (pp), a partir
daquele instante haverd evolucdo do dano. Portanto, a relacdo que define estados sem

danificacdo se exprime como:
P =DPp (5.22)

onde pp ¢ um valor de referéncia adotado de acordo com o tipo de material. Uma vez

identificado o aparecimento do dano, sua lei geral de evolugdo ¢ dada por:

.Y
D= E}ﬁH(p — Pp) (5.23)

onde S ¢ um novo parametro do material, que pode ser identificado experimentalmente, e
H(*) ¢ conhecida como fun¢do Heaviside, que assume o valor unitario para argumentos
positivos e zero para negativos.

No caso particular de carregamento proporcionalmente crescente, uma vez
identificado o critério de dano, ¢ possivel mostrar que a relagdo anterior ¢ integravel,

fornecendo:

02R,
=2 — (5.24)
>5s P~ Pp)

Em resumo, este ultimo tipo de andlise simplificada pode se proceder realizando-se
uma analise convencional elasto-plastica. Registram-se em cada iteracdo e em cada ponto de
interesse o vetor incremento de deformagdo plastica e o valor de sua medida acumulada, além
da razdo de triaxialidade e da tensdo equivalente de Mises (uteis também na verificagdo do
critério de ruptura). O pds-processamento percorre o conjunto de valores registrados,
determinando-se as intensidades de dano pela eq.(5.24). Uma vez que se calcula o valor do
dano, o critério de ruptura, correspondente ao aparecimento local de uma fissura, pode ser

aplicado usando sua relagcdo mais completa, dada pela eq.(5.18).
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5.4 Analise numérica desacoplada simplificada

Neste trabalho propde-se uma simplificacdo da andlise desacoplada, a fim de evitar
uma andlise plastica ou elasto-plastica de natureza incremental-iterativa. Para isto, se verifica
o estado de tensdes resultantes de uma andlise elastica em duas etapas. Na primeira observa-se
em quais pontos o limite elastico foi ultrapassado e na segunda calcula-se o valor da variavel
de dano para estes pontos.

Para avaliar a integridade eldstica do material faz-se uso da eq.(5.18), onde a tensdo

efetiva limite de ruptura o, ¢ substituida pela tensdo de escoamento g, conforme a seguir:

1/2
OeqRy ™ _ oo (5.25)
(1-=Dy) ~

sendo D, um valor de dano inicial (D, = 0 para material integro).
Nos pontos onde a relagdo dada pela eq.(5.25) ¢ violada ocorre danificacdo do
material. Segue dai que se admite que existam pontos que tenham um comportamento

intermedidrio, isto ¢, ultrapassaram o limite eldstico o, mas ndo atingiram a tensdo de ruptura

O’
1/2
TeqRy (5.26)
< <4, .
() (1 — D) (o)

e pontos em que o limite superior ¢ violado. Na relag¢do anterior D € o valor do dano ocorrido
apds atingido o limite eldstico e seu valor pode ser calculado conforme indicado a seguir,

onde @ é uma tensdo resultante de danificacéo:

1/2
.= _ Oeqly (5.27)

)
Il
Qi

Da relagdo anterior pode-se ainda obter uma estimativa para o dano critico do problema, caso

hajam pontos em que o limite de o,, foi ultrapassado:

D, = maxf/:Dl{(D)i} (5.28)
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onde Nj, ¢ o numero de pontos com danificacao.
Como critério geral, nos pontos onde o limite superior da eq.(5.26) ¢ violado admite-se

a ocorréncia de ruptura local do material.

5.5 Analise simplificada elasto-plastica localmente acoplada com dano

A andlise localmente acoplada permite levar em conta historias de carregamentos nao
proporcionais, quando a relagdo para o cdlculo do dano ndo ¢ diretamente integravel, sendo,
porém, restrita aos casos onde o dano se manifesta em pequenas regides do meio. Esse tipo de
analise consiste inicialmente em realizar, considerando todo o dominio do corpo, uma
simulacdo elasto-pldstica convencional ndo linear, atingindo-se certo nivel de carregamento
em passos de carga e registrando-se, em cada passo, a evolugdo das deformacdes e tensdes,
além do fator de triaxialidade.

No pds-processamento, em cada passo de carregamento, ou de acordo com uma

frequéncia previamente estabelecida, identifica-se a regido mais solicitada do meio

empregando-se a relagdo: aeqRi/ 2, Entdo, com a distribuicdo de tensdes determinada
inicialmente com o modelo elasto-plastico convencional verifica-se se o critério de
aparecimento de dano, dado pela eq.(5.22), é violado na regido. Uma nova andlise restrita a
regido ¢ realizada, integrando-se o modelo elasto-plastico com dano num procedimento de
previsdo e corre¢do. Nesse procedimento, o dado de entrada ¢ o nivel total de deformagédo no
passo registrado na andlise convencional. Naturalmente os valores de dano obtidos sdo
acumulados de passo para passo para fins de comparacdo com o nivel de dano critico.

A simplificacdo inerente neste procedimento em relacdo a uma analise totalmente
acoplada ¢ que ndo se leva em conta a influéncia da nova distribui¢do de tensdes sobre a
analise global de equilibrio, a medida que ocorre danificagdo. Desta forma, este procedimento
proporciona estimativas pessimistas ou conservativas sobre a resisténcia do elemento
estrutural, prevendo a ruptura num nivel de tensdo inferior ao que realmente pode ser

resistido.

5.6 Analise acoplada com dano

5.6.1 Um modelo de dano isétropo com variavel de dano escalar

Neste item descreve-se 0 modelo de dano is6tropo com uma varidvel escalar, proposto

por Comi e Perego (2001) e adotado por Silva (2006) nas simulac¢des totalmente acopladas
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com elementos finitos hibrido-mistos de tensdo. Este modelo de dano ¢ baseado na seguinte

defini¢do da densidade de energia livre de Helmholtz:
1 T 5.29
Y =51 - D)e"De +Pin(}) 429

onde as variaveis de estado sdo a deformagio elastica (€), a variavel de dano (D), a varidvel
interna escalar (£) e a fungdo 1, (&) corresponde a uma densidade de energia anelastica. A
variavel interna escalar (&) possui conotag¢do cinematica e permite descrever rearranjos da
microestrutura devido ao desenvolvimento de dano, onde o inico mecanismo de dissipacdo
considerado neste modelo ¢ o dano. Vale lembrar que D ¢ a matriz constitutiva de rigidez,
apresentada no capitulo 2.

Comi e Perego (2001) propdem a seguinte expressdo para a parcela referente a

densidade de energia aneldstica:

Yin(®) = —k(1-7) zn::t—!!lni (1 i §> (5.30)
i=0

onde n, k ¢ ¢ sdo parametros dependentes do material.

Da eq.(5.29), obtém-se as seguintes equagdes de estado:

oz?a—f:(l—D)Ds
_ _% _ %STDS (5.31)
o (€
X =55 = ' ®) = k1o (1)

onde as variaveis associadas sdo a tensdo (o), a taxa de energia de deformac@o inelastica (Y)
¢ uma forga termodinamica ().

Por outro lado, o potencial de dissipagdo ¢ dado por:

1
f(Y—)()=Y—X=§sTDs—kln"<1L_E)so (5.32)
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As leis de evolugdo das varidveis internas sdo obtidas a partir do potencial de

dissipagdo dado pela eq.(5.32).

. of
D=—y=y
oY (5.33)
. of . .
&= aXV—V

onde y representa um escalar positivo. Observando a eq.(5.33) imediatamente conclui-se que,
para este modelo constitutivo, o valor da variavel de dano (D) coincide com o valor da
variavel interna (§) e ainda com o escalar positivo (y). Vale salientar que as condi¢des de
carga e descarga de Kuhn-Tucker sdo: (y > 0,f < 0,yf = 0).

Diante do exposto, inicialmente avalia-se a funcdo ¥;,(¥), onde se adotou um
concreto com os parametros k = 0,00015 MPa ¢ ¢ = 2,72, também utilizados por Silva

(2006), e variou-se o parametro n para 0 < § < 1 (Figura 5.2 e Figura 5.3).

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2

0 oy, 7rr FETE. TR PRI TR TR S e

0002 = . ameme
—_— =n=0
0,004
‘‘‘‘‘‘‘ n=1
&
£ -0,006 e
=
====n=3
0,008
n=4
0,01
-0,012

Figura 5.2 — Andlise da fungdo ¥, (&) para diferentes valores de n.
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0 i
0,0001 i

-0,0002

0,0003 fer+*" s D)

-0,0004 crv AL

Win(§)

-0,0005 n=2
-0,0006
-0,0007

-0,0008

Figura 5.3 — Analise da fungio y;,, (§) para diferentes valores de n (detalhe).

Quanto maior o valor de n e menor o valor de &, menor ¢ o valor da fungio ;,(§).
Como se observa que todas as ordenadas s3o negativas pode-se afirmar que a parcela
anelastica (¥;,(¥)) apresenta maiores valores absolutos para a condigdo citada (T n | ).
Quando & = 1 tem-se que Y;,,(§) = 0, qualquer que seja o valor de n. Entendida a influéncia
do parametro n no comportamento da parcela anelastica, pode-se afirmar que a densidade de
energia livre de Helmholtz (i), previamente apresentada na eq.(5.29), também apresenta
menores valores quando do aumento do valor de n.

Como ¢ sabido, o potencial de dissipacdo depende de derivadas parciais da densidade
de energia livre de Helmholtz: f =Y — y = (=¥,p ) — ,z. Assim, como a varidvel Y ndo
depende do parametro n, ¢ avaliada a resposta de y quando da variacdo deste mesmo

parametro (Figura 5.4 e Figura 5.5).

Figura 5.4 — Analise da derivada parcial da fun¢do 1 em relagdo a €. [)( =, ]
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Figura 5.5 — Resposta de (y — &) para diferentes valores de n.

Analisando os graficos anteriores pode-se afirmar que o valor da for¢a termodinamica
(x) tem crescimento mais acelerado quanto maior é o valor de n. Este fato influencia
diretamente o potencial de dissipacdo, resultando em diferentes comportamentos do material
durante o regime nao linear.

Admite-se que o concreto utilizado neste trabalho possui mddulo de elasticidade

E = 30 GPa e verifica-se seu comportamento nao linear para diferentes valores de n (Figura

5.6).

o (MPa)

0,00000 0,00020 0,00040 0,00060 0,00080 0,00100 0,00120 0,00140

Figura 5.6 — Comportamento unidimensional do modelo constitutivo para diferentes valores de n.

Como esperado, observa-se que a variacdo do parametro n influencia diretamente o
modelo constitutivo. Para n = 1,2,3,4 o material apresenta dissipa¢do de energia por
encruamento, diferente de quando n = 0, onde o modelo descreve um modo de ruptura fragil

do material. Paran = 1 e n = 2 o concreto apresenta encruamento negativo (amolecimento),
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sendo n = 2 o parametro adotado por Silva (2006). Ja para n = 3 e n = 4 foi observado
encruamento positivo (endurecimento), sendo esta caracteristica de modelo constitutivo
adotada neste trabalho, considerando n = 3. Este comportamento, apesar de improvavel para
descrever o concreto a tragdo, ¢ adotado apenas para que seja possivel comparar o modelo de

dano simplificado, descrito no item 5.4, com a analise acoplada com dano, aqui descrita.
5.6.2 Modelo nao linear

Neste item descreve-se o modelo ndo linear com dano adotado, baseado nos trabalhos
de Silva (2006) e Arruda (2011). Vale lembrar que os sistemas governativos das formulagdes

Hibrido-Mista e puramente Mista sdo expressos conforme as eq.(5.34) e eq.(5.35),

respectivamente.
F Ag —Ar] sq er,
A} 0 0 {CIQ} ={—Qq (5.34)
-AF o o |\4r) (@
t ——
K sol
F A](6) _ (€r,
AT 0] @ = {_Q} (5.35)
K sol

onde [F é a matriz de flexibilidade generalizada, penalizada pela variavel escalar de dano (D).

- ~ 1
= N (5.36)
F L S;‘;fSQdQ o f (1—D)f

Assim, tem-se que F = F quando o limite eldstico ndo for ultrapassado.
Num procedimento de andlise passo a passo, para um passo de carga arbitrario

resolve-se o sistema governativo:
K Asol=R (5.37)

onde a matriz K representa a matriz secante ao sistema governativo, Asol é o vetor solugdo
incremental e R ¢ o vetor de residuos, cujo calculo estd indicado mais adiante.

Com a variag@o Asol encontrada para o passo corrente, atualiza-se o vetor solugdo:
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solttD) « sol® + Asol (5.38)

Com o novo vetor solugdo, procura-se calcular o dano, se ocorrer. Para isto, emprega-

se o potencial de dissipacdo do meio, reproduzido abaixo:

1
Y =58"f5
f=Y—-x<0 (5.39)

_ r=t n(=50)]

Quando o valor do potencial desobedece a restrigio dada pela eq.(5.39) (f > 0),

determinam-se novos valores para a variavel de dano (D):

c
(7?) (5.40)
exp E

Assim, com base nos novos valores de dano atualiza-se a matriz K do sistema

pl+1) — 1 —

governativo e determina-se o vetor de residuos R:

e[‘u
P =<-Qq FHMT
R=P—Ksol onde: —Qr, (5.41)
P= {e“‘} FM(u — o)
=1-0 u—o

Com o novo vetor de residuos € atualizada a quantidade de controle do erro (€),

definida como:

=

(5.42)

)
Il
ﬁ|‘

sendo C uma constante de normalizacdo, definida neste trabalho como a norma do primeiro

vetor de solugdo incremental: ||Asol||,.
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Caso o valor do erro (€) seja maior que a tolerancia admitida, reinicia-se o

procedimento a partir da eq.(5.37).
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6 Resultados

6.1 Teste de distorcao

A fim de comparar as formulagdes em elementos finitos apresentadas neste trabalho
considera-se, inicialmente, o teste de distor¢do, apresentado em Zienkiewicz e Taylor (2000).
Este exemplo tem analogia com o problema de uma viga em balancgo solicitada por um binério
na sua extremidade livre (Figura 6.1). Na discretizacdo empregam-se apenas dois elementos
finitos, onde se pretende analisar a qualidade da resposta dada uma distor¢do a =
BL (0 < B < 1). Como se trata de uma analise estritamente ligada a sensibilidade numérica,
ndo sdo empregadas dimensdes para os dados. Considera-se espessura unitaria ¢ as seguintes

propriedades elasticas: v =0¢ E = 75.

a

> 0.5
L=5s | L=5

Figura 6.1 — Geometria, carregamento e vinculagdo de chapa discreta com dois elementos finitos.

Observa-se que a solugdo de referéncia para o deslocamento vertical na extremidade
livre € igual a 1,00. A notagdo para o deslocamento na extremidade livre foi escolhida como
v(a), para indicar que sua relagdo com a intensidade de distor¢do imposta.

Este exemplo foi simulado com a FHMT e FM(u-c), com e sem enriquecimento, além
do MEF convencional em deslocamentos ¢ do MEFG (em deslocamentos com
enriquecimento). As fungdes enriquecedoras adotadas, aplicadas em todos os nos livres,

foram L‘;Eg]) ={1,y*} e Lg(a) = {1,x} para as tensdes de dominio e os deslocamentos de

contorno na FHMT, respectivamente, L3,y = {1,x,y} para todos os campos independentes
da FM(u-0), ¢ L) = {1,x,y,xy,x%,y*} para o0 MEFG. Os resultados obtidos podem ser

avaliados na Figura 6.2.
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1,2000
1,0000 B¥:::
0,8000 —— MEF
= —t— FHMT
S 0,6000 |
B = FM
0,4000 ---W-+ MEFG
sectpes FHMTenr.
0,2000 ™
crodess FMenr.
0,0000
0 1 2 3 4

Figura 6.2 — Resultados para o teste de distor¢ao (distor¢do - deslocamento na extremidade livre).

De acordo com o grafico apresentado na Figura 6.2, as formula¢des propostas FHMT
e FM(u-o) recuperam a solucdo exata somente quando niao ha distor¢do nos elementos. Ja o
MEF convencional ndo apresenta bom resultado sequer nesta situagdo. Entretanto, com o
aumento na distor¢do dos elementos a FHMT e a FM(u-c) perdem precisdo. Contudo, a
aplicacdo de fungdes enriquecedoras tornou as formulagdes pouco sensiveis a distorgdo,
praticamente recuperando a solug@o de referéncia, independente do valor de a. Também vale
salientar a Otima resposta do MEFG em deslocamentos. Conclui-se que as fungdes de

enriquecimento asseguram maior robustez as formulagdes numéricas testadas.

6.2 Chapa tracionada

Este exemplo trata de uma chapa com espessura unitaria, v = 0,3, E = 1000 ¢
tracionada por carga p = 10, parcialmente distribuida nas bordas, conforme apresentado na
Figura 6.3. Dada a dupla simetria do problema, o modelo pode ser simplificado conforme

indicado na Figura 6.4.

wy

10

Figura 6.3 — Chapa tracionada.
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u(x)=0

1.5

u(y)=0

1

Figura 6.4 — Modelo de analise.

Utilizou-se a ferramenta computacional ANSYS® (SAS, 2009) para a obten¢do de uma
solugdo de referéncia do problema, com uma discretizagdo de 80x80 elementos finitos do tipo
PLANE42 (quadrilateral de quatro nds). Para fins de comparagao foi determinada a energia de
deformagdo do problema: U, = 0,144.

Este exemplo foi simulado utilizando-se a FHMT e a FM(u-6), com ¢ sem
enriquecimento, analisando-se a convergéncia das respostas em fungdo do aumento do
nimero de graus de liberdade, tanto por refinamento quanto pelo enriquecimento da
aproximacao. Para o refinamento da discretizagdo redes de 1x1, 2x2, 4x4, 8x8 ¢ 16x16
elementos foram adotadas. As func¢des de enriquecimento para a FHMT foram: szl(a) =
{1,xy} e Lg(a) = {1, x} para os campos de dominio ¢ contorno, respectivamente. J4 para a
FM(u-c) a fungdo enriquecedora L., ={1,x} foi aplicada a ambos os campos
independentes.

Diante do exposto, observa-se que a gama de possibilidades de simulagdo para cada
formulacdo ¢ grande, dado que o nimero de graus de liberdade depende da discretizagdo e da
aplicag¢do das funcdes enriquecedoras. Entretanto, qualquer que seja a combinacdo adotada ¢
necessario garantir a estabilidade numérica do problema e, para isto, as formulagdes precisam
ter mais graus de liberdade em tensdo do que em deslocamento (n, = n, + n, paraa FHMT
e n, = n, para a FM(u-c)). Por exemplo, a verificacdo prévia da condicdo de estabilidade

numérica para a FHMT pode ser vista na Tabela 6.1, ¢ para a FM(u-c) vide Tabela 6.2.
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Tabela 6.1 — Verificag@o da estabilidade numérica do modelo para a FHMT.

Numero de graus de liberdade - FHMT

Discretizagao 1x1 2x2 4x4 8x8 16x16
Enriquecimento | n, | ny + 1y | ng [Ny +ny | ng [Ny 0y | ng | My g Ng ny + Ny,
Nenhum 12 12 27 30 75 90 243 306 867 1122
o[Q] 24 12 54 30 150 90 486 306 1734 1122
o[Q], u[Q] 24 20 54 48 150 140 486 468 1734 1700
o[Q], ull] 24 16 54 42 150 130 486 450 1734 1666
o[Q], u[Q],u[l] | 24 24 54 60 150 180 486 612 1734 2244

Tabela 6.2 — Verificag@o da estabilidade numérica do modelo para a FM(u-o).

Numero de graus de liberdade — FM(u-0)

Discretiza¢io 1x1 2x2 4x4 8x8 16x16
Enriquecimento | n, | n, | ngy | ny, | ng | ny Ng ny Ng ny
Nenhum 121 04 | 27 | 12| 75 | 40 | 243 | 144 | 867 | 544
G 24 | 04 | 54 | 12 | 150 | 40 | 486 | 144 | 1734 | 544
u 12| 08 | 27 | 24| 75 | 80 | 243 | 288 | 867 | 1088
ou 24 |1 08 | 54 | 24 | 150 | 80 | 486 | 288 | 1734 | 1088

Os campos destacados em cinza mostram as situagdes onde a condi¢@o de estabilidade
numérica ndo ¢ atendida, de modo que os enriquecimentos indicados foram evitados.
Entretanto, é importante destacar que se trata de condi¢do necessaria, mas ndo suficiente para
estabilidade numérica. De fato, destaca-se na rede de 16x16 elementos da FHMT com
enriquecimento em tensdes € deslocamentos de dominio exclusivamente onde apesar da
condi¢do de estabilidade ter sido atendida, notou-se instabilidade numérica na analise. Com
isso, esta simulagdo foi descartada. J& na FM(u-c), destacam-se as analises com
enriquecimento apenas em tensdo, pois mesmo satisfazendo a condi¢do de estabilidade
numérica, a formulagdo ndo apresentou bons resultados, mostrando-se, neste caso, sensivel ao
enriquecimento de apenas um dos campos independentes.

Assim, a Figura 6.5 apresenta a verificacdo de convergéncia para a FHMT e a Figura

6.6 a mesma verificagdo para a FM(u-o).
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0,02
0 = T "———h---____;;
B g—""""""2,5 3 3,5 4
-0,02 . / :
LOG(graus de liberdade)
-0,04
3
5 -0,06
—
=2
v -
2 0,08
-
-0,1
0,12
-0,14
-0,16
=4 FHMT - Enriquecimento (y?) nas tensées de dominio
FHMT - Enriquecimento (y?) nas tensoes e deslocamentos de dominio
- FHMT - Enriquecimento (y?) nas tensdes de dominio e (x) nos deslocamentos de contorno
Figura 6.5 — Verificagdo de convergéncia da FHMT.
0,25
0,2
0,15
01
o
2
S 0,05
(U] 3
9 LOG(graus de liberdade)
0 - . S S PHe .
1 1,5 2 2,5 3 3,5 4
-0,05
-0,1
-0,15
=4=FM- Sem enriquecimento FM - Enriguecimento (x) nas tensoes e nos deslocamentos

Figura 6.6 — Verificagdo de convergéncia da FM(u-c).

Analisando a convergéncia da FHMT (Figura 6.5) observa-se que a aplicagdo de
enriquecimento nos deslocamentos e tensdes de dominio a simulacdo converge para um
resultado apenas proximo da solugdo de referéncia. J4 as simulacdes onde se enriqueceram
apenas as tensdes, ou as tensdes e deslocamentos de contorno as solu¢des convergiram para a

solucdo de referéncia. Analogamente, analisando a convergéncia da FM(u-o) (Figura 6.6)
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observa-se que ambas as simulagdes apresentam boa convergéncia para a solugdo de
referéncia.

Para fins de ilustragdo, na Figura 6.7 comparam-se os graficos de tensdo da FHMT
(rede de 16x16 com enriquecimento em tensdes de dominio e deslocamentos de contorno)

com os da solu¢do de referéncia.

Solugéo de referéncia

Ga 1000 FHMT o0
950
: 200
850
800
7.50
7.00
650
6.00
550
500
450
4.00
350
300
250
200
1.50
1.00
050 100 150 200 250 300 350 400 450 500 Y 050 100 150 200 250 300 350 400 450 g:%
050

7.50
7.00 7.00
650 650
6.00 6.00
550 550
500 500
450 450
4.00 400
350 g
300 350
250 300
200 250
1.50 2,00
1.00 1.50
050 1.00
0.00 0.50
050 000
050 100 150 200 250 300 350 400 450 500 _1-% 050 100 150 200 250 300 350 400 450 050

050 100 150 200 250 300 350 400 450

020

000 000

: 020 020

040

040 o
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0.80 : -1-‘218

. -1.00 140

120 : -1.60

180

140 200

! -1.60 X 220

-1.80 240

260

- 200 . -2.80

220 -3.00

0.00 240 jig
000 050 100 150 200 250 300 350 400 450 500 260

Figura 6.7 — Comparag@o entre a FHMT e a solucéo de referéncia.

Analogamente, a Figura 6.8 compara os graficos de tensdo da FM(u-c) (rede de 16x16
elementos com enriquecimento) com os da solucdo de referéncia. Nota-se que nesta simulagao
uma rede mais refinada seria necessaria para prover melhores resultados na componente Ty,

de tensdo.



Resultados

Solucdo de referéncia

050 100 150 200 250 300 350 400 450 500 X 250 300 350 4.00

050 100 150 200 250 300 350 400 450 500

0.00
000 050 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 6.8 — Comparag@o entre a FM(u-c) e a solugfo de referéncia.
6.3 Chapa tracionada com fissura discreta

Este exemplo trata de uma chapa tracionada, com as mesmas dimensdes do exemplo

anterior, com uma fissura discreta em sua regido central (Figura 6.9).

S P~ D = I
fissura o
p discreta -

10

Figura 6.9 — Chapa tracionada com fissura discreta.

Dada a dupla simetria do problema, o modelo pode ser simplificado conforme a Figura

6.10. Ressalta-se que, assim como no exemplo anterior, esta chapa possui espessura unitaria,
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v=0,3, E=1000, gp =6, g, =10 e estd submetida a um carregamento uniforme

parcialmente distribuido p = 10.

u(x)=0

1,5

Try
1

u(y)=0

ponta da
fissura 5

Figura 6.10 — Modelo matematico do problema.

Assim como no exemplo anterior, utilizou-se a ferramenta computacional ANSYS®
(SAS, 2009) para a obtencdo de uma solucdo de referéncia do problema, com uma rede
irregular de, propositadamente densa, 15729 eclementos finitos do tipo PLANE42
(quadrilateral de quatro nos). A rede apresenta maior concentracdo de elementos finitos na
regido da ponta da fissura.

Pela solugdo de referéncia observa-se que as tensdes o, (Figura 6.11), o, (Figura

6.12) ¢ T, (Figura 6.13) possuem maiores valores absolutos proximo a ponta da fissura,

como esperado.

Sigma-X
Sigma-¥

Eixo ¥
Eixo Y

Figura 6.11 — Resultado de o,, da solugdo de referéncia para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta

da fissura (direita).
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Sigra-Y

Sigma-¥

Eixo Y

Eixo ¥

0 0.1 0.2 0.3 0.4
Eixo %

Figura 6.12 — Resultado de o,, da solugdo de referéncia para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta

da fissura (direita).

Tau-RY

o

Eixo ¥
Eizo ¥

I

=)

&

04 0.6 0.8 1
Eixo X

Figura 6.13 — Resultado de 14, da solucdo de referéncia para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da

ponta da fissura (direita).

De posse dos resultados de tensdo da solucdo de referéncia, calculou-se, também, a

distribui¢do de dano para o problema (Figura 6.14) utilizando-se do modelo desacoplado
simplificado (item 5.4).
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Dano calculado

10.25

Eixo

Eixo X

Figura 6.14 — Dano calculado utilizando-se a solug@o de referéncia.

Ressalta-se, tanto para a solucdo de referéncia quanto para as aproximagdes em estudo,
que na regido de aplicacdo da carga distribuida o valor de dano ¢ nulo, pois estes pontos
ultrapassaram o limite de ruptura considerado. O mesmo vale para os pontos proximos a

ponta da fissura.
A fim de reproduzir os resultados de referéncia para este exemplo, que possui uma

singularidade, foram realizadas trés simulacdes, uma com o MEFG, outra com a FHMT e

outra com a FM(u-0).
Assim, a analise com o MEFG foi conduzida utilizando-se uma discretizagdo de 32x32

elementos quadrilaterais de quatro nos, conforme indicado na Figura 6.15.

25

1.5

05

0.5

0 0.4 1 ks 2 25 ] 35 4 4.5 5

Figura 6.15 — Discretizagio adotada para simulacdo com o MEFG.
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Os resultados para tensdes o, (Figura 6.16), o, (Figura 6.17) € Ty,, (Figura 6.18), bem
como o dano calculado (Figura 6.19), foram obtidos utilizando-se um polindmio completo do

primeiro grau (L3(a) ={1,x, y}) como funcdo de enriquecimento, totalizando 6477 graus de
liberdade.

Sigma-X
Sigma-x

Eixo
Eixo ¥

] 0z 0.4 0.6 0.a 1
Eixo X

Figura 6.16 — Resultado de 0,, do MEFG para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura
(direita).

Sigma-y

Sigma-Y 1.4
1.3

1.2

] 1.1

[Rz]

| 08

n7

E 06

o 01 02 03 04 05 0B 07 08
Eixo X Eixo %

Figura 6.17 — Resultado de 0,, do MEFG para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura

Eixo
Eixo ¥

(direita).
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Tau-KY
Tau-KY

Eixo
Eixo ¥

Eixo %

Figura 6.18 — Resultado de t,,, do MEFG para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura
(direita).

Dano calculado

Eixo ¥

Eixo X

Figura 6.19 — Dano calculado para a solugdo do MEFG.

As outras duas simula¢des foram realizadas com as formulag¢des propostas, utilizando

uma discretizacdo de 24x24 elementos para a FHMT e de 32x32 para a FM(u-o) (idéntica a
escolhida para o MEFG), conforme mostrado na Figura 6.20.



67

Resultados

05

048

Figura 6.20 — Discretizagdes adotadas para simulagdo com a FHMT (esquerda) e FM(u-o) (direita).

Os resultados das tensdes o, (Figura 6.21), o,, (Figura 6.22) € T, (Figura 6.23) para a

simulagdo realizada com a FHMT foram obtidos com a adogdo de Lg(a) = {1,xy} como

funcdo de enriquecimento apenas para os campos de tensdo no dominio, totalizando 6170

graus de liberdade. O dano calculado com os resultados da FHMT pode ser observado na

Figura 6.24.

Eixo ¥

Sigma-¥

Sigrma-x

15

1.4

e
-
212
w

i

1 -
09 i
il 01 nz n3 n4 ns ol

Figura 6.21 — Resultado de 0, da FHMT para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura

(direita).
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Sigrna-Y
148
1.4 15
13
10
. 2
& 2
if in]
u 11 5
-
0
09
-5
] 01 02 03 04 0s 06
Eixn X

Figura 6.22 — Resultado de 0,, da FHMT para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura
(direita).

Tau-x¥
Tau-xY

Eixo ¥

Figura 6.23 — Resultado de T, da FHMT para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura
(direita).

Dano calculado

Eixno

05 1 15 2 25 3 35 4 45
Eixo ¥

Figura 6.24 — Dano calculado utilizando-se a FHMT.
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Os resultados das tensdes o, (Figura 6.25), o,, (Figura 6.26) € T, (Figura 6.27) para a
simulagdo realizada com a FM(u-o) foram obtidos sem a ado¢do de fungdes de
enriquecimento, pois nenhuma das fungdes testadas apresentou aproximagdo satisfatoria a
solugcdo de referéncia, totalizando 5388 graus de liberdade. O dano calculado da FM(u-o)

pode ser observado na Figura 6.28Figura 6.24.

Sigma-x

. Slgn?a—)( ‘ o5

Eixo ¥
Eixo Y

os 1 15 2 25 3 35 4 45 il 02 0.4 0B 08
Einn ¥ Eixo X

Figura 6.25 — Resultado de 0, da FM(u-0) para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura
(direita).

Sigma-Y
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15
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Eixo Y
Eixo Y
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09
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045 1 16 2 25 3 358 4 45 -
Eixa ¥ Eixo X

Figura 6.26 — Resultado de o,, da FM(u-c) para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regido da ponta da fissura
(direita).
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Tau-RY Tau-xY

ra
m

P ) &
o
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05 1 186 2 25 3 35 4 45 Eixo X
En X

Figura 6.27 — Resultado de t,,, da FM(u-c) para toda a chapa (esquerda) e detalhe da regidio da ponta da fissura

(direita).

Dano calculado

10.25

10.2

Eixo

0& 1 15 2 25 3 34 4 445
Eixo ¥

Figura 6.28 — Dano calculado utilizando-se a FM(u-o).

Diante do exposto observa-se que, para este exemplo, as formulacdes propostas
obtiveram resultados bastante bons em comparagdo com a solucdo de referéncia admitida.

Acredita-se que as formulagdes FHMT e FM(u-c) propostas obtiveram bom
desempenho em razdo da sua melhor capacidade de aproximacdo dos campos de tensdo.

Ressalta-se, novamente, que a distribuicdo de dano apresentada neste exemplo foi
obtida pela analise desacoplada simplificada, descrita no item 5.4. De fato, esta distribui¢ao
neste ponto serve apenas para uma prévia comparacdo entre as formulagdes. Assim, nos
exemplos seguintes realiza-se uma andlise ndo linear com dano mais completa para verificar

até que ponto o modelo simplificado é representativo.
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6.4 Teste de tracio

Este exemplo trata de um teste de tracdo de uma peca de concreto simples, com
dimensdes H =20 mm, L = 100 mm e espessura unitdria, e carregamento p = 3,3 MPa
aplicado de forma monotonica numa das extremidades, conforme apresentado na Figura 6.29.
Vale salientar que neste exemplo ndo se faz uso da técnica de enriquecimento nodal, pois se
pretende avaliar o comportamento de cada formulagcdo em resposta a uma analise ndo linear

acoplada com dano.

H u(x)=0

u(y)=0

Figura 6.29 — Teste de tracdo numa chapa.

Admite-se que para o concreto adotado, foram identificados de acordo com o modelo
de dano de Comi e Perego (2001) os seguintes parametros fisicos: E = 30 GPa, n = 3,
k = 0,00015 MPaec = 2,72.

Primeiramente adotou-se v = 0 para realizar um estudo comparativo das formulagdes

com a solugdo analitica para o ensaio de tragdo uniaxial (Figura 6.30).

0,3
0,25
0,2
§ 0,15 — Solu¢do analitica
—FM(u-o)

0,1
FHMT

0,05

2,8 2,9 3 3,1 3,2 3,3 3,4
o (MPa)

Figura 6.30 — Comparagdo das formulagdes com a solugdo analitica.
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Observa-se que as formulagdes apresentadas acompanharam a solugdo analitica do
problema. Claramente ambas as formulacdes reproduzem de forma satisfatoria o
comportamento uniaxial do ensaio proposto. Entretanto, tendo-se em vista as analises planas,
optou-se por uma verificagcdo da influéncia do coeficiente de Poisson no modelo.

Inicialmente, foram realizadas analises ndo lineares para a situagdo de estado plano de
tensdes (EPT). Como esperado, concluiu-se que ambas as formulacdes, ¢ reproduzida a
resposta da Figura 6.30, independente do valor do coeficiente de Poisson. Nas andlises nio
lineares em estado plano de deformacdes (EPD), notou-se a influéncia da variagdo do valor do

coeficiente de Poisson tanto para a FHMT (Figura 6.31) quanto para a FM(u-o) (Figura 6.32).

0,3
0,25 /
. 0,2 1 / — 0
§ 015 Fenles ek v=0.1
a P& ‘ :
0,1 - , v=0,2
0,05 - 2 Fr. -——-y=0,3
8 £ P — =04
2,8 2,9 3 31 3,2 33 3,4
o (MPa)

Figura 6.31 — Influéncia do coeficiente de Poisson na resposta nao linear da FHMT em EPD.

FM(u-o)
0,3
0,25 .
0,2 / —_ =y=0,0
o va
é 0,15 / A v=0,1
0,1 et | » v=0,2
£ # 03
£ -\
0,05 B % P
P v=0,4
0 / . _’
2,8 2,9 3 31 3,2 33 34
o [(MPa)

Figura 6.32 — Influéncia do coeficiente de Poisson na resposta néo linear da FM(u-c6) em EPD.

Observa-se que, em ambas as formulagdes, o coeficiente de Poisson acaba por

governar o limiar de inicio de dano.
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r

O exemplo em questdo ¢ agora utilizado para verificar até que ponto a forma
simplificada de dano apresenta respostas aceitaveis no confronto com a analise ndo linear
completa. Retoma-se o EPT com v = 0. Ressalta-se que se adotou D, = 0,4 como critério
critico de dano quando da utiliza¢do do modelo simplificado.

Para melhor visualizacdo das respostas de dano, define-se dD como um escalar

calculado pela seguinte relacdo:

DSIMPL

— - 6.1
6D—log<DN“N> (6.1)
onde DS™MPL ¢ DNLIN ¢34 as respostas de dano obtidas pelas anélises simplificada e ndo linear,

respectivamente. Com isso, os resultados sao apresentados na Figura 6.33, para a FHMT, e na

Figura 6.34, para a FM(u-o).

FHMT

2,85 29 2,95 3 3,05 3.1 3,15 3.2 3,25 3.3 3,35

6D
&

i‘ — = y=),0

o(MPa)

Figura 6.33 — Confronto das respostas de dano para a FHMT.
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FM(u-o)

0.1

2,85 2,9 2,95 3 3,05 31 3,15 3,2 3,25 33 3,35

0,1

6D
&

\ — =v=0,0

0.4 —

o (MPa)

Figura 6.34 — Confronto das respostas de dano para a FM(u-o).

Observa-se que em ambas as formulacdes os valores de dano obtidos pelo modelo
simplificado s3o satisfatorios frente aos valores obtidos com o modelo totalmente acoplado
(n2o linear) somente numa estreita faixa de tensdo logo apds o aparecimento do dano.
Entretanto, esta condi¢do era esperada, dado que a danificagdo ocorreu em todo o elemento
estrutural. Nos exemplos a seguir avalia-se o0 modelo simplificado em situa¢des de geometria

e vinculagdo que propiciem danificacdo em regides mais localizadas do elemento estrutural.

6.5 Teste de tracdo nao uniforme

Nos exemplos anteriores observou-se que as formulagdes propostas apresentam
resultados muito proximos ou idénticos. Assim, a partir daqui utiliza-se apenas a FHMT, pois
0 objetivo nestes ultimos exemplos ¢ simplesmente de comparar as abordagens simplificada
ou ndo de dano, conforme previamente mencionado.

Assim como no exemplo anterior, este teste consiste de uma pega de concreto simples
em tracdo, com dimensdes H = 20 mm, L = 100 mm e espessura unitdria. O carregamento
p = 6,95 MPa ¢ aplicado de forma monotonica numa faixa a =3 mm de uma das
extremidades, conforme apresentado na Figura 6.35. Utiliza-se um concreto com E = 30 GPa,

n=3,k=0,00015MPa,c=2,72ev =0.
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H u(x)=0

u(y)=0

Figura 6.35 — Teste de tragao localizada.

A discretizacdo foi feita com oito elementos finitos hibrido-mistos dispostos
horizontalmente e utilizaram-se as fun¢des de enriquecimento Lg(a) ={1,y%}e Lg(a) = {1, x}
para as tensdes de dominio e deslocamentos de contorno, respectivamente.

A danificacdo prepondera na regido de aplicagdo da carga, onde os valores maximos
obtidos com ambas as estratégias para determinacdo de dano sdo apresentados na Figura 6.36.
Ressalta-se que se adotou D, = 0,4 quando da utilizagdo do modelo simplificado de dano

(calculado sobre resultados de uma anélise linear).

Dano maximo

0,7

0,6

0,5

0,4 4

03 7 v

0,2
0,1
0

0,00 2,00 4,00 6,00 8,00

Dano

Naolinear

Linear

p (N/mm?)
Figura 6.36 — Valores maximos de dano.

A distribuicdo do dano ¢ apresentada na Figura 6.37 para diferentes valores da carga

aplicada.
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Modelo de dano simplificado Modelo de dano acoplado (nao linear)

| l. . ﬂ (a}

I: l. . [b}

I:—; l. . [c}

| . l [d}
|

Figura 6.37 — Distribui¢do do dano para (a) p = 5,50 MPa, (b) p = 5,60 MPa, (c) p = 6,00 MPae (d)p =
6,95 MPa.

Observa-se que até p = 5,60 MPa (80,58% da carga méaxima) os resultados obtidos
pelo modelo de dano simplificado sdo bastante satisfatorios. Entretanto, praticamente em toda
a analise pode-se observar que a caracterizacdo da regido danificada obtida com ambos os

modelos € semelhante.
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6.6 Teste de Hassanzadeh

O teste experimental de Hassanzadeh, Silva (2006), corresponde a analise de um
prisma de concreto simples com base quadrada de 70mm X 70mm e altura de 60 mm. Numa
faixa de 4 mm a meia altura, a se¢do transversal do prisma ¢é reduzida para 35mm X 35mm,
no primeiro caso estudado, ¢ 10mm X 10mm no segundo caso. Naquela referéncia este
ensaio numérico ¢ realizado com a fixagdo do bordo inferior e aplicagdo de um deslocamento

prescrito no bordo superior do prisma (&), conforme exposto na Figura 6.38.

S e
|
Zsr
l
4mm
T
28mm
l
y
/
70 mm
X g

70mm

Figura 6.38 — Teste de Hassanzadeh. Fonte: Silva (2006).

Neste trabalho, ao invés de um deslocamento prescrito, foi aplicada uma forga (R) de
forma monotonica, no bordo superior. Utiliza-se um concreto com os seguintes parametros
fisicos: E =30 GPa, v=10,2, n=3, k = 0,00015 MPa e ¢ = 2,72. Opta-se por ndo tirar
partido da simetria do problema para que seja possivel verificar se esta caracteristica ¢é
reproduzida pelo modelo numérico. Considera-se um regime de estado plano de deformacdes
(EPD).

Foram realizadas andlises lineares e ndo lineares, apenas com a FHMT, a fim de
confrontar o0 modelo de dano simplificado com a resposta obtida com o modelo totalmente
acoplado. Ressalta-se que se adotou D, = 0,4 quando da utilizagdo do modelo simplificado de
dano.

Adotou-se Lg(a) ={1l,x,x*}e Lg(a) = {1, x} como fung¢des de enriquecimento para as

tensdes de dominio e deslocamentos de contorno, respectivamente.
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Define-se de como a razdo entre os valores da energia de deformacdo obtidos com os
modelos de dano simplificado (US™PL) e ndo linear (UNYN), a fim de verificar o

comportamento das respostas.

USIMPL

_ 6.2
de = [JNLIN (62)

As primeiras andlises foram realizadas sobre a geometria inicialmente proposta na
referéncia, isto ¢, com a redugdo da se¢do transversal do prisma para 35mm X 35mm
(primeiro caso). Neste caso, a simulagdo ndo linear acoplada indicou um valor maximo da
forca aplicada no bordo superior de R = 4756 N. Até esse limite, a Figura 6.39 apresenta a

resposta de de para os valores de R apos o limite eldstico.

1,04 :  Limite elastico

be 1

0,97 Carga
: maxima

0,95
3500 3700 3900 4100 4300 4500 4700 4900

R(N)
Figura 6.39 — Valores de §e para a FHMT (primeiro caso).
Na Figura 6.39 sdo indicados pontos de controle (A, B, C, D ¢ E) para fins de analise

das respostas de dano no prisma (Figura 6.40). Para complementar a analise a Figura 6.41

apresenta os valores maximos de dano, obtidos com ambos os modelos citados.
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Figura 6.40 — Comparacdo da distribui¢@o do dano nos pontos de controle (primeiro caso).
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Dano maximo

0,6

0,5

04

0,3

0,2

0,1

0 1000 2000 3000

R(N)

‘‘‘‘‘‘‘ Modelo nao linear de dano

Modelo simplificado de dano

4000 5000

Figura 6.41 — Comparativo dos valores de dano maximo para o Teste de Hassanzadeh (primeiro caso).

Com os resultados anteriores pode-se afirmar que o modelo de dano simplificado

apresentou comportamento satisfatdrio até¢ o ponto de controle B (82,93% da carga maxima

aplicada), sendo seu comportamento admitido como razoavel até o ponto de controle D. No

ponto E pode-se observar que o valor maximo do dano calculado € pouco maior que 50% do

valor méaximo obtido com o modelo ndo linear. Contudo, em toda a andlise a regido danificada

¢ praticamente a mesma para ambos os modelos de dano (Figura 6.42).

s
50
5
40

Eixo ¥
-

i}

15

Modelo de dano simplificado

Dano calculado

Eixo X

Modelo de dano acoplado (ndo linear)

Dano calculado

0 10 20 0 40 50 &0 70
Eixo X

Figura 6.42 — Resposta de ambos os modelos de dano para a carga maxima (R = 4756 N).

As andlises a seguir foram realizadas com a reducdo da se¢do transversal do prisma

para 10mm X 10mm (segundo caso). Neste caso, com a utilizagdo do modelo ndo linear,

observou-se que o valor méximo da forca maxima aplicada no bordo superior foi R =

5280 N. A Figura 6.43 apresenta a resposta de de para os valores de R apds o limite eléstico.
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Figura 6.43 — Valores de e para a FHMT (segundo caso).

Conforme indicado na Figura 6.43 foram adotados pontos de controle (A, B, C, D, E,
F, G e H) a fim de analisar as respostas de dano no prisma. Para complementar a andlise dos
resultados nos pontos de controle, a Figura 6.44 apresenta um comparativo dos valores

maximos de dano obtidos com os modelos ndo linear e simplificado.

0,9
0,8
0,7

o 06

0,5

0,4 ------- Modelo nédo linear de dano

Dano maxim

0,3 Modelo simplificado de dano

0,2
0,1

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000
R(N)

Figura 6.44 — Comparativo dos valores de dano maximo para o Teste de Hassanzadeh (segundo caso).

Para os trés primeiros pontos de controle (Figura 6.45) observou-se que o modelo de

dano simplificado acompanha bem os resultados do modelo ndo linear.
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Modelo de dano simplificado Modelo de dano acoplado (ndo linear)

Dano calculado

(B)

y (C)

Figura 6.45 — Comparagdo da distribui¢do do dano nos pontos de controle A, B e C (segundo caso).
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Modelo de dano simplificado Modelo de dano acoplado (ndo linear)

Dang calculade Dana calculada

Dang calculade

(F)

Figura 6.46 — Comparacdo distribui¢ao do dano nos pontos de controle D, E e F (segundo caso).

Conforme se apresenta na Figura 6.46, nos pontos de controle D, E ¢ F (80,68% da
carga maxima aplicada) o resultado também ¢ satisfatdrio. Ja nos pontos de controle G e H
(Figura 6.47) os valores de dano obtidos com o modelo simplificado comecam a divergir dos
valores provenientes do modelo ndo linear. Entretanto, observa-se que a regido danificada ¢

semelhante em ambos os modelos.
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Modelo de dano simplificado Modelo de dano acoplado (nédo linear)

Dana calculade Dana calculade

(G)

(H)

Carga
maxima

Figura 6.47 — Comparacdo distribui¢do do dano nos pontos de controle G e H, e para a carga maxima (segundo

caso).

Analisando dois casos do Teste de Hassanzadeh viu-se que a geometria do modelo
provocou localizagdo da distribuicdo de dano, o que favoreceu a aproximagdo com o modelo

simplificado.
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7 Conclusoes

Um primeiro objetivo deste trabalho foi contribuir para o estudo de formulagdes nao
convencionais para o MEFG, tendo como foco a FHMT e a FM(u-0). Primeiramente,
verificou-se a capacidade de aproximacdo das formulagdes ndo convencionais em estudo num
exemplo consagrado da literatura, conhecido como teste de distor¢do. Neste exemplo
observou-se que o emprego de fungdes de enriquecimento permitiu eliminar a sensibilidade a
distorcao imposta nos elementos. No segundo exemplo buscou-se analisar a convergéncia das
formulagdes ndo convencionais, com e sem enriquecimento, considerando-se um problema de
elasticidade plana. O problema de uma chapa tracionada evidenciou a boa capacidade de
aproximacdo e convergéncia para a solugdo de referéncia adotada tanto da FHMT quanto da
FM(u-o).

Como as formula¢des ndo convencionais aproximam o campo de tensdes de forma
direta, verificou-se a capacidade de aproximacgdo destas num exemplo com singularidade. Este
tratou da mesma chapa do exemplo anterior, acrescendo-se uma fissura discreta na sua regido
central. Confrontaram-se as respostas da FHMT e FM(u-6) combinadas com o MEFG,
mostrando que neste tipo de exemplo as formulacdes recuperam de forma satisfatoria a
solucdo de referéncia.

Um segundo objetivo do trabalho foi explorar a boa capacidade de aproximacgdo das
tensOes para a andlise de problemas que envolvam danificagdo. Nesse sentido foi proposta
uma estratégia simplificada, que consiste em estimar a intensidade do dano utilizando-se
apenas os resultados de uma analise linear. Os resultados dessa estratégia foram confrontados
com os obtidos por uma andlise nao linear incremental-iterativa.

Num primeiro exemplo, simulou-se um caso de tragdo simples, com o intuito de
validar a andlise ndo linear de dano e iniciar a comparacdo entre a abordagem completa ¢ a
estratégia simplificada. Observou-se que os valores de dano obtidos pelo modelo simplificado
podem ser considerados satisfatorios frente aos valores obtidos com o modelo totalmente
acoplado (ndo linear) somente numa estreita faixa de tensdo logo apos o aparecimento do
dano. Entretanto, esta condi¢do era esperada, dado que a danificacdo ocorreu em todo o
elemento estrutural.

Nos exemplos seguintes, procurou-se avaliar o modelo de dano simplificado em

problemas com danificagdo em regides localizadas da estrutura. O exemplo de uma chapa
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com tra¢ao ndo uniforme induz danificag¢do localizada em uma faixa de sua borda adjacente a
aplicacdo do carregamento. Neste exemplo pode-se observar que a aproximacdo dos
resultados da estratégia simplificada com os do modelo ndo linear foi satisfatdria para até
80% da carga maxima aplicada.

No exemplo seguinte, realizou-se a simulacdo de um prisma tracionado, com se¢do
central reduzida. Neste exemplo constatou-se que o modelo de dano simplificado apresentou
resultados satisfatdrios para valores da carga aplicada entre 80% e 83% da carga maxima.
Nestes exemplos também se observou que a regido danificada obtida pelo modelo
simplificado se assemelha a dada com o modelo ndo linear de dano, independente da carga
aplicada.

Desta forma, pode-se concluir que a estratégia simplificada ¢ representativa nos casos
de dano localizado em pequenas regides de modo que se possa dispensar 0s passos iterativos
associados a redistribui¢do das tensdes. Entretanto, mesmo nos casos de dano difuso ainda ¢
possivel realizar uma andlise qualitativa com o modelo de dano simplificado, visto que a

regido danificada ¢ semelhante aquela obtida com o modelo totalmente acoplado (ndo linear).
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APENDICE A — Modelos discretos com enriquecimento nodal

Aqui se destaca a formalizacdo das formulagdes Hibrido-Mista de Tensdo e Mista u-c
com enriquecimento nodal polinomial para as redes de cobertura compostas por elementos
finitos quadrangulares convencionais de quatro nds e elementos lineares de contorno, sendo
este ultimo apenas para a FHMT.

As aplicagdes dos enriquecimentos nodais as formulagdes ndo convencionais
utilizadas caracterizam-nas como formas alternativas do Método dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG). Neste trabalho a FHMT e a FM(u-6) tém seus graus de liberdade
vinculados aos nds, tornando possivel a utilizacdo da metodologia classica de enriquecimento

do Método das Nuvens /p.

A.1 Modelo discreto da FHMT com enriquecimento nodal

Este item esta fortemente ligado ao trabalho de Gois (2009), do qual a ferramenta
computacional, que realiza analises lineares com a FHMT, foi aproveitada.
Considere-se um dominio £ composto por ng elementos finitos de dominio, onde

Q.(e = 1,...,ng) sio os dominios de cada um dos ng elementos. Também sdo definidos ny,

elementos no contorno de Neumann Ftert (ert =1, ...,nrt) ¢ np, elementos no contorno entre
elementos de dominio F"eri (er,- =1,.., nr,-)- Também se deve considerar que no contorno de
Dirichlet F“eru existem ner, = 1, ..., nr, elementos com deslocamentos prescritos.

Os vetores sq,, qq,> qrert e qrer,- armazenam os parametros generalizados

correspondentes as aproximagdes locais para as tensdes ¢ deslocamentos nos elementos de
dominio, e deslocamentos dos elementos dos contornos de Neumann ¢ internos,
respectivamente. Os vetores Sq, qq, qr,€ qr,, referentes as aproximagdes globais, foram
definidos no capitulo 3.

Os parametros locais e globais se relacionam por matrizes Booleanas (B(-)), da

seguinte forma:

Sq, = (B(F,))sgq (A.1)
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do, = (B(4))qa (A2)
ar,, = (B (Arert)) ar, (A3)
qreri = (B (AreFi)> qu (A4)

As matrizes (B(F,)) e (B(A,)) coletam os parametros generalizados dos elementos de

dominio Q.(e =1, ...,nq), ¢ as matrizes (B (Areﬁ)) e (B (Arer,-)> coletam os parametros
generalizados dos elementos dos contornos Ftert(ert = 1,...,n1~t) e rier,- (eri = 1,...,n1~i),

respectivamente.
As aproximacdes locais dos campos de tensdo e deslocamento de dominio,
deslocamento no contorno de Neumann e deslocamento no contorno interno sdo dadas da

eq.(A.5) aeq.(A.8):

G = Sq,Sq, (A.5)
U, = Ug,qo, (A.6)
ﬁrt =U rtert CIrert (A7)
ur, = Urteri qfer,. (A.8)

sendo Sg _, Ug,, Urter e Urier as matrizes das func¢des de interpolacdo dos campos de tensdo
t i

e deslocamento no dominio, deslocamento no contorno de Neumann e deslocamento no
contorno interno, respectivamente.

Com a contribui¢do de cada elemento finito, no dominio € no contorno, montam-se as
matrizes que compdem o sistema resolvente da FHMT, dado pela eq.(3.31). Assim, a matriz

de flexibilidade generalizada (F), por exemplo, é obtida com o enderecamento dado pela
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matriz Booleana (B(F,)) a matriz local F,, conforme apresenta a eq.(A.9). De maneira
semelhante, as demais matrizes ¢ vetores que compdem o sistema da FHMT sdo obtidos,

conforme exposto da eq.(A.10) a eq.(A.15):

ng
F =) (B(F)'Fo(B(F,) (49)
e=1
ng
Ag = Z(B(Fe))TAQe(B(Ae)) (A.10)
e=1
nrt
Ap, = Z <B(Fe)>TAFter (B (Arert)) (A.11)
€rt=1 t
nrl.
Ar, = Z <B(Fe)>TAl‘ier, (B (Are[-.)) (A.12)
e[‘i=1 ¢ ¢
Tlru
er,= ) (B(F)Ter,, (a13)
ner, =1 "
ng
Qo = Z(B(Ae»TQQe (A.14)
e=1
Tlrt
0=y (B(a, )", (15
3rt=1
onde

F,= f So.fSq, dQ (A.16)
Q
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Aﬂe = f(LSQe)TUQedﬂ
Q

T
Ay, = j (NSq,) Ur,, dr
t I t

Ar, =- j (NSa,)'Ur,,_dr
i I; i

CMuney, = f (NSq,) " adr
u Ty

(A.17)

(A.18)

(A.19)

(A.20)

(A21)

(A.22)

Neste trabalho ¢ utilizado apenas o elemento finito hibrido-misto de tensdo

quadrilateral de quatro nds, apresentado na Figura A.l. Ainda nesta figura, indica-se o

posicionamento dos elementos lineares de contorno e aponta-se 0 mapeamento do elemento

isoparamétrico, de coordenadas &n, para uma forma quadrilateral qualquer no sistema

cartesiano xy.
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Elemento de dominio €2,

\

Efementode contorno I", ,f' wii T

.\f

Figura A.1 — Elemento quadrilateral de quatro nds. Fonte: Gois (2009).

Sdo utilizadas as fun¢des Lagrangianas bilineares classicas para transformagdo das
coordenadas do dominio paramétrico para o dominio fisico, sendo representadas em relagdo a
um sistema de referéncia cartesiano (€n) localizado no centro do elemento (vide Figura A.1),

onde ¢ e 1 sdo coordenadas adimensionais variando entre —01 e 01.

1
P = Z(l -8 —-n) (A.23)
_1 (A.24)

2 ‘Z(l +8)(1—-n)
_1 (A.25)

3 ‘Z(l +8)(A +n)
_1 (A.26)

N —Z(l—f)(l +1)

Define-se a matriz M como a composicdo das func¢des de interpolacdo apresentadas da
eq.(A.23) a eq.(A.26), e o vetor ¢ que armazena as coordenadas cartesianas nodais do

elemento finito.

M=[§01 0 ¢, 0 @3 0 @4 O] (A.27)
0 9 0 @3 0 @
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cT=[X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 V4] (A.28)

Assim, as coordenadas x e y globais de um ponto do elemento finito podem ser

mapeadas conforme a eq.(A.29).
{x} — Mc (A.29)

Com a transformag@o de coordenadas € possivel escrever os operadores diferenciais no

referencial paramétrico em fung¢do dos definidos no referencial global:

9 9
| _,)ox A30
AL (30
an dy

sendo J o jacobiano, expresso pela eq.(A.31).

dx 0dy

_|9¢ 0§ (A31)
J= ox 0y
on 0n

Considere-se um elemento no contorno I’ (I‘uer , Fter ,I‘,-er) coincidente com um dos
u t i

lados do elemento quadrilateral Q, (Figura A.2).
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el

J

Elemento de contorno Jg""q_r ’F"-n ou F":r.‘

Figura A.2 — Elemento finito linear com sistema local de referéncia com origem no seu centro. Fonte: Gois

(2009).

No mapeamento de coordenadas do elemento linear no contorno paramétrico para o

contorno fisico utilizam-se as fung¢des Lagrangianas cldssicas. Como exemplo, para o

elemento em 7 = —01 tais fungdes tem a seguinte apresentagao:
1 A32
1/)1:_5(5—1) (A.32)
1 A33
Y, = E(f +1) (A-33)

onde ¢ ¢ a coordenada adimensional com origem no centro do elemento e variando entre —01
e 01.

De forma andloga ¢ possivel obter as equacdes de Y, e P, para os elementos de
contorno que compdem os demais lados do elemento de dominio, desde que se fagcam as
devidas mudangas na defini¢do da coordenada adimensional.

Define-se a matriz My composta pelas fungdes de interpolacdo Y, e Y,, dadas pelas
eq.(A.32) e eq.(A.33), e o vetor ¢y que guarda as coordenadas nodais do elemento finito de

contorno.

_1/)1 0 1/’2 0 A34
M=oy, 0 (439
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k=[x Y1 X2 V2] (A35)

Com isso, as coordenadas globais de um ponto da rede de elementos finitos lineares

podem ser mapeadas a partir da seguinte transformacao:

{;c}} — Mye, (A.36)

De acordo com a convengdo isoparamétrica adotada, os elementos de contorno
representam uma reta com ¢ ou 1 constante. Assim, o calculo do diferencial de comprimento

do elemento de contorno ¢ dado conforme a seguir:

ax\2  0y\?
= (= i constante (A.37)
ds (65) +(a§> 98 (1 )
ax\>  (0y\°
= (== - constante (A.38)
ds (67I> +<6n> an €3 )

Diante do exposto, para aproximac¢do das varidveis de tensdo e deslocamento do
dominio serdo adotadas as mesmas fung¢des utilizadas para aproximagdo da geometria do

elemento quadrilateral de quatro nds. Assim, tem-se:

o1 O 0 ¢, O 0 ¢; O 0 ¢, O 0
SQe = O (p]_ 0 0 (pz 0 0 (p3 0 O (p4_ O (A39)
0 0 ¢, 0 0 ¢, 0 O @3 0 0 ¢,
o1 0 ¢, 0 @3 0 ¢, O ]
Uos = [ (A.40)
Qe 0 ¢ 0 @, 0 @3 0 ¢

Com isso0, 0s campos incognitos do dominio sdo dados por:

T _
SQe—[le Oy, Txyy 9% Oy, Txy, Ox3 Oy; Txy; Ox, Oy, TXJ’4] (A41)
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T _
qﬂe = [uxl qu uxz u’ﬁVz ux3 u)’3 ux4 UY4] (A42)

Analogamente, as func¢des aproximativas para os deslocamentos no contorno

r (I‘uer ’Fter ,I‘,-er) sdo as mesmas definidas para a aproximagdo da geometria do elemento
u t i

linear de contorno. Logo:

0 0
Ur, Uy = [1/)1 ¥z (A.43)
e, ey, L0 Y 0 Yy
Com isso, 0 campo incdgnito do contorno (externo ou interno) ¢ dado por:
qr, qf, =W Uy Ux, Uy (A.44)
ert el"l-

Vale lembrar que todas as fungdes aproximativas envolvidas na FHMT sao atreladas
aos nds. Assim, utilizando a metodologia de enriquecimento nodal do MEFG ampliam-se as
bases de aproxima¢do com fungdes polinomiais. Deste modo, as aproximagdes para o0s

campos incognitos da FHMT sdo dados da seguinte forma:

N Ne
o= Z SQ]. Sﬂj + Z h]lbjl (A.45)
j=1 i=1
N Ne
u = Z UQ]. UQ], + Z hjicji (A.46)
j=1 i=1
N[‘ ner
Ur = Z UF]' qu + Z hjkd]k (A.47)
j=1 k=1

onde hj;(ji = 1,...,m,) € hj, (jk =1, ...,ner) sdo as fun¢des de enriquecimento do dominio e
do contorno, respectivamente, sendo n, € n,. os numeros total de fun¢des escolhidas para o

dominio € o contorno, respectivamente. Sendo, também, bj;, ¢j; € dj parametros nodais
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adicionais associados as parcelas de enriquecimento em tensao e deslocamento no dominio, ¢
deslocamento no contorno, respectivamente.
Comenta-se, anteriormente, que o enriquecimento das bases aproximativas do MEFG

deve ser realizado no dominio global. Para isto, recomenda-se que:

hii(§5,m;) =0 (A.48)

hi65) = 0 A

onde (E ] j) sdo as coordenadas adimensionais dos nds j dos elementos de dominio ¢ de
contorno. Esta propriedade das eq.(A.48) e eq.(A.49) determina um tipo de fungdes de
enriquecimento denominadas de fungdes bolhas, sendo este procedimento vantajoso porque
preserva o significado fisico dos graus de liberdade nodais originais.

Desta forma, as bases aproximativas originais, dadas pelas eq.(A.39), eq.(A.40) e

eq.(A.43), tem seus termos ndo nulos escritos da seguinte forma:

So, = [P181 @282 @303 @uA4] (A.50)
Ug, = [P181 @282 @383 @uA4] (A.51)
Uy, =Ur, = [¥14r,  ¥24r,] (A.52)

onde A;(j =1,....4) e Arl_(]' = 1,2) sdo as matrizes de enriquecimento polinomial do n6 de
dominio e contorno, respectivamente.
Considera-se que as matrizes de enriquecimento sejam dadas por:

para o campo de tensdes no dominio,
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para o campo de deslocamentos no dominio e
AF]: [12 hj112 hjkIZ hjnerlz] (A.55)

para o campo de deslocamentos no contorno.

Nas eq.(A.53) a eq.(A.55) I, e I3 sdo matrizes identidades de segunda e terceira
ordem, respectivamente. Nestas equagdes tal forma ¢ adotada para que se preserve a estrutura
convencional da formulagdo em estudo, quando as func¢des de enriquecimento forem nulas.

Assim, os mondmios x ¢ y sdo representados por:

hjn,(€,1) = (o0, + @20z + :3’% t Pata) =% (A.56)
]
hyn. (611 = (p1y1 + @2y2 + :§y3 + Q4ys) — Yj (AS7)

]

para os campos de dominio e

Rjn, (§) = Wos + Z?xZ) — (A58)
]
hjn,.(§) = W, ;/;,ZYZ) — (A.59)

]

para os campos de contorno, onde h; € o raio da nuvem de um no j qualquer. Com esta
convencdo, ¢ possivel enriquecer os campos de dominio e contorno com as bases Lg(a) =
{1,x,y,xy,x2,y?} e Loy = {1,x, ¥}, respectivamente.

Assim, para qualquer néj ~ (j = 1,...,4) do elemento finito retangular e, escolhido

para ser enriquecido, pode-se representar:
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S6.fSa, = [0awpbafigl; a.B =1,...4

Fo=[Fag| + Fop = ( j <pa<pﬁA£fA,;dﬂ>
Qe

f higf b pf (A.60)
» Dafbpg=| Hjaf -+ Rjaljpf - Rjghnpf
hneaf hneahjﬁf o hneahneﬂf

LSo, = Llp141 @282 @303 @404] =
= [(Lo1)Ay + @1 (LAy) -+ (Log)Ay + @ (LAL)]

T AI(L‘PJT + (P1(LA1)T
~(ESa,) = E (A.61)
AT(Lpy)T + u(LAL)T -

(LSg,) Ug, = AL + 0u(LA)[@pAs]; B =1,...,4

AQe = [Aﬂaﬁ] Aﬂaﬂ = _I [AZ(L(pa)T + goa(LAa)T] [wﬁAﬁ]dQ
Qe

T ‘P1A} -
vl =| & |~Qq,=[00,] " Qa,= f P ATBAQ; @ =1, .4 (A62)
<P4AI Qe

Analogamente, para qualquer ndj -« (j = 1,2) do elemento finito linear pertencente

contorno I' (Fuer , I‘,:EF ,T "er) de um elemento quadrilateral, escolhido para ser enriquecido,
u t i

pode-se representar:
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NSq, = [N )A1  (Ngy)Az (N@3)Az  (Ngy)A4]

T A}‘ (N(pl)T
(Nsﬂe) — :
AI(N Py)T
' T a=1,..,4
(NSQe) Urteft - (Nsﬂe) Urier- = [8z(N9o)'] [(pVAry]; y=1, (A.63)
— T T
Arter = IArtert yl Al'tert . - L [Aa(Nq)a) ] [(pyAry] dr
a . a t
a iay )
ey, [eruner ] e, T f AY(Np)™udr; a =1, ... 4 (A.64)
u u e r,
<P1A1T" ~
UT = i1 . = [ ] - = f AT tdr; =172 (A.65)
fi LDZA'II‘J Qrter Qrtery Qrtery L PyAar, 14

A.2 Modelo discreto da FM(u-c6) com enriquecimento nodal

Este item apresenta o desenvolvimento do modelo discreto para a FM(u-c) realizado
neste trabalho. Ressalta-se que se tomou como base o item anterior. Vale lembrar que, assim
como na FHMT, a FM(u-c) tem suas aproximacdes atreladas aos nds, podendo ser utilizada a
metodologia classica de enriquecimento do Método das Nuvens /sp para os campos de
deslocamento e tensdo, ambos no dominio.

Considere-se um dominio £ composto por ng elementos finitos de dominio, onde
Q.(e =1,..,ng) sdo os dominios de cada um dos mq elementos. Os vetores sq, € qq,
armazenam os parametros generalizados correspondentes as aproximacdes locais para as
tensdes e deslocamentos.

Os parametros locais e globais se relacionam através de matrizes Booleanas, da

seguinte forma:

Sq, = (B(F,))sgq (A.66)
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do, = (B(4))qa (A.67)

As matrizes (B(F,)) ¢ (B(A,)) extraem os parametros generalizados dos elementos
Q.(e=1,..,ng).

Sejam as aproximagdes locais dos campos de tensdo e deslocamento:

8. = So.50, (A.68)

u, =Ugq,qq, (A.69)

Sendo Sg, € Ugq, as matrizes que coletam as fungdes de interpolagdo dos campos de

tensdo e deslocamento. Com a contribuicdo de cada elemento finito montam-se as matrizes

que compdem o sistema resolvente da FM(u-c), dado pela eq.(3.73).

F= ;<B<Fe)>TFe<B(Fe)> (A70)

A= ;<B<Fe)>TAe<B<Ae)> (A7)

Q= i(B(Ae»TQe (A.72)
=1

onde:

F, = Jﬂ So.fSo, dQ (A.73)

A, = f (LSq,) Uq dO (A.74)
Q
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Q. = f Ug bdo + f Ug tdr (A.75)
Q T,

t

Com isso, as matrizes que guardam as aproximagdes dos campos de tensoes ¢ deslocamentos
sdo constituidas por submatrizes cujas dimensdes estdo associadas ao numero de nds dos
elementos, a0 numero de graus de liberdade definido em cada nd, ao numero de nos
enriquecidos e aos graus de enriquecimentos nodais adotados.

A Figura A.3 apresenta o elemento finito misto de dois campos quadrilateral de quatro

nods, sendo também exemplificada sua convencdo de numeragdo nodal (sentido anti-horario).

Elemento

3
4 3
«
. 2
i 2 yl 1

X

Figura A.3 — Elemento quadrilateral de quatro nos.

Sdo utilizadas as fun¢des Lagrangianas bilineares cldssicas para transformacdo das
coordenadas do dominio paramétrico para o dominio fisico, sendo representadas em relagdo a
um sistema de referéncia cartesiano(én) localizado no centro do elemento (vide Figura A.3),

onde ¢ e 1 sdo coordenadas adimensionais variando entre —01 ¢ 01.

1
01 = Z(l - —-n) (A.76)

= ! (A.77)
®2 ‘Z(l +8)(1—n)

P3 = %(1 +HA +n) (A.78)



104

Formulagdes Hibridas e Mistas para o Método dos Elementos Finitos Generalizados: aplicagdo a Mecanica do Dano

P4 = %(1 -8 +n) (A.79)

Define-se a matriz M como a composicdo das func¢des de interpolacdo apresentadas da
eq.(A.76) a eq.(A.79), e o vetor ¢ que armazena as coordenadas cartesianas nodais do

elemento finito.

M= [<p1 0 ¢ 0 93 0 ¢, O ] (A.80)
0 91 0 ¢ 0 @3 0 ¢,
cT=[X1 Y1 X2 Y2 X3 Y3 X4 Yi] (A.81)

Assim, as coordenadas x e y globais de um ponto do elemento finito podem ser

mapeadas conforme a eq.(A.82).
{x} — Mc (A.82)

Com a transformacao de coordenadas ¢ possivel escrever os operadores diferenciais no

referencial paramétrico em fun¢do dos definidos no referencial global:

0 9
23 = a A.83
AL (A8
an dy

sendo J o jacobiano, expresso pela eq.(A.31)(A.84).

dx 0dy
_ 9§ 09§ (A.84)
J=16x oy

on 0n
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Diante do exposto, para aproximagdo das variaveis de tensdo e deslocamento sdo
adotadas as mesmas funcdes utilizadas para aproximagdo da geometria do elemento

quadrilateral de quatro nds. Assim, tem-se:

o1 0 0 ¢, O O @3 O O ¢, O O
Sﬂe = O (pl 0 0 (pz 0 O (p3 0 O (p4_ O (A85)
0 0 ¢ 0 0 ¢, 0 0 @3 0O 0 ¢,
1 0 ¢ 0 @3 0 @, O ]
Uy, = (A.86)
e 0 ¢ 0 ¢, 0 @3 0 ¢
Com isso, os campos incognitos do dominio sdo dados por:
5}23 = [UX1 Oy, Txy; 9% Oy, Txy, Oxz3 Oy; Txy; Ox, Oy, TX)’4] (A-87)
qule = [Ux; Uy, Ux, Uy, Uy Uy, Uy, Uy (A.88)

Assim, utilizando a metodologia de enriquecimento nodal do MEFG, neste trabalho,
ampliam-se as bases de aproximacdo com fung¢des polinomiais. Deste modo, as aproximagdes

para os campos incognitos da FM(u-c) sdo dados da seguinte forma:

o= Z SQ], O'j + Z h]lbjl (A.89)

N Ne
u= Z UQ]. u] + Z hjicji (A.90)
j=1 i=1

onde hj;(ji =1,..,n,) sdo as fungdes enriquecedoras, sendo n, o numero de fungdes de
enriquecimento escolhidas. Sendo, também, bj; € ¢;; pardmetros nodais adicionais associados

as parcelas de enriquecimento em tensdo e deslocamento, respectivamente.
Comenta-se, anteriormente, que o enriquecimento das bases aproximativas do MEFG

deve ser realizado no dominio global. Para isto, recomenda-se que:
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hji(§5.m;) =0 (A9

onde (E I j) sdo as coordenadas adimensionais dos nds j dos elementos. Esta

propriedade da eq.(A.91) determina um tipo de funcdo de enriquecimento denominada de
funcdo bolha, sendo este procedimento vantajoso porque preserva o significado fisico de
graus de liberdade nodais originais, conforme citado anteriormente.

Desta forma, as bases aproximativas originais, dadas pelas eq.(A.85) e eq.(A.86) tem

seus termos ndo nulos escritos da seguinte forma:

Sq, = [P181 @287 @303 @uA4] (A.92)

Ug, = [P181 @282 @383 @uA4] (A.93)

onde Aj(j = 1, ...,4) sdo as matrizes de enriquecimento polinomial do nd.

Considere agora que as matrizes de enriquecimento sejam dadas por:

Aj: [13 hj113 e h]’k13 nen hjneIB] (A'94)

para o campo de tensdes €

para o campo de deslocamentos.

Nas €q.(A.94) e eq.(A.95) I, e I3 sdo matrizes identidades de segunda e terceira
ordem, respectivamente. Nestas equacdes tal forma ¢ adotada para que se preserve a estrutura
convencional da formulagdo em estudo, quando as fungdes de enriquecimento forem nulas.

Assim, as formas adotadas para as fungdes bolhas para x e y sdo, respectivamente:
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(@1x1 + @25 + P3X3 + Paxy) — X;

h;

Bjng (€)= (.96

h]'ne & n) = (P1V1 + ©2V2 + Q3Y3 + Quys) — Y

h;

(A.97)

sendo os demais monomios da base Ls(a) = {1, x,y,xy,x?,y%} obtidos com estas equacdes.

Assim, para qualquer néj ~ (j = 1,...,4) do elemento finito retangular e, escolhido

para ser enriquecido, podem-se representar:

S6.fSa, = [0avpbufipl; a.p =1,...4
Fo=[Fug| - Fop = ( jﬂ (pagoBA};fA,;dQ)

f e higf ho,pf (A.98)
~ AafDg= h,-;,f hia’iliﬁf h]'ahinelr’f

hneaf o hneahjﬂf o hneahneﬂf
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LSq, = L9181 @202 @383 @u04] =
= [(Lo)Ay + @ (LAy) -+ (Log)Ay + @ (LAL)]

T AT(Lp)™ + @, (LAYT
~ (LSq,) = '

AT (Lgp)T + g, (LAy)T
(LSQE)TUQE = [AY(Lo)" + 9o (LA "N[@phg); .8 =1, ..., 4
NSq, = [(N@1)Ar (Npz)Ay (Ng3)As  (Ngy)A,]

Ar{(N (P1)T
(NSQE)T - : (A.99)

AI(N<P4)T

(Nsne)TUne = (Nsne)TUne = [Aa(Np ) 1[@ala); @ =1,...,4

A, = [Aea B] Aoy,
— [ 183000 + 9o [0p5]0
Q.
- [ Ee ) lwpagar
T
Fitner, ~ [er ] ~ €, = J Az(No )" adrl; a =1, ...,4 (A.100)
neru uneru « uneru « Fu
T ‘PlA}
Uﬂe= . oo Qez[Qea]
Pl (A.101)

“ Qe, =j <paA§Edsz+j P AYEdT; a =1,...,4
Q T;

e t
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APENDICE B - Solucio de sistemas: método de perturbacio

Na formulagdo convencional do MEFG, na aplicagdo de determinados tipos de
enriquecimento, como o polinomial, existe uma grande probabilidade de as fun¢des de forma
geradas resultarem linearmente dependentes, conforme exposto por Proenga (2010). Tal
dependéncia linear causa singularidade na matriz de rigidez do problema.

Existem varios tipos de abordagens possiveis para resolver este tipo de sistema.
Assim, foi proposto Strouboulis et al. (2000) um método de perturbacdo da diagonal
principal. Neste trabalho, o tal método ¢ modificado para resolver os sistemas das
formulacdes ndo convencionais apresentadas.

Com isso, considerem-se os sistemas das formulagdes FHMT e FM(u-o),

respectivamente, reproduzidos a seguir:

F AQ —A['t Sﬂ eru

A, 0 0 [qg}z —Qq (B.1)
—-Af o0 o [l —Qr,

F Aj(o) _ (er, B.2
[AT 0 {ﬁ} _{—Q} 2

Utilizando as matrizes diagonais dadas por:

B = [diag(F)]‘% (B.3)

os sistemas representados pelas eq.(B.1) e eq.(B.2) podem ser balanceados conforme a seguir:

Ax=b

BFB BA, —BAy, Bsg er, (B.4)
~A=|AB 0 0 ,x={qg},5= —Qq

_AEB 0 0 dr, —Qr,
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Ax=Db
_ [BFB BA] | (B-5)

~ A ATB o

Observando-se que todos os sistemas assumem a forma genérica Ax = b e que

diag(BFB) = I, efetua-se a seguinte operagio:
A=4+6I (B.6)

sendo 0 < § « 1. Esta operacio faz com que a matriz perturbada A seja positiva definida e,

portanto, inversivel.

Assim, o algoritmo solugdo proposto por Strouboulis et al. (2000) ¢ sucintamente

definido a seguir:

ii. Resolver Aa; =T;
1il.

iv. B.7)

Vi.

vii. Se |[R]| > €, voltar para o passo (ii).

onde @; € T} sdo o erro ¢ o residuo na iteracdo j, respectivamente.



