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RESUMO 

 

 

OLIVEIRA, C. J. (2012). Análise da interação placa-viga via Método dos Elementos 

de Contorno. Dissertação (Mestrado) – Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade 

de São Paulo, São Carlos. 

 

Este trabalho apresenta o estudo de uma formulação do método dos 

elementos de contorno para a análise da interação placa-viga de pavimentos de 

edifícios. Para compatibilizar adequadamente as vigas e a placa, é utilizada uma 

formulação alternativa do método dos elementos de contorno para placas delgadas 

em que, a viga é modelada por equações diferenciais ordinárias e, a compatibilidade 

entre a placa e a viga é feita por meio dos deslocamentos e forças de ligação nos 

nós dos elementos. Após a imposição das condições de contorno e resolução final 

do sistema de equações, são obtidos os esforços nas vigas e deslocamentos na 

placa, que por fim são confrontados com outras formulações. Exemplos foram 

analisados demonstrando uma ótima concordância com os exemplos obtidos por 

outras formulações. 

 

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, interação placa-

viga, interação laje-viga, pavimentos de edifícios. 

 
  



  



ABSTRACT 

 

 

OLIVEIRA, C. J. (2012). Analysis of plate-beam interaction by the Boundary 

Element Method. Thesis (MA) - School of Engineering of São Carlos, Universidade 

de São Paulo, São Carlos. 

 

This work presents a formulation of the boundary element method for the 

analysis of plate-beam interaction in buildings floors. In order to properly match the 

beams and plate is used an alternative formulation of the boundary element method 

for thin plates, in which the beam is modeled by ordinary differential equations and 

the compatibility between plate and beam is done by the displacements and forces of 

connection in the nodes of the elements. After applying boundary conditions and final 

resolution of the system of equations, efforts are obtained in beams and plate 

displacements, that are confronted with other formulations. Samples were analyzed 

showing excellent results compared with those obtained by other formulations. 

 

Keywords: Boundary Element Method, plate-beam interaction, interaction 

slab-beam; building slabs.  
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1 INTRODUÇÃO 

 

 

A Engenharia Civil possui diversos ramos de atuação com sua específica 

representatividade dentro de sua função. Um dos ramos é a Engenharia Estrutural 

que representa o segmento da engenharia responsável pelo estudo dos elementos e 

sistemas estruturais que compõe as obras da Engenharia Civil. 

A Engenharia de Estruturas parte do princípio da concepção estrutural, 

pré-dimensionamento, partindo para a análise estrutural e culminando no 

dimensionamento do elemento estrutural. Os elementos estruturais que são 

estudados na Engenharia estrutural são de modo geral: vigas, placas, pilares, 

cascas, chapas, cabos, barras etc. Quando combinados, formam sistemas 

estruturais usuais e de notória importância no dia a dia da Engenharia Civil. 

Um sistema estrutural típico e abordado neste trabalho é o sistema 

estrutural de um pavimento de edifício, que apresenta em sua configuração de 

elementos, placas e vigas. As vigas são elementos lineares e as placas, por 

definição, são elementos estruturais planos que estão sujeitos a um carregamento 

transversal ao seu plano médio. 

Para a análise de uma estrutura de placa, pode-se considerar duas 

teorias fundamentais para o conhecimento e domínio do assunto, sendo estas a 

teoria clássica de KIRCHHOFF (1850) e as teorias de REISSNER (1944) e 

MINDLIN(1951). 

A teoria de placas segundo KIRCHHOFF (1850) serviu de base para 

desenvolvimento deste trabalho.  Na teoria de KIRCHHOFF (1850) são analisadas 

apenas placas delgadas, onde as hipóteses simplificadoras consideram quatro 

variáveis de contorno, levando a solução do problema a uma equação diferencial de 

quarto grau (quarta ordem). A Teoria de REISSNER (1944) e MINDLIN (1951) é 

consequência da existência de placas que não podem ser consideradas finas para 

as quais a contribuição da força cortante podem ser significativos (permitindo a 

análise de placas espessas). Como consequência, a solução do problema leva a 

uma equação diferencial de sexto grau (sexta ordem). Para este tipo de placas, as 
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hipóteses de KIRCHHOFF (1850) consideradas válidas para as placas finas deixam 

de ser admissíveis. 

Ao buscar as soluções dessas equações por meios analíticos, o processo 

se torna limitado, fazendo-se necessário o uso de métodos numéricos. Hoje, com a 

evolução tecnológica dos computadores, permite-se o uso de modelos melhor 

elaborados com considerações que vão além das considerações simplificadas das 

soluções analíticas, assim, fornecendo cálculos mais precisos para a representação 

do comportamento estrutural.  

Os métodos numéricos aplicados para solução dos problemas envolvendo 

placas são: o Método das Diferenças Finitas (M.D.F.) e o Método dos Elementos 

Finitos (M.E.F.). Tanto o M.D.F. quanto o M.E.F., são métodos de domínio, em que a 

discretização é feita com elementos no domínio do problema (Figura 1.1). O Método 

dos Elementos de Contorno (M.E.C.), é um método de superfície que fundamenta-

se na discretização apenas do contorno do problema (Figura 1.1). O M.E.C. é uma 

ferramenta muito útil nas modelagens numéricas, sua principal vantagem diante dos 

demais métodos é devido à simplicidade da geração das malhas dos modelos e à 

aplicação em problemas consistindo de domínios infinitos ou semi-infinitos.  

 

 

Figura 1.1 - Métodos numéricos aplicados aos problemas de Engenharia. 
(KANE, 1994) 

O Método das Diferenças Finitas (M.D.F.) é o mais antigo desses 

métodos e teve sua sistematização com o trabalho de SOUTHWELL (1946), sendo 

utilizado ainda hoje. O método transforma equações diferenciais em equações 

algébricas válidas apenas nos nós no domínio, através de aproximações das 

derivadas por diferenças finitas. 
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Já o Método dos Elementos Finitos (M.E.F.), o mais utilizado dos 

métodos, transforma o próprio domínio em uma série de subdomínios finitos ou 

elementos conectados através de seus nós cujas variáveis sobre cada elemento são 

governadas por funções aproximadoras contínuas. Seu desenvolvimento teve início 

com os trabalhos de TURNER (1956) e ARGYRIS e KELSET (1960). 

O Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.), foco deste trabalho, 

surgiu decorrente do estudo de problemas utilizando equações integrais aplicadas a 

teoria da elasticidade por BETTI (1872). 

MUSKELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957) e KUPRADZE (1965) deram 

enorme contribuição utilizando equações integrais na elasticidade bidimensional, 

não utilizando-se ainda, as variáveis reais do problema (denominando-se, portanto 

de formulações indiretas). RIZZO (1967) foi o primeiro que tratou as equações 

integrais como forma de técnica numérica e também foi o primeiro a propor a 

formulação direta para o tratamento das equações integrais do problema elástico 

bidimensional.  

Os primeiros trabalhos relacionados a análise de placas utilizando o 

Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.) foram desenvolvidos por JASWON et 

al. (1967) considerando o MEC na sua forma indireta.  O Método dos Elementos de 

Contorno (M.E.C.) na sua forma direta para a análise de placas infinitas com furos 

de contorno não carregado foi proposta por HANSEN (1976), e teve sequência nos 

estudos de BEZINE (1978), BEZINE e GAMBY (1978) e STERN (1979) baseando-se 

na identidade de Green e considerando como variáveis o deslocamento transversal 

e sua derivada na direção normal ao contorno. Nesta formulação foram deduzidas 

duas equações integrais relativas às variáveis utilizadas. A comparação entre as 

formulações direta e indireta foi apresentada por TOTTENHAM (1979). Para análise 

de placas espessas, VAN DER WEEËN (1982) propôs uma formulação baseado na 

teoria de Reissner, escrevendo três equações integrais para as variáveis nodais, 

deslocamento transversal e as derivadas nas direções normal e tangencial do 

contorno. 

A partir dessas formulações básicas, formulações direta e indireta e, 

usando-se as teorias de placas de KIRCHHOFF (1850) e de REISSNER (1944) e 

MINDLIN (1951), diversas análises de placas se seguiram conforme exposto em 

OLIVEIRA NETO (1998):  
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 Estudos para aperfeiçoamento numérico do método como também sobre 

quais equações integrais são utilizadas, estudos do deslocamento 

transversal e de sua derivada direcional ou apenas de deslocamento 

transversal para pontos distintos; 

 Estudos sobre o melhor posicionamento do ponto-fonte, ao qual as 

equações correspondem;  

 Estudos sobre os tipos de integração mais adequados (analítica ou 

numérica) e sobre as funções aproximadoras das variáveis sobre os 

elementos;  

 Formas de cálculo de integrais singulares e quase singulares e, de 

integrais de domínio; análise de placas sob diversos tipos de vinculação e 

de carregamento, apoiadas sobre base elástica e sobre estacas;  

 Análise da associação com vigas e colunas no contorno e no domínio; 

análise não-linear, física e geométrica;  

 Vibração (análise modal e transiente);  

 Placas com deslocamentos finitos;  

 Combinação do M.E.C. com o M.D.F. e com o M.E.F. como também com 

outras formulações matemáticas para diversas análises aproveitando as 

vantagens apresentadas por cada método. 

 

Apesar de ser a menos utilizada, a formulação indireta é objeto de 

estudos nos trabalhos de VABLE e ZHANG (1992), utilizando-se de integração 

analítica e funções fictícias aproximadas por polinômios para análise de placas e, o 

trabalho de VENTSEL (1997), com integrais singulares e hipersingulares. 

KARAM (1986), BARCELLOS e SILVA (1987), LONG et al. (1988), 

WESTPHAL E BARCELLOS (1989) e RIBEIRO e VENTURINI (1989), basearam-se 

na teoria de REISSNER (1944) e MINDLIN (1951) para o desenvolvimento de seus 

estudos. 

A consideração do comportamento não-linear geométrico de placas pela 

teoria de REISSNER foi analisado por XIAO-YAN et al. (1990) e HE e QIN (1993) e, 

a análise não-linear física de placas, em trabalhos de KARAM e TELLES (1992),  

RIBEIRO (1992). 
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As hipóteses de KIRCHHOFF (1850), também chamadas de Teoria 

Clássica de Kirchhof, partindo-se da formulação direta, é a mais utilizada para 

análise de placas. Considerando estas hipóteses, PAIVA (1987) sugeriu diversas 

alternativas para o equacionamento do problema de placas, adotando-se para tanto, 

de equações integrais para deslocamento transversal e sua primeira derivada na 

direção normal do contorno, ou de duas equações integrais para o deslocamento 

transversal em dois pontos distintos, sendo um destes pontos situados sobre o 

contorno e o outro fora dele.  

HARTLEY et al. (1988) (1989) trabalharam os problemas de 

singularidades que aparecem nos integrandos e a determinação de valores nos 

pontos internos, desenvolvendo um modelo de integração analítica para evitar os 

problemas de instabilidade numérica. KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1989) 

adotaram a combinação do Método dos Elementos de Contorno com o Método das 

Diferenças Finitas para a solução de duas equações integrais e duas equações 

diferenciais e, CAMP & GIPSON (1990) utilizaram diversos tipos de elementos de 

contorno isoparamétricos, sendo as integrais, calculadas analiticamente. 

Quanto à análise dinâmica em placas, o trabalho de VIVOLI e FILIPPI 

(1974) foi um dos precursores, utilizando o método indireto sobre soluções 

fundamentais derivadas das funções de Hankel e obtendo coeficientes da matriz de 

autovalores em função da freqüência. Posteriormente, BEZINE (1980) propôs uma 

formulação mista, envolvendo contorno e domínio para a análise de vibrações. 

NIWA et al. (1982) também apresentaram estudos utilizando o método indireto, 

enquanto WONG e HUTCHINSON (1981) utilizaram o método direto. Na sequência, 

demais trabalhos como NARDINI e BREBBIA (1982), NIWA et al. (1981) (1982), 

KITAHARA (1985), COSTA JR. (1985)(1988), TANAKA et al. (1987), 

KATSIKADELIS (1989), PROVIDAKIS e BESKOS (1989) e WEISS e MOSHAIOV 

(1993) também contribuíram de forma importante para a análise modal de vibração 

de placas. 

A análise transiente foi observada no trabalho de CRUSE e RIZZO(1968), 

para problemas de elasto-dinâmica geral e, o de BEZINE e GAMBY (1982), que 

usou de soluções fundamentais de dinâmica de placas esbeltas, em função do 

tempo.  

Placas sobre fundação elástica foi o objetivo de análise nos trabalhos 

iniciados por KATSIKADELIS e ARMENAKAS (1984), COSTA e BREBBIA (1985), 
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SILVA e VENTURINI (1988), TEJERINA CALDERÓN e VENTURINI (1997), PAIVA e 

BUTTERFIELD (1997), PAIVA e TRONDI (1996) e PAIVA e MENDONÇA (1997). 

A consideração da não-linearidade geométrica para solução de problemas 

de placas iniciou-se com KAMIYA e SAWAKY (1982) e SAVAKI et al. (1989) (1990). 

Já a consideração da não-linearidade física do material iniciou-se com MOSHAIOV e 

VORUS (1986), seguindo PARIS e LEÓN (1987) analisando placas e a variação de 

temperatura ao longo da sua espessura e, CHUEIRI (1994) com análise de placas 

esbeltas. Mais recentemente, estudos de WAIDEMAM e VENTURINI (2009) 

consideraram o método dos elementos de contorno para placas enrijecidas 

considerando-se não-linearidades física e geométrica. 

Além da aplicação do método as placas, estendeu-se a análise para 

estruturas compostas de placas, vigas e pilares, usuais na engenharia de estruturas 

e aplicáveis aos pavimentos de edifícios. Inicialmente BEZINE (1981), considerou o 

problema de placas com apoios em seu domínio que poderiam ser utilizado para 

simular uma placa apoiada em colunas rígidas, seguido dos trabalhos de PARIS e 

LEÓN (1985), PAIVA (1987) (1991) e HARTLEY et al. (1992). Desde então vários 

autores como: PAIVA e VENTURINI (1985) (1987), NG et al. (1989), HARTLEY e 

ABDEL-AKHER (1993), HU e HARTLEY (1994), PAIVA e OLIVEIRA NETO (1995), 

PAIVA (1996), HARTLEY (1996), desenvolveram formulações para a análise de 

pavimentos (Figura 1.2) via Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.),. 

 

Figura 1.2 - Modelo placa-viga de um pavimento de edifício. 

 

Nesta linha de aplicação para pavimento de edifícios, OLIVEIRA NETO 

(1998) apresentou uma formulação com três parâmetros nodais de deslocamentos 

para sua representação integral: deslocamento transversal e suas derivadas nas 

direções normal e tangencial ao contorno e, dois valores nodais para os esforços: 

momento normal e força cortante equivalente. Com esta formulação são obtidas três 

equações integrais de contorno por nó.  
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Trabalhos mais recentes foram abordados por FERNANDES & 

VENTURINI (2005), abordando a não linearidade. LEONETTI et al. (2009) propõem 

um modelo simétrico de elementos de contorno para análise de placas de Kirchhoff. 

SAPOUNTZAKIS & DIKAROS (2008 e 2012) abordam o método AEM (Analog 

Equation Method) que é baseado no método dos elementos de contorno. 

Demais avanços tem sido feitos quanto à implementação de novas 

funções aproximadoras a fim de garantir um aperfeiçoamento numérico do método 

como demonstrado no trabalho de OLIVEIRA & PAIVA (2004) e como será abordado 

neste trabalho. O presente trabalho também aborda as considerações tomadas por 

MENDOÇA & PAIVA (2008 e 2010) que consideraram a equação diferencial 

aplicada  aos elementos de viga acoplados com os elementos de contorno na placa. 

No âmbito geral, o trabalho proposto tem por objetivo complementar os 

estudos que vêm sendo realizados, visando o desenvolvimento da formulação dos 

métodos dos elementos de contorno para a análise da interação placa-viga. Estudos 

estes, que vêm sendo desenvolvidos desde BEZINE (1981) até MENDONÇA & 

PAIVA (2008). 

 Neste trabalho, pretende-se juntamente com o exposto em MENDONÇA 

& PAIVA (2008), apresentar uma formulação para a análise da interação placa-viga 

e, de forma complementar, agregar a utilização dos parâmetros nodais da viga 

referentes à flexão e o cálculo dos esforços nas vigas (Figura 1.3) diretamente a 

partir da solução da equação diferencial e dos deslocamentos obtidos para seus 

nós. 

 

Figura 1.3 – (a) Placa com viga de canto; (b) Momento distribuído e força cortante entre a placa e a viga. 

Fonte: Hu e Hartley (1994) 
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Este trabalho está dividido em cinco capítulos, de acordo com os seguintes 

objetivos: 

 O capítulo 1 apresenta um breve levantamento bibliográfico sobre como vem 

sendo tratada a abordagem de placas via método dos elementos de contorno 

e uma introdução ao tema proposto; 

 No capítulo 2 são apresentados um resumo da teoria de placas delgadas de 

Kirchhoff e a formulação teórica das expressões diferenciais das grandezas 

envolvidas na formulação de placas em função do deslocamento transversal 

w; 

 No capítulo 3 são obtidas as equações integrais dos três parâmetros em 

deslocamento envolvidos na teoria de placas, deslocamento transversal w de 

suas derivadas ∂w/∂n e ∂w/∂s para pontos do contorno; 

 No capítulo 4 é feita a interação dos elementos de placa com os elementos de 

viga; 

 No capítulo 5 ocorre a avaliação numérica da formulação proposta através de 

diversos exemplos numéricos; 

 Por fim, são apresentadas as conclusões e referências bibliográficas 
abordadas. 
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2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS DELGADAS 

 

2.1 Introdução 

 

Os elementos estruturais, em relação às suas dimensões, podem ser 

classificados como: 

a) lineares, ou de barras (duas dimensões pequenas em relação à 

terceira); 

b) de superfície, ou laminares (uma dimensão pequena em relação 

as outras); 

c) tridimensionais, ou blocos (as três dimensões têm a mesma ordem 

de grandeza). 

 

Os elementos de superfície, ou laminares (chamados também de folhas), 

segundo sua forma e direção de aplicação dos esforços, podem ser subdivididos 

em: 

a) chapas (com superfície média plana e forças externas aplicadas 

nesse plano); 

b) placas (com superfície média plana e forças externas normais a 

esse plano); 

c) cascas (com superfície média não plana). 

 

A superfície média, ou plano médio, é a superfície equidistante às duas 

superfícies que definem o elemento laminar. Dentre os elementos estruturais de 

superfície, a placa é um dos mais utilizados nas estruturas usuais. A placa é definida 

usualmente como um corpo limitado por duas superfícies planas, podendo-se admitir 

pequena curvatura da superfície média. A distância entre estas superfícies, 

chamada espessura (que pode ser variável), é pequena se comparada com as 

outras dimensões. Dependendo das propriedades do material que constitui a placa, 

esta pode ser: 

 

a) anisotrópica (com propriedades diferentes em qualquer direção); 
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b) ortótropa (com propriedades diferentes em duas direções 

ortogonais); 

c) isótropa (com as mesmas propriedades em qualquer direção). 

 

Dependendo da relação (h/a) entre a espessura “h” e a menor dimensão 

“a” medida no plano da placa, ela pode ser classificada como: muito delgada, 

delgada e espessa. O estudo dos fundamentos das placas delgadas corresponde à 

chamada Teoria de Kirchhoff (KIRCHHOFF, 1850), que em geral interpreta bem o 

comportamento das placas que tem relação (h/a) entre 1/5 a 1/100 (TIMOSHENKO 

& WOINOWSKY-KRIEGER, 1959). No presente trabalho, serão consideradas 

apenas as placas delgadas isótropas, submetidas a carregamento transversal e 

ortogonal ao plano médio. 

 

2.2 Hipóteses 

 

A teoria de flexão das placas delgadas de KIRCHHOFF se baseia nas 

seguintes hipóteses fundamentais: 

 Os pontos do plano médio da placa só se deslocam segundo a 

normal ao plano e os valores desses deslocamentos são pequenos 

em relação ao vão; 

 Todos os pontos contidos em uma normal ao plano médio se 

mantêm numa linha reta que permanece ortogonal a deformada 

após a deformação; 

 A tensão normal na direção perpendicular ao plano médio é nula.  

 

A fim de conhecer o comportamento estrutural dos elementos de placas, 

representam-se na da Figura 2.1 os estados de tensões com o carregamento 

transversal distribuído (g) atuante. Como resultante destas tensões, tem-se os 

momentos fletores e volvente e forças cortantes (2.1): 
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Figura 2.1- Tensões e esforços: elemento de placa. 

 

 
 

 
    

 

 
 (2.1) 

 

          

 
 

 
 
 

 (2.2) 

 

          
   

    

 (2.3) 

 

            
   

    

 (2.4) 

 

          
   

    

 (2.5) 

 

          
   

    

 (2.6) 

 

Onde h é a espessura da placa. 

 

A partir da imposição de equilíbrio de forças verticais e momentos em 

torno dos eixos x e y, obtém-se as seguintes equações de equilíbrio: 

 

   
  

 
   

  
     (2.7) 
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    (2.8) 

 

   

  
 
    

  
    (2.9) 

 

Eliminando qx e qy no sistema de equações definidas por  (2.8), (2.9) e 

(2.10) e considerando-se a simetria do tensor dos momentos (       ), obtém-se: 

 

    

   
 
    

   
  

     

    
    (2.10) 

 

 

As componentes de deformações    e    e a distorção     em um ponto 

distante de z da superfície média da placa podem ser escritas em função do 

deslocamento transversal w: 

 

     
   

   
 (2.11) 

 

     
   

   
 (2.12) 

 

       
   

    
 (2.13) 

 

Conhecidas as deformações em um dado ponto da placa, as tensões 

correspondentes se determinam a partir da Lei de Hooke, conforme segue: 

 

   
 

    
         (2.14) 

 

   
 

    
         (2.15) 

 

          (2.16) 

 

Onde:  

E : módulo de elasticidade longitudinal; 
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ν : coeficiente de Poisson; 

G : módulo de elasticidade transversal (2.17); 

 

  
 

      
 (2.17) 

 

Substituindo nas equações (2.14), (2.15) e (2.16) as expressões de 

deformações relativas    e    e a distorção    , (2.11), (2.12) e (2.13), obtêm-se: 

 

   
  

    
 
   

   
  

   

   
   (2.18) 

 

   
  

    
 
   

   
  

   

   
   (2.19) 

 

       
   

    
  (2.20) 

 

Substituindo nas expressões (2.2), (2.3) e (2.4) os valores das 

componentes de tensão   ,    e    , (2.18), (2.19) e (2.20), obtêm-se: 

 

      
   

   
  

   

   
  (2.21) 

 

      
   

   
  

   

   
  (2.22) 

 

           
   

    
 (2.23) 

 

Onde:  

D : rigidez à flexão, é dado por: 

 

  
    

        
 (2.24) 

 

Substituindo em (2.10),   ,    e    , por suas expressões, dadas por 

(2.21), (2.22) e (2.23), obtém-se a conhecida equação diferencial de placas: 



14 
 

 

 

   

   
  

   

      
 
   

   
 

 

 
 (2.25) 

 

 

Utilizando o operador de Laplace (2.26) na equação (2.10): 

 

   
  

   
 

  

   
 (2.26) 

 
A equação diferencial de placas (2.25) pode ser reescrita na seguinte 

forma: 

 

       
  

   
 

  

   
  

   

   
 
   

   
  

 

 
 (2.27) 

 
e ainda: 

 

      
 

  
 
   

   
 
   

   
  (2.28) 

 

      
 

  
 
   

   
 
   

   
  (2.29) 

 
Ou ainda: 

 

      
 

  
      (2.30) 

 

      
 

  
      (2.31) 

 

As componentes de tensões e esforços, podem agora, ser escritas para 

um sistema genérico de coordenadas (n,s), onde o eixo n forma um ângulo α com o 

semi-eixo positivo x.  

Tomando como base o elemento de placa 1-2-3, representado na Figura 

2.2:  
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Figura 2.2 – Componentes de tensão no elemento de placa 1-2-3. 

 

Escrevem-se as relações das tensões e dos esforços referentes ao lado 

3-2 nas direções n e s: 

 

                              (2.32) 

 

                           
          (2.33) 

 

        
        

                (2.34) 

 
                           

          (2.35) 

 

Da condição de equilíbrio de forças verticais sobre o elemento, tem-se: 

 

                         (2.36) 

 

Ou 

 

                 (2.37) 

 

Para se encontrar a solução da equação diferencial de placas é 

necessário impor condições de contorno relacionadas ao deslocamento w, ao giro 

∂w/∂m e aos esforços (momento fletor, momento volvente e força cortante, por 

unidade de comprimento). KIRCHHOFF (1850), entretanto, demonstrou que é 

possível escrever as condições de contorno relativas à força cortante e ao momento 

volvente numa única condição. Para entender esta proposição, considera-se um 
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ponto genérico, P, na borda da placa e dois elementos de comprimento ds, 

adjacentes a este ponto, conforme mostra a Figura 2.3.  

 

 
 

Figura 2.3 – Momento volvente no contorno. 

 

O momento volvente resultante em um elemento de comprimento ds do 

contorno tem valores mnsds e (mns + ∂mns/∂s)ds. Sendo possível interpretar estes 

momentos como resultantes de binários de forças atuando agora nas laterais dos 

elementos de contorno, surgindo uma resultante final no ponto P de valor (∂mns/∂s) 

ds. Esta força, somada com a força cortante, qnds, resulta em um esforço 

denominado força cortante equivalente, por unidade de comprimento, e vale: 

 

       
    

  
 (2.38) 

 
Para o caso de n coincidir com x ou y, tem-se: 

   

       
    

  
 (2.39) 

 

       
    

  
 (2.40) 

 
 

2.3 Equações de placas em coordenadas polares 

 

Para alguns problemas de análise estrutural o uso de coordenadas 

polares nas equações diferenciais se torna mais fácil de analisar. Assim, um ponto P 

de coordenadas (x, y) pode ser definido em função de r e θ, que são 
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respectivamente, a distância deste ponto à origem do sistema de coordenadas (x, y) 

e o ângulo entre o segmento OP e o eixo Ox (conforme Figura 2.4). 

 

 

Figura 2.4 – Sistemas de coordenadas cartesianas e polares para o contorno da placa. 

 

Assim as relações entre os dois sistemas ficam determinadas por: 

 

         (2.41) 

 

         (2.42) 

 

Ou ainda: 

 

         (2.43) 

 

        
 

 
 (2.44) 

 

Usando dessas relações, encontram-se suas derivadas: 

 

  

  
 

 

 
      (2.45) 

 

  

  
 

 

 
      (2.46) 

 

  

  
 

  

  
 

     

 
 (2.47) 

 

  

  
 

 

  
 

    

 
 (2.48) 
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Escrevendo as derivadas do deslocamento w da placa, de coordenadas 

cartesianas para coordenadas polares, através de:  

Na direção x: 

 
  

  
 

  

  
 
  

  
 
  

  
 
  

  
 (2.49) 

 
Ou ainda, 

 

  

  
 

  

  
      

  

  
  
     

 
  (2.50) 

 

Na direção y: 

 

  

  
 

  

  
      

  

  
  
    

 
  (2.51) 

 

Resultando as derivadas de segunda ordem em:  

 

   

   
 

 

  
 
  

  
     

  

  

    

 
 

 
   

   
            

 

 

  

  
 

 

  
   

   
           

 

  
 
 

 

  

  
  

(2.52) 

 

   

   
 

 

  
 
  

  
     

  

  

    

 
 

 
   

   
            

 

 

  

  
 

 

  
   

   
           

 

  
 
 

 

  

  
  

(2.53) 

 
e 
 

   

    
 

 

  
 
  

  
     

  

  

    

 
 

           
 

 

  

  
 

 

  
   

   
 
   

   
               

 

  
 
 

 

  

  
  

(2.54) 

 

Somando as expressões (2.52) e (2.53), chega-se ao operador diferencial 

de Laplace expresso em coordenadas polares: 
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   (2.55) 

 

ficando, portanto, a equação diferencial da placa (2.27), em coordenadas polares, 

dada por:  

 

 
  

   
 

  

   
  

   

   
 
   

   
   

  

   
 
 

 

 

  
 

 

  
  

   
  

   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
  

 

 
 (2.56) 

 

Substituindo as equações (2.52), (2.53) e (2.54) nas expressões(2.21), 

(2.22), (2.23), (2.28) e (2.29), têm-se: 

 

      
   

   
                 

 

 

  

  
 

 

  
   

   
                

               
 

  
 
 

 

  

  
   

(2.57) 

 

      
   

   
                 

 

 

  

  
 

 

  
   

   
                

               
 

  
 
 

 

  

  
   

(2.58) 

 

             
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
                       

 

  
 
 

 

  

  
   (2.59) 

 

          
 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
  

    

 

 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
   (2.60) 

 

          
 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
  

    

 

 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
   (2.61) 

 

 Conhecidas as expressões, em coordenadas polares, de   ,   ,    , 

   e    podem ser deduzidas, nesse mesmo sistema de coordenadas, as 

expressões de   ,     e    em um ponto P genérico do contorno, onde n e s são 

vetores de origem em P e normal e tangente ao contorno (conforme Figura 2.4). 

Substituindo   ,    e     das expressões (2.57), (2.58) e (2.59), bem 

como       da Figura 2.4 nas equações (2.34) e (2.35), obtêm-se: 
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(2.62) 

 

      
   

   
                 

 

 

  

  
 

 

  
 
   

   
                

               
 

  
 
 

 

  

  
   

(2.63) 

 

             
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
          

 

  
 
 

 

  

  
                (2.64) 

 

Para se chegar à expressão da força cortante equivalente Vn , em 

coordenadas polares, deriva-se a parcela de momento volvente, mns , dado pela 

equação (2.38) em relação a s. Para a cortante tem-se: 

 

                         (2.65) 

 

Substituindo qx e qy pelas expressões (2.60) e (2.61), resulta: 

 

          
 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
  

    

 

 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
   (2.66) 

 
 

E a derivada da parcela de momento volvente, mns: 

 

    

  
 

    

  

  

  
 
    

  

  

  
 
    

  

  

  
 (2.67) 

 

Das relações abaixo: 

 

  

  
 

  

  

  

  
 

  

  

  

  
                      (2.68) 

 
                            (2.69) 

 
  

  
       (2.70) 

 
  

  
  

     

 
        

    

 
     

    

 
 (2.71) 
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e, considerando R como o raio de curvatura do contorno no ponto P, 

 

  

  
 

 

 
 
    

 
 (2.72) 

 
 

e , substituindo as equações (2.70), (2.71) e (2.72) na equação (2.67), obtém-se: 

 

 
    

  
 

    

  
        

    

  
 
    

 
  

    

  
 
 

 
 
    

 
  (2.73) 

 

Voltando na expressão da força cortante equivalente (2.38) e substituindo 

os valores encontrados para    e para         em coordenadas polares, (2.66) e 

(2.73), obtém-se finalmente: 

 

      
 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
  

 

 

    

  
     

  
 

 

 

  
 
   

   
 
 

 

  

  
 

 

  
   

   
  

    

  
       

 

 
 
    

 
 
    

  
 

(2.74) 

 
 

2.4 Soluções fundamentais de placas: 

 

A solução fundamental de placas corresponde ao deslocamento   
 de um 

ponto genérico q de coordenadas              no domínio fundamental da placa, 

geralmente infinito, devida a uma carga unitária aplicada em um ponto s, ponto de 

carregamento, de coordenadas             deste mesmo domínio. É obtida, 

substituindo-se o carregamento transversal distribuído atuante (g) pela distribuição 

delta de Dirac em (2.27), isto é: 

 

       
      

 
 (2.75) 

 

onde,        é a distribuição delta de Dirac. 

Essa distribuição apresenta as seguintes propriedades: 
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                            (2.76) 

 
                           (2.77) 

 

e 

 

             (2.78) 

 

Ou seja, a resultante do carregamento transversal aplicado sobre o 

domínio fundamental é uma força unitária aplicada no ponto s. 

Sendo      uma função contínua qualquer, definida no domínio  , pode-

se escrever: 

 

                    (2.79) 

 

Considerando as equações (2.76) e (2.77), pode-se dizer que a equação 

(2.75) é nula para todos os pontos do domínio fundamental, com exceção do ponto 

s. Assim, w* deve ser tal que satisfaça a equação: 

 

         (2.80) 

 

 

Figura 2.5 – Pontos de carregamento (s) e de deslocamento (p). 
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Sendo um sistema de coordenadas polares de origem em s (ver Figura 

2.5) e também a simetria existente, a equação (2.80) pode ser escrita da seguinte 

forma: 

        
  

   
 
 

 

 

  
  
    

   
 
 

 

   

  
    (2.81) 

 
ou seja:  

 

 
    

   
 
 

 

    

   
 

 

  
    

   
 

 

  
   

  
    (2.82) 

 

Fazendo integrações sucessivas, chega-se a:  

 

                        (2.83) 

 

Levando em consideração a simetria do problema e o deslocamento finito, 

pode-se afirmar que a derivada        é nula quando o raio é nulo, tem-se: 

 

    (2.84) 

 

A constante B se obtém da adoção de um círculo de raio r com centro em 

s, sendo s o ponto de aplicação da carga unitária (Figura 2.6), onde surgirá, em seus 

limites, uma força cortante equivalente Vn uniformemente distribuída para manter-se 

em equilíbrio. Assim: 

 

    
 

   
 (2.85) 

 

 

 
Figura 2.6 – Forcas verticais atuantes no círculo de raio r e centro no ponto s. 
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Obtém-se a expressão de    a partir da equação (2.74), considerando 

apenas em função de r e   = 0: 

 

     
 

  
 
    

   
 
 

 

   

  
 

 

  
    

   
   

 

   
 (2.86) 

 

Chega-se na constante B, substituindo-se a equação (2.83) na (2.86): 
 

  
 

   
 (2.87) 

 
Com estas constantes a equação (2.83) fica na seguinte forma: 

 

   
 

   
            (2.88) 

 

Para as constantes C e E, aplica-se as condições de contorno da placa 

estudada. Como o caso estudado é a placa fundamental de raio infinito em questão, 

essas condições podem ser quaisquer. STERN (1979) e BEZINE (1978) adotam: 

 

      (2.89) 

 

Finalmente chegando em: 

 

   
 

   
      (2.90) 

 
 

Já DANSON (1979) adota: 

 

   
 

    
                  (2.91) 

 

Resultando na expressão utilizada neste trabalho: 

 

   
 

   
       

 

 
  (2.92) 

 

Conforme a Figura 2.7, determina-se também as derivadas das soluções 

fundamentais em relação à coordenada m de um sistema de referência cartesiano 

(m,u) com origem em s. 



25 
 

 

 
 

 
Figura 2.7 – Sistemas de coordenadas. 

 
 

Tem-se, portanto a derivada do deslocamento no ponto s como: 

 
   

  
 

   

  

  

  
 (2.93) 

 
onde, 

  

  
 

  

     

     

  
 

  

     

     

  
 (2.94) 

 

Admitindo a equação (2.95): 

 

                   
 
            

 
 (2.95) 

 

as derivadas de r em relação às coordenadas x e y, seguem: 

 

  

     
     

         

 
      (2.96) 

 

  

     
     

         

 
      (2.97) 

 

As derivadas de segunda ordem são: 

 

    
     

 
     

 

 
 (2.98) 
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 (2.99) 

 

    
     

  
      

 
 (2.100) 

 

    

     
 

     
 

 
 (2.101) 

 

Podendo ser escritas na forma indicial, como: 

 

  

      
     

           

 
 (2.102) 

 

   

            
      

          

 
 (2.103) 

 

Onde,     representa o delta de Kronecker, com valores: 

 

                       (2.104) 

 

                       (2.105) 

 
As derivadas em relação a n valem: 

 

     

  
      (2.106) 

 

     

  
      (2.107) 

 

Quando combinadas as equações (2.96), (2.97), (2.98),  (2.99), (2.100), 

(2.101), (2.106) e (2.107) com a equação (2.95), chega-se a: 

 

  

  
                        (2.108) 

 

Portanto, 
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        (2.109) 

 

Considerando    o versor relacionado a r: 

 

   

  
 

 

   
            

 

   
                   

 

   
          (2.110) 

 

A partir de (2.92) obtêm-se as expressões dos esforços fundamentais, 

dadas por: 

 

  
  

  

  
                        (2.111) 

 

  
   

 

   
     (2.112) 

 

   
  

   

  
      (2.113) 

 

  
  

    

   
                  

   

   
      (2.114) 

 

onde, 

 
                               (2.115) 

 

                                 (2.116) 

 

portanto: 

 

   

  
 

 

   
            (2.117) 

 

  
   

 

   
         (2.118) 

 

  
  

  

  
                            (2.119) 

 

   
   

   

  
                (2.120) 
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                 (2.121) 

 
A derivada do deslocamento transversal em relação à direção m no ponto 

s é dada por:  

 

   

  
 

   

  

  

  
 (2.122) 

 

onde, 

 
  

  
 

  

     

     

  
 

  

     

     

  
 (2.123) 

 

 
A partir de (2.94), as derivadas de r em relação às coordenadas x e y 

podem ser escritas como:  

 

 
  

     
       

         

 
       (2.124) 

 

  

     
       

         

 
       (2.125) 

 

As derivadas de segunda ordem são: 

 
    
     

  
     

 

 
 (2.126) 

 

    

     
 

      

 
 (2.127) 

 

    
     

 
      

 
 (2.128) 

 

    

     
  

     
 

 
 (2.129) 

 

Podendo ser escritas na forma indicial, como: 
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 (2.130) 

 

   

            
        

          

 
 (2.131) 

 

Podem ser escritas também as seguintes relações: 

 

     

  
         (2.132) 

 

     

  
         (2.133) 

 

Substituindo (2.132) e (2.133) em (2.123) chega-se a: 

 

  

  
                               (2.134) 

 

Portanto, 

 

   

  
 

 

   
           

 

   
              

 

   
                  

 
 

   
          

(2.135) 

 

Escrevendo as demais expressões na forma indicial, resulta-se em: 

 

 

  
 
   

  
  

  

   
                         (2.136) 

 

   
 

  
 

 

    
                       (2.137) 

 

   
 

  
 

  

   
                                                (2.138) 

 

    
 

  
 

      

   
                                                (2.139) 
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(2.140) 

 

Estas expressões também podem ser escritas como:  

 

   

  
 

 

   
              (2.141) 

 

 

  
 
   

  
  

  

   
                                    (2.142) 

 

   
 

  
 

 

    
                                  (2.143) 

 

   
 

  
 

  

   
                                                                 (2.144) 

 

    
 

  
 

      

   
                                                                   (2.145) 
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3 EQUAÇÕES INTEGRAIS PARA FLEXÃO DE PLACAS 

 

3.1 Introdução 

 

Neste capítulo, utilizando as equações e expressões obtidas no capítulo 

anterior e utilizando o teorema de Betti para uma placa submetida a dois 

carregamentos distintos, g e g*, que resultam em dois estados de tensão e de 

deslocamento correspondentes e efetuando integrações por partes sobre a 

expressão resultante da aplicação do teorema de Betti, obtêm-se as equações 

integrais em um ponto qualquer do domínio da placa. Estas equações integrais 

referentes ao deslocamento transversal w(s) e às suas derivadas direcionais 

∂w(s)/∂n e ∂w(s)/∂s de um ponto do contorno são relacionados aos esforços no 

contorno e ações de domínio, conforme PAIVA(1987) e OLIVEIRA NETO(1998). 

 

3.2 Equação integral para um ponto do domínio 

 

Seja uma placa isótropa qualquer, de contorno   e domínio  , contida em 

uma placa infinita de contorno    e domínio   . Ao aplicar a placa infinita dois 

carregamentos distintos, g distribuído em uma região de área    ,e g* carregamento 

correspondente à solução fundamental, obtêm-se dois estados de tensão,     e    
  , 

e dois de deformação,     e    
  , correspondentes. 

 

O teorema da reciprocidade de Betti fornece a seguinte igualdade: 

 

    
 

 

          
 

   
                   (3.1) 

 
 

O termo da direita da equação (2.1), denominado aqui de U, pode ser 

escrito via notação clássica, da seguinte forma: 

 

    
 

    
      

      
          

        
         

      (3.2) 
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Desprezando as tensões relativas à direção z, normal ao plano da placa 

da equação (3.2), pode-se escrever: 

 

    
 

    
      

         
     (3.3) 

 

Substituindo agora os valores de tensões e de deformações dados pelas 

equações do capítulo anterior (equações (2.11), (2.12), (2.13), (2.18), (2.19), (2.20), 

obtém-se a integral do primeiro termo de U: 

 

     
 

 

      
 

 

      
     

   

   
  

   

   
 
   

   
    (3.4) 

 

Após a integração desta equação na espessura, a integral torna-se em 

integral sobre o domínio Ω: 

 

     
 

 

      
 

 
   

   
  

   

   
 
    

   
   (3.5) 

 

De forma análoga trabalha-se com os dois termos restantes da equação 

(3.3), obtendo-se: 

 

   
 

  
   

   
  

   

   
 
    

   
   

   

   
  

   

   
 
    

   
        

   

    

    

    
    (3.6) 

 

Reescrevendo as equações (2.21), (2.22) e (2.23), obtém-se integral de 

volume representada na equação (3.3) transformada em integral sobre o domínio  : 

 

        

    

   
   

    

   
     

    

    
 

 

   (3.7) 

 

A fim de transformar em integral sobre o contorno, trabalha-se com cada 

parcela individualmente. Integrando por partes a primeira parcela da equação (3.7), 

na direção x e obtém-se: 
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   (3.8) 

 

Sendo    o co-seno diretor do versor normal ao contorno na direção x 

(Figura 3.1) . 

 

 

Figura 3.1 - Coordenadas (n, s) no ponto Q do contorno 

 

Integrando por partes a integral de domínio da segunda parcela da 

equação (3.8), tem-se: 

 

    

    

   
  

 

      

   

  
     

   

  
       

 

    
    

    

     (3.9) 

 

Integrando por partes agora a integral de domínio da segunda parcela da 

equação (3.7), de forma análoga, na direção y, consegue-se: 

 

    

    

   
  

 

      

   

  
      

 

 
   

   

   

  
   (3.10) 

 

E finalmente, integrando por partes a segunda parcela da equação (3.10), 

obtém-se: 

 

    

    

   
  

 

      

   

  
     

   

  
       

 

    
    

   
 

     (3.11) 

 

Reescrevendo agora a terceira parte da equação (3.7), chega-se a: 
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   (3.12) 

 

 

E agora integrando por partes as duas parcelas, em relação às direções x 

e y, tem-se: 

 

      

    

    
  

 

      

   

  
      

 

  
    

   

   

  
  

     

   

  
        

    

   

   

  
  

 

 

(3.13) 

 

Integrando por partes as integrais de domínio da equação (3.13), obtém-

se: 

 

      

    

    
  

 

       

   

  
        

   

  
     

    

  
      

 

 
    

  
            

     

     

     

(3.14) 

 

Com as equações (3.9), (3.11) e (3.14) reescreve-se U como: 

 

        

   

  
       

   

  
        

   

  
        

   

  
     

 

  

    
   

  
 
    

  
       

   

  
 
    

  
      

 

    

   
    

   
 
    

   
  

     

    
 

 

     

(3.15) 

 

E usando as relações das equações  (2.1) até a (2.8), escreve-se: 

 

        

   

  
       

   

  
        

   

  
        

   

  
     

 

  

    
 

       
  

      

(3.16) 
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Sendo   , a região carregada da placa. 

 

Tomando as relações abaixo: 

 

   

  
 

   

  
     

   

  
     (3.17) 

 

   

  
 

   

  
     

   

  
     (3.18) 

 

Substituindo as equações (3.17) e (3.18) na equação (3.16), tem-se: 

 

                                      
   

   

                         
          

   

  
   

    
 

       
  

      

(3.19) 

 

Assim, a partir das equações  (2.32), (2.33), (2.34) e (2.35), U pode ser 

simplificado como: 

 

        

   

  
    

   

  
    

  
 

     
  

      (3.20) 

 

Integrando por partes o termo de    , obtém-se: 

 

     

   

  
 

 

        
  
  
  
   

    

  
  

 

   (3.21) 

 

Sendo    e    os limites do contorno onde se faz a integração. Para um 

contorno fechado e sem apresentar cantos, anula-se a primeira parcela. E na 

existência de cantos, reações de canto surgirão, denominadas aqui de R. 

 



36 
 

 

 

Figura 3.2 - Cantos da placa e momentos volventes resultantes 

 

Na Figura 3.2 pode-se observar uma placa e os diversos cantos com os 

respectivos momentos volventes resultantes. 

O primeiro termo da equação (3.21) será admitido como um somatório 

para todos os lados da placa e, ao tomar dois lados desta placa para demonstração, 

tem-se: 

 

     
   

        
     

          
     

      
   

   (3.22) 

 

Para o canto i temos: 

 

      
      

    
        

  (3.23) 

 

Escrevendo o primeiro termo da equação (3.21) a partir da equação 

(3.23), tem-se: 

 

      
 

  

   

 
   
   

         
      

     
 

  

   

         
 

  

   

 (3.24) 

 

Em que, 

  : número de lados da placa; 

  : número de cantos da placa; 

   
  : deslocamento fundamental no canto i; 

    e     : limites de cada lado da placa. 
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Escreve-se então a equação (3.21) como: 

 

     

   

  
 

 

           
 

  

   

       

  
 

 

     (3.25) 

 

Que quando substituída na equação (3.20), resulta: 

 

          
  

    

  
     

   

  
  

 

           
 

  

   

   
  

      (3.26) 

 

De posse da equação (2.38), obtém-se: 

 

          
    

   

  
  

 

           
 

  

   

   
  

      (3.27) 

 

Novamente, considerando   , a região carregada da placa. 

 

O termo da esquerda da equação (2.1) é obtido pelo processo análogo: 

 

           
 
  

  
    

 
  

  
   

    
 

       

 

    
(3.28) 

 

Reescrevendo a equação (2.1) em função das equações (3.27) e (3.28) 

encontradas, tem-se a expressão de Betti aplicado a placas: 

 

        
 

  

  
   

 
  

  
   

    
 

       

 

   

        
    

   

  
  

 

           
 

  

   

   
  

      

(3.29) 
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Ao reescrever a equação (3.29) de forma a relacionar cada variável como 

função dos pontos na placa, tem-se: 

 

      
             

      
  

  
       

      
  

  
     

 

      

         
 

         

           
            

   

  
       

 

           
      

 

  

   

     

   
  

                 

(3.30) 

 

Onde as variáveis relacionam-se respectivamente por: 

 

a) os esforços e os deslocamentos correspondentes ao carregamento g 

dependem apenas do ponto de campo Q; 

b) a carga unitária fundamental g* aplicada no ponto s do domínio da 

placa é representada pela função delta de Dirac        e, portanto, é função dos 

pontos de colocação de carga s e de campo Q; 

 

           
 

                 
(3.31) 

 

c) os esforços e os deslocamentos correspondentes à carga g* dependem 

dos pontos de carga s e de deslocamento Q. 

 

Com isto a expressão do teorema de Betti aplicado a placas fica 

representada na equação (3.32), onde tem-se a equação integral do deslocamento 

transversal w de um ponto s do domínio da placa, expressa em função dos esforços 

      e       e dos deslocamentos     , 
  

  
    e 

  

  
    de pontos do contorno, 

utilizando-se as soluções fundamentais obtidas no capítulo anterior: 
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(3.32) 

 

Aplicando a derivação à equação (3.32) em relação a direção m, obtém-

se a equação integral da derivada direcional do deslocamento transversal          

para um ponto s do domínio da placa: 

 

   
   

  
    

   
      

  
     

   
      

  

  

  
    

    
      

  

  

  
     

 

      

          
        

  
      

 

  
 
   

  
        

 

      

     
    

  

   

    
      

  
   

  

   
        

  
       

(3.33) 

 

3.3 Equação integral para um ponto do contorno 

 

As equações  (3.32) e (3.33) são validas para um ponto s qualquer do 

domínio da placa, entretanto para a formulação do problema pelo método dos 

elementos de contorno é necessário obter-se a equação integral para um ponto S do 

contorno. Para isso, considera-se a placa da Figura 3.3, onde o contorno inicial foi 

acrescido de um contorno circular    de raio   e    e    são cantos do novo contorno 

da placa. 
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Figura 3.3 - Contorno circular acrescido ao canto da placa. 

 

Com o acréscimo do contorno, a equação (3.32) escrita para o ponto S do 

contorno da placa resulta: 

 

           
             

      
  

  
       

      
  

  
     

    

      

       
             

      
  

  
       

      
  

  
     

  

       

           
            

   

  
       

    

      

           
            

   

  
       

  

       

     
      

 

  

   

               
                

      

   
  

                 

(3.34) 

 

A medida que   se aproxima de zero, o ponto S se aproxima do contorno, 

e na condição limite, tem-se: 
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(3.35) 

 

Pode-se observar, por definição, o valor principal de CAUCHY 

representado pelos limites das integrais sobre      indicadas na equação (3.35),  

conforme PAIVA(1989). Assim: 

 

    
    

     
             

      
  

  
       

      
  

  
     

    

      

      
             

      
  

  
       

      
  

  
          

 

 

(3.36) 

 

e 

 

   
    

          
            

   

  
       

    

      

          
            

   

  
       

 

      

(3.37) 

 

Estudando agora a parcela de (3.35), referente a integral sobre o contorno 

acrescido   , pode-se escrever: 
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(3.38) 

 

Tomando-se por Hölder, segundo PAIVA(1987), tem-se: 

 

               
        

                       
        

                       
        

                  

(3.39) 

 

Onde,   ,         são constantes. 

 

Escreve-se então a integral da equação (3.38) como: 

 

   
   

        
  

    
   

       
                    

       
  

  
    

  

  
    

  

    
       

  

  
    

  

  
           

    
   

     
                 

   
   

 

  

     
  

  
      

  

    
   

    
 

  

     
  

  
         

(3.40) 

 

Onde a primeira integral do lado direito desaparecerá quando    . 

 

Então a integral sobre o contorno    torna-se: 

 

   
   

        
  

    
   

       
             

      
  

  
       

      
  

  
         

  

  
(3.41) 

 

Retomando a Figura 3.3, é possível extrair: 
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(3.42) 

 

  

  
    

  

  
            

  

  
            

(3.43) 

 

Sendo:   ângulo entre os vetores n e r, e   ângulo entre os vetores m e n. 

 

Aplicando agora as expressões (2.117), (2.118), (2.119), (2.120), (2.121), 

(3.42) e (3.43) na equação (3.41): 

 

   
   

        
  

    
   

      
 

   
                

  
  

 

    
   

   
 

  
                        

  

    
  

  
            

  

  
                

    
   

   
     

  
                

  

  
           

  

 
  

  
                 

(3.44) 

 

Novamente da Figura 3.3, tem-se: 

 

           
(3.45) 

 

          
(3.46) 

 

        
(3.47) 

 

E aplicando (3.45), (3.46) e (3.47) na equação (3.44), tem-se: 
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(3.48) 

 

e 

 

   
   

      
 

   
                  

  

   
       

  
     

(3.49) 

 

Deve-se notar que os demais limites em  , incluindo parcelas de reações 

de canto, anulam-se, de onde a equação (3.35) resulta: 

 

               
             

      
  

  
       

      
  

  
     

 

      

           
            

   

  
       

 

           
      

 

  

   

     

   
  

                 

(3.50) 

 

Com, 

 

     
    

  
 

(3.51) 

 

Para um ponto S que não pertença a um canto da placa a constante K(S) 

resulta: 

 

         
(3.52) 
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Escrevendo agora a equação integral (3.33) da derivada direcional 

         para o ponto S da Figura 3.3, tem-se: 

 

   
   

  
    

   
      

  
     

   
      

  

  

  
    

    
      

  

  

  
     

    

      

    
   

      

  
     

   
      

  

  

  
   

  

 
    

      

  

  

  
           

          
        

  
      

 

  
 
   

  
        

    

      

          
        

  
      

 

  
 
   

  
        

  

       

     
    

  

   

    
      

  

         
     

      

  
        

     
      

  
 

   
  

   
        

  
       

(3.53) 

 

E para   tendendo a zero, o ponto S pertence ao contorno. Assim, obtêm-

se para equação anterior (3.53): 
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(3.54) 

 

Os limites das integrais sobre      são os valores principais das integrais 

sobre  . De acordo com OLIVEIRA (1998), realizando um deslocamento vertical de 

corpo rígido com a placa igual a -     , podem-se eliminar as singularidades que 

aparecem na equação (3.54) quando ξ→0. Resultando: 
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(3.55) 

 

Assim, escreve-se a integral sobre    como: 

 

 
 

   
   

        
  

    
   

   
   

      

  
            

   
      

  
 
  

  
    

  

  
    

  

 
    

      

  
 
  

  
    

  

  
             

   
 

   
      

  

  

  
      

  

    
   

 
    

      

  

  

  
      

  

 

(3.56) 
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Tomando as condições de Hölder, segundo PAIVA(1987), tem-se: 

 

 
 

   
   

        
  

    
   

     
      

  
            

  

       
   

 
   

      

  

  

  
      

  

    
   

 
    

      

  

  

  
      

  

 

(3.57) 

 

De acordo com a Figura 3.4, que mostra os pontos S e Q e seus 

deslocamentos, quando     , escreve-se: 

 

           
  

  
    

(3.58) 

 

 

 

Figura 3.4 – Sistema de coordenadas referentes aos pontos anterior e posterior aos cantos. 

 

Com a equação (3.58) aplicada na equação (3.57), obtém-se: 
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(3.59) 

 

Com as soluções fundamentais (2.137), (2.138) e (2.139) substituídas na 

equação (3.59), obtém-se: 

 

 
 

   
   

        
  

    
   

   
 

    
                           

  

  
    

  

   

    
   

  
 

   
                

  

  
      

  

    
   

   
     

   
            

  

  
      

  

 

(3.60) 

 

Os termos referentes a           podem ser agrupados, considerando 

que (         ) = (        ), portanto, tem-se: 

 

 
 

   
   

        
  

    
   

   
 

    
               

 

   
                 

  

  
    

  

   

    
   

  
     

   
           

  

  
      

  

 

(3.61) 

 

Ou ainda, 
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(3.62) 

 

Considerando as expressões (3.42), (3.43), (3.45), e ainda: 

 

 
                    (3.63) 

 

 
                    (3.64) 

 

Obtém-se: 

 

   
   

        
  

    
   

      
     

   
      

     

 

    
  

  
            

  

  
                  

    
   

  
     

   
         

  

  
           

     

 

 
  

  
                 

(3.65) 

 

Em que,   é o ângulo entre os sistemas de coordenas (n,s) e (m,u), 

conforme Figura 3.4. 

 

Pode-se ainda rearranjar os termos internos as integrais: 
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(3.66) 

 

Ou ainda: 

 

   
   

        
  

    
     

  
  
 

 
                         

  

  
   

 
 

 
                  

  

  
     

 
     

  
 
 

 
                         

  

  
   

 
 

 
                  

  

  
     

(3.67) 

 

Os termos referentes as derivadas dos deslocamentos transversais 

podem ser reagrupados, resultando: 

 

   
   

        
  

    
       

  
 
     

  
                  

  

  
   

 
     

  
                  

  

  
      

(3.68) 

 

Sendo nulos os demais limites dependentes de   equação (3.55). 

 

Obtém-se finalmente a expressão da derivada da equação integral em um 

canto do contorno, feitas as substituições em (3.55): 
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(3.69) 

 

Sendo: 

        
 

  
 
   

  
                  

(3.70) 

 

      
  

   

  
                  

(3.71) 

 

Em que,   é o ângulo entre os sistemas de coordenas (n,s) e (m,u), 

conforme Figura 3.4. 

 

Sendo a expressão de K(S), dada por: 

 

         
  
  

 
     

  
                   

  

  
   

 
     

  
                   

  

  
   

      
  

  
         

  

  
    

(3.72) 

 

Para o caso da coordenada m coincidir com a direção normal   , anterior 

ao canto, e    , obtém-se: 
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(3.73) 

 

e para      , anterior ao canto, e      : 
 

         
  
  

 
   

  
       

  

  
    

   

  
           

  

  
    

(3.74) 

 

3.4 Transformações das integrais de domínio 

 

As integrais de domínio das equações (3.32), (3.33), (3.50) e (3.69) serão 

transformadas em integrais sobre o contorno da região carregada    (Figura 3.5) 

baseado no exposto em PAIVA(1987).  

 

 

Figura 3.5 – Região de carregamento. 

 

As integrais do domínio são: 

 

  
  

                 (3.75) 
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       (3.76) 

 

Em que, 

 

   
  

   
          (3.77) 

 

   

  
  

 

   
        

(3.78) 

 

De acordo com a Figura 3.5, pode-se escrever g, em relação ao sistema 

de coordenadas (x,y): 

 

                     
(3.79) 

 

Em relação ao sistema de coordenadas (  ,   ), de origem em s (Figura 

3.5): 

 

                
(3.80) 

 

                
(3.81) 

 

E substituindo agora na equação (3.79): 

 

                                                          
(3.82) 

 

Onde,      é o valor da carga g no ponto s. 

 

Substituindo a expressão (3.82) na equação (3.75), realiza-se a 

transformação em coordenadas polares: 
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              (3.83) 

 

Substituindo a equação (3.77) na equação (3.83), e sendo g(s) uma 

constante e             (Figura 3.5), tem-se: 

 

  
  

                

  
    

   
                

 

 

   
 

  
 

   
                  

 

 

                
 

 

(3.84) 

 

Da integração em r, com o ângulo   constante: 

 

  
  

                

  
    

    
              
 

  
 

    
                             
 

 

(3.85) 

 

A partir da Figura 3.5, escreve-se: 

 

 
               (3.86) 

Ou ainda, 

 

   
         

 
 (3.87) 

 

Substituindo a equação (3.87) na equação (3.85) obtém-se a integral de 

domínio, transformada numa integral sobre o contorno do carregamento   : 
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(3.88) 

 

 

De forma análoga ao procedimento feito para a equação (3.75) que 

resultou na equação (3.88), faz-se para a equação (3.76), resultando em: 

 

  
  

   
        

  
      

   
    

    
        

 

 
            

  

  
 

    
                                       
  

 

(3.89) 
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4 INTERAÇÃO PLACA-VIGA 

 

O objetivo deste capítulo é apresentar uma formulação do Método dos 

Elementos de Contorno para análise de pavimentos. Considerando pavimentos, 

temos o elemento de placa em associação com outros elementos estruturais que, no 

presente trabalho, é o elemento de viga (ou o conjunto denominado de grelhas). 

A interação placa-viga desenvolvida neste trabalho se fez na forma da 

discretização da placa em elementos de contorno, acoplando-se estes a elementos 

de viga (Figura 4.1) representados pelas equações diferenciais ordinárias. 

 

 

Figura 4.1 – Interação elementos de viga x placa. 

 

Para uma placa com vigas concêntricas a seguinte equação integral pode 

ser escrita utilizando a formulação apresentada no capítulo anterior, na qual a 

contribuição da viga é substituída pelos seus esforços de interação: 
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(4.1) 

 

Sendo,        para um ponto interno s;           para um ponto S 

no canto de placa com ângulo interno  ;          para um ponto S em um 

contorno suave. 

E ainda,    
    

     
 , é a reação de canto da placa. 

Onde:   ,    e    são, respectivamente, o deslocamento transversal, o 

momento fletor e a força cortante equivalente ao longo do contorno;      e    são o 

carregamento transversal e a superfície onde é aplicado;      ,      ,      ,       e 

      são os esforços na interface placa-viga (conforme Figura 4.1) e    é uma 

coordenada ao longo de cada elemento de viga.  O símbolo * é usado para indicar 

soluções fundamentais. Nesta equação    
 é a reação de canto de placa. 

Como visto no capítulo anterior, da equação (4.1) pode-se obter a 

seguinte equação integral da derivada do deslocamento com relação à direção    

de um sistema de coordenadas (  ,   ): 
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(4.2) 

               

Sendo,       e       conforme exposto nas equações (3.70) e (3.71) 

respectivamente. Em que,   é o ângulo entre os sistemas de coordenas (n, s) e (m, 

u), conforme Figura 3.4. 

 

4.1 Representação da Viga 

 

A viga neste trabalho é tratada através da solução da equação da linha 

elástica, particularizada para carregamento distribuído linearmente, fazendo 

necessário discretizá-la a fim de gerar o correto acoplamento entre os elementos de 

viga e os elementos de contorno de placa. A viga é dividida em elementos definidos 

por nós nas extremidades e um nó em seu ponto central (Figura 4.2) e a partir dos 

parâmetros nodais associados a ele (w, ∂w/∂s) é obtido a expressão da linha 

elástica.  

 

Figura 4.2 – Elemento de viga 
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Considerando uma viga com seus elementos, pode-se representar a viga 

e seus elementos da seguinte forma: 

 

 

Figura 4.3 – Conjunto de elementos de viga. 

 

A expressão da elástica da viga é dada por: 

 

              
   

  
                     

 

O momento fletor, a força cortante e o carregamento, estão 

respectivamente relacionados com a equação elástica da viga através das 

expressões:  

 

     
   

   
    (4.3) 

 

     
   

   
    (4.4) 

 

      
   

   
    (4.5) 

 

Onde E é o módulo de elasticidade do material e I é o momento de inércia 

da viga.  

Para gerar o acoplamento da placa (MEC) com a viga (EDO), a 

contribuição da viga na rigidez do conjunto placa-viga é substituída pelos esforços 

de interação presentes na interface destes dois elementos estruturais, a saber, o 

carregamento distribuído      , e os esforços de interface nas extremidades      , 

     ,       e       (Figura 4.1). 
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Nesta etapa do trabalho não está sendo considerada a torção da viga e 

assim somente os parâmetros nodais da viga referentes à flexão estão sendo 

utilizados (Figura 4.1). A cada nó são associados dois parâmetros nodais 

deslocamento vertical e sua derivada ao longo do eixo da viga (w e       ). Assim 

no total têm-se seis parâmetros nodais.  

Para este número de parâmetros nodais a elástica da viga pode ser 

aproximada por um polinômio do quinto grau, o que corresponde a um carregamento 

distribuído na interface variando linearmente ao longo do elemento de viga (  
   

    

   .  

Considerando o elemento finito de viga de comprimento L, e sendo a 

coordenada adimensional ao longo do eixo    da viga, com origem no nó i da viga 

dada por: 

  

       (4.6) 

 

 Essa coordenada esta representada na Figura 4.2, e podemos assumir 

para o polinômio de 5° grau as seguintes equações: 

 

                   (4.7) 

 

E sua derivada: 

 

  

  
 

 

 
                     (4.8) 

 

Impondo as condições de contorno nos nós do elemento obtêm-se: 

 

 
 
 

 
 

  

      
  

      
  

       
 
 

 
 

 

 
 
 
 
 
 

   
   

           

   
     

       
             

   
         

       
   

      
 
 
 
 
 

 

 
 
 

 
 
  

  
  

  
  

   
 
 

 
 

 (4.9) 

 

Da relação,            , isolamos      

 

              (4.10) 
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Substituindo na equação elástica da viga, ficamos com: 

 

                                    (4.11) 

 

Assim, a elástica da viga pode ser escrita em função dos parâmetros 

nodais da seguinte forma: 

 

                                           (4.12) 

 

Onde      é o vetor de parâmetros nodais da viga e é dado por:  

 

    
     

   

  
  

   

  
  

   

  
  (4.13) 

 

Portanto, as funções de forma (    ) são respectivamente: 

 

                          (4.14) 

 

                            (4.15) 

 

                  (4.16) 

 

                           (4.17) 

 

                       (4.18) 

 

                       (4.19) 

 

Calculando as segundas derivadas teremos: 

 

    

   
 

 

  
                        (4.20) 

 

    

   
 

 

 
                      (4.21) 

 

    

   
 

 

  
                 (4.22) 
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                    (4.25) 

 

Da mesma forma calcula-se a terceira derivada:  
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                     (4.30) 

 

    

   
 

 

  
                 (4.31) 

 

A última derivada necessária é quarta derivada que resulta em: 

 

    

   
 

 

  
              (4.32) 

 

    

   
 

 

  
            (4.33) 

 

    

   
 

 

  
                               (4.34) 
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            (4.37) 

 

Fazendo uso das equações (4.3) e (4.4), em que o momento fletor é dado 

por                e a força cortante:               , e substituindo os 

valores das funções deduzidas nas equações (4.20) a (4.37) na equação (4.11), 

têm-se: 

 

 Momento fletor no nó inicial do elemento: 

 

     
   

   
      

   

  
   

 

   

  
  

 

  

  
  

 
  

 
 
 

 
 

  

      
  

      
  

       
 
 

 
 

 (4.38) 

 

 Força cortante no nó inicial do elemento: 

 

     
   

   
      

   

  
  

  
    

  
   

  
    

  
  

  
  

 
 
 

 
 

  

      
  

      
  

       
 
 

 
 

 (4.39) 

 

 Momento fletor no nó final do elemento: 

 

     
   

   
      

  

  
 

 

  

  
  

 

   

  
  

 
  

 
 
 

 
 

  

      
  

      
  

       
 
 

 
 

 (4.40) 

 

 Força cortante no nó final do elemento: 



65 
 

 

 

     
   

   
      

   

  
  

  
   

  
   

  
    

  
  

  
  

 
 
 

 
 

  

      
  

      
  

       
 
 

 
 

 (4.41) 

 

Representando os esforços calculados nas equações (4.38), (4.39), (4.40) 

e (4.41) no elemento de viga teremos o exposto na figura abaixo: 

 

 

Figura 4.4 – Esforços no elemento de viga. 

 

Os momentos são positivos para a placa, porém a cortante a esquerda é 

negativa, conforme Figura 4.2. Sendo este, o sinal que devem entrar para a 

montagem das equações. 

 
 

4.2 Acoplamento placa-viga 

 
Substituindo em (4.1) e (4.2) os esforços na interface placa-viga pelas 

suas expressões em função dos deslocamentos nodais da viga, obtêm-se uma 

equação integral em função dos deslocamentos e esforços nodais no contorno da 

placa e dos deslocamentos nodais dos elementos de viga.  

Escrevendo as equações integrais do deslocamento ( ), e suas derivadas 

na direção normal (     ) e tangencial (     ) para todos os nós do contorno e 

dos elementos de viga do domínio e efetuando as integrais envolvidas, obtém-se o 

seguinte sistema de equações: 

 

       
  

  
               (4.42) 
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onde,  

   : vetor de valores nodais      ,       e   de todos os nós da viga 

no domínio da placa e w,      ,       dos pontos no contorno da placa. 

 

Como este sistema de equações tem mais incógnitas que equações, são 

escritas as equações integrais do deslocamento e suas derivadas para todos nós no 

domínio da placa, obtendo o seguinte sistema de equações:  

 

     
    

  

  
                 (4.43) 

 

Combinando as equações (4.42) e (4.43), obtêm-se: 

 

 
       

      
    

  

  
   

 
        

 
      (4.44) 

 

Para resolver todas as incógnitas do problema, impõem-se as condições 

de contorno, e o sistema dado na equação (4.44) fica: 

 

              (4.45) 

 

Onde {X} é um vetor com as incógnitas do problema. Após a resolução 

deste sistema, deslocamentos e esforços são obtidos. 

Uma vez obtidos os valores dos parâmetros nodais do contorno e do 

domínio, os deslocamentos em pontos do domínio são obtidos diretamente a partir 

da equação (4.2). 
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5 AVALIAÇÃO NUMÉRICA DA FORMULAÇÃO PROPOSTA 

 

5.1 Introdução 

 

Com a formulação apresentada, desenvolveu-se um programa em 

FORTRAN possibilitando analisar exemplos de placas a fim de facilitar a avaliação 

da formulação.  Depois de calculadas as placas com a formulação proposta, os 

resultados foram confrontados com resultados analíticos e com resultados obtidos 

via análise de elementos finitos, através do software ANSYS, em que as vigas foram 

modeladas com o elemento finito BEAM4 e as placas com o elemento SHELL63. 

Visando demonstrar o processo de desenvolvimento evolutivo deste 

trabalho, os exemplos desenvolvidos partem de um modelo estrutural simplificado, 

considerando apenas uma placa simplesmente apoiada com vigas de bordo até a 

inserção de vigas no domínio, concluindo com exemplos de sistemas estruturais 

mais complexos com interação placa e viga tanto no contorno da placa como no 

domínio (pavimento de um edifício). 

Abaixo, seguem os exemplos analisados que contribuíram para validar a 

formulação descrita neste trabalho.   
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5.2 Exemplo 1 – Placa quadrada apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo 

dos lados, com carregamento uniforme. 

 

Neste exemplo analisou-se uma placa quadrada de lados de comprimento 

A, apoiada nos quatro cantos, Figura 5.1, com vigas ao longo dos lados com 

momentos de inércia            , sendo D a expressão (2.24) e submetida a um 

carregamento uniformemente distribuído q. Utilizou-se o coeficiente de poisson 

        e dez elementos de contorno retos em cada lado da placa. 

 

 

 Figura 5.1 – Modelo de placa com viga nos bordos. 

 

A Tabela 5.1 mostra os resultados obtidos quanto ao deslocamento 

vertical (w) pela formulação proposta, estes que foram comparados aos resultados 

analíticos encontrados em TIMOSHENKO e WOINOWSKY-KRIEGER (1970) e aos 

obtidos pelo Método dos Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0 

utilizando elementos SHELL 63, em sua discretização. Para a discretização em 

elementos finitos, utilizou-se de uma malha regular com 100 elementos. E para a 

discretização em elementos de contorno, adotou-se 40 elementos de contorno. 
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  W (deslocamentos verticais) 

NÓ TIMOSHENKO MECxEDO MEF 

01   0,002281 0,002265 

02   0,003484 0,003460 
03   0,004410 0,004381 

04   0,004989 0,004957 

05 0,005190 0,005185 0,005153 

06   0,004989 0,004957 

07   0,004410 0,004381 

08   0,003484 0,003460 

09   0,002281 0,002265 
Tabela 5.1 – Resultados dos deslocamentos nodais 

 

Observa-se que os valores de deslocamentos apresentam diferenças da 

ordem de 0,10 % nos pontos do centro da placa entre os valores analíticos e 0,62 % 

dos obtidos pelo Método dos Elementos Finitos. Apresentando, portanto, valores 

bem mais próximos dos valores analíticos quando comparado ao método dos 

elementos finitos. 

Na Figura 5.2, apresenta-se os resultados obtidos para uma análise dos 

demais pontos de domínio, cuja sua representação gráfica foi obtida através do pós 

processamento feito no software SURFER 8.0. 

 

 
Figura 5.2 – Deslocamentos verticais no domínio da placa. 
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Obtiveram-se também os esforços nas vigas (conforme Figura 5.3) de 

contorno da placa. Sendo seus resultados apresentados na tabela abaixo e 

confrontados com os obtidos pelo Método dos Elementos Finitos.  

 

  Momentos fletores nas vigas 

NÓ MEC MEF 

01 0,000067 0,000018 

03 0,027408 0,027499 

05 0,042820 0,042955 

07 0,042820 0,042955 

09 0,027408 0,027499 

11 0,000067 0,000018 
Tabela 5.2 – Momentos fletores nas vigas 

 

 

Figura 5.3 – Viga de contorno da placa com seus respectivos nós. 

 

Seguem os resultados da Tabela 5.2 plotados no gráfico abaixo:  

 

 

Figura 5.4 – Gráfico de resultados dos momentos fletores nas vigas.  
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5.3 Exemplo 2 – Placa retangular apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo 

dos lados e uma viga de domínio, com carregamento uniforme. 

 

O próximo exemplo é um problema prático. É um pavimento de um 

edifício com dimensões conforme Figura 5.5, o qual possui uma 

espessura constante de 10 cm e é submetido a uma carga uniforme de 

6.8kN/m². Na análise numérica foi assumido que o pavimento é apoiado em seus 6 

cantos. Para o concreto utilizado, adotou-se módulo de Young 

E= 2000kN/cm² e coeficiente de Poisson   = 0,2. 
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Figura 5.5 – Planta do modelo com uma viga no domínio. 

 

A Tabela 5.3 mostra os resultados obtidos para o deslocamento vertical 

pela formulação proposta e sua comparação aos resultados obtidos pelo Método dos 

Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0 utilizando 128 elementos SHELL 

63, em sua discretização. 

 

Ponto 
Coordenadas Deslocamento - w(cm) 

x(cm) y(cm) MEC MEF 

01 0 175 0,10830 0,10730 
02 62,5 175 0,28182 0,28041 
03 125 175 0,41771 0,41673 
04 187,5 175 0,49646 0,49852 
05 250 175 0,51425 0,51358 

06 312,5 175 0,47605 0,47469 
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07 375 175 0,39501 0,39219 
08 437,5 175 0,29865 0,29413 
09 500 175 0,24510 0,24022 
10 562,5 175 0,29865 0,29413 
11 625 175 0,39501 0,39447 
12 687,5 175 0,47605 0,47469 
13 750 175 0,51425 0,51358 
14 812,5 175 0,49646 0,49852 
15 875 175 0,41771 0,41673 
16 937,5 175 0,28182 0,28041 

17 1000 175 0,10830 0,10730 
 

Tabela 5.3 - Tabela com resultados de deslocamentos verticais para os nós da figura 5.3. 

 

 

Observa-se que os valores de deslocamentos apresentam diferenças da 

ordem de 1,99 % nos pontos do centro da placa entre os valores obtidos pelo 

Método dos Elementos Finitos. Representando uma boa aproximação nos valores 

quando dos demais pontos observados no gráfico da Figura 5.6. 

 

 

Figura 5.6 – Gráfico dos deslocamentos verticais da seção horizontal estudada. 

 

O modelo analisado foi configurado com 28 nós, 24 elementos de 

contorno e 14 elementos de viga. A Figura 5.7 apresenta a locação nodal adotada. 
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Figura 5.7 – Locação nodal dos elementos de contorno. 

 

Na Figura 5.8, apresentam-se os resultados obtidos para uma análise dos 

demais pontos de domínio, cuja sua representação gráfica foi obtida através do pós 

processamento feito no software SURFER 8.0. 

 

 

Figura 5.8 – Resultados de deslocamento em todos os pontos da placa via MEC 
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5.4 Exemplo 3 – Placa quadrada apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo 

dos lados e do domínio, com carregamento uniforme. 

 

Neste novo exemplo, também é abordado um problema prático, porém é 

um pavimento com 4 nervuras em cada sentido, como estudado no trabalho de DIAS 

(2003).  É um pavimento de um edifício com dimensões conforme planta 

representada na Figura 5.9, o qual possui uma espessura constante de 5 cm e é 

submetido a uma carga uniforme de 7.5kN/m². Na análise numérica assumiu-se 

que o pavimento é apoiado em seus 4 cantos. Para o concreto utilizado, adotou-

se  módulo de Young E= 2380kN/cm2 e coeficiente de Poisson   = 0,2. Dimensões 

da placa: 600cmX600cm 
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Figura 5.9 – Planta do pavimento com quatro nervuras em cada direção. 
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A Tabela 5.4 mostra os resultados obtidos quanto a deslocamentos 

verticais (w), pela formulação proposta e, comparados novamente aos resultados 

obtidos pelo Método dos Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0. 

Utilizou-se 400 elementos regulares (30cm por 30cm) SHELL63 em sua 

discretização, especificados aqui por sua malha MEF 400. Utilizou-se também uma 

configuração de malhas no método de elementos finitos com 1600 elementos 

regulares (15cm por 15cm) SHELL63 especificados aqui por MEF 1600. Para a 

análise via Método dos elementos de contorno, o modelo foi configurado com 100 

nós, 40 elementos de contorno e 60 elementos de viga.  

 

Ponto 
Coordenadas Deslocamento - w(cm) 

x(cm) y(cm) MEC MEF 400 MEF 1600 

1 300 0 0,26820 0,26478 0,26815 
2 300 60 0,54160 0,54084 0,54159 
3 300 120 0,76740 0,76508 0,76684 
4 300 180 0,95650 0,95421 0,95607 
5 300 240 1,06400 1,06100 1,06360 
6 300 300 1,11110 1,10790 1,11020 
7 240 0 0,25540 0,25513 0,25528 
8 240 60 0,51180 0,51039 0,51140 

9 240 120 0,73890 0,73663 0,73832 
10 240 180 0,91530 0,91237 0,91455 
11 240 240 1,02600 1,02310 1,02560 
12 240 300 1,06400 1,06100 1,06360 
13 120 0 0,15850 0,15840 0,15849 
14 120 60 0,35260 0,35155 0,35229 
15 120 120 0,52350 0,52191 0,52311 
16 120 180 0,65590 0,65387 0,65539 
17 120 240 0,73890 0,73663 0,73832 
18 120 300 0,76740 0,76508 0,76684 
19 0 0 0,00000 0,00000 0,00000 
20 0 60 0,08351 0,08342 0,08347 

21 0 120 0,15860 0,15840 0,15849 
22 0 180 0,21760 0,21737 0,21749 
23 0 240 0,25540 0,25513 0,25528 

24 0 300 0,26830 0,26800 0,26815 
 

Tabela 5.4 – Tabela com resultados de deslocamentos verticais para os nós da figura 5.7. 

 

Observa-se que os valores de deslocamentos apresentam diferenças 

máximas da ordem de 0,10 % para pontos no domínio da placa entre os valores 
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obtidos pelo Método dos Elementos Finitos. Representando uma boa aproximação 

nos valores também observados nos gráficos da Figura 5.10. 
 

 
Figura 5.10 – Gráficos de deslocamentos para o modelo com nervuras. 

 

Na Figura 5.11, apresentam-se os resultados obtidos para uma análise 

dos demais pontos de domínio, cuja sua representação gráfica foi obtida através do 

pós processamento feito no software SURFER 8.0. 

 

 

Figura 5.11 – Deslocamentos no domínio da placa nervurada. 
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5.5 Exemplo 4 – Pavimento de um edifício com vigas ao longo dos lados e do 

domínio, com carregamento uniforme. 

 

O próximo exemplo é finalmente um pavimento real de um edifício 

conforme a distribuição e dimensões de vigas e lajes da planta da Figura 5.12 

(dimensões expressas em centímetros).  Submetido a uma carga uniforme de 

7.5kN/m².  Para o concreto utilizado, adotou-se  módulo de Young E 

= 2380kN/cm² e coeficiente de Poisson   = 0,2.  
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Figura 5.12 - Planta do pavimento tipo analisado. 

 

A Tabela 5.5 mostra os resultados obtidos pela formulação proposta para 

o corte da seção A-A no pavimento e estes comparados novamente aos resultados 

obtidos pelo Método dos Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0. 

Utilizou-se 400 elementos regulares (50cm por 50cm) SHELL63 em sua 

discretização, especificados aqui por sua malha MEF 400. Utilizou-se também uma 

configuração de malhas no método de elementos finitos com 1600 elementos 

regulares (25cm por 25cm) SHELL63 especificados aqui por MEF 1600. Para a 

análise via Método dos elementos de contorno, o modelo foi configurado com 100 
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elementos de contorno e 65 elementos de viga, representado nas tabelas e gráficos 

pela sigla MEC 100. Refinou-se os elementos de contorno para uma configuração 

com 200 elementos de contorno e 130 elementos de vigas (MEC 200).  

 

Ponto 
Coordenadas Deslocamento - w(cm) 

x(cm) y(cm) MEC 100 MEC 200 MEF 400 MEF 1600 

1 750 0 0,06584 0,06857 0,06741 0,06799 
2 750 100 0,18565 0,21545 0,20519 0,20977 

3 750 200 0,26180 0,31289 0,29928 0,30526 
4 750 300 0,31382 0,37806 0,36930 0,37475 
5 750 400 0,34809 0,40323 0,40617 0,41148 
6 750 500 0,37455 0,39470 0,41315 0,41910 
7 750 600 0,43978 0,41371 0,44489 0,45131 
8 750 700 0,48435 0,42502 0,45508 0,46271 
9 750 800 0,48411 0,41928 0,43846 0,44762 

10 750 900 0,43548 0,38283 0,39764 0,40578 
11 750 1000 0,30075 0,27009 0,28009 0,28490 

12 750 1100 0,08200 0,07957 0,07970 0,08022 
Tabela 5.5 – Resultados nodais para seção de corte A-A. 

 

Segue, na Figura 5.13, os resultados analisados graficamente: 

 

 

Figura 5.13 – Gráfico com os resultados nodais para seção de corte A-A. 

 

Para ambos os modelos, MEF e MEC, utilizou-se como alternativa aplicar 

a simetria geométrica e de carregamentos para modelar o pavimento analisado. 

Para a malha de elementos de contorno com 200 elementos (MEC 200), tem-se os 
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deslocamentos dos demais pontos de domínio representados através do gráfico da 

Figura 5.14. 

 

 

Figura 5.14 – Resultados de deslocamento em todos os pontos da placa via MEC 200. 
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6 CONCLUSÕES 

 

O objetivo deste trabalho foi o de apresentar uma formulação do método 

dos elementos de contorno para a análise de placas delgadas interagindo com 

elementos estruturais de viga, visando possibilitar a sua utilização prática para 

análise de pavimentos de edifícios. 

A fim de compatibilizar adequadamente as vigas e as placa, utilizou-se da 

formulação do método dos elementos de contorno para placas delgadas em que se 

consideram três deslocamentos nodais para os nós do contorno da placa (w,       

e      ) e a viga é substituída pelo seu efeito sobre a placa, através de um 

carregamento distribuído e forças de extremidades. A partir da resolução da 

equação diferencial de vigas os esforços da interação placa-viga são escritos em 

função dos parâmetros nodais da viga, isto é,   e       . 

A implementação da interação placa viga, utilizando para a viga as 

equações diferenciais ordinárias e para as placas três parâmetros nodais, apresenta 

significativa importância quanto à contribuição na melhoria dos resultados quando 

comparados com soluções analíticas e quando comparados ao método dos 

elementos finitos. A formulação proposta ainda apresenta outras vantagens, não 

incluídas neste trabalho, como a possibilidade de calcular os esforços nas vigas 

diretamente a partir da solução da equação diferencial e dos deslocamentos obtidos 

para seus nós.  

Ressalta-se a facilidade de modelar as placas apoiadas em pontos 

distintos do contorno, pois apenas a divisão do contorno deve ser de tal forma que 

seus nós coincidam com os apoios. Também não é necessário dividir o contorno 

próximo ao apoio em grande número de elementos pois, mesmo com uma divisão 

regular, os resultados obtidos são muito bons.  

Os problemas analisados no capítulo 5 demonstraram a correta 

formulação do problema. Iniciou-se comparando o primeiro exemplo com resultados 

de soluções analíticas, o que demonstrou a obtenção de resultados precisos através 

da formulação proposta. Evoluindo para modelos com vigas de domínio até um 

sistema estrutural em grelha com quatro nervuras em cada sentido no seu domínio, 

em que não houve divergências significativas quando seus resultados foram 

comparados ao MEF. No último exemplo analisado, que se considerou um 

pavimento real de um edifício, os resultados apresentados demonstraram um 
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comportamento menos rígido para o modelo quando comparado ao método dos 

elementos finitos, expondo maiores deformações com o método estudado. 

A formulação desenvolvida neste trabalho mostrou-se eficaz na análise 

dos problemas de pavimentos de edifícios na engenharia, demonstrando-se ser uma 

valiosa ferramenta de cálculo para o estudo destes problemas. 

Para continuidade deste trabalho, como sugestão, é de grande 

importância o conhecimento dos esforços e momentos fletores nos pontos de 

domínio aqui analisados como também o estudo da influência da rigidez à torção da 

viga no acoplamento da placa com a viga. 
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