UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS

CHARLES JASTER DE OLIVEIRA

ANALISE DA INTERACAO PLACA-VIGA VIA METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO

SAO CARLOS
2012






CHARLES JASTER DE OLIVEIRA

ANALISE DA INTERACAO PLACA-VIGA VIA METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO

Dissertacdo apresentada a Escola de
Engenharia de Sédo Carlos, da
Universidade de Sao Paulo, como parte
dos requisitos para a obtencdo do Titulo

de Mestre em Engenharia de Estruturas.

Orientador: Prof. Dr. Jodao Batista de

Paiva.

SAO CARLOS
2012



AUTORIZO A REPRODUGCAO E DIVULGAGAO TOTAL OU PARCIAL DESTE
TRABALHO, POR QUALQUER MEIO CONVENCIONAL OU ELETRONICO,
PARA FINS DE ESTUDO E PESQUISA, DESDE QUE CITADA A FONTE.

Ficha catalografica preparada pela Secéo de Tratamento
da Informagéo do Servigo de Biblioteca — EESC/USP

Oliveira, Charles Jaster de

O46a Anédlise da interacdo placa-viga via método dos
elementos de contorno / Charles Jaster de Oliveira ;
orientador Jodo Batista de Paiva. —-- Sdo Carlos, 2012.

Dissertagdo (Mestrado - Programa de Pds-Graduacdo em
Engenharia de Estruturas) -- Escola de Engenharia de Séao
Carlos da Universidade de Sdo Paulo, 2012.

1. Método dos elementos de contorno. 2. Interacédo
placa-viga. 3. Interacédo laje-viga. 4. Pavimentos de
edificios. I. Titulo.




FOLHA DE JULGAMENTO

Candidata: Engenheiro CHARLES JASTER DE OLIVEIRA.

Titulo da dissertacdo: "Analise da interacdo placa-viga via método dos elementos
de contorno".

Data da defesa: 27/07/2012

Comissio Julgadora: Resultado:

Prof. Associado Joao Batista de Paiva (Orientador)
(Escola de Engenharia de Sao Carlos/EESC)

Prof. Titular Humberto Breves Coda
(Escola de Engenharia de Sao Carlos/EESC)

Prof. Dr. Leandro Palermo Junior /Q DN p
(Universidade Estadual de Campinas/UNICAMP) ’

Coordenador do Programa de Pés-Graduacao em Engenharia Civil (Engenharia de
Estruturas):
Profa. Associada Ana Lucia Homce de Cresce El Debs

Presidente da Comissao de Pds-Graduacao:
Prof. Titular Denis Vinicius Coury






DEDICATORIA

Dedico este trabalho a Deus, que nunca desistiu
de mim e se manteve ao meu lado por todo este
caminho. Aos meus pais e a minha amada noiva.






AGRADECIMENTOS

Agradeco primeiramente a Deus.

Aos meus pais Herta Jaster de Oliveira e Jailson Monteiro de Oliveira por
nao terem poupado amor ao me criarem, agradeco por cada hora trabalhada para
pagarem meus estudos, agradeco por terem me ensinado o Unico e bom caminho,
pois é primordialmente pelos senhores que eu conquistei mais esta vitoria.

Ao meu orientador Jodo Batista de Paiva, pela compreensao, paciéncia e
por todo conhecimento que me foi passado nestes anos.

Agradeco a minha amada noiva, Luna Ollin Steffen por todos esses anos
cheios de desafios e conquistas que passamos, por ser parte da minha vitoria.
Agradeco por tudo, principalmente seu amor.

Agradeco aos meus irmaos Weece Jaster de Oliveira e Winderson Jaster
de Oliveira.

A minha sogra Sania e meus cunhados Jodo Pedro e Luis Gustavo
Steffen.

In memoriam, agradeco meu sogro Cicero Steffen que se orgulhava de
mim e infelizmente se foi no meio desta jornada.

Aos amigos, em especial ao Rodrigo Pagnussat que sempre esteve
presente quando eu precisei e por dividir tanto os momentos bons quanto os ruins
comigo. A Erica Kimura por ser tdo prestativa e atenciosa desde a minha entrada no
SET até o ultimo dia, sem poupar simpatia. As queridas Indara e Orieta por todo
carinho e sorrisos compartilhados.

Aos colegas que junto comigo ingressaram neste desafio: Emerson,
Pedro, Rafael Tamanini, Rafael Eclache, Davi, Eunice, Juliana, Fabricio, Winston,
Daniel, Marcelo, Nero, André, Luiz, Markus.

Aos amigos de outras turmas: Carlos, Ellen, Luiz, Hidelbrando, Wellison,
Higor, Wagner, Jonas, Danielle, André Ramos, Erica, Marcela Filizola, Denis, Jesus
Daniel, Jesus Sanchez, Aref, Dorival, Hugo.

Ao Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientifico e Tecnoldgico,
CNPq, pelo apoio financeiro para a realizacdo desta pesquisa.

A todos os professores da graduacdo e da poés-graduacdo que
contribuiram por essa minha paixao por estruturas.

A todos aqueles que direta ou indiretamente fizeram parte deste trabalho.






RESUMO

OLIVEIRA, C. J. (2012). Analise da interacdo placa-viga via Método dos Elementos
de Contorno. Dissertacao (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade
de Sao Paulo, Sao Carlos.

Este trabalho apresenta o estudo de uma formulacdo do método dos
elementos de contorno para a andlise da interacdo placa-viga de pavimentos de
edificios. Para compatibilizar adequadamente as vigas e a placa, é utilizada uma
formulacdo alternativa do método dos elementos de contorno para placas delgadas
em que, a viga é modelada por equacOes diferenciais ordinarias e, a compatibilidade
entre a placa e a viga é feita por meio dos deslocamentos e forgcas de ligagdo nos
nos dos elementos. ApoOs a imposi¢cao das condicdes de contorno e resolucao final
do sistema de equacgOes, sdo obtidos os esforcos nas vigas e deslocamentos na
placa, que por fim sdo confrontados com outras formulagbes. Exemplos foram
analisados demonstrando uma oOtima concordancia com os exemplos obtidos por

outras formulacoes.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, interacdo placa-

viga, interacédo laje-viga, pavimentos de edificios.






ABSTRACT

OLIVEIRA, C. J. (2012). Analysis of plate-beam interaction by the Boundary
Element Method. Thesis (MA) - School of Engineering of Sdo Carlos, Universidade

de Sao Paulo, Sao Carlos.

This work presents a formulation of the boundary element method for the
analysis of plate-beam interaction in buildings floors. In order to properly match the
beams and plate is used an alternative formulation of the boundary element method
for thin plates, in which the beam is modeled by ordinary differential equations and
the compatibility between plate and beam is done by the displacements and forces of
connection in the nodes of the elements. After applying boundary conditions and final
resolution of the system of equations, efforts are obtained in beams and plate
displacements, that are confronted with other formulations. Samples were analyzed

showing excellent results compared with those obtained by other formulations.

Keywords: Boundary Element Method, plate-beam interaction, interaction

slab-beam; building slabs.
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1 INTRODUCAO

A Engenharia Civil possui diversos ramos de atuacdo com sua especifica
representatividade dentro de sua funcdo. Um dos ramos € a Engenharia Estrutural
gue representa o segmento da engenharia responsavel pelo estudo dos elementos e
sistemas estruturais que compde as obras da Engenharia Civil.

A Engenharia de Estruturas parte do principio da concepcéo estrutural,
pré-dimensionamento, partindo para a andlise estrutural e culminando no
dimensionamento do elemento estrutural. Os elementos estruturais que s&o
estudados na Engenharia estrutural sdo de modo geral: vigas, placas, pilares,
cascas, chapas, cabos, barras etc. Quando combinados, formam sistemas
estruturais usuais e de notéria importancia no dia a dia da Engenharia Civil.

Um sistema estrutural tipico e abordado neste trabalho € o sistema
estrutural de um pavimento de edificio, que apresenta em sua configuracdo de
elementos, placas e vigas. As vigas sdo elementos lineares e as placas, por
definicdo, sdo elementos estruturais planos que estdo sujeitos a um carregamento
transversal ao seu plano médio.

Para a analise de uma estrutura de placa, pode-se considerar duas
teorias fundamentais para o conhecimento e dominio do assunto, sendo estas a
teoria classica de KIRCHHOFF (1850) e as teorias de REISSNER (1944) e
MINDLIN(1951).

A teoria de placas segundo KIRCHHOFF (1850) serviu de base para
desenvolvimento deste trabalho. Na teoria de KIRCHHOFF (1850) séo analisadas
apenas placas delgadas, onde as hipoteses simplificadoras consideram quatro
variaveis de contorno, levando a solucéo do problema a uma equacao diferencial de
guarto grau (quarta ordem). A Teoria de REISSNER (1944) e MINDLIN (1951) é
consequéncia da existéncia de placas que ndo podem ser consideradas finas para
as quais a contribuicdo da forca cortante podem ser significativos (permitindo a
analise de placas espessas). Como consequéncia, a solucdo do problema leva a

uma equacao diferencial de sexto grau (sexta ordem). Para este tipo de placas, as



hipoteses de KIRCHHOFF (1850) consideradas validas para as placas finas deixam
de ser admissiveis.

Ao buscar as solucdes dessas equacdes por meios analiticos, o processo
se torna limitado, fazendo-se necessario o uso de métodos numéricos. Hoje, com a
evolucao tecnolégica dos computadores, permite-se o uso de modelos melhor
elaborados com consideracdes que vao além das considera¢cfes simplificadas das
solucBes analiticas, assim, fornecendo calculos mais precisos para a representacao
do comportamento estrutural.

Os métodos numeéricos aplicados para solucao dos problemas envolvendo
placas sdo: o Método das Diferencas Finitas (M.D.F.) e o Método dos Elementos
Finitos (M.E.F.). Tanto o M.D.F. quanto o M.E.F., s&o métodos de dominio, em que a
discretizacao € feita com elementos no dominio do problema (Figura 1.1). O Método
dos Elementos de Contorno (M.E.C.), € um método de superficie que fundamenta-
se na discretizacdo apenas do contorno do problema (Figura 1.1). O M.E.C. & uma
ferramenta muito Gtil nas modelagens numeéricas, sua principal vantagem diante dos
demais métodos é devido a simplicidade da geracdo das malhas dos modelos e a

aplicacdo em problemas consistindo de dominios infinitos ou semi-infinitos.

problema real

elemento de

operador de elemento finito contorno
diferenca finita

-+ 1 L

Método das Diferengas Finitas Meétodo dos Elementos Finitos Método dos Elementos de
Contorno

Figura 1.1 - Métodos numéricos aplicados aos problemas de Engenharia.
(KANE, 1994)

O Método das Diferencas Finitas (M.D.F.) é o mais antigo desses
métodos e teve sua sistematizacdo com o trabalho de SOUTHWELL (1946), sendo
utilizado ainda hoje. O método transforma equacdes diferenciais em equacdes
algébricas validas apenas nos nds no dominio, através de aproximacdes das

derivadas por diferencas finitas.



JA o Método dos Elementos Finitos (M.E.F.), o mais utilizado dos
meétodos, transforma o proprio dominio em uma série de subdominios finitos ou
elementos conectados através de seus nos cujas variaveis sobre cada elemento sédo
governadas por fungBes aproximadoras continuas. Seu desenvolvimento teve inicio
com os trabalhos de TURNER (1956) e ARGYRIS e KELSET (1960).

O Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.), foco deste trabalho,
surgiu decorrente do estudo de problemas utilizando equacdes integrais aplicadas a
teoria da elasticidade por BETTI (1872).

MUSKELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957) e KUPRADZE (1965) deram
enorme contribuicdo utilizando equacgdes integrais na elasticidade bidimensional,
ndo utilizando-se ainda, as variaveis reais do problema (denominando-se, portanto
de formulacdes indiretas). RIZZO (1967) foi o primeiro que tratou as equacdes
integrais como forma de técnica numérica e também foi o0 primeiro a propor a
formulacdo direta para o tratamento das equacdes integrais do problema elastico
bidimensional.

Os primeiros trabalhos relacionados a analise de placas utilizando o
Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.) foram desenvolvidos por JASWON et
al. (1967) considerando o MEC na sua forma indireta. O Método dos Elementos de
Contorno (M.E.C.) na sua forma direta para a andlise de placas infinitas com furos
de contorno nédo carregado foi proposta por HANSEN (1976), e teve sequéncia nos
estudos de BEZINE (1978), BEZINE e GAMBY (1978) e STERN (1979) baseando-se
na identidade de Green e considerando como variaveis o deslocamento transversal
e sua derivada na diregcdo normal ao contorno. Nesta formulacdo foram deduzidas
duas equacdes integrais relativas as variaveis utilizadas. A comparacao entre as
formulacdes direta e indireta foi apresentada por TOTTENHAM (1979). Para andlise
de placas espessas, VAN DER WEEEN (1982) prop6s uma formulagdo baseado na
teoria de Reissner, escrevendo trés equacoes integrais para as variaveis nodais,
deslocamento transversal e as derivadas nas direcdes normal e tangencial do
contorno.

A partir dessas formulagdes basicas, formulacdes direta e indireta e,
usando-se as teorias de placas de KIRCHHOFF (1850) e de REISSNER (1944) e
MINDLIN (1951), diversas analises de placas se seguiram conforme exposto em
OLIVEIRA NETO (1998):



e Estudos para aperfeicoamento numérico do método como também sobre
guais equacOes integrais sao utilizadas, estudos do deslocamento
transversal e de sua derivada direcional ou apenas de deslocamento
transversal para pontos distintos;

e Estudos sobre o melhor posicionamento do ponto-fonte, ao qual as
equacdes correspondem;

e Estudos sobre os tipos de integracdo mais adequados (analitica ou
numeérica) e sobre as funcdes aproximadoras das variaveis sobre os
elementos;

e Formas de calculo de integrais singulares e quase singulares e, de
integrais de dominio; analise de placas sob diversos tipos de vinculagéo e
de carregamento, apoiadas sobre base elastica e sobre estacas;

e Andlise da associagcdo com vigas e colunas no contorno e no dominio;
analise nao-linear, fisica e geomeétrica,

e Vibracdo (analise modal e transiente);

e Placas com deslocamentos finitos;

e Combinacédo do M.E.C. com o M.D.F. e com o M.E.F. como também com
outras formulacbes matematicas para diversas analises aproveitando as

vantagens apresentadas por cada método.

Apesar de ser a menos utilizada, a formulacdo indireta € objeto de
estudos nos trabalhos de VABLE e ZHANG (1992), utilizando-se de integracéo
analitica e funcdes ficticias aproximadas por polinbmios para analise de placas e, o
trabalho de VENTSEL (1997), com integrais singulares e hipersingulares.

KARAM (1986), BARCELLOS e SILVA (1987), LONG et al. (1988),
WESTPHAL E BARCELLOS (1989) e RIBEIRO e VENTURINI (1989), basearam-se
na teoria de REISSNER (1944) e MINDLIN (1951) para o desenvolvimento de seus
estudos.

A consideracdo do comportamento ndo-linear geométrico de placas pela
teoria de REISSNER foi analisado por XIAO-YAN et al. (1990) e HE e QIN (1993) e,
a analise nao-linear fisica de placas, em trabalhos de KARAM e TELLES (1992),
RIBEIRO (1992).



As hipoteses de KIRCHHOFF (1850), também chamadas de Teoria
Classica de Kirchhof, partindo-se da formulagdo direta, € a mais utilizada para
analise de placas. Considerando estas hipoteses, PAIVA (1987) sugeriu diversas
alternativas para o equacionamento do problema de placas, adotando-se para tanto,
de equacdes integrais para deslocamento transversal e sua primeira derivada na
direcdo normal do contorno, ou de duas equacdes integrais para o deslocamento
transversal em dois pontos distintos, sendo um destes pontos situados sobre o
contorno e o outro fora dele.

HARTLEY et al. (1988) (1989) trabalharam o0s problemas de
singularidades que aparecem nos integrandos e a determinagdo de valores nos
pontos internos, desenvolvendo um modelo de integracdo analitica para evitar os
problemas de instabilidade numérica. KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1989)
adotaram a combinacdo do Método dos Elementos de Contorno com o Método das
Diferencas Finitas para a solucdo de duas equacgOes integrais e duas equacdes
diferenciais e, CAMP & GIPSON (1990) utilizaram diversos tipos de elementos de
contorno isoparameétricos, sendo as integrais, calculadas analiticamente.

Quanto a analise dinamica em placas, o trabalho de VIVOLI e FILIPPI
(1974) foi um dos precursores, utilizando o método indireto sobre solugdes
fundamentais derivadas das funcdes de Hankel e obtendo coeficientes da matriz de
autovalores em funcéo da frequéncia. Posteriormente, BEZINE (1980) prop6s uma
formulacdo mista, envolvendo contorno e dominio para a analise de vibracoes.
NIWA et al. (1982) também apresentaram estudos utilizando o método indireto,
enquanto WONG e HUTCHINSON (1981) utilizaram o método direto. Na sequéncia,
demais trabalhos como NARDINI e BREBBIA (1982), NIWA et al. (1981) (1982),
KITAHARA (1985), COSTA JR. (1985)(1988), TANAKA et al. (1987),
KATSIKADELIS (1989), PROVIDAKIS e BESKOS (1989) e WEISS e MOSHAIOV
(1993) também contribuiram de forma importante para a analise modal de vibracdo
de placas.

A analise transiente foi observada no trabalho de CRUSE e RIZZ0O(1968),
para problemas de elasto-dinAmica geral e, o de BEZINE e GAMBY (1982), que
usou de solucdes fundamentais de dinamica de placas esbeltas, em funcdo do
tempo.

Placas sobre fundagdo elastica foi o objetivo de andlise nos trabalhos
iniciados por KATSIKADELIS e ARMENAKAS (1984), COSTA e BREBBIA (1985),



SILVA e VENTURINI (1988), TEJERINA CALDERON e VENTURINI (1997), PAIVA e
BUTTERFIELD (1997), PAIVA e TRONDI (1996) e PAIVA e MENDONCA (1997).

A consideracdo da ndo-linearidade geométrica para solucédo de problemas
de placas iniciou-se com KAMIYA e SAWAKY (1982) e SAVAKI et al. (1989) (1990).
J& a consideracdo da nao-linearidade fisica do material iniciou-se com MOSHAIOV e
VORUS (1986), seguindo PARIS e LEON (1987) analisando placas e a variagéo de
temperatura ao longo da sua espessura e, CHUEIRI (1994) com anélise de placas
esbeltas. Mais recentemente, estudos de WAIDEMAM e VENTURINI (2009)
consideraram o método dos elementos de contorno para placas enrijecidas
considerando-se ndo-linearidades fisica e geométrica.

Além da aplicacdo do método as placas, estendeu-se a analise para
estruturas compostas de placas, vigas e pilares, usuais na engenharia de estruturas
e aplicaveis aos pavimentos de edificios. Inicialmente BEZINE (1981), considerou o
problema de placas com apoios em seu dominio que poderiam ser utilizado para
simular uma placa apoiada em colunas rigidas, seguido dos trabalhos de PARIS e
LEON (1985), PAIVA (1987) (1991) e HARTLEY et al. (1992). Desde entdo varios
autores como: PAIVA e VENTURINI (1985) (1987), NG et al. (1989), HARTLEY e
ABDEL-AKHER (1993), HU e HARTLEY (1994), PAIVA e OLIVEIRA NETO (1995),
PAIVA (1996), HARTLEY (1996), desenvolveram formulacfes para a andlise de

pavimentos (Figura 1.2) via Método dos Elementos de Contorno (M.E.C.),.

Figura 1.2 - Modelo placa-viga de um pavimento de edificio.

Nesta linha de aplicacdo para pavimento de edificios, OLIVEIRA NETO
(1998) apresentou uma formulacdo com trés parametros nodais de deslocamentos
para sua representacdo integral: deslocamento transversal e suas derivadas nas
dire¢cdes normal e tangencial ao contorno e, dois valores nodais para os esforgos:
momento normal e for¢a cortante equivalente. Com esta formulagédo sédo obtidas trés

equacoes integrais de contorno por no.



Trabalhos mais recentes foram abordados por FERNANDES &
VENTURINI (2005), abordando a nao linearidade. LEONETTI et al. (2009) propdem
um modelo simétrico de elementos de contorno para analise de placas de Kirchhoff.
SAPOUNTZAKIS & DIKAROS (2008 e 2012) abordam o método AEM (Analog
Equation Method) que € baseado no método dos elementos de contorno.

Demais avancos tem sido feitos quanto a implementacdo de novas
funcBes aproximadoras a fim de garantir um aperfeicoamento numérico do método
como demonstrado no trabalho de OLIVEIRA & PAIVA (2004) e como sera abordado
neste trabalho. O presente trabalho também aborda as consideracdes tomadas por
MENDOCA & PAIVA (2008 e 2010) que consideraram a equacao diferencial
aplicada aos elementos de viga acoplados com os elementos de contorno na placa.

No ambito geral, o trabalho proposto tem por objetivo complementar os
estudos que vém sendo realizados, visando o desenvolvimento da formulacdo dos
métodos dos elementos de contorno para a analise da interacdo placa-viga. Estudos
estes, que vém sendo desenvolvidos desde BEZINE (1981) até MENDONCA &
PAIVA (2008).

Neste trabalho, pretende-se juntamente com o exposto em MENDONCA
& PAIVA (2008), apresentar uma formulacdo para a analise da interacao placa-viga
e, de forma complementar, agregar a utilizacdo dos parametros nodais da viga
referentes a flexdo e o célculo dos esforcos nas vigas (Figura 1.3) diretamente a
partir da solucdo da equacao diferencial e dos deslocamentos obtidos para seus

nos.

qa(x,y}

(a) (b)

Figura 1.3 — (a) Placa com viga de canto; (b) Momento distribuido e for¢a cortante entre a placa e a viga.
Fonte: Hu e Hartley (1994)



Este trabalho esté dividido em cinco capitulos, de acordo com 0s seguintes

objetivos:

O capitulo 1 apresenta um breve levantamento bibliografico sobre como vem
sendo tratada a abordagem de placas via método dos elementos de contorno
e uma introducéo ao tema proposto;

No capitulo 2 sdo apresentados um resumo da teoria de placas delgadas de
Kirchhoff e a formulacao teérica das expressodes diferenciais das grandezas
envolvidas na formulacdo de placas em funcéo do deslocamento transversal
w,

No capitulo 3 sdo obtidas as equacgfes integrais dos trés parametros em
deslocamento envolvidos na teoria de placas, deslocamento transversal w de
suas derivadas dw/on e dw/ds para pontos do contorno;

No capitulo 4 é feita a interacdo dos elementos de placa com os elementos de
viga;

No capitulo 5 ocorre a avaliagdo numeérica da formulagdo proposta através de
diversos exemplos numeéricos;

Por fim, sd@o apresentadas as conclusdes e referéncias bibliograficas
abordadas.



2 FUNDAMENTOS DA TEORIA DE PLACAS DELGADAS

2.1 Introducéo

Os elementos estruturais, em relacdo as suas dimensfes, podem ser
classificados como:
a) lineares, ou de barras (duas dimensfes pequenas em relacdo a
terceira);
b) de superficie, ou laminares (uma dimensao pequena em relacéo
as outras);
c) tridimensionais, ou blocos (as trés dimensdes tém a mesma ordem

de grandeza).

Os elementos de superficie, ou laminares (chamados também de folhas),
segundo sua forma e direcdo de aplicacdo dos esfor¢os, podem ser subdivididos
em:

a) chapas (com superficie média plana e forcas externas aplicadas
nesse plano);

b) placas (com superficie média plana e forcas externas normais a
esse plano);

c) cascas (com superficie média nao plana).

A superficie média, ou plano médio, é a superficie equidistante as duas
superficies que definem o elemento laminar. Dentre 0os elementos estruturais de
superficie, a placa € um dos mais utilizados nas estruturas usuais. A placa é definida
usualmente como um corpo limitado por duas superficies planas, podendo-se admitir
pequena curvatura da superficie média. A distancia entre estas superficies,
chamada espessura (que pode ser variavel), € pequena se comparada com as
outras dimensdes. Dependendo das propriedades do material que constitui a placa,

esta pode ser:

a) anisotrépica (com propriedades diferentes em qualquer direcdo);
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b) ortétropa (com propriedades diferentes em duas direcBes
ortogonais);
c) iso6tropa (com as mesmas propriedades em qualquer direcao).

Dependendo da relagao (h/a) entre a espessura “h” e a menor dimensao
“a” medida no plano da placa, ela pode ser classificada como: muito delgada,
delgada e espessa. O estudo dos fundamentos das placas delgadas corresponde a
chamada Teoria de Kirchhoff (KIRCHHOFF, 1850), que em geral interpreta bem o
comportamento das placas que tem relacdo (h/a) entre 1/5 a 1/100 (TIMOSHENKO
& WOINOWSKY-KRIEGER, 1959). No presente trabalho, serdo consideradas
apenas as placas delgadas isotropas, submetidas a carregamento transversal e

ortogonal ao plano médio.

2.2 Hipoteses

A teoria de flexdo das placas delgadas de KIRCHHOFF se baseia nas
seguintes hipéteses fundamentais:

e Os pontos do plano médio da placa s6 se deslocam segundo a
normal ao plano e os valores desses deslocamentos sao pequenos
em relacdo ao vao;

e Todos os pontos contidos em uma normal ao plano médio se
mantém numa linha reta que permanece ortogonal a deformada
apos a deformacéao;

e Atensdo normal na direcdo perpendicular ao plano médio € nula.

A fim de conhecer o comportamento estrutural dos elementos de placas,
representam-se na da Figura 2.1 os estados de tensdes com o carregamento
transversal distribuido (g) atuante. Como resultante destas tensfes, tem-se 0s

momentos fletores e volvente e forcas cortantes (2.1):
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h h
g 2.1
SSz<+3 (2.1)
h
2
m, = J , Ox2dz (2.2)
h/2
my = f oyzdz (2.3)
—h/2
h/2
my, = f_h/zrxyzdz (2.4)
h/2
Qx = f Ty, dZ (2.5)
—h/2
h/2
qQy = f Ty, dz (2.6)
—h/2

Onde h é a espessura da placa.

A partir da imposicado de equilibrio de forgcas verticais e momentos em

torno dos eixos x e y, obtém-se as seguintes equacdes de equilibrio:

dqx 9qy
— =0 2.7
(')x+6y+g (2.7)
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omy  Omy,
0x dy

Ix (2.8)

omy  dmyy _

2.

Eliminando gx e gy no sistema de equacdes definidas por (2.8), (2.9) e

(2.10) e considerando-se a simetria do tensor dos momentos (myy = m,y), obtém-se:

0*my  0°my _0%my,

2 = — 2.10
o0x? + dy? + 0x dy & (2.10)

As componentes de deformacées ¢, e €, € a distorgao y,, em um ponto
distante de z da superficie média da placa podem ser escritas em funcdo do

deslocamento transversal w:

£y = _ZW (2.12)
62
gy = —za—yvzv (2.12)
0w

(2.13)

Conhecidas as deformacfes em um dado ponto da placa, as tensdes

correspondentes se determinam a partir da Lei de Hooke, conforme segue:

Ox =Tz (sx + vsy) (2.14)
E

Oy = m (Ey + VSX) (215)

Ty = Gny (216)

Onde:

E : modulo de elasticidade longitudinal;
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v : coeficiente de Poisson;

G : médulo de elasticidade transversal (2.17);

E

C=307y) (2.17)

Substituindo nas equacdes (2.14), (2.15) e (2.16) as expressdes de
deformagdes relativas ¢, e g, € a distorgao vy, (2.11), (2.12) e (2.13), obtém-se:

_ —E [0*w 0*w 218
T 12 6x2+vay2 z (2.18)
_ —E 0°w N 0°w » 19
T2 dy? Voxz )? (2:19)
0°w
- _ 2.20
Txy 2G6X6yz ( )

Substituindo nas expressdes (2.2), (2.3) e (2.4) os valores das

componentes de tensao oy, oy € Ty, (2.18), (2.19) e (2.20), obtém-se:

_ b 0°w N 0%w 91
my = T2 \)ay2 (2.21)
_ D 0°w N 0°w 9 2
my = 6y2 Y o2 (2.22)
aZ
— o ni1 2.23
Myy D(1—v) oxdy (2.23)

Onde:

D : rigidez a flexdo, € dado por:

E.h3
- 2.24
P=ra+w (2.24)

Substituindo em (2.10), my, my € my,, por suas expressdes, dadas por

(2.21), (2.22) e (2.23), obtém-se a conhecida equacéo diferencial de placas:
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o*w o*w o*tw g
=2 2.25
ox* 2 0x2 dy? * dy* D (2.259)
Utilizando o operador de Laplace (2.26) na equacgao (2.10):
92  0?
2~ - 2.2
ox? + dy? (2.26)

A equacao diferencial de placas (2.25) pode ser reescrita na seguinte

forma:
VViw = il + il aZW+aZW _£ 2.27
W= \oxz day2)\oxz  dy2) D (2.27)
e ainda:
- pl(Tw oW (2.28)
== ox\ 9x2 = dy? '
- pl(Tw oW 2.29
Iy = dy \ 9x2 ~ dy? (2.29)
Ou ainda:
= -D g (V2w) (2.30)
qX - aX w )
— 2 (v2w) (2:31)
qy = dy w .

As componentes de tensdes e esforcos, podem agora, ser escritas para
um sistema genérico de coordenadas (n,s), onde o eixo n forma um angulo o com o
semi-eixo positivo X.

Tomando como base o elemento de placa 1-2-3, representado na Figura
2.2:
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ds.sen a

ds.cos a

(a) (b)

Figura 2.2 — Componentes de tensdo no elemento de placa 1-2-3.

Escrevem-se as relacdes das tensdes e dos esforgos referentes ao lado

3-2 nas direcbesnes:

On = Oy COS A + Oy sen a + 2Tyy sen a cos o (2.32)

Tns = (0y — 0x) sen acos a + T,y (cos? a — sen? @) (2.33)
m, = my cos® a + my sen” a + 2myy sen a cos « (2.34)
mys = (my — my) sen a cos a + myy (cos? a — sen? a) (2.35)

Da condicéo de equilibrio de forcas verticais sobre o elemento, tem-se:

dnds = gy ds cos a + qyds sen« (2.36)

Ou

dn = qx COSa + gysena (2.37)

Para se encontrar a solucdo da equacdo diferencial de placas é
necessario impor condicdes de contorno relacionadas ao deslocamento w, ao giro
ow/om e aos esforgcos (momento fletor, momento volvente e for¢a cortante, por
unidade de comprimento). KIRCHHOFF (1850), entretanto, demonstrou que é
possivel escrever as condi¢cdes de contorno relativas a for¢a cortante e ao momento

volvente numa Unica condicdo. Para entender esta proposi¢do, considera-se um
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ponto genérico, P, na borda da placa e dois elementos de comprimento ds,

adjacentes a este ponto, conforme mostra a Figura 2.3.

(b)

Figura 2.3 — Momento volvente no contorno.

O momento volvente resultante em um elemento de comprimento ds do
contorno tem valores mnsds e (mns + dmns/0s)ds. Sendo possivel interpretar estes
momentos como resultantes de binarios de forcas atuando agora nas laterais dos
elementos de contorno, surgindo uma resultante final no ponto P de valor (6mns/0s)
ds. Esta forca, somada com a forca cortante, gnds, resulta em um esforco

denominado forca cortante equivalente, por unidade de comprimento, e vale:

dm
v, = q, aS“S (2.38)
Para o caso de n coincidir com x ou y, tem-se:
dm
Ve = gy + a;y (2.39)
omy,,
Vy= gyt (2.40)

2.3 Equacdes de placas em coordenadas polares

Para alguns problemas de analise estrutural o uso de coordenadas
polares nas equacdes diferenciais se torna mais facil de analisar. Assim, um ponto P

de coordenadas (X, y) pode ser definido em funcdo de r e 6, que sé&o
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respectivamente, a distancia deste ponto a origem do sistema de coordenadas (X, Y)

e 0 angulo entre o segmento OP e o eixo Ox(conforme Figura 2.4).

contorno
daplaca

Figura 2.4 — Sistemas de coordenadas cartesianas e polares para o contorno da placa.

Assim as relacdes entre os dois sistemas ficam determinadas por:

X =T.cos 0 (2.41)

y=r.senb (2.42)
Ou ainda:

r2 =x% +y? (2.43)

0= arctagg (2.44)

Usando dessas relagdes, encontram-se suas derivadas:

Jr
a_x_ cos 0 (2.45)
0x r
0
Y send (2.46)
dy r
00 -y —senf
i 2.47
ox r? r ( )
d6 x cosB
P (2.48)

dy r? r
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Escrevendo as derivadas do deslocamento w da placa, de coordenadas
cartesianas para coordenadas polares, através de:

Na diregéo x:
ow _dw or  Ow 08 (2.49)
dx Odr Ox 00 0x
Ou ainda,
dw Jdw dw /—senB
ow _w v 2.50
ax _ or Cose+ae( r ) (2.30)
Na direcéo y:
ow  odw 84 adw (cos 9) 251
ay—ar.sen 30\ T (2.51)
Resultando as derivadas de segunda ordem em:
0’w 0 (0w o dwsen 0
W‘F(a_cos 20 r )
W o (10w 10w 0 (1aW) (2.52)
a 2 COS sen r or 1‘2 692 Sen o cos ar 30
’w 0 (aw 6+ Ow cos 9)
ayz _ay\ar "V T 90t ) 3
LPW L flow 10w\ ea(wW) (2:53)
61‘2 sen CosS ar 2 692 Sen o cos 3 30
e
o°w 09 (aw ow sen 6)
— | —=Co0S
axay dy\d 90 r 254
o cenboso LW 1P ) 9)6(16) (2.54)
= Sen v cos r or I'Z aez ar a2 COS sen 30

Somando as expressoes (2.52) e (2.53), chega-se ao operador diferencial

de Laplace expresso em coordenadas polares:
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02 9\ _ (9 14 10 -
axz ay2 )V " \arz " rar T rzaez) " (2.55)

ficando, portanto, a equacédo diferencial da placa (2.27), em coordenadas polares,
dada por:

92 +62 62W+62W (07 +16+1 92 62w+16w+162w g 256
x2  dy2J\ox? ay?) \or2 ror r2002)\adr2 radr r2002) D (2.56)

Substituindo as equacgdes (2.52), (2.53) e (2.54) nas expressdes(2.21),
(2.22), (2.23), (2.28) e (2.29), tém-se:

92 10 1 02
my = —D —W(cos2 0 4+ v.sen?0) + bl + il (sen? 0 + v.cos? 8)
Or? r or r2 002 257
21 ) 0 0 0 (1 GW) (2.57)
v)senBcosB—-{——o
0w 5 5 1ow 1 0%*w 5 5
my = —D [——(sen® 8 +v.cos* 8) + | ——— + = | (cos? B + v.sen” 6)
Jr rodr r2ado
(2.58)
+2(1 - v) sen B cos 8 (1 aW)
v)sen@cos O (——o
D1 -v) 0’w  1ow 1 9%*w 8.cos 8 + (cos? 0 29)6(1(3W) (2.59)
Myy = W\ 3z " 13 2 3gz ) Senocos cos sen”0) - (- —o )
3 D- 66 62w+16w+162w send 0 32W+16W+162W- (2.60)
e = _COS or\dr? ror r206?2 r 00\dr? radr r290?%) '
_ b 66 62w+1aw+1azw cos0 0 62W+16W+162W- (2.61)
Oy = _sen or\or?2 rar r?00? r 96\dr? radr r?062)] '

Conhecidas as expressdes, em coordenadas polares, de my, my, myy,

dx € gy podem ser deduzidas, nesse mesmo sistema de coordenadas, as
expressdes de m,, m,, € V, em um ponto P genérico do contorno, onde n e s sao
vetores de origem em P e normal e tangente ao contorno (conforme Figura 2.4).

Substituindo my, m, e m,, das expressdes (2.57), (2.58) e (2.59), bem

como a = 6 + 3 da Figura 2.4 nas equacdes (2.34) e (2.35), obtém-se:
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2
=-D [—(cos B +v.sen?B) + (1 Bav: +riz‘;T";’> (sen? B + v.cos? B)
d (1ow (2.62)
+2(1-v) senBcosB (r 69)]
2
=-D [—(sen B+ v.cos? B) + <1 %‘;v +%ZTV2V> (cos? B + v.sen® B)
e (2.63)
-2(1-v) senBcosB (r 69)]

10 1 0%w d /1ow
=—D(l—v)[(ar‘;v—;a—‘;v—r—zaez>senﬁcosﬁ+ ( )(cos B — sen? B)] (2.64)

Para se chegar a expressdo da forca cortante equivalente Vn , em
coordenadas polares, deriva-se a parcela de momento volvente, mns , dado pela

equacao (2.38) em relacéo a s. Para a cortante tem-se:

dn = gx cos(8 + B) + qy sen(6 + B) (2.65)

Substituindo gxe qy pelas expressdes (2.60) e (2.61), resulta:

_ b o (0*w +16w+162w +sen[36 82w+16w+162w 2 66
n COSB or2 ' ror @ r2oe2 r 00\adr?2 rdr 12002 (2.66)

E a derivada da parcela de momento volvente, mns:

omps  0mpsOr  0mys 00 Odmys 0

ds  Or ds 00 ds OB Os (2.67)
Das relacdes abaixo:
ar_arax+aray_ 6(— )+ 0 2 68
3s = oxds ' dyos cos sen a) + sen O cos a (2.68)
a=0+B ou PB=a—06 (2.69)
0

c’)_Z: —senf (2.70)

09 —sen B 0
A (—sena) + s coso = cos P (2.71)

Js
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e, considerando R como o raio de curvatura do contorno no ponto P,

%_1 cos 3

= 2.72
Js R r ( )

e, substituindo as equacdes (2.70), (2.71) e (2.72) na equacao (2.67), obtém-se:

dmy,s  Jdmyg dmy (cos B) 4 dmyg (1 cos B)

0s =T(—sen8)+ GL) r B \R r (2.73)

Voltando na expresséao da forca cortante equivalente (2.38) e substituindo
os valores encontrados para q, € para dm,,/ds em coordenadas polares, (2.66) e

(2.73), obtém-se finalmente:

_ DE) 62w+16w+162w +16mns
ne or\dr?2 ror 12002 r 00 cos B

[D il <62w low 1 62w> amns] 1 cosPB)0my
— senf3 + ( )

roe\dr2 ' rar rzaez)  or R r /) 0B

(2.74)

2.4 Solugbes fundamentais de placas:

A solucéo fundamental de placas corresponde ao deslocamento w*de um
ponto genérico q de coordenadas [x(q),y(q)] no dominio fundamental da placa,
geralmente infinito, devida a uma carga unitaria aplicada em um ponto s, ponto de
carregamento, de coordenadas [x(s),y(s)] deste mesmo dominio. E obtida,
substituindo-se o carregamento transversal distribuido atuante (g) pela distribuicédo

delta de Dirac em (2.27), isto é:

_ 8(s,q)

vaZ *
Y=

(2.75)

onde, 6(s, q) € a distribuicéo delta de Dirac.

Essa distribuicdo apresenta as seguintes propriedades:
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g=25(s,9) =0 q#*s (2.76)
g=268(s,q) = q=s (2.77)

e
fS(s, Q) dQ, =1 (2.78)

Ou seja, a resultante do carregamento transversal aplicado sobre o
dominio fundamental € uma for¢a unitaria aplicada no ponto s.
Sendo ®(q) uma funcdo continua qualquer, definida no dominio Q, pode-

Se escrever:

f®@ﬁ®qﬂmm=¢®) (2.79)

Considerando as equacdes (2.76) e (2.77), pode-se dizer que a equacao
(2.75) € nula para todos os pontos do dominio fundamental, com excecédo do ponto

s. Assim, w*deve ser tal que satisfaca a equacéo:

V2V2w* = 0 (2.80)

' s[x(s),y(s)]

. plx(p), y(p)]

Figura 2.5 — Pontos de carregamento (s) e de deslocamento (p).
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Sendo um sistema de coordenadas polares de origem em s (ver Figura

2.5) e também a simetria existente, a equacado (2.80) pode ser escrita da seguinte

forma:
V2Vt = d?> 1d][d*w* 1dw* _ 0 5 81
W_dr2+rdr dr2 +r dr | (2.81)
ou seja:

d*w* 2d3w*  1d*w* 1dw* B » 82
dr4+r dr3  rZ dr? +r3 dr | (2.82)

Fazendo integracdes sucessivas, chega-se a:
w*=AInr+B.r’ Inr+C.r> + E (2.83)

Levando em consideracéo a simetria do problema e o deslocamento finito,

pode-se afirmar que a derivada dw*/dr é nula quando o raio é nulo, tem-se:

A=0 (2.84)

A constante B se obtém da adoc&o de um circulo de raio r com centro em
s, sendo s o ponto de aplicacdo da carga unitaria (Figura 2.6), onde surgira, em seus
limites, uma forca cortante equivalente Vnuniformemente distribuida para manter-se

em equilibrio. Assim:

Vo= —— (2.85)

(a) (b)

Figura 2.6 — Forcas verticais atuantes no circulo de raio r e centro no ponto s.
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Obtém-se a expressao de V, a partir da equacao (2.74), considerando

apenas emfuncdodere 3 =0:

- Da *w* 1ow* 10*wr\ 1 )86
n= e\ T T2 e )T Tam (2.86)
Chega-se na constante B, substituindo-se a equacao (2.83) na (2.86):
1
B=— 2.87
8nD ( )
Com estas constantes a equagao (2.83) fica na seguinte forma:
1
w'=——r?Inr +Cr? +E (2.88)

8nD

Para as constantes C e E, aplica-se as condi¢cdes de contorno da placa
estudada. Como o caso estudado € a placa fundamental de raio infinito em questéo,
essas condi¢cbes podem ser quaisquer. STERN (1979) e BEZINE (1978) adotam:

C=E=0 (2.89)
Finalmente chegando em:

*

1
w*=——r?Inr (2.90)
T

Ja DANSON (1979) adota:

1
__ _ 2.91
C=-Temp ¢ ETV (2.91)

Resultando na expresséo utilizada neste trabalho:

1 1
. _ 2 _Z 2.92
Y T 8m" (lnr 2) (292)
Conforme a Figura 2.7, determina-se também as derivadas das solucfes
fundamentais em relacdo a coordenada m de um sistema de referéncia cartesiano

(m,u) com origem em s.
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X
a=0+f
Y

Figura 2.7 — Sistemas de coordenadas.

Tem-se, portanto a derivada do deslocamento no ponto s como:

ow”* _ ow”* Or

= — 2.
dn dr dn (2.93)
onde,
or  dr 0dx(q) or ady(q)
on 0x(q) on  ady(q) on (2.94)
Admitindo a equacéao (2.95):
6,0) = (@) - x®) + (@) ~ y(©))° (2.95)
as derivadas de r em relacéo as coordenadas x e y, seguem:
or x(q)—x(s)
RO Tx=—""F1 =C0S 0 (2.96)
o y@-y6)
—ay(q) =ry = B —— sen 0 (2.97)
As derivadas de segunda ordem séo:
2
ary 1-r% (2.98)

OB
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Jar I I
Yy o_ Xy
- x (2.99)
ary ryry
— = - 2.100
dy(q) r ( )
ory _1-ry (2.101)
dy(q) r
Podendo ser escritas na forma indicial, como:
dr xi(q) —x;(s)
=ri=—2 -7 2.102
0x;(q) b r ( )
d°r 8 — ;v
e L | 2.103
@y T (2.103)
Onde, §;; representa o delta de Kronecker, com valores:
As derivadas em relacdo a n valem:
a
);?) — cosa (2.106)
d
3(;;5) — sena (2.107)

Quando combinadas as equacdes (2.96), (2.97), (2.98), (2.99), (2.100),
(2.101), (2.106) e (2.107) com a equacéo (2.95), chega-se a:

or
Fi cos 0 cosa + sen B sena = cos 3 (2.108)

Portanto,
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*

ow r
=— 2.109
I = 2D Inrcos B ( )

Considerando ¥ o versor relacionado ar:

*

aow r . r r
= Tlnr (n.v) = 41T—Dlnr (n,xr,X + n’yr’y) = 41T—Dlnr (nyr;) (2.110)

A partir de (2.92) obtém-se as expressdes dos esforgos fundamentais,

dadas por:
-1
m;, = - [(1+V)Inr+ (1 —Vv)cos? B+ V] (2.111)
oo (2.112)
In = 2mr cos '
1—-v
mpg = g sen 2B (2.113)
ve = B o — vy sen? B —3 4 v] + -V cos2 (2.114)
n = v) sen” 3 vl + 5z cos B .
onde,
cosB =TN.T = nyry + nyry = nr; (2.115)
senfl = —8.F = —syry — S, Iy = —Sir; (2.116)
portanto:
aw* r
=— n.r 2.117
o = 4D Inr (0.7) ( )
f = D) (2.118)
I = 21tr .t )
_1 .
my=—[1+V)Inr+ (1 -v)[@.F)?+ V] (2.119)

41

1—-v . ..
my = — yo (m.Y)(5.1) (2.120)
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v; =@[2(1—v)(§.F)2—3+V] @ HED (2.121)
4mr 4mR

A derivada do deslocamento transversal em relagdo a direcdo m no ponto

s é dada por:
ow” _dw” or (2.122)
om Jr dm
onde,
or _ or ox(s)  ar dy(s) (2.123)

a_mzax(s) Jm +6y(s) Jm

A partir de (2.94), as derivadas de r em relagdo as coordenadas x e y

podem ser escritas como:

or __x(g) =x(s) _

— = —r, = — 2.124
xS Iy . cos O ( )
or y(q) —y(s)
() Iy . sen @ ( )
As derivadas de segunda ordem séo:
ory 1-r%
L . 2.126
0x(s) r ( )
or gy
o= 2 2.127
0x(s) r ( )
ory _ Txly
a6 = (2.128)
ory __1-15 (2.129)
dy(s) r

Podendo ser escritas na forma indicial, como:
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dr xi(q) — x;(s)
P I (2.130)
0°r 8ji — I;T
= —f=—— 7 2.131
@ omE ; (2131
Podem ser escritas também as seguintes relacgdes:
d
;‘r(;) = cosy = m, (2.132)
d
g’fj) = seny=m, (2.133)
Substituindo (2.132) e (2.133) em (2.123) chega-se a:
Jr
m cosy (—cos0) +seny(—senB) = —cos @ (2.134)
Portanto,
ow" r1 ( )= rl @) = rl ( N )
om = 41D nr Cos @) = 41D nrum.r) = 41D nr\mxyry mlyr,y (2135)

r
= Elnr (mjr;)

Escrevendo as demais expressdes na forma indicial, resulta-se em:

% (5(;/\:1*) = % [(mjr;) (nir;) + (myn;) In7] (2.136)
dqn
acrln - zirz [(ming) = 2(m;r;) (njry)] (2.137)
om;, -1
= —{(@ +v)(mry) + 2(1 = v) (i) [(myn;) — (myry) (i) 13 (2.138)
om  4mr
e - ) [(m;n;)(siry) + (misp) (niry) — 2(miry) (i) Gsiri)] (2.139)
om 4mr
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V-1 {zm ) (i) [4Gs ) (i) (nyry) — 2(mys) (nry) — (sirp) (mgny)]

om  4mr2
+ (3 =) [mny) - 2(mir) () (2.140)
1-v)
(sir[mis) — () s)l

mtRr

_|_

Estas expressdes também podem ser escritas como:

M hnr (LD (2.141)
aim (aain) = 4;—; [(MDE.D + (W8 Inr] (2.142)
‘Z‘jn = 2111r2 [(m.1) — 2(m. D@ D] (2.143)
om; —1 N RN o >
P 4_1'[1'{(1 +v)(M.7) +2(1 —v)@.D)[(mM.0) — (M. (M.} (2.144)

Omns = —a-v [(M.n)GE. )+ (m.s)(n.t) — 2(m.H)(n.7)(5.7)] (2.145)
dm 4mr
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3 EQUACOES INTEGRAIS PARA FLEXAO DE PLACAS

3.1 Introducéao

Neste capitulo, utilizando as equacdes e expressodes obtidas no capitulo
anterior e utilizando o teorema de Betti para uma placa submetida a dois
carregamentos distintos, g e g* que resultam em dois estados de tensao e de
deslocamento correspondentes e efetuando integracdes por partes sobre a
expressdo resultante da aplicacdo do teorema de Betti, obtém-se as equacdes
integrais em um ponto qualquer do dominio da placa. Estas equacdes integrais
referentes ao deslocamento transversal w(s) e as suas derivadas direcionais
ow(s)/on e ow(s)/os de um ponto do contorno sdo relacionados aos esfor¢cos no
contorno e acdes de dominio, conforme PAIVA(1987) e OLIVEIRA NETO(1998).

3.2 Equacao integral para um ponto do dominio

Seja uma placa isétropa qualquer, de contorno I' e dominio £, contida em
uma placa infinita de contorno I',, e dominio Q.. Ao aplicar a placa infinita dois

carregamentos distintos, g distribuido em uma regiéo de area (), ,e g* carregamento

correspondente a solugdo fundamental, obtém-se dois estados de tensao, g;; € d;; ,
e dois de deformacgao, ¢;; € ¢/; , correspondentes.
O teorema da reciprocidade de Betti fornece a seguinte igualdade:
f o}y &jdv = f o &dv 1,j=123.. (3.1)
v v

O termo da direita da equacdo (2.1), denominado aqui de U, pode ser

escrito via notacao classica, da seguinte forma:

U= j [oxves + oye) + 0,65 + 2(Tay€ny + Tazrz + 10y,€5,)1dV (3.2)
v
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Desprezando as tensdes relativas a direcdo z, normal ao plano da placa

da equacéo (3.2), pode-se escrever:

U= f (0xEs + 0yE; + 2Ty 0y)AV (3.3)
v
Substituindo agora os valores de tensdes e de deformacdes dados pelas

equacdes do capitulo anterior (equacdes (2.11), (2.12), (2.13), (2.18), (2.19), (2.20),
obtém-se a integral do primeiro termo de U:

E ?w  9*w)\ad*w
operdV = f ——{—z2< + v ) }dV (3.4)
L X ,» (1—v?) d0x? dy? | 0x?

Apoés a integracdo desta equacao na espessura, a integral torna-se em

integral sobre o dominio Q:

. 0°w 0°w\ 0°w* 35
L Ox&x dV = L D 6x2+vay2 92 dQ (3.5)

De forma analoga trabalha-se com os dois termos restantes da equacao
(3.3), obtendo-se:

f D 62w+ 0w 62w*+D 62w+ 0w azw*+2D(1 )62W o*w* i (3.6)
q 0x? ”ayz 0x? dy? V ox2 dy? v dxdy dxdy '

Reescrevendo as equacobes (2.21), (2.22) e (2.23), obtém-se integral de

volume representada na equacéao (3.3) transformada em integral sobre o dominio Q:

9*w* 0*w* 0*w*
U= L —mxw—mya—yz—meym daq (37)

A fim de transformar em integral sobre o contorno, trabalha-se com cada
parcela individualmente. Integrando por partes a primeira parcela da equacao (3.7),

na direcao x e obtém-se:
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*

f oW o= f ow dr+f Ime W 0 (3.8)
N M g2 )k Mgy q Ox 0x '

Sendo 1, 0 co-seno diretor do versor normal ao contorno na direcao X
(Figura 3.1) .

Ny = COSQ

Ny = sena

Figura 3.1 - Coordenadas (n, s) no ponto Q do contorno

Integrando por partes a integral de dominio da segunda parcela da

equacao (3.8), tem-se:

f 92w* . _f ( ow* +6mx . )dr f azmx “dQ (3.9)
5 my Ox? = . my ) cosa P w* cosa T w .

Integrando por partes agora a integral de dominio da segunda parcela da
equacao (3.7), de forma anéloga, na direcdo y, consegue-se:

*

22w* ow om, ow*
—| m —dnz—f my,—n,dl + | —2——dQ (3.10)
fa Y 0y? ro 2oy Y q 0y Oy

E finalmente, integrando por partes a segunda parcela da equacéo (3.10),

obtém-se:

*w* ( ow* om, > 9*m,
— m —dQ=f —m,——sena +——w’sena dF—f w*dQ (3.12)
fn 7 0y? r 7 0y dy o 0y?

Reescrevendo agora a terceira parte da equacéo (3.7), chega-se a:
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zf oW 1 f LA f LA (3.12)
N Moy axdy  Jq My 0x0y Q My 0x0y '

E agora integrando por partes as duas parcelas, em relacao as direcdes x

ey, tem-se:

2°w*

-2 —dQ
L Moy axayd

O,y D"
r Q 3.13
f mxy cosad +fﬂ ox 9y d (3.13)

*

f dr + f Iy OW" 1)
mxy 5 Sena . oy ox

Integrando por partes as integrais de dominio da equacgéo (3.13), obtém-

Se:

2 f W 1
N "y 5xdy

_ J‘ ow* ow* N am,, xy (3.14)
= ; —Myy—— 3y COS @ — Myy —— 7% sena Tx w*sena .

6mxy i} 2°m My
+ 3y w cosoz)dl"—fQ 2 axadeQ

Com as equacbes (3.9), (3.11) e (3.14) reescreve-se U como:

aw
Uz—f (mx
r

0 om am am
f [( mx a4 >cosa + <—y+ xy) sen a]w*dl" (3.15)
ady Jx

9%m, 62mx 0% myy\
—L <6X2 + ay? +2 6X6y>w dQ

E usando as relacdes das equacdes (2.1) até a (2.8), escreve-se:

* * *

w
cosa+my 3

*

w ow
sena + mxywcos a+my,y, Wsen a) dr

* * *

U= J‘ ( ow N ow N ow N ow )dF
= : m, e cosa +m,, 3y sena + my,, 3y COS @ + My, 7% sena

(3.16)
+j qnw*dI‘+j gw*dQ,
r

Qg
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Sendo (,, a regiao carregada da placa.

Tomando as relagdes abaixo:

*

* *

ow ow ow

= — 3.17
x 5, Cosa — S —sena ( )
ow”* B ow”™ 4 ow’* 3.18
3y~ on sen a s cosa (3.18)

Substituindo as equacoes (3.17) e (3.18) na equacéao (3.16), tem-se:

*

ow
U= — {(mxcosza + mysen®a + 2my,, cos a sen a) o
r

aw*} dr
95 (3.19)

+ [(my, — m,) sen & cos a + my,, (cos?a — sen?a)]

+f qnw*dl"+f gwrdQ,
r

Qg

Assim, a partir das equacgbes (2.32), (2.33), (2.34) e (2.35), U pode ser

simplificado como:

ow* ow* . .
U= —J; (mnﬁ+mns¥—qnw )dr-i—fﬂ gw d'Qg (320)

g

Integrando por partes o termo de m,,,, obtém-se:

ow* i
J; mnsﬁdF = Zmnsw

Sendo I eI, os limites do contorno onde se faz a integracdo. Para um

I, j omp
_ “dr 3.21
1—‘1 r aS w ( )

contorno fechado e sem apresentar cantos, anula-se a primeira parcela. E na

existéncia de cantos, reacfes de canto surgirdo, denominadas aqui de R.
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=<V

<¥
\,
-
N
N\
N\
N
N\
N
/

)
Mhns.
i

Figura 3.2 - Cantos da placa e momentos volventes resultantes

Na Figura 3.2 pode-se observar uma placa e os diversos cantos com 0s

respectivos momentos volventes resultantes.
O primeiro termo da equacéo (3.21) sera admitido como um somatorio

para todos os lados da placa e, ao tomar dois lados desta placa para demonstracao,

tem-se:
(3.22)

(mnsiwi - mnsi_lwi—l) + (mnsi+1wi+1 mnsiWi)

Para o canto i temos:
(3.23)

_(mﬁsi - m;si)wlfk = _RCiWL?k

Escrevendo o primeiro termo da equacao (3.21) a partir da equacéo

(3.23), tem-se:

N; N¢ N¢
* Fl — * *
Z MusWy l"lj - Z(m:l-si - mnsi)wci == z Re,we; (3.24)
=1 i=1 i=1
Em que,

N;: numero de lados da placa;
N.: nimero de cantos da placa;
w/; . deslocamento fundamental no canto i;

[}, e I}, : limites de cada lado da placa.
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Escreve-se entdo a equacéao (3.21) como:

N¢
ow* om
J; mnsa_M;dF = —Z Rciwzi —L Wnsw*d[‘ (325)
i=1

Que guando substituida na equacéao (3.20), resulta:

NC
B . Omgg ow* . i
U= J; (qnw +?w —my an)d[‘+iZ;RCiwa-+fﬂggw dQg (3.26)

De posse da equacéao (2.38), obtém-se:

*

NC
ow . X
U= f (Vnw* —my— )dF + z Re,wg; +f gwrdQg (3.27)
r i=1 Qg

Novamente, considerando ,, a regido carregada da placa.

O termo da esquerda da equacao (2.1) é obtido pelo processo analogo:
U'= f ( *6W+ LV )dr+f *wdQ
— 7). \Mngy T Mnsge ™ W , 8 (3.28)

Reescrevendo a equacéo (2.1) em funcdo das equacles (3.27) e (3.28)

encontradas, tem-se a expressao de Betti aplicado a placas:

, Ow . ow i i
—j; [mns¥+mn%—qnw]dr‘+fQ g* wdQ

I N¢ (3.29)
w * *
= J; [Vnw* — mnﬁ] dr + ;Rciwci + fﬂggw dQ,
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Ao reescrever a equacao (3.29) de forma a relacionar cada variavel como
funcdo dos pontos na placa, tem-se:

0 0
[ a5 @w(@ = mis 0 5 (@ — mis 5.0 57 @] drc@

+[ gaw@inw
O

y (3.30)

0
0

NC
(5 Q|dr@+ ) Re,(@wi 5,

n

= J; [Vn(Q)W*(S, Q —m,(Q)

+[ g@w G adn@

Qg
Onde as variaveis relacionam-se respectivamente por:

a) os esforcos e os deslocamentos correspondentes ao carregamento g
dependem apenas do ponto de campo Q);

b) a carga unitaria fundamental g* aplicada no ponto s do dominio da
placa é representada pela funcdo delta de Dirac §(s,q) e, portanto, é funcdo dos

pontos de colocacao de carga s e de campo Q;

f 8(s, @) w(q)dQg(q) = w(s) (3.31)
g .

c) os esforcos e os deslocamentos correspondentes a carga g* dependem

dos pontos de carga s e de deslocamento Q.

Com isto a expressdao do teorema de Betti aplicado a placas fica
representada na equacao (3.32), onde tem-se a equacao integral do deslocamento

transversal w de um ponto s do dominio da placa, expressa em funcédo dos esfor¢cos
V,(Q) e m,(Q) e dos deslocamentos w(Q), z—:(Q) e Z—V:(Q) de pontos do contorno,

utilizando-se as solugfes fundamentais obtidas no capitulo anterior:



39

d ad
w(s) + fr [q;(s, Qw(Q) — mi(s, Q) % (Q) — mi(s, Q) % (Q)] dr(Q)

i Cl

= | [n@weo- 0.32)

+[ s@w s adn@
Q.

g

Aplicando a derivagdo a equacao (3.32) em relacdo a direcdo m, obtém-
se a equacao integral da derivada direcional do deslocamento transversal dw(s)/dm

para um ponto s do dominio da placa:

DO [ - 2O ) - BB g ar()
ow'(s,Q g (ow”
- om\ Jn (3.33)

+ z R.,(Q) —9>= aw“ (S ) f aw—fzq) d0g(q)

3.3 Equacéo integral para um ponto do contorno

As equacbes (3.32) e (3.33) sao validas para um ponto s qualquer do
dominio da placa, entretanto para a formulacdo do problema pelo método dos
elementos de contorno é necessario obter-se a equacao integral para um ponto S do
contorno. Para isso, considera-se a placa da Figura 3.3, onde o contorno inicial foi

acrescido de um contorno circular Iz de raio & e A* e A~ séo cantos do novo contorno

da placa.
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Af=cosP=1

Figura 3.3 - Contorno circular acrescido ao canto da placa.

Com o acréscimo do contorno, a equacao (3.32) escrita para o ponto S do

contorno da placa resulta:

0 0
WS+ | [a5 QW@ - mi (5,0 5 (@)~ mi(5,0 55 @] ar@

ow ow
[ o6 0w@-mieo 3@ -me 0T @]

W, Q|ar@
n

- fr [w@weo-m@3F

aw* (3.34)
H [m@w s -m@%- 6.0
Fg

N¢

£ Re QW (5,Q) + Re-(QW-(5,Q) + Res QW 5,Q)

i=1

+[ s@w 0,
Q

g

A medida que € se aproxima de zero, o ponto S se aproxima do contorno,

e na condicao limite, tem-se:
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d d
w(s) + lim fr ~ |45, QW@ — M35, Q52 (@) - mis (5,0 5 (@) dr(@
. . i ow . ow
i [ [, 0w - mi .0 0 - mists 0 F@)] 4@

.
= lim fr ~ [vn(Q)w*(s, Q) - mn(Q)% (s, Q)] dr(Q)

. ) ow* (3.35)
i [ [n@ws0-m@T 60

N¢
+ ) Re(@wiy (5,Q) +1imlRer- (@wis(5,Q) + Rezs (Qw;, (5, Q)
i=1

+ [ s@w s adng@
QO

g

Pode-se observar, por definicdo, o valor principal de CAUCHY
representado pelos limites das integrais sobre I' — T indicadas na equacéo (3.35),

conforme PAIVA(1989). Assim:

0 0
fim | [an (5. @ — mi 5,05 (@) = mi (5.0 52 @] ar@

ow ow (3.36)
= [ [0 0w@ - mi(5.Q 5 (@ - mis(s, 0 50 (@] ar@
r
e
.
lim f [m@w e -m@3-60]dro
—~0Jr-r
(3.37)

a *
_ f [V @w*(5,Q) - my (@5 (5, Q)] dr(@
r

Estudando agora a parcela de (3.35), referente a integral sobre o contorno

acrescido Iy, pode-se escrever:
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. e . i ow . aw
lim frg $@)drg = lim frg |05 QW@ ~mi (5 V(@ - MO G @ar g 4

Tomando-se por Holder, segundo PAIVA(1987), tem-se:

Iw(Q) —w(S)| < ;7' (S,Q)

|ow(Q)/dn — dw(S)/an| < c,r*?(S,Q)

|ow(Q)/ds — dw(S)/ds| < c3r*3(S, Q) (3.39)

0<a<1 i=1,23

Onde, ¢4, ¢, e c; S80 constantes.
Escreve-se entdo a integral da equacéo (3.38) como:

9]

i — 1 * . w ow
lim frg ¢(®)dly = lim fr E [qn(S, QW(Q ~ w(S)] = m;(S5,Q) |~ (@) =5 (5)

ow ow
— mps(S, Q) [g Q@ - A (S)” dlx
+ lim fr E dn (S, Qw(S)dl + lim fr E m;, (5,Q) 5~ (S)d

) i aw
i | s (OGO

Onde a primeira integral do lado direito desaparecera quando € — 0.

Ent&o a integral sobre o contorno I} torna-se:

_ s i} i adw i aw
jim | 0@ =iy | | [a.5.Qw(s) - my (5, O Fo () - mi GO T ©]ar g,

Retomando a Figura 3.3, é possivel extrair:
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adw dw ow
o5 &) =75 (S)sen(8 —y) ———(S)cos(6 —v) (3.42)
adw ow ow
5 &) =5 () cos(® —v) + - (S)sen(8 ) (3.43)

Sendo: 6 angulo entre os vetores n e r, e y angulo entre os vetores m e n.

Aplicando agora as expressoes (2.117), (2.118), (2.119), (2.120), (2.121),
(3.42) e (3.43) na equagao (3.41):

| » 1
jim fr o@ar; =iy fr | [— = (n.r)] w(S)dr;

+lim ; {—ﬁ[(l+v)ln§+(1 —v) (®.P)?

0

d
+v] [ﬁ (S)sen(8 —7vy) — % (S) cos(6 — Y)]} drly (3.44)

+1im (.G [ () cos(o - y)

-0
13 re

(1-v)
-
ow ]}
+ e (S)sen(® —y)|{drx

Novamente da Figura 3.3, tem-se:

@ =1

(3.45)
€5 =0 (3.46)
dl; = 50 (3.47)

E aplicando (3.45), (3.46) e (3.47) na equacéo (3.44), tem-se:
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b [ 0

jim | 6@ = (s |
+limf2n BC{—i[(l+v)lnE+1][a—W(S)sen(6— ) 3.48
% J, 4 om v (3.48)

_ ‘;_"uv (S) cos(6 — y)]} £de

2 — ;)
. ® (3.49)

limf [——(n r)] w(S)dl; = —

§-0

Deve-se notar que os demais limites em ¢, incluindo parcelas de reacdes

de canto, anulam-se, de onde a equacéo (3.35) resulta:

0 0
KW + | [0, 0@ - mi(s, 0 5 (@) = mis(s 0 52 (@] dr@
- [ [n@w .0 -m@% 6.0 ae+ ZRCL(@WCL 5O (350

+[ @w s D,
Q

g

Com,

B
k() =5 (3.51)

Para um ponto S que nado pertenca a um canto da placa a constante K(S)

resulta:

K($)=1/2 (3.52)
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Escrevendo agora a equacdo integral (3.33) da derivada direcional
ow(S)/0m para o ponto S da Figura 3.3, tem-se:

w(Q) - 9, @~

Jm om

aw(s) f [aqn(s ,Q) 9my (S, Q) dw Maw ©)|dr©
r-r

GEQ  Imi(SQow
+fFE[ L2l w(Q - 2222 )

aInns (S, Q) ow
om

“J
of

Nc
owg (S,
i=1

= @] @

ow” (S Q

Vh(Q dr)

a [ow*
—mn(Q)a—m<% (S,Q)

L ——

(3.53)

aw* (s, a [ow ]
Vo(Q) W( ) mn(Q)a—m<%(S,Q)> drg(Q)

we-(5,Q) w4 (5,Q)
[ cA- (Q) —m T Rca+(Q) T]

+ f g(q) ow (S,9) dQg(q)
Q

om
g

E para ¢ tendendo a zero, o ponto S pertence ao contorno. Assim, obtém-
se para equacéo anterior (3.53):
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aW(S) 9qn(S, Q) om; (S, Q) ow om;5(S, Q) ow
- r—>of [ w(Q) - T_( )_T (@) ]dr@Q
dn (S, Q) om;(S,Q) ow
Hf [ w(@ - T2 (o)

al’nns (S, Qow

0D @) ar@

= lim
-0 Jr_t

+11mf

N¢
owg (S,
> R 2B
i=1

d a [ow*
Vo (Q 2 W( Q) mn(Q)a—m(aV:l

o

d a [ow* 3.54
Vo(Q) W( Q) —ma Q- ( (s, Q))]dFE(Q) (8.54)

cA( Q)

ow,. (S,
Rcl+ (Q) VVC);—m(Q)]

+ %l_r)n[ cA— (Q)

fﬂ g (S‘”dn()

g

Os limites das integrais sobre I' — T’ sdo os valores principais das integrais
sobre I'. De acordo com OLIVEIRA (1998), realizando um deslocamento vertical de
corpo rigido com a placa igual a - w(S), podem-se eliminar as singularidades que

aparecem na equacao (3.54) quando £&—0. Resultando:
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GW(S) dqn(S,Q) amn(S Q) ow
v [ W@ - w()] - Q)
am Q Q

. 9qn(S,Q) m; (S, Q) ow

i [ [ 52 w(@ - w) - T2 (g)
omy(S, Q) ow
- S DI ()| ary(@)

B (S Q a [ow*

_J; v, (Q) _m“(Q)a_m<ﬁ (S,Q)>] dr(Q

(3.55)
aw* (S, a [ow”

+11mf V,(Q) W( Q mn(Q)a—m<%(S,Q)>] dry(Q)
L owi(5,Q)

+ ) R,(@ ng’Q

0 S, ow;,, (S,
+?m[ cA— (Q)VVCA—m(Q) Rc/1+(Q)VVC/18+—m(Q)
aw* (S,
+] 5@ w59 40,0
Assim, escreve-se a integral sobre I; como:
: L 99x (5, Q) omy (S, Q)
jim | $@r; = i J E [ O (@ - wesy] - P [T () -2 sy
_0mye(S,Q) aw amn(S Q ow (3.56)

-5 (s)]] arg — Jim j ™ (S)ary

om

~ lim f Omis (S, Q) ow —=($)dry
T

§-0 x om
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Tomando as condi¢gdes de Holder, segundo PAIVA(1987), tem-se:

m, (S, Q) dw

dqn
005 ) - w(S)] dr - lim f S (S)dry

li [r =i
iy || oar; = | S50

(3.57)

. al’nns(s Q) ow
0

De acordo com a Figura 3.4, que mostra os pontos S e Q e seus

deslocamentos, quando § —» 0, escreve-se:

ow
w(@) —w($) =¢S5 (3.58)

< -

Figura 3.4 — Sistema de coordenadas referentes aos pontos anterior e posterior aos cantos.

Com a equacdo (3.58) aplicada na equacao (3.57), obtém-se:
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0qn(S,Q) 0 om;(S,Q) 0
— f—W(S)dFE—lmf ——W(S)ng

jim | 0@ =iy | ]
(3.59)

omy (S d
_limf M W(S)dl"g
§-0 r

Jdm

Com as solu¢Bes fundamentais (2.137), (2.138) e (2.139) substituidas na

equacéo (3.59), obtém-se:

9
lim f $(r; = lim f (. %) — 2(. ?)]}f % (S) dr

252

- IEI_{% e ﬁ (1+v)(m. r) _n(S)dFE (3.60)

I 1-v)
€50 re | 4mé

o ow
(—m. S)_ g(S)dFE

Os termos referentes a dw(S)/on podem ser agrupados, considerando

gue (m.n) = (m.r), portanto, tem-se:

. L 1 . —, ow
jim | R | fptrmon- [z @+ V@[ S5y are .

i (1-v)
&0 Jr, | 4mg

oW
m. s)]E(S)dFE

Ou ainda,
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: o B+v) _, 10w
i o=y [ [ ma |2
(3.62)
_ 1-v) _, _]ow
- lim fr | [ i s)]g(S)dl"g
Considerando as expressoes (3.42), (3.43), (3.45), e ainda:
(m.7) =sen(0 —vy) (3.63)
(m.s) = cos(6 —y) (3.64)
Obtém-se:
. P34 )
i o®ar = [ |-Esenc
d a
-Y) [% (S)sen(8 —vy) — a_‘: (S) cos(6 — Y)] §do
(3.65)

N {(1 -v)
— lim

ow
i ). pr cos(6 —vy) [E (S) cos(6 —v)

d
+ a—‘:lv (S)sen(B6 — y)]} £do

Em que, y € o angulo entre os sistemas de coordenas (n,s) e (m,u),

conforme Figura 3.4.

Pode-se ainda rearranjar os termos internos as integrais:
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2m—fc [_ B+v)

ad
- ][ Y ($)sen?(® - )

am

jim | o = |

— a_w (S) sen(6 —y) cos(6 — y)] doe
du

2B (1 — v) [ 2 (3.66)
_fo { = [a—m (S) cos?(8 —y)
+ (Z_Vuv (S) sen(® —y) cos(6 — Y)]} £€do
Ou ainda:
3+v) (1 0
lim frg o = = L2 2 a2+ sen2 1+ B = sen2] S 9
1 d
+2 [cos 2 (y + Bc) — cos 2] % (S)}
1 1 ; (3.67)
_( 4;") {Z [4m — 2B —sen 2 (y + B.) + sen2y] % s

1 ow
1 [cos2 (y + Bc) — cos 2] u (S)}

Os termos referentes as derivadas dos deslocamentos transversais

podem ser reagrupados, resultando:

m—g) (1 9
?_{% '];E $®)drly = {—( HZHB ) + ( 8-:7) [sen2y —sen 2 (y + BC)]%(S)

(L4 v) (3.68)

8t

+ [cos2y—cos2 (y+ B.)] (?9_‘1/: (S)}

Sendo nulos os demais limites dependentes de € equacao (3.55).

Obtém-se finalmente a expressado da derivada da equacao integral em um

canto do contorno, feitas as substituicdes em (3.55):
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K
aq; (S, omi(S,Q) 0 omi(S,Q) d
v [qafn Lo - ZEEDY (g - EDDY ()| ar@
_ ow*(S,Q) d [ow* (3.69)
_fr {V Q= —m ams[an }dF(Q)
S ow3i(5,Q) w*(S,0)
+ZRC,-(Q) W(;ITQ+L g(q) om. L) (@)
i=1 S g
Sendo:
K (S) —2£ - [sen2y—sen2(y+6)] (3.70)
1
K;(S) = 8-;1] [cos 2y —cos 2 (y + B)] (3.71)

Em que, y € o angulo entre os sistemas de coordenas (n,s) e (m,u),

conforme Figura 3.4.

Sendo a expressao de K(S), dada por:

c 0
K(S) = {fﬂ a+ o v) [sen2y —sen2 (y + BJ]}%(S}
1+v) ow
+ o [cos 2y —cos2 (y + Bo)] Tu ) (3.72)

0 d
= K1($) 5 () + K (5) 3 (5)

Para o caso da coordenada m coincidir com a dire¢cdo normal n,, anterior

ao canto, e y = 0, obtém-se:
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Be 1+v
K =|——
5 21 8w

aw 1+v ow
sen ZBC]%(S) +¥[1 —cos ZBC]E(S) (3.73)

e param = n, , anterior ao canto, e y = 1/2:

1+v ow

1+v
8n [1—cos 2B] Bs ) (3.74)

8m

d
K(S) = [ﬁ+ sen 23, %(S) -

3.4 Transformag®Oes das integrais de dominio

As integrais de dominio das equacdes (3.32), (3.33), (3.50) e (3.69) serdo
transformadas em integrais sobre o contorno da regido carregada (, (Figura 3.5)

baseado no exposto em PAIVA(1987).

ng =rdOdr

Figura 3.5 — Regido de carregamento.

As integrais do dominio sao:

[ sw i@

Qg

(3.75)
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ow*(s,q)
fQ g(q)w—mdﬂg(q)

. 0 (3.76)
Em que,
rZ
W= (Intr—-1/2) (3.77)
ow" r |
om _ 4np ¢ (3.78)

De acordo com a Figura 3.5, pode-se escrever g, em relagcdo ao sistema

de coordenadas (x,y):

g(q) =Ax(q) +By(q) +C (3.79)

Em relacdo ao sistema de coordenadas (X, y), de origem em s (Figura
3.5):

x(q) = x(s) +x(q) (3.80)
y(@) =y(s) +y(q) (3.81)

E substituindo agora na equacéao (3.79):

g(q) = Ax(q) +By(q) + C+Ax(q) + By(q) = g(s) + Ax(q) + By(q) (3.82)

Onde, g(s) € o valor da carga g no ponto s.

Substituindo a expressdo (3.82) na equacao (3.75), realiza-se a

transformacédo em coordenadas polares:
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f g (@w"(s,q)dQy(q) = f [g(s) + Arcos © + Brsen 8] w(s, q)dQ4(q)

Qg Qg

(3.83)

Substituindo a equacéo (3.77) na equacao (3.83), e sendo g(s) uma

constante e dQ, = r dr dO (Figura 3.5), tem-se:

[ s@w s

g

g(s) R
= 81‘[_D,L Uo r3(Inr — 1/2)dr] de (3.84)

1

R
+ 81T_Df9 U;) (A cos® + B sen0) r*(Inr — 1/2)dr|d6

Da integragdo em r, com o angulo 6 constante:

fﬂ g (@w* (s, 9)d0 (q)

g

g(s)

— 4 —
= 39D . R*(InR - 3/4)d6 (3.85)

1
- 5 —
+ 20mD ), R°(A cos0 + B sen6)(InR — 0,7)d6

A partir da Figura 3.5, escreve-se:

dl.cos B =R.d6 (3.86)

Ou ainda,

_ dl. cos B

- (3.87)

do

Substituindo a equacéo (3.87) na equacao (3.85) obtém-se a integral de

dominio, transformada numa integral sobre o contorno do carregamento T:
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[ g@w i@

Qg

_ 8

3
S R3<1 R——) r
32mD -\ 4 cospdlg

(3.88)

— R*(A B InR—-0,7 I,
+401TD . (A cosB+ B sen6)(In 0,7) cos fdIy

De forma analoga ao procedimento feito para a equacdo (3.75) que

resultou na equacéao (3.88), faz-se para a equacao (3.76), resultando em:

ow*(s,q)
Lg g(q) “om dQg(q)

_8(s)
12mD Iy

1
2 — =
R (ln R 3) cos @ cos Bdly (3.89)

— 3 _
161D J;g R(A cos 6 + B sen0)(InR — 0,25) cos ¢ cos Bng
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4 INTERACAO PLACA-VIGA

O objetivo deste capitulo € apresentar uma formulacdo do Método dos
Elementos de Contorno para analise de pavimentos. Considerando pavimentos,
temos o elemento de placa em associacdo com outros elementos estruturais que, no
presente trabalho, é o elemento de viga (ou o conjunto denominado de grelhas).

A interagao placa-viga desenvolvida neste trabalho se fez na forma da
discretizagao da placa em elementos de contorno, acoplando-se estes a elementos

de viga (Figura 4.1) representados pelas equacdes diferenciais ordinarias.

Vi Vi

VIGA

i

lHHHHH
(

PLACA

Mi

|

Mk

Figura 4.1 — Interac&o elementos de viga x placa.

Para uma placa com vigas concéntricas a seguinte equacéao integral pode
ser escrita utilizando a formulacdo apresentada no capitulo anterior, na qual a

contribuicdo da viga é substituida pelos seus esfor¢os de interacdo:
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0 0
KEWE) + | a5, QW@ = my (5,0 5 (@) = mi (5,0 55 @] dr@

w

= fr [Vn(Q)w*(s,Q) —my(Q) aa

n

Ne
(5Q|dr@+ ) Re,(@w 6,

+ QW E0I@+ [ B QW EQQ @.1)
0g v

IGAS

ow’
+ VQw{(5,.0) = Mi(@) 55 (5, Q) ~ Vi @wi (s, Q)

owy,
35, (s,Q

+ M (Q)

Sendo, K(s) = 1 para um ponto interno s; K(s) = /2m para um ponto S
no canto de placa com angulo interno f; K(s) =1/2 para um ponto S em um
contorno suave.

E ainda, R, = my; — m;, € a reagdo de canto da placa.

Onde: w, m, eV, sdo, respectivamente, o deslocamento transversal, o
momento fletor e a forga cortante equivalente ao longo do contorno; g(q) e {, sdo o
carregamento transversal e a superficie onde é aplicado; P;(Q), Vi(Q), Vk(Q), M;(Q) e
My (Q) sdo os esforcos na interface placa-viga (conforme Figura 4.1) e Sy é uma
coordenada ao longo de cada elemento de viga. O simbolo * é usado para indicar
solugdes fundamentais. Nesta equagao R, € a reacao de canto de placa.

Como visto no capitulo anterior, da equacdo (4.1) pode-se obter a
seguinte equacdao integral da derivada do deslocamento com relacdo a direcdo mg

de um sistema de coordenadas (mq, uy):
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Ky

4 f [OQE(S, Q dmy (S, Q) ow dmys (S, Q) ow

Q) =5 (@)~ (Q)] dr(Q

3 ow*(S,Q) J [ow*
_ fr {v QF5 2 - m (@5 [%(s,Q)]}dr(Q)

S

Ne . (4.2)
ow; (S, S,
+) Ro(@ %ﬁﬂ 2@ 2P a0,
i=1 g

S

w*(s,Q) w; (s,Q)
¥ J;/IGASP3 (Q) om dSv(Q + V(Q) aSy
owg(s,Q) 0*w
- M(Q) 352 (S Q- Vk(Q)T+Mk(Q) 3s2 ( Q

Sendo, K;(S) e K,(S) conforme exposto nas equagfes (3.70) e (3.71)
respectivamente. Em que, y é o angulo entre os sistemas de coordenas (n, s) e (m,

u), conforme Figura 3.4.

4.1 Representacdo da Viga

A viga neste trabalho € tratada através da solucdo da equacdo da linha
elastica, particularizada para carregamento distribuido linearmente, fazendo
necessario discretiza-la a fim de gerar o correto acoplamento entre os elementos de
viga e os elementos de contorno de placa. A viga € dividida em elementos definidos
por nds nas extremidades e um ndé em seu ponto central (Figura 4.2) e a partir dos

parametros nodais associados a ele (w, ow/ds) € obtido a expressdo da linha

elastica.
) 5.8 .
o o’ .k
Wi Wi Wk
Owi ow; OWh
Jh L/2 \||\ L/2 J{\

Figura 4.2 — Elemento de viga
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Considerando uma viga com seus elementos, pode-se representar a viga
e seus elementos da seguinte forma:

1 @ 2 6 ® g @ n ® @) n1 ™

n @
A W W Wi Wy W Wh -1 Wh %
wi Wh o1
W oW i oW W Wn -1 OWn
oW — — O+
. Os 0s Os Os Os 0s Cs -
Os Os

Figura 4.3 — Conjunto de elementos de viga.

A expressao da elastica da viga é dada por:

ow;
w(x) = wia;o(x) + a—slail(x) comi=1,..,n

O momento fletor, a forca cortante e o carregamento, estao

respectivamente relacionados com a equacdo elastica
expressoes:

da viga através das

0%w
M = —El - (x) (4.3)
23w
V= —El- () (4.4)
4
Py = —El=—(x) (4.5)

Onde E é o modulo de elasticidade do material e | € 0 momento de inércia
da viga.

Para gerar o acoplamento da placa (MEC) com a viga (EDO), a
contribuicdo da viga na rigidez do conjunto placa-viga é substituida pelos esforcos
de interacdo presentes na interface destes dois elementos estruturais, a saber, o

carregamento distribuido P;(Q), e os esfor¢cos de interface nas extremidades V;(Q),
Vi(Q), M;(Q) e M (Q) (Figura 4.1).



61

Nesta etapa do trabalho ndo esta sendo considerada a tor¢cédo da viga e
assim somente os parametros nodais da viga referentes a flexdo estdo sendo
utiizados (Figura 4.1). A cada né sdo associados dois parametros nodais
deslocamento vertical e sua derivada ao longo do eixo da viga (w e dw/ds,,). Assim
no total ttm-se seis parametros nodais.

Para este numero de parametros nodais a elastica da viga pode ser

aproximada por um polinbmio do quinto grau, o que corresponde a um carregamento

o : . . , a*
distribuido na interface variando linearmente ao longo do elemento de viga (Ela_;: =
P;).

Considerando o elemento finito de viga de comprimento L, e sendo a
coordenada adimensional ao longo do eixo s, da viga, com origem no no i da viga

dada por:

§=s,/L (4.6)

Essa coordenada esta representada na Figura 4.2, e podemos assumir

para o polindbmio de 5° grau as seguintes equacoes:

w=I[g & 82 & 1]{a) (4.7)

E sua derivada:

6_w_1 4 3 2
6s_L'[5§ 48 382 28 1 0].{a} (4.8)

Impondo as condi¢des de contorno nos nds do elemento obtém-se:

w; 0 0 0 0 0 11 .«
|(6wi/65\| |[ 0 0 0 0 1/L 0]| |(a;\|
{ w; }_| 1/3L 1/16 1/8 1/4 1/2 1|4a3$ 4.9
ow;/ds ( ~|5/16L 1/2L 3/4L 1/L 1/L 0| )aa (4.9)
we | [ 1 1 1 1 1 1J l“sjl
awk/as) 5/[L 4/L 3/L 2/L 1 0l ‘%

Da relacao, {6} = [c].{a}, isolamos {a}:

{a} = [c]7.{6} (4.10)
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Substituindo na equacao elastica da viga, ficamos com:

w=[¢].[c] {8} =[P1 b2 3 ds s Dl {Se} (4.11)

Assim, a elastica da viga pode ser escrita em funcdo dos parametros
nodais da seguinte forma:

w(§) =[01(9) $205) d3(E) a(§) bs(§)  de($)]. {8e} (4.12)

Onde {8.} é o vetor de parametros nodais da viga e é dado por:

dw; dw; dw
§T = |, 1 Tk 4.13
{8} w; R w; s Wi R ( )

Portanto, as funcées de forma (¢(¢)) sdo respectivamente:

by = 24 &5 — 688* + 6683 — 2382 +1 (4.14)
by = L. (485 —128* + 1383 — 682 + ¢) (4.15)
b3 = 16&* — 3283 + 1682 (4.16)

¢y = L. (16 5 — 408* + 3283 — 882) (4.17)
Pg = —248° + 528* — 3483 + 782 (4.18)
b = L. (4 &5 — 88 +5¢% — £2) (4.19)

Calculando as segundas derivadas teremos:

2
aagl = Liz (480 €3 — 816£2 + 396¢ — 46) (4.20)
2
2—? = % (80 &3 — 14482 + 788 — 12) (4.21)
2
66223 = Liz (19262 — 192¢ + 32) (4.22)



0%,

1
A (320 €3 — 48082 + 1928 — 16)

s 1

&z 2’

(—480 &3 + 62482 — 204¢ + 14)

0% s
9¢?

1
= 7.(80 8 — 9687 +30¢ — 2)

Da mesma forma calcula-se a terceira derivada:

3, 1 )
575 = 5 (14407 — 1632¢ +396)
P, 1 ,
55 = 7 (24087 — 2885 +78)
3, 1
555 =5 (384 —192)
3, 1 ,
6—53 = L_Z (960&- —960¢& + 192)
Bdbs 1 ,
TEaEE (—144082 + 1248¢ — 204)
B3bs 1 ,

A Uultima derivada necessaria é quarta derivada que resulta em:

*p, 1
*p, 1
> {42 = 73 (480¢ — 288)
0*ps 1

o (384), que é uma constante

63

(4.23)

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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4
aa—;’j = L—13 (1920¢ — 960) (4.35)
4
aa;ff = L—14 (—2880¢ + 1248) (4.36)
4-
> ;ff L13 (480 — 192) (4.37)

Fazendo uso das equacdes (4.3) e (4.4), em que o momento fletor € dado
por M = —EI(0%w/0s?) e a forca cortante: V = —EI(03w/ds3), e substituindo os
valores das func¢des deduzidas nas equacdes (4.20) a (4.37) na equagao (4.11),

tém-se:
e Momento fletor no no6 inicial do elemento:
{an/aS\I
02w —46 —-12 —-46 32 14 —2 { }
Wi |
\ow, /s
e Forca cortante no no inicial do elemento:
|(6wl/as\|
23w 396 78 —-192 192 =204 30 { }
Wk |
kawk/as)
¢ Momento fletor no n6 final do elemento:
w;
ow;/ds
0w 14 2 32 16 —46 12 é wj l
Wi
awk/c')s}

e Forga cortante no no6 final do elemento:
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(awl/as}

204 30 192 192 -396 78 { }
L2 K 12 13 ] aW]/asl

w
\aw,jas)

23w
V=—El—2 - _FI [

753 (4.41)

Representando os esforgos calculados nas equacgdes (4.38), (4.39), (4.40)
e (4.41) no elemento de viga teremos 0 exposto na figura abaixo:

/)7/.
'//'

Figura 4.4 — Esfor¢cos no elemento de viga.

Os momentos sdo positivos para a placa, porém a cortante a esquerda €
negativa, conforme Figura 4.2. Sendo este, o sinal que devem entrar para a

montagem das equacdes.

4.2 Acoplamento placa-viga

Substituindo em (4.1) e (4.2) os esforcos na interface placa-viga pelas
suas expressbes em funcdo dos deslocamentos nodais da viga, obtém-se uma
equacao integral em funcdo dos deslocamentos e esforcos nodais no contorno da
placa e dos deslocamentos nodais dos elementos de viga.

Escrevendo as equacdes integrais do deslocamento (w), e suas derivadas
na direcdo normal (dw/dn) e tangencial (dw/ds) para todos os nés do contorno e
dos elementos de viga do dominio e efetuando as integrais envolvidas, obtém-se o

seguinte sistema de equacodes:

[ Hal{y} = [61.Ve + () (4.42)
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onde,
wq : vetor de valores nodais dw/dx, dw/dy e w de todos os nés da viga

no dominio da placa e w, dw/dn, dw/ds dos pontos no contorno da placa.

Como este sistema de equacdes tem mais incognitas que equacdes, sado
escritas as equacdes integrais do deslocamento e suas derivadas para todos nés no

dominio da placa, obtendo o seguinte sistema de equacoes:

[ Hal- {r} = 16°1.Ve + (") (4.43)

Combinando as equacdes (4.42) e (4.43), obtém-se:

- ] Lo = L8]+ 57 (4.49

Para resolver todas as incognitas do problema, impdem-se as condi¢des

de contorno, e o sistema dado na equacéao (4.44) fica:

[A].{X} = {B} (4.45)

Onde {X} € um vetor com as incégnitas do problema. Apds a resolucao
deste sistema, deslocamentos e esfor¢cos séao obtidos.

Uma vez obtidos os valores dos parametros nodais do contorno e do
dominio, os deslocamentos em pontos do dominio sdo obtidos diretamente a partir

da equacéo (4.2).
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5 AVALIACAO NUMERICA DA FORMULAGCAO PROPOSTA

5.1 Introducéo

Com a formulagdo apresentada, desenvolveu-se um programa em
FORTRAN possibilitando analisar exemplos de placas a fim de facilitar a avaliagéo
da formulagdo. Depois de calculadas as placas com a formulagcdo proposta, 0s
resultados foram confrontados com resultados analiticos e com resultados obtidos
via analise de elementos finitos, através do software ANSYS, em que as vigas foram
modeladas com o elemento finito BEAM4 e as placas com o elemento SHELL63.

Visando demonstrar o processo de desenvolvimento evolutivo deste
trabalho, os exemplos desenvolvidos partem de um modelo estrutural simplificado,
considerando apenas uma placa simplesmente apoiada com vigas de bordo até a
inser¢do de vigas no dominio, concluindo com exemplos de sistemas estruturais
mais complexos com interacdo placa e viga tanto no contorno da placa como no
dominio (pavimento de um edificio).

Abaixo, seguem os exemplos analisados que contribuiram para validar a

formulacdo descrita neste trabalho.
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5.2 Exemplo 1 - Placa quadrada apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo
dos lados, com carregamento uniforme.

Neste exemplo analisou-se uma placa quadrada de lados de comprimento
A, apoiada nos quatro cantos, Figura 5.1, com vigas ao longo dos lados com
momentos de inércia I, = 5.A.D/E , sendo D a expresséo (2.24) e submetida a um
carregamento uniformemente distribuido . Utilizou-se o coeficiente de poisson

v = 0,25 e dez elementos de contorno retos em cada lado da placa.

APOID ViQQ 01 APOID
SIMPLES SIMPLES

PLACA 01

01 02 03 04 05 06 07 08 09

Viga 03
Viga 04

Viga 02

APOID
SIMPLES J

APDIO
J SIMPLES

t

t

Figura 5.1 —Modelo de placa com viga nos bordos.

A Tabela 5.1 mostra os resultados obtidos quanto ao deslocamento
vertical (w) pela formulacéo proposta, estes que foram comparados aos resultados
analiticos encontrados em TIMOSHENKO e WOINOWSKY-KRIEGER (1970) e aos
obtidos pelo Método dos Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0
utilizando elementos SHELL 63, em sua discretizacdo. Para a discretizacdo em
elementos finitos, utilizou-se de uma malha regular com 100 elementos. E para a

discretizacdo em elementos de contorno, adotou-se 40 elementos de contorno.
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W (deslocamentos verticais)

'NO  TIMOSHENKO MECXEDO MEF
01 0,002281 0,002265
02 0,003484 0,003460
03 0,004410 0,004381
04 0,004989 0,004957
05 0,005190 0,005185 0,005153
06 0,004989 0,004957
07 0,004410 0,004381
08 0,003484 0,003460
09 0,002281 0,002265

Tabela 5.1 — Resultados dos deslocamentos nodais

Observa-se que os valores de deslocamentos apresentam diferencas da
ordem de 0,10 % nos pontos do centro da placa entre os valores analiticos e 0,62 %
dos obtidos pelo Método dos Elementos Finitos. Apresentando, portanto, valores
bem mais préximos dos valores analiticos quando comparado ao método dos
elementos finitos.

Na Figura 5.2, apresenta-se os resultados obtidos para uma analise dos
demais pontos de dominio, cuja sua representacdo grafica foi obtida através do pos

processamento feito no software SURFER 8.0.

0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 07 0.8 09 1
Figura 5.2 — Deslocamentos verticais no dominio da placa.
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Obtiveram-se também os esfor¢os nas vigas (conforme Figura 5.3) de
contorno da placa. Sendo seus resultados apresentados na tabela abaixo e
confrontados com os obtidos pelo Método dos Elementos Finitos.

Momentos fletores nas vigas \

NO MEC MEF |
01 0,000067 0,000018
03 0,027408 0,027499
05 0,042820 0,042955
07 0,042820 0,042955
09 0,027408 0,027499
11 0,000067 0,000018

Tabela 5.2 — Momentos fletores nas vigas

@ 66 »©® 6 6 o ®

1
-

™o

Figura 5.3 — Viga de contorno da placa com seus respectivos nos.

Seguem os resultados da Tabela 5.2 plotados no grafico abaixo:
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é 0,020000 / \ —=—MEF
£ 0,015000 / \

0,010000 / \
0,005000 / \

0,000000 J . . . . \

01 03 05 o7 09 11
No6s

Figura 5.4 — Gréfico de resultados dos momentos fletores nas vigas.
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5.3 Exemplo 2 — Placa retangular apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo

dos lados e uma viga de dominio, com carregamento uniforme.

O proximo exemplo é um problema pratico. E um pavimento de um
edificio com dimensdes conforme Figura 5.5, o0 qual possui uma
espessura constante de 10 cm e é submetido a uma carga uniforme de
6.8kN/m2. Na andlise numérica foi assumido que o pavimento é apoiado em seus 6
cantos. Para 0 concreto  utilizado, adotou-se mdédulo de  Young

E= 2000kN/cm? e coeficiente de Poisson v = 0,2.

) APOIO
APOIO Viga 15x50 SIMPLES APOIO
SIMPLES SIMPLES

@01 @02 @03 @04 05 @06 @07 @08 (909 @10 ll @12 13 14 @15 16 17

350

Y

L.

| 18

APOIO -
SIMPLES Viga 15x50 APOIO
SIMPLES

Viga 15x40
Viga 15x40
Viga 15x40

APOIO
SIMPLES

500 500
t

Figura 5.5 — Planta do modelo com uma viga no dominio.

A Tabela 5.3 mostra os resultados obtidos para o deslocamento vertical
pela formulacéo proposta e sua comparacao aos resultados obtidos pelo Método dos
Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0 utilizando 128 elementos SHELL

63, em sua discretizacao.

Coordenadas Deslocamento - w(cm)
Ponto
x(cm) y(cm) ‘ MEC ‘ MEF
01 0 175 0,10830 0,10730
02 62,5 175 0,28182 0,28041
03 125 175 0,41771 0,41673
04 187,5 175 0,49646 0,49852
05 250 175 0,51425 0,51358
06 312,5 175 0,47605 0,47469
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07 375 175 0,39501 0,39219
08 437,5 175 0,29865 0,29413
09 500 175 0,24510 0,24022
10 562,5 175 0,29865 0,29413
11 625 175 0,39501 0,39447
12 687,5 175 0,47605 0,47469
13 750 175 0,51425 0,51358
14 812,5 175 0,49646 0,49852
15 875 175 0,41771 0,41673
16 937,5 175 0,28182 0,28041
17 1000 175 0,10830 0,10730

Tabela 5.3 - Tabela com resultados de deslocamentos verticais para os nés dafigura 5.3.

Observa-se que os valores de deslocamentos apresentam diferencas da
ordem de 1,99 % nos pontos do centro da placa entre os valores obtidos pelo
Método dos Elementos Finitos. Representando uma boa aproximagdo nos valores

guando dos demais pontos observados no grafico da Figura 5.6.

- MEF
== MEC

Deslocamento vertical (cm)
o
w
o

o d \

0,00

o

=

o
|

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10 11 12 13 14 15 16 17 18
Pontos de Coletas de dados

Figura 5.6 — Gréfico dos deslocamentos verticais da se¢ado horizontal estudada.

O modelo analisado foi configurado com 28 nds, 24 elementos de

contorno e 14 elementos de viga. A Figura 5.7 apresenta a locacao nodal adotada.
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23 22 21 20 19 18 17 16 15
24 Q14
25 31 13
26 30 12
27 29 11
28 10
1 2 3 4 5 6 7 8 9

Figura 5.7 — Locag&o nodal dos elementos de contorno.

Na Figura 5.8, apresentam-se 0s resultados obtidos para uma analise dos
demais pontos de dominio, cuja sua representacdo grafica foi obtida através do pos
processamento feito no software SURFER 8.0.
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Figura 5.8 — Resultados de deslocamento em todos os pontos da placa via MEC



74

5.4 Exemplo 3 — Placa quadrada apoiada nos quatro cantos e vigas ao longo

dos lados e do dominio, com carregamento uniforme.

Neste novo exemplo, também é abordado um problema pratico, porém é
um pavimento com 4 nervuras em cada sentido, como estudado no trabalho de DIAS
(2003). E um pavimento de um edificio com dimensdes conforme planta
representada na Figura 5.9, o qual possui uma espessura constante de5 cm e é
submetido a uma carga uniforme de 7.5kN/m2. Na andlise numérica assumiu-se
gue o pavimento é apoiado em seus 4 cantos. Para o concreto utilizado, adotou-
se moddulo de Young E= 2380kN/cm2 e coeficiente de Poisson v = 0,2. Dimensdes
da placa: 600cmX600cm

8 112
APOIO Viga externa 20x60 APOIO
SIMPLES SIMPLES
Viga interna 8x40
N
—
—
[ce)
3 e24 el8 12 06
23 17 11 05
022 e 16 Rl0 04
g 3
S 3 S
Q|21 15 09 03 X «
« (@ - - ©
£ s c
i) 5] i)
3| 20 14 08 02 £ 3
o @ e ¢ p o
2 2 2
> > >
9 13 07 01
APOIO : ¢ ¢ APOIO
SIMPLES Viga externa 20x60 SIMPLES

600

Figura 5.9 — Planta do pavimento com quatro nervuras em cada direcao.
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A Tabela 5.4 mostra os resultados obtidos quanto a deslocamentos
verticais (w), pela formulagdo proposta e, comparados novamente aos resultados
obtidos pelo Método dos Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0.
Utilizou-se 400 elementos regulares (30cm por 30cm) SHELL63 em sua
discretizacdo, especificados aqui por sua malha MEF 400. Utilizou-se também uma
configuracdo de malhas no método de elementos finitos com 1600 elementos
regulares (15cm por 15cm) SHELL63 especificados aqui por MEF 1600. Para a
analise via Método dos elementos de contorno, o modelo foi configurado com 100
nés, 40 elementos de contorno e 60 elementos de viga.

B Coordenadas Deslocamento - w(cm)
x(cm) y(cm) MEC  MEF 400 MEF 1600
1 300 0 0,26820 0,26478 0,26815
2 300 60 0,54160 0,54084 0,54159
3 300 120 0,76740 0,76508 0,76684
4 300 180 0,95650 0,95421 0,95607
5 300 240 1,06400 1,06100 1,06360
6 300 300 1,11110 1,10790 1,11020
7 240 0 0,25540 0,25513 0,25528
8 240 60 0,51180 0,51039 0,51140
9 240 120 0,73890 0,73663 0,73832
10 240 180 0,91530 0,91237 0,91455
11 240 240 1,02600 1,02310 1,02560
12 240 300 1,06400 1,06100 1,06360
13 120 0 0,15850 0,15840 0,15849
14 120 60 0,35260 0,35155 0,35229
15 120 120 0,52350 0,52191 0,52311
16 120 180 0,65590 0,65387 0,65539
17 120 240 0,73890 0,73663 0,73832
18 120 300 0,76740 0,76508 0,76684
19 0 0 0,00000 0,00000 0,00000
20 0 60 0,08351 0,08342 0,08347
21 0 120 0,15860 0,15840 0,15849
22 0 180 0,21760 0,21737 0,21749
23 0 240 0,25540 0,25513 0,25528
24 0 300 0,26830 0,26800 0,26815

Tabela 5.4 — Tabela com resultados de deslocamentos verticais para os nés dafigura5.7.

Observa-se que os valores de deslocamentos apresentam diferencas

maximas da ordem de 0,10 % para pontos no dominio da placa entre os valores
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obtidos pelo Método dos Elementos Finitos. Representando uma boa aproximacao
nos valores também observados nos graficos da Figura 5.10.
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Figura 5.10 — Gréficos de deslocamentos para o0 modelo com nervuras.

Na Figura 5.11, apresentam-se os resultados obtidos para uma analise
dos demais pontos de dominio, cuja sua representacédo grafica foi obtida através do
pos processamento feito no software SURFER 8.0.
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Figura 5.11 — Deslocamentos no dominio da placa nervurada.
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5.5 Exemplo 4 — Pavimento de um edificio com vigas ao longo dos lados e do

dominio, com carregamento uniforme.

O proximo exemplo é finalmente um pavimento real de um edificio
conforme a distribuicdo e dimensbes de vigas e lajes da planta da Figura 5.12
(dimensbes expressas em centimetros). Submetido a uma carga uniforme de
7.5kN/m2.  Para o0 concreto utilizado, adotou-se modulo de YoungE

= 2380kN/cmz e coeficiente de Poisson v = 0,2.
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Figura 5.12 - Planta do pavimento tipo analisado.

A Tabela 5.5 mostra os resultados obtidos pela formulacéo proposta para
o corte da secdo A-A no pavimento e estes comparados novamente aos resultados
obtidos pelo Método dos Elementos Finitos através do software ANSYS 11.0.
Utilizou-se 400 elementos regulares (50cm por 50cm) SHELL63 em sua
discretizacéo, especificados aqui por sua malha MEF 400. Utilizou-se também uma
configuracdo de malhas no método de elementos finitos com 1600 elementos
regulares (25cm por 25cm) SHELL63 especificados aqui por MEF 1600. Para a

analise via Método dos elementos de contorno, o modelo foi configurado com 100
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elementos de contorno e 65 elementos de viga, representado nas tabelas e graficos

pela sigla MEC 100. Refinou-se os elementos de contorno para uma configuracao

com 200 elementos de contorno e 130 elementos de vigas (MEC 200).

Coordenadas Deslocamento - w(cm)
x(cm) y(cm) MEC 100 MEC 200 MEF 400 \ MEF 1600
1 750 0 0,06584 0,06857 0,06741 0,06799
2 750 100 0,18565 0,21545 0,20519 0,20977
3 750 200 0,26180 0,31289 0,29928 0,30526
4 750 300 0,31382 0,37806 0,36930 0,37475
5 750 400 0,34809 0,40323 0,40617 0,41148
6 750 500 0,37455 0,39470 0,41315 0,41910
7 750 600 0,43978 0,41371 0,44489 0,45131
8 750 700 0,48435 0,42502 0,45508 0,46271
9 750 800 0,48411 0,41928 0,43846 0,44762
10 750 900 0,43548 0,38283 0,39764 0,40578
11 750 1000 0,30075 0,27009 0,28009 0,28490
12 750 1100 0,08200 0,07957 0,07970 0,08022
Tabela 5.5 — Resultados nodais para se¢do de corte A-A.
Segue, na Figura 5.13, os resultados analisados graficamente:
. 0,50
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Figura 5.13 — Grafico com os resultados nodais para secao de corte A-A.

Para ambos os modelos, MEF e MEC, utilizou-se como alternativa aplicar
a simetria geométrica e de carregamentos para modelar o pavimento analisado.

Para a malha de elementos de contorno com 200 elementos (MEC 200), tem-se o0s
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deslocamentos dos demais pontos de dominio representados através do gréfico da
Figura 5.14.
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Figura 5.14 — Resultados de deslocamento em todos os pontos da placa via MEC 200.
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6 CONCLUSOES

O objetivo deste trabalho foi o de apresentar uma formulacdo do método
dos elementos de contorno para a andlise de placas delgadas interagindo com
elementos estruturais de viga, visando possibilitar a sua utilizagdo pratica para
analise de pavimentos de edificios.

A fim de compatibilizar adequadamente as vigas e as placa, utilizou-se da
formulacdo do método dos elementos de contorno para placas delgadas em que se
consideram trés deslocamentos nodais para os nés do contorno da placa (w, dw/dn
e dw/0t) e a viga é substituida pelo seu efeito sobre a placa, através de um
carregamento distribuido e forcas de extremidades. A partir da resolucdo da
equacao diferencial de vigas os esfor¢cos da interacdo placa-viga sdo escritos em
funcdo dos parametros nodais da viga, isto é, w e dw/0x;.

A implementacdo da interacdo placa viga, utilizando para a viga as
equacodes diferenciais ordinarias e para as placas trés parametros nodais, apresenta
significativa importancia quanto a contribuicdo na melhoria dos resultados quando
comparados com solugbes analiticas e quando comparados ao método dos
elementos finitos. A formulacdo proposta ainda apresenta outras vantagens, nao
incluidas neste trabalho, como a possibilidade de calcular os esforcos nas vigas
diretamente a partir da solucdo da equacao diferencial e dos deslocamentos obtidos
para seus nos.

Ressalta-se a facilidade de modelar as placas apoiadas em pontos
distintos do contorno, pois apenas a divisdo do contorno deve ser de tal forma que
seus nos coincidam com os apoios. Também nédo é necessario dividir o contorno
préximo ao apoio em grande numero de elementos pois, mesmo com uma divisao
regular, os resultados obtidos sdo muito bons.

Os problemas analisados no capitulo 5 demonstraram a correta
formulacdo do problema. Iniciou-se comparando o primeiro exemplo com resultados
de solucdes analiticas, o que demonstrou a obtencéo de resultados precisos através
da formulacdo proposta. Evoluindo para modelos com vigas de dominio até um
sistema estrutural em grelha com quatro nervuras em cada sentido no seu dominio,
em que nao houve divergéncias significativas quando seus resultados foram
comparados ao MEF. No ultimo exemplo analisado, que se considerou um

pavimento real de um edificio, os resultados apresentados demonstraram um
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comportamento menos rigido para o modelo quando comparado ao método dos
elementos finitos, expondo maiores deformac¢des com o método estudado.

A formulagdo desenvolvida neste trabalho mostrou-se eficaz na anélise
dos problemas de pavimentos de edificios na engenharia, demonstrando-se ser uma
valiosa ferramenta de célculo para o estudo destes problemas.

Para continuidade deste trabalho, como sugestdo, é de grande
importancia o conhecimento dos esforcos e momentos fletores nos pontos de
dominio aqui analisados como também o estudo da influéncia da rigidez a torcao da
viga no acoplamento da placa com a viga.
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