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Resumo

FERREIRA, M. D. C. (2012). Analise Inversa Utilizando o Método dos
Elementos de Contorno e Correlacdo de Imagens Digitais. Tese (Doutorado
em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2012.

A identificacdo de parédmetros fisicos e geométricos utilizando medi¢des
experimentais € um procedimento comum no tratamento de muitos problemas da
ciéncia e engenharia. Neste contexto, a andlise inversa apresenta-se como uma
importante ferramenta no tratamento desses problemas. Este trabalho apresenta
formulagdées que acoplam o uso do método dos elementos de contorno (MEC) e a
técnica de correlacdo de imagens digitais (CID) (para obtengcdo dos campos de
deslocamentos) na resolugdo de alguns problemas inversos de interesse para
engenharia de estruturas. Implementou-se um codigo computacional baseado no
MEC, em técnicas de regularizagdo e em algoritmo genético, para analise inversa
em problemas de identificagdo das propriedades dos materiais, recuperacdo das
condicbes de contorno e identificacdo de parametros do modelo coesivo de
fraturamento. Exemplos com dados oriundos de uma prévia analise direta
(simulando dados experimentais) sao apresentados para demonstrar a eficiéncia das
formulagdes propostas. Ensaios de vigas em flexdo em trés pontos com entalhe
foram realizados com aquisicdo de imagens para obtencdo dos campos de
deslocamentos da regido de propagacgao da fissura, via CID. Estes campos foram
utilizados para alimentar o modelo inverso proposto. A técnica de CID originou dados
em quantidade e precisdo suficientes para os fins almejados neste trabalho. A
utilizacdo do MEC mostrou-se simples e de grande eficiéncia para a solugdo dos

problemas inversos tratados.

Palavras-chave: Analise Inversa, Método dos Elementos de Contorno, Correlagéo
de Imagens Digitais, Fratura Coesiva, Métodos de Regularizagdo, Algoritmo

Genético.






Abstract

FERREIRA, M. D. C. (2012). Inverse Analysis Utilizing the Boundary Element
Method and Digital Image Correlation. Thesis (Ph.D. in Structural Engineering)

— Sé&o Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2012.

The identification of physical and geometrical parameters utilizing experimental
measurements is a common procedure in treating many problems of science and
engineering. In this context, the inverse analysis is an important tool in treating these
problems. This work presents formulations that associate the use of boundary
element method (BEM) and the technique of digital image correlation (DIC) (for
obtaining the displacement fields) in solving some inverse problems of interest to
Structure Engineering. A computer code based on the BEM, on regularization
techniques and genetic algorithm has been implemented for the treatment of
problems such as Identification of material properties, recovery of boundary
conditions and identification of cohesive model parameters. Examples with data from
a previous direct analysis (simulating experimental data) are presented to
demonstrate the effectiveness of the proposed formulations. Three point flexural tests
with notch were performed and images were acquired to obtain the displacement
fields on one lateral surface of the samples, via DIC. These displacement fields were
used to feed the inverse model proposed. The DIC technique resulted in quantitative
and accurate data for the purposes of this study. The use of the BEM proved to be

simple and efficient in solving the inverse problems treated.

Key-words: Inverse Analysis, Boundary Element Method, Digital Image Correlation,

Cohesive fracture, Regularization methods, Genetic Algorithm.






Lista de figuras

Figura 2-1 - Modos de fraturamento............ooooviiiiiii e, 32
Figura 2-2 - Zonas do processo de fraturamento ................euuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieee 34
Figura 2-3 - Modelo coesivo de Dugdale (1960) .............uuuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiienee 35
Figura 2-4 - Modelo de Barenblatt (1962) .........ccoooiieiiiiiiiiice e, 36
Figura 2-5 - Modelo coesivo de Hillerborg et al. (1976)........ccccoeeiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieee, 36
Figura 2-6 - Curva linear de amolecimento a trag8o .............ccccceeeeiiiiicciiiiieeee e 37
Figura 2-7 - Curva bi linear de amolecimento @ trag&0...............uuvueiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiies 38
Figura 2-8 - Curva exponencial de amolecimento a tragao..........cccccvvveiieeiieeeeeennnnes 38
Figura 4-1 - Configuragao tipica de um sistema de aquisi¢cao para CID 2D.............. 59

Figura 4-2 — Grade virtual sobre a imagem de referencia e o campo de deslocamento

NOS PONTOS A Grade. ... .. 60
Figura 4-3 - Esquema de um subconjunto de piXels. ..............uueeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinee 62
Figura 5-1 - Processo de resolugdo de um problema direto............cccccvvceieiiiiinnnnnnns 64
Figura 5-2 - Processo de resolugao de um problema inverso. .........ccccceeevevvvieeeeeennn. 65
Figura 5-3 - Classificagdo dos problemas inVersos. ............cccoiiieeeiiieiiiiiiiieeeeeeeeeeeees 66
Figura 5-4 - Processo geral de resolugdo dos problemas inversos.............cccccuueenee 67
Figura 5-5 - Problema inverso sob a ética de um problema de otimizagéao............... 75
Figura 5-6 - Fluxograma dos processos envolvidos em um AG. ..........ccceeeeeeeeeeennnnns 77
Figura 5-7 - Problema direto na elasticidade. ..............cccccoiiiiiiiiiie 78

Figura 5-8 - Problema inverso de estimativa das propriedades mecanicas do
= (=] = PSRRI 79
Figura 5-9 - Problema inverso de valor de contorno. ............ccccceeiiiviiiii i, 81

Figura 5-10 - Problema direto considerando interface coesiva entre os subdominios.

Figura 6-1 - Esquema geral do programa desenvolvido............ccccoeeviiiiiiiiiiiiieeeeenne. 88
Figura 6-2 - Fluxograma de funcionamento do modulo de analise direta.................. 90
Figura 6-3 - Fluxograma de funcionamento do modulo de analise inversa............... 92
Figura 6-4 - Tela Principal do Qt DeSIgNer. .........uuuuiiiiiiiiiiiiiiii e 94

Figura 6-5 - Tela principal da interface desenvolvida. ...............ccccooiiiiiiiiiiiieeieeeeens 95



Figura 6-6 - Abas da interface desenvolvida...............cccoooooiiiiiiiiii e 96

Figura 6-7 - Problema discretizado na interface desenvolvida. .............cccccccceee.. 96
Figura 6-8 - Resultados da correlagdo de imagens. ... 97
Figura 6-9 - Grafico de diSPers@o. ..........cooooiiiiiiiii i 97
Figura 6-10 - Dados do problema para analise direta fratura coesiva. ..................... 98

Figura 6-11 - Curvas de amolecimento dos modelos coesivos utilizados na

] 00 = Vo= o SRR 99
Figura 6-12 - Comparagéo dos resultados da simulagao.............ccceeeeeeveeeeriiiinnennnn. 99
Figura 6-13 - Func&o a ser minimizada e maximizada. ..........cccccceeeeieieeeeeeeeeennnnennn, 100
Figura 6-14 - Parametros utilizados no médulode AG. ...........ooooiiiieiiiiiiii, 101
Figura 6-15 - Fungdo a ser minimizada e maximizada. ..............cccccoeeieeiiieeeeeee, 102
Figura 6-16 - Parametros do AG maximizacao da funcao de duas variaveis. ........ 102
Figura 6-17 - Dados do problema. ..............oiiiiiiiiieeecee e 103
Figura 6-18 - Discretizagao do problema. ............ccoooiiiiiiiiiiiiii e, 104
Figura 6-19 - Configurag¢des de distribuigdo dos pontos internos. ............cccceeveeeen. 105
Figura 6-20 - Parametros do AG utilizados no problema..................cccc. 106
Figura 6-21 - Regido de iNtereSSe. ......oovvvviiiiei i 107
Figura 6-22 - Instantes dos campos de deslocamentos apresentados na Figura 6-23.
................................................................................................................................ 107
Figura 6-23 - Campos de deslocamento X e Y nos niveis (1 a 10)........ccccceeeeeenn. 110
Figura 6-24 - Malha da analiSe iNVErsa.............ccceevviiiiiii e 110
Figura 6-25 - Abertura nos nos da interface (Estimativa Linear).................cc.......... 111
Figura 6-26 - Tensdo normal nos nés da interface (Estimativa Linear). ................. 111
Figura 6-27 - Tensdo normal versus Abertura (Estimativa Linear). ........................ 111
Figura 6-28 - Abertura nos nés da interface (Estimativa Bi-linear). ........................ 112
Figura 6-29 - Tensado normal nos nés da interface (Estimativa Bi-linear). .............. 112
Figura 6-30 - Tensdo normal versus Abertura (Estimativa Bi-linear). .................... 112
Figura 6-31 - Abertura nos nos da interface (Estimativa Exponencial). .................. 113
Figura 6-32 - Tensdo normal nos nds da interface (Estimativa Exponencial). ........ 113
Figura 6-33 - Tensado normal versus Abertura (Estimativa Exponencial)................ 113

Figura 7-1 - Ensaio de compressdo axial para determinagdo da resisténcia a
(o7 ] g ] o] £=151=T= (o 1A U 116
Figura 7-2 - Ensaio de compressao axial para determinacdo do modulo de

ClASHICIAAAE. ... 117



Figura 7-3 - Curvas tensao versus deformagao. ............cccccuumiiieeeeiiieiiceeeee e 118

Figura 7-4 - Ensaio de compressao diametral..................euueeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee 119
Figura 7-5 - Ensaio de flexdo em trés pontos..............ccccuumiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 120
Figura 7-6 - Detalhe da instalagdo do clip gauge. ............ceeiiiiiiiiiiiiiccee e, 121
Figura 7-7 - Esquema geral para o ensaio de flexdo em trés pontos com aquisigao de
IMMAGEINIS. ... 121
Figura 7-8 - Detalhe da area de obtencdo das imagens. ............ccccvvviiiviiiiiiiiinnnnns 122
Figura 7-9 - Curvas forga versus abertura do clip-gauge.............ccccovvvvviiiieeeeeeeeeees 122

Figura 7-10 — Grafico para obtengcdo de trabalho realizado pela forga externa,

baseado nas proposi¢gdes da RILEM 50-FMC...........ooooriiiiiiiiieee e 123
Figura 7-11 - Quantificacdo da energia de fratura segundo o RILEM 50-FMC. ...... 124
Figura 7-12 — Histograma da textura do corpo-de-prova CPO1............ccccoeeeiiinennn. 125
Figura 7-13 - Critério de flutuagéo do corpo-de-prova CPO1..........cccciiiiiiiiiinees 126
Figura 7-14 - Critério do raio de correlagdo do corpo-de-prova CPO1..................... 127
Figura 7-15 - Média e desvio padrdo dos erros dos deslocamentos estimados do
COrpo-de-prova CPOT. ... 128
Figura 7-16 - Média e desvio padréo dos erros dos deslocamentos em fungdo do
tamanho do elemento do corpo-de-prova CPO1.........ccooiiiiiiiiiie e 128
Figura 7-17 - Curvas forga versus abertura do clip-gauge.............cccccvvviiieeeeeeennnnn, 129

Figura 7-18 - Comparagao entre as aberturas obtidas pelo clip-gauge e o pela CID.

Figura 7-19 - Curva forga versus abertura do clip-gauge do corpo de prova CPO1,
indicando os instantes dos campos de deslocamentos da Figura 7-20. ................. 130
Figura 7-20 - Campos de deslocamentos obtidos pela correlagdo de imagens. .....133
Figura 7-21 - Propagaga@o da fiSSUra. ............uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiee 133
Figura 8-1 - Malha para estimativa do modulo de elasticidade. ............cccccoeeeeeee. 135

Figura 8-2 - Evolugao da fungao objetivo para estimativa do modulo de elasticidade

ao longo de 35 geragies (CPOT)....ooo e 136
Figura 8-3 - Detalhe da regi@o de interesse. ...........ccccuveuiiiiiiiiiiiiiiiiie 137
Figura 8-4 - llustragao dos pontos de leitura dos deslocamentos pela CID. ........... 137

Figura 8-5 - Posicao das imagens selecionadas para realizagdo da analise inversa
no grafico forga x abertura do CliP. .....oooiiiiiiii e 138
Figura 8-6 - Campos de deslocamentos obtidos pela correlagdo de imagens. ....... 140

Figura 8-7 - Vértices para geragcao da malha de elementos de contorno (CP01)....141



Figura 8-8 — Abertura nos ndés da interface nas imagens 07 a 16 (CPO1). ............. 142
Figura 8-9 — Tensao normal nos nds da interface nas imagens 07 a 16 (CP01).... 142

Figura 8-10 — Tens&o normal versus Abertura nos nds da interface nas imagens 07 a

LI ({0 L TR OO ER U SOPPPPP 143
Figura 8-11 — Tensao normal versus Abertura em nés selecionados da interface
(= T 1 ) TR PRRSOTRRPRRRPPR 146
Figura 8-12 — Malha utilizada na analise direta. ..............ccccc 147
Figura 8-12 - Modelos coesivos utilizados na analise direta..............ccooeeeeeeeeeeenn. 147
Figura 8-13 - Andlise direta com os valores estimados (Maximos)...............ccc....... 147
Figura 8-14 - Analise direta com os valores estimados (Médios). ............ccccuvuunne. 148
Figura 8-15 - Analise direta com os valores estimados (Selecionados A). ............. 148
Figura 8-15 - Andlise direta com os valores estimados (Selecionados B). ............. 148
Figura A-1 - Estado de tens@o em um ponto ..........cevvviiiiiiiiiiiiiiiccee e, 164
Figura A-2 - Elemento infinitesimal equilibrado....................cccciiiii . 166
Figura A-3 - Projegbes das faces do elemento infinitesimal no plano xy ................ 166

Figura B-1 - Distribuicdo Delta de Dirac............oooooiiieeiiii 169



Lista de tabelas

Tabela 3-1 - Resumo historico com os principais pesquisadores e matematicos. ....41

Tabela 6-1 - Tabela com os resultados do exemplo............ooooiiiiiiiiiiiiiiiie, 101
Tabela 6-2 - Tabela com os resultados do exemplo.............cveiiiiiiiiiiiiiiiiicieeeee, 103
Tabela 6-3 - Configuragao da distribuicao dos pontos internos............ccccccevvvvnnnnn... 104
Tabela 6-4 - Resultados da analise inversa para configuragao A. ............ccvvvueene... 106
Tabela 6-5 - Resultados da analise inversa para configuragdo B. .......................... 106
Tabela 6-6 - Resultados da analise inversa para configuragao C. ...........ccccevvennn.. 106
Tabela 6-7 - Resultados da analise inversa (LINEAR). .........oooviiiiiiiiiiiieeeeeee, 114
Tabela 6-8 - Resultados da analise inversa (BI-LINEAR). .........cccooeiiiiiiiiiiiiieeeee. 114
Tabela 6-9 - Resultados da analise inversa (EXPONENCIAL)..........ccoovviviiiiiinnnnnn. 114
Tabela 7-1 - Resisténcia @ COMPreSSA0. ......ccvveiiiiiiiii e 116
Tabela 7-2 - Modulo de elasticidade. .........cooovviiiiiiiii e 118
Tabela 7-3 - Resisténcia a tracdo por compressao diametral. ...........cccccceevvvvnee. 119
Tabela 7-4 - Energia de faturamento por flexao em trés pontos. .........ccccvvveeneee.n. 124
Tabela 7-5 - Valores base de energia de faturamento (CEB-FIP (1990)). .............. 125
Tabela 8-1 - Valores de E estimados pela analise inversa.............cccccoeevvvviiinnennnn. 136

Tabela 8-2 - Valores dos parametros do modelo coesivo estimados pela analise

0)Y/=] £7- PP T PP 144
Tabela 8-3 - Média da tensdo normal nas imagens 7 a 11. ... 145
Tabela 8-4 - Média da abertura critica nas imagens 122 16. ..........ccccceeeeiiinn. 145

Tabela 8-5 — Valores dos parametros do modelo coesivo estimados para o conjunto

Lo STV To T T TSP 146






Sumario

L [ 01 {0 Yo [V o7= Lo NP 23
1.1 BrevVe REVISA0.......uuuiii e 24
1.2 ODBJEUVOS ...ttt 27
1.3 JUSHfiCativa ..o 28
1.4 Organizagao do trabalho............cccoooeiiiiiiiii e, 29

A\ (o To [=] (o T oo 1= AV o RPN 31
2.1 Modos de fraturamento e o fator de intensidade de tenséo................. 32
2.2 Processo de fraturamento em materiais quase-frageis............ccc......... 33
2.3 MOEIO COBSIVO ....ceeiieiii et eeeeees 34

2.3.1 Hipoteses classicas do modelo............oovvvviiiiiiiiiiiieeeceeceeeee, 34
2.3.2 Evolugdo dos modelos COESIVOS..........ccoeeveiviiiieeieiieeeeeeee e, 35

3 Formulagdo MEC para analise direta..........ccooooveeiiiiiiiiiii e 39

3.1 Consideragdes iNICIAIS ........cceeviieiiiiiiie e e e e eeeeeees 40
3.1.1 Resumo hiStOriCO ......coovviiiiiiiiiiie 40
3.2  Solugdo Fundamental............oooomiiiiiiiiii e 41
3.2.1  DefiNiGA0. ..o 42
3.2.2 Caso Bidimensional ............ouuuiiiiii i 42
3.3 EQUAGOES INtEGraiS .....cccuuuiiiiiiiie e 44
3.3.1  EQUacioNamMeNntO.........coiiiiiiiii i 44
3.4 Formulacio dos elementos de contorno.............cceeeeiiiiiiiiiiiiiee e, 48
3.4.1  DISCretiZag80 ...cuuuuieii e 49
3.4.2 Sistema de eqQUAGCOES ..........uiiiiiiiiieeeeeee e 50
3.5 INteQraGao.......io i 52
3.5.1  Processos de integragao ...........cceevvieeiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeieeeeeeeeeeeeee 53
3.6 SUD-TEQIOES. ... 54
3.6.1  EQUacionamento........cccooiiiiiiiiiiiiic e 54

4  Topicos da correlagao de imagens digitais ..........ccevvevieiiiiiiiiiiii e, 57

4.1 Principios da correlagdo de imagens digitaiS...........ccccevvveviiiiiiiiiiinnnnn. 58
o g B VA T+ o T e =T = | 58
4.1.2  FOrMUIAGAO.......ccciiie et 59

D ANAIISE INVEISA ... e 63



5.1  Consideragdes iNICIaiS...........cceuuuuuiiiiie e 63

511 DEefiNIGA0 covvvieiieei e 64
5.1.2 Classificagdo dos problemas inversos ...........ccccceeeeeeeeeeeeeeeeinnnnnnn. 65
5.1.3 Esquema geral da resolugcéo de um problema inverso ................ 66
5.1.4 Problema mal-posto.......cccooeiiiiiiiiiiiiiiiee e 68
5.2 Meétodos de resolucao de problemas inversos ..........cccoeeveevvceeeeeeennnnnn. 69
521  Invers@o direta .......oooooiiiiiiiii e 70
5.2.2 MinimOSs QUAdrados...........uiiieeieeiiiiiiieiee e e e e 71
5.2.3 Decomposigao em valor singular ...........ccccceeeevieiiiiieiiiiiiieeeeeie, 72
5.2.4 Regularizagao de TIKhONOV..........cccooviiiiiiiiiiieceeeeeeee, 73
5.2.5  AIGOritMO gENETICO .....uuuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiii e 74
5.3 Problemas inversos na elasticidade...............ccccooveiiiiiiiiiiiiiiii e 77
5.3.1 Estimativa das propriedades elasticas............ccccoeeeeviiiniiieiiinnnnn... 78
5.3.2 Problema inverso de valor de contorno..............uueeeiveeeeiieeeeinnnnnnn. 80
5.3.3 Estimativa de parametros do modelo coesivo...........ccccceeeeeennnnn... 83

6 Ferramenta computacional desenvolvida.............ccccoooviiiiiiiiiiiiiieiiiie e 87
6.1 Estrutura do programa ...........cccooeeiiiiiiieiiiice e 87
6.1.1  Analise direta ... 88
6.1.2  ANAlISE INVEISA.....ccceeiiiiiiiiie e 91
6.2  Interface grafiCa............uuueiiiiiiiiiiiiiiiiii 93
6.2.1  Plataforma de desenvolvimento ............ccccccoiiiiiiiiiiiiiie 93
6.2.2 Ferramenta visual desenvolvida..............oooviiiiiiiiiiiiiie, 94
6.3 Exemplos de apliCagao ..........coiiieeiiiiiiiii e 97
6.3.1  Analise direta de um problema de fratura coesiva........................ 98

6.3.2 Minimizacdo e maximizagao de fungdes com algoritmo genético 99

6.3.3 Estimativa das propriedades mecanicas em uma pega tracionada

103
6.3.4 Analise inversa de estimativa de parametros do modelo coesivo
106
7  Programa experimental ............cooii i 115
7.1 Ensaios de caracterizagdo do concreto.........ccooeeeeiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeees 115
7.1.1  Ensaio de Resisténcia a Compressao ..........ccceevvvvvviiiieeeeeeennnnns 116
7.1.2 Ensaio de Mddulo de Elasticidade ...............euuveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiinnns 117

7.1.3 Ensaio de Resisténcia a Tracdo por Compressao Diametral..... 118



7.1.4 Ensaio de flexao sob trés pontos de carga.............cooevvvveneeen.... 119

7.2 Resultados da correlagdo de imagens.........cccooevviieeiiiiiiieeeeiieeeeeeenn, 125
8 Analise inversa com dados experimentais.............ceeiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeen 135
8.1 Propriedades elastiCas..........ccooveviiiiiiiiiiee e 135
8.2 Modelo coesivo (método deterministico) .........ovvveeieeeiiiiiiiiiicieeee, 137
8.3 Analise direta com os parametros estimados ...........ccccccoeeeeiiiiiennnnn. 146
S B O] o Tl U 1-7- Lo 10 151
9.1 Objetivos alcangados € CONCIUSOES ........cccvvveeeiviiiiieieeeeeeeeeieee e 151
9.2 Propostas de trabalnos...........cooouiiiiii e, 152
A Topicos da teoria da elasticidade............cooeveeiiiiiiiiiiic e 163
Estado de tens&o em um ponto..........coooiiiiiiiiiiiiiie e 164
Campo de deslOCamMENTO .........uiiie i 165
Equacgdes diferenciais do equilibrio...............ccoeviiiiiiiiiiiiii e 165
Relagbes deformacao-deslocamento..............eueeiiiiiiiiiiiiiicccieeeeeeeeee, 166
Equagdes Constitutivas...........ooeuiueiiiiiee e 167
Condigdes de CONLOIMMO .......oevveiiieeee e 168
B Delta d€ DilrAC .......uuuviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie 169

C Delta de KrONECKET .....on e, 171






CAPITULO 1 - Introdugéo 23

7

CAPITULO

Introducao

Os problemas inversos constituem uma classe importante e frequente de
problemas na ciéncia e engenharia. De forma simples, eles podem ser descritos
como aqueles problemas onde as respostas sao conhecidas, mas nao as perguntas.
Ou ainda onde os resultados ou consequéncias sdo conhecidos, mas nao as
causas. Atualmente, as técnicas para a resolugao de tais problemas vém ganhando
destaque no cenario cientifico, apresentando-se como importantes ferramentas de
analise em muitos campos da engenharia. A necessidade da identificacdo de
parametros fisicos e geométricos usando dados obtidos experimentalmente é a
motivagao principal para aplicagdo destas técnicas em problemas da engenharia. A
identificacao precisa destes parametros € extremamente importante na realizagao de
uma analise direta para avaliar com exatiddo as cargas limites e, consequentemente,
a margem de seguranca de um projeto. Além disso, o desenvolvimento de
ferramentas mais eficientes e precisas para aquisicdo de dados experimentais, tais
como: métodos ndo destrutivos de inspecéao, técnicas de correlagcdo com imagens
digitais, tomografia computadorizada, ultrassom, etc., tem alavancado o interesse
para o estudo e desenvolvimento neste campo do conhecimento.

A formulagdo de um problema inverso normalmente n&o satisfaz aos critérios
de estabilidade, ou seja, pequenas perturbagdes nos dados de entrada podem ser
amplificadas gerando solugbes com grandes distorcbes em relagdo as respostas
corretas. Além disto, na analise inversa, um dos principais problemas esta na
quantidade e qualidade dos dados obtidos experimentalmente, que muitas vezes
nao sao suficientes para garantir que o sistema de equacdes gerado apresente uma
solucdo Uunica, caracterizando este tipo de analise como um problema
essencialmente mal posto. Portanto, para obter uma solugdo estavel de um
problema inverso é essencial utilizar de um lado ferramentas eficientes para a
aquisicdo de dados experimentais e, de outro lado, técnicas adequadas de
minimizagao e regularizagdo para amenizar as consequéncias negativas inerentes a

este tipo de problema.
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Na mecanica dos solidos, a analise inversa € principalmente aplicada para
identificar os seguintes parametros de interesse: geometria, propriedades dos
materiais, condigbes de contorno, estado de degradagdo dos materiais, formagao e
parametros de fraturamento, etc.. Os procedimentos de identificacdo paramétrica
consistem, principalmente, na combinagdo de métodos numéricos juntamente com
técnicas de medigdes de campos de deslocamentos e deformacgdes. As medi¢des
destes campos s&o geralmente realizadas pela auscultagdo do movimento e
deformacédo das superficies externas do corpo, recorrendo-se, por exemplo, a
técnica de correlagao de imagens digitais (CID).

A relevancia dos problemas inversos para engenharia somada, a elaboragao
de uma investigacdo que alia simulagcdo numérica com ensaios no laboratorio e a
colaboragdo com Laboratério de Mecéanica e Tecnologia (LMT-Cachan-Franga)
motivaram o trabalho apresentado neste documento. O objetivo principal consiste
em combinar os campos de deslocamentos medidos pela CID e simulagdes com o
método dos elementos de contorno (MEC) para extrair os parametros de uma lei

coesiva para descrever o comportamento de fraturas em materiais quase frageis.

1.1 Breve Revisao

Nesta secdo serdo citados alguns trabalhos que apresentam contribuicbes
relevantes para o desenvolvimento da andlise inversa seja num ambito geral e em
particular na mecanica dos sélidos, com destaque para a aplicacdo do método dos
elementos de contorno. Neste item, apenas trabalhos sobre analise inversa serao
citados, mas ao longo dos capitulos deste texto, para cada topico abordado, seréo
apresentados os trabalhos que foram tomados como base para a composicdo de
conceitos relacionados ao tema correspondente.

Provavelmente um dos mais antigos registros da histéria sobre um problema
inverso foi proposto pelo rei Hieron para Arquimedes, matematico grego nascido em
287 AC. O rei encarregou Arquimedes verificar se sua coroa era feita inteiramente
de ouro. Arquimedes resolveu o problema, observando que um corpo parcial ou
totalmente submerso em um fluido é submetido a uma forca de empuxo de
magnitude igual ao peso do fluido deslocado pelo corpo Resnick et al. (1992).

Arquimedes foi, portanto, quem desenvolveu um procedimento experimental,
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chamado hoje em dia de ensaio ndo destrutivo, para cumprir o pedido do rei de
Siracusa (Silva Neto 2005). Outro problema inverso histérico foi proposto por
Sir. A. Shuster, em 1882, o objetivo era determinar a forma de um sino pelos sons
que ele é capaz de emitir. Este problema foi reformulado em 1966 por Marc Kac,
enunciando o que hoje é considerado o problema inverso mais famoso para a
comunidade matematica: “Vocé é capaz de determinar a forma de um tambor, pelo
som por ele emitido?”. Esse problema persistiu por muito tempo, e recentemente
Gordon et al. (1992) demonstraram que dois tambores diferentes podem emitir o
mesmo som (Silva Neto & Moura Neto 2005). Este fato € uma caracteristica
marcante dos problemas inversos, ou seja, eles muitas vezes apresentam mais de
uma solugdo, suscitando a necessidade do desenvolvimento de ferramentas
matematicas, que permitam a escolha da solucdo mais adequada para um problema
especifico (Carita Monteiro et al. 2004).

Nas ultimas décadas, a analise inversa vem sendo aplicada em problemas
cada vez mais complexos nos mais diversos campos, tais como: geofisica
(Oldenburg 1990, Habashy & Abubakar 2004, Abubakar et al 2009), sismologia
(Keys & Foster 1998, Symes 2009), processamento de imagem (Tikhonov 1987,
Louis 2008, Kohr & Louis 2011), problemas térmicos (Beck et al 1985, Hensel 1991,
Hohage 2007), engenharia biomédica (Pilkington 1982, Rudy e Oster 1992). No
campo da mecanica dos soélidos varios problemas inversos de interesse para a
engenharia estrutural podem ser formulados, entre eles destacam-se:

- Problema inverso de condi¢cbes de contorno: o objetivo neste tipo de
problema é a reconstru¢cao dos valores de contorno ou iniciais desconhecidos. Nesta
classe de problemas podem ser destacados alguns trabalhos: Schnur & Zabaras
(1990) que analisam o problema inverso do calculo das forgas de superficie a partir
das medidas dos deslocamentos internos com pequenos erros randémicos aplicando
o método dos elementos finitos. Bezerra & Saigal (1994) que apresentaram uma
formulacdo para reconstrugcao de forcas de superficie no contorno de dominios
bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno. Marin & Lesnic
(2003), Marin (2004) e Ferreira & Venturini (2010) que aplicam o método dos
elementos de contorno (MEC) combinado com a técnica de minimos quadrados com
restricbes e outras técnicas de regularizacdo, apresentadas por Tikhonov &
Arsenin (1977), na identificagcdo de valores de contorno e dos parametros elasticos

do material em problemas planos.
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- Estimativa de parametros do material: o objetivo nesta classe de problema
€ determinar as propriedades dos materiais que compdéem o meio. Neste contexto
estdo as obras: Bolzon et al. (2004) onde os autores estimaram os parametros dos
materiais contidos em modelos elastico-plasticos usando o MEF combinado a um
método deterministico de primeira ordem; Abe et al. (2004) empregaram algoritmos
genéticos combinados com redes neurais para identificar os coeficientes de
amortecimento e o moédulo de elasticidade transversal de certos componentes
estruturais de um trilho de trem; Venturini & Almeida (2004) trabalharam na
identificacdo de parametros dos materiais e na localizacédo das regides com perda
significativa de rigidez por danos usando MEC combinado a uma técnica iterativa
dos minimos quadrados; Sousa & Gettu (2006) utilizaram uma formulagao analitica
para obter os parametros do modelo coesivo, otimizando estes parametros, para que
a curva forca versos abertura da fissura obtida com esta formulacdo apresentasse a
melhor correlagdo com a curva obtidas experimentalmente em ensaios de vigas com
entalhe; e Ferreira et al. (2011) utilizaram uma formulagcdo MEC acoplado a técnicas
de minimizagdo e regularizagdo para obtengdo de parametros do modelo coesivo
utilizando dados de campos de deslocamento experimentais de vigas em flexao em
trés pontos com entalhe via técnicas de correlagdo de imagens.

- Problema inverso de identificacdo de defeitos: neste tipo de problema
busca-se identificar regides de fratura, cavidades e inclusbes em pegas estruturais.
Nesta linha de trabalho Bezerra & Saigal (1991) apresentaram uma formulagéo para
determinacao de falhas em problema elastostaticos; Kassab et al. (1993 e 1994),
Mellings & Aliabadi (1994) e Kobayashi (1994) utilizaram procedimentos de
minimizagao de primeira e segunda ordem na determinagao de regides de fratura em
problemas elastodindmicos; Bonnet (1995) emprega os métodos classicos de
minimizacao baseados em gradientes combinado com o MEC para a busca de
cavidade e obstaculos em um meio elastico. Antes & Stavroulakis (1997) identificam
a posicao geométrica, e a forma de uma fissura unilateral considerando o problema
de contato na fissura para o caso 2D, empregando redes neurais artificiais para a
resolucao do problema. Koguchi & Watabe (1997) estimam defeitos existentes em
placas utilizando algoritmos genéticos em conjunto com o MEC. Tanaka (1999) e
Antes & Stavroulakis (2000) identificam a posicdo geométrica, e a forma de uma
fissura unilateral empregando filtros de Kalman juntamente com o método dos

elementos de contorno. Rus & Gallego (2002) comparam as diferentes técnicas de
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minimizacao irrestritas baseadas em algoritmos de otimizacdo para a identificagao
de regides com defeitos no dominio. Shifrin & Shushpannikov (2010) apresentaram
uma formulacéo para identificacdo de uma inclusdo ou cavidade esferoidal em um
sélido elastico.

- Estimativa de tensdes residuais: consiste na determinacdo das tensdes
residuais surgidas nos processos de fabricagdo e utilizagcdo das pecas estruturais.
Para este tipo de problema Xiuqing et al. (2004) apresentam um estudo onde o
campo de tensdes residuais € aproximado por uma série de funcbes bases de
suavizagao e as integrais de dominio sdo transformadas em integrais de contorno.
Eles utilizaram dados experimentais de tensdes residuais e, via minimos quadrados,
obtiveram das equacdes de tensdes de contorno os valores dos coeficientes que

determinam as deformacdes residuais.

1.2 Objetivos

Este texto descreve o emprego do método dos elementos de contorno via
solugdo fundamental de Kelvin para analise inversa em problemas elasticos
bidimensionais. Combinam-se técnicas de busca, otimizagdo, minimizagcdo e
regularizacao aliadas a campos de deslocamentos obtidos experimentalmente por
correlagdo de imagens digitais. Assim sendo, os principais objetivos a serem
alcangados com o presente trabalho s&o:

A) Apresentar a base tedrica e uma formulagéo para o tratamento de problemas
inversos encontrados na elasticidade plana, utilizando o método dos
elementos de contorno combinado a técnicas de busca, otimizacao,
minimizagdo e regularizagdo, além de dados de campos de deslocamentos
obtidos experimentalmente por correlacéo de imagens digitais.

B) Desenvolver uma ferramenta computacional com a formulagao proposta em
(A) capaz de resolver alguns problemas inversos de interesse para a
engenharia de estruturas (estimativa de propriedades dos materiais, problema
inverso de valor de contorno e de estimativa dos paradmetros do modelo
coesivo de fraturamento).

C) Realizar ensaios para obtengao dos campos de deslocamentos via correlagao
de imagens digitais, utilizados como dados de entrada para resolugdo dos

problemas inversos implementados na ferramenta computacional, apontando
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as potencialidades e eventuais limitacbes que esta técnica de ensaio possa
apresentar.

D) Apresentar exemplos de aplicagdo da ferramenta computacional desenvolvida
com a utilizacdo dos dados experimentais obtidos, mostrando suas
funcionalidades, potencialidades e eventuais limitacbes no tratamento dos
problemas inversos propostos.

E) Analisar os resultados obtidos e com o conhecimento acumulado sobre o
tema no decorrer deste trabalho, apresentar propostas para trabalhos futuros

visando o desenvolvimento desta area de estudo nesta instituicao.

1.3 Justificativa

Ferramentas computacionais baseadas em métodos numéricos como:
diferencas finitas, elementos finitos e elementos de contorno, vém sendo
desenvolvidas ao logo dos anos e hoje se apresentam com maturidade suficiente
para resolver uma série de problemas da engenharia, chamados diretos, com um
grau de confiabilidade muito grande nos resultados obtidos. Contudo, para que os
resultados obtidos por estas ferramentas descrevam de maneira satisfatoria a
estrutura em analise é necessario conhecer os parametros geométricos e fisicos que
descrevem o comportamento do sistema em analise (estrutura). Justamente em
relacdo aos parametros em muitos casos realizam-se analises para a sua
identificacao.

Assim, tem crescido o interesse dos pesquisadores e engenheiros no estudo e
utilizacdo de métodos numéricos para identificacdo paramétrica mediante analise
inversa. Os problemas inversos, portanto, motivam a elaboragao deste trabalho. A
avaliacdo do comportamento do método dos elementos de contorno no tratamento
de tais problemas e o incremento dos estudos desta area no departamento de
estrutura da EESC-USP justificam a proposta do trabalho. Além disto, o intercambio
de conhecimento com o Laboratério de Mecanica e Tecnologia (LMT-Cachan-
Franca) centro de exceléncia no desenvolvimento das técnicas de correlagéo de

imagens digitais, € um ponto a ser destacado nesta justificativa.
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1.4 Organizacao do trabalho

Neste item, mostra-se a forma em que estdo distribuidos, ao longo dos
capitulos deste texto, os temas relacionados a base tedrica do desenvolvimento e
implementagao da formulacéo proposta e a analise dos resultados obtidos.

Este texto esta dividido em oito capitulos sendo que desse total, quatro
abordam conceitos necessarios ao desenvolvimento do trabalho, um relata as
caracteristicas da ferramenta computacional desenvolvida, outro demonstra alguns
exemplos de aplicagdo e os outros dois apresentam as consideragdes iniciais e
finais a cerca deste trabalho.

- Capitulo 1- Introducao: Neste capitulo sdo apresentadas as consideragdes
iniciais a respeitos dos problemas inversos, uma revisao bibliografica dos trabalhos
relevantes sobre a analise inversa, os objetivos que devem ser alcangados com este
trabalho, a justificativa com a motivacao para a abordagem do tema, a metodologia
empregada e a organizagao deste texto.

- Capitulo 2- Modelo coesivo: Um resumo da evolugéo histérica do modelo
coesivo de fraturamento e os conceitos, que se mostrem importantes para o
entendimento do comportamento de problemas desta natureza, sdo apresentados
neste capitulo.

- Capitulo 3- Formulacdo MEC para analise direta: O equacionamento da
formulacdo do método dos elementos de contorno para o problema elastico
bidimensional direto através da solucdo fundamental de Kelvin esta descrito neste
capitulo. Destaca-se a abordagem do problema de fratura coesiva mediante uma
abordagem singular, utilizando a interface entre sub-regides como regido de
propagacao da fissura.

- Capitulo 4- Tépicos da correlacao de imagens digitais: Neste capitulo séo
apresentados os conceitos utilizados na correlagdo de imagens digitais para
obtencdo dos campos cinematicos de deslocamento e deformacdo. Além disto,
descreve-se o programa CORRELLI Q4 utilizado neste trabalho para a obtengédo dos
campos de deslocamentos usados como dados de entradas para os problemas
inversos aqui tratados.

- Capitulo 5- Analise inversa: Todos os conceitos relevantes para o

tratamento e entendimento do que venha a ser um problema inverso estao
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presentes neste capitulo. As formulagcées e metodologias propostas para a resolugao
dos problemas inversos de interesse para esta tese estdo aqui descritas.

- Capitulo 6- Ferramenta computacional desenvolvida: As caracteristicas da
ferramenta computacional desenvolvida, com a descricdo das classes e suas
funcionalidades, sdo aqui apresentadas. Também se encontra neste capitulo a
descricao das ferramentas utilizadas na implementacao e na analise dos resultados.

- Capitulo 7- Programa experimental: Descreve-se aqui o programa
experimental realizado com vigas de concreto em flexdo por trés pontos com
entalhe. Destaca-se a captagcéo de imagens digitais para a obtengdo de campos de
deslocamento via correlagdo de imagens e posterior obtencdo, via analise inversa,
dos parametros do modelo coesivo de fraturamento.

- Capitulo 8- Andlise inversa com dados experimentais: Neste capitulo
apresentam-se os resultados obtidos com as formulacdes e ensaios realizados, bem
com uma analise critica destes resultados.

- Capitulo 9- Concluséo: Este capitulo traz as conclusbes obtidas e sugestbes
de possiveis desenvolvimentos para trabalhos futuros.

Nos anexos desta tese sdo apresentados alguns temas que foram tratados
nesta pesquisa, mas que nao constituem o foco principal do trabalho ou que fazem

parte de uma bibliografia ja bem estabelecida.
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e

CAPITULO

Modelo coesivo

A mecanica da fratura € um dos ramos da mecanica que nasceu em fungao
das limitagdes na aplicagcdo dos conceitos da mecanica dos solidos na previsdo do
comportamento mecanico dos materiais em presenca de descontinuidades internas
e superficiais. Este € o campo responsavel pelo estudo dos processos mecanicos
que induzem a propagacéao de fendas, fissuras e outras falhas, os quais diminuem a
resisténcia do material, provocando o surgimento de fraturas. A mecéanica da fratura
elastico-linear, introduzida no século XX, se desenvolveu para solucionar uma série
de problemas que vinham sendo observados desde o advento da revolugao
industrial, principalmente a partir do aumento da utilizagdo de materiais metalicos em
aplicagbes com fungao estrutural e, posteriormente, nas grandes guerras mundiais
do século XX. Neste periodo uma série de estruturas projetadas apresentaram
falhas mesmo quando submetidas a niveis de solicitagdo muito inferior ao previsto.

Por um lado, a mecénica da fratura linear elastica (MFLE) tornou-se uma
importante ferramenta para a previsdo das condigbes de propagacao instavel de
fissuras. Essas condicbes prevalecem em materiais cuja zona de comportamento
nao-linear a frente da ponta da fissura é desprezivel. Por outro lado, nos casos onde
a zona de processos inelasticos a frente da extremidade da fissura nédo pode ser
desprezada, que é o caso de materiais ducteis e quase-frageis, ha a necessidade de
realizar modificacbes na teoria original, dando origem a mecanica da fratura nao-
linear. Um exemplo de modelagem que se insere no ambito da fratura n&o-linear é o
da fissura coesiva, muito utilizada para analise de problemas em materiais quase-
frageis como o concreto.

Neste capitulo sera apresentado um pequeno resumo com os tépicos principais
desta teoria dando énfase ao modelo coesivo, que sera utilizado na formulagao de
alguns problemas inversos de interesse para este trabalho. Para a elaboragdo do
presente capitulo foram utilizadas as referéncias a seguir, as quais deverdo ser
consultadas para maiores detalhes dos temas aqui abordados: Ewalds & Wanhill
(1984), Broek (1982), Gdoutos (1990, 1993), Venturini (1994), Bittencourt (1999),
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Shah et al. (1995), Saleh & Aliabadi (1995), Mi (1996), Maciel (2003), Vicentini
(2006), Leonel (2006 e 2009), Kzam (2009), e outras convenientemente

mencionadas no transcorrer do texto.

2.1 Modos de fraturamento e o fator de intensidade de tensao

Na mecanica da fratura existem trés modos basicos relacionados a forma de
ruptura e permite estudar os fatores de intensidade de tensdes na ponta da fissura e
seus mecanismos de propagacao. Esses modos sao definidos com respeito a
separagao geométrica das superficies da fissura e sao conhecidos como: Modo | ou
modo de abertura, caracterizado pela fissura que se propaga no plano que a
contém, por abertura normal a face da fissura, sem qualquer variagdo angular;
Modo Il ou modo cisalhante, ou seja, a fissura se propaga no plano, ocasionada pelo
escorregamento entre as faces na diregdo do comprimento da fissura; e, Modo Il ou
modo de rasgamento, em que a fissura pode se propagar no espago por

cisalhamento fora do plano na diregdo normal ao comprimento da fissura (Figura 2-

1),

> <o ~
| 1 N

MODO | MODO Il MODO Il

Figura 2-1 - Modos de fraturamento

Um dos principios basicos da Mecanica da Fratura Elastica Linear (MFEL) é
que o campo de tensdes a frente da ponta da fissura em um elemento estrutural
pode ser caracterizado em termos do fator de intensidade de tensdo (K), o que da

origem a uma area denominada de regido de dominio de K. O fator de intensidade
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de tenséao é fungao do carregamento externo, das dimensdes do corpo fissurado, da
extensédo da fissura e da vinculagao.

No interior da regido de dominio de K, encontra-se a zona de processos
inelasticos (ZPI1). Um dos fatores que sinaliza o tipo de modelagem que deve ser
empregada em um problema de faturamento é a extensao da ZPI comparativamente
as dimensodes significativas do sélido fissurado em analise, bem como a extensao da
propria fissura. Assim, quando a area plastificada em frente a ponta da fissura (zona
de processos inelasticos) € muito pequena, quando comparada com as outras
dimensdes do sdlido, pode-se despreza-la. Neste caso o emprego da MFEL resulta
em satisfatoria previsdo do campo de tensao da estrutura em analise. Porém, esta
teoria ndo apresenta bom comportamento quando da sua aplicagdo em problemas
com materiais que apresentam uma zona de processos inelasticos de grandes
dimensdes a frente da fissura, o que torna essa area representativa no calculo das
tensdes. Isso €, provavelmente, uma das razdes para nao ser recomendavel o MFEL
no tratamento de problemas de faturamento do concreto, pois o concreto apresenta

um comportamento quase-fragil ndo linear.

2.2 Processo de fraturamento em materiais quase-frageis

Quando uma estrutura de concreto, por exemplo, uma viga (com ou sem
fissura inicial), € submetida a um carregamento externo, pode-se considerar que, até
certo nivel do carregamento, o material apresenta um comportamento linear. A
medida que este carregamento aumenta, a tensdo maxima é alcangada em pontos
das secbes transversais mais solicitadas. No entanto, devido a microestrutura
heterogénea do concreto, desenvolvem-se zonas de plastificagao e fraturamento, em
funcao do aparecimento de microfissuras, que se concentram em pequenos volumes
adjacentes aos pontos mais solicitados, e que se caracterizam por alguma
capacidade de transmissdo de esforgcos. Na zona de fraturamento ocorre a
coalescéncia das microfissuras numa macrofissura e a capacidade de transmissao
tende a desaparecer com a gradual abertura da fissura, caracterizando um processo
de amolecimento. Esta zona de faturamento tende a ter um tamanho maximo
caracteristico para cada material (BITTENCOURT, 1999). Em resumo, de acordo

com o estado de tensdo e deformacédo, é possivel definir trés diferentes zonas no

Andlise inversa utilizando o método dos elementos de contorno e correlacdo de imagens digitais - Manoel Dénis Costa Ferreira



34 CAPITULO 2 - Modelo coesivo

concreto solicitado, chamadas de zona elastica linear, zona plastica e zona de

fratura (Figura 2-2).

METAIS CONCRETO
A
B

C

A - Zona elastico linear
B - Zona de plastificagéo
C - Zona de fraturamento
Figura 2-2 - Zonas do processo de fraturamento

2.3 Modelo coesivo

Apesar de eficaz no tratamento de fraturas em materiais frageis, a MFLE
necessita de modificagcdes quando se deseja simular o processo de fraturamento em
materiais cuja dimensdo da zona de processos inelasticos a frente da fissura
apresenta dimensdes significativas e a resisténcia coesiva das particulas nessa zona
€ bem maior se comparada a dos materiais frageis, como € o caso dos materiais
quase-frageis. As primeiras referéncias para a modelagem de tais problemas,
denominado modelo coesivo, foram feitas por Dugdale (1960) para materiais de
comportamento elastoplastico e Barenblatt (1962). O modelo coesivo sera o utilizado
neste trabalho para a simulagdo de alguns problemas inversos nesta area da

mecanica da fratura.

2.3.1 Hipoteses classicas do modelo

O modelo da fissura ficticia ou modelo coesivo esta pautado nas seguintes

hipoteses gerais:
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- A zona de fratura comeca a se desenvolver em um ponto quando a maxima
tensao principal alcanga a resisténcia caracteristica a tracao do material (f);

- A zona de fratura se desenvolve perpendicularmente a maxima tensao
principal;

- Na zona de fratura, o material é parcialmente danificado, mas ainda é capaz
de transmitir tens&o. A intensidade de tensao transmitida depende da abertura;

- Considera-se que o material externo a zona da fratura apresenta

comportamento elastico-linear.

2.3.2 Evolucao dos modelos coesivos

O primeiro a propor um modelo pautado em hipéteses proximas as citadas
anteriormente foi Dugdale (1960). Neste modelo a fissura real € substituida por uma
fissura chamada de ativa ou efetiva com comprimento maior que o da fissura real,
este aumento se deve a consideracdo de uma zona de processo inelastico. Esta
zona esta sujeita as tensbes coesivas constantes que tendem fechar as
extremidades da fissura (Figura 2-3). O aumento do comprimento da fissura real
para a efetiva é tal que o fator de intensidade de tensao resulte nulo na extremidade

da fissura ativa.

Fissura"

Figura 2-3 - Modelo coesivo de Dugdale (1960)

Outra proposta foi feita por Barenblatt (1962). Nesse modelo também as
tensbes coesivas atuam em uma pequena regido de dimensao, c, no sentido a
tender fechar suavemente as faces da fissura (Figura 2-4). Quando a abertura da
fissura atinge um valor considerado critico 6c as tensbes coesivas cessam e ha a

propagacao da fissura.

Andlise inversa utilizando o método dos elementos de contorno e correlacdo de imagens digitais - Manoel Dénis Costa Ferreira



36 CAPITULO 2 - Modelo coesivo

o oo

a a

>t P

Figura 2-4 - Modelo de Barenblatt (1962)

Do modelo de Barenblatt surgiram varios outros como, por exemplo, Modeer
(1979), Petersson (1981) e Gustafsson (1985). Estes modelos tinham como
diferenca basica a determinacdo da dimensdao da zona coesiva e a forma da
distribuicdo das tensdes coesivas.

No modelo proposto por Hillerborg et al. (1976) na zona de processos
inelasticos inclui-se uma fissura ficticia onde atuam tensées de fechamento que
impedem a separacao total das faces. A zona de fissura ficticia tem inicio no ponto
em que a fissura atinge uma abertura critica Auc, onde a tenséo coesiva é zero. Esta
tensdo aumenta ao longo da fissura ficticia até o seu valor maximo igual a
resisténcia a tracdo do material, a partir do qual passa a valer uma lei de

amolecimento (Figura 2-5).

: Auc =0
: Forgas
: coesao
(A N\
— 7
" ‘l' / AU < AUc

| Au > Auc

Figura 2-5 - Modelo coesivo de Hillerborg et al. (1976)
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A representacao do processo de amolecimento a tracdo depende do material
que se pretende simular e é implementada nos modelos numéricos por meio de leis
constitutivas que relacionam a intensidade das forgas coesivas ao valor da abertura
das faces da fissura. Existem diversas leis para esta finalidade, sendo que as
principais curvas de amolecimento simplificadas utilizadas na modelagem numérica
de fraturas em materiais quase frageis sao:

- Curva linear: E uma das curvas mais utilizadas na simulagcdo de materiais
quase frageis. Relacéo linear entre a forga coesiva e a abertura da fissura (Equacéao

2-1), como ilustrado na (Figura 2-6).

Au
fr(Aw) = fie (1 — —),para 0 < Au < Au,
Au, Equacgéo 2-1

f:(Au) = 0,para Au > Au,

ft

> AU

Figura 2-6 - Curva linear de amolecimento a tracao

- Curva bi-linear: A relacdo entre a forga coesiva e a abertura da fissura

(Equacéo 2-2) se da por meio de duas retas com inclinagdes diferentes (Figura 2-7).

fi(Auw) = for — (ftCA—;,ft> Au,para 0 < Au < A’
fiAu , Au' , Equacso 2-2
fi(Au) :m+ft T Aw = ,para Au’ < Au < Au,

f;(Aw) = 0, para Au > Au,
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ft

> AU

Figura 2-7 - Curva bi linear de amolecimento a tracao

- Curva exponencial: Relagao exponencial (Equagao 2-3), como ilustrado na
(Figura 2-8).

_Jtc

fi(dw) = foce O para Au > 0 Equagdo 2-3

ft

» AU

Figura 2-8 - Curva exponencial de amolecimento a tracao

A area sob estas curvas de amolecimento a tracdo exprimem o valor da

energia liberada durante o processo de fissuragéo (G).
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e

CAPITULO

Formulacdao MEC para analise direta

Os problemas encontrados na engenharia sdo formulados, em sua grande
maioria, por equacdes diferenciais parciais. Nas ultimas décadas, impulsionado pelo
desenvolvimento computacional, diversas técnicas numéricas de resolugido de
equagdes ou sistemas de equagbes diferenciais deram origem a eficientes
ferramentas de calculo, que permitem a analise dos mais variados problemas da
engenharia. Neste contexto destaca-se o método dos elementos de contorno (MEC),
que tem demonstrado ser uma poderosa alternativa para resolugdo dos mais
diversos problemas fisicos usuais das engenharias. Além disso, o método vem
ganhando espaco e credibilidade entre os pesquisadores dos mais conceituados
centros de pesquisas, principalmente em areas como: mecanica dos solos,
mecanica da fratura e mecanica das estruturas. Deve-se esse incremento a precisao
e confiabilidade oferecidas pelo método na modelagem de problemas de dominio
infinito, bem como de problemas onde surgem grandes concentragdes de tensao,
em decorréncia da reducdo na dimensao das malhas e no fato de tratar de forma
mais natural problemas onde as variaveis de interesse estdo no contorno. Outra
grande vantagem do método esta na capacidade de associagdo com outros métodos
numeéricos, em especial o método dos elementos finitos, ampliando assim as
possibilidades de simulagdo de problemas.

Assim sendo, no presente trabalho foram levadas em consideracédo tais
vantagens para escolha do MEC como ferramenta numérica para resolugcdo de
problemas inversos da elasticidade bidimensional. Neste capitulo apresentam-se os
conceitos basicos e a formulagdo do método, dando-se énfase aos pontos chaves
no desenvolvimento do presente trabalho. Para o desenvolvimento deste capitulo foi
consultada a seguinte bibliografia: Brebbia et al (1984), Venturini (1988), Brebbia &
Dominguez (1992), Aliabadi & Brebbia (1993), Kane (1994), Hall (1994), Wutzow
(2003), Leonel (2006) entre outros.
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3.1 Consideracg0des iniciais

Neste item, apresenta-se o0 MEC mostrando um pouco do historico da teoria na
qual o método esta baseado e tentando mostrar onde ele se enquadra no ambito
dos métodos numéricos.

Em termos gerais, pode-se dizer que o MEC é um método numérico para a
resolucdo de problemas da engenharia e da fisica que consiste na devida
transformagcdo da equagao diferencial que rege o comportamento do problema em
questdo em uma equacgao integral escrita sobre o contorno do dominio da solugéo.
Esta transformacao sé é possivel com o conhecimento da solugdo fundamental
(solugdo do problema no estado fundamental, definido no item 3.2 para problemas
elasticos) do problema em analise. A resolugdo numérica das integrais de contorno é
obtida por uma aproximagao construida por uma interpolagdo de um conjunto de
valores em pontos discretos localizados sobre o contorno da geometria do modelo
analisado. O método dos elementos de contorno caracteriza-se prioritariamente
como um método numérico cujas bases matematicas sdo estudadas pelo ramo da
matematica conhecido como teoria da aproximacgao. Além disto, por sua formulacao
envolver equagdes integrais de contorno, € possivel enquadra-lo em dois outros
grupos: o primeiro, decorrente da base analitica utilizada, € a dos métodos integrais
e 0 segundo é o grupo das técnicas de contorno ou fronteira, uma vez que o método

envolver, em seu sistema resolvente, somente variaveis do contorno do problema.

3.1.1 Resumo historico

Ao longo das ultimas trés décadas, o MEC vem adquirindo uma expressao
crescente tanto no meio académico quanto entre os engenheiros.

Neste sentido, o MEC pode ser considerado um método recente quando
comparado a outras técnicas numéricas como o método dos elementos finitos (MEF)
e 0 método das diferencas finitas (MDF). A partir de uma perspectiva historica, vé-se
na (Tabela 3-1) que o desenvolvimento do MEC é resultado do trabalho de varios
pesquisadores e matematicos. Os fundamentos matematicos foram estabelecidos

por matematicos renomados desde o século XVIII até o inicio do século XX. Porém,
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0 maior impulso no desenvolvimento e aplicacao do método se deu a partir de 1960,

acompanhando o rapido avango da tecnologia de computadores digitais.

Tabela 3-1 - Resumo histérico com os principais pesquisadores e matematicos.

Desenvolvimento Pesquisadores

Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813), Laplace (1749-
Teoria do Potencial 1827),
Fourier (1768-1830), Poisson (1781), Hamilton (1805-1865)

Existéncia e Dirichlet (1805-1859), Neumann (1832-1925), Kellogg (1878-
Unicidade 1932)
. Gauss (1777-1855), Green (1793-1841), Ostrogradski (1801-

Integrais de

1862),
Superficie

Stokes (1819-1903)
Representagoes Cauchy (1789-1857), Hardamard (1865-1963), Fredholm
Integrais (1866-1927)

Helmholtz (1821-1894), Betti (1823-1892), Kelvin (1824-
1907), Rayleigh (1842-1919), Volterra (1860-1940),
Somigliana (1860-1955), Kolosov (1867-1936)

Extensdes e

Generalizagbes

Ritz (1878-1909), Karman (1881-1963), Trefftz (1888-1937),

Solugao Numeérica
Muskhelishvili (1891-1976)

Utilizacado do
Kupradze (1903-1985), Jaswon (1922-)
e computador
| MEIC Rizzo (1938-), Cruse (1941-)
MEC Brebbia (1948-)

* A.C.=Antes dos computadores. **D.C.=Depois dos computadores

3.2 Solucao Fundamental

Para se descrever a formulagdo das equagdes integrais de contorno é
necessario o prévio conhecimento da solu¢cao fundamental para problemas elasticos.
Neste item sera apresentada a solucédo do problema elastico no estado fundamental,

que resulta da formulagao desenvolvida por Lord Kelvin (1944).
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3.2.1 Definicéao
Fisicamente, a solugcao fundamental de Kelvin representa o efeito de uma carga

unitaria e concentrada atuando em um ponto s (ponto fonte) de um dominio infinito

Q) , ao longo da direg&o k, sobre um ponto q (ponto campo) (Figura 3-1).

Figura 3-1 - Problema fundamental.

3.2.2 Caso Bidimensional

Com o intuito de representar o carregamento unitario, reescreve-se a parcela b;
da equacgéao de equilibrio do problema elastico (Equagado A-4 - Anexo A), como uma
distribuicdo de Dirac (Equagdo B-1 - Anexo B), ponderada por um delta de
Kronnecker (Equacado C-1 - Anexo C), que relaciona as dire¢des k, de atuacao da
forga, com a direcao i, de efeito. Assim, a equacao de equilibrio passa a ser escrita

como se segue:
O-I:ij,j +8(s,q)6k; =0 Equacdo 3-1
Substituindo-se na lei de Hooke (na configuragcdo fundamental) a relagéo

deformacao deslocamento (Equagao A-5 - Anexo A), em seguida derivando-se em

relagéo a x; e aplicando-se o resultado na (Equagéo 3-1), tem-se:
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1 1 i
mukj'ij + uki,jj + 55(5, q)5ki =0 Equa(;ao 3-2
A solugdo da (Equacdo 3-2) para os problemas tridimensionais fornece a

seguinte expressao fundamental para os deslocamentos:

_ 1 [
Ui = gn(1 = )G

*

—(3 = 4v)y;ln(r) + r,kr,i] Equacéo 3-3

Além da solugdao fundamental em deslocamento, as componentes de
deformacdo, tensdo e forca de superficie no estado fundamental sdo também
necessarias no equacionamento de problemas elasticos pelo método dos elementos
de contorno. Substituindo-se (Equacgao 3-3) na (Equacédo A-5 - Anexo A) obtém-se
as componentes de deformagéo no ponto q devido a uma carga unitaria, na diregéo

k, aplicada no ponto s,

-1
gkji = —87'[(1 — V)GT [(1 — ZV)(T'J(S‘RJ + 7",151(1) - r:k6ji + ZT:kT'JT',l] Equagéo 34

Aplicando-se a (Equacdo 3-4) na lei de Hooke pode-se obter, para o caso

tridimensional:

-1
Ukji = —47_[(1 — V)T [(1 — 21/)(7”’16;(] + 7”’]6](1) - 7”,k5ji + 27"‘;{7"]7“1] Equa(;éo 3-5

Da (Equacao 3-5) e da relacdo tensao/forgca de superficie (Equagcdo A-2 -

Anexo A), obtém-se a expressdao da forca de superficie para o problema

fundamental, dada por:

Pri = 4n(1 {[(1 2V) 81 + 21y + (L= 2v)(rimp — 1iemi) } Equagéo 3-6

A solucao fundamental para os estados planos em deslocamento, deformacao,

tensdo e forgca de superficie (Equagdo 3-3 a Equacdo 3-6) apresenta
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convenientemente uma representagao igual para ambos os estados (EPT e EPD),
bastando apenas a substituicdo no caso do estado plano de tensao do valor de v por

v’ (Equacgao 3-7).

v
S (1+v)

4

v

Equacéao 3-7

3.3 Equacdes Integrais

Nesta secdo serdo apresentadas as equagbes integrais que regem o
comportamento de um corpo no regime elastico, que sdo de fundamental

importancia para resolucao de problemas pelo MEC.

3.3.1 Equacionamento

A representacdo integral das equacgdes diferenciais que regem o problema
elastico, importante para a formulacdo do MEC, pode ser obtida pelo principio da
reciprocidade de Betti ou através do método dos residuos ponderados. Neste
trabalho sera utilizado o principio da reciprocidade de Betti (Equagao 3-8), que
estabelece que o trabalho realizado pelas tensdes de um estado A sobre as
deformagdes de um estado B ¢é igual ao trabalho das tensdes do estado B sobre as

deformacdes do estado A admitindo-se o mesmo material em ambos os estados.
| otegan= [ ofegan Equacdo 3.8
Q Q

Assim, considera-se o dominio de um solido elastico isétropo bidimensional, Q,
de um meio infinito, Q', definido por um contorno T, (Figura 3-2), onde a ac¢des

aplicadas correspondem estados de deslocamentos, deformagdes e tensoes.
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X

Figura 3-2 - Dominio elastico bidimensional.

No principio da reciprocidade e considerando-se um dos estados envolvido o
estado fundamental representado pela solugdo fundamental de Kelvin (1944) e o

outro pelo problema real, a (Equagao 3-8) pode ser reescrita como se segue:
f Oycji &AL = j 0ji € ji A< Equacéo 3-9
Q Q

Aplicando-se a relagao deformacao-deslocamento (Equacédo A-5 - Anexo A), é

possivel expressar a (Equacao 3-9) em termos dos deslocamentos (Equacgao 3-10):
J- Ok ji;, A = f 0jiUyj, A8 Equacdo 3-10
Q Q

Integrando-se por parte os termos da (Equacéo 3-10) e aplicando a equagao de
Cauchy (Equagdo A-2 - Anexo A), pode-se obter uma expressdo envolvendo

tensodes, deslocamentos e forcas de superficie, dada por:

Q r Q r
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Substituindo-se, agora, nas integrais de dominio de ambos os membros da
(Equacao 3-11), os valores das derivadas das tensdes pelos seus valores dados

pela (Equagao A-4 - Anexo A) e (Equacéo 3-1), respectivamente, obtém-se:

Uy, P;dl’ +f Uy b;dQ) Equagé&o 3-12

f 6(s,q)0kurdQ = —f P,:L-uidl“+f
Q r Q

r

Integrando o termo que contém a distribuicdo delta de Dirac, obtém-se a

seguinte expressao:

Uy = —f P,:l-uidl" +f u,*aPldF + f u;;l'bid.Q Equa(;éo 3-13
r r Q

A (Equacao 3-13) é a representacgao integral para os deslocamentos de um
ponto do solido, permitindo-se assim, a determinagao dos valores de deslocamentos
em pontos a partir dos valores de deslocamentos e for¢cas de superficie dos pontos
do contorno em um problema elastico, a qual é conhecida por I|dentidade

Somigliana. O ponto de colocagdo pode estar em qualquer posigcdo do dominio
infinito Q. que contem o dominio em analise. Deve-se escrever esta identidade para

0s possiveis casos de posicionamento do ponto de colocacéo, esteja ele no interior
do dominio em analise, onde vale a (Equagao 3-13), posicionado no contorno ou até
mesmo em uma posicao fora deste dominio. Para isto, faz-se:

- Pontos sobre o contorno - Para avaliacdo em pontos sobre o contorno, a
(Equacédo 3-13) somente sera aplicavel se for adicionado ao dominio original, Q,
uma parte infinitesimal complementar, QQ,, de raio ¢, de maneira que se possa
caracterizar o ponto do contorno em avaliagéo, P, como um ponto interno (Figura 3-
3). Com este acréscimo no dominio, a representagao integral dos deslocamentos

(Equacéao 3-13) passa a se configurar da forma a seguir:

u; = —J- _P,:l-uidf' + J- _u,*ciPidF + J- u,*a-bidQ
r-r r-r Q
Equacéo 3-14

F Fg ‘Q&‘

&€
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Figura 3-3 - Acréscimo infinitesimal do dominio.

Para se obter a representacao integral dos deslocamentos para pontos sobre o
contorno faz—se necessario aplicar o limite quando ¢ tende a zero, fazendo-se com

que a equagéo passe a ser representada por:
Ckiul- = —J P,’;luldF +j u;;lPldF +f u,*abldﬂ Equagéo 3-15
r r Q

onde o termo Cy esta relacionado com a angulosidade do ponto sobre o contorno.
Assim, para pontos sobre o contorno que contem apenas uma tangente este termo

vale:
Oki Equacéo 3-16

E para ponto sobre o contorno com mais de uma tangente o termo Cy €

definido pela matriz a seguir:

[a cos(2y)sen(a) sen(2y)sen(a) ]

C= 27 4(1 —v) 4m(1 —v) _ a1
= { sen(2y)sen(a) a COS(Z)/)sen(a)] quacdo 3-
4m(1—v) 21 + 4t(1 —v)
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Onde a representa o angulo interno definido pelas tangentes ao contorno e y

representa a bissetriz de a como ilustrado na (Figura 3-4).

Figura 3-4 - Defini¢do dos angulos a e y para pontos do contorno.

- Pontos fora do dominio - Para os pontos externos ao dominio a
representacao integral para os deslocamentos € obtida diretamente da (Equagéo 3-

12), ja que a distribuicao (s,q) sobre o dominio é nula, resultando em:

—f P,:iul-dF+f u,’;iPidF+f Up;b;dQ =0 Equacso 3-18
r r Q

3.4 Formulacao dos elementos de contorno

Depois da transformagao da equagao diferencial que rege o problema elastico
em uma representacao integral equivalente, mostrar-se-a agora, a descricdo do
método numérico responsavel pela resolucdo e aproximacado de tais equacdes: o

método dos elementos de contorno.
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3.4.1 Discretizagéao

Para se resolver numericamente a equacgao integral para o problema elastico
através do MEC, o contorno deve ser dividido em uma série de trechos (elementos)
com deslocamentos e forgcas de superficie escritas em funcdo de seus valores em

uma série de pontos discretos (n6s) sobre o contorno (Figura 3-5).

* Elementos

Figura 3-5 - Discretizagdo do contorno do dominio em elementos.

Os elementos de contorno, como sdo chamados neste método numérico, sao
entidades que efetuam a aproximagdo da geometria e também atuam como
delimitadores das fungbes de aproximagao das grandezas de interesse do problema.
Com isto, ha a possibilidade se adotar graus diferentes de aproximagao tanto para
geometria quanto para as grandezas envolvidas. Logo, de acordo com o grau da
fungdo de aproximacgao (fungao de forma) os elementos podem ser classificados
como constante, lineares, quadraticos, cubicos e de ordem superior. Outra forma de
classifica os elementos de contorno € de acordo com a diferenga ou ndo do grau de
aproximacao adotado na geometria e nas variaveis do problema, nesta classificacéo
os elementos podem ser sub-paramétricos, isoparamétricos e super-parametricos.
Depois de feita esta discretizacdo e desconsiderando as forcas de massa a

(Equacéao 3-15) pode ser escrita como se segue:
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NE NE
[c1a? + ) ( j [P*]{u}dr,-) -> ( [u*]{P}drj> Equagdo 3-19
j=1 \"Tj T

j=1

NE — Numero de elementos da discretizacdo do contorno;

p — Ponto fonte considerado.

3.4.2 Sistema de equacgodes

Incorporando-se as funcbdes de forma nas expressdes de deslocamento e

forgas de superficie (Equacao 3-19), pode-se reescrevé-la da seguinte forma:

NE NE
BN ( | [P*][cb]drj> wh=y ( | [u*][cln]drj) (PY,  Equaciio 320
=1\ j=1 \"Tj

A (Equacéao 3-20) relaciona os deslocamentos do ponto de colocagao as forgas
de superficie e deslocamentos nodais em qualquer elemento j. Dessa forma as
matrizes resultantes do processo de integragdo contém a influéncia de todos os

elementos presentes na malha, por isso sdo chamadas de matrizes de influencia.

[Hinf]pj = j [P*][‘D]drj Equacéo 3-21
Ty

[Gons]” = | wlilar Equaco 322
Ty

Fazendo a substituicdo da (Equacao 3-21) e (Equacgao 3-22) na (Equacéao 3-20)
e considerando que:

H. pj . r
[Hmf] = {[ i se) ¢ Equagéo 3-23

[Hinf]pj + [c][®]Psej c T
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Chega-se entéao a:
NE ' NE '
D [Hig]" 0wl = > [Ging]” PV = 1H100) = [61(P) Equagdo 3-24
j=1 j=1

Para se resolver o sistema matricial apresentado na (Equacdo 3-24) é
necessario a aplicacdo das condicbes de contorno. Para isto, o sistema matricial
deve ser manipulado de tal forma que as incégnitas se concentrem de um lado e os
valores prescritos do outro membro da equacédo. Isto se faz, mediante a troca de

coluna entre as matrizes [H] e [G], obtendo-se o seguinte sistema:
[Al{V;} = [B]{Vp} Equacéo 3-25

[A] e [B] — Formas modificada de [H] e [G] respectivamente;
{Vi} — Vetor que contém apenas valores incognitos;
{Vp}— Vetor com os valores prescritos.

Fazendo-se os ultimos arranjos, tem-se:

[B{L{‘}/pi :{g’ }} [A1(x} = (b) Equagao 3-26

A partir deste ponto, utiliza-se um algoritmo de resolugdo de sistemas
adequado, sabendo-se que a matriz [A] € uma matriz cheia. Para o presente
trabalho utilizou-se o algoritmo de decomposicdo LU presente na biblioteca
matematica da linguagem de programacao Fortran para resolugéo de sistemas.

Ja o campo de deslocamento no interior do dominio é obtido de forma discreta
pela avaliagdo dos deslocamentos em pontos escolhidos no interior do dominio pela
(Equacéo 3-27).

{u}Pt = —[H'J{u}*c + [G'|{P}P° Equacdo 3-27
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onde {u}p' € o vetor com os deslocamentos em pontos no interior do dominio,

{(ul” e {p}” s&o os vetores de valor de contorno que correspondem aos

deslocamentos e as forcas de superficie respectivamente nos nés do contorno
discretizado e [H'] e [G'] s&o0 as correspondentes matrizes [H] e [G] do MEC quando
se toma os pontos fontes no interior do dominio.

As tensdes nos pontos internos podem ser obtidas empregando-se a (Equacgéao
A-6 - Anexo A) modificada pela introdugdo da relagdo entre deformagbes e
deslocamentos, (Equagédo A-5 - Anexo A), e aplicando na identidade Somigliana
(Equacédo 3-13), com as forgcas de massa desprezadas. Obtém-se a seguinte

equacao:

Uizj'i =f Upij Pde—f Py;; udl Equacio 3-28
r r

De forma discreta, tem-se:

NE NE
{O.}pl = Z (J;_, ukij dl—}) {P}n - Z (J; Pkl]dl-}> {u}n Equa(;éo 3-29
]

]':1 ] ]':1

o] o]
Ou matricialmente tem-se:

NE . ' NE ' '
(01" = Y [Dung]” Y = ) [Suns]” 2
j=1 j=1

U
{o}" = [DI{P}P — [S]{u}

Equacédo 3-30

3.5 Integracao

Por ser um método que apresenta equagdes integrais na base de sua
formulacdo matematica, no MEC os nucleos integrais devem ser precisamente

avaliados para obtencao de boas solugdes, gerando a necessidade da utilizagao de
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bons métodos para avaliar as integrais que surgem na formulagdo do método. Neste
item sdo mostrados os processos utilizados para avaliagdo das integrais nos mais

distintos casos.

3.5.1 Processos de integracao

Na formulacdo do MEC de acordo com o posicionamento relativo entre os
pontos fonte e de colocagdo, podem-se destacar trés situacdes, que apresentam
formas diferentes de se avaliar as integrais envolvidas.

- Caso 01 — Ponto fonte longe do ponto de colocacdo: o ponto fonte
distante do ponto de colocagao implica na integracdo de uma funcao regular. No
presente trabalho adotou-se realizar este tipo de integral numericamente através da

quadratura de Gauss-Legendre.

Regular

|:> I 7\ d F Quadratura de

Gauss-Legendre

Figura 3-6 - Integracdo comum (Quadratura de Gauss-Legendre).

- Caso 02 — Ponto fonte sobre o ponto de colocacéo: o ponto fonte sobre o
ponto de colocagdo implica na integragdo de uma fungdo singular. No presente

trabalho adotou-se realizar a avaliagédo deste tipo de integral analiticamente.

Singular
%0 Processo
) || U d | =) anaitico

Figura 3-7 - Integracéo singular (Processo analitico).
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- Caso 03 — Ponto fonte muito préximo do ponto de colocacédo: o ponto
fonte muito proximo do ponto de colocagao implica na integragdo de uma fungao que
€ quase singular, necessitando-se neste caso de técnicas especiais de integragéo
para obtencdo de uma solucdo com qualidade. No presente trabalho fez-se a

utilizagdo do processo de sub-elementagao para o tratamento de tais integrais.

Quase Singular
3. N dIe B

Figura 3-8 - Integracdo em quase-singularidade.

3.6 Sub-regides

Neste item mostra-se a forma de tratar, utilizando o MEC, dominios formados
por varias regides, isto é, dominios formados por por¢cdes materiais com

caracteristicas fisicas diferentes.

3.6.1 Equacionamento

Em certos problemas mecanicos o dominio em estudo ndo se apresenta de
forma homogénea e sim sob a forma de por¢des constituidas de materiais
diferentes. No método dos elementos de contorno este problema pode ser simulado
mediante 0 uso de sub-regides, onde cada porcdo tem seu contorno discretizado
como se fosse independente uma da outra. Naturalmente, aplicam-se condi¢cdes de
compatibilidade de deslocamento e equilibrio de forcas nos elementos da interface
entre uma sub-regido e outra para completar o sistema de equagdes do problema.
Considere-se assim, o problema ilustrado na (Figura 3-9), com trés regides

constituidas por diferentes materiais.
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rl

Figura 3-9 - Problema com dominio formado por varias regifes.

Adota-se a seguinte notagao:
I — contorno da sub-regido Q';
'’ - contorno pertencente a sub-regido Q' e (¥ simultaneamente;
u', p' — deslocamentos e forcas de superficie nos nds do contorno I'' da sub-regido
Qi;
u’, p — deslocamentos e forgas de superficie nos nés do contorno I'’;
H', G' > Partes das matrizes H e G obtida para a sub-regido Q' que multiplicam u' e
pi respectivamente;
HY, G — Partes das matrizes H e G obtida para a sub-regido Q' que multiplicam u’ e
p’ respectivamente;
Assim, para o problema em questao obtém-se as seguintes equacgdes:

- Para a sub-regido Q'
1 1
[H* H?] {512} =[¢' *?] {P } Equag&o 3-31

- Para a sub-regido Q?

u? p?
[H2 H21 [23]{y21t =[G? G?' 2?3]{p2t Equagéo 3-32
u23 p23
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- Para a sub-regido Q°

[H*2]{u?} = [G*2]{P°?} Equagéo 3-33

Aplicando-se as condicbes de compatibilidade de deslocamento apresentada
na (Equacéao 3-34) e de equilibrio de forcas (Equagao 3-35) tem-se como resultado o
sistema apresentado na (Equacgéo 3-36), que ao se aplicar as condi¢gdes de contorno

ganha a configuragdo de um sistema do tipo [Al{x}={b}.

ultl = i Equacéo 3-34
Py = _pijt Equagéo 3-35

[t

2
H' 0 H2 0 G2 0 1’;‘12 G' 0] p1
0 H» HM HP® ¢ —GP|{U;r=l0 G {PZ} Equagéo 3-36
0O 0 0 H¥® 0 @ G32 lPlZl 0 0

P23
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7

CAPITULO

Topicos da correlacao de imagens digitais

Historicamente, sabe-se que a imagem precede a escrita na ordem evolutiva
da linguagem, pois os primitivos ja se comunicavam por meio de desenhos. Mesmo
com o surgimento da escrita, o desenho, a pintura e outros meios de comunicagao
visuais continuaram a ter enorme importancia no processo cultural e civilizatério,
visto que o desenho e a pintura nas suas formas mais basicas refletem o grande
desejo que o homem possui de retratar o mundo. Porém, tanto a pintura quanto o
desenho nao conseguiam suprir os anseios de retratar o mundo com um maior
realismo. A busca de um processo mais perfeito e mais realista de registrar o mundo
continuou sendo intento do homem através dos tempos.

O surgimento da fotografia viria suprir as deficiéncias encontradas no desenho
e na pintura em matéria de realismo dando ao homem uma visao real do mundo. O
fato € que a humanidade estava determinada a descobrir a fotografia ou algo
semelhante, pois ndo desistiria dessa busca até chegar ao que procurava dada a
grande necessidade do homem em obter um mecanismo que lhe possibilitasse
reproduzir o mundo de uma forma mais realista. O desenvolvimento ao longo dos
anos desta tecnologia de confecgdo de imagens atraiu o interesse dos cientistas
desde o seu comeco.

Na engenharia, os cientistas usaram a capacidade da fotografia de fazer
representacdes fotomecanicas precisas para gravar digitalmente imagens contendo
dados de medigdes. O acréscimo de algoritmos especiais para extrair os dados das
medigdes deu origem a técnica de correlagdo de imagens digitais (CID). Devido aos
avancgos nas tecnologias dos computadores e das cameras digitais e da sua relativa
facilidade de implementacdo e utilizacdo, esta técnica tem incrementado sua
popularidade, sendo especialmente empregada no acompanhamento de testes
mecanicos. Na mecanica dos sélidos, por exemplo, a obtencdo dos campos de
deslocamento em ensaios mecanicos sobre corpos de prova ou pecgas estruturais
tem um papel chave para fazer a ponte entre experimentos e simulacbes. Mas a

correlagdo de imagens digitais aplica-se para além desses limites devido a sua
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versatilidade em termos de escala de observagcdo, que vao desde observagoes
nanoscopicas até as macroscopicas, explorando-se fundamentalmente o mesmo tipo
de procedimento.

A etapa de medicdo € apenas a primeira parte da analise. A parte subsequente
€ ainda mais importante, e consiste na identificacido das propriedades mecanicas e
nas avaliacbes quantitativas de parametros e leis constitutivas. Sendo assim, o
presente capitulo faz uma breve descricdo dos principios da técnica de correlacao
de imagens digitais e da ferramenta computacional adotada neste trabalho para
realizar esta tarefa: o CORRELI Q4 (BESNARD, 2006). Trata-se de um programa
para obtencdo de campos cinematicos (deslocamento e deformagao) via correlagao

de imagens digitais, desenvolvido pelo grupo de pesquisa da ENS Cachan - LMT.

4.1 Principios da correlacdo de imagens digitais

Correlagdo de Imagens Digitais (CID) € um método o6tico que emprega
técnicas de rastreamento e registro de mudangas em imagens para medi¢des
precisas em dominios 2D e 3D. Esta € uma técnica muito utilizada em uma série de
aplicagdes da ciéncia e engenharia para medir campos cinematicos (deslocamentos
e deformagdes) a partir da comparacado de imagens em instantes diferentes de um
processo (SUTTON, 2009). Nesta segao, questdes sobre a preparagdo de amostras,
captura das imagens e os conceitos basicos dos algoritmos de correlagdo de

imagens no espago 2D serao descritos.

4.1.1 Visao geral

Em geral, a utilizagdo da técnica de CID compreende trés etapas consecutivas:

(1) Preparacgéao do corpo de prova;

(2) Registro de imagens da superficie do corpo de prova antes e em diferentes
instantes ao longo do carregamento;

(3) Processamento das imagens obtidas, utilizando um programa de
computador com os algoritmos de correlagdo de imagens implementados, obtendo-

se 0s campos cinematicos (deslocamento e deformagao) desejados.
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A (Figura 4-1) ilustra o esquema tipico de uma configuracdo experimental
utilizando um dispositivo de aquisicdo de imagens para o uso da técnica de
correlacdo de imagens digitais. Esta técnica tem provado ser muito eficaz na
obtencdo de campos cinematicos (deslocamento e deformagdo) em testes
mecanicos macroscopicos (como sao os ensaios de interesse para este trabalho).
Nestas aplicacbes, a superficie da amostra deve ser preparada de modo a
proporcionar um padrdo aleatorio de intensidade de cinza nas imagens captadas.
Este padrao aleatdrio pode ser obtido pela textura natural da superficie da amostra,
ou produzido artificialmente pela pulverizagao de tintas pretas e brancas sobre a
superficie da amostra, ou ainda, pelo acabamento da superficie (usinagem e
polimento) da amostra em analise fornecendo o contraste necessario para o melhor

desempenho dos algoritmos de correlagéo.

CORPO DE PROVA

CAMERA

COMPUTADOR

3

Figura 4-1 - Configuracdo tipica de um sistema de aquisi¢ao para CID 2D.

4.1.2 Formulacgéao

Na implementagao da técnica de CID no espacgo 2D, inicialmente a regiao de
interesse na imagem de referéncia deve ser especificada e dividida por uma grade
virtual (Figura 4-2). Os deslocamentos sdo calculados em cada ponto desta grade
virtual obtendo-se o campo de deslocamento total. O principio desta técnica é o

rastreamento dos pontos (pixels) entre duas imagens, uma gravada antes e outra
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depois da deformacgdo. Para calcular o deslocamento de um ponto P da grade
virtual, um subconjunto de referéncia quadrada (2m+1)x(2m+1) pixels centrada no
ponto P(xp,yo) a partir da imagem de referéncia é escolhido (regido quadrada em
azul na Figura 4-2) e usado para rastrear sua localizagdo correspondente na imagem
deformada. A escolha de um subconjunto quadrado de pixels, ao invés de um pixel
individual, para obter a correlagdo entre as imagens, se deve ao fato de que o
subconjunto apresenta uma maior variagdo nos niveis de cinza, podendo ser

identificado de outros subgrupos com maior facilidade.

Figura 4-2 — Grade virtual sobre a imagem de referencia e o campo de deslocamento nos

pontos da grade.

Na técnica de correlagdo de imagens digitais, a avaliagdo do grau de
similaridade entre os subconjuntos de referéncia e o deformado € realizada pela
maximizacdo dos coeficientes de correlagdo, determinados examinando-se as
matrizes de intensidades dos pixels (em escala de cinza), dos subconjuntos de
pixels, capturadas pelo sensor da camera em duas ou mais imagens
correspondentes obtidas ao longo do processo em analise. Uma abordagem iterativa
€ usada para maximizar os coeficientes de correlagdo, utilizando técnicas de
otimizag&o. Na correlagdo de imagens tradicional os coeficientes de correlagdo (rj)
sdo definidos em (SUTTON, 2009) por:

du du Jdv Jdv
Tij (u, Va@a@>
i Xj [F(Xi,yj) - F][G*(x?,y;‘) - G| Equacéo 4-1

Fo s rGa) — PPz, 3, 16 Gip) - T
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Onde F(x;y;) é a intensidade ou o valor do pixel em escala de cinza em um
ponto (xi,y;) na imagem ndo deformada; G(xi*,y;") € o valor de escala de cinza em um
ponto (x*,y;*) na imagem deformada; F e G sdo valores médios das intensidades nas
matrizes F e G, respectivamente.

Com a maximizagdo destes coeficientes € possivel extrair a fungcdo de
mapeamento de deformagdo que relaciona as imagens. E razoavel assumir que a
forma do subconjunto de pixels de referéncia seja alterada na imagem deformada
(Figura 4-3). Contudo, com base no pressuposto de continuidade deformagdo em um
solido deformado, o conjunto de pontos vizinhos em um subconjunto de referéncia
permanece como pontos vizinhos no subconjunto deformado. Assim, as
coordenadas de pontos vizinhos em torno do centro subconjunto P(xo,yo) na imagem
de referéncia podem ser mapeadas para os pontos no subconjunto deformado de

acordo com certas fungdes de mapeamento de deslocamentos.

X" = x; + &(x, ;)
Equacéao 4-2

yi* =y +n(x, ;)
Se existirem apenas movimento de corpo rigido entre o subconjunto de
referéncia e o deformado, ou seja, os deslocamentos de cada ponto no subconjunto

serao os mesmos, entdo uma funcao de forma de ordem zero pode ser usada:

&(xyj) =u
Equacéo 4-3
no(xi:}’j) =V

Obviamente, a funcédo de forma de ordem zero nao € suficiente para descrever
a mudanga de forma do subconjunto deformado. Assim, a fungdo de mapeamento
de primeira ordem que permite translacao e rotacdo € mais comumente usada para
relacionar os pontos de coordenadas (x;y;) na imagem de referencia com os pontos
de coordenadas (xi*,y;*) na imagem deformada. Assim, se o movimento entre as
imagens € perpendicular ao eixo optico da camera, entdo a relagdo entre (x,y;) e
(x*,yj") pode ser aproximada por uma transformagcdo no espaco 2D dada pela

(Equacéo 4-4).
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Ju Jdu
El(xi,yj) =u+ an + @Ay
Equacéo 4-4
ov v
m(x,y)=v+ an + @Ay

Onde u e v sado as translagdes do centro do subconjunto nas diregoes X e Y,
respectivamente. As distancias do centro do subconjunto até o ponto (xy;) s&o
indicados por AX e Ay. Assim, a correlagao é realizada em fungdo das componentes

de deslocamento (u,v) e seus gradientes.

Funcéo de

Mapeamento

A A

XY
Y Y*
> >
X X*
IMAGEM
DEFORMADA

Figura 4-3 - Esquema de um subconjunto de pixels.

Uma grande variedade de fungdes de formas pode ser adotada para fazer este
mapeamento. Entre elas, as fungdes de forma utilizadas nos métodos dos elementos
finitos sdo particularmente atraentes devido a relagéo que elas proporcionam entre a
medi¢cdo do campo de deslocamento e uma modelagem numérica. Além disso, uma
vez que a imagem é naturalmente dividida em pixels, € conveniente escolher uma
forma quadrada ou retangular para cada elemento. Isto levou os desenvolvedores do
CORRELIQ4 escolherem a funcéo linear de quatro nés (Q4) utilizada nos elementos

finitos para definir este mapeamento.
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e

CAPITULO

Analise inversa

Na engenharia, a analise inversa é vista como uma area de grande potencial
de desenvolvimento e com enorme campo de aplicacdo. A motivacdo para o
tratamento de tais problemas se deve ao fato de que em muitas aplicacbes da
engenharia ha a necessidade da identificacdo de parametros fisicos e geométricos a
partir de dados medidos experimentalmente. Aliado a isto, o desenvolvimento de
ferramentas de aquisicdo de dados experimentais mais eficientes e precisas nos
ultimos anos, como por exemplo, os métodos de inspecdo nao destrutivos de
estruturas, técnicas de correlagdo de imagens digitais, tomografia computadorizada,
ultrassom, ressonancia magnética, etc., tém impulsionado ainda mais a importancia
do desenvolvimento de pesquisas nesta area do conhecimento.

Este capitulo é dedicado ao tratamento de alguns problemas inversos no
contexto da elasticidade linear e mecanica do fraturamento, relevantes a este
trabalho, tais como: estimativa de parametros elasticos, reconstru¢gao das condicoes
de contorno e a estimativa de parametros de modelo coesivo (Mecanica da fratura).
Para a elaboragao deste capitulo, podem-se destacar como referéncias os seguintes
trabalhos: Romanov (1974), Tanaka & Masuda (1986), Romanov (1987), Mackerle &
Tanaka (1990), Bezerra & Saigal (1991, 1993 e 1994), Enokizono et al. (1996), Engl
et al. (1996), Isakov (1998), Gallego & Suarez (2000), Campos Velho (2002), Liu &
Han (2003), Wang et al. (2004), Venturini & Almeida (2004, 2006), Silva Neto (2005),
Ferreira & Venturini (2010) e Ferreira et al. (2011). Ha ainda outros que serao

devidamente citados no decorrer do texto.

5.1 Consideracg0des iniciais

Este item reune um conjunto de consideragbes pertinentes ao bom

entendimento dos conceitos encontrados na analise inversa, bem como um
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esquema geral de resolugao de problemas inversos e os processos de classificacao

destes problemas.

5.1.1 Definicao

O cunho da expressao problema inverso (Pl) é creditado ao astrofisico Viktor
Amazaspovich Ambartsumian, mas foi o pesquisador russo Oleg Mikailivitch Alifanov
que apresentou uma definigdo para Pls bem aceita e abrangente, encontrada no
livro de Engl et al. (1996): “Resolver um problema inverso é determinar causas
desconhecidas a partir de efeitos desejados ou observados”. Assim vé-se, que a
definicdo de o que vem a ser um problema inverso pode apresentar em certos casos
controvérsias, pois a distingdo entre o que seja um problema direto ou inverso para
um dado fendbmeno, esta ligada a nossa cultura, isto €, trata-se da interpretacdo do
qgue seja causa e efeito no fendmeno em questao.

De maneira pratica, convenciona-se chamar problema direto de um
determinado fenbmeno aquele em que o seu estudo deu-se primeiro. As figuras a
seguir, (Figura 5-1 e Figura 5-2), mostram de maneira esquematica a diferenga entre
problema direto e inverso. As causas, num modelo matematico direto na
elasticidade, sdo os valores conhecidos como condi¢gdes iniciais e de contorno,
geometria e propriedades do sistema (material). Os efeitos sédo os resultados obtidos
a partir de um modelo matematico direto, como os campos de tensao, deformacéao e

deslocamento, no caso de um problema elastico.

MODELO
MATEMATICO

EFEITOS

(Valores col (Valores Incégnitos)
: : . {Conhecido)

Figura 5-1 - Processo de resolucéo de um problema direto.
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Ja em uma analise inversa o que se conhece sao os efeitos obtidos geralmente
de observagdes experimentais, enquanto que as causas sdo incognitas a serem
determinadas por meio de um modelo matematico inverso, na maioria das vezes
desconhecido. Nesses casos, se utiliza um modelo inverso baseado em técnicas de
minimizag¢ao, regularizagcdo e otimizagado para a busca da melhor solugdo para o

problema.

MODELO
MATEMATICO

CAUSAS

(Valores Incognitos)
(Desconhecido)

Figura 5-2 - Processo de resolucdo de um problema inverso.

5.1.2 Classificagéo dos problemas inversos

Os problemas inversos podem ser classificados de acordo com diversos
aspectos, sendo cinco deles ilustrados na (Figura 5-3). Os aspectos (1) e (2) estéao
ligados ao método de resolucao utilizado, enquanto que o aspecto (3) se refere ao
tipo de causa a ser determinada. O aspecto de classificagdo do item (4) foi proposto
pelo Prof. J. V. Beck (1985), sendo que o autor teve como objetivo aplicar a nogao
de fung¢do continua nos problemas de estimativa de func¢do. Ja o item (5) é uma
proposta recente de classificacdo (Silva Neto & Moura Neto 2005) e baseia-se nas
dimensdes do modelo do fendmeno fisico (Problema direto - PD) e da quantidade a

ser estimada (problema inverso - Pl), se finitas (f) ou infinitas ().
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Natureza
matematica do
método

e Explicito (inversao direta)
e Implicito

Natureza
estatistica do
método

e Deterministico
e Estocastico

Natureza da ¢ Condigdes iniciais e/ou de contorno
propriedade  Termos fontes/sumidouros
estimada * Propriedades do sistema

Natureza da e Estimativa de parametros
solucao e Estimativa de fungbes

Dimensao do
problema fisico e
da quantidade a

ser estimada

e Tipo 01 - PD-f e PI-f
e Tipo 02 - PD- e PI-f
e Tipo 03 - PD- e Pl-o0

Figura 5-3 - Classificacdo dos problemas inversos.

5.1.3 Esquema geral daresolucdo de um problema inverso

O fluxograma na (Figura 5-4) mostra todo o processo de resolugdo de um
problema inverso e cada um dos passos é explicado ao longo deste item.

- Definicdo do problema — Nesta etapa, se define os propésitos e objetivos a
serem alcancados. Grande esforco deve ser empregado nesta fase para que: (1) se
reduza ao maximo o numero de incognitas a serem inversamente identificadas e (2)
se limite tais incognitas a menor regido possivel do dominio do problema. Esta
primeira etapa, se bem executada, reduz efetivamente a possibilidade de se deparar
no final com um problema inverso mal posto.

- Definicdo do modelo direto — Aqui, um modelo fisico/matematico que rege
o comportamento do fendbmeno em estudo deve ser estabelecido. Nesta etapa,
métodos numéricos (método dos elementos finitos MEF, método dos elementos de

contorno MEC, método das diferengas finitas MDF, etc.) devem ser aplicados para
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uma analise discreta e direta do problema. Modelos analiticos também podem ser

usados, apesar de estes apresentarem aplicabilidade restrita.

Definicdo do problema

Definicdo do modelo direto

Andlise da sensibilidade entre as
entradas e os resultados

Planejamento de experimentos

Minimizagdo dos erros das
medidas experimentais (filtros)

Analise inversa (métodos
deterministicos ou estocasticos)

Verificacdo dos resultados

Figura 5-4 - Processo geral de resolucdo dos problemas inversos.

- Andlise de sensibilidade — Para obterem-se bons resultados na analise
inversa e evitar ao maximo os problemas causados pela ma postura do problema,
deve-se buscar a maxima sensibilidade possivel entre as saidas ou efeitos e os
parametros de entrada ou causas do modelo que rege o comportamento do
problema. Esta analise da sensibilidade é realizada com o modelo direto utilizado, e
o resultado desta analise apontara ou nao a necessidade de promover modificagdes
neste modelo.

- Planejamento de experimentos — A escolha dos métodos de medida
adequados, dos tipos de equipamento para o ensaio e a gravagao dos dados, € a
analise das leituras sao realizados nesta fase. Um dos pontos mais delicados na

analise de problemas inversos é a quantidade de leituras experimentais tomadas,
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gue na maioria das vezes nao sao suficientes para se descrever de forma unica o
modelo procurado, além de conterem certo grau de impreciséao.

- Minimizacdo dos erros nas medidas —» Os dados obtidos
experimentalmente apresentam erros e ruidos que comprometem os resultados
obtidos na inversdo do problema em analise. Portanto, deve-se tentar eliminar o
tanto quanto possivel tais ruidos mediante a utilizacao de filtros. Os filtros devem ser
aplicados sobre os dados experimentais antes de eles serem utilizados para a
analise inversa, melhorando os resultados e diminuindo o problema de mau
posicionamento do problema inverso.

- Andlise inversa — Aqui, os dados experimentais filtrados sdo os parametros
de entrada, que alimentam o “solver” inverso desenvolvido nesta fase. Para esta
etapa, ha varias formas de se realizar a inversdo do problema; para casos mais
simples uma inversao direta do sistema de equacdes que rege o problema pode ser
a melhor maneira para gerar o modelo inverso. No caso de problemas mais
complexos onde nao € possivel a utilizacdo da solugao anteriormente citada, lanca-
se mao de métodos mais sofisticados como os métodos de otimizacdo, minimizacao,
regularizacao e até ferramentas ainda mais modernas como os métodos evolutivos
(algoritmo genético, redes neurais e colonias de formiga) para a geragdo do modelo
inverso.

- Verificagdo dos resultados — Procura-se, aqui, assegurar-se que 0s
resultados obtidos na analise inversa sao fisicamente significativos e confiaveis. Esta
verificacdo pode ser feita através de comparagdes com os resultados obtidos com o
modelo direto. O resultado desta verificagcdo apontara ou ndo a necessidade de

modificagdes no modelo inverso e experimental utilizado.

5.1.4 Problema mal-posto

Por volta de 1902, o matematico francés Jacques Hadamard definiu as
condic¢des requeridas para um problema ser considerado bem posto, que sao:

(1) Existéncia da solucéo;

(2) Unicidade da solugao;

(3) A solugcdo tem uma dependéncia continua e suave com os dados de

entrada.
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Matematicamente os problemas inversos pertencem a classe de problemas
ditos mal postos, que em esséncia, sdo aqueles problemas em que uma das
condi¢cdes acima citadas n&o é obedecida.

As duas ultimas condi¢cdes sao frequentemente desobedecidas no tratamento
de problemas inversos. A nao satisfacdo da condicdo de unicidade da solugao
implica que para um conjunto de dados aferidos na calibragdo do modelo tém-se
diferentes campos de resposta. Com relagdo a condigéo (3), as leituras ndo sédo na
maioria das vezes suficientemente precisas para que o problema seja estavel, com
isto pequenos erros nos dados lidos podem levar a grandes erros na determinacao

dos parametros do problema inverso.

5.2 Metodos de resolucédo de problemas inversos

Existe uma série de métodos e técnicas para a resolugdo de problemas

inversos. Estes métodos estdo agrupados em duas grandes familias:

1) Métodos deterministicos - Nestes métodos, do modelo direto,
correspondente ao problema inverso de interesse, isolam-se as variaveis
relevantes ao problema inverso (método explicito) ou as variaveis que de
forma indireta gerem subsidios para o calculo das variaveis inversas de
interesse (método implicito). Gera-se com isto, um modelo inverso derivado
do modelo direto. Busca-se nestes métodos adicionar o maximo de
informacdo obtida experimentalmente ao sistema inverso, gerando um
sistema com um numero de equagdes superior ao numero de variaveis,
fazendo-se necessario o uso de métodos de minimizagao e regularizagéo
para resolugao do sistema resultante.

2) Métodos estocasticos - Nesta classe de métodos, as variaveis relevantes ao
problema inverso sao obtidas pela busca via minimizagdo ou maximizacao
(a depender do caso), no universo de provaveis solugdes, de uma fungao
objetivo que relaciona os efeitos calculados na analise direta com os
observados experimentalmente. Nesta familia de métodos se enquadram
diversos algoritmos de otimizagdo, programagao evolutiva e de inteligéncia
artificial. Ou seja, métodos que tém origem em eventos/processos aleatérios

(n&o deterministicos).
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Neste item serdo apresentados os principios basicos de uma serie de técnicas
utilizadas neste trabalho para o tratamento dos problemas inversos investigados e

posteriormente tratados no (ltem 5.3).

5.2.1 Inversao direta

A inversao direta € um método restrito e sua apresentagcdo nesse texto tem
uma finalidade mais didatica do que propriamente de torna-la um esquema
metodoldgico geral a ser seguido na resolugéo de problemas inversos. A inversédo
direta s6 é aplicada no campo das solugdes analiticas e em problemas discretos
quando estes apresentam um sistema inverso bem posto, 0 que acontece com
pouquissimos problemas da ciéncia e da engenharia, particularizando muito o
campo de aplicabilidade deste método. Para introduzir o tema, considere-se aqui um
modelo matematico conceitualmente simples: sistemas de equagbes algébricas
lineares. Nesta ocasido apresentado em uma notagcdo matricial pela (Equagao 5-1) e
representando o modelo matematico que rege o comportamento direto de um

problema genérico da engenharia.

[Al{x} ={b} & Ax =D Equacéo 5-1

Onde [A] é a matriz do sistema direto, {b} € o vetor de entrada do modelo
direto e {x} € o vetor de parametros desconhecido do sistema. Se a matriz [A] é
quadrada e ndo singular, entdo a inversdo apresentada na (Equacgao 5-2) existe e a

solugéo deste novo sistema fornece um vetor {b} unicamente definido.

[A7" b} ={x} o A" =x Equac&o 5-2

Assim, efetuando-se as modificagcbes devidas, o problema inverso fica

representado pelo sistema linear dado por:

[K] = [A]™*
{3 =1} [ [KI{f}={u} o Kf =u,com[K] € R™™", {f}e {u} € R™ Equagéo 5-3
{u} ={x}
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Onde {u} é um vetor de dados ou observacgoes, {f} € o vetor de parametros a
serem determinados e [K] € a matriz mxm do problema inverso.

O problema desta técnica € que na maioria das aplicagbes da engenharia o
sistema resultante ndo contém as informacgdes necessarias para torna-lo unicamente
determinado, sendo necessaria a adicdo de equagbes que fornecerdao mais
informacdes ao sistema tornando possivel a obtengcdo de uma solucéo unica ou pelo
menos mais confiavel. O resultado disto é um sistema retangular, que também pode
ser interpretado como um problema sobre-determinado, onde existem mais
equacdes que incognitas. Problemas desta natureza sédo as estruturas matematicas
tipicas de muitos problemas inversos, para os quais existem os métodos de

minimizagao e regularizagao para o seu tratamento.

5.2.2 Minimos quadrados

Tomando a linha de raciocinio apresentada no (item 5.2.1), vé-se que muitos
problemas na ciéncia e na engenharia podem ser formulados como problemas
inversos lineares, isto é, problemas em que o modelo matematico que rege seu
comportamento inverso € expresso por um sistema linear, como mostrado na

(Equacéao 5-4).

[KI{f}={u} & Kf =u,com [K] € R™", {f} € R"e {u} € R™ Equacdo 5-4

Onde {u} é um vetor de dados ou observagdes, {f} € o vetor de parametros
incégnitos e [K] a matriz mxn do modelo inverso. Se m=n e [K] ndo singular o
modelo inverso fica expresso pela (Equagdo 5-3) e sua solugdo € unicamente
determinada. Porém, a matriz [K] do modelo inverso é frequentemente quase
singular ou mesmo singular e, além disto, por se buscar fazer mais leituras que o
numero de incognitas, o sistema se torna sobre determinado com m>n. Nestes
casos, uma abordagem natural, porém n&o unica e nem sempre a mais correta, €
determinar a solugdo do sistema da (Equacdo 5-4) pelo método dos minimos

quadrados.
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O método dos minimos quadrados é um procedimento matematico que busca
encontrar a curva que melhor se ajusta a um conjunto de pontos de uma dada
amostra de maneira a minimizar o quadrado das distancias entre esta curva e estes
pontos. Assim, para o sistema apresentado na (Equagao 5-4), com m>n a solugao

em minimos quadrados 0 € a solugao do seguinte problema:
s o )
f= }relﬁ{}z”Kf ul| Equacéo 5-5

Matricialmente pode-se escrever o processo de resolugdo por minimos
quadrados do sistema expresso na (Equagao 5-4), representado pelo problema da

(Equacéao 5-5) como se segue:

[K]zlme[K]mxn {f}~nx1 = [K]zwlxm{u}mxl < Ef =1u

K 7 i

Equacdo 5-6

5.2.3 Decomposicao em valor singular

A decomposi¢cdo em valor singular (SVD — Singular Value Decomposition) &
outro método utilizado, que se mostra uma opgao muito interessante na busca de
solucdes estaveis, em casos que o sistema inverso apresenta um numero de
equagdes superior ao de incégnitas. Basicamente, realiza-se a obtengdo de uma
matriz inversa generalizada da matriz retangular.

Considerando-se novamente o sistema da (Equacéo 5-4), que representa o
comportamento de um problema inverso genérico, inicialmente o método SVD da

matriz [K] promover uma fatoragdo na forma mostrada a seguir:

[K] = [U][S][V]" = USVT Equag&o 5-7

Onde [U] é a matriz que tem suas colunas formadas por autovetores de
[KI[K]" e [V] a matriz que tem suas colunas formadas por autovetores de [K]'[K]
(além disto, elas sdo quadradas e ortogonais) [S] € a matriz mxn formada pela
matriz diagonal [2] que tem sua diagonal formada por autovalores ordenados

(W12w-2,...,2wm) da matriz [K]'[K] e o restante de suas linhas ou colunas,
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dependendo da relagao entre m e n, nulas (Equacao 5-9). Essencialmente, valem as

condicoes:

[U]7[U] = [ITe [VIT[V] = [I] Equag&o 5-8

Z ,sem>n
[5]

[S] = Equac&o 5-9

[ O]lsem<n

Assim, com a aplicagdo do processo de decomposigao em valor singular sobre
a matriz [K] do sistema ilustrado na (Equacdo 5-4), obtém-se a nova configuragéo

para o sistema.

[KI{f} = {u} > USV" f =

Equacéo 5-10
k7

o

A solucgdo {f} pode ser obtida invertendo-se a matriz [K] da (Equacao 5-10),

assim:

f=K',comKt=vs T Equacéo 5-11

5.2.4 Regularizacao de Tikhonov

A regularizagdo de Tikhonov € um dos mais populares métodos de
regularizacdo para problemas mal postos. Tomando-se novamente como base o
sistema apresentado na (Equacédo 5-4) que representa matematicamente o
comportamento de um problema inverso genérico, na maioria das vezes sua matriz
[K] € mal posta. Assim, a computagcdo de uma solugao aproximada significativa e
estavel deste sistema, geralmente requer a sua substituicdo por outro muito préximo
e que seja muito menos sensivel as perturbacgdes. A esta substituicdo da-se o nome
de regularizagdo. Uma das formulagcbes da regularizagdo de Tikhonov consiste na
substituicdo deste sistema por um problema de minimizagdo como apresentado a

seqguir:
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f = mindIKf = ull® +allfI7} Equagdo 5-12

Onde o >0 é o parametro de regularizagdo. Em todo este trabalho a notagao
||.]| denota a norma Euclidiana.

Matricialmente pode-se escrever o processo de regularizagdo de Tikhonov
expresso pelo problema de minimizagdo da (Equagédo 5-12) na forma apresentada
na (Equacgao 5-13), onde [/] € a matriz identidade. O parametro de regularizagao (o)
€ responsavel pela imposicdo de uma perturbagdo na diagonal principal do sistema.
Para os problemas inversos tratados neste texto, a ordem de grandeza para o valor

de (o) tem relagao direta com o grau de precisdo dos dados de entrada.

(K Tem Kl + @D = [KTfem{u

T — T
(K_Ii(ﬂ)/{,, - Ii,_lf }Kafa = U, Equagdo 5-13
a a U
[Ka]nxn{fa}nxl = {ua}nxl }

A solucédo regularizada {u,} pode ser obtida entdo utilizando qualquer
algoritmo de resolugao de sistema ou invertendo-se a matriz [K,] da (Equagéo 5-13).

Assim tem-se:

{fu} = [Kel Hugd © fo = Ko7 lug Equac&o 5-14

5.2.5 Algoritmo genético

Uma forma interessante de se interpretar um problema inverso € considera-lo
um problema de otimizacdo. Nesse caso, para obter sua solugcdo, busca-se
minimizar o valor para a fungcdo objetivo dada, por exemplo, pelo somatério dos

residuos quadrados:

Ng

2
) = Z [Veare i@ = Virp, | oparai=12,..,N, Equagdo 5-15

i=1
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Onde Viq,;(¥) representa os valores das grandezas adotadas na fungéo
objetivo, calculados a partir do modelo direto, quando se utilizam os parametros de
interesse do problema inverso X; VExpi sao o0s Vvalores observados
experimentalmente das grandezas da fungao objetivo e Ny representa o numero total
de dados experimentais disponiveis.

Assim, quando se obtém uma boa estimativa para ¥, os valores calculados
Veaic;(¥) se aproximam dos valores experimentais VExpi, levando a minimizagao da

funcdo custo apresentada na (Equacédo 5-15). Graficamente representa-se este

problema como ilustra a (Figura 5-5).

Q(X) 4

x|

Q(X*)=min(Q(X))

>}
*
x|y

Figura 5-5 - Problema inverso sob a 6tica de um problema de otimizacéo.

Entdo, o problema inverso sob esta ética, consiste em buscar o valor x* para

o qual Q(x) seja o minimo, isto é:

X* =7- Q(x*) = min(Q(x)) Equac&o 5-16

Para resolugcdo deste tipo de problema ha uma série de técnicas
apresentadas na literatura, porém uma abordagem hoje em dia muito utilizada é a
que se baseia em métodos de computagcdo evolucionaria. No que segue, serao
apresentadas as ideias gerais da técnica de algoritmo genético escolhida para o

tratamento de alguns dos problemas inversos abordados neste trabalho.
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Segundo Holland (1975), os Algoritmos Genéticos sao algoritmos de busca e
otimizagdo global baseados nos paradigmas genéticos e evolucionarios.
Essencialmente, eles foram criados com o intuito de imitar alguns dos processos
observados na evolugao natural das espécies como, por exemplo, 0s mecanismos
da selegdo natural e da recombinagcdo genética. Estes algoritmos modelam uma
solugcdo para um problema especifico em uma estrutura de dados como a de um
cromossomo e aplicam operadores que recombinam estas estruturas preservando
informacgdes criticas.

Uma implementacédo do algoritmo genético comega sempre com a geragao

(geralmente randémica) de uma populagdo de individuos, x™, com n=12,..,N,,
onde N, € o numero de individuos, representados pelos cromossomos, que S&0 0s

elementos organicos responsaveis pela codificagdo genética dos individuos. Estas
estruturas sao entdo avaliadas através do calculo da aptiddo de cada individuo
usando, por exemplo, uma fungao de custo como a apresentada na (Equagao 5-15).
Os individuos que forem considerados mais aptos depois da avaliacdo da
populagdo, ou seja, os individuos que minimizem a fungdo de custo, Q(x), sdo
selecionados para o processo de cruzamento dando origem a uma nova geragéo. A
nova geragao é produzida proporcionando oportunidades reprodutivas de forma que
cromossomos que representam uma solucdo "melhor" tenham maiores chances de
se reproduzirem, passando assim seu material genético para a proxima geragao.
Aqueles que representam uma solucao "pior" sao descartados. Além do processo de
cruzamento entre os individuos da populagdo, um operador de mutagao também é
aplicado a populagédo gerando com isto alteragdes nos individuos de forma aleatodria,
como acontece no processo de evolugao natural das espécies. Este procedimento &
repetido por certo numero de geragdes, Ng, previamente estabelecida, obtendo-se
assim uma solugdo aproximada, x*, para o problema. O fluxograma da (Figura 5-6)

descreve de forma geral e breve os procedimentos de um AG.
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Gerar uma populagao

!

Estimar a populagio

I
4>| Seligéo

| Cruzamento |

|

| Mutagao |

I

Estimativa da nova populagio

Fim

Figura 5-6 - Fluxograma dos processos envolvidos em um AG.

5.3 Problemas inversos na elasticidade

Muitos sdo os problemas inversos que podem ser estabelecidos a partir das
formulacdes dos problemas diretos encontrados na teoria da elasticidade. Assim,
antes de dar inicio a abordagem dos problemas inversos de interesse nesta tese,
considere-se o0 problema direto que da origem aos mesmos, (Figura 5-7). Nele,
destaca-se o dominio de um sélido elastico isétropo bidimensional, Q2, definido por
um contorno I', de um meio infinito, Q*, formado por dois subdominios, QI e Qll. No
contorno deste solido séo aplicadas condi¢gdes de contorno dividindo o mesmo em
duas partes. Uma, onde estdo aplicadas condi¢cbes de contorno de deslocamento
(Dirichlet), outra onde as condigdes de contorno aplicadas sdo do tipo forcas de
superficie (Neuwman). Na interface entre os subdominios sdo aplicadas condi¢des

de compatibilidade de deslocamento e de forgcas de superficie.
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Figura 5-7 - Problema direto na elasticidade.

Assim, o problema consiste na determinagdao das forgas de superficie, dos
deslocamentos nao prescritos no contorno e dos campos de deslocamentos, tensdes
e deformacdes desenvolvidos sobre os subdominios decorrentes das acgdes
aplicadas. A formulacdo para o tratamento deste problema via MEC esta descrita no
capitulo 4 deste texto.

Este item tem por objetivo descrever os problemas inversos de interesse para
este trabalho (derivados do problema direto descrito), as formulagdes e o modo de
aplicacdo das técnicas descritas no (ltem 5.2) para resolugdo dos mesmos. Os
problemas contemplados na fase de implementagdo computacional deste trabalho,
foram: estimativa das propriedades elasticas médias dos materiais que compdéem o
sistema em analise, problemas inversos de valor de contorno e o problema de
estimativa de parametros do modelo coesivo. Neste ultimo, além de conhecimentos
da teoria da elasticidade é necessario a aplicacdo de conceitos da mecanica da

fratura, principalmente no que tange ao modelo coesivo para simulagéo de fraturas.

5.3.1 Estimativa das propriedades elasticas

Neste tipo de problema o objetivo é a identificacdo de pardmetros do material
que compde a estrutura. Estes parametros podem ser propriedades das matrizes de

massa, amortecimento e rigidez da estrutura. Consideram-se conhecidas a
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geometria, as condi¢des iniciais e de contorno, e os campos de deslocamento ou
tensdo desenvolvidos na estrutura, porém, as propriedades dos materiais que

compde a estrutura sdo desconhecidas (Figura 5-8).

— =9
Uy =uy ="

_ _9
Pr=—Pn =1 e _

. Condi¢des de Contorno
Y =] Dirichlet

Neuwman

M Compatibilidade e

equilibrio na interface

Figura 5-8 - Problema inverso de estimativa das propriedades mecanicas do material.

Neste trabalho, este problema é tratado de forma estocastica via algoritmo
genético, onde cada individuo representado pelo conjunto de pares de incdgnitas do
problema (E e v), um par para cada regido da estrutura em analise, € avaliado pela
comparagao dos deslocamentos obtidos pela analise direta via formulagcdo do
método dos elementos de contorno com os valores obtidos experimentalmente.
Assim, quanto mais préximos os deslocamentos obtidos pelo MEC est&do dos valores
experimentais correspondentes, mais apto € este individuo formado pelo conjunto de
propriedades elasticas (E e v). Os individuos com maior aptiddo, isto €, que
apresentavam menores valores para fungdo objetivo (Equacdo 5-17), séo
selecionados, cruzados e algumas vezes mutados para dar origem a uma nova
geracdo de individuos. Este procedimento é repetido por um numero pré-
determinado de geragbdes chegando a um conjunto de possiveis solugdes para o

problema.

N
2 2
F(E,v) = Z |Utcae; (B 0) = Uxgp | + [Uycaic (B v) = Uy | Equacdo 5-17

i=1
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Onde Uxcqic;(E,v) € Uycq,;(E,v) representam os valores do deslocamento na
diregdo (x e y) respectivamente, (obtido pela analise direta via MEC adotando-se o
conjunto de pares de valores (E e v) como parametros dos materiais que compdem
as regides da estrutura em analise), no i-ésimo ponto onde se conhecem os valores

experimentais dos deslocamentos UxExpi e UyExpi; (N) representa o numero de

pontos onde se obteve experimentalmente os valores dos deslocamentos.

5.3.2 Problemainverso de valor de contorno

Um problema inverso também importante no ambito da teoria da elasticidade
€ a determinacao dos valores dos deslocamentos e forgas de superficie na interface
e no contorno de um solido bidimensional (composto por mais de um material), a
partir de dados suplementares (principalmente de deslocamentos) obtidos
experimentalmente em alguns pontos internos. Neste tipo de problema ha o
desconhecimento dos valores de deslocamento e forgas de superficie ao longo de
uma determinada parte do contorno e da interface entre as regides do sélido (Figura
5-9). Para suprir a necessidade de informagdes ao sistema tornando possivel a
determinacdo destes valores, utilizam-se dados de deslocamentos em pontos
internos, que podem ser obtidos facilmente para um problema 2D utilizando a
correlagao de imagem. A formulagcdo MEC para o tratamento deste problema inverso
estd baseada nas equagdes algébricas para o problema direto apresentadas no
capitulo 3. O que ha de diferente na formulacdo apresentada neste item é que as
informacdes de condicbes de contorno conhecidas sao insuficientes para tornar o
sistema determinado, sendo necessaria a adigcao de equagdes escritas sobre pontos
internos, onde €& possivel obter experimentalmente os valores dos deslocamentos,

fornecendo-se as informagdes necessarias para a resolugao do problema.
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g =P
_ U=
U = U
Gij = Gj
/ Condic¢des de Contorno
e i I r Dirichlet
vl TR
u i = ﬁ . € p.-' = [_jf. Neuwman
% U, = ? ep, =9 Mista
Bl Regiio com valores
desconhecidos

Figura 5-9 - Problema inverso de valor de contorno.

Para apresentar a formulacdo MEC deste problema inverso sera considerado o
caso particular de um dominio com uma unica regido, e que pode ser facilmente
estendido para o caso de sdlidos formado por varias regides. Para este caso, o
sistema correspondente de equagdes é convenientemente dividido em dois blocos
de equacgdes (subsistemas) da seguinte forma:

A) Um bloco contendo as equacgdes algébricas escritas para todos os nés do
contorno. Neste bloco, dois sub-blocos sao definidos: o primeiro, relacionado com os
valores dos deslocamentos e forcas de superficie prescritas, indicado pela letra
subscrita (p), € um segundo sub-bloco relacionados com as condi¢ées de contorno
desconhecidas, indicado pela letra o subscrita (d). Assim, o sistema de equagdes de
contorno apresentado no capitulo anterior pode ser rearranjado para separar no
vetor nodal os valores de contorno de deslocamentos e forcas de superficie em

blocos de conhecidos e desconhecidos (Equacgéo 5-18).

Ug

[Ha Hp] {u }: [Gy Gyl {pd} Equagéo 5-18

p Pp
As matrizes Hqy, Hp, Gy € Gy sdo construidas com os coeficientes das matrizes
H e G da formulacédo direta do MEC referente a cada sub-regi&o que constitui o

problema.
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B) E outro bloco de equacgdes algébricas que representam os deslocamentos
dos pontos internos selecionados. A (Equagao 5-19) é obtida aplicando-se as
equacdes de ponto interno para calculo de deslocamento da formulagao direta do
MEC sobre pontos internos onde se conhecem os deslocamentos (obtidos
experimentalmente via correlagdo de imagem, por exemplo) e efetuando-se o
rearranjo dos valores de contorno prescritos e desconhecidos. Os valores
conhecidos (experimentalmente) de deslocamentos nos pontos internos s&o

expressos por (Ue):

ue=-[Hy H1{2}+ 16 61{,0) Equago 519

As matrizes Hy, H,, G, e G, s&o construidas com os coeficientes das matrizes
H e G’ para obtencado dos deslocamentos nos pontos internos da formulagao direta
do MEC referente a cada sub-regido que constitui o problema.

Agora, movem-se todos os valores desconhecidos para o lado esquerdo e os
valores conhecidos para o lado direito em ambos os blocos de equacbes como

ilustrado a sequir:

e =Gal {,*} = [=Ho_ Gl {7}~ [Alxa} = [B1(3y) = () quacio 5.0
A — B ——
Xd yp

1t Ug oy’ 1 (Up _
Xq Yp Equacéo 5-21
l

[A'1{xa} = [B'N{yp} — {ue} = {b'}

Nas relagbes anteriores {xs} e {yo} sdo os vetores de valores de contorno
desconhecido e conhecido respectivamente, enquanto que {b} e {b’} sdo os vetores
independentes obtidos pelo calculo das contribuicdes dos valores conhecidos.

Unindo-se os dois blocos de equacbes e utilizando as letras em subscrito
(sub) para indicar que este sistema se refere a uma determinada sub-regido em

analise, pode-se escrever:
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[[[;14’]]] {@—@ - {{{If’}i} = [Altxa} = [BHyp} = 0} = [Klsup(sup = {fJsus Equag&o 5-22
[K]sub Hsub {fIsup

A (Equacgao 5-22) é um sistema redundante de equagdes algébricas, escritas
para uma regidao de um sélido, que permite calcular os valores de contorno
desconhecido usando valores de deslocamentos conhecidos em pontos do dominio
obtidos experimentalmente. Para um sodlido formado por varias regides de materiais
diferentes devem-se combinar os subsistemas de equacdes escritas para todas as
sub-regides, levando-se em conta o equilibrio de forcas e compatibilidade dos
deslocamentos ao longo das interfaces. Para o caso de um sélido formado por duas
sub-regides, o sistema final obtido apés o acoplamento dos dois subsistemas de

equacoes é dado por:

{x}i
(K1} (Kl 0 _ (M _
0 [K]fl [K]%] %g a {{f}u} K1} = {f} Equacéo 5-23
(K] _{;C}L/ {f}

5.3.3 Estimativa de parametros do modelo coesivo

Outro problema que pode ser resolvido com a formulacdo apresentada no
item anterior € a obtencdo dos valores de pardmetros do modelo coesivo
apresentado no capitulo 3, onde as interfaces entre uma sub-regido e outra sao
modeladas no problema direto de forma a apresentarem uma lei de abertura, e o
objetivo do problema inverso é identificar esta lei de abertura.

Assim, considere-se uma modificagdo no problema direto apresentado na
(Figura 5-7) onde nos pontos pertencentes a interface entre uma sub-regido e outra
nao se aplique mais as condi¢gdes de compatibilidade de deslocamento e sim uma lei
que rege o comportamento das forcas normais de tragao superficiais e a abertura da
interface entre um subdominio e outro (Figura 5-10). Na resolugdo direta deste
problema o carregamento é aplicado de forma incremental (incrementos de
deslocamentos impostos a estrutura, por questdo de estabilidade do sistema) até se

completar todo o carregamento que se pretende aplicar a estrutura, impondo-se em
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cada passo de carga o equilibrio da estrutura e a lei coesiva adota aos pontos da
interface que apresentarem for¢ca de superficie normal de tracdo superior a critica
descrita na lei coesiva.

No problema inverso a lei que rege o deslocamento de um lado da interface
em relacdo a outra é desconhecida (Figura 5-11). Para resolucao deste problema
podem-se utilizar como valores de entrada o campo de deslocamento em um dos
passos de carga, calculando-se com isto os valores dos deslocamentos e das forgas
de superficie em ambos os lados da interface através da formulagdo apresentada no
item anterior. Como o sistema de coordenadas utilizado nesta formulagao é global
(xy) faz-se a transformacdo dos valores la encontrados para um sistema local
(normal e tangencial) ao contorno, calculando-se assim, a abertura Au e a forga
superficial de tracdo em cada ponto discretizado no contorno da interface. A uniao
destes pontos em um grafico (Forga superficial de tragdo X Abertura) na interface

dara origem a curva que representara a lei de abertura da interface em estudo.

Gy

Figura 5-10 - Problema direto considerando interface coesiva entre os subdominios.

Outra forma de se obter tal lei consiste em calcular em um dos pontos de
interface a abertura e a forga superficial de tragcdo em todos os passos de carga,

fornecendo para isto como dados de entrada no modelo inverso os campos de
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deslocamentos em cada passo de carga. Neste caso, a abertura e a forga superficial
de tragdo no ponto do contorno da interface, que se pretende obter a lei de abertura,
sao calculadas pela formulagdo do item anterior com a posterior modificagdo do
sistema de coordenadas global para local em cada passo de carga. Estes valores
obtidos em cada passo de carga sao plotados em um grafico (Forgca superficial de
tracdo X Abertura). Finalmente, uma interpolacdo é feita sobre os pontos deste
grafico para se construir uma curva que apresentara uma equag¢ao da qual seréo

extraidos os parametros do modelo coesivo de fraturamento.

Figura 5-11 - Problema inverso de estimativa dos pard@metros do modelo coesivo.

Uma abordagem estocastica via algoritmo genético também pode ser
utilizada, onde cada individuo representado pelo conjunto de incégnitas do problema
(fe, f1, AU’, Au; € Gy, a depender do tipo de curva coesiva se pretende utilizar), é
avaliado pela comparacao dos deslocamentos obtidos pela analise direta via MEC,
com os valores obtidos experimentalmente. Assim, quanto mais préoximos os
deslocamentos obtidos pelo MEC estdo dos valores experimentais correspondentes,
mais apto é este individuo (conjunto de pardmetros do modelo coesivo). Os
individuos com maior aptidao, isto €, que apresentam menores valores para funcao

objetivo (Equagao 5-24), sdo selecionados, cruzados e algumas vezes multados
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para dar origem a uma nova geragao de individuos. Este procedimento € repetido
por um numero pré-determinado de geragdes chegando a um conjunto de possiveis

solugdes para o problema.

N
F(E,v) = z [UxCalci(pcs) - szzxpi]2 + [UyCalci(pcs) - UyExpl-]z Equacéao 5-24

i=1
Na relagéo anterior Uxcgc;(Dcs) € UYcaic;(Pes) representam os valores do
deslocamento na direcdo (x e y) respectivamente, obtido pela analise direta via
MEC, adotando-se o conjunto de parédmetros do modelo coesivo (pcs = parametros
do modelo coesivo: fi., fi, AU’, Auc € Gy, a depender do tipo de curva coesiva se
pretende avaliar), no i-ésimo ponto onde se conhecem os valores experimentais dos

deslocamentos Uxr,,,. e U 2 (N) representa o nUumero de pontos onde se obteve
Expl yExpl

experimentalmente os valores dos deslocamentos.
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7

CAPITULO

Ferramenta computacional desenvolvida

A humanidade comecgou cedo a calcular, e o surgimento desta necessidade
obrigou 0 homem a desenvolver instrumentos que o auxiliasse a contar e calcular.
Da evolucédo de centenas de anos na busca por instrumentos de calculo cada vez
melhores, surge o computador, hoje em dia considerado um dos principais inventos
da histéria da humanidade para processamento de dados. O computador é capaz de
aceitar informacoes, efetuar com elas operagdes programadas e fornecer resultados
para a solugao de problemas. Para realizar o processamento de informagdes, o
computador precisa ser instruido a executar um conjunto de operag¢des sobre estas
informagdes nos retornando um conjunto de informagdes derivadas de interesse.
Esta sequéncia de instrugdbes a serem interpretadas e executadas por um
processador ou por uma maquina virtual, na manipulagido, redirecionamento ou
modificacdo de um dado, informagéo ou acontecimento é conhecida por software ou
programa de computador. Sendo assim, no presente capitulo sera feita uma breve
apresentagao das caracteristicas do programa implementado como parte integrante
do desenvolvimento deste trabalho, bem como das ferramentas utilizadas para sua

implementagéo.

6.1 Estrutura do programa

Neste item serdo mostradas as caracteristicas da ferramenta computacional
implementada, apresentando sua estrutura de funcionamento por meio de
fluxogramas.

Conforme ilustra a (Figura 6-1), o programa desenvolvido € composto por dois
nucleos principais: um para analise direta e outro para analise inversa. Ambos os
nucleos servem para analise de estruturas planas suportando também a modelagem
de dominios compostos por regides com materiais distintos, através da divisdo do

dominio em sub-regides.
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Analise direta

Ferramenta
computacional Deterministico

desenvolvida

Analise inversa

Estocastico

Figura 6-1 - Esquema geral do programa desenvolvido.

6.1.1 Analise direta

O moddulo de analise direta é apresentado no fluxograma de funcionamento
do mesmo (Figura 6-2).

Este mddulo € alimentado por um arquivo de texto com os dados basicos do
problema, tais como:

- Tipo do problema (EPT — Estado plano de tensdo ou EPD — Estado plano de
deformacao);

- Geometria do problema (numero de sub-regides, numero de cavidades,
numero de pontos internos, coordenadas dos vértices das sub-regides e das
cavidades);

- Propriedades mecénicas do material de cada sub-regiao (E e v);

- Forma de discretizagao (numero de elementos por lado do contorno);

- Condigdes de contorno (deslocamentos e forgas de superficie prescrita);

- Parametros do modelo coesivo de cada interface entre uma sub-regido e
outra;

- Numero de passos de carga para o caso de haver interface modelada com
modelo coesivo.

Este arquivo é processado por um gerador onde sdo geradas as coordenadas
dos elementos de contorno e suas conectividades, as coordenadas dos pontos

internos, o vetor de valores prescritos e cddigos do tipo de prescricao (forga ou
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deslocamento), a correspondéncia dos noés de um lado da interface com o outro
lado, etc. Com todos estes dados, inicia-se a parte de resolugdao do problema. As
matrizes H e G para cada sub-regido sdo geradas e armazenadas em matrizes
globais. A partir deste ponto o problema pode seguir uma das duas vias possiveis:

- Nao ha interface ou elas ndo possuem elementos coesivos: neste caso, o
carregamento prescrito € aplicado todo em um uUnico passo. Sao aplicadas as
condigbes de compatibilidade e equilibrio entre os nos das interfaces. Apds a
aplicagdo das condicbes de contorno e as de compatibilidade e equilibrio na
interface o sistema gerado é entdo resolvido, obtendo-se os valores de
deslocamentos e forgcas de superficie ndo prescritos do contorno. Por fim, séo
geradas as matrizes HI e Gl que sao as obtidas quando se toma como pontos fontes
os pontos internos ao dominio. Com os valores dos deslocamentos e forcas do
contorno se calculam os deslocamentos nos pontos internos.

- Interface modelada com elementos coesivos: neste caso, por se tratar de um
modelo n&o-linear o carregamento deve ser aplicado em incrementos de carga.
Aplicam-se as condicdes de contorno, bem como as de compatibilidade de
deslocamento e equilibrio de forgas nas interfaces. O sistema gerado é resolvido e
sdo obtidos os valores de deslocamento e forgcas no contorno. Estes valores, que
tém como orientagdes eixos globais (x e y), sdo passados para orientagdes locais
(normal e tangencial) ao contorno. Um teste com os valores de forcas de superficie
(tractions) nos contornos das interfaces é realizado para saber se algum de seus
pontos apresenta uma forga superficial de tragdo superior ao do modelo coesivo fi;
em caso positivo, aplica-se nestes pontos a relagao abertura-forgca de superficial de
tracdo do modelo coesivo. Depois de aplicado todo o carregamento, os valores de
deslocamentos e forcas de superficie no contorno sao obtidos. A partir dai sao
geradas as matrizes HI/ e Gl e os valores dos deslocamentos nos pontos internos

sao calculados.
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Figura 6-2 - Fluxograma de funcionamento do mddulo de andlise direta.
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6.1.2 Andlise inversa

O moddulo de analise inversa é apresentado no fluxograma de funcionamento
do mesmo (Figura 6-3).

O moddulo inverso € alimentado com um arquivo similar ao apresentado para o
modulo direto com as seguintes diferengas:

- Condigcbes de contorno: ndo se conhece parte ou todas as condicdes de
contorno (deslocamentos e forgas superficiais aplicadas) do problema, pois elas s&o
as incognitas em nosso problema inverso de valores de contorno;

- Parametros do modelo coesivo: os pardmetros do modelo coesivo na
interface de ligacao entre uma sub-regiao e outra também nao sao fornecidos, ja que
estes parametros sdo os valores incognitos no problema inverso de estimativa de
parametros do modelo coesivo;

- Deslocamentos nos pontos internos — Os deslocamentos nos pontos no
interior do dominio sado aqui tratados como dados de entrada e nao como valores
incognitos. S&o eles que nos fornecem informagdes para geragao das equagdes que
faltam para formar o sistema para o problema inverso. Eles devem ser avaliados
experimentalmente (via correlacdo de imagens digitais) para completar o arquivo de
entrada para o modulo inverso do programa.

Com o arquivo de entrada descrevendo o problema inverso gerado, inicia-se
sua resolugdo com a geragdo das matrizes H, G, HI e Gl para cada sub-regiéo,
unindo-as em uma matriz global do problema. Esta matriz € manipulada para
aplicacao das condi¢des de contorno que se conhecem (se houver) e a aplicagao do
equilibrio de forgcas nas interfaces entre sub-regides. O resultado deste processo é
um sistema de equacdes quase sempre sobre determinado, isto €, com um numero
de equagdes maior que o numero de incognitas. Para a resolugéo deste sistema
aplica-se uma das técnicas de regularizagdo apresentadas no capitulo anterior,
obtendo-se um sistema determinado e com solugéo possivel. Os valores avaliados
com a resolugdo deste sistema sao os valores de contorno procurados. As
orientacdes destes valores sdo transformadas de globais (x e y) para locais (normal
e tangencial) ao contorno, para poder avaliar a abertura nas interfaces entre sub-

regides. Com os valores das aberturas nas interfaces e a forga de superficie a tragao
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no contorno delas pode-se reconstruir a curva do modelo coesivo e obter os

parametros que a descreva.

Entrada dos dados
bésicos do problema

\_/r\

Discretizacio do
problema

J

Geragdo das

matrizes H e G de
cada sub-regido

l

Geragdo das matrizes
Hi e Gl de cada sub-

regido

l

Mapeamento da H, G, HI
e Gl nas matrizes
globais

i=n® de sub-regides?

Aplicar condigdes
de contorno
conhecidas

l

Aplicar equilibrio na
interface

l

Regularizagao
do sistema

l

Resolugdo do
sistema

Problema possui
interface?

Modificagdo das
diregdes de v e p globals
(x e y) para locais
(normal e tangencial)

(Relatdrio)
valores de u e p,
normal e
tangencial ao
contorno

Calculo de Au
normal nos pontos
da interface

[

(Relatério)
valores de Au nos
pontos da
interface

(Relatario)
Problema
discratizado

(Relatorio)
Valores devep
na contorno

Figura 6-3 - Fluxograma de funcionamento do mdédulo de analise inversa.
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6.2 Interface grafica

Neste item sera demonstrada uma interface grafica desenvolvida em Python
para facilitar e agilizar a geracdo e analise de problemas com a ferramenta
computacional implementada. Facilidades como geragao de sub-regides, geracao da
malha de elementos de contorno, aplicagdo de condicbes de contorno, foram
desenvolvidas neste programa. No pos-processamento, graficos de mapa de cor,

isolinhas e de dispersdo podem ser gerados para analise dos resultados.

6.2.1 Plataforma de desenvolvimento

Para o desenvolvimento desta interface grafica utilizou-se a linguagem de
programagao Python juntamente com a biblioteca grafica Matplotib e a biblioteca
visual PyQt.

Python é uma linguagem de altissimo nivel, orientada a objeto, de tipagem
dinamica e forte, interpretada e interativa. Ela possui uma sintaxe clara e concisa,
favorecendo a legibilidade e a produtividade. A linguagem inclui diversas estruturas
de alto nivel (listas, dicionarios, data/hora, complexos e outras) e uma vasta colegéo
de mddulos prontos para uso, além de frameworks de terceiros (caso da Matplotlib e
PyQt) que podem ser adicionados. Possui recursos encontrados nas linguagens
mais modernas, tais como: geradores, introspecgao, persisténcia, metaclasses e
unidades de teste. Python é uma linguagem com suporte a multiparadigmas, isto €,
possibilita o desenvolvimento de programas modulares, funcionais e orientados a
objetos. A linguagem ¢é interpretada através de bytecode pela maquina virtual
Python, tornando o cdédigo portavel. Python € um software de codigo aberto (com
licenga compativel com a General Public License (GPL)). Python pode ser utilizada
como linguagem principal no desenvolvimento de softwares, como linguagem de
script em varios softwares, permitindo automatizar tarefas e adicionar novas
funcionalidades. E uma linguagem que pode faciimente se integrar a outras
linguagens, como Fortran e C.

Matplotlib € um dos mais populares pacotes disponivel para o Python para
geracao de graficos. Este pacote tem funcbes para gerar graficos de barra, linha,

dispersédo, pizza, polar, mapa de cores, entre outros. Ele apresenta dois moddulos
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principais: matplotlib — médulo que oferece uma abstragao orientada a objetos para
os recursos do pacote e pylab — este médulo oferece uma colecdo de comandos que
se assemelha ao Matlab.

Qt é uma toolkit desenvolvida em C++ utilizada para geracdo de interfaces
graficas. PyQt é um binding que permite o uso do Qt no Python, disponivel sob a
licenga GPL. Um dos maiores atrativos do PyQt € o Qt Designer (Figura 6-4), que
consiste em uma ferramenta para a construcao de interfaces. Os arquivos XML
gerados pelo Qt Designer (com a extensao .ui) podem ser convertidos em modulos

Python através do utilitario pyuic.

7 G Designer . = B B

D@D B
|svesetsn

et LR
Object Class =

= vertical Layout
] Hersorst Lspout
B cedLayout
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[ toed Butrem

@ Padio Bustan

B checkBes

&) Cemmund Link Button
Buttin Do Pndeckin o
(4 o Vores (Model-Tased) | ey

it
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T T T T ) ceate | [ cpen.. |[ Recent o[ Oosee
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Figura 6-4 - Tela Principal do Qt Designer.

6.2.2 Ferramenta visual desenvolvida

Com o objetivo de demonstrar as funcionalidades da interface gréafica, neste
item serdo apresentadas algumas telas da ferramenta visual desenvolvida.

A interface é dividida em quatro areas principais (Figura 6-5): (A) regiao de
abas - responsavel por dividir a funcionalidade do programa (HOME, GEOMETRY,
MATERIAL, BOUNDARY CONDITIONS E GRAPH), (B) regiao de plotagem - onde
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os graficos de pré e pos-processamento sdo apresentados, (C) regidao de scripts —
nesta area, scripts de comandos podem ser carregados e processados e (D) regiao
de tabelas - nesta regido sao apresentadas as tabelas de dados, geradas ou

carregados.

T e e e e e—————
HovE | ceomeTRY | marmia | Bounoasycoroimons | easen | ree
—
8 + A
|
508 ALOT | GRAPH DATA MR OF CONTOURS | MAX DELTA FIELD | MBI VALLE ond MAX VALUE  ROW MIN | ROW MAX
x] 2 %[ Looooo T o He
GRAPHICS ATA TABLES,
|
|

Figura 6-5 - Tela principal da interface desenvolvida.

A (Figura 6-6) ilustra as abas de divisdo das funcionalidades: HOME -
responsavel por gerenciar os formularios para carregamento de scripts e tabelas de
dados, GEOMETRY - carrega os formularios de geragcao de primitivas geométricas,
MATERIAL - carrega os formularios para criagdo e aplicagdo dos materiais,
BOUNDARY CONDITIONS — gerencia os formularios para criagdo e aplicagado das
condicdes de contorno e GRAPH — responsavel pelos formularios para criagao de
graficos de pos-processamento (dispersdo e mapas de cores) e importacao de

imagens, importante nas analises dos resultados da CID.
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HOME | GEOMETRY | MATERIAL | BOUNDARYconDITIONS | GRAPH | HelP |

BE A

HOME | GEOMETRY | MATERIAL | BOUNDARY CONDITIONS | GRAPH | HELP |

HOME | GEOMETRY | MATERIAL | BOUNDARY CONDITIONS | GRAPH | HELP |

@ .

| HoME | ceoMETRY | MATERIAL | BOUNDARY CONDITIONS | GRAPH | HELP |

o ol | (e

| Home | ceoMETRY | MATERIAL | BOUNDARY CONDITIONS | GRAPH | HELP |

0O &8 B

Figura 6-6 - Abas da interface desenvolvida.

As figuras a seguir, apresentam algumas t

elas da interface grafica em trabalho.
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Figijra 6-7 - Problema discretizado na interface desenvolvida.
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Figura 6-8 - Resultados da correlac&o de imagens.
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Figu-ra 6-9 - Grafico de dispersao.

6.3 Exemplos de aplicacao

Alguns exemplos numéricos de utilizagdo da ferramenta computacional

implementada serdo apresentadas neste item. O objetivo destes exemplos é validar
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as formulagdes desenvolvidas em um ambiente controlado, isto €, com dados
numericos, 0s quais ndo apresentam os ruidos presentes em dados oriundos de

ensaios, principalmente para os exemplos de analise inversa.

6.3.1 Analise direta de um problema de fratura coesiva

O primeiro exemplo de aplicagao refere-se a uma viga de concreto com entalhe
solicitada por flexdo em trés pontos (Figura 6-10). Trata-se de um problema tipico de
fraturamento em Modo I. A peca apresenta 2000 mm de comprimento e 200 mm de
altura com um entalhe central de profundidade igual a 100 mm. Os resultados
experimentais e de uma modelagem com elementos finitos dessa estrutura séo
apresentado em SALEH (1997). Apresentam-se as seguintes propriedades para o
material: resisténcia a tragcdo do concreto, fi. = 3.33 MPa; mddulo de elasticidade
longitudinal, E = 30000 MPa; coeficiente de Poisson de v = 0,2; e energia de fratura
Gy variando entre: 115 N/m para o corpo-de-prova com menor valor e 137 N/m para
o de maior valor. Na simulagao utilizou-se G = 124 N/m que corresponde a média

dos valores maximo e minimo.

COMPRIMENTO: 2000 mm
200 mm ALTURA: 200 mm

LARGURA: 50 mm

100 mm

1000 mm 1000 mm -A-

Figura 6-10 - Dados do problema para analise direta fratura coesiva.

O problema foi modelado por duas sub-regides com elementos de interface
com curvas linear, bi-linear e exponencial de amolecimento para o modelo coesivo
de fratura (Figura 6-11). O carregamento foi aplicado em 50 incrementos através da
imposicdo de deslocamentos no ponto de aplicagdo da carga. Como resultado
apresenta-se a comparacgéao das curvas (Carga x Flecha), mostrada na (Figura 6-12),
obtidas com a ferramenta computacional implementada para as trés leis coesivas e a
encontrada experimentalmente e com a simulacdo em elementos finitos em

Saleh (1997), validado a formulacdo desenvolvida. Além disto, os valores obtidos
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para os campos de deslocamentos desta analise servirdo como dados de entrada

para o exemplo de analise inversa que sera apresentado posteriormente neste
capitulo.
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Figura 6-11 - Curvas de amolecimento dos modelos coesivos utilizados na simulacgao.
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Figura 6-12 - Comparacdo dos resultados da simulacao.

6.3.2 Minimizacdo e maximizacao de funcdes com algoritmo genético

Este item do texto tem por finalidade mostrar alguns problemas analisados com

o0 emprego do modulo de algoritmo genético da ferramenta computacional
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implementada. Apresentam-se exemplos da utilizagcdo do moddulo de algoritmo
genético na minimizagdo e maximizacao de fungdes para validar a sua eficiéncia.
Em itens posteriores sera apresentada a utilizagdo conjunta do modulo de algoritmo
genético com o de meétodo dos elementos de contorno para estimativa dos

parametros mecanicos em problemas elasticos.

- Maximizagdo e minimizagdo de uma fung¢do de uma variavel
- Descricao do problema: Maximizacdo e minimizagcao da funcdo expressa na

(Equacéo 6-1) no intervalo de (-5,0 a 5,0), via algoritmo genético.

f(x) = x.sin(x?) Equag&o 6-1

MAX
(-4.856,4.856 6

f(x)

WA A
RIASEBRATAl

| L

-6 MIN
(4.856,-4.856)

X

Figura 6-13 - Func&o a ser minimizada e maximizada.

- Objetivo: Neste exemplo, o objetivo é obter o valor de x no intervalo de -5.0 a
5.0 para o qual a fungao f(x) apresente o maior valor (Maximizagdo da fungéo) e o
valor de x dentro deste mesmo intervalo para o qual a funcao f(x) apresente 0 menor
valor (Minimizagao da fungao).

- Parametros: Para resolucdo deste problema foram utilizados os parametros
ilustrados na (Figura 6-14) da tela do programa de algoritmo genético implementado,
para ambos os problemas: maximizagao e minimizacado. Observando-se a ilustragao,
vé-se que o unico parametro modificado de uma situagdo para outra € o tipo de

otimizagao.
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Maximizagédo da Fungéo

7 Algoritmo Genético [E)E)X) [l % Atgoritmo Genético (=13

Tamanho dos Genes: ,ﬁ
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Taxa Crossover: 0.80
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S piTT
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Tipo de selecao
" rank " roleta

Tipo de otimizagao
' maximizagao " minimizagao

Arquivo entrada (MEC): |[ED1-PRO0.TXT
Processar

Minimizagéo da Fungéo

Tamanho dos Genes: 32 -
N°® de Genes / Cromossomoj1

Tamanho populagao: 100
Taxa Crossover: 0.80
Taxa Mutagao: 0.90

Pontos no crossover: B
Individuos no elitismo: ’57
Semente: o
Arquivo de saida do AG:  [sada
Namero Max. de geragdes: ’2!]7
Apitidao minima: EN
Tipo de selegao

& rank " roleta

Tipo de otimizagao

" maximizagao * minimizagao

Arquivo entrada (MEC): |[ED1-PROCT.TAT
Processar

|

|

Figura 6-14 - Parametros utilizados no médulo de AG.

- Resultados: Os resultados obtidos pelo programa de algoritmo genético
implementado sdo comparados com os obtidos pelo programa matematico Mathcad,

em sua versao 11.

Tabela 6-1 - Tabela com os resultados do exemplo

Otimizacéao Valor de (X) via AG Valor de (X) via Mathcad

Maximizagao -4.856 -4.856

Minimizacao 4.856 4.856

- Maximizagdo de uma funcédo de duas variaveis

- Descricao do problema: Maximizagéo da fungao expressa na (Equagao 6-2),
no intervalo de (-5,0 a 5,0), via algoritmo genético.
flx,y) = —x*—y% +50 Equago 6-2
- Objetivo: Neste exemplo, o objetivo é obter o valor de x e y no intervalo

entre (-5,0 e 5,0), para o qual a fungéo f(x,y) apresente o maior valor (Maximizagéo

da fungao).
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MAX
(0.000,0.000)

Figura 6-15 - Func&o a ser minimizada e maximizada.

- Parametros: Para resolucdo deste problema foram utilizados os parametros
ilustrados na (Figura 6-16) da tela do programa de algoritmo genético implementado,
para o problema de maximizagéo da fungéo de duas variaveis.

- Resultados: Os resultados obtidos pelo programa de algoritmo genético sao
comparados com os resultados obtidos pelo programa matematico Mathcad (Tabela

6-2), em sua versao 11.

Maximizagdo da Fungao

7 Migoritmo Genético [—_j@@
Tamanho dos Genes: [z 4
N° de Genes / Crnmossomoﬁ—
Tamanho populagao: ,mﬂi
Taxa Crossover: luw—
Taxa Mutagéo: E
Pontos no crossover: e
Individuos no elitismo: ,57
Semente: [
Arquivo de saida do AG:  |sada

Nimero Max. de geragdes: h
Apitidao minima: ,3‘0—
Tipo de selegao

# rank  roleta
Tipo de otimizagao

+ maximizagao ¢ minimizagao

Arquivo entrada (MEC): |[ED1-PRO01.TXT
Processar

Figura 6-16 - Parametros do AG maximizacdo da funcdo de duas variaveis.
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Tabela 6-2 - Tabela com os resultados do exemplo.

Maximizacgao AG Mathcad
Valor de (X) 0.000 0.000
Valor de (Y) 0.000 0.000

6.3.3 Estimativa das propriedades mecanicas em uma peca tracionada

Um exemplo de aplicacdo da ferramenta computacional desenvolvida para o
tratamento de problemas inversos de estimativas das propriedades elasticas é
apresentado neste item. Neste exemplo, os campos de deslocamentos
experimentais foram substituidos por campos obtidos por uma analise direta prévia.

- Descrigao do problema: Chapa quadrada, de lados com dimensdes unitarias,
e submetida a um carregamento de tragdo, como ilustrado na (Figura 6-17).
Considera-se que a chapa esteja em EPT e composta de um material com médulo
de elasticidade E = 100 e coeficiente de Poisson v = 0,25.

- Objetivo: Neste exemplo, o objetivo é estimar os valores de E e v, tidos como
incognitos neste problema, a partir de valores de deslocamentos medidos em pontos

no interior da chapa.

10.0 10.0

- » I

<« >

E = 100.0

] v=0.25 — 1.0
<« —

< P » X

e 1.0

»!
il rl

Figura 6-17 - Dados do problema.

Em substituicdo aos dados experimentais de campos de deslocamentos para

este problema, que sao os dados utilizados na avaliacdo dos valores de E e v no
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programa implementado, efetuou-se uma analise direta do problema para obtengao
destes dados.

- Discretizagao: na analise direta deste problema, utilizou-se uma discretizacéo
do contorno do problema com 10 elementos lineares por lado, como apresentado na
(Figura 6-18).

No problema inverso de estimativa das propriedades mecanicas do material
que compdem a chapa ilustrada na (Figura 6-17), os valores do mddulo de
elasticidade e do coeficiente de Poisson sao tidos como incégnitos. Sdo conhecidos
valores de deslocamentos em pontos selecionados no interior do dominio do
problema.

- Discretizagdo: Na analise inversa, utilizou-se de uma discretizagdo do
contorno similar ao escolhido para a analise direta. A analise inversa foi realizada
com os dados de deslocamentos em trés configuragdes de escolha dos pontos

internos ao dominio do problema (Tabela 6-3).

MALHA

0.8

0.6

¥im)

0.4

0.2

0.0

0253 0.0 02 04 06 0.8 10

X (m)

Figura 6-18 - Discretizacdo do problema.

Tabela 6-3 - Configuracéo da distribuicdo dos pontos internos.

A 25 pontos internos
B 15 pontos internos
C 10 pontos internos
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Figura 6-19 - Configurac@es de distribuicdo dos pontos internos.

- Parametros: para resolugao deste problema foram utilizados os parametros

ilustrados na (Figura 6-20), que reproduz a tela principal do programa de algoritmo

genético implementado, para as trés configuragdes de escolha dos pontos internos.

Foi utilizada uma populagdo de 50 individuos que seguiram seu processo evolutivo

por 20 geracgoes.

- Resultados: Os resultados obtidos pelo programa implementado para os

valores de E e v, nas trés configuragdes de escolha dos pontos internos, sao

comparados nas tabelas a seguir, (Tabela 6-4, Tabela 6-5 e Tabela 6-6), com os

valores utilizados na analise direta para obtencdo dos deslocamentos nos pontos

internos. Tais valores foram utilizados na analise inversa para avaliar a qualidade

dos resultados obtidos via acoplamento AG e MEC.
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7 Algaritmo Genético =
Tamanho dos Genes: lﬂ—j
N® de Genes / Cwmossomo{?f
Tamanho populagéo: fzhu
Taxa Crossover: .
Taxa Mutagao: ,Mﬂi
Pontos no crossover: ,27
Individuos no elitismo: |5
Semente: [ormnm

Arquivo de saida do AG:  |saida
Namero Max. de geragdes: |20
Apitidao minima: [ﬁ]

Tipo de selegao
* rank  roleta
Tipo de otimizacao

* maximizagao minimizagao

Arquivo entrada (MEC): [ED1-PRO0T.TXT

Processar

r

Figura 6-20 - Parametros do AG utilizados no problema.

Tabela 6-4 - Resultados da andlise inversa para configuracéo A.

Incognitas AG + MEC REAL
Coeficiente de Poisson (v) 0.248 0.250
Mdodulo de Elasticidade (E) 99.028 100.000

Tabela 6-5 - Resultados da andlise inversa para configuracéo B.

Incognitas AG + MEC REAL
Coeficiente de Poisson (v) 0.223 0.250
Mdodulo de Elasticidade (E) 101.154 100.000

Tabela 6-6 - Resultados da andlise inversa para configuracéo C.

Incognitas AG + MEC REAL
Coeficiente de Poisson (v) 0.218 0.250
Modulo de Elasticidade (E) 96.269 100.000

6.3.4 Analise inversa de estimativa de parametros do modelo coesivo

Neste item, apresenta-se a aplicacao da formulacéo proposta no tratamento do
problema inverso de estimativa dos parametros do modelo coesivo. Para isto, serao

utilizados os campos de deslocamentos da area em destaque (Figura 6-21), obtidos

Andlise inversa utilizando o método dos elementos de contorno e correlagédo de imagens digitais - Manoel Dénis Costa Ferreira



CAPITULO 6 - Ferramenta computacional desenvolvida 107

na analise direta do exemplo no (Item 6.3.1), ilustrados na (Figura 6-23), para dez
niveis de carregamento (Figura 6-22). Estes campos serao utilizados para simular os

obtidos experimentalmente, pela correlagdo de imagens.

COMPRIMENTO: 2000 mm
200 mm ALTURA: 200 mm )
LARGURA: 5 mm

"' 1000 mm 1000 mm A

Figura 6-21 - Regido de interesse.

1000 - 7
700—§ - | :
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. e
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0,0 0,1 0,2 0,3 04 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9

Flecha (mm)
Figura 6-22 - Instantes dos campos de deslocamentos apresentados na Figura 6-23.
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Figura 6-23 - Campos de deslocamento X e Y nos niveis (1 a 10).

Na analise inversa, a regido de interesse foi modelada por duas sub-regides
(Figura 6-24). Nos nos do contorno e pontos internos foram aplicados os
deslocamentos obtidos pela analise direta (simulando os obtidos por CID) para as
trés curvas coesivas implementadas (linear, bi-linear e exponencial). Nos nés da

interface deixaram-se incognitos os valores de deslocamentos e forga de superficie.

200
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ot :
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Figura 6-24 - Malha da anélise inversa.

Os graficos a seguir, (Figura 6-25 a Figura 6-33), apresentam os resultados
obtidos na andlise inversa. S&o apresentados os graficos de abertura e tenséo
normal ao longo da interface, bem como a combinagdo destes, no grafico de
Abertura versus Tensao Normal (curva de amolecimento coesivo), ao se utilizar os
campos de deslocamentos oriundos da analise direta para os trés modelos coesivos

no nivel de carregamento identificado pelo numero 6 na (Figura 6-22).
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Figura 6-27 - Tensao normal versus Abertura (Estimativa Linear).
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Figura 6-30 - Tensao normal versus Abertura (Estimativa Bi-linear).
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Figura 6-33 - Tensado normal versus Abertura (Estimativa Exponencial).
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As tabelas a seguir, (Tabela 6-7, Tabela 6-8 e Tabela 6-9), mostram as

comparagdes dos parametros utilizados na analise direta com os obtidos com a

analise inversa.

Tabela 6-7 - Resultados da analise inversa (LINEAR).

MODELO LINEAR

Analise Direta Analise Inversa
fi. (MPa) 3,3300 3,3500
Au¢ (mm) 0,0745 0,0731

Tabela 6-8 - Resultados da analise inversa (BI-LINEAR).
MODELO BI-LINEAR

Analise Direta Analise Inversa
fic (MPa) 3,3300 3,3500
AU’ (mm) 0,0298 0,0298
ft (MPa) 1,1100 1,1100
AUc (mm) 0,1341 0,1270

Tabela 6-9 - Resultados da andlise inversa (EXPONENCIAL).

MODELO EXPONENCIAL

Analise Direta Analise Inversa
f. (MPa) 3,3300 3,3700
Gt (mm) 0,1240 0,1234
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7

CAPITULO

Programa experimental

O programa experimental desenvolvido neste trabalho foi realizado no
Laboratério de Estruturas da EESC/USP. Este programa consta de ensaios de
caracterizagao mecanica do concreto, com resisténcia alvo a compressao de 40 Mpa
(este valor foi estabelecido em funcdo da finalidade para a qual o concreto foi
projetado, ja que estes ensaios foram realizados com amostras de concretos que
seriam utilizados na confecgcao de modelos experimentais de outras pesquisas do
departamento). Neste estudo, o concreto utilizado foi usinado (confeccionados em
central de dosagem). Os ensaios foram realizados aos 28 dias, a fim de caracterizar
o concreto quanto as seguintes propriedades mecanicas: resisténcia a compressao,
determinagcao da curva tensdo versus deformacdo na compressdao, moédulo de
elasticidade, resisténcia a tragdo por compressdao diametral e energia de
fraturamento. Com relacdo a esta propriedade, realizou-se ensaio de flexdo sob trés
pontos de viga com entalhe, sendo este ensaio acompanhado por equipamento
fotografico para aquisicao de imagens da regiao de propagacéao da fissura. A técnica
de correlagdo de imagens digitais foi utilizada para a aquisicdo dos campos de
deslocamentos que alimentariam o modelo computacional implementado para

obtencao de parametros do modelo coesivo.

7.1 Ensaios de caracterizacdo do concreto

Neste item é apresentada uma breve descricdo dos ensaios de caracterizagao
realizados. Destacam-se os ensaios de flexdo por trés pontos, onde, ao longo de
sua execugao, realizou-se a aquisi¢ao de imagens para obtencdo dos campos de

deslocamentos necessarios para as analises de interesse deste trabalho.
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7.1.1 Ensaio de Resisténcia a Compressao

Os ensaios de compressdo axial foram executados observando as
recomendagdes da norma ABNT NBR 5739:2007 para determinagédo da resisténcia
a compressado. Foram moldados nove corpos-de-prova de 150 mm de didmetro e
300 mm de altura. Os corpos-de—prova foram ensaiados aos 28 dias na maquina de
ensaios universal da marca Instron, modelo 5595, servo-hidraulica, de capacidade
de 1500 kN. Antes do ensaio todos os corpos-de-prova foram retificados para
melhorar as condi¢des de ajuste do corpo-de-prova ao equipamento de ensaio e
também em razdo da alta resisténcia do material. A (Figura 7-1) apresenta o

esquema de ensaio de resisténcia a compressao do concreto.

Figura 7-1 - Ensaio de compressdo axial para determinacéo da resisténcia a compresséo.

A (Tabela 7-1) apresenta os resultados do ensaio de compressao simples dos

nove corpos-de-prova.

Tabela 7-1 - Resisténcia a compresséo.

Corpo-de-prova fem (MPQ)

1 40,83

2 43,10

3 39,97

4 42,00

5 41,97

6 39,10

7 39,58

8 40,66

9 36,83

Média 40,45
Desvio Padréo 1,87
Coeficiente de Variacdo 4,61%
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7.1.2 Ensaio de Modulo de Elasticidade

Ensaios de compressdao axial foram executados observando as
recomendagdes da norma ABNT NBR 8522:2008, para determinacdo do moédulo de
elasticidade. Para realizagdo do ensaio, foram moldados trés corpos-de-prova de
150 mm de didmetro e 300 mm de altura e receberam acabamento retificado. O
ensaio foi executado na maquina de ensaios universal da marca Instron, modelo
5595, servo-hidraulica, de capacidade de 1500 kN.

Para medicdo de deslocamentos lineares longitudinais, utilizaram-se
transdutores de deslocamento a base de extensdmetros elétricos, apoiados nas
duas laterais dos corpos-de-prova. Foram utilizados dois transdutores localizados na
regido central dos corpos-de-prova (Figura 7-2), a fim de evitar o efeito de
confinamento das extremidades. Os transdutores utilizados possuiam bases de
medida de 200 mm, sensibilidade de 0,001 mm e capacidade de 10 mm. Os
deslocamentos foram aplicados segundo a taxa de 0,005 mm/s e registrados pelo
sistema 5000 de aquisigao de dados, juntamente com os valores das forgas, a cada

segundo.

Figura 7-2 - Ensaio de compressao axial para determinagcdo do médulo de elasticidade.

Neste trabalho a determinacdo do mddulo de elasticidade, a partir de ensaios
estaticos de compressao axial, foi realizada considerando como trecho elastico o
intervalo da curva tensao-deformacéao limitado entre 0,5 MPa e 30% da tensao de
ruptura. Para este intervalo foi feita uma regresséao linear, sendo que o coeficiente

angular da reta define o médulo de elasticidade. A (Figura 7-3) apresenta as curvas
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forca versus deformacgdo obtidas dos corpos-de-prova submetidos ao ensaio de
modulo de elasticidade.
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Figura 7-3 - Curvas tensao versus deformacdo.

Os valores de modulo de elasticidade dos trés corpos-de-prova estao
apresentados na (Tabela 7-2).

Tabela 7-2 - M6édulo de elasticidade.

Corpo-de-prova fem (MPa) Ecm (GPa)
1 39,95 42,53
2 37,33 41,06
3 36,27 36,56
Média 37,85 40,05
Desvio Padrao 1,90 3,11
Coeficiente de Variacdo 5,01% 7,76%

7.1.3 Ensaio de Resisténcia a Tracdo por Compressao Diametral

A resisténcia a tracdo foi determinada de forma indireta por ensaios de
compressdo diametral. Foram ensaiados seis corpos-de-prova de 150 mm de
diametro e 300 mm de altura, observando as recomendagbes prescritas na
ABNT NBR 7222:2011. Os ensaios foram executados na maquina hidraulica para

ensaios de compressao (marca ELE), controlada por computador, de capacidade de
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2000 kN e com taxa de aplicacdo do carregamento de 2,4 kN/s, adequada as
dimensdes dos corpos-de-prova. A (Figura 7-4) apresenta o esquema do ensaio de
tracdo por compresséo diametral. Na (Tabela 7-3) sdo apresentados os resultados

desses ensaios.
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A = )

! ‘
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7

Figura 7-4 - Ensaio de compressédo diametral.

Tabela 7-3 - Resisténcia a tracdo por compressao diametral.

Corpo-de-prova feim (MPa)

1 3,88

2 3,46

3 2,71

4 3,55

5 3,06

6 3,06

Média 3,29

Desvio Padréo 0,42

Coeficiente de Variagcdo 12,83%

7.1.4 Ensaio de flexdo sob trés pontos de carga

A capacidade de absorgédo de energia de um material é, geralmente, avaliada
por meio do conceito de energia de fratura G;, definida como a energia necessaria a

formagao de uma fissura de area unitaria (Araujo, 2002).
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Um dos ensaios frequentemente utilizados para quantificar a energia de
fraturamento € o ensaio de flexdo em trés pontos sobre viga com entalhe no meio do
vao, cujo esquema esta representado na (Figura 7-5). Os entalhes sdo realizados
para que n&o haja dissipagdo de energia fora da zona de fratura e garantir a

formacao de uma fissura unica.

L

150 mm

150 mm /
~a

Figura 7-5 - Ensaio de flexdo em trés pontos.

Durante a execugdo do ensaio realizou-se a aquisicdo de imagens para
obtencdao dos campos de deslocamentos da regido de propagacgao da fissura, via
correlagdo de imagens digitais. Estes campos sao utilizados na resolugédo do
problema inverso de estimativa dos parametros do modelo coesivo.

Para tanto, os ensaios de flexdo em trés pontos foram realizados em seis
exemplares de concreto de 500 mm de comprimento, 150 mm de largura e 15 mm
de altura, com entalhe central passante de 25 mm de extensdo. As vigas foram
apoiadas na base de modo a apresentarem 450 mm de véao livre entre os apoios.
Essas dimensdes contrariam as recomendagdes do RILEM 50 FMC (RILEM, 1985),
mas foram escolhidas devido a limitacdo no vao disponivel pelo equipamento
utilizado para o ensaio.

O ensaio foi realizado em portico de reagdo com o carregamento aplicado por
um atuador com capacidade maxima de 500 kN e sensibilidade de 0,01 kN. Para
maior estabilidade, realizou-se o ensaio com controle da abertura da fissura, medida
por um clip-gauge instalado nos entalhes das amostras (Figura 7-6) a uma taxa de
0,0001 mm/s.
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Figura 7-6 - Detalhe da instalacdo do clip gauge.

Para a aquisicao das imagens, utilizou-se uma camera semi-profissional Canon
EOS 30D, com sensor CMOS de 3504x2336-pixel e 12-bit RGB, acoplada a um
computador com software para controle de disparos programado para fazer uma foto

a cada 5 segundos (Figura 7-7).

Figura 7-7 - Esquema geral para o ensaio de flexdo em trés pontos com aquisicdo de imagens.

Para aumentar a eficiéncia da técnica de correlagdo de imagens digitais na
obtencao dos campos de deslocamentos, a superficie de interesse de cada amostra
foi preparada usando tinta spray preta e branca. A textura resultante deste

tratamento, ilustrada na (Figura 7-8), foi obtida com o uso de uma mascara (tela com

malha de 5 mm).
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Figura 7-8 - Detalhe da &rea de obtencéo das imagens.

A (Figura 7-9) apresenta as curvas forga versus abertura do clip gauge, as quais

foram obtidas dos ensaios de flexdo em corpos-de-prova entalhados a meio vao.
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Figura 7-9 - Curvas forga versus abertura do clip-gauge.

No presente trabalho, apesar dos corpos-de-prova ensaiados ndo atenderem
as prescri¢oes da RILEM 50 FMC (1985), sua formulagao foi utilizada para obtencgéo
de uma estimativa da energia de faturamento.

No método proposto pela RILEM 50 FMC (1985), a curva forga versus

deslocamento vertical (flecha) no meio do vao do corpo-de-prova deve ser obtida até
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o instante em que a forca resistida pelo corpo-de-prova se torna nula, isto &, no
instante em que o corpo-de-prova se parte em duas metades.

Uma vez obtida a curva forga versus deslocamento e admitindo que haja
absorcao de energia apenas na zona coesiva, a energia de fratura do material pode

ser calculada usando a expressao dada pela (Equagao 7-1).

W+ (my+2-my)-g- 6y
4 Alig

Equacédo 7-1

sendo:

W, = trabalho produzido pela for¢a exercida pelo atuador durante a deformacéo do
corpo-de-prova, representado pela area sob a curva forga versus deslocamento
vertical (flecha) mostrada na (Figura 7-10);

m1 = massa do corpo-de-prova entre os apoios, calculada como a massa de um
corpo-de-prova multiplicada pela relagdo entre o vao entre apoios e o comprimento
total do corpo-de-prova;

m2 = massa do equipamento que acompanha a deformacdo do corpo-de-prova
durante o ensaio e que nao esta acoplado ao atuador;

g = aceleragao da gravidade, admitida como sendo igual a 9,81 m/s?;

du = flecha ultima, ou seja, o deslocamento vertical registrado no final do ensaio; e
Alig = b-(h — a), area da superficie de fratura acima do entalhe projetada no plano

ortogonal ao eixo longitudinal do corpo-de-prova.

A

Forca

Flecha Ou

Figura 7-10 — Grafico para obtencéo de trabalho realizado pela forga externa, baseado nas
proposi¢cdes da RILEM 50-FMC.
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A (Figura 7-11) apresenta as curvas forgca versus deslocamento vertical (flecha)
e a (Tabela 7-4) reune os valores de energia de fraturamento, obtidos a partir dos

ensaios de flexdo em trés pontos.
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Figura 7-11 - Quantificacdo da energia de fratura segundo o RILEM 50-FMC.

Tabela 7-4 - Energia de faturamento por flexao em trés pontos.

Corpo-de-prova Gt (N.mm/mm?)

1 0,108

2 0,099

3 0,058

4 0,088

5 0,108

6 0,104

Média 0,094

Desvio Padréo 0,019

Coeficiente de Variagao 20,30%

Segundo o CEB-FIP (1990), a energia de fratura do concreto (Gs) pode ser
estimada pela (Equagao 7-2), para concretos com resisténcia a compressao menor
ou igual a 80 MPa.

f;:m )0,7

Gf = GfO <fcmo Equacéao 7-2
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sendo Gy o valor base da energia de fraturamento estimado em fungédo da dimensao
maxima do agregado graudo (Tabela 7-5), fcmo igual 10 MPa e f.,, a resisténcia a

compressao.

Tabela 7-5 - Valores base de energia de faturamento (CEB-FIP (1990)).

dmax (mm) Gro (N.mm/mmz)
8 0,025
16 0,030
32 0,058

Considerando a dimensdo maxima do agregado graudo de 19 mm, o valor
estimado da energia de faturamento, segundo a recomendagéao do CEB-FIP (1990)
foi de 0,096 N.mm/mm?, que é um valor préximo ao obtido experimentalmente pela
proposta da RILEM 50 FMC (1985).

7.2 Resultados da correlacdo de imagens

A qualidade da medigao do campo de deslocamento pela técnica da correlagéo
de imagem baseia-se principalmente na qualidade da textura das imagens em
analise. Assim, antes de se discutir os resultados obtidos com a correlacdo de
imagens, uma analise das caracteristicas das texturas obtidas nos ensaios deste
trabalho é apresentada. O histograma € o primeiro item a ser avaliado nesta analise

da qualidade das imagens que serao utilizadas na CID (Figura 7-12).

Region of interest

< 10° Gray level histogram
5 T T
500 4
]
g3
1000 <
22
£
P
1500 |
0 L .
2000 g 49 ) 5 4 : f
500 1000 1500 2000 Gray level %10

Figura 7-12 — Histograma da textura do corpo-de-prova CPOL.
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Ele oferece uma indicacdo da qualidade global da imagem apontando se ha
problemas de saturac&do. No entanto, tal caracterizagdo global da imagem apresenta
interesse limitado. E principalmente util na fase de aquisicdo de imagens para definir
o tempo de exposicdo e/ou abertura do sensor da camera.

No algoritmo de correlagdo do CORRELIQ4, as imagens analisadas séao
divididas em elementos e estes sdo caracterizados pelo desvio padrao do nivel de
cinza. A média desses valores de todos os elementos de um dado tamanho,
normalizados pelo nivel de cinza maximo presente na imagem, define a variagao do
nivel de cinza da textura. Esta € uma propriedade que apresenta maior importancia
na caracterizacdo dos padrées de uma textura do que na caracterizacdo da
qualidade de aquisicao das imagens. A importancia da andlise dessa propriedade é
avaliar se as sub-imagens apresentam a informacao suficiente para permitir a
utilizagdo adequada do algoritmo de correlagao.

Para escolha do tamanho do elemento, um limite pratico para o valor da
variagao (flutuacéo) € de no minimo 1% da gama dindmica da camera, isto é, para
valores inferiores a este limite, ndo existem gradientes suficientes para obter os
deslocamentos. Na (Figura 7-13) é apresentada a porcentagem de elementos (para
cada tamanho) que atendem esse limite. Observa-se que apenas para a escolha de
elementos com tamanho de 8 pixels a imagem apresentaria alguns elementos que

nao atendem a este critério.
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Figura 7-13 - Critério de flutuagcdo do corpo-de-prova CPO1.

Outro critério importante € o raio de correlagdo da textura da imagem, que é

calculado a partir de uma interpolacdo parabdlica da fungdo de auto-correlagcéo na
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origem. O inverso dos dois autovalores da curvatura fornece uma estimativa dos dois
raios de correlacao (Figura 7-14), quando tomada a média de todos os elementos de
um dado tamanho.

Em relacdo a este critério, um limite pratico para o valor do raio de correlagao
na escolha do tamanho do elemento é de no maximo 25% do tamanho do elemento.
Acima deste valor, acredita-se que as medi¢gdes ndo sdo seguras. Observa-se que
apenas para a escolha de elementos com tamanho de 8 pixels, a imagem

apresentaria cerca de 45% dos elementos que nao atendem a este critério.
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Figura 7-14 - Critério do raio de correlacdo do corpo-de-prova CPO1.

Como no presente trabalho pretende-se utilizar os campos de deslocamento
obtidos pela CID para avaliacbes quantitativas e ndo sé qualitativa, € importante
avaliar a precisdo dos resultados experimentais obtidos usando o algoritmo de
correlacédo do CORRELIQ4. Isto é feito utilizando a imagem de referéncia, ou seja, a
imagem tomada antes da aplicagdo do carregamento, e gerando imagens derivadas
através de prescricbes de campos de deslocamentos conhecidos. Aplica-se o
obtendo-se 0os campos de

algoritmo de correlagdo sobre essas imagens,
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deslocamentos estimados. Conhecidos os campos de deslocamentos, estimados e
prescritos, quatro diferentes graficos sdo apresentados (Figura 7-15 e Figura 7-16):
meédia e desvio padrao dos erros dos deslocamentos estimados e a média e desvio
padrao dos erros dos deslocamentos em fungcdo do tamanho do elemento.

O tamanho do elemento adotado foi de 16 pixels, ja que este € o valor minimo

necessario para atender a todos os critérios de qualidade anteriormente

mencionados.
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Figura 7-15 - Média e desvio padrao dos erros dos deslocamentos estimados do corpo-de-
prova CPO1.
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Figura 7-16 - Média e desvio padréo dos erros dos deslocamentos em funcédo do tamanho do
elemento do corpo-de-prova CPO1.

Uma primeira analise utilizando medigdes de deslocamento consiste em
comparar a saida do clip gauge com a abertura média do entalhe, calculada como a
diferenca de deslocamento horizontal entre duas zonas escolhidas em torno deste.

A analise foi realizada em uma sequéncia de 100 fotos e a (Figura 7-17) mostra
a curva forga versus abertura do entalhe medida pelo clip-gauge, com os pontos

indicando os instantes em que foram obtidas as imagens. A (Figura 7-18) apresenta
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uma comparagao dos dados obtidos pelo clip-gauge e aqueles obtidos a partir do
processo de correlagdo. Embora a posicdo de medicao seja diferente, uma
tendéncia linear é observada. Isso mostra que a CID produz resultados consistentes
com aqueles obtidos pelo clip-gauge e constitui uma primeira validagao desta técnica

no presente ensaio.
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Figura 7-17 - Curvas forca versus abertura do clip-gauge.

450,0 -
400,0

350,0.3 SO S

300,0 - R S
250,0_: y=1,02593 x

R?=10,99893
200,0

150,0

Abertura CID (um)

100,0

50,0

0,0 Jorrrreer — — R premeere R [ P e
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450

Abertura clip gauge (um)
Figura 7-18 - Comparacdo entre as aberturas obtidas pelo clip-gauge e o pela CID.

O grafico de incertezas dos deslocamentos (Figura 7-16) mostra que, para o

tamanho de elemento adotado, a resolu¢cao da medida de deslocamento é da ordem
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de 0,01 pixels (ou 0,4 um). O valor da abertura permanece no intervalo de subpixel
(isto é, menos de 39 um) durante uma parte significativa da histéria do carregamento
(Figura 7-18), mas significativamente maior do que a resolugdo da medida de
deslocamento. Para esta ordem de grandeza de deslocamentos, € impossivel
detectar visualmente a presenca da fissura, sendo necessaria a analise dos campos
de deslocamentos obtidos pela correlagao para sua visualizagao.

O proximo passo consiste em analisar o campo de deslocamento ao longo de
toda regiao de interesse (cerca de 33530 pontos sao avaliados quando um elemento
de 16 pixels é escolhido). A (Figura 7-20) mostra dez mapas com os campos de
deslocamento em diferentes niveis da curva carregamento versus abertura do entalhe
(Figura 7-19). Com o aumento da abertura do entalhe a fissura se propaga. A partir
dos contornos de deslocamento obtidos na correlagdo, € possivel localizar a
superficie da fissura. Finalmente, ao se comparar esta superficie com uma imagem
da regiédo de interesse apos a ruptura, uma boa concordancia é obtida (Figura 7-21)
Pode-se concluir com estas analises que a CID fornece resultados com qualidade e

quantidade suficientes para as finalidades deste trabalho.
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Figura 7-19 - Curva forca versus abertura do clip-gauge do corpo de prova CP01, indicando os
instantes dos campos de deslocamentos da Figura 7-20.
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7

CAPITULO

Analise inversa com dados experimentais

Este capitulo apresenta os resultados obtidos na analise inversa, realizada com
os dados experimentais obtidos mediante a técnica de correlagdo de imagens, para
identificar as propriedades elasticas e os parametros da lei coesiva. Além disto, para
avaliar a representatividade dos resultados obtidos, realizou-se uma simulagéo
numérica (com o moédulo de analise direta da ferramenta computacional

implementada) utilizando os parametros identificados.

8.1 Propriedades eléasticas

Apesar de terem sido realizados ensaios de caracterizagcdo do concreto das
vigas para a obtencdo do mddulo de elasticidade, a formulagdo apresentada no
capitulo 5, que combina MEC e AG, foi utilizada para estimar essa mesma
propriedade. A discretizacdo em elementos de contorno adotada para este fim é
ilustrada (Figura 8-1). Na técnica de algoritmo genético, a fungédo objetivo € avaliada
nos pontos internos, aferindo a correlagao entre o deslocamento calculado pelo MEC

e o obtido experimentalmente pela CID.
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Figura 8-1 - Malha para estimativa do mdédulo de elasticidade.
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O coeficiente de Poisson nao pode ser avaliado com este procedimento, pois o
nivel de deslocamento € muito pequeno em comparagdo com a precisdao das
medidas de deslocamentos obtidos pela CID. Sendo assim, um valor de v = 0,2 foi
adotado para as analises que sero realizadas neste capitulo. E importante salientar
que a influéncia deste valor sobre a analise de identificagdo dos parametros da lei
coesiva de fissuramento € muito pequena.

A (Figura 8-2) apresenta a evolugdo da funcédo objetivo ao longo de 35
geragdes e os respectivos valores de moédulo de elasticidade, considerando-se uma
das vigas estudadas. Com este procedimento obteve-se o valor de 31250 MPa para
o0 moddulo de elasticidade. A (Tabela 8-1) apresenta os valores estimados desse

modulo para o conjunto de 6 vigas ou corpos de prova (CP).
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L
0.09 ~—r\ E = 46133 MP
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0‘00 T T T T T
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Geragoes

Figura 8-2 - Evolucao da funcédo objetivo para estimativa do médulo de elasticidade ao longo
de 35 geracdes (CP0O1).

Tabela 8-1 - Valores de E estimados pela analise inversa.

AMOSTRA E (MPa)
CPO1 31250
CP02 32817
CP03 30798
CP04 29983
CP05 31607
CP06 35197

MEDIA 31942

O valor médio identificado € menor que o valor medido diretamente através da

realizacdo de ensaios de compressao padrao em corpos de prova cilindricos
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moldados com este concreto, (E = 40000 MPa). Nas analises a seguir, adotou-se o
valor de E = 32000 MPa.

8.2 Modelo coesivo (método deterministico)

Tendo identificado os parametros elasticos, a analise inversa é agora realizada
para o subdominio de interesse, indicado na (Figura 8-3). Para esta analise,
considera-se apenas uma regido em torno da linha da fissura, onde as imagens
captadas durante os ensaios deram origem aos campos de deslocamentos. A
(Figura 8-4) ilustra a distribuicdo de pontos nessa regiao e destaca o zoom de uma
porcao desta, para demonstrar a densidade de pontos de leitura dos deslocamentos.

COMPRIMENTO: 500 mm
ALTURA: 150 mm
LARGURA: 150 mm

25 mm

i J X [ 3
223 mm 224 mm
450 mm

Figura 8-3 - Detalhe da regi&o de interesse.

PONTOS DA CORRELAGAO DE IMAGENS DIGITAIS

- SRR
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500 1000 1500 1 0 1200 1300 1400 " 1500
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Figura 8-4 - llustracdo dos pontos de leitura dos deslocamentos pela CID.
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Na (Figura 8-6) sao apresentados os campos de deslocamento em
correspondéncia aos pontos da curva carregamento versus abertura do entalhe

escolhidos para aplicagéo da técnica de analise inversa proposta (Figura 8-5).
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Figura 8-5 - Posicdo das imagens selecionadas para realizacdo da analise inversa no gréafico

forca x abertura do clip.
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Figura 8-6 - Campos de deslocamentos obtidos pela correlacdo de imagens.

2000

DESLOCAMENTO X (pixel)

1000+

500

0 500 1000 1500 2000
X (pixel)
DESLOCAMENTO X (pixel)
0 500 1000 1500 2000
X (pixel)

DESLOCAMENTO X (pixel)

500 1000 1500
X (pixel)

2000

DESLOCAMENTO X (pixel)

1500
X (pixel)

500 1000 2000

0.92572
0.82572
0.72572
0.62572
0.52572
0.42572
0.32572
0.22572
0.12572
0.02572
-0.07428
-0.17428
-0.27428
-0.37428
-0.47428
-0.57428
-0.67428
-0.77428
-0.87428
-0.97428
-1.07428

098325
0.88325
0.78325
0.68325
0.58325
0.48325
0.38325
0.28325
0.18325
0.08325
-0.01675
-0.11675
-0.21675
-0.31675
-0.41675
-0.51675
-0.61675
-0.71675
-0.81675
-0.91675
-1.01675

0.98989
0.88989
0.78989
0.68989
0.58989
0.48989
0.38989
0.28989
0.18989
0.08989
-0.01011
-0.11011
-0.21011
-0.31011
-0.41011
-0.51011
-0.61011
-0.71011
-0.81011
-0.91011
-1.01011

0.99798
0.89798
0.79798
0.69798
0.59798
0.49798
0.39798
0.29798
0.19798
0.09798
—0.00202
-0.10202
—-0.20202
—-0.30202
-0.40202
-0.50202
-0.60202
-0.70202
-0.80202
-0.90202
—-1.00202

Y (pixel)

Y (pixel)

¥ (pixel)

Y (pixel)

3000

2500

2000

1500

1000

500

3000

2500

2000

1500

1000} |

500

3000

2500

2000

1500

1000

500

3000

2500

2000

1500

1000} ¢

500

DESLOCAMENTO Y (pixel)

By -
500 1000 1500 200
X (pixel)

DESLOCAMENTO Y (pixel)

500 1000
X (pixel)

1500 2000

DESLOCAMENTO Y (pixel)

500 1000 1500
X (pixel)

2000

DESLOCAMENTO Y (pixel)

500 1000
X (pixel)

1500 2000

—7.9243
—7.9743
—8.0243
—8.0743
—8.1243
—8.1743
—8.2243
—-8.2743
—-8.3243
—-8.3743
—-8.4243
—8.4743
—8.5243
—8.5743
-8.6243
-8.6743
—-8.7243
-8.7743
—-8.8243
-8.8743
-8.9243

~7.84118
-7.89118
=7.94118
-7.99118
-8.04118
-8.09118
-8.14118
-8.19118
-8.24118
-8.29118
—8.34118
-8.39118
—8.44118
-8.49118
-8.54118
-8.59118
—-8.64118
-8.69118
—8.74118
-8.79118
—8.84118

—-8.01215
—8.06215
-8.11215
-8.16215
-8.21215
—-8.26215
-8.31215
-8.36215
-8.41215
=8.46215
-8.51215
-8.56215
-8.61215
—8.66215
-8.71215
-8.76215
—8.81215
—8.86215
-8.91215
—8.96215
-9.01215

—8.0098
—8.0598
—8.1098
—8.1598
—~8.2098
—-8.2598
—-8.3098
—-8.3598
—8.4098
—8.4598
—8.5098
—8.5598
—8.6098
—-8.6598
—-8.7098
-8.7598
—8.8098
—8.8598
—8.9098
—8.9598
—9.0098

Andlise inversa utilizando o método dos elementos de contorno e correlagédo de imagens digitais - Manoel Dénis Costa Ferreira



CAPITULO 8 - Analise inversa com dados experimentais 141

A superficie da fissura foi aproximada por seguimentos retos, como ilustrado na
(Figura 8-7) com os vértices para geragdao da malha. Portanto, as pequenas
variagbes na diregcdo da superficie da fissura foram eliminadas e apenas as
principais foram conservadas para realizagao desta analise. A regido de interesse foi
discretizada em duas sub-regides, usando-se em média, 400 elementos de contorno
por regidao, sendo 200 deles na linha da fissura. Além disto, selecionou-se um

conjunto de aproximadamente 900 pontos internos por sub-regiao.

VERTICES

3500
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2500

200
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1500 f

1000 f

o 500 1000 1500 2000
X (pixel)

Figura 8-7 - Vértices para geracdo da malha de elementos de contorno (CP01).

Na analise inversa pelo método deterministico proposto, nos nés do contorno e
pontos internos da malha prescrevem-se os valores de deslocamento obtidos pela
CID e nos nés da interface deixam-se incégnitos os valores de deslocamentos e
forgas de superficie. Com a resolugao do sistema de equag¢des gerado obtém-se as
aberturas e a distribuicdo da tensdo de normal correspondente ao longo da linha da
fissura, como mostrado nas (Figura 8-8 e Figura 8-9) para imagens 07 a 16.

Com o tragado dos graficos de abertura da fissura e tensdo normal ao longo da
superficie da fissura, verifica-se que nos pontos correspondentes aos vértices
(mudanga de diregdo da superficie da fissura) ha um comportamento fora da
distribuicdo esperada, mostrando efeitos locais que sdo provavelmente devido ao
intertravamento dos agregados.

A (Figura 8-10) apresenta as distribuigbes de valores de tensdo normal versus

abertura da fissura para os nos que ja estdo em regime de amolecimento
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caracteristico do modelo coesivo (50 primeiros nés) para as imagens 07 a 16, com o

intuito de se determinar as grandezas de interesse para a lei coesiva.
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Figura 8-8 - Abertura nos nés dainterface nas imagens 07 a 16 (CPO1).
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Figura 8-9 - Tensao normal nos nés da interface nas imagens 07 a 16 (CP01).
IMAGEM 07 IMAGEM 08
4 4
w o
o o
= =
= =
£ £
51 S
z b4
[=] (]
3 g
= c
2 e
000 001 002 003 004 005 006 000 001 002 003 004 005 006

Abertura (mm)

Abertura (mm)

Andlise inversa utilizando o método dos elementos de contorno e correlagédo de imagens digitais - Manoel Dénis Costa Ferreira



CAPITULO 8 - Analise inversa com dados experimentais 143

IMAGEM 09 IMAGEM 10

Tens&o Normal (MPa)
Tenséo Normal (MPa)

T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,00 0.;31 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Abertura (mm) Abertura (mm)
IMAGEM 11 IMAGEM 12
4 4

Tensdo Normal (MPa)
Tensao Normal (MPa)

0 T

T T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Abertura (mm) Abertura (mm)
IMAGEM 13 IMAGEM 14

4 4
—~ 3] 3]
T @
o o
= =
w© ™
£ E
o [=]
=z z
o =]
0 o0
w w
5 G
= [

0 T T

T T T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,05 0,06

Abertura (mm) Abertura (mm)
IMAGEM 15 IMAGEM 16

4 4
—_ — 33
[ o
o o
=3 =
© ©
E E 24
o o
Z z
(=] Q
Ly 0
w w
=4 c 1]
@ @
[ =

T 1 T 0 T T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
Abertura (mm) Abertura (mm)

Figura 8-10 - Tensao normal versus Abertura nos nés da interface nas imagens 07 a 16 (CP01).

Analise inversa utilizando o método dos elementos de contorno e correlagdo de imagens digitais - Manoel Dénis Costa Ferreira



144 CAPITULO 8 - Analise inversa com dados experimentais

Com a analise das distribuicbes, observa-se que apesar de nao se poder
determinar a forma da lei coesiva, € possivel avaliar os valores de tensdo normal de
tragcao critica e abertura critica obtendo-se, com isto, uma estimativa para o valor da
energia de fraturamento.

A (Tabela 8-2) apresenta os valores destes parametros, obtidos por uma
regressao linear sobre os resultados oriundos das imagens 07 a 16. Analisando os
resultados, vé-se que o menor valor para G; foi de 36,26 N/m na imagem 07. Este
valor pode ser explicado pelo baixo valor de abertura critica obtida pela regresséo,
mas que provavelmente nao reflete a realidade, ja que nesta imagem nao ha nés
que atingiram a abertura critica final (tens&do normal de tragdo nula). Ja o valor de
maior G foi de 101,00 N/m na imagem 12, valor mais proximo ao obtido
experimentalmente pelo método da RILEM 50-FMC G = 94,00 N/m. Este valor
apresenta maior confiabilidade, ja que nos resultados desta imagem ha nés em
todos os estagios da curva de amolecimento (tensdo normal de tragdo variando do
valor maximo até a tensdo normal nula). Outro fator a ser analisado é a variagao da
inclinagao das retas de regresséo, o que pode indicar o carater nao linear da forma

da curva do modelo coesivo.

Tabela 8-2 - Valores dos parametros do modelo coesivo estimados pela analise inversa.

IMAGEM fic (MPa) Aug (mm) Gt (N/m)
7 3,23060 0.02245 36,26
8 3,15450 0,02563 40,42
9 3,29528 0,03405 56,11
10 3,37728 0,04041 68,23
11 3,59371 0,05358 96,27
12 3,57659 0,05648 101,00
13 2,33647 0,04487 52,42
14 2,61246 0,03862 50,45
15 2,94477 0,04720 69,50
16 2,94481 0,05014 73,83
MEDIA 3,10665 0,04134 64,22

Avaliando-se as curvas da (Figura 8-10), observa-se que os pontos nos
graficos das imagens (7 a 11) apresentam seus valores concentrados proximos a
tensdo normal maxima, indicado que estes pontos apresentam maior confiabilidade

na estimativa do valor da tensdao normal critica. Ja nos graficos das imagens (12 a
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16), os pontos estdo concentrados préoximos da tensdo nula, indicando que estes
pontos estdo mais aptos para estimar o valor da abertura critica. Sendo assim,
estimou-se a tensdo normal critica pela média das primeiras cinco imagens e a

abertura critica pela média das cinco ultimas (Tabela 8-3 e Tabela 8-4).

Tabela 8-3 - Média da tens&@o normal nas imagens 7 a 11.

IMAGEM fic (MPa)
7 3,23060

8 3,15450

9 3,29528

10 3,37728

11 3,569371
MEDIA 3,33027

Tabela 8-4 - Média da abertura critica nas imagens 12 a 16.

IMAGEM Au; (mm)
12 0,05648

13 0,04487

14 0,03862

15 0,04720

16 0,05014
MEDIA 0,04746

Com estes valores, (fi = 3,33 MPa e Au; = 0,048 mm), obtém-se o valor de
79,92 N/mm para energia de fraturamento, (na anadlise direta realizada no item
seguinte estes valores serao chamados de SELECIONADOS A).

Além disso, para tentar diminuir os efeitos localizados da mudanca de direcéo
da superficie da fissura, procedeu-se uma nova estimativa através do grafico da
tensao normal versus abertura em nds selecionados no meio de cada seguimento da
malha da interface (7, 26, 39 e 52) nas imagens 07 a 16 (Figura 8-11). Procedendo-
se a regressao linear obtém-se: fi.= 3,25 MPa, Au. = 0.044 e G; = 71,32 N/m, (na
analise direta realizada no item seguinte estes valores serdo chamados de
SELECIONADOS B).
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Figura 8-11 - Tensao normal versus Abertura em ndés selecionados da interface (07 a 16).

A (Tabela 8-5) apresenta os valores estimados usando o procedimento

anterior (SELECIONADOS B) para o conjunto de vigas analisados.

Tabela 8-5 - Valores dos parametros do modelo coesivo estimados para o conjunto de vigas.

Corpo de Prova fic (MPa) Auc (mm) Gt (N/m)
CPO1 3,25000 0,04400 71,50
CPO02 2,97985 0,05100 75,98
CPO03 1,95537 0,04302 42,06
CP04 2,83520 0,05701 80,82
CPO05 3,59371 0,05342 95,99
CPO06 3,32680 0,04161 69,21

MEDIA 2,99015 0,04834 72,25

8.3 Andlise direta com os parametros estimados

O modulo de analise direta implementado € utilizado neste item no intuito de
avaliar a resposta obtida com os parametros estimados do modelo coesivo
estimados. Para os valores médio, maximo e selecionado estimados, realizou-se a
analise direta para os trés modelos coesivos implementados (linear, bi-linear e

exponencial), (Figura 8-13).
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Figura 8-12 - Malha utilizada na analise direta.
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Figura 8-14 - Analise direta com os valores estimados (Maximos).
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Figura 8-15 - Analise direta com os valores estimados (Médios).
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Figura 8-17 - Andlise direta com os valores estimados (Selecionados B).
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Analisando os resultados da analise direta, observa-se certa divergéncia no
trecho descendente da curva forga versus abertura, porém, o modelo prevé com
qualidade a forga critica. Esta divergéncia no tramo descendente pode ser explicada
por efeitos ndo contemplados no modelo numérico utilizado, tais como: fraturamento
em Modo I, ja que no modelo experimental houve mudanca de direcdo da superficie

da fissura, e o intertravamento dos agregados.
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7

CAPITULO

Conclusao

Este capitulo apresentara uma série de conclusbes que puderam ser
verificadas no transcorrer do desenvolvimento deste trabalho e com a analise dos
resultados obtidos pela ferramenta computacional implementada. Elas serao
apresentadas a seguir tentando-se tracar um paralelo com os objetivos almejados
para este trabalho no CAPITULO 1.

9.1 Objetivos alcancados e conclusdes

A) Com o estudo dos livros, trabalhos e artigos publicados sobre o tema foi
possivel apresentar neste texto um apanhado geral para o tratamento de problemas
inversos, mostrando a importancia, aplicabilidade, classificagcdo, técnicas de
resolugao e os problemas, que este tipo de analise apresenta, particularmente por
se tratar de um problema mal-posto. Além disto, este trabalho propds formulacdes
para o tratamento de problemas inversos encontrados na elasticidade plana,
utilizando o método dos elementos de contorno combinado a técnicas de busca
(AG), otimizagao, minimizacao e regularizacao, além de dados de deslocamentos
obtidos experimentalmente por correlacéo de imagens digitais.

B) Desenvolveu-se uma ferramenta computacional com as formulacdes
propostas capaz de resolver alguns problemas inversos de interesse para a
engenharia de estruturas (estimativa de propriedades dos materiais, problema
inverso de valor de contorno e de estimativa dos parametros do modelo coesivo de
fraturamento). A ferramenta computacional mostrou-se eficiente no tratamento
destes problemas inversos. A utilizagdo do MEC para a solugcdo de problemas
inversos na elasticidade mostrou-se simples e de grande eficiéncia. Foram
analisados problemas com campos de deslocamentos obtidos do correspondente

problema direto ou de ensaios utilizando a técnica de correlagdo de imagens digitais.
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A obtencdo de parametros de fratura foi feita para o caso particular de fratura
coesiva, porém o modelo se aplica a qualquer outro critério que for adotado.

C) Ensaios em laboratorio para obtengcdo dos campos de deslocamentos via
correlagdo de imagens digitais foram realizados e os resultados utilizados como
dados de entrada para resolugdao dos problemas inversos implementados na
ferramenta computacional. A técnica de correlagdo de imagens digitais se mostrou
efetiva na obtencdo dos campos de deslocamentos, originando dados em
quantidade e precisdo suficientes para os fins almejados neste trabalho. Vale
destacar que a analise deste tipo de ensaio é dificil, uma vez que os niveis de
deslocamentos sdo muito pequenos. No entanto, demonstrou-se que mesmo com
ruido nos dados de entrada (obtido pela CID), o fato de eles serem numerosos,
tornou possivel a identificacdo de parametros como o modulo de elasticidade
longitudinal e pardmetros de uma lei coesiva.

D) Exemplos de aplicacdo da ferramenta computacional desenvolvida com a
utilizagcado dos dados numéricos e experimentais foram apresentados. Com a analise
dos resultados obtidos para os exemplos propostos foi possivel verificar o
comportamento dos métodos de minimizagdo e regularizagcdo implementados.
Verificou-se uma maior estabilidade nos métodos de regularizacdo de Tikhonov e de
inversdo generalizada via decomposicdo em valor singular, uma vez que
apresentaram apresentando bons resultados para numeros minimos de leituras
experimentais. O fato de parametros identificados no presente caso levar a uma
tensdo normal de tracdo critica e energia de fraturamento da mesma ordem do
encontrado pela técnica experimental proposta pela RILEM é uma prova da
qualidade dos resultados obtidos. Os resultados da simulagdo numérica direta com

os parametros identificados comprovam a qualidade dos resultados obtidos.

9.2 Propostas de trabalhos

E) Fazendo um paralelo com o item (E) dos objetivos almejados (apresentado
no CAPITULO 1), apresentam-se em seguida algumas propostas para trabalhos

futuros.
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- Realizar uma analise experimental mais ampla, envolvendo um numero maior de
corpos de prova e variagdo de alguns parametros, tais como: dimensdes das
amostras e resisténcia do concreto;

- Aplicar este procedimento a outros materiais quase-frageis;

- Expandir as formulacdes propostas para o caso 3D. Dada a forma da superficie de
fissuragao, € provavel que analises tridimensionais sejam mais do que desejaveis
para estimativas mais precisas dos parametros da lei coesiva. No entanto, existe a
necessidade de identificagdo da superficie de fissuracdo. Para isto, dois caminhos
podem ser seguidos. O primeiro seria usar duas cameras. A forma da superficie da
fissura seria conhecida em ambos os lados da amostra. A forma com que elas se
conectam seria assumida ou deixada como uma informag¢ao desconhecida adicional
a ser determinada. O segundo caminho seria a utilizagdo da correlagdo de volumes
digitais aplicada sobre imagens digitais tridimensionais da amostra, obtidas, por

exemplo, por um tomégrafo.
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NEXO

Topicos da teoria da elasticidade

A

Ha anos a teoria da elasticidade tem encontrado consideravel aplicagdo na
resolucdo de problemas da engenharia. Pois, em muitos casos os métodos
elementares da resisténcia dos materiais se mostram inadequados para fornecerem
informacdes satisfatorias com relagdo a distribuicdo de tensées em estruturas da
engenharia, devendo-se entdo recorrer aos métodos mais eficientes da teoria da
elasticidade. Ela € um dos ramos da mecanica do continuo que trata do estudo das
tensbes e deformacdes de solidos deformaveis e apresenta-se como uma das
disciplinas centrais na formacdo dos engenheiros de estruturas, fornecendo
subsidios para o desenvolvimento de metodologias mais robustas para analise
estrutural.

De fato, quase todas as realizagbes concretas (ndo apenas intelectual ou
virtual) da humanidade demanda o projeto adequado de estruturas mecénicas para
que estas possam desempenhar com seguranca suas fungdes. Estas estruturas
mecanicas sao essenciais em automodveis e aeronaves, em foguetes e estagbes
espaciais, em arranha-céus e pontes, em placas de computadores e discos rigidos e
até no empacotamento de circuitos integrados e dispositivos, nos microssistemas e,
mais recentemente, nos nano sistemas. A diferente gama de aplicagbes vem
estimulando ha décadas o estudo cada vez mais aprofundado dessa teoria na busca
de métodos que permitam aperfeicoar o modo de criagdo das estruturas,
economizando matéria prima, conservando o meio ambiente e aumentando a
seguranca.

Neste anexo apresenta-se um resumo geral da teoria da elasticidade, onde sao
mostrados os seus principais pontos abordados no desenvolvimento do presente
trabalho. Para isto, consultou-se um conjunto de obras importantes sobre 0 assunto,
tais como as de Timoshenko & Goodier (1951/1980), Sokolnikoff (1956), Filonenko-
Borodich (1963), Valliappan (1981), Teodor & Ardéshir (2000), Villaga & Garcia
(2000) e outros.
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Estado de tensdo em um ponto

O estado de tensdo em um ponto € completamente determinado pelas
componentes de vetores de tensdo segundo planos cartesianos coordenados de
normais X, y, z. Conforme ilustra a (Figura A-1) sdo nove componentes de tenséo, as
quais se reduzem a seis devido a simetria das tensdes cisalhantes, como mostrado

a segquir:

[Gij],para L,j=123,comoa;; = gj quando i # j Equacdo A-1

T Ty Y

X

Figura A-1 - Estado de tensdo em um ponto

As forcas de superficie sobre um plano inclinado genérico qualquer,
relacionam-se com as componentes do estado de tensdo no ponto (O), através da
equacgao de Cauchy (Equacao A-2), escrita em fungdo dos cossenos diretores deste

plano genérico:

pi = gjj.n,parai,j =123 Equacéo A-2
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Campo de deslocamento

Ao sofrer a agao de solicitagdes externas, o corpo sofre mudancga de forma e
dimensdes. Passando de uma configuragdo inicial a uma configuragcdo final
deformada. O campo vetorial de deslocamento pode ser representado como a

sequir:

{u;}, parai,j =1,2,3 Equacéo A-3

Genericamente o campo de deslocamento € formado por duas parcelas, uma
que envolve mudanca de forma e dimensdes e outra associada a movimento de
corpo rigido. Neste estudo, sera presumido que nos corpos estudados ha suficientes
restricdbes para impedir o deslocamento de corpo rigido, de tal forma que todos os

deslocamentos nas particulas dos corpos gerem uma deformacgéo.

Equacdes diferenciais do equilibrio

Para obterem-se as equagdes diferenciais do equilibrio de um sdélido, em
regime elastico linear, com dominio Q delimitado pelo contorno I', analisa-se o
equilibrio em um elemento infinitesimal representativo de um ponto qualquer do
solido pressupondo continuidade das tensbes. As componentes de tensao
correspondentes em faces paralelas do elemento diferem entre si de um valor
infinitesimal (Figura A-2). Além disto, considera-se a atuac&o de uma for¢ca de massa
(b) com componentes cartesianas (by, by, b,).

Do equilibrio das forcas do elemento infinitesimal, sdo escritas as equacdes
de equilibrio (Equacao A-4) nas direcdes X, y, z dos eixos. Outras trés equacdes de
equilibrio de momento conduzem a simetria das tensdes cisalhantes consideradas

no tensor de tensoes.

0ij; +b; =0,parai,j =123 Equacao A-4
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Figura A-2 - Elemento infinitesimal equilibrado

RelacOes deformacdo-deslocamento

As componentes de deformagdes lineares e angulares (Equacdo A-5) sdo
obtidas a partir das relagées geométricas com as componentes de deslocamento em
cada plano coordenado xy, xz, yz, onde se representam elementos infinitesimais
antes e depois de deformados (Figura A-3). No caso de pequenas deformagdes, tais

relagdes sdo dadas na forma:

1
&j =5 (uij +uj;),parai,j =123 Equagdo A-5
1;+$(._ﬁ‘
n\ < oy .
A ij(h .
ov 3!
v+ —dy ~ : D
oy ) Y
A - & 1 q > .
. v B D gd’.\' \‘+gd.\'
ax ax
_'5:
d
: A = v
= « 'y >
! . X .
[«  »a o > .
' u+ (ﬂld.\'

ocx

Figura A-3 - Projecdes das faces do elemento infinitesimal no plano xy

Andlise inversa utilizando o método dos elementos de contorno e correlagédo de imagens digitais - Manoel Dénis Costa Ferreira



Anexo A - Tépicos da teoria da elasticidade 167

Equacbes Constitutivas

As equagdes constitutivas definem a relacdo entre o tensor de tensédo e o
tensor de deformacao, caracterizando a resposta estrutural do material.
Para o caso geral, esta relacdo € representada pela lei de Hooke

generalizada (Equacao A-6):

0ij = Cijuerp,parai,j k,1 =1,2,3 Equacao A-6

onde, Cji € um tensor de quarta ordem que contém as constantes que caracterizam
o material na esfera da elasticidade.

Neste trabalho serdo admitidas as seguintes hipdteses, quanto a natureza do
material:

- Homogeneidade do material —» Possui as mesmas propriedades em todos os
seus pontos;

- Isotropia do material —» Cada ponto as propriedades sdo as mesmas em
todas as diregdes;

- Material elastico linear — As expressdes que relacionam as componentes de
tensdo com as de deformacéao sao lineares.

Estas hipoteses somadas a consideragcao da simetria dos tensores de tensao

e de deformacgéo e o principio de conservagédo da energia reduzem o numero de
constantes elasticas a duas (E — Modulo de elasticidade longitudinal ou Médulo de
Young e v Coeficiente de Poisson). Com isto, a relagao tensao deformagéo pode ser

escrita como se segue:

1+v v o )
&j =" %y~ E%k&ppara i,j=123 Equacdo A-7
O'l'j = ZGSU + lekk&j,para l,] = 1,2,3 Equagéo A-8
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Condicbes de contorno

Além das equacdes que devem ser satisfeitas no dominio Q de um corpo
analisado pela teoria da elasticidade, outras condicdes devem ser satisfeitas em seu
contorno I'.

De maneira geral, estas condi¢ées de contorno podem ser:

- Prescricado em deslocamento:

w;(q) = u,(q),comqeTl, Equacdo A-9

- Prescricao em forca:

Pi(q) = p.(q) = 03j(q)-n:(q),com q €T}, Equac&o A-10

- Prescricao mista:

u;(q) = u,(q),comq €Ty,
_ ] ] Equacdo A-11
Pi(q) = p,(q) = 0;;(q).n;(q),com i # jeqeTly,
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Anexo

Delta de Dirac

A distribuicdo Delta de Dirac (Figura B-1) constitui uma ferramenta capaz de
representar forcas concentradas na Teoria da Elasticidade ou fontes concentradas
na Teoria de Potencial. Esta distribuicdo é facilmente deduzida a partir da

diferenciagao da fungao “Have Size” ou fungao degrau.

A88()()
1/

X

.

—&/2 +¢/2
Figura B-1 - Distribuicdo Delta de Dirac.

Sendo a fungéo 6.(x), definida como a seguir:

1 - < x< €
—,para—< x <=

Se(x) =1°¢ 2 < 2 Equacédo B-1
0,para |x| > 5

onde &€ € um numero positivo.

Tomando-se integral a seguir:

+00
I=f 6. () f (x)dx Equagéo B-2

onde f(x) € uma fungdo qualquer bem definida em x=0. Se ¢ for suficientemente
pequeno, a variagdo de f(x) no intervalo efetivo de integracdo [-&/2, &/2] é

negligenciavel e f(x) permanece igual a f(0), de forma que:
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I = f(O)f+oo6g(x)dx = f(0) Equacéo B-3

Esta aproximagéao € tanto melhor quanto menor for . No limite, quando ¢—0,

obtém-se a defini¢do da distribuicdo Delta de Dirac, dada por:

f+m5g(x)f(x)dx = f(0) Equacédo B-4

Vaélida para qualquer fungéo f(x) definida na origem, uma definicdo mais geral

pode ser escrita na forma:

+o0
j 6:.(x — x0)dx = f(xg) Equacéo B-5

Este conceito pode ser estendido aos dominios n-dimensionais. Considerando
uma fungao f que depende da localizagdo de cada ponto no corpo, defini-se 5(p,Q),

como a distribuicdo Delta de Dirac, quando s&o validas as seguintes propriedades:

o, parap = Q

0e(x) = {O,parap *Q

Equacdo B-6

fﬂ 9(@)8:(p,Q)dQ = g(p)

A distribuigdo Delta de Dirac também pode ser escrita da seguinte forma:

8(p, Q) = AP Equacgédo B-7
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Anexo

Delta de Kronecker

Na formulagdo de diversos problemas da engenharia é muitas vezes
necessaria uma funcao que represente o conceito de matriz identidade. O Delta de

Kronecker desempenha muito bem este papel, e é definido por:

l,sei=]j )
6ij =6j; = {O, sei ] Equagéo C-1
Matricialmente:
817 612 O1g
[5ij] =% : 0z 6257" Equacéo C-2
6111 6112 6nm

Verificar-se facilmente que para qualquer matriz quadrada A; e vetor x;, valem

as expressoes:

8ijAji = A = Aijbji

j
(SUXJ =X
Equacéo C-3
ik Okj = 0ij
8ij = 8j;

A Ultima expressao indica que o simbolo de Kronecker € uma multiplicidade

simétrica.
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