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RESUMO

PASCON, J. P. Sobre modelos constitutivos nao lineares para materiais com gradacio
funcional exibindo grandes deformacées: implementacio numérica em formulagdo nao
linear geométrica. 2012. Tese (Doutorado) - Departamento de Engenharia de Estruturas,
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2012.

O objetivo precipuo deste estudo ¢ a implementacdo computacional de modelos constitutivos
elasticos e elastoplasticos para materiais com gradagdo funcional em regime de grandes
deslocamentos e elevadas deformagdes. Para simular numericamente um problema estrutural,
sdo empregados aqui elementos finitos so6lidos (tetraédrico e hexaédrico) com ordem de
aproximagao polinomial qualquer. Grandezas da Mecanica Nao Linear do Continuo, como
deformagdo e tensdo, sdo utilizadas na formulag¢do deste estudo. Para reproduzir os grandes
deslocamentos, ¢ empregada a anélise ndo linear geométrica. A descricdo adotada aqui € a
Lagrangiana total, ¢ o equilibrio da estrutura é expresso pelo Principio da Minima Energia
Potencial Total. Com relagdo a resposta eldstica do material, sdo usadas leis constitutivas
hiperelasticas, nas quais a relagdo tensdo-deformacao ¢ obtida a partir de um potencial escalar.
O comportamento elastoplastico do material ¢ definido pela decomposi¢ao da deformacgdo nas
parcelas elastica e plastica, pelo critério de plastificagdo de von-Mises, pela lei de fluxo
associativa, pelas condi¢des de consisténcia e de complementaridade, pelo parametro de
encruamento isotropico e pelo tensor das tensdes inversas, relacionado ao encruamento
cinematico. Duas formulacdes elastoplasticas sdo utilizadas aqui: a de Green-Naghdi, na qual
a deformacdo ¢ decomposta de forma aditiva; e a hiperelastoplastica, em que o gradiente ¢
decomposto de forma multiplicativa. E empregado também o conceito de material com
gradacdo funcional (GF), a qual ¢ definida como a variagdo gradual (continua e suave) das
propriedades constitutivas do material. A solu¢do numérica do equilibrio de forcas ¢ feita via
método iterativo de Newton-Raphson. Para satisfazer o critério de plastificacdo, sdo utilizadas
as estratégias de previsdo elastica, e de correcdo plastica via algoritmos de retorno.
Basicamente foram desenvolvidos cinco programas computacionais: o gerador automatico das
funcdes de forma; o gerador de malhas de elementos finitos solidos; o codigo para andlise de
materiais em regime elastico; o codigo para analise de materiais em regime elastoplastico; € o
programa de pos-processamento. Além desses, o aluno teve contato com os programas
EPIM3D e DD3IMP ao longo de seu estdgio de doutorado na Universidade de Coimbra
(Portugal). Os programas EPIM3D e DD3IMP sdo empregados para analisar,
respectivamente, materiais em regime elastoplastico, e processos de conformagdo de metais.
Para o problema da barra sob tracdo uniaxial uniforme, sdo descritas equagdes e solucdes
analiticas para materiais homogéneos ¢ com GF em regime elastoplastico. Para reduzir o
tempo de simulagdo, foi empregada a programacgdo em paralelo. De acordo com os resultados
das simulagdes numéricas, as principais conclusoes sdo: o refinamento da malha de elementos
finitos melhora a precisdo dos resultados para materiais em regimes elastico e elastoplastico;
as formulagdes elastoplasticas de Green-Naghdi e hiperelastopldstica parecem ser
equivalentes para pequenas deformagdes; a formulacdo hiperelastoplastica ¢ equivalente ao
modelo mecanico dos programas EPIM3D e DD3IMP para materiais em regime de pequenas
deformacdes elasticas; foram constatados ganhos significativos, em termos de tempo de
simulagdo, com a paralelizagdo dos coédigos computacionais de andlise estrutural;, e os
programas desenvolvidos sdo capazes de simular - com precisdo - problemas complexos,
como a membrana de Cook e o cilindro fino transversalmente tracionado.



Palavras-chave: analise nao linear; elementos finitos solidos; grandes deslocamentos; grandes
deformacdes; gradagdo funcional; elastoplasticidade.



ABSTRACT

PASCON, J. P. On nonlinear constitutive models for functionally graded materials
exhibiting large strains: numerical implementation in geometrically nonlinear
formulation. 2012. Tese (Doutorado) - Departamento de Engenharia de Estruturas, Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2012.

The main objective of this study is the computational implementation of elastic and
elastoplastic constitutive models for functionally graded materials in large deformation
regime. In order to numerically simulate a structural problem, the finite elements used are
solids (tetrahedric and hexahedric) of any order of approximation. Entities from Nonlinear
Continnum Mechanics, as strain and stress, are used in the present formulation. To reproduce
the finite displacements, the geometrically nonlinear analysis is employed. The description
adopted here is the total Lagrangian, and the structural equilibrium is expressed by means of
the Principal of Minimum Total Potential Energy. Regarding the elastic material response,
hyperelastic constitutive laws are used, in which the stress-strain relation is obtained from a
scalar potential. The elastoplastic material behavior is defined by the strain decomposition in
the elastic and plastic parts, by the von-Mises yield criterion, by the associative flow law, by
the consistency and complementarity conditions, by the isotropic hardening parameter, and by
the backstress tensor, related to the kinematic hardening. Two elastoplastic formulations are
used here: the Green-Naghdi one, in which the strain is additively decomposed; and the
hyperelastoplasticiy, in which the gradient is multiplicatively decomposed. The concept of
functionally graded (FG) material, in which the constitutive properties vary gradually
(continuous and smoothly), is also used. The numerical solution of the forces equilibrium is
obtained via Newton-Raphson iterative procedure. In order to satisfy the yield criterion, the
strategies of elastic prediction and plastic correction (via return algorithms) are used.
Basically, five computer codes have been developed: the automatic shape functions generator;
the solid mesh generator; the code for analysis of materials in the elastic regime; the code for
analysis of materials in the elastoplastic regime; and the post-processor. Besides these, the
student had contact with the programs EPIM3D and DD3IMP during his doctoral stage in the
University of Coimbra (Portugal). The programs EPIM3D and DD3IMP are employed to
analyze, respectively, materials in the elastoplastic regime, and sheet-metal forming
processes. For the problem of the bar under uniform uniaxial tension, equations and analytical
solutions are described for homogeneous and FG materials. To reduce the simulation time, the
parallel programming has been employed. According to the numerical simulation results, the
main conclusions are: the results accuracy is improved with mesh refinement for materials in
the elastic and elastoplastic regimes; the Green-Naghdi elastoplastic formulation and the
hyperelastoplasticity appear to be equivalent for small strains; the hyperelastoplastic
formulation is equivalent to the mechanical model of the programs EPIM3D and DD3IMP for
materials the small elastic strains regime; simulation time reduction has been obtained with
the parallelization of the computer codes for structural analysis; the developed programs are
capable of simulating, precisely, complex problems, such as the Cook’s membrane and the
pulled thin cylinder.

Keywords: Nonlinear analysis; solid finite elements; large displacements; large strains;
functionally graded materials; elastoplasticity.
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Deep drawing three-dimensional implicit code
Elastoplastic implicit three-dimensional code
Fundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao Paulo
Functionally graded material

Gradacao funcional

Hartmann-Neff (lei hiperelastica)

Mecanica do Continuo

Método das Diferencas Finitas

Meétodo dos Elementos de Contorno

Método dos Elementos Finitos

Material com gradacao funcional

Mecanica Nao Linear do Continuo
neo-Hookeano (lei hiperelastica)
Rivlin-Saunders (lei hiperelastica)

Saint Venant-Kirchhoff (lei hipereléstica)
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LISTA DE SIMBOLOS

tempo
vetor posi¢ado inicial
vetor posi¢ao atual

vetor de coordenadas adimensionais (§,,&,,&;)
vetor posi¢ao inicial do no k

vetor posi¢ao atual do no k

funcdo de forma relativa ao n6 k

componente i do vetor a

vetor com as coordenadas adimensionais do né m
delta de Kronecker

componente ij da matriz A
coordenada inicial do no k ao longo da direcéo i

coordenada atual do n6 k ao longo da diregao i

coordenadas atuais

vetor que contém as funcdes de forma

matriz dos coeficientes das fungdes de forma

vetor que contém os produtos entre as coordenadas adimensionais
produto entre uma matriz qualquer ( A ) e um vetor qualquer (b)
fung@o de forma relativa ao n6 k do elemento tetraédrico

fung@o de forma relativa ao n6 k do elemento hexaédrico

funcao vetorial mudanca de configuracao total
campo vetorial deslocamento (Lagrangiano)

vetor mudancga de configuracdo final
vetor mudanga de configuracao inicial

tensor gradiente (material) de f (ou simplesmente gradiente)
operador gradiente

gradiente material (ou Lagrangiano)



fibra material na posicao inicial

fibra material na posicao atual
Jacobiano

operador determinante

volume infinitesimal na posicao inicial

volume infinitesimal na posicao atual

gradiente inicial
gradiente final

inversa de uma matriz qualquer (A )
transposta de uma matriz qualquer (A )
tensor alongamento de Cauchy-Green direito
tensor deformacdo de Green-Lagrange
tensor nulo de segunda ordem

invariantes (escalares) de um tensor de segunda ordem
traco de um tensor de segunda ordem (ou de uma matriz)

tensor (ortogonal) de rotagdo
tensor (positivo-definido) alongamento direito

parcela volumétrica do gradiente A (decomposicao de Flory)
parcela isocorica do gradiente A (decomposicao de Flory)
parcela volumétrica do tensor C (decomposigao de Flory)
parcela isocorica do tensor C (decomposi¢ado de Flory)
parcelas elastica e plastica de alguma grandeza

tensor gradiente espacial da velocidade

gradiente espacial (ou Euleriano)

campo vetorial (espacial) velocidade

taxa de variagdo (temporal) de uma grandeza qualquer

tensor taxa de deformagao

tensor taxa de rotacao

parcela simétrica de um tensor de segunda ordem
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parcela antissimétrica de um tensor de segunda ordem

vetor tensdo de Cauchy
vetor unitario normal a superficie na posi¢ao atual
tensor de tensdo de Cauchy

forca que atua num elemento infinitesimal de area na posigao atual

elemento infinitesimal de area na posi¢ao atual

segundo tensor de tensdao de Piola-Kirchhoff

funcao tensorial resposta eléstica (dependente do gradiente A )
funcao tensorial resposta eléstica (dependente da deformacao E )
relagdo tensorial entre a tensdo S ¢ a deformagao E

funcao tensorial resposta do material (dependente do gradiente A e do
historico de A)

funcao tensorial resposta do material (dependente da deformacdo E e do
histérico de E )

historico do gradiente A

historico da deformacao E

tensor elastico de quarta ordem

componente KImn de um tensor de quarta ordem qualquer (/)
vetor de forgas internas

vetor de forcas externas (aplicadas)

dominio volumétrico na configuragao inicial

energia especifica de deformagao

elemento infinitesimal de volume na posig¢ao inicial

vetor residuo de forcas
vetor nulo

incremento posicional
Jacobiano inicial (determinante do gradiente inicial A )
elemento infinitesimal do espago adimensional

matriz Hessiana ou matriz tangente



vol

iso

contracdo entre dois tensores

fun¢do escalar energia livre de Helmholtz
constantes de Lamé

modulo (elastico) de Young

coeficiente de Poisson

parcela volumétrica da energia de Helmholtz

parcela isocorica da energia de Helmholtz

modulo de compressao volumétrica

coeficientes isocoricos
primeiro invariante de C,,

segundo invariante de C,

taxa de dissipagdo interna

modulo elastico de cisalhamento
conjunto de variaveis internas

conjunto dos parametros de encruamento
tensor infinitesimal de deformacao

derivada da componente de deslocamento u; em relagéo a coordenada x|
tensao (nominal) de engenharia

fungdo (escalar) que define o critério de plastificacao

tensor que define a dire¢do do fluxo plastico (no contexto da
elastoplasticidade)

parametro de encruamento isotrpico

tensor das tensodes inversas (backstress)

funcdo escalar que define a taxa de «

tensor que define a evolucao de X

multiplicador pléstico
derivada (parcial) da grandeza A em relagdo a grandeza B
operador tangente consistente elastoplastico (de quarta ordem)

tensor identidade de quarta ordem

produto tensorial entre dois tensores de segunda ordem



-T . .
( ) inversa da transposta de uma matriz

S. segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff na configuragdo intermediaria
M, tensor elastico de Mandel (na configuragdo intermedidria)

X tensor das tensdes inversas (backstress) na configuragdo intermediaria

fux » I, fungdes escalares para defini¢do do critério de plastificagdo hiperelastoplastico
R, tensor que define a evolugdo de L

R, tensor que define a evolugéo de D,

R, tensor que define a evolugéo de W,

;( taxa objetiva de ¥

R, tensor que define a evolugdo de ¢ (na configuragdo intermediaria)

X tensor das tensdes inversas (backstress) na configuracao inicial (no contexto

da hiperelastoplasticidade)

R, tensor que define a evolucdo de X na configuragdo inicial (no contexto da

hiperelastoplasticidade)

B tensor auxiliar (de segunda ordem) para calculo de y

I operador tangente consistente hiperelastopléstico (de quarta ordem)
deV(O) parcela desviadora de um tensor de segunda ordem

||0|| norma de um tensor de segunda ordem

c, limite de escoamento do material

a, coeficientes do material para a lei de encruamento isotropico polinomial
NC numero de coeficientes para a lei de encruamento isotrépico polinomial

K, E, e n coeficientes do material para a lei de encruamento isotropico de Swift

c,, 0, € C, coeficientes do material para a lei de encruamento isotropico de Voce

c coeficiente do material para a lei de encruamento cinematico de Prager

bec coeficiente do material para a lei de encruamento cinematico de Armstrong-
Frederick

( )(t) tentativa referente a previso elstica

n parametro escalar da correcao plastica pelo método de Euler



AE

incremento finito de deformacao total

variacdo de y ao longo do incremento finito AE
vetor que contém as variaveis a serem atualizadas na corre¢do plastica

forca aplicada na barra sob tragdo uniaxial da figura 6.1

alongamento de um fibra material inicialmente na direcao i

comprimentos inicial e final da barra sob tra¢do uniaxial da figura 6.1
dimensdes inicial e final, ao longo da dire¢do x,, da barra sob tracdo uniaxial

da figura 6.1

dimensdes inicial e final, ao longo da dire¢do x,, da barra sob tracdo uniaxial

da figura 6.1

tensdo normal de Cauchy ao longo da dire¢do X,
tensdo de Piola-Kirchhoff ao longo da dire¢do x,

areas inicial e final da se¢do transversal da barra sob tra¢do uniaxial da figura

6.1

(),-( ),.( ), valores principais de um tensor de segunda ordem

u,

ei’ "Vpi

f, e f,

deslocamento longitudinal maximo para a barra sob tra¢do uniaxial da figura
6.1

alongamentos elastico e plastico de uma fibra material inicialmente na diregao i
para a barra sob tracdo uniaxial da figura 6.1

propriedade do material que varia gradualmente (no contexto da GF)

fracdes volumétricas de dois materiais (no contexto da GF)

direcdo na qual a propriedade varia gradualmente (no contexto da GF)
coeficiente da lei de poténcia de GF

coeficiente da lei sigmoidal de GF

coeficiente da lei senoidal de GF

componente longitudinal da tensdo eldstica de Mandel (na configuracao
intermediaria) para a barra sob tracdo uniaxial da figura 6.1

limite elastico da barra sob tragdo uniaxial

limite pléstico da barra sob tracao uniaxial



E eE, limites do modulo de Young para os MGFs

X2 coordenada limite que separa a por¢ao em regime elastico da por¢ado de

material em regime elastoplastico

A alongamento longitudinal plastico maximo para barras sob tracdo uniaxial

G, limite inicial da tensdo de escoamento do material

(f. )J vetor local de forgas internas (elemento J)

(Q, )J dominio local inicial do elemento J

(H)J matriz Hessiana local (elemento J)

npin nimero de pontos de integracdo numérica

&(p) coordenadas adimensionais dos pontos de integracdo numérica

w(p) pesos de integragio numérica

npl nimero de pontos de integracdo numérica para o elemento unidimensional

gl( ) coordenada adimensional dos pontos de integracao para o elemento
unidimensional

wgl( ) pesos de integracdo para o elemento unidimensional

{u,v,w} coordenadas que definem a regido hexaédrica (no contexto da integragdo

numérica do tetraedro)

{X,y,z} coordenadas que definem a regido tetraédrica (no contexto da integragao
numérica do tetraedro)

dxdydz elemento infinitesimal de volume na regido tetraédrica (no contexto da

integracao numérica do tetraedro)
dudvdw elemento infinitesimal de volume na regido hexaédrica (no contexto da

integracao numérica do tetraedro)

Af_, incremento de forgas externas (aplicadas) em cada passo de carga
f.. (i) vetor global de forcas externas no passo i

I, residuo global de forgas

(f..) . vetor global de forgas internas

H, matriz Hessiana global
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vetor incremento posicional global

nimero total de graus de liberdade da malha de elementos finitos

norma para comparagao com a tolerancia

tensor nulo de quarta ordem

posicdo tentativa para a estratégia de previsao da Secante

matriz Hessiana para a estratégia de previsdo da Secante

valor nodal de determinada variavel mecanica

valores de determinada varidvel mecanica nos pontos de integracdo numérica

distancia dos pontos de integracdo numérica aos nos

taxa objetiva (de Jaumann) do tensor das tensdes de Cauchy

taxa objetiva (de Jaumann) do tensor das deformagdes elasticas logaritmicas

funcdes escalares para defini¢cdo do critério de plastificacdo dos programas
EPIM3D e DD3IMP
parametros de isotropia ou de anisotropia dos programas EPIM3D e DD3IMP

parametro de encruamento isotropico da formulagdo hiperelastoplastica deste
estudo

parametro de encruamento isotropico da formulagdo dos programas EPIM3D e
DD3IMP

dimensao final do prisma da figura 9.1 ao longo da direcao i

carga superficial aplicada na direcdo longitudinal do prisma da figura 9.1

area inicial da secao transversal do prisma da figura 9.1

angulo de cisalhamento para material sob cisalhamento simples

quantidade de cisalhamento para material sob cisalhamento simples
momento de inércia da secdo transversal da viga em relagdo a um eixo
momento de inércia a tor¢do da se¢do transversal de uma viga
speedup

tempo de processamento para o programa sequencial

tempo de processamento para o programa paralelo

nimero de nds por elemento finito (Apéndice A)
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grau do polindmio aproximador (Apéndice A)

n-ésimo coeficiente da fungdo de forma relativa ao n6 k (Apéndice A)

matriz com os coeficientes das derivadas das fungdes de forma (Apéndice A)
vetor que contém os valores da deformagdo plastica E, (Apéndice E)

vetor que contém os valores do tensor das tensoes inversas X (Apéndice E)
vetor que contém os valores do tensor da lei de fluxo R (Apéndice E)

vetor que contém os valores tensor de evolugdo R, (Apéndice E)
matriz identidade 9x9 (Apéndice E)
vetor que contém os valores do gradiente plastico A (Apéndice E)

vetor que contém os valores do tensor da lei de fluxo R,, (Apéndice E)
nimero de nds na direcdo 1 (Apéndice F)

numero de nés na direcdo 2 (Apéndice F)

nimero de nds na direcdo 3 (Apéndice F)

numero de nés de cada elemento hexaédrico principal (Apéndice F)
numero de hexaedros para cada elemento principal (Apéndice F)
numero total de elementos finitos hexaédricos (Apéndice F)

numero de nés por elemento finito (Apéndice F)

numero de elementos principais (Apéndice F)

incidéncia dos elementos finitos hexaédricos (Apéndice F)
trabalho das forgas externas (Apéndice F)

forca distribuida (Apéndice F)

determinante da transformagdo x = x (&) ou x=x(&,&,) (Apéndice F)

forga externa, ao longo da direcdo i, atuante no n6 k (Apéndice F)

incidéncia dos elementos finitos tetraédricos (Apéndice F)

numero de divisoes das arestas dos elementos principais na direcao 1
(Apéndice F)
nimero de divisdes das arestas dos elementos principais na dire¢do 2
(Apéndice F)
nimero de divisdes das arestas dos elementos principais na dire¢do 3

(Apéndice F)
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1. INTRODUCAO

Neste capitulo sdo apresentados algumas generalidades, as propostas, os objetivos, as

justificativas e o resumo dos capitulos da presente tese.

1.1. Generalidades

Existem intimeras areas da engenharia nas quais € necessaria a previsdo do
comportamento estrutural como, por exemplo, a civil, a mecanica, a automobilistica ¢ a
aeroespacial. Tal previsdo € essencial, entre outras coisas, para o apropriado dimensionamento
estrutural. Toda estrutura deve ser adequadamente dimensionada para, ao longo de sua vida
util, suportar as solicitagdes impostas - como as forgas externas atuantes - sem apresentar
instabilidades e falhas materiais, que podem causar colapso estrutural ou prejudicar o
desempenho de algum componente. Dessa forma, ¢ fundamental que a possibilidade de
ocorréncia desses problemas seja previamente e precisamente identificada pela metodologia
empregada para andlise ou para dimensionamento estrutural. Assim, torna-se essencial, para a
engenharia de estruturas, o desenvolvimento de ferramentas precisas de previsdo do

comportamento estrutural.

Componentes estruturais constituidos de materiais altamente deformaveis tém sido
amplamente usados na engenharia. Materiais altamente deformaveis sdo aqueles que, quando
submetidos a solicitagdes externas, podem apresentar grandes deslocamentos ou significativas
mudangas de forma sem ocorréncia de falhas materiais, como ¢ o caso dos polimeros
estruturais e de alguns metais. Além da questdo da deformabilidade dos componentes, as
estruturas da engenharia podem estar submetidas a carregamentos complexos como, por
exemplo, a combinacdo entre diferentes tipos de forcas atuantes. A geometria dos

componentes estruturais também pode ser bastante complexa, o que pode afetar a precisao da



analise, como ¢ o caso de chapas com furos, estruturas extremamente delgadas e componentes
com grandes curvaturas. Por fim, a correta previsdo do comportamento mecanico dos
materiais, expresso pelas chamadas leis constitutivas, pode ser dificil em regime de grandes
deformabilidades, o que pode prejudicar a confiabilidade da analise. Assim, dada a possivel
complexidade da analise estrutural a ser realizada pelo engenheiro, ¢ indispensavel a criagao
de sofisticadas metodologias para previsao do comportamento dos mais variados tipos de

componentes estruturais.

Usualmente, conhecidas a geometria dos componentes, as solicitagdes impostas e as
propriedades dos materiais, o objetivo da andlise estrutural ¢ determinar as seguintes
grandezas mecanicas ao longo do material: deslocamentos, deformagdes e tensdes. Com essas
grandezas, o engenheiro pode determinar se as dimensdes dos componentes € as propriedades
dos materiais sdo adequadas para que a estrutura suporte o carregamento atuante. Para os
problemas estruturais com simplificacdo da geometria, das condi¢cdes de carregamento e das
propriedades dos materiais, existem na literatura cientifica as chamadas solugdes analiticas.
Tais solugdes relacionam, por meio de expressdes matematicas, as supracitadas grandezas
mecanicas com as seguintes varidveis: dimensdes iniciais do componente; carregamento
externo atuante; e constantes da lei constitutiva do material. Ademais, as solugdes analiticas
encontradas na literatura sdo especificas para cada problema estrutural. Uma forma alternativa
para se obter uma previsdo mais realista do comportamento estrutural ¢ a realizacao de
ensaios mecanicos. Porém, tais ensaios sdo muito onerosos (em termos de custo e tempo de
projeto) e, tal como as solugdes analiticas, especificos para cada caso. Para resolver
problemas estruturais mais complexos e mais gerais de uma forma mais pratica, pesquisadores
e engenheiros t€m recorrido aos métodos numéricos ou aproximados, usualmente empregados
com auxilio de computadores. Isso pode ser visto, por exemplo, na industria automobilistica,
a qual vem substituindo seus ensaios de impacto de carro com anteparo rigido por simulagdes
computacionais. Outro exemplo estd na engenharia aeroespacial, na qual se torna imperativo o
uso de simulagdes numéricas devido a impossibilidade de realiza¢do de ensaios experimentais
e de obtencao de solucdes analiticas, como ¢ o caso complexo de aeronaves entrando na
atmosfera terrestre a altissimas velocidades. Nesse caso, ¢ 6bvia a necessidade da previsao

computacional prévia do comportamento da aeronave.

Entre os métodos numéricos ou aproximados, destacam-se o Método dos Elementos
Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas (MDF) e o Método dos Elementos de

Contorno (MEC). As vantagens do MEF em relagdo aos outros dois métodos numéricos sao:



maior difusdo na comunidade cientifica e, consequentemente, maior quantidade de estudos
com os quais se podem comparar resultados; maior facilidade de entendimento em relagao ao
MEC; e metodologia de facil implementagdo em codigos computacionais. O MEF ¢
amplamente empregado em codigos computacionais para simulagdo numérica dos mais
variados tipos de estruturas. De modo geral, uma das desvantagens do MEF ¢ o grande
esforco computacional exigido, em termos de capacidade de memodria e tempo de
processamento, para analisar problemas estruturais mais complexos. Isso porque, em tais
casos, € necessario armazenar grande quantidade de dados e calcular enorme quantidade de
valores relativos a grandezas mecanicas. Esse problema, contudo, ¢ amenizado pela constante
evolugdo dos micro-computadores, cujas velocidade de processamento e capacidade de
memoria sdo cada vez maiores. Ademais, ¢ possivel reduzir o tempo de simulagdo com o
processamento paralelo, o qual pode ser implementado em maquinas com Varios
processadores (clusters) ou em varias maquinas. Com esse tipo de processamento, podem ser
obtidos expressivos ganhos de velocidade para simulacdo computacional de problemas
estruturais. Na engenharia, esses ganhos sdo fundamentais para casos mais complexos, ja que
o engenheiro precisa de uma metodologia de andlise estrutural que seja, simultaneamente,

confiavel e rapida.

Conforme mencionado anteriormente, o comportamento mecanico do material ¢
expresso pelas chamadas leis - ou relagdes - constitutivas. Esse comportamento ¢ a resposta
macroscopica do material frente as solicitacdes impostas. Tais leis podem ser interpretadas
como sendo a relacdo entre causa e efeito. Na Mecanica dos Solidos, a lei constitutiva € usada
para estabelecer - ou descrever - matematicamente a relagdo entre as grandezas tensdo e
deformacdo, ou entre as for¢as de contato interno ¢ a mudanca de forma do material. Além
disso, o comportamento global da estrutura - ou o comportamento de toda a estrutura -
depende, obviamente, da resposta mecanica de cada um de seus materiais constituintes.
Assim, a adequada escolha das relagdes constitutivas ¢ fundamental para que se possa prever
tanto o comportamento mecanico dos componentes como o comportamento de toda a

estrutura.

A deformagdo - ou a mudanga de forma - que ocorre num componente estrutural
devido ao carregamento atuante pode ser reversivel ou irreversivel. Na Mecanica dos Solidos,
a deformacao reversivel ¢ chamada de elastica, e a irreversivel de plastica. Caso a deformagao

tenha uma parcela eldstica e uma parcela plastica, ela ¢ chamada de elastoplastica. Os

materiais da engenharia civil, por exemplo, geralmente estdo em regime de pequenas



deformacdes, as quais sao puramente elasticas. Ja os polimeros estruturais podem apresentar
grandes deformacdes eldsticas, com ou sem parcela plastica consideravel. Os metais, de um
modo geral, apresentam deformacdes essencialmente plésticas, ou seja, as parcelas elésticas
de deformagdo s@o menores do que as parcelas plasticas. Ademais, componentes estruturais
metalicos com os mais variados formatos sdo amplamente empregados nas industrias
automobilistica, aeroespacial e naval, por exemplo. O processo de dar a forma final ao
componente recebe o nome de conformacdo. Para se conformar uma chapa metélica, por
exemplo, a principal parcela de deformacao resultante deve ser irreversivel ou plastica, ja que
a desejada forma final da chapa ndo pode ser alterada significativamente apds o término do
processo. No caso do metal, a realizagdo de tal processo normalmente envolve elevadas
deformagdes plasticas no material. Assim sendo, a existéncia de ferramentas que permitam
prever o comportamento de estruturas constituidas de materiais elastoplasticos ¢ de extrema

importancia pratica para a induistria.

Na engenharia estrutural, materiais heterogéneos ou compdsitos sdo aqueles nos quais
a composi¢ao e, consequentemente, as propriedades constitutivas variam ao longo de seu
volume. A vantagem desse tipo de material em relacdo aos homogéneos ¢ que as propriedades
desejaveis de diferentes materiais podem ser aproveitadas no mesmo componente estrutural.
Com isso, é possivel otimizar o desempenho do componente de acordo com a sua aplicagao.
Um dos exemplos de material compdsito amplamente utilizado na engenharia civil € o
concreto armado, em que a resisténcia a esforcos de tracdo ¢ fornecida pelo aco, e a
resisténcia a compressao ¢ dada pelo concreto. Entre os diversos tipos de compositos, podem
ser destacados os laminados, que sdo materiais constituidos por laminas ou camadas de
diferentes materiais. Uma das desvantagens desse tipo de composito € a possibilidade de
ocorréncia de problemas de interface, como o descolamento entre camadas, devido a eventual
descontinuidade do campo de tensdes na interface. Esses problemas de interface ndo ocorrem
nos compdsitos com gradacdo funcional (GF), nos quais a composicdo e, portanto, as
propriedades constitutivas variam de forma suave e continua ao longo do material. Dada a
potencialidade desse tipo de material, torna-se importante, para a engenharia, a existéncia de
ferramentas para previsdo do comportamento de estruturas constituidas de compdsitos com
GF. Um exemplo de material com GF ¢ o caso de placas utilizadas em foguetes e aeronaves
espaciais. Nesse caso, a face externa ¢ 100% ceramica, o que confere resisténcia a grandes
variagOes de temperatura, a face interna ¢ 100% metalica, o que garante elevada resisténcia

mecanica a esfor¢os de compressao e de tracdo, e as propriedades do material no interior da



placa variam suave e continuamente ao longo da espessura, o que evita os problemas de

interface que surgiriam se o composito fosse laminado.

1.2. Proposta e objetivos

A proposta deste doutorado se enquadra em um projeto tematico maior,
Desenvolvimento de modelos numéricos para a andlise de problemas de engenharia
estrutural, financiado pela Fundagdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sdo Paulo
(FAPESP). Tal projeto inclui os seguintes temas: analise ndo linear geométrica, dindmica,
impacto, materiais compodsitos, materiais com gradacdo funcional (MGFs), elasticidade,
hiperelasticidade, plasticidade, viscoplasticidade, termoelasticidade etc. O grupo de pesquisa
no qual se insere o aluno estd em fase de paralelizagdo dos codigos computacionais

desenvolvidos e possui diversas publicagdes em congressos e periddicos cientificos.

O trabalho aqui proposto envolve também a continuidade e a evolucdo do bolsista nas
atividades cientificas de seu projeto de mestrado, no qual foram realizados estudo e
implementagdo computacional, via MEF, de leis constitutivas ndo lineares para materiais
hiperelasticos, homogéneos e isotropicos em regime de grandes deslocamentos e de grandes
deformagdes. Além disso, sdo visados tanto a contribui¢do ao projeto tematico maior quanto o
aprofundamento do aluno em ndo linearidades geométrica e fisica de materiais com grandes

deformacdes.

O objetivo precipuo deste estudo ¢ a implementacdo computacional de modelos
constitutivos elasticos e elastoplasticos para MGFs em regime de elevados deslocamentos e
de grandes deformagdes. Ademais, pretende-se implementar tais modelos em cdodigos
computacionais de andlise ndo linear geométrica e fisica, via elementos finitos solidos
(tridimensionais) isoparamétricos. Além do objetivo precipuo desta tese de doutorado, outros

objetivos iniciais sio:



- disciplinas de pos-graduacao para obtencdo de créditos, os quais sdo um dos requisitos do

programa de doutorado do departamento;

- revisao de Mecanica Nao Linear do Continuo (MNLC), que inclui os seguintes topicos:
algebras linear e tensorial; cinematica ou estudo do movimento; medidas de deformagao e de
tensdo; balangos e problemas de valor de contorno; leis constitutivas; equilibrio de forgas; e

principios variacionais;

- levantamento bibliografico sobre os seguintes temas: elementos finitos solidos; integragao
numérica; elasticidade ndo linear; hiperelasticidade; plasticidade com pequenas e com grandes

deformagdes; MGFs; e programagao em paralelo;

- implementagdo do modelo hiperelastico linear de Saint Venant-Kirchhoff (SVK) para

analise ndo linear geométrica de sdlidos com grandes deslocamentos;

- estudo do conceito de GF, a qual ¢ definida como a variagdo continua e suave das

propriedades mecéanicas do material ao longo do volume;

- implementacdo de modelos hipereléasticos ndo lineares, cujas equacdes constitutivas foram

utilizadas pelo bolsista, em seu mestrado, para um elemento finito de casca;

- estudo, proposta e implementagdo computacional do modelo elastoplastico para materiais

em regime de grandes deformagdes;

- defini¢do e implementacdo de leis de GF nos cddigos computacionais desenvolvidos;
- simulagdes computacionais de problemas estruturais (estaticos e isotérmicos);

- paralelizacdo dos codigos desenvolvidos;

- redacdo de artigos cientificos;

- publicagdo de artigos em congressos cientificos;

- redagdo dos relatorios anuais da FAPESP;

- exame de qualificagdo, outro requisito do departamento;

- redacao e defesa da tese de doutorado.



1.3. Justificativas

A justificativa do presente trabalho ¢, conforme dito anteriormente, a necessidade de
se desenvolver ferramentas numéricas robustas para analise estrutural. Tais programas devem
ser versateis, isto ¢, eles devem ser capazes de simular, com precisdo, o comportamento de
estruturas com as mais variadas formas de solicitacdo atuante, geometria de componentes e
propriedades mecanicas dos materiais constituintes. Além de versatil e precisa, a ferramenta
de calculo estrutural deve ser pratica, isto ¢, ela deve fornecer resultados confiaveis,
essenciais para o adequado dimensionamento, com um tempo de execucao compativel com o
projeto da estrutura. Dessa forma, pretende-se desenvolver codigos computacionais capazes

de realizar simulagdes numéricas estruturais confidveis e rapidas.

E de extrema importancia pratica, para o engenheiro de estruturas, a existéncia de
programas de simulacdo estrutural nos quais sdo considerados grandes deslocamentos,
elevadas deformagdes, variagdo gradual das propriedades mecanicas do material e efeitos
inelasticos. Isso porque o uso de componentes estruturais com tais caracteristicas ¢ cada vez
mais amplo nos diversos ramos da engenharia. A maior parte dos programas comerciais
existentes ¢ usada para andlise estrutural de materiais eldsticos homogéneos em regime de
pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes. Essa analise, apesar de pratica e rapida, é

limitada a estruturas com pequenas deformabilidades e sem efeitos inelésticos significativos.

Outra justificativa deste estudo ¢ que o grupo de pesquisa no qual se insere o aluno ja
possui cddigos computacionais de analise ndo linear geométrica com elementos finitos de
barra, de poértico e de casca, limitados, contudo, a pequenas deformacdes. Portanto,
implementar a metodologia numérica do grupo com uso de elementos finitos s6lidos para
materiais em regime de grandes deformagdes ampliaria as aplicagdes de tal metodologia. E
possivel, futuramente, desenvolver programas de analise nao linear - geométrica e fisica - nos
quais existam os mais diferentes tipos de elementos no mesmo codigo computacional, o que
seria bastante util para o engenheiro de estruturas, j& que este poderia ter, no mesmo

programa, varias op¢des de elementos finitos para modelar seus componentes estruturais.



E indiscutivel a importancia cientifica do aprofundamento no estudo de analises
numéricas ndo lineares para problemas complexos da engenharia estrutural. Isso ¢ valido tanto
para o aluno quanto para o grupo de pesquisa e para a Universidade de Sao Paulo (USP).
Ademais, sdo encontradas aplicagcdes de tais andlises em diversas dreas da engenharia. Por
fim, pretende-se desenvolver programas cada vez melhores, ou seja, programas com
estratégias numéricas que possibilitem simulagdes computacionais mais rapidas e, a0 mesmo

tempo, mais realistas.

1.4. Resumo dos capitulos

Além da introdugdo, esta tese possui mais nove capitulos. No segundo capitulo, que ¢é
a revisao bibliografica, discorre-se brevemente sobre os seguintes topicos da literatura
cientifica consultada, relacionados ao presente estudo: MNLC; elasticidade;

elastoplasticidade; MGFs; andlise ndo linear numérica via MEF; e programacao em paralelo.

No terceiro capitulo, ¢ dada a aproximacdo cinematica dos dois elementos finitos
tridimensionais utilizados (o tetraedro e o hexaedro). Sdo descritas, de forma sucinta, as
grandezas cinemadticas empregadas resultantes dessa aproximagdo. A decomposi¢ao da

deformagao, para o caso elastoplastico, também ¢ dada nesse capitulo.

Os conceitos de tensdo, modelo constitutivo, elasticidade e inelasticidade sdo dados no
quarto capitulo, em que também ¢ descrito o principio de equilibrio estrutural (estatico)
utilizado. Todos esses conceitos sdo uteis para se formular o equilibrio de cada elemento

finito e, consequentemente, de toda a estrutura.

No quinto capitulo, sdo descritos o conceito de hiperelasticidade, os modelos
hiperelasticos homogéneos adotados neste estudo e a relagcdo tensdo-deformacao para o caso
hiperelastico. As leis constitutivas hiperelasticas sdo empregadas para se expressar o

comportamento mecanico do material em regime de deformagdes elasticas (ou reversiveis).



No sexto capitulo ¢ abordado o tema da elastoplasticidade. Sao descritas a formulagdo
elastopléstica para pequenas deformacdes, a aproximagdo de Green-Naghdi e a formulagao
elastoplastica para grandes deformagdes, chamada de hiperelastoplasticidade. Discorre-se
também, nesse capitulo, sobre a relagdo tensdo-deformagdo para o caso elastoplastico, o
conceito de superficie de plastificacdo, encruamento, leis de evolucao plastica e algoritmos de
retorno. Por fim, sdo descritos os modelos hiperelastoplasticos homogéneos adotados neste

estudo.

A defini¢do e as leis de GF adotadas sdo apresentadas no sétimo capitulo. Entre tais
modelos, sdo descritos os usualmente encontrados na literatura cientifica e os propostos pelo
aluno. Ademais, s3o fornecidas as expressdes dos modelos constitutivos hipereldsticos e

hiperelastoplasticos para materiais com GF.

A metodologia numérica e os codigos computacionais desenvolvidos pelo aluno ao
longo de seu doutorado sdo descritos no oitavo capitulo. Entre os referidos codigos, estao os
geradores de fungdes de forma e de malhas de elementos tridimensionais, os programas de
analise ndo linear - geométrica e fisica - de materiais altamente deformaveis via elementos
finitos so6lidos, e os programas de poés-processamento. Para analise de materiais em regime
elastopléstico, sao descritas as estratégias iterativas de previsao elastica e de correcao plastica.
Alguns aspectos da paralelizagao dos codigos desenvolvidos sdo apresentados nesse capitulo.
Por fim, sdo brevemente descritos os programas EPIM3D (Elastoplastic implicit three-
dimensional code) e DD3IMP (Deep drawing three-dimensional implicit code), utilizados
pelo aluno ao longo de seu estagio de doutorado na Universidade de Coimbra (Portugal), para

simulacdo numérica de materiais elastoplasticos.

Os exemplos numéricos para validagao dos coédigos computacionais desenvolvidos sdo
dados no nono capitulo. Esses exemplos compreendem a andlise ndo linear de estruturas
constituidas de material homogéneo ¢ com GF nos seguintes regimes: eldstico e
elastopléstico, com pequenas e com grandes deformacdes. Para mostrar a aplicabilidade dos
exemplos, deve ser comentado que as simulagdes numéricas realizadas sdo restritas a
problemas estruturais estaticos e isotérmicos. A discussdo dos resultados obtidos também ¢

dada no nono capitulo.

No décimo e ultimo capitulo, sdo apresentadas as conclusdes baseadas nos resultados
das simulag¢des numéricas, as principais comparagdes com a literatura cientifica consultada, e

algumas sugestoes para pesquisas futuras.



As derivadas da deformagdo em relagao aos graus de liberdade dos elementos solidos
utilizados neste estudo sdo dadas no apéndice A. As derivadas para calculo da tensdo e do
tensor elastico de quarta ordem sdo fornecidas no apéndice B. As formulas empregadas para
determinagdo do operador tangente consistente hiperelastoplastico sdo dadas no apéndice C.
No apéndice D, sdo descritas as derivadas utilizadas no algoritmo de corre¢ao plastica. Por
fim, detalhes da geracdo automatica das fungdes de forma e das malhas de elementos finitos

tridimensionais sdo fornecidos nos apéndices E e F, respectivamente.

As quadraturas unidimensionais de Gauss-Legendre, utilizadas para determinacdo da
quadratura tridimensional do elemento hexaédrico, e as quadraturas tridimensionais do

elemento tetraédrico sdo dadas, respectivamente, nos anexos A ¢ B.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

Nesta se¢do, sdo descritos brevemente alguns dos inumeros estudos consultados ao

longo da pesquisa, relacionados com a presente tese.

2.1. MNLC

Devido ao fato de a MNLC ser uma teoria ja consagrada no meio académico, nao ¢
realizada aqui uma revisao bibliografica sobre o assunto. Nesta secdo, sao citados alguns dos

trabalhos, relacionados 8 MNLC, que foram consultados ao longo da pesquisa.

A teoria da MNLC, base para o desenvolvimento da formulagdo numérica do presente
estudo, ¢ abordada em vérios livros como, por exemplo, Coimbra (1981), Marsden e Hughes
(1983), Ogden (1984), Ciarlet (1988), Belytschko, Liu e Moran (2000) e Holzapfel (2004). Na
teoria do continuo, o corpo - ou o objeto - analisado ¢ considerado como sendo um meio
continuo, isto €, o corpo ¢ um sistema macroscopico, que nao possui vazios e cujas grandezas
mecanicas sdo descritas por fungdes continuas (HOLZAPFEL, 2004). Podem ser citadas, para
exemplificar, as fungdes (continuas) que descrevem a densidade e a temperatura de um corpo
de acordo com sua posi¢ao no espago. Na Mecanica do Continuo (MC), embora se saiba que
todos os objetos sao formados por moléculas e 4tomos, os efeitos microscopicos e atomisticos
das intmeras particulas materiais podem ser substituidos por um nimero pequeno de
variaveis macroscopicas (HOLZAPFEL, 2004). Ja que a MC pode ser aplicada para analise de

fluidos, deve ser lembrado que esta pesquisa € restrita a analise de so6lidos.

Em todos os livros supramencionados, sdo abordados os seguintes topicos, essenciais
para a formulagao desta tese: cinematica, que ¢ o estudo do movimento de um corpo; conceito
e medidas de deformacdo, variavel mecanica usada para quantificar a intensidade da mudanca
de forma de um corpo; definicdo e medidas de tensdo, grandeza que relaciona forcas e areas

de contato interno no material; balancos, que sdo leis fundamentais da fisica com aplicagao



em soélidos e fluidos; leis constitutivas, utilizadas para descrever a resposta mecanica do
material; e elasticidade, que ¢ o regime no qual o campo de tensdes depende apenas do estado
atual de deformacdo num material. Além desses topicos, Holzapfel (2004) descreve varias
propriedades das algebras vetorial e tensorial, e os conceitos a seguir, que também sdo
fundamentais para esta pesquisa: hiperelasticidade, que ¢ a descricdo da resposta do material
elastico por meio de um potencial escalar; leis da termodinamica, usadas para obtengao da
relagdo entre tensdo e deformacdo; tensor eldstico, empregado no procedimento numérico
deste estudo; materiais pouco compressiveis, como ¢ o caso dos polimeros estruturais - ou
elastomeros; principio da energia potencial estaciondria, utilizado aqui para se descrever o
equilibrio da estrutura na configuragdo final; e modelos constitutivos para materiais

inelasticos em regime de grandes deformacgdes.

2.2. Materiais elasticos

De acordo com Coimbra (1981), Ogden (1984) e Holzapfel (2004), um material ¢
chamado de eléstico se a sua resposta mecanica depende apenas do nivel de deformagao em
determinado instante e ndo do historico de deformagdo. Assim, o processo de deformagdo
elastica ¢ classificado como reversivel, isto ¢, quando o corpo elastico, apés ser deformado
devido a agdo de uma forca externa, ¢ descarregado, ele retorna a sua posi¢do inicial. Ao
longo desse processo elastico de carregamento e descarregamento, nao ha dissipacao de

energia mecanica (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000).

O comportamento mecanico de um material qualquer ¢ definido pela chamada lei - ou
relagdo - constitutiva. Um dos modelos constitutivos elasticos usuais na literatura cientifica ¢
a lei de Hooke, que estabelece a relagdo linear entre a tensdo e a deformacdo de engenharia
(CIARLET, 1988). A desvantagem de tal modelo, também chamado de eléstico linear, ¢ o
fato de ser restrito a materiais pouco deformaveis, isto €, materiais que apresentam pequenos
deslocamentos e pequenas deformacdes (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000). Outro

modelo elastico existente ¢ o de Saint Venant-Kifchhoff (SVK), o qual é expresso por uma



relagdo linear, analoga a lei de Hooke, entre o tensor deformacao de Green-Lagrange e o
segundo tensor de tensao de Piola-Kirchhoff (COIMBRA, 1981). Conforme afirmado em
Holzapfel (2004), esse modelo, também chamado de elastico ndo linear, ¢ usualmente
empregado para andlise de metais que possam apresentar grandes deslocamentos, porém com
pequenas deformacgdes de compressdo. Para modelar materiais que possam estar em regime de
grandes deformacdes, sdo empregadas as condi¢des de crescimento (HOLZAPFEL, 2004). De
acordo com tais condigdes, a energia necessaria para aniquilar a matéria ou expandi-la a um
volume infinito torna-se infinita. Esse fato esta de acordo com evidéncias cientificas, e ndo é
satisfeito pelas leis elasticas de Hooke e SVK. Portanto, pelo que foi discutido neste paragrafo
e pelo fato do projeto de doutorado desta tese abordar materiais eldsticos altamente
deformaveis, foram adotados os seguintes modelos: lei eldstica de SVK para problemas
estruturais com grandes deslocamentos e pequenas deformacgdes; e lei elastica com condigdes
de crescimento (HOLZAPFEL, 2004) para estruturas com elevados deslocamentos e grandes

deformacdes.

De acordo com Holzapfel (2004), todo material hiperelastico, além de ser elastico, ¢
descrito por um potencial escalar chamado de energia livre de Helmholtz, definida por
unidade de volume inicial. O modelo de SVK também ¢ chamado de lei hiperelastica linear,
pois estabelece uma relagdo linear entre tensdo e deformacdo. Segundo Itskov e Aksel (2004),
tal modelo ¢ a relacao hiperelastica mais simples e, por isso, ¢ bastante empregado em
analises de materiais elasticos em regime de grandes deslocamentos. Ja& os modelos
hiperelasticos em que a relagdo entre tensdo e deformacdo ndo ¢ linear sdo chamados de
modelos hiperelasticos ndo lineares (DUSTER; HARTMANN; RANK, 2003; HARTMANN;
NEFF, 2003; PASCON, 2008).

Entre os materiais elasticos altamente deforméveis, podem ser destacados os
polimeros estruturais - ou elastdmeros - e alguns metais. Os componentes elastoméricos,
usualmente modelados por relagdes hiperelasticas ndo lineares, possuem diversas aplicagoes
na engenharia como, por exemplo: apoios para edificios e pontes, pecas de motor, vedagdo de
portas de veiculos automotivos, juntas de dilatagdo flexiveis, selantes para reparo em
coberturas de edificios, anéis de vedacao para foguetes (“o-rings”), pneus, juntas para vidros
de seguranca, e espumas de poliuretano para bancos de carros (BECHIR; BOUFALA;
CHEVALIER, 2003; PEYRAUT et al., 2009). Sabe-se que muitos polimeros estruturais
apresentam pequenas variagdes volumétricas mesmo em regime de grandes deformacdes

(HOLZAPFEL, 2004). Materiais que apresentam pequenas alteracdes de volume sao



chamados de pouco compressiveis. Assim, para modelar os polimeros estruturais neste estudo
foram empregadas leis hipereldsticas ndo lineares para materiais pouco compressiveis
(HOLZAPFEL, 2004). Em relagdo aos metais capazes de apresentar grandes deslocamentos,
as seguintes aplicagdes podem ser citadas: molas para o sistema de suspensao de carros, cabos
de transmissdo, laminas de rotor de helicopteros, laminas de turbinas edlicas, e bragos
roboticos (PAI; NAYFEH, 1994; PAI, PALAZOTTO, 1996). Todavia, encontrar o modelo
constitutivo mais adequado para determinado material, e simular numericamente as aplicagdes

supracitadas ndo fazem parte dos objetivos iniciais deste estudo.

Existem varios estudos tedricos elasticidade e materiais elasticos. Carrol (2009)
ressalta a importancia de se descrever a resposta do material elastico por meio de um
potencial escalar, como ¢ o caso da hiperelasticidade. Segundo tal estudo, caso a resposta nao
seja obtida a partir desse escalar, existe a possibilidade de ocorrer trabalho negativo em ciclos
fechados de deformagdo, o que ¢ teoricamente incoerente, ja que em tais ciclos ndo ha
dissipacao de energia e, portanto, o trabalho realizado ao longo deles deve ser nulo. Por essa
razao, os modelos constitutivos elasticos adotados neste estudo sdo hiperelasticos. Além
disso, Hartmann e Neff (2003) afirmam que, para garantir a existéncia de solu¢do Unica via
minimizagdo da energia, o potencial escalar hiperelastico, que ¢ a energia livre de Helmholtz,
deve satisfazer as condigdes de policonvexidade e coercividade (MARSDEN; HUGHES,
1983; CIARLET, 1988). De acordo com Ciarlet (1988), o modelo de SVK nao ¢ policonvexo,
mas pode ser empregado para modelar materiais elasticos sob pequenas deformagdes. Os
modelos hiperelasticos ndo lineares adotados nesta pesquisa sdo o de Rivlin-Saunders
(RIVLIN, 1956), o de Hartmann-Neff (HARTMANN; NEFF, 2003) e o neo-Hookeano (SZE;
ZHENG; LO, 2004). Tais modelos satisfazem as condi¢cdes de policonvexidade e
coercividade, conforme afirmado em Hartmann e Neff (2003). Apesar da importancia das
referidas condi¢des, propor novos modelos hipereldsticos que as satisfacam, e checa-las nos

modelos adotados ndo sdo objetivos deste estudo.



2.3. Elastoplasticidade

Todo material se deforma quando ¢ submetido a forcas externas. Os principais tipos de
deformacgdo sdo descritos, por exemplo, em Khan e Huang (1995). A deformag¢ao no material
¢ classificada de elastica se for reversivel e independente do tempo, isto ¢, quando ela
desaparece por completo assim que as forgas deixam de ser aplicadas. Se a deformacdo ¢
reversivel mas dependente do tempo, ¢ chamada de viscoelastica. A mudanga de forma ¢
classificada como pléstica quando ¢ irreversivel ou permanente, ou seja, retiradas as forcas
externas, a deformagdo se mantém. Nesse caso, ocorre dissipacao de energia mecanica, que €
usada no rearranjo molecular do material (KHAN; HUANG, 1995). Quando o material
apresenta duas parcelas de deformacdo, uma elastica independente do tempo e outra plastica,
ele ¢ classificado de elastoplastico. Analises numéricas de estruturas constituidas de material
elastopléstico também sao abordadas nesta tese. Entre as aplicacdes praticas de tais analises,
pode ser citada a necessidade de previsio do comportamento mecanico durante a

conformacao plastica de metais (ALVES, 2003).

A teoria cléssica da plasticidade ¢ abordada em diversos livros como, por exemplo,
Lubliner (1990), Maugin (1992) e Khan e Huang (1995). A referida teoria ¢ valida para
materiais em regime de pequenas deformagdes, mas pode ser estendida para o regime de
grandes deformacdes. Em tais livros, sdo abordados varios conceitos fundamentais da teoria
da plasticidade. O primeiro deles ¢ a irreversibilidade do processo de deformacgdo plastica,
discutido no paragrafo anterior. Outro conceito ¢ a decomposi¢do da medida de deformacao,
que pode ser feita em pequenas ou grandes deformacdes. No primeiro caso, o tensor de
deformacao infinitesimal (de engenharia) ¢ decomposto, de forma aditiva, nas parcelas
elastica e plastica (KHAN; HUANG, 1995). Em regime de grandes deformagdes, duas das
grandezas cinematicas mais usadas sdo os tensores gradiente da mudanga de configuracdo e
deformagdo de Green-Lagrange (HOLZAPFEL, 2004). Segundo Maugin (1992), existem
duas decomposi¢cdes possiveis para materiais sob grandes deformacdes. A primeira € a
decomposicdo de Green-Naghdi, proposta por Green e Naghdi (1965), na qual o tensor
deformacdo de Green-Lagrange ¢ decomposto, de forma aditiva, nas parcelas elastica e
plastica. A segunda decomposicao possivel ¢ a de Lee, também chamada de decomposi¢ao de

Kroner-Lee devido aos estudos de Kroner (1960) e de Lee (1969). Nesse caso, o tensor



gradiente da mudanca de configuragdo - ou simplesmente gradiente - ¢ decomposto, na forma
de produto matricial, nas parcelas eldstica e plastica. Foi Lee (1969) quem introduziu a nogao
de configuragdo intermedidria, composta apenas da parcela plastica do gradiente, na qual o
material encontra-se descarregado. Na decomposi¢cdo de Kroner-Lee, o tensor deformacao
total de Green-Lagrange ndo ¢, de modo geral, a simples soma das parcelas elastica e plastica
de tal tensor, conforme considerado na teoria de Green e Naghdi (1965). Ademais, de acordo
com Eterovic e Bathe (1991), se a decomposi¢do aditiva de Green-Naghdi ¢ utilizada em
regime de grandes deformacgdes elastoplasticas, a resposta eldstica pode depender das
deformacdes plasticas, o que ¢ incoerente. Além das decomposi¢cdes de Green-Naghdi e de
Kroner-Lee, ¢ possivel propor outros tipos de decomposicdo da deformagdo em grandes
deformagdes. Um exemplo disso ¢ o estudo de Miehe, Goktepe e Diez (2009), no qual ¢
descrita uma decomposicdo aditiva no espaco logaritmico de deformacdo que, segundo os

autores, ¢ razoavelmente proxima da decomposi¢do de Kroner-Lee.

Outros conceitos da teoria classica da plasticidade podem ser usados para analisar
materiais elastoplasticos sob regime de grandes deformacgdes como, por exemplo
(LUBLINER, 1990; MAUGIN, 1992; KHAN; HUANG, 1995): condi¢des de carregamento
elastico, plastico e neutro, e condicdo de descarregamento; critério e superficie de
plastificagdo; condi¢do de consisténcia; encruamentos cinematico e isotropico; leis de
evolugdo da deformagdo plastica, também chamadas de leis de fluxo plastico; potencial e
trabalho plastico; associatividade; e regra da normalidade. Assim sendo, tais conceitos sao

utilizados na formulagao elastopléstica adotada na presente tese.

De acordo com Naghdi e Trapp (1975), baseado na hipotese de trabalho mecanico nao
negativo em ciclos fechados de deformagdo, ¢ possivel concluir a existéncia da regra da
normalidade, em que ¢ afirmado que a dire¢dao do fluxo plastico, no espago das deformagdes
ou das tensdes, ¢ normal a superficie de plastificacdo. Essa regra da normalidade, empregada
no presente estudo, permite escrever a lei de fluxo plastico como sendo a derivada, em relacao
ao tensor das tensdes, da fun¢do escalar que descreve a superficie de plastificagdo. Contudo,
Houlsby e Puzrin (2000) afirmaram que ndo € possivel provar teoricamente a regra da

normalidade, embora seja uma aproximacao razoavel.

Em relacdo aos modelos constitutivos elastoplasticos, existem diversos trabalhos em
que ¢ utilizada a segunda lei da termodindmica. Uma teoria bastante aceita e usada para

analise de materiais elastoplésticos sob grandes deformagdes, na qual ¢ adotada a segunda lei



da termodinamica, ¢ a descrita em Green e Naghdi (1965), na qual sdo considerados os efeitos
térmicos. E possivel, com essa teoria, expressar tensdo como sendo a derivada do potencial de
energia em relagdo a deformagdo, entropia como a derivada do potencial em relacdo a
temperatura, e dissipagdo como a derivada do potencial em relagdo as varidveis plasticas.
Outros trabalhos, nos quais a segunda lei da termodindmica ¢é fundamental para o
desenvolvimento da formulagdo elastopléastica, podem ser destacados: Houlsby e Puzrin
(2000), em que se afirma que o comportamento elastoplastico ¢ descrito por dois potenciais,
um referente a energia especifica e outro a dissipagdo ou a superficie de plastificacdo;
Diagele, Hartmann e Tsakmakis (2000), em que sdo apresentados modelos plasticos e
viscoplasticos com encruamento cinemadtico ndo linear; Hartmann (2002), no qual se estuda a
viscoelasticidade para grandes deformagdes; Peric e Dettmer (2003), no qual ¢ realizada a
combinacdo entre elasticidade, plasticidade e viscoelasticidade para grandes deformagdes;
Mengzel et al. (2005), em que ¢ descrita uma metodologia para elastoplasticidade com dano
anisotropico; Hallberg, Hakansson e Ristinmaa (2007), em que se sugere um modelo
hiperplastico para a fase de transi¢do entre agos martensiticos e austeniticos; e Néser, Kaliske
e Miiller (2007), em que ¢ aplicado um modelo de fratura para materiais ineldsticos em
grandes deformagdes. Assim sendo, a segunda lei da termodinamica ¢ usada neste estudo, ja
que, de acordo com Houlsby e Puzrin (2000), ela ¢ bastante aceita na comunidade cientifica,

possui fortes bases conceituais € ndo possui contraexemplos experimentais.

Com relagdo a analise de materiais elastoplasticos sob grandes deformagdes, aparecem
o0s seguintes nomes na literatura cientifica: meio continuo elastoplastico (GREEN; NAGHDI,
1965); elastoplasticidade finita (PAPADOPOULOS; LU, 1998; SVENDSEN, 1998;
PAPADOPOULOS; LU, 2001); elastoplasticidade com grandes deformacgdes (GREEN;
NAGHDI, 1971; DOGUI; SIDOROFF, 1985; SVENDSEN; ARNDT; KLINGBEIL;
SIEVERT, 1998); e hiperelastoplasticidade (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000; EKH;
RUNESSON, 2001; FERRAN; FOGUET; HUERTA, 2002; JEREMIC; CHENG, 2009). O
nome hiperplasticidade aparece, por exemplo, em Puzrin ¢ Houlsby (2001). Segundo esse
estudo, um material ¢ considerado hiperpléastico quando seu comportamento mecanico pode
ser definido via dois potenciais: a energia livre de Helmholtz (HOLZAPFEL, 2004) e um
potencial relacionado com a dissipagdo. Porém, o referido artigo ¢ restrito a andlise de
materiais elastoplasticos em pequenas deformagdes. A extensdo da formulagdo hiperplastica

para grandes deformagdes pode ser tema para algum estudo no futuro.



Além dos modelos elastoplasticos nos quais a deformagdao ¢ decomposta de forma
aditiva, existe na literatura cientifica o chamado modelo hipoelastoplastico (BELYTSCHKO;
LIU; MORAN, 2000), no qual o tensor taxa de deformacdo (HOLZAPFEL, 2004) ¢
decomposto aditivamente nas parcelas elastica e pléastica. Essa decomposi¢do aditiva ¢
abordada em varios estudos como, por exemplo, Simo e Ortiz (1985) e Nicholson e Lin
(1999). Segundo Belytschko, Liu e Moran (2000), modelos hipoelastoplasticos s6 podem ser
usados quando as deformagdes elasticas sdo pequenas em relagdo as plasticas. Isso porque,
para tais modelos, o trabalho realizado em um ciclo fechado de deformag¢do (KHAN;
HUANG, 1995), que deveria ser nulo, ¢ diferente de zero. Ademais, em regime de grandes
deformacdes elastoplésticas, ndo se pode decompor aditivamente a deformagdao (GREEN;
NAGHDI, 1965; ETEROVIC; BATHE, 1991). Para contornar esses problemas em tal regime,
leis hiperelastoplasticas tém sido propostas (SIMO; ORTIZ, 1985; MORAN; ORTIZ; SHIH,
1990). Essas leis sdo abordadas na presente tese, j& que um dos objetivos aqui € estudar
materiais elastoplasticos que podem apresentar grandes deformacdes. Usualmente, na
formulagdao hiperelastoplastica sdo utilizadas, entre outras coisas, a decomposi¢cao
multiplicativa de Kroner-Lee (KRONER, 1960; LEE, 1969) e a segunda lei da termodindmica
(MARSDEN; HUGHES, 1983).

No estudo de Botta et al. (2008), embora restrito a analise geometricamente linear,
discorre-se sobre a variagio volumétrica na fase plastica. E demonstrado que, no modelo
classico elastoplastico de Drucker-Prager com lei de fluxo ndo associativa (KHAN; HUANG,
1995), ¢ possivel ocorrer aumento do volume do material mesmo em casos de compressao
simples. Para evitar tal problema, os autores sugerem a adogdo de um potencial plastico, nao
conhecido explicitamente, cuja direcao ortogonal ¢ escolhida de forma que seja coerente a
variacao volumétrica do material. Essa sugestdo pode ser usada na lei de fluxo pléstico, caso
seja identificada incoeréncia entre o carregamento e a variagdo volumétrica do material ao

longo das simula¢des numéricas.

Segundo Khan e Huang (1995), no regime elastoplastico, devido ao carater dissipativo
da deformacgdo plastica, a relagdo tensdo-deformacao passa a depender nao apenas do estado
atual mas da trajetoria de deformagao ocorrida - ou do historico de deformagdo - no material,
isto ¢, ndo existe uma correspondéncia unica entre tensdo e deformacgdo durante a fase
plastica. Por essa razdo, as teorias elastoplasticas sdo incrementais, ou seja, relacionam
alteragdes - infinitesimais ou no tempo - entre as medidas de deformagao elastica e plastica, a

medida de tensdo e os parametros de encruamento. Assim sendo, neste estudo foram



empregadas relagdes elastoplasticas na forma incremental, ou seja, na forma de taxas de

variagao.

2.4. MGFs

A GF ¢ definida, na engenharia de materiais, como a variagdo gradual (continua e
suave) da composicao do material ao longo de seu volume. O resultado desse tipo de variagao
¢ a continua alteragdo das propriedades mecanicas do material ao longo do corpo. Dessa
forma, as fun¢des que descrevem tais propriedades sdo continuas e suaves ao longo do

volume, ou seja, essas fungdes ndo apresentam variagdes abruptas nem descontinuidades.

Entre os materiais compositos - ou heterogéneos - podem ser destacados os laminados
e os com GF. De acordo com Arciniega ¢ Reddy (2007), materiais compositos laminados sao
aqueles formados por camadas de diferentes materiais, unidas entre si. O projetista de um
componente estrutural laminado pode escolher o tipo de material, e a orientagdo e espessura
das camadas para adequar esse componente a uma determinada aplicagdo. Apesar dessa
vantagem, a possivel concentracdo de tensdes entre diferentes camadas pode prejudicar o
desempenho do componente estrutural (ARCNINIEGA; REDDY, 2007). J4& no material
heterogéneo com GF, os campos de tensdo (HOLZAPFEL, 2004) variam de forma continua
ao longo do volume, ou seja, ndo ocorrem alteragdes abruptas nem descontinuidades em tais
campos, as quais sdo comuns nos laminados. E afirmado em Chi e Chung (2006) que, em
ambientes com altas temperaturas, as referidas descontinuidades podem causar problemas,
como fratura ou descolamento, devido a abrupta variacao do coeficiente de dilatagdo térmica,
o que induz altas tensdes residuais. Podem ser citados os seguintes exemplos dos referidos
ambientes, nos quais sdo usados materiais com GF: camara de combustdo de aeronaves, e
reator de fusdo nuclear. Ademais, comenta-se em Ghannadpour e Alinia (2006) que nos
MGFs, além de se eliminar os problemas de descontinuidade na interface, aproveitam-se as

propriedades de diferentes materiais no mesmo componente. Assim, essa continuidade da



tensdao pode ser considerada como uma das vantagens dos materiais com GF em relagao aos

compositos laminados.

Segundo Woo e Meguid (2001), GhannadPour ¢ Alinia (2006) ¢ Oyekoya, Mba ¢ El-
Zafrany (2009), o conceito de MGF surgiu em 1984 como proposta, durante o projeto espacial
japonés, para um material de barreira térmica capaz de suportar temperaturas de 2000 K em
uma das faces e um gradiente de 1000 K ao longo da secdo transversal (menor que 10mm). A
placa deveria ter alta resisténcia térmica (propriedade das ceramicas) na face externa, para
suportar o calor, e alta resisténcia mecanica (propriedade dos metais) na face interna, para
suportar os esfor¢os mecanicos. A solucdo foi adotar uma placa com GF cuja face externa
fosse ceramica e a interna fosse metalica. Tais estudos, porém, nao fornecem o nome nem o
autor do artigo original em que foi introduzido o conceito de GF. J4 o nome “functionally
graded material” (FGM) fo1 sugerido, segundo Arciniega e Reddy (2007), por Yamanouchi et
al. (1990) e Koizumi (1997).

Com relacdo as aplicagdes de materiais com GF, as mais usuais sdo aquelas em
ambientes com altas temperaturas como, por exemplo, reatores de fusdo nuclear, usinas
quimicas e aeronaves a grandes velocidades (ARCINIEGA; REDDY, 2007). Apenas para
exemplificar, ¢ afirmado em Chen (2005) que, na combinagdo de metal e ceramica em
componentes com GF, sdo aproveitadas a boa tenacidade a fratura do metal e as boas
resisténcias mecanica e térmica da cerdmica, o que aumenta a vida util do material. De acordo
com Ben-Oumrane et al. (2009), materiais com GF também sdo usados nas industrias
aeronautica, automobilistica, bélica e, mais recentemente, nas areas eletronica e biomédica.
Apesar de as principais aplicagdes de materiais com GF estarem em ambientes com altas
variagdes térmicas, um dos objetivos do presente estudo ¢ realizar simulagdes numéricas de
materiais com GF das propriedades constitutivas elastoplasticas, ja que a analise aqui ¢

isotérmica.

Com relagdo a expressao matematica usada para descrever a GF de determinada
propriedade mecanica de um material, sdo descritas trés funcdes em Chi e Chung (2006): lei
de poténcia (P-FGM), lei sigmoidal (S-FGM) e lei exponencial (E-FGM). Essas sdo as leis de
GF mais comuns na literatura cientifica e, por isso, estdo implementadas nos codigos

computacionais desenvolvidos neste estudo.

Detalhes relativos a caracterizagdo do comportamento mecanico de MGFs podem ser

encontrados, por exemplo, na tese de Chapman (2006). Nesse trabalho, comenta-se



brevemente sobre os inumeros processos de manufatura desse tipo de composito, os quais

ainda estdo em fase experimental.

2.5. Analise nao linear numérica via MEF

Para se resolver determinado problema estrutural, devem ser conhecidas a geometria
dos componentes, as propriedades mecanicas dos materiais constituintes, e as condi¢des de
contorno. A geometria compreende as dimensdes (iniciais) de todos os componentes
estruturais. As propriedades mecanicas podem ser descritas pelas leis constitutivas. Ja as
condi¢des de contorno (CIARLET, 1988) se referem aos deslocamentos prescritos e as forcas
prescritas no contorno (externo) da estrutura. A solu¢do do problema estrutural consiste em
obter - analiticamente ou numericamente - a relacdo entre a geometria, a lei constitutiva e as
condi¢cdes de contorno da estrutura. Basicamente, existem dois tipos de solu¢do de um
problema estrutural: a analitica, na qual a referida relacdo ¢ obtida explicitamente e descrita
por meio de expressdes matematicas exatas; e a numérica, em que determinada variavel

mecanica ¢ aproximada.

De modo geral, para se encontrar analiticamente a solu¢ao de um problema estrutural,
¢ necessario resolver as equagdes de equilibrio, as quais sdo equagdes diferenciais parciais.
Tal resolugdo se torna mais complicada quando a andlise estrutural passa a ser ndo linear.
Sabe-se que quando o material pode apresentar grandes deslocamentos ou grandes mudangas
de forma, a ndo linearidade geométrica (CRISFIELD, 2000) torna-se imperativa. J& quando o
material apresenta efeitos ineldsticos consideraveis, como plasticos ou viscoelasticos, a nao
linearidade fisica (PACCOLA, 2004) ou material (CRISFIELD, 2000) deve ser utilizada.
Independentemente da magnitude dos deslocamentos e das deformacgdes, as solucdes
analiticas encontradas na literatura cientifica sdo restritas a casos com simplificagdes da
geometria do componente, da lei constitutiva e das condigdes de contorno. Com relagdao aos
materiais altamente deformdveis, existem inGmeras teorias e solugdes analiticas para

problemas estruturais especificos. Podem ser citadas, por exemplo, as teorias ndo lineares



geométricas para materiais eldsticos presentes nos seguintes estudos: Pai e Nayfeh (1994), em
que ¢ apresentada uma teoria tridimensional para vigas; Li (1997), em que ¢ descrita uma
teoria bidimensional para vigas; e Li e Zhan (2000), que descreveram uma teoria para placas e
cascas. Exemplos de solugdes analiticas para materiais altamente deformaveis sdo dados a
seguir: Rivlin e Saunders (1951), que descreveram a solugdo para barras incompressiveis
(com variagdes volumétricas despreziveis) sob tracdo uniaxial; Rivlin (1956), em que ¢é
apresentada uma solucdo para cisalhamento simples e tracdo biaxial de materiais
incompressiveis; Sinclair (1979), que obteve solu¢des para vigas sob carregamentos
cisalhante e longitudinal; Mattiasson (1981), em que sdo descritas solu¢des para problemas
planos de porticos e vigas; Libai e Simmonds (1983), que obtiveram solugdes para problemas
com cascas e vigas curvas; Taber (1986), em que sdo descritas solugdes para placas sob
carregamento transversal uniforme; e Pai e Palazotto (1996), em que s3o fornecidas as
solugdes analiticas para problemas planos e tridimensionais de vigas. As teorias e solugdes
analiticas da elasticidade ndo linear sao especificas para cada problema estrutural. Em outras
palavras, as equacdes de equilibrio obtidas para determinado tipo de estrutura podem ndo ser
validas para outros tipos. Ademais, ndo existem solu¢des analiticas generalizadas para
problemas estruturais, isto €, solu¢des analiticas que possam ser aplicadas a qualquer

estrutura.

Para resolver problemas mais complexos e gerais, pesquisadores e projetistas
estruturais tém recorrido aos métodos numéricos ou aproximados. Entre eles, destaca-se o
MEF, que ¢ empregado neste estudo. No MEF, de acordo com ASSAN (2003), o corpo - ou o
componente estrutural - ¢ dividido ou discretizado em uma quantidade finita de partes,
chamadas de elementos finitos. Além disso, variaveis mecanicas (deslocamentos,
deformacdes ou tensdes) sao descritas pelas chamadas fungdes aproximadoras no dominio de
cada elemento. Em geral, tais fun¢des sdo compostas pela combinagao linear entre os valores
nodais e as fungdes de forma (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). Os desconhecidos valores
nodais, que recebem o nome de graus de liberdade, sdo os respectivos valores da variavel
mecanica aproximada em pontos conhecidos, chamados de nos. Fungdes de forma - ou
interpoladoras - sdo fung¢des conhecidas, usualmente polinomiais, definidas no dominio de
cada elemento finito. A ordem do elemento finito ¢ definida pelo grau das func¢des de forma.
O equilibrio de forcas interdependente entre os elementos finitos implica no equilibrio global
da estrutura, o qual pode ser expresso por um sistema de equacdes (ZIENKIEWICZ;

TAYLOR, 2005). A solugdo de tal sistema ¢ um vetor que contém os graus de liberdade de



toda a estrutura. De posse de tais valores, € possivel determinar os campos de deslocamento e
de deformagdo por meio das funcdes de forma. Com a lei constitutiva, pode ser obtido o
campo de tensdes. Assim sendo, o MEF ¢ um método que pode ser facilmente implementado
em codigos computacionais, devido a sua generalidade, e que pode ser empregado para

analises dos mais variados tipos de estrutura.

O MEF pode ser aplicado tanto para problemas estruturais lineares como nao lineares.
Conforme afirmado em Crisfield (2000), o artigo mais antigo sobre elementos finitos para
analise estrutural ndo linear geométrica ¢ o de Turner et al. (1960), em que sdo analisadas
estruturas da industria aerondutica com grandes deslocamentos. E afirmado em Belytschko,
Liu e Moran (2000) que simulagdes numéricas, via elementos finitos, para analise nao linear
vém substituindo testes experimentais com protdtipos nas industrias automotiva, de
manufatura e eletronica, por exemplo. Isso porque, segundo tal livro, a simulagao numérica ¢
mais rdpida e menos dispendiosa do que os testes com protdtipos, com relagdo ao
dimensionamento e ao projeto. O problema da andlise ndo linear geométrica via MEF ¢ que o
sistema global de equagdes que descreve o equilibrio da estrutura possui carater nao linear.
Uma das maneiras de resolver tal inconveniente, usada nesta pesquisa, ¢ empregar o método
de Newton (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000), também chamado de método de
Newton-Raphson (CRISFIELD, 2000).

E descrita, nos estudos de Coda e Greco (2004), Greco e Coda (2006), Coda e Paccola
(2007) e Coda (2009), a versao posicional do MEF para analise ndo linear geométrica. Em tal
formulacao, os graus de liberdade sdo as posigoes finais dos nds, € nao os deslocamentos dos
mesmos, como ¢ feito usualmente (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). Apesar dessa
diferenca, a analise via MEF posicional deve, teoricamente, fornecer os mesmos resultados da
respectiva analise via MEF tradicional. O MEF posicional ¢ utilizado em vérios outros
estudos como, por exemplo: Minski (2008), que analisou impacto bidimensional entre
estruturas aneladas e anteparo rigido; Maciel (2008), que realizou andlise ndo linear
geométrica de porticos planos e solidos tridimensionais; e Carrazedo (2009), que estudou
impacto entre estruturas constituidas de material elastoplastico com consideracdo de efeitos
térmicos. Além da formulagdo posicional do MEF, ¢ descrito nos estudos supramencionados o
principio da minima energia potencial total, que ¢ empregado nesta pesquisa para descri¢do

do equilibrio estrutural (estatico).



Varios tipos de elementos finitos sdo encontrados na literatura cientifica
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005; BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000; CRISFIELD,
2000). No presente estudo, sdo utilizados elementos finitos sélidos (tridimensionais).
Algumas vantagens e desvantagens de elementos finitos so6lidos, em relacdo aos demais
elementos, sdo comentadas nos seguintes artigos, por exemplo: Diister, Broker e Rank (2001),
Wang e Wagoner (2005), Petchsasithon e Gosling (2005) e Shepherd e Johnson (2008).
Contudo, ndo se pretende comparar - nesta pesquisa - varios tipos de elementos finitos entre
si, ja que um dos objetivos iniciais €, apenas, a implementacdo computacional de elementos
tridimensionais para simulagdes numéricas de estruturas altamente deforméveis. Uma das
justificativas do presente estudo ¢ a de que, de acordo com a pesquisa bibliografica realizada,
ndo existem estudos sobre simulacdo numérica de estruturas altamente deformaveis
constituidas de material eldstico e elastoplastico com GF via elementos finitos sélidos. Na
maior parte dos estudos sobre tais estruturas, sdo usados elementos finitos de casca
(GHANNADPOUR; ALINIA, 2006; ARCINIEGA; REDDY, 2007; ZHAO; LIEW, 2009;
HUANG; HAN, 2010). Além disso, com relacdo a analise via MEF de materiais com GF sob
regime de grandes deformagdes, existem pouquissimos estudos como, por exemplo, o de

Bilgili (2002) e o de Batra e Bahrami (2009).

No MEF, de modo geral, a determinacdo do sistema de equagdes tem de ser realizada
por meio do calculo de integrais. Devido a dificuldade de se calcular exatamente as integrais
envolvidas, pode ser usada a chamada integracdo numérica (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,
2005). Uma forma de se obter numericamente determinada integral ¢ o uso das quadraturas
Gaussianas (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000), compostas de um determinado nimero
de pontos e pesos de integracdo. A maioria dos livros e artigos fornece quadraturas para
elementos unidimensionais de varias ordens de aproximagdo polinomial, e para elementos
planos e solidos de baixa ordem de aproximacdo. Com relagdo a elementos solidos de alta
ordem, as quadraturas Gaussianas podem ser encontradas em Jinyun (1984) e em Keast
(1986). Tais quadraturas sao usadas nos cddigos computacionais desenvolvidos neste estudo.
Se a integracdo numérica fornece erros despreziveis, quando comparada a integragdo exata,
ela pode ser classificada como integragdo completa. Além disso, espera-se que, quanto maior
o numero de pontos de integragdo numérica utilizado, menor deverd ser o erro. Todavia, como
ndo se conhece o valor exato das integrais, pode-se adotar o nimero de pontos a partir do qual

o valor numérico ndo se altera de forma significativa. Isso para economizar tempo, ja que



quanto maior o numero de pontos, maior ¢ o tempo necessario para calculo numérico das

integrais.

Dois problemas numéricos com relagdo ao MEF tém sido observados na literatura
cientifica. O primeiro deles ¢ que elementos finitos com baixa ordem de aproximacgio
polinomial sdo mais suscetiveis a um fendmeno conhecido como travamento (FLANAGAN;
BELYTSCHKO, 1981; BACHRACH; BELYTSCHKO, 1986; SURI, 1996). Embora seja um
conceito confuso em boa parte dos artigos, o travamento pode ser entendido como sendo a
incapacidade de um elemento finito de reproduzir determinado modo de deformagdo. Trés
tipos de travamento sdo abordados em Belytschko, Liu e Moran (2000): travamento
volumétrico, relacionado a incapacidade do elemento de reproduzir deformagao isocoérica, ou
seja, deformagdo sem alteragdo de volume; travamento por cortante, quando o elemento nao ¢
capaz de apresentar deformagdes cisalhantes nulas; e travamento de membrana, quando o
elemento ndo consegue reproduzir flexdo sem apresentar estiramento (ou encurtamento) das
fibras inicialmente paralelas entre si. De acordo com Suri (1996), Diister, Hartmann ¢ Rank
(2003), Reddy (2004) e Arciniega ¢ Reddy (2007), o emprego de elevadas ordens de
aproximagao polinomial elimina o travamento, o que aumenta a confiabilidade dos resultados
fornecidos pela analise. Contudo, isso leva ao segundo problema numérico do MEF: o
elevado tempo de processamento exigido para andlise com elementos de alta ordem, bem
como a grande capacidade de memoria necessaria. Para contornar os referidos problemas
numéricos do MEF, alguns pesquisadores tém proposto técnicas alternativas para elementos
de baixa ordem como, por exemplo: integracdo seletiva e reduzida (MALKUS; HUGHES,
1978a; MALKUS; HUGHES, 1978b); método do enriquecimento em deformagdo, o EAS
(SIMO; RIFAI 1990; SIMO; ARMERO, 1992); método da deformacao natural assumida, a
ANS (BATHE; DVORKIN, 1985; HUANG; HINTON, 1986); e métodos de estabilizacdo dos
modos espurios de energia, chamados de “hourglass modes” (KOSLOFF; FRAZIER, 1978;
BELYTSCHKO et al., 1984; REESE, 2007). Todavia, para o autor da presente tese, a
precisdo obtida com essas técnicas alternativas, com relagdo aos campos de tensdo, ndo é
garantida. Neste estudo, defende-se a ideia de que elevadas ordens de aproximagao,
juntamente com integra¢do completa das equagdes envolvidas e com malhas de elementos
suficientemente refinadas (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005), tendem a eliminar, por
completo, o travamento sem prejudicar a precisdo dos resultados fornecidos. Ademais, para
reduzir o elevado tempo de processamento necessario, pode ser empregado o processamento

paralelo (ver item 2.6).



Sabe-se que na analise via MEF, ¢ possivel discretizar a mesma estrutura com malhas
de elementos finitos diferentes. O que diferencia tais malhas sdo a quantidade, a posicao e a
ordem dos elementos finitos. Quanto maior a quantidade e a ordem dos elementos, maior ¢ o
refinamento da malha, e maior ¢ a ordem do sistema de equagdes a ser resolvido, isto €, maior
¢ o numero de equagdes ou de incognitas. Assim, para malhas de elementos muito refinadas, o
tempo de processamento necessario para solucdo do sistema se torna muito elevado. Para
tornar mais rapida a referida solugdo, varios métodos da literatura cientifica podem ser
usados. Um deles ¢ o método direto multifrontal baseado na eliminac¢do de Gauss, descrito por
Duff e Reid (1983). Tal procedimento ¢ base para as sub-rotinas MA27 (DUFF; REID, 1982)
e MAS57 (DUFF, 2004), as quais sao usadas para resolugdo de sistemas lineares simétricos. Na
metodologia empregada no presente estudo para andlise via MEF, tais caracteristicas estdo
presentes no sistema de equagdes resultante. Embora existam outras estratégias para solugdo
de sistemas lineares simétricos (TURNER, 1991; SCOTT; HU, 2007; POPA, 2008; RAO;
SARITA, 2008), a sub-rotina usada nos cddigos computacionais desenvolvidos nesta pesquisa
¢ a MAS57. Segundo Duff (2004), essa sub-rotina ¢ mais eficiente, com relagdo ao tempo de

processamento, do que a MA27, a qual foi bastante utilizada pelo grupo de pesquisa do aluno.

A solugdo numérica de um problema estrutural com materiais elastoplasticos pode ser
realizada por meio das estratégias de previsdo elastica e de corregdo plastica (SIMO;
HUGHES, 1998; BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000). Na etapa de previsao, a resposta do
material ¢ assumida como sendo puramente elastica, isto €, sem evolugdo dos parametros
plasticos. Se o critério de plastificacdo (KHAN; HUANG, 1995) for satisfeito, entdo a
considera¢ao de deformagao puramente elastica ¢ verdadeira. Caso contrario, para satisfazer o
referido critério devem ser atualizados os valores da tensdo, da deformagdo plastica e dos
parametros de encruamento. Essas atualizagdes consistem na integracao das equagdes
diferenciais que envolvem, de maneira geral, as leis de fluxo plastico e de evolucdo do
encruamento (LUBLINER, 1990). Existem varios métodos de integracdo dessas equacdes nos
estudos numéricos sobre elastoplasticidade em pequenas ou em grandes deformagdes. Um
deles ¢ o método do retorno de Euler (LUBLINER, 1990), proposto inicialmente por Wilkins
(1964) e Maenchen e Sack (1964). Nesse método sdo relacionados os seguintes valores:
intervalo de tempo, variacdo dos parametros plasticos nesse intervalo, e valores dos referidos
pardmetros no inicio e no final do intervalo. Entre os algoritmos de retorno, existem os
explicitos, os semi-implicitos e os implicitos (SIMO; HUGHES, 1998; BELYTSCHKO; LIU;
MORAN, 2000). Para plasticidade associativa (KHAN; HUANG, 1995), o retorno de Euler



passa a ser chamado de esquema de proje¢do ao ponto mais proximo da superficie de
plastificacdo (SIMO; HUGHUES; 1998). Nesse método, quando o critério de plastificacao
ndo ¢ satisfeito pela previsdo elastica, os valores da deformacao plastica e dos pardmetros de
encruamento sdo atualizados de forma que o ponto que caracteriza o estado atual de
deformagdo no corpo, no espago das deformagdes ou das tensdes, retorna a superficie de
plastificacao pela direcdo normal a esta superficie. Segundo Simo e Taylor (1985), quando o
critério de plastificacdo ¢ o de von-Mises (KHAN; HUANG, 1995), o algoritmo de retorno ¢
chamado de algoritmo de retorno radial. Além desse tipo de estratégia, existem ainda o
algoritmo de retorno exponencial, proposto inicialmente por Weber et al. (1990), o algoritmo
da tensao inicial, sugerido por Zienkiewicz, Valliappan e King (1969), e o retorno implicito
de segunda ordem, descrito em Papadopoulos e Lu (1998). Neste estudo foram adotados o

critério de plastificacdo de von-Mises e o retorno radial.

No contexto da andlise de materiais elastoplasticos em regime de grandes deformagdes
via MEF, podem ser citados os estudos a seguir: Papadopoulos e Lu (1998), Papadopoulos e
Lu (2001), Hartmann (2002), Peric e Dettmer (2003), Dettmer e Reese (2004), Menzel et al.
(2005), Golovanov e Sultanov (2005), Vladimirov, Pietryga e Reese (2008), Miehe, Goktepe
e Diez (2009), Areias e Rabczuk (2010), e Mosler (2010). Em todos esses trabalhos, sdao
usados a decomposi¢do da deformacdo, ou a de Green-Naghdi ou a de Kroner-Lee, a teoria

termodindmica de Green e Naghdi (1965), algoritmos de retorno e leis de encruamento.

E descrito, em Simo e Taylor (1985), o conceito do operador tangente consistente
elastoplastico, também chamado de modulo tangente elastoplastico. O operador tangente
consistente (DUSTER; HARTMANN; RANK, 2003) é um tensor de quarta ordem que
representa a derivada do tensor tensdo em relagdo ao tensor deformagdo. Quando ¢ incluida,
no calculo dessa derivada, a variagdo da deformagdo plastica, o operador tangente consistente
passa a ser chamado de modulo tangente elastoplastico (ou operador tangente consistente
elastoplastico). O uso desse modulo pode, segundo Crisfield (2000), melhorar a convergéncia
das iteracdes via método de Newton-Raphson, ja que, ao longo das tentativas, a variacdo dos
parametros plasticos ¢ considerada. Por isso, a determinacdo do operador tangente consistente

elastoplastico foi realizada neste estudo.

Para analise de materiais elastoplasticos, podem ser citadas as seguintes formulagdes
alternativas, que ndo sdo usadas neste estudo: formulacdo corrotacional (BELYTSCHKO;

LIU; MORAN, 2000; NAGHDABADI; YEGANEH; SAIDI, 2005); taxas de tensdao de



Jaumann e de Truesdell (OGDEN, 1984; HOLZAPFEL, 2004); derivada de Lie (SIMO;
HUGHES, 1998; PERIC; DETTMER, 2003); e teoria de Bell (BELL, 1973; BELL, 1975),

que ¢ baseada em observagdes experimentais.

2.6. Processamento paralelo

Quando processadores executam os mesmos calculos simultaneamente, o
processamento € classificado como sequencial. Conforme Uktu et al. (1982), processadores
atuam em paralelo quando processam de forma independente, ou seja, quando cada
processador realiza sozinho as suas respectivas tarefas. Nesse estudo, ¢ afirmado também que
n processadores podem realizar, em um segundo, o0 mesmo que um processador sozinho
poderia realizar em n segundos, como era de se esperar. Assim, para reduzir o tempo de
processamento das analises numéricas, o processamento paralelo ¢ empregado no presente
estudo. E preciso lembrar, contudo, que embora esse tipo de processamento reduza o tempo,
ele pode ndo reduzir o custo computacional em termos de memoria (UKTU et al., 1982).
Ademais, para garantir que nenhum processador fique parado por muito tempo, € necessario
distribuir adequadamente as tarefas - ou os calculos — entre os processadores. Isso porque se o
tempo ocioso de um ou mais processadores for muito grande, a eficiéncia da andlise, em
termos de tempo de processamento, pode ser comprometida. Por fim, Rao, Rao e Dattaguru
(2003) descreveram o chamado “speed-up”, que ¢ a razdo entre os tempos de processamento
dos codigos computacionais sequencial e paralelo, para realizacdo das mesmas tarefas. Tal
valor ¢ usado neste estudo para se determinar o ganho, em termos de velocidade de execucao,

do processamento paralelo em relagdo ao sequencial.

No contexto do processamento paralelo para andlises estruturais via MEF, os
primeiros estudos surgiram na década de 80. Podem ser citados os seguintes exemplos: Uktu
et al. (1982); Hughes, Levit e Winget (1983); e Fulton (1986). Além disso, um conceito
comum na literatura cientifica relacionado a processamento paralelo via MEF ¢ a chamada

decomposicdo de dominio (YAGAWA; SONEDA; YOSHIMURA, 1991; RAO; RAO;



DATTAGURU, 2003; KLAWONN; RHEINBACH, 2010; RIVERA et al., 2010). Esse
conceito consiste na separagdo do dominio - ou da estrutura - e na solugdo independente de
cada subdominio resultante. Embora a decomposi¢do de dominio seja bastante usada, ela ndo
¢ empregada nesta pesquisa, ja que esse conceito envolve o estudo de técnicas iterativas para
solugdo de problemas independentes, o qual ndo é objetivo desta tese. Apenas a montagem do
sistema de equacdes ¢ paralelizada, isto ¢é, o sistema ¢ montado por partes. Em tal
procedimento, cada processador determina os sistemas locais (ZIENKIEWICZ; TAYLOR,
2005) de seus respectivos elementos finitos. Assim, espera-se que a montagem do sistema de
equacdes a ser resolvido no cdodigo paralelo seja realizada de forma mais rapida do que no

codigo sequencial.



3. CINEMATICA

Neste capitulo, sdo descritas as grandezas cinemadticas utilizadas e as aproximacoes
dos elementos finitos solidos empregados neste estudo. Detalhes tedricos relativos a
cinematica, no ambito da Mecanica Nao Linear do Continuo, podem ser encontrados, por
exemplo, em Coimbra (1981), Ogden (1984), Ciarlet (1988), Khan e¢ Huang (1995),
Belytschko, Liu e Moran (2000), Crisfield (2000), Holzapfel (2004) e Pascon (2008). Sao
usadas, no desenvolvimento da presente metodologia numérica, a notagao indicial de Einstein,
a convencdo de soma de indices repetidos e a base ortonormal (HOLZAPFEL, 2004). Neste e
nos proximos capitulos, os escalares sdo representados por letras mintsculas ou maiusculas
(sem negrito), os vetores por matrizes coluna ou por letras Latinas mintsculas em negrito, os
tensores de segunda ordem sdo descritos por matrizes quadradas, por letras maitisculas em
negrito ou por letras gregas em negrito, e os tensores de ordem superior a dois por letras

gregas em italico.

3.1. Posigéo ou configuracao

Segundo Holzapfel (2004), a grandeza posi¢ao - ou configuracdo - € um campo
vetorial que associa pontos materiais as suas respectivas posi¢cdes - ou coordenadas - no
espaco. Tal associacdo deve ser feita em relagdo a um referencial, que € um conjunto de eixos
cartesianos com origem fixa (HOLZAPFEL, 2004). Neste estudo, as posigdes inicial (no
instante t=0) e atual (no instante t>0) sdo representadas, respectivamente, pelos campos
vetoriais X e y, também chamados aqui de vetores posi¢do inicial e final. Além disso, a
descri¢do adotada aqui ¢ a Lagrangiana, isto €, a posi¢do de referéncia ¢ a inicial (x ). Por fim,
com a consideragdo de meio continuo, as fun¢des que descrevem as posi¢des inicial e atual

devem ser fungdes continuas.



Com relagdo a aproximacao empregada para as configuragdes inicial e atual, €
utilizado o Método dos Elementos Finitos (MEF). Assim, a estrutura analisada ¢ discretizada -
ou separada - em uma quantidade finita de partes, chamadas de elementos finitos
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). Os elementos usados aqui s3o os soélidos
(tridimensionais) tetraédricos ¢ hexaédricos isoparamétricos (CHEN, 2005). Para mapear as
configuragdes inicial e final de cada elemento finito, ¢ empregado o mapeamento posicional
duplo, similar ao usado em Coda e Paccola (2007), Pascon (2008), Coda e Paccola (2009) e
Coda (2009). Nessa estratégia, as configuracdes inicial e final, tanto para o elemento
tetraédrico como para o hexaédrico, sao parametrizadas por meio dos valores nodais e de um

espaco auxiliar adimensional, representado por & (ver figura 3.1). Neste estudo, os valores

nodais sdo as trés coordenadas em determinados pontos, chamados de nés (ZIENKIEWICZ;

TAYLOR, 2005). Matematicamente, as posi¢des sdo expressas da seguinte forma:

x=(x)" ¢, (&) (3.1.1)

y=(v) 6. (8) (3.1.2)
S

£=18, (3.13)
&

onde x e y sdo, respectivamente, os vetores posi¢ao inicial e atual; (x)k e (y)k representam,
respectivamente, as trés coordenadas iniciais e atuais do no k; & representa as trés
coordenadas adimensionais dos pontos pertencentes ao espago auxiliar; e ¢, (.’;) ¢ a funcao de
forma (ASSAN, 2003) relativa ao n6 k. Neste caso, as fungdes x, y e ¢, (}’;) sao definidas no

dominio do respectivo elemento finito. Ademais, as funcdes de forma adotadas no presente

estudo sdo os usuais polinomios de Lagrange (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005), isto é:
¢k (gm) = 8km (32)

onde &  representa as trés coordenadas adimensionais do né m; e 9, ¢ o delta de Kronecker

m

(HOLZAPFEL, 2004).



As expressoes (3.1.1) e (3.1.2), que sao usadas para aproximar as configuragdes inicial
e final de cada elemento finito, podem ser reescritas em notac¢ao indicial (HOLZAPFEL,

2004):
x,=(x,)" ¢, () (33.1)

Yi:(Yi )k O (F:) (3.3.2)

onde a, ¢ a componente do vetor a na direcdo i. Por exemplo, para descrever o vetor posi¢ao

atual de cada elemento finito, os valores nodais empregados sdo as trés coordenadas atuais
(y,, ¥y, € y;) dos nds pertencentes a esse elemento. Nesta tese, tais valores sdo os graus de
liberdade (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005) da estrutura analisada, ou seja, as trés

coordenadas atuais de todos os nds sdo os parametros nodais, usados para descrever a posi¢ao

atual de toda a estrutura.

(1,0,1)

(1,0,0)

(1,1,0)

Espaco adimensional tetraédrico

Espago adimensional hexaédrico

Figura 3.1. Espacos auxiliares adimensionais para os elementos solidos tetraédrico e hexaédrico.

Uma das peculiaridades deste estudo ¢ a adocdo de uma aproximagao polinomial

genérica para as fungdes de forma (ver equacdes 3.1 e 3.2), isto €, o grau de aproximagao



polinomial para tais fungdes pode ser qualquer. Assim, as fungdes que descrevem as posigoes
dos elementos solidos podem ter aproximagdo linear, quadratica, ctbica etc. E possivel, dessa
forma, realizar andlise de convergéncia dos resultados para os problemas estruturais
simulados com o mesmo numero de elementos e com distintas ordens de aproximagao. Para
uso da aproximagdo polinomial genérica, as fungdes de forma sdo expressas na seguinte

forma matricial genérica:

¢=M_, V. ou (I)kZ(MCOef )km (Vg) (3.4

m

onde ¢ ¢ o vetor que contém todas as fungdes de forma; M_ . ¢ a matriz (quadrada) que
contém os coeficientes (constantes) das fungdes de forma; v, € o vetor que, no caso

tridimensional, cont¢ém os produtos - na devida sequencia - entre as coordenadas

adimensionais &, &, e &;; e a operagdo ( )( ) denota, neste caso, o produto entre uma

matriz € um vetor. Neste caso, os indices kK e m variam de um até o numero de nds do
elemento finito. Para os elementos tetraédrico e hexaédrico com aproximacao linear, por

exemplo, todas as fungdes de forma relativas ao n6 k podem ser escritas da seguinte maneira:
¢kTET= CL (1)+Ci§1+ci§2 +Ci§3 (3.5.1)
0= oy (1) 4658, +608,+0, &, 10 8 8, 406 &+, 8,8, 4,6 6., (3.5.2)

onde ¢, " e ¢," sdo, respectivamente, as fungdes de forma para os elementos tetraédrico e

hexaédrico; e ¢, representam os coeficientes das fungdes de forma ¢, (os indices i e k variam

de um até o nimero de nds por elemento). Todas as quatro fungdes de forma do elemento
tetraédrico linear podem ser escritas por meio da expressdo (3.5.1), e todas as oito funcdes de
forma do elemento hexaédrico linear podem ser escritas por meio da expressdo (3.5.2). Para

fins de esclarecimento, as referidas expressdes podem ser expandidas:

TET
O, ¢ ¢ ¢ ¢ffl
0, B cl2 cg cz c;‘ & 1.6.1
(I) BN 2 3 4 ( -0. )
R c, ¢ ¢ ¢ ||&

o, c, ¢ c cj &,
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9, ¢, ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ & §

b, ¢, ¢ ¢ ¢ o ¢ ¢ o g,

) R A R e e e e [ I .
1 2 3 4 5 6 7 8 o

s c; ¢ ¢ ¢, ¢ c. ci || &E,

s c, ¢, C ¢ ¢ c ¢ | &g,

¢, ¢, ¢ ¢ ¢ ¢ ¢l ¢ o] &

g ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ ¢ cf clE88,

A primeira expressao ¢ valida para o tetraedro linear, e a segunda para o hexaedro linear.

As formulas para determinagdo da matriz M, e do vetor v, (ver equagdo 3.4), para

uma ordem de aproximagdo genérica, sao fornecidas no Apéndice A desta tese. De posse da

matriz M, e do vetor v,, € possivel calcular, por meio da equagdo (3.4), os valores de

todas as fungdes de forma em qualquer ponto pertencente ao elemento finito com coordenadas

adimensionais (§,, &, e &,) conhecidas.

E importante ressaltar que, para os elementos tetraédricos e hexaédricos com ordem de
aproximagao polinomial superior a linear, as faces podem ser curvas. Ademais, as faces dos

elementos hexaédricos com aproximacao linear podem nao ser perpendiculares entre si.

3.2. Mudanca de configuracao

Para relacionar as coordenadas inicial e atual dos pontos materiais de um corpo
submetido a uma mudanga de posicdo, ¢ empregado aqui o campo vetorial mudanga de
configuragdo - ou mudanca de forma - representado por f. De acordo com Holzapfel (2004),
esse campo vetorial faz a associacdo unica entre as coordenada inicial e atual de um ponto
material. Tal unicidade significa que dois pontos materiais distintos na configura¢ao inicial

nao podem possuir as mesmas coordenadas atuais, e que dois pontos distintos na configuracao

atual ndo podem possuir as mesmas coordenadas iniciais. Assim, a mudanca de forma f ¢



empregada para mapear o vetor posi¢ao atual y a partir do vetor posicao inicial x (PASCON,

2008):
fzy(X) ou f, ZYi(X1:X2>X3) (3.7)

Na maior parte dos livros nos quais ¢ abordada a cinemadtica do continuo, como
Coimbra (1981), Marsden e Hughes (1983), Ogden (1984), Ciarlet (1988) e Holzapfel (2004),
a fun¢do mudanca de configuracdo f ¢ chamada de movimento, ¢ dependente do tempo e €

representada pelo campo vetorial y :

y =y(X,t) = X(Xat) ou Xi = Yi (XlaXZ’X3’t) (38)

Outra maneira de relacionar as configuragdes inicial e atual ¢ por meio do campo
vetorial deslocamento. Na descri¢do Lagrangiana, esse campo ¢ dado por (HOLZAPFEL,

2004):
u(x,t)=y(xt)—x ou u(x)=y(x)-x=f(x)-x ou y, =y, —-x,=f,—x;,  (3.9)

Ja que a andlise do presente estudo ¢ estatica, o tempo t foi retirado dos argumentos das

fungoes.

Com a aproximagdo adotada neste estudo (ver equacdes 3.1) e com o uso do
mapeamento duplo a partir do espago adimensional (ver figura 3.1), a fungdo mudanga de
configuragdo pode ser calculada da seguinte forma (CODA; PACCOLA, 2007; PASCON,
2008):

f=(f)o(f,") (3.10.1)
f,=y(&) ou (f,). =y, (&E,:85) (3.10.2)
f, = X(&) ou (fo )i =X (§19§29§3) (3.10.3)

onde f, e f; sdo, respectivamente, os mapeamentos das posi¢des atual e inicial a partir do

. . , -1 . ~
espaco adimensional &; ¢ o simbolo ( ) denota, neste caso, a inversa de uma fungao
vetorial. Pode-se notar que o vetor f, faz a associacdo unica entre as coordenadas

adimensionais (&;, &, e &;) e as coordenadas iniciais (X,, X, € X;). De modo similar, as



coordenadas adimensionais (§,, &, e &) e as atuais (y,, y, € y;) sdo relacionadas, de
maneira Unica, pelo vetor f;. A mudanga de forma total (entre as posi¢des inicial e atual),

representada por f, ndo ¢ escrita explicitamente. Ela ¢ obtida indiretamente com uso das

expressoes (3.10). Uma interpretacdo geral das fungdes f,, f, e f, no que diz respeito ao

MEF posicional (CODA; GRECO, 2004), ¢ dada na figura 3.2.

Posicio atual
Posi¢io inicial y
X
f
S
fO
f
g
Espago adimensional

Figura 3.2. Fung¢des mudancga de forma (inicial, atual e total) no MEF posicional.



3.3. Gradiente

Neste estudo, para analisar a mudanga de forma de um corpo, ¢ empregado o tensor
gradiente material da mudanca de configuragdo, também chamado simplesmente de gradiente

(PASCON, 2008). Essa grandeza cinematica ¢ descrita por meio da seguinte expressao:

A=Vi—Grad(r)= X ) o O (xxx) (3.11)

Ox Ox Yoox i 15).4 i

onde V(¢) - ou Grad(*) - ¢ o operador gradiente (HOLZAPFEL, 2004); ¢ 2—; representa a

derivada do vetor a em relagdo ao vetor b. No caso acima, o gradiente ¢ classificado de
material (ou Lagrangiano) j& que a derivada ¢ feita em relacdo a coordenada inicial. Na maior
parte dos estudos sobre MNLC, o tensor gradiente ¢ representado pela letra maitscula F.
Aqui, todavia, ¢ seguida a notagdo utilizada em Pascon (2008). O gradiente determina a
maneira pela qual um segmento infinitesimal de linha na posi¢do inicial se transforma no seu
correspondente segmento infinitesimal na posi¢ao atual, isto ¢, A ¢ um operador linear entre

tais segmentos (HOLZAPFEL, 2004):
dy = A-dx ou dy, = Adx; (3.12)
onde dx e dy representam, respectivamente, os segmentos infinitesimais de linha nas

configuracdes inicial e atual. Esses segmentos sdo chamados de fibras materiais.

De acordo com Coimbra (1981), o gradiente deve satisfazer a chamada condi¢do de

preservagdo da orientagdo (MARSDEN; HUGHES, 1983):
J=det(A)>0 (3.13)

onde J ¢ o campo escalar chamado de Jacobiano; e det(°) ¢ o operador determinante

(HOLZAPFEL, 2004). O Jacobiano também representa a relagdo entre volumes infinitesimais

(PASCON, 2008):



I dv

= 3.14
W (3.14)

onde dV, ¢ o volume infinitesimal (na posig¢do inicial) que se transforma, devido @ mudanga

de configuracdo, no volume infinitesimal dv (na posicdo atual). Assim, a condi¢do (3.13)
pode ser interpretada como a impossibilidade de o material ser aniquilado (dv =0) ou sofrer

inversao (dv<0).

Com uso das aproximagdes empregadas neste estudo para descricdo das posi¢des
inicial e atual (ver equagdes 3.1), e com a expressdo resultante dessas aproximagdes para a
funcdo mudanga de configuragdo (ver equagdes 3.10), o gradiente pode ser obtido da seguinte

forma (CODA; PACCOLA, 2007; PASCON, 2008):

A=A (A,)" ouA;=(A), (A, )kj (3.15.1)

(Ay), =x{ % (3.15.2)
_ 00

(A), =V % (3.15.3)

onde A, e A, sdo chamados, respectivamente, de gradientes inicial e final; e o simbolo (D)f1

indica a inversa de uma matriz. Assim como a mudanca de forma total (f ), o gradiente total
(A) ndo ¢ expresso de forma explicita. Ele ¢ obtido numericamente por meio do produto

matricial (3.15.1).

Como a aproximacdo polinomial do elemento finito ¢ genérica, foi necessario
desenvolver uma estratégia numérica para determinacdo generalizada das derivadas das
funcdes de forma, as quais sdo utilizadas para célculo do gradiente (ver equagdes 3.15). Essa
estratégia, que pode ser aplicada a elementos solidos tetraédricos e hexaédricos de qualquer

ordem de aproximacao, também ¢ fornecida no Apéndice A.



3.4. Deformacéo

Sabe-se que a mudanga de forma ou de configuracdo ¢ de corpo rigido quando o

gradiente (3.11) satisfaz a seguinte relagdo (COIMBRA, 1981):

C=A"A=TouC =A.A, =5 (3.16)

ij

onde o simbolo (I])T denota a transposta de uma matriz (HOLZAPFEL, 2004); e a medida de

deformagdo A'A, representada usualmente por C, recebe os seguintes nomes na literatura
cientifica: tensor de Cauchy-Green direito (COIMBRA, 1981; HOLZAPFEL, 2004); tensor
alongamento a direita de Cauchy-Green (PASCON, 2008); e tensor de deformacdo de
Cauchy-Green direito (MARSDEN; HUGHES, 1983). Entre os nomes citados, foi adotado
nesta pesquisa o primeiro. Segundo Coda (2003), a expressao (3.16) ¢ a condi¢ao de
indeformabilidade de um ponto material, isto é, neste caso a fun¢do mudanga de forma f, da

equacdo (3.7), constitui - apenas - translagdo e rotagdo de corpo rigido. Se essa condi¢do nao

for satisfeita, diz-se que o ponto material se deforma. Assim, o tensor (ATA—I) ¢, de certa

forma, uma medida da intensidade da mudan¢a de configuracio (CODA, 2003). Conforme
afirmado em Coimbra (1981), esse tensor ¢ uma medida de desvio entre uma determinada
mudanga de forma f e uma mudanga de forma de corpo rigido (ver equagdo 3.16). Uma das
medidas empregadas para medir a intensidade da mudancga de forma € o tensor deformacao de
Green-Lagrange (PASCON, 2008), também chamado de tensor deformacdo de Green-Saint
Venant (COIMBRA, 1981):

1 1 1
E=5(C—I)=5(ATA—I) ou E; =§(AkiAkj—6ij) (3.17)

Pode-se notar facilmente que, quando a mudanca de forma ¢ de corpo rigido, C=1I e,
consequentemente, E =0, onde O ¢ o tensor nulo de segunda ordem (HOLZAPFEL, 2004).

Os tensores C ¢ E sao simétricos, isto é:

C'=CeE'=EouC,=C, cE,=E, (3.18)



Outras grandezas que aparecem em modelos constitutivos hipereldsticos (PASCON,

2008), utilizados aqui, sdo os invariantes do tensor C (ver equagdes 3.13 e 3.16):

i,(C)=tr(C)=C, (3.19.1)
i,(C)= %[(trC)z +r(C?)] :%[(cﬁ)2 (N (3.19.2)
i,(C)=det(C)=1J’ (3.19.3)

onde tr(') indica o determinante de uma matriz (HOLZAPFEL, 2004).

3.5. Objetividade da medida de deformacéo

Sabe-se que as medidas de deformacao devem ser objetivas ou referencialmente
indiferentes (COIMBRA, 1981). Isso para que os valores de deformacdo obtidos nao
dependam da escolha do referencial, nem se alterem com mudangas desse referencial. E

demonstrado em varios livros como, por exemplo, Coimbra (1981), Ogden (1984) e Holzapfel
(2004), que as medidas C, i,(C), i,(C), i,(C) e E (ver equagdes 3.16, 3.17 ¢ 3.19) sdo

medidas objetivas, isto ¢, podem ser empregadas para se quantificar a mudanga de
configura¢do de forma independente do referencial adotado. Em outras palavras, mesmo que
o referencial - ou o observador - seja transladado ou rotacionado, os valores das referidas
medidas ndo sdo alterados. J4 o gradiente (equacdao 3.11) ndo ¢ uma medida objetiva

(COIMBRA, 1981).



3.6. Decomposicdo multiplicativa do gradiente

Basicamente, existem trés formas de decomposi¢do multiplicativa do gradiente (3.11).
Uma delas ¢ a que aparece no teorema da decomposi¢do polar (CODA, 2003; HOLZAPFEL,
2004):

A=RU (3.20.1)
R'R=1 (3.20.2)
U'u=U’=C (3.20.3)

onde R ¢ um tensor relativo a movimento de corpo rigido (ver equacao 3.16), também
chamado de tensor de rotacdo (COIMBRA, 1981); e U ¢ o tensor de alongamento direito
(HOLZAPFEL, 2004), também chamado de tensor elongacdo direito (COIMBRA, 1981).
Segundo o referido teorema, essa decomposicao € Unica, o tensor R ¢ ortogonal, e o tensor

U ¢ simétrico e positivo-definido (HOLZAPFEL, 2004).

Outra forma de decomposi¢ao multiplicativa do gradiente ¢ a separagdo deste tensor

nas parcelas volumétrica e isocorica (FLORY, 1961):

A=A A, =(1"T)(17A) (3.21.1)
det(A,,)=[1"] det(1) =1 (3212)
det(A,,)=[17"] det(A)=(17)(1)=1 (3.21.3)

onde A , e A, sdo, respectivamente, as parcelas volumétrica e isocorica do gradiente

(3.11). Como o Jacobiano expressa a razao entre os volumes atual e inicial (ver equacao 3.14),

pode-se concluir, a partir das expressoes (3.21), que a parcela A, causa mudanca de volume

mas ndo de formato, ¢ que a parcela A, provoca mudanca de formato mas ndo de volume.

Por exemplo, um retangulo (no espaco bidimensional) submetido, apenas, a parcela
volumétrica do gradiente (equagdo 3.21.2) tera sua area alterada, porém continuara sendo um

retangulo, cujas arestas permanecerdo perpendiculares entre si € com a mesma propor¢ao de



tamanho. Caso o retangulo seja submetido, apenas, a parcela isocorica do gradiente (equagao
3.21.3), ele poderda mudar de formato, porém sua area permanecera a mesma. E possivel
definir, também, as parcelas volumétrica e isocorica do tensor de Cauchy-Green direito (ver

equagoes 3.16 € 3.21):

C.,.=A."A, =1"1 (3.22.1)

vol
Ciso = AisoTAiso = J72/3ATA = J72/3C (3222)

Por fim, uma das decomposi¢des que aparecem nas analises estruturais de materiais
elastoplasticos sob grandes deformacdes, abordados aqui, é a de Kroner-Lee (KRONER,

1960; LEE, 1969):

A=AA, ou A =(A,), (A,) (3.23)

onde A, e A, sdo, nesta ordem, as parcelas elastica e plastica do gradiente (3.11). Nessa

decomposicdo, aparece o conceito de configuracdo intermedidria (LEE, 1969), ilustrada na
figura 3.3. Com uso das equag¢des (3.13), (3.16), (3.17) e (3.23), podem ser mostradas as
seguintes expressoes (LUBLINER, 1992; KHAN; HUANG, 1995):

T
C=AICA, (3.24.1)
C.=AA, (3.24.2)
E=AEA +E #E +E (3.24.3)
1
E, :5(06 ~1) (3.24.4)
1
E, :E(Cp -1) (3.24.5)
T
C,=AA, (3.24.6)
J=1J, ou detA =(detA )(detA) (3.24.7)

onde os simbolos ( )e e ( )p denotam, nesta ordem, as parcelas eléstica e plastica de alguma

grandeza. Outra decomposi¢do usada na elastoplasticidade ¢ a aproximagdo de Green e



Naghdi (1965), que ¢ dada por E=E_+E_, e que contradiz a expressao (3.24.3) nos casos

em que ha deformagéo plastica (A, #1).

Configuragdo atual

A—l
Ap e
Ae

Configuragdo micial

Configuragio intermediaria

Figura 3.3. Decomposi¢do multiplicativa do gradiente de Kroner-Lee (equagéo 3.23).

3.7. Taxas de deformacéo

Na descricao Euleriana ou espacial (HOLZAPFEL, 2004) da mudanga de forma de um
corpo, a referéncia ¢ a configuracao final (ou atual) desse corpo. Na literatura cientifica,
existem varias grandezas cinematicas espaciais (ou Eulerianas). Entre elas, podem ser

destacados os seguintes tensores de segunda ordem (HOLZAPFEL, 2004):



L=gradv=avé;,’t) ~A(A)'=D+W (3.25.1)
D=sim(L)=%(L+LT) (3.25.2)

W:ant(L):%(L—LT) (3.25.3)

onde L ¢ o gradiente espacial da velocidade v; grad( ), neste caso, ¢ o gradiente espacial;

A ¢ a taxa de variacdo (ou derivada em relagdo ao tempo) do gradiente (3.13); D ¢é chamado

de tensor taxa de deformagdo; W ¢ o tensor taxa de rotagdo; e os simbolos sim( ) e ant( )

denotam, respectivamente, as parcelas simétrica e antissimétrica de uma matriz. E possivel
relacionar (HOLZAPFEL, 2004) a deformacdo de Green-Lagrange E (equacdo 3.17) com o

tensor taxa de deformacgao D:

E-ADA ou D=ATEA" (3.26)

Com a decomposi¢ao de Kroner-Lee (ver equagdo 3.23) e com as expressoes (3.25), €

possivel mostrar as seguintes igualdades (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000):

L=L,+AL (A,) (3.27.1)
L .=A A’ (3.27.2)
L,=A A =D +W, (3.273)
D=D, +sim[AeLp (A, )‘1} (3.27.4)
D, =sim(L,) :%(Le +L,) (3.27.5)
D, =sim(L,) :%(Lp +L; ) (3.27.6)

W =W, +ant [AeLp (A, )‘1} (3.27.7)



W, :ant(Le):%(Le -LY) (3.27.8)

W, =ant(Lp)=%(Lp -L,) (3.27.9)

As relacdes (3.26) e (3.27) sao empregadas na formulacao elastoplastica desta tese.






4. TENSAO E EQUILIBRIO

No quarto capitulo, sdo descritos os conceitos de tensdo, lei ¢ modelo constitutivo,
elasticidade e inelasticidade. E descrito também o principio de equilibrio estatico de forgas

utilizado neste estudo.

4.1. Tensao

Segundo Holzapfel (2004), mudancas de configuragdo que ndo sejam de corpo rigido
(equagao 3.16) provocam interagdes entre os pontos materiais no interior do corpo. Uma das
consequéncias dessas interacdes € o aparecimento de forcas ao longo das superficies internas
de contato entre os pontos materiais. Para medir a relagdo entre essas forcas e essas areas
superficiais, sao usadas as medidas de tensdo. Sabe-se (HOLZAPFEL, 2004) que a tensao ¢ a
causa da mudanga de configuracdo em um corpo, € que o campo tensorial que descreve essa

grandeza ao longo de um corpo ¢ chamado de campo de tensdo.

Duas medidas de tensdo sdo usadas neste estudo. A primeira € o tensor de tensdo de
Cauchy, que representa a relagdo entre forcas internas e areas superficiais, ambas na posi¢ao

atual y (ver secdo 3.1), por meio do teorema da tensio de Cauchy (COIMBRA, 1981;
HOLZAPFEL, 2004):

t(y.n)=c(y)n ou t, =o;n, (4.1)

onde t ¢ chamado de vetor tensdo de Cauchy; n € o vetor unitario normal a superficie na
posicdo atual; e o € o tensor de tensdo de Cauchy. Uma interpretacdo para o vetor t ¢ dada a

seguir:

dp =tds ou dp, =tds 4.2)



onde dp ¢ a forca resultante que atua no elemento infinitesimal de area ds, definido na
configuragdo atual y. A dire¢do normal ao elemento ds ¢ dada pelo vetor unitdrio n (ver

equagdo 4.1).

A outra medida de tensdo utilizada aqui ¢ o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie (PROENCA, 2006; PASCON, 2008), também chamado de segundo tensor de Piola-
Kirchhoff (COIMBRA, 1981). Essa grandeza, representada por S neste estudo, ndo possui
significado fisico aparente, e pode ser relacionada a tensdo de Cauchy (o), ao Jacobiano

(3.13) e ao gradiente (3.11) por meio da seguinte expressao (HOLZAPFEL, 2004):

S=JA'cA" ouS;=J(A") o, (A'l)jl (4.3.1)

1

o= }ASAT ou o, = %AikSklA (43.2)

jl

4.2. Comportamento mecanico

E afirmado, em Coimbra (1981), que o comportamento mecinico - ou a resposta
macroscopica - de um material frente as solicitacdes impostas pode ser caracterizado por
equacdes de estado chamadas de equagdes constitutivas, que representam as propriedades
fisicas intrinsecas de um corpo (HOLZAPFEL, 2004). Além disso, a tensdo em um ponto
material (ver se¢do 4.1) ¢ determinada, de forma univoca, pelos seguintes valores nesse ponto:
a posi¢ao atual y, o histérico da mudanca de forma f e a temperatura. Nas andlises
isotérmicas, como ¢ caso do presente estudo, os efeitos da temperatura sdo desprezados. Tanto
na Mecanica do Continuo (MC) como na Mecanica Nao Linear do Continuo (MNLC), as
equagdes constitutivas estabelecem a relacdo entre tensdo e deformacao - ou entre causa e

efeito.

De acordo com Holzapfel (2004), modelo constitutivo ¢ o nome que se da a um

modelo matematico utilizado para representar, de forma aproximada, o comportamento real



do material. Basicamente, dois tipos de modelos constitutivos sdo abordados nesta tese: o
elastico e o elastoplastico. Ademais, as propriedades referentes ao comportamento mecanico

do material recebem o nome de propriedades constitutivas.

4.3. Elasticidade

Um material é chamado de elastico se, em todas as suas particulas, o campo de tensdo
(ver secao 4.1) depende, apenas, do estado atual de mudanca de forma - ou de deformacao - e
ndo do historico de deformacdo (HOLZAPFEL, 2004). Em outras palavras, para um material

elastico a tensdo o, definida na posicdo atual y, depende do gradiente (3.13) - ou da

deformacdo (3.17) - e da posicao inicial x do ponto material:
o(y)=G(A,x) ou o(y)=F(E,x) (4.4)

onde G ¢ F, neste caso, sdo chamadas de fungdes elasticas de resposta material. Quando a
funcdo que descreve a resposta mecanica do material elastico ndo depende da posi¢do inicial

x, ele € chamado de elastico homogéneo (HOLZAPFEL, 2004):

c(y)=G(A) ou c(y)=F(E) (4.5)

S=S.(E) (4.6)

onde S; ¢ a fungdo tensorial que estabelece a relagdo entre a tensdo S (ver equagdes 4.3) e a

deformagdo de Green-Lagrange (E).

Outro aspecto da elasticidade ¢ o carater ndo dissipativo (ou conservativo) da
deformacao. Quando o material é submetido a certa solicitacdo ele se deforma, isto é, ele
muda de configuracao (ver seg¢des 3.2 e 3.4). Caso ele retorne a sua posi¢ao inicial logo que a

solicitacdo ¢ retirada, o material ¢ considerado elastico. Quando a reversibilidade da



deformacao depende do tempo, ela ¢ chamada de viscoeldstica. Em outras palavras, a
deformacao elastica ¢ reversivel e independente do tempo. Nesse processo de carregamento e
descarregamento de um material elastico, a dissipacdo de energia ¢ nula (KHAN; HUANG,
1995). Esse aspecto da elasticidade ¢ empregado para obter a relagdo entre tensdo e

deformacgdo no quinto capitulo desta tese.

4.4. Inelasticidade

Quando o campo de tensdo (ver se¢do 4.1) em um ponto material depende, ndo apenas
da deformacdo, mas do historico - ou do caminho - da deformacdo, esse ponto apresenta uma

parcela de deformagao elastica e outra inelastica (HOLZAPFEL, 2004):
o(y)=G(A,A".x) ou 6(y)=F(E.E",x) (4.7)

onde G e F sdo chamadas de fungdes de resposta material, as quais definem, neste caso, a
relagdo entre tensdo, deformacdo e historico de deformacio; A" é o tensor que representa o
historico do gradiente A (3.11); e E" é o tensor que representa o historico da deformacio de
Green-Lagrange E (3.17). Usualmente, a parcela ineldstica de deformagdo ¢ associada a

fendomenos dissipativos.

No contexto dos materiais com parcela de deformagao inelastica (ver equacdo 4.7),
aparece o conceito de variaveis internas (HOLZAPFEL, 2004), usadas para descrever - ou
quantificar - o processo de deformacdo ineldstica. De modo geral, as variaveis que descrevem
a deformacao sao chamadas de externas quando podem ser medidas diretamente (como a
deformagdo total de Green-Lagrange ou a temperatura). Caso contrario, sdo chamadas de
variaveis internas. No caso geral da equacdo (4.7), as varidveis externas e internas sao

empregadas para descrever as propriedades constitutivas do material.

Com relagdo a inelasticidade, sdo abordados - nesta tese - os materiais elastoplasticos,

ou seja, os materiais que apresentam duas parcelas de deformagdo: uma eléstica (ver secdo



4.3) e outra plastica. O conceito de deformacao plastica ¢ discutido no sexto capitulo desta
tese. No caso do material em regime elastoplastico, as variaveis internas utilizadas neste
estudo sdo a parcela plastica de deformagdo e os pardmetros de encruamento (KHAN;
HUANG, 1995). Essas variaveis sdo as que aparecem normalmente nos estudos sobre

plasticidade.

4.5. Tensor elastico

No contexto da elasticidade (ver seg¢do 4.3), a derivada da tensdo em relagdo a
deformacdo resulta num tensor de quarta ordem que recebe os seguintes nomes: tensor
elastico (HOLZAPFEL, 2004), operador tangente consistente (DUSTER; HARTMANN;
RANK, 2003) ou modulo eléstico tangente (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000). Para
materiais elasticos cujo comportamento ¢ dado pela expressdo (4.6), o tensor elastico de

quarta ordem pode ser calculado da seguinte forma:

] _OS 35, (E) ou(r,) =———1 (4.8)
OE  OE ik OE,,

Neste caso, a deformagdo E ¢ puramente elastica. Segundo Crisfield (2000) e Holzapfel
(2004), o tensor elastico de quarta ordem ¢ bastante empregado em analises ndo lineares,

como ¢ o caso deste estudo.

4.6. Equilibrio

Devido a possibilidade das estruturas analisadas aqui apresentarem grandes
deslocamentos, ¢ usada aqui a analise nao linear geométrica (CRISFIELD, 2000; PROENCA,
2006), na qual o equilibrio do corpo (ou da estrutura) ¢ descrito na posi¢do final. Para isso, ¢

empregado o Principio da Minima Energia Potencial Total (CODA, 2003; CODA; GRECO,



2004; CODA; PACCOLA, 2007; PASCON, 2008), também chamado de Principio da Energia
Potencial Estacionaria (HOLZAPFEL, 2004). Segundo tal principio, o corpo estd em

equilibrio (estatico) quando a posicao atual y (ver se¢do 3.1) satisfaz a seguinte condigdo:

int ext (49 1)

ou
= [Z=ay, 492
), I o (4.9.2)

int

ou
f =|—4dV, ou (f
Joay , ou (

onde f e f

int ext

sdo, respectivamente, os vetores de forgas internas e de forgas externas (ou
aplicadas); o escalar u, ¢ a energia especifica de deformacdo (CODA, 2003; PASCON,
2008); €, representa o dominio do corpo na configurac¢do inicial; e dV, ¢ um volume
infinitesimal do corpo na posigdo inicial. A grandeza u,, cuja dimensdo ¢ energia por unidade

de volume, representa a energia armazenada em um volume infinitesimal deformado

(HOLZAPFEL, 2004). Conforme sera explicado no item 5.1 desta tese, a grandeza u, pode

ser empregada para caracterizar o comportamento mecanico do material e, assim, definir o

modelo constitutivo (ver item 4.2).

Com a aproximacdo numérica utilizada nesta tese (ver equagdes 3.1), o vetor posicdo
final y que aparece na expressao (4.9.2) passa a ser o vetor de parametros nodais, ou seja, y
¢ o vetor que contém todos os graus de liberdade, que sdo as (trés) coordenadas finais dos nos.
Neste estudo, as forgas externas sao conservativas, isto €, seus valores independem da posicao

final y. Ademais, f

ext

¢ o vetor que contém as forcas aplicadas nos nos (ao longo das trés

direcdes). Por fim, a equagdo de equilibrio (4.9) ¢ chamada de local quando ¢ aplicada a um

elemento finito, e global quando ¢ aplicada a toda estrutura.

Na andlise ndo linear geométrica, a equagdo de equilibrio (4.9) apresenta um
inconveniente: ela possui cardter ndo linear. Em outras palavras, se a posicdo final y ¢
conhecida (ou se as trés coordenadas finais de todos os nos sdo conhecidas), é possivel

determinar o vetor de forgas internas f, . (ver equagdo 4.9.2). Porém, se o vetor de forgas
internas for conhecido, ndo se consegue - de modo geral - determinar a posi¢do final y, isto &,

a funcdo f, =f

int

(y) € conhecida, mas a sua inversa y =y(f;

int

) ndo é. Para contornar este

problema, ¢ empregado aqui o método iterativo de Newton-Raphson ou método de Newton

(HOUSEHOLDER, 1953; BELLMAN; KALABA, 1965; CRISFIELD, 2000; PASCON,



2008). De acordo com Belytschko, Liu ¢ Moran (2000), tal método ¢ um dos mais usados e
robustos para solugdo de sistemas de equacdes nao lineares. O método de Newton-Raphson
pode ser resumido da seguinte forma: calculo da diferenca entre os vetores de forcas internas

int ext 2

e de forcas externas para uma posi¢do tentativa y,: r, =f, (yo)—f ; expansdo, em série de
. S or, ,
Taylor, de r, em torno de y =y, e linearizagdo do problema: r, +g-Ay =0,onde 0 ¢ o

vetor nulo (HOLZAPFEL, 20004); e calculo do incremento Ay e da nova posicao tentativa
or, B - . . .~ . :
y,: Ay=y, -y, =—| — | -r,. 0 processo € iterativo, ou seja, a posi¢do final y ¢ atualizada

até que o vetor residuo de forcas r=f_ —f seja suficientemente pequeno. No método de

nt ext
Newton-Raphson, o residuo r e a derivada or/0dy devem ser calculados em cada iteracao.
No presente estudo, o método iterativo descrito neste paragrafo, apesar de ndo ser
necessariamente incremental, ¢ aplicado com divisdo do carregamento em passos (ou
incrementos finitos) de carga. Isso € feito para facilitar a convergéncia de cada iteracao e para

mostrar o caminho - ou a trajetdria - de equilibrio.

Para aplicar o método de Newton-Raphson, descrito no pardgrafo anterior, sao

empregadas aqui as seguintes expressoes:

ou ou

r=[Leqv, -t = [Perde—f, our =[Lerde—(f,, (4.10.1)
R b [y hte(t),

H:jazuwd&ouH - 0u. g (4.10.2)
é@y@yo ! ga}Ii jo o

onde J, ¢ o determinante do gradiente inicial A, (ver equagdes 3.13 e 3.15.2); d§ representa

um elemento infinitesimal do espaco auxiliar adimensional (ver figura 3.1); e a matriz
simétrica H ¢ a matriz Hessiana ou matriz de rigidez tangente (CRISFIELD, 2000;
PASCON, 2008).

As expressoes a seguir podem ser utilizadas no lugar das equacdes (4.10):

8u 8E du, OE,
= J,d 4.11.1
J.aEkl oy e em) ( )

i

é g



H_I o’u, aE (OE  du, O’E 1.dé ou
K EOE ay oE oyoy | °

_ f o’u, OE, OE,, , 0u, O’E,, & @112)
! 13 a]:“"kla]:“"mn ayi aYJ aEkl aYlﬁ}IJ

onde o simbolo : denota a contragdo entre dois tensores (HOLZAPFEL, 2004). As derivadas,
em notagdo indicial, da deformagdo de Green-Lagrange (E ) em relagdo ao vetor que contém
os graus de liberdade (y), para os elementos finitos s6lidos hexaédrico e tetraédrico, sdo
dadas no Apéndice B desta tese. Ademais, conforme serd descrito no item 5.1 desta tese, as

derivadas de u, em relagdo a deformagdo E correspondem ao modelo constitutivo adotado.









S. HIPERELASTICIDADE

Neste capitulo sao descritos o conceito de hiperelasticidade, os modelos hiperelasticos

adotados no presente estudo e a relacdo hiperelastica entre tensdao e deformacao.

5.1. Definicao

Segundo Holzapfel (2004), a hiperelasticidade, também chamada de elasticidade finita
(COIMBRA, 1981) e de elasticidade de Green (OGDEN, 1984), postula a existéncia da
fungdo escalar energia livre de Helmholtz, representada usualmente por y e definida por
unidade de volume inicial. Tal funcdo descreve as propriedades mecanicas de um corpo e,
com isso, pode ser usada para se expressar a relacdo tensdo-deformagao (ver item 4.2). Dessa
forma, todo modelo hiperelastico, além de ser elastico (equacao 4.4), ¢ descrito pela energia
livre de Helmholtz y. Existe, apenas, uma diferenga entre material elastico e hiperelastico.
Tanto no modelo eldstico como no hiperelastico, o campo de tensdes depende apenas do
estado atual de deformagdo e ndo do caminho da deformacao (ver secdo 4.3). No material
hiperelastico, contudo, o trabalho realizado pela deformacao (OGDEN, 1984) depende do

caminho de deformacgao.

Nas andlises isotérmicas, a energia especifica de deformagdo u, (ver equagdo 4.9)
pode ser substituida por y (HOLZAPFEL, 2004; PASCON, 2008). Assim sendo, a energia

armazenada em um volume infinitesimal passa a ser dada pela energia livre de Helmholtz

(y). Com a referida substitui¢ao, as expressoes (4.11) empregadas para céalculo do vetor

residuo de forcas e da matriz Hessiana (ver secdo 4.6) podem ser reescritas da seguinte forma:



oy aEkl (

8\|1 OE
fo ). (5.1.1)
I kl ay 0 )

Jd& r._j

J Oy aE OE 6\4/82E J,dE ou
OEOE " dy ) oy aanay ‘

g

H, = Oy OBy oy , Oy OBy |, 4 (5.1.2)
* <\ OE,CE,, dy, 0y, 5Eklay dy;

5.2. Modelos hiperelasticos adotados

Modelo constitutivo hiperelédstico ¢ aquele no qual a resposta eldstica do material ¢é

definida pela expressdo da energia livre de Helmholtz v (ver item 5.1). Quatro modelos

constitutivos hiperelésticos para materiais isotrépicos (OGDEN, 1984; HOLZAPFEL, 2004)
foram implementados nos codigos computacionais desenvolvidos neste estudo: o modelo
linear de Saint Venant-Kirchhoff (CIARLET, 1988), representado por SVK; o modelo nao
linear desacoplado de Rivlin-Saunders (RIVLIN, 1956; PASCON, 2008), representado por
RS; o modelo nao linear desacoplado de Hartmann-Neff (HARTMANN; NEFF, 2003;
PASCON, 2008), representado por HN; e o modelo ndo linear acoplado neo-Hookeano (SZE;
ZHENG:; LO, 2004; PASCON, 2008), representado por nH.

Para o modelo de Saint Venant-Kirchhoff (SVK), usualmente empregado para

modelar metais sob grandes deslocamentos (HOLZAPFEL, 2004), a energia livre de

Helmholtz ¢ dada por:
Ysvk = Wsvk (E):%[tr(E)]z +H[tr(E2 )] (5.2.1)
vE
(1+v)(1-2v) (-22)
n= E (5.2.3)




onde A >0 e pu>0 sdo as constantes de Lamé (CIARLET, 1988); ¢ E e v sdo, nesta ordem,

o modulo de Young e o coeficiente de Poisson (CIARLET, 1988). Neste caso, a energia ¢

escrita em funcdo da deformagdo de Green-Lagrange E (3.17).

No modelo desacoplado de Rivlin-Saunders (RS), usado para modelar materiais pouco
compressiveis sob pequenas e grandes deformagdes (PASCON, 2008), a fungdao de Helmholtz

¢ expressa da seguinte forma genérica:
Wis = Vs (10,40, ) = Uy (9) + wisa (1,41, (5.3.1)

Uy (1) =k(IP"+17" =2) (5.3.2)

Wilig (i1isoai2iso) = Z[Cij (iliso - 3)1 (iZiSO N 3)Jj| (533)

ij

i1iso = tr(ciso) = (CiSO )ii (534)

i) = %[(trCm )+ tr(cmz)} (5.3.5)

+iso +is0

onde J € o Jacobiano (3.13), utilizado como medida de alteracdo de volume; 1,° e 1,° sdo os
dois primeiros invariantes de C, , que é a parcela isocorica do tensor de Cauchy-Green
direito C (ver equagdo 3.22.2); U, e yie sdo, nesta ordem, as parcelas volumétrica e
isocorica da energia livre de Helmholtz y; o coeficiente k ¢ o modulo de compressao
volumétrica - ou “bulk modulus”; e os coeficientes ¢; sdo chamados de coeficientes
isocoricos. A expressao (5.3.3) € geral, ou seja, ndo ha uma quantidade pré-definida para os

coeficientes ¢;. Podem existir, por exemplo, modelos com apenas um coeficiente ndo nulo

1

(€15 €15 Cyp CLC).

No modelo desacoplado de Hartmann-Neff (HN), também empregado para modelar
materiais pouco compressiveis sob pequenas e grandes deformagdes (PASCON, 2008), vale a

seguinte relagao:

Wine = Wi (518,%) = Uy (1) + Wi (1,1, (5.4.1)



v (iliso ’iziso) _ a|:(iliso )3 _27:| +Z|:Ci0 (iliso _3)i } +Z[Coj‘ (ii2503/2 _33 )J} (5.4.2)

]

+is0

onde a parcela volumétrica U, ¢ expressa na equagdo (5.3.2); i° e i,° sdo descritos nas
equagdes (5.3.4) e (5.3.5), respectivamente; ¢ os coeficientes o e c¢; sdo os coeficientes

1socoricos do modelo HN.

Nos modelos desacoplados de Rivlin-Saunders (RS) e de Hartmann-Neff (HN), ¢

usada a decomposi¢do de Flory (3.21), e a energia livre de Helmholtz () ¢é separada, de

forma aditiva, nas parcelas volumétrica e isocoérica, isto ¢, ndo ha produtos entre os termos

+iso

volumétrico (J) e isocdricos (i;° e 1,°). Por isso, tais modelos sdo chamados de

desacoplados (DUSTER; HARTMANN; RANK, 2003). J4 no modelo acoplado neo-
Hookeano, utilizado para materiais compressiveis sob pequenas e grandes deformagdes (SZE;

ZHENG; LO, 2004), a decomposi¢do de Flory (3.21) ndo ¢ utilizada, e a energia de

Helmholtz ¢ dada por:
. k ST
Vo = Vo (1) = E[ln(])] +E[1l -3- 2ln(J)] (5.5.1)
i, =tr(C) (5.5.2)

Neste caso, os coeficientes do material sdo k e .

Todos os quatro modelos hiperelasticos descritos neste item (equagdes 5.2, 5.3, 5.4 ¢

5.5) satisfazem a condi¢@o de normalizagdo da energia de Helmholtz (HOLZAPFEL, 2004):
C=1=E=0,J=1i=1"=i,=i=3=y=0 (5.6)

Em outras palavras, quando o movimento ¢ de corpo rigido (C =1) em determinado ponto
material, a energia de deformagdo armazenada nesse ponto ¢ nula. Outro aspecto do material
elastico ¢ que quando a tensdo em determinado ponto ¢é nula, a energia de deformagao, ou a

energia de Helmholtz, deve ser nula nesse ponto.



5.3. Relacéo tensdo-deformacéo

A relagdo entre energia livre de Helmholtz (ver se¢do 5.1), tensdo (ver secdo 4.1) e
deformacgdo (ver se¢ao 3.4) pode ser encontrada por meio da segunda lei da termodinamica

(MARSDEN; HUGHES, 1983) e do procedimento de Coleman-Noll (HOLZAPFEL, 2004):

w(E) _,v(©)
OE oC

D=s:1'«:—\i;=s:1'«:—%;13:=0,v11::>s=s(E)= (5.7)
onde D ¢ a taxa de dissipagao interna (HOLZAPFEL, 2004), que ¢ nula para os materiais

elasticos (ver secdo 4.3); S ¢é o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (ver equagao

4.3); o simbolo ( ) denota taxa de variagdo (temporal); ¢ y=y(E) e y=y(C) sdo,

respectivamente, a energia de Helmholtz (ver secdo 5.1) expressa em fungdo da deformacao
de Green-Lagrange E e do tensor de Cauchy-Green direito C (ver equagodes 3.16 ¢ 3.17). Na

hiperelasticidade, de acordo com a expressao (5.7), a tensdo ¢ determinada a partir do escalar

V.

Substituindo a energia especifica de deformacdo (u, ) pela energia de Helmholtz (),

e usando o resultado da expressdo (5.7), as equacdes (5.1) podem ser reescritas da seguinte

forma:
r=|s: —J WdE—f,, our =[S, oE %y 5 de- ) (5.8.1)
< 13 ayl
H:IK ] —+S: azE}Jodé ou
: dy  oyoy
OE, OE__ O’E
H, id S, —— |1 d 5.8.2
I[ o 5 oy, ¢ ayiayj}Jé 682

onde /7, € o tensor elastico de quarta ordem (4.8).

€



5.3.1. Tensao resultante para os modelos adotados

Para os modelos hiperelasticos adotados neste estudo (ver equagdes 5.2, 5.3, 5.4 ¢ 5.5),
o segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (S) pode ser determinado via equagdo (5.7).
Para o modelo hiperelastico linear de Saint Venant-Kirchhoff (equagdes 5.2), representado

aqui por SVK, a tensdo S resulta em:

Sy, a BB O 0 O][E,

Sy p o p 0 0 OJE,y,

S :B P a 0 0 O0]fE; (5.9.1)
S, 000 p 0 Of|E, o

S, 000 0 p OflE,

Sy)ee 10 0 0 0 0 pf|E,

ae V) (5.9.2)

(1+v)(1-2v)
Ev
- 593
b= ) 1=z (:93)
E

- 5.9.4
H (+v) (5.9.4)

As componentes restantes do tensor S (S,,, S;; e S;,) ndo sdo dadas pois esse tensor ¢é

simétrico: S,, =S,,, S;, =S;; e S;, =S,,. Uma forma alternativa para as expressoes (5.9) ¢ a

seguinte (CODA; PACCOLA, 2009):

Ssvk =2GE +tr(E)T ou (Sgyy ), =2GE; +1E,; (5.10.1)

G=_ T (5.10.2)
2(1+v)

p= 2V (5.10.3)




onde G, E e v sdo, respectivamente, o0 modulo elastico de cisalhamento, o modulo de

Young e o coeficiente de Poisson (CIARLET, 1988).

Para o modelo hiperelastico ndo linear desacoplado de Rivlin-Saunders (equagdes 5.3),

a tensdo resultante (ver equacao 5.7) ¢ dada por:

S..=2 aUV°‘(J)+ (i) ou (Sg). =2 6UV°‘(J)+ s (i) (5.11.1)
© éC 6C i oC, oC,

Uy Uy d U, U, d 5.112)
oC @ oCc o ec, a1l ec,

ou,, n 2n-

T—[k(szz ' _2nJ? 1)] (5.11.3)

awlso B a\lfﬁg aiiso N awi(; 6ii2so ou awlso B awlso aiiso awlso aiizso (5114)

oC ~aiv ac i oC ' ac, | ei oc, | di oc,

awlso I 2\ [ ;iso o i

i ‘%_Cij(l)(ll -3) (i -3) | (5.11.5)

0 e i 2\ [ ;iso i iso 1]

a\lljlso _Z CIJ (J)(ll _3) (12 _3)J 1 (5116)
2 S -

Para o modelo hiperelastico nao linear desacoplado de Hartmann-Neff (equagdes 5.4),

o segundo tensor de Piola-Kirchhoff obtido via equagdo (5.7) resulta em:

iso :iso

aUvol( ) :I)" (1150’1'230) aUvol(J) WHN (11 b )
S =2{ e ou (Syy), =2 %, ,j (5.12.1)
6\Vlso B iso aliso . 6\]/150 aiizso ou 1}51(1)\1 _ 6WISO aiilso . ;S[(I)\I aiizso (5122)
oC 81115" oC  diy°> oC aCy 0i* oC; o1y oC;
awlso +is0 )2 <\ [ :iso i-1
i a[-”(ll ) }+Z[Cm(l)(ll -3) } (5.12.3)
1 1
1so 3.
+1503/2 33/2 +isol/2 5 124
lSO ZJ:|: ( ) (2 1l j:| ( )



Por fim, para o modelo hipereldstico ndo linear acoplado neo-Hookeano (equagdes

5.5), a tensdo resultante (equagdo 5.7) é:

. :26{1{111(])]2 +ulii-3-2n(3)]]

nH 8C

ou

S ) =2 5.13.1
( nH)U acij ( )
ol kIn(J)’ ol kin(J)
[ 0) szln(J)ﬂ ou M:zkm(J)ﬂ (5.13.2)
aC oC oC; oCy
o{ui-3-2m(1)]} (ﬁ‘%ﬂj
aC “Mac Tac
olu[i-3-2m(M)} (& 2 a
_ _Z (5.13.3)
oC, oc, Jac,

+is0 +is0

As derivadas das grandezas escalares J, i, 1,, 1,° e i,° em relacdo ao tensor de

29
Cauchy-Green direito (C) sdo dadas no Apéndice C desta tese, mas podem ser encontradas

também em Pascon (2008).

5.3.2. Tensor elastico resultante para os modelos adotados

Para os modelos hiperelasticos adotados neste estudo (equagdes 5.2, 5.3, 5.4 ¢ 5.5), o
calculo do tensor eldstico de quarta ordem (ver secdo 4.5) ¢ realizado com auxilio das
expressoes (4.8) e (5.7). Para o modelo hiperelastico linear de Saint Venant-Kirchhoff

(equagdes 5.2 € 5.10), o tensor elastico resultante ¢€:



(1-v)E

reSVKlm :FeSVKzzzz :FeSVK3333 :m (5.14.1)
VE
FeSVKuzz :[eSVK1133 :[eSVK2211 :[fVK2233 :[eSVK3311 :FBSVsz :W (5.14.2)
E
FeSVsz :FeSVKlm :FeSVKZIZI :FeSVK2323 :FeSVKml :reSVsz = (1+V) (5.14.3)

O tensor elastico referente ao modelo hiperelastico ndo linear de Rivlin-Saunders

(equacdes 5.3 e 5.11) é:

¢ o0CoC o0CoC

s 4{82le (1), v (1112)] .

2 62 iso 'iSO"iSO
(rr) =4 U (1) O (i) (5.15.1)
ijkl acijackl aCiJOCkl

U, o'U, ol a1 L U, o’J
0CoC  0Jo] oCoC 8] aCcoC

vol

ou

2 2 2
o’U, _0U, a1 & oy, &Y (5.152)

6C,0C,  d¥a) oC, oC, & aC,oC,

vol vol

o’U,, - an-
6J6J1={k[2n(2n—1)J2 >+2n(2n+1) 177 ]} (5.15.3)

FoRATTIN _ azw;;; o o1 +a\y;§g oy . azw';:g 0ir* ois° . azw';ig 0is° 0is°
0COC  di™di™® oC oC  6i™ aCAC i dis® aC oC  disedi® oC oC

+a\!(;§g o’ . sz;;; 0is° o1 ou
o1,° 0CoC aiy’01 oC oC

Owis _ OWis O O Oy 0% Oy 0i 0 Oyis 0%y
8C,0C, O™ aC, oC,  dir° aCaC,  oisaiy oC, 8C,  ois oC,oC,

LOve Oy v iy i
diE 6C,0C,  dirai® oc, oc,

(5.15.4)



Oy - j
&iso“glmﬁZ[c()(l )i -3) 7 (i -3) | (5.15.5)

ij

oy .
511;0]81180 —Z[ ~1)(i -3) (i —3)”] (5.15.6)

1)

62 iso ) N o i— iso i

s = X e MO-DG-) (i -3) (i -3)" (5.15.7)
P03 Iy

Para o modelo hiperelastico nao linear de Hartmann-Neff (equagdes 5.4 e 5.12), o

tensor eléstico ¢ determinado com as férmulas a seguir:

pin | CUW () SR (iE)|
: 2caC aCaC

) 62 iso 1s0, 180
(r™) -4 @Uvol(J)+ Wi (175" (5.16.1)
ik oC,;0C,, 0C;0Cy

az\ljlso B aZ\V;_sl(I)\] 6i1lso 6ilso a\lllso 62 iso aZ\V;_sl(I)\] 61150 allso awlso 82 iso

- - ou
o0CoC 6if°8iis° oC 8C o1 8C8C 0i5°0is° oC 8C oi5° 8C8C
azwlso _ aZWISO ai‘iso ailSO GWE?\I 6211150 . 62W150 aii;o aii;o
0C,0C,  diedi oC, oc, e oc 0C,  dirai oc, aC,

awlso aZ-izso
(5.16.2)

diz° 8C,oC,,

S —a[o(i)] s Xea ()i -3) ] 5.163)

i

az‘I’lso 32 32V 2 9 sise-12
= E c 1)(i*** -3 -1, 5.16.4
a0l 4 { (-1 ) 4" ( :
Por fim, o tensor elastico para o modelo neo-Hookeano (equagdes 5.5 € 5.13) é:

L7 (k[0 ()] +ufi-3-2n(3)]]
ro=a aCaC o




& {k[m(J)JZ +u[i, —3—21n(J)]}

) g 5.17.1
( e )ijkl 8Cijackl ( )
0% | kIn(7)’ 2
—[ ( ) }=21{lﬂﬂ+ln(J) 0 } ou
8CoC JoC oC 8CoC
&*| kin(1)’ ’
Mz |19 a +In(J) o (5.17.2)
aC,eC,, JaC, oC,, aC,eC,,
az{u[i1—3—2ln(J)]}= i, 2 d)
aCaC Mlacac 77 ac ac
Flufi-3-2m()]} (2 24 a (5.17.3)
oC,oC,, “Hlacec, T ac, ac, o

Assim como as primeiras (ver secdo 5.3.1), as segundas derivadas das grandezas

+is0 +iS0

escalares J, i, 1,, 1, e i,° em relagdo ao tensor de Cauchy-Green direito (C) sdo dadas no

Apéndice C desta tese, mas podem ser encontradas também em Pascon (2008).

5.4. Condigdes de crescimento e incompressibilidade

Para modelar materiais sob elevados niveis de deformagdo, a energia livre de

Helmholtz deve satisfazer as condi¢des de crescimento (HOLZAPFEL, 2004):
J = +00 =y — 400 (5.18.1)
J50 = y—>+o (5.18.2)

Conforme dito anteriormente (ver equacao 3.14), o Jacobiano J representa a razdo entre os

volumes atual e inicial. Dessa forma, as condi¢des (5.18) significam que para aniquilar o



material (J =0) ou para expandi-lo a um volume infinito (J — +o0), € necessaria uma quantia
infinita de energia de deformagdo. Conforme afirmado em Ciarlet (1988), o modelo
constitutivo deve fornecer valores extremos de tensdo para valores extremos de deformagao.
Os modelos hiperelasticos RS, HN e nH (ver equagdes 5.3, 5.4 e 5.5) satisfazem essas
condi¢cdes de crescimento. J4 o modelo linear SVK (ver equacdes 5.2) ndo estd de acordo com
tais condi¢des, pois € possivel obter, com esse modelo, valores de tensdo que tendem para
zero a medida que o Jacobiano J tende a zero, j& que este ndo aparece explicitamente na lei
constitutiva (HOLZAPFEL, 2004). Por essa razao, ¢ afirmado que o modelo SVK ¢ adequado
para modelar materiais sob grandes deslocamentos, mas ndo ¢ recomendado para materiais

sob grandes deformagdes de compressao.

Uma das caracteristicas de materiais poliméricos estruturais - ou elastomeros - ¢ que
eles apresentam, mesmo em regime de grandes deformacdes, pequenas alteragcdes de volume.
Em outras palavras, a rigidez volumétrica desse tipo de material ¢ alta. Dessa forma, o valor
do volume atual é proximo ao do volume inicial e, consequentemente, o valor do Jacobiano J
(ver equacao 3.13) ¢ proximo a um (ver equagdo 3.14). Segundo Diister, Hartmann e Rank
(2003) e Pascon (2008), para modelar essa grande resisténcia volumétrica do material, pode-
se adotar um elevado moédulo de compressdo volumétrica, chamado também de “bulk
modulus” e representado aqui por k (ver equagdes 5.3, 5.4 e 5.5). Com essa adogdo, ¢
possivel modelar materiais pouco compressiveis, ou seja, materiais que apresentam pequenas
mudangas de volume. Neste estudo, para simular problemas estruturais com esse tipo de
material, foram adotados os modelos hiperelasticos ndo lineares (equagdes 5.3, 5.4 € 5.5) com

elevado “bulk modulus”.

5.5. Existéncia de solucéo

Sabe-se (HARTMANN; NEFF, 2003) que a energia livre de Helmholtz v, utilizada

para descrever a resposta de um material hipereldstico (se¢do 5.1), deve satisfazer as

condi¢des de policonvexidade e coercividade. Esses requisitos sdo discutidos detalhadamente



em varios livros como, por exemplo, Marsden e Hughes (1983), Ciarlet (1988) e Belytschko,
Liu e Moran (2000). Ademais, ¢ demonstrado, em Hartmann e Neff (2003), que os modelos
hipereldsticos ndo lineares adotados no presente estudo (ver equagdes 5.3, 5.4 e 5.5)
satisfazem as condi¢des de policonvexidade e coercividade. J4 o modelo SVK (5.2) ndo ¢

policonvexo (CIARLET, 1988; HOLZAPFEL, 2004).






6. ELASTOPLASTICIDADE

Neste capitulo discorre-se sobre elastoplasticidade. Sao descritos os conceitos de
elastoplasticidade em pequenas deformagdes, decomposicao aditiva de Green-Naghdi, e
hiperelastoplasticidade. Também sdo relacionados os modelos constitutivos elastoplasticos
adotados. Por fim, para ilustrar a aplicagdo da formulagao elastoplastica a um caso particular,

¢ descrito o tratamento analitico para o caso de uma barra prismatica sob tragao uniaxial.

6.1. Definicdo

De acordo com Khan e Huang (1995), a deformacao ¢ classificada de plastica quando
ela ¢ irreversivel ou permanente. Ao contrario das deformacgdes elasticas (ver se¢do 4.3),
quando o carregamento externo aplicado a um material ¢ retirado, as deformacgdes plasticas
resultantes desse carregamento se mantém, e ocorre dissipagdo de energia ao longo do
processo de carregamento e descarregamento. Outra diferenca em relacdo a elasticidade € que,
no caso pléstico, o campo de tensdo depende do histérico de deformacao (ver equacdo 4.7).
Usualmente, para caracterizar esse historico de deformagdo e, assim, o comportamento
pléstico do material, sdo usadas as seguintes varidveis internas (HOLZAPFEL, 2004): parcela
plastica do tensor deformacgdo ou tensor deformacdo pléstica; e parametros de encruamento
(KHAN; HUANG, 1995). Quando o material apresenta duas parcelas de deformacdo, uma
elastica e outra plastica, diz-se (KHAN; HUANG, 1995) que esse material estd em regime
elastoplastico. Deve ser lembrado, porém, que um material pode ou ndo apresentar
deformagdo plastica dependendo do carregamento atuante ou do nivel de tensdo. Por essa
razdo nao se diz que um material ¢ elastoplastico, mas sim que ele estd ou ndo em regime

elastoplastico. Para um material homogéneo em regime elastoplastico, o campo de tensdo ©



(ver se¢do 4.1), definido na posi¢do atual y (ver secdo 3.1), pode ser expresso da seguinte

forma:
o(y)=F(e() (6.1.1)

¢ ={e,.a (6.1.2)

Nestas expressdoes, ¢ ¢ uma medida de tensdo genérica, F ¢ a fun¢do que estabelece a

resposta elastoplastica do material, € ¢ uma medida de deformagdo genérica, e o simbolo §
denota o conjunto de variaveis internas (HOLZAPFEL, 2004), as quais - neste caso - sdo a

parcela plastica de € (¢g,) e os parametros de encruamento (o).

Nos proximos itens serdo descritos alguns modelos elastoplésticos, bastante comuns

na literatura cientifica, e os modelos adotados nesta tese.

6.2. Elastoplasticidade para pequenas deformactes

Segundo Proenga (2006), o modelo elastoplastico pode ser resumido aos seguintes
conceitos: decomposi¢do da deformacao total nas parcelas elastica e plastica; energia livre de
Helmholtz e tensdo resultante (ver equagao 5.7); critério de plastificacdo; lei de evolugdo da
deformacao pléstica; lei de evolugdo do encruamento; e condi¢des de complementaridade e
consisténcia. Tais conceitos podem ser aplicados para materiais sob pequenas e sob grandes

deformacdes (KHAN; HUANG, 1995).

Na analise de materiais com pequenos deslocamentos e pequenas deformagdes, pode-
se decompor de forma aditiva o tensor infinitesimal de deformacao (KHAN; HUANG, 1995),
também chamado de tensor deformacao de engenharia (PASCON, 2008):

ge=¢g,+g, ou(g) = (se)ij +(sp ) (6.2.1)

1 ij



;—Z=8.e+8.p ou [sj :[a.cj +(a.pj (6.2.2)

e, :%(u. +uy,) (6.2.3)

1,)

onde g, e g, sdo as parcelas eldstica e plastica da deformagéo infinitesimal €; ¢ u;; ¢ a

derivada parcial da componente i do deslocamento (ver equagdo 3.9) em relagdo a coordenada
inicial j. Para um material em regime elastoplastico, existem duas parcelas de energia de
deformacao: a eléstica e a plastica. A parcela elastica ¢ conservativa (ver secao 4.3), ou seja,
seu valor retorna a zero quando a tensdo ¢ retirada. J4 a parcela plastica de energia de
deformagdo ¢ utilizada no rearranjo molecular do material (KHAN; HUANG, 1995). Em
outras palavras, a energia de deformacdo elastica ¢ armazenada, e a plastica ¢ dissipada.
Assim sendo, para os materiais em regime de pequenos deslocamentos e pequenas

deformacdes elastoplésticas, a energia livre de Helmholtz y pode ser decomposta na seguinte

forma aditiva (ver expressoes 6.1 ¢ 6.2):

V=Vt (6.3.1)
v.=v.(e.)=v.(e-¢,) (63.2)
v, =V, (6)=v, (&) (6.3.1)

Nesse caso, a relagdo tensdo-deformacdo (ver equacdo 5.7) passa a ser dada por meio da
tensdo de engenharia (PASCON, 2008) e da deformacdo infinitesimal (KHAN; HUANG,
1995):

D=Gcng18—\|l=0'cngi(8 Jrspj—a (€.~ g,— =0 (6.4.1)

D:[cscng —%J:sp——":azo (6.4.3)



onde o simbolo : denota contracdo entre dois tensores de segunda ordem (HOLZAPFEL,
2004). Na expressdo (6.4.3), pode-se notar facilmente que essa taxa s6 ¢ nula quando nao

ocorre evolugdo dos parametros plasticos (g,, o). Além disso, a taxa de dissipagdo de energia

(D) causada pela evolugdo da deformagdo elastica (€, ) € nula por defini¢do (ver se¢do 4.3).

Segundo Khan e Huang (1995), o conceito de superficie de plastificag¢do, representada
aqui por ¢, ¢ usado para se estabelecer, no espagco das tensdes ou das deformagdes, os
dominios eléstico e plastico. Se um ponto, no referido espago, esta no interior da superficie de
plastificacdo, entdo esse ponto pertence ao dominio elastico. Caso o ponto esteja no contorno
da superficie, entdo ele pertence ao dominio plastico. Por definicdo, o ponto nunca esta fora
da superficie de plastificacdo. Essas condi¢des definem o critério de plastificagdo, que pode

ser matematicamente expresso por (KHAN; HUANG, 1995):
® <0, para dominio elastico (6.5.1)
® =0, para dominio pléstico (6.5.2)

onde @ ¢ a funcdo que descreve a superficie de plastificacao. Tal fungdo pode ser descrita em

termos da tensdo ou da deformacao, isto € (ver expressoes 6.3 € 6.4):
CD=CD(ceng,8p,a)£0 ou (D:CD(S,ap,oc)SO (6.6)

A evolugao da deformacao plastica ¢ descrita por meio da lei de plastificacdo, também
chamada de lei de fluxo plastico (PROENCA, 2006). Essa lei ¢ usualmente dada na forma de
taxas de variagao temporal:

e =yR ou (g'p)“ ~v(R), 6.7)

ij J

onde g, ¢ a taxa de varia¢do da deformagéo plastica; o pardmetro escalar y ¢ o multiplicador

plastico (KHAN; HUANG, 1995); e R ¢ o tensor (de segunda ordem) que estabelece a

“dire¢@0” do fluxo pléstico.

Segundo Proenca (2006), a alteragdo, devida a evolucdo da deformacdo plastica, do
intervalo - ou do limite - eldstico das tensdes caracteriza o encruamento. Existem trés tipos de
encruamento (MAUGIN, 1992; KHAN; HUANG, 1995): isotrdpico, cinematico e misto. O

encruamento isotrépico pode ser interpretado como sendo a expansao simétrica em relagao ao



centro da superficie de plastificagdo @ (equacdes 6.6). J& o cinematico ¢ a alteragdo da
posi¢ao do centro de tal superficie. O tltimo tipo de encruamento ¢ uma combinagao entre os
dois primeiros. Dessa forma, o encruamento misto compreende a expansdo da superficie de
plastificagdo e o deslocamento de seu centro. A evolu¢do do encruamento também ¢ dada,
usualmente, em forma de taxas de variagao:

K=yr (6.8.1)

K

X =vR, ou X, =y(Ry) (6.8.2)

ij
onde k ¢ o parametro escalar usado para descrever o encruamento isotropico; X ¢ o tensor de

segunda ordem usado para descrever o encruamento cinematico; e r. € R, sdo, nesta ordem,

as funcdes que descrevem a evolucdo dos parametros k e X . Na literatura cientifica, o tensor
X recebe o nome de tensor das tensdes inversas (ALVES, 2003), ou “backstress” (KHAN;
HUANG, 1995). Portanto, para materiais em regime de pequenos deslocamentos e pequenas
deformacdes elastoplasticas, o critério de plastificacdo (6.6) ¢ dado por (ver expressdes 6.2 €

6.4):

D =d(0,,.X)<0 ou d=d(e,&,,%X)<0 (6.9)

eng?

Segundo Proenga (2006), a irreversibilidade do processo de deformacgdo plastica ¢
caracterizada pelas condi¢cdes de complementaridade e consisténcia. A primeira condi¢dao
estabelece a seguinte relagdo entre o parametro escalar das leis de evolucao (6.7) e (6.8) e a

fungdo escalar que define o critério de plastificagdo (6.6):

Yy®=0 (6.10)
De acordo com essa condigdo, so existe evolu¢do da deformagdo plastica (g,) e dos
pardmetros de encruamento (k e X) se o ponto que define o estado de tensdo estiver na

superficie de plastificagcdo, isto €, y>0 se, e somente se, ® =0. Além disso, quando o

referido ponto esta no dominio elastico, ndo pode ocorrer evolucao das variaveis plasticas

(g,,k,X), ouseja, se ®<0 entdo y=0. A condigéo (6.10) tambeém € chamada de condig¢do

de Kuhn-Tucker (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000).



A segunda condi¢do, chamada de consisténcia, pode ser expressa da seguinte forma

(PROENCA, 2006):
y®=0 6.11)

onde @ <0 ¢ ataxa de variagdo (temporal) de @ . Em outras palavras, s6 ocorre evolucao das

variaveis plasticas quando o ponto que define o estado de tensdes permanece na superficie de

plastificagdo @ =0, ou seja, y>0 se, e somente se, ® =0. Ademais, ® <0 se, e somente

se, v=0, isto ¢, o ponto que define o estado de tensdes e que estava na superficie de
plastificacdo (® =0) so6 se desloca para o interior do dominio eléstico (® < 0) se ndo houver

evolugdo das variaveis plasticas (g, k,X).
Para o caso em que ocorre evolugdo das varidveis plasticas (g,,k,X), o parametro

escalar y >0 pode ser encontrado via equacgdes (6.7), (6.8), (6.9) e (6.11):

<i):6£:;:+a£:8. +8£];+6£:5(:0:
og O¢, Poox

op + | 0D oD oD
— &ty R+—r1 +—:R; [=0=
€ e oK oX

p

. (.0
[(@,5,): R+ (@, 5)1, +(©,X): Ry |

& (6.12)

onde o simbolo (A,B) denota a derivada (parcial) da grandeza A em relagdo a grandeza B.
Assim, a taxa de variagao da tensao ¢ dada por (ver equacoes 6.4.2, 6.7 ¢ 6.8 € 6.12):

. os,, * Oo., (° - oc,, (*
Cpe =8 =—":8-8§ |=—:|e-7R |=
oe oe

e e

e

- Oo,, : (D,¢) Rl
c,., = |l e— :
" = g, [(@.8,): R+(®,1)r, +(0,X): Ry |
oy =1 E 6.13.1)



_ @ ~ R®(D,¢)
To= 5006 | (@e) Re@on@x):®y])| @77
s ) o Ov ~ R, (Dg) :
(o), ole.); 0z )y o [(CD,SP)OPROP+(CD,K)YK+(CD )OP(RX)OJ (Bl 6139

€]

onde 7", ¢ o operador tangente consistente elastoplastico (CRISFIELD, 2000); e os simbolos

II, ® e § representam, nesta ordem, o tensor identidade de quarta ordem, o produto tensorial
entre dois tensores de segunda ordem e o delta de Kronecker (HOLZAPFEL, 2004). As
equacdes (6.13.1) e (6.13.3) estabelecem a evolugdo da tensdo de engenharia com a
deformagdo infinitesimal total, em regime elastoplastico de pequenos deslocamentos e

pequenas deformacoes.

6.3. Aproximacao de Green-Naghdi

Segundo Green e Naghdi (1965) e Khan e Huang (1995), uma aproximagao razoavel
para materiais elastoplasticos em regime de grandes deformacdes é a decomposi¢ao aditiva da

deformacao de Green-Lagrange (3.17), similar a decomposicao descrita pelas equagdes (6.2):
E=E.+E =E =E-E, (6.14)

onde ( ) e ( ) representam as parcelas eléstica e plastica. Com essa aproximagao € com 0s
p e

conceitos descritos na se¢do 6.2, ¢ possivel descrever resumidamente o modelo elastoplastico

de Green-Naghdi (KHAN; HUANG, 1995):

- Energia de Helmholtz (ver equagdes 6.3):

v=v.(E)+v,(E.X.x)=y, (E-E )+y, (E Xx) (6.15.1)



- Segundo tensor de tensdao de Piola-Kirchhoff (ver equagdes 6.4):

L P Y S A (6.15.2)
OE OE, ' oE; 0(E.), o(E-E,)

ij
- Critério de plastificacdo (ver equagdo 6.6):

®=d(S,x,X)<0 ou ®=0(EE,,xX)<0 (6.15.3)

- Lei de fluxo plastico (ver equagdo 6.7):

E =D, =vR ou (EP)J =(D,), =R, (6.15.4)
- Leis de evolu¢do do encruamento (ver equacdes 6.8):

. (6.15.5)

X=7R; ou X, =7(Ry), (6.15.6)
- Condi¢ao de complementaridade (ver equacao 6.10):

y20,d<0, yd=0 (6.15.7)
- Condig¢ao de consisténcia (ver equagao 6.11):

y20,d<0, yd=0 (6.15.8)
- Parametro escalar 3.12 0 (ver equagdo 6.12):

y=- (©.E) E (6.15.9)

[(,E,): R+(®,1)r, +(0,X): Ry |

- Evolugdo da tensao (ver equacdes 6.13):

S=r:|1m- R®(D.E) E (6.15.10)



o’y

I, = (6.15.11)
JE CE,
- Taxa de dissipagdo interna de energia (ver expressoes 6.4):
0 « 0 c Oy -
D= S—& :E —&ZX—&KZO (6.15.12)
oK, PoX 0K

onde /7, € o tensor elastico de quarta ordem (4.8).

€

6.4. Hiperelastoplasticidade

Assim como na hiperelasticidade (se¢do 5.1), para modelar componentes estruturais
em regime de grandes deformacdes elastoplasticas, define-se material hiperelastoplastico
(BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000) como sendo um material cujo comportamento

elastoplastico ¢ descrito pelo potencial escalar energia livre de Helmholtz (y). No caso

hiperelastoplastico, esse potencial pode ser expresso em funcdo da deformagdo de Green-

Lagrange (3.17) e do conjunto de variaveis internas { (SVENDSEN, 1998):

w=w(E,C,l:2j (6.16)

onde E ¢ a taxa de variacdo (temporal) de E . No caso em que y ndo depende de E (“‘rate-

independent plasticity””), a expressdo (6.16) se reduz a:
v=vy(E,\() (6.17)

Ademais, de acordo com Svendsen (1998), pode-se decompor y nas parcelas elastica e
inelastica. Nesse caso, a energia de Helmholtz y descreve duas parcelas da energia de

deformagdo: a armazenada e a dissipada. Uma decomposi¢do bastante utilizada, baseada em



modelos reologicos (DOGUI; SIDOROFF, 1985; DETTMER; REESE, 2004), ¢ a

decomposicao aditiva:
v=v.(E)+v,(5)=v.(E.)+v(E,.a) (6.18)

onde y, e y, sdo, respectivamente, as parcelas elastica e inelastica do potencial y; E, ¢ E|

sdo as parcelas elastica e plastica da deformacdo E (ver equacdes 3.24); e a representa o
conjunto de parametros de encruamento (isotrdpico e cinemadtico). Em outras palavras,
segundo a equacdo (6.18), o comportamento elastico do material ndo depende das variaveis
internas. Devido ao carater reversivel da deformagdo elastica (secdo 4.3), a condigdo de

normalizagdo (5.6) aplica-se, apenas, a parcela eléstica da energia de Helmholtz:
v, (E,=0)=0 (6.19)

Ja a parcela inelastica (y,) corresponde, no caso elastoplastico, a energia dissipada utilizada

no rearranjo molecular do material (KHAN; HUANG, 1995). Assim, ¢ possivel escrever a

seguinte condi¢do:
v, 20 (6.20)

Em outras palavras, a energia armazenada no material, que retorna a zero quando este ¢
descarregado, corresponde - apenas - a parcela de deformacdo eléstica, ja que a parcela

inelastica de energia se dissipa.

De acordo com Khan e Huang (1995), a decomposi¢do aditiva da deformagdo (ver
equacdes 6.2 e 6.14) ndo ¢ valida para andlise de materiais em regime de grandes
deformacgdes. Nesse caso, ¢ mais conveniente (SIMO; ORTIZ, 1985; BELYTSCHKO; LIU;
MORAN, 2000) usar a decomposi¢ao multiplicativa do gradiente (3.11), também chamada de
decomposicao de Kroner-Lee (ver equagao 3.23). Segundo Peric e Dettmer (2003), esse tipo
de decomposigdo admite a existéncia de uma configuracio intermediaria (ver figura 3.3). E
afirmado, em Alves (2003), que essa configuracdo ¢ relaxada porque ¢ livre de tensdes, e €
local porque ela ¢ definida - apenas - na vizinhanga de cada ponto material. Pode-se notar que,
no caso geral (ver equagdao 3.24.3), a deformagdo total de Green-Lagrange (E) ndo ¢

decomposta de forma aditiva nas parcelas elastica (E,) e plastica (E; ), como ¢ feito na

aproximagao de Green-Naghdi (ver se¢ao 6.3).



6.4.1. Relacdo tensdo-deformacéo

Neste estudo, para determinar a relagdo hiperelastoplastica entre tensdo e deformacgao
a partir da energia livre de Helmholtz (equacdo 6.18), é usado um procedimento similar ao
descrito na expressao 6.4 para o caso de pequenas deformagoes elastoplasticas. A formulagao
elastoplastica baseada na segunda lei da termodinamica (MARSDEN; HUGHES, 1983) e no
procedimento de Coleman-Noll (HOLZAPFEL, 2004), como ¢ o caso do referido
procedimento, ¢ classificada de formulagdo termodindmica (SVENDSEN, 1998;
BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000; PERIC; DETTMER, 2003; DETTMER; REESE,
2004; VLADIMIROV; PIETRYGA; REESE, 2008).

De modo similar ao caso hipereléstico, a segunda lei da termodindmica, para o caso

elastoplastico, ¢ descrita pela seguinte inequacao (ver se¢ao 5.3):

D=S:E-y>0 6.21)

No caso elastopléstico, a taxa de dissipagdo interna de energia D pode ndo ser nula devido ao

carater dissipativo da deformacao plastica (KHAN; HUANG, 1995). Com a decomposi¢do

multiplicativa de Kroner-Lee (ver equacgdes 3.23, 3.24 e 3.27), o termo S:E da expressao

(6.21) resulta em:

S:E=S:(A'DA)=S: {AgAI (D, +sim(AL,A)] ACAP}
=S:(AJAIDAA, )+S:| AJATsim(A LAY )AA, |

=S: (Ag E, Apj +S: B(AIZA'QAELPA:AEAP +ATATATL ATA A )}
— A SA! :E'e+s:B(ATC LA, +AL/CA )}

p ¢ pp p ¢ p

. 1 1 .
=A SA] :EB+EC6APS¢£ L, +§%SAEC6 'L, =ASA :E+CASA L (6.22)



onde o simbolo ( )7T indica a inversa da transposta de uma matriz (HOLZAPFEL, 2004).

A taxa de variagao temporal da energia de Helmholtz v, presente na expressao (6.21),

resulta em (ver equacdo 6.18):

= Ve :F:c+ oy
0

= ! :E.p+a\|]i:(;=6w°:lic+ v, Z(AgDpAp)+LZ&.
OE, E, oo OE, OE, oo
Ve g A Mipgtip MG (6.23)
OF, "eE, " " da

A combinagdo das equagdes (6.21), (6.22) e (6.23) resulta na seguinte expressao para a

taxa de dissipacdo interna:

€

. |. g ov; o, . °
T e |. T . i T. i.
D:(APSAP “E ].E6+C6APSAP L, —A,pEA D - a2 0 (624)

p

Com o procedimento de Coleman-Noll (HOLZAPFEL, 2004), pode-se demonstrar

que:
S =ASAT=Me gy g At e AT _ A1 AT 6.25.1
e = p_aTou_pan_pep (6.25.1)
D=M,:L,-A, YiaTp —Mig>g (6.25.2)
8Ep oa,
M, =C.S, (6.25.3)

onde S, ¢ um tensor analogo ao segundo tensor de Piola-Kirchhoff (ver equagdes 4.3); e M,
¢ um tensor andlogo ao tensor das tensdes de Mandel (HOLZAPFEL, 2004). Tanto S, como
M, sdo definidos na configuracdo intermedidria (ver figura 3.3). Ademais, ¢ possivel
demonstrar (SVENDEN, 1998) que o tensor M, =C_S, ¢ simétrico. Dessa forma, pode-se
concluir (HOLZAPFEL, 2004) que M, :L =M, :D, e que, consequentemente (ver equagéo

6.25.2):

p

oy, °
D=(M.—y):D —:a2=20 6.26.1
(M, -x) P ( )



oY 1
=A —A 6.26.2
xX=A, oE, 7 ( )
onde y € o tensor das tensdes inversas (ALVES, 2003) ou “backstress” (DETTMER;

REESE, 2004), definido na configuracao intermediaria (ver figura 3.3).

6.4.2. Superficie de Plastificacéo

Assim como na elastoplasticidade em pequenas deformagdes (ver se¢do 6.2) ¢ na
elastoplasticidade de Green-Naghdi (ver secao 6.3), a superficie de plastificacdo (ver
equacdes 6.9 e 6.15.3) ¢ descrita aqui para o caso hiperelastoplastico em funcdo do tensor
elastico de Mandel (6.25.3), do tensor das tensdes inversas (6.26.2) e do parametro de

encruamento isotropico (6.8.1):

O =f, (M, —x)-f (x)<0 (6.27)

onde f,,, e f_sdo fungdes escalares.

6.4.3. Leis de evolugao

A lei de fluxo plastico (ver equagdo 6.7 ou 6.15.4) para um material
hiperelastoplastico ¢ expressa aqui em termos da taxa de variagdo (temporal) da parcela

pléstica do gradiente (ver equagdes 3.23 e 3.27):

A =LA (6.28.1)

p p P



L =yR = y(RP +Ry, ) =A,=YRA = y(RP +RW)Ap (6.28.2)
D =R, (6.28.3)

W —vR (6.28.4)
W

onde os tensores (de segunda ordem) R, , R, e Ry, sdo os tensores que definem a “dire¢do”
do gradiente plastico da velocidade L (3.27.3), da taxa de deformagéo plastica D, (3.27.6) e

da taxa de rotagdo plastica W, (3.27.9), respectivamente.

Com relagdao a evolugao do encruamento cinematico, devido ao fato da variavel %

(6.26.2) ser definida na configuragdo intermediaria, ¢ necessario (DETTMER; REESE, 2004)
empregar uma taxa objetiva de variagao temporal (CRISFIELD, 2000):

X=7R, (6.29)

onde R, ¢ a funco tensorial que estabelece a evolugdo de y (na configuragdo intermediaria).

Pode-se definir, na configuragdo inicial (ver figura 3.3), uma varidvel tensorial andloga ao

tensor das tensdes inversas y:
-1 -T T
X=AxA, ouy=A XA/ (6.30)

Para garantir a objetividade da taxa de variagdo temporal (HOLZAPFEL, 2004), pode-se
adotar, por exemplo, a taxa objetiva de Jaumann (CRISFIELD, 2000):

X =%~ W,x+xW, (6.31.1)

W, =ant(Lp):%(Lp -L,)=L,-D (6.31.2)

p p p

E possivel demonstrar (DETTMER; REESE, 2004) que a combinagdo das expressdes (6.28),
(6.29), (6.30) e (6.31) resulta em:

Y=A, {5@ sim(ZC;A;DpApX)} AT (6.32.1)



X= A (AT ~sim(2C/ATD,A X) =y ATR AT ~sim(2C/ATR, A X) |=7R, (6.32.2)
onde R, ¢ o tensor que define a evolugdo da varidvel X (na configuragdo inicial).

A evolugdo do parametro de encruamento isotropico adotado neste estudo € (ver

equacdo 6.28):

=020, ) = 2R ) =3 2R, (), =7 @3

onde r_ 4 fungdo escalar que define a evolucdo do pardmetro k. Com a adogdo desse

parametro de encruamento isotrépico, para o caso da aproximagao de Green-Naghdi para

pequenas deformacgdes (ver secdo 6.3), a funcdo escalar r_ (ver equagdo 6.15.5) ¢ dada por

. = ,/%(R : R) (ver equagdo 6.15.4).

6.4.4. Determinagdo do multiplicador plastico

Assim como em pequenas deformagdes (ver secoes 6.2 € 6.3), no regime de grandes
deformacdes, a funcdo que descreve o critério de plastificacdo (6.27) também deve satisfazer

as condic¢des de complementaridade e consisténcia (ver equagdes 6.10 ¢ 6.11):
y®=0 (6.34.1)

y®=0 (6.34.2)

De modo similar ao regime de pequenas deformacdes (da secdo 6.2) e a aproximacao de

Green-Naghdi (da secdo 6.3), a variavel escalar 3.12 0, chamada de multiplicador plastico, ¢

determinada pela condi¢do de consisténcia (6.34.2). Para o caso em que ocorre evolugao das



variaveis plasticas (E,, X e k), temos y>0 e, consequentemente (ver expressoes 6.28,

6.32.2 ¢ 6.33):

N L IWW I S TN I (Y
OE oA, " X ox OE oA, VT " oX oK

op = ob (- ob (- oD
=—E+— | YRA |[+—:| YRy [+—
O 0A (Y ‘ "j oX (Y "j 8K(erj

op * | oD oD oD
:—:E+Y{—:(RLAP>+8—X:RX+6—KI'K:|:O:>

oD/ E

Y:_[(a(b/aAp) (R.A, )+(00/0X): R, +(6®/a|<)rK] :E=B:E  (6.35.1)

o0 / 3E,
B, =- j (6.35.2)
[(o070A,) (R,),, (A, ) +(6®@/aX), (Ry), +(6@/oc)x, |

6.4.5. Evolucao da tenséo

A taxa de variacao (temporal) do segundo tensor de Piola-Kirchhoff (ver equagdes
6.3) pode ser determinada a partir da expressdo (6.25.1):

é:%(A'IS A”):%(A;)SCA;I+A;s°eAj+A;se§(Aj)=r E (636.1)

p~e’Tp hep

[ ] L ] 2 [ ] [ ]
s -Be.g Ve g _p.g (6.36.2)



(6.36.3)
ﬁ( 1= '1=8(A1’)26(AP):6(A1’);A (6.36.4)
ot "l a(A,) e a(A,) T
0 (ar)-ar 2AA) OA) _2(AT) b (6:36.5)
ot Tl a(Ay) ot a(Ar) T

onde o tensor de quarta ordem /7, =0S/OE ¢ o operador tangente consistente elastoplastico

(SIMO; TAYLOR, 1985; CRISFIELD, 2000). As taxas presentes nas equagdes (6.36) sdo
dadas por (ver expressdes 6.28 e 6.35):

A, =LA =yRA, = (B : Ej R,A,=[(R.A,)®B]E

(6.37.1)
.T Ty T A TpT . : TpT _ TpT . :

AT=ATL! =y A'R! :(B.EJAPRL -[(A;R})®B|:E (6.37.2)

ATE AT=D =vR, =(B:EJRP =(R, ®B):E (6.37.3)

As derivadas da inversa (8A]'J1 /OA, e GA;)T / GAIT)) podem ser encontradas, por exemplo, em

Holzapfel (2004), e o célculo do operador tangente consistente hiperelastoplastico /7, (ver

expressao 6.36.1) ¢ dado no Apéndice D desta tese.



6.5. Modelos adotados

Neste item, sdo descritos os modelos elastoplasticos implementados nos codigos

computacionais desenvolvidos neste estudo.

6.5.1. Leis constitutivas elasticas

Com relagdo aos modelos para materiais elastopldsticos usados neste estudo, quatro
relacdes, analogas as leis hiperelasticas (5.2), (5.3), (5.4) e (5.5), foram adotadas. Em todas
essas relagdes, a parcela elastica da energia de Helmholtz ¢ descrita em fungdo da parcela
elastica de deformagao (ver equagdo 6.18). O primeiro modelo ¢ a lei elastoplastica de Saint

Venant-Kirchhoff (ver equagdes 5.2):
v =y (E,)= %[tr(Ec )T +nftr(E2)] (6.38)
O segundo modelo ¢ a lei elastoplastica de Rivlin-Saunders (ver equagdes 5.3):
Vi =R (™), (2, = U O) + i [ (), (), | (6:39)
O terceiro modelo € a lei elastoplastica de Hartmann-Neff (ver equacdes 5.4):
Wik =i [ 90 (0%) (), = Ui (00 +wi | (1) (1), | (6.40)
Por fim, o quarto modelo ¢ a lei elastoplastica neo-Hookeana (ver equagdes 5.5):

i =i [1(0), [=k[In (1) ] +r[(i,), -3-2mn(1,)] (6.41)



Para a decomposi¢do aditiva da deformagdo (ver se¢do 6.3), os valores de C,, J_,

(ilis" )e , (izis" )e e i,(C,) sdo dados pelas expressdes a seguir (ver equagdes 3.16, 3.17 ¢ 3.19):
E.=E-E = %(CC -I) :%(C—I)—{%(Cp —I)} =C,=C-C +1 (6.42.1)
J2 =det(C, ) = det (C) —det(C, ) +det (I) = J2 =J* - I} +1 (6.42.2)

i(C,)=12u(C,)= (P -2 +1) " w(c-C, +1) (6.42.3)

-4/3

(€)= {(we) vl () =2 [ (ve )+ () -

(r ‘Jp;”)m {(trC —trC, +3) +tr[(C—cp +I)1} (6.42.4)

i,(C,)=tr(C,)=tr(C-C, +I)=trC—trC, +3 (6.42.5)

Jé& para os modelos hiperelastoplasticos (ver secdo 6.4), devem ser usadas as expressdes gerais

(3.23) e (3.24).

6.5.2. Critério de plastificacao

Neste estudo, foi escolhido o critério (tridimensional) de von-Mises (CRISFIELD,
2000). Para o caso da decomposi¢do aditiva de Green-Naghdi, apresentada na se¢do 6.3, o

critério de plastificacao ¢ dado por (ver equagdo 6.15.3):

®(S,X,K)=S, (s,x)—\EoK (k) =l dev(S—X)| - %csk (k)<0 (6.43.1)

HdeV(S—X)H = \/[deV(S—X) : deV(S—X)} = \/[deV(S—X)]ij [deV(S—X)]ij (6.43.2)



dev(e)= (0)—%&(0)1 ou [dev(-)]__ = (-)ij —%(-)kk 3, (6.43.3)

1

onde o _ ¢ a tensdo limite de escoamento, descrita em fun¢do do pardmetro de encruamento
isotropico «; deV(O) denota a parcela desviadora (PROENCA, 2006) de um tensor de
segunda ordem; e o simbolo ||0||representa a norma de um tensor de segunda ordem

(HOLZAPFEL, 2004).

Para o caso hiperelastoplastico (ver expressao 6.27), o critério (tridimensional) de von-

Mises ¢ dado por (DETTMER; REESE, 2004):

O(M,,x, k) =M (Mc,x)—\EcsK (k) =lldev(M, —x)l —\EGK (k)<0 (6.44)

6.5.3. Lei de fluxo

A lei de plastificagdo empregada neste estudo ¢ associativa, isto €, essa lei obedece a
regra da normalidade (PROENCA, 2006). Para a aproxima¢ao de Green-Naghdi (ver secao

6.3), a lei de fluxo associativa ¢ dada por (ver equagdo 6.15.4):

(6.45)

Esta condi¢do ¢ chamada de regra da normalidade, pois a variacdo da deformagdo plastica

(E.p) passa a ter a dire¢do da normal a superficie de plastificacio (PROENCA, 2006). No

caso da hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4), a regra da normalidade ¢ aplicada ao tensor

R, (ver equagdo 6.28.3). Assim, a lei de fluxo ¢ dada por (VLADIMIROV; PIETRYGA;
REESE, 2008):

90 L p 0 (6.46)

R =
"M, oM



Para definir a evolugdo da parcela plastica do gradiente (A ), resta definir o tensor Ry, (ver

equacdes 6.28). Neste estudo, foi empregada a seguinte relagdo (ETEROVIC; BATHE, 1991):

oD e
oM, o Tom, e (6.47)
A derivada da norma de um tensor, que aparece na lei de fluxo associativa com critério

de von-Mises (ver equagdes 6.43 ou 6.44), ¢ dada por:

| ('H’)}ﬁ (6.48)

onde o simbolo e denota um tensor de segunda ordem qualquer.

6.5.4. Leis de encruamento isotrdpico

Para estabelecer a funcdo o (K) (ver equagdes 6.43 ou 6.44), foram adotados trés

modelos de encruamento isotropico: polinomial, Swift € Voce. Para a lei polinomial, a fungao

escalar o, (k) ¢ dada por:

NC-1
o (k)= Z [an (K)n:| (6.49)
onde NC ¢ o nimero de coeficientes do material (a_ ).

Para a lei de Swift, a funcdo escalar o (K) ¢ dada por (ALVES, 2003):

o, (k)=K(E,+x)" (6.50)

onde K, E; e n sdo coeficientes do material.

Por fim, a lei de encruamento isotropico de Voce € expressa por (ALVES, 2003):



o, (k)=0,+ (0 —00)[1—6('(:”)} (6.51)

onde o,, o, e C, sdo coeficientes do material.

sat

Para o critério (tridimensional) de von-Mises (equagdes 6.43 ou 6.44), ¢ possivel

mostrar a seguinte relagao:

Oldev(e)] ofdev(e)] _ dev(s) dev(s) _dev(e):dev(e)

o)) a(e) [dev(e)] aev(e)] ldev(e)] =1 (6.52)

Assim, a evolucdo do parametro de encruamento isotropico, para a aproximagdo de Green-
Naghdi (ver secdo 6.3) e para a hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4), ¢ dada por (ver
equagdo 6.33):

. . 2 . 2
K=7,|==YI. =1 =,|— 6.53
Y’/3 VI =T ,/3 (6.53)

6.5.5. Leis de encruamento cinematico

Com relagdo ao encruamento cinematico, foram adotados trés modelos para definir a
evolucdo do tensor das tensdes inversas, representado por X (ver equagdes 6.15.6 ¢ 6.29): os
modelos lineares de Prager e de Ziegler, € o modelo nao linear de Armstrong-Frederick. Para

o modelo de Prager, ¢ usada a seguinte expressao (ALVES, 2003):
X=yRy=cD, =cyR, = R, =cR, (6.54)

onde ¢ ¢é um coeficiente do material.

Para a lei de Ziegler, a evolu¢ao de X ¢ dada por (ALVES, 2003):

X=yRy =y(S-X)= R, =S-X (6.55)



Por fim, para o modelo ndo linear de Armstrong-Frederick, a evolugdo de X ¢

expressa por (DETTMER; REESE, 2004):
X =yRy =cD —ybX=cyR, -ybX = R, =cR, —bX (6.56)

onde ¢ e b sdo coeficientes do material. Pode-se notar que, quando b=0, a lei de

Armstrong-Frederick se reduz a lei de Prager (6.54).

As expressoes (6.54), (6.55) e (6.56) também podem ser usadas no caso da

hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4). Basta substituir a taxa X pela taxa objetiva y, € o
tensor Ry pelo tensor R, . O tensor Ry, no caso hiperelastoplastico, € calculado pela

equagdo (6.32.2).

6.6. Previsdo elastica e correcdo pléastica

Segundo Proenga (2006), na analise de materiais elastoplasticos, ¢ necessario
empregar um procedimento incremental para verificagdo da lei constitutiva. Isso porque a
variagdo das varidveis internas (deformacgdo plastica e parametros de encruamento) ¢ dada na
forma incremental (ver equacgdes 6.15.4, 6.15.5 e 6.15.6, por exemplo). No regime
elastoplastico, além das equagdes de equilibrio (4.9), os estados de deformagdo e de tensdo
devem satisfazer o critério de plastificacdo, e as condicdes de complementaridade e de

consisténcia (ver equacdes 6.15.3, 6.15.7 e 6.15.8, por exemplo).

No procedimento incremental adotado neste estudo, sdo conhecidas as seguintes
variaveis mecanicas no inicio do incremento: deformacdo de Green-Lagrange E (3.17);
parcela plastica de deformagéo E, (ver equagdo 6.14 ou 3.24.3); pardmetro de encruamento
isotropico k (ver equagdo 6.15.5 ou 6.61); e parametro de encruamento cinematico X (ver
equagao 6.15.6 ou 6.30). No presente estudo, tais variaveis mecanicas no inicio e no fim de

cada incremento sdo representadas por {E,EP,K,X} o € {E’Ep’K’X}(l)’ respectivamente.

()



Sabe-se que o conjunto de variaveis {E,EP,K, X}(O) satisfaz tanto o equilibrio de forgas (4.9)

como o critério de plastificagdo (6.15.3) ou (6.27). O objetivo da presente andlise ¢ encontrar

o novo conjunto de varidveis {E’Ep’K’X}(l) que satisfagca tais condi¢des ao final do

incremento. Como as leis de evolugdo das variaveis plasticas E , k ¢ X (ver equagdes

6.15.4, 6.15.5 e 6.15.6) sdo dadas na forma de taxas, elas permitem calcular as variagdes

infinitesimais de tais variaveis (dE,, dk e dX). Assim, para encontrar os valores
correspondentes ao final do incremento AE = E(l) - E(O) , €ssas variagdes devem ser integradas

ao longo desse incremento:

(K,
AE, =E, -E, =[dE = [ & dE (6.57.1)
EI‘ E(o)

Ax = = (d 7 XK. 4k 6.57.2
K—K()—K(O)—I K—EJ- K (6.57.2)

¥ (0)
AX=X, -X_ = dx—Em X 4E 6.57.3
=X~ <o>—£ —EJ E (6.57.3)

0)

Para realizar estas integracdes, surgem dois problemas: ndo se conhece previamente a

evolugdo da deformagdo ao longo do incremento AE; e as leis de evolugdo (dE,/dE,
dx/dE e dX/dE) dependem, no caso geral, das varidveis mecanicas E, E , k e X, as
quais variam ao longo do incremento AE. Para resolver tais problemas, pode-se estimar a

deformacao ao final do incremento (E(l)) ¢ atualizar as variaveis plasticas (E_ , x e X)) de

modo a satisfazer tanto o equilibrio de forcas como o critério de plastificacdo. No presente
estudo, ¢ empregado o algoritmo de previsdo elastica e corregao plastica (CRISFIELD, 2000).
Em outras palavras, a verificagdo do modelo constitutivo elastoplastico se dd aqui em duas
etapas. Na etapa de previsao elastica, ¢ assumido que, ao longo do passo ou do incremento

finito, as varidveis plasticas (E , k e X)) ndo variam. Caso o critério de plastificagdo seja

satisfeito ao final do passo (®<0), entdo a hipotese de incremento puramente elastico

(AE, = Ak =AX=0) se confirma. Porém, se o critério de plastifica¢do for desobedecido ao

final do passo (® >0), deve-se realizar a corre¢do das varidveis plasticas (E,, k ¢ X),



também chamada de corre¢do plastica. Para isso, devem ser determinados os incrementos

AE , Ak e AX de forma que ® =0. Essa determinagéo ¢ feita por meio da integragdo das

equagdes constitutivas referentes a lei de fluxo plastico (6.15.4) ou (6.28), e a evolucao do
encruamento (ver equagdes 6.15.5 € 6.15.6, ou 6.32.2 e 6.33). De acordo com Belytschko, Liu
e Moran (2000), o procedimento numérico para tal integracdo ¢ chamado de algoritmo de

integracao constitutiva ou algoritmo de atualizagdo da tensao.

O algoritmo de correcdo plastica ¢ chamado de algoritmo de retorno. Sao usados, neste
estudo, os algoritmos de retorno de Euler implicito e explicito (CRISFIELD, 2000;
BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000). Em ambos os casos, a condicdo @ =0 ¢ imposta ao
final do passo (ou do incremento). No método explicito, as fungdes que descrevem a variagao
das varidveis plésticas sdo assumidas como sendo iguais aos seus respectivos valores no inicio
do incremento. J& no método implicito, assume-se que tais fung¢des sdo iguais aos seus
respectivos valores ao final do incremento. As equagdes empregadas para os retornos
implicito e explicito, para os casos da decomposicao aditiva de Green-Naghdi (ver secdo 6.3)

e da hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4), sdo dadas a seguir.

6.6.1. Retorno para a aproximacao de Green-Naghdi

Na etapa de previsao elastica, as variaveis plasticas ndo variam ao longo do passo, isto

¢ (ver expressoes 6.15):

E_. =E +AE (6.58.1)
(E,),. =(E,), (6.58.2)
Kor =Ky (6.58.3)

X . =X (6.58.4)



S\, =S| E,..(E,) | (6.58.5)
ol =o[s!) x,.X, | (6.58.6)

(1)

onde o simbolo ( ) indica que a grandeza faz parte da tentativa eldstica; e os indices n e

n+1 denotam, respectivamente, o inicio e o final do incremento AE. Caso d)ff)l >0, realiza-

se a corre¢do plastica, por meio do algoritmo de retorno. De acordo com Crisfield (2000), o
algoritmo generalizado do retorno de Euler, no caso da aproximagdo de Green-Naghdi (ver

secdo 6.3), ¢ dado pela expressao a seguir (ver expressoes 6.15.4, 6.15.5 ¢ 6.15.6):

(E,).., =(E,) +&v[(1-n)(R), +n(R) ] (6.59.1)
(), =(x), &y (1=n)(x,), +n(1),., ] (6.59.2)
(X),., =(X), +ay[ (1-n)(Ry), +n(Ry), ., | (6.59.3)

onde Ay ¢ a variagdo do multiplicador pléstico (y) ao longo do passo; os indices n e n+1
denotam, respectivamente, o inicio e o final do passo; € 1 € um parametro. Segundo Alves

(2003), a escolha do pardmetro m influencia a precisdo do calculo do incremento de
deformagdo plastica AE, =(Ep )nH_(Ep )n. Quando n=0, o retorno ¢ chamado de

totalmente explicito (ALVES, 2003) ou de ““forward-Euler” (CRISFIELD, 2000). Quando
n=1, o retorno ¢ chamado de totalmente implicito (ALVES, 2003) ou de “backward-Euler”
(CRISFIELD, 2000). Independente do valor atribuido ao pardmetro 1, a deformagao total

(E), estimada na etapa de previsdo eléstica, se mantém constante ao longo da corregdo

plastica.

Para o retorno explicito (1= 0), as expressoes resultantes para atualizagdo plastica sao

(ver equagdes 6.59):
(E,),,=(E,), +&r(R), (6.60.1)

(x),., =(x), +2v(r,), (6.60.2)



(X),., =(X), +Av(Ry), (6.60.3)

cDn+a;q):AEP+8;®AK+6;®:AX:0:>
8Ep oK oX
oD oD oD
O[E,...(E,) ’KH’XJJra_Ep Ar(R),+75 o8 (5), + 2 1 81(Ry), =0=
O E..E ), k. X,
Ay =-—5 [ IGED ) 8CD} (6.60.4)
o (R) +— — (R
ok, (o () v ox (R,

A solugdo consiste em determinar Ay, atualizar as variaveis plasticas (Ep >n+1’ (K)]1+1 e
(X).,,» e atualizar as fungdes (R), (r) e (Ry)  até que
D ., =(D|:En+1,(Ep)n+l,Kn+1,Xn+l:|=0. As derivadas da fungdo escalar @ em relagdo as
variaveis plasticas E

»» kK e X, para os modelos elastoplésticos adotados (ver se¢do 6.5), sdo

dadas no Apéndice E.

Para o retorno implicito de Euler (n=1), as expressdes para atualiza¢do plastica

resultam em (ver equagdes 6.59):

(E,),, =(E,), +ar(R),,, (6.61.1)
(x),., =(x), +Av(r,),., (6.61.2)
(X),., =(X), +Av(Ry),., (6.61.3)

®,, =P E,.(E,) 60X, =0 (6.61.4)

n+l

Como as variaveis plasticas (E,, k ¢ X)) e as fungdes que estabelecem as leis de evolug@o

(R, r. e Ry) ndo sdo conhecidas ao final do passo (n+1), utiliza-se aqui o método de

Newton-Raphson (ver secdo 4.6). Para isso, deve ser calculado o seguinte vetor residuo:

r' ={r,5.r,1,} (6.62.1)



(6.62.2)
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Nestas expressoes, o indice n+1 foi eliminado, e as variaveis com indice n sdo fixas. Se o

vetor residuo (r) ndo for suficientemente pequeno, deve-se determinar um novo vetor

T . ~ y . . . ~
z = {Ep, K, X, Ay} via expansdo em série de Taylor e linearizagao:

(6.63)

=0

or j_l .
15//

{

r+ar-Az:0 ou Az
oz



Esse vetor z ¢ atualizado até que o residuo (6.62) seja suficientemente pequeno. As derivadas

do residuo (r) em relacdo ao vetor z, para os modelos elastoplasticos adotados (ver se¢ao

6.5), sdo dadas no Apéndice E.

6.6.2. Retorno para a hiperelastoplasticidade

No caso da hiperelastoplasticidade (ver se¢ao 6.4), o retorno explicito de Euler (n=0)

¢ realizado com as seguintes expressoes (ver equagoes 6.28, 6.32.2, 6.33 e 6.60):

(4,),=(a,) + M {[(R,), +(Ry), ](4,) | =(A,), +Av(R,),  (6.64.1)
(x),., =(x), +Av(r,), (6.64.2)

(X),., =(X), +Av(Ry), (6.64.3)

Analogamente ao caso da aproximagao de Green-Naghdi (ver se¢do 6.6.1), a solugdo consiste

em determinar os valores de Ay, (Ap)nﬂ’ (K)n+l e (X)r1+l de forma a satisfazer

D, = (D|:An+l’(Ap )n+1 ) Kn+1’Xn+1:| =0.

Para o retorno explicito (1 =0), basta substituir, nas expressoes (6.60), E por A , e
R por R,, =R, A . Ja para o retorno implicito de Euler (n=1), a corregéo plastica na
hiperelastoplasticidade ¢ realizada com as seguintes equagoes:

T

r' ={r,r,r,1,} (6.65.1)
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(6.65.4)
(6.65.5)
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-1
j r=0
onde as variaveis com indice n sao fixas. As derivadas do residuo (r) em relagao ao vetor z

_ _(3_r
oz

or Az =0 ou Az
oz

r+—-
sdo fornecidas no Apéndice E.



6.7. Formulacdo para barras prismaticas sob tracdo uniaxial

Neste item, para mostrar a aplicacdo da presente formulacdo elastopldstica a um caso

particular, s3o descritas as formulagdes para barras prismaticas sob tragdo uniaxial (ver figura

6.1) em regimes eldstico e elastoplastico, para a aproximacdo de Green-Naghdi (ver secdo

6.3) e para a hiperelastoplasticidade (ver secdo 6.4).

JI -
X3 - -

he X1

La

Posigdo inicial

_Le

= 3
¥ Lo 1

Mudanga de configuragio (3.7): y,= % X2
L]

I
he
hy

¥37

)

L | ’ P
Posigéo final
Fy

ﬁl_}\’—

e
hy by

Tensdo de Cauchy (ver equagio 4.1) o =0

ay =0

Figura 6.1. Barra prismatica sob trag@o uniaxial. Os campos vetoriais X e y sdo, respectivamente, 0s

vetores posi¢do inicial e final (ver se¢do 3.1). F, ¢ a forca aplicada na dire¢do longitudinal (X, ou y,),

com distribui¢do uniforme ao longo da secdo transversal cuja area final ¢ A, .

Considerando a mudanga de configuracdo da barra da figura 6.1, o gradiente (3.11), o

campo de deslocamento (3.9) e a deformacao de Green-Lagrange (3.17) resultantes sdo:

L
A, 0

0

b,
b,
0

0

h;
hO

(6.66.1)




Le
LO
u=<u,(x)r=1y,(x)-x, = %-lsz (6.66.2)
0
by
h

AC-10 0
E-_(ATA-T)==| 0 &°’-1 0 |=
2 2 ,
0 0 A2-1
oy _
[—f] -1 0 0
LO
E, 0 07 Y
E=|0 E, 0|=—| 0 1] 0 (6.66.3)
2 b,
0 0 E, i
0 0 (5j -1
hO

Pode-se notar, na expressao (6.66.2), que a componente de deslocamento u, ¢ nula para a

face com coordenada x, =0, a componente u, ¢ nula para a face com coordenada x, =0,¢ea

componente u; € nula para a face com coordenada x, =0.

Em relagdo ao campo de tensdes, o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, representado

por S, resulta em (ver expressdes 3.13 ¢ 4.3.1):

% 0 0 % 0 0
: | o, 0 Of " |
S=JAGAT=AAA] 0 — o0l0o 0 00 — o0|>
}\'2 7\'2
. 0 0 O .
0 0 — 0 0 —
. A L Ay |




S, 0 0
S={0 S, 0|= 0 0 0 (6.67)
0 0 S,

De acordo com a figura 6.1, a componente do vetor tensdo de Cauchy t, possui o mesmo
sentido da forca aplicada F, isto ¢, t, € positiva para as faces cujo vetor normal unitario €
n' ={1,0,0}, e ¢ negativa para as faces com n' ={-1,0,0}. Assim, segundo o teorema da

tensdo de Cauchy (4.1), t, =on, e, assim, a componente de tensdo ©, € sempre positiva.

Com a expressdo (6.66.1), € possivel mostrar as seguintes relagdes:

L, =AL, (6.68.1)
b, =L,b, (6.68.2)
h, =Ash, (6.68.3)

onde as dimensdes iniciais (L,, b, e h,) e finais (L;, b; e h;) da barra prismatica sdo
ilustradas na figura 6.1. Com essas equagdes e com o resultado da expressdo (6.67), pode-se

relacionar o unico valor ndo nulo do segundo tensor de Piola-Kirchhoff (S,;) com a forca

uniformemente distribuida aplicada na dire¢do longitudinal (F ), mostrada na figura 6.1:

S, = Ayhy G, = s h __h ou F=SLA, (6.69)
M Mo\ MAsbehy ) MA

onde A, ¢ a 4rea inicial da secdo transversal.

Para a barra da figura 6.1, a relacdo entre suas dimensdes iniciais e finais com a
deformacao, e a relag@o entre a medida de tensdo adotada com a forga aplicada sdo definidas,
respectivamente, nas equagdes (6.66) e (6.69). Resta estabelecer a relacdo entre tensdo e
deformacgdo, ou entre a forca aplicada e as dimensdes inicias e finais da barra. Para isso, deve
ser definida a lei constitutiva do material. Para materiais em regime elastico (ver equagao 4.4),
a lei constitutiva pode ser expressa pela seguinte relacdo hiperelastica entre tensdo,

deformacdo e energia de Helmholtz (ver equacdo 5.7):



ou S. = é‘w(E) (6.70)

Com isso, para a barra prismatica sob tracdo uniaxial da figura 6.1 em regime elastico, a Uinica
componente nao nula do segundo tensor de Piola-Kirchhoff ¢ (ver equagdes 6.66.3 ¢ 6.67):
oy(E)

S, = 6.71
=R, (6.71)

Assim sendo, a for¢a longitudinal uniformemente aplicada ao longo da secao transversal da
barra ¢ (ver equagdo 6.69):
ov(E)( L,

MA,=———| — |b,h 6.72
oF, 1439 oF, (Loj oo (6.72)

F1 = SIXIAO =

Esta expressao relaciona, para materiais homogéneos em regime elastico (ver equagdo 4.5), as

dimensdes iniciais da barra (L;, b, e h;), o comprimento final (L;) da barra, a lei
constitutiva hiperelastica, descrita por \V(E) , € a forca uniformemente distribuida ao longo da

secdo transversal (F ). No caso geral, a derivada 8\|/(E)/ E, depende do tensor deformagao

E , dado na equagdo (6.66.3). Com a equacao (6.72), conhecidas as dimensdes inicias da barra

e a lei constitutiva, pode-se determinar a relagdo F versusL,, para o caso de barras
prismaticas homogéneas sob tracdo uniaxial em regime elastico. Ademais, chamando o

deslocamento da face extrema com coordenada x, =L, de u,, temos:

— L
ul:ul(Lo):}’1(Lo)_L0:L_fLo_Lo:Lf_Lo (6.73)

0

Dessa forma, pode-se escrever a seguinte relagdo alternativa:

F,=F ()= oy (E) (LO 4 Jboho (6.74)

oE, | L,

Para simplificar o equacionamento, sera adotada aqui a lei hiperelastica linear de Saint
Venant-Kirchhoff (ver equacdes 5.2, 5.9 e 6.38). Com essa lei, a componente S, do segundo

tensor de Piola-Kirchhoff (ver expressdao 6.67), as deformagdes transversais (ver equagao

6.66.3) e as dimensodes finais da secdo transversal da barra (ver figura 6.1) resultam em:



2
S, —E(El)—gl{%j —1] (6.75.1)
0
(b, ) LY
E,=—|| L | -1|=—=VE, = b, =b,/-2vE, =b, [1-v|| =L | —1 (6.75.2)
2| b, L,
1/(n, Y LY
E,==|| =L | —1|=—vE,=h, =h,JT-2vE, =h, [1-v|[ =L | -1| (6.75.3)
2| h, L,

Com as equagdes acima, conhecidas as dimensdes iniciais da barra (L,, b, e h,), as

propriedades constitutivas (E e v, neste caso), é possivel calcular, para determinado

comprimento final (L, ), o segundo tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff (S), as dimensdes
finais da barra (L;, b; e h;) e o tensor deformagdo de Green-Lagrange (E ). As expressoes

(6.72) e (6.73), as quais relacionam a forga aplicada com o comprimento final ¢ com o
deslocamento longitudinal (em regime elastico), podem ser substituidas por (ver equagao

6.75.1):

() 2 o <12 £ o @76

3
F = E(El)(LOL+ 4 Jboho %[(H%J —[1+%ﬂboho (6.76.2)
0 0 0

Para o caso de barras homogéneas sob tragdo uniaxial em regime elastoplastico (ver

secdo 6.1), as equagdes (6.66), (6.67), (6.68) e (6.69) também podem ser utilizadas. Nesse

caso, porém, a relagdo entre a tensdo S, e a deformacgdo (total) E, passa a ser diferente da
relagdo elastica (6.75.1), j4 que a evolugdo da tensdo S, passa a depender, também, da

evolucdo da parcela plastica da deformacdo. Assim, para estabelecer a relacdo entre forca e
comprimento final, ou entre for¢a e deslocamento longitudinal, € preciso definir a resposta
elastoplastica do material. Nos itens a seguir, sao descritas as equagdes, no caso de barras em
tracdo uniaxial, para a aproximag¢do de Green-Naghdi (ver secdo 6.3) e para a

hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4).



6.7.1. Formulacdo de Green-Naghdi para barras sob tracdo uniaxial

Para carregamento (ou deslocamento) longitudinal monotonamente crescente, pode-se
definir limite elastico da barra sob tra¢do uniaxial como sendo o ponto (ou o instante) a partir
do qual o material entra em regime elastoplastico. Em outras palavras, ap6s o limite elastico, a

funcao que descreve o critério de plastificagdo (6.15.3) passa a obedecer as seguintes relagdes

(KHAN; HUANG, 1995):

D=D=0 (6.77.1)
. 45-L g >0 (6.77.2)
OF OE. !

1

Por definigdo, a funcdo @ ¢ negativa antes de o material atingir o limite elastico, e a condi¢ao

(6.77.2) ¢ chamada de carregamento plastico.

De acordo com a aproximacgdo de Green-Naghdi (6.14), a deformagao total de Green-

Lagrange E (3.17) ¢ decomposta aditivamente nas parcelas elastica (E, ) e plastica (E, ). No

caso de barras prismaticas sob tragdo uniaxial (ver figura 6.1 e equagdes 6.66) em regime

elastoplastico (ver equacdes 6.77), a parcela elastica de deformacao ¢ dada por:

E, 0 0] TE o o]]J[E, 0 o0
E.=E-E,=>| 0 E, 0|=/0 E, 0/-|0 E, 0 |=
0 0 E,| |0 0 E| |0 0 E,
E~E, 0 0
E.=| 0 E-E, 0 (6.78)
0 0 E,-E,

Neste caso, assumindo que a resposta elédstica ¢ descrita pela lei hiperelastica linear (5.9), o
segundo tensor de Piola-Kirchhoff (S) e as deformagdes elésticas transversais resultam em

(ver equagdes 6.15.2 ¢ 6.75):



S, 0 0

S={0 0 0|,S=E(E,)=E(E,-E,)=E %l(
0 0 0

E,=E,-E,=-VE, =-v(E,-E,)

E,=E,—E;=-VE,=—v(E -E,)

Sabe-se que, no caso de materiais em regime elastopldstico, ocorre evolucdo das

variaveis plasticas, ou seja, o multiplicador pléastico y >0, que aparece nas leis de evolugao

(6.15.4), (6.15.5) e (6.15.6), é positivo. Assim, para satisfazer a condicdo de consisténcia

(6.15.8), a expressao y >0 implica @ =0. Nesse caso, o parametro escalar y >0 pode ser

calculado via equagdo (6.15.9). Para utilizar tal equacdo, devem ser definidas as fungdes R,

r. e R

X

encruamento isotropico k e do tensor das tensdes inversas X (ver equacdes 6.15.4, 6.15.5 ¢
6.15.6). Para o critério de von-Mises (ver equagdes 6.43), deve ser determinada a parcela
desviadora (PROENCA, 2006) da diferenca entre o segundo tensor de Piola-Kirchhoff (S) e

o tensor das tensdes inversas (X ). No caso da barra sob tracdo uniaxial (ver figura 6.1, e

equagdes 6.66, 6.67 € 6.79.1), temos:

0

2
%j —1}Ep1 (6.79.1)

(6.79.2)

(6.79.3)

as quais estabelecem a evolugdo da deformagdo plastica E , do pardmetro de

X, 0 0
X=l0 X, 0], X=X +X,+X, (6.80.1)
0 0 X,
zs1 0 0 Xl—ltrX 0 0
3 3
dev(S—X)=devS—devX=| 0 —%Sl 0 |- 0 X, —%trX 0
1 1
0 0 =5 0 0 X,—3tX
2 1Y (1 1Y (1 1Y
|dev(S—X)| = Kgsl—x +§ter +£—§sl—x2 +§trX) +£—§s—x3 +§trxﬂ (6.80.2)



®(8,X,x)=®(E,E,,X, )| dev(S—X)|| - %GK (x)<0 (6.80.3)

Segundo o critério de von-Mises (ver equacdes 6.43) e a lei de fluxo associativa

(6.45), a evolucdo da deformacado plastica, para a barra sob tracdo uniaxial, ¢ dada por (ver

equacao 6.48):
o0 - 0|dev(S—X)| - dev(S-X) -
RIS s Maesx) N
1 dev(S-X), 0 0
R=—— 0 dev(S-X) 0 (6.81)
Jaev(s-X)]| 0 dev(s-X),

onde o tensor de segunda ordem deV(S - X) ¢ dado na expressao (6.80.2). As demais leis de

evolucdo x e X sdo dadas nas expressdes genéricas (6.53) e (6.15.6), respectivamente.

Para calcular o parametro escalar y >0 via equacdo (6.15.9), € necessario determinar

as derivadas da funcdo que define o critério de plastificacdo (@ ) em relagdo as variaveis E,

E_ ., x© ¢ X. No caso da barra sob tragdo uniaxial (ver equagdes 6.78, 6.79 ¢ 6.80) temos:

; od / OE, 0 0 aaaad(SX)EOO
(VA4 I T
ET| 0 0 e T x| ° |7
0 0  00/0E, ‘ faev(s-3)1 5 o
dev(S—-X
0 _g (5-X) 0P _ob (6.82.1)
OF, |dev(S—-X)|" oE, @K,
o o0 oS o0 oS, ag(@ijag
OE, 0S OE, oS, 0E, 0S| OE OE
dev(S—-X
® __g (5-X) | 0P 0 (6.82.2)

OE |dev(s-X)

0E, OE

pl p3



oD 2 0o,
= (6.82.3)
o0 _ o0 dev(S-X) oo dev(S-X),
X 08  |dev(s-X)| X, [dev(s-X)|

(6.82.4)

No caso das barras sob tracdo uniaxial, o calculo do pardmetro escalar y >0 ¢ feito da

seguinte forma (ver expressoes 6.12, 6.15.9, 6.81 ¢ 6.82):

GG, 0 0000 p g b 2000 00 o
GE, OB, " o oX OE, ' GE, 3ok o8
v= 0.k, E, =B,E, (6.83.1)

[(®.E)R, +(24) 0,k +(®.X) Ry |

a5 _ D,E,

| |:((D,E1)R1+(%)GK,K+(®,X):RXJ

(6.83.2)

onde R, ¢ dado na equagdo (6.81).

Para determinar a variagdo das variaveis plasticas (E,, k e X)) da barra sob tracdo

uniaxial ao longo do incremento de deformacdo (total) AE:E(I)—E( ) sdo utilizadas as

0
expressoes a seguir (ver equagoes 6.15.4, 6.15.5, 6.15.6 ¢ 6.83):
Eiy

o, 4o,
~E,, = [E,dt=[yRdt= [ (BR)dE, (6.84.1)

to to Eyo)

AE, = Ep(l)

t) t Ei
. . 2
AR =) =K, = [kdt=[yrdt= | (Bl \/;]dEl (6.84.2)
to to

Eio)

4o, Y, Ey)
~X, = [Xdt=[yRydt= [ (BRy)dE, (6.84.3)

to to Ey()

AX =X,



onde os indices 0 e 1 representam os respectivos valores das variaveis no inicio e no final do

incremento AE = E(l) —E(O) . O objetivo da analise dos materiais em regime elastoplastico ¢ o
seguinte: a partir do conjunto de varidveis mecénicas conhecido [E(O),Ep(o),K(o),X(o)], sendo
CI)[E(O),EP(O),K(O),X(OJ =0, determinar o novo conjunto [E(l),Ep(l),K(l),X(l)} ou

[E(O) +AE,Ep(1)+AEp,K(O) +AK,X(0) +AX} de modo a obter @[E(l),Ep(l),K(l),X(IJ:0 ou

CD[E +AE,Ep +AEp,K +AK,X(O)+AX:|=0. Pode-se notar, mesmo para o caso da

(0) (1) (0)

tracdo uniaxial, a complexidade na determinagdo dos incrementos (6.84.1), (6.84.2) e (6.84.3)
no caso geral, j& que as varidveis a serem integradas variam ao longo do incremento AE.

Porém, uma vez determinados tais incrementos e, portanto, 0 novo conjunto
[E(l),Ep(l),K(l),X(lJ , as relagdes elastoplasticas da forga aplicada (F) com o comprimento
final da barra (L;) e com o deslocamento longitudinal da face extrema com coordenada

x, =L, (u_l) sdo, para a barra da figura 6.1 com resposta elastica descrita pela lei linear (5.9):

B 2
(L L
F=E{- —f} ~1|-E (—f]bh (6.85.1)
1 2_(L0 } pl L, otlo
i wY u
F=Ei [1+%) 1}13101 [1+%)b0h0 (6.85.2)
0 0

Sabe-se que o traco de um tensor desviador ¢ nulo (HOLZAPFEL, 2004). Além disso,
de acordo com a regra da normalidade, expressa em (6.81) para a barra sob tragao uniaxial, as

seguintes expressoes podem ser escritas (ver equagdes 6.15.4, 6.33 e 6.78):

tr(Epj:tr(Dp):Ep1+Ep2+Ep3 =0 (6.86.1)
- 1 1
Bp =By =-_ B, =E, =Ey=—_F, (6.86.2)

2 3
=\E\EEP1 =x=E, (6.86.3)

EP

K=,|—
3




Para barras sob tracao uniaxial constituidas de materiais em regime elastoplastico com

encruamento isotropico apenas, considerando o critério de von-Mises (6.43), lei de fluxo

associativa (6.45) e parametro de encruamento isotropico dado em (6.53), temos as seguintes

expressoes (ver equagdes 6.80, 6.81, 6.82 e 6.83):

X=R,=AX=0 (6.87.1)

devs$=8,| 0 -1 0 |=E(E-E,) VAR (6.87.2)

00—%

® = |devS|| - \EGK = \Esl - \EGK <0 (6.87.3)

00 _ o (devS), :E\P’ o o _, (6.87.4)
OE,  |devs| 3’ OE, O,
oo _ 0w _ (devS) \E,ai’:aﬂ:o (6.87.5)
0E, O, |devs)| 3°0E,, OE,
\/% 0 0 %0 0
*  * devS -
P _ i R— _[1 6.87.6
= faows] ! 0 oo |= 0 Vo 0 | (6876
o o /¥ N N
y= D.E, E, =B, E, (6.87.7)
[(@,EI)R1+(%)GK,K:|
B, ®.E, (6.87.8)

[(@,EI)R1+(%)GK,KJ

Se o material da barra sob tragdo uniaxial for elastoplastico perfeito (PROENCA,

20006), ¢ possivel ainda simplificar algumas das equacdes (6.87):

6, =0, (constante) = 0P /0k =06,/ 0k =0 (6.88.1)



@ = \ESI = \Eco <0 (6.88.2)

. CD E . . . .
y:’—lElzLElz\ﬁElzBlEl (6.88.3)
[(®.E)R,] " R, 2
3
B - (6.88.4)

Assim sendo, o incremento de deformagao plastica longitudinal é (ver equagdo 6.84.1):

Ei) Ei)
3 [2
AE, =E, ~E, = [ ( /5 /§]dE1 = [ dE, = AE, (6.89)
Eio) Ei)

Com este resultado, pode-se verificar o critério de plastificacdo (6.88.2). Se CD(O) =0, entdo

S,y =E (El(o) - Epl(O)) =0, . Assim sendo:

()

@, =S, -0, :E(El(l) —Epl(l))—co - E(E1

1~ +AE, —E

~AE, )0, =

(1) (1)

D +AE, -E |

(1) (1)

-E(E, 0

~AE, )=, =E(E,) =By ) =0, =0 (6.90)

Neste caso, ao longo do carregamento em regime elastoplastico, a tensdo S, mantém-se
constante e igual a o,. Assim, a forca aplicada na barra passa a ser dada por (ver figura 6.1, e

expressoes 6.69 e 6.73):

F =S\A, =0,,A0=0, [%] boh, =0, (1 +%] b,h, (6.91)

0 0

Para a fase de descarregamento eléstico, temos as seguintes condi¢des (KHAN;

HUANG, 1995):
<0 (6.92.1)

. 4B <0 (6.92.2)
OE



Ao longo dessa fase, a forca aplicada na barra também pode ser determinada a partir da

equacao (6.85), sendo que a deformacao pléstica permanece constante.

O limite elastico da barra sob tracdo uniaxial, representado aqui pelo alongamento

longitudinal A,;, ¢ o ponto (ou instante) em que a tensdo atinge o limite inicial de

escoamento. Assim, para a aproximagao de Green-Naghdi (6.14), o referido limite pode ser

determinado a partir das equagdes (6.80), considerando E, =X=0, E=E, ¢ P =x=0:

2 2 E,. , s (0
@:\gsl_goK:o:E(xm ~1)=0,(0)= A, = (1+2#} (6.93)

onde o, (0) ¢ o limite inicial de escoamento, ou seja, ¢ o valor de 6, correspondente a k =0.

Em suma, a relagdo geral entre a forca aplicada e o comprimento final (ou deslocamento
longitudinal méximo) da barra sob tra¢ao uniaxial da figura 6.1 ¢ calculada por (ver expressao

6.66.1):

- Equagdo (6.76.1) (ou 6.76.2), para carregamento elastico (A, <A, );

- Equagdo (6.85.1) (ou 6.85.2), para carregamento elastoplastico (A, >A,.) e para

descarregamento elastico (6.92).
6.7.2. Formulacéo hiperelastoplastica para barras prismaticas sob tra¢éo uniaxial

A mesma sequencia adotada na secdo 6.7.1 ¢ utilizada aqui, ou seja, inicialmente sdo
descritas as equagdes gerais para barras hiperelastoplasticas (ver secdo 6.4) sob tragdo
uniaxial e, posteriormente, as simplificacdes para os casos com encruamento isotropico e

elastopléstico perfeito.

No ambito da hiperelastoplasticidade (ver secdo 6.4), para a fase de carregamento

elastoplastico (6.77), o gradiente da barra sob tracdo uniaxial (ver figura 6.1 e equagdo 6.66.1)



¢ decomposto de forma multiplicativa nas suas respectivas parcelas elastica (A,) e plastica

(A,):

A=AA, (6.94.1)
M 0 07 a, 0 o, 0 o] [an, O 0
0 % 0|=[0 2, 00 &, 0= 0 A, 0 |=
0 0 A& [0 0 a0 0 0 0 Ak,
Ao 007 [a/a, 0 0
A= 0 A, O]=] 0 a/a, 0 (6.94.2)
0 0 A, 0 0 /A,

onde A, e A ; sdo, respectivamente, os alongamentos elastico € plastico ao longo da direcdo |

(ver figura 6.1). Com esta decomposi¢do, chamada de decomposicdo de Kroner-Lee (ver
equagdo 3.23), as parcelas elasticas dos tensores de Cauchy-Green direito e de Green-

Lagrange (ver expressoes 3.17 e 3.24) sdo:

2
}\’elz 0 0 (7\.1/7»},1) 0 0
C.=AA=| 0 27 0= 0 (L) o0 (6.95.1)
2
0 0 >\'63 i 0 0 (X3/7\’p3 )2_
_ X _
A=l 0 0 (/) -1 0 0
1 - 1 2
E.~ 8 x62;—1 }L? 1 =3 0 (/1) -1 0 2 (6.95.2)
S 0 0 (A/2) -1

Com relagdo as tensdes, para o gradiente plastico da expressdo (6.94), pode-se
relacionar a tensdo (S ) da expressdo (6.67) com o segundo tensor de Piola-Kirchhoff definido

na configuracgdo intermediaria (ver figura 3.3 e expressdo 6.25.1):

S, 0 0 S, 0 0
S.=ASA =A |0 0 0/A]=| 0 0 0[,S, =
0 00 0 0 0 !




Ademais, considerando a resposta elastica linear (ver equagdes 5.2, 5.9 e 6.38), a relagdo entre

S.; € E,,, e as deformagdes elasticas transversais sdo, respectivamente (ver expressao 6.95.2):

el

2
E E|f %
Sei :E(Eel)zz[}“elz_l]zz [X_IJ -1 (6.97.1)
pl
L -
B, =L 2| C1|=v(E,)=—¥|[ 2| -1 (6.97.2)
21\ Ay 21\ A,
L -
B, =t|| 2| Cr]ev(e,)=— Y| 2] o (6.97.3)
2\ Ay 21\ A,

O tensor elastico de Mandel (6.25.3), utilizado no critério de plastificagdo geral (6.27),
resulta em (ver equagdes 6.95.1, 6.96 € 6.97.1):

A2 0 0 s, 0 0] [M, 0 0
M, =CS.,=| 0 2,2 010 0 0|]=| 0 00 (6.98.1)
0 0 22|l0o 00 0 0 0
4 2
M, =C_S, =§(xel4—xelz)=§ U”—IJ —(i‘-l} (6.98.2)
pl pl

Assim, a relacdo (6.69) pode ser substituida por (ver equacdes 6.95.1 ¢ 6.96):

SC Me MC
F=SMA, = [X_IZJXIAO = (7\ 2%1 2 jxle :(K_ZIJXIAO =
pl el “¥pl 1

4 2
M E [( A
F==bghy =—— (x_lJ _[x_l} b,h, (6.99)
1 1

pl pl

De acordo com o critério de plastificacdo de von-Mises (6.44):

vy 0 O
=10 % O], trr=0+%+% (6.100.1)
0 0 x4



dev(M, —x) = devM, —devy, =

T
=A XA =| 0
0
Mo X,
x=| 0
0

oS O

0 01x,
X, 00

0 X, || o0
3

0 0
_lMel 0 |-

3

]

HdeV(Me —x)” = \/[deV(Me —x)lz +dev(M, —X)22 +dev(M, —X);}

(0, 26) =0 .5, X.8) v (1, 1)1 -, () <0

0
- 0=
kp3
1
Xl—gtfx 0
1
0 X2 _gtrx
0 0

(6.100.2)

(6.100.3)

(6.100.4)

onde y e X denotam, respectivamente, os tensores das tensdes inversas nas configuragdes

intermediaria e inicial (ver figura 3.3 e expressdo 6.30), ambos relacionados ao encruamento

cinematico.

Com relacao a lei de fluxo plastico associativa (6.47), € possivel escrever a seguinte

expressao para a evolucao do gradiente plastico (ver equacdes 6.94 e 6.48):

A

A

R

€

. - 5D

» =YR, = YoM
_

P ”deV(Me —x)”
-

- HdeV(Me —x)”

+ dev(M, —y)

Ap:y‘

dev(M, —y)

_deV(Me —x)

‘deV(MC - x)” P

A

1°7pl

A

17pl

A =

0
dev(M, —x)
0

dev(M, —x)

A

27p2

27p2

(6.101.1)

(6.101.2)



Alternativamente, a evolucdo do gradiente plastico e a taxa de deformacdo plastica,

considerando a regra da normalidade, sdo dadas por:

B 000 p 0 0, 0 0
A,=DA ou|0 A, O|=0 D, o0 &, 0| (61021
o o x| Lo 0 pafo 0o,
| dev(M, ), 0 0
D =y — 0 dev(M, %) 0 (6.102.2)
p _ e 2
HdeV(Me X)H 0 0 deV(Me —X)3

De acordo com Holzapfel (2004), o trago de um tensor desviador ¢ nulo. Assim, ¢ possivel

relacionar os alongamentos plasticos:

A A
Dpl+Dp2+Dp3=X—m+x—ﬂ+X—‘ﬁ=0 (6.103)

pl p2 p3

Multiplicando ambos os lados desta equagdo por J =A A, A, (onde J ¢ o Jacobiano
plastico):

Aphps Mgt A A A+ A, A, =0 (6.104)

p3 ""p2

Por outro lado, a taxa de variagdo (temporal) do Jacobiano J, ¢:

. a . . .

Jp = a(}\’pl}\‘pz}\']ﬁ) = }\’pZ}\‘]ﬁ }\‘pl+ }\'plktﬁ 7‘132"' }‘pl}“pz }”93 (6.105)
Combinando as expressdes (6.104) e (6.105):

I =00 =% Ak, =1 (6.106)

Esta condigdo, resultado do critério de plastificacio de von-Mises (6.44), ¢ chamada de

incompressibilidade plastica (KHAN; HUANG, 1995). Assim sendo, o Jacobiano J,

mantém-se constante e igual a um. Ademais, assumindo A, =4 ;, entdo:

p3°



=

(6.107)

Dessa forma, o gradiente pléstico para a barra sob tragdo uniaxial da figura 6.1 (ver equagdes

6.94) resulta em:

Ay 0 0] |M 0 0
g
A,=[ 0 A, 0 |=[ 0 (k) 0
0 0 A 1
Lo o (xpl)é_

(6.108)

As leis de evolucao gerais dos tensores das tensdes inversas x ¢ X sao dadas pelos

tensores R, e Ry nas equagdes (6.29) e (6.32). Ja a lei de evolugdo do parametro de

encruamento isotropico k €, considerando o critério de von-Mises, determinada com a

equagdo (6.53), via fungdo escalar r, =,/ % . Definidas essas leis, o pardmetro escalar y >0

pode ser calculado, para a barra sob tracdo uniaxial (ver figura 6.1) em regime elastoplastico,

com a condi¢do de consisténcia (6.34.2). Ademais, o conjunto de varidveis mecanicas

{A:1

p1?

X,K} define a fungdo ® (ver equacdes 6.98, 6.100 e 6.101), ja que os alongamentos

plésticos transversais A, e A, podem ser determinados em fungdo de A, via equagdo

(6.108). Dessa forma, ao longo da fase elastopléstica (6.77):

® =D (4,4, X,x)=0

pl>

cb:ai)iﬁrai)x' +6£:5(+8£]'<:O:>

on ook, M oX K
627;1+'.Y e (RL) +8£: X+(gjaGK =0
o, o, ) ¢ 3) o
. (D))

(6.109.1)

(6.109.2)

(6.109.3)



onde o tensor (de segunda ordem) R, ¢ dado na expressdo (6.101.2).

Para o caso da barra sob tracdo uniaxial com encruamento isotrépico apenas, temos

(ver equagdes 6.100):

X=y=Ry=R =AX=Ay=0

% o0 0 R P
devM, =M, | 0 -} 0 =§ [i‘—l] —[i‘—l]
o o0 -4

Joue [l
3 3 3

82_\/§8Mel A, oD oD
on, N3 on, or " on, Oh,

O =||devM,

0

oD \E M, o, oD oD

_ , =9 0
o, V3 an, on, o, ok

oM o |E
o\ o= aTe[E()‘ef‘ A’ )} - E(zk"f13 _xel)

el

*devM, B
Dp—yW—y 0

() (e
[e—
NN
()

(6.110.1)

(6.110.2)

(6.110.3)

(6.110.4)

(6.110.5)

(6.110.6)

(6.110.7)

(6.110.8)

(6.110.9)



A,=DA,=y| 0 —[Va, 0 (6.110.10)

A 6.110.11)
y=- (®.1) nF A =B, X, (6.110.12)
GK
(0, )R, (2%
B, =- (®.2) (6.110.13)

[(@,xp )D, A, (3)%‘; }

Nesse caso, para calcular a variagdo do pardmetro de encruamento isotropico ao longo do

incremento AL, = }\'pl(l) —?»pl(o) , devem ser combinadas as expressdes (6.110.10) e (6.110.11):

1(1)

AKztj&\/%dtztj \/72;‘ \/7dk _ j —dx =1n[ 2, J-10[ 2, ] 61101)

Ak =K =K, =In [Xpl(l)} —In [Xpl(o)] = K= ln(Xpl) (6.111.2)

Por fim, simplificando para o caso da barra sob tracao uniaxial constituida de material
elastoplastico perfeito (PROENCA, 20006), ¢ possivel ainda simplificar algumas das equagdes
(6.110):

6, =0, (constante) = 0/ Ok =0c,_/ 0k =0 (6.112.1)

- \EM“ - \Eoo <0 (6.112.2)

2 \Fl :
I L (o P P £
Y=- }\’1 = —Xl = E}\,_ (61123)
{ S0 ) f’“} szl} 1
3 3 3)h




onde a constante o, ¢ a tensdo limite de escoamento. Assim sendo, o incremento do

alongamento plastico longitudinal ¢ (ver equagdo 6.105.1):
t, M
. 31 |2
Ay =My = Apio) = j hy dt = j \f A dt = [\g ™ \/;Xpljdkl =
to 1(0) 1

My

7% 1 (6.113)

M)

Como, ao longo do carregamento elastoplastico, @ =0, entdo (ver equagdes 6.110.6 e

6.112.2):

M, = %(Xef - kelz) =0, (constante) = A, constante (6.114)

el

Com isso, o incremento (6.113) é:

M, =-— Ak, (6.115)

Ademais, com a expressao (6.113), a forca aplicada na barra sob tragdo uniaxial da figura 6.1

¢ (ver equagdo 6.99):

F = %coboho (6.116)

1

Analogamente ao caso da aproximacdo de Green-Naghdi (ver item 6.7.1), o limite

elastico da barra sob tragdo uniaxial, representado pelo alongamento longitudinal A, ., é o

ponto (ou instante) em que a tensdo atinge o limite inicial de escoamento. Assim, no ambito

da hiperelastoplasticidade (ver secdo 6.4), é possivel relacionar tal limite com a tensdo inicial

de escoamento o (O), utilizando as equagdes (6.100) e considerando A =1, A=A,

r=X=0¢e dP=x=0:

Z\/gMel_\/ch:Ojg(xLE4_7‘LE2):GK(O) (6.117)



Resumindo, a relagdo geral entre a forga aplicada e o comprimento final (ou deslocamento

longitudinal maximo) da barra sob tracao uniaxial da figura 6.1 ¢ calculada por (ver expressao
6.66.1):

- Equagdo (6.76.1) (ou 6.76.2), para carregamento elastico (A, <A );

- Equacdo (6.99), para carregamento elastoplastico (A, > A, ) e para descarregamento

elastico (6.92).



7. MATERIAIS COM GRADACAO FUNCIONAL

Neste capitulo, ¢ descrito o conceito de material com gradacao funcional (MGF).
Além disso, sdo relacionadas as leis de gradacdo funcional (GF) utilizadas no presente estudo.
Por fim, sdo fornecidas algumas expressdes analiticas para barras com GF sob tracdo uniaxial

em regime elastoplastico.

7.1. Definigao

Na engenharia de materiais, GF € a variacdo gradual (continua e suave) da composigao
de um material. Na engenharia de estruturas, MGF ¢ um material compdsito (ou heterogéneo)
cujas propriedades constitutivas (ver se¢do 4.2) variam gradualmente ao longo de seu volume,
isto €, as funcdes que descrevem tais propriedades ao longo do volume do material sdo

continuas e suaves.

7.2. Leis de GF adotadas

Neste estudo, lei de GF ¢ a expressdo matematica que descreve a variagdo gradual
(continua e suave) das propriedades constitutivas ao longo do volume de um material. Essa lei

pode ser descrita da seguinte forma:

n=n(X)=n(Xan,X3) (7.1)



onde 1 ¢ a propriedade constitutiva que varia gradualmente de acordo com a posi¢ao inicial

(x) dos pontos materiais. Leis de GF desse tipo podem ser classificadas como Lagrangianas

(ver secdo 3.1), ja que a propriedade m, neste caso, depende da configuracdo inicial x. De
acordo com a definicdo de GF dada na segdo 7.1, a funcdo n :n(x) deve ser continua e

suave, ou seja, essa fung¢do ndo deve apresentar alteragdes abruptas nem descontinuidades. As

cinco leis de GF utilizadas aqui sdo descritas a seguir.

7.2.1. Leis classicas

As trés primeiras leis de GF adotadas no presente estudo sdo as mais comuns na
literatura cientifica (CHI; CHUNG, 2006; KIM; LOMBOY; HAN, 2008): a lei de poténcia
(P-FGM); a lei sigmoidal (S-FGM); e a lei exponencial (E-FGM). A sigla FGM vem do termo
em inglés “functionally graded materials”. Nas duas primeiras leis de GF, P-FGM e S-FGM,

para descrever a variacdo gradual da propriedade constitutiva 1 ao longo da posi¢do inicial

X, ¢ usada a regra da mistura para materiais compdsitos (ROSLER; HARDERS; BAKER,
2007):

n=n(x)=nf (x)+n,f, (x) =n,f, (x)+n, [ 1=£, (x) | =, +(n, -m, )£, (x)  (7:2)

onde m, e m, sdo as propriedades constitutivas (1) de dois materiais homogéneos; e f, e f,
sdo as fragdes volumétricas dos dois materiais, as quais satisfazem a relagdo f +f,=1. A

partir da equacao (7.2), € possivel escrever as seguintes expressoes:
fi=0=n=n, (7.3.1)
f, =1=100%=n=n, (7.3.2)

De acordo com a expressdo (7.2), nota-se que a lei de GF baseada na regra da mistura

¢ definida pela escolha da fungdo f,, que varia com a posigdo inicial (x) dos pontos

materiais. Além disso, conforme o conceito de GF da secdo 7.1, a fungdo f| (x) deve ser



continua e suave. Para a lei de poténcia (P-FGM), a referida fun¢dao ¢ dada por (CHI;

CHUNG, 2006; KIM; LOMBOY; HAN, 2008):

flP-FGM _ flP-FGM (C) — [CLJ (74)

onde (, que varia entre 0 e {_ , ¢ a coordenada na qual a propriedade constitutiva n varia
gradualmente; e p € o coeficiente de GF para lei de poténcia (P-FGM). A propriedade n
pode variar no espago, ou seja, 1 pode variar ao longo das trés dire¢cdes. Neste estudo, porém,

as propriedades constitutivas variam gradualmente ao longo de uma dire¢do apenas. Por

exemplo, se n varia ao longo da coordenada inicial x,, entdo { =x,. Exemplos de variacdes

graduais de acordo com a lei de poténcia para materiais com GF sdo mostrados na figura 7.1.

—p=00 =——p=010 =——p=050 =——p=10 =—p=20 —p=50 p = infinito
n=1,
o
=
=
=
]
k=
=3
&
&
=1 =
4
I Coordenada inicial S
I
LN
S}l S

Figura 7.1. Variagdo de uma propriedade constitutiva (1) de acordo com a lei de poténcia (equagdes

7.2 € 7.4) ao longo da coordenada inicial {. A variavel p ¢ o coeficiente de GF da expressdo (7.4).



Para a lei sigmoidal (S-FGM), a fragdo volumétrica f, (x) ¢ descrita pela expressao a

seguir (CHI; CHUNG, 2006; KIM; LOMBOY; HAN, 2008):

S-FGM _ ¢ S-FGM _l L S Cinax
£5FM = f, (z;)_z{ Cmaj ,0<¢< 5 (7.5.1)
fls-FGM :fls-FGM (C):l_%{z_zi} , CmTﬁXSCSCmaX (7.5.2)

onde (, que varia entre 0 e ( ¢ a coordenada na qual a propriedade constitutiva n varia

gradualmente; e s ¢ o coeficiente de GF para lei sigmoidal (S-FGM). Exemplos de variagao

de acordo com as expressdes (7.5) sdo ilustrados na figura 7.2.



—s=00 =—s5=010 —s=050 —s=10 —s5=20 —s=20 s = infinito

Valor da propriedade constitutiva

I Coordenada inicial A

Figura 7.2. Variagdo de uma propriedade constitutiva (1) de acordo com a lei sigmoidal (equacgdes 7.2

e 7.5) ao longo da coordenada inicial (. A variavel s € o coeficiente de GF da expresséo (7.5).

A partir das expressoes (7.2) e (7.4), pode-se concluir que quando o coeficiente de GF

para a lei de poténcia (p) tende para zero, f; também tende a zero e, consequentemente, 1
tende para m, para qualquer valor de . Quando o coeficiente p tende a infinito, f; tende
para um e, consequentemente, 1 tende para m,, também para qualquer valor de {. Dessa
forma, os casos extremos p—>0 e p-—>o correspondem, respectivamente, aos casos
homogéneos n=m, ¢ n=n,. Isso também se aplica a lei sigmoidal (S-FGM), descrita nas
equagoes (7.2) e (7.5).

Para a lei exponencial de GF (E-FGM), a regra da mistura (7.2) ndo ¢ usada, e ndo ha

coeficiente de GF. Nesse caso, a fun¢do que descreve a variagdo gradual da propriedade

constitutiva n é (CHI; CHUNG, 2006; KIM; LOMBOY; HAN, 2008):

EFM = M, eXp {Lln (iﬂ (7.6)
g M,

max



onde (, que varia entre 0 e ( ¢ a coordenada na qual a propriedade constitutiva n varia

max

gradualmente; e m, e m, sdo as propriedades constitutivas (m) de dois materiais

homogéneos. A lei exponencial de GF (7.6) ¢ mostrada na figura 7.3.

Valor da propriedade constitutiva

Coordenada inicial A
I
A

Figura 7.3. Variagdo de uma propriedade constitutiva (1) de acordo com a lei exponencial (equacéo

7.6) ao longo da coordenada inicial (.

7.2.2. Leis propostas

Além das leis descritas no item 7.2.1, € possivel propor outras leis de GF. Neste

estudo, sdo propostas duas leis de GF: a senoidal (Sn-FGM); e a logaritmica (L-FGM).

Para a lei de GF senoidal (Sn-FGM), ¢ usada a regra da mistura para materiais
compositos (7.2). Para essa lei de GF, a fun¢do que descreve a variagdo gradual da

propriedade constitutiva 1 ¢é:



fISn-FGM — fISn-FGM (C) — Iisen (Ei}jl (7.7)

onde sn ¢ o coeficiente de GF para lei senoidal (Sn-FGM). Exemplos de variagdo da

propriedade n de acordo com a equagdo (7.7) sdo ilustrados na figura 7.4.

——sn=00 =——sn=010 -—sn=050 =——sn=10 —sn=20 -—sn=50 sn = infinito
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Figura 7.4. Variag@o de uma propriedade constitutiva (1)) de acordo com a lei senoidal (equagdo 7.7)

ao longo da coordenada inicial C.

Por fim, para a lei logaritmica de GF (L-FGM), na qual também se usa a regra da

mistura (7.2), vale a seguinte expressao:

fLFOM — £LFOM (1) _Jog {9i+1j (7.8)

max

E mostrado, na figura 7.5, um exemplo de variagio da propriedade m de acordo com a

equagao (7.8).

Em todas as leis de GF usadas aqui, pode-se notar, com as expressdes (7.2), (7.4),

(7.5), (7.6), (7.7) e (7.8) e com as figuras (7.1), (7.2), (7.3), (7.4) e (7.5), que a propriedade



constitutiva variavel n ¢ igual a 1, quando =0, e igual a n, quando (=

C/ Copax =1)-

(ou

max

Valor da propriedade constitutiva

Coordenada inicial AN}
Il
A

Figura 7.5. Variag@o de uma propriedade constitutiva (1 ) de acordo com a lei logaritmica (equacao

7.8) ao longo da coordenada inicial C.

E possivel propor outras leis para descrever a variagio gradual (continua e suave) das
propriedades constitutivas de um MGF. Além disso, podem ser adotadas diferentes leis de GF
para descrever duas ou mais propriedades varidveis no mesmo material. Com relagao a analise
via elementos finitos de MGFs, um exemplo bastante comum na literatura cientifica ¢ a
variagdo do mddulo de Young (ver equagdes 5.2) ao longo da espessura de uma placa ou de
uma casca, cuja face inferior ¢ 100% metalica, a face superior ¢ 100% ceramica, e no interior
as propriedades variam continua e suavemente (WOO; MEGUID, 2001; GHANNADPOUR;
ALINIA, 2006; ARCINIEGA; REDDY, 2007; KHABBAZ; MANSHADI; ABEDIAN,
2009).



7.3. Modelos hiperelasticos com GF

Neste estudo as propriedades constitutivas que variam continua e suavemente ao longo
do volume sdo os coeficientes da lei constitutiva do material. Assim, define-se modelo
hiperelastico (ver secao 5.2) com GF como sendo o modelo hiperelastico cujos coeficientes
do material variam de acordo com leis de GF. A lei de Saint Venant-Kirchhoff com GF pode

ser expressa da seguinte forma (ver equagdes 5.2):

Voorer = [ ()T () (8] 791

v(x)[E(x)]
1+v(x)] [1—2v(x)]

(7.9.2)

k(x)=[

u(x)= ———— (7.9.3)

onde X(x) , ;,t(x) , E(x) e v(x) sdo as fungdes que descrevem, respectivamente, a variacao
continua e suave, de acordo com a posi¢ao inicial (x), das constantes de Lamé (A e p), do

modulo de Young (E) e do coeficiente de Poisson (v ). As referidas fungdes podem ser uma
das cinco leis de GF adotadas aqui (ver se¢des 7.2.1 e 7.2.2). Por exemplo, se 0 modulo de
Young e o coeficiente de Poisson variam de acordo com a lei de GF de poténcia (ver equagdes

7.2 ¢ 7.4), define-se dessa forma a lei de Saint Venant-Kirchhoff com GF de poténcia.

O modelo hipereldstico nao linear de Rivlin-Saunders com GF ¢ descrito pelas

seguintes expressoes (ver equagdes 5.3):
Vrs,cr = Vrs,Gr (Jailiso ’iziso ) = ULocr (J) + Wil:g,GF (iliso aiziso ) (7.10.1)

Uer (1) =[k(x) (77" +17" -2) (7.10.2)

— .

iso . iso
Wrs,Gr (11 ,

2iso) = Z{[Cij (X)] (iliso _3)i (iziso _3)j} (7.10.3)



onde k(x) e c;(x) sdo as fungdes que descrevem, nesta ordem, a GF do modulo de

compressao volumétrica (“bulk modulus”) e dos coeficientes isocoricos. Assim como na lei
de Saint Venant-Kirchhoff com GF (7.9), para descrever a GF dos coeficientes do material (k

¢; ), pode ser empregada uma das cinco leis de GF usadas neste estudo (ver segdes 7.2.1 ¢

7.2.2).
O modelo hiperelastico ndo linear de Hartmann-Neff com GF ¢ expresso por (ver
equagoes 5.4):
Vuncr = YuNGF (-I=i1iso siziso ) = Uvol,GF (J) + Wi—sl(l)\l GF (i s siziso) (7.11.1)
U gar (9) =[k(x) (7" +17" -2) (7.11.2)

Vinar (141,% ) =[ a(x)] [(if“’ )3 - 27} +> {[cio (x)](i* - 3)i} +

Z{[Coj (x)](i52 -3 } (7.11.3)

i

onde k(x), ¢, (x) e c,(x) sdo as fungdes que descrevem, respectivamente, a GF do modulo

de compressdo volumétrica (k) e dos coeficientes isocoricos (¢, € ¢;).

Por fim, a lei hipereldstica ndo linear neo-Hookeana com GF ¢ descrita por (ver

equagao 5.5):
Vanor = Vror (1) = [ x)][In(9) }+%[p(x)][il—3—2ln(J)] (7.12)

onde k(x) e p(x) sdo as fungdes que descrevem a GF, de acordo com a posi¢do inicial x,

do modulo de compressao volumétrica (k) e do coeficiente p, respectivamente.



7.4. Modelos elastoplasticos com GF

Analogamente as leis hiperelasticas com GF da se¢do 7.3, pode-se definir lei de
evolucdo plastica com GF, em que os coeficientes do material variam continua e suavemente
de acordo com a posi¢cdo inicial (x). Neste item sdo descritas as leis de evolucao do
encruamento (isotropico e cinematico) com GF, para a aproximagdo de Green-Naghdi (ver
secdo 6.3) e para a hiperelastoplasticidade (ver secdo 6.4). O critério de plastificacdo e a lei de
fluxo plastico adotados aqui ndo dependem de coeficientes do material. Assim, neste estudo,

nao ¢ necessario definir o critério de plastificagdo e a lei de fluxo com GF.

7.4.1. Aproximacéo de Green-Naghdi

A lei polinomial de encruamento isotropico com GF pode ser definida da seguinte

forma (ver equagdo 6.49):
6. ()= 2 {[a. (x)](x)'} (7.13)

onde a_ (x) ¢ a fungdo que descreve a GF, em relagdo a posi¢do inicial (x) dos coeficientes

de encruamento isotropico do material (a, ).

A lei de encruamento isotropico de Swift com GF ¢ dada por (ver equagdo 6.50):

o, (<) =[K(x)]-{[E, (x)]m}[“(")] (7.14)

onde K(x), E,(x) e n(x) sdo as fungdes que descrevem a GF, com relagio a posigio inicial

(x), dos coeficientes da lei de Swift (K, E; e n).



A lei de encruamento isotropico de Voce com GF pode ser expressa da seguinte forma

(ver equagdo 6.51):
6, (1) =[ 00 (x)]+{[ow (x)]~[os (x) ]} {1-e 0] (7.15)

onde o,(x), o (x) e Cy(x) sdo as fungdes que descrevem a variagdo continua e suave, de

acordo com a posi¢do inicial x, dos coeficientes de encruamento isotropico de Voce (o,, 6

sat

e C,).

O modelo de encruamento cinematico de Prager com GF ¢ descrito por (ver equacio

6.54):

X=7Ry =[c(x)}Dp =[c(x)}yRP:Rx :[c(x)]RP (7.16)
onde c(x) ¢ a fun¢do que descreve a GF, de acordo com a posi¢do inicial x, do coeficiente
de Prager (c¢).

A lei de encruamento cinematico de Ziegler (6.55) ndo possui coeficiente do material.

Portanto, ndo se pode definir o modelo de Ziegler com GF.

Por fim, a lei de encruamento cinematico de Armstrong-Frederick com GF ¢ expressa

da seguinte forma (ver equagdo 6.56):
X =yR, =[¢(x)]D, —y[b(x)]X=[c(x)]7R, —v[b(x)]X =
R, =[c(x)|R, -[b(x)]X (7.17)

onde c(x) e b(x) sdo as fun¢des que descrevem a GF, de acordo com ;c, dos coeficientes da

lei de Armstrong-Frederick (¢ e b).



7.4.2. Hiperelastoplasticidade

As leis de encruamento isotrépico com GF descritas nas expressdes (7.13), (7.14) e
(7.15) também s3o usadas no caso da hiperelastoplasticidade (ver secdo 6.4). Com relagao ao
encruamento cinematico de materiais hiperelastoplasticos, para empregar as equagdes (7.16) e

(7.17), referentes aos modelos de Prager e Armstrong-Frederick com GF, basta substituir a

taxa X pela taxa objetiva y (ver equagdo 6.31.1), e o tensor Ry pelo tensor R, (ver equagéo

6.32.2).

7.5. Barras hiperelastoplasticas com GF sob tracao uniaxial

As equagdes da se¢ao 6.7 desta tese foram determinadas para o caso da barra
prismatica sob tracdo uniaxial (ver figura 6.1) constituida de material homogéneo. Neste item,
sdo descritas as equagdes para a referida barra constituida, porém, de material
hiperelastoplastico heterogéneo com GF (ver item 7.1) e com encruamento isotrdpico apenas.
Basicamente, dois casos sdo analisados: variagao gradual do médulo (elastico) de Young (ver
equacdes 7.9), e variacdo gradual das constantes de encruamento isotropico (ver equagdes
7.13,7.14 e 7.15). Antes de descrever tais casos, ¢ dada a formula geral para céalculo da forga

longitudinal aplicada, e sdo descritos os conceitos de limites eldstico e plastico.

Por definigdo, a forca longitudinal aplicada na barra da figura 6.1 ¢é:

F = [odA (7.18)

Ap

onde o, ¢ a tensdo normal de Cauchy ao longo da dire¢do x, (ver equagdes 4.1, 4.2 e figura

6.1); e dA ¢ um elemento infinitesimal de area da secdo transversal da barra na configuragao



final (A, ). Ademais, sabe-se que a tensdo o, na barra pode ser substituida por (ver equagio

6.67):

o = M|s, (7.19)
}\’2}\’3

onde A, ¢ o alongamento (HOLZAPFEL, 2004) ao longo da diregdo i; S, ¢ a componente

longitudinal do segundo tensor de Piola-Kirchhoff S (ver equagdes 4.3), definido na

configuragdo inicial. Por fim, de acordo com a defini¢do de area inicial e final:
dA =dy,dy, = A, A dx,dx, =LA dA, (7.20)

onde dx e dy representam, respectivamente, os segmentos infinitesimais de linha (ou fibras
materiais) nas configuragdes inicial e final da barra; e dA, é um elemento infinitesimal de

area da secdo transversal da barra na configuracdo inicial (A ). Portanto, a combinagdo das

expressoes (7.18), (7.19) e (7.20) resulta em:

F=| M S, |M,A,dA, = F, = [ 1,8,dA, (7.21)
A, Ayds

Ay

Assumindo que o alongamento longitudinal da barra ¢ constante ao longo de toda a
secdo transversal, e que a variacdo gradual das propriedades mecanicas da barra se da ao

longo do eixo x, (ver figura 6.1), entdo a forca resultante ¢ (ver equagao 7.21):

by
F=2 [S)(x,)dx,dx, =hh, [S,(x,)dx, = F =1h, S (x,)dx, (7.22)
A, 0

X2

onde a coordenada x, varia entre os limites 0 e b,. Alternativamente, pode-se escrever (ver

expressao 6.99):
h,
F, =X—°IMCI (x,)dx, (7.23)
1

0

onde M, ¢ o tensor elastico de Mandel, dado na expressdo (6.98) para o caso da barra sob

tracdo uniaxial. Além disso, para o critério de plastificagdo de von-Mises (6.44), dado nas

expressoes (6.100) para a referida barra, se a GF se da ao longo do eixo x,, entdo:



(D(Xz)ZCD[Mc(Xz)>X(X2)aK(X2)]:deV[Mc(Xz)—X(X2)]—EGK[K(XZ)]SO (7.24.1)

e M, ()20 ] 20 () o o[ o -2 ) ) o) +
{_%Mel(Xz)_Xz(Xz)*r%trX(Xz)T (7.24.2)

De acordo com estas equagdes, no caso geral a tensdo M, e a tensdo limite de escoamento
o, variam (continua e suavemente) com a coordenada inicial x,. Sabe-se também que,
conforme o critério (7.24.1), o ponto material plastifica ou entra em regime elastoplastico

quando a norma HdeV[Mc(xz)]H atinge o limite inicial de escoamento

1/%cso(xz):Jz/ 6, (X,)lo- Assim, se o carregamento (ou alongamento) longitudinal ¢

monotonamente crescente ao longo do tempo, os pontos materiais com diferentes coordenadas

iniciais x, entram em regime elastoplastico em diferentes instantes. Para tal carregamento (ou
alongamento), podemos definir limite elastico como sendo o instante em que os primeiros

pontos entram em regime elastoplastico, isto €, o instante em que a maior norma ||deVMc||
atinge o limite inicial % o, (X,) =4/ % 6, (X, )l - J4 o limite plastico pode ser definido
como o instante a partir do qual todos os pontos estdo em regime elastoplastico, ou seja, a

partir do instante em que o limite plastico ® =® =0 ¢ atingido para todos os pontos. Nos

proximos itens, definindo A, e A;, como os alongamentos longitudinais da barra

correspondentes aos limites elastico e plastico, sdo analisadas quatro fases para a barra

prismatica sob tragdo uniaxial com GF ao longo de x, (ver figura 6.1) e com alongamento

longitudinal monotonamente varidvel ao longo do tempo:
1) Fase elastica:

AL, >0, % <A, ®<0 (Vx,) (7.25.1)

2) Fase intermediéaria:



AN >0, hp <A <A, PO (7.25.2)
3) Fase plastica:
Al >0, & > Ay, ®=D=0 (Vx,) (7.25.3)

4) Fase de descarregamento eléstico:

AL, <0, ®<0 (Vx,), <0 (Vx,) (7.25.4)

7.5.1. GF do médulo de Young

Para a barra da figura 6.1, adotando a lei de poténcia de GF (7.4) para o mddulo de

Young (ver equacdes 7.9) ao longo do eixo x,, a tensdo elastica de Mandel M, ¢é (ver

2

equagoes 7.2 € 6.98):

Mo (%) =E(x:) U—] -u—] (726.1)

E(x,)=E,+(E - Ez)(—]p (7.26.2)

onde p ¢ o coeficiente de GF de poténcia; e os valores E, e E, sdo os limites do modulo de
Young (E) para x, =b, e x, =0, respectivamente. Com isso, para o caso em que E >E,,
entdo M, (b,)>M,,(0). Assim, de acordo com o critério de plastificagdo (7.24) e com a

definicao dada no ultimo paragrafo antes das equagdes (7.25), o limite eldstico, representado

pelo alongamento longitudinal A ¢ atingido quando a maior norma, neste caso,

LE »



HdeV[Me (b, )}H atinge o limite inicial de escoamento \/% c, = \/? o, (k=0), o qual (neste

caso) ¢ constante para todo o material, isto € (ver equagdes 6.98, 7.24 ¢ 7.26):

oo . )= (2400 00)= (27 5 s ) = P =
%(}“L; - }\‘LEZ) =0y (7.27)

Analogamente, o limite plastico, representado pelo alongamento longitudinal A, , é atingido

quando a menor norma, neste caso, [MC(O)]H atinge o limite inicial de escoamento

\/%00:
HdeV[M ]H \/7M \/ji(k 4—XLP2):\/%00:>

E
72(%;‘ —hp’) =0, (7.28)
Para a fase elastica (7.25.1), temos as seguintes igualdades (ver equagdes 3.11, 3.16,

3.23,3.24 ¢ 6.25):

A=A,,C=C,A =C =1 (7.29.1)
S., =S, (7.29.2)
M, =C,S,, =CS, (7.29.3)

Com isso, a for¢a longitudinal aplicada € (ver equagdo 7.23):

=

h, (7»12—%1) bj E(x,)dx, (7.30)

0

F :X_OTE(XQ)(xlz;_xlz)dXz _
10

Com a lei de GF de poténcia (7.26.2), a integral acima ao longo dos limites z, ¢ z, resulta

cm:



jE dxz—j[E+E E)[bon}dxzj

Z

(El_Ez)

Je(s00 6 (s el )

(7.31)

Portanto, a for¢a longitudinal aplicada na fase elastica (A, <A,;) ¢ determinada com a

combinacdo entre as expressoes (7.30) e (7.31), e considerando z, =0 e z, =b,:

F :bohO(xl —A )(E L5 j (7.32)
2 I+p

Para a fase intermediaria (7.25.2), existem pontos em regime eldstico (® < 0) e pontos

em regime elastoplastico (@ =0). De acordo com as equagdes (7.26), se E, >E, entdo
M, (b,)>M,,(0), isto &, quanto maior a coordenada x,, maiores sdo os valores de M, ¢

consequentemente, de @ . Assim, existe uma coordenada limite X2, sendo que @ <0 para

X, <X2,e ®=0 para x, > X2. Portanto, a coordenada limite X2 pode ser calculada a partir

da igualdade \/%Mcl (X2)= \/%00 ou M, (X2)=o0, (ver expressdes 7.26 ¢ 7.28):

Mel(XZ)—%(kl“klz){E +(E,- E)(?T}GO:

1 20 %
X2=b, 0 —E, (7.33)
EI_EZ 7“1 _7‘1

Nesse caso, a for¢a longitudinal aplicada pode ser decomposta aditivamente em duas parcelas:

a forga relativa a por¢io de material em regime eléastico (F™); e a forga correspondente a

ELP

parte em regime elastoplastico (F™ ). Assim, como a forga relativa a por¢do de material em

regime elastico pode ser determinada com a equacdo (7.31) para z,=X2, na fase

intermediaria (7.25.2) a forga total é:

F=F"+F" (7.34.1)



L G _KI)TE(Xz)dxz 2 (0 —xl)lEﬁ( Sl j[x—zn (7.34.2)

2 0 l+p 0
ELP hO " hO K
BT =t [ M (x,)dx, = [o.(x,)dx, (7.34.3)
1 X2 1 X2

Mcl(xz):E(xz)%{ i ]{ a ] (734.4)

>Lpl(XZ)

o, (x,)=0, I:K(Xz)] (7.34.5)

onde x ¢ o pardmetro de encruamento isotropico (6.33), utilizado para definir a tensdo limite

de escoamento 6, ; ¢ A, ¢ o alongamento longitudinal plastico, variavel com a coordenada
X, . De acordo com a expressdo (6.111.2), para determinar analiticamente o valor das integrais
em (7.34.3), deve ser conhecida a fungdo A, (x,) ou a fungdo «(x, ). Simplificando para o
caso de o material da barra ser elastopléstico perfeito, a parcela F™" resulta em:

h, (b, —X2)o,
}\’1

M,, =o, (constante) = F" = (7.35)

onde a coordenada limite X2 ¢ dada em (7.33).

J& na fase pléstica (7.25.3), todos os pontos estdo em regime elastoplastico (& =0) e,
assim, a for¢a longitudinal aplicada ¢ (ver expressoes 7.34):
h, ¢ h, ¢

F =F" =X—IM01(X2)dX2 =X_0-[GK (x,)dx, (7.36)
1 1o

Para materiais elastoplasticos perfeitos, a equacdo acima pode ser simplificada para:

h,b,o,

F =F&F =
A

(7.37)

1

Por fim, na fase de descarregamento eléstico (7.25.4), a forca longitudinal aplicada na

barra ¢ (ver expressoes 7.34):



by 4 2
F :ﬁj E(x,)|| 2 | - 2| | Las, (7.38.1)
20, N B Y
AT = (x,) (7.38.2)

onde A;7* € o alongamento longitudinal plastico alcangado em A, =A™ >4, , que depende

da coordenada inicial x,, mas que ndo se altera ao longo do descarregamento eléstico.

7.5.2. GF das constantes de encruamento isotrépico

Para a barra da figura 6.1, se o modulo de Young (E) ¢é constante, entdo a forga

longitudinal aplicada durante a fase elastica (7.25.1) ¢ (ver expressoes 6.66.1 e 7.30):

F—Mhb (7.39)
1~ 2 00 .

Adotando a lei de poténcia de GF (7.4), apenas, para as constantes de encruamento

isotropico ao longo do eixo x,, a tensdo limite de escoamento (o, ) passa também a ser
fungdo da coordenada x,, isto € (ver equacdo 6.100.4): 6_=0_ (K,x2 ), onde k € o pardmetro
de encruamento isotropico (6.33). De modo similar ao item 7.5.1, os limites elastico e plastico
podem ser determinados com a igualdade M, =, (0). Assumindo que a tensdo inicial de
escoamento ¢ igual a o,(0) em x,=b,, e igual a 0,(0)>0,(0) em x,=0, para um

alongamento longitudinal monotonamente crescente (de um até um valor maior do que o

limite plastico A,,), os pontos com Xx,=b, sdo os primeiros a entrar em regime



elastoplastico, e os pontos com x, =0 sdo os ultimos a plastificarem. Nestas circunstancias, e

com o modulo de Young (E) varidvel em x,:

S 1) =0, (0) (7.40.1)
E 4 2
5(xu, ~p’)=0,(0) (7.40.2)

Para a lei de encruamento isotropico polinomial com GF (7.13), os valores limites para

a tensdo inicial de escoamento sao:

c,(0)=a,(b,) (7.41.1)
5,(0)=a,(0) (7.412)
onde a,(0) e a,(b,) sdo, nesta ordem, os valores do coeficiente a, para x, =0 e x, =b,.

Para a lei de Swift com GF (7.14), temos:
6,(0) =K (b, )[E, (b,)]"" (7.42.1)
5,(0)=K (0)[E, (0)]"” (7.42.2)

onde os conjuntos de coeficientes [K(O),E0 (0),n(0)] e [K(bo),E0 (by).n(b, )]
correspondem, nesta ordem, as constantes da lei de Swift (6.50) para x, =0 e x, =b,.

Por fim, para a lei de Voce com GF (7.15), temos:

c, (0)=60 (bo) (7.43.1)

5,(0)=0,(0) (7.43.2)

onde 6,(0) e o,(b,) sdo, respectivamente, os valores do coeficiente o, para x,=0 e

X, =b,.



Assim como ¢ feito no item 7.5.1, para a fase intermedidria (7.25.2), pode-se

determinar a coordenada limite X2, sendo que os pontos com coordenada x, < X2 estdo em
regime elastico, € os pontos com x, > X2 estdo em regime elastoplastico. Para isso, basta
igualar a tensdo elastica de Mandel M, ao limite inicial de escoamento o,. Neste caso, M,
¢ constante ao longo da por¢do de material em regime elastico, e o, ¢ variavel ao longo de

X, , ou seja (ver expressodes 6.98.2 e 7.33):

M, = %(x;‘ -1 )=0,(X2) (7.44)

el

Para a lei de encruamento isotrépico polinomial (7.13), adotando a lei de GF de poténcia (7.4)

para o coeficiente a, ao longo de x,, o valor de X2 ¢ determinado da seguinte forma (ver

expressao 7.41):

E

X2=b, {E(x;‘ “17)-a, (o)} . (bo)l—ao (0)}% (7.45)

J& para a lei de Swift (7.14), adotando a lei de GF de poténcia (7.4) ao longo de x, para o

coeficiente K apenas, a coordenada limite X2 ¢ calculada com auxilio da expressdo (7.42):

%(7\4 _7“12) - {K(O)"‘[K(bo)K(O)](%T}Eon =

0

Je
o {{%“‘4’”‘2)‘“0)} [K(bo)l—K(o)J} e

Por fim, para a lei de Voce (7.15), considerando a lei de GF de poténcia (7.4) ao longo de x,

para o coeficiente o, € possivel determinar X2 da seguinte maneira (ver expressdo 7.43):

0

%W ~2,7)=5,(0)+[ o (bo)—co(o)][gj" N



X2=b, {E(x;‘ -)*)=o, (o)}

G, (bo)—cs0

(7.47)

Na fase intermediaria (7.25.2), a for¢a longitudinal aplicada ¢ (ver expressdes 7.30 e

7.34):

F] — F]EL +F1ELP

heX2(2’ =) )E

FEL
: 2
h, h, ¢
F'"=—L 1M dx, =2 d
1 A, ;!; el(XZ) X, A, )_([GK (Xz) X,

E M 4 M 2
M., (Xz):E [}\‘pl (Xz)] _(kpl (Xz)J

o, (Xz) =0, I:K(Xz)]

(7.48.1)

(7.48.2)

(7.48.3)

(7.48.4)

(7.48.5)

onde a coordenada limite X2 ¢ determinada com a equagdo (7.45), (7.46) ou (7.47).

Simplificando para o caso de material elastoplastico perfeito, o unico coeficiente nao nulo ¢

a, (ver equagdo 7.13). Adotando variagdo, ao longo de x,, do coeficiente a, conforme a lei

de GF de poténcia (7.4), é possivel calcular analiticamente o termo F™" utilizado para

determinar a for¢a longitudinal aplicada (7.48.1):

M, =0, =a,(0)+[a,(b,)-a, (0)](2];,

bO

(7.49.1)

b—j ]} (7.49.2)



Na fase plastica (7.25.3), o calculo da for¢a longitudinal aplicada ¢ realizado com as
equagoes (7.36) e (7.48.4) (ou 7.48.5). Tal for¢a pode ser determinada analiticamente para o

caso de material elastoplastico perfeito (ver expressdes 7.49):

g %{ (0)+ oy (b0) -, (oﬂ(%}p}dxz -

1o 0

_ hgbg 2, (by)—a,(0)
F = " {a0(0)+ 'tp } (7.50)

Por fim, para a fase de descarregamento elastico (7.25.4), o calculo da forga aplicada é

realizado de modo anélogo ao procedimento das expressoes (7.38):

by

by 4 2
EzﬁJ.Mel(Xz)dM:&J. £ ( ;I:ax _( ;I:elx] dx, =
A Mool 2L A Aol

by 4 2
F, :ﬁEj LTI I dx, (7.51.1)
2, o e

AT = (x,) (7.51.2)

max

Neste caso, 0 modulo de Young (E) € constante, e o alongamento plastico maximo (1" ) €

variavel ao longo da coordenada inicial x,, mas que ndo se altera ao longo do

descarregamento elastico.



8. CODIGOS COMPUTACIONAIS DESENVOLVIDOS

No presente capitulo sdo descritos os codigos computacionais (ou programas)
desenvolvidos pelo aluno ao longo da pesquisa. Além dos geradores de funcdes de forma e de
malhas de elementos finitos, sdo descritos os cddigos de andlise ndo linear geométrica via
elementos solidos (tetraédricos e hexaédricos) para materiais em regime elastico e
elastoplastico. Todos os codigos computacionais desenvolvidos sdo escritos em linguagem
FORTRAN. Ademais, ¢ descrita de forma sucinta a formulagdo numérica dos programas
EPIM3D e DD3IMP, utilizados pelo aluno ao longo de seu estagio de Doutorado no
Departamento de Engenharia Mecanica da Universidade de Coimbra (Portugal). Por fim, para
mostrar uma aplicacdo da teoria elastopléstica deste estudo, sdo fornecidas solugdes analiticas

para barras sob tragdo uniaxial em regime de pequenas deformacdes elasticas.

8.1. Gerador de funcgdes de forma

O uso de aproximacgdes polinomiais de qualquer grau para as fungdes de forma (ver
equacdes 3.1) ndo ¢ um dos objetivos iniciais deste estudo (ver se¢do 1.2). Contudo, para que
fosse possivel empregar malhas de elementos com diferentes ordens de aproximagdo para
analisar o mesmo problema estrutural, foi desenvolvido um algoritmo generalizado para
geracdo automatica dos coeficientes das funcdes de forma e dos coeficientes das derivadas
dessas fungdes. Esse algoritmo foi implementado nos cddigos computacionais de analise nao
linear, desenvolvidos ao longo da pesquisa. Dessa forma, ¢ possivel comparar, para 0 mesmo
problema estrutural, os resultados obtidos para malhas (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000)

com diferentes nimeros de elementos finitos e distintas ordens de aproximacao polinomial.



O algoritmo de geracdo das funcdes de forma determina, para qualquer grau de

aproximacdo escolhido, a matriz dos coeficientes M e o vetor de coordenadas

coef

adimensionais v, (ver equagdes 3.4). Esse algoritmo ¢ descrito no Apéndice A, para os

seguintes elementos finitos: barra unidimensional; triangular plano; quadrilateral plano; s6lido
tetraédrico; e sélido hexaédrico (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000). Os elementos finitos de
barra, triangular e quadrilateral ndo sdo usados neste estudo. Porém, os algoritmos de geracao
das fungdes de forma de tais elementos sdo descritos para facilitar o entendimento da referida
geracgdo para os elementos tridimensionais (tetraédrico e hexaédrico), os quais sdo utilizados

no presente estudo.

Para calculo dos gradientes (equacdes 3.15.2 e 3.15.3), ¢ preciso determinar as

derivadas das fungdes de forma em relagdo as coordenadas adimensionais (& ). O algoritmo

para calculo generalizado dessas derivadas também ¢ dado no Apéndice A.

8.2. Gerador de malhas

Neste estudo, define-se malha de elementos como sendo a discretizagdo adotada para
simulacao numérica, via Método dos Elementos Finitos (MEF), de determinada estrutura. Em
tal malha, devem existir as seguintes informacdes: nimero e coordenadas dos nés (CHEN,
2005); e incidéncia dos elementos finitos, que ¢ a relacdo entre as numeragdes local (para
cada elemento) e global dos nods. Para realizar a simulacdo numérica de qualquer problema
estrutural, ¢ preciso gerar a malha de elementos a ser usada durante essa simulagdo. Assim
como o gerador automatico das fun¢des de forma (ver secdo 8.1), desenvolver um gerador de
malhas de elementos s6lidos também ndo € um dos objetivos iniciais deste estudo (ver se¢ao
1.2). Porém, para possibilitar a geracdo de malhas de elementos finitos solidos com diferentes
quantidades de elementos e distintos graus de aproximagao, foi desenvolvido um algoritmo
generalizado para geragdo dessas malhas, isto ¢, a ordem de aproximac¢do polinomial (ver
equacdes 3.1) e a quantidade de elementos sélidos podem ser quaisquer. Neste estudo, a

referida geracdo comeca a partir das informagdes de uma malha, chamada aqui de malha base.



Essa malha ¢ constituida de elementos hexaédricos de aproximagao linear (CHEN, 2005),
cujas coordenadas dos vértices sdo conhecidas. Outra informagdo necessaria para a geragao
das malhas é o numero de divisdes das arestas da malha base. Com esse numero, ¢
determinada a quantidade total de elementos finitos da malha. Por fim, com essa quantidade e
com a ordem de aproximac¢ao polinomial desejada, o gerador de malhas calcula o nimero ¢ as
coordenadas de todos os nos, assim como a incidéncia de todos os elementos. O gerador de
malhas desenvolvido também determina quais nds possuem alguma restri¢ao de deslocamento

e quais nds estdo carregados. Detalhes da geracdao das malhas sdo fornecidos no Apéndice F.

8.3. Integragdo numérica

As integrais que aparecem no calculo do vetor de forgas internas (equacao 4.9.2) e da
matriz Hessiana (equacdo 4.11.2) sdo determinadas via integragdo numérica, ja que o calculo
analitico de tais integrais ¢ extremamente dificil. Essa integracdo numérica ¢ realizada no
espaco adimensional & (ver equagdes 4.11 e figura 3.1) com auxilio de quadraturas de Gauss,
as quais contém as coordenadas dos pontos e os respectivos pesos de integracdo numérica.
Assim sendo, as coordenadas dos pontos de integracdo numérica sdo coordenadas

adimensionais em . Dessa forma, as equacdes (4.9.2) e (4.11.2) sdo substituidas pelas

expressoes a seguir:

f.) —dV, =| | =, dE | = —J, w(p) (8.1.1)
QJ; 0y '! oy PZ‘I: oy &=£(p)

J J

] o’y o’ vy [ o’y
H) = — T4V W 8.1.2
( ) (Q{)J oyoy ° [J. 0yoy o i} ;[ayay } (p) ( )

onde (f.

nt

)J ¢ o vetor local de forgas internas para o elemento J; (QO )J representa o dominio

inicial do elemento J; npin é o numero de pontos de integragdo numérica para cada elemento

finito; §(p) = {&1 (p).&,(p).&; (p)} representa as coordenadas adimensionais (&,, &, e &,) do



ponto de integracdo p; w(p) ¢ o respectivo peso de integragdo numérica; e (H)J ¢ a matriz

Hessiana local do elemento J.

8.3.1. Elemento finito sélido hexaédrico

Para o elemento finito so6lido hexaédrico (CHEN, 2005), é usada a quadratura

tridimensional de Gauss-Legendre (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). Os pontos (2’;) e

pesos (w) de integracdo do hexaedro sdo determinados a partir da quadratura unidimensional

de Gauss-Legendre (ASSAN, 2003):
Ciclo k=1,np1
Ciclo j=1,npl

Ciclo i=1,npl

p=i+(j=1)npl+(k~1)(npl) (8.2.1)
& (p)=gl(i) (8.2.2)
& (p)=¢l(J) (8.2.3)
& (p)=gl(k) (8.2.4)
w(p)=wel(i)wel(j)wel(k) (8.2.5)

fim do Ciclo i =Lnpl
fim do Ciclo j=1,npl

fim do Ciclo k =1,npl



onde npl, gl( ) e wgl( ) sdo, nesta ordem, o niumero de pontos de integragio por elemento

unidimensional, a coordenada adimensional desses pontos e o0s respectivos pesos de
integragdo referentes a quadratura unidimensional de Gauss-Legendre. Essa quadratura ¢

fornecida no Anexo A, até npl =8. Neste estudo, a coordenada adimensional gl varia entre

Z€T0 € um.

8.3.2. Elemento finito sélido tetraédrico

Para integracdio numérica do elemento solido tetraé¢drico (CHEN, 2005), sdo
empregadas duas estratégias: a estratégia de Rathod, Venkatesudu e Nagaraja (2007); e as
quadraturas Gaussianas de Jinyun (1984) e de Keast (1986). Na primeira estratégia, ¢ utilizada
a quadratura tridimensional de Gauss-Legendre para hexaedros. Para obter a quadratura para
tetraedros, a integral do hexaedro ¢ alterada via transformac¢do de coordenadas entre as

regides hexaédrica e tetraédrica (RATHOD; VENKATESUDU; NAGARAIJA, 2007):

u=x (8.3.1)
y= (l—u)V (8.3.2)
z =(1—u)(1—v)w (8.3.3)

onde u, v e w s30 as coordenadas que definem a regido hexaédrica {u,v,w |0 <u,v,w < 1} ;e X,

y e z sdo as coordenadas que definem a regido  tetraédrica

{x.y,2]0<x,y,2<1,0<x+y+2z<1}. O determinante do gradiente da transformagdo (8.3)

resulta em:



X x X

du ov ow
Oxy7) _ | &Y D (1-u) (1-v) (8.4.1)
a(u,v,w) ou oOv ow

oz oz Oz

du ov ow
dxdydz = %dndvdw — (1-u)’ (1- v)dudvdw (84.2)

onde dxdydz e dudvdw denotam, respectivamente, elementos infinitesimais de volume nas

regides tetraédrica e hexaédrica. Com as expressoes (8.3) e (8.4), é possivel realizar a seguinte

transformagao de integrais (ver expressoes 8.1):
I J. _[f(x,y,z)dxdydz=J.;_[;J.;{f[u,(l—u)V,(l—u)(l—v)w](l—u)2 (l—v)} dwdvdu (8.5.1)

npin

.[ J- If(x,y,z)dxdydz = Zlif(gl a&zaé)W] (8.5.2)

onde f ( ) ¢ a funcdo a ser integrada no espago tetraédrico. Combinando as equacgdes (8.5), €

possivel determinar as coordenadas adimensionais € 0s pesos de integracdo numérica para o

tetraedro:
& =u (8.6.1)
& =(1-u)v (8.6.2)
& =(1-u)(1-v)w (8.6.3)
w=(1-u)" (1-v)wel (8.6.4)

onde {u,v,w} e wgl sdo, respectivamente, as coordenadas adimensionais € 0s pesos da
quadratura tridimensional de Gauss-Legendre (ver se¢do 8.3.1).
Com relacdo a estratégia da quadratura Gaussiana, o nimero de pontos de integracao

numérica (por elemento) ¢ fornecido na tabela 8.1. As quadraturas Gaussianas para o tetraedro

sdo fornecidas no Anexo B desta tese.



Tabela 8.1. Numero de pontos de integracao da quadratura Gaussiana para cada precisdo de integragdo
numérica do elemento solido tetraédrico.

Numero de pontos de
Precisdo da integracao integragdo por Referéncia
elemento tetraédrico

1 1 Zienkiewicz e Taylor (2005)
2 4 Keast (1986)
3 5 Jinyun (1984)
4 11 Keast (1986)
5 15 Keast (1986)
6 24 Keast (1986)
7 31 Keast (1986)
8 45 Keast (1986)

8.4. Algoritmo de analise ndo linear geométrica de materiais em regime elastico

E apresentada, neste item, a estrutura geral dos codigos computacionais para analise
ndo linear geométrica de materiais hiperelasticos (ver capitulo 5) via elementos finitos
solidos. Todas as simulagdes podem ser divididas em trés etapas, independente do elemento
usado (tetraedro ou hexaedro): pré-processamento, simulagdo do carregamento e pos-

processamento.

A etapa de pré-processamento compreende a geracdo das malhas de elementos solidos
(ver secdo 8.2 e Apéndice F). No codigo de simulacdo numérica estrutural, antes da aplicagdo

do carregamento, sdo realizadas as seguintes tarefas:

a) leitura dos dados de entrada;



b) obtencao das coordenadas e dos pesos de integracdo numérica (ver secao 8.3);

¢) determinacao dos coeficientes das fun¢des de forma e dos coeficientes das derivadas dessas

fungdes (ver secao 8.1 e Apéndice A);

d) célculo e armazenamento, na memoria do computador, da inversa do gradiente inicial A

(3.15.2) em todos os pontos de integracdo numérica de todos os elementos finitos, ja que essa

inversa ndo se altera ao longo da simulacao;

e) calculo, para o caso de materiais com gradacao funcional (MGFs), das constantes elésticas
(ver se¢do 7.2) nos pontos de integracao de todos os elementos, as quais variam de acordo a

lei de GF adotada (segdo 7.2);

f) célculo e armazenamento, para o caso da lei hiperelastica linear de Saint Venant-Kirchhoff
(5.2), do tensor elastico de quarta ordem (4.8) em todos os pontos de integragdo de todos os
elementos, ja que esses valores permanecem constantes no decorrer da simulagdo

computacional,

g) calculo e armazenamento da segunda derivada da deformacdo de Green-Lagrange em

relagdo ao gradiente (ver equacao B1.5).

Com relacao aos dados de entrada do cddigo desenvolvido neste estudo, eles devem
conter as seguintes informagdes: nimero de nds e de elementos; ordens de aproximacgao
polinomial e de integragdo numérica (ver tabela 8.1); nimero de passos (ou incrementos
finitos) de carga; tolerancia para o erro, ou para a dimensdo maxima do residuo de forgas;
frequéncia de impressao das posicoes finais no arquivo de saida; coordenadas iniciais dos nos;
incidéncia dos elementos, que ¢ a relacdo entre as numeracgdes local e global dos nos; lei
constitutiva adotada e constantes do material; carregamento externo nos nos; e restricdes de

deslocamento dos nos.

Apb6s a realizagdo das tarefas supramencionadas, tem inicio o procedimento
incremental e iterativo de aplicagdo do carregamento. Esse procedimento estd descrito, de
forma sucinta, no fluxograma da figura 8.1. O método iterativo utilizado aqui, descrito na
secdo 4.6, recebe 0 nome de método de Newton-Raphson (PASCON, 2008) ou método de
Newton (HOUSEHOLDER, 1953; BELLMAN; KALABA, 1965; CRISFIELD, 2000). O

calculo do vetor de forgas externas, no respectivo passo, ¢ feito da seguinte forma:



f..(i)=(Af )i (8.7)

onde f

. (1) € o vetor de forgas externas no passo i; ¢ o dado de entrada Af,, ¢ o incremento
de forga externa em cada passo de carga. Para determinacdo do sistema (ver figura 8.1), sdao
calculados os vetores de forcas internas locais de todos os elementos (ver equagdo 8.1.1), e as
matrizes Hessianas locais de todos os elementos (ver equacdo 8.1.2). A montagem do vetor
global de forcas internas e da matriz Hessiana global ¢ feita do modo tradicional de acordo
com o conhecimento da incidéncia dos elementos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). O

vetor residuo de forgas global (ver equagdo 4.10.1 ou 5.8.1) ¢ calculado da seguinte forma:
rG = (fint )G _fext (1) (88)

onde (f

int

) . ¢ o vetor global de forcas internas. O sistema global a ser resolvido ¢ o seguinte:
H; Ay =1, (8.9)

onde H, ¢ a matriz Hessiana global; e Ay ¢é o vetor incremento posicional global. Em

seguida, de acordo com os graus de liberdade (ver secdo 3.1) restritos, o sistema global
(equagdo 8.9) ¢ modificado da seguinte forma (PASCON, 2008): se o grau de liberdade global

m ¢ restrito, entdo sdo realizadas as seguintes alteragoes:

(H,),, =(H,), =0 (i,j=1ntgl) (8.10.1)
(Hg),,, =1 (8.10.2)
(rs), =0 (8.10.3)

onde ntgl ¢ o nimero total de graus de liberdade. Para tornar mais rapida a montagem do
sistema, sdo calculados - apenas - os termos que correspondem aos graus de liberdade livres,
isto ¢, sdo determinados somente os termos do sistema global (8.9) que nao sofrem as

modificagdes (8.10).



‘ Céleulo do vetor de forgas extemas ‘

‘ Determinacio do sistema I

Solugdo do sistema

!

Teste: erro > tolerfncia? Atualizagdo

Nio

E o iiltimo passo de carga?

Sim

FIM DA ANALISE

Figura 8.1. Procedimento incremental e iterativo de aplicagdo do carregamento para analise nao linear
geométrica de materiais elasticos.

A solucao do sistema global (8.9) ¢ feita com a sub-rotina MAS57, que se trata de um
método multifrontal direto, baseado na eliminagdo de Gauss (DUFF, 2004). Apds resolver o

sistema, ¢ determinado o erro com a expressao a seguir:

ERRO = (8.11.1)
normal=Y"[ (1, ), | (8.11.2)
normaZ:Z:(xi)2 (8.11.3)

onde os valores normal e norma2 sao calculados, apenas, para os graus de liberdade livres;

r, ¢ o vetor residuo de forgas global (8.8); e x € o vetor que contém todas as coordenadas

iniciais dos nds (ver equacao 3.1.1). Quando o erro (8.11) ¢ maior do que a tolerancia adotada,



a posicao atual y deve ser atualizada, ou seja, deve ser calculada a nova posi¢ao atual

tentativa. Esse cdlculo ¢ feito com a equacdo a seguir (ver expressao 8.9):

-1
y1=y1+AyOZY1_(HG) e (8.12)

Na etapa de saida (ver figura 8.1), as posi¢des atuais de equilibrio de todos os nds, no
final de determinados passos de carga, sdo impressas no arquivo de saida. Com esse arquivo,
o programa de pds-processamento determina os campos de deslocamento, de deformacao e de
tensdo ao longo de toda a estrutura. Com os valores dos deslocamentos de todos os nds, ¢
possivel, com auxilio de um programa desenvolvido no departamento (AcadView), visualizar

as configuracdes de equilibrio ao final de determinados passos de carga.

8.5. Algoritmo de analise ndo linear geométrica de materiais em regime elastoplastico

O cdédigo de analise ndo linear geométrica de estruturas constituidas de materiais em
regime elastoplastico ¢ similar ao cddigo para materiais em regime elastico (ver se¢ao 8.4).
Basicamente, existem duas diferengas entre tais codigos. A primeira ¢ na leitura das
propriedades do material. Além de informar ao programa as constantes da lei constitutiva
elastica adotada, ¢ necessario informar as constantes referentes as leis de evolucdo do
encruamento (ver capitulo 6). A segunda diferenga entre os programas supracitados consiste
na etapa que procede a realizacdo do teste (ver figura 8.1). No caso de materiais em regime
elastoplastico, parte-se da hipdtese que a resposta do material ao incremento de carga aplicado
¢ puramente elastica, ou seja, ndo ha evolugao das variaveis plasticas. Dessa forma, atingido o
equilibrio de forgas (4.9.1), € necessario verificar o critério de plastificagdo (6.15.3) ou (6.27)
em todos os pontos de integracdo numérica (ver se¢ao 8.3) dos elementos. Se esse critério for
satisfeito em todos os pontos, a hipotese de comportamento eldstico ¢ verdadeira e, com isso,
pode-se avangar para a etapa de saida (ver figura 8.1). Caso contrario, deve ser realizada a
corregdo plastica (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000). Para aqueles pontos de integracdao

nos quais o critério de plastificacao (6.15.3) ou (6.27) ndo ¢ satisfeito, devem ser atualizados,



por meio do algoritmo de retorno da se¢do 6.6, os seguintes parametros plasticos: parcela

plastica da deforma¢do (E,) ou parcela plastica do gradiente (A,); pardmetro de

encruamento isotropico («); e parametro de encruamento cinematico ( X ). As estratégias de
previsdo eldstica implementadas nos codigos computacionais desenvolvidos neste estudo para

materiais em regime elastoplastico sdo descritas a seguir.

8.5.1. Estratégias de previsdo elastica

Neste estudo foram adotadas trés estratégias com relagdo a primeira etapa do
algoritmo de previsdo elastica e corregdo plastica (CRISFIELD, 2000) descrito na secdo 6.6
desta tese: previsdo puramente elastica; método da Secante; e previsdo elastoplastica. Em
todas as trés estratégias, ¢ assumido inicialmente que as variaveis plasticas ndo variam ao
longo do incremento, ¢ verificado o critério de plastificacdo, e sdo atualizadas as referidas

variaveis com o método de retorno descrito nas segoes 6.6.1 ¢ 6.6.2.

Na estratégia da previsdo puramente eldstica, para céalculo da matriz Hessiana

(equagdo 4.11.2) considera-se que as derivadas das variaveis plasticas (E ,k ¢ X) em

relacdo a deformagdo (total) de Green-Lagrange E, ou em relagdao aos graus de liberdade vy,

sdo todas iguais a zero. Com isso, a primeira tentativa para a posi¢ao atual ¢é:

_ -1
Yu _y(o)_(H )(0)'|:fint(0)_fext(1)] (8.13.1)
J(S —] J,dg (8.13.2)
4 0)
2
H, = j S EE O Jd§ (8.13.3)
OE Oy dy  0ydy ),
%o X o (8.13.4)

OE OE



X_o (8.13.5)

onde os indices (0) e (1) denotam, respectivamente, as varidveis conhecidas no inicio e no
final do incremento; y ¢é o vetor de graus de liberdade; y, corresponde a posi¢do atual

relativa a primeira tentativa eldstica; e 0" denota o tensor nulo de quarta ordem. A posi¢ao

atual y, o vetor de forgas internas f.

int °

a matriz Hessiana H e as varidveis plasticas (E , k e
X)) sdo atualizados, respectivamente, via equagdes (8.13.1), (8.13.2), (8.13.3) e algoritmo de
retorno (ver se¢des 6.7.1 ou 6.7.2) até que o conjunto (y,Ep ,K,X) satisfaca, simultaneamente,

o equilibrio de forgas (4.9.1) e o critério de plastificagdo (6.15.3) ou (6.27). O correspondente
fluxograma do algoritmo ¢ um exemplo unidimensional da estratégia de previsdo puramente

eléstica sdo apresentados nas figuras 8.2 e 8.3, respectivamente.

Inicio do incremento
H| Calculo das forgas internas (eq. 8.13.2) H{ Cotreglio plastica (seglio 6.7.1 ou 6.7.2) |

. NAO
NAO SIM
| Erro (eq. 8.11) > Toleréncia? }H Satisfaz critério de plastificagdo (eq. 6.15.3 ou 6.27)7

SIM

| Determinagio da Hessiana (eq. 8.13.3) |

| Determinagdo do sistema (eq. 8 9) |

‘ Solugio do Sistema [MA57] |

—H Amalizagdo da posico (eq. 8.12) ‘

Figura 8.2. Fluxograma do procedimento incremental e iterativo, para a estratégia de previsdo
puramente elastica.



D=0 D=0

Yo Yua Yo Y

Figura 8.3. Exemplo unidimensional do método de previsdo puramente elastica. Nesta figura o
objetivo €, conhecidos a posi¢do, a forga e as variaveis plasticas no inicio do incremento

(y(o) ’F(o) , Ep(O) »K(g) s X(o) ), determinar a posicdo e as variaveis plasticas ao final do incremento
(y(l)’Ep(l) Ky s X(1) ) de forma a obter F = F(1) e ® =0.Os indices t1,t2,... referem-se as
tentativas. Etapa (a): previsdo elastica via Newton-Raphson para obtengdo de y,, . Etapa (b): corregdo
plastica com alteragdo na forga (F,). Etapa (c): previsdo eldstica via Newton-Raphson para obtengao

de y,, . Etapa (d): correcdo plastica com alteragdo na forga (F, ).

O método da Secante tem o mesmo inicio da estratégia de previsao puramente elastica.
O método iterativo de Newton-Raphson (CRISFIELD, 2000), com calculo da matriz Hessiana

H(O) (ver equacdo 8.13.3), é aplicado para obter a posicdo tentativa y_, de forma que
(fint )S = (fext )(1) , € as variadveis plasticas sdo atualizadas de forma que <I)(E,Ep ,K,X) = 0.A

proxima posicdo tentativa, representada por y,,, € obtida com a férmula multidimensional de

Broyden (BROYDEN, 1965):

Yo =Ya TAY =Yg _(Hil )Sl K (8.14.1)

ry = (f ), —(fe)y (8.14.2)



A
H, =r, -”A% (8.14.3)

Ay, =Ya Y (8.14.4)

- \/(y51 _y(o))'(ysl _y(o)) = \/(ysl Yo )i (ysl Yo )i (8.14.5)

Com a nova posicdo y,, verifica-se o critério de plastificacio (P <0). Caso

|y,

(D[E(Sz),Ep(sl),K(sl),X(Sl)}>0, sao corrigidas as varidveis plasticas para obter

@(E,EP,K,X)Zzo. Caso o residuo de forgas r, ndo seja suficientemente pequeno,

determina-se a nova posi¢do tentativa y, via Newton-Raphson. Pode-se notar que, na

estratégia da Secante, os métodos de Newton-Raphson e de Broyden sdo alternadamente

utilizados até que o conjunto de variaveis mecénicas (y,E_,k,X) ou (E,E ,x,X) satisfaca

simultaneamente o equilibrio de forcas (4.9.1) e o critério de plastificagdao (6.15.3) ou (6.27).
O algoritmo e um exemplo unidimensional da estratégia da Secante sdo ilustrados nas figuras

8.4 e 8.5, respectivamente.

H{ Calculo das forgas internas (eq. 8.13.2) H Atualizagio daposigio com a formula de Broyden (egs. 8.14) I

NAo NAo
| Emo (eq. 8.11) > Tolerinda? }H Satisfaz critério de plastificago (eq. 6.15.3 ou 6.27)7 }H Corrego plastica (segio 6.7.1 ou 6.7.2)

SIM SIM
‘ Determinaciio da Hessiana (eq. 8.13.3) ‘

| Determinagiio do sistemafeg. 8.9) |

| Solug3o do Sistema [MAS7] |

—H Atualizagio da posicdo (eq. 8.12) |

Figura 8.4. Fluxograma do procedimento incremental e iterativo, para a estratégia da Secante.
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Figura 8.5. Exemplo unidimensional do método da Secante. Nesta figura o objetivo € o mesmo da
figura 8.3. Os indices t1,t2,... referem-se as tentativas. Etapa (a): previsdo elastica via Newton-

Raphson para obteng¢do de y,, . Etapa (b): correcdo plastica com alteragdo na forga (F,, ). Etapa (c):
previsdo elastica via equagdo de Broyden (8.14) para obtengdo de y,, . Etapa (d): corre¢do plastica
com alteracdo na for¢a (F, ). O segmento de reta correspondente a etapa (c) ndo ¢ necessariamente

tangente a curva F = F(y) no ponto (y,,,F,).

Por fim, o método da previsdo elastoplastica ¢ similar ao método da previsao elastica.
A diferenga é que apenas a primeira posi¢do tentativa (y,, ) de cada incremento ¢ obtida com

as consideragdes (8.13.4) e (8.13.5). Para determinacdo das demais posigdes tentativa, €

empregado o operador tangente consistente elastoplastico (CRISFIELD, 2000):

0 oS oS OE
I =—|S(EE )|=2+ 2.0 8.15.1
@ 8E[( ")} OE OE, OE ( )
OE 2
H:j 5,08 Ry | CECE OF I dg (8.15.2)
1|\ OE "OE, OE oy oy  oyoy

Assim como nas duas primeiras estratégias, a corre¢ao plastica ¢ aplicada no final da obtencao
de cada posicdao tentativa. O algoritmo e um exemplo unidimensional da estratégia de

previsdo elastoplastica sao ilustrados nas figuras 8.6 e 8.7, respectivamente.



H Caélculo das forgas int (eq. 8.13.2) I I Corregdo plastica (segdo 6.7.1 ou6.7.2) I

\L NAO
—— Nio [ — —_— SIM
| Emro(eq 8.11) > Tal ? | | Satisfaz critério de plasificagho (eq. 6,153 0u §27)7
SI]\IJ'
1 SIM

| Ja houve corregdo plastica nests increm ento? I

NAo
‘ Determinagio da Hesslana elastica {eq. 8.13.3) Determinagdo da Hessiana elastoplastica (eqs. 8.13.3 e 8.15)

l |

| Determinacio do sistema (eq. 8.9) |

l

‘ Solugdo do Sistema [MAST] |

l

‘ Atualizac3o da posigio (eq. 8.12) |

NAo i SIM

—H Ja houve corregio plastica neste increm ento? I

Figura 8.6. Fluxograma do procedimento incremental e iterativo, para a estratégia da previsdo
elastoplastica.

Yoy Yu Yi Yy

Figura 8.7. Exemplo unidimensional do método da previsdo elastoplastica. Nesta figura o objetivo é o
mesmo da figura 8.3. Os indices t1,t2,... referem-se as tentativas. Etapa (a): previsdo elastica via

Newton-Raphson (equacdo 8.13.3) para obtengdo de y,, . Etapa (b): correcdo plastica com alteragdo na



forca (F,). Etapa (c): previsdo elastoplastica via Newton-Raphson (equagdes 8.13.3 e 8.15) para
obtengdo de y,,. Etapa (d): corre¢do plastica com alteragdo na forca (F,, ). Neste caso o segmento de

reta correspondente a etapa (c) € tangente a curva F = F(y ) no ponto (y,,,F,).

8.6. Processamento paralelo

Sabe-se que, para realizar simulacdo numérica de qualquer problema estrutural, quanto
maior o refinamento da malhas de elementos finitos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000) ¢/ou
a ordem de aproximacao polinomial, maior ¢ o tempo de processamento. Neste estudo, para
tornar mais rapida as simulagdes numéricas, foi empregado o processamento paralelo (UKTU
et al.,, 1982). O computador utilizado possui oito processadores. Entre eles, existem o
processador central, chamado de mestre, e os processadores restantes chamados de escravos.
Nos codigos computacionais desenvolvidos nesta pesquisa, ¢ paralelizada apenas a
determinagdo do sistema (ver figura 8.1). Cada processador, incluindo o mestre, calcula o
vetor local de forgas internas (ver equacao 8.1.1) e a matriz Hessiana local (ver equagao 8.1.2)
de seus respectivos elementos finitos. O mestre, sozinho, monta e resolve o sistema global de
equacdes (8.9), realiza o teste (ver figura 8.1), e atualiza as posi¢des atuais referentes aos
graus de liberdade livres (ver se¢do 3.1). No caso do codigo de analise de materiais em regime
elastopléstico, a correcdo plastica também ¢ paralelizada, ou seja, cada processador realiza, se
necessario, a atualizacdo das varidveis plasticas nos pontos de integracdo de seus respectivos

elementos finitos.

No cédigo paralelo, apenas o mestre faz a leitura dos dados de entrada. Com esses
dados, ele realiza a separagdo de tarefas por processador, ou seja, o mestre determina qual
processador realiza os céalculos necessarios para cada elemento. Definida essa separacao de
tarefas, o mestre transfere aos escravos, apenas, os dados de entrada correspondentes, isto &,
cada escravo possui, somente, 0os dados necessarios para os calculos de seus respectivos
elementos finitos. S6 0 mestre armazena todas as informagoes de toda a estrutura. Caso o erro

(8.11) seja maior do que a tolerancia, apds atualizar as posi¢des atuais de toda a estrutura, o



processador central transfere aos escravos as posigoes atuais dos nods de seus respectivos

elementos.

Conforme mencionado anteriormente (ver se¢ao 2.6), o conceito da decomposi¢ao de
dominio com solugdo independente em cada subdominio (YAGAWA; SONEDA;
YOSHIMURA, 1991; RAO; RAO; DATTAGURU, 2003; KLAWONN; RHEINBACH,
2010; RIVERA et al., 2010), bastante usado em processamento paralelo via MEF, ndo ¢

empregado neste estudo.

O codigo paralelo, com todos os oito processadores, ¢ utilizado independentemente do
nimero de graus de liberdade da malha de elementos finitos a ser simulada. Assim, € possivel
que a simulagdo numérica de uma malha com poucos elementos finitos seja realizada sem
utilizar todos os oito processadores. Ademais, o tempo de transferéncia de informacao entre o
mestre e os escravos nao € medido neste estudo. Por fim, ja que a ideia aqui € apenas reduzir o
tempo de processamento da simulacdo numérica, nao sao comparadas diferentes estratégias de

distribuicao dos calculos por processador.

8.7. Pds-processamento

Na etapa de saida (ver figura 8.1), sdo impressas, em arquivos de texto, as posigdes
finais de todos os nos da estrutura ao final de determinados passos de carga. Com essas
posicdes ¢ possivel - com o programa de pos-processamento desenvolvido neste estudo -
determinar os campos de deslocamento, deformagdes e tensdes em toda a estrutura. Tais
campos podem ser visualizados com auxilio de outro programa, desenvolvido no
departamento (AcadView). Para visualizagcdo neste tltimo programa, ¢ necessario calcular os
valores nodais da varidvel em questdo, ou seja, os valores da varidvel nos nds. Para
determinagdo do campo de deslocamento ao longo da estrutura, sdo usadas as aproximagdes
descritas nas equagdes (3.1), e a relagdo entre as numeragdes local e global dos nés, chamada
de incidéncia dos elementos. O calculo do campo de deformacdes (de Green-Lagrange) ¢

realizado via expressdes (3.15) e (3.17). A determinacdo do campo de tensdes de Cauchy,



para o caso de materiais em regime elastico (ver item 8.4 desta tese), € realizada nas equagdes
(5.7) e (4.3.2). No caso de materiais em regime elastoplastico (ver item 8.5 desta tese), para
determinar o campo de tensdes, torna-se necessario conhecer as seguintes variaveis: tensor

gradiente plastico A (3.23), tensor das tensdes inversas ¥ (ver equagdes 6.27 ¢ 6.29), e

parametro de encruamento isotrépico k (ver equagdes 6.27 e 6.33). Tais varidveis sdo
armazenadas em arquivos de texto, ao final de determinados passos, para cada ponto de
integragdo de todos os elementos. O calculo das tensdes de Cauchy, em cada ponto de
integracgdo, € realizado nas seguintes etapas: calculo da deformagao total de Green-Lagrange

E via equagdo (3.17); calculo da parcela elastica da deformacdo de Green-Lagrange E_ (ver
equagdo 3.24.3); célculo do segundo tensor elastico de Piola-Kirchhoff S, com a expressio
oy, / CE_, onde vy, ¢ a parcela elastica da energia livre de Helmholtz (ver equagdo 6.18);

calculo do segundo tensor de Piola-Kirchhoff S via expressdo (6.25.1); calculo do gradiente
(total) A e de seu determinante J (ver equagdes 3.11 e 3.13); e calculo da tensdo de Cauchy
via expressdo (4.3.2). Para determinagdo dos valores nodais, ¢ adotado o seguinte
procedimento para cada um dos nos: determinacdo dos elementos finitos aos quais o nd
pertence; calculo do valor nodal com os valores armazenados nos pontos de integracao de

todos os elementos que contém o respectivo no:

nel-npin

Z v.d.
(VNOD )k =nle=llT (8.16)

2 4
i=1

onde (Vyop )k ¢ o valor de determinada varidvel no né k; v, sdo os valores da respectiva

variavel nos pontos de integracdo dos elementos que contém o nd k; nel ¢ o niamero de
elementos aos quais o nd k pertence; npin ¢ o nimero de pontos de integracdo de cada

elemento; d, ¢ a distancia de cada ponto de integracdo ao no k.



8.8. Programas EPIM3D e DD3IMP

Ao longo do programa de Doutorado, o aluno realizou estdgio no Departamento de
Engenharia Mecanica da Universidade de Coimbra (Portugal). Os principais objetivos desse
estagio foram a implementacdo, no codigo computacional do aluno, de uma lei constitutiva
para materiais elastoplasticos em regime de grandes deformagdes, e o contato com os
programas do grupo hospedeiro, no caso o EPIM3D e o DD3IMP. Estes programas sio
empregados para simulacdo numérica de processos de conformagdo de metais homogéneos
em regime de pequenas deformagdes elasticas e grandes deformagdes plasticas. Entre tais
processos, podem ser citados o forjamento e a estampagem de chapas metélicas, amplamente
utilizados na industria automobilistica, por exemplo. A diferenca entre os programas do grupo
hospedeiro ¢ que, no EPIM3D, existe apenas a analise elastoplastica, enquanto no DD3IMP,
além da parte elastopléstica, ¢ analisado também o contato entre o corpo deformavel e corpos
rigidos, cuja geometria ¢ definida com o auxilio de superficies paramétricas. Assim sendo,
além de definir a malha de elementos finitos, as propriedades do material e as condi¢des de
contorno, ¢ necessario - no programa DD3IMP - definir a geometria da ferramenta que sera
empregada para simular numericamente o processo de conformagdo. A lei constitutiva para
grandes deformacgdes implementada no cddigo do aluno ¢ descrita no item 6.4 desta tese, € os

programas EPIM3D e DD3IMP sdo brevemente descritos neste item.

8.8.1. Cinematica

Em relacido a cinemdtica, ¢ adotada a descricdio Lagrangiana atualizada
(HOLZAPFEL, 2004), na qual a configurac¢do de referéncia ¢ atualizada ao final de todos os
passos, diferente da descricdo Lagrangiana total empregada neste estudo. A decomposi¢do

multiplicativa do gradiente (ver equagdo 3.23), geralmente empregada para formular grandes



deformacdes, também ¢ utilizada nos programas EPIM3D e DD3IMP. Além da aproximagao

(6.47) para a taxa de rotagdo plastica (W,), assume-se, no modelo mecéanico, que as

deformacdes elasticas sao pequenas em relacdo a deformagdo plastica, o que simplifica o

equacionamento ja que, dessa forma, ¢ possivel escrever as seguintes aproximacaoes:

D~D,+D, (8.17.1)

W W (8.17.2)

onde D e W sio os tensores taxa de deformagdo e de rotacao (ver equacdes 3.25 e 3.27).

8.8.2. Comportamento eléstico

No que diz respeito a resposta elastica do material, ¢ utilizada a relagdo isotrdpica
linear entre tensdao e deformagdo, similar a lei de Hooke ou a lei de Saint Venant-Kirchhoff

(ver equagdes 5.2 € 5.9):

Ry (8.18.1)
o' =6+oW-Wo (8.18.2)
g =e+e"W—-We® (8.18.3)

onde ¢’ e &' sdo, respectivamente, as taxas objetivas de Jaumann (HOLZAPFEL, 2004) do
tensor das tensoes de Cauchy (ver equagao 4.1) e do tensor das deformagdes elasticas (€°); e

I° ¢é o tensor elastico de quarta ordem (5.14). A medida de deformagdo empregada nos
programas EPIM3D e DD3IMP ¢ a deformagao logaritmica (ALVES, 2003). Pode-se notar,
nas expressoes (8.18), que ¢ utilizada a formulagao co-rotacional (CRISFIELD, 2000).



8.8.3. Comportamento plastico

Estdo implementados, nos programas EPIM3D e DD3IMP, vdrios critérios de
plastificagdo (ver equagdes 6.5): von-Mises, Drucker-Prager, Hershey-Hosford, Hill48,
Y1d91, KB93, CB2001 e D+L. Os cinco ultimos critérios sdo utilizados para descrever o
comportamento plastico de materiais anisotropicos. Os trés primeiros critérios sao utilizados
para descrever o comportamento plastico de materiais isotropicos, e correspondem a casos
particulares dos critérios de plasticidade anisotropicos de Hill48, CB2001 e YId9l,
respectivamente. Nos referidos programas, o critério de plastificacdo (ver expressoes 6.5 e

6.6) ¢ descrito, de maneira geral, pela seguinte expressao:

d=0(c-X,a)-Y(k)<0 (8.19)

onde 6 e Y sio funcdes escalares; X ¢ o tensor das tensdes inversas, o qual descreve o
encruamento cinematico; a representa os parametros de isotropia ou de anisotropia; € Kk € 0
parametro de encruamento isotropico. A expressdo (8.19) ¢ descrita na configuragdo
intermediaria (ver figura 3.3). A lei de fluxo plastico associativa, definida pela regra da
normalidade (PROENCA, 2006), também ¢ empregada nos programas EPIM3D e DD3IMP:

D, =v (8.20)

G(G—X)

onde o escalar y >0 ¢ o multiplicador plastico (ver equacdes 6.45 ou 6.46).

As leis de encruamento isotropico utilizadas nos programas EPIM3D e DD3IMP sao:
lei de Swift (ver equacdo 6.50); lei de Voce (ver equagdo 6.51); e modelos microestruturais
completo e simplificado (ALVES, 2003). Com relagdo a lei de encruamento cinematico,
apenas as lei de Prager (ver equacdo 6.54) e de Lemaitre-Chaboche (ALVES, 2003) estdo

implementadas.



8.8.4. Elementos finitos

Para descricdo espacial do meio continuo ocupado pelo corpo deformével, ¢
empregado, nos programas EPIM3D e DD3IMP, o método dos elementos finitos
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). Os elementos adotados sdo os solidos hexaédrico,
pentaédrico e tetraédrico isoparamétricos, sendo que para os elementos finitos hexaédricos e
tetraédrico ¢ possivel adotar para além da aproximag¢do linear também a quadratica. Para
calculo das integrais ao longo do volume, estio implementadas as técnicas numéricas de
integragdo completa, integragao reduzida uniforme e integragao reduzida seletiva (MALKUS;

HUGHES, 1978a; MALKUS; HUGHES, 1978b).

8.8.5. Previsdo elastica e correcdo plastica

Nos programas EPIM3D e DD3IMP, para integragdo da lei constitutiva elastoplastica
ao longo de cada incremento, também ¢ utilizado o algoritmo de previsao eléstica e correcao
plastica (ver itens 6.6 e 8.5.1). Assim como no codigo computacional desenvolvido neste
estudo, a etapa de previsdo eldstica se baseia num método tangente explicito, e a corre¢ao

plastica (ou retorno) se baseia num método implicito (CRISFIELD, 2000).



8.8.6. Materiais com pequenas deformac0es elasticas

Para materiais em regime de pequenas deformagdes elasticas, mas com deformacgdes
plasticas finitas, ¢ possivel mostrar a equivaléncia da formulagdo hiperelastopléstica do
presente estudo (ver se¢do 6.4) com a formulacdao dos programas EPIM3D e DD3IMP. Para
isso, ¢ empregado o procedimento descrito a seguir. Inicialmente, reescreve-se o tensor

(elastico) de Mandel (6.25.3) com auxilio das equagdes (3.24.2), (6.25.1) e (6.25.3):
M, =CS, =(A;CA})(A,SA])=A,CSA; (8.21)

Para o caso hiperelastopléstico (ver se¢do 6.4), sabe-se (CRISFIELD, 2000) que o uso do

critério de von-Mises (6.44) faz com que a deformacdo plastica seja isocodrica, isto €:

det(Ap) =1. Com esse resultado e com a hipotese de pequenas deformagdes elasticas, podem

ser escritas as seguintes aproximacdes (ver expressoes 3.23 e 3.24.7):

A~A ou A ~1 (8.22.1)
det(A,)~1 (8.22.2)
J=det(A)=det(A,)det(A,)~1 (8.22.3)

Com estas aproximacodes, os tensores de Mandel (8.21) e de Cauchy (4.3.2) resultantes sao,

respectivamente:
M, ~ATATASA" ~ ASA' (8.23.1)
Cc= %ASAT ~ASA" = o~ M, (8.23.2)

O tensor M, ¢ empregado na formulagdo do presente estudo (ver equagdo 6.27), e o tensor &

¢ utilizado no modelo mecanico dos programas EPIM3D e DD3IMP (ver equagao 8.19).

Além da equivaléncia das medidas de tensdo (oc~M,), ¢ possivel mostrar a

equivaléncia das medidas de deformacao, para o caso de pequenas rotagdes plasticas. Neste



estudo, a variacdo do parametro de encruamento isotropico ¢ dada na equagdo (6.33):

<=3,

e 3.27.6). Nos programas EPIM3D e DD3IMP, a lei de evolugdo do parametro de

,onde D, € a parcela plastica do tensor taxa de deformagdo (ver equagdes 3.25.2

encruamento isotropico k €:

(8.24)

onde g, ¢ a parcela plastica da deformag@o logaritmica (ALVES, 2003). Pode-se relacionar a

taxa de variagdo de &, com o tensor D com a seguinte expressdo (ALVES, 2003):
D —¢ (8.25)

onde &, ¢ uma taxa objetiva (HOLZAPFEL, 2004) de ¢, . Ademais, se as rotagdes plasticas
sd0 pequenas, entdo a parcela plastica do tensor taxa de rotagdo (W, ) ¢ aproximadamente

nula. Nesse caso, pode-se mostrar que:
€ =¢€ (8.26)

Assim sendo, ¢ possivel escrever a seguinte equivaléncia, vélida para o caso de grandes
deformacgdes elastoplasticas, mas com pequenas rotagdes plasticas (ver equagdes 6.33, 6.47 e

8.24):

D, =€, = Kuep = Ker3d = Kypp = Keppyap (8.27)

onde K, € Kyppip 530, nesta ordem, os pardmetros de encruamento isotropico da

formulacao hiperelastopléstica deste estudo (ver secdo 6.4) e da formulacdo dos programas

EPIM3D e DD3IMP.

Combinando os resultados das expressoes (8.23.2) e (8.27), a analise com a
formulagdo hiperelastoplastica da se¢do 6.4 desta tese deve fornecer os mesmos resultados da
analise com a formulagdo dos programas EPIM3D e DD3IMP para materiais no seguinte
regime: pequenas deformagdes elasticas, deformacgdes plasticas finitas, e pequenas rotagdes

plasticas.



8.8.7. Barras sob tracdo uniaxial em regime de pequenas deformacdes elasticas

Considerando a hiperelastoplasticidade (ver secdo 6.4), em regime de pequenas
deformacgdes elasticas, ¢ possivel escrever as seguintes aproximagdes para o gradiente da

barra sob tracao uniaxial (ver figura 6.1, e equacdes 6.94 ¢ 8.22):

A rI=AxA) (8.28.1)
A, 0 O 1 00 A 000 A, 0 0
0 A, 0 |=|/0 1T O0|=|0 A, O~/ 0 A, O (8.28.2)
0 0 A, 0 0 1 0 0 A 0 A,

onde A;, A, e A sdo, nesta ordem, os alongamentos total, elastico e plastico ao longo da

direcdo i. Com a condi¢do de incompressibilidade (6.106), valida para o critério de von-Mises

(6.44), o tensor gradiente acima resulta em:

00 A0 0
A=l 0 2,7 0 |=A=l0 42 0 | Ix) =1 (8.29)
0 0 1, 0 0

onde o escalar J ¢ o Jacobiano (3.13).

O calculo da forga longitudinal aplicada na barra da figura 6.1, para o caso de material

heterogéneo com GF ao longo do eixo x,, ¢ realizado com a equacdo (7.23). A seguir, sdo

analisados dois casos com a referida GF para barras sob tragdo uniaxial em regime de
pequenas deformacdes elasticas (ver equagoes 8.28 e 8.29): material hiperelastoplastico com

encruamento isotropico; e material hiperelastopldstico com encruamento cinemadtico de Prager

(6.54).



8.8.7.1. Barras constituidas de material com encruamento isotropico

Para barras sob tra¢do uniaxial constituidas de material com encruamento isotrépico
apenas, sao utilizadas as equagdes (6.110). Se as deformacgdes elasticas sdo pequenas, assume-
se que o material da barra encontra-se sempre em regime elastoplastico, ou seja (ver

expressdo 6.110.3):

= [2M, - 26, =0 M, =0 (830)
3 el 3 K el K

Além disso, com o resultado da expressdo (6.111.2) e com a aproximagdo (8.28), pode-se

escrever a seguinte equagao (ver expressoes 8.28):
k=In(%,)~In(1,) (8.31)
Portanto, para o caso de GF das constantes de encruamento isotrdpico ao longo do eixo x,, se

o alongamento longitudinal A, ¢ uniforme para toda a barra, entdo a forca longitudinal

aplicada na barra € (ver equagdo 7.23):

b, b,
E:%J-M ,)dx, = j KX, dxz——j JIn(h)x, Jdx,  (8.32)
10 0

onde b, e h, sdo as dimensdes iniciais da se¢do transversal da barra (ver figura 6.1).

Adotando a lei polinomial de encruamento isotropico (6.49) com a lei de GF de

poténcia (7.4), entdo:

n=0

o, (xx,) ZNCf {% +(a, —anz)[i—sz](K)n (8.33)

onde a , e a_, sdo os valores dos coeficientes a_  para x, =b, € x, =0, respectivamente; e

K, neste caso, ¢ uniforme para toda a barra. Portanto, com a equacdo (8.31), a forca (8.32)

resulta em:



hobo N nl — %n2 n
F = 3 ¥ {(an2+u][ln(kl)] } (8.34)

Para a lei de GF de poténcia (7.4) ao longo do eixo x, (ver figura 6.1) aplicada ao

coeficiente K da lei de Swift (6.50), ¢ possivel escrever a seguinte expressao (ver equagao

8.31):

o, (Kx,)= [K +(K, K)(E_H[E +in(x)] (8.35)

0
onde K, e K, sdo os valores do coeficiente K para x, =b, e x, =0, respectivamente; € os
coeficientes E, e n, neste caso, sdo constantes. Com isso, a for¢a longitudinal aplicada (8.32)
¢:

1

F :%1 {K2+(K1—K2)[E—;jp][Eo+ln(k1)]n dx, =

h,b K,-K n
F = ;]°(K2+ i+p2][E0+ln(kl)] (8.36)

Por fim, adotando a lei de poténcia de GF (7.4) ao longo de x, (ver figura 6.1) para a

constante 6, da lei de Voce (6.51), a tensdo limite de escoamento ¢_ resulta em (ver equacio

8.31):

P
o, (kx,)= [(502 +(00 — 00, )(%j ]e[cym(kl - Oat {1 B e[_cym(}”)]} (8.37)
0

onde 6, € 6, sdo os valores do coeficiente 6, em x, =b, e x, =0, respectivamente; e os

coeficientes o, e C,, neste caso, sdo constantes. Assim sendo, a forca longitudinal aplicada

sat

(8.32) ¢ determinada com a seguinte expressao:



hob —60 | (- ]
F =0 {{602 +—G°i+§°2 }e( ) s, [ 1-¢ CY‘“ﬂ} (8.38)

8.8.7.2. Barras constituidas de material com encruamento cinematico de Prager

Para a barra sob tra¢do uniaxial da figura 6.1, se o encruamento cinematico ¢ definido

pela lei linear de Prager (6.54), entdo:

e B L
x=x=cD,=|0 yx, O0|=c 0 D, 0 (8.39)
0 0 X.3 0 0 D,

Deve ser lembrado que a aproximagdo ¥ :;( pode ser realizada se a parcela plastica da taxa
de rotagdo (W,) for considerada nula (ver expressoes 6.31 e 6.47), o que ¢ valido para a barra

da figura 6.1. Além disso, com o critério de plastificacdo de von-Mises (6.44) e lei de fluxo

associativa (6.46), conforme a expressao (6.103):

D,+D,+D,;=0 (8.40)

Assumindo D, =D ;, entéo (ver expressdo 8.39):

1 0 0
1
})3:_51311131)1):])])1 0 _% 0 (8.41.1)

0o 0 -Y

D,=D

p2



x=cD,=cD,[0 -} 0 (8.41.2)
o 0o -Y
Com o tensor D, definido acima, o pardmetro de encruamento isotropico adotado neste

estudo (ver equagdo 6.33) resulta em:

N R R e S

Ademais, de acordo com a equagdo (8.31):

k:%[ln(xl)] -D,, (8.43)

Substituindo esta expressao em (8.41.2):

1 0 0 1 0 0
X _ 0 ! _ ]
X—E—ca[ln@l)} 0 -V 0 |=x=c[m(r)]j0 -1 0 | 844
1 1
0 0 -Y 0 0 -Y
Assim, o tensor desviador que aparece no critério de plastificagdo de von-Mises para a barra

sob tracdo uniaxial (ver equagdo 6.100.3) é:

—

1 0 0
2
dev(M, —y)=devM, —devy, = {EMCI —cln (2, )} 0 —é 0

0o 0 -Y

Jdev(M, )| = EM —cln(%l)} \/(1)2 {_g +[_g :EMel —en(x, )} E R

[dev (M, —x)| = \EMel - \Ecln(xl) (8.45)

=




Por fim, a funcdo escalar que define o critério de plastificagdo de von-Mises (6.44) com

encruamento cinematico apenas ¢:

® = |dev(M, —x)|- \E = \EMel - \Ecln(x1 )- \Eco <0 (8.46)

onde o, ¢ a tensdo limite de escoamento, constante neste caso. Para a barra sob tragdo

uniaxial em regime elastoplastico:
3
d=0=>M,, :cso—i-Ecln(Xl) (8.47)

Com o resultado da equagdo (8.47), para o caso de GF do coeficiente de Prager ¢ ao

longo do eixo x, da barra da figura 6.1, a forca longitudinal aplicada (8.32) resulta em:

h, ¢ h, ‘¢ 3
E =—jMel(xz)dx2 =—j o, +=cln(},) [dx, =
Xl 0 Xl 0 2
h,b,s, h, 3 o
F = o):co Tﬁ’zm(“ [Te(x,)]dx, (8.48)

0

Adotando a lei de poténcia de GF (7.4) ao longo de x, para o coeficiente ¢, a for¢a aplicada

(8.48) é:

h,b 3 c,—¢C
F = 0 0{00+Eln(kl)[c2+ i+pzﬂ (8.49)

onde ¢, e c, sdo os valores do coeficiente de Prager ¢ para x,=b, e x,=0,

respectivamente.

E importante mencionar que as expressoes (8.32), (8.34), (8.36), (8.38), (8.48) e
(8.49), todas empregadas para se calcular a for¢a longitudinal aplicada na barra da figura 6.1,
s6 podem ser utilizadas se as deformagdes elasticas forem pequenas, ¢ se o alongamento

longitudinal A, for uniforme em toda a barra. Além disso, tal alongamento deve ser



monotonamente crescente, pois se ele decrescer o material entra em regime elastico (@ <0) e
as referidas expressdes ndo podem ser usadas. Nesse regime, para se obter a for¢a aplicada na

barra, devem ser utilizadas as equagoes (7.22) e (7.23).

8.8.7.3. Aproximacao de Green-Naghdi

Com a decomposi¢ao aditiva da deformagao (6.14), para a barra sob tragdo uniaxial da
figura 6.1 constituida de material homogéneo em regime elastoplastico com encruamento
i1sotropico apenas, podem ser escritas as seguintes expressoes (ver equagoes 6.15, 6.45, 6.69 e

6.87):

@:J%&—ng;ﬂk:a=EU§—QQ=GJK) (8.50.1)

k:ng%Hng =J§E@J§:>K:Em (8.50.2)

F =SMA, =0, (K)LA, (8.50.3)

EP

Com a hipotese de pequenas deformagdes eldsticas, o parametro k utilizado para calcular a

forca (8.50.3) pode ser substituido por:

k=E ~E, (8.51)

pl

Por exemplo, para a lei de Swift (6.50), a forca longitudinal aplicada na barra em regime

elastoplastico, mas com pequenas deformagoes elésticas, ¢ (ver expressdo 6.69.3):

Iﬂ=K(EO+EJ"MAO=K{E0+%(Xf—lﬂ A, (8.52)



8.8.7.4. Formulacgao dos programas EPIM3D e DD3IMP

Para a barra sob tragdo uniaxial da figura 6.1 constituida de material homogéneo em
regime elastoplastico, mas com pequenas deformacdes elasticas, a forga longitudinal aplicada
considerando a formulacdo dos programas EPIM3D e DD3IMP ¢ (ver itens 8.8.1, 8.8.2 ¢
8.8.3, e expressdes 8.23.2, 8.30, 8.31 e 8.32):

E =ﬁGK (x) (8.53.1)
Xl
k=In(},) (8.53.2)

Para a lei de Swift (6.50), a for¢a (8.53.1) resulta em:

F=K[E,+In(,)] % (8.54)
1

De acordo com o resultado da expressao (8.23.2), as equacdes (8.53) e (8.54) também podem
ser utilizadas para o caso da barra sob tragdo uniaxial da figura 6.1 constituida de material
hiperelastoplastico homogéneo em regime de pequenas deformacgdes eldsticas (ver equagdo

8.32).



9. EXEMPLOS NUMERICOS

Para validagdao da metodologia numérica descrita no presente estudo (ver capitulos 3 a
8), foram simulados varios problemas estruturais. Os principais resultados obtidos com essas
simulacdes sdo descritos neste capitulo. Para analisar a convergéncia dos resultados, o0 mesmo
problema estrutural ¢ simulado com diferentes malhas de elementos (ZIENKIEWICZ;
TAYLOR, 2005) s6lidos tridimensionais. As diferencas entre tais malhas sdo o nimero de
elementos finitos ¢ a ordem de aproximagdao polinomial (ver se¢ao 3.1). Ademais, os
resultados obtidos aqui sdo comparados com outros estudos e artigos cientificos. Conforme
dito anteriormente (ver se¢ao 4.6), o carregamento, que € estatico e isotérmico, ¢ dividido em
passos de carga. A simulacdo numérica pode ser feita via controle de carga ou controle de
deslocamento. Para todos os exemplos, a tolerancia adotada para o erro (8.11) é de 10”. Em
quase todos os casos, o mesmo exemplo estrutural ¢ simulado com lei constitutiva para
materiais homogéneos (ver capitulos 5 e 6) e para materiais com gradagdo funcional (ver
capitulo 7). Para evitar confusdo, deve ser mencionado que analise de contato ou de impacto
ndo ¢ realizada neste estudo. Por fim, o nimero de nos e o niimero de graus de liberdade por

elemento finito s6lido sdo dados na tabela 9.1.

Tabela 9.1. Nuimero de nds e de graus de liberdade por elemento finito solido para as varias ordens de
aproximag¢ao polinomial (ver se¢ao 3.1) adotadas neste estudo.

Elemento tetraédrico Elemento hexaédrico
Ordem de
aproximagao Numero de nos Nu(;:i;g;gfg:us Numero de nos Nu;:igiif(;:us
1 4 12 8 24
2 10 30 27 81
3 20 60 64 192
4 35 105 125 375

5 56 168 216 648




9.1. Estruturas constituidas de material em regime elastico

Problemas estruturais com materiais em regime elastico (ver capitulo 5) foram
simulados numericamente com os elementos finitos soélidos tetraédrico e hexaédrico (ver
secdo 3.1). Para analise numérica de tais problemas, foi utilizado o cddigo computacional
descrito no item 8.4 desta tese. As estruturas que podem apresentar grandes deslocamentos
(ver equagdo 3.9), mas com pequenas deformagdes (ver se¢do 3.4), sio modeladas com a lei
hiperelastica linear de Saint Venant-Kirchhoff (ver equagdes 5.2 e 5.9). J& as estruturas que
podem exibir elevados deslocamentos e grandes deformacgdes sao modeladas com as leis
hiperelasticas ndo lineares (ver equagdes 5.3, 5.4 ou 5.5). A justificativa para tais escolhas

estd na se¢do 5.4 desta tese.

9.1.1. Problemas com deformagao homogénea

Para os problemas estruturais em que o campo de deslocamento (3.9) varia
linearmente ao longo do corpo, ndo ¢ necessdrio utilizar elementos finitos s6lidos com
aproximacao polinomial (ver se¢do 3.1) superior a linear ja que, nos referidos problemas, esta
ordem ¢ suficiente para reproduzir corretamente o comportamento estrutural. Sdo descritos, na
presente se¢do, problemas estruturais cujo campo de deslocamentos (3.9) ¢ linear e¢ o
gradiente (3.11), ou a deformacdo (3.17), € constante ao longo de todo o corpo. Em tais casos,
para poupar tempo de processamento, o nimero de elementos solidos adotado ¢ o menor
possivel: seis tetraedros ou um hexaedro (ver se¢do 3.1 e figura F8). Porém, para simulacao
dos problemas com deformagdo homogénea, apenas os tetraedros foram empregados. Os

resultados das simulagdes numéricas sdo comparados com as respectivas solucdes analiticas.



9.1.1.1. Tracdo uniaxial

O primeiro exemplo numérico analisado ¢ um prisma homogéneo sob tragdo uniaxial
(ver figura 9.1). Devido a simetria em rela¢do aos planos x,=0,0, x,=0,0 e x,=0,0,
apenas um oitavo do prisma foi discretizado. Considerando que o corpo deformado também ¢
um prisma (ver figura 9.1), com as faces planas e perpendiculares entre si, podem ser escritas

as seguintes expressdes:
Y1 (X) Lpx,

f=y(x)=1y,(x)p=42L.,x, (9.1.1)
y5(x) 2Lg5x5

)t=1(2L;, -1)x, (9.1.2)

A, 0 0] L, 0 0
of  oy(x)
A=—= =10 % 0|=[0 2L, O (9.1.3)
ox ox
0 0 2, 0 2L,
| L, -1 0 0
E=—(ATA—1)=E 0 4L, -1 0 (9.1.4)
0 0  4L.>-1

onde f ¢ a fungdo mudanca de configuracdo (3.7); x e y sdo, respectivamente, 0s vetores
posi¢do inicial e final (ver segdo 3.1); L, ¢ a dimensao final do prisma ao longo da diregao i;
u ¢ o vetor campo de deslocamento (3.9); A ¢ o tensor gradiente (material) de f (3.11); A, ¢
o alongamento das fibras materiais (HOLZAPFEL, 2004) na dire¢ao i; E ¢é o tensor
deformacao de Green-Lagrange (3.17); e I ¢ a matriz identidade (HOLZAPFEL, 2004). Os
coeficientes hiperelasticos do material, fornecidos na Tabela 9.2, foram interpolados via
método dos minimos quadrados por Pascon (2008) a partir dos dados experimentais presentes

em Yeoh (1997) para um polimero estrutural. A justificativa para escolha de um elevado

modulo de compressao volumétrica (k) ¢ para reproduzir as pequenas variagdes volumétricas



que ocorrem, normalmente, num material polimérico deformado. Tais variagdes sao pequenas

em relacdo a parcela isocérica da deformagdo (ver equagdes 3.21 e 3.22).

Para os materiais hiperelasticos isotrdpicos e incompressiveis (ver secdo 5.4), a
solugdo analitica deste problema, em termos da relacdo forca versus deslocamento, ¢ dada

pela seguinte expressao (RIVLIN; SAUNDERS, 1951):

Q- 2y O 1 oy
F =1,S, =25, (% -, )(6_il+k_16_i2 (9.2.1)
3, =L Lutu 9.2.2)
LIl LIl

. 2

i =n> +x_1 (9.2.3)
.1

i, =—5+21, (9.2.4)

onde E ¢ a forca total aplicada na direcdo longitudinal; t, é a carga superficial aplicada na
diregdo longitudinal; S € a area inicial da se¢do transversal; A, € o alongamento longitudinal
(ver equagdo 9.1.3); o escalar y ¢ a energia livre de Helmholtz (ver se¢do 5.1); 1, e 1, sdo os

dois primeiros invariantes (HOLZAPFEL, 2004) do tensor alongamento de Cauchy-Green

direito C (ver equagdes 3.16 € 3.17); L., e L,, sdo, respectivamente, os comprimentos final e
inicial (ver figura 9.1); e u, ¢ o deslocamento longitudinal. Para os modelos hiperelasticos

adotados (ver equacdes 5.2, 5.3, 5.4 e 5.5), € possivel escrever as respectivas solugdes

analiticas para barras sob tra¢do uniaxial em termos de for¢a versus deslocamento (PASCON,

2008):
_E(SO) U ’ u ’ W
(Fo == [[—LJ +3(—Lnj +2[—Lll ]] 9.3.1)




L, +u, B L, +y N
(E)HH—M(SO)( - j ( - j (9.3.4)

11 11

onde E ¢ o modulo de Young do modelo de Saint Venant-Kirchhoff (5.2); ¢; séo os

coeficientes isocoricos dos modelos de Rivlin-Saunders (5.3) e de Hartmann-Neff (5.4); e n ¢

uma das constantes do modelo neo-Hookeano (5.5). As expressdes (9.3.2), (9.3.3) e (9.3.4)
sdo validas para materiais pouco compressiveis (ou quase incompressiveis), nos quais a
parcela de deformacdo volumétrica pode ser desprezada e, dessa forma, podem ser utilizadas

+is0

as aproximagdes a seguir: J=det(A) =LA, =1, i =i, e iy° ~1,.
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Deslocamentos prescritos: Carga superficial uniforme (tragdo):
x,=0,0:u;,=0,0 x;=-1,0 e x,=1,0: t;= 10,0 (100 incrementos de 0,10)
x,=0,0: u,= 0,0
x3=0,0: u;= 0,0

Figura 9.1. Prisma sob tracao uniaxial (geometria e condi¢des de contorno). As linhas tracejadas se
referem a parte discretizada, e as linhas tracejadas e pontilhadas representam a posi¢ao final do prisma.



Os resultados das simulagdes numéricas realizadas com o cddigo desenvolvido neste
estudo (ver secao 8.4) estdo de acordo com as respectivas solugdes analiticas (ver figura 9.2).
De acordo com a figura 9.3, na comparacao das simulacdes com os dados experimentais, sao
grandes as discrepancias para os modelos de Saint Venant-Kirchhoff (5.2) e neo-Hookeano
(5.5). Ademais, os resultados referentes ao grafico forca versus deslocamento corroboram os
resultados numéricos de Pascon (2008), o qual utilizou elementos finitos triangulares de casca
com aproximagao cubica (ver figura 9.4). Sdo ilustradas, na figura 9.5, as posi¢des inicial e

final do prisma sob tragdo uniaxial para o modelo de Rivlin-Saunders (5.3).

Tabela 9.2. Constantes hiperelasticas do material para o prisma sob tragdo uniaxial.

Lei hiperelastica Coeficientes hiperelasticos

E=10,10701025
SVK (equagdo 5.2)
v=10,001
k =1000,0
n=1,0
RS (equagdo 5.3) c10=0,31237237
c20 =0,00054257
¢30 =0,00006962
k =1000,0
n=1,0
HN (equagdo 5.4) c10=10,29233813
c01 =0,01142455
a=0,00007671
k =1000,0

nH (equagdo 5.5)
pn=0,68350404




9.1.1.2. Compressao uniaxial

O prisma do primeiro exemplo numérico (ver figura 9.1) foi empregado para analisar o
caso da compressdo uniaxial. Neste problema, as expressoes (9.1), (9.2) e (9.3), validas para
barras sob tragdo uniaxial, também podem ser utilizadas. Para simulagdo numérica do prisma

sob compressdo uniaxial, foram utilizados os coeficientes hiperelasticos presentes na tabela
9.3, e a carga superficial de compressao avanga até (tl)max =—6,0. Assim como no exemplo
da tragdo uniaxial (ver item 9.1.1.1), tais coeficientes foram interpolados via método dos

minimos quadrados por PASCON (2008) para os resultados experimentais de um polimero

sob compressao presentes em YEOH (1997).
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Figura 9.2. Carga superficial versus deslocamento longitudinal do ponto A para o prisma sob tra¢do
uniaxial com os modelos: (a) Saint Venant-Kirchhoff (ver equagdes 5.2 e 9.3.1); (b) Rivlin-Saunders
(ver equagdes 5.3 ¢ 9.3.2); (c¢) Hartmann-Neff (ver equacdes 5.4 ¢ 9.3.3); (d) neo-Hookeano (ver
equacdes 5.5 € 9.3.4).
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Figura 9.3. Comparagdo com os dados experimentais de Yeoh (1997) para o prisma sob tra¢ao

uniaxial.
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Figura 9.4. Comparagdo com os resultados numéricos de Pascon (2008) para o prisma sob tragido
uniaxial com os modelos: (a) Saint Venant-Kirchhoff (SVK) e Rivlin-Saunders (RS); (b) Hartmann-
Neft (HN) e neo-Hookeano (nH).
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Figura 9.5. Posigdes inicial e final do prisma sob tragdo uniaxial com o modelo de Rivlin-Saunders
(5.3). A legenda se refere aos deslocamentos longitudinais.

Tabela 9.3. Constantes hiperelasticas do material para o prisma sob compressao uniaxial.

Lei hiperelastica Coeficientes hiperelasticos
E =21,8947
SVK (equagdo 5.2)
v=0,001
k=1000,0
n=1,0
RS (equagdo 5.3) c10=10,37052117

c20 =-0,00440558
¢30=-0,00152442

k =1000,0

n=1,0
HN (equagdo 5.4) c10=0,39506964
c01 =-0,00621006
a = -0,00009288
k =1000,0

nH (equacdo 5.5)
p=0,69255694




Assim como no primeiro exemplo, os resultados das simulacdes, em termos do grafico
for¢a versus deslocamento, estdo de acordo com as solucdes analiticas (9.3) (ver figura 9.6),
com os dados experimentais de Yeoh (1997) (ver figura 9.7), e com os resultados numéricos
de Pascon (2008) (ver figura 9.8). Pode-se notar, nos graficos das figuras 9.6, 9.7 ¢ 9.8, que o
modelo hipereléstico linear de Saint Venant-Kirchhoff (5.2) € o unico incapaz de impedir o

aniquilamento e a inversdo do material, os quais ocorrem, respectivamente, quando
u,(A)=-1,0 (comprimento final L., =0,0) ¢ u,(A)<-1,0 (comprimento final L, <0,0).
Por essa razdo, ndo ¢ conveniente empregar tal modelo em casos de elevados niveis de

compressao. Sao ilustradas, na figura 9.9, as posigdes inicial e final do prisma sob compressao

uniaxial para o modelo de Rivlin-Saunders (5.3).
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Figura 9.6. Carga superficial aplicada ( t, ) versus deslocamento longitudinal do ponto A (u, (A) )

para o prisma sob compressao uniaxial com os modelos: (a) Saint Venant-Kirchhoff (ver equagdes 5.2
e 9.3.1); (b) Rivlin-Saunders (ver equagdes 5.3 € 9.3.2); (c) Hartmann-Neff (ver equagdes 5.4 ¢ 9.3.3);
(d) neo-Hookeano (ver equagoes 5.5 € 9.3.4).
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Figura 9.7. Carga superficial aplicada ( t, ) versus deslocamento longitudinal do ponto A (u, (A) )

para o prisma sob compressao uniaxial: comparagdo com os dados experimentais de Yeoh (1997) para
os diversos modelos utilizados.

----- RS + RS(PASCON,2008) ——HN
O HN(PASCON,2008) =—--nH A nH (PASCON. 2008)
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Figura 9.8. Carga superficial aplicada ( t, ) versus deslocamento longitudinal do ponto A (u, (A) )

para o prisma sob compressao uniaxial: comparagdo com os resultados numéricos de Pascon (2008)
com os modelos de Rivlin-Saunders (RS), Hartmann-Neff (HN) e neo-Hookeano (nH).
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Figura 9.9. Posigoes inicial e final do prisma sob compressao uniaxial com o modelo de Rivlin-

Saunders (5.3). A legenda se refere aos deslocamentos longitudinais.

9.1.1.3. Cisalhamento simples

O terceiro exemplo numérico ¢ o prisma homogéneo sob cisalhamento simples

ilustrado na figura 9.10. Para este problema, assumindo que o cisalhamento ocorre no plano

definido pelos eixos X, € x,, as seguintes expressoes podem ser escritas (ver figura 9.10):

X, +X,tan0
X, (9.4.1)

(9.4.2)



o 8y() 1 tan0 O I v O
A=L_ YV 1o 1 ol=lo 1 0 (9.4.3)
Ox ox
0 0 1| (0 01
| | 0 v O
_ TA _7)_ % 2
E_E(AA 1)_2 v y* 0 (9.4.4)
0 0 0

onde 6 ¢ o angulo de cisalhamento ilustrado na figura 9.10; e y ¢ a quantidade de

cisalhamento (PASCON, 2008), ou “amount of shear” (HOLZAPFEL, 2004). A solucdo
analitica deste problema para materiais hiperelasticos isotropicos e incompressiveis (ver se¢ao

5.4), obtida por Rivlin (1956), ¢ dada pela seguinte expressao:

F=tS, = 2v(6—.\”+a—.\"J (9.5.1)
o, 0O,
y=tanf= u,(25) (9.5.2)
25

onde F ¢ a forca cisalhante aplicada na direcdo do eixo x,; t, € a carga superficial cisalhante
uniformemente aplicada na face cuja area inicial ¢ S, (ver figura 9.10); e u1(25) € o

deslocamento ao longo de x, da face com coordenada x, =25,0. Para o modelo de Rivlin-

Saunders (ver equagao 5.3 e figura 9.10), a referida solugdo analitica resulta em:
F =8, =27(8,)| e + 2030 (i, =3) # 3¢, (i, =3 | 9.6.1)

i, =3+ (9.6.2)
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No6s com deslocamentos livres: Modelo hipereldstico de Rivlin-Saunders (5.3):
X,=25,0: u; livre k =1000,0
n=1,0
c10=0,41491334
Carga superficial cisalhante (uniforme): €20 =-0.04627321

X,= 25,0: t;= 3,0 (100 incrementos de 0,03) ¢30 = 0,00645605

Figura 9.10. Prisma sob cisalhamento simples (geometria, condi¢des de contorno e lei constitutiva).
As linhas tracejadas e pontilhadas representam a posi¢ao final do prisma.

Em relacdo ao grafico carga superficial versus o escalar y (ver equacdo 9.4.3), os
resultados das simulagdes numéricas corroboram a solucdo analitica (9.6), os dados
experimentais de Yeoh (1990) e os resultados numéricos de Pascon (2008) (ver figura 9.11).
Os referidos dados experimentais foram obtidos a partir de um polimero estrutural preenchido
com negro de carbono, e os valores numéricos de Pascon (2008) foram obtidos com

elementos finitos de casca de ordem ctbica. Os deslocamentos ao longo de x, no ultimo

passo de carga sao ilustrados na figura 9.12.
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Figura 9.11. Carga superficial cisalhante t, versus quantidade de cisalhamento y (ver figura 9.10 e

equacdo 9.5.2): comparagdo com a solucdo analitica (9.6), os dados experimentais de Yeoh (1990) e os
resultados numéricos de Pascon (2008).
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Figura 9.12. Posigdes inicial e final do prisma sob cisalhamento simples. A legenda se refere aos
deslocamentos ao longo do eixo X, .



9.1.2. Obtencdo do numero necessario de pontos de integracéo

Para determinagdo numérica das integrais (8.1), referentes ao célculo do vetor de
forcas internas (4.9.2) e da matriz Hessiana (4.11.2), ¢ necessario definir o esquema de
integracdo numérica, isto ¢, ¢ preciso definir o numero (npin ), a localiza¢do (&) e os pesos
(w) dos pontos de integragdo numérica. Conforme explicado na se¢do 8.3 desta tese, para o
elemento finito s6lido hexaédrico (ver secdo 3.1), optou-se pela quadratura tridimensional de
Gauss-Legendre (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005), e para o tetraedro (ver se¢do 3.1), foram
escolhidas duas estratégias: a técnica de Rathod, Venkatesudu e Nagaraja (2007), e as
quadraturas Gaussianas de Jinyun (1984) e de Keast (1986). Sabe-se que, quanto maior o
nimero de pontos de integracdo, maior ¢ o tempo necessario para determinar numericamente
as integrais. Porém, espera-se que, com o aumento do numero de pontos, a precisdo do
resultado, em relagdo ao valor exato da integral, seja maior. Como sdo empregadas, neste
estudo, varias ordens de aproximagdo polinomial (ver se¢ao 3.1), foi necessario determinar,
para o tetraedro e para o hexaedro, o numero de pontos de integragdo numérica (por elemento
finito) para cada grau de aproximacdo. Para isso, varias ordens de aproximacdo (de um a
cinco) foram utilizadas para simular numericamente a viga em balanco mostrada na figura
9.13. Para discretizar a viga, foram utilizadas duas malhas de elementos: uma com seis

tetraedros, e outra com um hexaedro. Devido a simetria em relagdo ao eixo x,; =0,0, apenas

uma metade da viga ¢ discretizada (ver figura 9.13). Para cada tipo de elemento finito, para
cada ordem de aproximacdo e para cada uma das duas leis constitutivas utilizadas (ver figura
9.13), foram empregadas varias quadraturas de integracdo numérica para simulacdo estrutural.
Em todos os casos, o numero de pontos de integragdo aumentou até que houvesse
convergéncia de resultados (ver tabelas 9.4 a 9.15 para material homogéneo, e tabelas 9.16 a
9.27 para material heterogéneo). Nas tabelas 9.4 a 9.27, o simbolo X indica que ndo houve
convergéncia da norma (8.11). Com os resultados das simulagdes, definiu-se a quadratura de
integracdo numérica para cada ordem de aproximagdo dos elementos tetraédrico e hexaédrico,
e para cada uma das leis constitutivas (ver tabelas 9.28 a 9.31). Para essa defini¢do, foi

utilizada a tolerancia de 1% para o seguinte erro:



e, = (18 71es;) ©.7)

res,

onde res, e res, sdo os resultados fornecidos por duas quadraturas de integracdo

consecutivas, sendo o numero de pontos da segunda maior que o da primeira. Tais resultados

sdo comparados para a mesma estratégia de integragao.

Ponto Az x = 10,0;x,= 1,0, x43=0.5

Deslocamentos restritos:
x=00:0,=00

xpm 00exy 0000 00
x3=0,0:uy=00

Carregamento prescrito (por unidade de comprimenta):
xp 100 e x, 1,01, 0,0025

Material homogéneo: E-0,12 Material com gradagio funcional ao lenge de x5 definida pela lei de poténeia (ver equagtes 7.2 ¢ 7.4):
(a) lei hipereldstica linear SVK (equagdes 5.2): 0.0 E 012 E. 024
v= U2, E, = 0,

’ (a) lei hiperelastica linear SVK (equagdes 7.9): v l= U:(') (c.on;t;mt.e)
k=10000;: n=1.0
¢l0 - 0.31237237 k = 1000.0; n = 1,0 {constantes)

= 9 J . T237; (el0), 09821757
c20=0.00054257 (b} lei hiperelastica ndo linear RS (equagbes 7.10): ("_10)1 0.31237237; (L_m)* 0 9.8 1_? _’U_
30 = 000006962 (e20);=0.00054257; (e20) ;= 037037343
(e30) - 0.00006962; (c30)2 0.19718061

(b) lei hiperelastica ndo linear RS (equagdes 5.3):

Figura 9.13. Viga em balanco utilizada para determina¢do do niumero de pontos de integracdo por
elemento finito. As linhas pontilhadas representam a parte discretizada da viga. Para o caso com

gradacgdo funcional (GF), os limites ( )1 e ( ) correspondem aos valores das constantes

2

hiperelasticas em X, =0,50 ¢ x; =0,0, respectivamente.

Tabela 9.4. Deslocamentos transversais (U, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), material homogéneo, elemento finito sélido tetraédrico e quadratura
Gaussiana (anexo B).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagao 1 4 5 11 15 24 31 45
1 0.821 0.821
2 X 5.71 5.83 5.28 5.28

X X X 7.61 7.45 7.39 7.36
4 X X X X 8.45 8.32 8.29 8.26
X

X X X X 8.99 X 8.60




Tabela 9.5. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), material homogéneo, elemento finito sélido tetraédrico e quadratura
Gaussiana (anexo B).

Ordem de Numero de pontos de integracdo (por elemento)
aproximacao 1 4 5 11 15 24 31 45
1 -0.074 -0.074
2 X -3.21 -3.40 254 254
3 X X X -5.82  -5.69 575 573
4 X X X X -7.01 -6.95  -6.92  -6.96
5 X X X X X -7.52 X -7.28

Tabela 9.6. Deslocamentos transversais (U, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), material homogéneo, elemento finito solido tetraédrico e estratégia de
Rathod, Venkatesudu e Nagaraja (2007).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagdo 8 27 64 125 256 343 512
1 0.821
2 X 5.48 5.31 5.28 5.28
3 X 8.88 7.39 7.38 7.35
4 X X 8.42 8.26 8.26
5 X X X 8.61 8.58 8.58

Tabela 9.7. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), material homogéneo, elemento finito sélido tetraédrico e estratégia de
Rathod, Venkatesudu e Nagaraja (2007).

Ordem de Numero de pontos de integracao (por elemento)
aproximagdo 8 27 64 125 256 343 512
1 -0.074
2 X -2.76 -2.57 -2.54 -2.54

3 X -6.72 -5.67 -5.72 -5.71



4 X X -7.18 -6.92 -6.94

5 X X X -7.29 -7.26 -7.27

Tabela 9.8. Deslocamentos transversais (U, ) do ponto A da viga em balancgo (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), material homogéneo, elemento finito s6lido hexaédrico e quadratura
tridimensional de Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 € anexo A).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagdo 8 27 64 125 256 343 512
1 X 1.619 1.614 1.614
2 X X 6.25 6.14 6.14
3 X X X 7.84 7.72 7.70
4 X X X X 8.40 8.37 8.36
5 X X X X X 8.63 8.62

Tabela 9.9. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), material homogéneo, elemento finito s6lido hexaédrico e quadratura
tridimensional de Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 € anexo A).

Ordem de Numero de pontos de integracao (por elemento)
aproximagdo 8 27 64 125 256 343 512
1 X  -0.253 -0.252 -0.252
2 X X -3.55 -3.41 -3.41
3 X X X -5.90 -5.88 -5.86
4 X X X X -7.03 -7.00 -6.98
5 X X X X X -7.30 -7.29




Tabela 9.10. Deslocamentos transversais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), material homogéneo, elemento finito sélido tetraédrico e quadratura
Gaussiana (anexo B).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximacao 1 4 5 11 15 24 31 45
1 0.0792 0.0792
2 X X X 0.295 0.294 0.295
3 X X X X 2.968 2.929 2911
4 X X X X 4.019 3.988 X 3.941
5 X X X X X 4.077 X X

Tabela 9.11. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), material homogéneo, elemento finito solido tetraédrico e quadratura
Gaussiana (anexo B).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagao 1 4 5 11 15 24 31 45
1 -0.0057 -0.0057
2 X X X -0.025 -0.025 -0.025
3 X X X X -0916  -0.893  -0.883
4 X X X X -1.387  -1.372 X -1.373
5 X X X X X -1.382 X X

Tabela 9.12. Deslocamentos transversais (U, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), material homogéneo, elemento finito solido tetraédrico e estratégia de
Rathod, Venkatesudu e Nagaraja (2007).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagao 1 8 27 64 125 256 343 512
1 0.1056 0.0792 0.0792

2 X 0.474 0.298 0.295 0.295



3 X X 3.041 2.815 2,717 2.710

4 X X 4.145 3.907 3.891

5 X X X 4.090  4.049 4.042

Tabela 9.13. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), material homogéneo, elemento finito sélido tetraédrico e estratégia de
Rathod, Venkatesudu e Nagaraja (2007).

Ordem de Numero de pontos de integracdo (por elemento)
aproximagao 8 27 64 125 256 343 512
1 -0.0076 -0.0057 -0.0057
2 X -0.050 -0.025 -0.025  -0.025
3 X X -0.955 -0.831  -0.779  -0.776
4 X X -1.489 -1.345  -1.347
5 X X X -1.394  -1372 -1.367

Tabela 9.14. Deslocamentos transversais (u,) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), material homogéneo, elemento finito s6lido hexaédrico e quadratura
tridimensional de Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 € anexo A).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagao 8 27 64 125 256 343 512
1 X 0.155 0.155
2 X X 2.323 2.159 2.143 2.143
3 X X X 3.663 3.552 3.561
4 X X X X 4.061 4.056
5 X X X X X X X X




Tabela 9.15. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), material homogéneo, elemento finito sélido hexaédrico e quadratura
tridimensional de Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 ¢ anexo A).

Numero de pontos de integracdo (por elemento)

Ordem de
aproximagdo 8 27 64 125 256 343 512
1 X 0013  -0.013
2 X X 0573 -0.535 0528  -0.528
3 X X X 1170 -1.162 -1.172
4 X X X X 1387 -1.385
5 X X X X X X X X

Tabela 9.16. Deslocamentos transversais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), material com gradacao funcional (MGF), elemento finito sélido tetraédrico e
quadratura Gaussiana (anexo B).

Numero de pontos de integragido (por elemento)

Ordem de
aproximacao 1 4 5 11 15 24 31 45
1 0.574 0.620 0.620
2 X 5.31 5.43 4.86 4.86
3 X X X 7.32 7.17 7.12
4 X X X X 8.20 8.09 8.06
5 X X X X X 8.54 X 8.36

Tabela 9.17. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), MGF, elemento finito so6lido tetraédrico e quadratura Gaussiana (anexo B).

Numero de pontos de integracao (por elemento)

Ordem de

aproximagao 1 4 5 11 15 24 31 45
1 -0.045 -0.050 -0.050
2 X 2.77 2.92 2.18 218

3 X X X -542 534 542



4 X X X X -6.64 -6.56 -6.54

5 X X X X X -6.91 X -6.85

Tabela 9.18. Deslocamentos transversais (U, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), MGF, elemento finito so6lido tetraédrico e estratégia de Rathod, Venkatesudu

e Nagaraja (2007).
Ordem de Numero de pontos de integracao (por elemento)
aproximagdo 1 8 27 64 125 256 343 512

1 0.877 0.623 0.619

2 X 5.11 4.89 4.86 4.86

3 X 8.54 7.13 7.11 7.09

4 X X 8.20 8.04 8.04

5 X X X 8.37 8.34 8.35

Tabela 9.19. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), MGF, elemento finito s6lido tetraédrico e estratégia de Rathod, Venkatesudu

e Nagaraja (2007).
Ordem de Numero de pontos de integracao (por elemento)
aproximagao I 8 27 64 125 256 343 512

1 -0.083 -0.050 -0.050
2 X -2.42 -2.21 -2.18 -2.18
3 X -6.13 -5.33 -5.38 -5.37
4 X X -6.84 -6.54 -6.57
5 X X X -6.88 -6.84 -6.85




Tabela 9.20. Deslocamentos transversais (U, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), MGF, elemento finito s6lido hexaédrico e quadratura tridimensional de
Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 e anexo A).

Ordem de Numero de pontos de integracdo (por elemento)
aproximagdo 8 27 64 125 256 343 512
1 X 1.225 1.218
2 X X 5.81 5.70 5.70
3 X X X 7.50 7.41 7.40
4 X X X X 8.16 8.13 8.12
5 X X X X X 8.39 8.37

Tabela 9.21. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica linear (5.2), MGF, elemento finito s6lido hexaédrico e quadratura tridimensional de
Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 e anexo A).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximago | 8 27 64 125 256 343 s12
1 X -0.167 -0.165
2 X X -3.07 -2.96 -2.95
3 X X X -5.57 -5.52 -5.51
4 X X X X -6.64 -6.61 -6.59
5 X X X X X -6.87 -6.86

Tabela 9.22. Deslocamentos transversais (U, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica nao linear (5.3), MGF, elemento finito s6lido tetraédrico e quadratura Gaussiana (anexo

B).
Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagao 1 4 5 11 15 24 31 45
1 0.0409 0.0465 0.0465

2 X 0.9640 X 0.2375  0.2373



X X
X X
X X

X

X

2.0775  2.0715

27271 26765 X  2.6290

X 2.7469 X 2.7275

Tabela 9.23. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica nao linear (5.3), MGF, elemento finito sélido tetraédrico e quadratura Gaussiana (anexo

B).
Ordem de Numero de pontos de integracdo (por elemento)
aproximagdo 4 5 1 15 24 31 45
1 -0.0029  -0.0033  -0.0033
2 X -0.1499 X -0.0212  -0.0212
3 X X X X -0.4989  -0.4967
4 X X X X -0.6783  -0.6604 X -0.6531
5 X X X X X -0.6716 X -0.6690

Tabela 9.24. Deslocamentos transversais (u,) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), MGF, elemento finito so6lido tetraédrico e estratégia de Rathod,
Venkatesudu e Nagaraja (2007).

Numero de pontos de integragdo (por elemento)

Ordem de
aproximagao 1 8 27 64 125 256 343 512
1 0.0691  0.0469  0.0464  0.0463
2 X 0.4196 02418 02374 02373
3 X X 20966  2.0572 20332 2.0307
4 X X 28139 2.6448 26151
5 X X X 27598 2.7251




Tabela 9.25. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica nao linear (5.3), MGF, elemento finito sélido tetraédrico e estratégia de Rathod,
Venkatesudu e Nagaraja (2007).

Ordem de Numero de pontos de integracdo (por elemento)
aproximagao 8 27 64 125 256 343 512
1 -0.0050  -0.0033  -0.0033  -0.0033
2 X -0.0460  -0.0216  -0.0212  -0.0212
3 X X -0.5057  -0.4908  -0.4815  -0.4805
4 X X -0.7235  -0.6559  -0.6495
5 X X X -0.6792  -0.6669

Tabela 9.26. Deslocamentos transversais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica ndo linear (5.3), MGF, elemento finito s6lido hexaédrico e quadratura tridimensional de
Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 e anexo A).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagao 8 27 64 125 256 343 512
1 X 0.0752 0.0723 0.0718
2 X X 1.6536 1.5898 1.5852
3 X X X 2.2341 2.2226 2.2220
4 X X X X 2.6270 2.6271
5 X X X X X X X X

Tabela 9.27. Deslocamentos longitudinais (u, ) do ponto A da viga em balango (figura 9.13): lei

hiperelastica nao linear (5.3), MGF, elemento finito so6lido hexaédrico e quadratura tridimensional de
Gauss-Legendre (ver equagdes 8.2 e anexo A).

Ordem de Numero de pontos de integragdo (por elemento)
aproximagao 8 27 64 125 256 343 512
1 X  -0.0066 -0.0063 -0.0063

2 X X -0.3395 -0.3297 -0.3283



3 X X X -0.5137 -0.5150

4 X X X X -0.6320

5 X X X X X

-0.5171

-0.6321

X

As quadraturas de integracdo numérica fornecidas nas tabelas 9.30 e 9.31, para lei
hiperelastica de Rivlin-Saunders (5.3), também foram adotadas para as outras leis
hiperelasticas nao lineares (5.4) e (5.5). As quadraturas das tabelas 9.29 e 9.31, vélidas para
material heterogéneo com GF definida pela lei de poténcia (ver equacdes 7.2 e 7.4), também

foram adotadas para materiais heterogéneos cuja variacdo dos coeficientes hiperelédsticos €

definida pelas outras leis de GF (7.5), (7.6), (7.7) e (7.8).

Tabela 9.28. Quadratura de integragdo numérica adotada para os elementos finitos sélidos tetraédrico e

hexaédrico (lei hiperelastica linear 5.2 e material homogéneo).

Elemento finito a;z:)ieiga(;o E:;I:;iii;ge Numero de pontos

1 Gauss 1
2 Gauss 11

Tetraedro 3 Gauss 15
4 Gauss 24
5 Gauss 45
1 Gauss-Legendre 3D 8
2 Gauss-Legendre 3D 64

Hexaedro 3 Gauss-Legendre 3D 125
4 Gauss-Legendre 3D 125
5 Gauss-Legendre 3D 256




Tabela 9.29. Quadratura de integragdo numérica adotada para os elementos finitos sélidos tetraédrico e
hexaédrico (lei hiperelastica linear 5.2 e MGF).

Elemento finito apg:)ieizaiZO E:I:I:;érizge Numero de pontos

1 Gauss 4
2 Gauss 11

Tetraedro 3 Gauss 15
4 Gauss 24
5 Gauss 45
1 Gauss-Legendre 3D 8
2 Gauss-Legendre 3D 64

Hexaedro 3 Gauss-Legendre 3D 125
4 Gauss-Legendre 3D 125
5 Gauss-Legendre 3D 256

Tabela 9.30. Quadratura de integragao numérica adotada para os elementos finitos solidos tetraédrico e
hexaédrico (lei hiperelastica ndo linear 5.3 e material homogéneo).

Ordem d Estratégia d
Elemento finito i ?m e~ S ra eg1a~ © Numero de pontos
aproximagao integragao
1 Gauss 1
2 Gauss 11
Tetraedro 3 Gauss 24
4 Gauss 24
5 Gauss 45
1 Gauss-Legendre 3D 8
2 Gauss-Legendre 3D 64
Hexaedro
3 Gauss-Legendre 3D 125

4 Gauss-Legendre 3D 125



5 Gauss-Legendre 3D 256

Tabela 9.31. Quadratura de integragdo numérica adotada para os elementos finitos sélidos tetraédrico e
hexaédrico (lei hipereléstica ndo linear 5.3 e MGF).

Elemento finito a}ggi?rrrrlla(j;; E:::;i;ge Numero de pontos

1 Gauss 4
2 Gauss 11

Tetraedro 3 Gauss 15
4 Gauss 24
5 Gauss 45
1 Gauss-Legendre 3D 8
2 Gauss-Legendre 3D 64

Hexaedro 3 Gauss-Legendre 3D 125
4 Gauss-Legendre 3D 125
5 Gauss-Legendre 3D 256

De acordo com esta secdo, pode-se notar que a integracdo numérica adotada no
presente estudo ¢ a integragdo completa (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005). Conforme
mencionado anteriormente (ver se¢do 2.5), ndo foram adotadas aqui as seguintes técnicas:
integracao seletiva e reduzida (MALKUS; HUGHES, 1978a; MALKUS; HUGHES, 1978b),
enriquecimento em deformacao (SIMO; RIFAI, 1990; SIMO; ARMERO, 1992), método da
deformacao natural assumida (BATHE; DVORKIN, 1985; HUANG; HINTON, 1986), ¢
técnicas de estabilizagdo dos modos espurios de energia, chamados de ““hourglass modes™

(KOSLOFF; FRAZIER, 1978; BELYTSCHKO et al., 1984; REESE, 2007).



9.1.3. Comparacao do tipo de refinamento da malha

Em relagdo a discretizagdo, ou a malha de elementos finitos adotada (ZIENKIEWICZ;
TAYLOR, 2005), existem basicamente trés tipos de refinamento (KUO; CLEGHORN;
BEHDINAN; FENTON, 2006): o hierarquico (“h-refinement”), o polinomial (“p-
refinement”), e o de redistribui¢do (“‘r-refinement”). Com o refinamento hierarquico, o
nimero de elementos finitos aumenta e, conseqlientemente, o tamanho desses elementos
diminui, o que enriquece a aproximac¢ao do meio continuo discretizado. Ja4 com o refinamento
polinomial, a precisao da aproxima¢do numérica aumenta com uso de elementos finitos com
ordens mais elevadas, isto ¢, elementos cujas fung¢des de forma possuem graus de
aproximacao polinomial mais elevados (ver se¢do 3.1). Por fim, o refinamento r diz respeito a
redistribuicdo da malha de elementos, ou seja, a ordem de aproximagdo € o numero de
elementos sao mantidos constantes, mas o tamanho e a posicao desses elementos sao alterados
de forma a enriquecer a aproxima¢do numérica nas regides onde os campos de deformagao e

de tensdo sdo mais complexos.

De acordo com Kuo, Cleghorn, Behdinan e Fenton (2006), de maneira geral, o
refinamento p fornece taxas de convergéncia maiores do que o refinamento h, isto ¢, a
precisao dos resultados aumenta com uma taxa maior quando o nimero de elementos ¢
mantido constante e a ordem de aproximagdo aumenta, ao invés de se manter o grau de
aproximagdo e aumentar o numero de elementos. E afirmado também no referido artigo que o
refinamento r, normalmente, ¢ empregado para minimizar algum erro, ou norma, de forma a
obter a divisdo 6tima da malha de elementos, ou a discretizagdo mais eficiente em relagao a

precisao dos resultados.

Para verificar a influéncia do refinamento de redistribuicdo, a viga da figura 9.13 foi
simulada numericamente com vérios graus de aproximacao polinomial (de um a trés), com o
mesmo nimero de elementos finitos solidos, e com diferentes divisdes da malha (ver figura
9.14). As quantidades resultantes de elementos finitos sdo dezoito para o tetraedro, e trés para
o hexaedro. A tnica relacao constitutiva adotada ¢ a lei hiperelastica linear de Saint Venant-

Kirchhoff (5.2), e o material ¢ homogéneo (sem GF).
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Figura 9.14. Malhas para verificacdo do refinamento r da viga em balango (ver figura 9.13). Estas
malhas sdo as malhas base utilizadas para gerar as discretizagdes com o gerador de malhas do
Apéndice F desta tese.

Em relagdo a simulagcdes numéricas com elementos finitos, embora existam varios
tipos de travamento (BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2000), neste estudo define-se
travamento de uma forma geral: ocorre travamento, ou a malha de elementos trava, quando a
discretizacdo ndo ¢ suficientemente adequada, em termos de refinamento, para reproduzir o
comportamento de uma estrutura, por exemplo. Nesse caso, hd uma rigidez excessiva da
estrutura, o que leva a menores deslocamentos nos problemas com forgas prescritas, ¢ a
maiores forgas nos problemas com deslocamentos prescritos (ou recalques). Tal rigidez
excessiva pode ser devida a baixa quantidade de graus de liberdade (refinamentos h e p ruins),
ou a falta de um enriquecimento maior da aproximag¢ao numérica nas regides onde os campos
de deformagao e tensdo sao mais complexos (refinamento r ruim). Assim, de modo geral, para
um determinado carregamento, quanto maiores os deslocamentos ocorridos, menor ¢ o
travamento e, com isso, mais precisa ¢ mais confiavel ¢ a analise. Para ambos os elementos
finitos (tetraédrico e hexaédrico), a viga discretizada com a malha 4 (ver figura 9.14) é a que
fornece os maiores deslocamentos e, portanto, ¢ a que trava menos (ver tabelas 9.32 ¢ 9.33).
Para os dois tipos de elementos solidos utilizados, como as quantidades de elementos finitos e
de nds sdo as mesmas para todas as seis malhas, considerando as discretizagdes utilizadas nas

simulagdes, a malha 4 ¢ a mais eficiente em relagdo a precisdo dos deslocamentos verticais



finais do ponto A (ver figura 9.13, e tabelas 9.32 ¢ 9.33). Pode-se dizer que isso era esperado,
ja que a malha 4 ¢ a que possui um enriquecimento maior da aproximag¢do numeérica, ao longo
da direcdo longitudinal, nas duas regides extremas (uma proxima ao engaste, e outra proxima
a carga). Isso porque vigas em flexdo apresentam, de modo geral, um campo de
deslocamentos que é mais complexo nas referidas regides, e mais complexo na dire¢ao
longitudinal do que ao longo da secdo transversal, mesmo em regime de grandes
deslocamentos (PAIL; PALAZOTTO, 1996). Essa idéia de se refinar a malha de elementos nas
regides em que sdo esperados campos de deformacgdo e tensdo mais complexos ¢ utilizada ao
longo das simulagdes numéricas dos proximos problemas estruturais deste capitulo. Dessa
forma, define-se uma malha base a ser utilizada no gerador de malhas (ver Apéndice F) com
uma concentracdo maior de elementos nas regides mais criticas, € aumentam-se o niimero de
elementos (refinamento h) e a ordem de aproximacdo polinomial (refinamento p) até que haja
convergéncia dos resultados. Outro aspecto que pode ser observado nas tabelas 9.32 ¢ 9.33 ¢
que, para ambos os elementos sélidos e para cada malha, o aumento da ordem de aproximacgao

melhora a precisdo do deslocamento vertical final do ponto A.

Tabela 9.32. Deslocamentos verticais finais do ponto A da viga em balango (ver figura 9.13) com as
diversas malhas utilizadas (ver figura 9.14), para o elemento sélido tetraédrico.

Ordem de Malha
aproximagao 1 b 3 4 5 6
1 3.82 1.25 6.96 8.23 0.83 0.82
2 8.06 6.17 8.66 8.68 5.33 5.25

3 8.64 7.92 8.81 9.45 7.47 7.43




Tabela 9.33. Deslocamentos verticais finais do ponto A da viga em balango (ver figura 9.13) com as
diversas malhas utilizadas (ver figura 9.14), para o elemento s6lido hexaédrico.

Ordem de Malha
aproximacgao 1 b 3 4 5 6
1 6.36 2.57 8.37 8.43 1.62 1.62
2 8.29 6.89 8.70 8.77 6.14 6.14
3 8.67 8.09 9.44 9.47 7.72 7.72

9.1.4. Comparacao do tempo de processamento para os elementos solidos

Além do tipo de refinamento da malha (se¢do 9.1.3), foi comparado também o tempo
de processamento das simulagdes numéricas do problema estrutural da figura 9.13 com os
elementos solidos tetraédrico e hexaédrico. A malha base utilizada no gerador de malhas (ver
Apéndice F) ¢ a malha 4 da figura 9.14. O grau de aproximagao polinomial usado varia de um
a cinco. O modelo constitutivo adotado ¢ a lei linear de Saint Venant-Kirchhoff (5.2) para
material homogéneo. O numero de pontos de integracdo ¢ dado na tabela 9.28. Neste caso, as

simulacgoes foram realizadas com o c6digo sequencial (ver item 8.4).

Com excec¢do da aproximagao linear, o tempo de processamento ¢ maior para simular
a viga com a malha de hexaedros (ver tabela 9.34). Ademais, quanto maior a ordem de
aproximacao, maior ¢ a diferenca entre os tempos de processamento. Por essas razdes, apesar
de os deslocamentos finais das malhas de hexaedros terem sido um pouco maiores do que os
das malhas de tetraedros, foi dada maior énfase, ao longo deste estudo, ao elemento finito

solido tetraédrico.



9.1.5. Tracdo uniaxial de prisma com GF

Para ilustrar a influéncia da GF (ver capitulo 7), o prisma do primeiro exemplo
numérico (ver item 9.1.1.1 e figura 9.1) ¢ analisado novamente, mas neste caso modelado com

a lei hiperelastica linear de Saint Venant-Kirchhoff com GF na diregdo do eixo x,. Trés leis

de GF sdo adotadas: poténcia (7.4), sigmoidal (7.5) e senoidal (7.7). Os coeficientes do
material sao dados na tabela 9.35. A malha de elementos possui seis solidos tetraédricos de
ordem quadratica (ver item 3.1), e a integracdo numérica (ver equagoes 8.1) € realizada com

11 pontos (por elemento) em todos os casos.

Tabela 9.34. Comparacdo entre as simulagdes numéricas da viga em balango (figura 9.13) com os
elementos finitos solidos.

Ordgm dei Elemento 0 u Nﬁrpero tf)tal Tempo de
aproximagao de iteracdes  processamento (s)

Tetraedro 8.23 -9.84 435 2

1 Hexaedro 8.43 -5.69 300 1
Tetraedro 8.68 -6.95 264 17

? Hexaedro 8.77 -7.12 263 145
Tetraedro 9.45 -9.21 281 104

’ Hexaedro 9.47 -8.97 268 1775
Tetraedro 9.38 -8.62 275 522

* Hexaedro 9.55 -9.63 320 15254
Tetraedro 9.53 -9.59 280 2626

5

Hexaedro 9.58 -9.60 393 58540




Tabela 9.35. Coeficientes do material para o prisma (da figura 9.1) com GF. Os limites E, e E,

correspondem aos valores do modulo de Young (ver equagdes 5.2 ¢ 7.9) em x, =0,50 e x, =0,0,

respectivamente.

Lei hiperelastica com GF Coeficientes hiperelasticos

Ei=0,10701025 E>=0,53505125
SVK (equagdes 7.9)
v=0,001

Com relacao ao grafico forga aplicada versus deslocamento longitudinal, o aumento do

coeficiente de GF p (ver equacdao 7.4) leva a um enrijecimento do prisma, ou seja, quanto
maior p, menores sdo os deslocamentos longitudinais (ver figura 9.15a). Tal fendmeno era

esperado, ja que o aumento do referido coeficiente faz com que a fracdo volumétrica do

material mais rigido (E, =0,53505125) seja maior do que a fragdo volumétrica do material
menos rigido (E, =0,10701025), o que pode ser notado nas expressoes (7.2) e (7.4). O

mesmo padrdo da resposta do prisma com GF de poténcia (7.4) ¢ obtido para os prismas com
GF sigmoidal (7.5) e senoidal (7.7), isto €, quanto maiores os coeficientes de GF s e sn,
maior ¢ a rigidez do material e, portanto, menores sdo os deslocamentos longitudinais (ver
figuras 9.16a e 9.17a). Com relacdo aos deslocamentos transversais do ponto A para os

prismas homogéneos, o mais rigido (E=E, ou p—o0) apresenta maiores deslocamentos

transversais (ver figuras 9.15b, 9.16b e 9.17b). Ao contrario dos deslocamentos longitudinais,
os deslocamentos transversais do ponto A, para os prismas com GF, ndo se situam entre os
referidos deslocamentos para os prismas homogéneos. Ademais, apenas para a GF sigmoidal
(7.5), existe um padrdo: quanto maior o coeficiente de GF (s), maiores os deslocamentos
transversais do ponto A (ver figuras 9.15b, 9.16b e 9.17b). Em relagao a distribui¢do final de

tensdo longitudinal, ela parece seguir a variagdo do modulo de Young (my ), definida pela lei
de GF adotada (ver figura 9.18). Por fim, a deformagao longitudinal final ¢ uniforme para os

prismas homogéneos, e linearmente varidvel ao longo do eixo x, para os prismas com GF

(ver figura 9.19).
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Figura 9.15. Forga aplicada versus deslocamento do ponto A do prisma da figura 9.1 com GF definida

pela lei de poténcia (7.4): (a) deslocamento longitudinal u, ; (b) deslocamento transversal u,. O

coeficiente p ¢ o coeficiente de GF da lei de poténcia (7.4).
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Figura 9.16. Forga aplicada versus deslocamento do ponto A do prisma da figura 9.1 com GF definida

pela lei sigmoidal (7.5): (a) deslocamento longitudinal u, ; (b) deslocamento transversal u,. O

coeficiente s ¢ o coeficiente de GF da lei sigmoidal (7.5).
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Figura 9.17. Forga aplicada versus deslocamento do ponto A do prisma da figura 9.1 com GF definida

pela lei senoidal (7.7): (a) deslocamento longitudinal u, ; (b) deslocamento transversal u,. O

coeficiente sn ¢ o coeficiente de GF da lei senoidal (7.7).
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Figura 9.18. Distribui¢des finais da tensdo longitudinal de Cauchy ©,, (ver equagdes 4.1 € 4.2) ao
longo do segmento de reta X, =x; =0,0 ¢ 0,0<x, <0,5 do prisma da figura 9.1: (a) lei de
poténcia (7.4); (b) lei sigmoidal (7.5); (c) lei senoidal (7.7).

9.1.6. Vigas e pdrticos planos

Nesta se¢ao sdo apresentados os principais resultados obtidos com as simulagdes
numéricas de vigas e porticos planos em regime de grandes deslocamentos. Devido ao fato de
haver, em tais casos, predominio da flexdo com pequenas deformacdes, a lei constitutiva

empregada ¢ a lei hiperelastica linear de Saint Venant-Kirchhoff, expressa em (5.2) para



materiais homogéneos, e em (7.9) para MGFs (ver item 7.1). Para simulagdo computacional
destes e dos proximos exemplos, o numero adotado de pontos de integragcao numérica (ver

equacdes 8.1) € o obtido na se¢do 9.1.2 (ver tabelas 9.28 e 9.29).
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Figura 9.19. Distribui¢des finais da deformagéo longitudinal de Green-Lagrange E,, (ver equagdo

3.17) ao longo do segmento de reta X, =x; =0,0 ¢ 0,0<x, <0,5 do prisma da figura 9.1: (a) lei
de poténcia (7.4); (b) lei sigmoidal (7.5); (c) lei senoidal (7.7).



9.1.6.1. Viga prismatica em balanco

A primeira viga analisada neste estudo ¢ a barra prismatica em balango mostrada na
figura 9.20. Como a viga ¢ simétrica em relagdo ao plano x, =0,0, apenas uma metade da
viga ¢ discretizada. Com a ideia de se refinar a malha de elementos nas regides mais criticas
(ver item 9.1.3), foi definida a malha base com trés elementos hexaédricos (ver Apéndice F)
na propor¢ao 1:8:1, conforme ilustrado na figura 9.20. Como sao adotados cinco valores para
o coeficiente de GF p (ver figura 9.20), pode-se dizer que sdo adotadas cinco leis
constitutivas para esta viga, sendo que p — 0,0 e p — oo correspondem, respectivamente, aos

dois materiais homogéneos, o mais flexivel (E =1200,0) e o mais rigido (E =2000,0).

1,0

Geometria
A(100,0;0,0 ; 1,0)

Lei linear SVK

v =0,30 (equagdes 5.2)

T W ETET AN (equagdes 7.9) Carga (por unidade de comprimento)
x,= 1,0: E=E,=2000,0 ea(p P!

x; = 100,0, x5=0,0: p;=-0,250

Restrigoes
x;=0,0: u;=u,=uy=0,0
X,=0,5:u,=0,0 Gradago funcional (lei de poténcia 7.4)

Valores para o coeficiente p: 0,0 ; 0,25 ; 1,0 ; 4,0 e infinito

Figura 9.20. Viga prismatica em balango (geometria, condi¢cdes de contorno e lei constitutiva). As
linhas tracejadas representam a parte discretizada e a geometria da malha base.

A primeira tarefa realizada, para este exemplo numérico, foi encontrar a melhor
propor¢ao dos numeros de divisdes das arestas da malha base (ver figura 9.20). O nimero
minimo de tetraedros, neste caso, ¢ 18 (ver figura F8). Para cada quantidade de elementos

finitos tetraédricos, a viga da figura 9.20 foi simulada numericamente com todas as possiveis



proporcdes de numeros de divisdes das arestas da malha base. O nimero de tetraedros, que
comegou em 18, foi dobrando até 288, e o grau de aproximagao polinomial (ver se¢ao 3.1) € o
linear. Para simular esta viga, foram utilizados 100 passos de carga. Os resultados indicam
que a melhor proporcao do esquema de divisdo da malha base, para os materiais homogéneo e
com GF, ¢ aquela em que a divisdo na dire¢do longitudinal da viga (ver figura 9.20) é a maior
possivel (ver tabelas 9.36 € 9.37). Tal esquema de divisao também foi adotado para as malhas

de elementos de ordem superior.

Tabela 9.36. Comparagdo do esquema de divisdo das arestas da malha base da viga prismatica em
balango (figura 9.20), para material homogéneo (E =1200,0).

NEL NN NDI ND2 ND3 u3 u

18 16 1 1 1 -2.029 -0.019
28 2 1 1 -7.431 -0.282

36 24 1 2 1 -2.066 -0.010
24 1 1 2 2.022 -0.008
52 4 1 1 22301 -2.607
40 1 4 1 -2.078 -0.010
40 1 1 4 -2.019 -0.008

72
42 2 2 1 -7.927 -0.279
42 2 1 2 -7.309 -0.232
36 1 2 2 -2.055 -0.009
100 8 1 1 44,680  -11.009
72 1 8 1 -2.081 -0.010
72 1 1 8 2.019 -0.008
78 4 2 1 26416  -3.525

144
60 1 4 2 -2.064 -0.010
70 2 1 4 7.272 -0.229
78 4 1 2 21412 2275

70 2 4 1 -8.084 -0.292



60 1 2 4 -2.051 -0.009
63 2 2 2 -7.785 -0.268
196 16 1 1 -63.135 -24.013
136 1 16 1 -2.082 -0.011
136 1 1 16 -2.019 -0.008
150 8 2 1 -56.657 -18.015
108 1 8 2 -2.067 -0.010
126 2 1 8 -7.262 -0.228
150 8 1 2 -41.339 -9.077
288 126 2 8 1 -8.130 -0.296
108 1 2 8 -2.050 -0.009
117 4 2 2 -25.691 -3.326
105 2 4 2 -7.926 -0.279
105 2 2 4 -7.739 -0.264
130 4 4 1 -27.704 -3.894
130 4 1 4 -21.118 -2.210
100 1 4 4 -2.060 -0.010

NEL = niimero de elementos finitos tetraédricos. NN = nimero de ndés. ND1, ND2,

ND3 = ntimeros de divisdes das arestas da malha base nas dire¢des x1, x2 e x3 (figura

9.15). u3, u; = deslocamentos finais do ponto A nas dire¢des x3 e x1 (figura 9.15).

Tabela 9.37. Comparacdo do esquema de divisdo das arestas da malha base da viga prismatica em
balango (figura 9.20), para material com GF de poténcia (7.4) com os valores E, =1200,0,

E, =2000,0 e p=0,25.

NEL NN ND1 ND2 ND3 u3 ui
18 16 1 1 1 -1.789 -0.014
28 2 1 1 -6.575 -0.219
36
24 1 2 1 -1.819 -0.006



72

144

288

24

52

40

40

42

42

36

100

72

72

78

60

70

78

70

60

63

196

136

136

150

108

126

150

126

108

117

105

-1.782

-19.876

-1.830

-1.780

-6.997

-6.468

-1.810

-40.613

-1.834

-1.780

-23.534

-1.819

-6.436

-19.081

-7.132

-1.806

-6.873

-59.175

-1.836

-1.780

-52.284

-1.822

-6.427

-37.521

-7.173

-1.806

-22.882

-6.994

-0.004

-2.060

-0.006

-0.004

-0.210

-0.175

-0.005

-8.986

-0.006

-0.004

-2.766

-0.006

-0.173

-1.786

-0.220

-0.005

-0.202

-20.668

-0.006

-0.004

-15.047

-0.006

-0.173

-7.379

-0.223

-0.005

-2.608

-0.211



105 2 2 4 -6.833 -0.199

130 4 4 1 -24.686 -3.056
130 4 1 4 -18.818 -1.735
100 1 4 4 -1.814 -0.006

NEL = niimero de elementos finitos tetraédricos. NN = niimero de nds. ND1, ND2,
ND3 = numeros de divisdes das arestas da malha base nas diregdes x1, x2 e x3 (figura

9.15). u3, u; = deslocamentos finais do ponto A nas dire¢des x3 e x1 (figura 9.15).

Com o esquema de divisdo das arestas da malha base escolhido (ver paragrafo
anterior), a viga da figura 9.20 foi simulada numericamente com diferentes graus de
aproximagdo polinomial e quantidades de elementos finitos sdlidos tetraédricos. Sao
ilustradas, na figura 9.21, as malhas com 18 tetraedros empregadas, em que o grau de
aproximacao varia de um a cinco. Para as cinco leis constitutivas empregadas, o numero de
elementos tetraédricos aumentou até que houvesse convergéncia dos deslocamentos finais do
ponto A (ver figura 9.20). Para este exemplo, adotou-se a hipotese de que ocorre convergéncia

quando o erro (9.7) ¢ menor do que 1%, sendo que neste caso res, e res, sdo,

respectivamente, os valores dos deslocamentos para duas malhas de elementos consecutivas
do mesmo grau de aproximagdo. A analise de convergéncia, em relagdo aos deslocamentos

finais do ponto A, para cada um dos cinco valores do coeficiente de poténcia p (ver figura

9.20) ¢ dada nas tabelas 9.38-42. Pode-se notar, em tais tabelas, que o aumento da ordem de
aproximagao e/ou do numero de elementos finitos conduz a maiores deslocamentos finais do
ponto A e, assim, a um menor travamento da malha, para as vigas homogéneas e com GF.

Para as vigas homogéneas (E=1200,0 ¢ E=2000,0), os resultados obtidos aqui foram

comparados com a solugdo analitica de Pai e Palazotto (1996), os quais utilizaram uma
formulagdo tridimensional para vigas homogéneas elasticas nas seguintes condi¢des: regime
de grandes deslocamentos, mudanca de comprimento e possivel curvatura inicial do eixo
central, e possibilidade de ocorréncia de empenamentos da se¢do transversal. Além dessa,
existem outras referéncias analiticas para esta viga como, por exemplo, Sinclair (1979),
Mattiasson (1981), Chen (2010) e Mutyalarao, Bharathi e Rao (2010). Para as malhas com 18
e com 36 tetraedros, os deslocamentos do ponto A convergem, com aumento da ordem de

aproximacao, para a solucdo analitica da referéncia (ver figuras 9.22 ¢ 9.23).



Linear Quadratica

Clibica Quarto grau Quinto grau

Figura 9.21. Malhas com 18 elementos finitos solidos tetraédricos (sem escala) para simulagdo da viga
prismatica em balango (ver figura 9.20).

As posicoes inicial e final da malha de elementos mais refinada, para a viga

homogénea mais flexivel (E =1200,0), sdo ilustradas na figura 9.24. Para as malhas com 36
elementos tetraédricos, material homogéneo mais flexivel (E=1200,0) e grau de
aproximacao variavel, sdo mostradas, na figura 9.25, distribui¢des de deformagdes e tensdes
no final do ultimo passo de carga ao longo do segmento de reta x,=10,0, x,=0,50 e
0,0<x,<1,0. Para as malhas com 36 tetraedros do quinto grau e coeficiente de GF p

variavel, sdo mostradas, na figura 9.26, distribuicdes de deformagdes e tensdes ao longo do

referido segmento de reta.



Tabela 9.38. Analise de convergéncia dos deslocamentos finais do ponto A da viga em balango com
coeficiente de GF p — 0,0 (E =1200,0).

GAP NN NE NPIN ws(A)  u(A)
16 18 2.0 0.0
28 36 7.4 -0.3
52 72 223 2.6
100 144 -44.7 -11.0
196 288 -63.1 24.0
1 388 576 1 -73.6 -36.7
2310 4608 -85.4 -63.4
4614 9216 -85.6 -65.3
10395 36864 -87.9 -68.6
20763 73728 -87.9 69.2
63 18 -73.8 -36.1
117 36 -86.2 -59.6
2 225 72 5 -87.4 674
441 144 -88.0 -70.9
873 288 -88.2 -71.0
160 18 -85.3 -66.4
304 36 -87.1 -70.0
3 11
592 72 -88.1 71.8
1168 144 -88.3 722
325 18 -86.8 -70.8
625 36 -88.1 71.7
4 15
1225 72 -88.3 722
2425 144 -88.3 717

5 576 18 24 -87.9 -72.1



1116 36 -88.3 -72.2

Pai e Palazotto (1996) -87.0 -70.3

GAP = grau de aproximagdo polinomial dos elementos tetraédricos.
NN = numero de nés. NE = nimero de elementos tetraédricos.
NPIN = numero de pontos de integracdo numérica (ver equagdes 8.1).

u3 (A), u; (A) = deslocamentos finais do ponto A nas diregdes x3 e x1.

Tabela 9.39. Analise de convergéncia dos deslocamentos finais do ponto A da viga em balango com
coeficiente de GF p=0,25.

GAP NN NE NPIN us (A) ui (A)
16 18 -1.8 0.0
28 36 -6.6 0.2
52 72 -19.9 2.1
100 144 -40.6 9.0
196 288 -59.2 -20.7
1 4
388 576 -70.6 -33.0
2310 4608 -84.3 -60.9
4614 9216 -84.6 -62.9
10395 36864 -86.7 -67.5
20763 73728 -87.0 -68.1
63 18 -55.8 -18.3
117 36 -80.9 -46.4
2 225 72 11 -85.9 -60.4
441 144 -86.8 -68.6
873 288 -87.3 -69.5
160 18 -84.2 -64.1
3 15

304 36 -86.0 -67.6



592

1168

325

625

1225

2425

576

1116

72

144

18

36

72

144

18

36

24

45

-87.1

-87.5

-85.9

-87.2

-87.4

-87.4

-87.2

-87.5

-69.7

-70.2

-68.8

-69.5

-70.1

-69.7

-70.1

-70.2

GAP = grau de aproximagao polinomial dos elementos tetraédricos.

NN = ntimero de nés. NE = niimero de elementos tetraédricos.

NPIN = numero de pontos de integracdo numérica (ver equagdes 8.1).

u3 (A), ui (A) = deslocamentos finais do ponto A nas dire¢des x3 e x1.

Tabela 9.40. Analise de convergéncia dos deslocamentos finais do ponto A da viga em balango com
coeficiente de GF p=1,0.

GAP NN NE NPIN us (A) ui (A)
16 18 -1.5 0.0
28 36 -5.6 -0.2
52 72 -17.0 -1.5
100 144 -35.7 -6.9
196 288 -53.9 -16.8
1 4
388 576 -66.5 -28.4
2310 4608 -83.0 -57.9
4614 9216 -83.4 -60.2
10395 36864 -85.2 -65.1
20763 73728 -86.1 -65.9
2 63 18 11 -53.3 -16.4



117 36 -78.8 -42.9

225 72 -84.5 574
441 144 -85.8 -64.6
873 288 -86.5 673
160 18 -83.0 61.8
304 36 -85.1 -65.7
3 15
592 72 -86.3 -67.7
1168 144 -86.6 -68.1
325 18 -85.1 -66.9
625 36 -86.3 -67.5
4 24
1225 72 -86.6 -68.1
2425 144 -86.6 67.6
576 18 -86.4 -68.1
5 45
1116 36 -86.6 -68.1

GAP = grau de aproximacao polinomial dos elementos tetraédricos.
NN = ntimero de nés. NE = nimero de elementos tetraédricos.
NPIN = nimero de pontos de integragdo numérica (ver equagdes 8.1).

u3 (A), w; (A) = deslocamentos finais do ponto A nas diregoes x3 e x1.

Tabela 9.41. Analise de convergéncia dos deslocamentos finais do ponto A da viga em balango com
coeficiente de GF p=4,0.

GAP NN NE NPIN w (A ui(A)
16 18 -1.3 0.0
28 36 -4.8 -0.1
1 52 72 4 -14.8 -1.1
100 144 -31.8 -5.4

196 288 -49.4 -13.9



388

2310

4614

10395

20763

63

117

2 225

441

873

160

304

592

1168

325

625

1225

2425

576

1116

576

4608

9216

36864

73728

18

36

72

144

288

18

36

72

144

18

36

72

144

18

36

11

15

24

45

-62.6

-81.8

-82.4

-84.5

-85.3

-51.3

-76.9

-83.4

-85.0

-85.7

-82.1

-84.4

-85.6

-85.9

-84.4

-85.7

-85.9

-85.9

-85.8

-85.9

-24.6

-55.4

-58.0

-63.4

-64.1

-15.1

-40.3

-55.0

-65.0

-65.6

-59.9

-64.0

-66.1

-66.5

-65.3

-65.9

-66.5

-66.0

-66.4

-66.5

GAP = grau de aproximacgao polinomial dos elementos tetraédricos.

NN = ntimero de nés. NE = niimero de elementos tetraédricos.

NPIN = numero de pontos de integragdo numérica (ver equagoes 8.1).

u3 (A), u; (A) = deslocamentos finais do ponto A nas diregdes x3 e x1.



Tabela 9.42. Analise de convergéncia dos deslocamentos finais do ponto A da viga em balango com
coeficiente de GF p — o (E =2000,0).

GAP NN NE NPIN w (A u(A)

16 18 12 0.0

28 36 4.5 0.1

52 72 -13.7 -1.0

100 144 -29.5 4.6

196 288 -46.4 12,1

1 388 576 1 -59.9 222
2310 4608 -80.4 527

4614 9216 -81.1 -55.4

10395 36864 -83.5 -60.9

20763 73728 -84.1 -61.5

63 18 -64.8 -26.2

117 36 -79.8 472

2 225 72 5 -83.0 -57.8
441 144 -84.4 -62.9

873 288 -84.7 -63.4

160 18 -80.7 -57.3

304 36 -83.4 -61.9

3 11

592 72 -84.6 -63.7

1168 144 -84.8 -64.0

325 18 -83.4 -62.9

625 36 -84.6 -63.6

4 15

1225 72 -84.8 -64.0

2425 144 -84.8 -63.5

5 576 18 24 -84.7 -63.9



1116 36 -84.8 -64.0

Pai e Palazotto (1996) -83.0 -62.0

GAP = grau de aproximacgao polinomial dos elementos tetraédricos.
NN = numero de nés. NE = nimero de elementos tetraédricos.
NPIN = numero de pontos de integragdo numérica (ver equagdes 8.1).

u3 (A), u; (A) = deslocamentos finais do ponto A nas diregdes x3 e x1.
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Figura 9.22. Grafico forca aplicada versus deslocamentos do ponto A para a viga homogénea mais
flexivel (E =1200,0): (a) deslocamentos transversais; (b) deslocamentos longitudinais. A legenda se

refere a ordem de aproximacao dos elementos. Estes resultados foram obtidos a partir de malhas com
18 elementos finitos solidos tetraédricos.
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Figura 9.23. Grafico for¢a aplicada versus deslocamentos do ponto A para a viga homogénea mais
flexivel (E =1200,0): (a) deslocamentos transversais; (b) deslocamentos longitudinais. A legenda se

refere a ordem de aproximac@o dos elementos. Estes resultados foram obtidos a partir de malhas com
36 elementos finitos solidos tetraédricos.
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Figura 9.24. Configuragdes inicial e final da viga prismatica em balango mais refinada (1116 nés e 36

tetraedros do quinto grau). A legenda de valores se refere aos deslocamentos verticais finais.
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Figura 9.25. Distribui¢des finais de deformacdes de Green-Lagrange (ver equagdo 3.17) e tensoes reais

de Cauchy (ver equagdes 4.1 e 4.2) ao longo do segmento de reta X, =10,0, x, =0,0 ¢
0,0 <x, <1,0 para a viga prismatica em balango: (a) deformagédo normal E,; ; (b) tensdo normal
G,,. O nimero de elementos tetraédricos € 36, o grau de aproximacao ¢ varidvel e o material é o

homogéneo mais flexivel (E =1200,0).
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Figura 9.26. Distribui¢des finais de deformacdes de Green-Lagrange (ver equagdo 3.17) e tensoes reais

de Cauchy (ver equagdes 4.1 e 4.2) ao longo do segmento de reta X, =10,0, x, =0,0 e
0,0 <x, <1,0 para a viga prismatica em balanco: (a) deformagéo normal E,; ; (b) tensdo normal
o,,. O niimero de elementos tetraédricos ¢ 36, o grau de aproximacdo ¢ constante e igual a cinco, € 0

coeficiente de GF p (ver equagoes 7.4 e 7.9) é variavel.



9.1.6.2. Pértico diamante

O problema estrutural analisado aqui ¢ o portico em forma de diamante ilustrado na
figura 9.27. Este exemplo numérico foi estudado por Jenkins, Seitz e Przemieniecki (1966) e
por Mattiasson (1981). Em ambas as referéncias, sdo assumidas as seguintes hipoteses:
material homogéneo eléstico; equilibrio de forgas na posi¢ao final (deformada); deformagdes
cisalhantes despreziveis; eixo central inextensivel; e solu¢do analitica encontrada a partir da
determinagdo de integrais elipticas (BABUSCI; DATTOLI, 2011). A tunica diferenca entre os
referidos estudos € que a solugdo dada por Jenkins, Seitz e Przemieniecki (1966) para este
pértico ¢ dada na forma de grafico forga versus deslocamento, e a solu¢do de Mattiasson
(1981) ¢ fornecida em forma tabular, o que facilita a obtencdo dos valores para posterior
comparac¢do de resultados. Com relacao as malhas de elementos finitos, sdo empregados 60
solidos tetraédricos com grau de aproximagao variavel. Como este problema estrutural ¢é
similar ao anterior (ver item 9.1.6.1), o refinamento da malha ¢ realizado ao longo da dire¢do
longitudinal e nas regides criticas (proximas as extremidades). Devido a simetria em relagao

aos eixos x,=0,0, x,=0,0 e x,=0,0 (ver figura 9.27), apenas um oitavo do portico ¢

analisado. Assim como nas referéncias, sdo analisados dois casos: com forcas de tracao, e

com forgas de compressao.



w
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Valores para o coeficiente s: 0.0 ; 1/3 ; 3,0 ; e infinito \L P =0,06 (50 incrementos)

Figura 9.27. Pértico em forma de diamante (geometria, condigdes de contorno e lei constitutiva). As

letras W e u representam, nesta ordem, o deslocamento de A (ou de C) na diregdo X,, € 0

deslocamento de B (ou D) na dire¢do X, .

Assim como no exemplo anterior, o0 aumento da ordem de aproxima¢do melhora a
precisdo dos resultados em termos dos deslocamentos finais (ver figuras 9.28 a 9.31). Para a
malha de elementos tetraédricos do quinto grau, a influéncia do coeficiente de GF s (ver
equacdes 7.5 € 7.9) no grafico forga versus deslocamento ¢ ilustrada na figura 9.32. Por fim, a
figura 9.33 mostra as posi¢des inicial e final da malha do quinto grau, com material

homogéneo (E =1200,0).
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Figura 9.28. Deslocamentos do portico diamante homogéneo mais flexivel (s — 0,0 ou E =1200,0)

para as malhas com 60 sélidos tetraédricos. Na legenda, os simbolos w e u sdo os deslocamentos
finais mostrados na figura 9.27, e os simbolos [T], [C] e (Ref) denotam, respectivamente, os casos de
tracdo e de compressdo, e a solucdo da referéncia Mattiasson (1981).
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Figura 9.29. Deslocamentos do pértico diamante com GF (s = 1/ 3) para as malhas com 60 sélidos

tetraédricos. Na legenda, os simbolos W e u sdo os deslocamentos finais mostrados na figura 9.27, e
os simbolos [T] e [C] denotam, respectivamente, os casos de tracdo e de compressao.
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Figura 9.30. Deslocamentos do portico diamante com GF (s = 3,0 ) para as malhas com 60 solidos

tetraédricos. Na legenda, os simbolos w e u s3o os deslocamentos finais mostrados na figura 9.27, e
os simbolos [T] e [C] denotam, respectivamente, os casos de tracdo e de compressao.
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Figura 9.31. Deslocamentos do portico diamante homogéneo mais rigido (s — o ou E =2000,0)

para as malhas com 60 solidos tetraédricos. Na legenda, os simbolos w e u sdo os deslocamentos
finais mostrados na figura 9.27, ¢ os simbolos [T] e [C] denotam, respectivamente, os casos de tragdo
e de compressao.
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Figura 9.32. Forga versus deslocamento do portico diamante, com a malha de 60 tetraedros do quinto
grau e 1836 nos, e com diferentes coeficientes de GF s (ver equagdes 7.5 e 7.9): (a) deslocamentos ao

longo de X, na tracdo; (b) deslocamentos ao longo de X, na tragdo; (c) deslocamentos ao longo de X,

na compressdo; (d) deslocamentos ao longo de X, na compressao.

9.1.6.3. Portico quadrado

Outro problema estrutural analisado em Mattiasson (1981) é o portico quadrado
mostrado na figura 9.34. Assim como nos dois exemplos anteriores, o refinamento da malha
de elementos ¢é feito ao longo da dire¢do longitudinal e nas regides criticas (proximas as

extremidades). Sao utilizados, neste caso, 66 elementos finitos solidos tetraédricos com grau



de aproximacdo variavel (ver item 3.1). Devido a simetria em relacdo aos eixos x, =0,0,

x,=0,0 e x,=0,0, apenas um oitavo do portico ¢ discretizado. Assim como no exemplo

anterior, dois casos sdo analisados aqui e na referéncia: forcas de tracao e de compressao.

2516925
I 1887694
12.58462
629231
B 000oog
-6.29231

-12.58482

. -18.87694
-25.16925

135.18089
101.38567
67 59045
3379522
0.00000
-33.79522
-67.59045
10138567

-135.18089

Figura 9.33. Configuragdes inicial e final do portico diamante homogéneo mais flexivel (E =1200,0)

discretizado com 1836 nos e 60 elementos finitos solidos tetraédricos do quinto grau: (a) tracao; (b)

compressdo. A legenda se refere aos deslocamentos na dire¢do X, .

— .
Segiio transversal quadrada: IR
X3

—
b2
[

Lei linear SVE

v = 0,0 (equagdes 5.2)

Xy = O:E= ];'I = 1200,0
%, = 0,5:E = E,~ 2000,0

(equagoes 7.9)

Gradagdo funcional (lei exponencial 7.6)

Malha base (ver apéndice F):

I I

Restrigdes

Plano x = 0,0: u;= 0,0
Plano x5~ 0,0: uy= 0,0
Plano x 4= 0,0: u3=0,0

Carga total
P = 0,04 (50 incrementos)

Figura 9.34. Portico quadrado (geometria, condi¢des de contorno e lei constitutiva).



Para as malhas com 66 tetraedros, o aumento da ordem de aproximagao polinomial
dos elementos melhora a precisdo dos deslocamentos dos pontos A e B (ver figura 9.35), e os
resultados das malhas de alta ordem corroboram os resultados de Mattiasson (1981) para o

caso homogéneo mais flexivel (E =1200,0). A influéncia da lei de GF exponencial (7.6) no

comportamento do portico pode ser observada na figura 9.36.

U2[T] Ref) *++++ ul[T] (Ref) = = n2[C](Ref) - - = ul[C] Re) —+u2[T] —+ul[T] ——u2[C] —ul[C]
—=—u2[T] ——ul[T] ——u2[C] ——l[C] 60 -

Deslocamentos
b
=)
Deslocamentos
i
S

60 -

-80

-140 - -100 -
Ordem de aproximacio polinomial dos elementos Ordem de aproximacio polinomial dos elementos

@ ®

—-u2[T] —+ul[T] —#—u2[C] —ul[C]

40 -

Deslocamentos
o
S

40 1

-60

-80 -

Ordem de aproximacio polinomial dos elementos

(©)

Figura 9.35. Graficos forga versus deslocamento para o portico quadrado da figura 9.34 discretizado
com 66 elementos solidos tetraédricos: (a) caso homogéneo mais flexivel E =1200,0; (b) caso com

GF exponencial (7.6); (c) caso homogéneo mais rigido (E =2000,0).



9.1.6.4. Viga semicircular em balanco

O quarto problema plano ¢ a viga semicircular em balancgo ilustrada na figura 9.37. A
justificativa para escolha deste exemplo ¢ a verificagdo de possivel travamento (ver item

9.1.3) em elementos que apresentam curvatura em um plano (neste caso, no plano x,,x,). De

acordo com a referéncia Pai e Palazotto (1996), este exemplo ¢ similar a flexao cilindrica de

uma placa (ou de uma casca). Com a simetria em relagdo ao eixo x, =0,0, apenas uma

metade da viga foi discretizada (ver figura 9.37). Para a malha base, foi adotado o esquema da
malha 4 da figura 9.14. Com a ideia de se refinar na dire¢ao longitudinal (ver item 9.1.6.1), as
arestas da malha base na referida direcdo foram divididas em oito trechos, o que resultou em
144 elementos finitos solidos tetraédricos (3 trechos x 6 tetraedros por hexaedro x 8
hexaedros por trecho = 144 tetraedros). O grau de aproximagdo polinomial dos elementos

varia de um a cinco.
X2 X2

Homogéneo mais flexivel
X1 X1
—, Com GF exponencial
11606472
I 101 55031

2 24626
I -2.348680
vjﬂ &7 03539

-6.34346
7252145

-1153332

1613318
-20.72804
-25.32290
-28.91775

. -34 51261

S5.00707
4349285

Homogéneo mais rigido 2687524
14 48383

. -0.05058

<

Homogéneo mais rigido

Com GF exponencial

Homogéneo mais flexivel

(@ ®)

Figura 9.36. Posicdes finais para o pértico quadrado (ver figura 9.34) discretizado com a malha de 66
tetraedros do quinto grau: (a) tracdo; (b) compressdo. A legenda de valores se refere aos

deslocamentos na dire¢do X, .



Como a malha base ¢ prismdtica (ver figura 9.37), foram aplicadas as seguintes

mudancas de coordenadas:

x, =(99,5+X, )sen (nX, /100)

X, =(99,5+X, )cos(nX, /100)

X; =X,

(9.8.1)

(9.8.2)

(9.8.3)

onde X,, X, € X, sdo as coordenadas da viga semicircular; e X,, X, e X, sdo as

coordenadas da malha base.

1,0

Segdo transversal quadrada: ﬂ 1,0
X3

Lei linear SVK:
v=0,3 (equacBes 5.2)
x; =0,0: E=E =1200,0

uacoes 7.9
x,=0,5:E=E,=3600,0 (equag )

Gradagfio funcional (lei senoidal 7.7):

P, —=

A

X5

Malha base (ver apéndice F): X2

80,0

Ponto A:
x,=0,0;x,=-100,0; x;=0,0

Restrigdes:
Secfio engastada: u; =uy =u;=0,0
Plano x3=10,0:u;=0,0

Carga total (em toda a secéio transversal livre):
P, = 0,02 (100 incrementos)

Figura 9.37. Viga semicircular em balango (geometria, condi¢gdes de contorno ¢ lei constitutiva).

Os resultados das simulagdes numéricas mostram, mais uma vez, que o aumento da

ordem de aproximacao polinomial dos elementos tetraédricos melhora a precisdo da andlise

em termos dos deslocamentos do ponto A da viga semicircular, sendo que ¢ possivel notar o

excessivo travamento das malhas de aproximagdo linear (ver figuras 9.37, 9.38 e 9.39). A

influéncia do coeficiente de GF senoidal (sn ) nos deslocamentos finais do ponto A pode ser

observada na figura 9.38. De acordo com tal figura, o aumento do coeficiente sn enrijece a

estrutura, ou seja, os deslocamentos diminuem a medida que sn aumenta.
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Figura 9.38. Deslocamentos finais do ponto A da viga semicircular em balanco: (a) deslocamentos na

direcdo X,; (b) deslocamentos na dire¢do X,. O termo sn € o coeficiente de GF senoidal (ver

equacao 7.7).
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Figura 9.39. Gréficos forga aplicada versus deslocamento do ponto A na dire¢do X,, para a viga

semicircular em balango, e para os casos homogéneos: (a) sn — 0,0 (E =1200,0); (b) sn - o
(E =3600,0).




9.1.6.5. Coluna engastada sob primeiro modo de flambagem

Neste exemplo sdo analisados os comportamentos pré- e pos-critico de uma coluna
engastada sob primeiro modo de flambagem (ver figura 9.40). Este problema estrutural foi
extraido de Pai e Palazotto (1996), os quais estudaram apenas o caso homogéneo. Para induzir
o primeiro modo de flambagem na simula¢do numérica, foi adotada uma excentricidade que
varia linearmente ao longo do comprimento, cujos valores extremos sdo 0,0 na se¢do do
engaste, e L /1000 na secdo da extremidade livre em que ¢ aplicada a carga compressiva (ver

figura 9.40). Devido a simetria em relagdo ao eixo x, =0,0, apenas uma metade da coluna ¢

analisada numericamente. Neste caso, o nimero de elementos e a ordem de aproximagao
variam. Assim como nos exemplos anteriores, o refinamento da malha ¢ realizado ao longo do
eixo longitudinal. A carga critica de flambagem para o primeiro modo e para o caso

homogéneo ¢ dada por Timoshenko e Gere (1961):

_ mEl
Toar

(9.9)

onde E ¢ o mddulo de Young; I ¢ momento de inércia da segdo transversal em relagao ao

eixo Xx,; ¢ L é o comprimento inicial da coluna. Para E=1200,0 ¢ E=2000,0, as

respectivas cargas criticas de flambagem sdo: P, =0,0247 e P, =0,0411.

Carga:
x1=100,0: P;= 0,10
(200 incrementos)

Geometra:
A (100,0 ;0,6 ; 0,0)

A X2 . . E X2
| . - . : P
‘ ’ : ' I
| ) L A —_
X1 X3
1.0
1,0 9,0 40,0 40,0 9,0 1,0 :
\ 1 1 1 \
‘ Comprimento inicial (L) =100,0
\ 1
Restrigdes: Leis constitutivas: Gradagdo funcional (lei de poténcia 7.4):
x=0.0:u=u=u3=0,0 v=0,30 (equagdo 5.2) Valores do coeficiente p: 0,0 ; 1,50 ; 2,50 ; e infinito
X3=0,0:u;=0,0 x;=0,0: E=E;=1200,0

equagdes 7.9
x,=0,5: E=E,=2000,0 (equag )

Figura 9.40. Coluna sob primeiro modo de flambagem (geometria, condi¢des de contorno e lei
constitutiva). As linhas tracejadas denotam a malha base (ver apéndice F).



Com relagao aos deslocamentos finais do ponto A (ver figura 9.40), o refinamento da
malha, em termos de ordem de aproximacao e de nimero de elementos, melhora a precisao
dos resultados para os casos homogéneos e com GF (ver figura 9.41). Para este problema, as
malhas de aproximagao linear ndo foram capazes de reproduzir a flambagem. Assim como no
caso do prisma com GF sob tragdo uniaxial (ver item 9.1.5), o aumento do coeficiente de GF

de poténcia p enrijece a coluna (ver figura 9.42), ja que com aumento desse coeficiente, a
parcela volumétrica do material mais rigido (E =2000,0) aumenta em relagdo ao menos
rigido (E =1200,0). Em outras palavras, quanto maior o coeficiente de GF p, maior € a carga

critica de flambagem. Para ilustrar o comportamento da coluna antes ¢ depois da
instabilidade, algumas das configuragdes da malha mais refinada sdo mostradas na figura

9.43.
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Figura 9.41. Deslocamentos finais do ponto A da coluna sob primeiro modo de flambagem: (a), (b),
(c) e (d) deslocamentos finais na dire¢do X, para, respectivamente, os coeficiente p — 0,0

(E=1200,0), p=1,50, p=2,50 ¢ p > o0 (E=2000,0); (e), (f), (g) e (h) deslocamentos finais
na dire¢do X, para, respectivamente, os coeficiente p — 0,0 (E =1200,0), p=1,50, p=2,50 ¢

p — o (E=2000,0). As legendas se referem a ordem de aproximagao polinomial dos elementos.
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Figura 9.42. Graficos forga aplicada versus deslocamentos do ponto A da coluna sob primeiro modo
de flambagem. O termo p se refere ao coeficiente de GF de poténcia (ver equacdo 7.4). Os simbolos

“Ref”, “inf” e “Pcr” significam, nesta ordem, a referéncia bibliografica Pai e Palazotto (1996), o valor
infinito para o coeficiente p e carga critica de flambagem. Estes resultados foram obtidos com a

malha de 9625 nds e 576 elementos tetraédricos de quarto grau.
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Figura 9.43. Configuragdes de equilibrio para a coluna sob primeiro modo de flambagem para alguns
niveis de carregamento. A malha possui 9625 nds e 576 elementos tetraédricos de quarto grau. P, ¢ a

carga aplicada.



9.1.6.6. Coluna engastada sob segundo modo de flambagem

Além do primeiro (ver item 9.1.6.5), o segundo modo de flambagem de uma coluna
engastada também foi analisado. Neste caso, para induzir o segundo modo, foi utilizada a
excentricidade mostrada na figura 9.44. O caso homogéneo ¢ extraido de Pai e Palazotto
(1996). Assim como no caso anterior, devido a simetria em relagdo ao eixo x, =0,0, apenas
uma metade da coluna foi discretizada, e o refinamento da malha ¢ feito ao longo da dire¢ao

longitudinal. Para o caso homogéneo, a carga critica de flambagem para o segundo modo ¢

(TIMOSHENKO; GERE, 1961):

_ 9n’El
) by

(9.10)

onde E ¢ o modulo de Young; I ¢ momento de inércia da secdo transversal em relagcdo ao

eixo x,; ¢ L ¢ o comprimento inicial da coluna. Para E =1200,0 e E=3600,0, as

respectivas cargas criticas do segundo modo flambagem da coluna da figura 9.44 sdo:

P_=0,2221 ¢ P, =0,6662.

66,6667 Xx:=100,0: P; = 0,80

(200 incrementos) Geometria:

|
| K 1.0 | 1.0 K
‘ Hm—f A (100,0 ; 0,8333; 0,0)

X3 X
P, -
RE
X1 X3
1,0
13,3333 9.0 9.0 13,3333 9.0 9.0 13,3333 9,0
1

0,9

Comprimento inicial (L) =100,0

Restri¢des: Leis constitutivas: Gradagdio funcional (lei sigmoidal 7.5):
%= 0.0:u;=u=u3=0,0 v = 0,30 (equacfio 5.2) Valores do coeficiente s: 0,0 ; 0,50 ; 2.0 ; e infinito
%3=0,0: u3= 0,0 %=00E=E;S12000  o0h0isg)

X;=0,5:E = E,= 36000

Figura 9.44. Coluna sob segundo modo de flambagem (geometria, condigdes de contorno e lei

constitutiva). A inclinagdo no plano X,,X, ao longo da dire¢do longitudinal ¢ de 1% até

X, = 66,6667 e de-1% a partir de X, = 66,6667 . As linhas tracejadas denotam as divisdes da malha
base (ver Apéndice F).



E possivel notar, na figura 9.45, que para os casos homogéneos e com GF, as malhas
de elementos lineares utilizadas ndao foram capazes de reproduzir o segundo modo de
flambagem, e que as malhas de tetraedros cubicos e de quarto necessitam de poucos
elementos para reproduzir os valores para os quais os deslocamentos finais do ponto A
convergem. Para a malha mais refinada, o aumento do coeficiente de GF s enrijece a coluna,

e os resultados dos deslocamentos para o caso homogéneo s — 0,0 (E =1200,0) corroboram

a referéncia (ver figura 9.46). Algumas configuracdes da referida malha sdo ilustradas na
figura 9.47. Deve ser lembrado que, neste estudo e na referéncia, ndo ¢ realizada andlise de

contato.

9.1.6.7. Coluna engastada sob terceiro modo de flambagem

O ultimo problema estrutural de viga plana com instabilidade analisada aqui € a coluna
sob terceiro modo de flambagem mostrada na figura 9.48. Pode-se observar, em tal figura, a
excentricidade adotada para induzir o terceiro modo. Assim como nos dois exemplos
anteriores, o caso homogéneo ¢ analisado por Pai e Palazotto (1996), é discretizada apenas
uma metade da coluna, e o refinamento da malha de elementos ¢ feito na direcdo longitudinal.
Para o caso homogéneo, a carga critica de flambagem para o terceiro modo ¢

(TIMOSHENKO; GERE, 1961):

_ 257°El
“ o4

9.11)

onde E ¢ o modulo de Young; 1 ¢ momento de inércia da secdo transversal em relagdo ao

eixo Xx,; ¢ L é o comprimento inicial da coluna. Para E=1200,0 ¢ E=1800,0, as

respectivas cargas criticas do terceiro modo flambagem da coluna da figura 9.48 sdo:

P.=0,6169 ¢ P, =0,9253.
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Figura 9.45. Deslocamentos finais do ponto A da coluna sob segundo modo de flambagem: (a), (b), (¢)
e (d) deslocamentos finais na dire¢do X, para, respectivamente, os coeficiente s — 0,0

(E=1200,0), s=0,50,s=2,0 ¢ s > (E=3600,0); (e), (f), (g) e (h) deslocamentos finais na
diredo X, para, respectivamente, os coeficiente s — 0,0 (E =1200,0), s=0,50, s=2,0 ¢

s > (E=3600,0). As legendas se referem a ordem de aproximag¢ao polinomial dos elementos.
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Figura 9.46. Graficos forca aplicada versus deslocamentos do ponto A da coluna sob segundo modo de
flambagem. O termo s se refere ao coeficiente de GF sigmoidal (ver equagdes 7.5). Os simbolos
“Ref”, “inf” e “Pcr” significam, nesta ordem, a referéncia bibliografica Pai e Palazotto (1996), o valor
infinito para o coeficiente s e carga critica de flambagem. Estes resultados foram obtidos com a malha

de 6025 nds e 360 elementos tetraédricos de quarto grau.

()

- =040

B =080

: B=0,20
T T L R . I i | T I T ) o S T e | T T r=r=r=m

(2=0.0)

Figura 9.47. Configuragdes para a coluna sob segundo modo de flambagem para alguns niveis de

carregamento. A malha possui 6025 nos e 360 elementos tetraédricos de quarto grau. P, ¢ a carga

aplicada.




Carga:
x1=100,0: P1= 1,60
1.0 (200 incrementos)

Geometria:

E Py a@o00:070:00)

X
SE
Comprimento inicial (I.) =100,0 X3
I
1.0

Restrides: Leis constitutivas: Inclinacdes (na diregdo longitudinal):
%;=0.0:u=u=u;=0.0 v =0.30 (equagio 5.2) - até x,;=40,0: 1%
x3=0,0:u3=0,0 %;=0,0: E=E,=1200,0 - dex;=40,0 até x,= 80,0: -1%

%;,=0,5:E =E,=1800,0 (equagdes 7.9) - a partir de x;=80,0: 1%

Gradacdo funcional: lei exponencial 7.6

Figura 9.48. Coluna sob terceiro modo de flambagem (geometria, condi¢gdes de contorno e lei
constitutiva). As linhas tracejadas denotam a malha base (ver Apéndice F).

De acordo com as tabelas 9.43, 9.44 e 9.45, algumas das malhas ndo foram capazes de
reproduzir o terceiro modo de flambagem. Isso pode ser verificado pela dimensao excessiva
dos deslocamentos. Para exemplificar o que ocorreu com tais malhas, ¢ ilustrada na figura
9.49 a posicao final da malha com 104 nds e 150 tetraedros lineares para o caso homogéneo
mais flexivel (E =1200,0). Conforme a figura, a referida malha reproduziu o primeiro modo
de flambagem. Para o caso homogéneo mais flexivel e para a malha mais refinada, os
resultados em termos de deslocamentos estdo de acordo com a referéncia (ver figura 9.50).
Para o referido caso, algumas das configuracdes de equilibrio sdo mostradas na figura 9.51.

Tanto na referéncia quanto neste estudo, ndo foi realizada analise de contato.



Tabela 9.43. Deslocamentos finais da coluna sob terceiro modo de flambagem, para o caso
homogéneo mais flexivel (E =1200,0).

GAP NN NE NPIN u (A w(A)
104 150 -1235 69.8
1 204 300 1 -0.1 0.1
404 600 -0.1 0.2
459 150 -59.5 16.4
2 909 300 5 -95.3 17.0
1809 600 -184.4 15.8
1216 150 -110.5 14.9
3 2416 300 11 -113.9 14.7
4816 600 -114.1 14.6

GAP = grau de aproximacgao polinomial dos elementos tetraédricos.
NN = numero de nés. NE = nimero de elementos tetraédricos.
NPIN = numero de pontos de integragdo numérica (ver equagdes 8.1).

u; (A), uz2 (A) = deslocamentos finais do ponto A nas diregdes x1 e x2.

Tabela 9.44. Deslocamentos finais da coluna sob terceiro modo de flambagem, para o caso com GF
exponencial (ver equagdes 7.6).

GAP NN NE NPIN u (A w2 (A)
104 150 -110.9 75.4
1 204 300 1 -0.1 0.1
404 600 -165.5 40.2
459 150 -41.5 14.6
2 909 300 5 -85.2 16.6
1809 600 -97.3 15.7
1216 150 -95.2 15.7
3 11

2416 300 -99.0 15.6



4816 600 -99.2 15.6

GAP = grau de aproximagao polinomial dos elementos tetraédricos.
NN = niimero de nos. NE = numero de elementos tetraédricos.
NPIN = nimero de pontos de integracdo numérica (ver equagdes 8.1).

u; (A), uz (A) = deslocamentos finais do ponto A nas diregdes x1 e x2.

Tabela 9.45. Deslocamentos finais da coluna sob terceiro modo de flambagem, para o caso
homogéneo mais rigido (E =1800,0).

GAP NN NE NPIN u (A w(A)
104 150 -96.7 -79.4
1 204 300 1 -139.3 59.7
404 600 0.1 0.1
459 150 -107.4 -25.8
2 909 300 5 -65.8 16.0
1809 600 -139.0 19.3
1216 150 -180.4 19.3
3 2416 300 11 -81.3 16.0
4816 600 -81.6 16.0

GAP = grau de aproximagao polinomial dos elementos tetraédricos.
NN = niimero de nos. NE = numero de elementos tetraédricos.
NPIN = nimero de pontos de integracdo numérica (ver equagdes 8.1).

ui1 (A), uz (A) = deslocamentos finais do ponto A nas dire¢des x1 e x2.
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Figura 9.49. Posigdes inicial e final da coluna sob terceiro modo de flambagem, para a malha de 104
nds e 150 elementos tetraédricos de aproximagao linear.
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Figura 9.50. Gréfico carga aplicada versus deslocamento do ponto A da coluna sob terceiro modo de
flambagem, para o caso homogéneo mais flexivel (E =1200,0). Estes resultados foram obtidos com

a malha de 4816 nds e 600 elementos sélidos tetraédricos de ordem cubica.
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Figura 9.51. Configuragdes para a coluna sob terceiro modo de flambagem para alguns niveis de

carregamento. A malha possui 4816 nos e 600 elementos tetraédricos de ordem ctibica. P, é a carga

aplicada.

9.1.7. Vigas tridimensionais

Nos exemplos do item 9.1.6, foram analisadas estruturas sob grandes deslocamentos
com predominio da flexdo em apenas um plano. Nesta se¢do, sdo apresentados os principais

resultados de vigas tridimensionais em regime de grandes deslocamentos.

9.1.7.1. Viga circular em balanco

A primeira viga tridimensional analisada neste estudo ¢ a viga em balanco ilustrada na
figura 9.52. O objetivo aqui é prever o comportamento da viga sob grandes deslocamentos e
sob a combinacao de momentos fletor e torsor. O exemplo homogéneo ¢ extraido de Bathe e
Bolourchi (1979), os quais utilizaram os seguintes elementos finitos: viga tridimensional com
dois nds e seis graus de liberdade nodais (trés translagdes e trés rotagoes); e solido hexaédrico
com 16 nos e graus de liberdade translacionais. Para simular o presente exemplo com

metodologia numérica deste estudo, foram empregados elementos finitos solidos tetraédricos



de ordem quadratica, e o refinamento em termos do nimero de elementos ¢ realizado ao longo
da direcdo longitudinal. J& que a malha base ¢ prismatica (ver figura 9.52), foram utilizadas as

seguintes transformacdes de coordenadas:

x, =(99,5+Z)cos(nX / 400) (9.12.1)
x, =Y (9.12.2)
x, =(99,5+Z)sen(nX /400) (9.12.3)

onde x,, X, € X, sdo as coordenadas da viga; e X, Y e Z sdo as coordenadas da malha

base. Para o ponto B da viga (ver figura 9.52), foi determinada a tensdo equivalente final:

o, (B)= \/gdevc :deve = \/%(devc)ij (devcs)ij (9.13)

onde deve ¢ a parcela desviadora (HOLZAPFEL, 2004) do tensor da tensdo de Cauchy o
(ver equagdes 4.1 ¢ 4.2).

Os resultados obtidos aqui indicam que o refinamento da malha, em termos do nlimero
de elementos tetraédricos, melhora a precisao dos resultados finais (ver figura 9.53), para os
casos homogéneos ¢ com GF. Para a malha de elementos mais refinada, os deslocamentos

estao de acordo com a referéncia (ver figura 9.54).

i£ 1.0

Segdo transversal

Restrigdes:

x1=0.0:u;=uy=u3=0.0

A
Lei constitutiva:

450 ’/’ Segdo da extremidade livre v=0,0 (equagﬁo 5_2)

X,=0,0: E =E;=12000
x2=1,0: E =E»=3600,0

(equagdes 7.9)

Problema estrutural Lei de gradagdo funcional logaritmica (7.8)

Geometria (malha base):
A (1000;0,5;0,5)

B (50.0:0,5;0,5)

Carga total:

Ponto A: P,= 0,10 (50 incrementos)
Malha base (ver Apéndice F)

Figura 9.52. Viga curva em balango (geometria, condigdes de contorno, lei constitutiva e malha base).
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Figura 9.53. Analise de convergéncia dos resultados finais para a viga curva em balanco (ver figura
9.52): (a) deslocamentos para a viga homogénea mais flexivel (E =1200,0); (b) deslocamentos para

a viga com GF logaritmica (7.8); (c) deslocamentos para a viga homogénea mais rigida
(E =3600,0); (d) tensdo equivalente (9.13) no ponto B.
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Figura 9.54. Grafico carga aplicada versus deslocamentos do ponto A da viga curva em balango (ver
figura 9.52), para o caso homogéneo mais flexivel (E =1200,0) e para a malha com 3465 nés e 1152

elementos tetraédricos de ordem quadratica. A sigla “Ref” se refere a referéncia Bathe e Bolourchi
(1979).



9.1.7.2. Flambagem lateral de viga engastada

A segunda viga tridimensional sob grandes deslocamentos analisada aqui ¢ a viga sob
flambagem lateral mostrada na figura 9.55. Para que fosse possivel reproduzir a instabilidade
lateral e analisar o comportamento pos-critico da viga, foi utilizada uma rotacao da se¢ao
transversal que varia linearmente ao longo da direcao longitudinal. Segundo a referéncia da
qual se extraiu este problema estrutural (MACIEL, 2008), a carga critica de flambagem neste

caso ¢ dada por (TIMOSHENKO; GERE, 1961):

VEIGJ

P, =4,013 (9.14.1)
bh’
L 9.14.2
B ( )
3
oo (9.14.3)
3
G-_F (9.14.4)
2(1-v)

onde E ¢ o modulo de Young; v € o coeficiente de Poisson; e as dimensdes L, h e b sdo
mostradas na figura 9.55. De acordo com Maciel (2008), com os valores adotados para esta

viga, a carga critica resultante é: P, =47,3.

Restri¢des:
Carga aplicada: - X,=0.0: u;= uy=1u3=00
x,= 1000 ; x2= 0,5 : x3=5,0: P:=100,0 /;’ >
(100 incrementos) "1,:'.;_4'-1"
.-',:."/"':j:-/ 7 ' Lei constitutiva:
= 2o . _ .
A S y E =100000,0 e v = 0,30 (equagdo 5.2)
i
3 ’_',';/"'""' Rotagdo da segio transversal no plano x,- x5:

%;=0,0:0,0
x1= 100,0: 0,16 radianos

(variagdo linear na longitudinal)

Figura 9.55. Flambagem lateral de viga engastada (geometria, lei constitutiva e condigdes de
contorno).



A comparagao dos resultados da referéncia com os deslocamentos do ponto de
aplicacdo da carga obtidos com as malhas empregadas neste estudo ¢ mostrada na figura 9.56,
onde ¢ possivel notar que o refinamento da malha melhora a precisdo dos resultados. Na
referéncia Maciel (2008), sao utilizados elementos finitos solidos tetraédricos isoparamétricos
de ordem cubica, e a lei constitutiva elastica ¢ escrita em termos da deformacao de engenharia
e da tensdo nominal (PASCON, 2008). As configuragdes inicial e final da malha mais

refinada sdo ilustradas na figura 9.57.

9.1.8. Chapas e cascas

Neste item sdo apresentados os principais resultados das estruturas em forma de chapa
e de casca simuladas numericamente com o codigo computacional desenvolvido no presente

estudo para andlise de materiais em regime eldstico (ver item 8.4).
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Figura 9.56. Graficos carga aplicada versus deslocamentos do ponto de aplicacdo da carga para a viga
sob flambagem lateral: (a) deslocamentos ao longo de X, ; (b) deslocamentos ao longo de X, ; (c)

deslocamentos ao longo de X, . Os numeros na legenda se referem ao namero de nos, a quantidade de

elementos tetraédricos e a ordem de aproximagdo polinomial, respectivamente.
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Figura 9.57. Configuragdes inicial e final da viga sob flambagem lateral discretizada com a malha
mais refinada (1125 nds e 72 elementos tetraédricos do quarto grau). A legenda se refere aos

deslocamentos finais na dire¢do X, .

9.1.8.1. Membrana de Cook

O primeiro problema estrutural da secao de chapas e cascas ¢ a membrana de Cook
mostrada na figura 9.58. Este exemplo, extraido de Diister, Hartmann e Rank (2003), ¢
empregado para avaliar travamento em elementos finitos de casca devido a singularidade que
ocorre no ponto B (ver figura 9.58). Na referéncia sdo utilizados elementos finitos s6lidos do
tipo casca com varias ordens de aproximagao. De acordo com o item 9.1.3 desta tese, a malha
base foi escolhida de forma a se obter um melhor refinamento nas regides mais criticas
(aquela proxima a carga e aquela proxima ao engaste). Devido a simetria em relagdo ao eixo

X, = 0,0, apenas uma metade da membrana ¢ analisada. Assim como no caso da viga

prismatica em balanco do item 9.1.6.1 desta tese, foi realizada comparagao de resultados entre
diferentes malhas de elementos solidos tetraédricos com mesmo numero de elementos finitos
e distintos esquemas de divisao das arestas da malha base. Tal comparagao foi feita com
malhas de elementos tetraédricos de ordem quadratica para o caso homogéneo mais flexivel e
para um dos casos com GF (ver tabelas 9.46 ¢ 9.47). Para a malha base da figura 9.58, o
nimero minimo de elementos tetraédricos ¢ 72 (12 hexaedros x 6 tetraedros/hexaedro = 72
tetraedros). Para obter o melhor esquema de divisao das arestas, a quantidade de tetraedros foi

dobrando de 72 até 1152, e para cada nimero de elementos foram obtidos os deslocamentos



finais do ponto A (ver figura 9.58) para todos os esquemas de divisdo possiveis. Com tais
deslocamentos, foi selecionado o melhor esquema de divisdao das arestas da malha base para
cada quantidade de elementos tetraédricos (ver tabela 9.48). Como era de se esperar, o
refinamento da malha na dire¢do da espessura nao melhora a precisao dos resultados em
termos dos deslocamentos finais do ponto A, para os casos homogéneo ¢ com GF (ver tabelas

9.46 ¢ 9.47).

Geometria: Restrigiies: Lei constitutiva hiperelistica: Gradagao funcional (GF) na diregéo x4:
A (48,0 60,0 0.0) % =00:u,=0,0 n =25 (equagio 5.3.2) Lei de poténcia (7.4) para o bulk modulus
B (0,0 44,0, 0,0) %= %3~ 0.0:u,= 0.0 x3= 0,0: k = 200,0 (equagdes T4 e 7.11.2) Lei sigmoidal (7.5) para as demais constantes
C(352; 44,0, 0.0) %37 050057 0,0 ¢l =0,3576 Valores para os coeficientes p e s: 0,0 ; 0,20 ; 5,0 ; mfnito
A x3= 0,00 ¢01 =03916 (equagdes 7.5e 7.11.3)
¥ a = 0,00734
. . x5= 0.5:k = 100,0 (equagdes 7.4 e 7.11.2)
) <10 = 0,1788 T

1 x1=0.5: c01 = 0,1958  (equagoes 7.5 e 7.11.3) P
a=0.00367 e

espessura = 1,0

Carga superficial aplicada:

%y =48,0:p;= 1,0 (200 incrementos)

Problema estrutural

Malha base

Figura 9.58. Membrana de Cook (geometria, condi¢cdes de contorno e lei constitutiva).

Os resultados em termos dos deslocamentos verticais finais do ponto A (ver figura
9.58) mostram que o refinamento da malha em relagao a quantidade de elementos ¢ a ordem
de aproximagao dos tetraedros elimina o travamento (ver a definicdo de travamento utilizada
no item 9.1.3 desta tese, e a figura 9.59). Para a membrana com GF analisada com uma das
malhas, o valor do coeficiente de GF nao influencia consideravelmente os deslocamentos do
ponto A (ver figura 9.60). A singularidade que ocorre no ponto B (ver figura 9.58) pode ser
observada na figura 9.61, onde ¢ possivel notar a complexidade do campo de deslocamentos.

Para o caso homogéneo mais flexivel (p,s — 0,0 ), com exce¢do das malhas de elementos de

aproximacao linear utilizadas, o refinamento da malha de elementos melhora a precisdo da
tensdo equivalente final (9.13) no ponto C (ver figura 9.62). Para uma das malhas de
elementos finitos empregadas para simular numericamente a membrana de Cook, ¢ ilustrada
na figura 9.63 a influéncia da lei constitutiva na distribuicao final da tensdo equivalente final

(9.13) ao longo da espessura.



Tabela 9.46. Comparacdo do esquema de divisdo das arestas da malha base da membrana de Cook

€y, 9

(figura 9.58), para o material homogéneo mais flexivel (p,s — 0,0). O valor “x” para os
deslocamentos indica que, para a respectiva malha, ndo houve convergéncia do erro (8.11) durante a

simulagao.
NEL NN ND1 ND2 ND3 ul u2
72 189 1 1 1 -24.25 29.70
357 2 1 1 -27.87 30.77
144 351 1 2 1 -23.36 29.58
315 1 1 2 -24.15 29.69
693 4 1 1 -26.09 29.92
675 1 4 | -22.94 29.61
567 1 1 4 -24.12 29.70
288
663 2 2 1 -29.67 31.15
595 2 1 2 -27.77 30.77
585 1 2 2 -23.22 29.53
1365 8 1 | X X
1323 1 8 1 -22.75 29.35
1071 1 1 8 -24.10 29.70
1287 4 2 1 -30.41 31.17
1125 1 4 2 -22.83 29.56
576
1071 2 1 4 -27.72 30.76
1155 4 1 2 -25.64 29.83
1275 2 4 1 -29.66 31.24
1053 1 2 4 -23.16 29.50
1105 2 2 2 -29.63 31.15
2709 16 1 1 X X
2619 1 16 1 -22.79 29.32
2079 1 1 16 -24.10 29.71
1152 2535 8 2 1 -30.54 31.25
2505 1 8 2 -22.64 29.30
2023 2 1 8 -27.70 30.76

2275 8 1 2 -25.80 29.87



2499 2 8 1 -29.50 31.16

1989 1 2 8 -23.14 29.50
2145 4 2 2 -30.34 31.17
2125 2 4 2 -29.63 31.23
1989 2 2 4 -29.62 31.15
2475 4 4 1 X X

2079 4 1 4 -25.34 29.71
2025 1 4 4 -22.77 29.53

NEL = niimero de elementos finitos tetraédricos. NN = nimero de noés. ND1, ND2,
ND3 = niimeros de divisdes das arestas da malha base nas dire¢des x1, x2 e x3 (figura

9.15). u3, u; = deslocamentos finais do ponto A nas dire¢des x3 e x1 (figura 9.15).

Tabela 9.47. Comparacao do esquema de divisdao das arestas da malha base da membrana de Cook
(figura 9.58), para MGF (p =5 =0,20).

NEL NN ND1 ND2 ND3 u u
72 189 1 1 1 -19.68 22.97
357 2 1 1 -23.02 24.01
144 351 1 2 1 -18.37 22.47
315 1 1 2 -19.58 22.95
693 4 1 1 -22.20 23.43
675 1 4 1 -17.57 22.33
567 1 1 4 -19.54 22.95
288
663 2 2 1 -24.77 24.56
595 2 1 2 -22.89 23.99
585 1 2 2 -18.27 22.43
1365 8 1 1 -22.45 23.50
1323 1 8 1 -17.33 22.04
1071 1 1 8 -19.52 22.95
576
1287 4 2 1 -25.75 24.66
1125 1 4 2 -17.48 22.28

1071 2 1 4 -22.83 23.98



1155 4 1 2 -21.81 23.32

1275 2 4 1 -24.67 24.64
1053 1 2 4 -18.22 22.41
1105 2 2 2 -24.74 24.56
2709 16 1 1 -23.50 23.85
2619 1 16 1 -17.38 22.02
2079 1 1 16 -19.51 22.95
2535 8 2 1 -25.73 24.64
2505 1 8 2 -17.27 22.00
2023 2 1 8 -22.81 23.97
2275 8 1 2 -21.85 23.35
1152 2499 2 8 1 -24.58 24.62
1989 1 2 8 -18.21 22.40
2145 4 2 2 -25.66 24.65
2125 2 4 2 -24.64 24.64
1989 2 2 4 -24.72 24.56
2475 4 4 1 -26.17 24.88
2079 4 1 4 -21.55 23.21
2025 1 4 4 -17.44 22.26

NEL = niimero de elementos finitos tetraédricos. NN = nimero de nés. ND1, ND2, ND3 =
numeros de divisdes das arestas da malha base na dire¢@o longitudinal, na altura ¢ na espessura

(figura 9.58). uy, uz = deslocamentos finais do ponto A nas dire¢des x1 e x2 (figura 9.58).

Tabela 9.48. Esquemas de divisdo das arestas da malha base para a membrana de Cook (figura 9.58).

NEL NDI1 ND2 ND3
72 1 1 1
144 2 1 1
288 2 2 1
576 4 2 1

1152 4 4 1




NEL = nimero de elementos finitos solidos tetraédricos.

ND1, ND2, ND3 = ntimero de divisdo das arestas da malha

base (figura 9.58) na direc¢ao longitudinal, na altura e na

espessura.
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Figura 9.59. Analise de convergéncia do deslocamento vertical final do ponto A da membrana de
Cook (ver figura 9.58): (a) caso homogéneo mais flexivel (p,s — 0,0 ); (b) caso com GF

(p=s=0,20); (c) caso com GF (p=s=15,0); (d) caso homogéneo mais rigido (p,s — ). O
simbolo “Ref” denota a referéncia Diister, Hartmann e Neff (2003).
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Figura 9.60. Graficos carga aplicada versus deslocamentos do ponto A da membrana de Cook (figura
9.58): (a) deslocamento na dire¢do X, ; (b) deslocamento na dire¢do X,.Na legenda, as letras p e s

se referem aos coeficientes de GF das leis de poténcia (7.4) e sigmoidal (7.5). Estes resultados foram

obtidos com a malha de 2145 nds e 144 elementos finitos tetraédricos de quarto grau.
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Figura 9.61. Amplificacdo da regido em torno do ponto B da membrana de Cook (figura 9.58), para o
caso homogéneo mais flexivel (p,s — 0,0), e para a malha com 2145 nods e 144 elementos finitos

tetraédricos de quarto grau. As legendas se referem aos valores dos deslocamentos verticais finais.
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Figura 9.62. Analise de convergéncia da tensao equivalente final (9.13) no ponto C da membrana de
Cook homogénea mais flexivel (ver figura 9.58). O simbolo “Ref” denota a referéncia Diister,
Hartmann e Neff (2003).
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Figura 9.63. Distribui¢do final da tensdo equivalente (9.13) ao longo do segmento de reta x, = 35,2,

X, =44,0 ¢ 0,0<x, <0,5. Estes resultados foram obtidos com a malha de 2145 nés e 144

elementos finitos tetraédricos de quarto grau.

9.1.8.2. Cilindro espesso sob linha de carga

O cilindro espesso da figura 9.64 ¢ analisado aqui. Este exemplo, extraido de Sze,
Zheng e Lo (2004), pode ser utilizado para verificar a ocorréncia de travamento em estruturas
tridimensionais curvas. Na referéncia sdo empregados elementos finitos sélidos do tipo casca
de aproximagdo quadratica (18 nos). Devido a dupla simetria em relacdo aos planos x; =0,0

e x, =15,0, apenas um quarto do cilindro foi discretizado. Para gerar as malhas de elementos

finitos tetraédricos a partir da malha base prismatica (ver figura 9.64 e Apéndice F), foram
empregadas as seguintes mudangas de coordenadas:

x, =15-X, (9.15.1)
X, =(8,0+2-X;)cos(nX, /10) (9.15.2)
X; =(8,0+2-X;)sen(nX, /10) (9.15.3)

onde X,, X, € X; sdo as coordenadas do cilindro; e X,, X, e X, sdo as coordenadas da

malha base (ver figura 9.64). Pode-se observar que o refinamento da malha base ¢ maior nas
regides proximas as bordas, em que os campos de deformacao e tensdo sdo mais complexos.



$ Forca aplicada 109
A R .
- Lei constitutiva hiperelastica:

I
N k =24000,0 (equagdo 5.5)
X2 r=38,0: cl0=6000,0 (equagdo7.12) % 4 =
2
= = r=10,0: cl10=3000.0 (equagdo7.12)
g = X3 >
Xl -
Gradagdo funcional (GF) ao longo de r: X3 —
B - lei exponencial (7.6) r
X1
Malha base
i/ \L i/ $ Forga aplicada:
Restricdes:
A
___________________ Xy =-10,0:1u,=0,0
- Xy=150:11=0.0
X2 1 1

X3=0.,0: u3=0,0

Geometria:

20,0
s

A(0,0;10,0 ;0,0)

Linha de carga:

X, =10,0: forga total P, =-30000,0
Problema Parte discretizada

Figura 9.64. Cilindro espesso sob linha de carga (geometria, condi¢des de contorno, lei constitutiva e
malha base).

Para simular este exemplo foram empregados 384 elementos finitos solidos
tetraédricos com vérias ordens de aproximacao (ver item 3.1). Para as malhas utilizadas, o
deslocamento vertical do ponto A do cilindro (ver figura 9.64) converge, com aumento do
grau de aproximacao, para a solucao da referéncia (ver figura 9.65). A posi¢ao final do
cilindro, para a malha de tetraedros do quinto grau, ¢ ilustrada na figura 9.66. Deve ser

mencionado que o contato que ocorre entre duas partes do cilindro nao ¢ analisado neste
estudo, nem na referéncia.
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Figura 9.65. Deslocamentos verticais do ponto A do cilindro (figura 9.64) para os seguintes casos: (a)
homogéneo mais flexivel (c,, = 3000,0 ); (b) heterogéneo (GF exponencial de ¢, ); (c) homogéneo

mais rigido (c,, = 6000, 0 ). Os nimeros na legenda denotam, respectivamente, o nimero de nos ¢ a

ordem de aproximagdo dos elementos. A sigla “Ref” corresponde a referéncia Sze, Zheng ¢ Lo (2004).
Estes resultados foram obtidos a partir de malhas com 384 elementos tetraédricos.
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Figura 9.66. Deslocamentos verticais finais do cilindro espesso mais flexivel (¢,, =3000,0 ). Estes

resultados foram obtidos a partir da malha com 10086 nds e 384 elementos tetraédricos do quinto
grau.

9.1.8.3. Casca hemisférica

Outro exemplo de casca extraido de Sze, Zheng e Lo (2004) ¢ a casca hemisférica com
abertura de 18 graus. Devido a dupla simetria em relagdo aos eixos x, =0,0 e x, =0,0,

apenas um quarto dela ¢ ilustrado na figura 9.67. De acordo com Korelc, Solinc ¢ Wriggers
(2010), ¢ possivel verificar, com este exemplo numérico, a ocorréncia de travamento em
elementos com dupla curvatura submetidos a grandes rotagdes. Como a malha base ¢
prismatica (ver figura 9.67), foram empregadas as seguintes mudangas de coordenadas:

n 72 i

X, =(9,98+0,04X, )cos| ——X, |cos| —X 9.16.1

=( ) (2090 j (20 j (9.16.1)
w72 i

X, =(9,98+0,04X, Jcos| ——X, |sen| —X, (9.16.2)
20 90 20

n 72
X, =(9,98+0,04X, )sen| ——X 9.16.3
= 5) [20 % j (9.163)



onde x,, X, € X; sdo as coordenadas da casca; e X, X, e X, sdo as coordenadas da malha

base (ver figura 9.67). Assim como no exemplo numérico anterior, o refinamento da malha
base ¢ maior nas regides proximas as bordas.

AX3 Lei constitutiva hiperelastica linear homogénea SVE (5.2):
E =6,825107
Bordallivre v=030

\ \ {
X1 - Tl_ — *"'llll |
- | ™=~
P S e X2 i
P/2 < —— 32
Borda livre B A = |
~P2 '
Geometria: 1.0 || 40
Raio = 10,0 Restrigoes: Carga: _
Espessura = 0,04 x;=0,0:u,=00 P = 400,0 . 10,0
Ponto A (10,0 ; 0,0 ; 0,0) %x53=0,0:u;=0,0 (200 incrementos) Malha base (ver Apéndice F)
Ponto B (0,0 ; 10,0 ;0,0) Ponto A: uz= 0,0

(espessura = 1.0)

Figura 9.67. Casca hemisférica com abertura de 18 graus (geometria, condi¢cdes de contorno, lei
constitutiva e malha base). Nesta figura ¢ ilustrado apenas um quarto da casca.

O numero de elementos finitos solidos tetraédricos € constante e igual a 150. O grau
de aproximagao dos elementos (ver item 3.1) varia de um a cinco. Para as malhas utilizadas
na simulacdo numérica deste problema estrutural, os resultados indicam que o refinamento p
(ver item 9.1.3 desta tese) melhora a precisao dos deslocamentos dos pontos A e B (ver figura
9.68). Algumas configuragdes de equilibrio da casca discretizada com a malha do quinto grau
sdo ilustradas na figura 9.69.
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Figura 9.68. Graficos carga aplicada versus deslocamentos para a casca hemisférica da figura 9.67: (a)
deslocamentos do ponto A na dire¢do X, ; (b) deslocamentos do ponto B na dire¢do X,. A legenda se



refere ao grau de aproximagao polinomial dos elementos tetraédricos, e a sigla “Ref” corresponde a
referéncia Sze, Zheng e Lo (2004).
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Figura 9.69. Configuragdes de equilibrio para a casca hemisférica da figura 9.67: (a) P =0,0; (b)
P=120,0; (c) P=240,0;(d) P=P_, =400,0. Os valores das legendas se referem aos

deslocamentos na diregdo X, . Estes resultados foram obtidos com a malha de 4056 nés ¢ 150
tetraedros do quinto grau.

9.1.8.4. Placa engastada em forma de anel

A placa em forma de anel mostrada na figura 9.70 ¢ analisada aqui. Uma das
extremidades ¢ engastada e a outra ¢ carregada, sendo que tais extremidades sdo separadas por
um corte (segmento AB da figura 9.70), isto €, embora as faces extremas tenham as mesmas
coordenadas, elas ndo possuem ligagao entre si. De acordo com Sansour ¢ Kollmann (2000) e
Petchsasithon e Gosling (2005), este problema estrutural, proposto inicialmente por Basar e
Ding (1992), ¢ utilizado para testar elementos finitos de casca submetidos a grandes rotagdes.



Assim como nas referéncias supramencionadas, apenas o caso homogéneo ¢ analisado neste
estudo. Para simular numericamente este exemplo, foram empregadas as seguintes
quantidades de elementos solidos tetraé¢dricos com grau de aproximagdo variavel (ver item
3.1): 72,144 e 1152.

Geometria:

Raio interno = 6,0

Raio externo = 10,0
Espessura= 0,03

B Ponto A (6,0 ; 0,0 ; 0,0)
Ponto B (10,0 ; 0,0 ; 0,0)
Ponto C (-10,0 ; 0,0 ;0,0)

Face cortada

Restrigdes:
- todos os graus de liberdade da face engastada

Lei hiperelastica linear homogénea SVK (5.2):
E=210101 Carga aplicada na dire¢fio x ; (por unidade de comprimento):

v=00 p3 = 8000,0
) (200 incrementos)

Figura 9.70. Placa engastada em forma de anel (geometria, condigdes de contorno e lei constitutiva).

Assim como no exemplo numérico anterior, os resultados convergem com aumento da
ordem de aproximagdo (refinamento p) e com aumento do nimero de elementos (refinamento
h), em relacdo aos deslocamentos finais dos pontos A, B e C (ver figura 9.71). A
convergéncia mais lenta dos deslocamentos verticais finais no ponto C parece estar
relacionada ao baixo refinamento da malha na regido desse ponto. Na referéncia Petchsasithon
e Gosling (2005), s3o empregados elementos finitos s6lidos hexaédricos com 18 nos. Para
uma das malhas, a configuragdo de equilibrio final ¢ mostrada na figura 9.72.

9.1.8.5. Cilindro fino com abas livres tracionado

O problema estrutural da figura 9.73 ¢ analisado aqui. Este exemplo foi extraido de
Arciniega e Reddy (2007), em que sdo empregados elementos finitos quadrilaterais de casca
com ordem de aproximagdo variavel (de um a oito), e GF ao longo da espessura do cilindro.
Devido a simetria em relacdo aos eixos x, =5,175, x, =0,0 e x, =0,0, apenas um oitavo do



cilindro ¢ discretizado (ver figura 9.73). Para simular numericamente este problema, foram
empregados 600 elementos finitos solidos tetraédricos com ordem de aproximacao variavel.
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Figura 9.71. Deslocamentos verticais finais, para a placa engastada em forma de anel (figura 9.70), dos
pontos: (a) A; (b) B; e (¢c) C.
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Figura 9.72. Configuragao de equilibrio final da placa engastada em forma de anel (figura 9.70). A
legenda se refere aos deslocamentos verticais (na dire¢do X, ). Estes resultados foram obtidos com a

malha 4356 nos e 144 elementos finitos so6lidos tetraédricos do quinto grau.

A malha base, que ¢ prismadtica, ¢ transformada no cilindro com as seguintes
expressoes:

x, =0,5175X, (9.17.1)
X, =(4,906+0,94X, )sen (nX, / 20) (9.17.2)
x; =(4,906+0,94X, ) cos (nX, / 20) (9.17.3)

onde x,, X, € X, sdo as coordenadas do cilindro; e X,, X, e X, sdo as coordenadas da

malha base (ver figura 9.73).

Restrigdes Geometria:
x1=5175: U;=0,0 A(5,175:5.0;0,0) XZ
x3=0,0: Uz=00 B (5.175:0,0;50) 01
x3=0,0: U3=00 C(5.175:-5.0:0.,0) i*
e i
X3100 02 08
Carga aplicada (na diregio x;): i |
Pontos A eCP=350 1 !
(200 incrementos) 4.0
10,0 {
Lei hiperelastica linear SVK com gradagfo funcional: Xl 40
0,094 v = 0,30 (equagiio 5.2)
. _ ) _ _ 4
Faceinterna (r = 0.0): my =my, = 700,? (equagio 7.9) 5 11 |
Face extema (r = 0.094): my =my2= 15100 02 1 OX3 10 02 %= M
0.8 0.8
Gradagio funcional (para my): -
-lei de poténcia (7.4) Malha base

Problema estrutural -valores do coeficiente p: 0.0 0.50 ;: 1.0 : 2.0 ; infinito

Figura 9.73. Cilindro fino com abas livres tracionado (geometria, condigdes de contorno, lei
constitutiva e malha base). As linhas tracejadas ( - - - ) correspondem a parte discretizada.

Conforme a tabela 9.49, os deslocamentos finais u, (A) e u, (B) (ver figura 9.73)

convergem para a solugdo da referéncia Arciniega ¢ Reddy (2007) com aumento da ordem de
aproximacao. Para a malha do quarto grau, sao ilustrados, nas figuras 9.74 ¢ 9.75

respectivamente, os graficos for¢a versus deslocamento, e a configuracdo de equilibrio final
do cilindro homogéneo mais rigido (p — ).

9.1.9. Solidos tridimensionais



Nesta secdo, sdo apresentados os resultados das simulagdes numéricas de problemas
estruturais com soélidos tridimensionais. Os elementos finitos solidos utilizados aqui sdo os
tetraedros (ver item 3.1 desta tese).

Tabela 9.49. Analise de convergéncia dos deslocamentos finais dos pontos A ¢ B do cilindro da figura
9.73. As malhas possuem 600 elementos sélidos tetraédricos.

p=0,0 p=0,5 p=10 p=2,0 p = infinito
OPA
w(A) wu@B) wA) wuB) wA) uwuB) wA) uwuB) wd) uB)
1 1.60 1.84 1.39 1.50 1.28 1.35 1.17 1.22 1.00 1.02

2 2.89 4.74 2.81 4.56 2.78 4.51 2.75 4.44 2.70 4.40
3 2.92 4.80 2.85 4.69 2.83 4.65 2.80 4.60 2.74 4.50
4 2.94 4.82 2.87 4.72 2.83 4.66 2.81 4.61 2.75 4.51
Ref 2.92 4.73 2.86 4.67 2.80 4.60 2.74 4.47 2.70 4.43

OPA = ordem do polinémio aproximador dos tetraedros. p = coeficiente de poténcia (equacao 7.4).
A sigla "Ref" corresponde aos resultados obtidos com a analise de convergéncia da referéncia

Arciniega e Reddy (2007)

05 ¢+ p=l0 =—.ip=20  + p=infinito ——p=00 ====p=05 =+ p=10 =—-p=20 + p=infisie

—p=00 ===-p

00 05 1o 15 20 25 i0 35 10 15 50 00 05 1o 15 20 2.5 i0 35 Lo 15 50
Carga aplicada Carga aplicada

(a) (b)

Figura 9.74. Graficos carga aplicada versus deslocamentos do cilindro da figura 9.73: (a)
deslocamento do ponto A na dire¢do X, ; (b) deslocamento do ponto B na dire¢do X, . Estes resultados
foram obtidos a partir da malha de 8405 nés e 600 elementos finitos tetraédricos do quarto grau.

9.1.9.1. Bloco parcialmente carregado



O primeiro exemplo tridimensional ¢ o bloco parcialmente comprimido, mostrado na
figura 9.76. Devido a simetria em relagdo aos eixos x, =10,0 e x; =10,0, apenas um quarto
do bloco ¢ discretizado. Os limites dos coeficientes isocoricos (ver lei constitutiva da figura
9.76) foram interpolados via método dos minimos quadrados por Pascon (2008) a partir de

dados experimentais de ensaio de tragdo com dois materiais elastoméricos preenchidos com
negro de carbono.
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—3.37901

l -3.94425
-4.50850
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Figura 9.75. Configuragdo de equilibrio final do cilindro homogéneo mais rigido (ver figura 9.73): (a)
deslocamentos na dire¢do X, ; (b) deslocamentos na dire¢do X, . Estes resultados foram obtidos a
partir da malha de 8405 nos e 600 elementos finitos tetraédricos do quarto grau.



Geometria: Restrigdes: Carga superficial: Lei hiperelastica ndo linear RS com gradagfio funcional (GF):

A (10,0;10,0;10,0) x,=0,0:1,=0,0 X1= 1.0’0: p1=-2,0 k = 1000,0 (equagéo 5.32)

B (10,0 ;10,0 ; 0,0) y,=10,0: u,= 0,0 (100 incrementos) 2 = 1.0 (equacto 5.32)

C(0.,0:10,0:0.0) z;=10,0: u5= 0,0

D (0,0;10.0 ; 10,0) £, = 100 1= 15— 0.0 cl0=0,9821757

E (100 0.0 10,0) x;=10,0: c20=-0,37037343 (equacdo 7.10.3)
F (0,0; ﬁﬁ' 100) c30=10,19718061

G(0.0:0.0:0.0) ¢10=0,31237237

H(10,0;0.,0;0.0) X;=10,0: ¢20=0,00054257 (equagéo 7.10.3)

¢30 =0,00006962

Lei de poténcia para GF (equagdes 7.2 e 7.4):

- valores do coeficiente p: 0,0 ; 0,20 ; 5,0 ; infinito

Problema estrutural Malha base (ver Apéndice F)

Figura 9.76. Bloco parcialmente comprimido (geometria, condi¢des de contorno, lei constitutiva e
malha base).

Em relacao ao deslocamento vertical final do ponto A (ver figura 9.76), para os quatro
valores do coeficiente de GF p, as malhas de elementos tetraédricos de ordem linear ndo sdo

capazes de reproduzir o comportamento do bloco mesmo com grande niumero de elementos, e
as malhas de elementos quadraticos precisam de um niimero muito elevado de tetraedros para
fornecer resultados proximos aos das malhas de aproximagao ctibica e do quarto grau (ver
tabelas 9.50-53). Na figura 9.77 ¢ ilustrada a configurac¢do de equilibrio final do bloco
homogéneo mais flexivel (p — 0,0), discretizado com uma das malhas.

Tabela 9.50. Deslocamentos verticais finais do ponto A para o bloco homogéneo parcialmente
carregado mais flexivel (p — 0,0).

OAP NN NE ui (A)
1573 7200 1.6
1 5733 28800 2.4
10816 56250 2.4

2 847 450 4.1



1573 900 4.7

5733 3600 5.5
2560 450 59
’ 4864 900 6.1
4 5733 450 6.0

OAP = ordem de aproximagdo polinomial dos tetraedros. NN = niimero de
nos. NE = niimero de elementos tetraédricos. u; (A) = deslocamento

final do ponto A na direcao x; (ver figura 9.76).

Tabela 9.51. Deslocamentos verticais finais do ponto A para o bloco parcialmente carregado com GF

(p=0,20).
OAP NN NE ui (A)
847 3600 1.2
1 1573 7200 1.4
5733 28800 2.2
847 450 3.8
2 1573 900 43
5733 3600 4.7
2560 450 49
’ 4864 900 49
4 5733 450 49

OAP = ordem de aproximacéo polinomial dos tetraedros. NN = niimero de
nés. NE = ntimero de elementos tetraédricos. u; (A) = deslocamento

final do ponto A na direcao x; (ver figura 9.76).

Tabela 9.52. Deslocamentos verticais finais do ponto A para o bloco parcialmente carregado com GF

(p=5,0).



OAP NN NE ui (A)

847 3600 0.8
1 1573 7200 0.8
5733 28800 1.1
847 450 2.5
2 1573 900 2.7
5733 3600 2.7
2560 450 2.7
’ 4864 900 2.7
4 5733 450 2.8

OAP = ordem de aproximacao polinomial dos tetraedros. NN = nimero de
nés. NE = ntimero de elementos tetraédricos. u; (A) = deslocamento

final do ponto A na diregdo x; (ver figura 9.76).

Tabela 9.53. Deslocamentos verticais finais do ponto A para o bloco homogéneo parcialmente
carregado mais rigido (p — ).

OAP NN NE ui (A)
1 5733 28800 0.9
2 5733 3600 2.4
3 4864 900 2.5
4 5733 450 2.5

OAP = ordem de aproximagdo polinomial dos tetraedros. NN = niimero de
nés. NE = niimero de elementos tetraédricos. u; (A) = deslocamento

final do ponto A na direcdo x; (ver figura 9.76).

9.1.9.2. Bloco cubico em balanco



O segundo exemplo tridimensional é o bloco cibico em balango mostrado na figura
9.78. Este problema estrutural foi extraido de Liu, Thoi e Lam (2008), os quais utilizaram
elementos finitos solidos tetraédricos de ordem linear. Porém, como a analise realizada em tal
referéncia ¢ geometricamente linear, ndo ¢ possivel realizar comparagdo de resultados, ja que

neste estudo a andlise € ndo linear geométrica (ver item 4.6 desta tese). Devido a simetria em

relagdo ao eixo x; = 0,0, apenas uma metade do bloco € discretizada. Os valores dos

coeficientes isocoricos para x, =1,0 sdo os mesmos utilizados em Diister, Hartmann e Neff

(2003).

0.52702

-0.26947
—1.10586
—1.92244
-2.73883
-3.55542
—-4.37180

I -5.18839
500483

Figura 9.77. Deslocamentos verticais finais para o bloco homogéneo parcialmente carregado mais
flexivel (ver figura 9.76). Estes resultados foram obtidos a partir de uma malha com 4864 noés e 900
elementos tetraédricos de ordem cubica.

Restrigdes:
x;=0,0: U= U,=U;=0,0
x3=0,0: U3=0,0

Geometria:
A(1,0;1,0:05)
B(0,5:0,5;0,5)

Carga supetficial aplicada:
x1=1,0: p;=-0.80

(100 incrementos)

0

Carga aplicada

0

&l

Problema estrutural

A

i

X

L]

Parte discretizada

Malha base (ver Apéndice F)

Lei hipereléstica nfio linear HN com GF:

n= 1,0 (equagdes 5.4.1 € 5.3.2)

k=1000,0 (equagbes 5.4.1 €5.3.2)
cl0=0,3576

x,=0,0: ¢01=0,3916 (equagdo 7.11.3)
@=0,00734
cl0=0,1788

%;=1,0: ¢01=0,1958 (equagdo7.11.3)
@ =0,00367

Lei sigmoidal de gradagio funcional (equagdes 7.2 ¢ 7.5):
- valores do coeficiente s: 0,0 ; 1/3 ; 3,0 ; infinito



Figura 9.78. Bloco cubico em balango (geometria, condigdes de contorno, lei constitutiva e malha
base).

Assim como no exemplo numérico anterior, em relacdo aos deslocamentos verticais do
ponto A para os casos homogéneos e com GF (ver figura 9.78), as malhas de elementos
tetraédricos de ordem linear travam independentemente da quantidade de elementos, e as
malhas de elementos quadraticos necessitam de grande niimero de tetraedros para fornecerem
resultados proximos aos das malhas de elementos cubicos (ver figura 9.79). Para a malha de
elementos mais refinada, ¢ mostrada, na figura 9.80, a influéncia da lei constitutiva no grafico
forga versus deslocamento vertical do ponto A. Nessa figura € possivel notar que, nos casos
com GF, a varia¢do do coeficiente s nio afeta consideravelmente o comportamento do bloco.
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Figura 9.79. Deslocamentos verticais do ponto A do bloco da figura 9.78 para: (a) material homogéneo

mais flexivel (s = 0,0); (b) material com GF (s =1/3); (¢) material com GF (s =3,0); (d) material

homogéneo mais rigido (s — o). Os valores nas legendas correspondem, respectivamente, ao nimero
de nos, de elementos finitos solidos tetraédricos e a ordem de aproximagéo polinomial.

9.1.9.3. Solido de Cook



Este exemplo pode ser considerado uma extensao tridimensional da membrana de
Cook (ver item 9.1.8.1) e, portanto, foi chamado aqui de sélido de Cook (ver figura 9.81). De
modo analogo a membrana, espera-se que haja singularidade na regido do ponto D. Para
simular numericamente este exemplo foram empregadas duas quantidades de elementos
tetraédricos com grau de aproximagao variavel (de um a quatro): 48 e 96.

Carga superficial aplicada {-p;)
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b=

&
g

a &

3 =
= =
3 o

=]

g
=]
Z

Deslocamento do ponto A na diregio Kz

- g=30

Diesloeamento do ponto A na diregio 1,

&
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(a) 1)

Figura 9.80. Carga superficial aplicada versus deslocamentos do ponto A do bloco da figura 9.80: (a)
deslocamento ao longo de X, ; (b) deslocamento ao longo de X,. A varidvel s se refere ao coeficiente

de GF (GF) sigmoidal (7.5). Estes resultados foram obtidos a partir de uma malha com 8125 nés e
1536 elementos finitos solidos tetraédricos de ordem cubica.



Geometria:

A (0,0;0,0;0,0)
B(0,0;44,0;0,0)
C(0,0;0,0; 44,0)
D (0,0; 44,0 ; 44,0)
E (48,0 ; 44,0 ; 44,0)
F (48,0 ; 44,0 ; 60,0)
G (48,0 ; 60,0; 44,0)
H (48,0; 60,0 ; 60,0)
1(35,2;35,2;44,0)

Problema estrutural

Restri¢des:
x;=0,0: uy=u,=u3=0,0
Cargas superficiais:

X = 48.0:po=p3— 1.0
(200 incrementos)

Lei hiperelastica ndo linear HN com gradacio funcional (GF):

n=25 (equa(;(")es 54.1e 5.3.2) ¢10=0.3576
x =0,0: k=200,0 (equagdo 7.11.2); ¢01=0,3916 (equagdo 7.11.3)
o=0,00734
cl0=0,1788
X =48,0: k =100,0 (equagdo 7.11.2); ¢01 =0,1958 (equagdo 7.11.3)
a = 0,00367

Lei senoidal (7.7) de GF:

- valores para o coeficiente sn: 0,0 ; 0,10 ; 10,0 ; infinito

| [ |

Malha base (ver Apéndice F)

Figura 9.81. Sélido de Cook (geometria, condigdes de contorno, lei constitutiva e malha base).

Com relacdo aos resultados das simula¢des numéricas, a norma Euclideana dos
deslocamentos do ponto H e a tensdo equivalente no ponto I convergem com refinamento da
malha de elementos tetraédricos (ver figuras 9.81 e 9.82). A referida norma ¢ calculada com a

seguinte expressio:

uf = (ul2 +ul+ u§)

(9.18)

onde u,, u, e u, sdo os deslocamentos do ponto ao longo das diregdes X,, X, € X;. A

influéncia da lei constitutiva nos deslocamentos do ponto H é mostrar na figura 9.83, onde se

nota que a rigidez do material aumenta para valores mais altos do coeficiente de GF sn . Por

fim, na figura 9.84 ¢ ilustrada a singularidade no ponto D.
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Figura 9.82. Analise de convergéncia dos resultados numéricos do sélido de Cook da figura 9.81 no
ultimo passo de carga: (a) material homogéneo mais flexivel (sn — 0,0); (b) material com GF

senoidal (sn = 0,10); (c) material com GF senoidal (sn =10,0); (d) material homogéneo mais rigido
(sn — o). Nas legendas dos graficos, Ue(H) , teq(I) e ne sdo, nesta ordem, a norma Euclideana

dos deslocamentos (9.18) do ponto H, a tensdo equivalente (9.13) no ponto I, e o numero de elementos
finitos solidos tetraédricos.
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Figura 9.83. Gréficos carga aplicada versus deslocamentos do ponto H do s6lido de Cook da figura

9.81: (a) deslocamentos ao longo de X, ; (b) deslocamentos ao longo de X,. A varidvel sn € o

coeficiente de GF senoidal (7.7). Estes resultados foram obtidos a partir da malha com 1377 nés e 96
elementos finitos sélidos tetraédricos do quarto grau.

Figura 9.84. Configuragdo de equilibrio final e deslocamentos na dire¢do X, da regido do ponto D

para o solido de Cook homogéneo mais flexivel (sn — 0,0). Estes resultados foram obtidos com a
malha de 1377 nds e 96 elementos tetraédricos do quarto grau.




9.2. Estruturas constituidas de material em regime elastoplastico

Nesta secdo, sdo descritos os principais resultados das simulagdes numéricas de
problemas estruturais com materiais em regime de deformagdes elastoplasticas. Para analise
numérica dos referidos problemas, foi utilizado o codigo computacional cujo algoritmo ¢é
descrito no item 8.5 desta tese. Os elementos finitos adotados aqui sdo os solidos tetraédricos
(ver secdo 3.1), e as quadraturas de integragao numérica sdo as mesmas das tabelas 9.30 e
9.31 para, respectivamente, material homogéneo e material com gradacao funcional (MGF).
Ademais, o critério de plastificagdo adotado em todos os exemplos ¢ o de von-Mises (ver
equagdes 6.43 ou 6.44), e a evolugdo do parametro de encruamento isotropico ¢ dado em

(6.53).

9.2.1. Comparacdo das estratégias de previsao elastica

Apo6s o desenvolvimento dos codigos computacionais de andlise de materiais em
regime elastopléstico (ver item 8.5), a primeira tarefa realizada foi a comparacao das
estratégias de previsdo elastica, descritas na se¢do 8.5.1. Para as trés estratégias (elastica,
secante e elastoplastica), além dos resultados obtidos em termos de forca aplicada versus
deslocamento, sao comparados o niumero total de iteracdes e o tempo de simulacdo. A ideia
aqui ¢ selecionar a melhor estratégia de previsao elastica (ou a que fornega os mesmos
resultados com o menor tempo possivel), e adota-la para os exemplos numéricos restantes.
Com relagdo ao modelo elastopléstico, foram adotadas as seguintes leis: relacao hiperelastica
linear de Saint Venant-Kirchhoft (5.9), lei de encruamento isotrépico de Swift (6.50), e lei de
encruamento cinematico ndo linear de Armstrong-Frederick (6.56). Os coeficientes do
material adotados sdo fornecidos na tabela 9.54. Para a comparacao das estratégias de
previsdo elastica, foram utilizadas as duas formulacdes elastoplasticas deste estudo: a de

Green-Naghdi (ver se¢do 6.3) e a hiperelastoplastica (ver secao 6.4).



Tabela 9.54. Coeficientes do material homogéneo utilizados na comparagdo das estratégias de previsao

elastica.
Lei Coeficientes
Saint Venant-Kirchhoff E = 10000
(59 v=0,05
K =500
Swift (6.50) Eo=0,1
n=0,25
Armstrong-Frederick ¢ =200
(6.56) b= 50

Para comparar as estratégias de previsao elastica, foram analisados os casos de tragao
uniaxial (ver figura 9.1 e expressdes 9.1) e cisalhamento simples (ver figura 9.10 e expressoes
9.4). No caso da tracao, a simulagdo numérica foi realizada via controle de deslocamento. Ja
no caso do cisalhamento, a analise numérica foi feita via controle de carga. Em ambos os
casos, foram empregados seis elementos finitos solidos tetraé¢dricos de aproximacao linear
(ver item 3.1), e a simulagdo se deu em duas fases: o deslocamento (ou o carregamento)
aumenta até um valor méximo, e depois diminui até zero. As quantidades de incrementos de
deslocamento (ou de carga) empregadas em cada fase sdo: 10 e 1000. Além disso, o algoritmo
de corregdo plastica € o retorno de Euler implicito (ver item 6.6). Na tracdo uniaxial (ver

figura 9.1), os dados obtidos ao final de cada passo sdo a tensao longitudinal de engenharia

(0™ ) e a deformagdo longitudinal de engenharia (g™ ):

e _K (9.19.1)
SO
A
£ = ulL( ) (9.19.2)

onde F ¢ a for¢a longitudinal aplicada; S, ¢ a area inicial da se¢do transversal (normal ao
eixo X,); u, (A) ¢ o deslocamento longitudinal (ao longo de x,) do ponto A;e L, € o

comprimento inicial. J& no cisalhamento simples (ver figura 9.10), os valores obtidos sao a

eng \.

tensdo cisalhante de engenharia (1,° ) e a distor¢do de engenharia (y;,

(9.20.1)



u, (25)
LO

eng __

Yo =

(9.20.2)

onde F ¢ a forga aplicada, ao longo da direcdo x,, na face com coordenada x, =25,0;

S, =150,0 ¢ a 4rea inicial da se¢do transversal (normal ao eixo x,); u, (25) ¢ o deslocamento
ao longo de x, da face com coordenada x, =25,0; e L, =25,0 ¢ a dimensao inicial ao longo
de x,.

Na tragao uniaxial (ver figura 9.1) e no cisalhamento simples (ver figura 9.10), podem
ser observados os seguintes aspectos: os graficos tensdo versus deformac¢do de engenharia
(ver expressdes 9.19 e 9.20) sdo praticamente os mesmos, exceto para a simulacdo com 10
incrementos por fase, previsao elastoplastica e material hiperelastopléstico (ver figura 9.85); e
o tempo de simulagdo e o nimero total de iteragdes sdo sempre menores para a estratégia de
previsdo elastopléstica (ver tabelas 9.55 € 9.56). Esse ganho, em termos de tempo de
simulacdo, com a previsdo elastoplastica ja era esperado, visto que ao considerar, ao longo da
tentativa, a possivel variagdo dos parametros plésticos a convergéncia das iteragdes via
método de Newton-Raphson (ver item 4.6) ¢ melhorada (CRISFIELD, 2000). Pode-se notar,
contudo, que o tempo médio de cada iteracdo ¢, de modo geral, maior para a estratégia de
previsao elastoplastica, em relacao as demais previsoes, € € maior para a analise de materiais
hiperelastoplasticos, em relagcdo aos materiais com aproximagao de Green-Naghdi (ver tabela
9.57). Isso porque, para realizar a previsdo elastoplastica, é necessario calcular o operador
tangente consistente elastoplastico, o que envolve grande niamero de calculos (ver Apéndice
D). Ademais, o nimero de calculos também ¢ maior para analise de materiais
hiperelastoplasticos, em relagdo a aproximagdo de Green-Naghdi (ver secdes 6.3 e 6.4).
Assim sendo, para simulagdo dos proximos exemplos numéricos, os quais envolvem materiais
em regime elastoplastico (ver item 6.1), foi decidido utilizar grande nimero de pequenos

incrementos, e previsao elastoplastica (ver figuras 8.6 e 8.7).
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Figura 9.85. Comparacao das estratégias de previsao elastica do item 8.5 - tensdo versus deformacgao

de engenharia: (a) tracdo uniaxial com aproximagao de Green-Naghdi; (b) cisalhamento simples com

aproximacdo de Green-Naghdi; (c) tracdo uniaxial com material hiperelastoplastico; (d) cisalhamento
simples com material hiperelastoplastico. Na legenda dos graficos, os numeros entre paréntesis

denotam a quantidade de incrementos empregada na simulacdo numérica, e as siglas EL, SC ¢ ELP
correspondem, nesta ordem, as seguintes previsdes: puramente elastica (ver figuras 8.2 e 8.3), método
da secante (ver figuras 8.4 ¢ 8.5), e elastoplastica (ver figuras 8.6 ¢ 8.7). Para a tragdo uniaxial, a
geometria ¢ dada na figura 9.1, e os valores obtidos sdo calculados via equagdes (9.19). Para o
cisalhamento, a geometria ¢ dada na figura 9.10, e os valores obtidos sdo calculados via equagdes

(9.20).

Tabela 9.55. Comparacdo das estratégias de previsdo elastica do item 8.5 - tempo de simulagdo (em

centésimos de segundo).

Estratégia de previsdo (item 8.5) Elastica Secante Elastoplastica
Numero de incrementos 10 1000 10 1000 10 1000
Tragfio uniaxial (figura GN 112 7645 62 4770 25 1295
o-1) HEP 552 34317 540 34198 136 7344
GN 410 24283 217 13209 13 795

Cisalhamento simples



(figura 9.10) HEP

7394

270513

7274

292382

87

2611

GN ¢ HEP correspondem, nesta ordem, a aproximacao de Green-Naghdi (se¢do 6.3) ¢ a

hiperelastoplasticidade (se¢do 6.4)

Tabela 9.56. Comparacao das estratégias de previsdo elastica do item 8.5 - niimero total de iteragdes.

Estratégia de previsdo (item 8.5) Elastica Secante Elastoplastica
Numero de incrementos 10 1000 10 1000 10 1000
Tracio uniaxial (figra N 1034 70720 571 46210 179 12499
9.1) HEP 1241 85759 838 62168 172 12396
Cisalhamento simples GN 3678 229674 2106 135756 114 7788
(figura 9.10) HEP 16949 715977 12436 546982 126 7731

GN ¢ HEP correspondem, nesta ordem, a aproximacao de Green-Naghdi (se¢do 6.3) ¢ a

hiperelastoplasticidade (se¢ao 6.4)

Tabela 9.57. Comparacao das estratégias de previsao elastica do item 8.5 - tempo médio (em

centésimos de segundo) de cada iteragdo.

Estratégia de previsdo (item 8.5) Elastica Secante Elastoplastica
Numero de incrementos 10 1000 10 1000 10 1000
Tragdo uniaxial (figura GN 0.108 0.108 0.109 0.103 0.140 0.104
9.1) HEP 0.445 0.400 0.644 0.550 0.791 0.592
Cisalhamento simples GN 0.111 0.106 0.103 0.097 0.114 0.102
(figura 9.10) HEP 0436 0378 0585 0535 0690 0338

GN e HEP correspondem, nesta ordem, a aproximacao de Green-Naghdi (se¢do 6.3) ¢ a

hiperelastoplasticidade (sec¢do 6.4)



9.2.2. Comparacao dos algoritmos de correcao plastica (retorno)

As discrepancias observadas nos graficos das figuras 9.85c e 9.85d ocorrem quando o
nimero de incrementos € baixo (ou quando esses incrementos sao muito grandes). Assim, tais
discrepancias parecem estar relacionadas ao acumulo de erros decorrentes da fase de corregao
plastica (ver item 6.6). Isso porque, ao longo dessa fase, as variaveis plasticas ndo sao
exatamente calculadas, e sim aproximadas via algoritmo de retorno (implicito ou explicito).
Dessa forma, os erros numéricos cometidos dependem, obviamente, do tamanho do
incremento. Para analisar a influéncia do tamanho do incremento no célculo das variaveis
plasticas, via retornos implicito e explicito, foi utilizado o exemplo da tragdo uniaxial do item
9.2.1 (ver figura 9.1 e expressoes 9.1). Neste caso, a barra tem seu comprimento multiplicado
por 1,60, e as quantidades de incrementos de deslocamento longitudinal, aplicados na face

x, =10, sdo: 1, 10, 100 e 1000. Assim, os tamanhos dos incrementos de deslocamento sdo:

0,6; 0,06; 0,006; € 0,0006. Os coeficientes do modelo constitutivo sdo fornecidos na tabela
9.54, e ¢ empregado aqui apenas o caso da aproximacao de Green-Naghdi (ver se¢do 6.3). De
acordo com o item 9.2.1, a estratégia de previsdo eldstica (ver item 8.5) adotada aqui ¢ a
elastoplastica (ver figuras 8.6 e 8.7). Assim como no item anterior, foram utilizados seis
tetraedros de aproximacao linear (ver item 6.1).

A partir das figuras 9.86, 9.87 ¢ 9.88, podem ser tiradas as seguintes conclusdes: a

forca longitudinal e as variaveis plasticas E_ ||, k e X,, ao final da simulagdo numérica

convergem com aumento do nimero de incrementos para os retornos implicito e explicito; e
as diferencas, com relacdo a essas variaveis, entre os algoritmos de retorno desaparecem com
aumento do niumero de incrementos. Ademais, conforme o item 9.2.1, para amenizar erros de
aproximacao numérica na fase de correcao plastica (ver item 6.6), foi decidido utilizar grande
numero de pequenos incrementos de carga (ou de deslocamento) para simular numericamente
problemas estruturais com materiais em regime elastoplastico. Dessa forma, ja que com tais
incrementos as diferencas entre os métodos de retorno implicito e explicito sdo despreziveis, e
ja que o retorno implicito € o mais estdvel numericamente (ALVES, 2003), a correcdo plastica
empregada nos proximos exemplos numéricos € o retorno implicito de Euler (ver item 6.6).
Além dessa questdo de estabilidade, o retorno implicito de Euler ¢ um dos mais empregados

na andlise numérica de materiais em regime elastoplastico.



Para ilustrar os calculos realizados durante a fase de correcdo plastica (ver item 6.6),
sao dadas a seguir algumas das expressoes envolvidas para o caso da barra sob tracao uniaxial
(ver item 6.7.1), com lei de encruamento isotropico de Swift (6.50) e lei de encruamento
cinematico de Armstrong-Frederick (6.56). Assim, para o retorno explicito de Euler, as
equacgdes (6.60) podem ser substituidas, no caso da referida barra, por:

(En),., =(En), +87(R)), =(E,,), +Avw§v((8%1 ©21.1)

(K)Ml:(K) +Ay = K +Ay\/7 (9.21.2)

dev(S—-X)
X =(X Ay(R =(X A —L_bX 9.21.3
(X0),., =(X0), +A7(Ry, ), =(X,), + {Cudev(S—X)H 1} ( )
deV(S X)
(Xz )n+1 = (Xz )n + AY(RXZ )n = (Xz )n +Ay|c deV H (9.21.4)
(X)) =(X) +Ar(Ry) = (X,) +ay] e =Xy ©215)
= + = + - 21.
3 )i 3), TAY(Rx3), 3), TAY|C deV(S—X)H 3
o, + P AE, + P ac+ X2 Ax =0
OE oK oX

pl
®[E,.,(E,) %X, |

oD | dev(S—X), L00 2 0D, Cw_bx
OE,, | [dev(S-X)| | ~ax V3 oX'| “dev(S-X)| )

Ay=-— (9.21.6)

onde os indices n e n+1 representam, nesta ordem, os respectivos valores no inicio e no final

do incremento de deformacdo total AE=E_, —E

n-*
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Figura 9.86. Variaveis plasticas ao final da simula¢do numérica com retorno implicito, para a barra sob
tragdo uniaxial. E |, ¢ a deformagdo plastica longitudinal, Kk ¢ o pardmetro de encruamento
isotropico (6.33), X, ¢ a componente longitudinal do tensor das tensdes inversas, ¢ F, ¢ a forga

longitudinal aplicada.

A partir do calculo do escalar Ay, as varidveis plasticas E,, k, X, X, e X, sdo

1°
atualizadas com as expressoes (9.21). Se o valor de @ for menor do que certa tolerancia,
entdo a fase de corregdo plastica termina. Caso contrario, devem ser calculados os novos

valores das fun¢des R, r_ e R, , as quais definem a evolucdo das varidveis plasticas, e deve

ser determinado mais uma vez o valor de Ay, via (9.21.6). Esses célculos sao realizados até

que se obtenha um valor suficientemente pequeno para a fungdo escalar @ .
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Figura 9.87. Variaveis plasticas ao final da simulagdo numérica com retorno explicito, para a barra sob

tracdo uniaxial. Epll ¢ a deformacdo plastica longitudinal, Kk é o parametro de encruamento

isotropico (6.33), X, ¢ a componente longitudinal do tensor das tensdes inversas, e I ¢ a forga

longitudinal aplicada.
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Figura 9.88. Diferencas absolutas, com relagdo aos retornos implicito e explicito, entre as variaveis
plésticas ao final da simulagdo numérica, para a barra sob tragcdo uniaxial. Epll ¢ a deformacgao

plastica longitudinal, K ¢ o pardmetro de encruamento isotropico (6.33), X,, é a componente

longitudinal do tensor das tensdes inversas, e F, € a for¢a longitudinal aplicada.

Jé& para o retorno implicito de Euler, no caso da barra sob trag@o uniaxial (ver item

6.7.1), para realizar a correcdo plastica, o seguinte residuo deve ser suficientemente pequeno

(ver equagdes 6.61):




deV(S - X)l
(By)—(Ep). _M{deV(S—X)}
K- (K)n - M‘\/%

(Epl)_(Epl)n_Ak(Rl) - deV(S_X)
- (X1§:§§<)13_—A2x(r(K13Xl) ] (Xl)_(Xl)n_Ak_cdev(s_X)]_le} 9.22)
(X,)-(X,), — A% (Ry,) I dev(S-X),
(%) (%), - 4% (Ry.) <X2>‘<X2)n‘M_°dev(s_x)—sz}
I dev(S—X),
(X3)_(X3)“_A}\_CCPCV(S—X)_bX3}

|dev (s - x)\\_% [K(E,+x)" ]

onde o indice n corresponde aos valores fixos das varidveis no inicio do incremento de

deformacdo total AE=E_, —E_; e as varidveis sem indice representam os respectivos valores
(incognitos) ao final do incremento. Como as fun¢des R, r. e R, dependem, neste caso, das

desconhecidas variaveis plésticas ao final do incremento, as expressdes do residuo (9.22)
possuem carater ndo linear. A aplicagdo do método de Newton-Raphson a esse residuo (ver
equacdes 6.62 e 6.63) resulta num sistema linear 6 x 6, cujas incognitas sdo os seguintes

valores ao final do incremento: E |, x, X,, X,, X; e Ay. No caso da barra sob tracdo

pl>
uniaxial com aproximacdo de Green-Naghdi (ver se¢ao 6.7.1), para ambos os algoritmos de

retorno implicito e explicito, as deformagdes plasticas transversais (E_, ¢ E ;) podem ser

atualizadas via equagdo (6.86.2).

9.2.3. Tragao uniaxial

A barra prismatica sob tracao uniaxial da figura 6.1 foi simulada numericamente com
os codigos computacionais desenvolvidos neste estudo (ver item 8.5) e com o programa
EPIM3D (ver item 8.8). As vdrias situacdes analisadas sdo descritas a seguir. Para todos os
casos, sdo adotados o critério de plastificacdo de von-Mises (6.43 ou 6.44), a lei de fluxo

pléstico associativa (6.45 ou 6.46) e a lei de evolugao do parametro de encruamento isotropico

(6.53).



9.2.3.1. Material homogéneo com encruamento isotrépico sob pequenas deformacdes

elasticas

No primeiro caso, a analise numérica foi realizada via controle de deslocamento,
sendo que o comprimento da barra aumenta 50% em 100 incrementos. Com relagdo a malha
de elementos finitos, foram utilizados seis tetraedros de aproximagao linear (ver item 3.1). A
simulagdo foi feita com trés programas: o cédigo computacional desenvolvido aqui baseado
na aproximagdo de Green-Naghdi (ver se¢do 6.3); o codigo computacional desenvolvido aqui
baseado na hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4); e o programa EPIM3D. Em relagdo ao
modelo elastoplastico, sdo utilizadas as seguintes relagdes constitutivas: lei hiperelastica
linear de Saint Venant-Kirchhoff (ver equagdes 5.2, 5.9 e 6.38); e lei de encruamento

isotropico de Swift (6.50). Os valores dos coeficientes do material sdo:

E =206000,0 (9.23.1)
v=0,30 (9.23.2)
K =565,32 (9.23.3)
E, =0,010343987 (9.23.4)
n=0,2589 (9.23.5)

Para a aproximagdo de Green-Naghdi, da se¢@o 6.3, e para os coeficientes (9.23) a tensao
longitudinal de engenharia atuante na barra da figura 6.1, para pequenas deformacdes

elasticas, ¢ (ver equagdo 8.52):

F 1 0,2589
o (0 ) = = 565,32[0,010343987 +—(1) —1)} A, (9.24.1)
A, 2
L
M=t (9.24.2)

onde A, =b h, ¢ a area inicial da se¢do transversal da barra; A, ¢ o alongamento
longitudinal; e L; e L, sdo os comprimentos final e inicial da barra, respectivamente. Ja para

a formulacao hiperelastopléstica, da se¢do 6.4, e para o modelo mecéanico do programa
EPIM3D, a tensao longitudinal de engenharia atuante na barra da figura 6.1, para pequenas
deformacdes elasticas, € (ver equacao 8.54):

o (1) = i—l =565,32[0,010343987 +In(%,) ]~ 7% (9.25)
0 1



Pode-se notar, facilmente, a diferenca nas expressoes para calculo da forga (9.24) e (9.25).
Com os coeficientes (9.23), ¢ possivel mostrar que as deformacdes elasticas na barra
da figura 6.1 sdo pequenas. Em primeiro lugar, o limite eléstico da barra, para a aproximagao

de Green-Naghdi da se¢do 6.3, € (ver expressao 6.93):

c.(0) 565,32(0,010343987
A= 1+2T = [1+2

)0,2589

=1,00083994  (9.26)
206000

onde A, € o alongamento longitudinal (9.24.2) a partir do qual o material entra em regime
elastoplastico. Pode-se observar que o limite elastico acima ¢ atingido para um alongamento
muito pequeno (A, =1). Ademais, sabe-se que, em regime elastoplastico, a variagao da
deformacao plastica longitudinal, ao longo do incremento de deformagao total

AE, =E,;, = E,, ¢ (ver expressoes 6.84.1 ¢ 6.87):

o :()) [E\/i \/7 E(\/; Kn(E +K)"_l} % " o

Se o moddulo elastico de Young E ¢ muito maior do que os coeficientes da lei de Swift (6.50)

K, E, e n, como ¢ o caso dos coeficientes (9.23), entdo a expressdo acima se reduz,

aproximadamente, ao caso de material elastoplastico perfeito (ver equacdes 6.88 e 6.89):

Eig)

Ell
AE,, ~ j( | E‘/i \/% = [ dE, =2, (9.28)
Eio) E\/7 \/7 Fio)

Assim, a variagio da parcela de deformagéo elastica longitudinal (AE,, = AE, —AE ) ¢ muito

pequena em relagdo & variag@o da parcela plastica (AE ). Analogamente, para o caso de

material hiperelastoplastico (ver se¢ao 6.4), pode-se mostrar que as deformagdes elasticas na
barra, com adocao dos coeficientes (9.23), também serdo pequenas (ver equagdes 6.110 e

6.112).



A partir das figuras 9.89 e 9.90, podem ser tiradas as seguintes conclusdes: para a
decomposic¢ao aditiva de Green-Naghdi, da se¢do 6.3, e para a hiperelastoplasticidade, da
secdo 6.4, a simulagcdo numérica esta de acordo com a respectiva solucdo analitica; os
resultados numéricos do coédigo computacional desenvolvido neste estudo (ver item 8.5)
baseado na hiperelastoplasticidade sdo praticamente os mesmos do programa EPIM3D, o que
esta de acordo com o item 8.8.6; e os resultados analiticos € numéricos, para todas as

formulagdes, sdo proximos para pequenas deformacdes (A, = 1).
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Figura 9.89. Tensao longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal (9.24.2) para
a barra da figura 6.1 com lei hiperelastica linear (6.38) ¢ lei de Swift (6.50) sob pequenas deformagao
elasticas. As siglas SA, SN, GN, HEP e EP3 denotam, nesta ordem, a solugao analitica (9.24) ou
(9.25), a simulagdo numérica, a aproximagao de Green-Naghdi (ver se¢do 6.3), a
hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4) e o programa EPIM3D (ver secédo 8.8).
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Figura 9.90. Parametro de encruamento isotrépico (6.86.3) ou (6.111.2) versus alongamento
longitudinal (9.24.2) para a barra da figura 6.1 com lei hiperelastica linear (6.38) e lei de Swift (6.50)
sob pequenas deformagdo elasticas. As siglas SA, SN, GN, HEP e EP3 denotam, nesta ordem, a
solugdo analitica (6.86.3) ou (6.111.2), a simulagdo numérica, a aproximagdo de Green-Naghdi (ver
secdo 6.3), a hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4) e o programa EPIM3D (ver secdo 8.8).

9.2.3.2. Material homogéneo elastoplastico perfeito sob grandes deformacdes elastoplasticas

O segundo caso analisado, para a barra da figura 6.1, ¢ aquele com os seguintes

coeficientes do material:

E =200,0 (9.29.1)
v=0,010 (9.29.2)
a, =100,0 (9.29.3)

onde os coeficientes elasticos E e v sdo, nesta ordem, o mdédulo de Young e o coeficiente de

Poisson (ver equagdes 5.9 e 6.38); e a, € o tnico coeficiente ndo nulo da lei de encruamento

isotrépico polinomial (6.49), o que equivale a modelar o material como sendo elastopléstico
perfeito. Com os coeficientes (9.29), os limites elasticos para a aproximagdo de Green-Naghdi
da se¢do 6.3 e para a hiperelastoplasticidade da se¢do 6.4 sdo, respectivamente (ver

expressoes 6.93 e 6.116):



hs (GN) = 1290 _ |}, 5100 =2=1,414214 (9.30.1)
E 200

%(xu;‘ ~Ay’)=0,(0) :%(xw“ —hyi’)=100=>1,, (HEP) =1,272020  (9.30.2)

onde as siglas GN e HEP correspondem a decomposi¢ao de Green-Naghdi e a
hiperelasticidade, respectivamente. A partir desses limites, o material entra em regime

elastoplastico. Além disso, sabe-se que, em regime elastoplastico, a variagdo da deformagao

plastica longitudinal ao longo do incremento de deformacdo total AE, = Ey)—Eyq ou
AN, = 7»1(1) —7»1(0) ¢ (ver equagoes 6.89 € 6.115):
AE , =AE, (9.31.1)
1
A, =K—Ak1 (9.31.2)

el

onde a primeira expressao ¢ valida para a aproximagao de Green-Naghdi, e a segunda ¢ valida
para a hiperelastoplasticidade. Portanto, em ambos os casos, as deformagdes elasticas
longitudinais ndo sdo pequenas e, assim, ndo podem ser desprezadas. Em regime

elastoplastico, tais deformacdes se mantém constantes e iguais a:

E,, (GN) :%[xw (GN)'~1]=1,0 (9.32.1)
Aoy = oy (HEP) =1,272020 (9.32.2)

onde a primeira expressao ¢ valida para a aproximagao de Green-Naghdi (GN), e a segunda ¢
valida para a hiperelastoplasticidade (HEP). De acordo com as expressoes (9.32.1), (6.83.3) e
(9.30.1), o parametro de encruamento isotropico k resultante da formulacao de Green-Naghdi
em regime elastoplastico ¢é:

1 1

k(GN)=E, =E -E, :5(xﬁ _1)_5

(A -1) :%(xﬁ —1)—% (9.33)

Ja para a hiperelastoplasticidade, conforme as equagoes (9.32.2), (6.111.2) ¢ (9.30.2), o

parametro k em regime elastoplastico é:

«(HEP)=In(,,)=In (;—IJ = 111(1 277‘1202) =In(%,)-0,240606 (9.34)

el

Em regime elastico, isto ¢, para alongamentos longitudinais A, menores do que o
limite elastico A, , de acordo com a expressdo (6.76.1), a tensdo longitudinal de engenharia

atuante na barra da figura 6.1, cujos coeficientes do material sao dados em (9.29), ¢:



o =A110=%(xﬁ -2, )=100(1’-2,) (9.35)
Esta equagdo ¢ valida para a aproximagao de Green-Naghdi, dada na se¢do 6.3, e para a
hiperelastoplasticidade, dada na se¢do 6.4.

Para a formulag¢ao do programa EPIM3D, ¢ possivel escrever as seguintes expressoes

para a barra da figura 6.1 em regime elastico (ver item 8.8.2):

In(%,) 0 0 In(%,) 0 0
&= 0 (k) 0 [ 0 —vmk(®) 0 (9.36.1)
0 0 In(n,) 0 0 —vin(A,)
In(%,)=In(A,)=—=vin(A,) =, =4, =2, (9.36.2)
E__F K we _ B _E(})
=1 = ~E(g,,)=E[In(% sl 9.36.3
o Af Aok2x3 Aoksz (SU) [ ( 1):| — O Ao 7L12V ( )
o, =E[In(h)]=a,= A =exp (%OJ (9.36.4)

onde g, ¢ a deformagdo logaritmica (ALVES, 2003); v ¢ o coeficiente de Poisson; o, ¢ a
tensao longitudinal de Cauchy (ver equagdes 4.1 € 4.2); A, € a area final da segdo transversal;
e A, € o limite elastico, a partir do qual o material entra em regime elastoplastico. Assim,

para os coeficientes (9.29), a tensdo longitudinal de engenharia em regime eléstico e o limite

elastico sdo, respectivamente:

we E200In(1,)
Gl € :A—IOZTOZI (9371)
100
A =exp| — |=1,648721 9.37.2
LE p( 200) ( )

Em regime elastoplastico, isto ¢, para alongamentos longitudinais A, maiores do que o
limite elastico A, , conforme a expressdo (6.91) e os coeficientes (9.29), a tensdo longitudinal
de engenharia atuante na barra da figura 6.1 para a formula¢do de Green-Naghdi (ver se¢do
6.3), é:

o = ;_1 =S\, = 6,4, =agh, =1002, (9.38)

0

onde S, ¢ a componente longitudinal do segundo tensor de Piola-Kirchhoff (ver equagao

6.79.1). J& para a hiperelastoplasticidade (ver secdo 6.4), de acordo com a expressdo (6.115) e



com os coeficientes (9.29), a tensdo longitudinal de engenharia atuante na barra da figura 6.1
em regime elastoplastico é:

ang:i:%:ﬁ:a_t):@ (9.39)
AO 7\‘1 7\‘1 7\‘1 }\"l

onde M., ¢ a componente longitudinal do tensor das tensdes de Mandel (ver expressao

6.98.2).

Por fim, resta determinar a tensao longitudinal de engenharia atuante na barra da
figura 6.1 em regime elastoplastico para o programa EPIM3D. De acordo com a resposta
elastica desse programa (8.18) e com os coeficientes (9.29), a parcela elastica da deformagao
logaritmica, em regime elastopldstico, mantém-se constante e igual a (ver expressoes 9.36 e

9.37):

g, 0 0 In(%,,) 0 In(;) 0
e.=| 0 &, 0= O© In(2,,) = 0 ~vin(A;)
0 0 ¢, 0 0 In(n,) 0 0 ~vin(A)
0,5 0 0
| 0 -0,005 0 (9.40)

0 0 -0,005

Assim como no caso da formula¢ao de Green-Naghdi e da hiperelastoplasticidade, ndo se
pode desprezar a parcela de deformacgao elastica. Além disso, conforme a condigdo de
incompressibilidade plastica (6.107), a parcela plastica de deformagao logaritmica em regime

elastoplastico ¢:

e, 0 0 n(x,) 0 0 In(%,,) 0 0
g,=| 0 g, 0= 0 I(x,) 0 |=| 0o -Um(,) 0
0 0 & 0 0 In(h,) 0 0 - m(x,)
1 0 0
=In(1,){0 -0,5 0 (9.41)
0 0 0,5

Considerando a decomposicao do gradiente (6.94), os alongamentos longitudinais total e

plastico, em regime elastoplastico, relacionam-se da seguinte forma:



R - (9.42)
A, 1648721

¢

Assim sendo, a tensdo longitudinal de engenharia (ver expressao 9.19.1) resulta em:

G, = Lt - 3 - - - 5 1
Af A07"27¥3 Aoke,z?‘rﬁ;”fﬁkl’3 Ao (}\’LE )_V (}”pl )_A (kLE )_V (kPl )_A
—1-2v
o - Fl - Fl}\’l (}LLE) _ ao = G;?ng :i — a_o(;\‘LE )1+2v
ey Ao Ao
A, (KLE) .
LE
oo :%(1,648721)1’02 (9.43)

1
Com o resultado (9.42), o parametro de encruamento isotropico (6.111.2) no programa
EPIM3D é:
}\‘1

x(EPIM3D) =In(1,,)=In (m

j: In(%,)-0,5 (9.44)

A simulacdo numérica da barra da figura 6.1, constituida de material elastoplastico

perfeito com resposta elastica linear, foi realizada via controle de deslocamento. Para isso, o

comprimento da barra foi duplicado, isto ¢, o alongamento longitudinal maximo ¢ A™ =2,0.

Com relacao a divisao em incrementos de deslocamento, foram adotados 1000 passos, ou

seja, o deslocamento longitudinal da face x, =L, (ver figura 6.1) aumenta 0,001 em cada

incremento.

De acordo com as figuras 9.91 € 9.92, a evolucao da tensdo longitudinal de engenharia
(9.19.1) e a evolugao do pardmetro de encruamento isotropico (6.33), para a barra sob tracao
uniaxial da figura 6.1, corroboram os resultados analiticos dados nesta se¢do, para as trés
formulagdes utilizadas: a de Green-Naghdi, da se¢do 6.3; a hiperelastoplastica, da se¢do 6.4; ¢
a do programa EPIM3D, da secao 8.8. Para simulagdao com os codigos computacionais do
presente estudo, foram utilizados seis elementos finitos solidos tetraédricos de aproximagao
linear, e no programa EPIM3D foi utilizado um elemento hexaédrico de aproximagao linear

(ver item 3.1).
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Figura 9.91. Tensdo longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal para a barra
sob tracdo uniaxial da figura 6.1 com lei elastica linear (6.38 ou 8.18) e material elastopléstico
perfeito. As siglas SA, SN, GN, HEP e EP3 denotam, nesta ordem, a solugdo analitica, a simula¢ao
numérica, a aproximacdo de Green-Naghdi (ver se¢do 6.3), a hiperelastoplasticidade (ver se¢do 6.4) e
o programa EPIM3D (ver se¢do 8.8). Neste caso, as expressoes que definem as solugdes analiticas
“SA (GN)”, “SA (HEP)” e “SA (EP3)” sdo dadas nas tabelas 9.58 ¢ 9.59.

Tabela 9.58. Solugdes analiticas, em termos da tens@o longitudinal de engenharia (9.19.1), para a barra
da figura 6.1 sob alongamento longitudinal (9.24.2) crescente, com lei eléstica linear e material
elastoplastico perfeito em regime de deformagdes elastoplasticas finitas.

Modelo Regime elastico Regime elastoplastico
GN 9.35 9.38
HEP 9.35 9.39
EP3 9.37.1 9.43

GN, HEP e EP3 correspondem as formula¢des de Green-Naghdi
(se¢do 6.3), hiperelastoplastica (se¢ao 6.4) e do programa

EPIM3D (secdo 8.8)



Tabela 9.59. Solugdes analiticas, em termos do parametro de encruamento isotropico (6.33 ou 8.24),
para a barra da figura 6.1 sob alongamento longitudinal crescente, com lei eléstica linear ¢ material
elastoplastico perfeito em regime de deformagdes elastoplasticas finitas.

Modelo Regime eléstico Regime elastoplastico
GN (k=0) 9.33
HEP (k=0) 9.34
EP3 (x=0) 9.44

GN, HEP e EP3 correspondem as formulagoes de Green-Naghdi
(secdo 6.3), hiperelastoplastica (segdo 6.4) e do programa

EPIM3D (secdo 8.8)

9.2.3.3. Material com GF das constantes de encruamento em regime de pequenas

deformacdes elasticas

A terceira situacdo analisada para a barra da figura 6.1 ¢ aquela na qual o material
possui GF (ver item 7.1) das constantes de encruamento ao longo da dire¢o x,, € as
deformacgdes elasticas sdo pequenas. O motivo da presente andlise ¢ a verificagdo numérica
das equagdes descritas nos itens 8.8.7.1 e 8.8.7.2 desta tese. Foi adotada, aqui, apenas a
formulagao hiperelastoplastica da se¢do 6.4. Para modelar o comportamento plastico do
material, foram empregadas quatro leis de encruamento: elastopléstico perfeito (7.13) com GF
do unico coeficiente ndo nulo a,; lei de Swift (7.14), com GF do coeficiente K apenas; lei de
Voce (7.15), com GF do coeficiente G, apenas; e lei de Prager (7.16), com GF do coeficiente
c. A lei de GF usada aqui ¢ lei de poténcia (7.4), e os valores do coeficiente p sdo os
seguintes: 0,0; 0,20; 1,0; 5,0; e infinito. Conforme o item 7.2, os casos p —> 0,0 e p >0
correspondem aos dois casos limites com material homogéneo. Os valores limites dos
coeficientes de encruamento sao dados na tabela 9.60. A simula¢ao numérica foi realizada via
controle de deslocamento. O comprimento da barra ¢ duplicado em 100 incrementos, com

imposic¢ao de deslocamento em toda a face com coordenada x, = LO. Com relag¢do a malha de



elementos finitos, foram utilizados seis tetraedros lineares para os casos homogéneos, ¢ 48

tetraedros lineares para os casos com GF (ver figura 9.93).

Tabela 9.60. Valores limites dos coeficientes de encruamento da barra sob tragao uniaxial do item
9.2.3.3.

Lei de encruamento Equagao Coeficientes

a0; =20,0
Elastoplastico perfeito 7.13
a0, =100,0
Ki=500,0
K> =1000,0
Swift 7.14
E0 = 0,001
n=0,25
c0;=20,0
c02 =200,0
Voce 7.15
osat = 500,0
Cy =1,50
a0 =20,0
Prager 6.49¢7.16 ci =100,0

c2=500,0

Os valores com indices 1 e 2 correspondem, respectivamente, aos valores

dos coeficientes de encruamento em X» = bg € x» = 0 (figura 6.1).

As solugdes analiticas, em termos da for¢a longitudinal aplicada na barra, sdo obtidas
a partir das equagoes (8.34), (8.36), (8.38) e (8.49). Combinando tais equagdes com 0s
coeficientes da tabela 9.60, as respectivas tensdes longitudinais de engenharia (9.19.1)

resultam em:

o™ (ELPP) = d :i(loo—ﬁj (9.45.1)
A0 A 1+p
“g(sw)_AiO:; (1000—ﬂJ[0 001+In(2,)]"" (9.45.2)
1

o (VC)=—L = %{[200—@} (-Lsinda) +500[1—e(_1’5m‘)}} (9.45.3)
1

I+p

2\



o (PR):ALIO:%{20+%1n(k1)(500—14ﬂﬂ (9.45.4)
| P

onde as siglas ELPP, SW, VC e PR denotam, nesta ordem, as leis de encruamento
elastoplastica perfeita (7.13), de Swift (7.14), de Voce (7.15) e de Prager (7.16); A, € o
alongamento longitudinal (9.24.2), uniforme em toda a barra da figura 6.1; ¢ p ¢ o coeficiente

que define a GF de poténcia (7.4). Deve ser lembrado que as expressdes acima so se aplicam
para o caso de pequenas deformagdes elésticas, e com alongamento longitudinal

monotonamente crescente.

X
X3

X1

W

6 tetraedros 48 tetraedros

(material homogéneo) (material com GF em x,)

Figura 9.93. Malhas de tetraedros utilizadas para simula¢cdo numérica da barra sob tragdo uniaxial do
item 9.2.3.3.

Conforme as figuras 9.94, 9.95, 9.96 ¢ 9.97, os resultados obtidos a partir das
simulagdes numéricas estdo de acordo com as respectivas solucdes analiticas descritas em

(9.45). Ademais, pode-se notar, em tais figuras, que o aumento do coeficiente de GF p faz

com que o material se torne mais rigido, para as quatro leis de encruamento adotadas.
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Figura 9.94. Tensao longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal (9.24.2) para
a barra do item 9.2.3.3 com material elastoplastico perfeito com GF (ver expressdo 7.13). O
coeficiente p ¢é o coeficiente de GF de poténcia (7.4). As siglas SA e SN denotam, nesta ordem, a

solucdo analitica (9.45.1) e a simulagdo numérica.
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Figura 9.95. Tensdo longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal (9.24.2) para
a barra do item 9.2.3.3 com lei de Swift com GF (ver expressdo 7.14). O coeficiente p ¢é o coeficiente
de GF de poténcia (7.4). As siglas SA e SN denotam, nesta ordem, a solucdo analitica (9.45.2) e a
simulagdo numérica.
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Figura 9.96. Tensao longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal (9.24.2) para
a barra do item 9.2.3.3 com lei de Voce com GF (ver expressao 7.15). O coeficiente p ¢ o coeficiente

de GF de poténcia (7.4). As siglas SA e SN denotam, nesta ordem, a solucdo analitica (9.45.3) e a
simulagdo numérica.
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Figura 9.97. Tensao longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal (9.24.2) para
a barra do item 9.2.3.3 com lei de Prager com GF (ver expressdo 7.16). O coeficiente p é o

coeficiente de GF de poténcia (7.4). As siglas SA e SN denotam, nesta ordem, a solucgdo analitica
(9.45.4) e a simulagdo numérica.



9.2.3.4. Material elastoplastico perfeito com GF do moédulo de Young sob grandes

deformacdes elastoplasticas

No quarto caso, o material da barra da figura 6.1 ¢ elastoplastico perfeito com GF do

modulo de Young ao longo da dire¢do x, (ver equagdes 7.9). Neste caso, os coeficientes do

material sdo:

E, =16,666667 (9.46.1)
E, =2,777778 (9.46.2)
v=0,1 (9.46.3)
a, =100,0 (9.46.4)

onde E, e E, sdo os valores limites do modulo de Young em x, =b, e x, =0,
respectivamente (ver figura 6.1); v € o coeficiente de Poisson; € a,, € o Uinico coeficiente ndo

nulo da lei de encruamento isotrépico polinomial (6.49). Com os coeficientes (9.46), os

limites elastico e plastico sdo, respectivamente (ver equacdes 7.27 e 7.28):

16, 6626667 (}\,LE4 _ 7\«L52) — 100’ 0 = }\’LE — 2’0 (947 1)
2, 7727778 (XLP4 —7\4Lp2) =100,0=>1,, =3,0 (9.47.2)

Assim, para alongamentos longitudinais A, < 2,0, todo o material encontra-se em regime
elastico. Ja para alongamentos 2,0 <A, <3,0, parte do material estd em regime elastico e
parte estd em regime elastoplastico. Por fim, para alongamentos A, > 3,0, todo o material esta

em regime elastoplastico.
Com relagdo a simulagdo numérica, foram utilizados 1000 incrementos de

deslocamento na face x, =L, (ver figura 6.1) até atingir um alongamento longitudinal
A, =5,0, uniforme em toda a barra. As malhas de elementos finitos sio mostradas na figura

9.93. A lei de GF empregada aqui ¢ a lei de poténcia (7.4), e os valores adotados para o
coeficiente p sdo: 0,0; 0,20; 1,0; 5,0; e infinito.
Na fase elastica (A, <A, ), de acordo com a equacdo (7.32) e os coeficientes (9.46), a

tensdo longitudinal de engenharia (9.19.1) é:



1

o =§(x13 —kl)£2,777778+

13,888889} ©.48)

1+p
onde p ¢ o coeficiente de GF. Ja na fase elastoplastica (A, <A, <A, ), conforme as

expressoes (7.33), (7.34) e (7.35), e os coeficientes (9.46), a coordenada limite X2 e a tensdo

longitudinal de engenharia (9.19.1) sdo, respectivamente:

1
1 200,0 %

X2 = b0 2, 777778 (9.49.1)

13,888889 | A, A,
o = (o)™ + (o) (9.49.2)

p

(cf“g)EL:lx—z(xf—x]) 2,777778 +| 13388889 1/ X2 (9.49.3)

2 b, I+p b,

AN VA (9.49.4)

()
EP
(o7) " =100,0 " 0

Nessa fase, o material estd em regime eléstico para os pontos com coordenada 0<x, <X2,e
em regime elastoplastico para X2 < x, <b,. Por ultimo, na fase plastica (A, > A, ), a tensdo

longitudinal de engenharia (9.19.1) ¢ (ver expressdes 7.37 e 9.46):

oone - 100.0 (9.50)
A
1

As simula¢des numéricas realizadas estdo de acordo com as respectivas solugdes
analiticas para os casos homogéneos e com GF (ver figura 9.98). Para os casos homogéneos,
sdo ilustradas, nas figuras 9.99 e 9.100, a evolucdo dos alongamentos longitudinais total,
elastico e plastico (ver expressdes 6.94), e da tensdo longitudinal elastica de Mandel (ver
expressoes 6.98). As distribui¢des finais do parametro de encruamento isotrépico k

(6.111.2), ao longo da coordenada x, (ver figura 6.1), sdo mostradas na figura 9.101.
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Figura 9.98. Tensao longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal (9.24.2) para
a barra do item 9.2.3.4: material elastoplastico perfeito com GF do modulo de Young (ver coeficientes
9.46). O coeficiente p ¢ o coeficiente de GF de poténcia (7.4). As siglas SA e SN denotam, nesta

ordem, a solu¢ao analitica (ver equagdes 9.48, 9.49 e 9.50) e a simulacdo numérica.
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Figura 9.99. Evolugdo de algumas variaveis para a barra homogénea do item 9.2.3.4 (p — 0,0 ou
E =16,666667): (a) alongamentos longitudinais total, elastico e plastico (ver expressdes 6.94); (b)
tensdo longitudinal elastica de Mandel (ver expressoes 6.98).
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Figura 9.100. Evolugdo de algumas variaveis para a barra homogénea do item 9.2.3.4 (p — inf ou
E =2,777778): (a) alongamentos longitudinais total, elastico e plastico (ver expressdes 6.94); (b)
tensdo longitudinal elastica de Mandel (ver expressdes 6.98).
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Figura 9.101. Distribuicdo final do parametro de encruamento isotropico K (6.111.2), ao longo da
coordenada X, (ver figura 6.1), para a barra do item 9.2.3.4 com GF. Na legenda, a letra p se refere

ao coeficiente de GF de poténcia (7.4).




9.2.3.5. Material com GF da constante K da lei de Swift sob grandes deformacdes

elastoplasticas

No quinto caso da barra sob tragdo uniaxial da figura 6.1, foi adotada GF de poténcia
(7.4), apenas, da constante K da lei de Swift (ver equagdo 7.14). Os coeficientes utilizados na

simulagdo numérica do presente caso sdo:

E =100,0 (9.51.1)
v=0,05 (9.51.2)
K, =297,38566784 (9.51.3)
K, =1268,84551613 (9.51.4)
E,=0,05 (9.51.5)
n=0,25 (9.51.6)
Com os coeficientes (9.51), os limites elastico e plastico sdo, respectivamente (ver equagdes
7.27 ¢ 7.28):
@(xw“ ;") =297.38566784(0,05)"" = &, =1,50 (9.52.1)
@(xw“ —)y,”)=1268,84551613(0,05)"" = X, =2,0 (9.52.2)

Ademais, na fase elastoplastica (A, <A, <A,,), de acordo com os coeficientes (9.51) e com

a expressao (7.46), a coordenada limite X2 ¢é:

50,0 1 %
X2 =by 3| =22 (1, —1,7)~1268,84551613 (9.53)
0,05" [-971,45984829]

onde p ¢ o coeficiente de GF de poténcia (7.4). Nessa fase, analogamente ao caso anterior, 0s
pontos materiais com coordenada x, < X2 estdo em regime elastico, e os pontos com

X, > X2 encontram-se em regime elastoplastico. Os valores de p adotados aqui sao: 0,0;
0,50; 1,0; 2,0; e infinito.

Assim como no caso anterior, para simulagdo numérica foram utilizadas as malhas da
figura 9.93, e foram usados 1000 incrementos de deslocamento na face x, =L, (ver figura
6.1). Neste caso, porém, o alongamento longitudinal, uniforme em toda a barra, avanga até

A, =3,0. Além disso, as equacdes para calculo da forca longitudinal aplicada ndo sdo dadas



aqui, pois nao se conhece a expressao analitica da distribui¢cdo do pardmetro k ao longo do

eixo x, (ver expressoes 7.48).

Os graficos tensao longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento
longitudinal total (9.24.2), para os casos homogéneos € com GF, sdo ilustrados na figura
9.102. Sdo mostrados, nas figuras 9.103 e 9.104, resultados numéricos obtidos com os
materiais homogéneos. Por fim, as distribui¢des, ao final de dois passos, do parametro de
encruamento isotropico ¥ (6.111.2) e da fungdo escalar que define o critério de plastificacao

® (6.110.3), ao longo do eixo x,, sdo dadas nas figuras 9.105 e 9.106, respectivamente, nas

quais se pode notar que os resultados numéricos estdo de acordo com a coordenada limite X2

da equacao (9.53).
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Figura 9.102. Tensdo longitudinal de engenharia (9.19.1) versus alongamento longitudinal total
(9.24.2) para a barra do item 9.2.3.5: material com encruamento isotropico e com GF da constante K
da lei de Swift (6.50). A letra p se refere ao coeficiente de GF de poténcia (7.4). Estes resultados

foram obtidos a partir das simulagdes numéricas.
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Figura 9.103. Evolugdo dos alongamentos longitudinais total, elastico e plastico (ver expressdes 6.94)
para a barra homogénea do item 9.2.3.5. A letra p se refere ao coeficiente de GF de poténcia (7.4).
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Figura 9.104. Tensao longitudinal elastica de Mandel (ver expressoes 6.98) versus alongamento
longitudinal total (9.24.2) para a barra homogénea do item 9.2.3.5. A letra p se refere ao coeficiente

de GF de poténcia (7.4).
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Figura 9.105. Distribuigdo do pardmetro de encruamento isotropico K (6.111.2), ao longo do eixo X,
(ver figura 6.1), para a barra do item 9.2.3.5: (a) passo 350 (A, =1,70); (b) passo 450 (A, =1,90). A

letra p se refere ao coeficiente de GF de poténcia (7.4). A coordenada limite X2 ¢ calculada via
equagao (9.53) para os casos com GF.
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Figura 9.106. Distribuigdo da fungédo escalar que define o critério de plastificacdo @ (6.110.3), ao
longo do eixo X, (ver figura 6.1), para a barra do item 9.2.3.5: (a) passo 350 (A, =1,70); (b) passo

450 (A, =1,90). A letra p se refere ao coeficiente de GF de poténcia (7.4). A coordenada limite X2
¢ calculada via equagédo (9.53) para os casos com GF.



9.2.3.6. Material homogéneo com encruamento cinematico nédo linear sob grandes

deformacdes elastoplasticas

O ultimo caso analisado numericamente da barra da figura 6.1 ¢ com material
homogéneo cujo comportamento elastico ¢ definido pela lei hiperelastica ndo linear neo-
Hookeana (5.5), e o comportamento plastico € definido pela lei de encruamento cinematico
ndo linear de Armstrong-Frederick (6.56). O material em questdo € o aco doce CK 15, e seus

coeficientes, extraidos de Dettmer e Reese (2004), sdo os seguintes:

1 =80000,0 (9.54.1)
k =173333,0 (9.54.2)
a, =300,0 (9.54.3)
¢=1900,0 (9.54.4)
b=38,5 (9.54.5)

onde p e k sdo as constantes da lei hiperelastica neo-Hookeana (5.5); a constante a, ¢ o
limite de escoamento; e os parametros b e ¢ sdo os coeficientes da lei de encruamento
cinematico de Armstrong-Frederick (6.56).

A malha utilizada na simulagdo numérica possui seis elementos finitos sélidos
tetraédricos de ordem linear (ver figura 9.93). A analise foi realizada via controle de

deslocamento na face x, =L, (ver figura 6.1) em trés etapas:
- etapa 1: alongamento longitudinal A, crescente, de 1,0 até 1,50;
- etapa 2: alongamento longitudinal A, decrescente, de 1,50 até 0,75;
- etapa 3: alongamento longitudinal A, crescente, de 0,75 até 1,0.

Cada uma das etapas foi feita com 100 incrementos de deslocamento.

De acordo com a figura 9.107, os resultados numéricos com a formulagao
hiperelastoplastica (ver se¢ao 6.4) estdo de acordo com os resultados numéricos da referéncia,
e os resultados com a formulagao de Green-Naghdi (ver secao 6.3) apresentam grandes

discrepancias para grandes deformagdes. A componente X, do tensor das tensdes inversas na

configuragdo inicial (ver figura 3.3 e equagdo 6.30) ao final de alguns passos ¢ ilustrada na

figura 9.108.



9.2.4. Compressao uniaxial

A mesma barra da figura 6.1 foi analisada numericamente impondo compressao
uniaxial. Para isso, dois casos foram estudados aqui: um homogéneo com grandes
deformacdes plasticas e com pequenas deformagdes elasticas, e outro com GF com grandes

deformacdes elastoplésticas.
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Figura 9.107. Tensao longitudinal de Cauchy (ver figura 6.1) versus alongamento longitudinal total
(9.24.2) para a barra do item 9.2.3.6: material homogéneo com lei hiperelastica neo-Hookeana (5.5) e
lei de encruamento cinematico de Armstrong-Frederick (6.56). Na legenda, as siglas GN, HEP ¢ REF
denotam, nesta ordem, a formulacdo de Green-Naghdi da secédo 6.3, a formulacdo hiperelastoplastica

da secdo 6.4, ¢ a referéncia Dettmer ¢ Reese (2004).
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Figura 9.108. Tensdo inversa X,,, definida na configuracdo inicial (ver figura 3.3 e equacdo 6.30),
para a barra sob alongamento longitudinal do item 9.2.3.6: (a) A, =1,50; (b) A, =1,0; (¢)
A, =0,75;(d) A, =10.

9.2.4.1. Material homogéneo com lei hiperelastica linear e lei de Swift

Para a primeira barra sob compressdo uniaxial, as constantes do material sdo dadas em
(9.23). A malha possui seis tetraedros (ver figura 9.93), e a simulagdo numérica ¢ realizada
com controle de deslocamento. O comprimento da barra ¢ reduzido pela metade em 100
passos, o que equivale a dizer que o alongamento longitudinal decresce de 1,0 até 0,50 com
incrementos de 0,005. Para analisar numericamente este exemplo, foram empregadas trés
formulagdes: a de Green-Naghdi, da se¢do 6.3; a hiperelastopléstica, da se¢do 6.4; € o
programa EPIM3D, do item 8.8.

De acordo com a figura 9.109, os resultados numéricos obtidos com a formulacao
hiperelastoplastica e com o programa EPIM3D sdo praticamente os mesmos, e a formulacao
de Green-Naghdi apresenta grandes discrepancias exceto para deformac¢des muito pequenas

(A, ~1).
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Figura 9.109. Forga longitudinal versus alongamento longitudinal (9.24.2) para a barra homogénea da
figura 6.1 sob compressao uniaxial. Na legenda, as siglas GN, HEP e EP3 denotam, respectivamente, a
formulagdo de Green-Naghdi da se¢do 6.3, a hiperelastoplasticidade da se¢@o 6.4, e o programa

EPIM3D do item 8.8.

9.2.4.2. MGF, lei hipereléastica linear e lei de Voce

Para o segundo caso da barra da figura 6.1 sob compressao uniaxial, foi adotada a lei

hiperelastica linear (5.2) e a lei de encruamento isotropico de Voce (6.51). O material possui

GF, ao longo do eixo x,, dos coeficientes de encruamento isotropico. Os valores limites de

tais coeficientes sdo dados a seguir (ver equagao 7.15):

(c,), =123,6
(04 ), =370,9
(Cy), =108
(

S, ), =330,3

(9.55.1)
(9.55.2)
(9.55.3)

(9.55.4)



(cssat )2 =846,7 (9.55.5)
(CY)2 =16,3 (9.55.6)
onde os limites com indice 1, referentes aos pontos materiais com coordenada x, =b,,

correspondem ao aco doce DCO6; e os limites com indice 2, referentes aos pontos materiais

com coordenada x, =0, correspondem ao aco de dupla fase DP600 (OLIVEIRA; ALVES;
CHAPARRO; MENEZES, 2007). Neste caso, a GF ¢ definida pela lei sigmoidal (7.5), e os

valores adotados para o coeficiente s sdo: 0,0; 1/3; 1,0; 3,0; e infinito. As malhas de
elementos tetraédricos sao mostradas na figura 9.93. A simula¢do numérica foi feita via
controle de deslocamento, com 100 incrementos, até reduzir o comprimento da barra pela
metade. Para analisar este exemplo, apenas o codigo computacional com a formulagao
hiperelastoplastica (ver se¢ao 6.4) foi utilizado.

Conforme a figura 9.110, o caso homogéneo s — 0,0 é mais flexivel do que o caso

homogéneo s — o, e o valor do coeficiente s, para os casos com GF, ndo altera
significativamente os valores de for¢a aplicada. Ademais, a distribuigdo final do parametro de
encruamento isotropico k (6.111.2) segue a distribuicao dos valores dos coeficientes de

encruamento isotrépico (ver figura 9.111).
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Figura 9.110. Forca longitudinal versus alongamento longitudinal (9.24.2) para a barra sob
compressao uniaxial do item 9.2.4.2. A letra s se refere ao coeficiente de GF sigmoidal (7.5).
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Figura 9.111. Distribuigdo final do parametro de encruamento isotropico K (6.111.2) para a barra da
figura 6.1 sob compressao uniaxial do item 9.2.4.2. A letra s se refere ao coeficiente de GF sigmoidal
(7.5).

9.2.5. Cisalhamento simples

O prisma sob cisalhamento simples (ver figura 9.10 e equagdes 9.4) ¢ simulado aqui

em regime elastoplastico. Para isso, dois casos com material homogéneo sdo analisados:

material com a lei hiperelastica linear (5.2) e a lei de encruamento isotrépico de Swift (6.50);

e material com a lei hiperelastica neo-Hookeana (5.5) e com a lei de encruamento cinematico

de Armstrong-Frederick (6.56).



9.2.5.1. Material homogéneo com lei hiperelastica linear e lei de Swift

Neste exemplo numérico, sdo comparadas as formulagdes de Green-Naghdi, da se¢do
6.3, a hiperelastoplastica, da secdo 6.4, ¢ a do programa EPIM3D, da se¢o 8.8. Para isso,
foram adotados os coeficientes (9.23). A simulagcdo numérica foi realizada via controle de

deslocamento em 1000 incrementos. A face com coordenada x, = 25,0 ¢ submetida a um
deslocamento de 250,0 na dire¢do x, (ver figura 9.10), ou seja, a quantidade de cisalhamento
avancga até y = tan(ﬁ) =10,0. Assim como nas simulagdes numéricas do item 9.1.1, a malha

de elementos finitos empregada aqui também possui seis tetraedros de aproximacao linear.

Conforme as figuras 9.112 e 9.113, mais uma vez a formulagao hiperelastoplastica
estd de acordo com o programa EPIM3D, e a formulacdo de Green-Naghdi fornece grandes
discrepancias exceto para deformagdes muito pequenas. Na figura 9.112, a razdo pela qual os
dados sao interrompidos na formulacao de Green-Naghdi ¢ que os valores resultantes de forca
aplicada se tornam muito elevados, o que dificulta a comparagdo entre as outras duas

formulagdes.
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Figura 9.112. Forga cisalhante aplicada (9.5.1) versus quantidade de cisalhamento (9.5.2) para o
prisma sob cisalhamento simples do item 9.2.5.1. Na legenda, as siglas GN, HEP e EP3 denotam,
respectivamente, a formulacdo de Green-Naghdi da secdo 6.3, a hiperelastoplasticidade da se¢do 6.4, e
o programa EPIM3D do item 8.8.
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Figura 9.113. Parametro de encruamento isotropico (6.33) ou (8.24) versus quantidade de
cisalhamento (9.5.2) para o prisma sob cisalhamento simples do item 9.2.5.1. Na legenda, as siglas
GN, HEP e EP3 denotam, respectivamente, a formula¢ao de Green-Naghdi da se¢do 6.3, a
hiperelastoplasticidade da se¢do 6.4, ¢ o programa EPIM3D do item 8.8.

9.2.5.2. Material homogéneo com leis hipereléstica e de encruamento cinematico ndo

lineares

Para o segundo exemplo do prisma sob cisalhamento simples da figura 9.10 em regime
elastoplastico, apenas a formulacao hiperelastoplastica (ver se¢do 6.4) ¢ empregada. O
material utilizado ¢ um polimero vitreo (PET ou polietileno tereftalato orientado), cujos

coeficientes sao (DETTMER; REESE, 2004):

1 =80,0 (9.56.1)
k=320,0 (9.56.2)
a, =35,0 (9.56.3)
¢=100,0 (9.56.4)

b=2,7 (9.56.5)



onde p e k sdo as constantes da lei hiperelastica neo-Hookeana (5.5); a constante a, ¢ o

limite de escoamento; e os parametros b e ¢ sdo os coeficientes da lei de encruamento

cinematico de Armstrong-Frederick (6.56).

Assim como no exemplo anterior, a simulacdo numérica foi feita via controle de
deslocamento, porém a quantidade de cisalhamento y (9.5.2), neste caso, evolui da seguinte
forma:

- etapa 1: y crescente, de 0,0 até 4,0;

- etapa 2: y decrescente, de 4,0 até -2,0;

- etapa 3: y crescente, de -2,0 até 0,0.

O incremento de vy, em cada passo, ¢ de 0,02 Assim, sdo 200 passos na etapa 1, 300 passos na
etapa 2, e 100 passos na etapa 3, totalizando 600 passos. A malha de elementos finitos ¢ a
mesma do exemplo anterior, isto ¢, sdo utilizados seis tetraedros de ordem linear.

Os resultados numéricos obtidos neste estudo corroboram os dados numéricos da
referéncia, em pequenas e em grandes deformacdes elastoplasticas (ver figura 9.114). Na
figura 9.115, sdo ilustradas algumas configuragdes de equilibrio com os respectivos valores da

tensdo inversa X, , definida na configuracdo inicial (ver figura 3.3 e equacdo 6.30).
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Figura 9.114. Tensao cisalhante de Cauchy ©,, =t, (ver figura 9.10) versus quantidade de
cisalhamento y (9.5.2) para o prisma sob cisalhamento simples do item 9.2.5.2. As siglas HEP e REF

denotam, respectivamente, os resultados numéricos deste estudo com a formulacéo hiperelastoplastica
da secdo 6.4, e os dados numéricos da referéncia Dettmer ¢ Reese (2004).
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Figura 9.115. Tensdo inversa X,,, definida na configuracdo inicial (ver figura 3.3 e equagdo 6.30),
para o prisma sob cisalhamento simples do item 9.2.5.2: (a) ¥ =4,0 (passo 200); (b) y=0,0 (passo

400); (c) Y =-2,0 (passo 500); (d) 7 =0,0 (passo 600). A variavel y ¢ a quantidade de
cisalhamento (9.5.2).

9.2.6. Viga em balanco com forca prescrita

Neste exemplo, similar ao do item 9.1.6.1, ¢ analisada numericamente uma viga em
balanco prismatica (10,0 x 1,0 x 1,0) em regime elastoplastico. A simulacdo ¢ realizada via
controle de carga. A forga, aplicada ao longo de x, na face x, =10,0 (ver figura 9.14),
avanga até o valor de 0,005, e retorna até¢ 0,0. Em ambas as fases, de carregamento e de
descarregamento, sdo utilizados 100 incrementos de forga, iguais a 0,00005. Os graus de

liberdade restritos sdo os seguintes: todos os deslocamentos da face x, =0,0; os
deslocamentos em x, dos pontos com coordenada x; =0,0. Devido a simetria em relagdo ao
€ixo X,, apenas uma metade da viga ¢ discretizada. A malha base (ver Apéndice F) ¢ a malha

numero 4 da figura 9.14, e o refinamento em termos do niumero de elementos finitos é

realizado ao longo da direcao longitudinal, conforme o item 9.1.6.1. Com relagdo a lei



constitutiva, sdo adotados os coeficientes (9.23), e ¢ utilizada apenas a formulagao
hiperelastoplastica da se¢do 6.4.

De acordo com a andlise de convergéncia da figura 9.116, o refinamento da malha em
termos do nimero de elementos finitos tetraédricos e em termos da ordem de aproximagao
melhora a precisao dos resultados, ja que a rigidez excessiva da malha ¢é eliminada com o
refinamento e, assim, os deslocamentos das malhas mais refinadas sao maiores (ver ultimo

paragrafo do item 9.1.3).
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Figura 9.116. Forca aplicada versus deslocamento do ponto central da face da extremidade livre da
viga em balanco do item 9.2.6. Na legenda os valores correspondem, respectivamente, ao nimero de
noés, a quantidade de elementos finitos sélidos tetraédricos, e a ordem de aproximacao polinomial dos

tetraedros (ver item 3.1).

9.2.7. Viga em balanco com deslocamento prescrito

A viga prismatica em balango do exemplo anterior ¢ numericamente analisada aqui em

regime elastoplastico via controle de deslocamento. O deslocamento transversal na dire¢do x,

da aresta com coordenadas x, =10,0 e x, =1,0 (ver figura 9.14) avanga até 4,0 em 800



incrementos. Os graus de liberdade restritos sao os mesmos do exemplo anterior, e apenas
uma metade da viga ¢ discretizada devido a simetria em relacdo ao eixo x,. O material é o

aco doce DCO6 cujos coeficientes sdo (OLIVEIRA; ALVES; CHAPARRO; MENEZES,
2007):

E = 206000, 0 (9.57.1)
v=0,30 (9.57.2)
K =529,5 (9.57.3)
E, =0,0043889446 (9.57.4)
n=0,2680 (9.57.5)

Para simular numericamente este problema estrutural, foram empregados trés codigos
computacionais: aquele com a formulagdo de Green-Naghdi, da se¢do 6.3; aquele com a
formulagdo hiperelastoplastica, da se¢do 6.4; e o programa EPIM3D, da secdo 8.8. Nos dois
primeiros casos, ¢ utilizada a malha base 4 da figura 9.14 com divisao dos trés hexaedros em
seis tetraedros, o que resulta em 18 elementos finitos solidos tetraédricos. Além disso, ordem
de aproximacao ¢ variavel (de um a quatro). Ja no programa EPIM3D, sdo utilizados trés
elementos finitos hexaédricos de ordem linear com integracao reduzida seletiva (MALKUS;
HUGHES, 1978a; MALKUS; HUGHES, 1978b). O objetivo aqui € comparar as trés
formulacdes elastoplasticas para problemas estruturais com grandes deslocamentos e
pequenas deformagdes.

As seguintes conclusdes podem ser tiradas a partir da figura 9.117: as malhas de
elementos lineares apresentam grande travamento, devido a excessiva rigidez resultante; os
valores da for¢a aplicada, quando se compara as formulagdes de Green-Naghdi e a
hiperelastoplastica, sao bastante diferentes para as malhas lineares, sdo proximos para as
malhas quadraticas, e sdo praticamente os mesmos para as malhas ctbica e do quarto grau.
Ademais, de acordo com a figura 9.118, as distribui¢des finais do pardmetro de encruamento
isotropico k, obtidas com as formulagdes de Green-Naghdi e hiperelastoplastica, sao
praticamente as mesmas para as malhas do quarto grau. Assim sendo, para pequenas
deformacdes, as duas formulacdes supracitadas parecem ser equivalentes. Por fim, os
resultados numéricos obtidos com o programa EPIM3D estao de acordo com as simulagdes

numéricas com os elementos tetraédricos (ver figura 9.119).
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Figura 9.117. Forga aplicada versus deslocamento transversal da viga em balango do item 9.2.7. Na
legenda, as palavras se referem a ordem de aproximagdo polinomial dos elementos finitos tetraédricos,
e as siglas GN e HEP correspondem as formulacdes de Green-Naghdi (secao 6.3) e hiperelastoplastica

(secdo 6.4).
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Figura 9.118. Distribuigdo final do parametro de encruamento isotropico K (6.33) para a viga em
balango do item 9.2.7: (a) formulacao hiperelastoplastica; (b) formulagdo de Green-Naghdi. Estes
resultados numéricos foram obtidos a partir da malha com 18 elementos finitos tetraédricos do quarto
grau.
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Figura 9.119. Forga aplicada versus deslocamento transversal da viga em balango do item 9.2.7. Na
legenda, as palavras se referem a ordem de aproximacao polinomial dos elementos finitos tetra¢dricos,
¢ as siglas HEP e EP3 correspondem, nesta ordem, aos resultados numéricos obtidos com a
formulacao hiperelastoplastica (se¢@o 6.4) e com o programa EPIM3D (sec¢do 8.8).

9.2.8. Bloco parcialmente carregado

O mesmo bloco do item 9.1.9.1 (ver figura 9.76) é analisado aqui em regime
elastopléstico via controle de carga. Neste caso, contudo, o material € o polimero vitreo do
item 9.2.5.2 (ver coeficientes 9.56), a malha base (ver Apéndice F) ¢ mostrada na figura
9.120, e a carga superficial evolui da seguinte forma:

- etapa 1 (100 passos): carga decresce até -88,0;

- etapa 2 (200 passos): carga cresce até 88,0;

- etapa 3 (100 passos): carga decresce até 0,0.

Devido a simetria em relacdo aos planos x, =10,0 e x, =10,0, apenas um quarto do bloco ¢

discretizado. Cada um dos quatro hexaedros da malha base da figura 9.120 ¢ dividido em seis
tetraedros, o que resulta em 24 elementos finitos sélidos tetraédricos. A ordem de
aproximacao ¢ variavel (de um a quatro). Para simular numericamente este exemplo, é

empregada apenas a formulacao hiperelastoplastica da sec¢ao 6.4.



Malha base (ver Apéndice F)

Problema estrutural

Figura 9.120. Malha base do bloco parcialmente carregado do item 9.2.8.

De acordo com a figura 9.121, os resultados numéricos deste estudo corroboram os
resultados numéricos da referéncia Dettmer e Reese (2004), e a malha com elementos

tetraédricos de ordem linear apresenta travamento.
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Deslocamento vertical do ponto A

Carga superficial aplicada

Figura 9.121. Carga superficial aplicada versus deslocamento do ponto A na direcdo X, (ver figura

9.120) para o bloco parcialmente carregado em regime elastoplastico. As palavras na legenda
correspondem a ordem de aproximagao polinomial dos elementos finitos sélidos tetraédricos.
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Figura 9.122. Deslocamentos ao longo de X, para o bloco parcialmente carregado em regime
elastoplastico (ver figura 9.120) ao final do passo: (a) 100 (p, =—88,0); (b) 200 (p, =0,0); (c) 300

(p, =88,0); (d) 400 (p, = 0,0). Estes resultados numéricos foram obtidos a partir da malha com 24
elementos tetraédricos do quarto grau.

9.2.9. Indentacéo de bloco

O mesmo bloco do exemplo anterior ¢ simulado numericamente aqui com controle de
deslocamento. A parte do bloco que ¢ carregada no item 9.2.8 (ver figura 9.120) ¢ agora
submetida a um deslocamento prescrito na dire¢do X,, o qual avanga, em 100 passos, até -5,0,
e retorna até 0,0 também em 100 passos. O material neste caso ¢ o ago de dupla fase DP600,

com lei hiperelastica linear (5.9) e lei de encruamento isotrdpico de Swift (6.50), cujos

coeficientes sdo (OLIVEIRA; ALVES; CHAPARRO; MENEZES, 2007):



E =210000,0 (9.58.1)

v=0,30 (9.58.2)
K =1093,0 (9.58.3)
E, =0,0016626225 (9.58.4)
n=0,1870 (9.58.5)

Para analisar este exemplo com a formulacgao hiperelastoplastica da se¢do 6.4, foram
empregadas as mesmas malhas de elementos finitos do item 9.2.8. Este problema estrutural
também foi simulado numericamente com o programa DD3IMP (ver se¢do 8.8). Para isso, foi
necessario, além de especificar a malha de elementos hexaédricos lineares, definir a geometria
da ferramenta que realiza a compressao (ver figura 9.123). No programa DD3IMP, assume-se
que tal ferramenta possui uma rigidez infinita, isto ¢, a ferramenta nao se deforma. As
imagens das malhas foram geradas com o programa GID, utilizado pelo aluno durante seu
estagio de Doutorado na Universidade de Coimbra. Os resultados numéricos do programa
com a formulagdo hiperelastoplastica da se¢@o 6.4 estdo de acordo com os resultados do
programa DD3IMP da se¢do 8.8 (ver figura 9.124). Na figura 9.125, sdo mostradas as
distribuicdes do parametro de encruamento isotropico k, para as malhas mais refinadas, ao

final do passo 100, isto €, para um deslocamento na dire¢do X, igual a -5,0. Nessa figura,
pode-se notar a simetria, em rela¢do ao plano x, = x, (ver figura 9.123), da distribui¢do do
pardmetro k para a malha de hexaedros utilizada no programa DD3IMP. J4 a distribuicdo do
parametro k na figura 9.125a ndo ¢ simétrica em relagdo ao plano x, = x, pois a malha de

tetraedros também ndo ¢ simétrica em relagao a esse plano.

9.2.10. Chapa com orificio circular tracionada

A chapa homogénea ilustrada na figura 9.126 ¢ analisada numericamente via controle
de deslocamento. Segundo a referéncia Mosler (2010), este exemplo ¢ usualmente empregado
para investigar a consisténcia de modelos elastoplasticos. Em tal referéncia, sao usados
elementos finitos solidos tetraédricos de ordem quadratica (com 10 nos). Para simular
numericamente este problema estrutural, ¢ utilizado aqui apenas o cddigo computacional com

a formulacao hiperelastoplastica da secdo 6.4. A malha de elementos finitos empregada possui



78 solidos tetraédricos de ordem variavel (de um a trés). Devido a simetria em relagdo aos

planos x, =18,0, x, =0,50 e x, =0,0, apenas um oitavo da chapa ¢ discretizada.

8 elementos

32 elementos

Geometria da ferramenta:
a (10,5, 5)

b(10,5,15)

c (10, 15, 5)

d (10,15, 15)

128 elementos

108 elementos

Figura 9.123. Geometria da ferramenta e malhas de elementos finitos hexaédricos lineares para
simulacdo da indentagdo do bloco com o programa DD3IMP.
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Figura 9.124. Forga total aplicada versus deslocamento do ponto A na dire¢do X, (ver figura 9.120)

para o bloco sob indentagdo em regime elastoplastico: (a) todas as malhas; (b) malhas mais refinadas.
Na legenda, as palavras denotam a ordem de aproximacao dos elementos tetraé¢dricos para simulacao
com a hiperelastoplasticidade (HEP) da se¢do 6.4, e os niumeros representam a quantidade de
hexaedros lineares para simulagdo com o programa DD3IMP (DD3) da secédo 8.8.
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Figura 9.125. Distribuicdo do parametro de encruamento isotropico K (6.33) ou (8.24) para as malhas
mais refinadas do bloco sob indentagdo da figura 9.123, ao final do passo 100 (deslocamento na

direcdo X, igual a -5,0): (a) 24 elementos tetraédricos do quarto grau (programa com a formulagdo
hiperelastoplastica deste estudo); (b) 128 elementos hexaédricos lineares (programa DD3IMP).
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Limite de escoamento (equagdo 6.43.1):

oo = 0,197592173

Figura 9.126. Chapa com orificio circular tracionada (geometria, lei constitutiva, condi¢des de
contorno ¢ malha base). A parte hachurada representa a parte discretizada da chapa.

A comparagdo dos resultados numéricos deste estudo com os da referéncia, em termos
do grafico forga versus deslocamento, ¢ mostrada na figura 9.127, na qual se pode notar que ¢
necessaria uma melhor analise de convergéncia, ou seja, para poder comparar os resultados ¢
preciso simular este exemplo com malhas mais refinadas. A posicao final da chapa (no tltimo

passo) ¢ mostrada na figura 9.128.
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Figura 9.127. Forca aplicada versus deslocamento u, da face x, =0,0 para a chapa da figura 9.126.

Na legenda, as palavras se referem a ordem de aproximagdo dos elementos finitos tetraédricos deste
estudo. Os valores de forca computados aqui correspondem apenas a parte discretizada da chapa, isto
¢, correspondem a um quarto da forca total em toda a chapa.
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Figura 9.128. Posigdo de equilibrio final da chapa da figura 9.125. Os valores correspondem aos
deslocamentos finais na dire¢do do eixo: (a) X,; (a) X,; (a) X, . Estes resultados numéricos foram

obtidos a partir da malha com 78 elementos finitos tetraédricos de ordem cubica.



9.2.11. Achatamento de cilindro

Este exemplo numérico, extraido de Castell6 e Flores (2008) e proposto inicialmente
por Taylor e Becker (1983), é o achatamento de um corpo de prova homogéneo cilindrico (ver
figura 9.129). De acordo com a primeira referéncia, neste problema ocorrem elevadas
deformacdes de compressdo e grande distor¢do da malha de elementos. Devido a simetria em
relagdo aos planos x, =0,0, x, =0,0 e x, =0,0, apenas um oitavo do cilindro ¢
discretizado. Para simular numericamente este exemplo, foi utilizada apenas a formulagao
hiperelastoplastica da se¢do 6.4, e foram empregadas malhas com 72 elementos finitos s6lidos

tetraédricos com grau de aproximagao variavel (de um a quatro).

Lei hiperelastica linear SVK (5.2 ou 5.9):

- my =200000.0
-v=0,30

Tx~ Lei polinomial de encruamento isotropico (6.49):
F-- a,=700.,0
a,;=300.,0

30,0

20.0 Restri¢es:
x;=0.0:u;=0,0
X;=0.0:u,= 0,0

20.0 x3=0.0:u3=0,0

Deslocamento prescrito (x;=15.0):

u,;=-9,0 (200 incrementos)

Figura 9.129. Achatamento de cilindro (geometria, lei constitutiva e condigdes de contorno). As linhas
tracejadas denotam a parte discretizada do cilindro.

Conforme a figura 9.130, os resultados numéricos deste estudo, em termos do grafico
forca versus deslocamento, convergem para a solu¢cdo numérica da referéncia com aumento
do grau de aproximacao polinomial dos elementos tetraédricos. Na figura 9.131, ¢ ilustrada a

posig¢ao final do cilindro, para a malha mais refinada.
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Figura 9.130. Forga aplicada versus deslocamento da face com coordenada x; =15,0 para o cilindro
da figura 9.129. As palavras na legenda se referem a ordem de aproximagao polinomial dos elementos

finitos tetraédricos. Os valores de forca computados aqui correspondem apenas a parte discretizada, ou
seja, correspondem a um quarto da forca total aplicada em todo o cilindro.
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Figura 9.131. Configura¢ao inicial e deslocamentos verticais finais para o cilindro da figura 9.129.
Estes resultados numéricos foram obtidos com a malha de 78 tetraedros do quarto grau.



9.2.12. Achatamento de prisma

O ultimo problema estrutural, ilustrado na figura 9.132, ¢ analisado numericamente
com o programa DD3IMP apenas (ver se¢ao 8.8). Para simulagdo sao empregados elementos
finitos solidos hexaédricos de ordem linear. As malhas de hexaedros, juntamente com as
respectivas distribui¢des finais do pardmetro de encruamento isotropico x (8.24), sao
mostradas na figura 9.133. A andlise de convergéncia, em termos do grafico for¢a versus

deslocamento, ¢ dada na figura 9.134.

1,0 AS

Parte discretizada

Problema
Deslocamento prescrito (x;=1,0): Restricdes:
u, =-0,20 (100 incrementos) x,= 0,0: u;=u,=u3=0,0
x;= 1,0: uy=u3=0,0
Lei constitutiva elastoplastica: Xy= 1,0:u,=0,0
coeficientes (9.23) X3= 1.0: u3=0,0

Figura 9.132. Achatamento de prisma (geometria, condi¢cdes de contorno e lei constitutiva). A parte
hachurada denota a parte do prisma com deslocamento prescrito, ou seja, ¢ a parte que entra em
contato com a ferramenta de compressao.
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Figura 9.133. Malhas de elementos hexaédricos utilizadas no programa DD3IMP (ver secdo 8.8), e
distribuicdes finais do pardmetro de encruamento isotropico K (8.24).
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Figura 9.134. Forca aplicada versus deslocamento na diregdo X, da face com coordenada x, =1,0 do

prisma sob achatamento da figura 9.132. Na legenda, os nlimeros ¢ a sigla Hex correspondem a
quantidade de elementos finitos s6lidos hexaédricos lineares.

9.3. Tempo de processamento para as estratégias sequencial e paralela

Conforme o item 8.6 desta tese, os codigos computacionais deste estudo foram
paralelizados (UKTU et al., 1982). Para mostrar a influéncia dessa paralelizagdao no tempo de
simulagdo numérica, foram comparados os tempos de processamento para dois problemas
estruturais. O primeiro ¢ a viga em balango da figura 9.20 em regime eléstico. O segundo
problema ¢ a barra sob tragdo uniaxial da figura 6.1 em regime elastoplastico. O material
dessa barra ¢ o aco doce DC06 (ver coeficientes 9.57), e o comprimento dela ¢ duplicado em
1000 incrementos. Para a comparacgao dos tempos de processamento, foi utilizado o chamado
“speedup” (RAO; RAO; DATTAGURU, 2003):

TP,

SU = Tpﬂ (9.59)
PAR



onde TPy, e TP,,, sdo, respectivamente, os tempos da simulagdo numérica com os codigos

computacionais sequencial e paralelo. O computador utilizado neste caso possui oito
processadores. Para simulagdo com a estratégia sequencial, os oito processadores realizam
simultaneamente os mesmos calculos. Ja na estratégia paralela, cada processador monta os
sistemas locais (8.1) de seus respectivos elementos finitos, e s6 o processador central,
chamado de mestre, monta e resolve o sistema global (8.9). Para realizar as simulag¢des
numéricas deste item, foram empregados apenas elementos finitos sélidos tetraédricos de
ordem linear.

De acordo com as figuras 9.135 € 9.136, o tempo de simulagdo numérica com o c6digo
paralelo € menor do o tempo com o codigo sequencial, como era de se esperar. Porém, os
valores obtidos de “speedup” (9.59) para a barra em regime elastoplastico sdo menores do que

os obtidos para a viga em regime elastico.
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Figura 9.135. Comparagdo entre as estratégias sequencial e paralela para a viga em balango em regime
elastico: (a) deslocamento final u, do ponto A (ver figura 9.20); (b) tempo de simulagdo numérica

(em segundos); (c) “speedup” (9.59).
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Figura 9.136. Comparagio entre as estratégias sequencial e paralela para a barra sob tragdo uniaxial

numérica (em segundos); (c) “speedup” (9.59).

em regime elastoplastico: (a) forca longitudinal final aplicada (ver figura 6.1); (b) tempo de simulagdo




10. CONCLUSOES

Neste ultimo capitulo, sdo feitos alguns comentarios gerais sobre o trabalho, e sao
descritas as conclusdes do presente estudo tiradas, principalmente, dos resultados numéricos

do capitulo 9.

10.1. Tépicos do estudo

Neste estudo, ¢ descrita uma formulagao numérica para simulagdo computacional, via
Meétodo dos Elementos Finitos (MEF), de estruturas constituidas de materiais homogéneos ou
heterogéneos com gradagdo funcional (GF) em regime eléstico ou elastoplastico, com
deslocamentos finitos e com deformagdes pequenas ou grandes. Além disso, os objetivos

deste estudo, descritos no item 1.2, foram alcangados.

10.2. Elementos finitos solidos

No presente estudo a estrutura, considerada um meio continuo, ¢ discretizada via
elementos finitos so6lidos tetraédrico e hexaédrico com ordem de aproximagao polinomial
qualquer, isto ¢, as func¢des de forma, empregadas para interpolar a posi¢ao do elemento,
possuem um grau genérico. Além disso, para reproduzir os deslocamentos finitos e as grandes
deformagdes, sdo utilizadas grandezas cinematicas da Mecanica Nao Linear do Continuo
(MNLC). Embora o MEF e a MNLC sejam bastante difundidos no meio académico, uma das
contribui¢des deste estudo € o uso de um grau de aproximagao genérico para os elementos
finitos. Essa ordem de aproximagao qualquer pode ser de grande auxilio em trabalhos futuros
com elementos finitos, ja que a existéncia de uma base grande de dados com os coeficientes
das fung¢des de forma, nos casos de graus muito elevados, ndo ¢ imperativa. Para simulagao
numérica, foram utilizadas as seguintes ordens de aproximacgao polinomial: linear, quadratica,

cubica, quarto grau e quinto grau.



10.3. Equilibrio

Para descricdo do equilibrio de cada elemento finito e, assim, de toda a estrutura,
nenhuma modificagdo significativa em relagdo a metodologia do grupo de pesquisa do aluno
foi realizada. A descri¢cdo da cinematica ¢ Lagrangiana Total, o equilibrio ¢ expresso pelo
Principio da Minima Energia Potencial Total, o par conjugado tensdo-deformacao ¢ composto
pelo segundo tensor de Piola-Kirchhoff e pelo tensor deformacao de Green-Lagrange, os
vetores de forgas internas e as matrizes Hessianas sdo determinados via integragdo numérica,
e a solucdo do sistema nao linear de equacgdes, resultante da aproximagao numérica, ¢ feita

com o método iterativo de Newton-Raphson.

10.4. Hiperelasticidade

Para modelar a resposta elastica dos materiais, foram empregadas aqui leis
constitutivas hiperelasticas, cujas equacdes foram descritas pelo aluno em sua dissertagao de
mestrado. Assim, ndo foi necessario desenvolver novamente os calculos da tensdo e do tensor
elastico de quarta ordem. Tais célculos, implementados em sub-rotinas do codigo

computacional desenvolvido pelo aluno no mestrado, foram aproveitados neste estudo.

10.5. Elastoplasticidade

Neste estudo, foram desenvolvidos cddigos computacionais com duas formulacdes
para materiais em regime elastoplastico: a de Green-Naghdi e a hiperelastoplastica. Para a
primeira formulagdo, a deformacao ¢ decomposta de forma aditiva nas parcelas elastica e
pléstica, de modo similar a formulacao elastoplastica de materiais em regime de deformagdes
infinitesimais. J4 no modelo hiperelastoplastico, sdo empregadas a segunda lei da
termodindmica e a decomposicao multiplicativa do gradiente. Em ambos os casos, sdo
utilizados o critério de plastificacdo de von-Mises, a etapa de previsdo eléstica, e os

algoritmos de retorno para correcao plastica. Ademais, pode-se notar a maior complexidade



da formulagao hiperelastoplastica em relacao a de Green-Naghdi, j& que o nimero necessario
de calculos para determinagdo da tensao e para realizagao do retorno ¢ bem maior para a
hiperelastoplasticidade. Tal complexidade pode ser vista na formulagdo analitica da barra sob
tracdo uniaxial, da secdo 6.7. Basicamente, as diferengas entre as formulagdes deste estudo e
do grupo de pesquisa, no contexto da elastoplasticidade, sdo a decomposi¢ao da deformagio
(ou do gradiente) e a utilizacao de outras medidas na lei constitutiva. No presente estudo o
tensor das tensdes de Mandel, empregado para descrever o comportamento eldstico do

material, e o tensor das tensdes inversas sdo descritos na configuragdo intermediaria.

10.6. GF

Neste estudo ¢ utilizado o conceito da GF, a qual pode ser definida como a variagao
gradual (continua e suave) da composi¢do do material e, portanto, de suas propriedades
constitutivas. Além disso, leis de GF sdo empregadas aqui para definir a variagao gradual dos
coeficientes da lei constitutiva do material ao longo de uma das trés dire¢des. Para simular
numericamente estruturas constituidas de materiais com GF, como o célculo das forgas
internas e das matrizes Hessianas ¢ realizado via integragdo numérica, ¢ necessario calcular os
coeficientes com GF do material em cada ponto de integracdo. Esse céalculo, feito de forma
analitica, esta armazenado em sub-rotinas dos c6digos computacionais desenvolvidos. Para o
caso da barra sob tragcdo uniaxial, sdo dadas no item 7.5 algumas equagdes e solugdes

analiticas para o caso de materiais com GF.

10.7. Regime de pequenas deformacdes elasticas

Neste estudo foram desenvolvidos os seguintes codigos computacionais, descritos no
capitulo 8: gerador automatico das fung¢des de forma; gerador de malhas de elementos sélidos
a partir de uma malha base hexaédrica; codigo para analise de materiais em regime elastico; e
codigo para analise de materiais em regime elastoplastico. Além de desenvolver tais codigos,
o aluno teve contato, ao longo de seu estagio de Doutorado na Universidade de Coimbra, com

os programas EPIM3D e DD3IMP. O primeiro programa ¢ utilizado para analise numérica de



materiais em regime elastoplastico, € o segundo para simulagdo numérica de processos de
conformagdo plastica. Nas formulagdes desses dois programas, ¢ usada a hipotese de
pequenas deformacdes eldsticas. Ademais, na secdo 8.8.7 desta tese, ¢ mostrado que a
formulacdo hiperelastoplastica, da secdo 6.4, é equivalente, em termos da resposta plastica do
material, a formulag@o dos programas EPIM3D e DD3IMP para analise de materiais em

regime de pequenas deformagdes elasticas, mas com deformagdes plasticas finitas.

10.8. Resultados numéricos

A partir dos resultados das simulagdes numéricas, dados no capitulo 9, podem ser
tiradas as seguintes conclusdes:
- para os casos de deformag¢ao uniforme (como a tracao uniaxial, a compressao uniaxial e o
cisalhamento simples), os resultados numéricos deste estudo estdo de acordo com as
respectivas solucdes analiticas e com os respectivos dados experimentais;
- para o elemento finito tetraédrico, a quadratura Gaussiana ¢ mais eficiente do que a
estratégia de integracdo numérica de Rathod, Venkatesudu e Nagaraja (2007), ja que a
primeira fornece praticamente os mesmos resultados com menor niimero de pontos de
integragao;
- para o caso da tragdo uniaxial, ¢ mostrada no item 9.1.5 a influéncia dos coeficientes de GF
no comportamento da barra, em termos do grafico forca versus deslocamento e da distribuicao
da tensdo e da deformacdo longitudinais;
- embora o elemento finito da presente formulagdo numérica seja solido (tridimensional), o
refinamento da malha de elementos melhora a precisdo dos resultados para problemas
estruturais de porticos planos e de vigas tridimensionais com grandes deslocamentos;
- para os problemas estruturais dos dois itens anteriores com materiais em regime elastico, ¢
mais eficiente refinar a malha na dire¢@o longitudinal do que refina-la na transversal;
- os codigos computacionais desenvolvidos aqui também podem ser empregados para simular
numericamente problemas estruturais com chapas e cascas finais, como € caso da membrana
de Cook ¢ do cilindro transversalmente tracionado; a inica ressalva a isso € o elevado nimero

de graus de liberdade necessario para a correta simulagdo numérica;



- para analise de materiais em regime elastoplastico, a estratégia de previsao elastopléstica,
com calculo do operador tangente elastoplastico de quarta ordem, melhora a convergéncia do
método de Newton-Raphson para obtencao do equilibrio de forgas;

- para o caso da barra sob tragdo uniaxial, ndo foram constatadas diferencas significativas
entre os métodos de retorno explicito e implicito, desde que os incrementos de for¢a (ou de
deslocamento) sejam pequenos;

- os resultados numéricos deste estudo corroboram as equagdes e solucdes analiticas para
varios casos da barra sob tra¢do uniaxial em regime elastopldstico e constituida de material
homogéneo e com GF;

- as simulagdes numéricas da viga em balango em regime elastoplastico indicam que as
formulagdes de Green-Naghdi e a hiperelastoplastica sdo equivalentes para problemas
estruturais com grandes deslocamentos e pequenas deformagdes;

- para o regime de pequenas deformacdes elasticas, os resultados numéricos deste estudo
estao de acordo com os resultados numéricos dos programas EPIM3D e DD3IMP;

- foram constatados ganhos significativos, em relacdo aos tempos de simulac¢do, com a
paralelizacdo dos codigos computacionais; esse ganho, contudo, ¢ maior para analise de
materiais em regime elastico;

- a convergéncia dos resultados com o refinamento da malha de elementos finitos ¢ clara para
as simulac¢des numéricas de estruturas em regime eldstico; ja para simulacdo de materiais em
regime elastoplastico, ¢ necessario refinar as malhas utilizadas para se obter uma melhor

convergéncia dos resultados, o que demanda um tempo de processamento muito grande.

10.9. Ideias para trabalhos futuros

Sdo dadas neste item algumas sugestdes para trabalhos futuros:
- implementacdo, nos codigos computacionais desenvolvidos aqui, de outras leis constitutivas
para modelar a resposta mecanica do material analisado;
- comparagao dos algoritmos de retorno implicito e explicito para varios problemas
estruturais, em relacao aos resultados, ao tempo de processamento e a estabilidade numérica;
- utilizag@o do algoritmo de geracdo das fungdes de forma para outros elementos finitos;
- refinamento da malha de elementos finitos para analise da convergéncia dos resultados das

simulagdes numéricas de materiais em regime elastoplastico.
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ANEXO A

Quadratura Unidimensional de Gauss-Legendre empregada para determinacio da
Quadratura Tridimensional do Elemento Finito Sélido Hexaédrico (ver equagdes 8.2)

Numero de
Pontos

gl ()

wel (i)

1

2

0 N N N A WD —= 9N NP WD~ WA WD~ UV B WD = B WD = W~ N = —

0.500000000000000

0.211324865405187
0.788675134594813

0.112701665379258
0.500000000000000
0.887298334620742

0.069431844202974
0.330009478207572
0.669990521792428
0.930568155797026

0.046910077030668
0.230765344947158
0.500000000000000
0.769234655052841
0.953089922969332

0.033765242898424
0.169395306766868
0.380690406958402
0.619309593041598

0.830604693233132
0.966234757101576

0.025446043828621
0.129234407200303
0.297077424311301
0.500000000000000
0.702922575688699

0.870765592799697
0.974553956171379

0.019855071751232
0.101666761293187
0.237233795041836
0.408282678752175
0.591717321247825
0.762766204958164
0.898333238706813
0.980144928248768

1.000000000000000

0.500000000000000
0.500000000000000

0.277777777777776
0.444444444444444
0.277777777777776

0.173927422568724
0.326072577431273
0.326072577431273
0.173927422568724

0.118463442528091
0.239314335249683
0.284444444444444
0.239314335249683
0.118463442528091

0.085662246189581
0.180380786524069
0.233956967286345
0.233956967286345

0.180380786524069
0.085662246189581

0.064742483084431
0.139852695744638
0.190915025252560
0.208979591836735
0.190915025252560

0.139852695744638
0.064742483084431

0.050614268145185
0.111190517226687
0.156853322938944
0.181341891689181
0.181341891689181
0.156853322938944
0.111190517226687
0.050614268145185







ANEXO B

Quadratura Gaussiana para o Elemento Finito Solido Tetraédrico (ver tabela 8.1)

Numero
de Pontos

1 (p)

€2 (p)

&3 (p)

w (p)

11

15

1/6
0,585410196624968
0,138196601125015

0,138196601125015
0,138196601125015

0,250000000000000
0,500000000000000

0,166666666666666

0,166666666666666
0,166666666666666

0,250000000000000
0,785714300000000

0,071428570000000
0,071428570000000
0,071428570000000
0,100596400000000
0,100596400000000
0,100596400000000
0,399403400000000

0,399403400000000
0,399403400000000

0,250000000000000
0,000000000000000

0,333333300000000
0,333333300000000
0,333333300000000

1/6
0,138196601125015
0,585410196624968

0,138196601125015
0,138196601125015

0,250000000000000
0,166666666666666

0,500000000000000

0,166666666666666
0,166666666666666

0,250000000000000
0,071428570000000

0,785714300000000
0,071428570000000
0,071428570000000
0,100596400000000
0,399403400000000
0,399403400000000
0,100596400000000

0,100596400000000
0,399403400000000

0,250000000000000
0,333333300000000

0,000000000000000
0,333333300000000
0,333333300000000

1/6
0,138196601125015
0,138196601125015

0,585410196624968
0,138196601125015

0,250000000000000
0,166666666666666

0,166666666666666

0,500000000000000
0,166666666666666

0,250000000000000
0,071428570000000

0,071428570000000
0,785714300000000
0,071428570000000
0,399403400000000
0,100596400000000
0,399403400000000
0,100596400000000

0,399403400000000
0,100596400000000

0,250000000000000
0,333333300000000

0,333333300000000
0,000000000000000
0,333333300000000

1/6
0,041666666666667
0,041666666666667

0,041666666666667
0,041666666666667

-0,133333333333333
0,075000000000000

0,075000000000000

0,075000000000000
0,075000000000000

-0,013155560000000
0,007622222000000

0,007622222000000
0,007622222000000
0,007622222000000
0,024888890000000
0,024888890000000
0,024888890000000
0,024888890000000

0,024888890000000
0,024888890000000

0,030283680000000
0,006026786000000

0,006026786000000
0,006026786000000
0,006026786000000

(continua)



(continuagéo)

Numero
de Pontos

&l (p)

€2 (p)

& (p)

w (p)

15

24

0,727272700000000
0,090909090000000
0,090909090000000
0,090909090000000
0,433449800000000
0,433449800000000
0,433449800000000
0,066550150000000

0,066550150000000
0,066550150000000

0,356191400000000
0,214602900000000

0,214602900000000
0,214602900000000
0,877978100000000
0,040673960000000
0,040673960000000
0,040673960000000
0,032986330000000
0,322337900000000
0,322337900000000
0,322337900000000
0,603005700000000
0,603005700000000
0,603005700000000
0,269672300000000
0,269672300000000

0,090909090000000
0,727272700000000
0,090909090000000
0,090909090000000
0,433449800000000
0,066550150000000
0,066550150000000
0,433449800000000

0,433449800000000
0,066550150000000

0,214602900000000
0,356191400000000

0,214602900000000
0,214602900000000
0,040673960000000
0,877978100000000
0,040673960000000
0,040673960000000
0,322337900000000
0,032986330000000
0,322337900000000
0,322337900000000
0,269672300000000
0,063661000000000
0,063661000000000
0,603005700000000
0,063661000000000

0,090909090000000
0,090909090000000
0,727272700000000
0,090909090000000
0,066550150000000
0,433449800000000
0,066550150000000
0,433449800000000

0,066550150000000
0,433449800000000

0,214602900000000
0,214602900000000

0,356191400000000
0,214602900000000
0,040673960000000
0,040673960000000
0,877978100000000
0,040673960000000
0,322337900000000
0,322337900000000
0,032986330000000
0,322337900000000
0,063661000000000
0,269672300000000
0,063661000000000
0,063661000000000
0,603005700000000

0,011645250000000
0,011645250000000
0,011645250000000
0,011645250000000
0,010949140000000
0,010949140000000
0,010949140000000
0,010949140000000

0,010949140000000
0,010949140000000

0,006653792000000
0,006653792000000

0,006653792000000
0,006653792000000
0,001679535000000
0,001679535000000
0,001679535000000
0,001679535000000
0,009226197000000
0,009226197000000
0,009226197000000
0,009226197000000
0,008035714000000
0,008035714000000
0,008035714000000
0,008035714000000
0,008035714000000

(continua)



(continuacéo)

Numero
de Pontos

€1 (p)

€2 (p)

€3 (p)

w (p)

24

31

0,269672300000000
0,063661000000000
0,063661000000000
0,063661000000000
0,063661000000000

0,063661000000000
0,063661000000000

0,250000000000000
0,765360400000000

0,078213190000000
0,078213190000000
0,078213190000000
0,634470400000000
0,121843200000000
0,121843200000000
0,121843200000000
0,002382507000000
0,332539200000000
0,332539200000000
0,332539200000000
0,000000000000000
0,000000000000000
0,000000000000000
0,500000000000000
0,500000000000000
0,500000000000000

0,063661000000000
0,603005700000000
0,603005700000000
0,269672300000000
0,269672300000000

0,063661000000000
0,063661000000000

0,250000000000000
0,078213190000000

0,765360400000000
0,078213190000000
0,078213190000000
0,121843200000000
0,634470400000000
0,121843200000000
0,121843200000000
0,332539200000000
0,002382507000000
0,332539200000000
0,332539200000000
0,000000000000000
0,500000000000000
0,500000000000000
0,000000000000000
0,000000000000000
0,500000000000000

0,063661000000000
0,269672300000000
0,063661000000000
0,603005700000000
0,063661000000000

0,603005700000000
0,269672300000000

0,250000000000000
0,078213190000000

0,078213190000000
0,765360400000000
0,078213190000000
0,121843200000000
0,121843200000000
0,634470400000000
0,121843200000000
0,332539200000000
0,332539200000000
0,002382507000000
0,332539200000000
0,500000000000000
0,000000000000000
0,500000000000000
0,000000000000000
0,500000000000000
0,000000000000000

0,008035714000000
0,008035714000000
0,008035714000000
0,008035714000000
0,008035714000000

0,008035714000000
0,008035714000000

0,018264220000000
0,010599940000000

0,010599940000000
0,010599940000000
0,010599940000000
-0,062517740000000
-0,062517740000000
-0,062517740000000
-0,062517740000000
0,004891425000000
0,004891425000000
0,004891425000000
0,004891425000000
0,000970017600000
0,000970017600000
0,000970017600000
0,000970017600000
0,000970017600000
0,000970017600000

(continua)



(continuagéo)

Numero
de Pontos

&1 (p)

€2 (p)

&3 (p)

w (p)

31

45

0,600000000000000
0,600000000000000
0,600000000000000
0,200000000000000
0,200000000000000
0,200000000000000
0,100000000000000
0,100000000000000
0,100000000000000
0,100000000000000

0,100000000000000
0,100000000000000

0,250000000000000
0,617587200000000

0,127470900000000
0,127470900000000
0,127470900000000
0,903763500000000
0,032078830000000
0,032078830000000
0,032078830000000
0,450222900000000
0,450222900000000
0,450222900000000
0,049777100000000
0,049777100000000

0,200000000000000
0,100000000000000
0,100000000000000
0,600000000000000
0,100000000000000
0,100000000000000
0,600000000000000
0,600000000000000
0,200000000000000
0,200000000000000

0,100000000000000
0,100000000000000

0,250000000000000
0,127470900000000

0,617587200000000
0,127470900000000
0,127470900000000
0,032078830000000
0,903763500000000
0,032078830000000
0,032078830000000
0,450222900000000
0,049777100000000
0,049777100000000
0,450222900000000
0,450222900000000

0,100000000000000
0,200000000000000
0,100000000000000
0,100000000000000
0,600000000000000
0,100000000000000
0,200000000000000
0,100000000000000
0,600000000000000
0,100000000000000

0,600000000000000
0,200000000000000

0,250000000000000
0,127470900000000

0,127470900000000
0,617587200000000
0,127470900000000
0,032078830000000
0,032078830000000
0,903763500000000
0,032078830000000
0,049777100000000
0,450222900000000
0,049777100000000
0,450222900000000
0,049777100000000

0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000
0,027557320000000

0,027557320000000
0,027557320000000

-0,039327010000000
0,004081316000000

0,004081316000000
0,004081316000000
0,004081316000000
0,000658086800000
0,000658086800000
0,000658086800000
0,000658086800000
0,004384259000000
0,004384259000000
0,004384259000000
0,004384259000000
0,004384259000000

(continua)



(continuacéo)

Numero
de Pontos

&1 (p)

€2 (p)

&3 (p)

w (p)

45

0,049777100000000
0,316269600000000
0,316269600000000
0,316269600000000
0,183730400000000
0,183730400000000
0,183730400000000
0,513280000000000
0,513280000000000
0,513280000000000
0,022917790000000
0,022917790000000
0,022917790000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,193746500000000
0,193746500000000
0,193746500000000
0,730313400000000
0,730313400000000
0,730313400000000
0,037970050000000

0,049777100000000
0,316269600000000
0,183730400000000
0,183730400000000
0,316269600000000
0,316269600000000
0,183730400000000
0,022917790000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,513280000000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,513280000000000
0,513280000000000
0,022917790000000
0,022917790000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,730313400000000
0,037970050000000
0,037970050000000
0,193746500000000
0,037970050000000
0,037970050000000
0,193746500000000

0,450222900000000
0,183730400000000
0,316269600000000
0,183730400000000
0,316269600000000
0,183730400000000
0,316269600000000
0,231901100000000
0,022917790000000
0,231901100000000
0,231901100000000
0,513280000000000
0,231901100000000
0,022917790000000
0,231901100000000
0,513280000000000
0,231901100000000
0,513280000000000
0,022917790000000
0,037970050000000
0,730313400000000
0,037970050000000
0,037970050000000
0,193746500000000
0,037970050000000
0,730313400000000

0,004384259000000
0,013830060000000
0,013830060000000
0,013830060000000
0,013830060000000
0,013830060000000
0,013830060000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,004240437000000
0,002238740000000
0,002238740000000
0,002238740000000
0,002238740000000
0,002238740000000
0,002238740000000
0,002238740000000

(continua)



(concluséo)

Numero
de Pontos

&1 (p)

€2 (p)

&3 (p)

w (p)

45

0,037970050000000
0,037970050000000
0,037970050000000

0,037970050000000
0,037970050000000

0,193746500000000
0,730313400000000
0,730313400000000

0,037970050000000
0,037970050000000

0,037970050000000
0,193746500000000
0,037970050000000

0,193746500000000
0,730313400000000

0,002238740000000
0,002238740000000
0,002238740000000

0,002238740000000
0,002238740000000




APENDICE A

Geracao Automatica das Funcoes de Forma

Neste Apéndice ¢ apresentado o algoritmo para geragdo automatica dos coeficientes
das fungdes de forma e de suas derivadas, no espaco adimensional, para os elementos finitos
unidimensional, quadrilateral, triangular, hexaédrico e tetraédrico para qualquer ordem de

aproximacao polinomial (ver secao 8.1).

A.1. Elemento finito unidimensional (barra)

O primeiro valor a ser determinado ¢ o numero de nds por elemento finito. No caso da
barra unidimensional (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2005), esse valor, representado por nn, ¢
calculado da seguinte forma:

nn =1+ gpa (A1)
onde gpa ¢ o grau do polindmio aproximador do elemento unidimensional, ou seja, € o grau -

ou a ordem - das fun¢des de forma (equagdes 3.1).

O segundo passo ¢ adotar um padrao generalizado para numeragdo interna dos nos,
isto €, um padrdo para numeracdo dos nos no elemento finito para qualquer ordem de
aproximagdo. O esquema de numeracdo interna dos nos, no caso da barra unidimensional, ¢

mostrado na figura Al.

" (ligpa)

(gpsl)

Figura Al. Padrdo de numeragdo interna dos nos (# ) para o elemento finito unidimensional. O valor
gpa ¢ o grau do polindmio aproximador do elemento, € o eixo & representa a coordenada

adimensional em relagdo ao primeiro no.



Ap6s definir o padrao de numeracdo interna dos nos, devem ser calculadas as
coordenadas adimensionais dos nds, ou seja, as coordenadas em relagao ao eixo & (ver figura
Al). Neste estudo foram adotadas as seguintes hipoteses: o primeiro nd (1) possui coordenada

adimensional £=0; o Gltimo nd (nn) possui coordenada adimensional £=1; os nds sdo
definidos no conjunto de pontos {é ell /10<EL 1}; e os nods sdo igualmente espagados ao

longo da coordenada adimensional &. Assim sendo, as coordenadas adimensionais dos nds
sdo calculadas com a expressdo a seguir:
N 11
&(i)=—— (A2)
gpa
onde i, que varia de 1 a nn, é o nimero do né em relagdo ao elemento finito, isto €, o valori é
referente a numeracao local do elemento.

As fungdes de forma (equagdes 3.1) do elemento finito de barra podem ser calculadas,
em qualquer ponto do elemento, da seguinte maneira generalizada, ou seja, para qualquer
ordem de aproximacao (gpa ):

- k n k k kg2 k

¢k(§)=2[cn(§) }=c0+c1§+c2§ ot Ch B (A3)

n=0

onde ¢, ¢é a fungdo de forma relativa ao né k; e os coeficientes c* ¢ o n-ésimo coeficiente da

fung@o de forma k. Ademais, as fung¢des de forma adotadas neste estudo sdo os polinomios de

Lagrange (equagao 3.2). Com isso, ¢ possivel escrever o seguinte sistema de equacdes:
. . A2 . a
o, [EJ = Z;(l)] = c'o‘ + ci‘ [&(1)] + c12< [é(l)] +..+ czpa [2;(1)]gp =9J,; (A4)
onde §,; ¢ o delta de Kronecker (HOLZAPFEL, 2004). O sistema (A4) pode ser escrito na

seguinte forma matricial, para qualquer ordem de aproximacao (gpa ):

o] ]
o, [e(1)] ¢2[§(2)] - ¢2[agnn)

2 2 2
CO Cl o Cgpa (:1 E.>2 o &nn

o[ E(D)] 0.[E(2)] - 6, [E(m)] ot e e el flE e g

I 0 -~ 0
01 --- 0

 E R (A5
00 - 1

McoefMé =1 (A52)



onde ¢, [2’;(1)] ¢ o valor da fungdo de forma k no no i; e & _ ¢ a coordenada adimensional do
nd k. A matriz dos coeficientes das fungdes de forma pode ser determinada via equagdo
(A5.2), isto é:

M, =(M.) (A6)
A matriz de poténcias adimensionais, representada por M, (equagdo AS5.2), ¢ determinada
com a seguinte expressao generalizada:

M. (i) =[&(j)]” (A7)
onde i( j) ¢ a coordenada adimensional do no j (ver equagdo A2); e os indices i ¢ j variam de
1 até¢ nn (equacao Al).

Para determinagdo, via equacao (3.4), das fungdes de forma num ponto qualquer de

coordenada adimensional &=&,, resta determinar o vetor que contém as poténcias da
coordenada adimensional:
i-1
(vo) =(&) (AS)
Por fim, para célculo das derivadas das fungdes de forma do elemento de barra em
relacdo a coordenada adimensional & (ver equagdes 3.15.2 e 3.15.3), deriva-se a equacao

(A3) emrelacao a &:

0 k k k k)g2 k gpa-1 _gpa—l k !
—d)aéé) =c, +(202)§+(303)§ +"'+(gpa'cgpa)§ B HZ:; [d" (&) } (49)

onde df ¢ o n-ésimo coeficiente da derivada de fung¢io de forma k em relagdo a coordenada
adimensional &. Com a expressao (A9), é possivel determinar os coeficientes das derivadas
das fung¢des de forma com a equagdo a seguir:

dk :(nqtl)c'lj+1 (A10)

As derivadas das fungdes de forma em relacio a coordenada & podem ser

determinadas, num ponto qualquer do elemento (& =&, ), de modo similar a equacdo (3.4):

0 d d
a_z(gP):Mcoef.Vi (Alll)



o9, | 0%
o o, 0
—X =< 00,/ 0 All.2
o ¢3: g (A11.2)
09, 1 0
—d:) d} dlgpafl
e 4 . d?
M= " (A11.3)
7 dr ey
1
&,
vi=1 &) (A11.4)
Epo!

A.2. Elemento quadrilateral plano

Analogamente ao caso do elemento finito unidimensional (ver item A.l), o primeiro

valor a ser calculado ¢ o nlimero de nos por elemento finito. Esse valor, no caso do elemento

quadrilateral, ¢ obtido pela seguinte equagao:

nn:(lvtgpa)2 (A12)

onde gpa ¢ o grau do polindmio aproximador do elemento quadrilateral.

O padrao generalizado para numeragdo interna dos nos do elemento quadrilateral,

juntamente com os eixos de coordenadas adimensionais &, e &,, ¢ mostrado na figura A2.



(I+gpa)y*

[(1+gpa)*gpa+2]
[(1+gpa)*gpa+3]

[(1+gpa)*gpatl] (3+3*gpa)

(2+2*gpa)

(5+2*gpa)

(4+2%gpa) D
(3+2*gpa, ’

L ]
(4+gpa) .
. a
(3+gpa) &

Figura A2. Padrdo de numeragdo interna dos nos () para o elemento finito quadrilateral. O valor
gpa ¢ o grau do polinémio aproximador do elemento, os eixos &, e &, representam a coordenadas

adimensionais em relagdo ao primeiro noé, ¢ o asterisco () denota multiplicagéo.

Com relagdo as coordenadas adimensionais dos nos no elemento quadrilateral, sdo

adotadas aqui as seguintes hipdteses: as coordenadas do primeiro n6 (1) sdo (0,0); as
coordenadas do ultimo n6 (nn) sdo (1,1); os nds sdo definidos no conjunto de pontos

{(ﬁl,ﬁz) el?/0<E,E, < 1} ; € 0s noOs pertencentes a mesma reta sdo igualmente espacados.

Com isso, as coordenadas dos nos sdao determinadas com o algoritmo computacional a seguir:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=0,gpa

k:1+(gpa+1)i+j

(1) =— Al3
Q= (A13)
(k)=
& (k) -~

Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo 1=0,gpa

A interpretacdo geométrica dos indices i e j do algoritmo acima ¢ dada na figura A3.



Figura A3. Interpretagdo geométrica dos indices i e j do algoritmo A13. O valor gpa ¢ o grau do

polindmio aproximador do elemento finito, e as linhas tracejadas passam pelos nés com mesmo indice
(i ouj).

Neste estudo todas as fungdes de forma do elemento finito quadrilateral sdo expressas,

para qualquer grau do polindmio aproximador ( gpa ), da seguinte maneira:
k k kg2 k
Oy (g) =Cy +¢,§ +C3& +ete, B +

k k k ) .
C(gp"‘“)&z * C(gpa+2)&1&2 + C(gpa+3)&l &y Fet C(nga+1)E.>%paE.>z +

K 2,k 2,k 2¢2 K gpag?
C(nga+2)E—’2 + C(nga+3)§la2 + C(nga+4)E-’l aZ ot C(3gpa+2)E->l E->2 +

oot €l G ES (A14)

k
n

onde ¢’ € o n-ésimo coeficiente da fungdo de forma relativa ao né k; ¢ nn é o nimero de nds

por elemento (equacdo Al12). Com base nesta definicio das fungdes de forma e na
propriedade dos polindmios de Lagrange (equacdo 3.2), podem ser determinadas, de modo

generalizado, as matrizes das poténcias adimensionais (M, ) e dos coeficientes das fungdes de
forma (M, ) com o algoritmo computacional a seguir:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=0,gpa
k= 1+(gpa+1)i+j

Ciclo 1=1,nn

M, (Lk)=[ & (1)' ]| 2. (1)'] (A15.1)



Fim do ciclo 1=1,nn
Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo 1=0,gpa

M, =(M.) (A15.2)
onde &, (1) e &, (1) sdo as duas coordenadas adimensionais do no | (ver algoritmo A13).

O vetor de poténcias adimensionais, necessario para calculo das func¢des de forma via
equacdo (3.4) num ponto qualquer do elemento quadrilateral, ¢ dado pelo seguinte algoritmo:
Ciclo i=0,gpa
Ciclo j=0,gpa

k=1+(gpa+l)i+j

(v.). =[&(®)] [&(®)] (A16)
Fim do ciclo j=0,gpa

Fim do ciclo 1= 0,gpa
onde & (P) e &,(P) sdo as coordenadas adimensionais do ponto P, pertencente ao elemento
quadrilateral.

Ao derivar a equagdo (Al4) em relagdo as coordenadas adimensionais &, e &,, €
possivel determinar os coeficientes das derivadas das fun¢des de forma com o algoritmo
computacional a seguir:

Ciclo 1=1,nn

m=0
Ciclo i=0,(gpa-1)
Ciclo j=0,gpa
k:1+(gpa+1)i+j
m=m+1

M (m,l) =M, (k +gpa + 1,1)(i + 1)

coef
Fim do ciclo j=0,gpa

Fim do ciclo i= O,(gpa - 1)

m=0 (A17)

Ciclo 1=0,gpa



Ciclo j=0,(gpa—1)
k=1+(gpa+1)i+]j
m=m+1
Mr (m1) =M (k+1,1)- (j+1)
Fim do ciclo j=0,(gpa—1)
Fim do ciclo i=0,gpa
Fim do ciclo 1=1,nn

. e M2 sdo as

coe

onde nn é o numero de nds por elemento quadrilateral (equagdo A12); e M

coe

matrizes que contém os coeficientes das fungdes de forma em relagdo as coordenadas &, e &, ,

respectivamente. Tais matrizes sdo empregadas no calculo das derivadas das funcdes de forma

de modo similar a equacgao (3.4):

0 al

a_g(é*’):Mmf v, (A18.1)

0 @

a—i(gp) M2, v, (A18.2)
99, / %,
09, / ¢,

9 _

& o6, :/aal (A18.3)
09, / 6,
09, / %€,
09, / 08,

9 _

& o6, {aaz (A18.4)
09, / 98,

A.3. Elemento triangular plano

Para o elemento finito bidimensional triangular, o numero de nés por elemento ¢ dado

por:



nn:%(gpa+1)(gpa+2) (A19)

onde gpa ¢ o grau do polindmio aproximador do elemento triangular.
O padrao generalizado para numeracdo interna dos nos do elemento triangular,

juntamente com os eixos de coordenadas adimensionais &, e &, , ¢ mostrado na figura A4.

[(gpat1)*(gpat2)2]

[2+gpa*(gpat1)/2]

[1+gpa*(gpatl1)/2]

[gpa*(gpa+1)/2]

Figura A4. Padrdo de numeragio interna dos nos () para o elemento finito triangular. O valor gpa ¢

o grau do polindmio aproximador do elemento, os eixos &, e &, representam a coordenadas

adimensionais em relagdo ao primeiro no, e o asterisco ( ) denota multiplicagao.

Com relagdo as coordenadas adimensionais dos nds no elemento triangular, sdo

adotadas aqui as seguintes hipoteses: as coordenadas do primeiro no (1) sdo (0,0); as
coordenadas do ultimo n6 (nn) sdo (0,1); os nos sao definidos no conjunto de pontos

{(ﬁl,ﬁz)eD 10<ELE,E +E, Sl}; e os nds pertencentes a mesma reta sdo igualmente

espagados. Assim, o célculo das coordenadas adimensionais ¢ realizado com o seguinte
algoritmo computacional:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=1,1+1

i(i-1)
2

k=1+j+

Ci-j+1
gpa

& (A20)



Fim do ciclo j=1,i+1
Fim do ciclo 1=0,gpa

A interpreta¢ao geométrica dos indices i ¢ j no algoritmo acima é dada na figura AS.

At
3= ®

Figura AS. Interpretagdo geométrica dos indices i e j do algoritmo A20. O valor gpa ¢ o grau do
polinémio aproximador do elemento finito, ¢ as linhas tracejadas passam pelos nés com mesmo indice

(i ouj).

Neste estudo a forma generalizada para expressar todas as fungdes de forma do

elemento finito triangular ¢ a seguinte:
k k
b (8) = 05 018, +C38, +C3&] +CLEE, +05&; +0e&) + 01818, +CE G, +Co8, et

Cln-n)51 85+ B8 + e, )8 (A21)

k
n

onde ¢ € o n-ésimo coeficiente da fun¢do de forma relativa ao n6 k; e nn é o nimero de nos

por elemento (equagdo A19). A determinacdo generalizada da matriz das poténcias
adimensionais (M, ) ¢ feita com o seguinte algoritmo computacional:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=1i+1

i(i-1)
2

k=1+j+

Ciclo 1=1,nn



M, (1)=& ()" | & ()] (A22)
Fim do ciclo 1=1,nn
Fim do ciclo j=1,i+1
Fim do ciclo 1 =0,gpa
onde & (1) e &,(1) sdo as duas coordenadas adimensionais do né | (ver algoritmo A20). A

determinacdo generalizada da matriz dos coeficientes das fungdes de forma (M) ¢é
realizada com a expressdo (A15.2).
O vetor de poténcias adimensionais, necessario para calculo das fun¢des de forma via
equagao (3.4) num ponto qualquer do elemento triangular, ¢ dado pelo seguinte algoritmo:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=1,i+1

i(i-1)
2

k=1+j+

(ve), =[ & (P)™" e (P)”] (423)
Fim do ciclo j=1,i+1

Fim do ciclo 1= 0,gpa
onde & (P) e &,(P) sdo as coordenadas adimensionais do ponto P, pertencente ao elemento
triangular.

O célculo generalizado dos coeficientes das derivadas das fungdes de forma do
elemento triangular, em relagdo as coordenadas adimensionais, ¢ realizado com o seguinte
algoritmo computacional:

Ciclo 1=1,nn

Ciclo i= 0,(gpa —1)

Ciclo j=1,i+1

k:i+j+1(12_1)
MG (K1) =M (k+i+11)-(i—j+2) (A24)
ME (k1) =M (k+i+2,1)-(})

Fim do ciclo j=1,i+1



Fim do ciclo i=0,(gpa—1)
Fim do ciclo 1=1,nn

r 4 4 . ~ 1 2 ~
onde nn ¢é o niimero de nés por elemento triangular (equagio A19); e M . e M®  sio as

coe coe

matrizes que contém os coeficientes das fun¢des de forma em relagdo as coordenadas &, e &, ,

respectivamente. Tais matrizes sao empregadas no calculo das derivadas das fun¢des de forma

do elemento triangular (ver equacdes 3.4 ¢ A18).

A.4. Elemento s6lido hexaédrico

O ntimero de nos por elemento hexaédrico ¢:
nn = (1 + gpa)3 (A25)
onde gpa ¢ o grau do polindomio aproximador do elemento finito s6lido hexaédrico.

O padrao generalizado para numeragdo interna dos nds do elemento hexaédrico,

Jjuntamente com os eixos de coordenadas adimensionais &, &, e &;, ¢ mostrado na figura A6.

25 . H

.20 16 Plano 2-8-26-20: £,=0.5
.14 - Plano 4-6-24-22: £,= 0.5

1T *1s Plano 10-12-18-16:8, =05

Figura A6. Padrdo de numeragéo interna dos nos () para o elemento finito hexaédrico de
aproximagdo quadratica. Os eixos §,, &, e &, representam a coordenadas adimensionais em relagao

ao primeiro nd, ¢ as linhas tracejadas indicam os planos, definidos a direita da figura, cuja intersec¢ao
¢onod 14.

As hipdteses com relacdo as coordenadas adimensionais do elemento solido
hexaédrico sdo as seguintes: as coordenadas do primeiro n6 (1) sdo (0,0,0); as coordenadas
do ultimo n6é (nn) sdo (1,1,1); os ndés sdo definidos no conjunto de pontos

{(&1,§2,§3)GD Y10<E,E,,E, Sl}; e os nds pertencentes a mesma reta sio igualmente



espacados. Assim sendo, as coordenadas dos nos sdo determinadas, de forma generalizada,
com o algoritmo computacional a seguir:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=0,gpa
Ciclo k=0,gpa

1:1+i-[(gpa+1)1+j-(gpa+l)+k

k
1)=—o
&) gpa
(1)=— A26
2= (A26)
N=_"_
() gpa

Fim do ciclo k =0, gpa
Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo 1= 0,gpa

Na figura A7 ¢ fornecida a interpretagdo geométrica dos indices K, j e i do algoritmo acima.

Figura A7. Interpretagdo geométrica dos indices K, j e i do algoritmo A26. O valor gpa ¢ o grau do

polindmio aproximador do elemento finito, e as linhas tracejadas passam pelos nds com mesmo indice
(k, joui).

Todas as fungdes de forma do elemento hexaédrico sdo aqui expressas pela seguinte

forma, para qualquer grau do polindmio aproximador ( gpa ):

k k k k
b, (g) =cp +CrE, +ChE] +ant &



Cz(gpaﬂ)&z * Cz(gpa”)&"l&"z + cz(gpaﬁ)glzaz Tt Cégpaﬂ)ﬁlgpaaz +

c;;gw)a; : c;;gpm)ala; b b P et EER
é e B e e

2(gpa+1) gz(t” gpa+1)2+1(t°1§2(t°3+ 2(gpa+1)’ F’az(% pa+l)2—1§1gpa§2§3+

b g g g gpa (A27)

k r o . ~ . 7 z ’ J
onde c; ¢ o n-ésimo coeficiente da funcdo de forma relativa ao né k; e nn ¢ o niimero de nds

por elemento hexaédrico (equagao A25).

A aplicagdo da propriedade dos polindmios de Lagrange (equagdo 3.2) a expressao
(A27) resulta no seguinte algoritmo computacional para calculo generalizado da matriz das
poténcias adimensionais (M, ) para o elemento hexaédrico:

Ciclo 1=0,gpa

Ciclo j=0,gpa
Ciclo k=0,gpa
1=1+(gpa+1)*-i+(gpa+1)-j+k

Ciclo m=1,nn

M, (m,1)=| & (m)* ]| & (m)’ || & (m) | (A28)

Fim do ciclo m =1,nn
Fim do ciclo k =0, gpa
Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo 1= 0,gpa

onde &, (m), £, (m) e &, (m) sdo as trés coordenadas adimensionais do n6 m (ver algoritmo

A26). A determinacdo da matriz dos coeficientes das fungdes de forma (M_ ) para o
elemento hexaédrico ¢ realizada com as equagdes (A28) e (A15.2).
O vetor de poténcias adimensionais, necessario para calculo das funcdes de forma via
equagao (3.4) num ponto qualquer do elemento hexaédrico, ¢ dado pelo seguinte algoritmo:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=0,gpa



Ciclo k=0,gpa

I=1+(gpa+1)*-i+(gpa+1)-j+k

(vo) =[&(P)][&.(®)] & @)] (A29)

Fim do ciclo k =0, gpa
Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo 1= 0,gpa
onde & (P) , &, (P) e &, (P) sdo as coordenadas adimensionais do ponto P, pertencente ao
elemento so6lido hexaédrico.
Os coeficientes das derivadas das fungdes de forma do elemento hexaédrico sdo
determinados com as seguintes expressoes generalizadas:
Ciclo m=1,nn
s=0
Ciclo 1= 0,(gpa - 1)
Ciclo j=0,gpa
Ciclo k=0,gpa
I=1+(gpa+1)*-i+(gpa+1)-j+k
s=s+1
MU (5,m) = M| 1+ (gpa-+1)",m |- (i +1)
Fim do ciclo k =0, gpa
Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo 1= O,(gpa — 1)

s=0
Ciclo i=0,gpa
Ciclo j=0,(gpa—1)
Ciclo k =0, gpa
1=1+(gpa+1)"-i+(gpa+1)-j+k
s=s+1
MZ, (s;m) =M, [1+(gpa+1),m]-(j+1) (A30)

Fim do ciclo k =0,gpa



Fim do ciclo j=0,(gpa—1)
Fim do ciclo i =0, gpa
s=0
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo j=0,gpa
Ciclo k =0,(gpa—1)
1:1+(gpa+1)2-i+(gpa+1)-j+k
s=s+1
Mizer ($5m) = M. [1+1,m] - (k +1)
Fim do ciclo k =0, gpa
Fim do ciclo j=0,(gpa—1)
Fim do ciclo i =0, gpa
Fim do ciclo m =1,nn
onde nn ¢ o nimero de nds por elemento quadrilateral (equagdo A25); e MY . M e
M®  sdo as matrizes que contém os coeficientes das derivadas das fungdes de forma em
relacdo as coordenadas &, &, e &,, respectivamente. Tais matrizes sdo empregadas no

calculo das derivadas das fungdes de forma de modo similar a equacao (3.4):

¢ dl

o — (&) =M v, (A31.1)

52)2 (&)= ijef-vg (A31.2)

o

azi(%") M - v, (A31.3)
00, / GE,
09, / OE,

9 _

o 8¢3:/8§1 (A31.4)
09, / 05,




af, / 05,
0, / 05,

o _

" aq)}{agz (A31.5)
0, / 08,
of, / 08,
o, / 08,

o9 _

" a¢3{ag3 (A31.6)
a9, / 0,

onde o vetor v, ¢ dado no algoritmo (A29).

A.5. Elemento sélido tetraédrico

Com relagao ao solido tetraédrico, o nimero de nos por elemento finito ¢é:

%{(i+l)(i+2)}

2

nn =

(A32)

i=0
onde gpa ¢ o grau do polindmio aproximador do elemento finito tetraédrico.

A sequencia de numeragao interna dos nds no elemento tetraédrico, juntamente com os

eixos de coordenadas adimensionais &, &, e &,, ¢ mostrada na figura A8.

Com relacdo as coordenadas adimensionais do eclemento sélido tetraédrico, sdo

adotadas as seguintes hipdteses: as coordenadas do primeiro n6 (1) sdo (0,0,0); as
coordenadas do ultimo né (nn) sdo (0,0,1); os nos sdo definidos no conjunto de pontos

{(§1,§2,§3)e|]3/0£§1,§2,§3,§1+§2+§3Sl}; e os nos pertencentes a mesma reta sdo

igualmente espagados.



Plano 2-3-4: ﬁlz 1/3
Plano 5-7-10: ﬁlz 2/3
Plano 11-14-20;§]= 1.0

Figura A8. Padrdo de numeragio interna dos nos () para o elemento finito sélido tetraédrico de
aproximagao cubica. Os eixos &, §, e &, representam a coordenadas adimensionais em relagéo ao

primeiro no.
Com as hipdteses do pardgrafo anterior, as coordenadas dos nds sdo determinadas, de
forma generalizada, com o algoritmo computacional a seguir:
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo k=0,1
Ciclo j=0,(i—k)

1:1+iz_l‘[(m—l'1)‘2(m+2)}+j+(i+1)'k—%
1 :1—j—k
& () gpa
(1)=— A33
%)=, (A33)
k
)=—
&0 gpa

Fim do ciclo j= O,(i —k)
Fim do ciclo k=0,1

Fim do ciclo 1=0,gpa

Na figura A9 é dada a interpretagdo geométrica dos indices k, j e i do algoritmo acima.



Figura A9. Interpretagdo geométrica dos indices K, j e i do algoritmo A33. O valor gpa ¢ o grau do

polinémio aproximador do elemento finito, os niimeros a esquerda correspondem ao indice i, e as
linhas tracejadas a direita passam pelos nés com mesmo indice (K ou j).

Para o elemento tetraédrico, todas as fung¢des de forma sdo aqui expressas pela

seguinte forma, para qualquer grau do polinomio aproximador ( gpa ):

k k k k ke2 k k ke2 k ke2
O, (a) =Cp +C &, +CsE, +CaE, +CLE; +CLEE, +CeE &, +ChES + 08 E, + bl +

Ke3 , kg2 K 2 Ke g2 |, k Ke g2 kg3, kg2 K¢ g2

& +¢1,E18, 6 & +esE 8, +¢, 88,85 +¢sE,E +¢ &, e, 808 e 86 +
K K

Croy + ene o &3 (A34)

k
n

onde ¢ ¢é o n-ésimo coeficiente da funcdo de forma relativa ao n6 k; e nn €é o nimero de nos

por elemento tetraédrico (equagdo A32).

Com a expressdo geral (A34) e com a propriedade dos polindmios de Lagrange
(equagdo 3.2), a matriz das poténcias adimensionais (M, ), para o elemento tetra¢drico, ¢
calculada com o seguinte algoritmo computacional:

Ciclo 1=0,gpa

Ciclo k=0,1
Ciclo j= 0,(i—k)

1=1+§ (m+1)'2(m+2) +j+(i+1)'k——(k_21)‘k

Ciclo m=1,nn



M, (m,1) =] & (m) ™" | & (m)' ]| & (m)" | (A35)
Fim do ciclo m =1,nn
Fim do ciclo j= O,(i —k)
Fim do ciclo k =0,i
Fim do ciclo i=0,gpa
onde & (m), &,(m) e & (m) sdo as trés coordenadas adimensionais do nd m (ver algoritmo
A33). A determinagdo da matriz dos coeficientes das fun¢des de forma (M) para o

elemento tetraédrico ¢ realizada com as expressoes (A35) e (A15.2).

O vetor de poténcias adimensionais, necessario o para calculo das fung¢des de forma
via equagdo (3.4) num ponto qualquer do elemento tetraédrico, ¢ dado pelo seguinte
algoritmo:

Ciclo 1=0,gpa

Ciclo k=0,1

Ciclo j= 0,(i—k)

1:1+2{(m+1).(m+2)}+j+(i+1).k——(k_1)'k

2 2

(v) =[a(®) " &) ] &) ] (A36)
Fim do ciclo j=0,(i—k)
Fim do ciclo k =0,1
Fim do ciclo i = 0, gpa
onde & (P), &, (P) e &, (P) sio as coordenadas adimensionais do ponto P, pertencente a0

elemento solido tetraédrico.
A determinagdo generalizada dos coeficientes das derivadas das fun¢des de forma do

elemento tetraédrico ¢ realizada com o seguinte algoritmo:
Ciclo i= 0,(gpa - 1)
Ciclo k=0,1
Ciclo j=0,(i—k)

=145 {(m+l)'2(m+2)}+j+(i+1).k__(k‘;)'k

m=0



s:1+2 (n+1).(n+2) +j+(i+2)-k—(k_1)'k
n:O_ 2 | 2
t:1+2 w +j+(i+2)-(k+1)—m
n=0_ |
Ciclo m=1,nn
M. (Lm) =M (s,m)-(1+i—j—k)
MG (Lm) =M (s+1,m)-(1+]) (A37)
ME (l,m) =M, (t,m) . (1 + k)

Fim do ciclo m=1,nn

Fim do ciclo j= O,(i —k)
Fim do ciclo k =0,1
Fim do ciclo 1=0,gpa

onde nn ¢é o numero de nds por elemento quadrilateral (equagio A32); e M% -, M* e

coef ? coef

Md3

coef

sdo as matrizes que contém os coeficientes das derivadas das fungdes de forma em
relacdo as coordenadas &, &, e &,, respectivamente. Tais matrizes sdo empregadas no

calculo das derivadas das fungdes de forma com as expressoes (A31) e (A36).






APENDICE B

Derivadas da deformacio em relagio aos graus de liberdade, para os elementos finitos

solidos tetraédrico e hexaédrico

Sdo apresentadas, neste Apéndice, as derivadas parciais do tensor deformacdo de
Green-Lagrange (equagdo 3.17) em relagdo aos graus de liberdade, para os elementos finitos

solidos tetraédrico e hexaédrico (ver secao 3.1).

0E, 0B, 0A, OE, oA, O(A),

= = mn (B1.1)
aYi aIAxmn aYi aIAxmn 6(A1) aYi
op
OE 1
ﬁ = E(HPMAP1 + AT (B1.2)
0A o
m__ ] A Bl.
el o1
OB, _ 0| 0B, oA, 9A), |
8Y18YJ 8Y_| aIAmn a(IAI )Op 8Yi
O°E, OA a(Al )Op a(Al )qr N OE, O°A, a(Al )Op a(Al )qr
OA,.0A, 0(A,) 0y, oy;  0A,, 0(A)) 0(A), oy, ay,
OB, oA, O(A), B14)
aIAmn a(IAI )op aY1ay]
O’E; 1
m = E(IlkimnIijop + IIkiopIijmn) (BIS)
2
A,
O =0 (B1.6)

o(A),, 0(A),
onde E ¢ o tensor deformacado de Green-Lagrange (3.17); y € o vetor que contém os graus de

liberdade do elemento finito; A, A, e A, sdo, nesta ordem, os gradientes total, inicial e final

(equagdes 3.15); e II ¢ o tensor identidade de quarta ordem (HOLZAPFEL, 2004). Os indices

dos tensores E, II, A, A, e A, variam de um a trés, e os indices do vetor y variam de um



até o nimero de nds do elemento. Para obter as derivadas do gradiente final A, em relagdo ao
vetor de graus de liberdade y, escreve-se tal vetor por meio de uma forma alternativa. Sabe-

se que as posigoes finais, para cada elemento finito, sdo dadas por:

Y, = Y}¢1 + Y12¢2 + Y13(|)3 ot YI\]¢N (B2.1)
Yo = Va0, + Y30, + Y305 + e+ Y3 by (B2.2)
Y3 = Y3y + Va0, + Y3ds + e+ Y3 Oy (B2.3)

onde y! é a coordenada do no6 k na direcdo i; ¢, ¢é a fungio de forma (ZIENKIEWICZ;

TAYLOR, 2000) relativa ao n6 k; e N é o nimero de nds do elemento finito. O vetor de graus

de liberdade, para o elemento finito, pode ser descrito da seguinte forma:
y —[yl,yz,y3,yl,yz,y3,y1,y2,y3, ] (B3)

onde o simbolo ( )T representa, neste caso, a transposta de um vetor (HOLZAPFEL, 2004).

Uma forma alternativa para a expressao (3.3.2) ¢ a seguinte:
N
Yi = Z(Yn 2+1¢L) ou Y, =¥y ¢ (1=1,3) (B4)
L=1

onde y, representa a posi¢ao final ao longo da diregdo i; e N ¢ o nimero de nos do elemento

finito. Com isso, o gradiente final A, (3.15.3) e suas derivadas em relacdo a y resultam em:

oy, 00,
A) =—L= L B5.1
( 1)1J aéj Yir-24i a&j ( )
oA), o o9, a0,
3L 2+i 8(3L_2+i)k (B52)

oy, Oy, ¢, €
8(3&2“)1( =1,se 3L-2+i1=k (B5.3)
8(3L_2+i)k =0,se 3L-2+1#k (B5.4)

2
m ~0 (B5.5)

0y, 0y,

Neste caso, os indices 1 € j variam de um a trés, e os indices k e L variam de um até o

numero de noés por elemento finito.



APENDICE C

Derivadas em rela¢do ao tensor de Cauchy-Green direito

Neste Apéndice, sdo descritas as derivadas parciais, em relagdo ao tensor de Cauchy-
Green direito (equagdo 3.16), das grandezas escalares que aparecem nos modelos
hiperelasticos nao lineares adotados (expressdes 5.3, 5.4 ¢ 5.5). As primeiras e as segundas
derivadas sdo empregadas, respectivamente, no calculo da tensdo (equacao 5.7) e do tensor
elastico de quarta ordem (equagdes 5.15, 5.16 ¢ 5.17). Todas as derivadas sdo descritas em

notagdo tensorial (ou matricial) e indicial (HOLZAPFEL, 2004).

C.1. Primeiras derivadas

Jacobiano (J):

J=+1 = fdet(C) (C1.1)

2
ﬂza—iaiz(ij(ﬁ C’T)le’l ou ﬂ=1(c*1)__ (C1.2)
oc orroc \2J 2 oc, 2%V i
Primeiro invariante (ou traco) de C:
i, =tr(C)=C, (C2.1)
M) _ 2 eyt oudr_s, (C22)
aC  aC oc,
Segundo invariante de C:
1 2 1 2
12=5[(trC) +tr(c2)}=5[(cﬁ) (@), ] (C3.1)
: 2
%(C) 10 [(trC)z+tr(C2)}:l{2tr(C)I+I:ac }ou
oC  20C 2 oC
; o(C?
%(€) 1y 5 +z‘>klu (C3.2)

oc, 2| ™ aC,,

]



a(cz)
oC,,

1-8C.+C,38. (C3.3)
ik Y ik~ jl

Primeiro invariante (ou trago) de C, :

i =tr(C,, )=1""tr(C)=17"j (C4.1)
o1 :_gj—s/:s ﬂil +J—2/3ﬂ ou 61_1: _EJ—S/S iil +J—2/3ﬂ (C4.2)
oC 3 oC oC oC, 3 oCy oCy

Segundo invariante de C, :

-4/3
i = (e, vu(e?) = [ (wey ()1, (C5.1)

Oy _ Ay Ay yan Ol O Ayn O pan O g
ac 3~ acC oc - ac, 3 oC oC.

1] 1

C.2. Segundas derivadas

Jacobiano (J):

2 2 -1 2 2 oC.™!
AR SO E KA S if IS SO P (C6.1)
oCoC 4 2 0C  0CaC, 4 2 oC,,
ac,™
= —%(C;lckj-l +C,'c, ) (C6.2)
k1

A derivada presente na expressdo (C6.2) ¢ valida somente quando o tensor C € simétrico

(HOLZAPFEL, 2004).

Primeiro invariante (ou trago) de C:

o (i )_ o (1)=0" ou 2| G (C7)
ocloc) oc oc, | ac,,

Segundo invariante de C:



. 2 25 o’ (C?
8212((:):1{21@1_’_1' oC } ol i,(C) —1[281J8k1+8mna(—)mn] (C8.1)

0CoC 2 ‘ocec]  ecC, 2 ,0Cy

(),

1 =§,5,8, +8,,8,.5, (C8.2)
0C,,0C,

Primeiro invariante (ou trago) de C, :

o 10 1045 01 o) ® . 2 Jsa 0% L2 O ol ®6i
oCoC 9 oCc oCc' 3 ococ ' 3 0C oC
2J‘5/3ﬂ®£+‘1—2/3i
3 oC 0C 0CoC

ou

azi;so :1_0J—8/3ﬂ ol . 2J—5/3 0] -2 J‘5/3 oJ 811

1
oc,0C, 9 oC,oC, ' 37 acoc, ' 3 aC; oC,

2]—5/3 ﬂ 611 + J—2/3 82il (C9)
3 oC; 0C oC;0C,
Segundo invariante de C, :

03" _ 28 jon O o g A pan 0 i 4 om0 o Oy

oCoC 9 oC oC*’ 3 0CoC 3 oC  oC
iJ_7/3 ﬂ%.’. J_4/3 i ou
3 oCoC 0CoC

01" 28,05 01 01 . 4 g O . 4 g, O Gy

6Cij6Ckl 9 oC, 8Ckl 3 0C;0C,, >3 oCy ackl

£J77/3 ﬂ 812 + J74/3 aziZ (Clo)

37 ac, ac, aC,oC,,






APENDICE D

Operador Tangente Consistente Hiperelastoplastico

Sdo descritas, neste Apéndice, as formulas utilizadas na determinagdo do operador

tangente consistente hiperelastoplastico (equagdo 6.36.1, se¢cdo 6.4.5).

Segundo tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff (equacao 6.25.1):

p

S=A,'S.A" ous;=(A;)) (S,), (A )jn (D1)
onde A ¢ a parcela plastica do gradiente (equagdo 3.23); e S, ¢ o segundo tensor de Piola-

Kirchhoff definido na configura¢ao intermediaria (figura 3.3).

Operador Tangente Consistente Hiperelastoplastico (equagdo 6.36.1):

s _O(A) o a8S, a a 2A))
=—= SA +A —A +A S
TR oE o rgp v TR O

os, 0[]

s, (49), (), D)

(Fhep )ijkl - a?kl B JE,,

_1 o),
(A)) (S, . (D2)

onde E ¢ o tensor deformagdo de Green-Lagrange (equagao 3.17).

Derivadas do gradiente plastico (A ) em relagéo a deformagéo (E):

GE  0A, OE '

p

A =LA =(&RLJAP =[B:f<:jRLAp -[(R,A,)®B|:E=

oA oA
=—L"=(R,A,)®B ou [ 8Ep] =(Ry),,(A,), Bu (D3.2)
ijkl

OE

o(a,") _o(a,") oA, (D3.3)
OE 0A, OE '




. . T

Al=ATLT :[(AERE)@)B}E:%:(A;R{)@B ou

oA}
( aEp lkl =(A, )mi (R.),, By (D3.4)

onde R, ¢ o tensor que define a parcela plastica do gradiente da velocidade L (equagdes

6.28); e B ¢ o tensor que aparece no calculo do multiplicador plastico y (equagdes 6.35). As

derivadas da inversa de uma matriz em relagdo a ela propria sdo dadas no Apéndice C.

Derivada da tensdo S, em relagdo a deformagdo (E):
S.=1.:E, ou (Se )ij =(Fe )ijkl (Ee )kl (D4.1)

a(s,). E
6s,_os, oE,_ . ok 03, (r) O(E.), (D4.2)
OE OE, OE ° OE oE FUKCOE,,

mn

onde 7/, ¢ o tensor elastico de quarta ordem definido na configuracdo intermedidria (ver

figura 3.3); e E_ ¢ a parcela elastica da deformagdo de Green-Lagrange (ver equagoes 3.24).

Derivada da parcela elastica de deformagdo (E,) em relagdo a deformagdo total de Green-

Lagrange (E ):
E =A(E-E,)A ou (E,) =(A]) (E-E,) (A)), (D5.1)
% = a;’; (E-E,)A,'+A," [II —%} A +AT (E—Ep)aglé’l ou
o(E,), o(A;) _ _ O _
o) ) o0, 1) ()0
} o),
(AP )ki (E h EP )kl OE (D5.2)

onde E_ ¢ aparcela plastica da deformagéo de Green-Lagrange (ver equagdes 3.24).



Derivada da parcela plastica de deformagio (E,) em relagdo a deformagéo total de Green-

Lagrange (E ):

E =A'DA =A" (B : ﬁjRpAp -[(AIR,A,)®B]:E=

OE i
S -(A’R,A,)®B ou - “I=(A,) (Ry),.(A,) B, (D)

.kl
nj
kl

o(E,)

onde R; ¢ o tensor que define o tensor taxa de deformagéo plastica D, (ver equagdes 3.26 ¢

6.28).






APENDICE E

Derivadas do Algoritmo de Retorno Implicito de Euler

Neste Apéndice sdo descritas as derivadas parciais empregadas no algoritmo de
retorno implicito de Euler (se¢do 6.6), para a elastoplasticidade de Green-Naghdi (secdo 6.3) e
para a hiperelastoplasticidade (se¢do 6.4).

E.1. Elastoplasticidade de Green-Naghdi (se¢des 6.3 e 6.6.1)
z' = {epT,K,xxT,Ay} (E1.1)

0 =[5, ), () (B (BB, ) 1

XX {Xll’XIZ’X13’X219X22’X23’X31’X32’X } (E13)

= {RII’RIZ ’R13 ’RZI ’R22 ’R23 ’R31 ’R32 ’R } (El 4)

{(RX) ( ) (RX)13’(RX)zl’(RX)zz’(RX)23’(RX)31’(RX)32’(RX)33} (EIS)
or, orr a(r,) o(rr),

=-1 A ! I Ay——L El.6
aep 9x9 + Y 6ep ou a(ep)J ( 9x9)J y ﬁ(ep) ( )
@:AY orr ou a(rl )i :A,Ya(rr)i (E1.7)
oK oK oK oK

0 0
LI IWIC L (1), ~ Ay (1), (E1.8)
16).9.9 OXX 8(XX) 8(){){)j
T _rr ou o(n) = (1r), (E1.9)

o(&y) o(ay) 7
or, or or, or
—= =Ay—= I_=A S E1.10
dep y@ep o a(ep)i ya(ep)l ( )
or, or
22 Ay Lx El.11
oK ! oKk ( )
or, or, or. or,

=Ay—= I_=A 5 El.12
OXX Yé‘xx ou 8(){){)i y@(xx)i ( )

% __; (E1.13)



= Ay ou = Ay (E1.14)
dep oep a(ep)j a(ep)j
or, orx o(r,), _A o(rx), (E1.15)
Ok oK oK oK
81‘3 orx 8(1‘3). a(I'X)
OXX o0 yé‘xx ou a(XX)j ( 9X9)ij+ y@(xx)‘ ( )
or, o ou 8(r3)i = (rx), (E1.17)
o(Ay) o(Ay) ‘
o, o0 o, _ 00
= E1.18
cep e 3(ep), (o), o
o, _od (E1.19)
oK 81{
o, _ o0 (E1.20)
OXX Oxx
o, o0 (E121)

o(ay)  o(ay)
onde as componentes do vetor residuo (r,,r,,K,,r,) sdo dadas nas expressoes (6.62); z ¢ o
vetor de variaveis internas; ep, XX, rr € rx sao os vetores que contém, respectivamente, as
componentes da deformagdo plastica de Green-Lagrange (E, ), do tensor das tensdes inversas
(X)), do tensor da lei de fluxo (R) e do tensor que define a evolucdo de X (R, );D ¢ a
fungdo que define a superficie de plastificagcdo (equagdo 6.15.3); e o simbolo I, , denota a

matriz identidade com dimensodes 9 x 9 (HOLZAPFEL, 2004).

E.1.1. Derivadas do tensor R (ou do vetor rr) para o critério de plastificacdo de von-Mises

(equacbes 6.43) com lei de fluxo associativa (equacéo 6.45):

_ 0D _ HdeV S_ X)H deV(S X) u R. :M (E2.1)
T8 s Jaev(s=X)] ™" 0 Jaev(s-x) |
rr= aacf 0 Hdev S-X)| (E2.2)

{Sll’SIZ’SB’SZI’SZZ’S23’SSIJSS2’S } (E23)



R R 0SS od o8 0 deV(SX)]( r) o

OE, 0S'0E, 0S0S OE, 0S| |dev(s-X)||"
R. dev(S-X).
a(aE u) =a: !deevv((s_x); }(‘F ) (E2.4)
Pk mn

@ 9| dev(S-X) | o !
%‘%[Wd—g[dw@—xnm_

0|[dev(S-X)|
1

1
“deV(S - X)H2

;o 2 [deV(S_X)”}asm[deV(SX)J‘ |

dev(S-X)® ou

05,08, oS, HdeV(S —X)H ' ‘deV(S ~ X)H -
1 GHdeV(S —X)H
%[deV(S—X)] :a—ﬁs[(S—X)—%(trS—trX)I} = 11—%1 ®I ou
asamn | dev(s-X), |=5,5, —%%am (E2.6)
R_0ou R; =0 (E2.7)
oK K
OR_ D 4| dev(S-X) | 1 0 ey
0X 080X oX [HdeV(S x)\d - |dev(s-x)| ox [dev(s=X)]
dev(S—X)@M ou
[dev(s-X)[ X
R, oo o |dev(S-X) | 5
axl:l 080X, 0X, hdev(s - X)ﬂ - |dev(s-x)| &x, [dev(s - X)U} -
;dev(S—X)_ M (E2.8)
Hdev(S — X)H2 ! X,
8 d 1 1
&[deV(S—X)} :&{(S—X)—g(trS—trX)I} =—I1+21®1 ou



0 1
[dev(s —X)U} = 3,3, +3 9,8, (E2.9)
kl
R _gou-Ri g (E2.10)
o(4y) 0(4v)

onde /7, ¢ o tensor elastico de quarta ordem (equagdo 6.15.11).

E.1.2. Derivadas da funcéo escalar r_ para o parametro de encruamento isotropico expresso
em (6.53):
or,  or, or, or,

=ZX=Qou —"*—=——t_=0 (E3.1)
OE, 0X a(Ep)ﬁ 0(X),

o, o

S —— E3.2
o o(Ay) (532

E.1.3. Derivadas do tensor R, para a lei de encruamento cinematico de Prager (equagdes

6.15.6 e 6.54) com lei de fluxo associativa (equacao 6.45):

oD oD
R, =cR=cg ou (Ry ), =cR; =c6—Sij (E4.1)
oD 0
rX=c—= cgudev(s -X)| (E4.2)
2
ORy _ i[aﬁj_ oC® 8 _ o0 (~I".) ou
OE, OE \0S) ~0sas aE “asas
d(Ry). 2
Ry, _, o0 (-r.) (E4.3)
0(E,) 08,08, okl
3(Ry).
Ry _0 ou ( X)‘J=o (E4.4)
oK
2 d(Ry). 2
Ry —(Ej L0 MRy o (E4.5)
X 8 asax ~“asos X, 08,08,
o(R
Ry _0 ou (Ry), =0 (E4.6)



E.1.4. Derivadas do tensor R, para a lei de encruamento cinematico de Ziegler (equacdes

6.15.6 e 6.55) com lei de fluxo associativa (equacéo 6.45):

R, =S-X ou (Ry) =8;-X, (ES.1)
rx =$—Xx (E5.2)
R,

Ry 5 _08 =-I", ou ———=—(I,) (E5.3)
OE, OE, OE o(E,), ik

d(Ry).
Ry _0 ou (Ry), =0 (E5.4)

oK

Ry _ (E5.5)
oX

O(Ry).
Ry _0ou ( X)”=o (E5.6)
o(4y) o(4)

E.1.5. Derivadas do tensor R, para a lei de encruamento cinematico de Armstrong-

Frederick (equacdes 6.15.6 e 6.56) com lei de fluxo associativa (equacéo 6.45):

R, =cR, -bX ou (Ry) =c(R;), -bX, (E6.1)
rx=c%—bX:C%HdeV(S—X)H—bX (E6.2)
2 2
ORy _ i(aipj_b X __ 00 oS _ o {(=I".) ou
OE, OE \0S) "OE, ~3S3S'OE, 0SS
oR,
m=—(re )i (E6.3)
P/
o(Ry),
Ry 0 ou (8]:)” =0 (E6.4)
: 0(Ry). 2

Ry :ci(@j—bﬂz—c oo —bII ou ( X)” =—C oo -b5,8, (E6.5)
X X\ oS 808 X, 08,08, :
OR a(RX)lJ

L) (E6.6)



E.1.6. Derivadas da funcdo @ para o critério de von-Mises (equacdo 6.43) com lei de

encruamento isotrépico polinomial (equacéo 6.49):

®=S, (S,X)—\EGK (1) =[dev(s—X)| —\E{NZC:[Q (K)HIJ} <0 (E7.D)

n=l

od oD S oD oD oD
—=—1—=—:(-1,) ou =— (r.) ) (E7.2)
OE, S 'OE, 0S o(E,), 8.
@:\Ef&:\ﬁ f[a (n_l)(,{)“] (E7.3)
oK 3 ok 3|50
oo_ 0 0P o0 (E7.4)
X as ax, e,

oD
o _, (E7.5)
G(Ay)

onde a derivada 0® /0S ¢ dada na expressao (E2.1).

E.1.7. Derivadas da funcdo @ para o critério de von-Mises (equacdo 6.43) com lei de

encruamento isotrépico de Swift (equacdo 6.50):

®-=S, (s,x)—\EoK (i) =|dev(s —X)H—\E[K(EO +x)' <0 (E8.1)

oD _ob a8 o D o
o, as ok, s ) gy e, U (882
p p P /i ki
2 -1
— KE + E&.3
ﬁ 2 f [ K (B, +x)" ] (E8.3)
W _ oD (E84)
X as ax, asij '
o _, (ES.5)
G(Ay)

onde a derivada 0¢/0S ¢ dada na expressdo (E2.1).

E.1.8. Derivadas da funcdo @ para o critério de von-Mises (equacdo 6.43) com lei de

encruamento isotrépico de Voce (equacéo 6.51):



=S, (SX—\/:G ) =[dev(s-X)|- \f co 0, —0y)|1-¢" CY")}}so (E9.1)

o 0P oS 6@

- =— r E9.2
OE 08 O, g (/o) ou a(Ep ) askl (T, E52)
ij
2 %)
- Cr E9.
2l
ou = (E9.4)
8X 8S axij c’iSij
oD
—=0 (E9.5)
o(4)
onde a derivada 0® /0S ¢ dada na expressao (E2.1).
E.2. Hiperelastoplasticidade (secdes 6.4 e 6.6.2)
7' = {apT,K,xxT,Ay} (E10.1)
apT - {(AP )11 ’(AP )12 ’(AP)13 ’(Ap)zl ’(AP )22 ’(AP )23 ’(AP )31 ’(AP)32 ’(AP )33} (E10.2)
{XII’XIZ’XIS ’XZI’XZZ’XZS ’X31’X32 ’X } (E103)

raT :{(RAP)II ’(RAP)12 ’(RAP)B ’(RAP)ZI ’(RAP)zz ’(RAP)23 ’(RAP)31 ’(RAP)32 ’(RAP)33} (E10-4)

rXT :{(RX)II ’(RX)IZ ’(RX)B ’(RX)ZI ’(RX )22 ’(RX)za ’(RX )31 ’(RX)32 ’(RX)33} (EIO-S)

or, ora a(n) 0(ra),

aap ox9 T AY aap ou a(ap)J ( 9)(9)J Y a(ap)J ( )
0 0

o _yora o) o(m) (E10.7)
oK oK oK oK

o _ om0, Om) (E10.8)
OXX OXX d(xx) 5(XX)J-

0

or, —rr ou (rl)i :(ra)‘ (E10.9)
o(Ay) o(ay) 7

o, _ Ay o 40 _ Ay ar, (E10.10)



a0
oK oK

or, or, or, or,

:A K _A K

OXX y@xx ou a(XX) y@(xx)

or, .
o(ay) -

6!'3 A orx ou 5(1‘3 — A 6(1‘X)i
oap ! oap  O(ap) ! 6(ap)j
or, _ Y@rx ou a(r3)i sza(rX)i
oK oK oK oK

or, orx o(r,) o(rx),
Rl B L= (I,,) +A 1
OXX Loso A7 OXX ou 8(XX) ( 9"9)U y@(xx)

or, =rx ou 8(r3)1 (rx)
o(4y) o(ay) > 7

o, o0d or, odb

= ou

oap oap  0O(ap) 0(ap)
o _oo
ok oK
o _ o2
OXX  Oxx

or, oD

o(Ay) o(Ay)

onde z ¢ o vetor de varidveis internas; ap, Xx, ra ¢ rx sdo os vetores que contém,
respectivamente, as componentes da parcela plastica do gradiente (A ), do tensor das tensdes
inversas na configuragdo inicial (X'), do tensor da lei de fluxo (R ;) e do tensor que define a
evolugdo de X (R, ); as componentes do vetor residuo (r,,1,,I;,1, ) sdo dadas nas expressoes

(6.72); ¢ @ ¢ a fungao que define a superficie de plastificagdo (equagdo 6.27).

E.2.1. Derivadas do tensor R,, (ou do vetor ra) para o critério de plastificacéo de von-

(E10.11)

(E10.12)

(E10.13)

(E10.14)

(E10.15)

(E10.16)

(E10.17)

(E10.18)

(E10.19)

(E10.20)

(E10.21)

Mises (equacao 6.44) com lei de fluxo associativa (ver equacoes 6.46, 6.47 e 6.48):



oD dev(M, —y)

R, =R A =(R,+R)A, =R,A = oM. A, = laev(M. )| A, ou
_dev(M, —x),
(RAP )ij - HdeV(Me _X)kH (Ap )kj (E11.1)

R,y _ odev(M, —y) 0(M, —y) A
aAp é’(Me —x) ) aAp HdeV(Me —x)”

dov(, ) v (M, ) oM7) | dev(M. )

: 11
T T R VM TRY (VI Ry

O(R,), adev(M,-7), o(M.~x),  (A,),

)
8(Ap )mn o(M, _X)op a(Ap )mn HdeV(Me _X)H

dev(M. ), (MM ), ) der M,
||deV(Me—X)||2 a(Me—x)op G(Ap) ( )k] ||dev(Me—X)|| O (E11.2)

odev(e) 1 odev(+)

mn

1

8(0) :II—§I®I ou a(.)kl Y :51k8j1_§5ij6k1 (E11.3)
ol (o) ofe] (),
Il e (E11.4)
o) Tl ™ o), el
oM 0 ) _ T — _ N — e
5A: " oA, [A"TCA"ISe]:_iCAPISe +AC ‘; S.+A;CA) Az ou
o(M,), a(A;). ) (Al
a(Ap)m’ -5 ) Cu(A7), (8.), (A7), C“a(Ap):m (s.), +
. 9(8)
(Ap1 )k Cy (Ap1 )lo 6‘(Ap ):m (E11.5)
oS 6Ee 0 ) _ AT _
aAp :F:aAp - aAp [APT(E_EP)API}_F l:@AZ (E_EP)API_
A},T—pA},1+A;)T(E_EP) pl}ou
P p
iy, ) L
), )“°’°L<A:>i (BB, (), 8 3 8



A (EE (E11.6)
( P)ko( p)kla(AP)mn
oy 0 ; ; 0A,
A A [A,XA] |=(IT)XA; +A X - ou
a(iXij) =8,,8,Xu(A,) +(A,), X85, (E11.7)
p mn
Ry _ oy SR8 (E11.8)
oK oK
oR,, odev(M,—y) (M, —7) A,
oX 5(Me —X) oX HdeV(Me —X)H
dev(M, - %) a“deV(Mc‘X)H.a(Me‘X)A ou
HdeV(Me —X)Hz a(Me_X) - X '
a(RAp )ij _ GdeV(Me _X)ik G(Me _X)Op (Ap )kj _
X,  oM.-x),  0X, [dev(M,—y)
dev(M, ~x), 0[dev(M,-x)] o(M.~x),, (a,) (E11.9)
aev(m, ) o(M.-x),, X, T
(M, - o o
(Tx)z_éz—&(ApXA;):—Ap(H)Ag ou
o(M_—y).
( aanX)U —(A,), 8 (4,), (E11.10)
R, a(RAP )i' _
TAAYP)_O ou 8(Ay)J_0 (E11.11)

onde a derivada JE_ /0A ¢ dada no Apéndice B (equagdo B1.2); e a derivada da inversa de

um tensor de segunda ordem 8(0)_1 /6(#) ¢ dada no Apéndice C (equagdo C6.2).

E.2.2. Derivadas da fungéo escalar r_ para o parametro de encruamento isotropico expresso
em (6.53):

o, o o, ar
xk 7% 0 K — x_ -0 El12.1
oA, X O a(a, ), o(x), (E12D




o __ O (E12.2)
oK

E.2.3. Derivadas do tensor R, para a lei de encruamento cinematico de Prager (equagdes
6.32.2 e 6.54) com lei de fluxo associativa (ver equacdes 6.46, 6.47 e 6.48):

oD
-1 T . AAT -1 T . AAT
R, = A R A —sim(2C,;AJR,A X)= A (cWJAp —sim(2C; AJR ,X) ou

p X P

X (Rop), (A,) (G5 )nj (E13.1)

OR zclc’i(Apl) oD A'T+A'li[ oD JAT+A1(9£@(APT)]

oA, | OA, oM, " PoA (oM, )" TP aM, oA,
oC’! _OAT . 0R ORT )
PATR, X+C! — 2R X+CIAT T2 X XT A A 1
oA, oA, oA, )

oC;!
X'R}, (II)C,'+X'R},A aA" } ou

(C)). 88 (Rap), X +(Cp ). (A,), Z((ij)z: X, +(X), 8,8, (Rp), (c;)l+
a(c;
(X),(A,), Z((i)) (6, + (¥ (A,), (Roe), a(( A)) L E13)

- G(Mc—x) - 0A HdeV(Mc—x)H

p

5 (aq)] 5 [dev(Me—X)}adev(Me—x)_a(Me—x) 1



dev(M, —) 6HdeV(Me —x)” “odev(M, —y) o(M,—y)

laev(M, | adev(M, =) o(M-x) oA,

0 [ oD J _ 6dev(Me —x)kl 6(Me —X)mn 1 ~
o(A,), \ M)y 0(M.=x),,  o(A,) - dev(M, ~)]
dev(M, —7),, audev(MC —x)” odev(M, —yx) (M, -x)

& E13.3
HdeV(Me _X)“Z adeV(Mc —X)mn a(Mc —X)qr a(Ap) ( )

op

oc, _oc, &, o(¢), _ o(S), (Cy).0 (E13.4)
0A, 0C,"0A,  o(A,)  8(C,) o(A,)
)

oC. OA" o(c

p _ p T P/mn _
o, ~aa, Mt A o S 0 (), (A B, (E1SS)

p p P Jop

d(Ry).

Ry _0 ou (Ry), =0 (E13.6)
oK
6R -1 6 a@ T -1 T aR -1 T 6XT T -1
X :C[Ap a_x[aWjAp }{CPAP —x XtCGAR, (II)+8—XRAPApCp +

T
XTaR—APA C“} ou
aX pp

0(Ry), w0 (), . O(Rur),,
TXJ - {(Apl )ik 6Xop (6_1\/151(1 (A"l )jl ] B [(Cpl )ik (AP )lk %an +

op

(C; )ik (Ap )1k (RAP )m 8r108jp + 8k08ip (Ap )lk (RAP )m (Cl-ol )nj +

0
X, (A,), (;(AP)ln (C;)nj} (E13.7)
op
0 o® | adev(M,-y) o(M,—y) 1 _
oX\oM, ) o(M,-x) = X [dev(M, —y)|

deV(Me —X) 6HdeV(Mc —X)H . adeV(Me —X) . a(Me —X)

Hdev(Me—X)“2 adev(M.—7)  o(M_—y)  oX ou

o L oD j _ adev(M, 1), (M. ~%),, 1
0Xp (M, ), a(Mc_X)mn X, HdeV(Mc _X)H



dev(M, —7),, 6HdeV(Me —x)” odev(M, —x) (M, —X)qr

mn (E13.8)
[dev(m, —y)| 8dev(M.~%),, o(M.-x), X,
o(Ry).
Ry o SR (E13.9)
o(4v) o(4)

onde a derivada da inversa de um tensor de segunda ordem 8(0)7l / 8(0) ¢ dada no Apéndice
C (equagao C6.2); a derivada 6(Mc —x)/ 0X ¢ dada na equagdo (E11.10); e as derivadas

odev(e)/0(e) e O|fe|/ 0(e) sdo dadas nas expressdes (E11.3) ¢ (E11.4), respectivamente.

E.2.4. Derivadas do tensor R, para a lei de encruamento cinematico de Ziegler (equacdes
6.32.2 e 6.55) com lei de fluxo associativa (ver equagoes 6.46, 6.47 e 6.48):
R, = A R A —sim(2C;AJR,A X)=A] (M, —%)A; —sim(2C, A]R,,X) ou

p X P

(RX )ij = (A;’l )ik (Me _X)kl (A;’l )jl _(C;’l )ik (AP )lk (RAP )ln (X)nj -

X (Rop) (A,) (G5 )nj (E14.1)
R, _0(4)) e a0 . o(A])
—X = M, —x)A+AT ——(M,—y)A] +A (M, - —
oA, aAp( A paAp( A A (M) oA,

oC’! OA! ) R ORT )

aAZ AR, X+C] z R, X+C A —aAiP X+X' —aAtP AC)+

oC;!
X'R, (II)C, +X'R},A, aA" } ou

i _ A;’ )):; (M, _X)kl (A;)1 )jl +(A;,1 )ik a(Aap )Op (M, _X)kl (Al_ol )jl -

1 o(A;).
(A;’ )ik (Me _X)kl a(AP)J

op

[S))
—
>

(C; )ik 8108kp (RAP )ln an + (CPI )ik (AP)



(X)ki (AP )1k a(Ap) (Cpl )m +(X)ki( p)lk( AP )ln a(Ap) (E14.2)
op op
Ry _0 ou M =0 (E14.3)
oK oK
8;{ =A) a‘;(M —%) A, [c A} a;gl’ X+C AR, (11)+%R1PAPC; +
X" %APC;} ou
O(Ry), . .\ 0 _ _ (R
(), 000, ()| (€1, (1), T
(C: )ik (Ap )11< ( )ln 81106)}) + 81«)81}’ ( )11< (RAP )ln (C; )nj +
d(R
Xy (A,), (aTA;)m(C: )J} (E14.4)
OR B a(Rx )i- _
a(g) =0 ou 8(Ay)J =0 (E14.5)

onde a derivada da inversa de um tensor de segunda ordem 6(0)_l / 6(0) ¢ dada no Apéndice
C (equagdo C6.2); a derivada 6(Me —x) /0X ¢ dada na equagdo (E11.10), a derivada

6C;)1 /OA, ¢ dada na equagdo (E13.4); e as derivadas 8dev( )/8 e 6” ||/ 8 sdo dadas

nas expressoes (E11.3) e (E11.4), respectivamente.

E.2.5. Derivadas do tensor R, para a lei de encruamento cinematico de Armstrong-

Frederick (equagdes 6.32.2 e 6.56) com lei de fluxo associativa (ver equacOes 6.46, 6.47 e

R,=A'R A" - sim(2C;A;RPApX):A'1( oo
oM

p X P

—be ' —sim(2C, AR X} ou

(Ry), =(47), ( aafi } (47),=(C7), (40), (Rue), (%), -

X (Rar ) (45, (C1), (E15.1)



oA oA

= c —by
0A,  O0A, ( oM, oM, 0A,
ac! OAT T
PAR,X+C —F RAPX+C'1AT8R—A"X+XT8R—A"A C'+
oA, " ’OA, PP 0A, oA, "°F

oc!!
X'R, (IN)C, +X'R},A, an} ou

d(R, ).
Ry (Ry), 0 (E15.3)

T
Ry _ A i[caﬂ_be Al {c;Ag a(l;—XM’X+C;A:RAP (11)+%{RI\PAPCI;1 +

X (Ap )1k a(RAP )m (C-l)nj} (E15.4)



oL __ ou __ i (E15.5)
oX oX X, X,

d(R, ).
Ry _0 ou ( X)‘J:o (E15.6)
o(4y) o(4y)

onde a derivada da inversa de um tensor de segunda ordem 8(0)_1 /0(e) ¢ dada no Apéndice
C (equagdo C6.2), a derivada 0(M_,—y)/0X ¢ dada na equagdo (E11.10), a derivada
o’D/ OM_0A, ¢ dada na expressdo (E13.3), a derivada 0’® /oM _0X ¢é dada na equagdo
(E13.8), a derivada 0C; /A, ¢é dada na equagdo (E13.4), ¢ as derivadas odev(e)/d(e) e

6”0” / 8(0) sdo dadas nas expressdes (E11.3) e (E11.4), respectivamente.

E.2.6. Derivadas da funcdo @ para o critério de von-Mises (equacgao 6.44):

—HdeV M — H \/:(; <0 (El16.1)

8 dev(M, —y) odev(M,—y) 0(M,—y)
T I

ou
p

o0 dev(M, —y), ddev(M,—x), O(M.~x),,

_ (E16.2)
W TR I B W
0 260, (E16.3)
o N3 ok
20 dev(M, —y) odev(M,—x) o(M,—x) ou
X [dev(M,—y)] o(M,—x) X
o0 _dev(M, —x), odev(M,—x), 8(M.~x),, (E16.4)
oX; [dev(M,-x)| o(M.-x),, X, |
oD
o E16.5
o(Ay) ( )

onde as derivadas OM,/0A , Oy /0A, e 8(Me —x)/ 0X sdo dadas, respectivamente, nas
expressoes (E11.5), (E11.7) e (E11.10).



E.2.7. Derivadas da fungdo o_ (ver equacdo 6.43.1) em relacdo ao parametro de

encruamento isotropico (6.33) para a lei de encruamento isotrépico polinomial (equacao
6.49):

o ()= 2 . ()" (E17.1)
6(;: :a%{f[“n(K)HJ}ZZ[(H—l)%(K)H_Z} (E17.2)

n=l

E.2.8. Derivadas da fungdo o_ (ver equacdo 6.43.1) em relacdo ao parametro de

encruamento isotropico (6.33) para a lei de encruamento isotrépico de Swift (equacéo 6.50):

o (x)=K(E, +x)’ (E18.1)
aGK _ 0 n| n-1
. —a—K[K(EO+K) |=Kn(E, +x) (E18.2)

E.2.9. Derivadas da fungcdo o_ (equacdo 6.43.1) em relagéo ao parametro de encruamento

isotropico (6.33) para a lei de encruamento isotrdopico de Voce (equagdo 6.51):

0 (K) =0, + (0 0y )[1-¢] (ED
aGK _ 0 1 (=Cyx) =C (=Cyx) E19.2
P —8—K{(Gsat—60)|: —€ J}— v (04 —0,)e (E19.2)






APENDICE F

Geracao das Malhas de Elementos Finitos Sélidos

Neste Apéndice ¢ descrito o algoritmo computacional para gera¢do das malhas de
elementos finitos solidos (tetraédrico e hexaédrico) com grau de aproximagdo polinomial
qualquer (ver secdo 8.2). No presente estudo, entende-se por geragdo das malhas de elementos
finitos o calculo do nimero ¢ das coordenadas de todos os nds, a determinagao da incidéncia
dos elementos (relagdo entre as numeracdes local e global), e a identificagdo dos nos
carregados e dos nds restritos. O codigo de geracdo de malhas desenvolvido pode ser utilizado
para gerar malhas com elementos so6lidos hexaédricos e tetraédricos de qualquer grau de

aproximacao polinomial.

F.1. Malha base

O codigo computacional para geracdo das malhas de elementos finitos solidos tem
inicio com a leitura da malha base, a qual ¢ constituida de elementos s6lidos hexaédricos com
aproximagio polinomial linear (CHEN, 2005). E ilustrado um exemplo tridimensional de
malha base na figura F1, o qual sera utilizado, ao longo deste Apéndice, para explicar o
algoritmo de geracdo. As faces dos hexaedros da malha base podem nao ser perpendiculares
entre si.

Cada elemento hexaédrico da malha base, chamado aqui de elemento principal, ¢é

mapeado a partir do espago adimensional hexaédrico definido pelo conjunto
{(&1,§2,§3)e|]3/ 0<E,E,,E <1} (ver figura 3.1), onde &, &, e & sdo as trés

coordenadas adimensionais, e a partir das coordenadas de seus oito vértices, chamados aqui
de nods principais (ver figura F2). Assim, as coordenadas dos pontos pertencentes a cada

elemento principal, em relagdo ao sistema de coordenadas x,,x,,X, (ver figura F1), ¢ dado

por:

x,=(x,) 0 (6sE08)  (i=13)  (k=18) (F1)



onde (xi )k ¢ a coordenada, na diregdo i, do no k; e ¢, ¢ a fungdo de forma (ASSAN, 2003)

relativa ao no k. Essas fungdes de forma sdo lineares em relagdo as coordenadas

adimensionais (§,, €, e &;), e podem ser determinadas com o algoritmo descrito na se¢do

A4 do Apéndice A. No caso do hexaedro de aproximacgdo linear, a relagdo entre as

coordenadas adimensionais (&,,&,,&, ) € a numeragdo local dos nos ¢ dada na Tabela F1. Tais

coordenadas podem ser calculadas com o algoritmo (A26) do Apéndice A.

Coordenadas dosnos
7 8 9
+ —* No 5 X7 X3
' JUE 13 1 00 00 00
! ! @ 2 20 0.0 0.0
= e f:'il ffffffffff e 3 100 0.0 0.0
- | - I - 4 0o 6.0 00 Inddéncia dos Elementos Prindpais
13 14 15 5 20 6.0 0.0
! ! 6 100 6.0 0.0 Elemento No1 No2 No3 No4 No5 No6 No7 Nos
! ! 7 00 8.0 0.0
| | 5 50 0 00 1 12 4 5 10 11 13 14
B I I g 100 30 00 2 203 5 6 11 12 14 15
B @‘ ! @ 10 00 0.0 2.0 3 4 5 7 8 1B 14 16 17
5! : 11 20 00 20 4 5 6 8 9 14 15 17 18
Y o
3 -
0 -7 1] -~ 12 22 14 20 6.0 2.0
15 100 6.0 2.0
20 3.0 16 00 3.0 20
17 20 3.0 2.0
18 100 3.0 20

Figura F1. Exemplo tridimensional de malha base (neste caso sdo quatro elementos sélidos
hexaédricos de aproximacao linear, e dezoito nds). Os eixos X, X, € X, denotam o sistema (global)

de coordenadas, e os nimeros no centro do circulo se referem ao numero do elemento.
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10l . 1 Espaco adimensional hexaédrico
Elemento 1

(numeracio global dos nos)

Figura F2. Mapeamento de um elemento principal a partir do espago adimensional hexaédrico e de
seus nos principais (ver figura F1).



Tabela F1. Relacdo entre as coordenadas adimensionais (&,,&,,E, ) € a numeragdo local dos

nods no hexaedro de aproximagao linear.

N6 £l ) &3
1 0.0 0.0 0.0
2 1.0 0.0 0.0
3 0.0 1.0 0.0
4 1.0 1.0 0.0
5 0.0 0.0 1.0
6 1.0 0.0 1.0
7 0.0 1.0 1.0
8 1.0 1.0 1.0

F.2. Divisdo da malha base

Além de fornecer a geometria da malha base, devem ser fornecidos, ao algoritmo de
geracdo das malhas, o grau do polindmio aproximador dos elementos finitos sélidos, e o
esquema de divisdes das arestas dos elementos principais. Sao ilustrados, na figura F3, alguns
exemplos de malhas que podem ser geradas a partir da malha base da figura F1, de acordo
com a ordem de aproximag¢ao polinomial € com o nimero de divisdes das arestas. O esquema
de divisdo das arestas e a incidéncia dos elementos principais devem ser escolhidos de tal
maneira que os numeros de divisdes das arestas de cada elemento principal sejam iguais para
as faces que pertencem a dois elementos principais. Além disso, a divisdo das arestas ¢
realizada em trechos de mesmo tamanho.

Por fim, devem ser fornecidas as coordenadas dos pontos com condi¢des de contorno
(CIARLET, 1988) prescritas, isto ¢, ¢ preciso fornecer, ao codigo de geragdo das malhas, as
coordenadas dos pontos que possuem alguma restricdo de deslocamento e dos pontos
submetidos a alguma forg¢a externa. Ademais, devem ser fornecidos os valores das forcas
externas atuantes, as quais podem ser concentradas, lineares ou superficiais. Com relagdo a
malha base da figura F1, ¢ possivel, por exemplo, fazer as seguintes restrigdes: impedir o

deslocamento na dire¢do x, de todos os nos pertencentes ao plano x, =0; impedir o
deslocamento na direcdo x, de todos os nods pertencentes ao segmento de reta x, =10 e
x, =8; e impedir o deslocamento na dire¢do x, do ponto com coordenadas (10,8,2). De

modo similar, com a malha base da figura F1, é possivel aplicar, por exemplo, as seguintes



forgas externas: forca concentrada na dire¢do x, atuante no ponto com coordenadas (10,8,0) ;
forca superficial na dire¢do x, uniformemente aplicada no plano definido pelo conjunto de
pontos {(xl,xz,x3)e 1°/x,=10,0<x, <6,0<x, < 2} ; e forca linear na diregdo x,
uniformemente aplicada no segmento de reta definido pelo conjunto de pontos
{(xl,xz,x3) el’/x,=2,x,=0,0<x, < 2} . No codigo computacional desenvolvido neste

estudo para geracdo das malhas, os segmentos de reta com pontos restritos ou carregados
devem ser paralelos a um dos eixos X,, X, € X,, € 0S planos com pontos restritos ou

carregados devem ser normais a um desses eixos. Detalhes da identificacdo dos nds restritos e

dos nos carregados sdo dados, respectivamente, nos itens F.5 e F.6 deste Apéndice.

1
1
' 1 i
T e e e S

Divistes: 2.1,1 Divisdes: 1,3,1
gpa=1 gpa=1
(8 elementos, 30 nos) X, (12 elementos, 42 nos)

Divisdes: 1,12 Divisdes: 1,11
gpa=2 gpa=3
(8 elementos, 100 nos) (4 elementos, 196 nés)

Figura F3. Exemplos de malhas de elementos finitos hexaédricos gerados a partir da malha base da
figura F1. Os numeros de divisdes correspondem, respectivamente, aos numeros de divisdes das
arestas nas dire¢des 1, 2 e 3, o valor gpa ¢ o grau do polinémio aproximador, e os valores entre

parénteses correspondem ao niimero total de elementos hexaédricos e de nds gerados.



F.3. Incidéncia dos elementos

A partir da leitura da geometria da malha base (se¢do F.1), do grau de aproximagdo
polinomial dos elementos finitos (gpa ) e do esquema de divisdo das arestas da malha base
(ver figura F3), sdo determinados os seguintes valores: nimero de nés nas diregoes 1, 2 e 3
para cada elemento principal (nnl, nn2 e nn3) em relacdo ao espago adimensional
hexaédrico (ver figura 3.1); nimero de nos para cada elemento principal (nn); niimero de
hexaedros para cada elemento principal (ne); numero total de elementos hexaédricos para

toda a malha (nte); e numero de nés por elemento finito hexaédrico (nnpe). Para isso sdo

empregadas as equacgdes a seguir:

nnl =1+ (gpa-ndvl) (F2.1)
nn2 =1+ (gpa-ndv2) (F2.2)
nn3 =1+ (gpa-ndv3) (F2.3)
nn =nnl-nn2-nn3 (F2.4)
ne = ndvl-ndv2-ndv3 (F2.5)
nte = nepr-ne (F2.6)
nnpe = (1 + gpa)3 (F2.7)

onde ndvl, ndv2 e ndv3 denotam o numero de divisdes das arestas nas diregdes 1, 2 e 3,

respectivamente; e nepr € o numero de elementos principais.

Cada elemento principal serd dividido em ne hexaedros (equagdao F2.5). Com a
incidéncia dos elementos principais (ver se¢do F.1) e com os valores calculados nas equagdes
(F2), ¢ determinada a incidéncia do primeiro hexaedro de cada elemento principal. Essa
determinagdo € realizada com o seguinte algoritmo:

Ciclo n=1,ne

Ciclo k=0,gpa
Ciclo j=0,gpa
Ciclo 1=0,gpa

l=1+1+j-nnl+k-nnl-nn2

m=1+j-(1+gpa)+k-(1+gpa)2 (F3)



inc[l—i—(n—l)-ne,m] =(n-1)-nn+1
Fim do ciclo 1= 0,gpa
Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo k =0,gpa
Fim do ciclo n=1,ne
onde inc[a,b] ¢ a variavel, no cédigo computacional, que denota o n6 de numero (local) b do
elemento solido hexaédrico de nimero a . Assim, a variavel inc ¢ a incidéncia dos elementos
hexaédricos gerados a partir da malha base. Com a incidéncia do primeiro hexaedro de cada
elemento principal, determina-se a incidéncia dos demais hexaedros de todos os elementos
principais com o algoritmo a seguir (ver equagdes F2):
Ciclo n=1,ne
Ciclo k =1,ndv3
Ciclo j=1,ndv2
Ciclo 1=1,ndvl
I=i+(j—1)-ndvl+(k —1)-ndvl-ndv2
m:(i—l)-gpa+(j—1)-gpa-nnl+(k—1)~gpa-nn1-nn2
Ciclo r=1,nnpe
inc[1+(n—1)-ne,r:|:inc[l+(n—l)-ne,r:|+m (F4)
Fim do ciclo r =1,nnpe
Fim do ciclo 1= 0,gpa
Fim do ciclo j=0,gpa
Fim do ciclo k =0,gpa
Fim do ciclo n =1,ne

Uma interpretagdo geométrica dos indices i, j € K esta na figura F4.
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Figura F4. Interpretacdo geométrica dos indices |, j e k (equacdes F4).

F.4. Coordenadas dos nos

O calculo das coordenadas de todos os nos dos hexaedros gerados a partir da malha

base (ver secao F.l1) ¢ realizado com a expressdao (F1). Para isso, divide-se o espago
adimensional hexaédrico {(&1,§2,§3)6D P10<E,,E,,E, Sl} (figura 3.1) de acordo com o
esquema de divisdes das arestas (se¢ao F.2), e calculam-se as coordenadas adimensionais de
todos os nos. O célculo destas coordenadas € realizado com o seguinte algoritmo:
Ciclo k =1,nn3
Ciclo j=1,nn2
Ciclo i=1,nnl

I=i+(j—1)-nnl+(k—1)-nnl-nn2

él(l):milIil (F3)
i—1

§2(1)=n112_1
k-1

é(l): nn3-1

Fim do ciclo i =1,nnl
Fim do ciclo j=1,nn2
Fim do ciclo k =1,nn3

onde nnl,nn2 e nn3 sdo, respectivamente, o nimero de nos nas direcdes 1, 2 e 3 em relagdo
ao espago adimensional hexaédrico (ver figura 3.1). Com as coordenadas adimensionais dos
nods (algoritmo F5), sdo determinadas os valores das fungdes de forma em todos os nds. Para

1sso, sao empregadas as equagdes (E28), (E15.2), (E29) e (3.4). Por fim, com a expressao



(F1), sdo calculadas as coordenadas de todos os nds com relagdo ao sistema (global) de

coordenadas (X,,X,,X;).

F.5. Eliminag&o dos nds repetidos

A determinacdo da incidéncia dos hexaedros gerados (secao F.3) e o célculo das
coordenadas (Xx,,X,,X;) dos nos (se¢do F.4) sdo realizados para cada elemento principal
(se¢ao F.1) de forma independente. Assim, os nds pertencentes a dois ou mais elementos
principais possuem numeracdo diferente em cada um desses elementos. Para evitar que dois
ou mais nés tenham as mesmas coordenadas, eliminam-se os nos repetidos (ver figura F5).
Para isso, as coordenadas dos nos pertencentes apenas as faces dos elementos principais sao

comparadas entre si.

19 20 28 19 20 28 13 14 17
23 24 127 32 23 24~ 32 15 6.~} 18
1731 15195 26 ‘ ' 1 '
N I R AT 340 R EREEREE EELE 3% R RRRRRDE LR
2 Ty g 1L 30, 12 . 2 b 10
7 8|15 16 7 8 16 7 8 12
S -} L S S . L S S . °
5 6 13 14 5 6 14 5 6 11
Numeragio inicial Numeragfo intermediaria Numeragio final

X2

X
1
X3

Figura F5. Eliminacéo dos nds repetidos para a malha base da figura F1.

F.6. Identificacdo dos nos restritos

Apoés a determinagdo da incidéncia de todos os elementos (F.3) e o calculo das
coordenadas de todos os nés (se¢do F.4), o coédigo computacional de geracdo das malhas

também identifica quais nds possuem alguma restricao, isto €, quais nos sao impedidos de se



deslocarem em alguma direcdo. Para isso, deve ser informado ao referido codigo
computacional o numero total de restrigdes para cada direcao (1, 2 e 3), e o tipo de cada

restri¢do, que pode ser num ponto, num segmento de reta ou numa area. Se a restrigdo € no

ponto com coordenadas conhecidas (X,,X,,X;), 0 n6 com tais coordenadas estd impedido de

deslocar na respectiva dire¢do. Se a restricdo ¢ no segmento de reta definido, por exemplo,
pelas expressdes x, =X,, x, =X, e X} <x, <X3, devem ser informados os valores X,, X,,
X} e X3, e todos os nos pertencentes a esse segmento de reta sio impedidos de se deslocarem

na dire¢do correspondente. Por fim, se a restricdo ¢ na area definida, por exemplo, pelas

expressdes x, =X,, X, <x, <X; e X} <x, <XZ, devem ser informados os valores X,, X},

X3, X} e X3, e 0s nés pertencentes a essa drea ndo podem se deslocar na respectiva diregao.

F.7. Identificagdo dos nds carregados

No cédigo computacional de geracao das malhas, a identificagdo dos nos carregados ¢
similar a identificacdo dos nés restritos (secdo F.6). A diferenca ¢ que, no primeiro caso,
devem ser informados ndo apenas as coordenadas dos pontos carregados, mas os valores das
respectivas cargas. Como as forcas, neste estudo, sdo aplicadas nos nds, as cargas lineares e
superficiais devem ser distribuidas para os noés. Quando a carga ¢ linear, ou seja,
uniformemente distribuida num segmento de reta, sdo identificados os nds carregados, sao
determinados o nimero e o comprimento das arestas (dos elementos finitos s6lidos) com nos
carregados, e as cargas sdo distribuidas para cada nd. Essa distribuicao de carga linear ¢ feita
da seguinte forma, para cada aresta:

TFm—I(pydx I[ dﬂdx I[p, (v:) dﬂdx p () [[6J. ]de (F6.1)

g

J, = j’g ;&[ D(1-8)+x (&)}=dié[(x3(l)—X3(l))(§)}=L (F6.2)

[(Fm)i]k— o) —p ([0, Jde=pL[o,dz (F6.3)
i < €

onde TE , ¢ o trabalho da forca externa (CODA, 2003; PASCON, 2008); p ¢ o vetor de forga

distribuida ao longo da aresta cujo eixo longitudinal ¢ x e o comprimento ¢ L (ver figura



F6); y € o vetor posi¢do final (se¢do 3.1); o vetor (y)k representa as trés coordenadas do n6

k; ¢, ¢ a fungdo de forma do elemento finito de barra (unidimensional) relativa ao né k;

r

dx =J.d§ ¢ um segmento infinitesimal de linha ao longo de x (ver figura F6); J. ¢ o

determinante da transformacao x =x (F,) ; d€ € um segmento infinitesimal de linha no espaco

k
adimensional unidimensional (ver figura F6); e [(F )1} ¢ a forca externa, ao longo da

ext

direcdo i, atuante no n6 k. O calculo das integrais das fungdes de forma (equagdo F6.3) é
realizado numericamente com a quadratura unidimensional de Gauss-Legendre (ver Anexo
A). Sao descritos, na tabela F2, os valores das referidas integrais, isto ¢, as propor¢des de

forcas nodais para cada trecho com carga linear uniformemente distribuida.

p
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= =x(& 'NO
0 1 x=x(z) /7%
no 1 X, A
X
Xy AP ofoo
x(i)—x“‘(l—i)+xf“(§) B

Figura F6. Aresta com carga linear uniformemente distribuida (] ), e pertencente a elementos finitos

1 2 n , .
" € X( ) representam as trés coordenadas dos nds 1 e 2, respectivamente (neste
caso, a aresta carregada ¢ normal ao plano X,,X, e, portanto, o comprimento L ¢ a diferenca entre as

s6lidos. Os vetores X

coordenadas, na dire¢do X, dosnds 1 e 2).



Tabela F2. Proporg¢des de forcas para carga lineares uniformemente distribuidas.

Ordem Numero de nos Proporgoes

0.50000000
0.50000000
0.16666667
2 3 0.66666667
0.16666667
0.12500000
0.37500000
0.37500000
0.12500000
0.07777778
0.35555556
4 5 0.13333334
0.35555556
0.07777778
0.06597222
0.26041667
0.17361111
0.17361111
0.26041667
0.06597222

1 2

Quando a carga ¢ superficial, adota-se um procedimento andlogo ao da carga linear:
sdo identificados os nos carregados, sdo determinados o nimero e o comprimento das faces
(dos elementos finitos solidos) com nos carregados, e sdo distribuidas as cargas para cada no.
Para realizar tal distribuicdo, sdo empregadas as equagdes a seguir:

TE,, :j(p'Y)dA:J[P'(Y)k ¢k:|dA='[|:pi (Yi)k ¢k:|dA=pi (Yi )k J-[d)ng]dédaz (F7.1)

A €

I, = dA__ dxdx, :det{Ll 0 }:LlL2 —A (F7.2)
de,de,  dede, 0 L,
k O(TFE
()] = ﬁ =, J[0J; Jd5.de, =p,AJ(6,)dgdg, (F13)
Yi E E

onde TE , ¢ o trabalho da forca externa (CODA, 2003; PASCON, 2008); p ¢ o vetor de forga

uniformemente distribuida sobre a face (retangular) cuja area ¢ igual a A e que esta no plano

definido pelos eixos x, e x, (ver figura F7); y ¢é o vetor posi¢do final (se¢do 3.1); o vetor

(y)k representa as trés coordenadas do no k; ¢, ¢ a funcdo de forma do elemento finito



quadrilateral (plano) relativa ao né k; dA = dx,dx, =J.d§,d€, € um elemento infinitesimal de

, . , . ~ Xl % (E-’l ', )
area (ver figura F7); J. € o determinante da transformagao = (ver figura
X, X, ({51 s {‘:2)

F7); d§ ¢ um elemento infinitesimal de area no espago adimensional bidimensional quadrado

(ver figura F6); L, e L, sdo as dimensoes da face retangular na qual ¢ aplicada a carga (ver

k .
figura F6); e [(FCxt )1} ¢ a forca externa, ao longo da dire¢do i, atuante no no6 k. O calculo das

integrais das funcgdes de forma (equacao F7.3) ¢ realizado numericamente com a quadratura

bidimensional de Gauss-Legendre (ASSAN, 2003).

0.1 1,1

Y W
. LN T L,
0,0 g 1,0 x=x(5%:)
1
— "n62 1
ot X
1 (2) ) ' p n6 4 x, i
X(@l»@z)zx'(1*§1*§2)+x (§1)+X (E.»z) : ! Xy
L, T % 7 R R
- 53

Figura F7. Face com carga superficial uniformemente distribuida (p ), e pertencente a elementos

M) 2 L B

finitos sélidos. Os vetores X'/, X'/ e X
respectivamente (neste caso, a face carregada é normal ao eixo X, e, portanto, os comprimentos L, e

representam as trés coordenadas dos nos 1, 2 e 3,

L, sdo, respectivamente, a diferenca entre as coordenadas dos nos 1 e 2 na diregdo X, e a diferenga

entre as coordenadas dos nos 1 e 3 na diregdo X,).

F.8. Geracgao dos elementos tetraedricos

A malha de elementos finitos solidos tetraédricos ¢ gerada a partir da malha de
elementos hexaédricos. Cada um desses hexaedros € dividido em seis tetraedros, conforme a

figura F8. Para geracdo dos tetraedros a partir dos hexaedros, nenhum né adicional ¢ criado.



o K< A

1 \ Tetraedro 1 Tetraedro 2 Tetraedro 3
5
6 3
Hexaedro .
3 ! 1
7
2
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Tetraedro 4

Figura F8. Esquema de divisdo do hexaedro em seis tetraedros.

A incidéncia dos elementos tetraédricos ¢ determinada com a incidéncia dos
hexaedros. Para isso, ¢ empregado o seguinte algoritmo:
Ciclo jj=1,nte
Ciclo 1=0,gpa
Ciclo k=0,1
Ciclo j=0,(i—k)

1:1+§{(m+1)'2(m+2)}+j+(i+1).k_¥

inc,,,[6]j—5,1] = inc| j,1+i-(gpa-+1)+i-(gpa+1) - j(gpa+1)-
k-gpal
Corr [611—4,1] 1nc|:_]],1+ gpa+1)-gpa—i-(gpa+1)+j+
i+ (gpa+1)" +k-(gpa+1)+k-(gpa+1)’ |
Cuoe [61=3,1]=inc| ji,1+gpa+i-(gpa+1)' - j- j-(gpa+1)’ - (FS)
gpa+12:|
[65i-2.1]= [

JJ,l+gpa pa+1)+1+1 (gpa+l)2 -

tetr

i-(gpa+1)+j-(gpa+1)+k-gpa:|



inc,,, [6jj—1,1] :inc[jj,l+gpa+i-(gpa+1)2 +j-(gpa+1)-
k—k-(l+gpa)2 +(1+gpa)}
inc,, [6jj,1] = inc[jj,l+gpa+i-(gpa+l)+i-(gpa+1)2 -

j-(gpaJrl)2 —k—k-(1+gpa)2}
Fim do ciclo j= O,(i —k)
Fim do ciclo k =0,1
Fim do ciclo i=0, gpa
Fim do ciclo jj=1,nte
onde nte € o numero total de elementos finitos hexaédricos (equagao F2.6); a variavel inc[ ]

¢ a incidéncia dos elementos hexaédricos (ver algoritmo F3); e inctm[ ] ¢ a incidéncia dos

elementos finitos tetraédricos. Como cada hexaedro ¢ dividido em seis tetraedros, o nimero

total de elementos finitos tetraédricos é:

nte,, = 6(nte)=6(nepr)(ne) = 6[(nepr)(ndvl)(ndVZ)(ndV3)] (F9)

tetr
onde nepr ¢ o nimero de elementos principais (ver se¢do F.1); ne ¢ o numero de hexaedros
em cada elemento principal; e ndvl, ndv2 e ndv3 denotam o nimero de divisdes das arestas
dos elementos principais nas dire¢des 1, 2 e 3, respectivamente (ver se¢do F.2).
No caso do elemento finito solido tetraédrico, as forgas superficiais sdo distribuidas
sobre as faces triangulares dos tetraedros (ver figura F8). Assim, as integrais (F7.3) sdo

calculadas no espago adimensional triangular definido pelo conjunto de pontos

{(al,iz)eﬂ 2/0<ELE,LE +E, Sl}. Sdo descritas, na tabela F3, as propor¢des de forgas

nodais para cada area triangular com carga superficial uniformemente distribuida.



Tabela F3. Proporcdes de forgas para carga superficiais uniformemente distribuidas nas faces
triangulares dos elementos solidos tetraédricos.

Ordem Numero de nos Proporgoes

0.16666667
1 3 0.16666667
0.16666667

0.00000000
0.16666667

0.16666667
0.00000000

0.16666667
0.00000000

0.01666667
0.03750000

0.03750000
0.03750000
0.22500000
0.03750000
0.01666667
0.03750000

0.03750000
0.01666667

0.00000000
0.04444444

0.04444444
0.01111111
0.08888889
0.01111111
0.04444444
4 15 0.08888889
0.08888889
0.04444444
0.00000000
0.04444444
0.01111111

0.04444444
0.00000000

(continua)



(concluséo)

Ordem Numero de nds Proporgdes

0.00545635
0.01240079

0.01240079
0.01240079
0.09920635
0.01240079
0.01240079
0.01240079
0.01240079
0.01240079
5 21 0.01240079
0.09920635
0.01240079
0.09920635
0.01240079
0.00545635
0.01240079
0.01240079
0.01240079

0.01240079
0.00545635




