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RESUMO

LINS, R. L. (2011). Estimador de erro a posteriori baseado em recuperacado do
gradiente para o método dos elementos finitos generalizados. Dissertacao
(Mestrado), Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de S&o Paulo, S&o

Carlos.

O trabalho aborda a questéo das estimativas a posteriori dos erros de discretizacao
e particularmente a recuperacéo dos gradientes de solu¢cdes numéricas obtidas com
o0 método dos elementos finitos (MEF) e com o método dos elementos finitos
generalizados (MEFG). Inicialmente, apresenta-se, em relacdo ao MEF, um
resumido estado da arte e conceitos fundamentais sobre este tema. Em seguida,
descrevem-se os estimadores propostos para o0 MEF denominados Estimador Z e
“Superconvergent Patch Recovery” (SPR). No ambito do MEF propde-se de modo
original a incorporacdo do “Singular Value Decomposition” (SVD) ao SPR aqui
mencionada como SPR Modificado. Ja no contexto do MEFG, apresenta-se um novo
estimador do erro intitulado EPMEFG, estendendo-se para aquele método as idéias
do SPR Modificado. No EPMEFG, a funcdo polinomial local que permite recuperar
os valores nodais dos gradientes da solucdo tem por suporte nuvens (conjunto de
elementos finitos que dividem um né comum) e resulta da aplicacdo de um critério
de aproximagcdo por minimos quadrados em relagdo aos pontos de
superconvergéncia. O numero destes pontos é definido a partir de uma analise em
cada elemento que compde a nuvem, considerando-se o grau da aproximacao local
do campo de deslocamentos enriquecidos. Exemplos numéricos elaborados com
elementos lineares triangulares e quadrilaterais sao resolvidos com o Estimador Z, o
SPR Modificado e o EPMEFG para avaliar a eficiéncia de cada estimador. Essa

avaliacao é realizada mediante o calculo dos indices de efetividade.

Palavras-chave: Estimativa de erro a posteriori, Recuperacédo do gradiente, Método
dos elementos finitos generalizados.






ABSTRACT

LINS, R. L. (2011). A posteriori error estimator based on gradient recovery for
the generalized finite element method. Dissertation (M. Sc.), Escola de
Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, Sao Carlos.

The paper addresses the issue of a posteriori estimates of discretization errors and
particularly the recovery of gradients of numerical solutions obtained with the finite
element method (FEM) and the generalized finite element method (GFEM). Initially, it
is presented, for the MEF, a brief state of the art and fundamental concepts about
this topic. Next, it is described the proposed estimators for the FEM called Z-
Estimator and Superconvergent Patch Recovery (SPR). It is proposed, originally, in
the ambit of the FEM, the incorporation of the "Singular Value Decomposition (SVD)
to SPR mentioned here as Modified SPR. On the other hand, in the context of
GFEM, it is presented a new error estimator entitted EPMEFG in order to expand the
ideas of Modified SPR to that method. In EPMEFG, the local polynomial function that
allows to recover the nodal values of the gradients of the solution has for support
clouds (set of finite elements that share a common node) and results from the
applying of a criterion of least squares approximation in relation to the
superconvergent points. The number of these points is defined from an analysis of
each cloud’'s element, considering the degree of local approximation of the
displacement field enriched. Numerical examples elaborated with linear triangular
and quadrilateral elements are solved with the Z-Estimator, the Modified SPR and
the EPMEFG to evaluate the efficiency of each estimator. This evaluation is done

calculating the effectivity indexes.

Keywords: A posteriori error estimate, Gradient recovery, Generalized finite element

method.
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Introducio

1.INTRODUCAO

1.1 Consideragdes preliminares

Desde as primeiras pesquisas que vislumbraram que o0s modelos
matematicos de problemas em engenharia poderiam vir a ser resolvidos em forma
aproximada com a ajuda de métodos numéricos, surgiu a divida quanto ao grau de
precisdo de tais solu¢bes. Essa preocupacdo era e continua sendo justificavel uma
vez que o modelo matematico discretizado, decorrente das caracteristicas
associadas ao emprego de determinado método numérico, na grande maioria das
vezes ndo consegue levar em consideracao todos os detalhes que fazem parte do
modelo continuo. Por exemplo, podem ser citados, a garantia de continuidade da
solucéo, incluindo-se diferentes ordens de derivadas, a satisfacdo das condicdes de
contorno, entre outros.

Enfim, o grande desafio é saber quantificar, controlar e até mesmo minimizar
0 chamado erro de discretizagdo. Dessa forma, o estudo do erro de aproximacao
desde os primordios da aplicacdo de métodos numéricos tornou-se um tépico de
pesquisa a parte.

O primeiro passo antes de entrar a fundo na discussdo a respeito desse
tépico é definir de maneira clara o que se entende neste trabalho por erro de
aproximacédo. Esse conceito é aqui entendido como a diferenca entre a resposta dita
exata e uma solucado oriunda de um procedimento aproximado. Portanto, em relacdo

ao campo de deslocamentos, por exemplo, pode-se definir o erro como:

e =u-u (1.1)

onde U representa uma solucdo obtida através de um procedimento numérico e u
representa a solucdo exata. O erro pode vir a ser abordado também em outras
guantidades de interesse como tensdes e deformacdes. Nesses casos, ele passa a

ser definido como:
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(1.2)

E importante salientar, conforme Duarte (1991), que o erro colocado nas
equacodes (1.1) e (1.2) diz respeito exclusivamente ao erro de discretizagdo, nao se
levando em consideracdo os erros da integracdo numeérica, de arredondamento e
das representacfes da geometria e do carregamento.

Infelizmente, a determinagao do erro como colocado nas equagdes anteriores
de maneira geral ndo é possivel, pois, na grande maioria dos problemas, ndo se
conhece a solucdo exata. Dessa forma é necessario especular uma maneira de ao
menos ter uma idéia da medida desse erro.

Os estimadores de erro surgiram justamente para preencher essa lacuna,
substituindo as respostas exatas por solu¢cdes mais precisas que aquelas obtidas
mediante algum método numérico. Essa resposta gerada, muitas vezes chamada de
suavizada ou recuperada, € entdo usada para gerar a estimativa do erro. Logo, a

equacdao (1.2) passa agora a ser escrita para o erro estimado como:

¢ (1.3)

onde o campo de tensdes estimado, 6,eo0 campo de deformagdes estimado, g,
seriam obtidos com o estimador.

Por exemplo, uma idéia simples usada por alguns estimadores para
quantificar o erro de discretizagdo do campo de tensdes obtido com o Método dos
Elementos Finitos (MEF), consiste em transformar a distribuicdo descontinua
naquele campo gerada quando este método usa de aproximacdes lineares para o
campo de deslocamentos (Figura 1.1la), para uma continua (Figura 1.1b) que
representa uma melhor aproximacdo para a solugdo exata. E intuitivo que a
distribuicdo continua representa de forma mais fiel o campo de tensfes, pois em

dominios homogéneos esse campo deve ser continuo ao longo de todo o dominio.
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(b)

Figura 1.1 — Comparagéao entre o gradiente obtido via MEF (a) e o gradiente obtido a
partir de um estimador de erro (b)
Adaptado: HINTON e CAMPBELL, (1974)

1.2 Objetivos e justificativas

Este trabalho visa em um primeiro momento fornecer um breve levantamento
do atual estado da arte relacionado aos estimadores de erro a posteriori, bem como
apresentar definicdes e conceitos matematicos fundamentais no estudo sobre esse
tema. Apds essa revisdo o trabalho foca suas atengbes para mostrar 0
funcionamento, da maneira mais didatica possivel, do Estimador Z, proposto em
Zienkiewicz e Zhu (1987), como também do “Superconvergent Patch Recovery”
(SPR), proposto em Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b). Apresenta-se, de modo
original, uma combinacdo entre o SPR e a estratégia de decomposicao por valores
singulares, “Singular Value Decomposition” (SVD) (QUARTERONI, SACCO e
SALERI; 2000), normalmente empregada para definir uma funcdo de aproximacao
para um conjunto de valores dados, almejando determinar campos de tensdes
recuperadas. Essa nova abordagem recebe a denominacdo SPR Modificado. O SPR
Modificado €, entdo, adaptado ao MEFG visando gerar estimativas do erro para esse
método.

Todos os trés estimadores séo incorporados a uma ferramenta computacional
para que exemplos numéricos, elaborados no espaco bidimensional com elementos

lineares triangulares e quadrilaterais, possam vir a ser testados. Finalmente,
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comparam-se o0s resultados obtidos e avalia-se o0 grau de preciséo atingido por cada
estimador. A medida usada para avaliacdo das respostas € o indice de efetividade.

O aspecto mais relevante do presente trabalho é a apresentacdo de um novo
estimador de erro para o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG). A
importancia desse novo estimador deve-se ao fato de que atualmente a literatura
disponivel a respeito desse assunto é ainda muito reduzida. Uma justificativa
plausivel para isso € o carater relativamente recente desse método, de sorte que o
estudo de estimadores de erro para o0 MEFG ainda é um campo de pesquisa em
plena expansao. Tal afirmacéo ja ndo € verdadeira para o MEF, ja que é inegavel
gue grande parte dos estimadores de erro indicados na literatura possui suas
caracteristicas de desempenho bastante testadas.

Os estudos propostos neste trabalho em relagcdo aos estimadores de erro
foram complementados com o desenvolvimento de uma ferramenta computacional,
capaz de fornecer indicadores de erro, para uma classe de problemas de interesse,
0s quais podem vir a ser fundamentais para futuros processos adaptativos. Esses
indicadores, construidos a partir da avaliagdo do erro em nivel local, tém a funcéo de
apontar as regides do dominio onde € necesséario o refinamento da solucéo.
Portanto, o programa desenvolvido fornece a matéria-prima que alimenta os
algoritmos adaptativos. Os indicadores de erro evitam procedimentos onerosos que
normalmente consistem em executar diversas vezes uma mesma andlise para
comparar as solucbes até que seja encontrada uma resposta dentro de uma

tolerancia estabelecida de antemao.

1.3 Organizacéao do trabalho

Além do capitulo de introducdo, este trabalho reune ainda mais cinco
capitulos. A seguir é colocada de maneira sucinta uma descricdo do conteudo dos
demais capitulos.

O capitulo 2 tem o objetivo de esclarecer os fundamentos basicos sobre o
estudo dos estimadores de erro. Nesse sentido sdo discutidas as principais
caracteristicas dos estimadores de erro a posteriori. Esse mesmo capitulo traz ainda

informacdes relacionadas as medidas de erro e a adaptabilidade.
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O capitulo 3 explica o funcionamento e apresenta as peculiaridades dos
estimadores de erro desenvolvidos para o MEF abordados neste trabalho. Para
tornar a abordagem mais didatica, é apresentado um exemplo unidimensional para
os estimadores incorporados a ferramenta computacional implementada.

O capitulo 4 é dedicado ao inédito estimador construido para o MEFG. Dessa
forma, esse capitulo primeiramente expde de modo conciso aspectos relacionados a
esse método numérico para em seguida detalhar a obtenc¢éo do novo estimador.

O capitulo 5 € destinado aos exemplos numéricos que foram utilizados para
avaliar os estimadores de erro. Esse capitulo expde ainda algumas informacdes
relacionadas ao programa computacional desenvolvido como parte integrante deste
trabalho.

Finalmente, o capitulo 6 traz as consideracgfes finais e algumas conclusdes
obtidas com o trabalho. Além disso, esse capitulo enumera sugestdes para trabalhos

futuros que possam vir a ser desenvolvidos dentro desta area.
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Aspectos Gerais sobre Fstimadores de Frro

2. ASPECTOS GERAIS SOBRE ESTIMADORES DE ERRO

O objetivo deste capitulo € conceituar alguns aspectos essenciais para o
estudo do erro. Inicialmente, apresenta-se um resumido estado da arte relacionado
aos estimadores de erro a posteriori para o0 MEF. A seguir sdo indicadas as
principais normas utilizadas para avaliar o erro. Finalmente, expdem-se, de forma
abreviada, aspectos relacionados a relacdo entre os estimadores de erro e

adaptabilidade.

2.1 Estimativas de erro a posteriori

O erro de discretizacdo presente em uma solucdo aproximada pode ser
estimado de forma a priori ou a posteriori. Estimativas de erro a priori sdo baseadas
em informacdes genéricas sobre a solu¢do analitica do problema. Essas estimativas
podem fornecer informacgfes a respeito da taxa de convergéncia esperada para
certa estratégia adotada de refinamento da solucdo (“h” ou “p”), mas ndo sao
capazes de quantificar o erro de uma resposta aproximada. Entretanto, segundo
Ewing (1990), € possivel gerar resultados muito eficazes quando as estimativas a
priori sdo combinadas com técnicas de extrapolacao.

Por outro lado, o principio fundamental das estimativas de erro a posteriori €
usar a propria solucdo numeérica obtida para calcular valores melhor aproximados
dos campos de deslocamentos, tensfes e/ou deformacdes. Esses valores sao
referenciados na bibliografia como valores recuperados. Além disso, essas
estimativas podem ser empregadas para guiar o processo adaptativo, uma vez que
as mesmas permitem avaliar a dimenséo dos erros locais.

Atualmente existe uma diversidade de estimadores de erro a posteriori
propostos na literatura. De acordo com Gratsch e Bathe (2005), as seguintes
caracteristicas sdo desejaveis para um bom estimador:

e A estimativa do erro deve ser precisa, isto é, ser bem préxima do erro

verdadeiro;
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A estimativa do erro precisa ser assintoticamente correta, ou seja, a
proporcado que a densidade da malha é aumentada, a estimativa do erro
deve tender a zero no mesmo ritmo que o erro exato;

e Idealmente, a estimativa do erro deve produzir limites inferiores e

superiores para o erro presente na solugcao numérica,

¢ A estimativa do erro ndo pode sobrecarregar o custo computacional total da

analise;

e E necessario que o estimador do erro seja robusto com respeito a uma

extensa gama de aplicagfes, incluindo a andalise ndo-linear;

e Uma implementacao do estimador do erro deve ser possivel para guiar um

processo de refinamento adaptativo para otimizar a malha empregada.

Certamente sera raro descobrir um estimador de erro a posteriori que possua
todas as caracteristicas supracitadas, todavia o proposito aqui colocado € esclarecer
gue, quanto mais dessas peculiaridades o estimador dispor, mais eficiente 0 mesmo
sera.

Em Ainsworth e Oden (1997), os estimadores de erro a posteriori sao
classificados em dois tipos distintos: estimadores baseados em residuo e
estimadores baseados em recuperacao.

Para esclarecer a diferenca entre eles, considere-se o problema de valor de
contorno escrito em sua forma forte para o dominio bidimensional €2 limitado pelo

contorno 0€2, no qual o objetivo é encontrar uma solucéo u tal que:
—Au+cu=f(x) (2.1)

submetido as seguintes condi¢cdes de contorno:

ou

azg em I, (2.2)
e

u=0emTI, (2.3)

No problema modelo governado pela equacao (2.1) vale a seguinte notagao:
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A - representa o operador laplaciano de derivadas parciais de segunda
ordem.
c - € uma constante nao-negativa que depende do tipo do problema.

I',, ') - séo regides complementares da superficie de contorno, isto €:
Ir,ul',=00Q.
n - versor normal ao contorno 0QQ .

O mesmo problema da equagdo (2.1) formulado em forma fraca pode ser

representado da seguinte maneira:
B(u,v)=L(v) (2.4)
onde a forma bilinear é dada por:

B(u,v):J(Vu-Vv+cu-v)dx (2.5)
Q

e a forma linear por:

L(V):jf-vdx+jg-vds (2.6)
Q

Ty

Uma solucdo aproximada obtida pelo MEF para esse problema deve

satisfazer a forma particular da equacéao (2.4):
B(8,9)=L(%) (2.7)
A solucao aproximada traz consigo um erro de discretizacdo decorrente da
diferenca entre a solucdo exata, u, e a aproximada, . Portanto, substituindo u em

funcd@o do erro na equacéo (2.4), conclui-se que o residuo da solucdo aproximada

pode ser escrito como:
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R=B(e,v)=B(u,v)-B(i,v)=L(v)-B(i,vV) (2.8)

As estimativas de erro a posteriori baseadas em residuo empregam o
resultado da (2.8) para melhorar a qualidade da aproximacéo. Por outro lado, as
estimativas de erro a posteriori baseadas em recuperacdo procuram melhorar a
solucao aproximada sem recurso direto a condigao (2.8).

O trabalho de BabusSka e Rheinboldt (1978) foi o primeiro a abordar a questao
das estimativas baseadas em residuo. Posteriormente outras abordagens foram
introduzidas com importante destaque para o Método dos Residuos em Elementos
(MRE), Bank e Weiser (1985). Em Barros (2002), o MRE foi empregado objetivando
a reducdo de erros de aproximacdo em analise nao-linear para o MEFG.

Os estimadores baseados em recuperagcdo procuram num pos-
processamento determinar novos valores do gradiente da solu¢cdo, denominados por
valores suavizados. A diferengca entre os valores suavizados e o0s valores
aproximados € entdo usada como estimador do erro. Esse estimador, apesar da sua
simplicidade, fornece resultados surpreendentemente precisos. Hoje em dia existe
uma variedade de procedimentos que permitem a determinacdo dos valores
suavizados.

A técnica de obtencdo de valores suavizados indicada em Zienkiewicz e Zhu
(1987) é conhecida como o primeiro trabalho sobre um estimador baseado em
recuperacdo. Depois de alguns anos, Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b)
apresentaram uma nova maneira de calcular os valores suavizados através de um
procedimento que é denominado como “Superconvergent Patch Recovery’. Ambos
os procedimentos serdo discutidos em detalhes no préximo capitulo deste trabalho.
Podem ser citados ainda inumeros outros trabalhos, envolvendo estimadores
baseados em recuperacao, tais como BabuSka e Rheinboldt (1981), Kelly et al.
(1983), Blacker e Belytschko (1994), Bartels e Carstensen (2000) e Carstensen e
Funken (2000).

Ainsworth e Oden (1997) alertam que as estimativas a posteriori baseadas em
recuperacdo apresentam uma deficiéncia, pois ndo levam em consideragao
nenhuma informagé&o a respeito do problema original. Em contrapartida, o0s mesmos
autores argumentam que, a depender do ponto de vista, essa caracteristica pode ser

considerada como mais um ponto positivo desse tipo de estimativa.

34



Aspectos Gerais sobre Fstimadores de Frro

s

Finalmente, é importante esclarecer que a escolha do tipo de estimador a
posteriori empregado vai sempre depender dos interesses em pauta. Por exemplo,
os estimadores baseados em residuos sdo matematicamente mais completos e
rigorosos, contudo, geralmente, demandam um maior esforco computacional. Em
contrapartida, os estimadores baseados em recuperacéo, apesar de sua natureza
heuristica quando comparado com os estimadores baseados em residuo, do ponto

de vista pratico podem ser considerados os mais eficientes.
2.2 Normas do erro

A definicdo do erro indicada no primeiro capitulo exprime um resultado local
variavel ao longo do dominio da solucdo e, para fins de emprego pratico, é mais
conveniente adotar uma medida dela proveniente, que estabelece um valor médio
de erro para todo o dominio. Além disso, a forma local de definir o erro pode nos
casos em que o erro se distribui uniformemente na maior parte do dominio
estabelecer um critério muito rigoroso sobre o controle do mesmo. Devido a esse
motivo, justifica-se 0 emprego de uma quantidade escalar que representaria 0 erro
médio em todo dominio global.

As normas comumente empregadas para medida dos erros de discretizacéo
sdo a norma energia e a norma L,. Em problemas da elasticidade bidimensional, por
exemplo, a norma energia do erro aplicada aos campos de deformacdes e de

tensdes pode ser escrita, respectivamente, como:

2

=| [(e-2) D(e-2)a0 (2.9)

=|[(6-8) D' (s -8)ac (2.10)
Q
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onde €2 é o dominio no qual o problema esta definido e D é a matriz constitutiva
gue relaciona tensdao com deformagcdo particularizada para estado plano
considerado.

A norma L, € bem semelhante a norma energia, porém trata-se de uma
medida mais direta, porque ndo envolve a matriz constitutiva. Sua aplicacdo aos

campos de deformacao e de tensao, respectivamente, fica expressa por:

le.l, =| [(e-2) (e-&)a0 (2.11)
Q

le.l,, =| [(c-8) (s-8)ac (2.12)
Q

Quando da discretizagdo do meio pelo MEF, ambas as normas apresentadas
podem ser definidas nos dominios de cada elemento finito isolado. Nesse caso, a
norma sobre todo o dominio passa a ser dada pela soma das normas de cada
elemento. Por exemplo, para a norma energia do erro em tensdo vale a seguinte

relacéo:

1

) 2
K

e e (2.13)

>
K=l

onde o indice K se refere ao elemento e m é a quantidade total de elementos.

Em grande parte dos problemas, valores exatos para os campos € e 6 nao
sédo conhecidos e, portanto, as normas descritas podem levar apenas a estimativas
do erro, tanto mais precisas quanto maior o refinamento empregado para obter uma
solugéo de referéncia.

Por sua vez, a obtencdo de solugbes aproximadas de boa qualidade,
constituindo os campos 6 e £, pode exigir grande refinamento da malha. O custoso
recurso ao refinamento pode ser atenuado por melhoria dos valores aproximados

mediante técnica de recuperacao, a ser detalhada no que segue. Naturalmente, os

valores aproximados melhorados ditos suavizados (¢ e 6 ) sdo mais precisos que
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os valores resultantes da solucdo aproximada (€ e 6). Logo, uma alternativa para a
construcdo dos estimadores de erro € empregar os valores suavizados em lugar das
solucdes exatas.

Seguindo esse raciocinio, as normas energia e L, passam a ser escritas

como.

&, |= °(c* -6) D'(¢"-6)dQ (2.14)
Q

e, | [(c-8) (c ~6)an| 2.15)
L Q

A qualidade dos estimadores de erro apresentados nas equacgdes (2.14) e
(2.15) pode ser avaliada por uma razdo entre normas chamada indice de efetividade

definida por:

o>

Q

(2.16)

(¢

Q

Quando a solucdo exata ndo for conhecida ainda assim um indice de
efetividade pode ser determinado empregando-se uma solucéo dita de referéncia,
comentada anteriormente, obtida a partir de um grande refinamento da
discretizacao.

Obviamente, fica claro que quanto mais préximo da unidade for o indice de
efetividade, mais confiavel sera o estimador. De modo mais rigoroso, o estimador do
erro é dito assintoticamente exato quando o indice de efetividade tender para
unidade a proporcdo em que se empregarem solucdes mais refinadas. Em outras
palavras, isso quer dizer que um bom estimador do erro devera convergir para o erro
exato na medida em que o refinamento aumenta.

Novamente considerando o emprego do MEF, o indice de efetividade pode

ser definido tanto para um elemento isolado quanto para o dominio global, de sorte
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gue a equacdo (2.16) pode ser reescrita para um elemento isolado do seguinte

modo:

~

(&

‘eﬂ (2.17)

c

O, =

K

ou ainda para o dominio global como:

m
2 [l
K

g =K1 (2.18)

m
K=1

A

(¢

c

2
K

eG

2.3 Estimativa do erro e adaptabilidade

Os estimadores do erro podem ser empregados em metodologias que visam
melhorar a qualidade da aproximacdo. Os métodos chamados adaptativos
modificam a malha e/ou o grau polinomial da aproximacgéo até que um determinado
nivel de precisdo, ou tolerancia ao erro, seja alcancado. Para guiar o emprego do
método adaptativo, o critério mais comum adotado € o chamado principio da
equidistribuicdo do erro. De acordo com esse principio, a uniformidade e reducao do
erro medido nos elementos da malha, garantem maior qualidade da aproximac&o.
Logo, os métodos adaptativos atuardo em regides em que os estimadores de erro
locais, também chamados de indicadores de erro, fornecerem valores
destacadamente superiores aos encontrados no restante do dominio.

Existem varias maneiras de construir um método adaptativo para melhorar a
gualidade da aproximacao, contudo todas elas estdo baseadas em uma, ou até
mesmo nas duas, estratégias descritas a seqguir:

a) refinamento-h: € mantida a ordem da interpolacdo polinomial, porém é

alterada a quantidade ou o tamanho dos elementos;
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b) refinamento-p: hda um aumento do grau polinomial da aproximacdo sem
gue ocorra nenhuma mudanca na geometria da malha.

Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005) esclarecem que ocasionalmente é Util dividir
as estratégias acima em subcategorias. Para o caso do refinamento-h os autores
enumeram trés diferentes metodologias ilustradas na Figura 2.1:

1. O refinamento é baseado na subdivisdo dos elementos (Figura 2.1b). Os
elementos das regides onde o0 erro € acentuado sdo divididos em
elementos menores e o contorno dos elementos originais permanece o
mesmo.

2. A malha passa por uma completa regeneragdo (Figura 2.1c). Nessa
metodologia, € gerada uma malha completamente nova, na qual o0s
elementos originais podem diminuir ao até mesmo aumentar de tamanho.

3. Trata-se uma metodologia na qual € mantido o numero total de nés
conhecida como refinamento-r (Figura 2.1d). Nela ocorre um ajuste na
posicdo dos nds para obter uma qualidade maior da resposta aproximada.

No caso do refinamento-p, 0s mesmos autores mencionam duas possiveis
subcategorias:

1. O aumento do grau polinomial da aproximacdo acontece de maneira

uniforme ao longo de todo o dominio.

2. O aumento do grau polinomial da aproximagcdo acontece localmente
usando refinamento hierarquico.

Ainda hoje ndo é possivel estabelecer de antemédo qual procedimento
adaptativo ir4 apresentar melhores resultados para um determinado problema. No
entanto, como regra geral, conforme Proencga (2009), o refinamento-p apresenta-se
mais eficiente em regidbes de respostas com distribuicdo suave, enquanto o
refinamento-h pode ser mais efetivo nas regifes de resposta com fortes gradientes
localizados. Ha ainda situacfes em que a combinagdo dos refinamentos h e p,
estratégia conhecida como refinamento-hp, pode proporcionar taxas de

convergéncia bastante altas.
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(a) Malha original

(d) Reposicionamento dos nés da malha original (refinamento-r)

Figura 2.1 — Diferentes tipos de refinamento-h
Adaptado: ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU, (2005)
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3.0S ESTIMADORES DE ERRO DE ZIENKIEWICZ E ZHU

Este capitulo detalha dois estimadores de erro baseados em recuperacao
desenvolvidos por Zienkiewicz e Zhu para o MEF. O primeiro deles, chamado de
Estimador Z, foi proposto em 1987. O segundo foi apresentado em 1992 como uma
evolucéo do primeiro e é conhecido como SPR (“Superconvergent Patch Recovery”).
Outro ponto discutido neste capitulo € a utilizacdo do SVD (“Singular Value
Decomposition™) na determinacéo dos coeficientes do polinbmio usado no SPR para
calculo do campo de tensbBes suavizadas. A incorporacdo do SVD ao SPR é

destacada pela denominacdo SPR Modificado.

3.1 Estimador Z

Conforme j& mencionado no presente trabalho, a aproximacdo global dos
deslocamentos obtida com o MEF a partir de funcdes de forma lineares apresenta
continuidade C° isto é, sua derivada é descontinua entre elementos. A
consequUéncia disso é que ao gerar uma aproximacao linear por partes o MEF leva
uma distribuicdo de tensdes com saltos na fronteira dos elementos. Zienkiewicz e
Zhu (1987) entdo pensaram em uma forma de contornar esse problema para tornar
a derivada continua. A idéia consiste em usar a prépria aproximagado obtida com o
MEF para calcular um novo campo de tensées de mesmo grau de continuidade da
aproximacdo dos deslocamentos. Para isso devem ser calculados novos valores
nodais de tenséo e utilizadas as mesmas fun¢des de forma dos deslocamentos para
efetuar a interpolacéo ao longo de todo o dominio. Por conseguinte, 0 novo campo

de tensdes é escrito como:

* *

¢ =No (3.1)

onde N sdo as mesmas fungbes de forma usadas na interpolacdo dos

deslocamentos e 6 sao novos valores nodais calculados com o auxilio da solucéo
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gerada com o MEF. Chama-se a atencdo que a (3.1) vale componente a
componente nos casos de problemas planos ou tridimensionais.

A questao crucial nesse caso é como determinar os valores nodais de tenséo.
Zienkiewicz e Taylor (1989) propdem que esses valores sejam obtidos a partir da

minimizacao com respeito a G do seguinte funcional:
* A r * A
H:J.(c —G) (0‘ —c)dQ (3.2)
Q

ou seja, da condicao de estacionaridade e com a (3.1) segue:

6 =A" j N6 dQ 3.3)

Na relacéo anterior:

A= j N'NdQ (3.4)

Portanto, a determinacdo do campo de tensfes suavizadas com o Estimador
Z segue 0 seguinte roteiro:

i. Determinacdo da matriz A a partir da equacéo (3.4). Essa matriz € sempre
guadrada, simétrica, ndo-singular e positivo-definida. Sua dimenséao é igual
ao numero total de nés;

ii. Calculo dos novos valores nodais de tensdo mediante a equacgédo (3.3) com

o0 auxilio da solucéo obtida com o MEF,;
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iii. Obtencdo do campo de tensdes suavizadas para todo o dominio pela

equacao (3.1).

3.1.1 Um exemplo unidimensional

Para ilustrar a aplicacéo do roteiro acima, considere-se uma barra submetida
a uma forca axial distribuida, discretizada por dois elementos finitos com
aproximacdo linear para os deslocamentos (ver Figura 3.1). Na mesma figura

representa-se o campo de tensdes obtido a partir da solucdo pelo MEF.

g = 1o o
X
3L
® 15
q
L 2 @] O
ES L
’ 9~
C @ =
74 3 @) o—
DISCRETIZACAO (0]

Figura 3.1 — Barra submetida ao peso préprio (Exemplo 1)

Seguindo o roteiro, o primeiro passo é determinar a matriz A . Dividindo-se o
dominio de integracdo de modo a levar em conta a discretizagcdo com os dois
elementos ilustrados na Figura 3.1 e considerando que as funcdes de forma sao

lineares em cada elemento tém-se:
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Para calcular os valores nodais de tensdo € necessario primeiro calcular a
integral indicada entre parénteses na equacao (3.3), para depois multiplicar o

resultado pela inversa de A . Novamente, considerando-se os elementos 1 e 2, as
contribuicdes para aquela integral séo, respectivamente:
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Finalmente, o campo de tensfes suavizadas pode ser obtido com o0 emprego
da equacao (3.1). Particularizando-a para os dominios de cada elemento, resulta

consequentemente:

_(l_ﬁj7qL +(2_xj£_ TqL  3gx

L)8 \LJ2S 8S 4S
L)2S L )8S 8S 4§

A Figura 3.2 ilustra uma comparagcdo entre o0s trés campos de tensdes

envolvidos nessa analise: aproximado (MEF), suavizado e exato.
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(‘)_____
LEGENDA:
— > 6
A R -
— > 0o

Figura 3.2 — Comparacao entre os diferentes campos de tensdes (Exemplo 1)

Claramente, como esperado, o campo suavizado (ou recuperado) é mais

consistente com a solucéo exata.

3.2 SPR (“Superconvergent Patch Recovery”)

Neste item passa-se a comentar o procedimento de recuperagéo do gradiente
da solucao denominado SPR.

3.2.1 Pontos de superconvergéncia

No MEF é axiomatico que as respostas mais precisas para os deslocamentos
sdo encontradas nos nés. Todavia, quando se trata de tensdes, os valores nodais ja
nao Sao precisos, ainda assim, existem pontos no interior do dominio onde o erro do
campo de tensbes é inferior a qualquer outro lugar. Essa caracteristica especial
passou a ser conhecida como superconvergéncia, observada originalmente por
Barlow (1976), e tais pontos recebem o0 nome de pontos O6timos ou

superconvergentes ou, ainda de Barlow.
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A Figura 3.3 ilustra um confronto entre a solugdo exata e a obtida com o MEF
para uma aproximacao linear por partes para os deslocamentos de um problema

unidimensional. O objetivo desta figura é evidenciar a localizacdo dos pontos

superconvergentes.
Pontos
superconvergentes
2
. | l
| h b
I | |
(@)
.'lll.
Pontos
superconvergentes TR T

(b)

Figura 3.3 — Pontos superconvergentes para os deslocamentos (a) e para as
tensdes (b) em um caso unidimensional
Adaptado: ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU, (2005)

Claramente, os pontos superconvergentes para as tensées no problema da
Figura 3.3 estdo localizados no centro dos elementos. Essa localizacdo coincide
com os pontos de Gauss usados para integrar exatamente um polinbmio linear.
Portanto, como regra geral no caso unidimensional, ficou estabelecido que uma
aproximacgdo dos deslocamentos de ordem 2n-1 é capaz de fornecer n pontos de
superconvergéncia, cuja localizacdo coincide com os pontos de Gauss. Por
exemplo, se, ao invés de usar uma aproximacao linear como no caso da Figura 3.3,
tivesse sido usada uma aproximacdo quadratica, existiiam entdo dois pontos

superconvergentes por elemento e ndo apenas um.
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Pode-se ainda justificar a caracteristica de superconvergéncia nos pontos de
Gauss pelo teorema de Herrmann descrito em Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005).

A idéia de superconvergéncia atrelada aos pontos de Gauss foi estendida
para areas planas de interesse para este trabalho.

3.2.2 O SPR como uma evolugéo para o Estimador Z

A partir do item anterior, pode-se concluir que se o objetivo é obter valores
precisos para o campo de tensfes, o mais recomendado € buscar as respostas nos
pontos superconvergentes. Fundamentado nessa idéia e com o objetivo de melhorar
a qualidade da aproximacdo para além dos pontos de superconvergéncia,
Zienkiewicz e Zhu (1992a) propuseram o “Superconvergent Patch Recovery’.
Basicamente, esse estimador possui a mesma idéia do Estimador Z, ou seja,
calcular o erro com o auxilio de um campo de tensfes suavizadas continuo ao longo
de todo o dominio, obtido a partir da interpolacdo de valores nodais. No entanto, o
gue muda nesse caso é a maneira de calcular os valores nodais.

Essencialmente, o que o SPR faz é utilizar um ajuste por minimos quadrados
de respostas obtidas nos pontos de Barlow para gerar um polinbmio que aproxima
as tensdes e determina os valores recuperados nos nos.

Em lugar de tratar da determinacdo do polindmio aproximador sobre todo o
dominio, pode-se determinar polindmios que aproximam o0s campos de tensdes
dentro de “nuvens” definidas pelo conjunto de elementos que dividem um né comum.
Considerando-se, entdo, uma nuvem arbitraria, esse polinbmio pode ser

representado como:

¢ =Pa (3.5)

onde P reline bases polinomiais completas ou incompletas e a é um conjunto de
coeficientes a determinar pelo procedimento de ajuste por minimos quadrados . Em
Zienkiewicz e Zhu (1992a) essas bases sao iguais as bases das funcbes de forma
gue aproximam os campos de deslocamentos do elemento.

Para calcular os coeficientes desconhecidos, € necessario minimizar a

seguinte funcdo em relacdo a a:
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F@ =365, (v.0.)
) 2(6(xi’yi)_P(xiﬂyz‘)a)2

(3.6)

onde n é o numero total de pontos 6timos, determinado pela soma do nimero de
pontos superconvergentes de cada elemento que compde a nuvem e (xl.,yl.) sdo as

coordenadas desses pontos.

Com a minimizagc&do obtém-se 0 seguinte sistema:

a=A"b (3.7)

sendo,

A = ZPT(xpyi)P(xi’yi)
ror) (3.8)

b= ZPT('xi’yi)&(xi’yi)
i=1

Uma vez determinados os coeficientes do polindbmio, basta substituir as

coordenadas do no central da nuvem para calcular G . Com os valores nodais
emprega-se a equacéo (3.1) para obter uma distribuicdo ao longo de todo o conjunto
de elementos. Em Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005), é mostrado um exemplo da
obtencéo dos coeficientes do polinbmio para um problema plano.

Um fato pertinente observado por Zienkiewicz e Zhu (1992a) é que a
metodologia descrita acima funciona bem mesmo quando séo utilizados mais pontos
superconvergentes do que o necessario. E o caso de utilizar 2 x 2 pontos de Gauss
para elementos quadrilaterais bilineares.

E importante salientar que em alguns casos (como fronteiras entre materiais
distintos ou nuvens com elementos de ordem superior) pode acontecer de um no
pertencer a mais de uma nuvem. Em casos como esse Zienkiewicz e Zhu (1992a)

recomendam que seja utilizado um valor médio. Pode surgir outra situagdo
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complicada em nuvens onde a quantidade de pontos 6timos é insuficiente para
preservar 0 mesmo grau do polinbmio de aproximacdo. Nessa situacao, 0S mesmos
autores recomendam que se utilize o polinbmio aproximador obtido na nuvem mais
proxima, ou vizinha, para determinar os valores nodais. Por exemplo, na malha
indicada na Figura 3.4, sdo necessarios no minimo quatro pontos 6timos por nuvem
e isso s6 ocorre para a nuvem do né indicado pela cor azul. Consequentemente,

todos os outros nos terdo suas tensdes obtidas com o polindmio dessa nuvem.

L] L]

LEGENDA:

[ ] : pontos 6timos
@ : no centro de nuvem com quantidade suficiente de pontos 6timos

@ : n6 centro de nuvem com quantidade insuficiente de pontos 6timos

Figura 3.4 — Malha de elementos quadrilaterais bilineares com nuvens que
apresentam uma quantidade insuficiente de pontos 6timos

O SPR fornece uma estimativa do erro confiavel até mesmo para malhas
irregulares construidas arbitrariamente, conforme demonstrado em Zienkiewicz e
Zhu (1992b). Entretanto, este procedimento também apresenta algumas limitacdes.
Segundo Gratsch e Bathe (2005), sua aplicacdo ndo € eficiente na presenca de
descontinuidades de material. Além disso, os autores complementam que, devido ao
pressuposto implicito de que oscila¢des indicam erros e que tensdes suavizadas sao
mais precisas, pode acontecer de o SPR falhar quando a prépria solucéo
aproximada j4 é suave. Este ponto fraco do SPR € demonstrado através de um

exemplo.
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3.3 SPR Modificado

Esse estimador é bem similar ao SPR, entretanto o que muda € a forma de
calcular o polinbmio que aproxima as tensdes dentro das nuvens. Nesse caso,
permanece a mesma idéia de que o polinbmio a ser obtido apresenta a mesma
ordem da aproximacdo dos deslocamentos, todavia seus coeficientes sao
determinados com o auxilio de um procedimento de decomposi¢cdo da matriz do
sistema denominado “Singular Value Decomposition”. A seguir € colocada uma
explicacéo, baseada em Proenca (2010), sobre o SVD.

Antes de mais nada € necessario relembrar o cenario do problema. Limitando-

se a analise a um dominio plano, o que se conhece séo valores de tensao 6'l. em um

namero Np de pontos superconvergentes dentro de uma nuvem. O objetivo entdo é
identificar, com o auxilio dos valores de tensao 61. um polinbmio langrangiano

c;; (x,y) definido sobre toda a nuvem e que constitua uma aproximag&o suave em

relacédo a todos os pontos superconvergentes.
Esse polindmio pode ser expresso na forma de uma combinacéo linear de
uma base de funcbes capazes de fornecer uma aproximacdo com O grau de

regularidade almejado, ou seja:
o,(x.»)= > a,N,(xy) (3.9)
Jj=1

onde Nj(x,y) sdo o0s termos polinomiais apropriados da base, &, sdo 0s

coeficientes do polindmio e o indice n se refere a dimenséo escolhida da base de
aproximacao.

O calculo dos «; se baseia, entdo, na imposicao preliminar da igualdade
entre o0s valores fornecidos pelo polinbmio aproximado e os valores

superconvergentes 6, . Isso origina o seguinte sistema:

Aa=6 (3.10)
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onde:
Nl(x19y1) NZ(xl’yl) Nn(prﬁ)
A= Nl(x:zvyz) Nz(x:pyz) Nn(‘x:29y2) (3.11)
_Nl(pr’pr) Nz(pr,pr) Nn(‘pr’pr)_
e
S,
R o
=9 . (3.12)
6'le

Para garantir a determinacdao dos coeficientes ¢ ; € imprescindivel que o

namero de pontos superconvergentes seja maior ou igual ao numero de
coeficientes. Se a matriz do sistema for quadrada, o polinbmio resultante realiza uma
interpolacdo dos valores prescritos nos pontos de superconvergéncia. Entretanto,
pode acontecer de o sistema indicado na equacéao (3.10) apresentar mais equacdes
do que incégnitas. Para isso basta que o nUmero de pontos superconvergentes seja
superior ao numero de coeficientes do polinbmio. Nesse caso, tem-se um problema
de aproximacdo e o objetivo passa a ser o de encontrar uma aproximagcao que
represente 0 melhor ajuste em relacdo aos valores nos pontos de
superconvergéncia. A idéia de aplicar o SVD decorre de sua utilidade para realizar
esse ajuste.

O SVD pode ser entendido como uma técnica de decomposi¢do da matriz do
sistema baseada em problemas de autovalor. Segundo o SVD, a matriz do sistema

pode ser reescrita na seguinte forma:

A=UXV’ (3.13)

onde U e V' sdo matrizes construidas a partir de bases vetoriais tais que:

U'U=L VV' =1 (3.14)
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A matriz X comumente é retangular, reunindo como componentes da

diagonal principal (indices de linha e coluna iguais) as raizes quadradas de

. T
autovalores da matriz AA" ordenados em forma decrescente. Os outros
componentes da matriz sao nulos.

A base vetorial que acaba gerando a matriz U é formada pelos auto-versores
da matriz AA” dispostos segundo suas colunas. A base vetorial que gera a matriz é

V formada por auto-versores da matriz ATA dispostos segundo suas linhas.

Com a decomposicdo da matriz A, é possivel empregar a sua pseudo-

inversa, representada por A", para resolver o sistema. A matriz pseudo-inversa é

definida por:
A=V U’ (3.15)

Na relacéo anterior X" é formada, em termos gerais, pela transposta de X,
contudo tomando-se o inverso dos valores dos seus termos nao-nulos.

Uma vez determinada a aproximacéo pelo SVD, a etapa seguinte objetivando
a determinacdo das tensfes suavizadas é substituir as coordenadas do né central

da nuvem no polinbmio calculado para determinar G .Se por acaso, analogamente
ao que foi comentado anteriormente e ilustrado na Figura 3.4, certa nuvem nao
apresentar o numero suficiente de pontos 6timos para preservar o mesmo grau do
polinbmio de aproximacdo, para determinar o valor nodal adota-se o polinébmio
aproximador obtido na nuvem mais proxima, ou vizinha. Em seguida, aplica-se a
equacao (3.1) para obter o campo de tensdes para todo o dominio.
Assim sendo, a obtencdo do campo de tensbGes suavizadas com o SPR
Modificado segue o seguinte roteiro:
i. Classificagdo dos nos em internos e de contorno. Definida uma dimensé&o
para a base de aproximacado na (3.9), o n6 é interno quando a nuvem da

qgual for centro apresentar pontos superconvergentes suficientes para o

calculo de c;; (x,y). Quando isso ndo acontece o nd é classificado como

de contorno (normalmente, nés centrais de nuvens definidas no contorno

do dominio enquadram-se nesta categoria);
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Figura 3.5 — Malha de elementos quadrilaterais bilineares usada para exemplificar a
obtencéo das tensbes nodais suavizadas usando o SPR modificado

Vi.
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classificado como interno;

determinacao das tensfes nodais suavizadas.

calculadas com o polinémio obtido na nuvem do no 7.

Célculo de c;; (x,y), com a ajuda do SVD, nas nuvens cujo n6 central foi

Substituicdo das coordenadas dos nés internos em c;(x,y) para

Para cada nd de contorno identificar né interno central de nuvem mais

proximo. Esse procedimento visa descobrir qual seria o polindmio c: (x,y),

a ser usado para determinar as tensdes suavizadas desse no de contorno.

Obtencao das tensdes suavizadas nos nos de contorno. Para isso utiliza-se
0 polindémio c;(x,y) definido na nuvem cujo n6 central foi identificado
como o0 mais proximo. Por exemplo, na Figura 3.5, as tensdes suavizadas

dos nés 1, 2, 5, 9 e 10 seriam calculadas com o polinbmio obtido na nuvem
do né 6, enquanto as tensdes suavizadas dos nés 3, 4, 8, 11 e 12 seriam

1(). 11. 12
U
6. 7‘ 8
M
2. 3. 4
LEGENDA:

] : pontos superconvergentes
& : ndinterno

@© : nb de contorno

auxilio da equacao (3.1).

Determinacéo do campo de tensdes suavizadas para todo o dominio com o
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3.3.1 Um exemplo unidimensional

S5qL
6S

N @
|

28

h
w )
B

r
~ ©
S

@] o— A
DISCRETIZACAO o

Figura 3.6 — Barra submetida ao peso proprio (Exemplo 2)

Nesse caso visto que a aproximacdo dos deslocamentos é linear, conclui-se
gue cada elemento fornecera um ponto de superconvergéncia localizado em seu
centro. Além disso, devido também a ordem da aproximacdo dos deslocamentos é
possivel dizer que o campo final de tensfes suavizadas recuperadas sera uma reta.

De acordo com o que foi colocado no roteiro, 0 primeiro passo na resolucao
de um problema desse tipo € a classificacdo dos nos. Nesse exemplo, o n6 sera
classificado como interno quando a nuvem da qual for centro possuir dois pontos de
superconvergéncia, uma vez que o campo de tensdes suavizadas € definido por

uma reta. Logo, 0s nds 2 e 3 sdo internos enquanto os nos 1 e 4 sdo de contorno.

A etapa seguinte é determinar c; (x) nas nuvens cujo n6 central é interno.

Por conseguinte, para as nuvens 2 e 3 € razoavel escrever que:

6,,(X)=a +a,x

6, ,(X)=a, +a,x
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Para calcular os coeficientes, é preciso construir um sistema para cada
nuvem com a mesma estrutura daquele colocado na equacédo (3.10), impondo a
igualdade entre os valores fornecidos pelo polinbmio aproximado e os valores

obtidos nos pontos superconvergentes. Portanto:

| L SqL |

6 {al}: 6
p Lle) jab
2 28
L gL

2 {%}: 28
p Ljled |4
6 6S

Com o auxilio do SVD, obtém-se os valores dos coeficientes, e 0s polinbmios
gue aproximam as tensdes suavizadas dentro das nuvens podem ser reescritos
como:

x L
sz(X)_q——ix

S S
gL q.
p3(‘x)_ S S

Substituindo as coordenadas dos nds internos, vem que:

s qL q L 2qL
"2:"w<‘>:?‘§'§:§
. gL g 2L qL
%= '“(_) S s 3 3

Claramente através da Figura 3.6, € possivel perceber que o0 né interno mais
préximo do né 1 € o n6 2 e que 0 mais perto do né 4 € o n6 3. Desse modo, 0s

valores da tensdo suavizada nos nds de contorno sao:
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. L L
6, =0,,(0) ="~ -0="
_ * L
6,=6,,(L) %—%'L:O

Com a obtencéo das tensdes nodais suavizadas emprega-se a equacao (3.1)

para determinar ¢ . Logo,

Elemento 1: 6, =
Elemento 2: 6, =

Elemento 3: ¢, =| 3

Assim sendo, conclui-se nesse exemplo que o erro estimado é idéntico ao

erro exato, uma vez que as tensdes exatas coincidem com as tensdes suavizadas.
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4. A SUPERCONVERGENCIA APLICADA AO MEFG

O intuito deste capitulo € mostrar inicialmente uma sucinta revisdo sobre o
MEFG para em seguida apresentar um novo estimador de erro desenvolvido para
esse meétodo numerico. Esse estimador é semelhante ao SPR Modificado e também
utiliza os resultados obtidos nos pontos superconvergentes para gerar um campo de
tensdes suavizadas. No entanto, ha algumas diferencas em relacdo ao SPR
Modificado que acontecem devido as peculiaridades do MEFG. Essas diferencas
séo enfatizadas e justificadas a seguir.

4.1 Uma breve revisao sobre o MEFG

De acordo com Duarte, Babuska e Oden (2000) o MEFG resultou de
contribuicdes propostas de forma independente por:

e Babuska, Caloz e Osborn (1994) inicialmente sob a alcunha de Método dos

Elementos Finitos Especiais, e Melenk e Babuska (1996) e BabuSka e
Melenk (1997) como Método dos Elementos Finitos Particdo da Unidade;

e Duarte e Oden (1995, 1996b, 1996a) e Duarte (1996) como Método das
Nuvens Hp, e Oden, Duarte e Zienkiewicz (1998) como Método dos
Elementos Finitos baseado em Nuvens Hp. O MEFG seria entdo, um
método hibrido entre o Método das Nuvens Hp e o MEF.

No MEFG a utilizacdo de uma malha de elementos e o emprego de funcdes
de forma tipicas do MEF como particdo da unidade (PU) advém dos trabalhos de
Babuska e colegas. Por outro lado, o conceito de nuvem e a idéia de enriguecimento
da funcdo de forma adicionando-se novos parametros nodais aqueles inicialmente
existentes decorrem dos trabalhos de Duarte e Oden.

Devido a associacdo destacada no paragrafo anterior o MEFG consegue
reunir 0s principais pontos positivos do MEF e propriedades muito favoraveis tipicas
dos métodos sem malha.

59



A Superconvergéncia Aplicada ao MEFG

Torres (2003) destaca que as caracteristicas positivas provenientes do MEF
sdo: a simplicidade na geracédo da PU devido ao uso da interpolacao lagrangiana, o
fato da malha de elementos ja funcionar como dominio para a integragdo numeérica,
o fato de ser um método robusto para o qual j& existem inimeros codigos que
podem ser adaptados ao MEFG e a facilidade na imposicdo das condi¢cdes de
contorno essenciais.

O mesmo autor citado no paragrafo anterior argumenta que as propriedades
favoraveis tipicas dos métodos sem malha presentes no MEFG sédo: a possibilidade
de modelar a ocorréncia de trincas ou regides de maior concentracdo de tensdes
através da introducdo de funcbBes especiais, a maior facilidade de aplicar o
refinamento-p e a possibilidade de enriquecer a aproximacao apenas numa regiao
do dominio, sem comprometer, como no MEF, a conformidade entre elementos.

Em consequéncia de suas potencialidades o MEFG vem sendo empregado
em uma vasta quantidade de problemas de engenharia. No ambito dos estudos
desenvolvidos na EESC/USP algumas dessas aplicacbes podem ser encontradas
nos trabalhos de Barros (2002), Torres (2003), Mangini (2006), Alves (2010) e
Argblo (2010).

Basicamente, o que diferencia MEF e o MEFG ¢é a definicdo das funcdes de

forma. No MEFG as fungdes de forma, ¢ _, tem por dominio uma nuvem, «,

definida pelo conjunto de elementos que tém um n6é como vértice comum. Dentro de

cada nuvem a funcéo de forma resulta do produto entre as fungdes PU do MEF, ¢ _,

e as chamadas funcdes de enriquecimento, L ., ou seja:

¢ai = waLai (41)

Na equacéo (4.1) vale a seguinte notacao:
@, - composta pelas fungdes de forma do MEF tomadas em cada elemento
gue compdem a nuvem o e atreladas ao n6 comum.

L,.- funcbes enriquecedoras adotadas com i =1,...,n/, onde nl se refere ao

namero total dessas funcoes.
As funcBes de enriquecimento tém por objetivo aprimorar a qualidade da

aproximacgdo local e podem apresentar caracteristicas especiais, ou mesmo ser
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definidas a partir de um conhecimento prévio da solucdo, de modo que ndo se
resumem somente a bases polinomiais.

A Figura 4.1 mostra a constru¢éo de uma funcao de forma do MEFG.

(a) (b)
Figura 4.1 — Construcdo de uma funcdo de forma do MEFG usando uma funcéo de
enriguecimento polinomial (a) e ndo-polinomial (b). Neste caso, ¢_ séo
as funcbes na parte superior, L, sdo as funcbes no meio, e ¢, séo as

funcdes na parte inferior
Adaptado: KIM, DUARTE e PROENCA, (2009)

Pode-se exemplificar para o caso bidimensional a representacao formal das
funcdes de aproximacdo globais do MEFG para cada uma das componentes do
campo de deslocamentos aproximado, considerando-se todo o conjunto de nuvens

definidas por certa discretizacdo adotada:

n n_nl
0= pu+> > 4.b, (4.2)
j=1

a=1 i=2
V= i Qv+ Zn: igbmcm (4.3)
j=1 a=1 i=2

onde u; e v, sao parametros associados aos graus de liberdade nodais usuais de

elementos finitos e b, e c,, sdo parametros nodais adicionais introduzidos pelo
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enriquecimento. Nota-se que a PU acaba por realizar a “costura” entre as funcdes
de forma de cada nuvem para a definicdo da aproximacéao global.

A marcha de célculos empregada para a determinacdo dos parametros nodais
€ a mesma utilizada no caso do MEF, contudo, as proprias relagdes (4.2) e (4.3)
indicam que no caso do MEFG o enriquecimento implica no aparecimento de novas
linhas e/ou colunas nas matrizes e vetores convencionais.

E importante ressaltar que quando as fungdes enriquecedoras da
aproximacgdo séo polinomiais, e as fun¢des de forma dos elementos finitos também o
sdo, existe uma chance consideravel das funcbes de forma geradas resultarem
linearmente dependentes. Esse fato acaba proporcionando uma matriz de rigidez
global que néo apresenta a propriedade de ser positivo-definida. Uma maneira
eficiente de resolver esse problema é escolher funcfes de enriguecimento que ndo
sejam polinomiais ou empregar o algoritmo iterativo sugerido em Strouboulis,
Babuska e Copps (2000).

4.2 Um novo estimador de erro para o MEFG

Como uma consequéncia natural do avanco das aplicagbes do MEFG nos
altimos anos, tornou-se interessante a construcdo de estimadores de erro que
permitissem avaliar e controlar o grau de precisdo das respostas obtidas com esse
método. Barros (2002) cita dois trabalhos em que esse tema é discutido,
primeiramente em Babuska et al. (1998) e mais tarde em Strouboulis, Copps e
Babuska (2001). No primeiro deles, segundo esse mesmo autor, discute-se, apenas,
a eficiéncia de um estimador baseado em residuo e de um estimador baseado em
recuperacdo sem incorpora-los em um procedimento adaptativo. Em Strouboulis,
Copps e BabuSka (2001), por sua vez, de acordo com 0s proprios autores, 0S
estimadores de erro sdo construidos a partir da generalizagcdo das idéias de
Zienkiewicz e Zhu (1992a, 1992b), e Wiberg e Abdulwahab (1993), no contexto do
MEFG. Naquele trabalho, ao contrario do que geralmente acontece, a funcgéo
suavizada calculada € o campo de deslocamentos e ndo as tensdes. Essa funcéo

suavizada € entdo usada dentro de um procedimento adaptativo.
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Os trabalhos citados no paragrafo anterior sdo alguns dos poucos exemplos,
guando comparados ao MEF, que discutem o erro especificamente para o MEFG.
Tendo em vista esse cenario, neste trabalho investiga-se a possibilidade de
constru¢cdo de um novo estimador de erro para o0 MEFG baseado nas idéias de
recuperacao do gradiente da solucéo contidas no SPR Modificado.

Em resumo, os campos suavizados de tensdo sdo determinados com recurso
ao SVD. Esse novo estimador é aqui denominado de Estimador do MEFG baseado
no SPR Modificado, ou simplesmente, EPMEFG. O nivel de precisdo desse novo
estimador € avaliado através do célculo dos indices de efetividade para malhas de
elementos quadrilaterais.

O propésito inicial do EPMEFG era simplesmente expandir as idéias do SPR
Modificado para o contexto do MEFG. No entanto, logo se viu que essa expansao
nao seria tdo simples, em virtude das funcdes de enriquecimento. Com o
enriguecimento ha possibilidade de que cada elemento dentro de uma mesma
nuvem apresente um diferente campo de deslocamentos aproximado. Por
conseguinte, nessa situacdo ha uma grande chance de cada elemento da nuvem
possuir um numero diferente de pontos superconvergentes. Algo que nunca iria
acontecer com o MEF convencional.

Outra consequéncia da presenca de diferentes campos de deslocamentos
aproximados dentro de uma mesma nuvem € a duvida quanto ao grau do polindbmio
que representa o campo de tensdes suavizadas dessa nuvem. No EPMEFG foi
adotado que o grau desse polinébmio € igual ao maior entre todos os polinbmios que
aproximam os deslocamentos dos elementos que compdem a nuvem. No entanto,
existem ocasides em que mais de um elemento possui 0 maior grau dos
deslocamentos, porém esses deslocamentos sao aproximados por polinbmios com
diferentes quantidades de termos. Em casos como esse, adota-se que 0 campo de
tensbes suavizadas tem a mesma quantidade de termos do deslocamento
aproximado pelo polindbmio com a maior quantidade de termos.

E essencial mencionar que o EPMEFG calcula a quantidade de pontos
superconvergentes de um elemento de forma diferente do SPR Modificado. Nesse
novo estimador, o niumero de pontos 6timos € exatamente igual a ordem do campo

de deslocamentos aproximado do elemento. Vale lembrar que no SPR Modificado a

quantidade de pontos superconvergentes é igual (nd +1)/2, onde nd se refere a

63



A Superconvergéncia Aplicada ao MEFG

ordem do campo de deslocamentos aproximado do elemento. Essa mudanca
aconteceu baseada em uma série de testes numéricos que demonstraram uma
melhora dos resultados, apesar de que, precipitadamente, pode-se pensar que 0
EPMEFG utilize mais pontos superconvergentes do que 0 necessario.

Da mesma forma que acontece no SPR Modificado pode acontecer também
no EPMEFG que alguma nuvem ndo tenha o numero suficiente de pontos
superconvergentes para calcular o campo de tensdes suavizadas. Para superar
esse entrave 0 novo estimador simplesmente ndo é calculado em nuvens cujo no
central faz parte do contorno da rede de elementos. O campo de tensdes suavizadas
dessas nuvens é calculado da mesma maneira como a descrita anteriormente para o
SPR Modificado, isto é, empregando-se a aproximacdo obtida na nuvem interior
mais proxima.

Uma vez calculados todos os campos de tensfes suavizadas para todas as
nuvens o proximo passo € obter uma distribuicdo para todo o conjunto de elementos.
Em qualquer ponto de um elemento o valor global das tensbes suavizadas resulta
das contribuicbes das distribuicbes definidas nas nuvens que o contém,
compatibilizadas pela particho da unidade atrelada aos ndés do elemento em

guestdo. Esse conceito pode ser representado pela seguinte relacéo:
¢ =No (4.4)

onde N é um vetor linha que retne as funcdes de forma do elemento e que compde

uma PU. E importante destacar que a (4.4) vale para cada componente de tens&o
nos casos de problemas planos e os campos envolvidos (o*, N e Gp) sao funcdes

dexey.

Enfim, a determinacdo do campo de tensdes suavizadas com o EPMEFG é
similar ao SPR Modificado, mas devido ao enriqguecimento existem mudancas
importantes. O roteiro a seguir descreve como 0 procedimento descrito calcula o
campo de tensdes suavizadas:

I. Separacdo dos nés que estdo no contorno da rede de elementos finitos dos

nos que estdo no interior;
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. Determinacdo do numero e localizacdo dos pontos superconvergentes e

identificacdo do grau e quantidade de termos do polinbmio usado para

aproximar as tensdes dentro das nuvens;

Calculo de 0'; (x,y), com a ajuda do SVD, nas nuvens cujos nds centrais

sdo pontos interiores classificados em i, a partir da recuperacdo das
respostas obtidas nos pontos 6timos com o MEFG;
Identificacdo de qual no interno esta mais proximo de um determinado né

no contorno. Esse procedimento visa descobrir qual seria o polinbmio
c; (x,y), determinado em um passo anterior, usado nas nuvens cujos nos
centrais fazem parte do contorno de acordo com i;

Obtencao da distribuicdo global de tensbes suavizadas com o auxilio da

equacao (4.4).

4.2.1 Um exemplo unidimensional

A caracteristica principal deste exemplo € a variacdo cubica assumida para o

carregamento externo.

DADOS:
| o L=10
E=100; §=1,0
@ q(x)=x3+4x2—6x+l
Funcdes enriquecedoras:
x—-0,5
L, = :
2() 035
2
x—1 x—1
31 0’5 32 ( 0,5 j
@ Tensdes (MEFG):
6,=0,175x-0,505
30 5 6,=-0,857x" +2,035x - 1,165
DISCRETIZACAO

Figura 4.2 — Barra submetida a um carregamento cubico (Exemplo 3)
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De acordo com o roteiro para o EPMEFG, considerando a malha de
elementos ilustrada na Figura 4.2 a Unica nuvem que fornece um campo de tensdes
suavizadas é aquela cujo n6 central é o né 2. Logo, o primeiro passo é descobrir a
guantidade e a localizacdo dos pontos superconvergentes dessa nuvem.

A partir das tensdes obtidas com o MEFG é possivel afirmar que a ordem do
campo de deslocamentos aproximados € 2 para o elemento 1 e 3 para o elemento 2.
Portanto, o elemento 1 tem 2 pontos superconvergentes e o elemento 2 tem 3.
Esses pontos coincidem com os pontos de Gauss. Deste modo, as coordenadas

desses pontos sio:

PTS_GAUSS:{O,1057 0,3943 0,5563 0,7500 0,9436}

- N\ _/
Y~ YT

ELEMENTO 1 ELEMENTO 2

A etapa seguinte € calcular o polinbmio que aproxima as tensées suavizadas
dentro da nuvem. Esse polinbmio precisa ter o0 mesmo grau de aproximacao do
campo de deslocamentos do elemento 2, uma vez que o0s deslocamentos
aproximados desse elemento apresentam a maior ordem. Assim sendo, as tensdes

suavizadas sdo descritas por um polinémio cubico completo, isto é:
()= roxtax’ +ax
6,,(X) = +a,x+ax” +a,x

Para calcular os coeficientes € montado o sistema da equacao (3.10). Nesse

caso, a matriz A é preenchida substituindo as coordenadas dos pontos de Gauss
em 6,,(x), e o0 vetor 6 é calculado substituindo essas mesmas coordenadas nas

respostas obtidas com o MEFG. O sistema € entdo solucionado com o auxilio do

SVD, obtendo-se, consequientemente:
o;,z (x)=—-0,3973—1,2031x +3,5847x" —1,9840x"

Seguindo o roteiro prescrito no EPMEFG, o passo subseqliente € obter o

campo de tensdes suavizadas para as nuvens cujo nos centrais estdo no contorno.
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Nesse caso, as tensdes nessas nuvens serdo iguais aguelas presentes na nuvem 2,

ou seja:

6;1 (x) =-0,3973-1,2031x + 3,5847x% —1,9840x"
6;,3 (x)=-0,3973-1,2031x + 3,5847x* —1,9840x"

Para gerar uma distribuicdo de tensdes para todo o dominio emprega-se a

equacéao (4.4). Portanto,

0, =

*

N, (x)65,(x) + N, (x)6,,(x) = —0,3973 ~1,203 1x + 3,5847x* —1,9840x"
6, = N, (x)6,,(x) + N,(x)6) ,(x) =-0,3973 1,203 1x +3,5847x* —1,9840x’

As Figuras 4.3 e 4.4 apresentam uma comparacao entre os trés campos de

tensdes distintos: aproximado 6 (MEFG), suavizado ¢ (EPMEFG) e exato ©.

LEGENDA:

—> 6

— > 06

— > ¢

ELEMENTO 1

b

O

Figura 4.3 — Comparacdo entre os diferentes campos de tensGes do elemento 1

(Exemplo 3)
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ELEMENTO 2 LEGENDA:

—> 6
— > 6

— > ¢

b

Figura 4.4 — Comparacado entre os diferentes campos de tensdes do elemento 2
(Exemplo 3)

E importante observar que no segundo elemento a tensdo calculada com o

EPMEFG praticamente coincide com a tensdo exata.
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5. EXEMPLOS NUMERICOS

Uma vez detalhados os estimadores de erro estudados neste trabalho, o
préximo passo naturalmente é mostrar os resultados obtidos com cada um deles em
diferentes situagdes. Para alcancar esses resultados foi desenvolvido um programa
computacional. Este capitulo inicialmente enumera algumas caracteristicas desse
programa para em seguida apresentar uma série de exemplos resolvidos com o
mesmo. Esses exemplos estdo divididos em dois grupos. Primeiramente, 0
estimador Z e o SPR Modificado sdo empregados em problemas resolvidos com o
MEF. Em seguida, o EPMEFG ¢é aplicado em problemas resolvidos com o MEFG. A

eficiéncia de todos os estimadores é avaliada através do indice de efetividade.

5.1 Descricdo resumida do programa computacional desenvolvido

A implementagdo computacional das estratégias de erro desenvolvida como
parte fundamental deste trabalho foi elaborada em linguagem Fortran. Procurou-se
seguir os preceitos da programacado orientada a objetos, embora a versao utilizada
do Fortran, que no caso foi a versao Fortran 95, ndo disponibilize de recursos
especificos para esse tipo de programacgdo. Sendo assim, foi necessaria uma série
de adaptacdes para contornar essa situacao.

O programa resultante na verdade € dividido em dois subprogramas. O
primeiro, denominado PEAZERM2D, trata dos estimadores de erro desenvolvidos
para o MEF e o segundo, denominado SMEFG_2D, esta relacionado ao estimador
de erro do MEFG.

O PEAZERM2D tem a capacidade de trabalhar com trés tipos distintos de
elementos. O primeiro deles € a barra de trelica com dois nés e um grau de
liberdade por né. O segundo sédo os elementos triangulares lineares que possuem
trés noés e dois graus de liberdade por n6. O terceiro séo os elementos quadrilaterais
bilineares que possuem quatro nos e dois graus de liberdade por no.

O algoritmo implementado no PEAZERM2D basicamente é o seguinte:
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1. Leitura do arquivo de entrada que contém os dados da estrutura, tipo de
elemento e de estimador de erro (Estimador Z ou SPR Modificado);

2. Andlise da estrutura através do MEF convencional;

3. Andlise de erro a posteriori com o auxilio do estimador escolhido;
3.1 Determinacé&o dos valores nodais suavizados;

3.2 Determinacéo do campo de tensfes suavizadas para todo o dominio;
3.3 Determinacéo do campo de tensdes exato;
3.4 Célculo do estimador do erro pelas normas energia e Ly;

3.5 Célculo dos indices de efetividade;
4. Armazenamento dos resultados obtidos em um arquivo texto.
O SMEFG_2D, por sua vez, trabalha atualmente na analise do erro apenas
com elementos quadrilaterais bilineares isoparamétricos que possuem quatro nos e
dois graus de liberdade por né. Um diferencial do SMEFG_2D é que ele permite que
os diferentes campos de tensdes calculados sejam plotados com o auxilio do
AcadView (PACCOLA; CODA, 2005), software livre para pos-processamento em
elementos finitos 2D e 3D.
O algoritmo implementado no SMEFG_2D basicamente € o seguinte:
1. Leitura do arquivo de entrada que contém os dados da estrutura e as
funcdes enriquecedoras;
2. Analise da estrutura atraves do MEFG;
3. Definicdo da solucéo de referéncia (viga engastada ou biapoiada) usada
para calcular os indices de efetividade;
4. Montagem de todas as nuvens;
5. Andlise de erro a posteriori com o auxilio do estimador EPMEFG,;
5.1 Determinagdo dos campos de tensdes suavizados para todas as
nuvens;

5.2 Determinacédo do campo de tensfes suavizadas para todo o dominio;
5.3 Célculo do erro estimado através das normas energia e L;
5.4 Calculo do erro exato através das normas energia e Ly;

5.5 Calculo dos indices de efetividade;
6. Armazenamento dos resultados obtidos em dois arquivos texto, sendo que

um deles é usado para alimentar a visualizagdo com o AcadView dos

diferentes campos de tensdes.
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5.2 Estimadores Z e SPR Modificado

Para verificar a precisédo da ferramenta numérica PEAZERM2D foi analisado o
problema da viga engastada com carregamento em sua extremidade livre, ilustrado
na Figura 5.1. Esse problema dispde dos mesmos dados de um exemplo similar
proposto em Zienkiewicz e Zhu (1987) e foi aqui resolvido por diferentes malhas.

A primeira malha de elementos quadrilaterais bilineares testada, com seus
respectivos indices de efetividade locais calculados com o Estimador Z, esta
ilustrada na Figura 5.2. Os indices mostrados nessa figura foram calculados pela
norma energia empregando-se a solucdo analitica baseada na elasticidade linear
disponibilizada em Barber (2002). Observa-se que o0s indices obtidos sao
praticamente coincidentes com o0s que aparecem no exemplo resolvido em
Zienkiewicz e Zhu (1987), sendo as diferencas provavelmente causadas pela forma

na qual as condi¢Bes de contorno foram impostas neste trabalho.

1 l y Tensdo Plana
X E=10°  v=030

10
Figura 5.1 — Dados do problema resolvido com o PEAZERM2D

Para verificar se o Estimador Z e o SPR Modificado s&o assintoticamente
exatos foi aplicado um refinamento uniforme progressivo partindo da malha ilustrada
na Figura 5.2. Foram geradas tanto malhas de elementos quadrilaterais bilineares
como de elementos finitos triangulares lineares. O refinamento adotado é mostrado
na Figura 5.3, indicando-se as divisbes sucessivas quadrilaterais ou triangulares

impostas a um elemento tipico como o sombreado na Figura 5.2,

0,68 0,80 0,80 0,80 0,81 0,79 0,78 0,90 0,57

TR

Figura 5.2 — indices de efetividade locais do problema da Figura 5.1 calculados com
a norma energia
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MALHA 1 MALHA 3 MALHA 5 MALHA 7 MALHA 9

\></ XX
SN AN

MALHA 2 MALHA 4 MALHA 6 MALHA 8 MALHA 10

Figura 5.3 — Refinamento progressivo aplicado para verificar se os estimadores
estudados séo assintoticamente exatos

As Tabelas 5.1 e 5.2 apresentam os indices de efetividade globais calculados
para todas as malhas. E importante mencionar que esses valores foram calculados
desprezando os indices de efetividade locais que estavam fora de determinados
intervalos de tolerancia. Essa atitude foi tomada para desconsiderar perturbacdes de
contorno, uma vez que a solucdo numérica perde representatividade por conta da
diferenca com a condi¢cédo de contorno da solucao exata nos elementos proximos ao
engaste e a extremidade livre. Em suma, os indices de efetividade locais s6
participavam do calculo do indice de efetividade global se estivessem dentro dos

seguintes intervalos:

e 0,80<6<1,20(Norma energia);
e 0,70<68<1,30(Norma Ly).

Além disso, ficou estabelecido ainda que a quantidade maxima de elementos
desprezados (com indice de efetividade fora dos intervalos supracitados) era 25%
do numero total de elementos. Essa medida é responsavel pela auséncia das

malhas 1 e 2 nas tabelas a seguir.
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Tabela 5.1 — indices de efetividade globais das malhas de elementos quadrilaterais

indices de efetividade globais

N° de
graus de Norma energia Norma L,
liberdade . o . o
Estimador Z | SPR Modificado | Estimador Z | SPR Modificado

MALHA 3 120 0,9279 0,9199 0,8945 0,9047
MALHA 5 400 0,9757 0,9780 0,9574 0,9743
MALHA 7| 1440 0,9864 0,9948 0,9738 0,9856
MALHA 9| 5440 0,9914 0,9947 0,9850 0,9888

Tabela 5.2 — indices de efetividade globais das malhas de elementos triangulares

indices de efetividade globais

N° de
graus de Norma energia Norma L,
liberdade . o : -
Estimador Z | SPR Modificado | Estimador Z | SPR Modificado

MALHA 4 200 0,8686 0,9959 0,8693 0,9755
MALHA 6 720 0,9703 1,0224 0,9567 1,0173
MALHA 8| 2720 0,9880 1,0012 0,9801 1,0122
MALHA 10| 10560 0,9935 0,9948 0,9873 1,0022

As Figuras 5.4 e 5.5 indicam em graficos o que acontece com os indices de

efetividade globais a proporcdo em que se aumenta o numero de graus de liberdade.

Portanto, a partir dos resultados obtidos pode-se afirmar que tanto o

Estimador Z quanto o SPR Modificado sdo assintoticamente exatos, ou seja, 0s dois

estimadores convergem para 0 erro exato a medida que a densidade da malha é

aumentada. Isso fica claro nos graficos das Figuras 5.4 e 5.5, pois com o

refinamento da malha todas as curvas tendem ao indice de efetividade unitario.

Além disso, nota-se uma diferenca significativa entre os resultados alcancados com

cada estimador nas malhas mais grosseiras de elementos triangulares, sendo que

os resultados do estimador SPR Modificado apresentam indice muito bom desde a

primeira malha decorrente, provavelmente, de sua forma de ajuste proporcionada

pelo SVD.

73



Exemplos Numeéricos

1,0400
1,0200 —
1,0000
'§ 09800 -
=2
[=T:]
5
£ 08600
=
E == Elementos Quadrilaterais - Estimador Z
¢ 09400 , ) " —
2 == Elementos Quadrilaterais - SPR Modificado
vy
B ﬁ ==r=Elementos Triangulares - Estimador Z
T 02200 e
= Elementos Triangulares - SPR Modificado
0,9000
0,8800
A
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a 2000 4000 6000 2000 10000 12000

Graus de liberdade

Figura 5.4 — indices de efetividade globais calculados com a norma energia

1,0400
1,0200
1,0000
—
48 f"..
§ 09800 +
-]
]
5
£ 096500
=
E == Elementos Quadrilaterais - Estimador Z
: 0,9400
- == Elementos Quadrilateraiz - PR Modificado
w
;g 0,5200 =le=Elementos Triangulares - Estimador Z
= 4, Elementos Triangulares - 5PR Modificado
0,9000 ﬂ
0,8800 1
0,8600 T T T T T 1
a 2000 4000 6000 B0O00 10000 12000

Graus de liberdade

Figura 5.5 — indices de efetividade globais calculados com a norma L;
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5.3 EPMEFG

Para averiguar a precisdo do SMEFG_2D foram analisados dois diferentes
problemas. O primeiro deles consiste em viga engastada com carregamento em sua
extremidade livre (Figura 5.6). O segundo consiste em viga biapoiada com
carregamento distribuido ao longo de seu comprimento (Figura 5.7). Ambos os
problemas foram discretizados por uma mesma malha regular bastante grosseira de
elementos quadrilaterais bilineares. Essa malha é ilustrada tanto na Figura 5.6

quanto na Figura 5.7.

21 122 | 23|24 | 25|26 |27 |28 |29 |30 |31 (32|33 |34 |35|36 37|38 | 39|40

01 102(03|04 05|06 |07 |08 |09 (10|11 |12]|13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 | 20

20
Figura 5.6 — Viga engastada — tensdo plana — E = 10*, v = 0,25

N m N

Vv V V V V VV V YV V VYV VV V VvV V¥ v V V VvV V¥ v VvV V¥ v v v V V V VV V V VY /‘/

21 |22 |23 | 24| 25|26 |27 |28 |29 |30431 (32|33 |34 |35|36|37|38]|39]40

[S—

{>

0102 03|04 |05 06|07 08|09 |10 |11 (12|13 |14 |15 |16 |17 |18 |19 | 20 lL

20
Figura 5.7 — Viga biapoiada — tens&o plana — E = 10", v = 0,25

Inicialmente procurou-se avaliar o efeito do enriquecimento nos valores dos
indices de efetividade. Mais uma vez a solucdo analitica baseada na elasticidade
linear usada para calcular os indices foi obtida em Barber (2002). As Tabelas 5.3 e
5.4 apresentam uma comparac¢ao dos indices calculados empregando-se os valores
recuperados com o procedimento descrito nas situagdes sem enriqguecimento (MEF)
e com enriquecimento (MEFG). A determinacdo dos indices de efetividade globais
em ambas as tabelas é realizada usando o mesmo critério discutido na pagina 72

deste trabalho.
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Tabela 5.3 — Comparacéao entre os indices de efetividade calculados empregando-se
os valores recuperados com o EPMEFG nas situacbes sem

enriqguecimento (MEF) e com enriquecimento (MEFG) para viga

engastada
indices de efetividade locais indices de efetividade locais
Norma energia Norma L2 Norma energia Norma L2
Elem., MEF MEFG MEF MEFG [Elem.| MEF MEFG MEF MEFG
1 | 0,7000 | 0,9262 | 0,6897 | 0,8856 | 21 | 0,7000 | 0,9262 | 0,6897 | 0,8856
2 |0,8073 | 1,0022 | 0,7162 | 1,0020 | 22 | 0,8073 | 1,0022 | 0,7162 | 1,0020
3 | 0,8273 | 1,0003 | 0,7221 | 1,0000 | 23 | 0,8273 | 1,0003 | 0,7221 | 1,0000
4 |0,8334 | 0,9999 | 0,7243 | 0,9998 | 24 | 0,8334 | 0,9999 | 0,7243 | 0,9998
5 |0,8360 | 1,0000 | 0,7253 | 1,0000 | 25 | 0,8360 | 1,0000 | 0,7253 | 1,0000
6 | 0,8374 | 1,0000 | 0,7258 | 1,0000 | 26 | 0,8374 | 1,0000 | 0,7258 | 1,0000
7 10,8382 | 1,0000 | 0,7261 | 1,0000 | 27 | 0,8382 | 1,0000 | 0,7261 | 1,0000
8 | 0,8387 | 1,0000 | 0,7263 | 1,0000 | 28 | 0,8387 | 1,0000 | 0,7263 | 1,0000
9 | 0,8390 | 1,0000 | 0,7264 | 1,0000 | 29 | 0,8390 | 1,0000 | 0,7264 | 1,0000
10 | 0,8392 | 1,0000 | 0,7265 | 1,0000 | 30 | 0,8392 | 1,0000 | 0,7265 | 1,0000
11 | 0,8394 | 1,0000 | 0,7266 | 1,0000 | 31 | 0,8394 | 1,0000 | 0,7266 | 1,0000
12 | 0,8395 | 1,0000 | 0,7266 | 1,0000 | 32 | 0,8395 | 1,0000 | 0,7266 | 1,0000
13 | 0,8396 | 1,0000 | 0,7266 | 0,9999 | 33 | 0,8396 | 1,0000 | 0,7266 | 0,9999
14 | 0,8397 | 1,0001 | 0,7267 | 1,0003 | 34 | 0,8397 | 1,0001 | 0,7267 | 1,0003
15 | 0,8398 | 0,9998 | 0,7267 | 0,9989 | 35 | 0,8398 | 0,9998 | 0,7267 | 0,9989
16 | 0,8397 | 0,9999 | 0,7266 | 1,0019 | 36 | 0,8397 | 0,9999 | 0,7266 | 1,0019
17 | 0,8401 | 0,9918 | 0,7270 | 0,9744 | 37 | 0,8401 | 0,9918 | 0,7270 | 0,9744
18 | 0,8388 | 0,9416 | 0,7259 | 0,9258 | 38 | 0,8388 | 0,9416 | 0,7259 | 0,9258
19 | 0,8452 | 1,1323 | 0,7328 | 1,1173 | 39 | 0,8452 | 1,1323 | 0,7328 | 1,1173
20 | 0,8115 | 0,4966 | 0,6945 | 0,5052 | 40 | 0,8115 | 0,4966 | 0,6945 | 0,5052
_ MEF 0,8361
Norma energia
indice de efetividade global MEFG 1.0627
MEF 0,7274
Norma L,
MEFG 1,0766
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Tabela 5.4 - Comparacao entre os indices de efetividade calculados empregando-se

os valores

recuperados com o EPMEFG nas situacfes sem

enriquecimento (MEF) e com enriquecimento (MEFG) para viga

biapoiada
indices de efetividade locais indices de efetividade locais
Norma energia Norma L, Norma energia Norma L,
Elem., MEF | MEFG MEF MEFG [Elem.| MEF MEFG MEF | MEFG
1 |0,6891 | 0,9624 | 0,6646 | 0,9475 | 21 | 0,6891 | 0,9624 | 0,6646 | 0,9475
2 | 0,8142 | 0,9667 | 0,7143 | 0,9366 | 22 | 0,8142 | 0,9667 | 0,7143 | 0,9366
3 | 0,8303 | 0,9773 | 0,7224 | 0,9414 | 23 | 0,8303 | 0,9773 | 0,7224 | 0,9414
4 | 0,8360 | 0,9755 | 0,7244 | 0,9397 | 24 | 0,8360 | 0,9755 | 0,7244 | 0,9397
5 10,8380 | 0,9761 | 0,7253 | 0,9406 | 25 | 0,8380 | 0,9761 | 0,7253 | 0,9406
6 | 0,8391 | 0,9763 | 0,7258 | 0,9410 | 26 | 0,8391 | 0,9763 | 0,7258 | 0,9410
7 10,8396 | 0,9771 | 0,7261 | 0,9423 | 27 | 0,8396 | 0,9771 | 0,7261 | 0,9423
8 | 0,8399 | 0,9788 | 0,7262 | 0,9450 | 28 | 0,8399 | 0,9788 | 0,7262 | 0,9450
9 | 0,8401 | 0,9842 | 0,7263 | 0,9532 | 29 | 0,8401 | 0,9842 | 0,7263 | 0,9532
10 | 0,8401 | 1,0099 | 0,7263 | 0,9870 | 30 | 0,8401 | 1,0099 | 0,7263 | 0,9870
11 | 0,8401 | 1,0099 | 0,7263 | 0,9870 | 31 | 0,8401 | 1,0099 | 0,7263 | 0,9870
12 | 0,8401 | 0,9842 | 0,7263 | 0,9532 | 32 | 0,8401 | 0,9842 | 0,7263 | 0,9532
13 | 0,8399 | 0,9788 | 0,7262 | 0,9450 | 33 | 0,8399 | 0,9788 | 0,7262 | 0,9450
14 | 0,839 | 0,9771 | 0,7261 | 0,9423 | 34 | 0,8396 | 0,9771 | 0,7261 | 0,9423
15 | 0,8391 | 0,9763 | 0,7258 | 0,9410 | 35 | 0,8391 | 0,9763 | 0,7258 | 0,9410
16 | 0,8380 | 0,9761 | 0,7253 | 0,9406 | 36 | 0,8380 | 0,9761 | 0,7253 | 0,9406
17 | 0,8360 | 0,9755 | 0,7244 | 0,9397 | 37 | 0,8360 | 0,9755 | 0,7244 | 0,9397
18 | 0,8303 | 0,9773 | 0,7224 | 0,9414 | 38 | 0,8303 | 0,9773 | 0,7224 | 0,9414
19 | 0,8142 | 0,9667 | 0,7143 | 0,9366 | 39 | 0,8142 | 0,9667 | 0,7143 | 0,9366
20 | 0,6891 | 0,9624 | 0,6646 | 0,9475 | 40 | 0,6891 | 0,9624 | 0,6646 | 0,9475
_ MEF 0,8386
Norma energia
indice de efetividade global MEFG 09676
MEF 0,7256
Norma L,
MEFG 0,9448
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Como esperado o enriquecimento faz com que os indices se aproximem bem
mais da unidade, que seria a situacdo ideal. Cabe ressaltar que os resultados
indicados para o MEFG foram obtidos no problema da viga engastada a partir do

enriqguecimento de todos os nés nas duas dire¢cdes com as seguintes fungdes:

1’ :x—xa; La2:y_—hya (5.1)

No problema da viga biapoiada os enriqguecimentos nodais foram:

Lalzx_hxa; Laz:y_hya; La?’:(x_han(y_hyaj

(5.2)

Nas funcgbes enriquecedoras das equacbes (5.1) e (5.2) (xa,ya) sdo as

coordenadas do né enriquecido e 2 é uma dimensdo caracteristica da nuvem da
gual esse no é centro.

Observa-se que os enriquecimentos adotados em (5.1) e (5.2), junto com a
unidade, constituem por si s6 polindmios lineares e quadraticos, respectivamente.

Uma vez comprovado que a técnica de recuperacdo proposta para o MEFG
permite obter bons indices de efetividade, o proximo passo consiste em analisar a
distribuicdo das tensdes recuperadas. As Figuras 5.8, 5.9 e 5.10 estao relacionadas
ao problema da viga engastada. Por sua vez, as Figuras 5.11, 5.12 e 5.13 estéo
relacionadas ao problema da viga biapoiada. Nessas figuras séo ilustrados os
diferentes campos de tensdes, separados em suas componentes, determinados com

0 MEFG, recuperadas com o EPMEFG e obtidos com a resposta exata.
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Legenda:

120.00000
9333333
BB BEEEY
40.00000
135333333
-13.33333
=40.000a0
—-E6 BEEET
-93.33333
—-120.00000

(a) Solucgéo obtida com o MEFG

(b) Solugéo obtida com o EPMEFG (tensdes recuperadas)

(c) Solugéo exata

Figura 5.8 — Componente o do campo de tensdes calculada com o MEFG (a), com o EPMEFG (b) e pela resposta exata (c) para
a viga engastada
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Legenda:

30.00000
2333333

16 BEEET
10.00000
333333
—-3.33333
=10.00000
- 16 66667
-23.33333
=30.0000a0

(a) Solucgéo obtida com o MEFG

(b) Solugéo obtida com o EPMEFG (tensdes recuperadas)

(c) Solugéo exata

Figura 5.9 — Componente &, do campo de tens6es calculada com o MEFG (a), com o EPMEFG (b) e pela resposta exata (c) para
a viga engastada
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Legenda

1.50000
1.33333
1. 16667

1.00000

I 083333

0 GEEE S

0.50000

I 0.33333
-

016667
0.0a000

(a) Solucéo obtida com o MEFG

(b) Solugéo obtida com o EPMEFG (tensdes recuperadas)

(c) Solugéo exata

Figura 5.10 — Componente 7,, do campo de tens6es calculada com o MEFG (a), com o EPMEFG (b) e pela resposta exata (c)
para a viga engastada
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Legenda:

30020000
23345539
16677775
100 06667
33.35556
—-33.39556
-100.06667
16677775
-233 45884
=300.20000

(a) Solucgéo obtida com o MEFG

(b) Solugéo obtida com o EPMEFG (tensdes recuperadas)

(c) Solugéo exata

Figura 5.11 — Componente o _do campo de tensdes calculada com o MEFG (a), com o EPMEFG (b) e pela resposta exata (c)
para a viga biapoiada



Exemplos Numeéricos

Legenda:

0.00000

-0.11111
-0.z22222
-0.33333
-0.44444
-0.55556
-0 BBEEY
077775
-0.558549
-1.00000

ANANAN AN N, FAW W
NENEYR“"R 'R H

(a) Solucéo obtida com o MEFG

T AR A A AN e AN NN SN SN
BV L. A A & A & 6 & e s b 4 A A B S Y

(b) Solugéo obtida com o EPMEFG (tensdes recuperadas)

(c) Solugéo exata

Figura 5.12 — Componente &, do campo de tensdes calculada com o MEFG (a), com o EPMEFG (b) e pela resposta exata (c)
para a viga biapoiada
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Legenda

15.00000
11 BBEET
8.33333
S.00000

1 BEEES
-1 BEEEY
=5.00000
-§.33333
-11 BEEEY
-15.00000

(&) Solucgéo obtida com o MEFG

(b) Solugéo obtida com o EPMEFG (tensdes recuperadas)

(c) Solugéo exata

Figura 5.13 — Componente 7,, do campo de tens6es calculada com o MEFG (a), com o EPMEFG (b) e pela resposta exata (c)
para a viga biapoiada

84



Exemplos Numéticos

Na Figura 5.8 claramente percebe-se que a resposta do MEFG ja apresenta
um nivel de precisdo consideravel, portanto, o EPMEFG praticamente ndo altera a

resposta em relagdo a componente o _ .

Na Figura 5.9 existem concentracfes de tensdes consideraveis nos cantos
superior e inferior direito devido a imposicdo das condi¢cdes de vinculo nesses
pontos (engaste), incompativeis com a solu¢do analitica na qual essas condi¢bes
inexistem. Consequientemente, os elementos proximos ao engaste apresentarao
indices de efetividade bem diferentes dos demais. Apesar desse inconveniente
ainda nota-se que o EPMEFG é capaz de suavizar as concentracdes de tensoes.

Na Figura 5.10 fica mais visivel o papel do EPMEFG. Nesse caso a resposta
obtida com o MEFG n&o € tdo precisa, porém baseado nessa resposta 0 novo
estimador consegue determinar um campo de tensdes bem proximo do campo
calculado analiticamente excetuando-se a regidao do engaste pelas mesmas razoes
ja comentadas e associadas as restricbes de contorno. Levando-se em conta o
Principio de Saint-Venant os resultados para regides do dominio ndo afetadas pelas
restricbes apresentam-se de 6tima qualidade.

Na Figura 5.11 a situacdo é bem semelhante ao que acontece na Figura 5.8,
porém chama-se a atencdo que conforme esperado foi necessario utilizar um
conjunto mais amplo de funcbes enriquecedoras, visto que a solucdo analitica
envolve um polindmio mais complexo do que o caso da viga engastada.

Na Figura 5.12 mais uma vez é possivel perceber uma significativa melhora

na distribuicdo de o, recuperado com o emprego do EPMEFG, particularmente

porque a solucdo aproximada envolvida no MEFG ndo € capaz de reproduzir a

variagdo cubica de o, na dimensao da altura da viga, prescrita pela solucdo exata.

Esse problema poderia ser amenizado com recurso a um maior grau de
enriquecimento no MEFG.

Na Figura 5.13 com certeza é onde o EPMEFG mostra seu melhor
desempenho. Nessa figura, a solucdo originada com o MEFG indica diferencas
significativas quando comparada a solucdo analitica. Por outro lado, a solucéo
oriunda do EPMEFG praticamente coincide com a solugéo analitica.
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6. CONSIDERACOES FINAIS E CONCLUSOES

Este trabalho buscou oferecer uma contribuicdo ao estudo dos estimadores
de erro a posteriori, baseados em recuperacdo do gradiente da solugéo, aplicados
ao Método dos Elementos Finitos Generalizados. Para isso, foram apresentados
inicialmente conceitos e definicbes matematicas importantes relacionadas as
estimativas de erro a posteriori, como também um breve levantamento sobre o atual
estado da arte relacionado ao tema no ambito do Método dos Elementos Finitos. A
partir daquela revisdo, procurou-se detalhar o emprego dos estimadores
denominados Z e SPR, propostos por Zienkiewicz e Zhu, para gerar estimativas do
erro. Posteriormente, destacou-se a incorporacdo proposta neste trabalho do
procedimento SVD ao SPR para fornecer campos de tensdes recuperadas, ainda no
ambito do MEF; essa incorporacao passou a ser denominada SPR Modificado.

A proxima etapa do trabalho tratou de um estimador de erro para o MEFG.
Devido a sua simplicidade conceitual, juntamente com a caracteristica de explorar o
conceito de aproximacado por nuvens, concluiu-se que o SPR Modificado poderia vir
a ser adaptado para o MEFG. Essa conclusdo também foi influenciada pelos
excelentes resultados alcancados com o SPR Modificado em diferentes ensaios
para solu¢cdes obtidas com o MEF. Outro ponto positivo do SPR Modificado que
contribuiu para sua extensdo ao MEFG foi relativo a sua implementacao
computacional, visto que no contexto do MEF a mesma mostrou-se nao muito
complexa.

O SPR Modificado adaptado para o MEFG passou a ser intitulado EPMEFG.
No EPMEFG, basicamente, a funcdo polinomial local que permite recuperar 0s
valores nodais suavizados de tensdo tem por suporte a nuvem definida pelos
elementos que dividem o n6 em comum, e resulta da aplicacdo de um critério de
aproximacao por minimos quadrados em relacdo aos pontos de superconvergéncia.
O numero desses pontos € definido considerando-se a restricdo do campo de
deslocamentos enriquecidos a cada elemento que compde a nuvem. Finalmente,
emprega-se a particdo da unidade para a definicdo de valores recuperados de
tensdo em pontos do dominio cobertos por mais de uma nuvem, bem como para a

obtencéo de um estimador global a partir dos estimadores locais.
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Uma vez apresentados todos os estimadores estudados a etapa seguinte foi
avaliar por meio de exemplos numéricos a eficiéncia dos estimadores Z, SPR
Modificado e EPMEFG, o que exigiu o desenvolvimento de uma ferramenta
computacional implementada em linguagem Fortran. A eficiéncia de cada um dos
estimadores foi avaliada mediante a determinacéo dos indices de efetividade.

Com respeito aos exemplos relacionados ao MEF, do confronto dos indices
de efetividade calculados para cada um dos estimadores, evidenciou-se que o SPR
Modificado € mais eficiente do que o Estimador Z, principalmente nas malhas mais
grosseiras de elementos triangulares. O melhor desempenho do SPR Maodificado
decorre, em principio, do fato que o0 mesmo explora 0s pontos de
superconvergéncia.

Ainda no contexto do MEF, demonstrou-se que ambos 0s estimadores
discutidos séo assintoticamente exatos, visto que na propor¢cdo em gque a densidade
da malha foi aumentada os indices de efetividade se aproximaram da unidade. Essa
caracteristica € essencial para que tais estimadores possam vir a ser empregados
para guiar procedimentos adaptativos.

Por sua vez, o procedimento de recuperacao dos gradientes da solucao para
0 MEFG, introduzido neste trabalho e baseado nas idéias contidas no SPR
Modificado, mostrou-se eficiente considerando-se os exemplos testados. Em virtude
disso, torna-se razoavel empregar a solucéo recuperada por esse procedimento em
substituicdo a solucdo exata para fins de avaliar o erro de discretizacdo. Em
consequéncia, entende-se que o EPMEFG também possa vir a ser uma ferramenta
uatil para guiar procedimentos adaptativos no contexto do MEFG.

E importante destacar que o0 EPMEFG até o presente momento s foi testado
com elementos quadrilaterais bilineares em malhas regulares. Assim sendo, para
efetivamente viabilizar o emprego de um estimador de erro baseado no EPMEFG

sdo necessarios estudos complementares. Entre esses estudos destacam-se:

O emprego de malhas distorcidas;

A aplicacdo do procedimento para elementos de ordem superior e

combinacdes de elementos;

A utilizacdo de enriquecimentos distintos para cada direcao;

A possibilidade de empregar o EPMEFG para problemas que envolvam

singularidades.
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