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Dedico carinhosamente este trabalho à minha amada esposa Leila e aos meus pais Carlos e

Neuza





Agradecimentos

Dedico meus sinceros agradecimentos:

A Deus pela vida, pelo seu incrı́vel amor e por ter estado ao meu lado durante todos os

momentos.
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incentivando e me cobrando nos estudos.

Ao meu Orientador Humberto Breves Coda pela atenção extraordinária, por sua disposição
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Doutorado sanduı́che e por compartilhar seu conhecimento e experiência.

Aos colegas do Departamento de Engenharia da Universidade de Cambridge Thomas Rüberg
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para a chuva e caminho para o relâmpago dos trovões; então viu Ele a sabedoria e a

manifestou; estabeleceu-a, e também a esquadrinhou.”
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Resumo

SANCHES, R. A. K. Sobre o acoplamento fluido-casca utilizando o Método dos Elementos

Finitos. 2011. 228 p. Tese de Doutorado - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade

de São Paulo, São Carlos, 2011.

Este trabalho consiste no desenvolvimento de ferramentas computacionais para análise não li-

near geométrica de interação fluido-casca utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF).

O algoritmo para dinâmica dos fluidos é explı́cito e a integração temporal é baseada em li-

nhas caracterı́sticas. O código computacional é capaz de simular as equações de Navier-Stokes

para escoamentos compressı́veis tanto na descrição Euleriana como na descrição Lagrangeana-

Euleriana arbitrária (ALE), na qual é possı́vel prescrever movimentos para a malha do fluido.

A estrutura é modelada em descrição Lagrangeana total através de uma formulação de MEF

para análise dinâmica não linear geométrica de cascas baseada no teorema da mı́nima energia

potencial total escrito em função das posições nodais e vetores generalizados e não em desloca-

mentos e rotações. Essa caracterı́stica evita o uso de aproximações de grandes rotações. Dois

modelos de acoplamentos são desenvolvidos. O primeiro modelo, ideal para problemas onde

a escala de deslocamentos não é muito grande comparada com as dimensões do domı́nio do

fluido, é baseado na descrição ALE e o acoplamento entre as duas diferentes malhas é feito

através do mapeamento das posições locais dos nós do contorno do fluido sobre os elementos

de casca e vice-versa, evitando a necessidade de coincidência entre os nós da casca e do fluido.

A malha do fluido é adaptada dinamicamente usando um procedimento simples baseado nas

posições e velocidades nodais da casca. O segundo modelo de acoplamento, ideal para pro-

blemas com grande escala de deslocamentos tais como estruturas infláveis, considera a casca

imersa na malha do fluido e consiste em um procedimento robusto baseado em curvas de nı́vel

da função distância assinalada do contorno, o qual integra o algoritmo Lagrangeano de casca

com o Fluido em descrição Euleriana, sem necessidade de movimentação da malha do fluido,

onde a representação computacional do fluido se resume a uma malha não estruturada maior ou

igual ao domı́nio inicial do fluido e a interface fluido-casca dentro da malha do fluido é identifi-

cada por meio de curvas de nı́vel da função distância assinalada do contorno. Ambos os modelos

são testados através de exemplos numéricos mostrando robustez e eficiência. Finalmente, como

uma sugestão para o futuro desenvolvimento desta pesquisa, iniciaram-se estudos relativos a

funções B-Splines. O uso desse tipo de funções deverá resolver problemas de estabilidade rela-

tivos a oscilações espúrias devidas ao uso de polinômios de Lagrange para a representação de

descontinuidades.

Palavras-chave Interação fluido-estrutura. Método dos Elementos finitos. Análise não linear

geométrica. Casca. Descrição Lagrangeana-Euleriana arbitrária. Contorno imerso.





Abstract

SANCHES, R. A. K. On fluid-shell coupling using the Finite Element Method 2011. 228

p. Tese de Doutorado - Escola de Engenharia de São Carlos, Universidade de São Paulo, São

Carlos, 2011.

This work consists of the development of computational tools for nonlinear geometric fluid-

shell interaction analysis using the Finite Element Method (FEM). The fluid solver is explicit

and its time integration based on characteristics. The computational code is able to simulate the

Navier-Stokes equations for compressible flows written in the Eulerian description as well as in

the arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) description, enabling movements prescription for the

fluid mesh. The structure is modeled in a total Lagrangian description, using a FEM formu-

lation to deal with geometrical nonlinear dynamics of shells based on the minimum potential

energy theorem written regarding nodal positions and generalized unconstrained vectors, not

displacements and rotations, avoiding the use of large rotation approximations. Two partitioned

coupling models are developed. The first model, ideal for simulations where the displacements

scale is not very large compared to the fluid domain, is based on the ALE description and the

coupling between the two different meshes is done by mapping the fluid boundary nodes local

positions over the shell elements and vice-versa, avoiding the need for matching fluid and shell

nodes. The fluid mesh is adapted using a simple approach based on shell nodal positions and

velocities. The second model, ideal for problems with large scales of displacements such as

inflatable structures, is based on immersed boundary and consists of a robust level-set based ap-

proach that integrates the Lagrangian shell finite and the Eulerian finite element high speed fluid

flow solver, with no need for mesh adaptation, where the fluid representation relies on a fixed

unstructured mesh larger or equal to the initial fluid domain and the fluid-shell interface inside

the fluid mesh is tracked with level sets of a boundary signed distance function. Both models

are tested with numerical examples, showing efficiency and robustness. Finally, as a suggestion

for future development of this research, we started studies relatives to B-Spline functions. The

use of this kind of functions should solve stability problems related to spurious oscillations due

to the use of Lagrange polynomials for representing discontinuities.

Keywords Fluid-structure interaction. Finite element method. Geometric non linear analysis.

Shell. Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) description. Immersed boundary.
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3.3 Cinemática adotada na descrição ALE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

4.1 Mudança de configuração de um corpo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.2 Mudança de área . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.3 Forças de superfı́cie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

5.1 Distribuição Gausiana transportada com dissipação . . . . . . . . . . . . . . . 90

5.2 Curvas caracterı́sticas para equação linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91

5.3 Curva caracterı́stica para convecção não linear . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93
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Lista de sı́mbolos importantes

1
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−→
V (x,y,z)– Vetor velocidade no ponto de coordenadas (x,y,z) do espaço euclidiano;

u, v e w – Componentes do vetor velocidade nas respectivas direções x, y e z;

· – Produto interno;

t – Tempo infinitesimal;

ρ – Massa especı́fica do fluido

dA – Área infinitesimal;

m – Massa;

−→
Fs – Vetor força de superfı́cie;

−→
Fc – Vetor força de campo;

g – Constante de forças de campo;

τ – Tensão tangencial;

p – Pressão;

E – Energia especı́fica;

Q – Fluxo de calor;

W – Trabalho realizado;

k – Coeficiente de condutividade térmica;

T – Temperatura;

−→
t – Vetor de Cauchy;

1Deve-se notar que, devido à amplitude de assuntos abordados, sı́mbolos semelhantes ou até mesmo iguais são

adotados em diferentes capı́tulos com diferentes significados, necessitando o autor estar atento à descrição dada

pelo texto.



−→
n – Vetor normal ao plano de corte;

σσσ – Tensor das tensões de Cauchy e representado;

σxx, σyy e σzz– Tensões normais de Cauchy;

τττ – Tensor desviador;

σσσmmm – Tensor médio;

δi j – Delta de Kronecker;

λ – Coeficiente obtido pela hipótese de Stokes;

µ – Viscosidade dinâmica;

i e j – Índices que indicam soma, variando de 1 a 3, correspondendo aos eixos cartesianos

x = 1, y = 2 e z = 3;

V – Volume;

n – Número de mols;

r – Constante universal dos gases perfeitos em relação ao número de mols;

R – Constante universal dos gases perfeitos em relação à massa;

C(to) – Configuração inicial;

C(t) – Configuração atual;

R – Domı́nio de referência;

ξ – Vetor posição no domı́nio de referência;

a – Vetor posição na configuração inicial;

J – Determinante Jacobiano do mapeamento do domı́nio de referência para a configuração

inicial;

w – Vetor velocidade do domı́nio de referência R;

F(ai, t) – Escalar na configuração inicial;

f (ξi, t) – Escalar na configuração de referência;

wi – Componente i de velocidade do domı́nio de referência.
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−→
X = (X1,X2,X3) – Vetor posição na configuração inicial;



−→x = (x1,x2,x3) – Vetor posição na configuração atual;

−→e1 ,
−→e2 e

−→e3 – Versores dos eixos coordenados no espaço euclidiano;

ẋi e Ẋi Componentes i de velocidade respectivamente nas configurações inicial e final;

ẍi e Ẍi Componentes i de aceleração respectivamente nas configurações inicial e final;

χ – Função mudança de configuração;

−→
U – Campo de deslocamentos;

A – Matriz gradiente da mudança de configuração;

J – Determinante Jacobiano dado por J = detA;

dVo – Volume de elemento infinitesimal na configuração inicial;

dV – Volume de elemento infinitesimal na configuração atual;

dA
�

– Área de elemento plano infinitesimal na configuração inicial;

dA – Área de elemento plano infinitesimal na configuração atual;

C – Tensor alongamento à direita de Cauchy-Green;

I – Tensor identidade;

E – Tensor das deformações de Green;

λ (U) – Alongamento relativo;

εeng – Pseudo-tensor das deformações de engenharia;

−→
T e

−→
t – Força de superfı́cie respectivamente de Piola-Kirchhoff e de Cauchy;

σσσ – Tensor das tensões reais de Cauchy;

P – Tensor das tensões de Piola-Kirchhoff de primeira espécie P;

Ω0 – Domı́nio na configuração inicial;

Ω – Domı́nio na configuração atual;

t – Tempo;

−→n – Vetor normal à superfı́cie na configuração atual;

−→
N – Vetor normal à superfı́cie na configuração inicial;

−→
Q (t) – Quantidade de movimento linear de um corpo;



−→
G – Força de campo no sólido na configuração inicial;

−→
δx – Vetor deslocamento virtual;

ρ0 – Massa especı́fica na configuração inicial;

ρ – Massa especı́fica na configuração atual;

S – Tensor das tensões de Piola-Kirchhoff de segunda espécie;

: – Contração de segunda ordem, ou produto escalar entre tensores de segunda ordem;

tr – Traço de um tensor;

Π – Funcional de energia potencial total;

E – Módulo de elasticidade, ou módulo de Young;

ν – Coeficiente de Poisson.
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φ – Escalar que sofre convecção/difusão;

t – Tempo;

x – coordenadas iniciais;

y – coordenadas atuais;

∂
∂ – Indica derivada parcial;

ui – Componente i do vetor de velocidade;

Ni – Função de forma correspondente ao nó i;

ρ – Massa especı́fica;

E – Energia por unidade de massa;

τi j – Tensão tangencial i j;

p – Pressão;

wi – Componente i da velocidade da malha;

h – Tamanho do elemento finito;

c – Velocidade do Som;

T – Temperatura;



cp – Calor especı́fico à pressão constante;

cv – Calor especı́fico à volume constante;

γ – Taxa de calor especı́fico tal que γ = cp/cv;

N – Vetor das funções aproximadoras;

Ui, ui, ρ, E, p e T – Vetores coluna dos valores nodais respectivamente de quantidade

de movimento especı́fica na direção i, componente i de velocidade, massa especı́fica, energia

especı́fica, pressão e temperatura;

∇∇∇ – Operador divergência;

fµa
– Termo dissipativo numérico;

mua – Viscosidade artificial;

qdi f – Coeficiente e difusão;

Pr – Número de Prandt;

Te – Temperatura de estagnação;

α – Ângulo de ataque;

t∗ – Tempo adimensionalisado segundo t∗ = t
�
2g/L0;
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t – Tempo;

Xi – Componente i do vetor posição na configuração inicial;

xi – Componente i do vetor posição na configuração atual;

Nj – Função de forma correspondente ao nó j

Xji – Parâmetro nodal referente ao nó j da posição na direção i, na configuração inicial;

x ji – Parâmetro nodal referente ao nó j da posição na direção i, na configuração inicial;

f 0i – Componente i do vetor mapeamento da configuração de referência para a inicial;

f 1i – Componente i do vetor mapeamento da configuração de referência para a atual;

ξ1 ,ξ2 e ξ3 – Coordenadas adimensionais da configuração de referência;

g0 – Vetor generalizado na configuração inicial;

g1 – Vetor generalizado na configuração atual;



h0 – Espessura inicial;

h – Espessura atual;

e – Vetor unitário generalizado;

Gi j – Valor nodal referente ao nó j da componente i do vetor generalizado na configuração

atual;

ẋ – Velocidade na configuração atual;

ẍ – Aceleração na configuração atual;

xs – Posição atual no instante s;

ẋs – Velocidade na configuração atual no instante s;

ẍs – Aceleração na configuração atual no instante s;

Q – Quantidade de movimento linear;

ω – Velocidade angular;

dVo – Volume de elemento infinitesimal na configuração inicial;

dA
�

– Área de elemento plano infinitesimal na configuração inicial;

J – Quantidade de movimento angular;

× – Produto vetorial;

a j – Parâmetro nodal referente ao nó j de variação linear da espessura ao longo da espessura

da casca;

γ e β – Constantes do integrador de Newmark;

F – Primeira variação do funcional de energia potencial total;

A0 – Matriz gradiente do mapeamento de configuração inicial;

A1 – Matriz gradiente do mapeamento de configuração atual;

A – Matriz gradiente da mudança de configuração;

F – Vetor das forças externas;

Ue – Energia de deformação;

C – Matriz de amortecimento;

M – Matriz de massa;



∆x – Correção da posição atual;

ρ – Massa especı́fica na configuração atual;

Π – Funcional de energia potencial total;

E – Módulo de elasticidade, ou módulo de Young;

ν – Coeficiente de Poisson.
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Γs – Contorno do fluido definido pela casca;

Ωs – Domı́nio discretizado por elementos de casca;

x – vetor posição;

k – Nós da casca;

P fk – Ponto pertencente ao contorno Γs da malha do fluido;

i – Nós da malha do fluido, situado no contorno Γs;

Nk – Função de forma do elemento de casca referente ao nó k;

Psi —- Ponto pertencente ao contorno Ωs da malha da casca em aproximação plana;

si —- Ponto pertencente ao contorno Ωs da malha da casca em aproximação curva;

−→
ξ – Vetor posição local em coordenadas triangulares ou tetraedricas;

us – Vetor velocidade em um dado ponto da casca;

u f – Vetor velocidade em um dado ponto do fluido;

· – Produto interno;

n – Vetor normal ao contorno do fluido;

p – Pressão;

τ – Tensão tangencial.

q j(k) – Componente j de força atuando no nó k da casca;

wi – Componente i de velocidade ou de deslocamento da malha;

∆ts – Intervalo do passo de tempo para a casca;

∆t f – Intervalo do passo de tempo para o fluido;



is f – Sub-ciclo para o passo atual de tempo do fluido;

ns f – Número de sub-ciclos de passos no tempo para o fluido;

Mach – Número de Mach, relação entre a velocidade do escoamento e a velocidade do som;

MS – Número deMach da onda de choque dado pela velocidade da onda de choque dividida

pela velocidade do som;
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Γs – Contorno da estrutura;

Ω f – Domı́nio fı́sico do fluido;

SD – Função distância assinalada;

NI – Função de forma referente ao nó I;

Ωe f – Domı́nio de 1 elemento finito de fluido;

∇ – Gradiente;

φ – Grandeza escalar;

d – Vetor que vai do ponto m até o ponto i.

us – Vetor velocidade em um dado ponto da casca;

u f – Vetor velocidade em um dado ponto do fluido;

· – Produto interno;

n – Vetor normal ao contorno do fluido;

δ – Largura da faixa de imposição das condições de contorno;

q j(k) – Componente j de força atuando no nó k da casca;

p – Pressão;

τ – Tensão tangencial.

Capı́tulo 9 Proposta para continuidade da pesquisa: uso de uma nova técnica de B-

splines imersas

s(x) – Função spline;

B – Função B-spline;

SD – Função de distância assinalada;



RF – Função de Rvachev;

δ – Largura da faixa de transição;

wi – Função ponderadora da B-spline i;

N – Função de forma i− spline;

� – Domı́nio paramétrico do corpo;

V r – Espaço teste;

SN – i-splines semi-ativas com condições de Neumann;

A – i-splines ativas;

U r – Espaço tentativa de deslocamentos;

SD – i-splines semi-ativas com condições de Dirichlet;

x = x1,x2,x3 – Vetor coordenadas no espaço paramétrico;

X = X1,X2,X3 – Vetor coordenadas no espaço fı́sico;

er
L2
, er

H1 – Erros L2 e H1.
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7.2 Movimentação dinâmica da malha do domı́nio fluido . . . . . . . . . . . . . . 150

7.3 Processo dinâmico de acoplamento . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 151

7.4 Aplicações do acoplamento ALE . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153



7.4.1 Canal com degrau e parede flexı́vel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153

7.4.2 Choque sobre esfera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

7.4.3 Flutter de painel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

7.4.4 Choque sobre placa vertical . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162
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37

1 Introdução

Os problemas de interação fluido-estrutura estão presentes nas mais diversas áreas de enge-

nharia, em obras de engenharia civil, mecânica, aeronáutica, naval, e até mesmo em problemas

de biomecânica. Como exemplos, citam-se o efeito do vento sobre edificações, flutter em ae-

ronaves ou em pontes suspensas e, até mesmo, a dilatação das artérias devido à circulação

sanguı́nea.

Um dos exemplos mais clássicos de falha estrutural devido a problema de interação fluido

estrutura é o caso da ponte de Tacoma Narrows, uma estrutura suspensa construı́da nos Esta-

dos Unidos, em Puget Sound, Washington, que ruiu em novembro de 1940, devido ao efeito

dinâmico provocado pelo escoamento durante a utilização. O problema que provocou a falha

dessa ponte é conhecido como flutter (BILLAH; SCANLAN, 1991).

Um problema muito comum envolvendo fluido e estrutura consiste na ação do vento sobre

estruturas expostas à atmosfera. Para as obras civis mais comuns, costuma-se considerar a

pressão do vento sobre a estrutura como um carregamento estático, porém as vibrações da

estrutura, combinadas às variações do escoamento podem levá-la ao colapso (BATHE; ZHANG,

2004; ANTUNES et al., 2005).

Uma maneira um pouco mais elaborada de se analisar problemas de interação fluido-estru-

tura consiste em considerar primeiro o carregamento dinâmico do escoamento calculado sobre

a estrutura considerada rı́gida e em seguida analisar-se dinamicamente a estrutura com os car-

regamentos obtidos na primeira etapa. Essa forma de análise desacoplada, no entanto, pode

implicar em erros deixando as estruturas super-dimensionadas ou sub-dimensionadas (BATHE;

ZHANG, 2004; TEIXEIRA, 2001).

Com o primeiro voo de um objeto mais denso que o ar alçado por meios próprios, o vôo

de Santos Dumont com o 14-Bis em 1906, inaugurou-se o desenvolvimento acelerado da ae-

ronáutica. Ainda quando ocorriam os primeiros vôos ou as primeiras tentativas de vôos auto-

propelidos no perı́odo de 1903 até 1919, desenvolveram-se os primeiros estudos teóricos dos

fenômenos de interação fluido-estrutura (DE MARQUI JR et al., 2001). Desde então, os estu-
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dos de mecânica dos fluidos, aerodinâmica, dinâmica das estruturas e aeroelasticidade obtive-

ram grandes avanços.

Nos tempos atuais, a tendência de se construir estruturas cada vez mais leves e esbeltas, e

portanto, mais susceptı́veis aos efeitos do meio fluido em que estão imersas, vêm exigindo mais

atenção a esse tema.

Devido à complexidade e o número elevado de operações de cálculo envolvidos na análise

de problemas mecânicos dinâmicos, o emprego de técnicas computacionais para sua resolução

é de fundamental importância, de forma que, atualmente, os trabalhos cientı́ficos nessas áreas

estão concentrados principalmente no desenvolvimento de ferramentas computacionais basea-

das em métodos numéricos.

O presente trabalho apresenta-se como o primeiro desenvolvido sobre esse tema dentro

do SET - Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC - Escola de Engenharia de São

Carlos da USPUniversidade de São Paulo. Com amotivação básica resumida no que foi exposto

nos parágrafos anteriores, desenvove-se este trabalho, que consiste no emprego do Método dos

Elementos Finitos para a modelagem de interação fluido-estrutura (mais especificamente fluido-

casca) com uso de formulação não linear geométrica baseada em posições para a análise de

cascas, introduzindo uma nova linha de pesquisas no SET.

Em sı́ntese durante o presente trabalho, foi desenvolvido e implementado um programa

para análise transiente de dinâmica de fluidos. Na sequência estudou-se o algoritmo baseado

em formulação posicional para análise dinâmica não linear geométrica de cascas. Então foram

propostos dois modelos de acoplamento particionados entre o programa de cascas e o programa

de fluido, um com movimentação da malha do fluido e outro que consiste em uma novo modelo

com malha fixa na qual o acoplamento é feito considerando-se contorno imerso definido em

um bloco de malha com base em superfı́cies de nı́vel (level-sets) de uma função de distância

assinalada, sendo este modelo ideal para problemas de interação fluido-estrutura em grande

escala. Finalmente foi desenvolvido um novo espaço tentativa para o método dos elementos

finitos baseado em B-splines imersas ponderadas e racionalizadas, o qual é sugerido para ser

aplicado na análise de interação fluido-estrutura e que vêm sendo estudado como continuidade

da presente pesquisa.

Como contribuições importantes desta tese, destacam-se o uso da formulação baseada em

posições para dinâmica não linear geométrica de cascas, a técnica desenvolvida para acopla-

mento considerando contorno imerso e a nova técnica de B-splines imersas.
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1.1 Apresentação da tese

Em suma este texto está dividido em 3 partes: introdução, que consiste no capı́tulo 1,

desenvolvimento, que compreende os capı́tulos de 2 a 9, sendo que os capı́tulos 2, 3 e 4 fornecem

ao leitor informações relevantes para os desenvolvimentos descritos nos capı́tulos 5, 6, 7, 8 e 9,

e conclusão, que consiste no capı́tulo 10.

Os assuntos desenvolvidos nos capı́tulos deste texto podem ser resumidos da seguinte

forma:

• Capı́tulo 1 - Introdução: O trabalho é apresentado, sendo primeiramente oferecido ao

leitor uma revisão do Estado da Arte do tema abordado. Em seguida, baseado nas in-

formações do Estado da Arte, são traçados os objetivos, delimitações e a metodologia

adotada e o trabalho é justificado. Finalmente, apresenta-se ao leitor os fundamentos

fı́sicos dos problemas de interação fluido-estrutura.

• Capı́tulo 2 – Aspectos gerais de interação fluido-estrutura: A motivação da tese é a-

presentada através de uma descrição do problema fı́sico e dos principais fenômenos de

interação fluido-estrutura.

• Capı́tulo 3 - Fundamentos de mecânica dos fluidos: São apresentados os fundamentos

da mecânica dos fluidos imprescindı́veis ao entendimento e desenvolvimento da pesquisa

e por fim são deduzidas as equações governantes da mecânica dos fluidos em descrição

Lagrangeana-Euleriana Arbitrária.

• Capı́tulo 4 - Fundamentos de mecânica não linear geométrica dos sólidos: São mostra-

dos os fundamentos da mecânica não linear geométrica dos sólidos, imprescindı́veis ao

entendimento e desenvolvimento da pesquisa.

• Capı́tulo 5 – Análise numérica de dinâmica dos fluidos: Os estudos e desenvolvimentos

em mecânica dos fluidos que resultam no código computacional desenvolvido são discu-

tidos, acompanhados de exemplos de aplicação, que são validados por comparação com

exemplos da literatura.

• Capı́tulo 6 – Análise numérica de dinâmica das estruturas: A formulação posicional não

linear geométrica do código utilizado na pesquisa para a análise estrutural e o elemento

de casca utilizado são apresentados e brevemente discutidos juntamente com exemplos

de aplicações que são validados por comparação com exemplos através da literatura.
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• Capı́tulo 7 – Acoplamento com fluido em descrição Lagrangeana Euleriana arbitrária:

O modelo de acoplamento ALE entre os dois códigos é desenvolvido e a terminologia

empregada é discutida. Por fim, exemplos de aplicação são apresentados com objetivo de

verificação do código computacional.

• Capı́tulo 8 – Acoplamento imerso: É desenvolvida uma técnica de acoplamento nova e

simples considerando fronteira imersa com base em superfı́cies de nı́vel (level-sets) de

uma função de distância assinalada. A nova técnica é aplicada para o caso de estruturas

infláveis.

• Capı́tulo 9 - Proposta para continuidade da pesquisa: uso de uma nova técnica de B-

splines imersas: É desenvolvida e validada uma técnica de método dos elementos finitos

baseada em B-splines, a qual representa uma importante contribuição para o Estado da

Arte do MEF baseado em Splines e é sugerida uma forma de aplicação para problemas

de interação fluido estruturas.

• Capı́tulo 10 – Conclusão: São feitas considerações sobre o desenvolvimento do traba-

lho, apresentando as conclusões extraı́das e sugerindo temas especı́ficos que podem ser

estudados futuramente.

1.2 Estado da arte

Este trabalho explora duas áreas da mecânica: a mecânica dos sólidos e a mecânica dos

fluidos. Ambas estão baseadas nos mesmos princı́pios, uma vez que para a grande maioria dos

problemas fı́sicos de engenharia são válidos o princı́pio da conservação da massa, as três leis

de Newton e o princı́pio da conservação da Energia. Os meios para os quais seus estudos são

dirigidos possuem muitas caracterı́sticas comuns: tanto no meio fluido como no meio sólido

ocorrem tensões e deslocamentos. Também existem particularidades, que separam essas duas

áreas, sendo a principal delas o fato de que o fluido (Newtoniano) não resiste a nenhum valor

de tensões desviadoras, ou seja, se deforma continuamente quando submetido a qualquer valor

de tensão desviadora (MUNSON et al., 2002).

Tanto a mecânica dos fluidos como a mecânica dos sólidos são atividades que vêm sendo

desenvolvidas há muitos séculos, tendo ambas a participação de grandes gênios da antiguidade,

como Aristóteles, Arquimedes e Leonardo da Vinci. A descrição matemática dessas disciplinas

obteve grande avanço após o enunciado dos princı́pios fundamentais da fı́sica e o desenvolvi-

mento do cálculo diferencial e integral por Isaac Newton e Gottfried Leibniz no século XVII,
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contando nos séculos XVIII e XIX com o auxı́lio de cientistas importantes, tal como Leonard

Euler, Simeon Poisson, Claude Navier, George Stokes e Joseph Lagrange (TIMOSHENKO,

1953; FORTUNA, 2000).

O refinamento matemático dado ao tratamento dos problemas mecânicos, devido à sua com-

plexidade, vem sendo melhor aproveitado a partir da invenção e evolução dos computadores

eletrônicos após a II Guerra Mundial, o que possibilitou o emprego de métodos numéricos para

a resolução de equações algébricas. Surge então a mecânica computacional, que no inı́cio do

século XXI vem tendo seu desenvolvimento acelerado e ganhando cada vez mais popularidade

com o aumento do poder de processamento e armazenamento de dados dos computadores, es-

pecialmente dos computadores pessoais (PCs).

1.2.1 A mecânica dos fluidos computacional e o MEF

Na Mecânica dos Fluidos Computacional, os métodos numéricos das Diferenças Finitas

e dos Volumes Finitos são largamente utilizados, como pode ser visto em Anderson (1995) e

Fortuna (2000). O Método dos Elementos Finitos (MEF), embora ainda não o mais utilizado,

também vem encontrando o seu espaço nesse campo.

O MEF começou a ser aplicado na mecânica dos fluidos há menos de 40 anos, sendo apli-

cado pela primeira vez à análise de escoamentos viscosos incompressı́veis na década de 1970

(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c). Teixeira (2001) destaca ainda que a introdução do MEF

à análise de escoamentos compressı́veis deve-se principalmente à extensão do método de Lax-

Wendroff, do contexto do Método das Diferenças Finitas.

Com o tempo, mais algoritmos baseados no MEF foram desenvolvidos, ou algoritmos que

haviam sido inicialmente desenvolvidos para Diferenças Finitas ou para Volumes Finitos foram

estendidos e adaptados aoMEF, que é investigado como uma técnica alternativa de discretização

para problemas gerais de dinâmica dos fluidos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c; ZIENKI-

EWICZ; CODINA, 1994; TEIXEIRA, 2001; CHUNG, 2002)

Muitos autores de trabalhos referentes ao uso do MEF para dinâmica dos fluidos compu-

tacional, a exemplo de Zienkiewicz e Taylor (2000c), Zienkiewicz e Codina (1994), Teixeira

(2001) e Chung (2002), discretizam as equações governantes da mecânica dos fluidos no tempo

através de algum integrador numérico explı́cito ou implı́cito e, em seguida, aplicam o método de

resı́duos ponderados através do processo de Galerkin clássico (Bubnov-Galerkin) ou de alguma

variação deste como o processo de Petrov-Galerkin.

Muitos problemas de dinâmica dos fluidos apresentam convecção dominante, o que gera
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oscilações espúrias nos resultados quando da aplicação do esquema clássico de Galerkin so-

bre uma descrição Euleriana (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c; TEIXEIRA, 2001; CHUNG,

2002; STRANG; FIX, 2008). Para se alcançar resultados consistentes por meio do MEF, e

ainda, obter ganhos esperados para o mesmo em relação ao método dos volumes finitos, que

pode ser entendido como uma particularização do MEF com funções aproximadoras constantes

(DEVLOO; FORTI, 2005), foram sugeridas algumas alterações no processo de Galerkin, que

em suma consistem em adicionar ao problema uma difusividade artificial capaz de suprimir as

variações espúrias (CHUNG, 2002; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c; TEIXEIRA, 2001).

O problema das osclilações espúrias também é observado quando é empregado o Método

das Diferenças Finitas com diferenças centrais e pode ser solucionado tomando-se as derivadas

atrasadas na direção do escoamento, o que é denominado “upwinding” (STRANG; FIX, 2008).

Segundo Teixeira (1996), os primeiros métodos “upwind” para emprego no Método dos

Elementos Finitos consistem em utilizar funções de peso de ordem maior que as funções de

interpolação (processo de Petrov-Galerkin). Atualmente o tratamento para as variações espúrias

mais encontrado na literatura, consiste no emprego de uma viscosidade numérica, cuja constante

viscosa artificial é inserida pelo usuário, na finalidade de causar amortecimento, ou, através do

processo Streamline Upwind Petrov-Galerkin - SUPG, introduzida por Brooks e Hughes (1982),

que consiste no emprego do processo de Petrov-Galerkin, escolhendo funções ponderadoras que

adicionem difisividade na direção das linhas de corrente.

A aplicação do Método de Galerkin Descontı́nuo (ODEN et al., 1998; DEVLOO; FORTI,

2005; CALLE et al., 2005) também reduz as variações espúrias, porém com os inconvenientes

de não ser diretamente aplicável a equações não lineares, necessitando a introdução de fluxos

numéricos e de aumentar o número de graus de liberdade, elevando o custo computacional.

Outra forma interessante é o emprego de coordenadas móveis (FARMER; NORMAN,

1986; ZIENKIEWICZ et al., 1985) com valores interpolados para uma malha de coordenadas

fixas. Esse processo surgiu nos anos 1980 e foi considerado uma alternativa para os problemas

com alto número de Peclet, porém, nos anos posteriores a 1986 pouco foi publicado sobre o

assunto. Alguns autores, tal como Teixeira (1996), o consideram anti-econômico e de difı́cil

aplicação.

Um ponto relevante quando da análise numérica de escoamentos viscosos, são os efeitos da

vorticidade em escoamentos turbulentos. Em princı́pio as equações de Navier-Stokes podem si-

mular tanto os escoamentos laminares como turbulentos, porém, durante a simulação numérica

a malha deve ser refinada o suficiente para captar as escalas de turbulência, o que conduz a tem-

pos de processamento elevadı́ssimos (TEIXEIRA, 2001). Para contornar tal problema, surgiram
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alguns “modelos de turbulência” algébricos, que podem ser baseados na hipótese de Reynolds

(LAUNDER; SPALDING, 1972, 1974; WILCOX, 1993), e também, para números de Reynolds

elevados, modelos como os de captura de estruturas coerentes (FERZIGER, 1993).

Não fazem parte do enfoque deste trabalho os modelos de análise numérica da turbulência,

sendo a viscosidade desprezada na maioria das aplicações estudadas. No entanto as equações de

Navier-Stokes são implementadas na forma completa, sendo possı́vel análise de problemas em

regime turbulento desde que a malha seja adequadamente refinada, e ao mesmo tempo, sendo

facilitada uma futura implementação de modelos de turbulência.

1.2.2 A mecânica das estruturas computacional

A utilização de métodos computacionais na análise estrutural é uma atividade relativamente

antiga e remonta os anos 1960. Tal como ocorreu com a mecânica dos fluidos o Método das

Diferenças Finitas teve grande impulso no inı́cio dos desenvolvimentos computacionais, porém

com o tempo, o MEF se destacou como alternativa viável e mais versátil para a solução de

problemas de análise estrutural (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a).

A formulação fraca em elementos finitos, para a equação do movimento da mecânica dos

sólidos, pode ser facilmente obtida a partir da aplicação do método dos resı́duos ponderados,

ou através de uma forma variacional, minimizando-se o funcional de energia pontencial total

(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a; ASSAN, 2003), que é a forma mais comum na mecânica

dos sólidos computacional e evita complicações que podem surgir em situações especı́ficas com

a aplicação do método de Galerkin, conforme mostrado por Strang e Fix (2008).

O MEF se desenvolveu de forma tão efetiva na mecânica dos sólidos que hoje, apesar de

existirem técnicas alternativas de análise estrutural, este é o método mais difundido nesse con-

texto. Os trabalhos de Belytschko et al. (1977), Argyris et al. (1978), Argyris et al. (1979), Bathe

et al. (1975) e Crisfield (1991) são apenas uma mostra da intensa atividade cientı́fica em torno

do desenvolvimento do MEF para a análise de estruturas em regime de grandes deslocamentos,

destacando-se o desenvolvimento da formulação co-rotacional, uma das mais difundidas até os

dias de hoje para a solução deste tipo de problema. Trabalhos de Simo e colaboradores (SIMO

et al., 1984, 1986; SIMO; LAURSEN, 1992) não podem deixar de ser mencionados pelo grande

impulso ao estudo da dinâmica não linear de estruturas via MEF em descrição Lagrangeana.

Os Elementos Finitos estruturais de maior interesse para o presente trabalho são os ele-

mentos de cascas, uma vez que com os mesmos é possı́vel simular a maioria dos problemas

estruturais bi ou tri-dimensionais a custos bem menores do que empregando-se elementos de
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sólidos.

O desenvolvimento dos elementos de placa e casca iniciou-se na década de 60, destacan-

do-se autores como Clough e Tocher (1965), Adini e Clough (1960), Melosh (1961), Tocher

(1962), entre outros, que geraram inicialmente muitos tipos de elementos não conformes para

análise linear.

À medida que as propriedades de conformidade e compatibilidade entre elementos foram

sendo melhor compreendidas, diversos melhoramentos foram sendo implementados. Com o

emprego das hipóteses discretas de Kirchoff por exemplo, foram conseguidos bons resultados

em elementos de placas delgadas com funções de forma contı́nuas de classe C0, mas restritas

pela imposição da condição de deformações cisalhantes nulas em pontos discretos do elemento.

Um elemento finito de placas desevolvido com base nessa aproximação, e que é um dos

elementos mais empregados para análise de placas, é o elemento finito triangular denominado

DKT (Discrete Kirchoff Triangle) (BATOZ et al., 1980), que associado com o elemento CST

(Constant Strain Triangle), desenvolvido para a análise de chapas, e rotacionado no espaço,

sendo um elemento para análise de cascas muito utilizado.

No que diz respeito ao método dos elementos finitos na análise não linear geométrica de

elementos de casca, os trabalhos de Hughes e Carnoy (1983), Hughes e Liu (1981b) e Hughes

e Liu (1981a) também merecem ser destacados.

Atualmente, elementos finitos isoparamétricos de alta ordem também vêm sendo utilizados

para análise de placas e cascas, com o auxı́lio de métodos de integração numérica (pontos de

gauss ou hammer), tal como em Coda e Paccola (2007).

Casos de estruturas com grandes deslocamentos ou em que os efeitos de membrana se-

jam relevantes são comuns em problemas de interação fluido estrutura, tais como flutter com

grandes amplitudes, estruturas com grandes deslocamentos impostos, sistemas de desaceleração

(para-quedas) ou estruturas infláveis. Para que tais situações sejam corretamente analisadas, é

necessário uma análise não linear geométrica. Várias formulações Lagrangeanas foram e vêm

sendo propostas para tal análise através do MEF, como exemplo tem-se Mondkar e Powell

(1977), Surana (1983), Simo et al. (1984, 1986), Simo e Laursen (1992) e Schulz e Filippou

(2001).

Muitos trabalhos sobre análise não linear geométrica de cascas, placas ou pórticos, conside-

ram a rotação em torno de cada eixo dentre os parâmetros nodais interpolados sobre os elemen-

tos, a exemplo de Teixeira (2001), Battini e Pacoste (2006), Battini (2008). Tal procedimento

é muito eficiente para pequenos deslocamentos, no entanto, em muitas destas formulações não
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se pode aplicar a comutatividade de rotações em grandes deslocamentos. Desta forma, nas

formulações corrotacionais aplicam-se por exemplo as fórmulas de Euler-Rodrigues lineariza-

das para giro finito, ver Coda e Paccola (2010) para maiores detalhes.

Como alternativa Cirak et al. (2000) e Cirak e Ortiz (2001) apresentam uma formulação

baseada em subdivisão para casca fina, de acordo com a teoria de Kirchhoff-Love, onde os

elementos finitos utilizados são triangulares com 3 nós. Nesse caso, a rotação não é interpolada

como parâmetro nodal e o campo de deslocamentos da casca é interpolado dos valores nodais,

sendo que a base gerada pelo processo de subdivisão é uma base não local, ou seja, o campo de

deslocamentos sobre um dado elemento depende, além dos valores nodais dos nós do elemento,

dos valores dos nós imediatamente vizinhos a eles, definindo uma superfı́cie limite conforme.

Bonet et al. (2000) e Coda (2003) introduzem a formulação posicional baseada noMEF para

a análise não linear geométrica de sólidos e estruturas. Esta utiliza posições finais e inclinações

finais de vetores inicialmente normais como parâmetros nodais ao invés de deslocamentos e

rotações, sendo bastante robusta e de simples implementação.

A formulação posicional vem se desenvolvendo de maneira bastante satisfatória como ates-

tam os trabalhos de Greco e Coda (2004), Coda e Paccolla (2007), Maciel (2008), Coda (2009b)

e Coda (2009a). Esta é didaticamente simples e apresenta solução independente do caminho de

rotação, condição imprescindı́vel para este tipo de aplicação.

No contexto do Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC, até o trabalho de

Greco e Coda (2004), a formulação posicional foi estudada para análise estática não linear

geométrica de estruturas unidimensionais (barras, vigas e pórticos) submetidas a pequenas ou

grandes rotações. Greco e Coda (2006) introduziram a análise dinâmica não linear geométrica

através da formulação posicional, onde graças à matriz de massa constante, utilizaram o integra-

dor de Newmark, considerando uma estabilização do integrador para casos com não linearidade

muito forte, como casos de impacto.

A análise não linear geométrica de cascas com a formulação posicional foi apresentada

no trabalho de Coda e Paccolla (2007), onde foram empregados elementos isoparamétricos

triangulares com 10 nós e 6 parâmetros nodais por nó, sendo eles 3 direções de posição e 3

componentes do vetor inicialmente normal à superfı́cie do elemento. Coda e Paccola (2008)

adicionaram mais um parâmetro nodal, admitindo comportamento linear para a casca ao longo

da espessura, evitando-se assim travamento pelo efeito de Poisson.

A análise dinâmica para elementos de casca foi introduzida com os trabalhos Coda (2009b)

e Coda e Paccola (2009) com bons resultados, sendo essa formulação aplicada neste trabalho.
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1.2.3 Análise computacional de interação fluido-estrutura

Dentre as disciplinas que estudam interação fluido-estrutura, destaca-se a aeroelasticidade,

que concentra-se no estudo dos efeitos da interação mútua entre as forças aerodinâmicas e

corpos deformáveis, com atenção especial aos projetos de aviões e veı́culos espaciais (BIS-

PLINGHOFF et al., 1996). Este é um dos campos onde existem muitos trabalhos sobre de-

senvolvimentos numéricos aplicados a problemas de interação fluido-estrutura, especialmente

a partir da década de 90. Como exemplo, citam-se trabalhos como os de Edwards e Malone

(1992), Farhat et al. (1995), Cebral e Löhner (1997), Kobbus e Farhat (1999) e Bismarck-Nasr

(1996).

No entanto, os problemas de interação fluido-estrutura também se encontram presentes em

muitas outras áreas. Muitos dispositivos de plantas industriais contêm ou estão contidos em

meios fluidos (lı́quidos ou gasosos) geralmente de tal forma que o fluido tem um papel im-

portante no comportamento da estrutura, como é apresentado por Morand e Ohayon (1995) no

estudo sobre modelagem de vibrações de estruturas elásticas lineares com escoamento interno

de fluido. Interações importantes também acontecem em barragens ou estruturas “off-shore”

(TEIXEIRA, 2001).

Outro campo onde os efeitos de interação fluido-estrutura também se manifestam exigindo

estudos é o da biomecânica, tendo como exemplos os trabalhos de Canic et al. (2005) e Hron e

Mádlı́k (2007), nos quais são estudados problemas de hemodinâmica com paredes flexı́veis.

No caso muito comum de interação fluido-estrutura, que é o efeito do vento sobre estru-

turas, os efeitos básicos como flutter, galloping, buffeting, etc. são bastante observados. Por

outro lado, a tendência é de se projetar estruturas cada vez mais esbeltas e leves, ou seja, mais

sensı́veis aos efeitos do vento, e ainda com geometrias cada vez mais ousadas, o que exige uma

análise bastante criteriosa da interação fluido-estrutura (GLÜCK et al., 2001).

Segundo Teixeira (2001), um modelo numérico para análise de interação fluido-estrutura

que venha a atender todas as áreas de interesse deve ser capaz de, no que se refere à mecânica

dos fluidos, simular fluidos compressı́veis e incompressı́veis, newtonianos ou não, viscosos e

não viscosos, levando em conta os efeitos de turbulência e de variação da temperatura. No

que se refere à análise estrutural, deve contemplar o comportamento elástico, elasto-plástico,

visco-elástico e visco-elasto-plástico das estruturas, com não linearidade geométrica para casos

de grande deslocamentos e considerar também os efeitos termo-mecânicos.

Na última década muitos autores empregaram esforços no sentido de desenvolver progra-

mas genéricos, que atendam as áreas citadas, tal como Teixeira (2001), que apresentou um
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programa para análise computacional tri-dimensional de interação fluido-estrutura baseado no

MEF, Bathe e Zhang (2004) que apresentaram uma nova forma de análise, via MEF, para flui-

dos incompressı́veis, baseada em condições de escoamento e uma análise baseada em volumes

finitos para fluidos compressı́veis, ambos acoplados com o MEF para análise estrutural.

A interação fluido-estrutura, assim como outros problemas multi-fı́sicos, pode ser tratada

por uma abordagem monolı́tica como nos trabalhos de Blom (1998) e Hron e Mádlı́k (2007) ou

particionada, como nos trabalhos de Felippa et al. (2001) e Teixeira e Awruch (2005). Nos

métodos particionados, as equações governantes do fluido e da estrutura são integradas no

tempo separadamente e as condições de contorno são transferidas de um meio para o outro,

sendo geralmente as condições de Dirichlet do fluido, obtidas a partir dos deslocamentos do

sólido, e as condições de Neumann para a estrutura, obtidas a partir da pressão e tensões desvi-

adoras no fluido. Já nos métodos monolı́ticos, ambos os domı́nios sólido e fluido são tratados

como uma única entidade, sendo integrados simultaneamente no tempo.

Vários pesquisadores vêm estudando o assunto através do modelo particionado, acoplando

algoritmos para Dinâmica dos Fluidos a algoritmos para Dinâmica dos Sólidos, como Teixeira

(2001), Bathe e Zhang (2004), Cirak e Radovitzky (2005) e Sanches e Coda (2008). Este

método facilita muito a análise quando o deslocamento relativo entre fluido e sólido é muito

grande.

Segundo Felippa et al. (2001), o esquema particionado apresenta aspectos que justificam

a sua implementação. Teixeira (2001) destaca como vantagem deste esquema o fato de que

cada subdomı́nio pode ser tratado pela técnica de discretização e pelo algoritmo de solução

mais eficiente de forma individual. Além disso, fica facilitada a construção de malhas sem

necessidade de coincidência nas interfaces.

Como desvantagem desse esquema, cita-se a defasagem que pode ocorrer entre as inte-

grações temporais do fluido e da estrutura quando da atualização explı́cita das condições na

interface fluido-estrutura, o que não ocorre nos esquemas monolı́ticos (BLOM, 1998).

Os métodos monolı́ticos são os mais adequados para problemas onde os deslocamentos

relativos não são muito grandes, tal como no trabalho desenvolvido por Blom (1998) em que é

estudado o problema de um pistão contendo gás e com um êmbolo vinculado a uma mola.

Para modelar matematicamente os problemas da mecânica, primeiro se escolhe o referen-

cial e, então, se aplica os três princı́pios básicos da fı́sica clássica. O referencial pode ser fixo,

resultando em uma descrição Lagrangeana ou móvel, definindo uma descrição Euleriana. A

descrição Lagrangeana, também conhecida como material, expressa o movimento de um meio
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contı́nuo em termos da configuração inicial e do tempo (referência fixa) sendo muito eficiente

em problemas onde se deseja determinar os deslocamentos dos pontos de um corpo ou sistema

de partı́culas a partir de sua forma inicial. A descrição Euleriana também conhecida como

espacial, por outro lado, é definida em termos da configuração deformada e do tempo, sendo

muito aplicada em problemas onde as variáveis geralmente são velocidades e não deslocamen-

tos, ver por exemplo Valiappan (1981). O fato de que o fluido não resiste a tensões desviadoras

faz com que a descrição Euleriana seja a mais adequada para a sua descrição, tendo como

variáveis principais as velocidades, já para o sólido o mais adequado é forma Lagrangeana,

tendo os deslocamentos como variáveis principais. Isso implica em malhas computacionais fi-

xas para análise do escoamento, e malhas computacionais deformáveis para análise da estrutura.

Para se analisar a interação entre ambos, tradicionalmente tem sido empregada uma formulação

Lagrangeana Euleriana Arbitrária – ALE, conforme apresentada por Donea et al. (1982). A

formulação ALE é obtida pela inserção de um domı́nio de referência no espaço euclidiano, de

forma que este domı́nio de referência possua movimento com campo de velocidade arbitrário.

As equações governantes da mecânica dos fluidos são então escritas tendo este domı́nio móvel

como referência.

Um detalhe a ser considerado durante a análise de interação fluido-estrutura em descrição

ALE, é a movimentação da malha do domı́nio fluido, a qual deve apresentar a mı́nima distorção.

Dentre as técnicas para movimentação de malha apresentadas na literatura, destacam-se duas:

A primeira trata a malha como um sistema estrutural (DEGAND; FARHAT, 2002) composto

por barras de treliça, rotuladas nos nós da malha, a segunda consiste na movimentação dos nós

através de uma média ponderada da distância do nó em relação aos nós dos contornos fixo e

móvel (DONEA et al., 1982; TEIXEIRA, 2001). Em ambas as técnicas, os efeitos da velocidade

de movimentação da malha são levados em consideração pela formulação ALE.

Segundo Farhat (1995), é desejável que todo o método usado para a integração das equações

governantes dos fluidos proporcione solução exata para um escoamento uniforme, o que garante

melhores condições de convergência. Esse requisito é satisfeito somente quando o esquema

numérico de solução adotado e o algoritmo de movimento da malha satisfazem ao que se deno-

mina “lei da conservação da geometria”. No entanto, Kobbus e Farhat (1999) afirmam que a lei

da conservação da geometria pode ser violada sem maiores problemas quando se utiliza passos

no tempo suficientemente pequenos. Nos esquemas explı́citos, os passos no tempo já são pe-

quenos, limitados pela condição de estabilidade, o que implica em pouco ou nenhum acréscimo

de custo computacional.

Cirak e Radovitzky (2005) apresentam uma nova forma de acoplamento Euleriano-Lagran-
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geano, em que a malha do fluido é mantida fixa e as condições de contorno se movem sobre

ela à medida em que a estrutura se deforma. No trabalho citado, é empregado o método dos

volumes finitos e o método dos elementos finitos baseado em subdivisão para a estrutura, sendo

o contorno identificado através das curvas de nı́vel de uma função distância assinalada (level-

sets).

Essa forma de acoplamento se mostra muito adequada aos casos com grandes mudanças

de posição da estrutura em relação ao domı́nio inicial do fluido, tais como estruturas infláveis,

onde na formulação ALE, a malha do fluido pode adquirir grandes distorções, podendo chegar

a assumir, em alguns pontos, valores negativos para o determinante Jacobiano.

1.3 Objetivos e delimitações

O objetivo material deste trabalho consiste no desenvolvimento de código computacional

capaz de análise tridimensional transiente de interação fluido-estrutura, visando introduzir uma

nova linha de pesquisas do Departamento de Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de

Engenharia de São Carlos (EESC).

Dentro do objetivo material, destacam-se três objetivos especı́ficos, sendo estes:

1) O desenvolvimento de um algoritmo eficiente para a resolução da dinâmica dos fluidos tri-

dimensional que permita acoplamento.

2) O estudo aprofundado da formulação posicional para elementos finitos de casca com não

linearidade geométrica.

3) O estudo e desenvolvimento de modelos de acoplamento fluido-estrutura que efetue de forma

adequada a combinação do código computacional para dinâmica dos fluidos, com o programa

para análise não linear geométrica de cascas.

1.3.1 Metodologia

No que se refere à mecânica dos fluidos computacional, escolhe-se trabalhar com o método

dos elementos finitos. Tal escolha é justificada pelo fato de o mesmo ser um tema bastante atual

em se tratando de mecânica dos fluidos, ganhado cada vez mais espaço, e por possuir qualidades

de aproximação que podem ser muito superiores às do método dos volumes finitos.

Para a análise estrutural é empregada a formulação posicional não linear geométrica para

elementos de casca, conforme apresentada por Coda (2009a), dando continuidade aos trabalhos

da Área.
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É desenvolvido um estudo sobre as variações espúrias do MEF que surgem quando se aplica

o método de Galerkin à análise de escoamentos assim como o problema de descontinuidade das

ondas de choque. Tal estudo visa à busca de uma forma adequada e consistente de conter essas

variações.

Partindo-se do trabalho de Sanches (2006), são feitos alguns testes bidimensionais para

mecânica dos fluidos com contornos móveis, e então é construı́do um código computacional

para mecânica dos fluidos tridimensional de integração temporal explı́cita em formulação ALE.

Em seguida o modelo é testado com ênfase em problemas transientes.

Estudos relativos ao mapeamento posicional são intensificados com supervisão direta do

orientador, desenvolvendo-se uma técnica de acoplamento que compatibilize os dois algoritmos.

Neste caso, a determinação das derivadas parciais em relação às direções cartesianas é feita de

maneira indireta utilizando-se, numericamente, o gradiente do mapeamento da posição inicial

e atual, o que é igualmente aplicado na formulação de fluido, a partir do espaço tetraédrico

adimensional, principalmente quando das redefinições de malha devido a mudanças de posição

da estrutura.

É desenvolvido um modelo particionado de acoplamento, ALE-Lagrangeano, que per-

mite usar intervalos de tempo diferentes para fluido e estrutura. Este modelo, que permite a

movimentação da malha do fluido, é então testado.

Com base em limitações do modelo anterior (dificuldade em contemplar problemas com

grandes escalas de deslocamentos tais como estruturas infláveis), é desenvolvido um segundo

modelo particionado de acoplamento chamado imerso, o qual mantém a malha do fluido fixa

enquanto a casca se move dentro da malha do fluido.

Por fim, desenvolve-se um novo espaço de funções aproximadoras para o Método dos Ele-

mentos Finitos baseado em B-splines o qual é sugerido para ser aplicado na análise de interação

fluido-estrutura na continuidade desta pesquisa.

Implementação computacional

Os avanços no campo da modelagem numérica das últimas décadas têm proporcionado

aos cientistas e aos engenheiros a oportunidade de solucionar problemas de complexidade cada

vez maior. Frequentemente, tais problemas requerem a solução de sistemas muito grandes

que envolvem grande quantidade de equações, da ordem de 106 ou mais (KAWABATA et al.,

2009b, 2009a).

A solução de tais sistemas, além de ser demorada, é repetida milhares de vezes. Esse é
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o caso de muitos problemas de engenharia onde há a necessidade de análises não lineares de-

pendentes do tempo. Nesse sentido, um grande esforço tem sido dedicado ao desenvolvimento

e otimização desses algoritmos. Por outro lado, novas tecnologias de hardware demandam

códigos especializados para se obter um maior desempenho de técnicas usuais.

Os algoritmos são implementados nas linguagens de programação Fortran 77 e C++. Para

que o processamento de simulações muito pesadas seja possı́vel, emprega-se a computação

paralela, através do uso de um computador pessoal de 8 processadores com memória compar-

tilhada e um cluster de 48 processadores com memória distribuı́da, sendo utilizado o padrão de

comunicação MPI -Message Passing Interface.

Códigos paralelos de elementos finitos podem ser implementados em plataformas de me-

mória distribuı́da, memória compartilhada ou com as duas abordagens. Sistemas que usam

memória compartilhada fazem uso de threads na paralelização do código, e em memória dis-

tribuı́da cada processador possui sua própria memória. Nessa categoria estão os clusters, grids,

supercomputadores, etc. A comunicação entre os processadores é feita com alguma biblio-

teca de passagem de mensagem como o Message Passing Interface (MPI), que é a biblioteca

utilizada no presente trabalho dentro da linguagem FORTRAN 77.

Não é o foco do presente trabalho o estudo, desenvolvimento e otimização de programa

de elementos finitos em processamento paralelo. No entanto, devido ao alto uso de memória

e contı́nuas repetições de integração numérica e de solução de sistemas, é imprescindı́vel o

emprego de processamento paralelo. Análises de desempenho do programa de cascas utilizado

são apresentadas por Kawabata et al. (2009b) e Kawabata et al. (2009a).

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi possı́vel acompanhar e contribuir com o pro-

cesso de paralelização do programa de análise de cascas implementado inicialmente de forma

serial por Coda e Paccola (2008) e paralelizado por Kawabata et al. (2009a). O programa para

análise de dinâmica dos fluidos foi implementado diretamente em paradigma paralelo, empre-

gando MPI, assim com o algoritmo para acoplamento.

Em ambos os programas adotou-se o esquema mestre-escravos, onde o processador mestre

gerencia as informações globais, divide as tarefas e envia para os escravos. O programa de

análise de cascas é paralelizado dividindo-se as tarefas relativas aos nós da estrutura para os

processadores escravos, como pode ser observado na Fig. 1.1.

Já o algoritmo de dinâmica dos fluidos é implementado de forma que as tarefas relativas

aos elementos são divididas pelos processadores escravos, conforme a Fig. 1.2.

Uma vez prontos os códigos paralelos para mecânica dos fluidos e para mecânica das estru-
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Algoritmo (casca dinâmico paralelo)

1.   Leitura e inicialização dos dados
2.   Para cada fase de carga
3.   |  Para cada passo de tempo
4.   |  |  Enquanto não atingiu a norma ou máximo de iterações
5.   |  |  |  Distribuição dos nós entre os escravos
6.   |  |  |  |  Cada escravo faz a integração dos elementos dos nós
7.   |  |  |  |  Cada escravo monta a sua parte da matriz
8.   |  |  |  Mestre calcula condições de contorno e atualiza escravos
9.   |  |  Resolve sistema linearizado pela matriz Hessiana
10.  |  Escreve resultados parciais obtidos
11.  Escreve resultados finais

Figura 1.1: Algoritmo do programa de cascas

Algoritmo (fluido dinâmico paralelo)

1.   Leitura e inicialização dos dados
2.   Para cada passo de tempo
3.   |  Distribuição dos elementos entre os escravos
4.   |  |  Cada escravo calcula a matriz de massa e do lado direito dos  
           sistema 1  e 4 para cada elemento
5.   |  |  Mestre recebe os dados e monta o sistema
6.   |  Mestre aplica condições de contorno e resolve os sistemas 1 e 4  
        e atualiza os escravos
7.   |  |  Cada escravo calcula a matriz de massa e do lado direito dos  
           sistema 2  e 3 para cada elemento
8.   |  |  Mestre recebe os dados e monta o sistema
9.   |  Mestre aplica condições de contorno e resolve os sistemas 2 e 3
10.  |  Escreve resultados parciais obtidos
11.  Escreve resultados finais

Figura 1.2: Algoritmo do programa de dinâmica dos fluidos

turas, pode-se construir os algoritmos para acoplamento ALE (fluido ALE - casca Lagrangeana)

e imerso (fluido Euleriano - casca Lagrangeana) conforme as Figs. 1.3 e 1.4.

Algoritmo (interação ale paralelo)

1.   Leitura e inicialização dos dados
2.   Para cada passo de tempo da estrutura
3.   |  Resolve algoritmo de casca dinâmico passos 4 – 9 (programa       
        paralelo)
4.   |  Para cada passo de tempo do fluido
5.   |  |  Resolve a malha (programa paralelo)
6.   |  |  Mestre define as condições de contorno do fluido e atualiza   
           os escravos
7.   |  |  Resolve o algoritmo de fluido passos 3 – 9 (programa          
           paralelo)
8.   |  Mestre aplica condições de contorno da casca
10.  |  Escreve resultados parciais obtidos
11.  Escreve resultados finais

Figura 1.3: Algoritmo do acoplamento ALE-Lagrangeano
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Algoritmo (interação contorno imerso paralelo)

1.   Leitura e inicialização dos dados
2.   Para cada passo de tempo
3.   |  Resolve algoritmo de casca dinâmico passos 4 – 9 (programa       
        paralelo)
4.   |  Calcula função distância assinalada e identifica pontos para      
        transferência das condições de contorno na casca e no             
        fluido(programa paralelo)
5.   |  Calcula os valores a serem aplicados como condição de contorno no 
        fluido
6.   |  Resolve o algoritmo de fluido passos 3 – 9 (programa          
           paralelo)
7.   |  Escreve resultados parciais obtidos
8.   Escreve resultados finais

Figura 1.4: Algoritmo do acoplamento Euleriano-Lagrangeano

Quando uma modelagem computacional utiliza um número elevado de componentes do

programa (subprogramas, subrotinas ou procedimentos), como nos problemas multi-fı́sicos de

interação fluido-estrutura, uma eficiente e robusta interface entre cada parte do programa ganha

muita importância (CIRAK; CUMMINGS, 2008).

Os programas desenvolvidos nos capı́tulos 5 ao 8 são escritos em um estilo procedural

usando a linguagem Fortran com encapsulamento pobre de dados, o que embora produza um

programa bastante eficiente, dificulta a implementação de novos modelos matemáticos ou outras

alterações sobre a mesma estrutura de dados. Umamaneira de suavizar o uso de tais problemas é

o emprego de paradigmas de programação orientados a objetos (OOP) (CIRAK; CUMMINGS,

2008).

Na continuação da pesquisa (capı́tulo 9) opta-se por utilizar a linguagem computacional

C++, e fazer uso de classes wrapper e containers de alto nı́vel. Essas classes possibilitam me-

lhor encapsulamento de dados e ao mesmo tempo ummeio simples de se criar um protótipo para

novas aplicações. Ainda, este procedimento permite fazer uso de tipos genéricos de containers

e algoritmos providos pela biblioteca de templates padrão (STL).

Tal mudança foi viável devido à continuação da pesquisa necessitar de um recomeço na

programação do algoritmo de fluido por se tratar de um espaço de elementos finitos totalmente

diferente ao anterior, e também, ao fato de que começou a ser realizada durante o estágio de

Doutorado Sanduı́che na Universidade de Cambridge, onde este paradigma de programação é

adotado.
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1.4 Justificativa

Dada a importância dos problemas em estudo para a engenharia, aliada ao fato de que a

tendência é projetar estruturas cada vez mais esbeltas e leves, ou seja, mais sensı́veis aos efeitos

do meio fluido, e ainda com geometria cada vez mais ousada, torna-se necessária uma análise

bastante criteriosa durante o projeto. Sendo a análise experimental dos problemas de interação

fluido-estrutura bastante dispendiosa, e sendo o emprego de métodos numéricos para mecânica

estrutural e dos fluidos um tema bastante atual, todo estudo ou avanço no referido objeto de

estudo é de grande importância para a área de Pós Graduação em Engenharia de Estruturas da

Escola de Engenharia de São Carlos - EESC.

O método dos elementos finitos ainda vem sendo estudado como alternativa aos métodos

de volumes finitos e diferenças finitas, tradicionalmente empregados na mecânica dos fluidos, e

que ainda têm sido os preferidos de muitos devido ao fato de o MEF ser naturalmente instável

para muitos dos problemas dessa disciplina quando baseado no método clássico de Bubnov-

Galerkin.

Atualmente, entretanto, inúmeros trabalhos vêm surgindo como formas de se estabilizar o

MEF e adequá-lo em tais análises, tais como: Nithiarasu et al. (1998), Tezduyar e Senga (2006),

Akin e Tezduyar (2004), Catabriga e Coutinho (2002) e Li e Duan (2006). Com os últimos

desenvolvimentos, o MEF vem conquistando espaço aceleradamente na mecânica dos fluidos,

de forma que, com a escolha deste método para um primeiro trabalho nessa área desenvolvido

dentro do grupo de pesquisas, coloca-se o grupo mais próximo das discussões atuais no tema.

Ao se estudar formas de acoplamento fluido-estrutura, por exemplo, a adaptação da malha

do escoamento através de descrição Lagrangeana Euleriana Abitrária (DONEA et al., 1982;

TEIXEIRA, 2001), ou alguma técnica Euleriana-Lagrangeana com malha do escoamento fixa

(CIRAK; RADOVITZKY, 2005), aliados às novas técnicas de análise não linear geométrica de

Sólidos e cascas (CODA; PACCOLA, 2008; CODA, 2009a), pretende-se introduzir no Depar-

tamento de Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de Engenharia de São Carlos (EESC),

uma linha de pesquisas geral e atual no tema.

Com os novos computadores de processamento paralelo de memória compartilhada e dis-

tribuı́da disponı́veis no SET, será possı́vel simular uma grande variedade de problemas impor-

tantes da engenharia, tais como: análise de escoamento tridimensional de fluidos compressı́veis

viscosos ou não ao redor de corpos rı́gidos ou flexı́veis, efeito do escoamento transiente sobre

corpos flexı́veis, e também o estudo de estruturas infláveis e escoamentos internos. Isso garante

a possibilidade de continuidade dessa pesquisa, tanto numérica como prática.
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2 Aspectos gerais dos problemas de

interação fluido - estrutura

A mecânica dos fluidos possibilita o estudo da distribuição e propagação das tensões no

fluido durante um escoamento, o que depende de entre outros, da geometria dos corpos sobre

os quais o escoamento acontece. A mecânica dos sólidos possibilita o estudo das deformações,

dos deslocamentos e as tensões desenvolvidos em um corpo devido à esforços aplicados no

contorno do mesmo ou que sejam aplicados ao domı́nio devido à atuação de algum campo.

O estudo da interação fluido-estrutura consiste em combinar a mecânica dos fluidos com a

mecânica dos sólidos de forma que o movimento do corpo sólido seja levado em conta durante

a análise do escoamento e as forças devidas ao escoamento sejam levadas em consideração

durante a análise do sólido.

Antes de proceder com o estudo numérico do acoplamento entre a análise das dinâmicas do

escoamento e da estrutura, faz-se necessário um estudo geral sobre o problema fı́sico, a fim de

se trabalhar numericamente de forma adequada.

Zienkiewicz e Bettess (1978) classificam os problemas de interação fluido-estrutura se-

gundo a diferença entre a magnitude de deslocamentos do fluido e do sólido em três categorias,

que são:

1. Problemas com grande movimento relativo: São governados pelo fluido, podendo os efei-

tos de compressibilidade serem importantes. Ex. Efeitos dinâmicos do vento sobre estru-

turas;

2. Problemas com deslocamentos do fluido limitados e de curta duração: Ocorrem usual-

mente em situações de explosão ou impacto;

3. Problemas com deslocamentos de fluido limitados porém de longa duração: Ex. Vibrações

acústicas e ação de ondas sobre estruturas “off-shore”.
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A análise numérica pode ser particularizada para cada uma dessas categorias, e assim, faci-

litada.

Um dos campos com muitos trabalhos em relação à interação fluido estrutura é o da aeroe-

lasticidade, disciplina essa que combina a aerodinâmica com a dinâmica dos sólidos.

A aeroelasticidade apresenta desde soluções simples para alguns problemas especı́ficos,

onde as aproximações da aerodinâmica (sustentação, arrasto e momentos em função da cir-

culação e etc.) sejam válidas, combinadas com análises também simplificadas de elementos

estruturais, até soluções mais elaboradas baseadas emmodelos aerodinâmicos e estruturais mais

complexos (ver por exemplo: Theodorsen e Garrick (1940) e Bisplinghoff et al. (1996)).

Foi nos estudos de aeroelasticidade que Collar (1946) propôs um diagrama (Fig. 2.1), onde

os problemas que surgem da interação entre as forças ficam claros. A Dinâmica (forças iner-

ciais), Mecânica dos Fluidos (forças aerodinâmicas) e a Mecânica dos Sólidos (forças elásticas)

são os vértices do triângulo, enquanto os lados que ligam os vértices são os problemas surgidos

da interação entre estas disciplinas.

Figura 2.1: Diagrama de Collar

Nas regiões IV e I do diagrama da Fig. 2.1, situam-se os problemas de maior interesse

em se tratando de interação fluido-estrutura. Na região IV, embora os efeitos que ocorrem no

meio fluido sejam dinâmicos, os efeitos no sólido podem ser considerados estáticos, ou seja,

a aceleração da massa do sólido pode ser desprezada. Já na região I, os efeitos dinâmicos na

estrutura são importantes, sendo o acoplamento entre as vibrações da estrutura e o escoamento

que definem a história do problema.
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2.1 Fenômenos estáticos

Tanto os fenômenos estáticos como os dinâmicos podem ser subdivididos em dois subgru-

pos, sendo estes o dos fenômenos de resposta, onde o fenômeno ocorre a qualquer velocidade

de escoamento, mudando apenas de intensidade, e o dos fenômenos de estabilidade, onde o pro-

blema ocorre a partir de uma determinada velocidade crı́tica de escoamento (BISPLINGHOFF

et al., 1996).

2.1.1 Fenômenos estáticos de resposta

Entendem-se estes fenômenos como aqueles em que a estrutura, submetida a um deter-

minado escoamento, apresenta deformações estáticas que impedem que a mesma desempenhe

corretamente o papel para o qual foi projetada.

Um exemplo é o caso de reversão de comando de ailerão em aeronaves (SOUZA, 1991),

onde ao ser inclinado o aileron com a finalidade de aumentar a sustentação em uma das asas,

surge um momento que tende a torcer a asa no sentido de diminuir o ângulo de ataque, assim,

dependendo da rigidez da estrutura pode haver perda de sustentação ao invés de ganho com a

inclinação do aileron, como mostra a Fig. 2.2. Outro exemplo é o fenômeno da distribuição de

carregamento em asas, gerando sustentação diferente da calculada para a asa não deformada.

Figura 2.2: Reversão de comando em asa de aeronave

2.1.2 Fenômenos estáticos de estabilidade

Um fenômeno de interação fluido-estrutura estático de estabilidade é aquele que, em condi-

ções crı́ticas de acoplamento, pode levar a estrutura à falha devido unicamente ao efeito estático
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imposto à estrutura, isso é, sem envolver as “forças inerciais”.

O fenômeno de interação fluido estrutura estático de estabilidade mais comum é o fenômeno

da divergência. A divergência é um fenômeno aeroelástico que pode ocorrer em partes de uma

aeronave onde, a partir de certa velocidade, a rigidez é insuficiente para suportar o aumento dos

esforços que ocorrem com a mudança de forma devido às deformações elásticas que o corpo

sofre. É ilustrado na Fig. 2.3 o caso de divergência em um arerofólio com centro aerodinâmico

à frente do eixo elástico (SOUZA, 1991).

Ruptura

Figura 2.3: Aerofólio sofrendo divergência aeroelástica

2.2 Fenômenos dinâmicos

2.2.1 Fenômenos dinâmicos de resposta

Os fenômenos de interação fluido-estrutura dinâmicos de resposta são aqueles em que os

esforços devidos ao escoamento podem levar a estrutura à ruı́na ou ao desempenho abaixo do

requerido devido à resposta dinâmica da estrutura.

Como exemplo tem-se o buffeting, ou martelamento, que consiste no surgimento de cargas

transientes na estrutura devido a flutuações de velocidade do escoamento (TEIXEIRA, 2001),

sendo este um fenômeno bastante comum em edificações expostas a turbulências atmosféricas.

Buffeting, segundo Hirsch (1994), pode ocorrer em estruturas situadas atrás de obstáculos

(ver Fig. 2.4), onde o escoamento apresenta turbulência aumentada, podendo ser de maneira

estocástica ou regular, tal como esteira de vórtices periódicos que podem ser gerados atrás

de obstáculos cilı́ndricos. Estes vórtices provocam um carregamento dinâmico nas estruturas

sujeitas aos mesmos, que produz vibrações, podendo gerar ressonância quando a freqüência

dos vórtices for igual a alguma freqüência natural da estrutura. Quando o carregamento não é

periódico o principal problema é a fadiga.
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buffeting

Figura 2.4: Estrutura submetida a buffeting

2.2.2 Fenômenos dinâmicos de estabilidade

Os fenômenos de interação fluido-estrutura dinâmicos de estabilidade são aqueles que po-

dem levar a estrutura à falha devido ao acoplamento da resposta dinâmica da estrutura com o

fluido a partir de determinadas condições crı́ticas do escoamento.

Um problema dinâmico de interação fluido-estrutura que geralmente impressiona os estu-

dantes de engenharia é o flutter, que ocorre geralmente em aeronaves e em pontes. O flutter

ocorre devido a um acoplamento dos modos de vibrar da estrutura, geralmente de torção e de

flexão, com o efeito dinâmico do escoamento (HIRSCH, 1994), de forma que a uma certa velo-

cidade crı́tica, a vibração da estrutura faz com que o escoamento gere esforços cada vez maiores

que contribuam para aumentar a amplitude de vibração.

A figura 2.5 ilustra o surgimento de flutter em um aerofólio.

Figura 2.5: Flutter em aerofólio



60 2 Aspectos gerais dos problemas de interação fluido - estrutura



61

3 Fundamentos de mecânica dos fluidos

As grandezas de interesse durante a análise de um escoamento são: as componentes do

tensor das tensões (do qual se obtém as tensões desviadoras e a pressão), as componentes de ve-

locidade, a temperatura ou a massa especı́fica em determinado ponto. Assim, se com a presença

de massa e tensões pode haver aceleração, recorre-se à segunda Lei de Newton, se pode haver

variação da temperatura, ou fluxo de calor, recorre-se à primeira lei da termodinâmica e assim

por diante, conforme é apresentado neste capı́tulo.

Inicialmente adota-se a hipótese de que o fluido consiste num meio contı́nuo, ou seja, não

existem espaços com ausência de matéria sobre toda a região de interesse. Em seguida aplicam-

se os princı́pios da fı́sica a um volume de controle, definido por uma superfı́cie de controle

permeável à massa porém com forma e volume constantes.

3.1 As equações governantes na descrição Euleriana

3.1.1 Equação da conservação da massa

Baseando-se no princı́pio da conservação da massa, faz-se o balanço do fluxo de massa no

volume de controle infinitesimal de dimensões dx, dy e dz iguais conforme a Fig. 3.1, fixo

no espaço e permeável à matéria, submetido a um escoamento de velocidade
−→
V (x,y,z), de

componentes u em x, v em y e w em z, considerando-se a massa que entra positiva e a que sai

negativa. Para um intervalo de tempo infinitesimal dt, tem-se que tal balanço deve ser igual à

variação da massa no mesmo intervalo conforme:

∂ρ

∂ t
dxdydz = −((ρ

−→
V ) ·

−−→
dAx1 +(ρ

−→
V ) ·

−−→
dAy1 +(ρ

−→
V ) ·

−−→
dAz1+

(ρ
−→
V +

∂ (ρ
−→
V )

∂x
dx) ·

−−→
dAx2 +(ρ

−→
V +

∂ (ρ
−→
V )

∂y
dy) ·

−−→
dAy2 +(ρ

−→
V +

∂ (ρ
−→
V )

∂ z
dz) ·

−−→
dAz2),

(3.1)

onde ρ é a massa especı́fica do fluido e
−→
dAx1,

−→
dAx2,

−→
dAy1,

−→
dAy2,

−→
dAz1 e

−→
dAz2, são respectivamente

os vetores áreas referentes à primeira e a segunda face ortogonal aos eixos x, y e z.
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Figura 3.1: Volume de controle infinitesimal

Resolvendo-se os produtos internos na Eq. (3.1) e considerando-se que os vetores de área

têm apenas a componente da direção normal à sua face não nula, de valor dA quando tiver o

mesmo sentido do eixo normal à face e −dA quando tiver sentido contrário ao do eixo normal

à face, pode-se escrever:

∂ρ

∂ t
dxdydz = (ρu+ρv+ρw)(−dA)

+(ρu+
∂ (ρu)

∂x
dx+ρv+

∂ (ρv)

∂y
dy+ρw+

∂ (ρw)

∂ z
dz)dA.

(3.2)

Dividindo-se a Eq. (3.1) pelo volume e eliminado os termos que se anulam, escreve-se a

forma final da Equação da Conservação da Massa, ou Equação da Continuidade:

∂ρ

∂ t
= −

∂ (ρu)

∂x
−

∂ (ρv)

∂y
−

∂ (ρw)

∂ z
. (3.3)
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3.1.2 Equação da Quantidade de Movimento

Da segunda Lei de Newton têm-se que a soma das forças externas que atuam em um sistema

infinitesimal é igual à variação temporal (Derivada Substancial no tempo) da quantidade de

movimento do mesmo (força igual a massa vezes aceleração):

D(m ·
−→
V )

Dt
= ∑

−→
Fs +∑

−→
Fc , (3.4)

sendo que as forças externas podem ser dadas pelas forças aplicadas ao contorno
−→
Fs , somadas

às forças de campo
−→
Fc .

Fazendo-se o agora o balanço da quantidade de movimento para o volume de controle

infinitesimal da Fig. 3.1, num intervalo de tempo infinitesimal dt apenas na direção do eixo x,

tem-se:

D(mu)

Dt
=

∂

∂ t
(ρu)dxdydz+(ρu(

−→
V ·

−−→
dAx1)+ρu(

−→
V ·

−−→
dAy1)+ρu(

−→
V ·

−−→
dAz1)

+(ρu
−→
V +

∂ (ρu
−→
V )

∂x
dx) ·

−−→
dAx2 +(ρu

−→
V +

∂ (ρu
−→
V )

∂y
dy) ·

−−→
dAy2

+(ρu
−→
V +

∂ (ρu
−→
V )

∂ z
dz) ·

−−→
dAz2).

(3.5)

Resolvendo os produtos internos em (3.5), excluindo os termos que se anulam e dividindo-

se pelo volume, da segunda lei de Newton (3.4), tem-se que:

∂ (ρu)

∂ t
+

∂ (uρu)

∂x
+

∂ (vρu)

∂y
+

∂ (wρu)

∂ z
=

1

dxdydz
(∑Fcx +∑Fsx), (3.6)

onde u, v e w são as componentes de velocidade.

Chamando de g a constante de forças de campo, sabendo-se que as forças externas devem

estar em equilı́brio com as internas (pela terceira lei de Newton), pode-se escrever a soma das

componentes na direção x das forças externas dividido pelo volume infinitesimal resultando:

1

dxdydz
(∑Fcx +∑Fsx) = gxρ +

∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂ z
−

∂ p

∂x
, (3.7)

onde τxx, τxy, τxz são as tensões desviadoras e p é a pressão.

Substituindo a equação (3.7) na equação (3.6), chega-se à forma final da equação da quan-

tidade de movimento na direção x:

∂ (ρu)

∂ t
+

∂ (uρu)

∂x
+

∂ (vρu)

∂y
+

∂ (wρu)

∂ z
= gxρ +

∂τxx

∂x
+

∂τxy

∂y
+

∂τxz

∂ z
−

∂ p

∂x
. (3.8)
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Repetindo-se o processo para os demais eixos cartesianos, chega-se às equações:

∂ (ρv)

∂ t
+

∂ (uρv)

∂x
+

∂ (vρv)

∂y
+

∂ (wρv)

∂ z
= gyρ +

∂τyx

∂x
+

∂τyy

∂y
+

∂τyz

∂ z
−

∂ p

∂y
, (3.9)

e
∂ (ρw)

∂ t
+

∂ (uρw)

∂x
+

∂ (vρw)

∂y
+

∂ (wρw)

∂ z
= gzρ +

∂τzx

∂x
+

∂τzy

∂y
+

∂τzz

∂ z
−

∂ p

∂ z
. (3.10)

3.1.3 Equação da Conservação da Energia

De todas as equações já expostas neste capı́tulo, adiantando-se que as tensões desviadoras

são função das velocidades, nota-se que as variáveis independentes são as componentes de

velocidade, a pressão e a densidade.

Da primeira Lei da termodinâmica (trabalho iguala-se ao calor menos a variação da ener-

gia interna), tem-se que a energia interna do sistema é a soma de todas as energias (cinética,

potencial, etc.) de todas as partı́culas que o constituem. Como tal sendo uma propriedade do

sistema, a variação da energia interna só depende dos estados inicial e final da transformação

considerada (MUNSON et al., 2002).

No caso do escoamento, a energia interna do sistema pode variar devido à troca de energia

e trabalho com a vizinhança de acordo com:

∆(mE) = Q−W , (3.11)

onde E é a energia especı́fica total, Q é o fluxo de calor eW é o trabalho realizado.

Logo, para o sistema em análise pode afirmar-se que:

D(mE)

Dt
= Q−W . (3.12)

Escrevendo-se o balanço de energia interna para o volume de controle da Fig. 3.1 num

intervalo de tempo infinitesimal dt, tem-se:

D(mE)

Dt
=

∂ (ρE)

∂ t
dxdydz− ((ρE

−→
V ) ·

−−→
dAx1 +(ρE

−→
V ) ·

−−→
dAy1 +(ρE

−→
V ) ·

−−→
dAz1)

−((ρE
−→
V +

∂ (ρE
−→
V )

∂x
dx) ·

−−→
dAx2 +(ρE

−→
V +

∂ (ρE
−→
V )

∂y
dy) ·

−−→
dAy2

+(ρE�w+
∂ (ρE

−→
V )

∂ z
dz) ·

−−→
dAz2).

(3.13)

Em seguida, dividindo-se (3.13) pelo volume, resolvendo-se os produtos internos e igua-
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lando-se a (3.12) têm-se:

∂ (ρE)

∂ t
+

∂ (ρEu)

∂x
+

∂ (ρEv)

∂y
+

∂ (ρEw)

∂ z
−

Q

dxdydz
+

W

dxdydz
= 0. (3.14)

Do balanço da quantidade de calor no volume de controle, encontra-se:

Q

dxdydz
= k

∂T

∂x
+ k

∂T

∂y
+ k

∂T

∂ z
. (3.15)

onde k é o coeficiente de condutividade térmica e T é a temperatura.

O trabalho pode ser dividido em 3 parcelas: a primeira, que pode ser chamada de trabalho

de escoamento, é a parcela referente às forças normais (pressão); a segunda, age em sentido

contrário ao escoamento ocasionando a chamada perda de carga, deve-se às tensões tangenciais

geradas pela viscosidade; e a terceira parcela refere-se ao trabalho realizado pelas forças de

campo. Fazendo o balanço de trabalho sobre o volume de controle e dividindo pelo volume,

chega-se à (3.16):

W

dxdydz
=

∂ (−pu)

∂x
+

∂ (−pv)

∂y
+

∂ (−pw)

∂ z
+(

∂ (τxxu)

∂x
+

∂ (τxyv)

∂x
+

∂ (τxzw)

∂x

+
∂ (τyyv)

∂y
+

∂ (τyxu)

∂y
+

∂ (τyzw)

∂y
+

∂ (τzzw)

∂ z
+

∂ (τzxu)

∂ z
+

∂ (τzyv)

∂ z
)+ρgxu

+ρgyv+ρgzw.

(3.16)

Das equações (3.14), (3.15) e (3.16), chega-se à forma final da equação da conservação da

energia,

∂ (ρE)

∂ t
+

∂ (ρEu)

∂x
+

∂ (ρEv)

∂y
+

∂ (ρEw)

∂ z
− k

∂T

∂x
− k

∂T

∂y
− k

∂T

∂ z

−
∂ (pu)

∂x
−

∂ (pv)

∂y
−

∂ (pw)

∂ z
+

∂ (τxxu)

∂x
+

∂ (τxyv)

∂x
+

∂ (τxzw)

∂x

+
∂ (τyyv)

∂y
+

∂ (τyxu)

∂y
+

∂ (τyzw)

∂y
+

∂ (τzzw)

∂ z
+

∂ (τzxu)

∂ z
+

∂ (τzyv)

∂ z

+ρgxu+ρgyv+ρgzw = 0

(3.17)

Têm-se agora as equações governantes da mecânica dos fluidos escritas na forma Eule-

riana: equação da conservação da massa (3.3), equação da quantidade de movimento (3.8),

(3.9) e (3.10) e equação da energia (3.17), totalizando 15 incógnitas, para 5 equações, sendo as

incógnitas: pressão, massa especı́fica, 3 componentes de velocidade, 9 tensões desviadoras e
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temperatura, considerando-se que a energia especı́fica pode ser calculada a partir dessas outras

variáveis.

Assim, para que o sistema de equações possa ser resolvido são necessárias maiores consi-

derações que são feitas a seguir.

3.1.4 O Tensor das Tensões, as Tensões Desviadoras e a Hipótese de Sto-

kes

Para que se possa dar continuidade ao equacionamento da mecânica dos fluidos é necessário

que se faça um estudo sobre as principais propriedades do tensor das tensões, conforme se-

gue, através da definição de tensões de Cauchy apresentadas em vários livros de mecânica do

contı́nuo, tais como Valiappan (1981).

Tomando-se o sistema fluido da Fig. (3.2), uma força
−→
Fs atuando sobre a face não coin-

cidente com os planos cartesianos. Esta força pode ser entendida como sendo aplicada pelo

restante do contı́nuo complementar ao plano. Assim, ao se decompor essa força e fazer o

equilı́brio, a componente de reação normal ao plano de corte necessariamente existe e possui

sentido de dentro para fora do sistema. Já as componentes tangenciais, se existirem, podem ter

sentido qualquer. Assim, uma força pode gerar um estado com 9 componentes de tensão não

nulas.

x = 1, y = 2 e z = 3

Figura 3.2: Força atuando sobre o tetraedro de Cauchy

Por um postulado da mecânica define-se o vetor de Cauchy
−→
t , que representa a influiência

do restante do corpo sobre o tetraedro da figura 3.2. O mesmo pode ser melhor compreendido

analizando-se um ponto P situado no plano de corte, o vetor
−→
t para este caso particular é dado
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por:

−→
t = −lim∆A→0

∆
−→
Fs

∆A
, (3.18)

onde
−→
n é o vetor normal ao plano de corte. O vetor

−→
t tem dimensão de pressão.

Cauchy representou
−→
t como uma função linear do vetor, −→n , normal unitário externo ao

plano de corte, no ponto em estudo. Tal aplicação linear, que leva um elemento do espaço de

vetores tipo −→n a um elemento do espaço de vetores tipo
−→
t , é denominada tensor das tensões

de Cauchy e representado por σσσ . Assim, é válida a relação:

−→
t = σσσ−→n . (3.19)

Para um dado estado de forças e restrições do contı́nuo, há um só valor do tensor tensão σσσ ,

associado a um dado ponto P do sólido. Em função dos eixos Cartesianos, o tensor σσσ pode ser

expresso por:

σσσ =




σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz


 . (3.20)

Uma propriedade importante que o tensor das tensões de Cauchy apresenta é a simetria, a

qual pode ser facilmente demonstrada fazendo-se o somatório de momento em torno de cada

um dos eixos, o que já reduz o número de incógnitas das equações governantes da mecânica

dos fluidos, conforme enunciadas no item anterior, de 15 para 12.

Dependendo do plano considerado, os valores das tensões normais e tangenciais se alteram,

sendo possı́vel achar um plano que tenha o máximo valor para a tensão normal, no qual as

tensões tangenciais serão nulas, e as tensões normais são chamadas tensões principais.

Conhecendo-se o estado de tensões em um ponto, é possı́vel calcular as forças de superfı́cie
−→
t em um plano qualquer que passe por este ponto, multiplicando-se o tensor das tensões pelo
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vetor dos cossenos diretores do referido plano e em seguida o valor de tensão normal ao plano:




tx

ty

tz




=




σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz






l1

l2

l3


⇒

σnn =




l1

l2

l3




T 


σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz






l1

l2

l3


 .

(3.21)

Partindo-se do tensor das tensões em um sistema de coordenadas, pode-se conhecer o tensor

em qualquer outro sistema de coordenadas obtido pela rotação do primeiro:




σx
x
 τx
y
 τx
z


τy
x
 σy
y
 τy
z


τz
x
 τz
y
 σz
z



 =




l1 l2 l3

m1 m2 m3

n1 n2 n3






σxx τxy τxz

τyx σyy τyz

τzx τzy σzz






l1 m1 n1

l2 m2 n2

l3 m3 n3


 .

(3.22)

Aplicando-se a equação (3.21) ao estado principal de tensões, chamando-se as tensões prin-

cipais de σ , e em seguida substituindo-se em (3.22), obtém-se o sistema:




σxx−σ τxy τxz

τyx σyy−σ τyz

τzx τzy σzz−σ






l1

l2

l3


 = 0, (3.23)

o qual admite solução trivial quando o determinante constituinte é não nulo e ou não trivial

quando seu determinante é nulo.

Assim, chega-se à equação caracterı́stica

σ3− (σxx +σyy +σzz)σ
2+(σxxσyy +σyyσzz +σzzσxx− τ2xy− τ2yz− τ2zx)σ

−(σxxσyyσzz−σxxτ2xy−σyyτ
2
zx +2τxyτyzτzx) = 0,

(3.24)

na qual as 3 raı́zes correspondem a 3 tensões principais e os 3 coeficientes das variáveis devem
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ser invariantes tal que:

I1 = σxx +σyy +σzz

I2 = σxxσyy +σyyσzz +σzzσxx− τ2xy− τ2yz− τ2zx

I3 = σxxσyyσzz−σxxτ2xy−σyyτ
2
zx +2τxyτyzτzx.

(3.25)

Pode-se afirmar qualitativamente que para um fluido estático as tensões normais em um

ponto são constantes e independem da direção do plano de análise, que as flutuações que possam

ocorrer são devidas à existência de escoamento viscoso, e por fim, que as flutuações são de

ordem de grandeza menor que o valor das tensões normais, adota-se um tensor médio, com

valores médios σm, e sobre esses valores se adiciona o incremento de perturbação τi j, com i e

j podendo ser x,y,ou z, devido ao escoamento, de forma a ter-se um tensor médio diagonal σσσmmm,

cujas componentes não nulas são iguais à pressão termodinâmica no caso de gases e iguais à

pressão mecânica no caso de escoamentos incompressı́veis, e um tensor desviador τττ:

σσσmmm =




σm 0 0

0 σm 0

0 0 σm


 =




−p 0 0

0 −p 0

0 0 −p


 (3.26)

e

τττ =




τxx τxy τxz

τyx τyy τyz

τzx τzy τzz


 , (3.27)

tal que o tensor das tensões é a soma dos dois.

A Lei da viscosidade de Newton estabelece que a tensão tangencial para fluidos escoando

paralelamente a uma superfı́cie com uma velocidade
−→
V de componentes cartesianas u, v e w,

ou em uma notação indicial: u de componentes u1, u2 e u3:

τi j = µ

�
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

�
para i �= j, (3.28)

onde µ é uma propriedade do fluido chamada viscosidade dinâmica (ver por exemplo Fox e

Mcdonald (2001)) e os ı́ndices i e j variam de 1 a 3, sendo os eixos cartesianos x = 1, y = 2 e

z = 3.

Pelo primeiro invariante (3.25), tem-se que o traço de τττ deve ser nulo. Deve-se então

estabelecer a relação entre os termos da diagonal de τττ e a velocidade.
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Assim, define-se τii através de:

τii = 2µ

�
∂ui

∂xi

�
+λ

∂u j

∂x j
, (3.29)

onde λ é um coeficiente que deve fazer satisfazer o primeiro invariante. Fazendo uso do delta

de Kronecker, pode-se unir as equações 3.28 e 3.29:

τi j = µ

�
∂ui

∂x j
+

∂u j

∂xi

�
+δi jλ

∂uk

∂xk

. (3.30)

Embora para escoamentos incompressı́veis o valor de λ não tenha significado, pois o diver-

gente da velocidade é nulo, para os escoamentos compressı́veis ele se faz necessário.

A hipótese de Stokes consiste na seguinte relação:

3λ +2µ = 0. (3.31)

Assim, das equações (3.30) e (3.31), escreve-se o tensor desviador para escoamentos com-

pressı́veis de fluidos Stokesianos em notação cartesiana, conforme:

τττ =




−2
3
µ∇ ·

−→
V +2µ

�
∂u
∂x

�
µ
�

∂u
∂y

+ ∂v
∂x

�
µ
�

∂u
∂ z

+ ∂w
∂x

�
µ
�

∂v
∂x

+ ∂u
∂y

�
−2
3
µ∇ ·

−→
V +2µ

�
∂v
∂y

�
µ
�

∂v
∂ z

+ ∂w
∂y

�
µ
�

∂w
∂y

+ ∂u
∂ z

�
µ
�

∂w
∂y

+ ∂v
∂ z

�
−2
3
µ∇ ·

−→
V +2µ

�
∂w
∂ z

�


 . (3.32)

Substituindo-se a Eq. (3.32) nas Eqs. (3.8), (3.9), (3.10) e (3.17), tem-se as equações de

Navier-Stokes para fluidos Newtonianos em formulação Euleriana e o número de incógnitas cai

agora de 12 para 6, sendo incógnitas agora as 3 componentes de velocidade u, v e w, a pressão

p, a massa especı́fica ρ e a temperatura T. Porém, como existem somente 5 equações, ainda

existe a necessidade de se eliminar mais uma incógnita, ou encontrar mais uma equação.

3.1.5 A Lei dos Gases Ideais

Se o fluido em análise for considerado um gás perfeito, ou ideal, isto é, um gás que obedece

às leis de Boyle-Mariotte, Charles e Gay Lussac (RESNICK; HALLIDAY, 1965). Destas Leis,

pode-se escrever a Equação de Clapeyron conforme:

pV = nrT , (3.33)
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ou diretamente em função da massa especı́fica:

p = ρRT , (3.34)

onde V é o volume do gás, n é o número de mols do gás, r ou R são respectivamente a constante

universal dos gases perfeitos adaptadas a cada uma das equações e T é a temperatura.

Assim, obtém-se uma relação entre temperatura e pressão, de forma que o sistema final

pode ser resolvido, pois conta-se com 6 equações e 6 incógnitas. As equações são (3.8), (3.9) e

(3.17) com (3.32), (3.3), e (3.16) com (3.33). As incógnitas são u, v, w, p, ρ e T.

Para escoamentos incompressı́veis, onde a massa especı́fica é uma constante, diminui-se

uma incógnita e a equação (3.33) não é aplicável. Além disso, as equações de quantidade

de movimento e energia passam a ficar desacopladas uma da outra, podendo ser resolvidas

independentemente.

3.1.6 Notação Indicial

Por simplicidade, no desenvolvimento da formulação numérica será feito o uso de uma

notação indicial, na qual os eixos x, y e z correspondem respectivamente aos ı́ndices 1, 2 e 3,

e as componentes dos vetores são representadas pelo sı́mbolo do vetor com o ı́ndice subscrito.

Vetores e matrizes completos serão representados em negrito.

Tomando-se as equações governantes ((3.3), (3.8)-(3.10) e (3.17)) observa-se que as mes-

mas podem ser reescritas indicialmente, onde os ı́ndices i e j indicam soma, conforme:

∂ρ

∂ t
= −

∂ (ρui)

∂xi
, (3.35)

∂ (ρui)

∂ t
= −

∂ (u jρui)

∂x j
+

∂τi j

∂x j
−

∂ p

∂xi
+ρgi, (3.36)

e
∂ (ρE)

∂ t
= −

∂ (u jρE)

∂x j
+

∂

∂xi

�
k

∂T

∂xi

�
−

∂ (u j p)

∂x j
+

∂
�
τi ju j

�
∂x j

+ρgiui, (3.37)

onde ui é a componente na direção i do vetor velocidade e gi é a componente na direção i do

vetor das constantes das forças de campo.
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3.2 Descrição Lagrangeana-Euleriana Arbitrária das

Equações da Mecânica dos Fluidos

Como já mencionado, a formulação ALE é obtida introduzindo-se um domı́nio de re-

ferência com movimento arbitrário e independente dos pontos materiais, conforme a Fig. 3.3

onde R, C(to) e C(t) são respectivamente os domı́nios de referência e contı́nuo no tempo ini-

cial to e final t. O domı́nio R será melhor entendido posteriormente, quando da aplicação dos

métodos numéricos, como o domı́nio computacional.

Figura 3.3: Cinemática adotada na descrição ALE

Da mesma forma que na formulação Lagrangeana, uma partı́cula na formulação ALE é

definida nas suas coordenadas materiais na configuração inicial do contı́nuo, mas o processo de

definição é indireto e feito sobre o vetor posição ξ que está ligado à partı́cula a e à variável t,

de acordo com a lei que rege o movimento do domı́nio de referência (DONEA et al., 1982).

Assim, a formulação ALE pode ser vista como um mapeamento da configuração inicial do

contı́nuo para a configuração atual escrito com respeito ao domı́nio de referência R, sendo o

Jacobiano J que liga o domı́nio de referência e o domı́nio material dado por:

J = det(A) onde Ai j =
∂ξi

∂a j
com i e j = 1,2 ou 3. (3.38)

Trabalhando-se algebricamente (ver Donea et al. (1982)), obtém-se a relação:

∂J

∂ t
= J∇ ·w, (3.39)
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onde w é o vetor velocidade do domı́nio de referência R.

Seja uma propriedade fı́sica f (ξi, t), expressa na representação de referência igual a F(ai, t),

visto que ξi, componente de ξ com i =1, 2 ou 3, é dependente de ai, que é a componente i de a,

pode-se escrever:
∂F(ai, t)

∂ t
=

∂ f (ξi, t)

∂ t

����
ξ

+
∂ f (ξi, t)

∂ξi

�
∂ξi

∂ t

�
(3.40)

Das regras de diferenciação aplicadas à ∇( fw), tendo em vista (3.39) obtém-se a equação:

J∇ · ( fw) =
∂J

∂ t
f + Jw ·∇ f (3.41)

Observando-se que wi é dado por
�

∂ξi

∂ t

�
, de (3.41) e (3.40), pode-se extrair finalmente a

cinemática da propriedade f representada por:

∂ (JF)

∂ t
= J

�
∂ f

∂ t
+∇ · ( fw)

�
. (3.42)

Fazendo f = ρ em (3.41) e levando-se em conta (3.35), obtém-se:

∂ (ρJ)

∂ t
= J

∂ (ρ(wi−ui))

∂x j
(3.43)

Com o auxı́lio de (3.40) e (3.41), pode-se reescrever (3.43) como:

∂ρ

∂ t
=

∂ρ

∂xi
(wi−ui)−ρ

∂ui

∂xi
, (3.44)

ou ainda, conforme:
∂ρ

∂ t
+

∂ (ρui)

∂xi
= wi

∂ρ

∂xi
. (3.45)

A equação (3.45) representa a equação da conservação da massa na descrição ALE.

Analogamente, para (3.36) e (3.37), obtém-se a formulação ALE das equações da conser-

vação da quantidade de movimento e da energia:

∂ (ρui)

∂ t
+

∂ (u jρui)

∂x j
−

∂τi j

∂x j
+

∂ p

∂xi
−ρgi = wj

∂ (ρui)

∂x j
(3.46)

e

∂ (ρE)

∂ t
+

∂ (u jρE)

∂x j
−

∂

∂xi

�
k

∂T

∂xi

�
+

∂ (u j p)

∂x j
−

∂ (τi ju j)

∂x j
−ρgiui = wi

∂ (ρE)

∂xi
. (3.47)

Observa-se nas equações (3.45), (3.46) e (3.47), que quando a velocidade w for nula, a

formulação é a Euleriana, e quando a velocidade w for igual à velocidade u a formulação é a
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Lagrangeana (DONEA et al., 1982).
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4 Fundamentos de mecânica não linear

geométrica dos sólidos

Tal como no equacionamento da Mecânica dos Fluidos apresentado no capı́tulo 2, para

se modelar matematicamente a mecânica dos sólidos é feito uso da hipótese de que o sólido

consiste em meio contı́nuo.

Os sólidos apresentam rigidez tanto à imposição de tensões normais quanto desviadoras até

certo limite (até a ruptura em materiais frágeis ou escoamento em materiais dúcteis) e portanto

apresentam valores finitos de deslocamentos relativos (deformações). Isto implica que os des-

locamentos ou posições podem ser considerados as variáveis principais do problema, sendo a

formulação Lagrangeana adequada para tal análise (VALIAPPAN, 1981).

O equacionamento é obtido ao se aplicar as leis da mecânica sobre um sistema com massa

constante (obedecendo ao princı́pio da conservação da massa), porém com forma e volume

variável.

No que diz respeito à geometria de deformação dos corpos, o estudo da mecânica dos

sólidos pode ser divido em linear e não linear.

A mecânica dos sólidos com modelagem geometricamente linear considera que o equilı́brio

de forças se faz em relação à configuração inicial (indeslocada e indeformada) do corpo estu-

dado, sendo uma aproximação limitada da realidade, mas que resulta em técnicas de solução

linear simples e úteis para diversas aplicações da engenharia (CODA, 2003).

Por outro lado, a análise não linear geométrica (NLG) considera o equilı́brio na configuração

final, ou atual, do corpo (deformada e deslocada), conduzindo a resultados adequados mesmo

em situações de grandes deformações e deslocamentos, onde a configuração final do sólido é

bem diferente da configuração inicial. Isto, entretanto, termina por levar a mecânica NLG a um

equacionamento mais complexo, requerendo geralmente solução numérica.
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4.1 Cinemática e deformações

4.1.1 Mudança de configuração – definições e equacionamento

Considerando que um corpo sólido pode ser descrito como um conjunto de pontos mate-

riais, define-se configuração deste corpo como uma região do espaço definida por uma função

contı́nua que faz o mapeamento, correspondência única, entre os pontos materiais e sua coor-

denada no espaço pontual Euclidiano (COIMBRA, 1978). Assim, indica-se a posição de um

ponto na configuração inicial por meio de:

−→
X = X1

−→e1 +X2
−→e2 +X3

−→e3 , (4.1)

e na configuração final através de:

−→x = x1
−→e1 + x2

−→e2 + x3
−→e3 , (4.2)

onde −→e1 ,
−→e2 e

−→e3 são os versores dos eixos coordenados no espaço euclidiano.

É chamada mudança de configuração, ou movimento, à uma função inversı́vel χ que associa

a posição inicial e atual de um ponto material em um determinado instante t (OGDEN, 1984;

CODA, 2003), tal que pode ser escrita a equação:

−→x = χ(
−→
X , t) = χt(

−→
X ). (4.3)

Da definição de mudança de configuração, pode-se afirmar que o movimento de corpo

rı́gido é um caso particular de mudança de configuração que não causa alteração na forma do

corpo e na posição relativa de seus pontos materiais.

À diferença entre as configurações final e a inicial é dado o nome da campo de deslocamen-

tos, representado por
−→
U , podendo ser expresso na descrição Lagrangeana da seguinte forma:

−→
U (

−→
X , t) = −→x (

−→
X , t)−

−→
X . (4.4)

Seja a mudança de configuração representada na Fig. 4.1. Através de expansão por série de

Taylor para a função χ em torno de X0, pode-se expressar o vetor
−→
∆x como:

∆−→x = −→x −−→x0 =

�
−→x0 + ∂ χ(

−→
X ,t)

∂
−→
X

∆
−→
X +O2(∆X)

�
−−→x0

=
�
−→x0 +∇χ(

−→
X , t)∆

−→
X +O2(∆X)

�
−−→x0 .

(4.5)
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Figura 4.1: Mudança de configuração de um corpo

Quando ∆
−→
X é infinitesimal, os termos de ordem superior de (4.5) se anulam, resultando:

d−→x = ∇χ(
−→
X , t)d

−→
X = ∇x(

−→
X , t)d

−→
X . (4.6)

Sendo A a matriz gradiente da função mudança de configuração, as suas componentes são

escritas como:

Ai j =
∂xi(

−→
X , t)

∂Xj
=

∂ χi(
−→
X , t)

∂Xj
(para i,j = 1, 2, 3), (4.7)

devendo ser observado que a menos que d
−→
X seja nulo, d−→x jamais será nulo, ou seja, A não é

singular, concluindo-se a seguinte propriedade para o jacobiano J:

−→
dx = A ·

−→
dX �=

−→
0 ,∀

−→
dX �=

−→
0 ⇒ det(A) = J �= 0. (4.8)

Uma informação importante que pode ser obtida do gradiente A é a variação de volume

entre a configuração inicial e atual. Para tal, considera-se um sistema infinitesimal nas configu-

rações inicial e atual, conforme a figura 4.1. Na configuração inicial tem-se o volume dVo de

um cubo infinitesimal de dimensões dX1, dX2 e dX3 calculado por:

dVo = (
−−→
dX1×

−−→
dX2) ·

−−→
dX3 = det([

−−→
dX1,

−−→
dX2,

−−→
dX3]), (4.9)
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e na configuração final o elemento possui volume V dado por:

dV = (
−→
dx1×

−→
dx2) ·

−→
dx3 = det([

−→
dx1,

−→
dx2,

−→
dx3]). (4.10)

Como
−→
dx = A

−→
dX , das propriedades de determinantes é obtida a relação entre os volumes

nas configurações inicial e final:

dV = det(A)det([
−−→
dX1,

−−→
dX2,

−−→
dX3]) = det(A)dVo = JdVo. (4.11)

Outra expressão importante é a relação entre áreas, visualizada na Fig. 4.2 Seja a área

infinitesimal dAo na configuração inicial e dA na configuração final, tal que:

−−→
dAo =

−→
N dAo (4.12)

e
−→
dA = −→n dA, (4.13)

onde
−→
N e −→n são respectivamente os versores normais à porção de área infinitesimal na confi-

guração inicial e atual. Os volumes infinitesimais da figura 4.2 são calculados por:

dVo =
−→
dUT ·

−→
N dAo (4.14)

e

dV = −→u T−→n dA. (4.15)

Figura 4.2: Mudança de área

Com base em (4.11), escreve-se a relação:

dV = −→u T−→n dA
−→
U T−→N dAoJ, (4.16)
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ou ainda, de (4.8),
−→
U TAT−→n dA =

−→
U T−→N dAJ, (4.17)

que implica na expressão:

dA
−→n = JB

−→
N dAo. (4.18)

onde B=
�
AT

�−1
. Essa expressão é conhecida como fórmula de Nanson.

4.1.2 Medidas de deformação

Considerando-se a capacidade dos sólidos de mudarem de forma ao serem submetidos a

forças externas, são necessárias medidas de deformação para que se possa analisar o equilı́brio.

A deformação num ponto deve ser entendida como a alteração da forma de uma vizinhança do

ponto pela função mudança de configuração (4.3).

Da definição de módulo aplicada ao vetor
−→
dx, e de (4.8), obtém-se:

���−→dx

���2 =
−→
dx ·

−→
dx = (A

−→
dX) · (A ·

−→
dX) =

−→
dX · (ATA

−→
dX) =

−→
dX ·C

−→
dX > 0 (4.19)

O tensor C= AT ·A que aparece em (4.19) é positivo definido e conhecido como tensor de

alongamento à direita de Cauchy-Green.

Fazendo a diferença entre os quadrados dos módulos dos vetores
−→
dx e

−→
dX , tem-se:

���−→dx

���2−
���−→dX

���2 =
−→
dX ·C

−→
dX −

−→
dX ·

−→
dX =

−→
dX · (C-I)

−→
dX =

−→
dX ·2E

−→
dX (4.20)

onde I é o tensor identidade de segunda ordem e E é conhecido como tensor de deformação

de Green-Lagrange, com seus componentes i e j definidos por (4.21), onde δi j é o delta de

Kronecker.

Ei j =
1

2

�
Ci j −δi j

�
(para i e j = 1, 2 ou 3) (4.21)

Entende-se por alongamento relativo Lagrangeano λ (U), a razão entre os comprimentos

final e inicial de uma fibra dX , inicialmente na direção de
−→
U . Partindo-se das definições já

vistas o alongamento relativo é expresso como:

λ (U) =
dx

dX
=

�
−→
U TATA

−→
U =

�
−→
U TC

−→
U (4.22)

Sendo Xi as coordenadas na configuração inicial e xi as coordenadas na configuração atual,

define-se que a deformação longitudinal de engenharia aplicada a grandes deformações no sen-

tido de X pode ser entendida como a taxa de variação da mudança de comprimento de uma fibra
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em relação ao comprimento inicial, conforme:

ε(X) =
dx−dX

dX
= λ (X)−1. (4.23)

Para se definir a distorção, tomam-se duas direções quaisquer com ângulo de 90o entre si, i

e i’, na configuração inicial. Sendo dX e dX’ fibras infinitesimais nestas direções, tal que:

−→
dX =

−→
i dX

−→
dX 
 =

−→
i
 dX 
. (4.24)

Seja θ o ângulo entre as novas direções j e j
 na configuração final. A distorção é dada por:

γii
 = π/2−θ (4.25)

Assim como a deformação de engenharia, a distorção pode ser escrita em função do alon-

gamento, (4.27), resultando no pseudo tensor das deformações de engenharia:

εeng =




ε1
γ12
2

γ13
2

γ21
2

ε2
γ23
2

γ31
2

γ32
2

ε3


 (4.26)

com

γ12 = arccos

�−→e1
TATA−→e2
λ1λ2

�
−

π

2
. (4.27)

A matriz da Eq. (4.26) é dita um pseudo tensor, pois não respeita as leis de giro tensorial e

serve apenas como ilustração sensı́vel de uma medida de deformação. Dessa forma, a medida

de deformação adotada neste trabalho é a deformação de Green-Lagrange (Eq. (4.21)).

4.2 Tensões

Tomando-se um corpo no qual estejam atuando forças externas, seccionando-o em duas

partes conforme a figura 4.3, surgem forças internas distribuı́das na secção de forma a garantir

o equilı́brio.

O vetor
−→
d f é a resultante de força que atua numa área superficial infinitesimal na superfı́cie

da secção do corpo e é calculado por

−→
d f =

−→
t dA =

−→
T dA0, (4.28)

onde
−→
T =

−→
T

�−→
X , t,

−→
N

�
é chamado vetor de forças de superfı́cie de Piola-Kirchhoff de primeira
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−→
T //

−→
t

Figura 4.3: Forças de superfı́cie

espécie, e
−→
t =

−→
t (−→x , t,−→n ) é chamado vetor de força de superfı́cie de Cauchy.

Os tensores das tensões reais de Cauchy σσσ e das tensões de Piola-Kirchhoff de primeira

espécie P podem ser obtidos como:

−→
t (−→x , t,−→n ) = σσσT (−→x , t)−→n ⇒ ti = σ jin j (4.29)

e
−→
T (

−→
X , t,

−→
N ) = PT (

−→
X , t)

−→
N ⇒ Ti = PjiNj. (4.30)

Com base na fórmula de Nanson Eq. (4.18), é estabelecida a relação entre o tensor das

tensões reais de Cauchy e o tensor das tensões de Piola-Kirchoff de primeira espécie:

PT = JσσσA−T ⇒ Pki = Jσi jB jk. (4.31)

4.3 Lei da conservação da massa

Para um sistema com fronteira impermeável à massa, a variação da mesma durante a

mudança de configuração deve ser nula, o que implica no balaço apresentado nas equações

(4.32)-(4.34):

ρ0dV0 = ρdV (forma diferencial ou local) (4.32)
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�
Ω0

ρ0dV0 =
�

Ω
ρdV (forma integral ou global) (4.33)

�
Ω0

(ρ0−ρJ)dV0 = 0, para qualquer V0 (4.34)

Com base nas equações (4.32)-(4.34), escreve-se a forma local final da equação da conser-

vação da massa:

ρ =
ρ0
J

⇒ ρ0 = Jρ. (4.35)

Com base nesse princı́pio, Ogden (1984) mostra o seguinte colorálio:

�
Ω(t)

ρ(t) f (t)dV =
�

Ωo

ρ(t)J(t) f (t)dVo =
�

Ωo

ρo f (t)dVo, (4.36)

onde Ω e Ω0 correspondem respectivamente ao domı́nio fı́sico nas configurações inicial e atual

e f pode ser uma função contı́nua qualquer, e assim:

d

dt

�
Ω(t)

ρ(t) f (t)dV =
d

dt

�
Ωo

ρo f (t)dVo =
�

Ωo

ρo
d

dt
f (t)dVo. (4.37)

4.4 Balanço da quantidade de movimento - primeira lei do

movimento de Euler

Seja
−→
Q (t) a quantidade de movimento de um corpo, calculada conforme a equação

−→
Q (t) =

�
Ω

ρ
−→
ẋ dV, (4.38)

onde
−→
ẋ é a variação da posição atual x no tempo t (velocidade).

Chamando-se a resultante das forças atuantes no sistema de
−→
R , da segunda lei de Newton

(OGDEN, 1984) e com base nas equações (4.37) e (4.38) resulta:

−→
R =

d

dt

−→
Q (t) =

�
Ω

ρ
−→
ẍ dV, (4.39)

onde
−→
ẍ é aceleração dada pela segunda derivada no tempo da posição x.

Considerando-se −→g as forças de domı́nio,
−→
t as forças de superfı́cie, e adotando-se uma

notação indicial, a expressão (4.39) fica:

�
Ω

ρ ẍidV =
�

Ω
gidV+

�
Γ
tidA (4.40)
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Do teorema das tensões de Cauchy (4.30), e fazendo uso do teorema da divergência de

Gauss, chega-se a �
Ω

ρ ẍidV =
�

Ω
gidV+

�
Ω

σ ji, jdV, (4.41)

onde o ı́ndice ,j indica derivada em relação à direção j.

Considerando a arbitrariedade de V, a forma local de (4.41) pode ser escrita como:

σ ji, j +gi = ρ ẍi. (4.42)

A equação (4.41) considera o movimento na configuração atual, sendo assim uma versão

Euleriana da equação da quantidade de movimento.

Com o emprego da fórmula de Nanson (4.18) em (4.40), escreve-se a versão Lagrangeana

desta equação: �
Ωo

ρoẍidVo =
�

Ωo

giJdVo +
�

Γo

Jσi jB jkNkdAo (4.43)

onde B=A−T .

Com base em (4.31), a equação (4.43) pode ainda ser reescrita como:

�
Ωo

ρoẍidVo =
�

Ωo

GidVo +
�

Γo

PkiNkdAo (4.44)

onde Gi é a componente de força de campo na configuração inicial, na direção i.

Aplicando-se o teorema da divergência de Gauss no último termo de (4.44), chega-se à

forma final da equação da quantidade de movimento em descrição Lagrangeana:

�
Ωo

ρoẍidVo =
�

Ωo

GidVo +
�

Ωo

Pki,kdVo (4.45)

que, a partir da arbitrariedade de Vo, pode ser expressa localmente como:

Pki,k +Gi = ρoẍi. (4.46)

4.5 Princı́pio dos trabalhos virtuais

Uma técnica alternativa de se analisar o equilı́brio muito utilizada em análises numéricas

de estruturas é o princı́pio dos trabalhos virtuais (PTV).

O carregamento provoca um deslocamento
−→
δx em determinado ponto da estrutura. Não

havendo nenhuma transferência de calor, pela primeira Lei da Termodinâmica fica evidente que

o trabalho do carregamento (forças externas) deve ser igual à energia de deformação das tensões
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internas.

Seja um deslocamento virtual
−→
δx compatı́vel, isto é, que atende às condições de contorno es-

senciais impostas, que são deslocamentos prescritos em certas regiões do corpo, e é admissı́vel

quando a função que o descreve possui a continuidade desejada.

Ponderando-se a forma local da Equação da quantidade de movimento (4.42) Euleriana por
−→
δx, tem-se:

σ ji, jδxi +giδxi = ρoẍiδxi. (4.47)

Integrando-se (4.47) na configuração final têm-se:

�
Ω

σi j, jδxidV+
�

Ω
giδxidV =

�
Ω

ρoẍiδxidV, (4.48)

que com a aplicação do teorema da divergência, assume a forma:

�
Γ

σi jδxin jdA+
�

Ω
giδxidV =

�
Ω

ρ ẍδxidV+
�

Ω
σi jδxi, jdV. (4.49)

Ou pode-se escrever a equação (4.49) vetorialmente como:

�
Γ

−→
t ·

−→
δxdA+

�
Ω

−→g
−→
·δxdV =

�
Ω

ρ
−→
ẍ·
−→
δxdV+

�
Ω

tr(σσσT ∇(
−→
δx))dV, (4.50)

onde o último termo é conhecido como variação da energia de deformação.

Para se obter uma forma Lagrangeana, a equação (4.46) é ponderada por
−→
δx e integrada em

ralação à configuração inicial, ao mesmo tempo em que aplica-se o teorema da divergência no

termo do tensor das tensões, resultando em:

�
Γo

TiδxidAo+
�

Ωo

GiδxidVo =
�

Ωo

ρẌiδxidVo +
�

Ωo

Pkiδxi,kdVo. (4.51)

Com base em (4.7), pode-se dizer que δxi,k=δAik, e portanto conclui-se:

�
Γo

−→
T ·
−→
δxdAo+

�
Ωo

−→
G ·

−→
δxdVo =

�
Ωo

ρ
−→
Ẍ ·

−→
δxdVo +

�
Ωo

tr(PT δA)dVo

=
�

Ωo

ρ
−→
Ẍ ·

−→
δxdVo +

�
Ωo

PT : δAdVo,

(4.52)

onde observa-se que a tensão PT é conjugado energético de A e : definem a contração de

segunda ordem.



4.5 Princı́pio dos trabalhos virtuais 85

Define-se o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S, tal que:

PT = AS. (4.53)

Substituindo (4.53) em (4.31) é possı́vel escrever a equação:

σσσ =
1

J
ASAT . (4.54)

Da substituição de (4.53) na equação (4.52), resulta:

�
Γo

−→
T ·
−→
δxdA0+

�
Ωo

−→
G ·

−→
δxdVo =

�
Ωo

ρ
−→
Ẍ ·

−→
δxdVo +

�
Ωo

AS : δAdVo. (4.55)

Observando-se que:

δE=
1

2
δC, (4.56)

é fácil demonstrar pelas propriedades tensoriais que:

δE= ATGrad (δ−→u ) = AT δA (4.57)

e

PT : Grad (δ−→u ) = S : δE. (4.58)

Então, sendo S conjugado de E, a equação (4.55) pode finalmente ser escrita como:

�
Γo

−→
T ·
−→
δxdAo +

�
Ωo

−→
G ·

−→
δxdVo =

�
Ωo

ρ0
−→
Ẍ ·

−→
δxdVo +

�
Ωo

S : δEdVo. (4.59)

Assumindo-se forças conservativas, pode-se afirmar que (CODA, 2003):

−→
G ·δ−→x = δ

�−→
G ·−→x

�
, (4.60)

�
PT−→N

�
·δ−→x =

−→
T ·δ−→x = δ

�−→
T ·−→x

�
(4.61)

e
−→
ẍ ·δ−→x =

1

2
δ
�−→

ẋ ·
−→
ẋ
�

. (4.62)

Pelo princı́pio dos trabalhos virtuais, a equação (4.59) pode ser reescrita em:

δΠ = δ

��
Ω0

−→
G ·−→x dV0+

�
Γ0

−→
T ·−→x dA0−

1

2

�
Ω0

ρ0
−→
ẋ ·

−→
ẋ dV0−

�
Ω0

wdV0

�
= 0, (4.63)
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donde conclui-se:

Π =
�

Ω0

−→
G ·−→x dV0+

�
Γ0

−→
T ·−→x dA0−

1

2

�
Ω0

ρ0
−→
ẋ ·

−→
ẋ dV0−

�
Ω0

wdV0, (4.64)

onde δw = tr(SδE) = tr(PTA), seguindo a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, w =
1
2
tr(SE).

Para forças conservativas, a expressão (4.64) quantifica a energia mecânica total do sistema

considerado para uma configuração x e a expressão (4.63) representa a condição de estaciona-

riedade da energia total do sistema.

Pelo princı́pio da mı́nima energia potencial total, uma estrutura encontra-se em equilı́brio

quando, dado um deslocamento virtual δx, a primeira variação do funcional Π, representada

por δΠ, é igual a zero.

A primeira variação de um funcional f é definida por

δ f =
∂ f

∂Y1
δY1+

∂ f

∂Y2
δY2+ ...+

∂ f

∂Yn
δYn, (4.65)

onde Y1,Y2, ...,Yn são as variáveis das quais o funcional f é dependente (LANCZOS, 1986).

Assim, o corpo sólido está em equilı́brio quando satisfaz às relações:

Π = Π

�−→
Y

�
⇒ δΠ =

∂Π

∂
−→
Y

δ
−→
Y =

−→
0 ,∀

−→
Y ⇒

∂Π

∂YK
δYK = 0⇒

∂Π

∂YK
= 0 com k = 1,n. (4.66)

Embora o equacionamento desenvolvido seja de grande utilidade para a descrição do equi-

lı́brio na configuração atual, a determinação dessa configuração, geralmente, só é possı́vel com

uso de métodos aproximados ou numéricos, devido à complexidade matemática das equações

não lineares envolvidas.

Quando problemas não conservativos são considerados, ainda valem as expressões (4.50),

(4.51) e (4.56)

4.6 Lei constitutiva

Conhecer uma lei constitutiva que relacione as deformações com tensões adequadamente

para o caso em estudo é condição necessária para se solucionar as equações de equilı́brio de

corpos flexı́veis. A lei constitutiva empregada neste trabalho é a de Saint-Venant-Kirchhoff.

Para a deformação de Green-Lagrange, pode-se propor a seguinte expressão para a energia
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de deformação especı́fica:

w =
1

2
Ei jDi jklEkl =

1

2
E : D : E, (4.67)

onde D é um tensor de quarta ordem, chamado tensor dos modos elásticos de rigidez.

Pela derivada da expressão (4.67) em relação ao tensor de deformações de Green-Lagrange

obtém-se:

S=
Eν

(1+ν)(1−2ν)
[tr (E)] I +2GE, (4.68)

onde S é o tensor da tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, E é o tensor deformação de

Green-Lagrange, E, G e ν são respectivamente o módulo de elasticidade, o módulo de elastici-

dade transversal e o coeficiente de Poisson do material.

A lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff trata-se de uma generalização da lei de Hooke e

representa relação linear entre a tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e a deformação de

Green-Lagrange. Embora a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff seja uma generalização

da Lei de Hooke que visa contemplar materiais hiperelásticos, a mesma só pode ser aplicada

com segurança no domı́nio das pequenas deformações (ver Pascon (2008)).
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5 Análise numérica de dinâmica dos

fluidos

A sequência adotada neste trabalho consiste em primeiro discretizar as equações no tempo,

para em seguida aplicar o método dos resı́duos ponderados e estabelecer o procedimento de

solução.

5.1 Discretização no tempo

5.1.1 Aspectos matemáticos dos problemas transientes em mecânica dos

fluidos

Os problemas de interesse são transientes, ou seja, envolvem a variação temporal das gran-

dezas fı́sicas. A partir dos valores iniciais dessas grandezas, pode-se encontrar uma solução

numérica, ou em alguns casos analı́tica, da Equação Diferencial Parcial que rege o problema.

As soluções numéricas são obtidas a partir de uma marcha no tempo com passos de duração ∆t

até atingir o instante final desejado (FORTUNA, 2000).

Ainda, segundo Fortuna (2000), os fenômenos transientes são modelados por equações

diferenciais parabólicas ou hiperbólicas. Os fenômenos dissipativos (efeito da viscosidade,

por exemplo) são descritos por equações parabólicas. Se não houver dissipação de energia, as

equações são hiperbólicas.

A equação modelo do problema hiperbólico é a equação de convecção, que para o caso

unidimensional linear, ou seja, quando existe relação linear entre o deslocamento e tempo, é

escrita como:
∂φ

∂ t
= −u

∂φ

∂x
. (5.1)

A equação (5.1) representa o transporte de φ sem dissipação, no sentido positivo de x, com

velocidade u. Em um problema real φ pode ser massa, quantidade de movimento, energia, etc.
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Caso o processo de convecção possua mecanismos dissipativos, esse obedece à equação

parabólica de convecção-difusão, que para o caso de convecção linear é representada através da

expressão
∂φ

∂ t
= −u

∂φ

∂x
+

∂

∂x

�
Γ

∂

∂x

�
, (5.2)

onde Γ é o coeficiente de difusão. A equação (5.2) também é denominada equação de transporte.

A figura 5.1 ilustra um exemplo de solução da equação de transporte (5.2).

�

��

������

�

��

�����

�

��

������

Figura 5.1: Distribuição Gausiana transportada com dissipação

Os problemas transientes consistem em problemas de valores iniciais (PVI’s), exigindo

para a sua solução a imposição de condições iniciais (condições conhecidas em algum instante

passado no tempo). Quando os problemas transientes necessitam também de condições de

contorno (condições que durante todo o intervalo de tempo são conhecidas sobre determinada

região do espaço que delimita o domı́nio da análise), também constituem problemas de valor

de contorno. Quando são governados por uma equação diferencial hiperbólica, os problemas

transientes apresentam região aberta e podem admitir solução descontı́nua. Por outro lado,

quando as equações governantes são parabólicas, o problemas transientes apresentam região

fechada e não admitem solução descontı́nua.
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5.1.2 Solução numérica explı́cita de problemas de transporte

Sejam chamadas caracterı́sticas as curvas que indicam as posições no espaço pelas quais

ocorre o transporte de informações, conforme pode ser visto em Fortuna (2000). De posse

desse conceito, por simplicidade, primeiro será descrito o processo para o problema linear sem

difusão, e em seguida, expandido para o não linear com difusão.

Se uma partı́cula com a informação escalar φ se propaga por uma determinada carac-

terı́stica, com determinada velocidade constante u, idêntica à velocidade de convecção para

problemas escalares, a posição final y adquirida por esta partı́cula após um intervalo de tempo

∆t = tn+1− tn, para um caso unidimensional linear, é expressa por:

y = x+u(tn+1− tn). (5.3)

Figura 5.2: Curvas caracterı́sticas para equação linear

Como pode ser observado na figura 5.2, o valor da grandeza escalar φ , na posição y e no

instante t = n+1, é igual ao valor de φ na posição x e no instante t = n, ou seja:

φ(x)n = φ(y)n+1. (5.4)

É possı́vel obter uma forma fraca de (5.4) ponderando-se a mesma e integrando sobre o

domı́nio espacial Ω. Observando que as funções ponderadoras correspondentes a x ou a y

podem ser aplicadas para tal, portanto, opta-se pela função ponderadora N(y):

�
Ω

φ(x)nN(y)dΩ =
�

Ω
φ(y)n+1N(y)dΩ. (5.5)
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Efetuando também a aproximação no espaço (empregando o método de Galerkin) é obtido:

�
Ω

Ni(x)φ(x)n(i)Nj(y)dΩ =
�

Ω
Ni(y)φ(y)n+1(i)Nj(y)dΩ. (5.6)

No entanto, como Ni(x) e Ni(y) estão em diferentes posições no espaço, não é possı́vel

integração exata, porém esta pode ser viabilizada se φ(x)n for representado em função dos

valores em y. Para tal, o processo pode se iniciar com a expansão local por série de Taylor:

φ(x)n = φ(y)n− (y− x)
∂φ(y)n

∂x
+

(y− x)2

2

∂ 2φ(y)n
∂x2

−
(y− x)3

6

∂ 3φ(y)n
∂x3

+ ... (5.7)

Calculando-se variação de posição, (y− x), a partir da equação (5.3) e substituindo na

equação (5.7), chega-se a:

φ(x)n = φ(y)n−∆tu
∂φ(y)n

∂x
+

(∆tu)2

2

∂ 2φ(y)n
∂x2

−
(∆tu)3

6

∂ 3φ(y)n
∂x3

+ .... (5.8)

Observa-se que a variação temporal de φ sobre uma caracterı́stica de coordenadas x’ é nula

por definição, ou seja:
dφ

dt
(x
, t) = 0, (5.9)

cuja forma numérica em diferenças finitas de primeira ordem é expressa por

φ(y)n+1−φ(x)n
∆t

= 0, (5.10)

com resultado exato para o caso de velocidade constante.

Da substituição de (5.8) em (5.10), conclui-se:

φ(y)n+1−φ(y)n
∆t

= −u
∂φ(y)n

∂x
+

∆tu2

2

∂ 2φ(y)n
∂x2

−
∆t2u3

6

∂ 3φ(y)n
∂x3

+ ... . (5.11)

Ou, assumindo uma velocidade média calculada no passo atual para o caso de transporte

com velocidade variável tal que:

y− x = u∆t, (5.12)

é possı́vel escrever:

φ(y)n+1−φ(y)n
∆t

= −u
∂φ(y)n

∂x
+

∆tu2

2

∂ 2φ(y)n
∂x2

−
∆t2u3

6

∂ 3φ(y)n
∂x3

+ ... . (5.13)

Deve-se notar que, para uma convecção linear, não são necessárias maiores aproximações,

bastando truncar a expressão (5.11) na ordem de precisão desejada e efetuar aplicação do

método de Galerkin para se obter a forma fraca e resolver o problema. A equação (5.13) é
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a forma não conservativa da convecção, diretamente aplicável a problemas incompressı́veis ou

com as aproximações de não existência de divergência (NITHIARASU et al., 2006).

Para se obter a forma conservativa da equação de convecção com propagação não linear, do

tipo representado pela expressão:
∂φ

∂ t
= −

∂uφ

∂x
, (5.14)

cuja curva caracterı́stica é representada na Fig. 5.3, Nithiarasu et al. (2006) sugere o uso da

seguinte aproximação para uφ(x):

uφ(x)n = uφ(y)n− (y− x)
∂ (uφ(y))n

∂x
+

(y− x)2

2

∂ 2(uφ(y)n)

∂x2

−
(y− x)3

6

∂ 3(uφ(y))n
∂x3

+ ... .

(5.15)

Assumindo a aproximação ∆t = (y− x)/u na equação (5.15), chega-se à:

φ(x)n = φ(y)n−∆t
∂

∂x
(uφ(y))n +u

(∆t)2

2

∂ 2

∂x2
(uφ(y)n)

−u2
(∆t)3

6

∂ 3

∂x3
(uφ(y))n +O(∆t4).

(5.16)

Figura 5.3: Curva caracterı́stica para convecção não linear

Da substituição de (5.16) em (5.10), chega-se à forma final do procedimento explı́cito, para

a equação de convecção escalar conservativa como sendo:

φ(y)n+1 = φ(y)n−∆t
∂

∂x
(uφ(y))n +u

(∆t)2

2

∂ 2

∂x2
(uφ(y)n)

−u2
(∆t)3

6

∂ 3

∂x3
(uφ(y))n +O(∆t4).

(5.17)
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A maioria dos problemas de transporte no entanto, a exemplo das equações de Navier-

Stokes, além dos termos que representam a convecção, possuem outros termos tais como os de

difusão. Assim, sobre uma linha caracterı́stica x
, ao invés de (5.9), têm-se:

∂φ(x
, t)

∂ t
−Q(x
) = 0, (5.18)

onde Q(x
) compreende todos os termos que não os de convecção. Escreve-se então a seguinte

aproximação (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b), ao invés de (5.10):

φ(y)n+1−φ(x)n
∆t

≈ θ(Q(y)n+1)+(1−θ)(Q(x)n), (5.19)

onde θ é igual a zero para formas explı́citas e varia entre zero e 1 para formas semi-implı́citas

ou implı́citas.

Seja Q(x) aproximado pela expansão por série de Taylor:

Q(x)n = Q(y)n− (y− x)
∂Q(y)n

∂x
+O(∆t2). (5.20)

Substituindo-se na equação (5.19) φ(x)n por (5.15) truncado nos termos de terceira ordem e

dividido por u, substituindo-se também Q(x)n pela equação (5.20) e, ainda, assumindo θ = 0

(forma explı́cita), resulta:

1

∆t

�
φ(y)n+1−φ(y)n +

(y− x)

u

∂ (uφ(y))n
∂x

−
(y− x)2

2u

∂ 2(uφ(y)n)

∂x2

�
=

Q(y)n− (y− x)
∂Q(y)n

∂x
+O(∆t2) .

(5.21)

Fazendo uso da aproximação ∆t = (y−x)/u e reorganizando a equação (5.21), chegamos à

forma final:

φ(y)n+1 = φ(y)n−∆t

�
∂ (uφ(y))n

∂x
−Q(y)n

�

+
(∆t)2

2
u

∂

∂x

�
∂ (uφ(y)n)

∂x
−Q(y)n

�
+O(∆t2).

(5.22)

Diferentes procedimentos podem resultar na equação (5.22), diferindo apenas os termos de

alta ordem (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b).

Observa-se que os termos de segunda ordem das equações (5.13), (5.17) e (5.22), obti-

dos devido à discretização temporal sobre as linhas caracterı́sticas, introduzem dissipação na

direção das linhas de corrente, que, conforme mostrado por Zienkiewicz e Taylor (2000b) são

equivalentes aos esquemas SUPG quando o intervalo de tempo é igual ao crı́tico, e diminui à



5.1 Discretização no tempo 95

medida em que o intervalo de tempo diminui. Isto é melhor discutido na seção 5.4. Nithiarasu

et al. (2006) afirmam, ainda, que esse esquema de integração ao longo das linhas caracterı́sticas

é superior aos esquemas Taylor Galerkin.

Tal equacionamento pode facilmente ser estendido para grandezas em mais dimensões.

5.1.3 Discretização das equações governantes da mecânica dos fluidos

Considerando que a variável transportada se transforma em uma variável caracterı́stica,

e que a velocidade de convecção se transforma na velocidade caracterı́stica, o procedimento

discutido na seção 5.1.2 pode ser diretamente aplicado às equações governantes da Mecânica

dos Fluidos em versão ALE.

O algoritmo baseado na discretização temporal vista em 5.1.2, conforme originalmente

proposto por Zienkiewicz e Codina (1994) em versão explı́cita e semi-implı́cita, consiste em

quatro passos dentro de cada passo no tempo:

1. resolver a equação da quantidade de movimento sem os termos de pressão;

2. calcular a pressão a partir de uma equação de Poisson baseada na equação da Conservação

da massa;

3. corrigir as velocidades;

4. resolver a equação da energia e calcular as variáveis secundárias para o próximo passo no

tempo.

Neste trabalho, é empregada uma versão puramente explı́cita para a solução de fluidos

compressı́veis, com os 3 passos descritos a seguir:

1. calcular a variação da quantidade de movimento;

2. calcular a variação da densidade

3. calcular a variação da energia e as variáveis secundárias para o próximo passo no tempo.

Reescrevendo-se a equação da quantidade de movimento ALE (3.46) da seguinte forma:

∂ρui

∂ t
= −

∂ (u j(ρui))

∂x j
+Qi, (5.23)
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onde Qi é dado por:

Qi =
∂τi j

∂x j
−

∂ p

∂xi
+ρgi +wj

∂ (ρui)

∂x j
, (5.24)

, pode-se facilmente aplicar o procedimento que levou à equação (5.22) substituindo-se φ por

ρui, resultando em:

∆(ρui)n+1 = ∆t

�
−

∂ (u jρui)

∂x j
+wj

∂ (ρui)

∂x j
+

∂τi j

∂x j
−

∂ p

∂xi
+ρgi

�
n

+

∆t2

2

�
uk

∂

∂xk

�
∂ (u jρui)

∂x j
−wj

∂ (ρui)

∂x j
−

∂τi j

∂x j
+

∂ p

∂xi
−ρgi

��
n

, (5.25)

onde os termos de ordem superior foram desprezados e todos os termos do lado direito da

igualdade são conhecidos no instante t=n.

Com base na equação da conservação da massa Euleriana (3.3), Zienkiewicz e Taylor

(2000b) sugerem a seguinte equação para a variação da massa especı́fica:

∆ρn+1 = −∆t
∂ (ρui)n+θ

∂xi
= −∆t

�
∂

∂xi
(ρui)n +θ

∂ (∆(ρui))n+1

∂xi

�
, (5.26)

onde θ é um valor arbitrado entre 0.5 e 1.

Para o caso ALE, pode-se manter o mesmo esquema, apenas acrescentando-se os termos

devidos à movimentação da malha:

∆ρn+1 = −∆t

�
∂

∂xi
(ρui)n +θ

∂ (∆(ρui))n+1

∂xi
+wi

∂ρ

∂xi

�
+

∆t2

2

�
uk

∂

∂xk

�
−wi

∂ρ

∂xi

��
n

,

(5.27)

Finalmente, aplicando o mesmo procedimento utilizado para a equação da quantidade de

movimento, agora para a equação da energia (3.47), obtém-se:

∆(ρE)n+1 = ∆t

�
−

∂ (uiρE)

∂xi
+wi

∂ (ρE)

∂xi

�
n

+

∆t

�
∂

∂xi

�
k

∂T

∂xi

�
−

∂ (uip)

∂xi
+

∂ (τi ju j)

∂xi
−ρgiui

�
+

∆t2

2
uk

∂

∂xk

�
∂ (uiρE)

∂xi
−wi

∂ (ρE)

∂xi

�
+

∆t2

2
uk

∂

∂xk

�
−

∂

∂xi

�
k

∂T

∂xi

�
+

∂ (uip)

∂xi
−

∂ (τi ju j)

∂xi
+ρgiui

�
n

(5.28)

As equações (5.25), (5.27) e (5.28) representam a discretização temporal das equações go-
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vernantes da mecânica dos fluidos.

5.1.4 Estabilidade

O algoritmo proposto é condicionalmente estável, sendo o intervalo de tempo crı́tico limi-

tado a que a onda não percorra mais que o tamanho h de 1 elemento finito, ou seja, assumindo

os efeitos da difusão desprezı́veis, para que o algoritmo permaneça estável:

∆t ≤
h

c+ |u|
, (5.29)

onde c é a velocidade do som e |u| é o módulo da velocidade do escoamento.

5.2 Discretização espacial e procedimento para solução

Após a discretização no tempo, aplica-se o método de Bubnov-Galerkin às equações (5.25),

(5.27) e (5.28), de forma a obter uma solução fraca. Nota-se que, para o caso de fluidos com-

pressı́veis, não é necessário o emprego de formulação hı́brida ou mista (ZIENKIEWICZ; TAY-

LOR, 2000a, 2000b), assim sendo, todas as variáveis podem ser aproximadas no mesmo espaço,

pelas mesmas funções aproximadoras.

5.2.1 Forma fraca

As variáveis podem ser aproximadas pelas funções de forma N tal que:

ρui = NUi, (5.30)

ui = N ui, (5.31)

ρ = Nρ, (5.32)

p = Np, (5.33)

∆ρE = NE (5.34)

e

T = NT, (5.35)

onde N é o vetor das funções aproximadoras, N = {N1N2 ...Nn} e os vetores Ui, ui, ρ, E, p

e T são os vetores coluna dos valores nodais respectivamente de quantidade de movimento

especı́fica na direção i, componente i de de velocidade, massa especı́fica, energia especı́fica,
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pressão e temperatura. O valores nodais incógnitas no presente algoritmo no entanto são Ui, ρ

e E.

Com a aplicação do método de resı́duos ponderados em (5.25), segundo o processo de

Galerkin, escreve-se a forma fraca da equação da quantidade de movimento:

�
Ω

Nl∆(ρui)n+1dΩ = ∆t

��
Ω

Nl

�
−

∂ (u jρui)

∂x j
+wj

∂ (ρui)

∂x j
+

∂τi j

∂x j
−

∂ p

∂xi
+ρgi

�
dΩ

�
n

+
∆t2

2

��
Ω

Nluk

∂

∂xk

�
∂ (u jρui)

∂x j
−wj

∂ (ρui)

∂x j
−

∂τi j

∂x j
+

∂ p

∂xi
−ρgi

�
dΩ

�
n

.

(5.36)

Aplicando-se o teorema da divergência nos termos das tensões desviadoras e pressão na

primeira integral após a igualdade e em toda a segunda integral e desprezando-se a parcela de

integral sobre o contorno dos termos de alta ordem (essa última simplificação pode ser justifi-

cada pelo fato de que geralmente o fluxo é prescrito no contorno) resulta:

�
Ω

Nl∆(ρui)n+1dΩ = ∆t

��
Ω

Nl

�
−

∂ (u jρui)

∂x j
+wj

∂ (ρui)

∂x j
+ρgi

�
dΩ

�
n

−∆t

��
Ω

∂Nl

∂x j
(τi j −δi j p)dΩ+

�
Γ
Nl(τi jn j − pni)dΓ

�
n

−
∆t2

2

��
Ω

∂ (Nluk)

∂xk

�
∂

∂x j
(u jρui)−wj

∂

∂x j
(ρui)−

∂τi j

∂x j
+

∂ p

∂xi
−ρgi

�
dΩ

�
n

.

(5.37)

Com base nas equações (5.30)-(5.35) e na lei da viscosidade de Newton , pode-se escrever

matricialmente a equação (5.37):

M(∆Ui)n+1 = ∆t
�
−CUi +CwUi−Kvisc(ui)ui−Kvisc(u j)u j + fi

�
n

+∆t2 [KUi +KwUi +Pp+ fsi]n

, (5.38)

onde as matrizes de massa M, de convecção C e demais matrizes e vetores são descritos nas

equações:

M =
�

Ω
NTNdΩ, (5.39)

C =
�

Ω
NT ∂ (uiN)

xi
dΩ, (5.40)

Cw =
�

Ω
NTwi

∂N

∂xi
dΩ, (5.41)

Kvisc(ui) =
�

Ω

∂NT

∂x j
µ

�
∂N

∂x j
−
2

3

∂N

∂xi

�
dΩ, (5.42)
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Kvisc(u j) =
�

Ω

∂NT

∂x j
µ

∂N

∂xi
dΩ, (5.43)

fi =
�

Ω
NT ρgidΩ+

�
Γ
NT (τi jn j − pni)dΓ, (5.44)

K = −
1

2

�
Ω

(∇∇∇(uN))T (∇∇∇(uN))dΩ, (5.45)

Kw =
1

2

�
Ω

(∇∇∇(uN))T
�
wT ∇∇∇(N)

�
dΩ, (5.46)

P = −
1

2

�
Ω

(∇∇∇(uN))T (∇∇∇N)dΩ, (5.47)

e

fsi =
1

2

�
Ω

∂

∂xk

(ukN
T )ρgidΩ, (5.48)

onde u =




u1

u2

u3


 w =




w1

w2

w3


 e ∇∇∇ é o operador divergência ∇∇∇ =

�
∂

∂x1

∂
∂x2

∂
∂x3

�
.

Aplicando-se o processo de Galerkin em (5.27) e em seguida fazendo uso do teorema da

divergência, escreve-se:

�
Ω

Nl(∆ρ)n+1dΩ = ∆t

�
Ω

�
∂Nl

∂xi
((ρui)n +θ∆(ρui)n+1)−

∂ (Nlwi)n
∂xi

ρn

�
dΩ+

∆t2

2

�
Ω

�
∂ (Nluk)

∂xk

wi
∂ρ

∂xi

�
n

dΩ−

∆t

�
Γ
Nl

�
(ρui)n +θ∆(ρui)n+1− (ρwi)n +

∆t

2

�
wi

∂ρ

∂xi

�
n

�
nidΓ,

(5.49)

que pode ser escrito matricialmente como:

M∆ρ = ∆t

�
GiUi−Cwi

ρ+
∆t

2
Kwi

ρ

�
n

+∆tGi(θ(∆Ui)n+1)− fρ , (5.50)

onde

Gi =
�

Ω

∂NT

∂xi
NdΩ, (5.51)

Cwi
=

�
Ω

∂ (wiN
T )

∂xi
NdΩ, (5.52)

Kwi
=

�
Ω

∂ (ukN
T )

∂xk

wi
∂NT

∂xi
dΩ (5.53)

e

fρ = ∆t

�
Γ
N

�
ρui−ρwi +

∆t

2
wi

∂ρ

∂xi

�
n

nidΓ+∆t

�
Γ
Nθ∆(ρui)n+1nidΓ. (5.54)

Observa-se que o vetor fρ da equação (5.54) representa o fluxo através do contorno Γ durante o
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intervalo ∆t, assim, anula-se para as paredes, onde wTn= uTn, sendo n o vetor unitário normal

ao contorno Γ.

Finalmente, seguindo-se o mesmo processo que foi aplicado para a equação da quantidade

de movimento gerando (5.24), agora para a equação da energia, (5.28), escreve-se:

�
Ω

Nl∆(ρE)n+1dΩ = ∆t

�
Ω

Nl

�
−

∂ (ui(ρE + p))

∂xi
+wi

∂ (ρE)

∂xi

�
n

dΩ−

∆t

�
Ω

∂Nl

∂xi

�
τi ju j + k

∂T

∂xi

�
n

dΩ+

∆t2

2

�
Ω

∂
�
u jNl

�
∂x j

�
∂ (−ui(ρE + p))

∂xi
+wi

∂ (ρE)

∂xi

�
n

dΩ+

∆t

�
Γ
Nl

�
τi ju j + k

∂T

∂xi

�
n

nidΓ,

(5.55)

cuja forma matricial pode ser escrita como:

M∆En+1 = −∆t [C(E+p)−CwE+KTT+KτEiui + fe]n +

∆t2

2
[Ku(E+p)+Kw(E)]n ,

(5.56)

onde as novas matrizes e o novo vetor são:

KT =
�

Ω

�
∇∇∇

TN
�T

k
�

∇∇∇
TN

�
dΩ, (5.57)

KτEi =
�

Ω

∂NT

∂xi
τi jφdΩ (5.58)

e

fe =
�

Γ
NT

�
τi ju j + k

∂T

∂xi

�
nidΓ. (5.59)

Observa-se que a matriz de massa M pode ser substituı́da pela sua forma concentrada.

Isto é muito desejável em métodos explı́citos para se evitar a resolução de sistemas e também

possibilita impor as condições de contorno essenciais como condições iniciais a cada passo de

tempo.

5.2.2 Procedimentos para solução

Após serem determinadas a quantidade de movimento especı́fica e a massa especı́fica no

instante atual por (5.38) e (5.50), calculam-se as velocidades no instante atual por meio de:

un+1 =
(ρu)n+1

ρn+1
. (5.60)
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Após a obtenção da energia especı́fica por (5.56), a pressão, temperatura e velocidade do

som são determinadas com o uso das equações auxiliares da termodinâmica:

T =
1

cv

�
E −

1

2
uiui

�
, (5.61)

c2 = (γ −1)Tcp com γ =
cp

cv
(5.62)

e

p = (γ −1)

�
ρE −

1

2
ρuiui

�
, (5.63)

onde cp é o calor especı́fico à pressão constante e cv é o calor especı́fico a volume constante.

Tendo sido determinadas todas as variáveis, passa-se para o próximo passo no tempo.

5.3 Condições de contorno

Os problemas de fluido podem ter um domı́nio cuja extensão real seja infinita, ou pelo

menos possa ser considerada infinita (problemas na atmosfera por exemplo). Por outro lado,

também existem problemas onde o domı́nio é bem definido em todo o contorno. Assim, é

possı́vel dividir as condições de contorno em: i) condições fictı́cias e ii) condições Reais,

(NITHIARASU, 2002; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b).

i) Condições Fictı́cias

Ocorrem por exemplo em escoamentos em domı́nios abertos, para os quais é necessário

criar um contorno com caracterı́sticas consideradas no infinito. Esse contorno é apenas uma

delimitação da área de computação, por isso, essas condições são ditas condições fictı́cias.

Na determinação deste contorno, e dos valores especificados sobre o mesmo, considerando-se

que, à medida em que a distância a um contorno impermeável cresce, o escoamento tende ao

escoamento não perturbado (escoamento no infinito) na entrada e nos lados, porém na saı́da os

efeitos causados por um contorno impermeável podem continuar por uma longa distância.

Assim, para escoamento subsônico, a especificação de todas as quantidades, exceto a den-

sidade pode ser feita nos lados e na entrada do contorno. Na saı́da existem várias possibilidades

para se impor as condições de contorno. Zienkiewicz e Taylor (2000b) apresentam as seguintes:

1. Aplicação de suposições no que diz respeito à força de superfı́cie e às velocidades.

2. Uma condição de gradiente de força de superfı́cie nulo e tensões existentes.
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Para escoamento supersônico, todas as variáveis podem ser prescritas na entrada, mas na

saı́da não são especificadas condições de contorno, uma vez que as perturbações causadas pelas

condições de contorno não podem viajar tão rápido como a velocidade do som. Matematica-

mente, o equacionamento passa de dominantemente parabólico à dominantemente hiperbólico

(fronteira fechada para fronteira livre).

ii) Condições Reais

Estas condições são devidas aos limites fisicamente definidos do domı́nio do fluido. Na

parte do contorno que faz fronteira com sólido, tem-se a velocidade normal igual à componente

de velocidade do sólido na mesma direção, o que também é válido para a velocidade tangen-

cial caso seja tratado de um escoamento viscoso com condição de aderência, porém a tensão

tangencial é nula caso o escoamento seja invı́scido e a velocidade é livre.

Como condições reais, ainda se têm as condições de contorno com força de superfı́cie

prescrita. Para o caso de superfı́cies livres a força de superfı́cie é nula.

5.4 O problema das variações espúrias

Embora o estudo das variações espúrias não seja o tema central deste trabalho, o mesmo se

faz necessário quando a intenção é desenvolver um programa para fluidos baseado no Método

dos Elementos Finitos.

No caso de escoamentos compressı́veis, surgem variações devidas à convecção e também à

presença de choque da onda de pressão (descontinuidades).

5.4.1 Convecção

Ao se aplicar o método clássico de Galerkin às equações na descrição Euleriana ou mesmo

ALE, para cada nó são consideradas contribuições das derivadas tanto à jusante como à mon-

tante, o que acaba por acarretar nas variações espúrias devido à convecção. O mesmo problema

é observado ao se considerar derivadas por diferenças centrais de segunda ordem no método das

diferenças finitas quando empregado a forma Euleriana.

Observa-se também que as matrizes geradas para os termos convectivos, com uso dométodo

de Galerkin, a exemplo de (5.40), são assimétricas.

Para uma melhor compreensão do problema, emprega-se o caso ilustrado na Fig. 5.4, o

qual consiste no transporte de φ , cuja distribuição inicial é representada pela linha em negrito,



5.4 O problema das variações espúrias 103

com uma velocidade constante u.

u

Figura 5.4: Variações espúrias

O problema é regido pela equação:

∆φφφ = −M−1∆tu

�
Ω
N

∂φ

∂x
dΩ. (5.64)

Resolvendo-se com elementos de aproximação linear, observa-se que apesar da derivada à

esquerda do nó 1 ser nula, o termo convectivo u
�

Ω N
∂φ
∂x

dΩ para o referido nó continua diferente

de zero, devido à parcela que vem do elemento à direita, fazendo com que haja variação não

condizente com o problema real.

Para o problema de convecção-difusão, as variações espúrias diminuem à medida que o

termo dissipativo se torna mais dominante e o mesmo comportamento é observado quando a

malha é refinada ou a função ponderadora aumenta de ordem em relação à função de forma

(Petrov-Galerkin), conforme o estudo apresentado por Zienkiewicz e Taylor (2000b) (figura

5.5), em função do número de Peclet:

Pe =
uh

2k
, (5.65)

tal que u é a velocidade de convecção h é o tamanho do elemento e k é o coeficiente de difusão.
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Figura 5.5: Variações espúrias em função do número de Peclet

Uma forma muito simples de diminuir o problema das variações espúrias é resolver descon-

tinuamente, elemento por elemento, no sentido da caracterı́stica, impondo-se o resultado obtido

na saı́da do elemento anterior como condição de contorno para a entrada do elemento posterior.
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Para alguns problemas, esse processo pode ser equivalente ao Processo de Galerkin Des-

contı́nuo.

(a) Solução via Galerkin clássico (b) Solução via Galerkin descontı́nuo

Figura 5.6: Comparação entre Galerkin clássico e descontı́nuo

A figura 5.6(a) apresenta a solução no instante t=5 segundos para o transporte de uma

grandeza escalar de valor 10 sobre uma malha de elementos finitos triangulares com aproxima-

ção linear. O comprimento de total do domı́nio analisado é de 10 m de comprimento, sendo

o valor inicial da grandeza de 1, e a velocidade de convecção constante sobre todo o domı́nio

e igual a 1m/s, segundo o processo clássico de Galerkin e a figura 5.6(b) segundo o processo

descontı́nuo.

O método de Galerkin Descontı́nuo, apesar de apresentar excelentes resultados, e de ga-

rantir às equações hiperbólicas soluções descontı́nuas, não pode ser diretamente aplicado à

equações não lineares. Para que este método sirva à resolução de equações não lineares, fo-

ram propostas algumas alterações, como a introdução de fluxos numéricos nos contornos como

fizeram Cockburn et al. (1989), Calle et al. (2005) e Santos (2004). Esses autores também

utilizaram difusividade artificial ou um limitador de inclinação conforme sugerido por Cock-

burn et al. (1989) para suprimir variações espúrias que ainda persistem no método de Galerkin

Descontı́nuo.

A maior desvantagem do Método de Galerkin Descontı́nuo é o grande aumento do número

de graus de liberdade, elevando o custo de processamento, embora o mesmo seja mais facil-

mente paralelizado.

Outro processo que merece ser considerado, é o emprego de coordenadas móveis com valo-

res interpolados a cada passo no tempo para uma malha de coordenadas fixas, como trabalhado

por Farmer e Norman (1986) e Zienkiewicz et al. (1985). Esse processo surgiu nos anos 1980
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e foi considerado uma boa alternativa para os problemas com alto número de Peclet, porém foi

muito pouco difundido, talvez devido ao fato de ser muito dispendioso para os computadores

da época.

Atualmente, um processo de estabilização muito empregado é o processo Streamline Upwind

Petrov-Galerkin - SUPG, introduzido por Brooks e Hughes (1982) e que consiste no emprego

do processo de Petrov-Galerkin escolhendo-se funções ponderadoras que adicionem difusão na

direção das linhas de corrente, tal como a funçãoW :

W = N +
αh

2

ui

|u|

∂N

∂xi
, (5.66)

com α = coth(Pe)−1/Pe (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b), onde Pe é o número de Peclet.

Conforme demonstrado por Zienkiewicz e Taylor (2000b), os termos de segunda ordem

obtidos com a discretização temporal ao longo das linhas caracterı́sticas fornecem difusão no

sentido das linhas de corrente equivalente ao emprego de SUPG quando o intervalo de tempo

tende ao intervalo crı́tico.

Os problemas estacionários podem ser eficientemente analisados utilizando-se o intervalo

crı́tico para cada elemento nos termos de segunda ordem, porém para problemas transientes,

que são o objeto deste trabalho, faz-se necessário emprego de ∆t menor e igual para todos os

elementos.

Zienkiewicz e Taylor (2000b) também mostram que as variações espúrias que não são con-

tidas por se utilizar ∆t pequenos no método das caracterı́sticas podem ser evitadas simplesmente

utilizando-se matriz de massa consistente.

Para ainda assim evitar a necessidade de sub-rotinas pesadas para solução de sistema,

emprega-se uma metodologia iterativa baseada na matriz de massa concentrada expressa por:

(∆φφφ)l = (∆φφφ)l−1+ML
−1

 
B−M(∆φφφ)l−1

!
, (5.67)

onde ∆φφφ é o vetor incógnita do sistema, l é a iteração,ML é a matriz de massa concentrada,M

é a matriz de massa consistente e B é o vetor independente do sistema.

Esse processo converge rapidamente para a solução obtida com a matriz de massa consis-

tente. Assim sendo, os sistemas (5.38), (5.50) e (5.56) são resolvidos no presente trabalho por

esse processo iterativo.
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5.4.2 Captura de choque

Para solucionar o problema das variações causadas por descontinuidades devidas a choques,

adiciona-se às equações um termo viscoso.

Dentre os modelos de captura de choque, destaca-se o processo baseado na segunda deri-

vada, conforme sugerido por Zienkiewicz e Taylor (2000b) e usado também por Teixeira (2001)

e Nithiarasu et al. (2006). Tal processo consiste em introduzir nas equações o termo dissipativo

numérico fµa
, calculado por:

fµa
= ∆tµa

∂

∂xi

�
∂φ

∂xi

�
, (5.68)

onde µa é a viscosidade artificial.

A viscosidade artificial deve ser nula longe da ocorrência de descontinuidade e máxima

sobre a descontinuidade, ou nula onde o gradiente de pressão for nulo e máxima onde a variação

do gradiente de pressão for máxima. Assim, Zienkiewicz e Taylor (2000b) sugerem a seguinte

fórmula para a viscosidade artificial:

µa = qdi f h
3 (|u|+ c)

pmed

���� ∂

∂xi

�
∂ p

∂xi

�����
e

, (5.69)

onde u é o vetor velocidade, pmed é a média da pressão sobre o elemento, qdi f é um coeficiente

que permite ao operador do programa calibrar a viscosidade artificial, sendo recomendado na

literatura (ver por exemplo Zienkiewicz e Taylor (2000b) e Nithiarasu et al. (1998)) variar numa

faixa entre 0 e 2, c é a velocidade do som e h é o tamanho do elemento.

Para elementos com aproximação linear não é possı́vel obtenção direta da segunda derivada

da pressão, assim, é feito uso da aproximação em função da diferença entre as matrizes de massa

consistente e concentrada (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b):

h2
∂ 2φ

∂x2
≈ (M−ML)φφφ . (5.70)

Dessa forma, chega-se à equação:

µa = qdi f h
(|u|+ c)

pmed

(M−ML)p (5.71)

onde µa e p são respectivamente o vetor dos valores nodais da viscosidade artificial e o vetor

dos valores nodais da pressão.

Ainda cabe a aproximação proposta por Zienkiewicz e Taylor (2000b) para se obter um

valor de viscosidade artificial constante sobre cada elemento:
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µae = qdi f h(|u|+ c)Se, (5.72)

onde Se é a média dos valores Si calculados para cada nó do elemento, conforme:

Si =
|∑e(pi− pk)|

∑e |pi− pk|
, (5.73)

onde∑e indica soma sobre todos os elementos aos quais o nó i está relacionado e k os nós destes

elementos.

De (5.68), (5.70) e (5.72), chega-se à expressão que representa a variável amortecida na

região de choque:

φφφ s(t = n+1) = φφφ(t = n+1)+∆tM−1qdi f Se

h
(M−ML)φφφ(t = n) (5.74)

Neste trabalho aplica-se essa técnica para a quantidade de movimento especı́fica (5.38),

para a massa especı́fica (5.50) e para a energia especı́fica (5.56).

Para casos em que o número deMach é muito pequeno, e portanto os gradientes de pressão

diminuem, a viscosidade artificial calculada em função da segunda derivada da pressão pode ser

insuficiente para solucionar o problema. Nesse caso, adota-se para tais casos o amortecimento

sugerido por Nithiarasu et al. (2006), que consiste na equação:

φφφ s(t = n+1) =
1

1+0.5α
φφφ +

α

1+0.5α
(M−MD)M−1φφφ(t = n), (5.75)

ondeMD é a matriz de massa consistente sem os termos não diagonais, e α é uma variável de

amortecimento com valor entre 0 e 0,05, especificada pelo operador do programa.

5.5 Elemento utilizado

Para o fluido utilizou-se o elemento tetraédrico da figura 5.7, com 4 nós e funções de forma

Ni referentes ao nó i, polinomiais de ordem 1 (lineares) e que observam a partição da unidade,

sendo estas iguais às funções ponderadores (método de Bubnov-Galerkin)

A integração das matrizes e vetores é feita numericamente através de pontos de quadratura

em coordenadas tetraédricas para o domı́nio e em coordenadas triangulares para o contorno

(ver Soriano (2003)). Isto é justificado pelo fato de que, embora tenham sido utilizadas funções

de forma lineares, cuja integração analı́tica não é muito complicada, a utilização de integrais

numéricas facilita a futura elevação da ordem das funções de forma tanto como alterações no

algoritmo.
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Figura 5.7: Funções de forma para os elementos finitos 3D de fluido

5.6 Aplicações - Testes preliminares

Algumas aplicações simples são propostas para testar o algoritmo para análise transiente

de escoamentos. Ao mesmo tempo em que o programa é enriquecido com mais opções que

também são testadas.

5.6.1 Propagação da onda de pressão em um canal

Um teste importante para um algoritmo numérico de análise transiente de escoamentos

compressı́veis é a verificação da propagação da onda de pressão.

É sabido que, para pequenas diferenças de pressão, onde os efeitos térmicos são muito

pequenos, assim como a velocidade de escoamento, a onda de pressão deve propagar-se na

velocidade do som. Assim, alguns autores como Teixeira (1996) e Kawahara e Hirano (1983)

adotam este teste como parte da validação de seus códigos.

O canal da Fig. 5.8 , com 10 m de comprimento e 0,8 m de diâmetro enscontra-se inici-

almente cheio de um fluido a uma pressão de 11 kPa na primeira metade e 10 kPa na segunda

metade. Adota-se velocidade do som c = 1000 m/s, e relação entre calores especı́ficos γ = 1,4.

O problema foi discretizado em 3212 elementos tetraédricos e 930 nós, como se observa
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10 m

0
.8

 m

11 kPa 10 kPa

Figura 5.8: Canal com diferença de pressão

na Fig. 5.9, sendo adotado o modelo de captura de choque da equação (5.74) com coeficiente

qdi f = 1.

Figura 5.9: Malha para o canal

No instante inicial da análise a divisão entre as duas metades é instantaneamente aberta e

uma onda de pressão propaga-se pelo canal. A distribuição de pressão para vários instantes é

apresentada na Fig. 5.10, onde é também comparada com a solução analı́tica.

Observa-se coerência entre as respostas analı́tica e numérica, além de uma difusão numérica

pequena considerando-se a malha empregada.

5.6.2 Escoamento invı́scido transiente em um canal com degrau

Segundo Soria e Casadei (1997), este problema se tornou um teste clássico para modelos

numéricos de fluidos compressı́veis, sendo proposto primeiramente por Woodward e Colella
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Figura 5.10: Propagação da onda de pressão - primeira parte

(1984) e utilizado por vários autores para validação de algoritmos para análises transientes.

O fluido está em escoamento supersônico não perturbado, então no instante inicial da

análise são impostas as restrições de velocidade nas paredes com a geometria da Fig. 5.11,

onde também é apresentada a malha utilizada com elementos e nós.
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(f) t = 0.02 s

Figura 5.10: Propagação da onda de pressão - continuação

As variáveis foram tratadas de forma adimensional (ver Anexo A) e as condições de con-

torno impostas na entrada foram de escoamento não perturbado (componente horizontal de

velocidade adimensional u = 1, número de Mach 3, e densidade ρ = 1), nas paredes se restrin-

giu o fluxo na direção normal e na saı́da não se aplicou condições de contorno. A relação entre
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Figura 5.11: Geometria e malha do canal com degrau

os calores especı́ficos adotada foi γ =
cp

cv
= 1,4 e o coeficiente de captura de choque empregado

foi qdi f = 1,2.

Nas figuras 5.12 e 5.13, as distribuições de massa especı́fica e de pressão são mostradas

a cada 0,5 unidades adimensionais de tempo até que se atinja o instante adimensional t = 4,0.

Nas mesmas figuras, os resultados podem ser comparados com iso-linhas de pressão e densidade

obtidas por Löhner et al. (1985).

Embora não haja dados disponı́veis sobre os valores máximos e mı́nimos na referência,

nota-se a coerência entre os dois trabalhos uma vez que as curvas de nı́vel de pressão e densidade

ao longo do tempo se mostram muito parecidas.

5.6.3 Uso explı́cito de passos de tempo Locais para problemas transientes

através de sub-ciclos de tempo

De acordo com Teixeira (2001), as técnicas de integração no tempo em esquemas explı́citos

de solução, utilizando passo de tempo variável, são muito úteis em simulações numéricas de

problemas de engenharia. O método de passo de tempo variável estudado neste tópico é uma

técnica de integração mista no tempo, usando-se para tanto o mesmo integrador, mas com dife-
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(a) t= 0.5

(b) t=1.0

(c) t=1.5

(d) t=2.0

Figura 5.12: Distribuição de densidade - primeira parte. Esquerda: Presente trabalho, direita:

Löhner et al. (1985)
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(e) t=2.5

(f) t=3.0

(g) t=3.5

(h) t=4.0

Figura 5.12: Distribuição de densidade - continuação. Esquerda: Presente trabalho, direita:

Löhner et al. (1985)
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(a) t= 0.5

(b) t=1.0

(c) t=1.5

(d) t=2.0

Figura 5.13: Distribuição de pressão - primeira parte. Esquerda: Presente trabalho, direita:

Löhner et al. (1985)
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(e) t=2.5

(f) t=3.0

(g) t=3.5

(h) t=4.0

Figura 5.13: Distribuição de pressão - continuação. Esquerda: Presente trabalho, direita:

Löhner et al. (1985)
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rentes passos de tempo para diferentes partes do domı́nio.

Essa técnica permite que cada elemento ou grupo de elementos seja integrado usando um

passo de tempo mais próximo do seu passo de tempo crı́tico conforme definido pela equação

5.29, que é o maior passo de tempo que mantém a estabilidade de solução.

O uso da técnica do passo de tempo variável proporciona um aumento substancial na

eficiência computacional, principalmente em problemas que possuem tamanhos e proprieda-

des de elementos muito diversificados. Em problemas de escoamentos de fluidos, por exemplo,

necessita-se de uma discretização mais refinada em regiões próximas de superfı́cies de corpos,

implicando no uso de elementos finitos de vários tamanhos. Em sı́ntese, emprego de intervalos

de tempo locais evita que a solução venha a convergir para um resultado errado devido ao uso

de intervalo muito pequenos para elementos muito grandes em malhas com alta variação no ta-

manho dos elementos, conforme pode ser visto na figura 5.18 e também pode produzir ganhos

em tempo de processamento conforme mostrado por Teixeira (2001).

Nos métodos explı́citos com sub-ciclos de tempo para solução transiente, adotam-se passos

de tempo tal que relação entre esses seja inteira, assim, se um grupo de elementos ou de nós

possui um passo de tempo ∆t, o próximo grupo de intervalo de tempo maior terá um passo n∆t,

onde n é um número inteiro positivo. De acordo com Teixeira (2001), embora esta restrição

limite a divisão da malha em grupos, ela permite que o código seja vetorizado, o que não

acontece em outros métodos sem esta restrição.

Belytschko e Gilbertsen (1992) aplicaram a técnica de passo de tempo variável com a

relação entre passos de tempo inteira, utilizando os recursos de paralelização e vetorização para

problemas de dinâmica estrutural e Teixeira (2001) aplica a mesma técnica em problemas de

escoamento de fluidos 3-D. Aproveitando o ambiente de programação utilizado nesta pesquisa,

adota-se a proposta de Teixeira (2001).

Descrição da técnica adotada

Inicialmente escolhe-se um passo de tempo básico ∆t, o qual deve ser inferior ao menor

passo de tempo crı́tico da malha, e então divide-se os elementos e nós em grupos de passo de

tempo local ∆te, tal que ∆te seja menor que que o intervalo de tempo crı́tico do elemento e

seja calculado por ∆te = n∆t com n um número inteiro e positivo que indica o grupo ao qual o

elemento pertence. Em segida, determina-se o passo de tempo local para cada nó, ∆tN , tal que

este seja igual ao menor passo de tempo dos elementos aos quais o nó está conectado.

Um ciclo global de avanço no tempo corresponde a um passo global no tempo de NSUB∆t,
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onde NSUB é o número de sub-ciclos. Isso ocorrerá quando todos os nós terão as variáveis do

problema no mesmo tempo. Para controlar a atualização dos elementos e dos nós no tempo, é

gerado um vetor que indica quais os grupos que serão atualizados a cada instante ou sub-ciclo,

até completar um ciclo. No primeiro sub-ciclo, todos os grupos de elementos e de nós são

atualizados. Em seguida, esses serão atualizados somente se o instante local do elementos te for

menor ou igual ao instante global t.

Para os nós que pertecem a elementos com diferentes passos de tempo, a cada atualização

do elemento e com menor intervalo de tempo, considera-se a contribuição deste elemento e

interpola-se linearmente a contribuição dos demais elementos para o instante te referente ao

elemento e.

O ganho de tempo teórico de processamento, de acordo com Belytschko e Gilbertsen (1992)

pode ser estimado por:

ganho =
tns

ts
=

NSUB

∑
NSUB
i=1 PEASi/100

, (5.76)

onde tns e ts são os tempos de processamentos requeridos para a solução do problema, utili-

zando um passo de tempo uniforme e passos de tempo variáveis, respectivamente. PEASi é a

porcentagem de elementos atualizados no subciclo i.

Exemplo com sub-ciclos de tempo - Análise 2D de um aerofólio commovimento oscilatório

Além de buscar uma verificação do algoritmo com subciclos de tempo, com esta aplicação

também busca-se verificar o desempenho de pequenos passos de tempo em uma malha com

variação muito grande de tamanhos de elementos.

Este exemplo consiste na aplicação do algoritmo apresentado para a análise do escoamento

transiente invı́scido do ar (γ = 1,4) a Mach 0,755, velocidade sobre um aerofólio de perfil

NACA 0012 com movimento oscilatório de rotação em torno do ponto situado na linha média,

a 25% da corda. O ciclo de oscilação é definido por:

α = 0,016◦ +2,51◦sen(ωt), (5.77)

onde α é o ângulo de ataque, t é o tempo adimensional (ver Anexo A) eω é a freqüência circular

do movimento de pitch, calculada em rad/unidade de tempo adimensional por:

ω = k
2u∞

c∞

, (5.78)
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com k sendo o valor da freqüência reduzida com base na corda tomado como k=0,0814 e L a

corda do aerofólio, tomada como 1.

Este é um ensaio padrão AGARD (LANDON, 1982), cujos resultados experimentais são

usados para comparação com os do presente trabalho.

A malha utilizada para este problema é a mesma utilizada por Nithiarasu et al. (2006) para

a resolução do problema estacionário a um ângulo de ataque nulo, contendo 3753 nós e 7351

elementos triangulares com aproximação linear (ver Fig. 5.14. A malha possui forma circular

no contorno fictı́cio, com raio de 125. O aerofólio possui corda unitária e seu bordo de ataque é

situado no centro da malha, sendo a malha na vizinhança do aerofólio apresentada na Fig. 5.14.

(a) Malha sobre o domı́nio computacional (b) Detalhe da malha na região do ae-

rofólio

Figura 5.14: Malha para o aerofólio NACA 0012

Para este exemplo utilizou-se 12 grupos com passos de tempo admensionais múltiplos:

0,00001, 0,00002, 0,00004, 0,00008, 0,00016, 0,00032, 0,00064, 0,00128, 0,00256, 0,00512,

0,01024 e 0,02048, como pode ser visto na Fig. 5.15.

Primeiro resolveu-se o problema estacionário para um ângulo de ataque 0,016o, à partir de

então (t = 0), impôs-se a oscilação ao aerofólio.

As distribuições de pressão, massa especı́fica e velocidade adimensionais no instante adi-

mensional t = 13,01 são mostradas na Fig. 5.16.

Os resultados numéricos da distribuição do coeficiente de pressão ao longo da corda do

aerofólio em vários instantes são apresentados na Fig. 5.17 e comparados com os resultados

experimentais AGARD (LANDON, 1982).
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Figura 5.15: Grupos de elementos de mesmo ∆t

(a) p (b) ρ

(c) u (d) v

Figura 5.16: t = 13,01 (a) Distribuição de pressão (b) Distribuição de massa especı́fica, (c)
Distribuição dos valores da componente horizontal de velocidade, (d) Distribuição dos valores

da componente vertical de velocidade

Observa-se nos resultados apresentados que o uso de subciclos de tempo conduziu a uma

solução coerente, enquanto, devido à grande diferença de tamanho dos elementos, o uso de um

passo de tempo único ∆t = 0,00001 levou a uma solução errada, como pode ser observado na

Fig 5.18.
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(a) 1,09o - movimento horário - t=3,60 (b) 2,34o - movimento anti-horário -

t=15,93

(c) 2,01o - movimento anti-horário -

t=18,09

(d) 0,52o - movimento anti-horário -

t=23,92

(e) -1,25o - movimento anti-horário -

t=29,85

(f) -2,41o - movimento anti-horário -

t=36,23

Figura 5.17: Coeficientes de pressão ao longo da corda em vários instantes - primeira parte

5.6.4 Escoamento viscoso com condução de temperatura sobre uma placa

aquecida - malha 3D

Este problema consiste no escoamento viscoso, supersônico sobre uma placa plana, aMach

3, com uma velocidade adimensional (Ver Anexo A) na direção horizontal do fluxo não pertur-
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(a) -2,00o - movimento horário - t=32,87 (b) -0,54o - movimento horário - t=49,3

Figura 5.17: Coeficientes de pressão ao longo da corda em vários instantes - continuação

(a) subciclos de tempo (b) ∆t = 0,00001 sem subciclos

Figura 5.18: Distribuição de massa especı́fia (a) com subciclos de tempo e (b) sem subciclos

de tempo

bado u∞ = 1, número de Reynolds Re=1000, massa especı́fica adimensional ρ=1, relação entre

calor especı́fico à pressão constante e calor especı́fico a volume constante γ = 1,4 e número de

Prandt Pr=0,72. O comprimento de referência tomado foi o comprimento da placa igual a 1,0.

Foi adotado o coeficiente de captura de choque qdi f = 1.

As condições de contorno aplicadas foram de escoamento livre na entrada, velocidade nula

e temperatura constante e igual à de estagnação Te no contorno da placa, e valores extrapolados

do domı́nio nas saı́das (contorno superior e da direita) a fim de evitar reflexão da onda de

choque.

A temperatura de estagnação é calculada por:

Te = T∞

�
1+

γ −1

2
M2

∞

�
, (5.79)
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onde T∞ e M∞ são respectivamente temperatura e número de Mach do escoamento não pertur-

bado.

Para a viscosidade, considerou-se a Lei de Sutherland para o ar, conforme eq. (5.80), onde

os ı́ndices 0 indicam valores iniciais.

µ = µ0

�
T

T0

�3/2�
T0+110,4

T +110,4

�
(5.80)

A geometria do problema e a malha utilizada com 20383 elementos e 5651 nós, são apre-

sentadas na Fig. 5.19(a) e 5.19(b).

�����������

�
��

	
��

Placa

SaídaEntrada

Saída

Parede lisa

(a) Geometria e condições de contorno (b) Malha

Figura 5.19: Discretização da placa

Na Figura 5.20 apresentam-se as linhas de corrente e os contornos de pressão, densidade

e temperatura obtidos pelo presente trabalho e que podem ser comparados com os resultados

obtidos por Zienkiewicz et al. (1999), reproduzidos na Fig. 5.21, sendo possı́vel notar bastante

semelhança entre os resultados.

Finalmente, no gráfico da Fig. 5.22 apresenta-se a distribuição sobre a placa de pressão

normalizada em relação à pressão na entrada (P/Pin f ), e compara-se com os resultados obtidos

por Carter (1972), Kubota e Ko (1967) e Nithiarasu et al. (2006). Observa-se que os resultados

do presente trabalho se mostram mais suaves que os obtidos por Nithiarasu et al. (2006), o que

ocorre devido à malha 2D empregada pela referência ser muito mais refinada. Assim, conclui-

se que o algoritmo se mostra adequado a análises envolvendo tanto ondas de choque, como

escoamento viscoso e transferência de calor.
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(a) Linhas de corrente (b) ρ

(c) P (d) T

Figura 5.20: Resultados para o problema da placa - (a) linhas de corrente (b) massa especı́fica,

(c) pressão, (d) temperatura

(a) ρ (b) P

Figura 5.21: Contornos de massa especı́fica (a) e pressão (b) obtidos por Zienkiewicz et al.

(1999)

5.6.5 Uso do algoritmo explı́cito para simulação incompressı́vel

À medida que a compressibilidade do fluido diminui, a velocidade de onda c tende ao

infinito. Como essa velocidade determina o intervalo de tempo estável para a análise numérica

explı́cita apresentada aqui, são necessários passos no tempo tendendo a zero à medida que o flui-
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Figura 5.22: Distribuição de pressão sobre a placa segundo diversos autores

do fica menos compressı́vel, dificultando que escoamentos incompressı́veis sejam diretamente

analisados pelo método explı́cito. Por isso, adota-se um procedimento baseado em inicialmente

adotar uma compressibilidade artificial para o fluido.

Seja válida a seguinte relação para a propagação de ondas no fluido:

c
2

=
∂ p

∂ρ
(5.81)

Com o auxı́lio da regra da cadeia, de (5.81) e (5.26), considerando a massa especı́fica cons-

tante, extrai-se a equação de Poisson:

∆p

c2 n
= −∆tρ

∂ui

∂xi n+1
. (5.82)

Trocando-se a equação 5.27 pela equação 5.82 e considerando a massa especı́fica constante,

obtém-se um algoritmo para simulação de fluidos pouco compressı́veis no qual a equação da

energia fica desacoplada e pode ser dispensada.

No entanto, à medida que a compressibilidade diminui, a velocidade de onda c aumenta

tendendo ao infinito quando o fluido é incompressı́vel. Isto exige que se adote um intervalo de

tempo ∆t muito pequeno para que a estabilidade do algoritmo fique garantida.

Uma alternativa para contornar este problema consiste em substituir a velocidade de onda

real por uma artificial β menor, conforme utilizado por alguns autores, a exemplo de Nithiarasu
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e Liu (2006) e Shapiro e Drikakis (2005) e ainda resolver o problema utilizando localmente o

intervalo de tempo crı́tico de cada elemento.

Para que a solução transiente permaneça consistente, corrige-se a variação da quantidade

de movimento da seguinte maneira (NITHIARASU, 2003):

∆ρui = ∆ρui−∆t
∆ρuiτ

∆τ
, (5.83)

onde ∆t é o passo de tempo interno e ∆τ é o passo de tempo real. Para que seja obtida uma

solução com aproximação de segunda ordem no tempo real, ∆ρuiτ é aproximado por meio de:

∆ρuiτ =
3ρuin+1−4ρuin +ρuin−1

2
. (5.84)

Nessa equação ρuin−1 é o valor da quantidade de movimento no n-ésimo passo interno de

tempo. Os outros dois valores, ρuin e ρuin−1, devem ser guardados dos respectivos passos de

tempo reais.

Em cada passo de tempo real, um resı́duo de pressão previamente prescrito deve ser alcan-

çado, o que equivale a achar uma resposta estacionária a cada passo real no tempo.

Em sı́ntese o que se altera no algoritmo é o emprego de passos de tempo internos, troca

da equação da densidade pela equação de Poisson para pressão e a adição da correção para o

tempo real.

Nota-se ainda que as condições de Babuska-Brezzi podem ser contornadas no presente

algoritmo (ver Zienkiewicz e Taylor (2000b)).

Exemplo de problema 2D incompressı́vel

Esse exemplo consiste em um tanque de dimensões 0,35 m de largura e 0,7 m de altura,

contendo fluido com massa especı́fica ρ = 1000 Kg/m3, viscosidade µ = 0,1 Pa.s, aceleração

da gravidade g = 10 m/s2, sendo as paredes consideradas sem atrito com o fluido (ver Fig. 5.23.

No instante t = 0 s o fluido está em repouso e a distribuição de pressão é hidrostática, então a

comporta do tanque é instantaneamente aberta.

A malha utilizada possui 424 nós e 766 elementos triangulares de aproximação linear, sendo

a velocidade da malha imposta igual à do fluido.

São apresentadas as configurações deformadas da malha e as distribuições de velocidades

nos instantes 2 s, 4 s e 6,1 s nas Figs. 5.24 - 5.26.
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Figura 5.23: Geometria do problema da barragem rompida

A figura 5.27 compara a posição extrema da superfı́cie livre do fluido na direção horizontal

obtida pelo presente trabalho, com os resultados numéricos obtidos por Nithiarasu (2005) e os

resultados experimentais obtidos por Hirt e Nichols (1981), onde nota-se boa aproximação. L é a

largura final da barragem,L0 é a largura inicial da barragem (0,3 m) e t* é o tempo adimensional,

tal que t∗ = t
�
2g/L0.

Embora os resultados tenham sido bastante coerentes com as referências, o método da com-

pressibilidade artificial empregado conforme empregado aqui se mostrou de convergência muito

lenta e estudos futuros devem ser feitos para melhorar a eficiência do processo ou mesmo para a

implementação de modelos implı́citos ou semi-implı́citos, sendo que no restante deste trabalho

analisou-se apenas escoamentos compressı́veis.



5.6 Aplicações - Testes preliminares 129

(a) Malha deformada

(b) Componente horizontal de velocidade

(c) Componente vertical de velocidade

Figura 5.24: Barragem no instante t = 2 s
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(a) Malha deformada

(b) Componente horizontal de velocidade

(c) Componente vertical de velocidade

Figura 5.25: Barragem no instante t = 4 s
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(a) Malha deformada

(b) Componente horizontal de velocidade

(c) Componente vertical de velocidade

Figura 5.26: Barragem no instante t = 6,1 s

Figura 5.27: Deslocamento horizontal relativo vs. tempo admensional
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6 Análise numérica de dinâmica das

estruturas

Neste capı́tulo o procedimento geral doMétodo dos Elementos Finitos baseado em posições

é explicado e aplicado à cinemática dos elementos de casca.

6.1 A formulação posicional

Como já citado na seção 1.2, na formulação Lagrangeana posicional introduzida por Bonet

et al. (2000) e Coda (2003), as incógnitas são as posições na configuração atual (final) da estru-

tura. Após a determinação destas, as tensões e deformações podem ser calculadas com relação

à configuração inicial (de referência).

Seja o elemento finito Bo na configuração inicial e B1 na configuração atual (Fig. 6.1). Para

que possam ser medidas as deformações, é necessário que se tenha uma aproximação para a

função mudança de configuração f .

Figura 6.1: Mapeamento posicional (CODA; PACCOLA, 2007)

Com relação a uma referência auxiliar adimensional, {ξ1,ξ2,ξ3}, determina-se a aproxima-
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ção para a função f 0 que leva à configuração inicial conforme a expressão:

−→
f 0 =

−→
f 0 (ξ1,ξ2,ξ3) =

−→
X (ξ1,ξ2,ξ3) ⇒

⇒ f 0i = Xi (ξ1,ξ2,ξ3) = Nj (ξ1,ξ2,ξ3)Xji,
(6.1)

onde Xi é componente i do vetor posição inicial, Xji é o valor nodal da coordenada inicial i para

o nó j e Nj é a função aproximadora associada ao nó j.

A função f 0 pode ser entendida como uma mudança fictı́cia de configuração do espaço

adimensional para a configuração inicial (CODA; PACCOLA, 2007). Analogamente se escreve

a função f 1 que representa uma mudança fictı́cia de configuração do espaço adimensional para

a configuração atual conforme:

−→
f 1 =

−→
f 1 (ξ1,ξ2,ξ3) = −→x (ξ1,ξ2,ξ3) ⇒

⇒ f 1i = xi (ξ1,ξ2,ξ3) = Nj (ξ1,ξ2,ξ3)x ji,
(6.2)

onde xi é a componente i do vetor das posições atuais e x ji é o valor nodal da coordenada atual

i para o nó j.

Assim, o mapeamento real f da configuração inicial para a configuração final é dado por:

−→x =
−→
f
�−→

X
�

=

�−→
f 1

�
◦

�−→
f 0

�−1

. (6.3)

Da definição do gradiente mudança de configuração A no capı́tulo 4, pode-se escrever para

A0:

A0 = A0 (ξ1,ξ2,ξ3) = ∇

�−→
f 0 (ξ1,ξ2,ξ3)

�
, (6.4)

ou: �
A0

�
i j

=
∂ f 0i
∂ξ j

, (6.5)

e para A1:

A1 = A1 (ξ1,ξ2,ξ3) = ∇

�−→
f 1 (ξ1,ξ2,ξ3)

�
, (6.6)

ou: �
A1

�
i j

=
∂ f 1i
∂ξ j

(6.7)

e, finalmente, o gradiente da mudança de configuração f como:

A= ∇

�−→
f
�

=
∂
−→
f

∂
−→
X

=
�
A1

��
A0

�−1
. (6.8)
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Com o auxı́lio das funções aproximadoras, A0 e A1 podem ser expressos por:

A0i j = f 0i, j = Nk, j(ξ1,ξ2,ξ3)Xki (6.9)

e

A1i j = f 1i, j = Nk, j(ξ1,ξ2,ξ3)xki, (6.10)

onde (,) indica derivada parcial.

Após calculado o gradiente de deformação, os tensores alongamento à direita de Cauchy-

Green C e deformação de Green-Lagrange E podem ser obtidos por:

C= ATA=
��
A1

��
A0

�−1�T ��
A1

��
A0

�−1�
(6.11)

e

E=
1

2
(C− I) =

1

2

"��
A1

��
A0

�−1�T ��
A1

��
A0

�−1�
− I

#
, (6.12)

onde I é o tensor identidade de segunda ordem.

A tensão de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, que é conjugada energética da deformação

de Green-Lagrange, é obtida através da Lei Constitutiva do material. Tal relação pode ser

expressa pela energia especı́fica de deformação (PASCON, 2008). Assim, é possı́vel determinar

a desejada tensão através da seguinte fórmula:

S=
∂w

∂E
⇒ Si j =

∂w

∂Ei j
. (6.13)

A partir deste ponto, todos os termos do funcional de energia potencial total da equação

(4.64), que são: energia de deformação, energia das forças externas e energia cinética, po-

dem ser calculados para uma posição tentativa. Aplicando-se o princı́pio da mı́nima energia

potencial através da minimização do funcional em relação aos parâmetros nodais, que são as

posições atuais, associado com algum integrador temporal, é possı́vel solucionar o problema de

equilı́brio dinâmico.

6.2 A aplicação em elementos de casca

As estruturas denominadas cascas consistem em sólidos com uma dimensão muito menor

que as outras. Assim é proposta uma aproximação para o mapeamento da superfı́cie média,

conforme ilustrado na figura 6.2.

Os mapeamentos das configurações inicial e final dos pontos da superfı́cie média, dados em
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Figura 6.2: Mapeamento da superfı́cie média

função da combinação linear das funções aproximadoras são respectivamente:

f m0
i = Xm

i (ξ1,ξ2,Xji) = Nj(ξ1,ξ2)Xji (6.14)

e

f m1
i = xm

i (ξ1,ξ2,x ji) = Nj(ξ1,ξ2)x ji, (6.15)

onde Nj(ξ1,ξ2) são as funções de forma referentes ao nó j, Xji são os valores nodais das

coordenadas iniciais, na direção i, do nó j e x ji são os valores nodais das coordenadas atuais.

Ainda se faz necessário que todos os pontos da casca sejam mapeados. Usando a descrição

simples apresentada por Coda e Paccola (2009), a diferença entre um ponto fora da superfı́cie

média e um ponto correspondente pertencente à superfı́cie média gera um vetor posição genera-

lizado g0 na configuração inicial ou g1 na configuração atual, de forma que um ponto qualquer

na casca pode ser definido adicionando-se o vetor posição generalizado ao ponto correspondente

na superfı́cie média, tal que:

Xi = Xm
i +g0i (6.16)

e

xi = xm
i +g1i . (6.17)

Os vetores g0 e g1 também devem ser escritos em função das coordenadas adimensionais.

Considerando-se inicialmente que a deformação ao longo da espessura seja constante, escreve-

se:

g0i =
h0(ξ1,ξ2)

2
e0i (ξ1,ξ2)ξ3 (6.18)
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e

g1i =
h(ξ1,ξ2)

2
e1i (ξ1,ξ2)ξ3, (6.19)

onde h0 e h são respectivamente a espessura inicial e atual e e0i e e1i são as componentes i dos ve-

tores unitários respectivamente normal à superfı́cie média inicial e não necessariamente normal

à superfı́cie média atual (ver figura 6.3).

Figura 6.3: Vetores de posição generalizados

O vetor e0i é aproximado pelas funções de forma da seguinte maneira:

e0i (ξ1,ξ2) = Nj (ξ1,ξ2)e
0
i j, (6.20)

onde e0i j é o valor nodal do vetor unitário normal à superfı́cie média no nó j na configuração

inicial.

Para a configuração final, Coda e Paccola (2007) propõem a aproximação:

h(ξ1,ξ2)e
1
i (ξ1,ξ2) = h0ḡi(ξ1,ξ2), (6.21)

onde ḡi é um vetor não unitário, também chamado vetor generalizado.

Sendo a espessura atual variando sobre o elemento de casca tal que:

h(ξ1,ξ1) = h0
�

ḡi(ξ1,ξ1)ḡi(ξ1,ξ1) (6.22)

e o vetor unitário e1i dado por:

e1i =
ḡi(ξ1,ξ1)�

ḡi(ξ1,ξ1)ḡi(ξ1,ξ1)
, (6.23)
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os vetores de posição generalizados são finalmente escritos como:

g0i =
h0

2
ξ3Nj(ξ1,ξ2)e

0
i j (6.24)

e

g1i =
h0

2
ξ3Nj(ξ1,ξ2) Ḡi j (6.25)

onde Ḡi j são os valores nodais (incógnitas) do vetor generalizado no nó j para a configuração

atual.

O fato de a cinemática definida até o momento considerar deformação constante ao longo da

espessura da casca implica em aumento da rigidez para problemas com coeficiente de Poisson

não nulo, podendo provocar o travamento da casca quando submetida à flexão.

A variação da deformação ao longo da espessura da casca é introduzida através do chamado

enriquecimento transversal, e o valor deste enriquecimento para as análises pode ser observado

nos exemplos apresentados posteriormente em que são comparados elementos sem o parâmetro

devido ao enriquecimento com elementos com enriquecimento. Para tal, chama-se a variável a

de taxa de variação linear da deformação ao longo da espessura tal que:

a(ξ1,ξ2) = Nj (ξ1,ξ2)a j, (6.26)

onde a j é valor dessa taxa no ponto correspondente ao nó j.

Assim, as equações (6.16) e (6.17) ficam:

f 0i = Xi = Nj(ξ1,ξ2)Xji +
h0

2
ξ3Nj(ξ1,ξ2)e

0
i j (6.27)

e

f 1i = xi = Nj(ξ1,ξ2)x ji +
h0

2

 
ξ3+Nj(ξ1,ξ2)a jξ

2
3

!
Nj(ξ1,ξ2)Ḡi j . (6.28)

Com as funções f 0i e f 1i expressas em (6.27) e (6.28), obtém-se os gradientes A
0 e A1. À

partir desses valores, é possı́vel obter o gradiente de mudança de configuração A = A1(A0)−1

e com o auxı́lio das equações definidas na seção 6.1, calcular todos os termos do funcional de

energia para posições tentativa do processo iterativo de solução.

6.2.1 O elemento de casca

O elemento finito utilizado consiste em um elemento isoparamétrico triangular com 10 nós

e 7 parâmetros nodais por nó (figura 6.4).
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10

Figura 6.4: Elemento finito de casca

Os parâmetros nodais, incógnitas de um nó j, são: 3 coordenadas i da posição atual x ji, 3

componentes i do vetor generalizado Ḡi j, e o parâmetro nodal de variação linear da deformação

segundo a espessura a j (CODA; PACCOLLA, 2007).

A integração sobre o elemento é feita com o uso da quadratura de Hammer sobre a su-

perfı́cie média e quadratura de Gauss ao longo da espessura.

6.3 Integração temporal

O integrador temporal empregado para a análise da estrutura é o integrador de Newmark

β , o qual, embora largamente utilizada na análise de estruturas de comportamento linear pode

apresentar problemas quando aplicado à estruturas não lineares devido à não conservação do

momento e da energia. No entanto, Coda e Paccola (2009) mostraram que para uma formulação

posicional Lagrangeana total, com matriz de massa constante, o integrador mantém-se conser-

vativo para a maioria dos problemas de casca.

As aproximações do processo de Newmark β para a descrição posicional (CODA; PAC-

COLA, 2009) são:

xS+1 = xS +∆tẋS +∆t2
��
1

2
−β

�
ẍS +β ẍS+1

�
(6.29)

e

ẋS+1 = ẋS +∆t (1− γ) ẍS + γ∆tẍS+1. (6.30)

A equação do momento linear, ou quantidade de movimento linear, para a descrição La-
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grangeana total é dada por:

Q =
�

Ω0

ρ0ẋdV0. (6.31)

Se o corpo não desenvolve nenhuma deformação e as forças externas são nulas, então o

momento linear não varia no tempo, isto é,

∂Q

∂ t
=

�
Ω0

ρ0ẍdV0 = 0. (6.32)

Pela hipótese de meio contı́nuo aplicada ao corpo (OGDEN, 1984), conclui-se que a se-

guinte equação é válida:

ẍ = 0. (6.33)

Fazendo uso de (6.33) em (6.30) duas vezes, uma para o instante ts e uma para o instante

ts +1, resulta:

ẋS+1 = ẋS, (6.34)

ou na forma integral, considerando a continuidade:

�
Ω0

ρ0ẋs+1dV0 =
�

ΩV0

ρ0ẋsdV0. (6.35)

Assim, Coda e Paccola (2009) concluem que o momento linear é conservado para qualquer

intervalo de tempo e constantes β e γ desde que não ocorram deformações.

Para provar a conservação do momento angular, mais passos são necessários. A expressão

Lagrangeana para momento angular é:

J =
�

Ω0

ρ0ẋ× xdV0, (6.36)

onde × indica produto vetorial.

O momento angular é constante quando um corpo rı́gido desenvolve velocidade angular

constante sobre um eixo dito fixo. Como o corpo é considerado rı́gido, não há transferência de

energia cinética para energia de deformação, como consequência a conservação do momento

implica na conservação da energia para uma situação isotérmica.

Assumindo essa hipótese, escreve-se:

∂J

∂ t
=

�
Ω0

ρ0(ẍ× x+ ẋ× ẋ)dV0 =
�

Ω0

ρ0(ẍ× x)dV0 = 0, (6.37)
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ou, assumindo continuidade, a igualdade

ẍ× x = 0 (6.38)

deve ser válida para qualquer ponto do contı́nuo. Isto ocorre ou na situação trivial (ẍ = 0) ou

quando:

ẍ = −ω2x (6.39)

onde ω é a velocidade angular do corpo e, sem perda de generalidade, −→x é o vetor posição

relativo à sua projeção sobre o eixo de rotação. Usando (6.39) para o instante ts+1 nas equações

(6.29) e (6.30), escreve-se:

xS+1 = xS +∆tẋS−∆t2(1/2−β )ω2xS−∆t2βω2xS+1 (6.40)

e

∆tẋS+1 = ∆tẋS−∆t2(1− γ)ω2xS−∆t2γω2xS+1 (6.41)

Partindo-se de (6.40) e (6.41), conclui-se que:

(ẋs+1× xs+1− ẋs× xs) = ∆tω2

�
1

2
− γ

�
(xs+1× xs), (6.42)

ou, por continuidade, obtém-se a forma integral:

�
Ω0

ρ0 ẋs+1× xs+1dV0 =
�

Ω0

ρ0 ẋs× xsdV0+
�

Ω0

ρ0∆tω2

�
1

2
− γ

�
(xs+1× xs)dV0 (6.43)

Observa-se em (6.43) que o momento angular é conservado quando o último termo desta for

nulo, ou seja, sempre que a constante γ assumir valor γ = 1/2, independentemente do intervalo

de tempo e parâmetro β adotados. Obviamente que quanto menor o intervalo de tempo melhor

estará representado o movimento angular por qualquer integrador temporal.

6.3.1 Processo de solução via Newton-Raphson

Dos desenvolvimentos precedentes, pode-se escrever a minimização do funcional (4.64)

para o equilı́brio dinâmico em um instante qualquer, em uma forma matricial como:

F =
∂Ue

∂x
−F+Mẍ+Cẋ = 0, (6.44)

onde F é o vetor das forças externas, C é a matriz de amortecimento eM é a matriz de massa,

constante na formulação desenvolvida.
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No instante tS+1, tem-se o equilı́brio dado por:

∂Π

∂x

����
S+1

=
∂Ue

∂x

����
S+1

−FS+1+MẍS+1+CẋS+1 = 0. (6.45)

Substituindo-se as aproximações do método de Newmark β (6.29) e (6.30) em (6.45), re-

sulta:

F (xS+1) =
∂Π

∂x

����
S+1

=
∂Ue

∂x

����
S+1

−FS+1+
M

β∆t2
xS+1−MQS +CRS +

γC

β∆t
xS+1− γ∆tCQS = 0,

(6.46)

onde os vetores Qs e Rs representam a contribuição dinâmica no passado e são dados por:

QS =
xS

β∆t2
+

ẋS

β∆t
+

�
1

2β
−1

�
ẍS (6.47)

e

RS = ẋS +∆t (1− γ) ẍS. (6.48)

Devido ao caráter não linear do equacionamento, é difı́cil encontrar sua solução exata.

Assim, é necessário usar uma estratégia numérica para resolver o problema. Opta-se então por

fazer uso do processo de Newton-Raphson dentro do processo de marcha no tempo.

A segunda variação do funcional de energia é dado por:

∂ 2Π

∂x2

����
S+1

= ∇F (xs+1) =
∂ 2Ue

∂x2

����
S+1

+
M

β∆t2
+

γC

β∆t
(6.49)

Uma aproximação de primeira ordem por série de Taylor pode ser escrita como

0= F(x) ∼= F
�
x0

�
+∇F

�
x0

�
∆x. (6.50)

O processo de Newton-Raphson em cada passo no tempo se resume a estimar-se um valor

por x0s+1 para posição final xs+1, normalmente estimada como sendo a posição inicial x
0
s+1 = xs,

e então recorrer-se ao processo interativo:

∇F

�
xl
s

�
∆x = −F

�
xl
s

�
(6.51)

xl+1
S+1 = xl +∆x, (6.52)

onde l é o número de interações, levado até que seja atingido o erro mı́nimo admissı́vel para a
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análise.

6.4 Exemplos do programa de casca

6.4.1 Carga transversal sobre uma viga engastada - Checagem da con-

servação da energia

Este exemplo adota o elemento de casca não linear proposto para analisar a vibração trans-

versal de uma viga engastada sujeita a um campo inicial de velocidade (ver Fig. 6.5). A intenção

é mostrar o comportamento de transferência das energias cinética e de deformação em um corpo

deformável. A viga possui módulo de Young E = 0,2x109 Pa, massa especı́fica ρ0 = 500kg/m3,

comprimento L = 1 m, espessura h = 0,01 m, largura b = 0,20 m e coeficiente de Poisson ν = 0.

A velocidade aplicada é proporcional à distância do engaste e possui um valor máximo v0 = 1

m/s, ver Fig. 6.5. O passo de tempo adotado é ∆t = 0,001 s e a energia total exata do sistema é

k0 = 0,16667 J. Quarenta elementos e 217 nós são empregados na discretização.

Figura 6.5: Geometria, velocidade inicial e discretização

Na Fig. 6.6, as energias cinéticas, de deformação e total são apresentadas em função do

tempo, assim como o deslocamento vertical na borda livre. Como pode-se observar, a ener-

gia é completamente conservada para situações deformadas. É importante mencionar que em

aplicações não lineares os movimentos verticais e horizontais são acoplados (CODA; PAC-

COLA, 2009), sendo esta a razão pela qual os picos da análise não se repetem com a mesma

forma, também não existe necessariamente um instante para o qual a energia cinética seja nula,

como é esperado em uma análise linear.
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Figura 6.6: Energia e deslocamento no balanço vs. tempo

6.4.2 Casca cilı́ndrica com Snap Through dinâmico

Seguindo Argyris et al. (2003), este exemplo é uma casca cilı́ndrica com snap through

dinâmico, uma não linearidade severa. Estudos teóricos importantes, relativos às não lineari-

dades severas são apresentados por Breslavsky et al. (2008) e outros por este citados. Este é

um benchmark tı́pico que tem sido extensivamente usado como um teste para formulações não

lineares aplicadas em dinâmica de cascas. Problemas de snap through em cascas produzem

modos dinâmicos de alta ordem e essa é a razão pela qual é acreditado que esquemas clássicos

de integração, tal como o método de Newmark não são adequados para produzir uma solução

estável e precisa, e que somente algoritmos com difusão numérica e esquemas com decaimento

de energia ou algoritmos que conservem a energia mesmo com variação na matriz de massa

podem ser aplicados com um passo de tempo aceitável. A despeito desta crença comum, Coda

e Paccola (2009) mostram que usando o presente elemento de casca, é possı́vel obter soluções

estáveis e precisas com o integrador de Newmark e com um passo de tempo razoável. Os resul-

tados para este exemplo serão comparados com os resultado para o elemento TRIC e com uma

solução obtida pelo programa ABAQUS, ambos apresentados por Argyris et al. (2003).

A geometria da casca cilı́ndrica é apresentada na Fig. 6.7(a). As duas bordas retas da casca

são simplesmente apoiados, enquanto os dois lados curvos são completamente livres. Uma

carga concentrada é aplicada ao nó central da casca. O valor da carga aumenta linearmente de

0 até 50x106 em um tempo de 0,2, após a carga de 50x106 é mantida constante. Para evitar
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qualquer distorção nos resultados, a estrutura é totalmente discretizada e a malha usada na

análise é mostrada na Fig. 6.7(b) e consiste de 32 elementos finitos curvos resultando num total

de 169 nós e 1183 graus de liberdade. Os parâmetros de Newmark são β = 0.25 e γ = 0.5.

(a) Geometria (b) Discretização

Figura 6.7: Casca cilı́ndrica - Geometria e discretização

Usando a formulação proposta, varia-se o passo de tempo de ∆t = 0,0625x10−3 até ∆t =

4x10−3 e não foram encontradas instabilidades para a formulação Lagrangeana total. As pro-

priedades fı́sicas adotadas são E = 200x109, v = 0,25, ρ = 10000 e espessura h = 0,1

A Fig. 6.8 apresenta os deslocamentos no ápice em função do tempo. Como é possı́vel

notar, os resultados convergem para o menor passo de tempo, enquanto para o maior passo, a

precisão é perdida, mas a estabilidade é mantida. Os resultados podem ser comparados com os

obtidos por Argyris et al. (2003), reproduzidos na Fig. 6.9.
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Figura 6.8: Deslocamento no ápice vs. tempo

Figura 6.9: Deslocamento no ápice vs. tempo adaptado de Argyris et al. (2003)
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7 Acoplamento com fluido em descrição

Lagrangeana-Euleriana arbitrária

Neste trabalho é utilizado o esquema de acoplamento particionado, sendo tal escolha ba-

seada nas vantagens destacadas na literatura, conforme apresentadas na seção 1.2, e baseada

em especial no fato de que ao se construir um esquema particionado de acoplamento, pode-

se alterar a parte do código referente à análise de dinâmica dos fluidos, mantendo-se a parte

referente à dinâmica das estruturas e vice versa, permitindo que inovações em cada uma dessas

áreas sejam implementadas separadamente e garantindo a possibilidade de evolução da pesquisa

sobre um mesmo código computacional.

7.1 Transferência de forças e velocidades

As velocidades no contorno do fluido devem ser aplicadas por nó, já a força externa sobre

a estrutura pode ser calculada sobre os nós e então interpolada para os pontos de quadratura, ou

diretamente sobre os pontos de quadratura. Neste trabalho encontra-se o valor da força devido

ao escoamento em cada nó da estrutura e então utiliza-se as funções de forma para interpolar a

força nos pontos de quadratura, o que acaba sendo muito mais econômico do que encontrar o

valor da força de superfı́cie devido ao escoamento para cada ponto de quadratura.

Seja Γs a fronteira fluido/estrutura discretizada em elementos finitos e Ωs o domı́nio da

estrutura discretizado por elementos de casca.

Como se trabalha com malhas diferentes e deseja-se que o acoplamento seja possı́vel sem a

necessidade de coincidência dos nós, durante o pré processamento deve-se conhecer para cada

nó da estrutura k, o ponto P fk pertencente ao contorno Γs da malha do fluido tal que P fk ocupe

a mesma posição que o nó k, ou seja:

x(P fk) = x(k) (7.1)

onde x é o vetor das coordenadas cartesianas.
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Igualmente, para cada nó i da malha do fluido, situado no contorno Γs deve ser conhecido

o ponto Psi ∈ Ωs tal que:

x(Psi) = x(i) (7.2)

No entanto, o fato de as duas malhas serem geradas separadamente implica que nós da

estrutura possam estar situados ligeiramente fora do contorno do fluido, e também que nós do

fluido possam estar ligeiramente fora do domı́nio discretizado da estrutura de casca. Assim,

assume-se que P fk seja o ponto pertencente à malha do fluido mais próximo ao nó k, e que Psi

seja o ponto pertencente à malha da estrutura mais próximo ao nó i, como ilustrado na figura

7.1.

�
s  

 - malha do fluido

  
 lha da estrutura

�
f  
 

  
 

Pf
k  

 

  
 

Figura 7.1: Pontos para aplicação de condições de contorno

• Assume-se inicialmente uma aproximação na qual os elementos de casca são conside-

rados planos, definidos pelos nós dos vértices. Então identificam-se os pontos mais

próximos a cada nó do contorno da malha do fluido calculando-se a distância entre cada

elemento de casca plano e os nós do contorno da malha do fluido, guardando para cada

nó i o vetor das coordenadas locais triangulares e o elemento de casca em que o ponto Psi

se encontra:
−→
ξ i(Psi) = (ξ1,ξ2,ξ3), (7.3)
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• Em seguida, ajusta-se a malha do fluido fazendo com que cada nó i da malha do fluido as-

suma a posição do ponto Si referente às coordenadas locais
−→
ξ i(Psi) = (ξ1,ξ2,ξ3), porém

considerando-se o elemento curvo, ou seja:

x(Si) = x(Psi) =
10

∑
k=1

(Nkxk) , (7.4)

onde k são os nós do elemento de casca referente à função de forma Nk e xk é o vetor das

coordenadas cartesianas de k.

• Por fim, encontra-se para cada nó ks da malha estrutural o ponto mais próximo, P fk,

pertencente à malha do fluido e guarda-se o vetor das coordenadas locais tetraédricas e o

elemento de fluido em que este se encontra:

−→
ξ k(P fk) = (ξ1,ξ2,ξ3,ξ4). (7.5)

As condições de Dirichlet do nó i são obtidas da estrutura, no ponto Psi. O vetor velocidade

us da estrutura no ponto Psi é calculado por:

us(Si) =
10

∑
k=1

(Nkusk) . (7.6)

Para o caso de escoamento viscoso com condição de aderência iguala-se o vetor velocidade

do nó i, u f (i), ao vetor velocidade us(Si) calculado por (7.6), já para o caso de escoamento em

superfı́cie lisa sem aderência, prescreve-se somente a velocidade normal:

u f = u f +[(us−u f ) ·n]n. (7.7)

As condições de Neumman do nó k são obtidas do fluido, no ponto P fk. A atualização das

cargas sobre a estrutura no tempo t consiste em fazer as componentes de carga normais à casca,

iguais às componentes da força de superfı́cie do fluido no contorno que o fluido faz fronteira

com a estrutura, assim tem-se:

q j(k) =
 
τ jlnl − pn j

!
P fk

. (7.8)

onde os ı́ndices j e l representam a direção cartesiana e n as componentes do vetor normal ao

contorno.
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7.2 Movimentação dinâmica da malha do domı́nio fluido

A Formulação ALE permite a imposição de uma velocidade arbitrária para a malha do

domı́nio do fluido. Deve-se então impor uma velocidade que seja compatı́vel com os desloca-

mentos e velocidades do sólido, de maneira que a distorção da malha seja a mı́nima possı́vel.

Neste trabalho adotou-se como critério principal para a deformação da malha, que a mesma

tenha mı́nimas alterações na forma (ângulos) dos elementos na região da estrutura (onde em

geral requer-se uma discretização bem mais detalhada pois é um lugar susceptı́vel a choques

e vorticidade). Assim, a técnica de movimentação deve fazer com que quanto mais próximos

à estrutura os nós estiverem situados, esses tenham velocidade mais próxima à da estrutura,

tornado o movimento próximo ao de corpo rı́gido. A medida em que os pontos se afastam da

estrutura, os deslocamentos da malha diminuem sendo nulos no contorno fixo.

Ummodelo que atende bem a essas caracterı́sticas é a equação de Laplace (ver por exemplo

Jasak e Tukovic (2007)):

∇2wi = 0, (7.9)

onde wi pode ser a velocidade ou o deslocamento da malha do fluido na direção i. Esta equação

pode ser facilmente resolvida usando elementos finitos, sendo aplicado valores de w em todo

o contorno. O mesmo processo pode ser aplicado aos deslocamentos da malha ao invés das

velocidades.

Embora os resultados com a equação de Laplace tenham se mostrado eficientes, como pode

ser notado no trabalho de Jasak e Tukovic (2007) para se aplicar diretamente ao método dos

elementos finitos, existe a necessidade de resolver um sistema a mais, e por isso buscou-se um

modelo que produz resultados semelhantes sem essa necessidade.

O método utilizado é semelhante ao utilizado por Teixeira (2001), e consiste na distribuição

das velocidades wk
i dos pontos k da malha, na direção do eixo i=x, y ou z, variando de acordo

com a distância aos pontos no contorno da estrutura, onde wk
i assume o valor da velocidade uk

si

do ponto da estrutura Sk, e com a distância aos pontos do contorno fixo, onde a velocidadew
k
i é

nula. Assim, escreve-se:

wk
i =

∑
ne
j=1 ak ju

j
si

∑
ne
j=1 ak j +∑

n f
l=1 bkl

, (7.10)

onde ne é o número de nós da estrutura, nf é o número de nós no contorno fixo Γ f , ak j são

os coeficientes de influência dos nós da estrutura Γs no ponto k e bkl são os coeficientes de
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influência dos nós do contorno fixo no ponto k dados por:

ak j =
1

de1
k j

(7.11)

e

bkl =
1

de2
kl

, (7.12)

onde dk jé a distância entre o nó k e o nó j (ver figura 7.2) e e1 e e2 são expoentes referentes à

influência dos contornos móvel e fixo, arbitrados pelo operador do programa.

O mesmo procedimento pode ser utilizado para calcular os deslocamentos da malha, bas-

tando apenas substituir as componentes de velocidade por componentes de deslocamento.

Figura 7.2: Movimentação da malha

Os expoentes e1 e e2 permitem ajustes para que a malha fique com a geometria mais ou

menos preservada próximo aos contornos. Neste trabalho foi adotado o valor 4 para tais expo-

entes.

7.3 Processo dinâmico de acoplamento

Como se utiliza um processo implı́cito para a estrutura e um explı́cito para o fluido, é

interessante que seja permitido o uso de sub-ciclos de tempo entre a resolução da estrutura e do

fluido, proporcionando ganhos computacionais.
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Figura 7.3: Esquema de acoplamento

Desenvolve-se para o acoplamento o algoritmo ilustrado na figura 7.3 e que pode ser resu-

mido nos seguintes passos:

1. Num instante ts = i, resolver-se a estrutura com as cargas impostas pelo escoamento e

utilizando-se o intervalo de tempo ∆ts, encontrando-se, assim, a velocidade e posições

finais no instante ts = i+1.

2. Consideram-se as posições dos nós da malha do fluido variando dentro de cada intervalo

∆ts segundo um polinômio de grau 3. Este polinômio é obtido facilmente, uma vez que

se conhece as posições e velocidades da estrutura tanto no instante ts = i, xs(i) e ẋs(i),

como no instante ts = i+ 1, xs(i+ 1) e ẋs(i+ 1) e logo determinam-se as velocidades e

deslocamentos da malha para os referidos instantes através da equação Eq. (7.10). Assim,

sendo ∆t f = (∆ts)/ns f o intervalo de tempo do fluido, com ns f divisões do intervalo de

tempo da estrutura ∆ts, pode-se aproximar com bastante precisão a velocidade da malha

do fluido em cada passo de tempo para o fluido (instantes t f = (i− 1)ns f + is f com

is f > 1≤ ns f ).

3. Aplica-se as condições de contorno sobre o fluido e resolve-se o mesmo com um intervalo

de tempo ∆t f até que se atinja o instante t f = i ∗ ns f , quando as cargas são transferidas

para a estrutura e recomeça o processo.



7.4 Aplicações do acoplamento ALE 153

7.4 Aplicações do acoplamento ALE

7.4.1 Canal com degrau e parede flexı́vel

No primeiro exemplo busca-se verificar qualitativamente o algoritmo, em especial a mo-

vimentação da malha. Este exemplo consiste no mesmo problema 5.6.2, porém agora com a

parede inferior flexı́vel à frente do degrau e com a malha do fluido um pouco mais refinada,

contendo 12720 nós e 56753 elementos conforme apresentado na Fig. 7.4, onde também é

apresentada a malha da estrutura, contendo 637 nós e 120 elementos.

(a) malha do fluido

(b) malha da estrutura

Figura 7.4: Malhas para o canal com degrau e parede flexı́vel

O escoamento não perturbado possui velocidade u∞ = 1020 m/s, massa especı́fica ρ f ∞ =

2710 kg/m3 e velocidade do som c∞ = 340 m/s. As dimensões do problema são tomadas como

sendo as mesmas da Fig. 5.11, porém tomadas em metros.

A parede flexı́vel possui espessura e = 0,00135 m, modulo de Young E = 77,28 GPa e

massa especı́fica ρs = 2710 kg/m3. Os contornos de pressão e os deslocamentos na parede

flexı́vel para os instantes 0,002 s, 0,004 s, 0,006 s e 0,01 s são mostrados na Fig. 7.5.

A Fig. 7.6 apresenta a posição no centro da parede flexı́vel em função do tempo.

Os resultados deste exemplo se mostram bastante coerentes, o que indica bom funciona-

mento da técnica proposta.
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(a) t=0,002 s (b) t=0,004 s

(c) t=0,006 s (d) t=0,01 s

Figura 7.5: Contornos de pressão e deslocamentos sobre o degrau com parede flexı́vel

7.4.2 Choque sobre esfera

A interação de uma onda de choque com uma esfera é, de acordo com Tanno et al. (2003),

um dos benchmark em dinâmica de choques. Este exemplo consiste na simulação de um caso

experimental proposto por Tanno et al. (2003), através do qual busca-se verificar a transmissão

transiente de forças do fluido para a estrutura.

Nesse exemplo, uma onda de choque se propaga em um tubo de choque com seção de

ensaio de seção transversal quadrada de 300 mm x 300 mm e com comprimento de 1000 mm.

No meio da seção de ensaio está uma esfera de 80 mm de diâmetro, fixa por um ponto na parte

superior.

Devido à falta de dados sobre os materiais empregados no ensaio, despreza-se os efeitos

inerciais, ou seja, adota-se matriz de massa nula para a estrutura, e ainda um elevado módulo

de elasticidade, a fim de se obter pequenos deslocamentos.
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Figura 7.6: Posição vertical em x = 1,8 m vs. tempo

As condições do fluido não perturbado são: pressão p∞ = 101 kPa, temperatura T∞ = 293 K

e relação entre calor especı́fico a pressão constante e volume constante γ = 1,4. As condições

após a onda de choque são: pressão p = 159 kPa, temperatura T∞ = 334 K, massa especı́fica

ρ = 1,66 kg/m3 e velocidade vertical w = 114m/s. Estas condições, conforme o modelo de

Rankine–Hugoniot produzem uma onda de choque com número de Mach Ms = 1,22. A onda

se propaga a partir do topo da seção de ensaio, onde são prescritas as condições do escoamento

após a onda de choque.

A esfera possui espessura de 5,5 mm e é constituı́da por um material fictı́cio de módulo de

Young de E = 21x106 GPa, coeficiente de Poisson ν = 0,2 e massa especı́fica desprezı́vel.

O problema é considerado com dupla simetria, sendo discretizado apenas 1/4 do domı́nio.

As malhas empregadas para o fluido, contendo 684227 nós e 121221 elementos, e para a estru-

tura, contendo 823 nós e 168 elementos são mostradas na figura 7.7. O refinamento da malha

do fluido foi limitado por questões computacionais.

São feitas duas análises, uma com o fluido modelado pelas equações de Euler (invı́scido) e

outra com o fluido modelado pelas equações de Navier-Stokes (considerando a viscosidade). A

viscosidade do ar é de 19x10−6 Pa · s para a temperatura T∞.

As imagens Schlieren do presente trabalho, obtidas pela magnitude do gradiente de massa

especı́fica, se mostram bastante semelhantes às imagens experimentais obtidas também por

Tanno et al. (2003) (Fig. 7.9), assim como a distribuição de pressão sobre a esfera, a qual
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(a) Casca (b) Fluido

Figura 7.7: Malha para a análise da esfera sob onda de choque

pode ser analisada na Fig. 7.8 onde é expressa graficamente a pressão normalizada em relação

a pressão do ponto de estagnação (Ps) vs. o ângulo em relação à vertical no instante t = 92µ s.

A força de arrasto, medida pela reação no nó da estrutura vinculado, se mostra bastante

próxima dos valores medidos experimentalmente por Tanno et al. (2003) após deconvolução

como pode ser observado na Fig. 7.10. Nessa figura compara-se os resultados do presente

trabalho considerando-se os termos viscosos e impondo-se condição de aderência sobre a esfera

e resultados do presente trabalho considerando-se o escoamento invı́scido com os resultados

experimentais de Tanno et al. (2003) sem tratamento (“cru”) e também após deconvolução.

7.4.3 Flutter de painel

Neste exemplo o comportamento de um painel inicialmente plano, engastado em ambas

as extremidades e submetido a um escoamento supersônico de ar é analizado. O escoamento

é considerado invı́scido, sendo que o escoamento não perturbado apresenta massa especı́fica

ρ∞ = 0,339 kg/m3, pressão p∞ = 28 KPa, relação entre calor especı́fico à pressão constante

e volume constante γ = 1,4 e velocidade do som c = 340 m/s. O painel, de comprimento

0,5 m, largura 0,025 m e espessura 1,35 mm, é constituı́do de um material elástico com massa
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Figura 7.8: Pressão normalizada vs. ângulo

especı́fica ρs = 2710 kg/m3, módulo de Young E = 77,28 GPa e coeficiente de Poisson ν =

0,33.

São aplicadas condições de contorno de simetria em relação ao plano xy em z = 0 e z =

0,025m (componente de velocidade uZ = 0 para o fluido e deslocamentos ∆z = 0 e componente

do vetor generalizado gz = 0).

No instante t = 0 a pressão na face inferior do painel é reduzida em 0,1 %, introduzindo

uma perturbação. Tal condição é mantida durante os primeiros 4 ms, quando o valor da pressão

na face inferior é reestabelecido a p∞.

O painel é modelado por uma malha com 60 elementos e 484 nós, enquanto o fluido é

discretizado em 30294 elementos e 8584 nós (ver Fig. 7.11).

Para verificar o intervalo de tempo adequado para a análise, inicialmente é executada uma

análise não linear, com coeficiente de Poisson ν = 0 eMach = 2.3 para se obter maiores deslo-

camentos. O intervalo de tempo do fluido é fixado em ∆t f = 10−7s, enquanto varia-se o número

de sub-ciclos entre fluido e estrutura. Dos resultados apresentados na Fig. 7.12, conclui-se que

um intervalo de tempo para a estrutura ∆ts = 10−6s deve produzir resultados adequados.

Para que seja possı́vel comparar os resultados com soluções lineares disponı́veis na lite-

ratura, ainda que limitado a pequenas magnitudes de deslocamentos, o efeito de membrana é
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(a) t=72 µs (b) t=232 µs

(c) t=368 µs

Figura 7.9: Schlieren numérico do presente trabalho - esquerda vs. imagens experimentais por

Tanno et al. (2003) - direita

eliminado prescrevendo-se deslocamento horizontal livre na borda final do painel (x = 0,5 m).

O comportamento do painel em termos de deslocamentos verticais em x = 0.35 m para

números de Mach 1,90, 1,95, 2,00 and 2,05 é mostrado na Fig. 7.13. Desta figura pode-

se observar que os resultados para Mach = 2.0 se mostram criticamente amortecidos, o que

está em concordânca com a solução aeroelástica linear usando a teoria de pistão (Mach = 2.0

segundo Teixeira e Awruch (2005) e Mach = 1.98 segundo Rifai et al. (1999)).

O resultado paraMach = 2.00 é comparado com soluções lineares obtidas por outros auto-
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Figura 7.10: Reação no nó vinculado (força de arrasto sobre a esfera) pelo presente trabalho e

força de arrasto medida experimentalmente por Tanno et al. (2003)

(a) Malha do fluido - vista xy

(b) Malha da casca - vista xz

Figura 7.11: Discretização do problema de flutter de painel

res (ver Fig. 7.14) mostrando boa concordância.

Uma análise não linear para o painel completamente engastado nas duas extremidades para
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Figura 7.13: Deslocamento vertical em x = 0,35 para diferentes números de Mach

Mach = 2.30 é comparada com uma análise empregando as condições de contorno anteriores

e com os resultados obtidos por Teixeira e Awruch (2005) (Fig. 7.15) e comparada na Fig.

7.16 com a solução não linear obtida por Rifai et al. (1999) e com uma solução obtida pela

formulação proposta considerando ∆ts 550 vezes maior.
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Figura 7.15: Escoamento aMach2,3 - comparações do deslocamento vertical vs. tempo em
x = 0,35 com outros trabalhos e diferentes condições de vı́nculo

Pode-se observar na Fig. 7.15 que na análise não linear, o efeito de membrana leva a estru-

tura a apresentar ciclo limite de oscilações ao invés de apresentar uma amplitude continuamente

aumentada, isso pode ser observado também no diagrama de fase mostrado da Fig. 7.17.
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Figura 7.17: Diagrama de fase para os deslocamentos verticais na posição x = 0,35m e
Mach = 2,3

7.4.4 Choque sobre placa vertical

Esse exemplo compara um caso experimental, desenvolvido pelo laboratório de pesqui-

sas do Institut Universitaire des Systèmes Thermiques Industriels - IUSTI (GIORDANO et al.,



7.4 Aplicações do acoplamento ALE 163

(a) t = 0.074 s

(b) t = 0.0805 s

Figura 7.18: Distribuição de pressão e deslocamentos na estrutura para Mach = 2,3 - escala
1 : 1

2005) com os resultados computacionais obtidos pelo modelo numérico proposto. O experi-

mento consiste na análise de um painel flexı́vel imerso em um tubo de choque e submetido a

uma onda de choque. O esquema experimental é apresentada na Fig. 7.20. O painel é fixo em

uma base que pode ser considerada rı́gida, e o choque se desloca da esquerda para a direita.

A simulação acoplada é realizada considerando um painel elástico linear com um módulo

de Young E = 220 GPa e densidade ρs = 7600 kg/m3 com altura de 50 mm, largura de 2,5 mm

e espessura de 1 mm. Considerando a curta duração da análise experimental, a turbulência

é negligenciada. O ar encontra-se inicialmente em condições de atmosfera padrão (p∞ =
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Figura 7.19: Distribuição de tensões normais na direção do eixo da placa, na face inferior, para

a placa deformada no intervalo de 0,055−0,06s - escala 10 : 1

Figura 7.20: Painel elástico em um tubo de choque - esquema experimental (adaptado de

Giordano et al. (2005))

105 kPa and T∞ = 293K), e a onda de choque é produzida aplicando-se condiçãoes de con-

torno de entrada obtidas através das condições de Rankine–Hugoniot para um número deMach

da onda de choque Ms = 1,2.

O painel é dividido em 40 elementos e 244 nós, enquanto o fluido é discretizado em

72945 elementos e 20617 nós. O detalhe da malha do fluido próximo da placa bem como a

discretização da estrutura, são apresentados na Fig. 7.21.

A captura do campo de escoamento é qualitativamente analisada na Fig. 7.22 através de

comparação de imagens numéricas do tipo Schlieren, obtidas pela magnitude do gradiente

de massa especı́fica, com imagens ombroscópicas experimentais extraı́das de Giordano et al.

(2005), mostrando boa concordância.
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(a) fluido (b) casca

Figura 7.21: Discretização para o problema da placa submetida a choque

(a) t= 0 µs

(b) t= 140 µs

(c) t= 280 µs

(d) t= 320 µs

Figura 7.22: Schlieren numérico vs. imagens experimentais obtidas por Giordano et al. (2005)

- primeira parte
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(e) t= 460 µs

(f) t= 600 µs

(g) t= 740 µs

(h) t= 880 µs

Figura 7.22: Schlieren numérico vs. imagens experimentais obtidas por Giordano et al. (2005)

- continuação

As distribuições de pressão no fluido e de deslocamentos no painel durante o instante t =

140µ s é apresentada na Fig. 7.23.

Uma avaliação quantitativa é apresentada na Fig. 7.24 pela comparação do deslocamento

horizontal no topo do painel com resultados numéricos obtidos por Giordano et al. (2005), e

na Fig. 7.25 através da comparação entre a pressão no ponto indicado na Fig. 7.20 obtida

pelo presente trabalho e experimentalmente e numericamente segundo Giordano et al. (2005).

Observa-se novamente boa concordância entre os resultados.

7.4.5 Invólucro de reator submetido à explosão

Este exemplo é importante por verificar qualitativamente o desempenho do método pro-

posto na análise de estruturas submetidas a explosões e consiste na simulação de uma explosão

hipotética de gás contido em um invólucro de reator com a mesma geometria usada por Casadei

e Halleux (1995) (ver Fig. 7.26).
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Figura 7.23: Distribuição de pressão e deslocamento no instante t=140 µs
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Figura 7.24: Deslocamento no topo da placa vs. tempo - comparação com Giordano et al.

(2005)

A parte inferior da estrutura é bastante espessa, assim é modelada como um contorno rı́gido.

O invólucro está inicialmente cheio de ar com massa especı́fica ρ f = 1,2 kg/m3, razão entre ca-

lor especı́fico à pressão constante e volume constante γ = 1,4, pressão p = 105 Pa e velocidade

de som c = 341,57 m/s. As propriedades da estrutura são: módulo de Young E = 21 GPa, co-

eficiente de Poisson ν = 0,2 e massa especı́fica ρs = 2500 kg/m3. Apesar de ser um problema

com pequenos deslocamentos, o efeito de membrana se faz presente acoplado com o efeito de
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Figura 7.26: Geometria do reator adaptada de Casadei e Halleux (1995)
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flexão, sendo importante o emprego de uma análise não linear geométrica.

Como a parte inferior onde ocorre a explosão é bastante rı́gida, desprezam-se os efeitos

sobre a mesma, de forma que o problema possa ser simulado simplesmente considerando-se

que no instante inicial (t = 0) a parte da estrutura com coordenadas z < 14,42 m contém um gás

sob pressão pexp = 5692,7 kPa e com massa especı́fica ρexp = 21,527 kg/m3 e pressão , que

gera uma onda de choque, a qual se propaga pela estrutura.

A estrutura do reator é discretizada em 2323 nós e 487 elementos, e o fluido em 23585 nós

e 125470 elementos conforme apresentado na Fig. 7.27.

Figura 7.27: Discretização do reator

A propagação de pressão é mostrada na 7.28, onde também é reproduzida a solução ob-

tida por Soria e Casadei (1997) em simulação bi-dimensional considerando escoamento axi-

simétrico. Observa-se a semelhança entre os dois resultados, mesmo empregando algoritmos,

elementos e malhas totalmente diferentes.

Na figura 7.29 são apresentados os vetores de velocidade para os instantes 0,05 e 0,11 s,

onde observa-se mais uma vez semelhança com os resultados de Soria e Casadei (1997).

O deslocamento vertical no topo da estrutura e o deslocamento radial em z = 41,3 m são

mostrados na Fig. 7.30.
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Por fim, na Fig. 7.31 apresenta-se o módulo do deslocamento sobre a estrutura deformada

em escala ampliada, em 10 diferentes instantes.
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(a) t=0,01 s (b) t=0,03 s

(c) t=0,05 s (d) t=0,07 s

(e) t=0,09 s (f) t=0,11 s (g) Legenda

Figura 7.28: Distribuição de pressão: presente trabalho à esquerda e Soria e Casadei (1997) à

direita
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(a) t=0,05 s (b) t=0,11 s

Figura 7.29: Vetores de velocidade: presente trabalho à esquerda e Soria e Casadei (1997) à

direita
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(a) Topo

(b) Parede z = 41,3m

Figura 7.30: Deslocamento vertical no topo e radial na parede em z = 41,3 m
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(a) t=0,01 s (b) t=0,03 s (c) t=0,05 s

(d) t=0,07 s (e) t=0,09 s (f) t=0,11 s

(g) t=0,13 s (h) t=0,15 s (i) t=0,17 s

(j) t=0,19 s

Figura 7.31: Reator deformado
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8 Acoplamento imerso

O uso da descrição ALE para as equações de Navier-Stokes juntamente como alguma

técnica de movimentação da malha é uma metodologia capaz de modelar muitos problemas

de interação fluido-estrutura conforme apresentado nos capı́tulos anteriores. Entretanto, alguns

problemas com deslocamentos em larga escala, tais como desdobramento de para-quedas ou

airbags, requerem também o emprego contı́nuo de alguma técnica de reconstrução da malha

se a descrição ALE é empregada, o que encarece a solução, especialmente em problemas tri-

dimensionais.

Alguns autores propuseram alguns métodos para possibilitar um acoplamento Euleriano-

Lagrangeano considerando contorno imerso em uma malha estruturada, sendo que a maioria

desses métodos são desenvolvidos no contexto das diferenças finitas (CIRAK; RADOVITZKY,

2005; HABBAL, 2009; ARIENTI P. HUNG; SHEPHERD, 2008).

A técnica originalmente proposta aqui é baseada no método do escoamento fantasma (FED-

KIW et al., 1999), adaptada para ser aplicada em elementos finitos com malha não estruturada.

Esta técnica acopla a casca Lagrangeana com o fluido Euleriano considerando que o contorno

gerado pela casca move-se dentro de um bloco de malha não estruturada de elementos de flui-

do. As leis de conservação e continuidade na interface fluido estrutura são impostas aplicando

condições de contorno adequadas para o fluido e para a estrutura no inı́cio de cada passo de

tempo.

A posição da casca é rastreada sobre a malha do fluido por meio das curvas de nı́vel de uma

função distância assinalada do contorno (Level Sets). Uma vez identificado o posicionamento da

casca, as condições de contorno de Dirichlet para o fluido são aplicadas por meio da imposição

de um escoamento fantasma sobre os nós imediatamente fora do contorno da casca. Ao mesmo

tempo emprega-se um limitador de inclinação das velocidades o qual é construı́do com base

na função distância assinalada. Esse limitador também muda os valores de velocidade nos nós

internos muito próximos do contorno, evitando problemas com estabilidade quando a maior

parte do elemento estiver situada fora do domı́nio do fluido.
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8.1 Representação implı́cita do contorno

Antes da discussão sobre a prescrição das condições de contorno imersas, faz-se necessário

um estudo sobre a representação do domı́nio fı́sico imerso em uma malha não estruturada.

O método proposto requer a identificação de todos os elementos de fluido próximos ao

contorno da estrutura (Γs) e se esses se encontram dentro ou fora do domı́nio fı́sico do fluido

(Ω f ). Para tal, um procedimento computacionalmente eficiente consiste em usar uma função

distância assinalada SD tal que:

SD(x,Γ) =




distância(x,Γ) se x ∈ Ω

0 se x ∈ Γ

−distância(x,Γ) caso contrário

(8.1)

Uma representação discreta da função distância assinalada pode ser obtida fazendo a combi-

nação linear das funções de forma multiplicadas pelos valores da distância assinalada calculadas

sobre os respectivos nós SDI .

SD = ∑NISDI (8.2)

Nota-se que as funções de forma NI não necessitam conformar com o contorno fı́sico, uma

vez que são apenas usadas para interpolar um campo escalar SD. A curva de nı́vel 0 (Level-Set

0) da função distância assinalada resultante descreve a forma do corpo imerso na malha.

Em contraste com a representação paramétrica usual do contorno, onde as faces ou segmen-

tos da malha se adaptam ao contorno, as representações usando Level-Sets são mais adequadas

para problemas com grandes deformações e mudanças na topologia (CIRAK; RADOVITZKY,

2005; SANCHES et al., 2009).

A forma mais simples de se determinar a função distância assinalada para um corpo definido

por uma malha de elementos triangulares imersa em uma malha tridimensional consiste em, a

cada passo no tempo, calcular para cada nó k pertencente à malha do fluido, a distância do

mesmo a cada elemento da malha da estrutura e tomar o mı́nimo valor. O sinal é calculado com

base no vetor normal à superfı́cie da casca.

Para uma malha de elementos triangulares curvos de alta ordem, como os empregados

neste trabalho, fica difı́cil calcular uma função distância. Por essa razão, uma malha para a

representação do domı́nio do fluido é obtida pela divisão de cada elemento de casca em 9 ele-
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mentos triangulares com aproximação linear, como mostrado na figura 8.1.

(a) Malha da estrutura (b) Malha para representação do contorno do fluido

Figura 8.1: Representação do contorno da estrutura para o domı́nio fluido

Embora não tenham sido empregados no presente acoplamento, atualmente existem algo-

ritmos eficientes para calcular a função distância assinalada para um corpo cuja superfı́cie seja

representada parametricamente em uma malha de elementos planos (corpo 3D) ou elementos de

linha (corpo 2D), imersa em uma malha 3D ou 2D, tais como o Closest Point Transform (CPT)

(MAUCH, 2003), que possibilitam otimização do programa em trabalhos futuros.

Após definir a forma da estrutura através da função distância assinalada, faz-se necessário

identificar cada elemento cortado pela estrutura para então impor as condições de contorno.

Assim, os elementos são classificados como elementos fı́sicos, elementos fictı́cios ou elementos

de contorno.

Para tal, calcula-se para cada elemento do fluidoΩe f o mı́nimo e o máximo valor da função

distância assinalada minSD(Ωe f ) e maxSD(Ωe f ), então a classificação é feita como (ver Fig.

8.2):

• elemento fı́sico: minSD(Ωe) > 0

• elemento fictı́cio: maxSD(Ωe) ≤ 0
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• elemento de contorno: nem um elemento fı́sico e nem um elemento fictı́cio

Elementos fictícios

Elementos de contorno

Elementos físicos

Figura 8.2: Classificação dos elementos

Essa classificação é única e baseada na função distância assinalada. O propósito de tal

classificação dos elementos é identificar onde os parâmetros nodais do fluido devem ser mo-

dificados para que as condições de Dirichlet sejam propriamente impostas sobre a posição do

contorno.

Para esse mesmo propósito, todos os nós da malha do fluido são classificados como ativos

ou inativos. Um nó k é ativo se SD(k) > 0 ou se k pertence a algum elemento de fluido de

contorno (no segundo caso será aplicado um fluxo fantasma que deverá impor as condições de

contorno sobre a casca). Caso contrário o nó k é classificado como inativo.

Essa classificação de elementos e nós é feita a cada passo de tempo, sendo que os nós

inativos e os elementos fictı́cios são desativados da análise.

8.2 Condições de contorno de Dirichlet para o fluido

Para cada nó k da malha do fluido, determina-se o ponto l tal que esse seja o ponto perten-

cente à malha da casca mais próximo de k. Guarda-se para cada nó k as coordenadas cartesianas

de l, o elemento de casca Ωse que contém l e as coordenadas adimensionais (ξ1,ξ2) de l no ele-

mento de casca.

Os nós ativos fora do domı́nio fı́sico (com SD < 0) necessitam ser povoados. Para tal, cada

nó ativo i com SD(i) < 0 é projetado sobre o elemento fı́sico mais próximo, determinando-se
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um ponto m de onde os valores de densidade, energia especı́fica e quantidade de movimento

especı́fica são linearmente extrapolados para k da seguinte forma:

φk = φm +(∇φm)T d (8.3)

onde φ representa uma grandeza escalar a ser extrapolada e d é o vetor que vai do ponto m

até o ponto i.

Uma forma de prescrever a velocidade sobre a posição do contorno é alterar os valores

nodais das componentes de velocidade dos nós ativos com distância assinalada SD < 0, de

forma que o valor das componentes de velocidade interpoladas sobre o contorno seja alterado

tornando-se compatı́vel com o movimento da casca. Isto equivale a prescrever um escoamento

fantasma na região fora do domı́nio. No entanto este procedimento pode implicar em valores

muito elevados de velocidade à medida que a distância do nó ativo externo ao contorno se

aproxima do tamanho do elemento.

Para evitar esse problema e ainda manter a velocidade prescrita corretamente sobre o con-

torno deve-se alterar também os valores nodais das componentes de velocidade dos nós internos

muito próximos ao contorno. Assim, modifica-se os valores nodais de velocidade para todos os

nós ativos internos dentro de uma faixa de largura δ partindo do contorno, de acordo com:

u f = u f +(1−
SD

δ
)[(us−u f ) ·n]n. (8.4)

para escoamento invı́scido, ou de acordo com:

u f = u f +(1−
SD

δ
)[us−u f ] (8.5)

para escoamento viscoso, onde u f é o vetor nodal de velocidade do fluido, us é o vetor nodal

de velocidade da casca no ponto mais próximo ao nó do fluido. Este procedimento é ilustrado

para um caso unidimensional através da Fig. 8.3.

O termo (1− SD
δ ) limita a inclinação da velocidade na direção normal ao contorno impe-

dindo que seja necessário aplicar aos nós ativos externos valores de velocidade tendendo ao

infinito à medida em que tais nós se aproximam da casca, no entanto, da mesma forma que o

aumento do tamanho dos elementos pode deixar o problema mais rı́gido a largura δ também

pode introduzir uma rigidez artificial ao problema. Entretanto, adotando-se uma faixa de lar-

gura δ igual ao tamanho do elemento, essa rigidez artificial é idêntica à naturalmente produzida

por uma malha de mesmo tamanho de elementos, adaptada ao contorno.
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Figura 8.3: Imposição de condição de contorno imersa

8.2.1 Condições de contorno de Neumman para a casca

Sejam os nós da casca determinados por k, tomando vantagem das funções de forma do

fluido, o tensor das tensões pode ser determinado diretamente sobre a posição de cada nó de

casca k ou ainda diretamente sobre os pontos de quadratura. Com respeito aos eixos Cartesianos,

as cargas para a estrutura são dadas por:

q(k) j =
 
−τ jl(P f (k))nl − p(P f (k))n j

!
, (8.6)

onde os ı́ndices j e l representam a direção cartesiana, nl é a componente l do vetor normal à Γs,

p é a pressão, τ jl é a componente jl de tensão distorcional e P f (k) é o ponto imerso na malha

do fluido que ocupa a mesma posição do nó k.

8.3 Exemplos numéricos

8.3.1 Tubo inflável

Para que seja possı́vel comparar o procedimento proposto neste capı́tulo como o proce-

dimento baseado na descrição ALE (capı́tulo 7), propõe-se um problema consistindo em um

tubo elástico com comprimento L = 0,7 m ao longo do eixo x, diâmetro D = 0,12 m e espes-

sura e = 0,0025, com todos os nós de coordenadas x ≤ 0,05 m ou x ≥ 0,65 m completamente
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engastados.

O tubo contém inicialmente um gás ideal em repouso com densidade ρ f = 1,2 kg/m3,

pressão p = 99 kPa e relação entre calor especifico à pressão constante e a volume constante

γ = 1,4. Pela esquerda do tubo entra um gás ideal com densidade ρ f i = 2 kg/m3 e pressão

p f i = 200 kPa, produzindo uma onda de choque. No lado direito e ao longo das paredes do

tubo, são aplicadas condições de parede lisa. Essa condição é mantida constante até o instante

t = 0,0025 s, quando a entrada é fechada e a condição de parede lisa é aplicada sobre todo o

contorno.

O tubo é discretizado por 760 elementos e 3468 nós (Fig. 8.4(b)) e é composto por um

material elástico com módulo de Young’s modulus E = 10 MPa, coeficiente de Poison ν = 0,4

e massa especı́fica ρs = 470 kg/m3.

A malha do fluido na qual o tubo é imerso é mostrada na Fig. 8.4(a), com 211585 elementos

e 38147 nós. Para a simulação ALE, emprega-se uma malha com aproximadamente o mesmo

tamanho de elementos.

A figura 8.5 apresenta quadros de distribuição de pressão e deslocamentos para ambos os

casos, ALE e contorno imerso em vários instante. Deve-se notar que para o acoplamento imerso

não foram omitidos da ilustração os nós e elementos que atravessam o contorno, devendo-se

comparar apenas a porção correspondente ao domı́nio representado pela casca na parte inferior

de cada sub-figura. Observa-se que as duas soluções apresentam resultados que podem ser

considerados idênticos.

(a) Fluido (b) Casca

Figura 8.4: Discretização do tubo

Na Fig. 8.6, uma comparação da solução em deslocamento radial ao longo do tempo na

posição x = 0,34 m, mostrando comportamento bastante semelhante entre as duas técnicas de

acoplamento. Isso, aliado à avaliação qualitativa apresentada na Fig. 8.5 mostra a eficácia do
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(a) Imerso t = 0,0005 s (b) ALE t = 0,0005 s

(c) Imerso t = 0.001 s (d) ALE t = 0,001 s

(e) Imerso t = 0.0015 s (f) ALE t = 0,0015 s

Figura 8.5: Distribuição de pressão (Acima) e módulo de deslocamentos na casca (Abaixo) -

primeira parte
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(g) Imerso t = 0,002 s (h) ALE t = 0,002 s

(i) Imerso t = 0,0025 s (j) ALE t = 0,0025 s

Figura 8.5: Distribuição de pressão (Acima) e módulo de deslocamentos na casca (Abaixo) -

continuação

procedimento de acoplamento com contorno imerso.

8.3.2 Acionamento de um airbag

Como um exemplo qualitativo, propõe-se simular a deflagração de um airbag com a geo-

metria representada na Fig. 8.7.

Esse é considerado como sendo somente um exemplo qualitativo, uma vez que, devido a

razões computacionais, a malha do airbag não é refinada o suficiente para representar adequa-

damente o enrugamento que ocorre em alta frequência, e também o programa de dinâmica de

cascas empregado ainda não contempla análise de auto-contato. Entretanto, a imposição de

condições de contorno e os demais procedimentos adotados são os mesmos de uma situação

real.



184 8 Acoplamento imerso

-0.002

 0

 0.002

 0.004

 0.006

 0.008

 0.01

 0.012

 0  0.0005  0.001  0.0015  0.002  0.0025

D
es

l.
 R

ad
ia

l 
em

 x
=

0
.3

4
 m

 (
m

)

Tempo (s)

ALE

Imerso

Figura 8.6: Deslocamento radial vs. tempo em x = 0,34 m

Figura 8.7: Geometria do airbag (adaptado de Cirak e Radovitzky (2005))

O airbag em sua configuração inicial contém um gás em repouso com densidade ρ f =

1,3 kg/m3 pressão p = 107 kPa e ı́ndice adiabático γ = 1,4. Pela parte inferior, entra um gás

com massa especı́fica ρ f i = 10 kg/m3, velocidade do som c = 370m/s e ı́ndice adiabático γ =

1,4 o que produz uma onda de choque.

As condições de entrada são mantidas constante até o instante t = 0,004 s, quando a entrada

é fechada e as condições aplicadas passam a ser de parede lisa.

Aceita-se certa simetria para o problema, discretizando-se apenas 1/4 do problema. O

airbag é discretizado por 258 elementos e 1237 nós (Fig. 8.8(b)) e o material constituinte

é considerado como sendo um tecido com módulo de Young E = 3 GPa, massa especı́fica

ρs = 1000 kg/m3 e espessura e = 1,5 mm. O airbag é engastado em toda a região de entrada e

condições de contorno de simetria são aplicadas nos planos xz e yz.

A malha do fluido, onde o airbag é imerso é apresentada na Fig. 8.8(a), contendo 263667

elementos e 47491 nós.
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(a) Fluido (b) Estrutura

Figura 8.8: Discretização do airbag

Na Figura 8.9, é apresentado o gráfico de deslocamentos no ponto central do topo do airbag

ao longo do tempo e na figura 8.10 são apresentados quadros da distribuição de pressão e do

airbag deformado a cada 0,12 ms.

Figura 8.9: Deslocamento no topo vs. tempo

Os resultados deixam qualitativamente claro que o procedimento proposto é um método

bastante robusto para análise de estruturas infláveis.
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(a) t = 0,0012 s (b) t = 0,0024 s

(c) t = 0,0036 s (d) t = 0,0048 s

(e) t = 0,006 s (f) t = 0,0072 s

Figura 8.10: Distribuição de pressão no airbag deformado
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9 Proposta para continuidade da

pesquisa: uso de uma nova técnica de

B-splines imersas

Uma caracterı́stica interessante do MEF é a possibilidade de aumentar a ordem das funções

aproximadoras. Quando se trata de problemas com descontinuidades, tais como ondas de cho-

que, é interessante que as mesmas possam ser aproximadas pelas funções de forma sem pro-

duzir grandes perturbações na vizinhança, como ocorre quando da utilização de polinômios de

Lagrange. Por fim, técnicas de acoplamento fluido-estrutura que não exijam movimentação da

malha, como a apresentada no capı́tulo 8 são muito interessantes para a simulação de problemas

com grandes escalas de deslocamentos.

Buscando atender todas essas caracterı́sticas, e propor continuidade dessa pesquisa, desen-

volve-se de maneira original um novo espaço para elementos finitos baseados em B-splines de

alta ordem imersas. Essa parte do trabalho foi desenvolvida durante estágio na Universidade de

Cambridge, com auxı́lio do professor Fhemi Cirak, e está sendo atualmente estudada para ser

aplicada à análise de interação fluido-estrutura, dando continuidade a esta pesquisa.

9.1 Sobre as funções Splines

Splines e suas funções correlacionadas, como as B-splines não uniforme racionalizadas

(NURBS), são amplamente empregadas na engenharia em sistemas de projeto assistido por

computador (CAD). Em contraste, nas análises por método dos elementos finitos as splines

têm sido somente esparçamente usadas. Recentemente, dois trabalhos baseados em splines,

chamados subdivision finite elements (CIRAK et al., 2000) e isogeometric analysis (HUGHES

et al., 2005) foram introduzidos para modelagem geométrica baseada em spline e análise pelo

MEF. Considerando que o conceito original de análise isogeométrica foi desenvolvido com

base em NURBS, subdivisão de elementos finitos caem nas funções base de subdivisão, que

são historicamente motivadas por splines e são considerados como um superconjunto de splines
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(PETERS; REIF, 2008; WARREN; WEIMER, 2001). Uma motivação chave para o uso de

funções base spline no processo de modelagem e análise é a promessa de diminuição do erro

que pode surgir de uma etapa para a outra, especialmente erros devidos à geração de malha de

elementos finitos baseada em modelos NURBS, o que é frequentemente guiado pelo usuário.

Em adição, o uso das mesmas funções base possibilita rápida troca de dados entre projeto e

análise, o que é, por exemplo, crucial para otimização de projeto.

Em adição ao encadeamento projeto e análise, MEF baseado em spline são em muitas for-

mas mais versáteis e eficientes que a interpolação por polinômios de Lagrange presentemente

usada em elementos finitos. Por exemplo, em malhas de produto tensorial (também conheci-

das como Cartesianas), funções de maior ou menor ordem são diretamente definidas sobre a

mesma malha, sem necessidade de adição de nós, aumentando ou diminuindo a continuidade

e suavidade global. A maioria dessas operações podem ser executadas sem alterar a forma do

objeto.

Uma das principais vantagens das funções base splines é que elas são pontualmente positi-

vas. Isso significa, por exemplo, que todos os elementos da matriz de massa são sempre positi-

vos, e, assim, a correspondente matriz de massa concentrada é sempre positiva definida. Uma

vantagem adicional é a propriedade de diminuição de variação das funções de forma spline,

que faz as mesmas menos propensas a oscilações numéricas tipicamente encontradas em outras

funções de forma polinomiais de alta ordem. A maior vantagem no uso de b-splines como base

para o MEF, de acordo com Strang e Fix (2008), é que a continuidade extra reduz a dimensão

do espaço teste, sem destruir o grau de aproximação.

Apesar dessas vantagens, as B-splines não permitem o cumprimento das condições de con-

torno essenciais (várias funções podem ser diferentes de zero em um ponto do contorno, e o

número dessas funções depende do grau das b-splines), e também não se adaptam diretamente

à forma do contorno. Isso implica que os MEFs b-splines requerem algum tratamento especial

para resolver problemas de Dirichlet.

Esses fatos permitiram Strang e Fix (2008) afirmarem que os métodos nodais (MEF tra-

dicional) devem continuar a dominar sobre o uso de b-splines, colocando o uso de b-spline

como conveniente quando em uma malha regular, desde que a propriedade interpoladora não

seja parte essencial da análise, porque assim pode-se utilizar descrições mais gerais em termos

de funções.

Funções base splines e a maioria das teorias relacionadas estão estritamente amarradas com

as malhas de produto tensorial. Isto resulta da natureza não local das funções spline, que não

permitem uma extensão direta para malhas não estruturadas. Somente para o caso bidimensio-
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nal com padrão manifold, existem esquemas de subdivisão que generalizam splines para malhas

não estruturadas. Entretanto, um processo equivalente não está disponı́vel para o caso tridimen-

sional. Para muitas geometrias relevantes na prática, as malhas Cartesianas não são flexı́veis o

suficiente, e para algumas geometrias, como objetos esféricos, impossı́vel. Assim, parece auto-

evidente combinar funções base spline commétodos de contorno imerso. Em geral os processos

de contornos imersos publicados usammalhas Cartesianas que não são compatı́veis com os con-

tornos do domı́nio fı́sico. Próximo aos contornos, algoritmos auxiliares derivados dos métodos

tradicionais de imposição de condições de contorno em problemas variacionais, como Multipli-

cadores de Lagrange, Penalidades ou método de Nitsche, são empregados (WRIGGERS, 2002;

NITSCHE, 1971).

Os algoritmos convencionais para aplicação de condições de contorno em métodos de con-

tornos imersos não são entretanto diretamente aplicáveis ao MEF baseado em B-splines. Devi-

do à natureza não-local das funções de forma b-spline, um grande número de funções de forma

próximas ao contorno podem possuir somente uma pequena parte dentro do domı́nio fı́sico. Isso

usualmente causa um efeito de detrimento da estabilidade do problema discretizado, que tem

um impacto negativo na robustez e precisão do método como um todo. No método chamado

Web-spline, proposto por (HÖLLIG et al., 2002), o qual consiste em um método baseado em

b-splines immersas com uso a técnica de multiplicação por função ponderadora, proposta por

(KANTOROWITSCH, 1964), esse assunto da estabilidade é resolvido acoplando-se b-splines

com pouca influência no domı́nio com B-splines internas através de polinômios de Lagrange.

Embora possa-se mostrar que as Web-splines formem uma base do MEF que apresenta con-

vergência, essa base não cumpre o patch test, além de romper a propriedade da positividade ao

empregar os polinômios de Lagrange.

9.2 B-splines Univariáveis

Uma spline univariável de grau n, é uma função polinomial por partes de ordem n, com

uma única variável, definida em um intervalo D, e a cuja sua derivada de ordem mais alta

possui saltos de descontinuidade em N pontos i, com i ∈ D.

Concentrando-se no caso onde os i pontos são igualmente espaçados (grid uniforme), uma

spline de grau ≤ n e grid de espessura h é (n− 1) -vezes continuamente diferenciável e equi-

valente a um a polinômio de ordem ≤ n em cada intervalo do grid [i, i+ 1]h de D (HÖLLIG,

2003).

Como splines são funções polinomiais por parte, uma spline s(x) de grau n pode ser conve-
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nientemente descrita pela combinação linear de N funções menores B, de mesmo grau n:

s(x) =
N

∑
j=1

s jB
n
j(x), (9.1)

onde s j é um escalar que escala a função Bj.

As funções Bj’s são chamadas b-splines, e consistem em uma base para o espaço de funções

splines particularmente conveniente. Uma b-spline uniforme de grau n, Bn
j , é definida entre dois

pontos xi e xi+1, por recorrência de (ver figura 9.1):

Bn(x) =
� x

xi

Bn−1(x)dx. (9.2)
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Figura 9.1: b-splines de vários graus.

9.3 B-splines multivariáveis

A aproximação sobre domı́nios espaciais com mais de uma dimensão é facilmente feito

utilizando-se o produto tensorial uniforme:

Bn
k(x1, ...,xm) =

m

∏
d=1

Bn
kd

(xd), (9.3)

onde Bn
k(x) é a m-variável b-spline e Bn

kd
(xd) é a univariável b-spline na variável xd .

A figura 9.2 mostra uma b-spline cúbica B3k para o espaço bidimensional.
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k

1

2
B
3k
2
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Figura 9.2: geração de uma b-spline cúbica 2D.

Uma base para o MEF pode ser construı́da transladando uma b-spline e ponderando-a por

um fator de escala sobre um grid Cartesiano regular. Focando o caso unidimensional, a B-spline

univariável padrão B-spline Bn que possui suporte em um grid auxiliar com pontos i ∈ [0,n+1]

e células de comprimento 1, é transportada de seu suporte inicial para as células do grid, e

ponderada de acordo com o tamanho h das células, de forma que o suporte está agora sobre

os pontos i ∈ [k,k + n + 1]h do grid. Isto significa que para um grid de espessura h, splines

cardinais de grau≤ n são combinações lineares de Bn
k,h, sendo k um inteiro que define a posição

da B-spline.

As splines construı́das como uma combinação linear destas b-splines são chamadas splines

Cardinais. As propriedades atrativas das splines cardinais para métodos numéricos, facilmente

encontradas na literatura (Höllig (2003) e Strang e Fix (2008)), são:

• Independência Linear: Para um dado grau n e espessura de grid h, em qualquer célula do

grid D = [l, l +1]h, l ∈ Z, as B-splines Bn
k,h que possuem algum suporte nasta célula são

linearmente independente.

• Partição da unidade: Para uma dada célula D, em qualquer ponto i ∈ D, a soma de todas

as b-splines com suporte em D é igual à unidade.

• Positividade e suporte compacto: Bn
k,h é positiva em ]l; l +1[h.

• Suavidade: Bn
k,h é (n− 1)-vezes continuamente diferenciável com descontinuidades da

n-ésima derivada nos contornos das células.

• Estrutura polinomial por partes: Bn
k,h é um polinômio de grau n em cada intervalo D.
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• Simetria e Monotonicidade: As b-splines de grau n são simétricas e estritamente monó-

tonas em [0;(n+1)/2] e [(n+1/2);n+1].

9.4 Uma nova base abstrata para elementos finitos a partir

de splines

9.4.1 Definição do domı́nio fı́sico

Como o método é baseado em um grid Cartesiano regular, são necessárias algumas técnicas

para identificar o domı́nio fı́sico, o qual pode possuir qualquer forma sólida. Isso é feito com

base em curvas de nı́vel LS (level-sets), de uma função de distância assinalada, SD calculada

conforme Eq. 8.1.

Considerando-se que a superfı́cie apresenta vetor normal orientado para fora
−→
n , e sendo

−→
d o vetor do ponto do contorno mais próximo de p, então p ∈ Ω se o produto interno

−→
d ·−→n é

negativo e então SD é positivo. Isso implica que o contorno vai ser definido pela curva de nı́vel

zero de SD, com SD positivo dentro do domı́nio e negativo fora.

Para domı́nios compostos pela intersecção de diferentes entidades geométricas, uma forma

fácil de definir o domı́nio fı́sico é calcular a função de distância assinalada separadamente para

cada uma das entidades e então combiná-las usando as funções booleanas de Rvachev, conheci-

das como funções-r (HÖLLIG, 2003). O resultado é uma nova função que ainda possui valores

positivos dentro do domı́nio fı́sico, negativos fora e zero no contorno.

A equação 9.4 mostra como obter a função de Rvachev, RF , para a intersecção e para a

união de dois diferentes domı́nios.

RF(x,Γ) =




SD1+SD2+
�

SD21+SD22, se Γ = Γ1∪Γ2

SD1+SD2−
�

SD21+SD22, if Γ = Γ1∩Γ2

(9.4)

Uma opção para obter a função distância assinalada para formas complexas, quando uma

equação analı́tica não é definida para a forma sólida, consiste em discretizar o contorno em

elementos finitos, criando uma superfı́cie orientada definida por uma equação paramétrica. A

figura 9.3 mostra a função distância assinalada para uma geometria definida por elementos

finitos triangulares, imersos em uma malha Cartesiana.
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(a) Malha cartesiana (b) Geometria e distância assinalada

Figura 9.3: Função distância assinalada para um corpo definido por uma malha triangular

9.4.2 B-splines ponderadas normalizadas

Quando da aplicação de qualquer técnica de resı́duos ponderados, exige-se que as funções

de forma satisfaçam alguns aspectos gerais para que haja convergência. Isto inclui que as

funções de forma seja homogêneas com respeito a satisfazerem as condições de contorno es-

senciais, ou de Dirichlet. Essa condição é obviamente não satisfeita pelas B-splines cardinais,

que além disso, não se adaptam à forma de domı́nios não retangulares.

As B-splines ponderadas racionalizadas, apresentadas aqui, buscam resolver esses proble-

mas, mantendo a maioria das propriedade das B-splines cardinais. Para tal, o processo inicia-se

com a escolha de uma função ponderadora adequada para cada B-spline, segue com a normali-

zação das funções e termina com a construção de elementos finitos isoparamétricos.

Classificação das células e das B-splines

Para definição da função ponderadora, primeiramente as células são classificadas como

células de contorno, células de domı́nio ou células externas, e as B-splines são classificadas

como ativas, semi-ativas ou inativas. Esta classificação é feita de acordo com sua posição em

relação ao domı́nio fı́sico.
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As células de domı́nio são aquelas completamente dentro do domı́nio fı́sico (SD ≥ 0 sobre

toda a célula). As células de contorno são as células cortadas pelo contorno (SD < 0 para alguns

pontos sobre a célula). As células externas são aquelas completamente fora do domı́nio fı́sico

(SD < 0 sobre toda a célula).

As B-splines com o ponto de máximo dentro do domı́nio fı́sico (SD > 0 no ponto de

máximo) são classificadas como ativas. As B-splines com ponto de máximo no contorno ou

fora dele, porém sobre alguma célula de contorno, ou sobre o contorno de alguma célula de

contorno são classificadas como semi-ativas. Finalmente, as b-splines com o ponto de máximo

sobre células externas são classificadas como inativas.

Um exemplo 2D de classificação de células e b-splines cúbicas é apresentado na figura

9.6(a), e a classificação das células e B-splines cúbicas para o problema da Fig. 9.3 é mostrada

na figura 9.4.

Figura 9.4: Classificação das células

Função ponderadora

As b-splines inativas com algum suporte sobre o domı́nio fı́sico podem levar a sistemas mal

condicionados e problemas de estabilidade, uma vez que seu suporte sobre o domı́nio fı́sico

pode ser muito pequeno (ver figura 9.6(a)). Para se evitar esse problema, as b-splines inativas

são eliminadas, fazendo suas funções ponderadoras w = 0.
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Como é possı́vel observar na Fig. 9.6(a), as B-splines semi-ativas são a melhor escolha

para representar valores no contorno, o que faz da função ponderadora constante w = 1 uma

boa escolha.

Para as b-splines ativas, a escolha de w não é tão trivial. As funções ponderadoras de-

vem fazer as B-splines nulas sobre o contorno, mas deve também não interferir na ordem de

continuidade.

Assim, para o caso das b-splines ativas, uma adaptação da função ponderadora usada por

Höllig (2003) parece perfeita. w é tomado como uma função da distância assinalada, com o

mesmo grau que as b-splines, para a área que vai do contorno até uma distância δ , e w = 1 após

essa distância:

w(x) = 1− (1−
SD(x)

δ
)n, se SD(x) ≤ δ . (9.5)

Um valor recomendável para δ é a metade do comprimento do domı́nio D de uma B-

spline, entretanto, comprimentos maiores também podem produzir bons resultados podendo ser

adotados quando a geometria permitir (ver Fig. 9.12).

Finalmente, a função ponderadora é escrita como:

wi(x) =




0, se Bn
i é inativa

1, se Bn
i é semi-ativa

1− (1− SD(x)
δ )n, se Bn

i é ativa e SD(x) ≤ δ

1, se Bn
i é ativa e SD(x) > δ

. (9.6)

onde n é o grau da b-spline Bn
i .

As novas funções de forma

A nova base para elementos finitos consiste nas funções de forma N obtidas pela normali-

zação das B-spline ponderadas como segue:

Ni(x) =
wiB

n
i (x)

∑
n+1
i=1 wiB

n
i (x)

, (9.7)

A normalização não só garante a imposição de condições de contorno de Dirichlet não ho-

mogêneas como também garante às novas funções de forma propriedade da partição da unidade.

O espaço teste gerado pelas funções B-splines imersas ponderadas normalizadas (i-splines),
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no domı́nio paramétrico� do corpo consiste em:

V
r = {vr ∈Cn−1(�,Rm)|vr(x) = ∑

i∈A ∪SN

Ni(x)vi} (9.8)

onde SN são as i-splines semi-ativas com condições de Neumann e A são as i-splines ativas,

observando-se que as condições de contorno homogêneas de Dirichlet são satisfeitas.

O espaço tentativa de deslocamentos é dado por:

U
r = V

r ⊕{ur ∈Cn−1(�,Rm)�ur(x) = ∑
i∈SD

Ni(x)ui} (9.9)

onde SD são as i-splines semi-ativas com condições de Dirichlet, sendo estas condições satis-

feitas, sendo elas homogêneas ou não.

As figuras 9.5 e 9.6, mostram a construção das novas funções de forma N usando B-splines

cúbicas, respectivamente para o espaço unidimensional e para o espaço bidimensional.
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Figura 9.5: (a) B-splines cúbicas e função ponderadora ativa 1D. (b) Funções de forma

baseadas em B-splines cúbicas 1D.

As novas funções de forma conservam as seguintes propriedades das B-splines cardinais:

• Independência linear: Como as b-splines são linearmente independentes, e wi �= a
wjB j

Bi

para i e j = 1..n f , onde n f é o número de funções Ni não nulas sobre uma dada célula, as

funções Ni também são linearmente independentes.

• Partição da unidade: A partição da unidade é cumprida devido à normalização.

• Positividade e suporte compacto: Como wi e Bi são sempre positivas dentro de um

domı́nio fı́sico, esta propriedade é cumprida.
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B3

B1 B2

B4

celulas externas: celulas cont.: celulas dom.:

B-splines Ativas: B1 e B4. B-Spline Semi-ativa: B3. B-spline Inativa: B2.

(a) Classificação das b-splines 2D.

N3

N1 N2

N4

(b) Funções de forma 2D baseadas em b-splines cúbicas.

Figura 9.6: Construção das funções de forma para o espaço 2D.

• Suavidade: Como wn
i ou possui a mesma ordem de continuidade das b-splines de grau

n, Bn
i , ou é constante, as funções Nn

i , construı́das com base nestas b-splines, formam

uma base (n− 1)-vezes continuamente diferenciável, com descontinuidades na n-ézima

derivada entre os intervalos do grid.

As propriedades das B-splines cardinais que não estão presentes nas funções de forma Ni

são Estrutura polinomial por partes e Simetria e monotonicidade, já que elas mudam nos con-

tornos, se tornando funções racionais.
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9.4.3 Representação geométrica iso-paramétrica do domı́nio imerso

Devido às funções serem racionais próximo ao contorno, a nova base não pode representar

exatamente funções lineares sobre o espaço de coordenadas x= x1,x2,x3, porém, isso é possı́vel

em outro espaço de coordenadas X = X1,X2,X3, desde que esse espaço possa ser escrito como

combinação das funções Ni.

Tomando uma função linear f (X1,X2,X3) = aX+ b (com a sendo um vetor de escalares:

at = a1,a2,a3 ), e escrevendo sua aproximação como a combinação linear das funções de forma:

f ap = ∑
n f
i=1 fiNi(x1,x2,x3), com fi = axi+b, pode-se provar que f = f ap, primeiro assumindo:

f (X1,X2,X2) = aX+b =
n f

∑
i=1

a(xiNi(x))+bNi(x). (9.10)

Substituindo-seX= ∑
n f
i=1 xiNi(x) em 9.10, e considerando queX= ∑

n f
i=1 xi ∗Ni(x), é possı́vel

verificar qua a equação 9.10 é verdadeira.

O contorno do espaço fı́sico (X1,X2,X3) deve coincidir com o contorno do domı́nio para-

métrico (x1,x2,x3). Assim, para as funçõess Ni ativas, geradas pela racionalizaçãos das funções

b-splines Bi ativas, os valores x ji
, com j = 1,2 ou 3, podem ser tomados como as posições

paramétricas dos pontos de máximo para a b-spline Bi. Entretanto, o mesmo não é possı́vel

para as funções Ni semi-ativas, uma vez que o valor x ji
deve ser tomado sobre o contorno.

Duas diferentes opções são propostas para tal.

Opção 1: projetar os pontos de máximo da B-spline semi-ativa sobre o contorno

Tomar x ji
como a projeção do ponto de máximo de Bi sobre o contorno é mais fácil, entre-

tanto, é necessário cuidado especial para evitar Jacobiano nulo sobre o domı́nio, o que, devido

à suavidade e positividade, será raro acontecer. Uma vantagem desse processo é a facilidade de

integrar numericamente sobre a porção do domı́nio� pertencente às células de contorno.

Isso também pode ser feito com base na função distância assinalada e seu gradiente. Nesse

caso, o valor de x ji
é tomado como a coordenada j do ponto de máximo da b-spline Bi, xbi j,

mais a distância ao contorno na direção j:

xj = xbj +
SD(xb1,xb2,xb3)

�∇SD(xb1,xb2,xb3)�
∇SD(xb1,xb2,xb3). (9.11)

Esse procedimento é ilustrado na Fig. 9.7.

Opção 2: procurar pelo ponto de máximo
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Figura 9.7: Pontos para aproximação iso-paramétrica da geometria

Uma forma muito conveniente seria tomar x ji
como a posição do ponto de máximo valor da

função Ni semi-ativa. O máximo de uma i-Spline pode ser facilmente encontrado, observando-

se a priori que cada função Ni possui somente um máximo dentro do domı́nio�.

Para comparar o desempenho das duas técnicas, fez-se um estudo unidimensional o qual

mostra que a projeção dos pontos de máximo das funções B semi-ativa sobre o contorno distorce

menos o domı́nio durante a mudança de configuração do espaço paramétrico x para o espaço

fı́sico X (ver Fig. 9.8).

Figura 9.8: Aproximação iso-paramétrica de um modelo 1D
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9.5 Aplicações das i-splines

Para a validação da nova técnica proposta, estuda-se problemas de valor de contorno linea-

res de segunda ordem, especificamente problemas de elasticidade linear e problemas potenciais.

Maiores detalhes podem são apresentados por Sanches et al. (2011).

As normas de erro utilizadas para análise são as seguintes:

er
L2

= �ur −u�L2(Ω) =

$�
Ω
(ur −u) · (ur −u)dΩ (9.12)

e

er
H1 = �ur −u�H1(Ω) =

$�
Ω
(∇ur −∇u) : (∇ur −∇u)dΩ (9.13)

.

9.5.1 Disco com condições de contorno mistas Dirichlet e Neumann

Figura 9.9: Geometria e dimensões.

Como um primeiro exemplo, considera-se o caso simples de um disco elástico com raio

externo R1= 1 e raio interno R0= 0,5 ( Fig. 9.9). O disco é submetido a um deslocamento radial

interno ur = 0,1 e condição de contorno de força de superfı́cie nula no contorno externo. O

material que constitui o disco possui módulo de Young E = 10000 e coeficiente de Poisson ν =

0, sendo aplicadas as condições de estado plano de tensões. A solução analı́tica para o problema

axi-simétrico pode ser encontrada nos livros de elasticidade, tais como (TIMOSHENKO, 1970).

O grid Cartesiano escolhido mede 2,5×2,5, sendo pouco maior que o diâmetro do disco.

Para discretização, 3 diferentes malhas com 30× 30, 40× 40 e 80× 80 células e B-splines
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dois parâmetros, a potência n e o comprimento de transição δ . A potência é escolhida como

sendo n = 3, garantindo a suavidade das splines cúbicas. Nesta análise o comprimento de

transição é alterado em função do tamanho h das malhas Cartesianas e o erro na solução é

monitorado para diferentes malhas. Os resultados são apresentados na Fig. 9.12. O erro diminui

com aumento do comprimento de transição δ diminui-se o erro. Observa-se que após δ/h = 2

o erro fica praticamente estável, o que confirma esse valor como um valor ótimo para a escolha

de δ .

Figura 9.12: Influência do comprimento de transição δ

Na figura 9.13, observa-se a convergência do deslocamento radial e tensões radiais e tan-

genciais ao longo do raio. As soluções se mostram bastante coerentes.

(a) (b)

Figura 9.13: (a) Deslocamento radial (b) Tensões normais radiais e anelares.
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Uma série de diferentes refinamentos de malha são empregados para estudar a taxa de

convergência nos erros L2 e H1 (Fig. 9.14). A malha mais pobre possui 20× 20 células e

tamanho das células h = 0,125 e a malha mais fina possui 140× 140. O comprimento de

transição adotado foi de δ = 1h e foram empregados 4× 4 pontos de quadratura. A Fig 9.14

apresenta a evolução dos erros L2 e H1 versus h. O erro er
H1 apresenta comportamento com

ordemmenor queO(h), enquanto o erro er
L2
apresenta convergência aproximadamente de ordem

O(h3) para malhas pouco refinadas e fica estável para malhas muito refinadas. A causa da

discrepância entre er
L2
e er

H1 deve ser motivo para futuros trabalhos.

Figura 9.14: Análise de convergência

Um problema presente em muitos dos métodos de elementos finitos baseado em B-splines

imersas é a ocorrência de instabilidades numéricas devido às células cortadas pelo contorno.

Para estudar a susceptibilidade da técnica proposta a tais instabilidades, o condicionamento

do sistema é estudado mantendo-se a malha fixa e variando-se a posição do disco. Para tal

estudo é utilizada uma malha com 30×30 células e o disco é movido sobre uma linha inclinada

de 30o em relação à horizontal. A posição inicial é a origem e 10 incrementos de 0,0125

são adicionados. O condicionamento é estimado com a biblioteca SuperLU (DEMMEL et al.,

1999), seguindo Higham (2002). Observa-se que tanto o condicionamento do sistema como o

erro er
L2
variam muito pouco com a mudança de posição (ver Fig. 9.15).

Cilindro aquecido com movimento

Nesse exemplo, um cilindro com temperatura T = 1 prescrita em sua superfı́cie é imerso

em um canal de forma quadrada com condições homogêneas de Dirichlet em suas paredes

(T = 0). O cilindro move-se segundo uma trajetória senoidal prescrita, enquanto o domı́nio
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Figura 9.15: Condicionamento do sistema durante o movimento do disco.
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Figura 9.16: —Cilindro aquecido momendo-se em um domı́nio quadrado.

quadrado permanece fixo, assim como o grid utilizado (ver figura 9.16). Para propósitos de

discretização, o domı́nio fı́sico, consistindo do cilindro e do canal quadrado, é imerso em uma

malha cartesiana de dimensões 10× 10 e é discretizado com 50× 50 células. Na figura 9.17,

apresenta-se a distribuição de temperatura para quatro diferentes posições ao longo da trajetória.
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(a) Centro (2,80, 2,07) (b) Centro (3,60, 4,53)

(c) Centro (5,00, 6,99) (d) Centro (6,60, 4,53)

Figura 9.17: Distribuição de temperatura para quatro diferentes posições

9.5.2 Pino de Boliche

O caso de um pino de boliche com comportamento elástico, submetido a um deslocamento

vertical, provê um exemplo de aplicação do método proposto para formas 3D complexas.

A altura do pino de boliche é h = 1 e seu máximo diâmetro é Dmax = 0.33. O módulo de

Young tem valor E = 10000 e o coeficiente de Poison vale ν = 0.05.

O domı́nio Cartesiano possui dimensões 0.5×0.5×1.1 e consiste de 15×15×30 células.

A função distância assinalada para o pino é computada de uma malha triangular da superfı́cie,

como mostrado na figura 9.18(a), onde a área azul na parte inferior do pino é onde os deslo-

camentos verticais foram prescritos u = 0 e a área vermelha no topo é a área do pino onde os

deslocamentos verticais foram prescritos u = 0.1.
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Na figura 9.19, o campo de deslocamento no pino são mostrados para três diferentes cortes.

(a) Representação do contorno e

das condições de contorno

(b) Malha Cartesiana

Figura 9.18: Pino de Boliche

(a) Level-set 0,0 (b) Level-set 0,03 (c) Level-set 0,06

Figura 9.19: Deslocamentos verticais em diferentes cortes

9.5.3 Coração humano

Outra geometria interessante é a parte inferior do coração humano, provida por van Ooste-

rom e van Dam (2007) (ver Fig. 9.20). A parte analisada consiste do Endocardio, Epicardio e

conexão com a base. A geometria é definida por 16334 triângulos.
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As dimensões fı́sicas de um ortoedro regular, de faces paralelas aos eixos cartesianos, que

contém a parte inferior do coração inscrita na posição analisada são 96,3×109,7×99,3 mm.

A malha cartesiana adotada é definida com vértices nos pontos possui 40×45 células e possui

vértices nos pontos (-10, 90), (-43, 72) e (-68, 37). As i-splines são definidas sobre 7601 células

de domı́nio e 10116 células de contorno. A conexão na base foi mantida fixa e a parede no fim

da ’ponte’ foi deslocada na direção x para fora.

É suposto um material com módulo de Young E = 100 e coeficiente de Poisson ν = 0,3.

Na Fig. 9.20 são apresentados os deslocamentos na direção x. A imagem da direita é obtida

com base em curvas de nı́vel da função distância assinalada e a imagem da direita com base na

representação iso-paramétrica. As caixas indicam a malha cartesiana.

Figura 9.20: Deslocamentos na direção x.

9.6 Sugestões para aplicação das i-splines para interação flui-

do-estrutura

O mesmo algoritmo posicional para análise dinâmica de cascas deve ser empregado.

A representação total do contorno consiste em uma malha triangular que deve conter o

contorno da estrutura, contorno da entrada, contorno da saı́da e contornos com paredes rı́gidas.

Dois diferentes algoritmos devem ser testados e estudados em futuros trabalhos. No pri-

meiro, o fluido deve ser descrito na forma Euleriana enquanto o sólido na forma Lagrangeana

de forma semelhante ao acoplamento descrito no capı́tulo 8, porém com a forma de aplicação
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de condições de contorno efetuada com uso das B-spline ponderadas racionalizadas.

Já no segundo algoritmo para dinâmica dos fluidos permanece explı́cito, porém baseado

em uma descrição Lagrangeana. O domı́nio computacional baseado na representação do con-

torno imerso definido no tempo n pode se deformar durante um intervalo de tempo ∆(t) (ver

Fig. 9.21), então os pontos de quadratura no novo domı́nio computacional, definido pela

representação do contorno imersa no instante n + 1 é projetado no domı́nio deformado, para

se tomar os valores para integrar o lado direito do sistema e então resolver o problema seguindo

o mesmo procedimento, chegando-se ao instante n+ 2 e assim sucessivamente. Se a projeção

dos pontos de quadratura é encontrada fora da região do domı́nio, isso significa que está so-

bre a região de entrada (Fig.9.21(b)), e então, as condições de entrada são consideradas para

integração.

Embora as células no domı́nio deformado não correspondem às células no domı́nio compu-

tacional, como as b-splines possuem alta ordem de continuidade, é possı́vel integrar numerica-

mente com erro muito pequeno, ou mesmo sem erro, baseado em técnicas como as introduzidas

por Hughes et al. (2008).

Esse procedimento automaticamente acopla o fluido à estrutura sem a necessidade de ne-

nhuma técnica para movimentação da malha, e também evita os termos convectivos que produ-

zem variações espúrias quando empregado o método clássico de Galerkin (Bubnov-Galerkin).
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(a) Instante n

(b) Instante n+1

Figura 9.21: Procedimento Lagrangeano: as linhas tracejadas referem-se à representação do

contorno para o domı́nio computacional do fluido
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10 Conclusão

Este trabalho teve como principal objetivo o desenvolvimento de ferramentas computacio-

nais baseadas no Método dos Elementos Finitos para aplicações em análise de interação fluido-

estrutura com o emprego da formulação posicional para análise dinâmica não linear geométrica

de cascas. A análise numérica de interação fluido-estrutura ocupa lugar de destaque entre as

pesquisas atuais em mecânica computacional nas principais instituições do mundo. O presente

trabalho introduz a pesquisa interação fluido-estrutura no Departamento de Engenharia de Es-

truturas da Escola de Engenharia de São Carlos, da Universidade de São Paulo por meio deste

trabalho.

Inicialmente foi desenvolvido e implementado um programa para análise transiente de

dinâmica de fluidos, o qual foi testado através de exemplos. Na sequência estudou-se o algo-

ritmo baseado em formulação posicional para análise dinâmica não linear geométrica de cascas.

Então foram propostos dois modelos de acoplamento particionados entre o programa de cascas

e o programa de fluido, um com movimentação da malha do fluido e outro com a malha do

fluido fixa, originalmente aplicado neste trabalho. Ambos os modelos foram testados por meio

de exemplos. Finalmente foi desenvolvido um novo espaço tentativa para o método dos elemen-

tos finitos baseado em B-splines imersas ponderadas e racionalizadas, o qual é sugerido para ser

aplicado na análise de interação fluido-estrutura e que vêm sendo estudado como continuidade

da presente pesquisa.

O programa de dinâmica dos fluidos considera o escoamento compressı́vel e pode simu-

lar tanto as equações de Euler como de Navier-Stokes, tanto em descrição Euleriana como

Lagrangeana-Euleriana arbitrária (ALE), permitindo assim movimentação arbitrária da malha

de elementos finitos. Nesse programa são empregados elementos finitos tetraédricos com apro-

ximação linear. A integração temporal é explicita e feita ao longo de linhas caracterı́sticas, o

que naturalmente introduz termos dissipativos na direção das linhas de corrente, estabilizando

as variações espúrias que surgem quando empregado o método clássico de Galerkin devido à

presença dos termos de convecção. As descontinuidades fortes devidas a ondas de choque são

tratadas através da introdução de uma viscosidade artificial calculada como função da segunda
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derivada da pressão. A resolução do sistema de equações discretizadas da mecânica dos fluidos

é feita através de um balanço de massa, no qual a solução é inicialmente aproximada com o em-

prego da matriz de massa concentrada e, por um processo iterativo, busca-se a solução obtida

considerando-se a matriz de massa consistente.

A partir dos resultados obtidos, foi possı́vel concluir que o programa para análise de dinâmi-

ca dos fluidos é bastante robusto e eficiente. A integração ao longo de caracterı́sticas apresentou

bons resultados quanto à estabilização dos termos convectivos, porém, como já referenciado por

outros autores, nota-se que à medida que o passo de tempo diminui a mesma perde eficiência

e o uso da matriz de massa consistente se faz necessário para que sejam obtidos resultados co-

erentes. Outra forma de se manter a eficiência dos termos de segunda ordem na estabilização

é o emprego de sub-ciclos de tempo, conforme estudado no exemplo 5.6.3. A captura de cho-

que, feita através da introdução de viscosidade artificial se mostrou bastante adequada, uma

vez que não se observou comportamentos espúrios na presença de choques. A resolução dos

sistemas com uso do balanço de massa se mostrou bastante eficiente, convergindo em poucas

iterações. Também observou-se que o método da compressibilidade artificial empregado na

análise de fluidos incompressı́veis é de convergência muito lenta e estudos devem ser feitos

para a implementação de modelos implı́citos ou semi-implı́citos.

Através do estudo do algoritmo implı́cito para análise de dinâmica de casca, foi possı́vel ob-

servar que o elemento finito posicional de cascas com 7 parâmetros nodais por nós é totalmente

adequado para análise de problemas de interação fluido-estrutura, uma fez que o mesmo possui

cinemática exata e não apresenta problemas de travamento devido à consideração da variação

linear da deformação ao longo da espessura, apresentando ainda bons resultados tanto para

problemas com flexão dominante como para problemas com efeito de membrana dominante.

No primeiro modelo de acoplamento proposto, o fluido é descrito na forma ALE, sendo

que cada nó da malha do fluido é deslocado dinamicamente em função da movimentação da

casca e das distâncias do nó até os nós do contorno referente à casca e até os nós do contorno

fixo. Nesse modelo não existe necessidade de que os nós das malhas do fluido e da casca sejam

coincidentes, sendo que durante o pré processamento é feito um mapeamento das posições

locais dos nós da casca na malha do fluido e dos nós do fluido na malha da casca e, sobre estas

posições, são efetuadas as transferências de cargas e velocidades. Dentro de cada passo no

tempo para a casca são permitidos passos menores para o fluido formando-se um sub-ciclo de

tempo a cada passo da estrutura, sendo equação horária das posições da malha aproximada por

um polinômio de ordem 3 conforme mencionado no item 7.3, obtido com base nos valores de

velocidade e posição da casca no inı́cio e no final do intervalo de tempo da estrutura.
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O modelo de acoplamento ALE-Lagrangeano se mostrou bastante eficiente e robusto. A

técnica empregada para movimentação da malha produziu resultados muito bons para os e-

xemplos estudados, apresentando uma deformação bastante suave da malha. O emprego de

sub-ciclos de tempo entre fluido e estrutura também se mostrou bastante eficiente permitindo

emprego de intervalos de tempo para casca bastante superior ao intervalo de tempo explı́cito

para o fluido mantendo a solução consistente. O uso de malhas sem coincidência de nós permitiu

grande flexibilidade para geração de malhas bem como emprego de malhas com tamanhos de

elementos bastante diferentes.

O segundo modelo de acoplamento, chamado imerso, destina-se a estudo de problemas com

elevada escala de deslocamento e mudanças de forma tais como estruturas infláveis e consiste

em acoplar o fluido em descrição Euleriana com a casca em descrição Lagrangeana conside-

rando contorno imerso. Nesse modelo a casca é imersa em um bloco de malha tetraédrica não

estruturada usada para análise do fluido. A técnica baseia-se em descrever a forma da superfı́cie

de nı́vel zero de uma função distância assinalada e posteriormente alterar os valores nodais de

velocidade dos nós imediatamente externos ao contorno e dos nós internos situados dentro de

uma faixa de largura pré-definida de forma a impor os valores a serem prescritos sobre a posição

do contorno. Esta técnica de imposição das condições de contorno foi utilizada originalmente

neste trabalho.

Dois problemas são propostos a fim de estudar o acoplamento imerso. O primeiro exemplo

que consiste em um tubo inflável e é comparado com os resultados segundo o modelo de acopla-

mento baseado na descrição ALE, mostrando ótima concordância. O segundo exemplo consiste

na simulação da deflagração de um air-bag, e mostra a robustez do modelo para problemas com

grande escala de deslocamentos e geometria e mudanças de forma bastante complexas. Com a

conclusão da montagem do cluster do Departamento, será possı́vel no futuro efetuar análise de

convergência para exemplos mais complexos como este.

Como propostas para futuros desenvolvimentos desta pesquisa, iniciou-se estudos relativos

a funções B-Splines. A utilização deste tipo de funções deverá resolver problemas de instabili-

dade associados a movimentações espúrias resultantes de propagação indevida de ondas pelas

aproximações em polinômios de Lagrange.

O novo procedimento de elementos finitos baseado em B-splines com contorno imerso em

um bloco de malha estruturada desenvolvido neste trabalho e sugerido para aplicação em análise

de interação fluido-estrutura em trabalhos futuros satisfaz exatamente as condições de contorno

de Dirichlet e Neumann. O novo método possibilita isso através da separação das funções de

forma no contorno de Dirichlet das demais, tornando o espaço de elementos finitos similar
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aos bem conhecidos espaços Lagrangeanos. A separação é baseada em uma combinação da

introdução de uma função ponderadora para cada b-spline e normalização das B-splines, o que

faz o método herdar a maioria das propriedades das funções de forma B-spline. Além disso,

foi demonstrado que o método satisfaz o patch test para tensões constantes. Embora as funções

de forma não sejam necessariamente polinomiais, uma descrição iso-paramétrica da geometria

torna possı́vel a interpolação exata de funções lineares. O método baseado em B-splines foi

aplicado a problemas de valor de contorno elı́pticos de segunda ordem a fim de se obter sua

validação, o que provou as caracterı́sticas esperadas para a nova técnica.

A partir de um apanhado geral, é possı́vel destacar três contribuições originais importantes

nesta tese. A primeira é o emprego da formulação posicional de análise dinâmica de cascas em

análise de interação fluido estrutura, o que, juntamente com o trabalho de Coda e Paccola (2009)

demonstram a eficácia e robustez dessa formulação para problemas dinâmicos. A segunda é o

desenvolvimento de um método de acoplamento que admite contorno imerso em uma malha

não estruturada de elementos finitos e a terceira é o desenvolvimento e validação de uma nova

técnica de elementos finitos baseada em B-splines com contorno imerso (i-splines) em uma

malha cartesiana.

Como temas para trabalhos futuros sugerem-se o estudo de um algoritmo implı́cito ou

semi-implı́cito para simulação de escoamentos incompressı́veis, um estudo numérico quanti-

tativo completo da técnica de acoplamento Euleriano-Lagrangeano com contorno imerso, a

implementação de acoplamento com emprego da nova técnica de B-splines imersas proposta, o

estudo aprofundado de algoritmos para cálculo da função distância assinalada para otimizar o

desempenho computacional tanto da técnica de acoplamento Euleriano-Lagrangeano com con-

torno imerso como para a continuidade da pesquisa com as B-splines ponderadas racionalizadas

e o desenvolvimento de um espaço a partir da nova técnica de B-splines imersas que seja estável

quanto às restrições Babuska-Brezzi.
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von teilräumen, die keinen randbedingungen unterworfen sind. Abhandlungen aus dem

Mathematischen Seminar der Universität Hamburg, v. 36, p. 9–15, 1971.

ODEN, J.; BABUSKA, I.; BAUMANN, C. A discontinuous hp finite element method for

diffusion problems. Journal of Computational Physics, 146, n. 2, p. 491–519, Nov 1 1998.

ISSN 0021-9991.

OGDEN, R. Non-linear elastic deformations. Engineering Analysis, v. 1, n. 2, p. 119 – 119,

1984. ISSN 0264-682X.

PASCON, J. P. Modelos constitutivos para materiais hiperelásticos: estudo e implementação
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1965.



Referências Bibliográficas 223
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ANEXO A -- Forma adimensional das equações de

Navier-Stokes

Frequentemente é interessante o emprego das equações de Navier-Stokes em uma forma

adimensional. Os parâmetros de escala empregados para adimansionalizar essas equações po-

dem variar dependendo da natureza do escoamento. Neste trabalho são empregadas as seguintes

escalas:

1. Tempo:

t =
tu∞

L
(A.1)

2. Espaço:

xi =
xi

L
(A.2)

3. Massa especı́fica:

ρ =
ρ

ρ∞

(A.3)

4. Pressão:

p =
p

ρ∞u2∞
(A.4)

5. Velocidade:

ui =
ui

u∞

(A.5)

6. Energia especı́fica:

E =
E

u2∞
(A.6)

7. Temperatura:

T =
Tcp

u2∞
(A.7)

8. Velocidade do som:

c2 =
c2

u2∞
(A.8)

onde a barra sobrescrita indica uma quantidade adimensional, o subscrito ∞ representa valores

de escoamento não perturbado e L é um comprimento de referência. Aplicando as escalas acima

às equações governantes na forma ALE, chega-se as seguintes expressões:
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Conservação da massa
∂ρ

∂ t
+

∂ (ρui)

∂xi
= wi

∂ρ

∂xi
. (A.9)

Conservação da quantidade de movimento

∂ (ρui)

∂ t
+

∂ (u) jρui)

∂x j
−
1

Re

∂ντ i j

∂x j
+

∂ p

∂xi
−ρgi = wj

∂ (ρui)

∂x j
, (A.10)

onde

Re =
u∞L

ν
(A.11)

é o número de Reynolds,

gi =
giL

u2∞
(A.12)

é a constante das forças de campo e

ν =
ν

νre f
(A.13)

é a viscosidade cinemática adimensional.

Conservação da energia

∂ (ρE)

∂ t
+

∂ (u jρE)

∂x j
−

1

RePr

∂

∂xi

�
k∗

∂T

∂xi

�
+

∂ (u j p)

∂x j
−
1

Re

∂ (ντ i ju j)

∂x j
−ρgiui

= wi
∂ (ρE)

∂xi
,

(A.14)

onde Pr é o número de Prandtl dado por:

Pr =
µcp

kre f
, (A.15)

e k∗ é a taxa de condutividade expresso por:

Pr =
k

kre f
, (A.16)

onde kre f é a taxa de condutividade térmica de referência.

Equação de estado

p =
ρRT

cp
= ρ

(γ −1)

γ
T , (A.17)

Onde R é dado pela diferença entre o calor especı́fico à pressão constante e o calor especı́fica

a volume constante R = cp− cv.




