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Resumo

SANCHES, R. A. K. Sobre o acoplamento fluido-casca utilizando o Método dos Elementos
Finitos. 2011. 228 p. Tese de Doutorado - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade
de Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2011.

Este trabalho consiste no desenvolvimento de ferramentas computacionais para andlise ndo li-
near geométrica de interagcdo fluido-casca utilizando o Método dos Elementos Finitos (MEF).
O algoritmo para dindmica dos fluidos € explicito e a integracdao temporal é baseada em li-
nhas caracteristicas. O codigo computacional é capaz de simular as equacoes de Navier-Stokes
para escoamentos compressiveis tanto na descricao Euleriana como na descri¢do Lagrangeana-
Euleriana arbitraria (ALE), na qual € possivel prescrever movimentos para a malha do fluido.
A estrutura é modelada em descri¢do Lagrangeana total através de uma formulacdo de MEF
para andlise dindmica ndo linear geométrica de cascas baseada no teorema da minima energia
potencial total escrito em fungdo das posi¢des nodais e vetores generalizados e nao em desloca-
mentos e rotacdes. Essa caracteristica evita o uso de aproximacdes de grandes rotacdes. Dois
modelos de acoplamentos sdo desenvolvidos. O primeiro modelo, ideal para problemas onde
a escala de deslocamentos ndo € muito grande comparada com as dimensdes do dominio do
fluido, € baseado na descricdio ALE e o acoplamento entre as duas diferentes malhas € feito
através do mapeamento das posi¢des locais dos nds do contorno do fluido sobre os elementos
de casca e vice-versa, evitando a necessidade de coincidéncia entre os nds da casca e do fluido.
A malha do fluido € adaptada dinamicamente usando um procedimento simples baseado nas
posicoes e velocidades nodais da casca. O segundo modelo de acoplamento, ideal para pro-
blemas com grande escala de deslocamentos tais como estruturas inflaveis, considera a casca
imersa na malha do fluido e consiste em um procedimento robusto baseado em curvas de nivel
da func¢do distancia assinalada do contorno, o qual integra o algoritmo Lagrangeano de casca
com o Fluido em descri¢do Euleriana, sem necessidade de movimentagdao da malha do fluido,
onde a representacao computacional do fluido se resume a uma malha ndo estruturada maior ou
igual ao dominio inicial do fluido e a interface fluido-casca dentro da malha do fluido € identifi-
cada por meio de curvas de nivel da fun¢ao distancia assinalada do contorno. Ambos os modelos
sao testados através de exemplos numéricos mostrando robustez e eficiéncia. Finalmente, como
uma sugestio para o futuro desenvolvimento desta pesquisa, iniciaram-se estudos relativos a
fungdes B-Splines. O uso desse tipo de funcdes devera resolver problemas de estabilidade rela-
tivos a oscilagdes esptrias devidas ao uso de polindmios de Lagrange para a representacao de
descontinuidades.

Palavras-chave Interacdo fluido-estrutura. Método dos Elementos finitos. Andlise ndo linear
geométrica. Casca. Descricdo Lagrangeana-Euleriana arbitraria. Contorno imerso.






Abstract

SANCHES, R. A. K. On fluid-shell coupling using the Finite Element Method 2011. 228
p. Tese de Doutorado - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao
Carlos, 2011.

This work consists of the development of computational tools for nonlinear geometric fluid-
shell interaction analysis using the Finite Element Method (FEM). The fluid solver is explicit
and its time integration based on characteristics. The computational code is able to simulate the
Navier-Stokes equations for compressible flows written in the Eulerian description as well as in
the arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) description, enabling movements prescription for the
fluid mesh. The structure is modeled in a total Lagrangian description, using a FEM formu-
lation to deal with geometrical nonlinear dynamics of shells based on the minimum potential
energy theorem written regarding nodal positions and generalized unconstrained vectors, not
displacements and rotations, avoiding the use of large rotation approximations. Two partitioned
coupling models are developed. The first model, ideal for simulations where the displacements
scale is not very large compared to the fluid domain, is based on the ALE description and the
coupling between the two different meshes is done by mapping the fluid boundary nodes local
positions over the shell elements and vice-versa, avoiding the need for matching fluid and shell
nodes. The fluid mesh is adapted using a simple approach based on shell nodal positions and
velocities. The second model, ideal for problems with large scales of displacements such as
inflatable structures, is based on immersed boundary and consists of a robust level-set based ap-
proach that integrates the Lagrangian shell finite and the Eulerian finite element high speed fluid
flow solver, with no need for mesh adaptation, where the fluid representation relies on a fixed
unstructured mesh larger or equal to the initial fluid domain and the fluid-shell interface inside
the fluid mesh is tracked with level sets of a boundary signed distance function. Both models
are tested with numerical examples, showing efficiency and robustness. Finally, as a suggestion
for future development of this research, we started studies relatives to B-Spline functions. The
use of this kind of functions should solve stability problems related to spurious oscillations due
to the use of Lagrange polynomials for representing discontinuities.

Keywords Fluid-structure interaction. Finite element method. Geometric non linear analysis.
Shell. Arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) description. Immersed boundary.
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Lista de simbolos importantes

Capitulo 3 Fundamentos da mecanica dos fluidos

v(x, y,z)— Vetor velocidade no ponto de coordenadas (x,y,z) do espago euclidiano;
u, v e w— Componentes do vetor velocidade nas respectivas direcdes x, y € z;
- — Produto interno;

t — Tempo infinitesimal;

p —Massa especifica do fluido

dA — Area infinitesimal;

— Massa;

v — Vetor forca de superficie;

172 — Vetor for¢a de campo;

g — Constante de forcas de campo;

T — Tensao tangencial;

p — Pressao;

E — Energia especifica;

O — Fluxo de calor;

W — Trabalho realizado;

k — Coeficiente de condutividade térmica;

T — Temperatura;

T — Vetor de Cauchy;

'Deve-se notar que, devido 2 amplitude de assuntos abordados, simbolos semelhantes ou até mesmo iguais sdo
adotados em diferentes capitulos com diferentes significados, necessitando o autor estar atento a descricdo dada
pelo texto.



T — Vetor normal ao plano de corte;

o — Tensor das tensdes de Cauchy e representado;
Oyx, Oyy € O,— Tensoes normais de Cauchy;

T — Tensor desviador;

O m — Tensor médio;

0;j — Delta de Kronecker;

A — Coeficiente obtido pela hipétese de Stokes;

U — Viscosidade dindmica;

i e j — Indices que indicam soma, variando de 1 a 3, correspondendo aos eixos cartesianos

x=1,y=2ez=3;

V — Volume;

n — Ndmero de mols;

r — Constante universal dos gases perfeitos em relacdo ao nimero de mols;

R — Constante universal dos gases perfeitos em relacdo a massa;

C(t,) — Configuragio inicial;

C(t) — Configuragéo atual,

R — Dominio de referéncia;

& — Vetor posi¢ao no dominio de referéncia;

a — Vetor posicdo na configuragdo inicial;

J — Determinante Jacobiano do mapeamento do dominio de referéncia para a configuracio
inicial;

w — Vetor velocidade do dominio de referéncia R;

F(aj,t) — Escalar na configurag@o inicial;

f(&i,1) — Escalar na configuragio de referéncia;

w; — Componente i de velocidade do dominio de referéncia.

Capitulo 4 Fundamentos de mecanica dos solidos cinematicamente nao linear

X = (X1,X7,X3) — Vetor posi¢do na configuragdo inicial;



X = (x1,x2,X3) — Vetor posi¢do na configuragio atual;

el, e; e es — Versores dos eixos coordenados no espaco euclidiano;

%; e X; Componentes i de velocidade respectivamente nas configuragdes inicial e final;
%; e X; Componentes i de aceleragio respectivamente nas configuracdes inicial e final;
x — Fun¢do mudanga de configuragao;

H

U — Campo de deslocamentos;

A — Matriz gradiente da mudanga de configuragao;

J — Determinante Jacobiano dado por J = detA;

dV, — Volume de elemento infinitesimal na configuragao inicial;

dV — Volume de elemento infinitesimal na configuragio atual;

dA — Area de elemento plano infinitesimal na configuragio inicial;

dA — Area de elemento plano infinitesimal na configuracdo atual;

C — Tensor alongamento a direita de Cauchy-Green;

I — Tensor identidade;

E — Tensor das deformagdes de Green;

A(U) — Alongamento relativo;

€.ng — Pseudo-tensor das deformacdes de engenharia;

g — L . . . .

T e t — Forca de superficie respectivamente de Piola-Kirchhoff e de Cauchy;

o — Tensor das tensoes reais de Cauchy;

P — Tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de primeira espécie P;

Qo — Dominio na configuragao inicial;

Q) — Dominio na configuracao atual;

t — Tempo;

' — Vetor normal 4 superficie na configuracio atual;

H ~ vy . ~ . . .
N — Vetor normal a superficie na configuragdo inicial;
ﬁ . . .

O (t) — Quantidade de movimento linear de um corpo;



G - Forga de campo no sélido na configuragdo inicial;
gc — Vetor deslocamento virtual;
po — Massa especifica na configuragdo inicial;
p — Massa especifica na configuracdo atual;
S — Tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie;
: — Contracdo de segunda ordem, ou produto escalar entre tensores de segunda ordem;
tr — Trago de um tensor;
IT — Funcional de energia potencial total;
E — Mdédulo de elasticidade, ou médulo de Young;
v — Coeficiente de Poisson.
Capitulo 5 Analise numérica de dinimica dos fluidos
¢ — Escalar que sofre conveccao/difusao;
t — Tempo;
x — coordenadas iniciais;
y — coordenadas atuais;
g — Indica derivada parcial;
u; — Componente i do vetor de velocidade;
N; — Fung¢ao de forma correspondente ao no i
p — Massa especifica;
E — Energia por unidade de massa;
T;j — Tensdo tangencial i j;
p — Pressao;
w; — Componente i da velocidade da malha;
h — Tamanho do elemento finito;
¢ — Velocidade do Som;

T — Temperatura;



c¢p — Calor especifico a pressdo constante;

¢, — Calor especifico a volume constante;

y — Taxa de calor especifico tal que Y= c,/cy;
N - Vetor das fun¢des aproximadoras;

U, u;, p, E, p e T — Vetores coluna dos valores nodais respectivamente de quantidade
de movimento especifica na direcdo i, componente i de velocidade, massa especifica, energia

especifica, pressdo e temperatura;
V — Operador divergéncia;
Ju, — Termo dissipativo numérico;
mu, — Viscosidade artificial;
qaif — Coeficiente e difusao;
Pr — Numero de Prandt;
T, — Temperatura de estagnacio;
a — Angulo de ataque;
t+* — Tempo adimensionalisado segundo #* = t\/m;
Capitulo 6 Analise de dinamica das estruturas
t — Tempo;
X; — Componente i do vetor posi¢do na configuracao inicial;
x; — Componente i do vetor posi¢do na configuragdo atual;
N; — Fungéo de forma correspondente ao no j
Xj; — Parametro nodal referente ao n6 j da posi¢do na dire¢do 7, na configuragdo inicial;
xji — Pardmetro nodal referente ao n6 j da posicdo na dire¢do i, na configuragao inicial;
fi0 — Componente i do vetor mapeamento da configuracio de referéncia para a inicial;
fi1 — Componente i do vetor mapeamento da configuragao de referéncia para a atual;
&1 ,& e &3 — Coordenadas adimensionais da configuracdo de referéncia;
g° — Vetor generalizado na configurago inicial;

g! — Vetor generalizado na configuracio atual;



ho — Espessura inicial;
h — Espessura atual;
e — Vetor unitario generalizado;

G_l-j — Valor nodal referente ao né j da componente i do vetor generalizado na configuracao

atual;
X — Velocidade na configuracao atual;
X — Aceleracdo na configuragdo atual;
xs — Posicdo atual no instante s;
Xs — Velocidade na configuracdo atual no instante s;
Xs — Aceleracdo na configuragao atual no instante s;
O — Quantidade de movimento linear;
o — Velocidade angular;
dV, — Volume de elemento infinitesimal na configuragao inicial;
dA — Area de elemento plano infinitesimal na configuracdo inicial;
J — Quantidade de movimento angular;
x — Produto vetorial;

aj — Pardmetro nodal referente ao n6 j de variagdo linear da espessura ao longo da espessura

da casca;
Y e B — Constantes do integrador de Newmark;
JF — Primeira variag@o do funcional de energia potencial total;
A — Matriz gradiente do mapeamento de configuracio inicial;
A! — Matriz gradiente do mapeamento de configuragdo atual;
A — Matriz gradiente da mudancga de configuragao;
F — Vetor das forcas externas;
U, — Energia de deformacao;
C — Matriz de amortecimento;

M — Matriz de massa;



Ax — Correcdo da posicao atual;

p —Massa especifica na configuracdo atual;

IT — Funcional de energia potencial total;

E — Modulo de elasticidade, ou médulo de Young;

v — Coeficiente de Poisson.

Capitulo 7 Acoplamento com fluido em descricio Lagrangeana-Euleriana arbitraria
I's — Contorno do fluido definido pela casca;

Q, — Dominio discretizado por elementos de casca;

X — vetor posicao;

k — NOs da casca;

P fi — Ponto pertencente ao contorno I'y da malha do fluido;

i — N6s da malha do fluido, situado no contorno I';

N; — Funcao de forma do elemento de casca referente ao né k;

Ps; —- Ponto pertencente ao contorno €2, da malha da casca em aproximagao plana;
s; —- Ponto pertencente ao contorno €2; da malha da casca em aproximagao curva;
z — Vetor posicao local em coordenadas triangulares ou tetraedricas;

u; — Vetor velocidade em um dado ponto da casca;

uy — Vetor velocidade em um dado ponto do fluido;

- — Produto interno;

n — Vetor normal ao contorno do fluido;

p — Pressao;

T — Tensdo tangencial.

(k) — Componente j de for¢a atuando no né k da casca;

w; — Componente i de velocidade ou de deslocamento da malha;

Aty — Intervalo do passo de tempo para a casca;

Aty — Intervalo do passo de tempo para o fluido;



is f — Sub-ciclo para o passo atual de tempo do fluido;
nsf — Numero de sub-ciclos de passos no tempo para o fluido;
Mach — Numero de Mach, relacdo entre a velocidade do escoamento e a velocidade do som;

Mg — Numero de Mach da onda de choque dado pela velocidade da onda de choque dividida

pela velocidade do som;
Capitulo 8 Acoplamento Imerso
I’y — Contorno da estrutura;
Qy — Dominio fisico do fluido;
SD — Funcao distancia assinalada;
Ny — Funcdo de forma referente ao né /;
Q. —Dominio de 1 elemento finito de fluido;
V — Gradiente;
¢ — Grandeza escalar;
d — Vetor que vai do ponto m até o ponto i.
u; — Vetor velocidade em um dado ponto da casca;
uy — Vetor velocidade em um dado ponto do fluido;
- — Produto interno;
n — Vetor normal ao contorno do fluido;
0 — Largura da faixa de imposi¢do das condi¢des de contorno;
(k) — Componente j de for¢a atuando no né k da casca;
p — Pressao;
T — Tensao tangencial.

Capitulo 9 Proposta para continuidade da pesquisa: uso de uma nova técnica de B-

splines imersas
s(x) — Fung@o spline;
B — Fungao B-spline;

SD — Funcao de distancia assinalada;



RF — Funcao de Rvacheyv;

0 — Largura da faixa de transi¢@o;

w; — Fun¢do ponderadora da B-spline i;

N — Fungao de forma i — spline;

(O — Dominio paramétrico do corpo;

V" — Espacgo teste;

SN —i-splines semi-ativas com condi¢des de Neumann;
o/ — i-splines ativas;

" — Espaco tentativa de deslocamentos;

p — i-splines semi-ativas com condi¢des de Dirichlet;
X = X1,X2,Xx3 — Vetor coordenadas no espago paramétrico;
X = X1,X5, X3 — Vetor coordenadas no espaco fisico;

e, e, —Eros > e H'.
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37

1 Introducao

Os problemas de interacdo fluido-estrutura estao presentes nas mais diversas dreas de enge-
nharia, em obras de engenharia civil, mecanica, aerondutica, naval, e at€¢ mesmo em problemas
de biomecanica. Como exemplos, citam-se o efeito do vento sobre edificacdes, flutter em ae-
ronaves ou em pontes suspensas e, até mesmo, a dilatacdo das artérias devido a circulagao

sanguinea.

Um dos exemplos mais cldssicos de falha estrutural devido a problema de interacdo fluido
estrutura € o caso da ponte de Tacoma Narrows, uma estrutura suspensa construida nos Esta-
dos Unidos, em Puget Sound, Washington, que ruiu em novembro de 1940, devido ao efeito
dind@mico provocado pelo escoamento durante a utilizacdo. O problema que provocou a falha

dessa ponte € conhecido como flutter (BILLAH; SCANLAN, 1991).

Um problema muito comum envolvendo fluido e estrutura consiste na a¢do do vento sobre
estruturas expostas a atmosfera. Para as obras civis mais comuns, costuma-se considerar a
pressdo do vento sobre a estrutura como um carregamento estitico, porém as vibragcdes da
estrutura, combinadas as variacdes do escoamento podem leva-la ao colapso (BATHE; ZHANG,
2004; ANTUNES et al., 2005).

Uma maneira um pouco mais elaborada de se analisar problemas de interacao fluido-estru-
tura consiste em considerar primeiro o carregamento dindmico do escoamento calculado sobre
a estrutura considerada rigida e em seguida analisar-se dinamicamente a estrutura com os car-
regamentos obtidos na primeira etapa. Essa forma de andlise desacoplada, no entanto, pode
implicar em erros deixando as estruturas super-dimensionadas ou sub-dimensionadas (BATHE;
ZHANG, 2004; TEIXEIRA, 2001).

Com o primeiro voo de um objeto mais denso que o ar algado por meios proprios, o vOo
de Santos Dumont com o 14-Bis em 1906, inaugurou-se o desenvolvimento acelerado da ae-
rondutica. Ainda quando ocorriam os primeiros vOos ou as primeiras tentativas de voos auto-
propelidos no periodo de 1903 até 1919, desenvolveram-se os primeiros estudos tedricos dos

fendmenos de interacdo fluido-estrutura (DE MARQUI JR et al., 2001). Desde entdo, os estu-
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dos de mecanica dos fluidos, aerodindmica, dindmica das estruturas e aeroelasticidade obtive-

ram grandes avangos.

Nos tempos atuais, a tendéncia de se construir estruturas cada vez mais leves e esbeltas, e
portanto, mais susceptiveis aos efeitos do meio fluido em que estdo imersas, vém exigindo mais

atencdo a esse tema.

Devido a complexidade e o nimero elevado de operagdes de calculo envolvidos na anélise
de problemas mecanicos dindmicos, o emprego de técnicas computacionais para sua resolucao
¢ de fundamental importancia, de forma que, atualmente, os trabalhos cientificos nessas dreas
estdo concentrados principalmente no desenvolvimento de ferramentas computacionais basea-

das em métodos numéricos.

O presente trabalho apresenta-se como o primeiro desenvolvido sobre esse tema dentro
do SET - Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC - Escola de Engenharia de Sao
Carlos da USP Universidade de Sao Paulo. Com a motivagdo basica resumida no que foi exposto
nos paragrafos anteriores, desenvove-se este trabalho, que consiste no emprego do Método dos
Elementos Finitos para a modelagem de interacdo fluido-estrutura (mais especificamente fluido-
casca) com uso de formulacdo ndo linear geométrica baseada em posi¢des para a andlise de

cascas, introduzindo uma nova linha de pesquisas no SET.

Em sintese durante o presente trabalho, foi desenvolvido e implementado um programa
para andlise transiente de dindmica de fluidos. Na sequéncia estudou-se o algoritmo baseado
em formulagdo posicional para andlise dindmica ndo linear geométrica de cascas. Entdo foram
propostos dois modelos de acoplamento particionados entre o programa de cascas e o programa
de fluido, um com movimentag¢ao da malha do fluido e outro que consiste em uma novo modelo
com malha fixa na qual o acoplamento € feito considerando-se contorno imerso definido em
um bloco de malha com base em superficies de nivel (level-sets) de uma funcdo de distancia
assinalada, sendo este modelo ideal para problemas de intera¢do fluido-estrutura em grande
escala. Finalmente foi desenvolvido um novo espago tentativa para o método dos elementos
finitos baseado em B-splines imersas ponderadas e racionalizadas, o qual é sugerido para ser
aplicado na anélise de interagcdo fluido-estrutura e que vém sendo estudado como continuidade

da presente pesquisa.

Como contribui¢des importantes desta tese, destacam-se o uso da formulagdo baseada em
posicdes para dindmica nao linear geométrica de cascas, a técnica desenvolvida para acopla-

mento considerando contorno imerso e a nova técnica de B-splines imersas.
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1.1 Apresentacao da tese

Em suma este texto estd dividido em 3 partes: introducdo, que consiste no capitulo 1,
desenvolvimento, que compreende os capitulos de 2 a 9, sendo que os capitulos 2, 3 e 4 fornecem
ao leitor informagoes relevantes para os desenvolvimentos descritos nos capitulos 5, 6,7, 8 € 9,

e conclusdo, que consiste no capitulo 10.

Os assuntos desenvolvidos nos capitulos deste texto podem ser resumidos da seguinte

forma:

e Capitulo 1 - Introdugdo: O trabalho € apresentado, sendo primeiramente oferecido ao
leitor uma revisao do Estado da Arte do tema abordado. Em seguida, baseado nas in-
formacgdes do Estado da Arte, sdo tracados os objetivos, delimitagdes e a metodologia
adotada e o trabalho € justificado. Finalmente, apresenta-se ao leitor os fundamentos

fisicos dos problemas de interacao fluido-estrutura.

e Capitulo 2 — Aspectos gerais de interacdo fluido-estrutura: A motivacdo da tese € a-
presentada através de uma descri¢cdo do problema fisico e dos principais fendmenos de

interacao fluido-estrutura.

e Capitulo 3 - Fundamentos de mecanica dos fluidos: Sao apresentados os fundamentos
da mecanica dos fluidos imprescindiveis ao entendimento e desenvolvimento da pesquisa
e por fim sdo deduzidas as equagdes governantes da mecanica dos fluidos em descri¢ao

Lagrangeana-Euleriana Arbitréria.

e Capitulo 4 - Fundamentos de mecdnica ndo linear geométrica dos solidos: Sao mostra-
dos os fundamentos da mecénica ndo linear geométrica dos solidos, imprescindiveis ao

entendimento e desenvolvimento da pesquisa.

e Capitulo 5 — Andlise numérica de dindmica dos fluidos: Os estudos e desenvolvimentos
em mecanica dos fluidos que resultam no cédigo computacional desenvolvido sdo discu-
tidos, acompanhados de exemplos de aplica¢do, que sdo validados por comparagcdo com

exemplos da literatura.

e Capitulo 6 — Andlise numérica de dindmica das estruturas: A formulacdo posicional nao
linear geométrica do cddigo utilizado na pesquisa para a andlise estrutural e o elemento
de casca utilizado s@o apresentados e brevemente discutidos juntamente com exemplos

de aplicagdes que sdo validados por comparacdo com exemplos através da literatura.
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e Capitulo 7 — Acoplamento com fluido em descricdo Lagrangeana Euleriana arbitrdria:
O modelo de acoplamento ALE entre os dois codigos € desenvolvido e a terminologia
empregada € discutida. Por fim, exemplos de aplicagdo sao apresentados com objetivo de

verificacdo do c6digo computacional.

e Capitulo 8 — Acoplamento imerso: E desenvolvida uma técnica de acoplamento nova e
simples considerando fronteira imersa com base em superficies de nivel (level-sets) de
uma funcao de distancia assinalada. A nova técnica € aplicada para o caso de estruturas

inflaveis.

e Capitulo 9 - Proposta para continuidade da pesquisa: uso de uma nova técnica de B-
splines imersas: E desenvolvida e validada uma técnica de método dos elementos finitos
baseada em B-splines, a qual representa uma importante contribuicao para o Estado da
Arte do MEF baseado em Splines e € sugerida uma forma de aplicagdo para problemas

de intera¢do fluido estruturas.

e Capitulo 10 — Conclusdo: Sao feitas consideracdes sobre o desenvolvimento do traba-
lho, apresentando as conclusdes extraidas e sugerindo temas especificos que podem ser

estudados futuramente.

1.2 Estado da arte

Este trabalho explora duas dreas da mecénica: a mecanica dos s6lidos e a mecanica dos
fluidos. Ambas estdo baseadas nos mesmos principios, uma vez que para a grande maioria dos
problemas fisicos de engenharia sdo validos o principio da conservagdo da massa, as trés leis
de Newton e o principio da conservacao da Energia. Os meios para os quais seus estudos sao
dirigidos possuem muitas caracteristicas comuns: tanto no meio fluido como no meio sélido
ocorrem tensdes e deslocamentos. Também existem particularidades, que separam essas duas
areas, sendo a principal delas o fato de que o fluido (Newtoniano) nao resiste a nenhum valor
de tensdes desviadoras, ou seja, se deforma continuamente quando submetido a qualquer valor

de tensdo desviadora (MUNSON et al., 2002).

Tanto a mecanica dos fluidos como a mecanica dos sélidos sdo atividades que vém sendo
desenvolvidas hd muitos séculos, tendo ambas a participacao de grandes génios da antiguidade,
como Aristételes, Arquimedes e Leonardo da Vinci. A descricdo matematica dessas disciplinas
obteve grande avanco apds o enunciado dos principios fundamentais da fisica e o desenvolvi-

mento do cédlculo diferencial e integral por Isaac Newton e Gottfried Leibniz no século XVII,
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contando nos séculos XVIII e XIX com o auxilio de cientistas importantes, tal como Leonard
Euler, Simeon Poisson, Claude Navier, George Stokes e Joseph Lagrange (TIMOSHENKO,
1953; FORTUNA, 2000).

O refinamento matematico dado ao tratamento dos problemas mecanicos, devido a sua com-
plexidade, vem sendo melhor aproveitado a partir da invencao e evolucao dos computadores
eletrOnicos apos a II Guerra Mundial, o que possibilitou o emprego de métodos numéricos para
a resolucdo de equagdes algébricas. Surge entdo a mecanica computacional, que no inicio do
século XXI vem tendo seu desenvolvimento acelerado e ganhando cada vez mais popularidade
com o aumento do poder de processamento e armazenamento de dados dos computadores, es-

pecialmente dos computadores pessoais (PCs).

1.2.1 A mecanica dos fluidos computacional e 0o MEF

Na Mecanica dos Fluidos Computacional, os métodos numéricos das Diferencas Finitas
e dos Volumes Finitos sdo largamente utilizados, como pode ser visto em Anderson (1995) e
Fortuna (2000). O Método dos Elementos Finitos (MEF), embora ainda ndo o mais utilizado,

também vem encontrando o seu espaco nesse campo.

O MEF comecou a ser aplicado na mecanica dos fluidos ha menos de 40 anos, sendo apli-
cado pela primeira vez a anélise de escoamentos viscosos incompressiveis na década de 1970
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c). Teixeira (2001) destaca ainda que a introducdao do MEF
a andlise de escoamentos compressiveis deve-se principalmente a extensao do método de Lax-

Wendroff, do contexto do Método das Diferencas Finitas.

Com o tempo, mais algoritmos baseados no MEF foram desenvolvidos, ou algoritmos que
haviam sido inicialmente desenvolvidos para Diferencas Finitas ou para Volumes Finitos foram
estendidos e adaptados ao MEF, que € investigado como uma técnica alternativa de discretizacao
para problemas gerais de dinamica dos fluidos (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c; ZIENKI-
EWICZ; CODINA, 1994; TEIXEIRA, 2001; CHUNG, 2002)

Muitos autores de trabalhos referentes ao uso do MEF para dindmica dos fluidos compu-
tacional, a exemplo de Zienkiewicz e Taylor (2000c), Zienkiewicz e Codina (1994), Teixeira
(2001) e Chung (2002), discretizam as equacdes governantes da mecanica dos fluidos no tempo
através de algum integrador numérico explicito ou implicito e, em seguida, aplicam o método de
residuos ponderados através do processo de Galerkin cldssico (Bubnov-Galerkin) ou de alguma

variacdo deste como o processo de Petrov-Galerkin.

Muitos problemas de dindmica dos fluidos apresentam convec¢dao dominante, 0 que gera
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oscilagdes espurias nos resultados quando da aplica¢do do esquema classico de Galerkin so-
bre uma descri¢do Euleriana (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c; TEIXEIRA, 2001; CHUNG,
2002; STRANG; FIX, 2008). Para se alcancar resultados consistentes por meio do MEF, e
ainda, obter ganhos esperados para o mesmo em relacdo ao método dos volumes finitos, que
pode ser entendido como uma particularizacdo do MEF com fun¢des aproximadoras constantes
(DEVLOO; FORTI, 2005), foram sugeridas algumas alteracdes no processo de Galerkin, que
em suma consistem em adicionar ao problema uma difusividade artificial capaz de suprimir as
variagdes espurias (CHUNG, 2002; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000c; TEIXEIRA, 2001).

O problema das osclilagdes espurias também € observado quando € empregado o Método
das Diferencas Finitas com diferencas centrais e pode ser solucionado tomando-se as derivadas

atrasadas na direcao do escoamento, o que € denominado “upwinding” (STRANG; FIX, 2008).

Segundo Teixeira (1996), os primeiros métodos “upwind” para emprego no Método dos
Elementos Finitos consistem em utilizar fun¢des de peso de ordem maior que as fungdes de
interpolagdo (processo de Petrov-Galerkin). Atualmente o tratamento para as variacdes espurias
mais encontrado na literatura, consiste no emprego de uma viscosidade numérica, cuja constante
viscosa artificial € inserida pelo usudrio, na finalidade de causar amortecimento, ou, através do
processo Streamline Upwind Petrov-Galerkin - SUPG, introduzida por Brooks e Hughes (1982),
que consiste no emprego do processo de Petrov-Galerkin, escolhendo fun¢des ponderadoras que

adicionem difisividade na direc¢ao das linhas de corrente.

A aplicagdo do Método de Galerkin Descontinuo (ODEN et al., 1998; DEVLOO; FORTI,
2005; CALLE et al., 2005) também reduz as variacdes espurias, porém com 0S inconvenientes
de ndo ser diretamente aplicavel a equacdes ndo lineares, necessitando a introducao de fluxos

numéricos e de aumentar o nimero de graus de liberdade, elevando o custo computacional.

Outra forma interessante € o emprego de coordenadas moéveis (FARMER; NORMAN,
1986; ZIENKIEWICZ et al., 1985) com valores interpolados para uma malha de coordenadas
fixas. Esse processo surgiu nos anos 1980 e foi considerado uma alternativa para os problemas
com alto nimero de Peclet, porém, nos anos posteriores a 1986 pouco foi publicado sobre o
assunto. Alguns autores, tal como Teixeira (1996), o consideram anti-econdmico e de dificil

aplicacao.

Um ponto relevante quando da analise numérica de escoamentos viscosos, sao os efeitos da
vorticidade em escoamentos turbulentos. Em principio as equacdes de Navier-Stokes podem si-
mular tanto os escoamentos laminares como turbulentos, porém, durante a simulagao numérica
a malha deve ser refinada o suficiente para captar as escalas de turbuléncia, o que conduz a tem-

pos de processamento elevadissimos (TEIXEIRA, 2001). Para contornar tal problema, surgiram
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alguns “modelos de turbuléncia” algébricos, que podem ser baseados na hip6tese de Reynolds
(LAUNDER; SPALDING, 1972, 1974; WILCOX, 1993), e também, para nimeros de Reynolds

elevados, modelos como os de captura de estruturas coerentes (FERZIGER, 1993).

Nao fazem parte do enfoque deste trabalho os modelos de anélise numérica da turbuléncia,
sendo a viscosidade desprezada na maioria das aplicagdes estudadas. No entanto as equagdes de
Navier-Stokes sao implementadas na forma completa, sendo possivel analise de problemas em
regime turbulento desde que a malha seja adequadamente refinada, € a0 mesmo tempo, sendo

facilitada uma futura implementacdo de modelos de turbuléncia.

1.2.2 A mecanica das estruturas computacional

A utiliza¢ao de métodos computacionais na andlise estrutural € uma atividade relativamente
antiga e remonta os anos 1960. Tal como ocorreu com a mecanica dos fluidos o0 Método das
Diferencas Finitas teve grande impulso no inicio dos desenvolvimentos computacionais, porém
com o tempo, o MEF se destacou como alternativa vidvel e mais versatil para a solu¢ao de
problemas de andlise estrutural (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a).

A formulagado fraca em elementos finitos, para a equa¢ao do movimento da mecanica dos
solidos, pode ser facilmente obtida a partir da aplicacdo do método dos residuos ponderados,
ou através de uma forma variacional, minimizando-se o funcional de energia pontencial total
(ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000a; ASSAN, 2003), que é a forma mais comum na mecanica
dos sélidos computacional e evita complicagdes que podem surgir em situagdes especificas com

a aplicacdo do método de Galerkin, conforme mostrado por Strang e Fix (2008).

O MEF se desenvolveu de forma tao efetiva na mecanica dos sélidos que hoje, apesar de
existirem técnicas alternativas de analise estrutural, este € o método mais difundido nesse con-
texto. Os trabalhos de Belytschko et al. (1977), Argyris et al. (1978), Argyris et al. (1979), Bathe
et al. (1975) e Crisfield (1991) sdo apenas uma mostra da intensa atividade cientifica em torno
do desenvolvimento do MEF para a andlise de estruturas em regime de grandes deslocamentos,
destacando-se o desenvolvimento da formulacdo co-rotacional, uma das mais difundidas até os
dias de hoje para a solucdo deste tipo de problema. Trabalhos de Simo e colaboradores (SIMO
etal., 1984, 1986; SIMO; LAURSEN, 1992) nao podem deixar de ser mencionados pelo grande

impulso ao estudo da dindmica nao linear de estruturas via MEF em descri¢ao Lagrangeana.

Os Elementos Finitos estruturais de maior interesse para o presente trabalho sdo os ele-
mentos de cascas, uma vez que com os mesmos € possivel simular a maioria dos problemas

estruturais bi ou tri-dimensionais a custos bem menores do que empregando-se elementos de
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sélidos.

O desenvolvimento dos elementos de placa e casca iniciou-se na década de 60, destacan-
do-se autores como Clough e Tocher (1965), Adini e Clough (1960), Melosh (1961), Tocher
(1962), entre outros, que geraram inicialmente muitos tipos de elementos nao conformes para

analise linear.

A medida que as propriedades de conformidade e compatibilidade entre elementos foram
sendo melhor compreendidas, diversos melhoramentos foram sendo implementados. Com o
emprego das hipédteses discretas de Kirchoff por exemplo, foram conseguidos bons resultados
em elementos de placas delgadas com fungdes de forma continuas de classe C¥, mas restritas

pela imposi¢do da condi¢do de deformagdes cisalhantes nulas em pontos discretos do elemento.

Um elemento finito de placas desevolvido com base nessa aproximacgdo, e que € um dos
elementos mais empregados para andlise de placas, € o elemento finito triangular denominado
DKT (Discrete Kirchoff Triangle) (BATOZ et al., 1980), que associado com o elemento CST
(Constant Strain Triangle), desenvolvido para a andlise de chapas, e rotacionado no espago,

sendo um elemento para andlise de cascas muito utilizado.

No que diz respeito ao método dos elementos finitos na anélise ndo linear geométrica de
elementos de casca, os trabalhos de Hughes e Carnoy (1983), Hughes e Liu (1981b) e Hughes

e Liu (1981a) também merecem ser destacados.

Atualmente, elementos finitos isoparamétricos de alta ordem também vém sendo utilizados
para andlise de placas e cascas, com o auxilio de métodos de integracdo numérica (pontos de

gauss ou hammer), tal como em Coda e Paccola (2007).

Casos de estruturas com grandes deslocamentos ou em que os efeitos de membrana se-
jam relevantes sdo comuns em problemas de interacdo fluido estrutura, tais como flutter com
grandes amplitudes, estruturas com grandes deslocamentos impostos, sistemas de desaceleracao
(para-quedas) ou estruturas inflaveis. Para que tais situacdes sejam corretamente analisadas, é
necessario uma andlise nao linear geométrica. Vdrias formulacdes Lagrangeanas foram e vém
sendo propostas para tal andlise através do MEF, como exemplo tem-se Mondkar e Powell
(1977), Surana (1983), Simo et al. (1984, 1986), Simo e Laursen (1992) e Schulz e Filippou
(2001).

Muitos trabalhos sobre andlise ndo linear geométrica de cascas, placas ou porticos, conside-
ram a rota¢do em torno de cada eixo dentre os parametros nodais interpolados sobre os elemen-
tos, a exemplo de Teixeira (2001), Battini e Pacoste (2006), Battini (2008). Tal procedimento

€ muito eficiente para pequenos deslocamentos, no entanto, em muitas destas formulagdes nao
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se pode aplicar a comutatividade de rotacdes em grandes deslocamentos. Desta forma, nas
formulacdes corrotacionais aplicam-se por exemplo as formulas de Euler-Rodrigues lineariza-

das para giro finito, ver Coda e Paccola (2010) para maiores detalhes.

Como alternativa Cirak et al. (2000) e Cirak e Ortiz (2001) apresentam uma formulagao
baseada em subdivisdo para casca fina, de acordo com a teoria de Kirchhoff-Love, onde os
elementos finitos utilizados sdo triangulares com 3 nds. Nesse caso, a rotacao nao € interpolada
como parametro nodal e o campo de deslocamentos da casca € interpolado dos valores nodais,
sendo que a base gerada pelo processo de subdivisdo é uma base ndo local, ou seja, o campo de
deslocamentos sobre um dado elemento depende, além dos valores nodais dos nds do elemento,

dos valores dos n6s imediatamente vizinhos a eles, definindo uma superficie limite conforme.

Bonet et al. (2000) e Coda (2003) introduzem a formulacao posicional baseada no MEF para
a andlise ndo linear geométrica de solidos e estruturas. Esta utiliza posi¢des finais e inclinacdes
finais de vetores inicialmente normais como parametros nodais ao invés de deslocamentos e

rotacdes, sendo bastante robusta e de simples implementacao.

A formulagdo posicional vem se desenvolvendo de maneira bastante satisfatria como ates-
tam os trabalhos de Greco e Coda (2004), Coda e Paccolla (2007), Maciel (2008), Coda (2009b)
e Coda (2009a). Esta € didaticamente simples e apresenta solu¢cao independente do caminho de

rotacao, condi¢do imprescindivel para este tipo de aplicacao.

No contexto do Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC, até o trabalho de
Greco e Coda (2004), a formulagdo posicional foi estudada para andlise estatica ndo linear
geométrica de estruturas unidimensionais (barras, vigas e porticos) submetidas a pequenas ou
grandes rotacgdes. Greco e Coda (2006) introduziram a andlise dindmica ndo linear geométrica
através da formulacio posicional, onde gracas a matriz de massa constante, utilizaram o integra-
dor de Newmark, considerando uma estabiliza¢do do integrador para casos com ndo linearidade

muito forte, como casos de impacto.

A andlise ndo linear geométrica de cascas com a formulacdo posicional foi apresentada
no trabalho de Coda e Paccolla (2007), onde foram empregados elementos isoparamétricos
triangulares com 10 nds e 6 parametros nodais por nd, sendo eles 3 dire¢des de posicdo e 3
componentes do vetor inicialmente normal a superficie do elemento. Coda e Paccola (2008)
adicionaram mais um parametro nodal, admitindo comportamento linear para a casca ao longo

da espessura, evitando-se assim travamento pelo efeito de Poisson.

A andlise dinamica para elementos de casca foi introduzida com os trabalhos Coda (2009b)

e Coda e Paccola (2009) com bons resultados, sendo essa formulagdo aplicada neste trabalho.
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1.2.3 Analise computacional de interacao fluido-estrutura

Dentre as disciplinas que estudam interacdo fluido-estrutura, destaca-se a aeroelasticidade,
que concentra-se no estudo dos efeitos da interacdo mutua entre as forcas aerodinamicas e
corpos deformdveis, com atencdo especial aos projetos de avides e veiculos espaciais (BIS-
PLINGHOFF et al., 1996). Este é um dos campos onde existem muitos trabalhos sobre de-
senvolvimentos numéricos aplicados a problemas de interacao fluido-estrutura, especialmente
a partir da década de 90. Como exemplo, citam-se trabalhos como os de Edwards e Malone
(1992), Farhat et al. (1995), Cebral e Lohner (1997), Kobbus e Farhat (1999) e Bismarck-Nasr
(1996).

No entanto, os problemas de interacao fluido-estrutura também se encontram presentes em
muitas outras dreas. Muitos dispositivos de plantas industriais contém ou estdo contidos em
meios fluidos (liquidos ou gasosos) geralmente de tal forma que o fluido tem um papel im-
portante no comportamento da estrutura, como € apresentado por Morand e Ohayon (1995) no
estudo sobre modelagem de vibracdes de estruturas elésticas lineares com escoamento interno
de fluido. InteracOes importantes também acontecem em barragens ou estruturas “off-shore”

(TEIXEIRA, 2001).

Outro campo onde os efeitos de interacao fluido-estrutura também se manifestam exigindo
estudos € o da biomecanica, tendo como exemplos os trabalhos de Canic et al. (2005) e Hron e

Madlik (2007), nos quais sdo estudados problemas de hemodinamica com paredes flexiveis.

No caso muito comum de interacdo fluido-estrutura, que é o efeito do vento sobre estru-
turas, os efeitos basicos como flutter, galloping, buffeting, etc. sdo bastante observados. Por
outro lado, a tendéncia € de se projetar estruturas cada vez mais esbeltas e leves, ou seja, mais
sensiveis aos efeitos do vento, e ainda com geometrias cada vez mais ousadas, 0 que exige uma

andlise bastante criteriosa da interacio fluido-estrutura (GLUCK et al., 2001).

Segundo Teixeira (2001), um modelo numérico para andlise de interacdo fluido-estrutura
que venha a atender todas as dreas de interesse deve ser capaz de, no que se refere a mecanica
dos fluidos, simular fluidos compressiveis e incompressiveis, newtonianos ou nao, viscosos €
nao viscosos, levando em conta os efeitos de turbuléncia e de variacdo da temperatura. No
que se refere a andlise estrutural, deve contemplar o comportamento eldstico, elasto-plastico,
visco-elastico e visco-elasto-plastico das estruturas, com nao linearidade geométrica para casos

de grande deslocamentos e considerar também os efeitos termo-mecanicos.

Na udltima década muitos autores empregaram esforcos no sentido de desenvolver progra-

mas genéricos, que atendam as dreas citadas, tal como Teixeira (2001), que apresentou um
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programa para andlise computacional tri-dimensional de interagcdo fluido-estrutura baseado no
MEEF, Bathe e Zhang (2004) que apresentaram uma nova forma de andlise, via MEF, para flui-
dos incompressiveis, baseada em condi¢des de escoamento e uma andlise baseada em volumes

finitos para fluidos compressiveis, ambos acoplados com o MEF para andlise estrutural.

A interacdo fluido-estrutura, assim como outros problemas multi-fisicos, pode ser tratada
por uma abordagem monolitica como nos trabalhos de Blom (1998) e Hron e Madlik (2007) ou
particionada, como nos trabalhos de Felippa et al. (2001) e Teixeira e Awruch (2005). Nos
métodos particionados, as equacdes governantes do fluido e da estrutura sdao integradas no
tempo separadamente e as condi¢des de contorno sdo transferidas de um meio para o outro,
sendo geralmente as condi¢des de Dirichlet do fluido, obtidas a partir dos deslocamentos do
solido, e as condicoes de Neumann para a estrutura, obtidas a partir da pressao e tensdes desvi-
adoras no fluido. Ja nos métodos monoliticos, ambos os dominios solido e fluido sdo tratados

como uma unica entidade, sendo integrados simultaneamente no tempo.

Virios pesquisadores vém estudando o assunto através do modelo particionado, acoplando
algoritmos para Dindmica dos Fluidos a algoritmos para Dinamica dos Solidos, como Teixeira
(2001), Bathe e Zhang (2004), Cirak e Radovitzky (2005) e Sanches e Coda (2008). Este
método facilita muito a andlise quando o deslocamento relativo entre fluido e sélido é muito

grande.

Segundo Felippa et al. (2001), o esquema particionado apresenta aspectos que justificam
a sua implementagdo. Teixeira (2001) destaca como vantagem deste esquema o fato de que
cada subdominio pode ser tratado pela técnica de discretizacdo e pelo algoritmo de solucdo
mais eficiente de forma individual. Além disso, fica facilitada a constru¢do de malhas sem

necessidade de coincidéncia nas interfaces.

Como desvantagem desse esquema, cita-se a defasagem que pode ocorrer entre as inte-
gracdes temporais do fluido e da estrutura quando da atualizacdo explicita das condi¢des na

interface fluido-estrutura, o que ndo ocorre nos esquemas monoliticos (BLOM, 1998).

Os métodos monoliticos sdo os mais adequados para problemas onde os deslocamentos
relativos ndo sao muito grandes, tal como no trabalho desenvolvido por Blom (1998) em que é

estudado o problema de um pistao contendo gas e com um €mbolo vinculado a uma mola.

Para modelar matematicamente os problemas da mecanica, primeiro se escolhe o referen-
cial e, entdo, se aplica os trés principios basicos da fisica classica. O referencial pode ser fixo,
resultando em uma descricdo Lagrangeana ou modvel, definindo uma descricdo Euleriana. A

descricdo Lagrangeana, também conhecida como material, expressa o0 movimento de um meio
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continuo em termos da configuragdo inicial e do tempo (referéncia fixa) sendo muito eficiente
em problemas onde se deseja determinar os deslocamentos dos pontos de um corpo ou sistema
de particulas a partir de sua forma inicial. A descri¢do Euleriana também conhecida como
espacial, por outro lado, € definida em termos da configuracdo deformada e do tempo, sendo
muito aplicada em problemas onde as varidveis geralmente sdo velocidades e ndo deslocamen-
tos, ver por exemplo Valiappan (1981). O fato de que o fluido ndo resiste a tensdes desviadoras
faz com que a descricdo Euleriana seja a mais adequada para a sua descricao, tendo como
variaveis principais as velocidades, ja para o s6lido o mais adequado é forma Lagrangeana,
tendo os deslocamentos como varidveis principais. Isso implica em malhas computacionais fi-
xas para andlise do escoamento, e malhas computacionais deformaveis para andlise da estrutura.
Para se analisar a interagdo entre ambos, tradicionalmente tem sido empregada uma formulagdo
Lagrangeana Euleriana Arbitraria — ALE, conforme apresentada por Donea et al. (1982). A
formulacdo ALE € obtida pela inser¢ao de um dominio de referéncia no espaco euclidiano, de
forma que este dominio de referéncia possua movimento com campo de velocidade arbitrario.
As equacdes governantes da mecanica dos fluidos s@o entdo escritas tendo este dominio movel

como referéncia.

Um detalhe a ser considerado durante a anélise de interacao fluido-estrutura em descricao
ALE, é a movimentacdo da malha do dominio fluido, a qual deve apresentar a minima distor¢ao.
Dentre as técnicas para movimentacdo de malha apresentadas na literatura, destacam-se duas:
A primeira trata a malha como um sistema estrutural (DEGAND; FARHAT, 2002) composto
por barras de trelica, rotuladas nos n6s da malha, a segunda consiste na movimentag¢ao dos nds
através de uma média ponderada da distancia do n6 em relacdo aos nds dos contornos fixo e
moével (DONEA etal., 1982; TEIXEIRA, 2001). Em ambas as técnicas, os efeitos da velocidade

de movimentacdo da malha sdo levados em consideracdo pela formulacao ALE.

Segundo Farhat (1995), € desejavel que todo o método usado para a integracdo das equacdes
governantes dos fluidos proporcione solugdo exata para um escoamento uniforme, o que garante
melhores condicoes de convergéncia. Esse requisito € satisfeito somente quando o esquema
numérico de solucdo adotado e o algoritmo de movimento da malha satisfazem ao que se deno-
mina “lei da conservacdo da geometria”. No entanto, Kobbus e Farhat (1999) afirmam que a lei
da conservagao da geometria pode ser violada sem maiores problemas quando se utiliza passos
no tempo suficientemente pequenos. Nos esquemas explicitos, os passos no tempo ja sao pe-
quenos, limitados pela condi¢do de estabilidade, o que implica em pouco ou nenhum acréscimo

de custo computacional.

Cirak e Radovitzky (2005) apresentam uma nova forma de acoplamento Euleriano-Lagran-
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geano, em que a malha do fluido é mantida fixa e as condi¢des de contorno se movem sobre
ela a medida em que a estrutura se deforma. No trabalho citado, ¢ empregado o método dos
volumes finitos e 0 método dos elementos finitos baseado em subdivisdo para a estrutura, sendo
o contorno identificado através das curvas de nivel de uma fun¢do distancia assinalada (level-

sets).

Essa forma de acoplamento se mostra muito adequada aos casos com grandes mudancas
de posicdo da estrutura em relacdo ao dominio inicial do fluido, tais como estruturas inflaveis,
onde na formulagdo ALE, a malha do fluido pode adquirir grandes distor¢des, podendo chegar

a assumir, em alguns pontos, valores negativos para o determinante Jacobiano.

1.3 Objetivos e delimitacoes

O objetivo material deste trabalho consiste no desenvolvimento de c6digo computacional
capaz de andlise tridimensional transiente de interacao fluido-estrutura, visando introduzir uma
nova linha de pesquisas do Departamento de Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de
Engenharia de Sao Carlos (EESC).

Dentro do objetivo material, destacam-se trés objetivos especificos, sendo estes:
1) O desenvolvimento de um algoritmo eficiente para a resolu¢dao da dinamica dos fluidos tri-
dimensional que permita acoplamento.
2) O estudo aprofundado da formulacdo posicional para elementos finitos de casca com nao
linearidade geométrica.
3) O estudo e desenvolvimento de modelos de acoplamento fluido-estrutura que efetue de forma
adequada a combinacao do codigo computacional para dindmica dos fluidos, com o programa

para andlise ndo linear geométrica de cascas.

1.3.1 Metodologia

No que se refere a mecanica dos fluidos computacional, escolhe-se trabalhar com o0 método
dos elementos finitos. Tal escolha € justificada pelo fato de o mesmo ser um tema bastante atual
em se tratando de mecanica dos fluidos, ganhado cada vez mais espaco, e por possuir qualidades

de aproximacdo que podem ser muito superiores as do método dos volumes finitos.

Para a andlise estrutural ¢ empregada a formulagdo posicional ndo linear geométrica para
elementos de casca, conforme apresentada por Coda (2009a), dando continuidade aos trabalhos
da Area.
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E desenvolvido um estudo sobre as variagdes espurias do MEF que surgem quando se aplica
o método de Galerkin a andlise de escoamentos assim como o problema de descontinuidade das
ondas de choque. Tal estudo visa a busca de uma forma adequada e consistente de conter essas

variagoes.

Partindo-se do trabalho de Sanches (2006), sdo feitos alguns testes bidimensionais para
mecanica dos fluidos com contornos moveis, e entdo é construido um c6digo computacional
para mecanica dos fluidos tridimensional de integracdo temporal explicita em formulacdo ALE.

Em seguida o modelo € testado com énfase em problemas transientes.

Estudos relativos ao mapeamento posicional sdo intensificados com supervisao direta do
orientador, desenvolvendo-se uma técnica de acoplamento que compatibilize os dois algoritmos.
Neste caso, a determinacdo das derivadas parciais em relag@o as direcOes cartesianas € feita de
maneira indireta utilizando-se, numericamente, o gradiente do mapeamento da posicao inicial
e atual, o que € igualmente aplicado na formulacdo de fluido, a partir do espacgo tetraédrico
adimensional, principalmente quando das redefini¢des de malha devido a mudangas de posicao

da estrutura.

E desenvolvido um modelo particionado de acoplamento, ALE-Lagrangeano, que per-
mite usar intervalos de tempo diferentes para fluido e estrutura. Este modelo, que permite a

movimentacao da malha do fluido, € entdo testado.

Com base em limitacdes do modelo anterior (dificuldade em contemplar problemas com
grandes escalas de deslocamentos tais como estruturas inflaveis), € desenvolvido um segundo
modelo particionado de acoplamento chamado imerso, o qual mantém a malha do fluido fixa

enquanto a casca se move dentro da malha do fluido.

Por fim, desenvolve-se um novo espaco de fun¢des aproximadoras para o Método dos Ele-
mentos Finitos baseado em B-splines o qual € sugerido para ser aplicado na andlise de interacao

fluido-estrutura na continuidade desta pesquisa.

Implementacao computacional

Os avancos no campo da modelagem numérica das ultimas décadas t€ém proporcionado
aos cientistas e aos engenheiros a oportunidade de solucionar problemas de complexidade cada
vez maior. Frequentemente, tais problemas requerem a solug¢do de sistemas muito grandes
que envolvem grande quantidade de equacdes, da ordem de 10° ou mais (KAWABATA et al.,
2009b, 2009a).

A solugdo de tais sistemas, além de ser demorada, é repetida milhares de vezes. Esse €
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o caso de muitos problemas de engenharia onde héd a necessidade de andlises ndo lineares de-
pendentes do tempo. Nesse sentido, um grande esfor¢o tem sido dedicado ao desenvolvimento
e otimizagdo desses algoritmos. Por outro lado, novas tecnologias de hardware demandam

codigos especializados para se obter um maior desempenho de técnicas usuais.

Os algoritmos sdo implementados nas linguagens de programacdo Fortran 77 e C++. Para
que o processamento de simulacdes muito pesadas seja possivel, emprega-se a computacao
paralela, através do uso de um computador pessoal de 8 processadores com memoria compar-
tilhada e um cluster de 48 processadores com memoria distribuida, sendo utilizado o padrao de

comunicacao MPI - Message Passing Interface.

Cédigos paralelos de elementos finitos podem ser implementados em plataformas de me-
moria distribuida, memoria compartilhada ou com as duas abordagens. Sistemas que usam
memoria compartilhada fazem uso de threads na paralelizacdo do codigo, e em memoria dis-
tribuida cada processador possui sua propria memoria. Nessa categoria estdo os clusters, grids,
supercomputadores, etc. A comunicagdo entre os processadores é feita com alguma biblio-
teca de passagem de mensagem como o Message Passing Interface (MPI), que € a biblioteca

utilizada no presente trabalho dentro da linguagem FORTRAN 77.

Nao € o foco do presente trabalho o estudo, desenvolvimento e otimizacao de programa
de elementos finitos em processamento paralelo. No entanto, devido ao alto uso de memoria
e continuas repeticdes de integracdo numérica e de solucdo de sistemas, é imprescindivel o
emprego de processamento paralelo. Andlises de desempenho do programa de cascas utilizado

sdo apresentadas por Kawabata et al. (2009b) e Kawabata et al. (2009a).

Durante o desenvolvimento deste trabalho, foi possivel acompanhar e contribuir com o pro-
cesso de paralelizacdo do programa de andlise de cascas implementado inicialmente de forma
serial por Coda e Paccola (2008) e paralelizado por Kawabata et al. (2009a). O programa para
andlise de dindmica dos fluidos foi implementado diretamente em paradigma paralelo, empre-

gando MPI, assim com o algoritmo para acoplamento.

Em ambos os programas adotou-se o esquema mestre-escravos, onde o processador mestre
gerencia as informagdes globais, divide as tarefas e envia para os escravos. O programa de
andlise de cascas € paralelizado dividindo-se as tarefas relativas aos nos da estrutura para os

processadores escravos, como pode ser observado na Fig. 1.1.

Ja o algoritmo de dinamica dos fluidos € implementado de forma que as tarefas relativas

aos elementos sao divididas pelos processadores escravos, conforme a Fig. 1.2.

Uma vez prontos os codigos paralelos para mecénica dos fluidos e para mecéanica das estru-
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Algoritmo (casca dinamico paralelo)
Leitura e inicializacdo dos dados
Para cada fase de carga
| Para cada passo de tempo
| Enquanto ndo atingiu a norma ou méximo de iteragdes
| | Distribuigdo dos nés entre os escravos
| | | cada escravo faz a integragdo dos elementos dos nés
| | | cada escravo monta a sua parte da matriz
| | Mestre calcula condigdes de contorno e atualiza escravos
| Resolve sistema linearizado pela matriz Hessiana
Escreve resultados parciais obtidos
screve resultados finais
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Figura 1.1: Algoritmo do programa de cascas

Algoritmo (fluido dinamico paralelo)

1. Leitura e inicializacdo dos dados

2. Para cada passo de tempo

3. | Distribuigdo dos elementos entre os escravos

4. | | cada escravo calcula a matriz de massa e do lado direito dos

sistema 1 e 4 para cada elemento

5. | | Mestre recebe os dados e monta o sistema

6. | Mestre aplica condigdes de contorno e resolve os sistemas 1 e 4
e atualiza os escravos

7. | | cada escravo calcula a matriz de massa e do lado direito dos

sistema 2 e 3 para cada elemento

8. | | Mestre recebe os dados e monta o sistema

9. | Mestre aplica condigdes de contorno e resolve os sistemas 2 e 3
10. | Escreve resultados parciais obtidos

11. Escreve resultados finais

Figura 1.2: Algoritmo do programa de dindmica dos fluidos

turas, pode-se construir os algoritmos para acoplamento ALE (fluido ALE - casca Lagrangeana)

e imerso (fluido Euleriano - casca Lagrangeana) conforme as Figs. 1.3 e 1.4.

Algoritmo (interacdo ale paralelo)

1. Leitura e inicializagdo dos dados

2. Para cada passo de tempo da estrutura

3. | Resolve algoritmo de casca dindmico passos 4 — 9 (programa

paralelo)

4. | Para cada passo de tempo do fluido

5. | | Resolve a malha (programa paralelo)

6. | | Mestre define as condigdes de contorno do fluido e atualiza
oS escravos

7. | | Resolve o algoritmo de fluido passos 3 — 9 (programa
paralelo)

8. | Mestre aplica condigées de contorno da casca

10. | Escreve resultados parciais obtidos

11. Escreve resultados finais

Figura 1.3: Algoritmo do acoplamento ALE-Lagrangeano
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Algoritmo (interacdo contorno imerso paralelo)

1. Leitura e inicializacdo dos dados

2. Para cada passo de tempo

3. | Resolve algoritmo de casca dinamico passos 4 — 9 (programa
paralelo)

4. | calcula funcdo distancia assinalada e identifica pontos para

transferéncia das condigdes de contorno na casca e no
fluido(programa paralelo)

5. | calcula os valores a serem aplicados como condigdo de contorno no
fluido
6. | Resolve o algoritmo de fluido passos 3 — 9 (programa
paralelo)
7. | Escreve resultados parciais obtidos
8. Escreve resultados finais

Figura 1.4: Algoritmo do acoplamento Euleriano-Lagrangeano

Quando uma modelagem computacional utiliza um ndmero elevado de componentes do
programa (subprogramas, subrotinas ou procedimentos), como nos problemas multi-fisicos de
interacao fluido-estrutura, uma eficiente e robusta interface entre cada parte do programa ganha
muita importancia (CIRAK; CUMMINGS, 2008).

Os programas desenvolvidos nos capitulos 5 ao 8 sdo escritos em um estilo procedural
usando a linguagem Fortran com encapsulamento pobre de dados, o que embora produza um
programa bastante eficiente, dificulta a implementac¢do de novos modelos matematicos ou outras
alteracOes sobre a mesma estrutura de dados. Uma maneira de suavizar o uso de tais problemas €
o emprego de paradigmas de programacao orientados a objetos (OOP) (CIRAK; CUMMINGS,
2008).

Na continua¢do da pesquisa (capitulo 9) opta-se por utilizar a linguagem computacional
C++, e fazer uso de classes wrapper e containers de alto nivel. Essas classes possibilitam me-
lhor encapsulamento de dados e a0 mesmo tempo um meio simples de se criar um protétipo para
novas aplicacdes. Ainda, este procedimento permite fazer uso de tipos genéricos de containers

e algoritmos providos pela biblioteca de templates padrao (STL).

Tal mudanca foi vidvel devido a continuagdo da pesquisa necessitar de um recomego na
programacdo do algoritmo de fluido por se tratar de um espago de elementos finitos totalmente
diferente ao anterior, e também, ao fato de que comecou a ser realizada durante o estidgio de
Doutorado Sanduiche na Universidade de Cambridge, onde este paradigma de programacao &

adotado.
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1.4 Justificativa

Dada a importancia dos problemas em estudo para a engenharia, aliada ao fato de que a
tendéncia € projetar estruturas cada vez mais esbeltas e leves, ou seja, mais sensiveis aos efeitos
do meio fluido, e ainda com geometria cada vez mais ousada, torna-se necessdria uma analise
bastante criteriosa durante o projeto. Sendo a andlise experimental dos problemas de interagao
fluido-estrutura bastante dispendiosa, e sendo o emprego de métodos numéricos para mecanica
estrutural e dos fluidos um tema bastante atual, todo estudo ou avanco no referido objeto de
estudo € de grande importancia para a drea de P6s Graduagao em Engenharia de Estruturas da

Escola de Engenharia de Sao Carlos - EESC.

O método dos elementos finitos ainda vem sendo estudado como alternativa aos métodos
de volumes finitos e diferencas finitas, tradicionalmente empregados na mecanica dos fluidos, e
que ainda t€m sido os preferidos de muitos devido ao fato de o MEF ser naturalmente instavel
para muitos dos problemas dessa disciplina quando baseado no método classico de Bubnov-
Galerkin.

Atualmente, entretanto, inimeros trabalhos vém surgindo como formas de se estabilizar o
MEEF e adequa-lo em tais andlises, tais como: Nithiarasu et al. (1998), Tezduyar e Senga (2006),
Akin e Tezduyar (2004), Catabriga e Coutinho (2002) e Li e Duan (2006). Com os ultimos
desenvolvimentos, o MEF vem conquistando espacgo aceleradamente na mecanica dos fluidos,
de forma que, com a escolha deste método para um primeiro trabalho nessa drea desenvolvido

dentro do grupo de pesquisas, coloca-se o grupo mais proximo das discussodes atuais no tema.

Ao se estudar formas de acoplamento fluido-estrutura, por exemplo, a adaptagdo da malha
do escoamento através de descrigdo Lagrangeana Euleriana Abitraria (DONEA et al., 1982;
TEIXEIRA, 2001), ou alguma técnica Euleriana-Lagrangeana com malha do escoamento fixa
(CIRAK; RADOVITZKY, 2005), aliados as novas técnicas de andlise nao linear geométrica de
Solidos e cascas (CODA; PACCOLA, 2008; CODA, 2009a), pretende-se introduzir no Depar-
tamento de Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de Engenharia de Sao Carlos (EESC),

uma linha de pesquisas geral e atual no tema.

Com os novos computadores de processamento paralelo de memoria compartilhada e dis-
tribuida disponiveis no SET, serd possivel simular uma grande variedade de problemas impor-
tantes da engenharia, tais como: andlise de escoamento tridimensional de fluidos compressiveis
viscosos ou nao ao redor de corpos rigidos ou flexiveis, efeito do escoamento transiente sobre
corpos flexiveis, e também o estudo de estruturas inflaveis e escoamentos internos. Isso garante

a possibilidade de continuidade dessa pesquisa, tanto numérica como pratica.
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2 Aspectos gerais dos problemas de
interacdo fluido - estrutura

A mecanica dos fluidos possibilita o estudo da distribuicao e propagacdo das tensdes no
fluido durante um escoamento, o que depende de entre outros, da geometria dos corpos sobre
0s quais o escoamento acontece. A mecanica dos s6lidos possibilita o estudo das deformacdes,
dos deslocamentos e as tensdes desenvolvidos em um corpo devido a esforcos aplicados no

contorno do mesmo ou que sejam aplicados ao dominio devido a atuacao de algum campo.

O estudo da interagdo fluido-estrutura consiste em combinar a mecanica dos fluidos com a
mecanica dos sélidos de forma que o movimento do corpo sélido seja levado em conta durante
a andlise do escoamento e as forcas devidas ao escoamento sejam levadas em consideracdo

durante a analise do sélido.

Antes de proceder com o estudo numérico do acoplamento entre a andlise das dindmicas do
escoamento e da estrutura, faz-se necessario um estudo geral sobre o problema fisico, a fim de

se trabalhar numericamente de forma adequada.

Zienkiewicz e Bettess (1978) classificam os problemas de interacdo fluido-estrutura se-
gundo a diferenca entre a magnitude de deslocamentos do fluido e do sélido em trés categorias,

que sao:

1. Problemas com grande movimento relativo: Sao governados pelo fluido, podendo os efei-
tos de compressibilidade serem importantes. Ex. Efeitos dindmicos do vento sobre estru-

turas;

2. Problemas com deslocamentos do fluido limitados e de curta dura¢do: Ocorrem usual-

mente em situagdes de explosao ou impacto;

3. Problemas com deslocamentos de fluido limitados porém de longa duragdo: Ex. Vibragoes

acusticas e acao de ondas sobre estruturas “off-shore”.
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A andlise numérica pode ser particularizada para cada uma dessas categorias, e assim, faci-

litada.

Um dos campos com muitos trabalhos em relac@o a interagao fluido estrutura € o da aeroe-

lasticidade, disciplina essa que combina a aerodinamica com a dinamica dos sélidos.

A aeroelasticidade apresenta desde solugdes simples para alguns problemas especificos,
onde as aproximagdes da aerodindmica (sustentacdo, arrasto e momentos em fun¢do da cir-
culacdo e etc.) sejam validas, combinadas com andlises também simplificadas de elementos
estruturais, até solugdes mais elaboradas baseadas em modelos aerodindmicos e estruturais mais

complexos (ver por exemplo: Theodorsen e Garrick (1940) e Bisplinghoff et al. (1996)).

Foi nos estudos de aeroelasticidade que Collar (1946) propds um diagrama (Fig. 2.1), onde
os problemas que surgem da interacdo entre as forcas ficam claros. A Dinamica (forgas iner-
ciais), Mecanica dos Fluidos (for¢as aerodinamicas) e a Mecanica dos Sélidos (forcas eldsticas)
sdo os vértices do tridngulo, enquanto os lados que ligam os vértices sao os problemas surgidos

da interagdo entre estas disciplinas.

Forcas
Aerodinamicas

Problemas estéticos de IV
inferacdo Fluido-Estrutura

Il Dinamica do
Corpo Rigido

Problemas dindmicos
de interagdo Fluido-Estrutura

Forgas
Elasticas

Forgas
Inerciais

"
VibragGes
Mecéanicas

Figura 2.1: Diagrama de Collar

Nas regioes IV e I do diagrama da Fig. 2.1, situam-se os problemas de maior interesse
em se tratando de interacdo fluido-estrutura. Na regido IV, embora os efeitos que ocorrem no
meio fluido sejam dinamicos, os efeitos no sélido podem ser considerados estéticos, ou seja,
a aceleracdo da massa do sélido pode ser desprezada. Ja na regido I, os efeitos dinamicos na
estrutura sdo importantes, sendo o acoplamento entre as vibracdes da estrutura e o escoamento

que definem a historia do problema.
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2.1 Fenomenos estaticos

Tanto os fendmenos estiticos como os dinamicos podem ser subdivididos em dois subgru-
pos, sendo estes o dos fendmenos de resposta, onde o fendmeno ocorre a qualquer velocidade
de escoamento, mudando apenas de intensidade, e o dos fendmenos de estabilidade, onde o pro-
blema ocorre a partir de uma determinada velocidade critica de escoamento (BISPLINGHOFF
et al., 1996).

2.1.1 Fenomenos estaticos de resposta

Entendem-se estes fendmenos como aqueles em que a estrutura, submetida a um deter-
minado escoamento, apresenta deformacdes estaticas que impedem que a mesma desempenhe

corretamente o papel para o qual foi projetada.

Um exemplo € o caso de reversdo de comando de ailerdo em aeronaves (SOUZA, 1991),
onde ao ser inclinado o aileron com a finalidade de aumentar a sustentacdo em uma das asas,
surge um momento que tende a torcer a asa no sentido de diminuir o angulo de ataque, assim,
dependendo da rigidez da estrutura pode haver perda de sustentag¢do ao invés de ganho com a
inclinagdo do aileron, como mostra a Fig. 2.2. Outro exemplo é o fendmeno da distribui¢do de

carregamento em asas, gerando sustentacio diferente da calculada para a asa nao deformada.

p C —_—

Figura 2.2: Reversdo de comando em asa de aeronave

2.1.2 Fenomenos estaticos de estabilidade

Um fendmeno de interacdo fluido-estrutura estatico de estabilidade € aquele que, em condi-

¢oes criticas de acoplamento, pode levar a estrutura a falha devido unicamente ao efeito estatico
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imposto a estrutura, isso €, sem envolver as “forcas inerciais”.

O fendmeno de interagao fluido estrutura estatico de estabilidade mais comum € o fendmeno
da divergéncia. A divergéncia € um fendmeno aeroeldstico que pode ocorrer em partes de uma
aeronave onde, a partir de certa velocidade, a rigidez € insuficiente para suportar o aumento dos
esforcos que ocorrem com a mudanga de forma devido as deformagdes elésticas que o corpo
sofre. E ilustrado na Fig. 2.3 o caso de divergéncia em um arerofélio com centro aerodindmico

a frente do eixo elastico (SOUZA, 1991).
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Figura 2.3: Aerof6lio sofrendo divergéncia aeroelastica

2.2 Fenomenos dinamicos

2.2.1 Fenomenos dinamicos de resposta

Os fendomenos de interacdo fluido-estrutura dinamicos de resposta sdo aqueles em que os
esfor¢os devidos ao escoamento podem levar a estrutura a ruina ou ao desempenho abaixo do

requerido devido a resposta dinamica da estrutura.

Como exemplo tem-se o buffeting, ou martelamento, que consiste no surgimento de cargas
transientes na estrutura devido a flutuagdes de velocidade do escoamento (TEIXEIRA, 2001),

sendo este um fendmeno bastante comum em edificacdes expostas a turbuléncias atmosféricas.

Buffeting, segundo Hirsch (1994), pode ocorrer em estruturas situadas atrds de obsticulos
(ver Fig. 2.4), onde o escoamento apresenta turbuléncia aumentada, podendo ser de maneira
estocastica ou regular, tal como esteira de vortices periddicos que podem ser gerados atras
de obstaculos cilindricos. Estes vortices provocam um carregamento dinamico nas estruturas
sujeitas aos mesmos, que produz vibracdes, podendo gerar ressonancia quando a freqii€éncia
dos vértices for igual a alguma freqiiéncia natural da estrutura. Quando o carregamento nao é

periddico o principal problema € a fadiga.
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Figura 2.4: Estrutura submetida a buffeting

2.2.2 Fenomenos dinamicos de estabilidade

Os fendmenos de interacao fluido-estrutura dinamicos de estabilidade sdo aqueles que po-
dem levar a estrutura a falha devido ao acoplamento da resposta dinamica da estrutura com o

fluido a partir de determinadas condi¢Oes criticas do escoamento.

Um problema dinamico de interagcao fluido-estrutura que geralmente impressiona os estu-
dantes de engenharia € o flutter, que ocorre geralmente em aeronaves e em pontes. O flutter
ocorre devido a um acoplamento dos modos de vibrar da estrutura, geralmente de tor¢ao e de
flexdo, com o efeito dindmico do escoamento (HIRSCH, 1994), de forma que a uma certa velo-
cidade critica, a vibracdo da estrutura faz com que o escoamento gere esfor¢os cada vez maiores

que contribuam para aumentar a amplitude de vibragao.

A figura 2.5 ilustra o surgimento de flutter em um aerofélio.

Figura 2.5: Flutter em aerofélio
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2 Aspectos gerais dos problemas de interacdo fluido - estrutura
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3  Fundamentos de mecdnica dos fluidos

As grandezas de interesse durante a andlise de um escoamento sdo: as componentes do
tensor das tensoes (do qual se obtém as tensdes desviadoras e a pressdo), as componentes de ve-
locidade, a temperatura ou a massa especifica em determinado ponto. Assim, se com a presenca
de massa e tensdes pode haver aceleracao, recorre-se a segunda Lei de Newton, se pode haver
variagdo da temperatura, ou fluxo de calor, recorre-se a primeira lei da termodinamica e assim

por diante, conforme é apresentado neste capitulo.

Inicialmente adota-se a hipétese de que o fluido consiste num meio continuo, ou seja, nao
existem espagos com auséncia de matéria sobre toda a regido de interesse. Em seguida aplicam-
se os principios da fisica a um volume de controle, definido por uma superficie de controle

permedvel a massa porém com forma e volume constantes.

3.1 As equacoes governantes na descricao Euleriana

3.1.1 Equacao da conservacao da massa

Baseando-se no principio da conservacdo da massa, faz-se o balanco do fluxo de massa no
volume de controle infinitesimal de dimensdes dx, dy e dz iguais conforme a Fig. 3.1, fixo
no espaco e permedvel a matéria, submetido a um escoamento de velocidade V(X, ¥,2), de
componentes ¥ em x, v em y € w em z, considerando-se a massa que entra positiva e a que sai
negativa. Para um intervalo de tempo infinitesimal dt, tem-se que tal balanco deve ser igual a

variagdo da massa no mesmo intervalo conforme:

d —, — — — —. —
a—’;dxdydz:—((pV)~dAxl+(pV)~dAy1+(pV).dAzl+

. . _ 3.1)
— d(pV — — d(pV — — d(pV —
07 + 26 an) da+ 0V + X6 ay) -+ 0V + 26 ey ),

. , . — — — — — — 5 .
onde p € amassa especifica do fluido € dA,1, dAy2, dAy1, dA o, dA; € dA, sd0 respectivamente

os vetores areas referentes a primeira e a segunda face ortogonal aos eixos x, y € z.
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(r(pu-')("

[#:4

pw+

pu

3
+ ﬂ dx
Ox

Figura 3.1: Volume de controle infinitesimal

Resolvendo-se os produtos internos na Eq. (3.1) e considerando-se que os vetores de drea
tém apenas a componente da direcdo normal a sua face ndo nula, de valor dA quando tiver o
mesmo sentido do eixo normal a face e —dA quando tiver sentido contrario ao do eixo normal

a face, pode-se escrever:

)
—pdxdydz = (pu+pv+pw)(—dA)

ot
d d d
+(pu-+ Ma,’)H— pv—+ (Lv)dy +pw+ Mdz)dA.
dx dy dz

(3.2)

Dividindo-se a Eq. (3.1) pelo volume e eliminado os termos que se anulam, escreve-se a

forma final da Equagao da Conservacao da Massa, ou Equagao da Continuidade:

dp _ d(pu) d(pv) d(pw)
9t dx  dy 9z (3-3)
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3.1.2 Equacao da Quantidade de Movimento

Da segunda Lei de Newton t€ém-se que a soma das forcas externas que atuam em um sistema
infinitesimal € igual a variagdo temporal (Derivada Substancial no tempo) da quantidade de

movimento do mesmo (for¢ca igual a massa vezes aceleracao):
D(m-V)
m- — —
T:Zﬂ +Y F, (3.4)

. e
sendo que as forcas externas podem ser dadas pelas forgas aplicadas ao contorno Fy, somadas

« —
as forcas de campo F.

Fazendo-se o agora o balanco da quantidade de movimento para o volume de controle

infinitesimal da Fig. 3.1, num intervalo de tempo infinitesimal d¢ apenas na dire¢ao do eixo x,

tem-se:
PO) _ 2 (puydrdydz + (pu(V -dA.) + pu(V -dA) + pu(V -dA)
+(puV + 8(’;—”;7)@) -dA, + (puV + (?(%—L;v)dy) dA,, (3.5
—|—(pu7—|—6)(pa—b;v)dz) EAZ)

Resolvendo os produtos internos em (3.5), excluindo os termos que se anulam e dividindo-

se pelo volume, da segunda lei de Newton (3.4), tem-se que:

d(pu)  d(upu) Jd(vpu) d(wpu) 1
o x| dy * dz _dxdydz(Zch+Zﬂx)7 (3.6)

onde u, v e w sdo as componentes de velocidade.

Chamando de g a constante de for¢as de campo, sabendo-se que as forgas externas devem
estar em equilibrio com as internas (pela terceira lei de Newton), pode-se escrever a soma das

componentes na dire¢do x das forcas externas dividido pelo volume infinitesimal resultando:

1 B 0T,y  OTyy dTy dp
a’)ca,’ydz(z’ch—FZ’FM_gxp+ ox + dy * dz  ox’ G-7)

onde Ty, Tyy, Ty, 830 as tensdes desviadoras e p € a pressao.

Substituindo a equacdo (3.7) na equagao (3.6), chega-se a forma final da equacdo da quan-

tidade de movimento na dire¢ao x:
d(wpu) 0Ty 0Ty N a1, dp

d(pu)  d(upu) d(vpu) _
ot + dx + dy + dz =8Pt 8x+8y dz  dx’

(3.8)
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Repetindo-se o processo para os demais eixos cartesianos, chega-se as equacoes:

d(pv) d(upv) d(vpv) Jd(wpv) 0Ty dTy dTy, dp
ot + dx + dy + dz &Pt dx * dy + dz  dy’ (39)
e
d(pw) d(upw)  Jd(vpw) Jd(wpw) Ty 0Ty  JT; dp
o ox oy o 8Pttt o G0

3.1.3 Equacao da Conservacao da Energia

De todas as equagdes ja expostas neste capitulo, adiantando-se que as tensdes desviadoras
sdao fungdo das velocidades, nota-se que as varidveis independentes sdo as componentes de

velocidade, a pressado e a densidade.

Da primeira Lei da termodinamica (trabalho iguala-se ao calor menos a variagao da ener-
gia interna), tem-se que a energia interna do sistema € a soma de todas as energias (cinética,
potencial, etc.) de todas as particulas que o constituem. Como tal sendo uma propriedade do
sistema, a variacao da energia interna sé depende dos estados inicial e final da transformacao
considerada (MUNSON et al., 2002).

No caso do escoamento, a energia interna do sistema pode variar devido a troca de energia

e trabalho com a vizinhanga de acordo com:
A(mE)=Q—-W, (3.11)

onde E € a energia especifica total, Q € o fluxo de calor e W € o trabalho realizado.

Logo, para o sistema em andlise pode afirmar-se que:

D(mE)
Dt

=Q0-W. (3.12)

Escrevendo-se o balanco de energia interna para o volume de controle da Fig. 3.1 num

intervalo de tempo infinitesimal dt, tem-se:

DmE) _ 9WPE) v ivaz— (0EV)-dAs + (pEV) -dA, +(pEV)-dA.,)

Dt ot
I(pEV)
dy

I(pEV)

b dy)-dA,, (3.13)

—((pEV + dx)-dA,, + (pEV +

d(pEV —
H(pEW+ “’a—Z>dZ) -dA.).

Em seguida, dividindo-se (3.13) pelo volume, resolvendo-se os produtos internos e igua-
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lando-se a (3.12) tém-se:

I(pE) , d(pEu)  J(PEV)  J(pEW) Y w

— =0. 3.14
ot dx dy dz dxdydz * dxdydz (3.14)
Do balang¢o da quantidade de calor no volume de controle, encontra-se:
oT  JdT  dT
Q =k +k=+k= (3.15)

dxdydz ~dx ~dy = 9z’

onde k € o coeficiente de condutividade térmica e T € a temperatura.

O trabalho pode ser dividido em 3 parcelas: a primeira, que pode ser chamada de trabalho
de escoamento, é a parcela referente as forcas normais (pressdo); a segunda, age em sentido
contrario ao escoamento ocasionando a chamada perda de carga, deve-se as tensdes tangenciais
geradas pela viscosidade; e a terceira parcela refere-se ao trabalho realizado pelas forcas de
campo. Fazendo o balango de trabalho sobre o volume de controle e dividindo pelo volume,
chega-se a (3.16):

W a(pw)  d(py)  d(—pw) | (k) | ATy d(tew)
dxdydz ~ Ox + dy + 27 +( dx + ox + dx
+a(7yyv)+a(7yxu)+a(7yzw)+a(fzzw)_'_a(fzxu)_'_a“zyv)

Iy Jy Jy 9z 9z 9. ) tpew
+PgyV+ P

(3.16)

Das equacdes (3.14), (3.15) e (3.16), chega-se a forma final da equacio da conservacao da

energia,

d(pE)  Jd(pEu) J(pEv) Jd(pEw) JT AT  JdT

" ax oy o e hey Thar
o)) alpw) | A(wa)  Aaw) s
dox dy dz ox dx dx (3.17)
I(tyyv)  O(Tau)  I(Tew)  I(Tzw)  I(Tau)  9(Tyv)
* dy + dy + dy + dz * 9z * dz

+pgcu+pgyv+pg.w =0

Tém-se agora as equagdes governantes da mecanica dos fluidos escritas na forma Eule-
riana: equagdo da conservacdo da massa (3.3), equacdo da quantidade de movimento (3.8),
(3.9) e (3.10) e equagdo da energia (3.17), totalizando 15 incégnitas, para 5 equagdes, sendo as

incognitas: pressao, massa especifica, 3 componentes de velocidade, 9 tensdes desviadoras e
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temperatura, considerando-se que a energia especifica pode ser calculada a partir dessas outras

variaveis.

Assim, para que o sistema de equacdes possa ser resolvido s@ao necessdrias maiores consi-

deragdes que sio feitas a seguir.

3.1.4 O Tensor das Tensoes, as Tensoes Desviadoras e a Hipotese de Sto-
kes

Para que se possa dar continuidade ao equacionamento da mecanica dos fluidos € necessario
que se faca um estudo sobre as principais propriedades do tensor das tensdes, conforme se-
gue, através da defini¢do de tensdes de Cauchy apresentadas em varios livros de mecanica do

continuo, tais como Valiappan (1981).

Tomando-se o sistema fluido da Fig. (3.2), uma forca f; atuando sobre a face nao coin-
cidente com os planos cartesianos. Esta forca pode ser entendida como sendo aplicada pelo
restante do continuo complementar ao plano. Assim, ao se decompor essa for¢a e fazer o
equilibrio, a componente de reagdo normal ao plano de corte necessariamente existe € possui
sentido de dentro para fora do sistema. J4 as componentes tangenciais, se existirem, podem ter
sentido qualquer. Assim, uma for¢ca pode gerar um estado com 9 componentes de tensdao nao

nulas.

x=1,y=2ez=3

Figura 3.2: Forg¢a atuando sobre o tetraedro de Cauchy

Por um postulado da mecénica define-se o vetor de Cauchy T, que representa a influiéncia
do restante do corpo sobre o tetraedro da figura 3.2. O mesmo pode ser melhor compreendido

. . — . c
analizando-se um ponto P situado no plano de corte, o vetor ¢ para este caso particular € dado
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por:
AF,
- . s
t = —limpa—o—, 3.18
M—0 (3.18)
— . ~ ~
onde T é o vetor normal ao plano de corte. O vetor t tem dimensdo de pressio.
— . LS
Cauchy representou t como uma funcdo linear do vetor, 77, normal unitrio externo ao
plano de corte, no ponto em estudo. Tal aplicacdo linear, que leva um elemento do espacgo de
. — . - . ~
vetores tipo n° a um elemento do espago de vetores tipo t, é denominada tensor das tensoes

de Cauchy e representado por 6. Assim, € valida a relacdo:

T=07. (3.19)

Para um dado estado de forcas e restricdes do continuo, hd um s6 valor do tensor tensdo o,
associado a um dado ponto P do sélido. Em func¢do dos eixos Cartesianos, o tensor & pode ser

expresso por:

Gxx Txy sz
C=| Tyx Oy Ty |- (3.20)

Tox Tzy Oy

Uma propriedade importante que o tensor das tensdes de Cauchy apresenta € a simetria, a
qual pode ser facilmente demonstrada fazendo-se o somatério de momento em torno de cada
um dos eixos, o que ja reduz o nimero de incdgnitas das equacdes governantes da mecanica

dos fluidos, conforme enunciadas no item anterior, de 15 para 12.

Dependendo do plano considerado, os valores das tensdes normais e tangenciais se alteram,
sendo possivel achar um plano que tenha o méaximo valor para a tensdao normal, no qual as

tensOes tangenciais serdo nulas, e as tensdes normais sdo chamadas tensdes principais.

Conhecendo-se o estado de tensdes em um ponto, € possivel calcular as forcas de superficie

7 em um plano qualquer que passe por este ponto, multiplicando-se o tensor das tensdes pelo
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vetor dos cossenos diretores do referido plano e em seguida o valor de tensao normal ao plano:

Iy Oxx Ty Tz [ 1
5 Tx Ty Oz | | B3
T - (3.21)
) 1 Oxx Txy Tz l 1
l3 Tox Ty Ozz | I3

Partindo-se do tensor das tensdes em um sistema de coordenadas, pode-se conhecer o tensor

em qualquer outro sistema de coordenadas obtido pela rotagdo do primeiro:

Gx/x/ "L'x/y/ Txlzl
Ty/ X Gy/y/ Ty/ 7 =

’L'Z/x/ ’L'Z/y/ GZ/Z/

(3.22)
Lh L I Oux Txy Taz L m n
mp mp mj3 Tyx  Oyy Ty lz mpy np
ny ny n3 T Tzy Og Iz m3 n3

Aplicando-se a equagdo (3.21) ao estado principal de tensdes, chamando-se as tensdes prin-

cipais de o, e em seguida substituindo-se em (3.22), obtém-se o sistema:

Oy — O Tay Tz I8
Tyx Oyy— O Tyz L | =0, (3.23)
Tox Tzy O;;— O I3

o qual admite soluc¢do trivial quando o determinante constituinte € ndo nulo e ou nao trivial

quando seu determinante € nulo.

Assim, chega-se a equacao caracteristica

3 2 2 _ 2 _ 2
07 — (Oxx + Oyy + Ozt )0~ + (Oxx Oyy + Oyy Oz + O 0xx — Ty — Ty, — T3 ) O (3.24)

2 2
—(0xxOyyOrz — Oxx Ty — Oyy Ty + 2Tay Ty T) = 0,

na qual as 3 raizes correspondem a 3 tensdes principais e os 3 coeficientes das varidveis devem
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ser invariantes tal que:

I} = Oy + Oy + 0y,

2 _ 2 _ 2
L = Oy Oyy + Oyy Oz + O 0xx — Ty — Ty, — Ty (3.25)

— 2 2
I3 = OxxOyy Oz — Oxx Ty, — Oyy Tz + 2Ty Ty Toxe

Pode-se afirmar qualitativamente que para um fluido estdtico as tensdes normais em um
ponto sdo constantes e independem da dire¢ao do plano de andlise, que as flutuagdes que possam
ocorrer sdo devidas a existéncia de escoamento viscoso, € por fim, que as flutuacdes sdo de
ordem de grandeza menor que o valor das tensdes normais, adota-se um tensor médio, com
valores médios o;,, e sobre esses valores se adiciona o incremento de perturbacdo 7;;, com i e
Jj podendo ser x,y,ou z, devido ao escoamento, de forma a ter-se um tensor médio diagonal G,
cujas componentes ndo nulas sdo iguais a pressao termodinadmica no caso de gases e iguais a

pressdo mecanica no caso de escoamentos incompressiveis, € um tensor desviador 7:

onm 0 O -p 0 O
Om=| 0 o, 0 |= 0O —p O (3.26)
0 0 op 0O 0 —p
e
T Try Tz
T=| Tyx Ty Ty |- (3.27)
Toe Ty Tz

tal que o tensor das tensdes € a soma dos dois.

A Lei da viscosidade de Newton estabelece que a tensdo tangencial para fluidos escoando
. . é .
paralelamente a uma superficie com uma velocidade V de componentes cartesianas u, v e w,

ou em uma notag¢ao indicial: u de componentes u1, u; € us:

au,- al/tj . .
T =MU (ax,- + $> para i # j, (3.28)

1

onde u é uma propriedade do fluido chamada viscosidade dindmica (ver por exemplo Fox e
Mcdonald (2001)) e os indices i e j variam de 1 a 3, sendo os eixos cartesianos x =1,y =2¢
z=3.

Pelo primeiro invariante (3.25), tem-se que o traco de T deve ser nulo. Deve-se entdo

estabelecer a relacdo entre os termos da diagonal de 7T e a velocidade.
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Assim, define-se 7;; através de:

3u,~ al/tj
Ti = 24 (8x,~) +/18—xj, (3.29)

onde A é um coeficiente que deve fazer satisfazer o primeiro invariante. Fazendo uso do delta

de Kronecker, pode-se unir as equagdes 3.28 e 3.29:

B 8u,~ 8uj » 8uk

Embora para escoamentos incompressiveis o valor de A ndo tenha significado, pois o diver-

gente da velocidade € nulo, para os escoamentos compressiveis ele se faz necessario.

A hipoétese de Stokes consiste na seguinte relacdo:

32 +2u = 0. (3.31)

Assim, das equacdes (3.30) e (3.31), escreve-se o tensor desviador para escoamentos com-

pressiveis de fluidos Stokesianos em notacao cartesiana, conforme:

H
“tuveViaou (%) op(3+2) w9y an
—
T— u(§;+§§‘) —%uv.v+2u(§—;) w9+ . (332)
H
u(%+ %) w(3+g)  3uvVea(g)

Substituindo-se a Eq. (3.32) nas Egs. (3.8), (3.9), (3.10) e (3.17), tem-se as equacdes de
Navier-Stokes para fluidos Newtonianos em formulacao Euleriana e o nimero de incognitas cai
agora de 12 para 6, sendo incognitas agora as 3 componentes de velocidade u, v e w, a pressao
p, a massa especifica p e a temperatura 7. Porém, como existem somente 5 equagdes, ainda

existe a necessidade de se eliminar mais uma incognita, ou encontrar mais uma equacao.

3.1.5 A Lei dos Gases Ideais

Se o fluido em andlise for considerado um gés perfeito, ou ideal, isto é, um gis que obedece
as leis de Boyle-Mariotte, Charles e Gay Lussac (RESNICK; HALLIDAY, 1965). Destas Leis,

pode-se escrever a Equacao de Clapeyron conforme:

pV=nrT, (3.33)
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ou diretamente em funcdo da massa especifica:
P =PRT, (3.34)

onde V € o volume do gés, n é o nimero de mols do gas, r ou R sdo respectivamente a constante

universal dos gases perfeitos adaptadas a cada uma das equacdes e T € a temperatura.

Assim, obtém-se uma relacdo entre temperatura e pressdo, de forma que o sistema final
pode ser resolvido, pois conta-se com 6 equagdes e 6 incdgnitas. As equagdes sdo (3.8), (3.9) e
(3.17) com (3.32), (3.3), € (3.16) com (3.33). As incOgnitas sao u, v, w,p, p e T.

Para escoamentos incompressiveis, onde a massa especifica € uma constante, diminui-se
uma incognita e a equagdo (3.33) ndo € aplicavel. Além disso, as equacOes de quantidade
de movimento e energia passam a ficar desacopladas uma da outra, podendo ser resolvidas

independentemente.

3.1.6 Notacao Indicial

Por simplicidade, no desenvolvimento da formulacdo numérica serd feito o uso de uma
notacdo indicial, na qual os eixos x, y e z correspondem respectivamente aos indices 1, 2 e 3,
e as componentes dos vetores sdo representadas pelo simbolo do vetor com o indice subscrito.

Vetores e matrizes completos serdo representados em negrito.

Tomando-se as equacdes governantes ((3.3), (3.8)-(3.10) e (3.17)) observa-se que as mes-

mas podem ser reescritas indicialmente, onde os indices i e j indicam soma, conforme:

dp _ d(pui)
o om (3.35)
8(pu,~)_ 8(ujpu,-) &rij ap .
o ox, ox, ox P8 (3-36)
€
(pE)  WwpE) | 9 (0T dwp) (muw)
o~ ox, Tom\Mow)  Tox, T ok, TREM G337)

onde u; é a componente na dire¢do i do vetor velocidade e g; € a componente na direcdo i do

vetor das constantes das forcas de campo.
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3.2 Descricao Lagrangeana-Euleriana Arbitraria das
Equacoes da Mecanica dos Fluidos

Como ja mencionado, a formulagdo ALE € obtida introduzindo-se um dominio de re-
feréncia com movimento arbitrdrio e independente dos pontos materiais, conforme a Fig. 3.3
onde R, C(t,) e C(t) sdo respectivamente os dominios de referéncia e continuo no tempo ini-
cial ¢, e final . O dominio R serd melhor entendido posteriormente, quando da aplicacao dos

métodos numéricos, como o dominio computacional.

-

Figura 3.3: Cinemédtica adotada na descricio ALE

Da mesma forma que na formulagdo Lagrangeana, uma particula na formulacao ALE ¢
definida nas suas coordenadas materiais na configuracao inicial do continuo, mas o processo de
defini¢do é indireto e feito sobre o vetor posi¢do & que estd ligado a particula a e a varidvel ¢,

de acordo com a lei que rege o0 movimento do dominio de referéncia (DONEA et al., 1982).

Assim, a formulagdo ALE pode ser vista como um mapeamento da configuragdo inicial do
continuo para a configuragdo atual escrito com respeito ao dominio de referéncia R, sendo o
Jacobiano J que liga o dominio de referéncia e o dominio material dado por:

DE:
J =det(A) ondeAij:a—élcomiejzl,Zou& (3.38)
aj

Trabalhando-se algebricamente (ver Donea et al. (1982)), obtém-se a relagdo:

aJ
R =JV-w, (3.39)
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onde w € o vetor velocidade do dominio de referéncia R.

Seja uma propriedade fisica f(&;,1), expressa na representacéo de referéncia igual a F(a;, 1),
visto que &;, componente de & com i =1, 2 ou 3, é dependente de a;, que é a componente i de a,

pode-se escrever:
dF (ai,t) _ df(&it)
oo ot

(3.40)

A (3@')

e 05 \oJr

Das regras de diferenciagdo aplicadas a V(fw), tendo em vista (3.39) obtém-se a equagio:

JV~(fw):%f+JW~Vf (3.41)

Observando-se que w; é dado por <%>, de (3.41) e (3.40), pode-se extrair finalmente a

cinemadtica da propriedade f representada por:

OUF)  [af
T—J{eqv'(fw)}. (3.42)

Fazendo f = p em (3.41) e levando-se em conta (3.35), obtém-se:

a(pJ) d(p(wi—u))

= 4
o T o 0-43)
Com o auxilio de (3.40) e (3.41), pode-se reescrever (3.43) como:
dp dp du;
E = a__in(Wl_ul)_ &—Xi, (344)
ou ainda, conforme: 5 5 5
dp d(pw;) _dp (3.45)

o ox  on
A equagdo (3.45) representa a equagdo da conservacao da massa na descricao ALE.

Analogamente, para (3.36) e (3.37), obtém-se a formulagao ALE das equacdes da conser-

vagdo da quantidade de movimento e da energia:

d(puw;) dwjpu;) dw; dp d(pu)
o T ox, ox owm PETViTgy, (5.46)
€
OpE) | HwpE) 9 (3T dup) e d(pE)
o "o, om\Nom) T ox, ok, PEMTViITg—- G4D)

Observa-se nas equacoes (3.45), (3.46) e (3.47), que quando a velocidade w for nula, a

formulacao € a Euleriana, e quando a velocidade w for igual a velocidade u a formulagdo € a



74 3 Fundamentos de mecdnica dos fluidos

Lagrangeana (DONEA et al., 1982).
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4 Fundamentos de mecanica nao linear
geométrica dos solidos

Tal como no equacionamento da Mecanica dos Fluidos apresentado no capitulo 2, para
se modelar matematicamente a mecanica dos sélidos € feito uso da hipétese de que o sélido

consiste em meio continuo.

Os solidos apresentam rigidez tanto a imposi¢ao de tensdes normais quanto desviadoras até
certo limite (até a ruptura em materiais frageis ou escoamento em materiais ducteis) e portanto
apresentam valores finitos de deslocamentos relativos (deformacgdes). Isto implica que os des-
locamentos ou posi¢cdes podem ser considerados as varidveis principais do problema, sendo a

formulacao Lagrangeana adequada para tal analise (VALIAPPAN, 1981).

O equacionamento € obtido ao se aplicar as leis da mecéanica sobre um sistema com massa
constante (obedecendo ao principio da conservagdo da massa), porém com forma e volume

variavel.

No que diz respeito a geometria de deformagdo dos corpos, o estudo da mecénica dos

s6lidos pode ser divido em linear e ndo linear.

A mecéanica dos s6lidos com modelagem geometricamente linear considera que o equilibrio
de forcas se faz em relacdo a configuracdo inicial (indeslocada e indeformada) do corpo estu-
dado, sendo uma aproximacdo limitada da realidade, mas que resulta em técnicas de solucdo

linear simples e tuteis para diversas aplicacdes da engenharia (CODA, 2003).

Por outro lado, a anélise ndo linear geométrica (NLG) considera o equilibrio na configuracao
final, ou atual, do corpo (deformada e deslocada), conduzindo a resultados adequados mesmo
em situacOes de grandes deformacgdes e deslocamentos, onde a configuragdo final do sélido é
bem diferente da configuragao inicial. Isto, entretanto, termina por levar a mecanica NLG a um

equacionamento mais complexo, requerendo geralmente solucdo numérica.
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4.1 Cinematica e deformacoes

4.1.1 Mudanca de configuracao — definicoes e equacionamento

Considerando que um corpo sélido pode ser descrito como um conjunto de pontos mate-
riais, define-se configuragcdo deste corpo como uma regido do espaco definida por uma fun¢do
continua que faz o mapeamento, correspondéncia Unica, entre os pontos materiais € sua coor-
denada no espago pontual Euclidiano (COIMBRA, 1978). Assim, indica-se a posi¢cao de um

ponto na configuragdo inicial por meio de:

H

X =Xiel +Xz05 + Xze3, 4.1)
e na configuracao final através de:

X =x1e] +x20; +x383, 4.2)

- = =~ . s s
onde ej, e; € e3 sdo os versores dos eixos coordenados no espago euclidiano.

E chamada mudanca de configuracio, ou movimento, 2 uma funcdo inversivel ¥ que associa
a posi¢ao 1inicial e atual de um ponto material em um determinado instante ¢ (OGDEN, 1984;

CODA, 2003), tal que pode ser escrita a equagao:

T =x(X.1) = n(X). 4.3)

Da defini¢do de mudancga de configuracio, pode-se afirmar que o movimento de corpo
rigido é um caso particular de mudanga de configura¢do que nio causa alteragdo na forma do

corpo e na posi¢ao relativa de seus pontos materiais.
A diferenca entre as configuracdes final e a inicial € dado o nome da campo de deslocamen-
é . ~ .
tos, representado por U , podendo ser expresso na descri¢do Lagrangeana da seguinte forma:

— —

(X, )=7%(X,1)-X. (4.4)

<|

Seja a mudancga de configuracao representada na Fig. 4.1. Através de expansao por série de
Taylor para a funcio ¥ em torno de Xy, pode-se expressar o vetor Ax como:
AY =% —x) = {%+MA?+02(M)} -X
oL ok (4.5)
= [+ vy(X naX + oZ(Ax)} -
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Figura 4.1: Mudanca de configuracdo de um corpo

H
Quando AX ¢ infinitesimal, os termos de ordem superior de (4.5) se anulam, resultando:

— —

d% =Vx(X,0)dX = Vx(X,1)dX. (4.6)

Sendo A a matriz gradiente da funcdo mudanga de configuracio, as suas componentes sao

escritas como: _ .
A dxi(X 1) . dxi(X ,t)
) (.S

(paraij=1,2,3), 4.7)

- - — . . . . -~
devendo ser observado que a menos que d X seja nulo, d X jamais serd nulo, ou seja, A nao é

singular, concluindo-se a seguinte propriedade para o jacobiano J:

— — - — —
dx=A-dX # 0,VdX # 0 = det(A) =J #0. (4.8)

Uma informagdo importante que pode ser obtida do gradiente A € a variagdo de volume
entre a configuragdo inicial e atual. Para tal, considera-se um sistema infinitesimal nas configu-
racdes inicial e atual, conforme a figura 4.1. Na configuracio inicial tem-se o volume dV,, de

um cubo infinitesimal de dimensdes dX;, dX; e dX3 calculado por:

_—_ — — —_— — —
dv, = (dX] X dXz) -dX3 = det([dX1 ,dXz,dX3]), 4.9)
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e na configuracdo final o elemento possui volume V dado por:

—_— —

— _— — —
dV = (dx1 X dX2) -dxz = det([a’xl,dxz,dxg,]). 4.10)

Como dx = AdX , das propriedades de determinantes € obtida a relagdo entre os volumes
nas configuracdes inicial e final:
—_— — —
dV = det(A) det([dX;,dX,,dX3]) = det(A)dV, = JdV,. (4.11)

Outra expressdo importante € a relacdo entre areas, visualizada na Fig. 4.2 Seja a area

infinitesimal d A, na configuragao inicial e dA na configuracao final, tal que:

—_— =

dA, = NdA, (4.12)
c

dA = TdA., (4.13)

X =~ . N ~ , . ..
onde N e 7 sdo respectivamente os versores normais a por¢do de drea infinitesimal na confi-

guracdo inicial e atual. Os volumes infinitesimais da figura 4.2 s@o calculados por:

dV, =dUuT - NdA, (4.14)
c
dV="uT7dA. (4.15)
)4

Figura 4.2: Mudanca de area

Com base em (4.11), escreve-se a relagao:

dV =T HdAUTNdAJ, (4.16)
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ou ainda, de (4.8),
UTAT7dA=UTNdAJ, (4.17)

que implica na expressao:
dAT =JBNdA,. (4.18)

—1 ~  z . ’
onde B = (AT) . Essa expressdo é conhecida como férmula de Nanson.

4.1.2 Medidas de deformacao

Considerando-se a capacidade dos s6lidos de mudarem de forma ao serem submetidos a
forcas externas, sdo necessarias medidas de deformacgdo para que se possa analisar o equilibrio.
A deformacao num ponto deve ser entendida como a alteracao da forma de uma vizinhanca do

ponto pela fungdo mudanga de configuragdo (4.3).

Da definicao de modulo aplicada ao vetor EE e de (4.8), obtém-se:

-2 = — — - e T A 7v Y Aav
‘dx‘ =dx-dx = (AdX)-(A-dX) = dX - (ATAdX) = dX -CdX >0 (4.19)

O tensor C = AT - A que aparece em (4.19) é positivo definido e conhecido como tensor de

alongamento a direita de Cauchy-Green.

- —
Fazendo a diferenca entre os quadrados dos médulos dos vetores dx e dX, tem-se:

e e e e S e S —_ = —
’dx’ —‘dX’ — dX -CdX —dX -dX = dX - (C-1)dX = dX -2EdX (4.20)

onde I € o tensor identidade de segunda ordem e E é conhecido como tensor de deformacao
de Green-Lagrange, com seus componentes i e j definidos por (4.21), onde J;; € o delta de
Kronecker.

E;j=-(C;— &) (paraiej=1,20u3) (4.21)

N =

Entende-se por alongamento relativo Lagrangeano A (U), a razdo entre os comprimentos
%
final e inicial de uma fibra dX, inicialmente na direcdo de U. Partindo-se das defini¢des ja

vistas o alongamento relativo é expresso como:

d

AU =2 \JTTATAT =TT (4.22)
dX

Sendo X; as coordenadas na configuragdo inicial e x; as coordenadas na configuracao atual,

define-se que a deformacao longitudinal de engenharia aplicada a grandes deformacdes no sen-

tido de X pode ser entendida como a taxa de variagdo da mudancga de comprimento de uma fibra
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em relacdo ao comprimento inicial, conforme:

B dx—dX B
- =

£(X) A(X) - 1. (4.23)

Para se definir a distor¢do, tomam-se duas dire¢des quaisquer com angulo de 90° entre si,

e i’, na configuragdo inicial. Sendo dX e dX’ fibras infinitesimais nestas dire¢des, tal que:

— — — e
dX = idX dX' =idx'. (4.24)

Seja 6 o angulo entre as novas dire¢des j e j' na configuragdo final. A distor¢do é dada por:

Yie =7T/2—6 (4.25)

Assim como a deformacdo de engenharia, a distor¢cao pode ser escrita em funcao do alon-

gamento, (4.27), resultando no pseudo tensor das deformacdes de engenharia:

Eeng: % & % (426)
com AT A
e’ A A€2 T
=arccos | ————— | — —. 4.27
Y12 ( i ) 7 4.27)

A matriz da Eq. (4.26) é dita um pseudo tensor, pois ndo respeita as leis de giro tensorial e
serve apenas como ilustracdo sensivel de uma medida de deformacgdo. Dessa forma, a medida

de deformacdo adotada neste trabalho € a deformacgao de Green-Lagrange (Eq. (4.21)).

4.2 Tensoes

Tomando-se um corpo no qual estejam atuando forcas externas, seccionando-o em duas
partes conforme a figura 4.3, surgem forcas internas distribuidas na seccdo de forma a garantir

o equilibrio.

—
O vetor df € aresultante de for¢a que atua numa area superficial infinitesimal na superficie

da seccao do corpo e € calculado por
4 — —
df = t dA =T dA,, (4.28)

ﬁ % % é . . . . .
onde 7 =T (X ,t, N ) € chamado vetor de forcas de superficie de Piola-Kirchhoff de primeira
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Configuragéo Inicial Configuragdo Atual

XXt

Tt

Figura 4.3: Forcas de superficie

espécie, e T=T (%',t,7’) é chamado vetor de forga de superficie de Cauchy.

Os tensores das tensoes reais de Cauchy o e das tensdes de Piola-Kirchhoff de primeira

espécie P podem ser obtidos como:

?(7,1‘,7):o'T(?,t)szizoﬁnj (4.29)
€

- = = T

T (X,t,N)=P' (X ,t)N = T; = P;iN;. (4.30)

Com base na férmula de Nanson Eq. (4.18), € estabelecida a relacdo entre o tensor das

tensdes reais de Cauchy e o tensor das tensdes de Piola-Kirchoff de primeira espécie:

P’ =JoA™ T = P, =Jo;;Bj. (4.31)

4.3 Leida conservacao da massa

Para um sistema com fronteira impermedvel a massa, a variacdo da mesma durante a
mudanca de configuracdo deve ser nula, o que implica no balago apresentado nas equacdes
(4.32)-(4.34):

podVy = pdV (forma diferencial ou local) (4.32)
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/ PodVy = / pdV (forma integral ou global) (4.33)
Q Q

/ (po—pJ)dVy = 0, para qualquer Vy (4.34)

0

Com base nas equagdes (4.32)-(4.34), escreve-se a forma local final da equacdo da conser-

vacdo da massa:

p= % = po=Jp. (4.35)

Com base nesse principio, Ogden (1984) mostra o seguinte colorélio:

/Q , POF0V = /Q POIO) (1), = /Q Pof )V (436)

onde Q e € correspondem respectivamente ao dominio fisico nas configuragdes inicial e atual

e f pode ser uma funcdo continua qualquer, e assim:

d

d d
E/Q(I)P(t)f(t)d\?: E/g(, Pof(t)dV, = /g(,p”Efmdv”' (4.37)

4.4 Balanco da quantidade de movimento - primeira lei do
movimento de Euler

Seja ﬁ(t) a quantidade de movimento de um corpo, calculada conforme a equacgdo
o) = / pidv, (4.38)
Q

é . ~ . ~ .
onde X € a variacdo da posi¢do atual x no tempo ¢ (velocidade).

Chamando-se a resultante das forcas atuantes no sistema de ?, da segunda lei de Newton
(OGDEN, 1984) e com base nas equacdes (4.37) e (4.38) resulta:

- d—= —
R :EQ(Z‘):/prdV, (4.39)

onde ¥ é aceleracdo dada pela segunda derivada no tempo da posi¢ao x.

. — ;- - , -
Considerando-se g as forcas de dominio, ¢ as forcas de superficie, e adotando-se uma

notacgdo indicial, a expressao (4.39) fica:

/ pidV = / gidV + / Ld A (4.40)
Q Q I
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Do teorema das tensdes de Cauchy (4.30), e fazendo uso do teorema da divergéncia de

Gauss, chega-se a
/p)'c'idV:/gidV—f—/ Gjiyjdv, (441)
Q Q Q

onde o indice ,j indica derivada em relagdo a direc¢do j.

Considerando a arbitrariedade de V, a forma local de (4.41) pode ser escrita como:
Gji,j + 8i = PXi. (4.42)
A equacgdo (4.41) considera o movimento na configuracio atual, sendo assim uma versao

Euleriana da equacao da quantidade de movimento.

Com o emprego da férmula de Nanson (4.18) em (4.40), escreve-se a versao Lagrangeana
desta equacdo:
/_Q pojéid\?(, = /Q giJdV, +/I‘ JG,’ijkad.AO (4.43)

onde B=A"T.
Com base em (4.31), a equacdo (4.43) pode ainda ser reescrita como:
/ po)'éidvo = / G;dV, —I-/ PN dA, (4.44)
Q, Q, Iy
onde G; é a componente de for¢a de campo na configuragao inicial, na dire¢ao i.

Aplicando-se o teorema da divergéncia de Gauss no ultimo termo de (4.44), chega-se a

forma final da equacdo da quantidade de movimento em descri¢do Lagrangeana:

/ poiidV, = / GidV,+ / PaxdV, (4.45)
Q, Q, Q,
que, a partir da arbitrariedade de V,,, pode ser expressa localmente como:

Prik+ Gi = PoXi. (4.46)

4.5 Principio dos trabalhos virtuais

Uma técnica alternativa de se analisar o equilibrio muito utilizada em anélises numéricas

de estruturas € o principio dos trabalhos virtuais (PTV).

ﬁ
O carregamento provoca um deslocamento dx em determinado ponto da estrutura. Nao
havendo nenhuma transferéncia de calor, pela primeira Lei da Termodinamica fica evidente que

o trabalho do carregamento (for¢as externas) deve ser igual a energia de deformacao das tensoes
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internas.

é
Seja um deslocamento virtual dx compativel, isto €, que atende as condi¢des de contorno es-
senciais impostas, que sdo deslocamentos prescritos em certas regides do corpo, e é admissivel

quando a funcdo que o descreve possui a continuidade desejada.

Ponderando-se a forma local da Equacao da quantidade de movimento (4.42) Euleriana por

H
Ox, tem-se:

Gj,-,j5x,- + gi0X; = PoXiOx;. 4.47)

Integrando-se (4.47) na configuracao final tém-se:

/Gl'jJSXidV‘f‘/giaxidV:/pO'fiéxidv’ (4.48)
Q Q Q

que com a aplicacdo do teorema da divergéncia, assume a forma:
/ Gij3x,-njd./l + / giéxid\? = / pXSXLdV +/ Giijin\?. (4.49)
r Q Q Q

Ou pode-se escrever a equagao (4.49) vetorialmente como:
/ T SxdA+ / 7 -6xdV = / pE BxdV + / ir(6TV(5x))dV, (4.50)
r Q Q Q

onde o ultimo termo é conhecido como varia¢ao da energia de deformacao.

H
Para se obter uma forma Lagrangeana, a equagao (4.46) é ponderada por dx e integrada em
ralac@o a configuragdo inicial, a0 mesmo tempo em que aplica-se o teorema da divergéncia no

termo do tensor das tensoes, resultando em:

/ Tl'(Sx,'d.AO—f—/ Gi5x,-a’\70:/ pXinidV0+/ Piox; 1 dV,. 4.51)
I, Q, Q, Q, /

Com base em (4.7), pode-se dizer que 0x; x=0Aj, € portanto conclui-se:

— — = -
/ T-oxdAo+ | G-8xdV, — / pX - BxdV,+ / ir(PTSA)dV,
FU Q() QU Q() (4.52)

- —
:/ pX-5de0+/ P : SAdV,,
Q, Q,

onde observa-se que a tensdo P’ é conjugado energético de A e : definem a contracio de

segunda ordem.
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Define-se o tensor de Piola-Kirchhoff de segunda espécie S, tal que:
PT = AS. (4.53)
Substituindo (4.53) em (4.31) € possivel escrever a equagao:
1
o= 7ASAT. (4.54)
Da substitui¢do de (4.53) na equacdo (4.52), resulta:
——> — = - —
/ T-6xd Ay -l—/ G -6xdV, = / pX -0xdV, +/ AS : 5AdV,. (4.55)
I, Qo Qg Qo
Observando-se que:
1
OE = ESC’ (4.56)
¢ facil demonstrar pelas propriedades tensoriais que:
SE =ATGrad () = ATSA (4.57)
e
P! : Grad (6W) =S : SE. (4.58)
Entdo, sendo S conjugado de E, a equacgdo (4.55) pode finalmente ser escrita como:
= — — - =
/ T 5xd A, + / G - 5xdV, = / po X - 8xdV, + / S: SE4V,,. (4.59)
T, Q, Q, Q,
Assumindo-se forcas conservativas, pode-se afirmar que (CODA, 2003):
G-57=6(G-¥). (4.60)
(P'N) 6% =T 6% =5(T-7¥) 4.61)
e
1
6% =38 (¥-%) (4.62)
Pelo principio dos trabalhos virtuais, a equacao (4.59) pode ser reescrita em:
1
SII=6 {/ G- TdVy+ 7~7dﬂ0——/ po?-?dvo—/ deo] =0, (4.63)
Qo Qq Qo

T 2
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donde conclui-se:

I
= / G XdVo+ | T -FdAo—» / po % - XdVo— / wdVo,  (4.64)
Qp Q

Iy Qo

onde dw = tr(SSE) = tr(PTA), seguindo a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff, w =
1tr(SE).

Para forcas conservativas, a expressao (4.64) quantifica a energia mecanica total do sistema
considerado para uma configuracdo x e a expressao (4.63) representa a condi¢do de estaciona-

riedade da energia total do sistema.

Pelo principio da minima energia potencial total, uma estrutura encontra-se em equilibrio
quando, dado um deslocamento virtual dx, a primeira variacdo do funcional IT, representada

por OI1, é igual a zero.

A primeira variacao de um funcional f é definida por

5_1];61/1 +a—f6Y2+...+ﬁ5Yn, (4.65)
1

of = oY, Y,

onde Y1,Y3,..., Y, sdo as varidveis das quais o funcional f é dependente (LANCZOS, 1986).

Assim, o corpo s6lido estd em equilibrio quando satisfaz as relagdes:

B 8
5Y = 0.VY = a—SYK 0= ) comk— 1,n. (4.66)
Yk Yk

Il

Y

Embora o equacionamento desenvolvido seja de grande utilidade para a descri¢ao do equi-
librio na configuragdo atual, a determinagdo dessa configuracao, geralmente, s6 € possivel com

uso de métodos aproximados ou numéricos, devido a complexidade matematica das equagdes

nao lineares envolvidas.

Quando problemas ndo conservativos sdao considerados, ainda valem as expressoes (4.50),
(4.51) e (4.56)

4.6 Lei constitutiva

Conhecer uma lei constitutiva que relacione as deformagdes com tensdes adequadamente
para o caso em estudo € condi¢ao necessdria para se solucionar as equagdes de equilibrio de

corpos flexiveis. A lei constitutiva empregada neste trabalho € a de Saint-Venant-Kirchhoff.

Para a deformacao de Green-Lagrange, pode-se propor a seguinte expressao para a energia
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de deformacdo especifica:
1

1
w= EEijD 1Ex = EE :D:E, (4.67)

ijk
onde D € um tensor de quarta ordem, chamado tensor dos modos eldsticos de rigidez.

Pela derivada da expressdo (4.67) em relacdo ao tensor de deformagdes de Green-Lagrange

obtém-se:

S=117 vf (‘I 5y 7 )1+ 2GE, (4.68)

onde S € o tensor da tens@o de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, E € o tensor deformacao de

Green-Lagrange, E, G e v sdo respectivamente o modulo de elasticidade, o médulo de elastici-

dade transversal e o coeficiente de Poisson do material.

A lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff trata-se de uma generalizacdo da lei de Hooke e
representa relacdo linear entre a tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e a deformacgao de
Green-Lagrange. Embora a lei constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff seja uma generalizacao
da Lei de Hooke que visa contemplar materiais hipereldsticos, a mesma s6 pode ser aplicada

com seguranca no dominio das pequenas deformacdes (ver Pascon (2008)).
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5 Analise numérica de dinamica dos
fluidos

A sequéncia adotada neste trabalho consiste em primeiro discretizar as equagdes no tempo,
para em seguida aplicar o método dos residuos ponderados e estabelecer o procedimento de

solugdo.

5.1 Discretizacao no tempo

5.1.1 Aspectos matematicos dos problemas transientes em mecanica dos
fluidos

Os problemas de interesse sao transientes, ou seja, envolvem a variacdo temporal das gran-
dezas fisicas. A partir dos valores iniciais dessas grandezas, pode-se encontrar uma solucao
numérica, ou em alguns casos analitica, da Equa¢ao Diferencial Parcial que rege o problema.
As solugdes numéricas sao obtidas a partir de uma marcha no tempo com passos de duracdo At
até atingir o instante final desejado (FORTUNA, 2000).

Ainda, segundo Fortuna (2000), os fendmenos transientes sdo modelados por equagdes
diferenciais parabodlicas ou hiperbdlicas. Os fendomenos dissipativos (efeito da viscosidade,
por exemplo) sdo descritos por equacdes parabdlicas. Se ndo houver dissipag@o de energia, as

equagoes sao hiperbolicas.

A equacdo modelo do problema hiperbdlico € a equacdo de convecgdo, que para o caso
unidimensional linear, ou seja, quando existe relacao linear entre o deslocamento e tempo, €

escrita como:
d¢  J¢

A equacdo (5.1) representa o transporte de ¢ sem dissipagc@o, no sentido positivo de x, com

velocidade u. Em um problema real ¢ pode ser massa, quantidade de movimento, energia, etc.
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Caso o processo de conveccdo possua mecanismos dissipativos, esse obedece a equacao

parabdlica de convec¢ao-difusao, que para o caso de convecgao linear € representada através da
ao ag d d
— =—u—+—|I'=— |, 5.2
o u8x+8x( ax> (>2)

onde I' € o coeficiente de difusdo. A equacdo (5.2) também é denominada equacdo de transporte.

expressao

A figura 5.1 ilustra um exemplo de solucao da equacdo de transporte (5.2).

Figura 5.1: Distribuicdo Gausiana transportada com dissipag¢ao

Os problemas transientes consistem em problemas de valores iniciais (PVI’s), exigindo
para a sua solu¢@o a imposi¢ao de condi¢des iniciais (condi¢des conhecidas em algum instante
passado no tempo). Quando os problemas transientes necessitam também de condicdes de
contorno (condi¢des que durante todo o intervalo de tempo sdo conhecidas sobre determinada
regido do espaco que delimita o dominio da andlise), também constituem problemas de valor
de contorno. Quando sdo governados por uma equacao diferencial hiperbdlica, os problemas
transientes apresentam regido aberta e podem admitir solu¢do descontinua. Por outro lado,
quando as equacdes governantes sao parabdlicas, o problemas transientes apresentam regiao

fechada e nao admitem soluc¢ao descontinua.
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5.1.2 Solucao numérica explicita de problemas de transporte

Sejam chamadas caracteristicas as curvas que indicam as posi¢cdes no espaco pelas quais
ocorre o transporte de informacdes, conforme pode ser visto em Fortuna (2000). De posse
desse conceito, por simplicidade, primeiro serd descrito o processo para o problema linear sem

difusdo, e em seguida, expandido para o ndo linear com difusao.

Se uma particula com a informacao escalar ¢ se propaga por uma determinada carac-
teristica, com determinada velocidade constante u, idéntica a velocidade de conveccao para
problemas escalares, a posicdo final y adquirida por esta particula apds um intervalo de tempo

At = t, 1 —t,, para um caso unidimensional linear, é expressa por:

y=x+u(tyr1 —tn). (5.3)

Caracteristicas

A
. %
Projecan
l
: A
I n+i
L v
- 'J...- .
- - — s —» | -
Ertrada ofx) ofy) Saida

Figura 5.2: Curvas caracteristicas para equacao linear

Como pode ser observado na figura 5.2, o valor da grandeza escalar ¢, na posicdo y € no

instante t = n+ 1, € igual ao valor de ¢ na posi¢@o x e no instante ¢ = n, ou seja:
O(X)n=O(Y)nt1- (5.4)

E possivel obter uma forma fraca de (5.4) ponderando-se a mesma e integrando sobre o
dominio espacial . Observando que as fun¢des ponderadoras correspondentes a x ou a y

podem ser aplicadas para tal, portanto, opta-se pela funcao ponderadora N(y):

[ o@uNGIdQ= [ 60N, 55
Q Q
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Efetuando também a aproximac¢do no espago (empregando o método de Galerkin) é obtido:
/Q Ni(x)9 (%)) N (y)dQ2 = /Q Ni(y)0 (V)ns1)N;(y)dQ. (5.6)

No entanto, como N;(x) e N;(y) estdo em diferentes posi¢des no espaco, ndo é possivel
integracdo exata, porém esta pode ser viabilizada se ¢(x), for representado em fungdo dos

valores em y. Para tal, o processo pode se iniciar com a expansao local por série de Taylor:

_x2 2 " —X3 3 "
A K N

Calculando-se variagdo de posi¢do, (y —x), a partir da equagdo (5.3) e substituindo na

equagao (5.7), chega-se a:

99 | (Atu)? *¢(y)n  (Atu)’ 3?9 (y)n
O ()0 = () — Atu a(i) +4 2”) a)g) - 6”) a)g) f (58

Observa-se que a variacdo temporal de ¢ sobre uma caracteristica de coordenadas x’ € nula

por defini¢do, ou seja:
do
dt

cuja forma numérica em diferencas finitas de primeira ordem € expressa por

O (V)n+1— 9 (x)n
At

(1) =0, (5.9)

=0, (5.10)

com resultado exato para o caso de velocidade constante.

Da substitui¢cdo de (5.8) em (5.10), conclui-se:

OVt —O0W)n _ 00(W)n | A2 020(y)n AW 3¢ (y),
At - ox + 2 ox2 6 ox3 T 1D

Ou, assumindo uma velocidade média calculada no passo atual para o caso de transporte
com velocidade varidvel tal que:

V—x = @A, (5.12)
€ possivel escrever:

OVt — 00 00 | A 029(y), AW 029 (y),
At - ox + 2 ox2 6 ox3 Tt (5.13)

Deve-se notar que, para uma convecg¢ao linear, ndo sdo necessarias maiores aproximagoes,
bastando truncar a expressdao (5.11) na ordem de precisao desejada e efetuar aplicacao do

método de Galerkin para se obter a forma fraca e resolver o problema. A equacdo (5.13) é
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a forma ndo conservativa da convec¢ao, diretamente aplicavel a problemas incompressiveis ou

com as aproximacdes de nao existéncia de divergéncia (NITHIARASU et al., 2006).

Para se obter a forma conservativa da equacao de convec¢do com propagacao nao linear, do

tipo representado pela expressao:
dp  Jdu¢
ot dx’

cuja curva caracteristica é representada na Fig. 5.3, Nithiarasu et al. (2006) sugere o uso da

(5.14)

seguinte aproximagao para u@ (x):

A (ud (y))n N (y—x)* 9*(ud (y)n)
ox

2 dx?
00 P o)
0 PO,

Assumindo a aproximagdo Ar = (y — x) /u na equagdo (5.15), chega-se a:

d 92
(51, = 00— -2 (up (1)), + 12 (o 3),)
) PE (5.16)
2 S (g (3)a+ O(Ar).
; \ Caracteristica
Aoy
" il i _ -
Entrada 0(x) 0 (¥ :)I Saida

! (v=x) 1.

Figura 5.3: Curva caracteristica para convec¢do ndo linear

Da substitui¢cdo de (5.16) em (5.10), chega-se a forma final do procedimento explicito, para

a equacdo de convecg¢do escalar conservativa como sendo:

2
00)1 = 00— 8- + 12 L (up(3),)

2B g ), Ol

(5.17)
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A maioria dos problemas de transporte no entanto, a exemplo das equacdes de Navier-
Stokes, além dos termos que representam a conveccao, possuem outros termos tais como os de

difusdo. Assim, sobre uma linha caracteristica x’, ao invés de (5.9), tém-se:

a(p(xlvt) AN
L oW =o, (5.18)

onde Q(x") compreende todos os termos que ndo os de convecgdo. Escreve-se entdo a seguinte
aproximacao (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b), ao invés de (5.10):

O(V)nt1— O (x)n
At

~ (00 1) + (1 - 0)(Q()). (5.19)

onde O € igual a zero para formas explicitas e varia entre zero e 1 para formas semi-implicitas
ou implicitas.

Seja Q(x) aproximado pela expansdo por série de Taylor:

00) = 00— -0 220 | o), (5.20)

Substituindo-se na equagédo (5.19) ¢(x), por (5.15) truncado nos termos de terceira ordem e
dividido por u, substituindo-se também Q(x), pela equagdo (5.20) e, ainda, assumindo 6 = 0

(forma explicita), resulta:

—X u n —x2 Zu n
é(m)m_m)ﬁ@u )30 _ (v~ Pu () >>:

00)— (-5 222 o(ar)

(5.21)

Fazendo uso da aproximagdo Ar = (y —x)/u e reorganizando a equagdo (5.21), chegamos a

forma final:

R

2 u
(At) ui (a( g)(cy)n) _Q<y)n> —{—O(Al‘z).

(5.22)

2  Odx

Diferentes procedimentos podem resultar na equagao (5.22), diferindo apenas os termos de
alta ordem (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b).

Observa-se que os termos de segunda ordem das equacgdes (5.13), (5.17) e (5.22), obti-
dos devido a discretizagdo temporal sobre as linhas caracteristicas, introduzem dissipagdo na
direcdo das linhas de corrente, que, conforme mostrado por Zienkiewicz e Taylor (2000b) sdo

equivalentes aos esquemas SUPG quando o intervalo de tempo € igual ao critico, e diminui a
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medida em que o intervalo de tempo diminui. Isto € melhor discutido na secdo 5.4. Nithiarasu
et al. (2006) afirmam, ainda, que esse esquema de integracao ao longo das linhas caracteristicas

€ superior aos esquemas Taylor Galerkin.

Tal equacionamento pode facilmente ser estendido para grandezas em mais dimensdes.

5.1.3 Discretizacao das equacoes governantes da mecanica dos fluidos

Considerando que a variavel transportada se transforma em uma varidvel caracteristica,
e que a velocidade de convecgdo se transforma na velocidade caracteristica, o procedimento
discutido na secao 5.1.2 pode ser diretamente aplicado as equacdes governantes da Mecanica

dos Fluidos em versao ALE.

O algoritmo baseado na discretizacdo temporal vista em 5.1.2, conforme originalmente
proposto por Zienkiewicz e Codina (1994) em versdo explicita e semi-implicita, consiste em

quatro passos dentro de cada passo no tempo:

1. resolver a equagdo da quantidade de movimento sem os termos de pressao;

2. calcular a pressao a partir de uma equacgado de Poisson baseada na equacdo da Conservagao

da massa;
3. corrigir as velocidades;

4. resolver a equacgdo da energia e calcular as varidveis secunddrias para o proximo passo no

tempo.

Neste trabalho, € empregada uma versao puramente explicita para a solu¢dao de fluidos

compressiveis, com os 3 passos descritos a seguir:

1. calcular a variagdo da quantidade de movimento;
2. calcular a varia¢do da densidade

3. calcular a variacdo da energia e as varidveis secundarias para o proximo passo no tempo.

Reescrevendo-se a equacdo da quantidade de movimento ALE (3.46) da seguinte forma:

dpui _ _dujlpui)
P (5.23)
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onde Q; é dado por:
. d(ou:
0i= 5" — == pgitwi—s . (524)
. . X

, pode-se facilmente aplicar o procedimento que levou a equacao (5.22) substituindo-se ¢ por

pu;, resultando em:

d(ujpu; d(pu;) Jdtj 9
Xj 8xj 8xj 8xl~ n 525)

7 uk8_xk 8xj

j _
8x j 3)6 j 8x,~
onde os termos de ordem superior foram desprezados e todos os termos do lado direito da

igualdade sdo conhecidos no instante t=n.

Com base na equacdo da conservacdo da massa Euleriana (3.3), Zienkiewicz e Taylor

(2000b) sugerem a seguinte equagao para a variagdo da massa especifica:

d (A(pui))ny )

o (5.26)

9 (pui)yg J
Apn+1 = _Ata—xi =—Ar (8_x, (pui),+6

onde 6 € um valor arbitrado entre 0.5 e 1.

Para o caso ALE, pode-se manter 0 mesmo esquema, apenas acrescentando-se os termos

devidos a movimentacdo da malha:

_ J d(A(pui)), dp
Appi1 = —At <8_x, (pu;), + ea—Xi +W‘&_x,-> +

AR 9,0
2 uk&xk Wlaxl' n’

Finalmente, aplicando o mesmo procedimento utilizado para a equacdo da quantidade de

(5.27)

movimento, agora para a equacao da energia (3.47), obtém-se:

o (_2WwpE)  3(pE)
A<pE)n+1—At<— PR

d (,0T\ Od(wp)  d(wu;)
(i (65 ) ~ T+ PG e ) ¢

Ar 9 (8(uipE) 3(PE))+

(5.28)

7”"8_)@{ 8)(,' Wi 8x,~
A2 9 d ([, 0T\  Jd(uip) I(wju;)
2 %o (‘%("E)* dx  ox “’g’”’>n

As equacdes (5.25), (5.27) e (5.28) representam a discretizagdao temporal das equagdes go-
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vernantes da mecanica dos fluidos.

5.1.4 Estabilidade

O algoritmo proposto € condicionalmente estavel, sendo o intervalo de tempo critico limi-
tado a que a onda ndo percorra mais que o tamanho /4 de 1 elemento finito, ou seja, assumindo
os efeitos da difusdo despreziveis, para que o algoritmo permaneca estavel:

Ar <

> 5.29
~c+ |y ( )

onde ¢ é a velocidade do som e |u| é o médulo da velocidade do escoamento.

5.2 Discretizacao espacial e procedimento para solucao

Ap6s a discretizac@o no tempo, aplica-se o método de Bubnov-Galerkin as equagdes (5.25),
(5.27) e (5.28), de forma a obter uma solucdo fraca. Nota-se que, para o caso de fluidos com-
pressiveis, nao € necessario o emprego de formulacao hibrida ou mista (ZIENKIEWICZ; TAY-
LOR, 2000a, 2000b), assim sendo, todas as varidveis podem ser aproximadas no mesmo espago,

pelas mesmas fungdes aproximadoras.

5.2.1 Forma fraca

As varidveis podem ser aproximadas pelas fun¢des de forma N tal que:

pu; = NU;, (5.30)
u=Nuj, (5.31)
p = Np, (5.32)
»=Np, (5.33)
ApE =NE (5.34)
€
T =NT, (5.35)

onde N é o vetor das fun¢des aproximadoras, N = {N|N,...N,} e os vetores U;, u;, p, E, p
e T sdo os vetores coluna dos valores nodais respectivamente de quantidade de movimento

especifica na direcdo i, componente i de de velocidade, massa especifica, energia especifica,
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pressdo e temperatura. O valores nodais incognitas no presente algoritmo no entanto sdo U;, p
e E.

Com a aplicacdo do método de residuos ponderados em (5.25), segundo o processo de
Galerkin, escreve-se a forma fraca da equacdo da quantidade de movimento:

/ NA(Pt)ns1dQ = At [/ N; (— a(bgp”") +wjagp”") + 31"" - g_p +pgl~) dQ]
o Q X xj - Ox; O " (5.36)

o wpw)  d(pu) 9%y , Ip
|:/Nlukan< ax] Wi axj _axj—i_a_xl_pg)dg}n

Aplicando-se o teorema da divergéncia nos termos das tensdes desviadoras e pressao na
primeira integral apos a igualdade e em toda a segunda integral e desprezando-se a parcela de
integral sobre o contorno dos termos de alta ordem (essa dltima simplificacdo pode ser justifi-

cada pelo fato de que geralmente o fluxo € prescrito no contorno) resulta:

o(u;ipu; 0
/NIA(Pui)anQ = At U N, (— (Lgpu) +w; gp ) +sz) dﬂ]
Q Q Xj

n

oN,
—At [ 5 I(Tij_Sijp dQ+/N1 Tijnj— pn; )dl—‘:| (5.37)
A2 d(Nuy) (0 0 It Ip
5 {/g oxi (ax]( ipui) — w/a—xj(Puz) ~ o o —pgl) dQL_

Com base nas equagdes (5.30)-(5.35) e na lei da viscosidade de Newton , pode-se escrever
matricialmente a equagdo (5.37):
M<AUi)n+1 = At [—CU,’ +C,U; — Kvisc(u,-)ui — Kvisc(uj)uj + fi]
n (5.38)
+A? [KU; + K, U; +Pp + ],
onde as matrizes de massa M, de conveccdo C e demais matrizes e vetores sdo descritos nas

equacoes:

M = / NNdQ, (5.39)
Q
C= / NTMCZQ, (5.40)
Q Xi
CW:/ NTwia—NdQ, (5.41)
Q ox;

ONT /ON 20N

Kvisc(u,-) - o 8—x1“ (a_x] - ga_xl> dQ, (5.42)
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ONT 9N
KViSC(Mj) = 0 axj ‘ua_x,dQ, (543)
fi:LNTpgidQ+ANT(fijnj—pni)a’l“, (5.44)
1
K=—> (V(uN)" (V(uN))dQ, (5.45)
Q
1
K =3 / (V(uN)) (w/V(N))dQ, (5.46)
Q
1
P=—2 (V (uN))" (VN)dQ, (5.47)
Q
e
£ = 1/ i(u N")pgidQ (5.48)
SiT 5 o axk k p&i ’ .
ui w1
ondeu= | up | w= | wy | eV éo operador divergéncia V = { aixl aixz 8%3 }
us w3

Aplicando-se o processo de Galerkin em (5.27) e em seguida fazendo uso do teorema da

divergéncia, escreve-se:

8N a N, i)n
[ Miapnirae = [ (2 ((pup)y + 0a(pu)nir) ~ 28, ) gy
o o \ dx; dx;
Ar? B(Nluk) 8p

At d
Al/Nl ((thJn + GA(pM,')n_H - (pwi)n + = (W,’—p) ) n;dl’,
T 2 &x,- n

que pode ser escrito matricialmente como:

At
MAp = At |:G,'Ui —-Cyp+ ?Kwi p} +AtG;(0(AU;) 1) — fo, (5.50)
n
onde ONT
N
Gi= NdQ, (5.51)
Q Jx;
d(w,NT
C,, = / IwiNT) Naa. (5.52)
o Jdx;
d(uyNT) oNT
K, — / (WN) N o (5.53)
! Q 8xk 8x,—
At dp
fp :AI/N pu; —pw;i+ —wi=— nidl—‘—kAt/NGA(pui)anidl". (5.54)
r 2 8x,~ n r

Observa-se que o vetor fj, da equacdo (5.54) representa o fluxo através do contorno I" durante o
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T

intervalo At, assim, anula-se para as paredes, onde w!n =u’n, sendo n o vetor unitdrio normal

ao contorno I

Finalmente, seguindo-se 0 mesmo processo que foi aplicado para a equagdo da quantidade

de movimento gerando (5.24), agora para a equacao da energia, (5.28), escreve-se:

N, (_0"(ui(PI:”rp))Jr .3(PE)) 4O

NIA(PE)+1dQ = At
/Q IAPE)nt1 /Q 9% w; ox;
At/ ((99 (T,]uj—i—k ) dQ+
Q
5.55
A 19 (uiNy) (9(—ui(pE +p)) dQ+ (59
2 Jo dx; ox; Wi 8xl
aT
At/Nl (leuj+k ) n;dl,
cuja forma matricial pode ser escrita como:
MAE, ;| = —At[C(E+p) — C,E+ K7 T +Kqgiu; + £, +
As2 (5.56)
onde as novas matrizes € 0 novo vetor sao:
_ ey T
Ky = /Q (V N> k (V N) aQ, (5.57)
ONT
K:gi = a—rij(de (5.58)
Q ox;
) d
T
f, = / N’ <r,-ju,-+k—) nidr. (5.59)
r Ix;

Observa-se que a matriz de massa M pode ser substituida pela sua forma concentrada.
Isto € muito desejavel em métodos explicitos para se evitar a resolugdo de sistemas e também
possibilita impor as condi¢des de contorno essenciais como condi¢des iniciais a cada passo de

tempo.

5.2.2 Procedimentos para solucao

Apo6s serem determinadas a quantidade de movimento especifica e a massa especifica no

instante atual por (5.38) e (5.50), calculam-se as velocidades no instante atual por meio de:

n+1
W't = %. (5.60)
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Apo6s a obtencdo da energia especifica por (5.56), a pressao, temperatura e velocidade do

som sdo determinadas com o uso das equagdes auxiliares da termodindmica:

T = cl (E - %uiui) : (5.61)
= (y—1)Tc,comy= 2 (5.62)
Cy
€
1
p=(—-1) (PE - Epuiui) ) (5.63)

onde ¢, € o calor especifico a pressdo constante € ¢, € o calor especifico a volume constante.

Tendo sido determinadas todas as varidveis, passa-se para o proximo passo no tempo.

5.3 Condic¢oes de contorno

Os problemas de fluido podem ter um dominio cuja extensio real seja infinita, ou pelo
menos possa ser considerada infinita (problemas na atmosfera por exemplo). Por outro lado,
também existem problemas onde o dominio é bem definido em todo o contorno. Assim, é
possivel dividir as condi¢des de contorno em: i) condigdes ficticias e ii) condi¢des Reais,
(NITHIARASU, 2002; ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b).

1) Condicoes Ficticias

Ocorrem por exemplo em escoamentos em dominios abertos, para os quais € necessario
criar um contorno com caracteristicas consideradas no infinito. Esse contorno € apenas uma
delimitacdo da drea de computacdo, por isso, essas condi¢des sdo ditas condigOes ficticias.
Na determinacao deste contorno, e dos valores especificados sobre 0 mesmo, considerando-se
que, a medida em que a distancia a um contorno impermeadvel cresce, o escoamento tende ao
escoamento nao perturbado (escoamento no infinito) na entrada e nos lados, porém na saida os

efeitos causados por um contorno impermedvel podem continuar por uma longa distancia.

Assim, para escoamento subsonico, a especificagao de todas as quantidades, exceto a den-
sidade pode ser feita nos lados e na entrada do contorno. Na saida existem varias possibilidades

para se impor as condi¢des de contorno. Zienkiewicz e Taylor (2000b) apresentam as seguintes:

1. Aplicacdo de suposicdes no que diz respeito a for¢a de superficie e as velocidades.

2. Uma condic¢do de gradiente de forca de superficie nulo e tensdes existentes.
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Para escoamento supersonico, todas as varidveis podem ser prescritas na entrada, mas na
saida ndo sao especificadas condi¢des de contorno, uma vez que as perturbacdes causadas pelas
condicdes de contorno ndo podem viajar tdo rapido como a velocidade do som. Matematica-
mente, o equacionamento passa de dominantemente parabdlico a dominantemente hiperbdlico

(fronteira fechada para fronteira livre).
i1) Condigoes Reais

Estas condicoes sdo devidas aos limites fisicamente definidos do dominio do fluido. Na
parte do contorno que faz fronteira com sélido, tem-se a velocidade normal igual a componente
de velocidade do s6lido na mesma direcdo, o que também € valido para a velocidade tangen-
cial caso seja tratado de um escoamento viscoso com condi¢do de aderéncia, porém a tensao

tangencial € nula caso o escoamento seja inviscido e a velocidade € livre.

Como condicgdes reais, ainda se t€ém as condicdes de contorno com forca de superficie

prescrita. Para o caso de superficies livres a forca de superficie é nula.

5.4 O problema das variacoes espiirias

Embora o estudo das variagdes espurias ndo seja o tema central deste trabalho, o mesmo se
faz necessdario quando a inten¢do € desenvolver um programa para fluidos baseado no Método

dos Elementos Finitos.

No caso de escoamentos compressiveis, surgem variagdes devidas a conveccdo e também a

presenca de choque da onda de pressao (descontinuidades).

5.4.1 Conveccao

Ao se aplicar o método classico de Galerkin as equagdes na descricao Euleriana ou mesmo
ALE, para cada n6 sdo consideradas contribui¢cdes das derivadas tanto a jusante como a mon-
tante, o que acaba por acarretar nas variagcdes espurias devido a convec¢do. O mesmo problema
€ observado ao se considerar derivadas por diferengas centrais de segunda ordem no método das

diferencas finitas quando empregado a forma Euleriana.

Observa-se também que as matrizes geradas para os termos convectivos, com uso do método

de Galerkin, a exemplo de (5.40), sdo assimétricas.

Para uma melhor compreensdo do problema, emprega-se o caso ilustrado na Fig. 5.4, o

qual consiste no transporte de ¢, cuja distribui¢do inicial € representada pela linha em negrito,
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com uma velocidade constante u.

——condicao inicial

41/!, A ~&- solugdo numérica emt1
A —x—solucdo esperada emt1
‘ —s—solucdo esperada emt2
— % ‘ ~-+-- so0lugdo numérica emt2

Figura 5.4: Variacgoes espurias

O problema € regido pela equacgdo:

A = —M ' Atu / KAL) (5.64)
o Ox

Resolvendo-se com elementos de aproximacao linear, observa-se que apesar da derivada a

. . d . . . .
esquerda do né 1 ser nula, o termo convectivo u [o N a—ﬁdQ para o referido n6 continua diferente
de zero, devido a parcela que vem do elemento a direita, fazendo com que haja variacdo nao

condizente com o problema real.

Para o problema de convecgdo-difusdo, as variacdes espurias diminuem a medida que o
termo dissipativo se torna mais dominante € 0 mesmo comportamento é observado quando a
malha € refinada ou a funcdo ponderadora aumenta de ordem em relacao a funcdo de forma
(Petrov-Galerkin), conforme o estudo apresentado por Zienkiewicz e Taylor (2000b) (figura
5.5), em fun¢@o do nimero de Peclet:

Pe = — (5.65)

tal que u é a velocidade de conveccdo & € o tamanho do elemento e k € o coeficiente de difusao.
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=mm=rmmm= Galerkin Classico w=10

= = == Petrov-Galerkin o = 1.0 (full upwind difference)

— o Petrov-Galerkin o = oy i
Exato

Pe = Uhizk = 0 /,./ i

-

Figura 5.5: Variacoes esptrias em fun¢do do nimero de Peclet

Uma forma muito simples de diminuir o problema das variagdes esptirias € resolver descon-
tinuamente, elemento por elemento, no sentido da caracteristica, impondo-se o resultado obtido

na saida do elemento anterior como condi¢ao de contorno para a entrada do elemento posterior.
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Para alguns problemas, esse processo pode ser equivalente ao Processo de Galerkin Des-

continuo.

(a) Solucgdo via Galerkin classico (b) Solugdo via Galerkin descontinuo

Figura 5.6: Comparacgao entre Galerkin classico e descontinuo

A figura 5.6(a) apresenta a solucdo no instante t=5 segundos para o transporte de uma
grandeza escalar de valor 10 sobre uma malha de elementos finitos triangulares com aproxima-
c¢ao linear. O comprimento de total do dominio analisado € de 10 m de comprimento, sendo
o valor inicial da grandeza de 1, e a velocidade de conveccdo constante sobre todo o dominio
e igual a 1m/s, segundo o processo classico de Galerkin e a figura 5.6(b) segundo o processo

descontinuo.

O método de Galerkin Descontinuo, apesar de apresentar excelentes resultados, e de ga-
rantir as equagoes hiperbodlicas solugdes descontinuas, ndo pode ser diretamente aplicado a
equacgoes nao lineares. Para que este método sirva a resolucio de equacdes ndo lineares, fo-
ram propostas algumas alteragdes, como a introdu¢do de fluxos numéricos nos contornos como
fizeram Cockburn et al. (1989), Calle et al. (2005) e Santos (2004). Esses autores também
utilizaram difusividade artificial ou um limitador de inclina¢do conforme sugerido por Cock-
burn et al. (1989) para suprimir variacOes espurias que ainda persistem no método de Galerkin

Descontinuo.

A maior desvantagem do Método de Galerkin Descontinuo € o grande aumento do nimero
de graus de liberdade, elevando o custo de processamento, embora 0 mesmo seja mais facil-

mente paralelizado.

Outro processo que merece ser considerado, € o emprego de coordenadas méveis com valo-
res interpolados a cada passo no tempo para uma malha de coordenadas fixas, como trabalhado

por Farmer e Norman (1986) e Zienkiewicz et al. (1985). Esse processo surgiu nos anos 1980
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e foi considerado uma boa alternativa para os problemas com alto niimero de Peclet, porém foi
muito pouco difundido, talvez devido ao fato de ser muito dispendioso para os computadores

da época.

Atualmente, um processo de estabilizagdo muito empregado € o processo Streamline Upwind
Petrov-Galerkin - SUPG, introduzido por Brooks e Hughes (1982) e que consiste no emprego
do processo de Petrov-Galerkin escolhendo-se fun¢des ponderadoras que adicionem difusdo na

direcdo das linhas de corrente, tal como a fungcao W:

oh u; ON
W=N+——— 5.66
T Tl o (5.66)

com a = coth(Pe) — 1/Pe (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b), onde Pe é o nimero de Peclet.

Conforme demonstrado por Zienkiewicz e Taylor (2000b), os termos de segunda ordem
obtidos com a discretizagdo temporal ao longo das linhas caracteristicas fornecem difusdao no
sentido das linhas de corrente equivalente ao emprego de SUPG quando o intervalo de tempo

tende ao intervalo critico.

Os problemas estacionarios podem ser eficientemente analisados utilizando-se o intervalo
critico para cada elemento nos termos de segunda ordem, porém para problemas transientes,
que s@o o objeto deste trabalho, faz-se necessario emprego de At menor e igual para todos os

elementos.

Zienkiewicz e Taylor (2000b) também mostram que as variacdes espurias que nao sao con-
tidas por se utilizar At pequenos no método das caracteristicas podem ser evitadas simplesmente

utilizando-se matriz de massa consistente.

Para ainda assim evitar a necessidade de sub-rotinas pesadas para solucdo de sistema,

emprega-se uma metodologia iterativa baseada na matriz de massa concentrada expressa por:
(A9), = (A9),_, +M. ' [B—M(A¢),_,], (5.67)

onde A¢ € o vetor incégnita do sistema, / € a iteragdo, My, € a matriz de massa concentrada, M

¢ a matriz de massa consistente € B € o vetor independente do sistema.

Esse processo converge rapidamente para a solu¢do obtida com a matriz de massa consis-
tente. Assim sendo, os sistemas (5.38), (5.50) e (5.56) sdo resolvidos no presente trabalho por

esse processo iterativo.
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5.4.2 Captura de choque

Para solucionar o problema das variacdes causadas por descontinuidades devidas a choques,

adiciona-se as equacdes um termo viscoso.

Dentre os modelos de captura de choque, destaca-se o processo baseado na segunda deri-
vada, conforme sugerido por Zienkiewicz e Taylor (2000b) e usado também por Teixeira (2001)
e Nithiarasu et al. (2006). Tal processo consiste em introduzir nas equagdes o termo dissipativo

numérico f“a, calculado por:
d (do
=Atu,— | =— 5.68
flla ;u“aaxi (8xi) ) ( )
onde p, € a viscosidade artificial.

A viscosidade artificial deve ser nula longe da ocorréncia de descontinuidade e méxima
sobre a descontinuidade, ou nula onde o gradiente de pressao for nulo e mdxima onde a variacao

do gradiente de pressdo for maxima. Assim, Zienkiewicz e Taylor (2000b) sugerem a seguinte

9 (9p
ox; \ dx;

onde u € o vetor velocidade, p,,.q € a média da pressdo sobre o elemento, g4;y € um coeficiente

férmula para a viscosidade artificial:

(luf+¢)

med

(5.69)

Ug = Qdifh3

Y
e

que permite ao operador do programa calibrar a viscosidade artificial, sendo recomendado na
literatura (ver por exemplo Zienkiewicz e Taylor (2000b) e Nithiarasu et al. (1998)) variar numa

faixa entre O e 2, ¢ € a velocidade do som e /& € o tamanho do elemento.

Para elementos com aproximacao linear nao € possivel obten¢ao direta da segunda derivada
da pressao, assim, € feito uso da aproximagao em fun¢do da diferenca entre as matrizes de massa

consistente e concentrada (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000b):

20%¢
Dessa forma, chega-se a equagao:
S ul+c
Hqa = Qdith (M—M,)p (5.71)

med

onde 11, e p sdo respectivamente o vetor dos valores nodais da viscosidade artificial e o vetor

dos valores nodais da pressao.

Ainda cabe a aproximacdo proposta por Zienkiewicz e Taylor (2000b) para se obter um

valor de viscosidade artificial constante sobre cada elemento:
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.uag:(Idifhﬂu"i‘C)Se» (5.72)
onde S, € a média dos valores §; calculados para cada n6 do elemento, conforme:

X e(pi—pi)

Si= )
l Ze’pi_pk|

(5.73)

onde Y, indica soma sobre todos os elementos aos quais 0 né i estd relacionado e k os nds destes

elementos.

De (5.68), (5.70) e (5.72), chega-se a expressdo que representa a varidvel amortecida na

regido de choque:

O (t=n+1)=¢(t=n+1) +AtM‘1%inSe (M—Mp) ¢(t =n) (5.74)

Neste trabalho aplica-se essa técnica para a quantidade de movimento especifica (5.38),

para a massa especifica (5.50) e para a energia especifica (5.56).

Para casos em que o numero de Mach € muito pequeno, e portanto os gradientes de pressao
diminuem, a viscosidade artificial calculada em funcao da segunda derivada da pressao pode ser
insuficiente para solucionar o problema. Nesse caso, adota-se para tais casos 0 amortecimento

sugerido por Nithiarasu et al. (2006), que consiste na equagao:

1 o

= 1) =
Ot =n+1) =105 17054

(M—Mp)M "¢ (t = n), (5.75)

onde Mp é a matriz de massa consistente sem os termos ndo diagonais, e & é uma varidvel de

amortecimento com valor entre 0 e 0,05, especificada pelo operador do programa.

5.5 Elemento utilizado

Para o fluido utilizou-se o elemento tetraédrico da figura 5.7, com 4 n6s e fungdes de forma
N; referentes ao né i, polinomiais de ordem 1 (lineares) e que observam a particao da unidade,

sendo estas iguais as funcdes ponderadores (método de Bubnov-Galerkin)

A integracdo das matrizes e vetores € feita numericamente através de pontos de quadratura
em coordenadas tetraédricas para o dominio e em coordenadas triangulares para o contorno
(ver Soriano (2003)). Isto € justificado pelo fato de que, embora tenham sido utilizadas funcdes
de forma lineares, cuja integracdo analitica ndo é muito complicada, a utilizagdo de integrais
numéricas facilita a futura elevacdo da ordem das fun¢des de forma tanto como alteracdes no

algoritmo.
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Figura 5.7: Fungdes de forma para os elementos finitos 3D de fluido

5.6 Aplicacoes - Testes preliminares

Algumas aplicagdes simples sdo propostas para testar o algoritmo para andlise transiente
de escoamentos. Ao mesmo tempo em que o programa € enriquecido com mais opgdes que

também sao testadas.

5.6.1 Propagacao da onda de pressao em um canal

Um teste importante para um algoritmo numérico de andlise transiente de escoamentos

compressiveis € a verificacao da propagacdo da onda de pressao.

a

E sabido que, para pequenas diferencas de pressdo, onde os efeitos térmicos sdo muito
pequenos, assim como a velocidade de escoamento, a onda de pressdo deve propagar-se na
velocidade do som. Assim, alguns autores como Teixeira (1996) e Kawahara e Hirano (1983)

adotam este teste como parte da validagcdo de seus codigos.

O canal da Fig. 5.8 , com 10 m de comprimento e 0,8 m de didmetro enscontra-se inici-
almente cheio de um fluido a uma pressdo de 11 kPa na primeira metade e 10 kPa na segunda

metade. Adota-se velocidade do som ¢ = 1000 m/s, e relagdo entre calores especificos y = 1,4.

O problema foi discretizado em 3212 elementos tetraédricos e 930 nds, como se observa
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10 m

. A
0.8 m

)

() 11kPa ) 10kPa )

Figura 5.8: Canal com diferenca de pressao

na Fig. 5.9, sendo adotado o modelo de captura de choque da equacdo (5.74) com coeficiente

qair = 1.

x

Figura 5.9: Malha para o canal

No instante inicial da andlise a divisdo entre as duas metades € instantaneamente aberta e
uma onda de pressdo propaga-se pelo canal. A distribuicdo de pressao para vdrios instantes €

apresentada na Fig. 5.10, onde € também comparada com a soluc¢do analitica.

Observa-se coeréncia entre as respostas analitica e numérica, além de uma difusdao numérica

pequena considerando-se a malha empregada.

5.6.2 Escoamento inviscido transiente em um canal com degrau

Segundo Soria e Casadei (1997), este problema se tornou um teste cldssico para modelos

numéricos de fluidos compressiveis, sendo proposto primeiramente por Woodward e Colella
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Figura 5.10: Propagacdo da onda de pressao - primeira parte

(1984) e utilizado por vérios autores para validacdo de algoritmos para andlises transientes.

O fluido estd em escoamento supersonico ndo perturbado, entdo no instante inicial da
andlise sdo impostas as restricoes de velocidade nas paredes com a geometria da Fig. 5.11,

onde também € apresentada a malha utilizada com elementos e nds.
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Figura 5.10: Propagacao da onda de pressdo - continuag@o

As varidveis foram tratadas de forma adimensional (ver Anexo A) e as condicdes de con-
torno impostas na entrada foram de escoamento ndo perturbado (componente horizontal de
velocidade adimensional # = 1, nimero de Mach 3, e densidade p = 1), nas paredes se restrin-

giu o fluxo na dire¢ao normal e na saida nao se aplicou condi¢des de contorno. A relagdo entre
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Figura 5.11: Geometria e malha do canal com degrau

os calores especificos adotada foi y = i—’: = 1,4 e o coeficiente de captura de choque empregado

foi qdif = 1,2.

Nas figuras 5.12 e 5.13, as distribui¢cdes de massa especifica e de pressao sdao mostradas

a cada 0,5 unidades adimensionais de tempo até que se atinja o instante adimensional t = 4, 0.

Nas mesmas figuras, os resultados podem ser comparados com iso-linhas de pressao e densidade

obtidas por Lohner et al. (1985).

Embora nao haja dados disponiveis sobre os valores maximos € minimos na referéncia,

nota-se a coeréncia entre os dois trabalhos uma vez que as curvas de nivel de pressao e densidade

ao longo do tempo se mostram muito parecidas.

5.6.3 Uso explicito de passos de tempo Locais para problemas transientes

através de sub-ciclos de tempo

De acordo com Teixeira (2001), as técnicas de integracao no tempo em esquemas explicitos

de solucdo, utilizando passo de tempo varidvel, sdo muito tteis em simulagdes numéricas de

problemas de engenharia. O método de passo de tempo varidvel estudado neste topico é uma

técnica de integracdo mista no tempo, usando-se para tanto o mesmo integrador, mas com dife-
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(d) t=2.0

Figura 5.12: Distribui¢do de densidade - primeira parte. Esquerda: Presente trabalho, direita:
Lohner et al. (1985)
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=

(h) t=4.0

Figura 5.12: Distribuicdo de densidade - continuacdo. Esquerda: Presente trabalho, direita:
Lohner et al. (1985)
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—

d) t=2.0

Figura 5.13: Distribuicdo de pressao - primeira parte. Esquerda: Presente trabalho, direita:
Lohner et al. (1985)
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(h) t=4.0

Figura 5.13: Distribuicao de pressdo - continuacao. Esquerda: Presente trabalho, direita:
Lohner et al. (1985)
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rentes passos de tempo para diferentes partes do dominio.

Essa técnica permite que cada elemento ou grupo de elementos seja integrado usando um
passo de tempo mais préoximo do seu passo de tempo critico conforme definido pela equagao

5.29, que é o maior passo de tempo que mantém a estabilidade de solucao.

O uso da técnica do passo de tempo varidvel proporciona um aumento substancial na
eficiéncia computacional, principalmente em problemas que possuem tamanhos e proprieda-
des de elementos muito diversificados. Em problemas de escoamentos de fluidos, por exemplo,
necessita-se de uma discretizagdo mais refinada em regides proximas de superficies de corpos,
implicando no uso de elementos finitos de varios tamanhos. Em sintese, emprego de intervalos
de tempo locais evita que a solu¢do venha a convergir para um resultado errado devido ao uso
de intervalo muito pequenos para elementos muito grandes em malhas com alta variag¢do no ta-
manho dos elementos, conforme pode ser visto na figura 5.18 e também pode produzir ganhos

em tempo de processamento conforme mostrado por Teixeira (2001).

Nos métodos explicitos com sub-ciclos de tempo para solugdo transiente, adotam-se passos
de tempo tal que relacdo entre esses seja inteira, assim, se um grupo de elementos ou de nds
possui um passo de tempo Az, o préximo grupo de intervalo de tempo maior terd um passo nAt,
onde n € um numero inteiro positivo. De acordo com Teixeira (2001), embora esta restricao
limite a divisdo da malha em grupos, ela permite que o cddigo seja vetorizado, o que ndo

acontece em outros métodos sem esta restri¢do.

Belytschko e Gilbertsen (1992) aplicaram a técnica de passo de tempo varidvel com a
relacdo entre passos de tempo inteira, utilizando os recursos de paralelizacdo e vetorizacdo para
problemas de dinamica estrutural e Teixeira (2001) aplica a mesma técnica em problemas de
escoamento de fluidos 3-D. Aproveitando o ambiente de programacao utilizado nesta pesquisa,

adota-se a proposta de Teixeira (2001).

Descricao da técnica adotada

Inicialmente escolhe-se um passo de tempo basico Az, o qual deve ser inferior ao menor
passo de tempo critico da malha, e entdo divide-se os elementos e nds em grupos de passo de
tempo local At,, tal que Af, seja menor que que o intervalo de tempo critico do elemento e
seja calculado por Af, = nAt com n um nimero inteiro e positivo que indica o grupo ao qual o
elemento pertence. Em segida, determina-se o passo de tempo local para cada nd, Aty, tal que

este seja igual ao menor passo de tempo dos elementos aos quais o né estd conectado.

Um ciclo global de avango no tempo corresponde a um passo global no tempo de NSU BAt,
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onde NSUB é o nimero de sub-ciclos. Isso ocorrerda quando todos os nds terdo as varidveis do
problema no mesmo tempo. Para controlar a atualizacdo dos elementos e dos nds no tempo, €
gerado um vetor que indica quais os grupos que serao atualizados a cada instante ou sub-ciclo,
até completar um ciclo. No primeiro sub-ciclo, todos os grupos de elementos e de nds sdo
atualizados. Em seguida, esses serdo atualizados somente se o instante local do elementos 7, for

menor ou igual ao instante global 7.

Para os nés que pertecem a elementos com diferentes passos de tempo, a cada atualizagao
do elemento ¢ com menor intervalo de tempo, considera-se a contribuicdo deste elemento e
interpola-se linearmente a contribuicdo dos demais elementos para o instante 7, referente ao

elemento e.

O ganho de tempo tedrico de processamento, de acordo com Belytschko e Gilbertsen (1992)

pode ser estimado por:

ot NSUB
anho = — = ,
& 15 YNSUB pEAS; /100

onde 1" e t* sdo os tempos de processamentos requeridos para a solucao do problema, utili-

(5.76)

zando um passo de tempo uniforme e passos de tempo varidveis, respectivamente. PEAS; é a

porcentagem de elementos atualizados no subciclo i.

Exemplo com sub-ciclos de tempo - Analise 2D de um aerofélio com movimento oscilatério

Além de buscar uma verificagao do algoritmo com subciclos de tempo, com esta aplica¢io
também busca-se verificar o desempenho de pequenos passos de tempo em uma malha com

variagdo muito grande de tamanhos de elementos.

Este exemplo consiste na aplicacao do algoritmo apresentado para a andlise do escoamento
transiente inviscido do ar (y = 1,4) a Mach 0,755, velocidade sobre um aerofdlio de perfil
NACA 0012 com movimento oscilatério de rotacdo em torno do ponto situado na linha média,

a 25% da corda. O ciclo de oscilagdo € definido por:
o =0,016°+2,51°sen(wt), (5.77)

onde & € o angulo de ataque, ¢ € o tempo adimensional (ver Anexo A) e @ € a freqiiéncia circular

do movimento de pitch, calculada em rad/unidade de tempo adimensional por:

200
A s (5.78)

Coo
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com k sendo o valor da freqiiéncia reduzida com base na corda tomado como k=0,0814 ¢ L a

corda do aerofélio, tomada como 1.

Este € um ensaio padrio AGARD (LANDON, 1982), cujos resultados experimentais sao

usados para comparacao com os do presente trabalho.

A malha utilizada para este problema é a mesma utilizada por Nithiarasu et al. (2006) para
a resolugd@o do problema estaciondrio a um angulo de ataque nulo, contendo 3753 nds e 7351
elementos triangulares com aproximacao linear (ver Fig. 5.14. A malha possui forma circular
no contorno ficticio, com raio de 125. O aerofdlio possui corda unitaria e seu bordo de ataque é

situado no centro da malha, sendo a malha na vizinhanca do aerof6lio apresentada na Fig. 5.14.

(a) Malha sobre o dominio computacional (b) Detalhe da malha na regido do ae-
rofélio

Figura 5.14: Malha para o aerofélio NACA 0012

Para este exemplo utilizou-se 12 grupos com passos de tempo admensionais multiplos:
0,00001, 0,00002, 0,00004, 0,00008, 0,00016, 0,00032, 0,00064, 0,00128, 0,00256, 0,00512,
0,01024 e 0,02048, como pode ser visto na Fig. 5.15.

Primeiro resolveu-se o problema estaciondrio para um angulo de ataque 0,016°, a partir de

entdo (t = 0), impds-se a oscilacdo ao aerofdlio.

As distribui¢des de pressdao, massa especifica e velocidade adimensionais no instante adi-

mensional = 13,01 sdo mostradas na Fig. 5.16.

Os resultados numéricos da distribuicao do coeficiente de pressdao ao longo da corda do
aerof6lio em vérios instantes sdo apresentados na Fig. 5.17 e comparados com os resultados
experimentais AGARD (LANDON, 1982).
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Figura 5.15: Grupos de elementos de mesmo At
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Figura 5.16: t = 13,01 (a) Distribuicdo de pressao (b) Distribui¢do de massa especifica, (c)
Distribui¢@o dos valores da componente horizontal de velocidade, (d) Distribuicdo dos valores
da componente vertical de velocidade

Observa-se nos resultados apresentados que o uso de subciclos de tempo conduziu a uma
solucdo coerente, enquanto, devido a grande diferenca de tamanho dos elementos, o uso de um
passo de tempo tnico Ar = 0,00001 levou a uma solugdo errada, como pode ser observado na
Fig 5.18.
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Figura 5.17: Coeficientes de pressdo ao longo da corda em vdrios instantes - primeira parte

5.6.4 Escoamento viscoso com conducao de temperatura sobre uma placa
aquecida - malha 3D

Este problema consiste no escoamento viscoso, supersonico sobre uma placa plana, a Mach

3, com uma velocidade adimensional (Ver Anexo A) na direcdo horizontal do fluxo ndo pertur-
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(b) -0,54° - movimento horario - t=49,3

Figura 5.17: Coeficientes de pressao ao longo da corda em varios instantes - continuagao

(a) subciclos de tempo

i)

(b) At =0,00001 sem subciclos

Figura 5.18: Distribui¢do de massa especifia (a) com subciclos de tempo e (b) sem subciclos

de tempo

bado u.. = 1, nimero de Reynolds Re=1000, massa especifica adimensional p=1, relacio entre

calor especifico a pressdo constante e calor especifico a volume constante ¥ = 1,4 e nimero de

Prandt Pr=0,72. O comprimento de referéncia tomado foi o comprimento da placa igual a 1,0.

Foi adotado o coeficiente de captura de choque gq;r = 1.

As condig¢des de contorno aplicadas foram de escoamento livre na entrada, velocidade nula

e temperatura constante e igual a de estagnagdo 7T, no contorno da placa, e valores extrapolados

do dominio nas saidas (contorno superior e da direita) a fim de evitar reflexdo da onda de

choque.

A temperatura de estagnacdo é calculada por:

—1
T, = T <1+—7’ Mi),

2

(5.79)
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onde 7. e M., sdo respectivamente temperatura € nimero de Mach do escoamento nao pertur-

bado.

Para a viscosidade, considerou-se a Lei de Sutherland para o ar, conforme eq. (5.80), onde

os indices 0 indicam valores iniciais.

3/2
T To+110,4
w=tolzy) \7+1104 -89

A geometria do problema e a malha utilizada com 20383 elementos e 5651 nds, sdo apre-

sentadas na Fig. 5.19(a) e 5.19(b).
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(a) Geometria e condi¢des de contorno (b) Malha

Figura 5.19: Discretizacdo da placa

Na Figura 5.20 apresentam-se as linhas de corrente e os contornos de pressao, densidade
e temperatura obtidos pelo presente trabalho e que podem ser comparados com os resultados
obtidos por Zienkiewicz et al. (1999), reproduzidos na Fig. 5.21, sendo possivel notar bastante

semelhanga entre os resultados.

Finalmente, no grifico da Fig. 5.22 apresenta-se a distribui¢do sobre a placa de pressao
normalizada em rela¢@o a pressdo na entrada (P/P,, ), € compara-se com os resultados obtidos
por Carter (1972), Kubota e Ko (1967) e Nithiarasu et al. (2006). Observa-se que os resultados
do presente trabalho se mostram mais suaves que os obtidos por Nithiarasu et al. (2006), o que
ocorre devido a malha 2D empregada pela referéncia ser muito mais refinada. Assim, conclui-
se que o algoritmo se mostra adequado a anélises envolvendo tanto ondas de choque, como

escoamento viscoso e transferéncia de calor.
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/
/

(a) Linhas de corrente ®p

(P a@rT

Figura 5.20: Resultados para o problema da placa - (a) linhas de corrente (b) massa especifica,
(c) pressao, (d) temperatura

(@ p (b) P

Figura 5.21: Contornos de massa especifica (a) e pressdo (b) obtidos por Zienkiewicz et al.
(1999)

5.6.5 Uso do algoritmo explicito para simulacao incompressivel

A medida que a compressibilidade do fluido diminui, a velocidade de onda c¢ tende ao
infinito. Como essa velocidade determina o intervalo de tempo estdvel para a andlise numérica

explicita apresentada aqui, sao necessarios passos no tempo tendendo a zero a medida que o flui-
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i \ refA —

‘ ref B

4.5 T ref C — 1
‘ presente trabalho —

P/Pinf

x/L
refA - Kubota e Ko (1967), refB - Carter (1972) e refC - Nithiarasu et al. (2006)

Figura 5.22: Distribuicdo de pressao sobre a placa segundo diversos autores

do fica menos compressivel, dificultando que escoamentos incompressiveis sejam diretamente
analisados pelo método explicito. Por isso, adota-se um procedimento baseado em inicialmente

adotar uma compressibilidade artificial para o fluido.

Seja valida a seguinte relagdo para a propagagdo de ondas no fluido:

_9p
=3

¢ (5.81)
Com o auxilio da regra da cadeia, de (5.81) e (5.26), considerando a massa especifica cons-

tante, extrai-se a equagao de Poisson:

Ap 8u,~
@, AP

a—me. (5.82)

Trocando-se a equacdo 5.27 pela equagdo 5.82 e considerando a massa especifica constante,

obtém-se um algoritmo para simulacdo de fluidos pouco compressiveis no qual a equacao da

energia fica desacoplada e pode ser dispensada.

No entanto, a medida que a compressibilidade diminui, a velocidade de onda ¢ aumenta
tendendo ao infinito quando o fluido € incompressivel. Isto exige que se adote um intervalo de

tempo Ar muito pequeno para que a estabilidade do algoritmo fique garantida.

Uma alternativa para contornar este problema consiste em substituir a velocidade de onda

real por uma artificial B menor, conforme utilizado por alguns autores, a exemplo de Nithiarasu
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e Liu (2006) e Shapiro e Drikakis (2005) e ainda resolver o problema utilizando localmente o
intervalo de tempo critico de cada elemento.
Para que a solucdo transiente permaneca consistente, corrige-se a variacao da quantidade
de movimento da seguinte maneira (NITHIARASU, 2003):
Apu;,

— — P
ADu: = AdDu. — A\t ——% 5.83
pul pul t AT ) ( )

onde At € o passo de tempo interno e AT é o passo de tempo real. Para que seja obtida uma

solu¢do com aproximagdo de segunda ordem no tempo real, Apu;,. € aproximado por meio de:

3ml'n+l - 4Win + p_uin—l

7 (5.84)

Ap Uiz =
Nessa equacdo pu;, , € o valor da quantidade de movimento no n-€simo passo interno de

tempo. Os outros dois valores, pu;, € pu devem ser guardados dos respectivos passos de

in—1°
tempo reais.

Em cada passo de tempo real, um residuo de pressao previamente prescrito deve ser alcan-

cado, o que equivale a achar uma resposta estaciondria a cada passo real no tempo.

Em sintese o que se altera no algoritmo € o emprego de passos de tempo internos, troca
da equagdo da densidade pela equacao de Poisson para pressdo e a adi¢do da correcdo para o

tempo real.

Nota-se ainda que as condi¢des de Babuska-Brezzi podem ser contornadas no presente

algoritmo (ver Zienkiewicz e Taylor (2000b)).

Exemplo de problema 2D incompressivel

Esse exemplo consiste em um tanque de dimensdes 0,35 m de largura e 0,7 m de altura,
contendo fluido com massa especifica p = 1000 Kg/m?, viscosidade pu = 0,1 Pa.s, aceleragdo
da gravidade g = 10 m/s?, sendo as paredes consideradas sem atrito com o fluido (ver Fig. 5.23.
No instante t = 0 s o fluido estd em repouso e a distribui¢do de pressdo é hidrostatica, entdo a

comporta do tanque € instantaneamente aberta.

A malha utilizada possui 424 nés e 766 elementos triangulares de aproximacao linear, sendo

a velocidade da malha imposta igual a do fluido.

Sao apresentadas as configuragdes deformadas da malha e as distribui¢des de velocidades

nos instantes 2 s, 4 s e 6,1 s nas Figs. 5.24 - 5.26.
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Figura 5.23: Geometria do problema da barragem rompida

A figura 5.27 compara a posi¢ao extrema da superficie livre do fluido na dire¢ao horizontal
obtida pelo presente trabalho, com os resultados numéricos obtidos por Nithiarasu (2005) e os
resultados experimentais obtidos por Hirt e Nichols (1981), onde nota-se boa aproximacao. L ¢ a

largura final da barragem,L € a largura inicial da barragem (0,3 m) e #* € o tempo adimensional,
tal que t+x =1+/2g/Ly.

Embora os resultados tenham sido bastante coerentes com as referéncias, o método da com-
pressibilidade artificial empregado conforme empregado aqui se mostrou de convergéncia muito
lenta e estudos futuros devem ser feitos para melhorar a eficiéncia do processo ou mesmo para a
implementa¢do de modelos implicitos ou semi-implicitos, sendo que no restante deste trabalho

analisou-se apenas escoamentos compressiveis.
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(a) Malha deformada

Legenda:
324240
283710
243180
202650
162120
1.21590
081060

. 0.40530
0.00000

(b) Componente horizontal de velocidade

Legenda:

0.00000
-0.23675
-047350
-0.71025
-0.94701
| ‘ -1.18376

-1.42051
-1.85726
~1.89401

(c) Componente vertical de velocidade

Figura 5.24: Barragem no instante t =2 s
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(a) Malha deformada

Legenda:
4.40563
3.85493
3.30422
2.75352
2.20282
1.65211
1.10141
0.55070

.

(b) Componente horizontal de velocidade

0.00000

Legenda:

0.00000

-0.12153
-0.24307
-0.36480
-0.43614
-0.80767

-0.72921
-0.85074

‘

(c) Componente vertical de velocidade

-097223

Figura 5.25: Barragem no instante t =4 s
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(a) Malha deformada

Legenda:
4.88587
4.27514
3.66440
3.05367
2.44294
1.83220
1.22147

. 061073
- 0.00000

(b) Componente horizontal de velocidade

Legenda:
0.00000
-0.05245
-0.10490
015734
-0.20979
-026224
-031468
e . 036713
‘ -0.41958

(c) Componente vertical de velocidade

Figura 5.26: Barragem no instante f = 6,1 s
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Figura 5.27: Deslocamento horizontal relativo vs. tempo admensional
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6 Analise numeérica de dinamica das
estruturas

Neste capitulo o procedimento geral do Método dos Elementos Finitos baseado em posi¢des

€ explicado e aplicado a cinemdtica dos elementos de casca.

6.1 A formulacao posicional

Como jéa citado na se¢do 1.2, na formulacdao Lagrangeana posicional introduzida por Bonet
et al. (2000) e Coda (2003), as incognitas sdo as posi¢des na configuragdo atual (final) da estru-
tura. Apds a determinacgdo destas, as tensdes e deformagdes podem ser calculadas com relagao

a configuragdo inicial (de referéncia).

Seja o elemento finito B, na configuragdo inicial e B na configuracao atual (Fig. 6.1). Para
que possam ser medidas as deformacdes, é necessario que se tenha uma aproximagao para a

funcdo mudanca de configuracao f.

fA

= 1,1
- f.A
f”& ‘ /
3 1 E,

Figura 6.1: Mapeamento posicional (CODA; PACCOLA, 2007)

Com relag@o a uma referéncia auxiliar adimensional, {&;, &, &3}, determina-se a aproxima-



134 6 Andlise numérica de dindmica das estruturas

¢do para a funcio O que leva a configuracdo inicial conforme a expressio:

Jzz}ﬁ(fl,éz,@) =X (£,6,8) =

6.1)
= L =X;(81,6,&) = N; (&1, 6,8) Xji,

onde X; € componente i do vetor posi¢ao inicial, X; € o valor nodal da coordenada inicial i para

onodje N; € afungdo aproximadora associada ao no j.

A funcdo f¥ pode ser entendida como uma mudanga ficticia de configuracdo do espago
adimensional para a configuragdo inicial (CODA; PACCOLA, 2007). Analogamente se escreve
a funcdo f! que representa uma mudanga ficticia de configuragio do espago adimensional para

a configuragdo atual conforme:

= (E608) = T (61,6.8) =
= fl =x(&1,6,&) = Nj (&,&, &) xji,

onde x; € a componente i do vetor das posi¢Oes atuais e xj; € o valor nodal da coordenada atual

(6.2)

i paraono j.

Assim, o mapeamento real f da configuracao inicial para a configuracao final é dado por:

Y= (7) - (ﬁ) o (F’)_l. (6.3)

Da definicao do gradiente mudanca de configuracdo A no capitulo 4, pode-se escrever para
AL

A= A (88 =V |1 (68, 64
ou: 370
0y 2@
(A%),; = JE (6.5)
eparaAl:
Al :Al (517&27&3):V |:f1 <€17§2’€3):| ’ (66)
ou: a7
n 9
(A )ij_ IE; (6.7)
e, finalmente, o gradiente da mudancga de configuracdo f como:
— 8? 1 0\ —1
(7) = 2L = (a) () 68
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Com o auxilio das fungdes aproximadoras, A e A! podem ser expressos por:

AY = £ =N j(61,&2,3) X (6.9)

Ajj = £ = Nij (&1, &, &), (6.10)
onde (,) indica derivada parcial.

Ap6s calculado o gradiente de deformacao, os tensores alongamento a direita de Cauchy-

Green C e deformacgdo de Green-Lagrange E podem ser obtidos por:

C=ATA=[(A)) (AO)‘I]T (A" (a0 ] 6.11)

E=(c-n=) { (an (a0 [ah) (a9 7] _1} , 6.12)

onde I € o tensor identidade de segunda ordem.

A tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie, que é conjugada energética da deformacao
de Green-Lagrange, € obtida através da Lei Constitutiva do material. Tal relagdo pode ser
expressa pela energia especifica de deformagdo (PASCON, 2008). Assim, € possivel determinar

a desejada tensdo através da seguinte formula:

ow ow
S=—=8==—.
Y OE;

SE (6.13)

A partir deste ponto, todos os termos do funcional de energia potencial total da equacao
(4.64), que sdo: energia de deformacdo, energia das forcas externas e energia cinética, po-
dem ser calculados para uma posicdo tentativa. Aplicando-se o principio da minima energia
potencial através da minimiza¢ao do funcional em relagdo aos parametros nodais, que sao as
posicdes atuais, associado com algum integrador temporal, € possivel solucionar o problema de

equilibrio dindmico.

6.2 A aplicacao em elementos de casca

As estruturas denominadas cascas consistem em s6lidos com uma dimensao muito menor
que as outras. Assim € proposta uma aproximacdo para o mapeamento da superficie média,

conforme ilustrado na figura 6.2.

Os mapeamentos das configuragdes inicial e final dos pontos da superficie média, dados em
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Figura 6.2: Mapeamento da superficie média

fun¢do da combinacdo linear das funcdes aproximadoras sao respectivamente:

fl-mo :Xim(él,éz,Xﬁ) :Nj(élagz)xji (6.14)

S = (81, 600) = Ni(§1, &) (6.15)

onde N;(&;,&,) sdo as fungdes de forma referentes ao né j, Xj; sdo os valores nodais das

coordenadas iniciais, na dire¢do 7, do nd j e x; sdo os valores nodais das coordenadas atuais.

Ainda se faz necessario que todos os pontos da casca sejam mapeados. Usando a descrig@o
simples apresentada por Coda e Paccola (2009), a diferencga entre um ponto fora da superficie
média e um ponto correspondente pertencente a superficie média gera um vetor posi¢ao genera-
lizado g° na configuragio inicial ou g' na configuracio atual, de forma que um ponto qualquer
na casca pode ser definido adicionando-se o vetor posi¢ao generalizado ao ponto correspondente
na superficie média, tal que:

X;=X"+g’ (6.16)

xi=x"+gl. (6.17)

Os vetores g” e g' também devem ser escritos em funcio das coordenadas adimensionais.
Considerando-se inicialmente que a deformacdo ao longo da espessura seja constante, escreve-

Se:

g = @é’(&éz) & (6.18)
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gl = (5“52) el (&1,8) &, (6.19)

onde h° e h sdo respectivamente a espessura inicial e atual e el- e el.l

sdo as componentes i dos ve-
tores unitdrios respectivamente normal a superficie média inicial e ndo necessariamente normal

a superficie média atual (ver figura 6.3).

Configuracéo inicial Configuracéo Final

Figura 6.3: Vetores de posi¢cdo generalizados

O vetor e? ¢ aproximado pelas funcdes de forma da seguinte maneira:

&) (&1,&) =N;(&1,&) e, (6.20)

onde e?j € o valor nodal do vetor unitdario normal a superficie média no né j na configuracao

inicial.
Para a configuracgao final, Coda e Paccola (2007) propdem a aproximagao:

h(&1,&)ei (E1,&) = hogi(&1,&), (6.21)

onde g; € um vetor ndo unitdrio, também chamado vetor generalizado.

Sendo a espessura atual variando sobre o elemento de casca tal que:

h(&1,E1) = hov/&i(&1,61)8i(&1, &) (6.22)

€ 0 vetor unitdrio eil dado por:

el = gi(61,81)
VA (IRDFERIE (6.23)
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os vetores de posi¢do generalizados sdo finalmente escritos como:

h
8l = TEN;(&1.6)el) (6.24)

h _
gil = 3053Nj(€1752> G;’j (6.25)

onde G;; sdo os valores nodais (incégnitas) do vetor generalizado no né j para a configuragio

atual.

O fato de a cinematica definida até 0 momento considerar deformacao constante ao longo da
espessura da casca implica em aumento da rigidez para problemas com coeficiente de Poisson

nao nulo, podendo provocar o travamento da casca quando submetida a flexao.

A variacdo da deformacao ao longo da espessura da casca € introduzida através do chamado
enriquecimento transversal, e o valor deste enriquecimento para as andlises pode ser observado
nos exemplos apresentados posteriormente em que sdo comparados elementos sem o pardmetro
devido ao enriquecimento com elementos com enriquecimento. Para tal, chama-se a varidvel a

de taxa de variacao linear da deformacao ao longo da espessura tal que:

a(&,6) =N;(&1,&)aj, (6.26)

onde a; € valor dessa taxa no ponto correspondente ao no j.

Assim, as equagoes (6.16) e (6.17) ficam:
0_ v _ ho 0
fi =Xi=N;j(61,8)X;; + 7531\0(51,@2)@1‘]’ (6.27)

fl-l =Xx;= Nj(.ﬁl,ﬁz)xﬁ + % [53 +Nj(€l ) 52)‘1]&32} Nj(§l>€2)éij' (6.28)

Com as funcdes fl.o e fl.1 expressas em (6.27) e (6.28), obtém-se os gradientes AVe Al A
partir desses valores, é possivel obter o gradiente de mudanga de configuracio A = A (A?)~!
e com o auxilio das equagdes definidas na secdo 6.1, calcular todos os termos do funcional de

energia para posicoes tentativa do processo iterativo de solugao.

6.2.1 O elemento de casca

O elemento finito utilizado consiste em um elemento isoparamétrico triangular com 10 nés

e 7 parametros nodais por n6 (figura 6.4).
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Figura 6.4: Elemento finito de casca

Os parametros nodais, incognitas de um n6 j, sdo: 3 coordenadas i da posigdo atual x ;, 3
componentes i do vetor generalizado G;;, e o parAmetro nodal de variagdo linear da deformagio
segundo a espessura a; (CODA; PACCOLLA, 2007).

A integracdo sobre o elemento € feita com o uso da quadratura de Hammer sobre a su-

perficie média e quadratura de Gauss ao longo da espessura.

6.3 Integracao temporal

O integrador temporal empregado para a andlise da estrutura € o integrador de Newmark
B, o qual, embora largamente utilizada na anélise de estruturas de comportamento linear pode
apresentar problemas quando aplicado a estruturas ndo lineares devido a ndao conservacao do
momento e da energia. No entanto, Coda e Paccola (2009) mostraram que para uma formulacao
posicional Lagrangeana total, com matriz de massa constante, o integrador mantém-se conser-

vativo para a maioria dos problemas de casca.

As aproximagdes do processo de Newmark 8 para a descri¢dao posicional (CODA; PAC-
COLA, 2009) sdo:

1
XS+1 :Xs—l-AtXS-l-Atz {(E—ﬁ) Xs—l—ﬁ)'c'S_H} (6.29)

Xs41 = Xs+ At (1 — ’}’)XS—f— YAtXg, 1. (6.30)

A equacdo do momento linear, ou quantidade de movimento linear, para a descri¢do La-
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grangeana total é dada por:
0= / poxdVy. (6.31)
Qq

Se o corpo ndo desenvolve nenhuma deformacao e as forcas externas sdo nulas, entdo o

momento linear ndo varia no tempo, isto &,

90

_ . —0. 32
P 0 p()de() 0 (6 32)

Pela hipétese de meio continuo aplicada ao corpo (OGDEN, 1984), conclui-se que a se-
guinte equacao € valida:
x=0. (6.33)

Fazendo uso de (6.33) em (6.30) duas vezes, uma para o instante 7; € uma para o instante
ts+ 1, resulta:
Xs41 = X, (6.34)

ou na forma integral, considerando a continuidade:
/ poi,, dVo = / pox.dVo. 6.35)
Qo vy

Assim, Coda e Paccola (2009) concluem que o momento linear € conservado para qualquer

intervalo de tempo e constantes 3 e y desde que ndo ocorram deformacgdes.

Para provar a conservacao do momento angular, mais passos sao necessarios. A expressao
Lagrangeana para momento angular é:
J= [ poxxxdVy, (6.36)
Qo
onde x indica produto vetorial.
O momento angular é constante quando um corpo rigido desenvolve velocidade angular
constante sobre um eixo dito fixo. Como o corpo € considerado rigido, ndo ha transferéncia de

energia cinética para energia de deformacdo, como consequéncia a conservacdo do momento

implica na conservacao da energia para uma situacao isotérmica.

Assumindo essa hipétese, escreve-se:

o _ / Po(Exx+xx1)dVo= | po(Exx)dVo=0, (6.37)
at QO QO
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ou, assumindo continuidade, a igualdade
ixx=0 (6.38)

deve ser vélida para qualquer ponto do continuo. Isto ocorre ou na situagao trivial (¥ = 0) ou
quando:
i=—w’x (6.39)

onde ® é a velocidade angular do corpo e, sem perda de generalidade, X é o vetor posi¢io
relativo a sua projecao sobre o eixo de rotacdo. Usando (6.39) para o instante #,, | nas equacoes
(6.29) e (6.30), escreve-se:

Xg41 = X5+ Atis — Ar?(1/2 — B)o*xs — Ar? Bw’xs, | (6.40)

Atisy) = Atis — At (1 — Y) 0% x5 — A2y x5 (6.41)

Partindo-se de (6.40) e (6.41), conclui-se que:

1
(xs—i-l X Xg41 — X X xs) = Atw? (E - Y> (xs—H X xs)a (6.42)

ou, por continuidade, obtém-se a forma integral:
1
/ Po X541 X Xs11dVo = / Poxs X xsd Vo +/ poAt@? (— - ?’) (X541 X x5)dVo  (6.43)
Q Q Qo 2

Observa-se em (6.43) que o momento angular é conservado quando o tltimo termo desta for
nulo, ou seja, sempre que a constante y assumir valor y = 1/2, independentemente do intervalo
de tempo e pardmetro B adotados. Obviamente que quanto menor o intervalo de tempo melhor

estard representado o movimento angular por qualquer integrador temporal.

6.3.1 Processo de solucao via Newton-Raphson

Dos desenvolvimentos precedentes, pode-se escrever a minimizacdo do funcional (4.64)
para o equilibrio dindmico em um instante qualquer, em uma forma matricial como:

U,
ox

F = —F+Mi+Cx=0, (6.44)

onde F € o vetor das forcas externas, C é a matriz de amortecimento e M € a matriz de massa,

constante na formulag¢ao desenvolvida.
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No instante tg. 1, tem-se o equilibrio dado por:

oIl

Il _dU,
ox -

S+1 dx

—Fgi 1 +Mig, 1+ Cxsg =0. (6.45)
S+1

Substituindo-se as aproximagoes do método de Newmark f (6.29) e (6.30) em (6.45), re-

sulta:

oIl
F(xs41) = x
Flst (6.46)
_ 90 —F —l—ﬂx —MQs+CR +£x —YAtCQs =0
= o o S+1 BAL S+1 S S BA S+1— Y. s=V,

onde os vetores Qg e R representam a contribuicdo dindmica no passado e sao dados por:

. XS fCS 1 . "
Os= gar * gar ™ (% 1) s (6.47)
€
Ry = is+ Ar (1 —y) . (6.48)

Devido ao cardter ndo linear do equacionamento, € dificil encontrar sua solu¢do exata.
Assim, € necessario usar uma estratégia numérica para resolver o problema. Opta-se entdo por

fazer uso do processo de Newton-Raphson dentro do processo de marcha no tempo.

A segunda variacdo do funcional de energia é dado por:

9°T1 90U, M yC
-— =VF = —— —+ 6.49
ox? |g.y (xs+1) 0x? |¢,, * BA:? * B At (649
Uma aproximagdo de primeira ordem por série de Taylor pode ser escrita como
0=F(x) 2 F (x%) + VT (x%) Ax. (6.50)

O processo de Newton-Raphson em cada passo no tempo se resume a estimar-se um valor

0
por x,

€ entdo recorrer-se ao processo interativo:

o~ . o~ e e 0 _
para posigéo final xy 1, normalmente estimada como sendo a posi¢ao inicial x| = xy,

v (xg) Ax=—F (xg) (6.51)
At =o 4+ Ax, (6.52)

onde / € o nimero de interacdes, levado até que seja atingido o erro minimo admissivel para a
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analise.

6.4 Exemplos do programa de casca

6.4.1 Carga transversal sobre uma viga engastada - Checagem da con-
servacao da energia

Este exemplo adota o elemento de casca nao linear proposto para analisar a vibragado trans-
versal de uma viga engastada sujeita a um campo inicial de velocidade (ver Fig. 6.5). A intencdo
€ mostrar o comportamento de transferéncia das energias cinética e de deformag¢do em um corpo
deformével. A viga possui médulo de Young E = 0,2x10° Pa, massa especifica py = 500kg/m>,
comprimento L = 1 m, espessura 7 = 0,01 m, largura b = 0,20 m e coeficiente de Poisson v = 0.
A velocidade aplicada é proporcional a distancia do engaste e possui um valor méximo vy = 1
m/s, ver Fig. 6.5. O passo de tempo adotado é Ar = 0,001 s e a energia total exata do sistema €

ko = 0,16667 J. Quarenta elementos € 217 nds sdao empregados na discretizacao.

—_— Velocidad
___;—'—_ elocidade
—— Ve

= s
—7 d_’_,_,_,—l—’_'___'___; / 0,2
= &

o — r

Figura 6.5: Geometria, velocidade inicial e discretizacao

Na Fig. 6.6, as energias cinéticas, de deformacdo e total sdo apresentadas em fun¢do do
tempo, assim como o deslocamento vertical na borda livre. Como pode-se observar, a ener-
gia é completamente conservada para situacdes deformadas. E importante mencionar que em
aplicagdes nao lineares os movimentos verticais € horizontais sdo acoplados (CODA; PAC-
COLA, 2009), sendo esta a razao pela qual os picos da andlise ndo se repetem com a mesma
forma, também nao existe necessariamente um instante para o qual a energia cinética seja nula,

como € esperado em uma andlise linear.
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—<— Energia Cinética

Energia (J) ¢ deslocamento (m)
3

20124 Energia Total

-0.14 —v— Deslocamento

-0.16 1

-0.18

V20+—TTT——T T T T T T
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10

Tempo (s)

Figura 6.6: Energia e deslocamento no balango vs. tempo

6.4.2 Casca cilindrica com Snap Through dinamico

Seguindo Argyris et al. (2003), este exemplo é uma casca cilindrica com snap through
dindmico, uma nao linearidade severa. Estudos tedricos importantes, relativos as nao lineari-
dades severas sdo apresentados por Breslavsky et al. (2008) e outros por este citados. Este é
um benchmark tipico que tem sido extensivamente usado como um teste para formulacdes ndo
lineares aplicadas em dindmica de cascas. Problemas de snap through em cascas produzem
modos dinamicos de alta ordem e essa € a razdo pela qual € acreditado que esquemas cldssicos
de integracdo, tal como o método de Newmark ndo sdo adequados para produzir uma solucao
estdvel e precisa, e que somente algoritmos com difusdo numérica e esquemas com decaimento
de energia ou algoritmos que conservem a energia mesmo com variacdo na matriz de massa
podem ser aplicados com um passo de tempo aceitdvel. A despeito desta crenca comum, Coda
e Paccola (2009) mostram que usando o presente elemento de casca, é possivel obter solu¢des
estaveis e precisas com o integrador de Newmark e com um passo de tempo razodvel. Os resul-
tados para este exemplo serdo comparados com os resultado para o elemento TRIC e com uma

solucdo obtida pelo programa ABAQUS, ambos apresentados por Argyris et al. (2003).

A geometria da casca cilindrica € apresentada na Fig. 6.7(a). As duas bordas retas da casca
sdo simplesmente apoiados, enquanto os dois lados curvos sdo completamente livres. Uma
carga concentrada € aplicada ao n6 central da casca. O valor da carga aumenta linearmente de

0 até 50x10° em um tempo de 0,2, apés a carga de 50x10° é mantida constante. Para evitar
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qualquer distor¢do nos resultados, a estrutura é totalmente discretizada e a malha usada na
andlise € mostrada na Fig. 6.7(b) e consiste de 32 elementos finitos curvos resultando num total

de 169 n6s e 1183 graus de liberdade. Os parimetros de Newmark sdo f =0.25e y=0.5.

R(t)

(a) Geometria (b) Discretizacao

Figura 6.7: Casca cilindrica - Geometria e discretizacao

Usando a formulacio proposta, varia-se o passo de tempo de Ar = 0,0625x1073 até Ar =
4x1073 e ndo foram encontradas instabilidades para a formulacio Lagrangeana total. As pro-
priedades fisicas adotadas sdao E = 200x10%, v = 0,25, p = 10000 e espessura h =0, 1

A Fig. 6.8 apresenta os deslocamentos no dpice em fun¢dao do tempo. Como é possivel
notar, os resultados convergem para o menor passo de tempo, enquanto para 0 maior passo, a
precisao € perdida, mas a estabilidade é mantida. Os resultados podem ser comparados com os

obtidos por Argyris et al. (2003), reproduzidos na Fig. 6.9.
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Figura 6.8: Deslocamento no dpice vs. tempo
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Figura 6.9: Deslocamento no dpice vs. tempo adaptado de Argyris et al. (2003)
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7  Acoplamento com fluido em descricdo
Lagrangeana-Euleriana arbitrdaria

Neste trabalho € utilizado o esquema de acoplamento particionado, sendo tal escolha ba-
seada nas vantagens destacadas na literatura, conforme apresentadas na sec¢do 1.2, e baseada
em especial no fato de que ao se construir um esquema particionado de acoplamento, pode-
se alterar a parte do cédigo referente a andlise de dindmica dos fluidos, mantendo-se a parte
referente a dindmica das estruturas e vice versa, permitindo que inovagdes em cada uma dessas
areas sejam implementadas separadamente e garantindo a possibilidade de evolu¢do da pesquisa

sobre um mesmo c6digo computacional.

7.1 Transferéncia de forcas e velocidades

As velocidades no contorno do fluido devem ser aplicadas por nd, ja a for¢ca externa sobre
a estrutura pode ser calculada sobre os nos e entdo interpolada para os pontos de quadratura, ou
diretamente sobre os pontos de quadratura. Neste trabalho encontra-se o valor da for¢a devido
ao escoamento em cada nd da estrutura e entdo utiliza-se as fungdes de forma para interpolar a
forca nos pontos de quadratura, o que acaba sendo muito mais econdmico do que encontrar o

valor da for¢a de superficie devido ao escoamento para cada ponto de quadratura.

Seja I'y a fronteira fluido/estrutura discretizada em elementos finitos e €3 o dominio da

estrutura discretizado por elementos de casca.

Como se trabalha com malhas diferentes e deseja-se que o acoplamento seja possivel sem a
necessidade de coincidéncia dos nds, durante o pré processamento deve-se conhecer para cada
no6 da estrutura k, o ponto P f; pertencente ao contorno I'y da malha do fluido tal que P f; ocupe

a mesma posi¢ao que o no k, ou seja:
x(Pfi) = x(k) (7.1)

onde x € o vetor das coordenadas cartesianas.
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Igualmente, para cada n6 i da malha do fluido, situado no contorno I'y deve ser conhecido
o ponto Ps; € Q tal que:
x(Ps;) = x(i) (7.2)

No entanto, o fato de as duas malhas serem geradas separadamente implica que nds da
estrutura possam estar situados ligeiramente fora do contorno do fluido, e também que nds do
fluido possam estar ligeiramente fora do dominio discretizado da estrutura de casca. Assim,
assume-se que P f; seja o ponto pertencente a malha do fluido mais préximo ao no k, e que Ps;
seja o ponto pertencente a malha da estrutura mais préximo ao né i, como ilustrado na figura
7.1.

...........

r - malha do fluido

.(2T - malha da estrutura

Figura 7.1: Pontos para aplicacdo de condi¢des de contorno

e Assume-se inicialmente uma aproximacao na qual os elementos de casca sdo conside-
rados planos, definidos pelos nds dos vértices. Entdo identificam-se os pontos mais
proximos a cada n6 do contorno da malha do fluido calculando-se a distancia entre cada
elemento de casca plano e os nds do contorno da malha do fluido, guardando para cada
no i o vetor das coordenadas locais triangulares e o elemento de casca em que o ponto Ps;

se encontra:
H

5 i(Psi) = (glag%é?ﬁ)? (7.3)
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e Em seguida, ajusta-se a malha do fluido fazendo com que cada n6 i da malha do fluido as-
—
suma a posi¢éo do ponto S; referente as coordenadas locais & ;(Ps;) = (&1,&,,&3), porém

considerando-se o elemento curvo, ou seja:

10

X(S,') = X(PS,') = Z (kak), (74)
k=1

onde k sdo os nds do elemento de casca referente a fungdo de forma Ny e x; € o vetor das

coordenadas cartesianas de k.

e Por fim, encontra-se para cada né k; da malha estrutural o ponto mais préximo, Pfy,
pertencente a malha do fluido e guarda-se o vetor das coordenadas locais tetraédricas e o

elemento de fluido em que este se encontra:

—

& k(Pfi) = (&1,62,83,84). (7.5)

As condig¢des de Dirichlet do n6 i sdo obtidas da estrutura, no ponto Ps;. O vetor velocidade

ug da estrutura no ponto Ps; é calculado por:

10

uy(S) = Y (Neug) - (7.6)
k=1
Para o caso de escoamento viscoso com condicdo de aderéncia iguala-se o vetor velocidade
do né i, us(i), ao vetor velocidade uy(S;) calculado por (7.6), ja para o caso de escoamento em

superficie lisa sem aderéncia, prescreve-se somente a velocidade normal:

ur =us+ [(uy—uy)-njn. (7.7)

As condi¢des de Neumman do n6 & s@o obtidas do fluido, no ponto Pf;. A atualizacdo das
cargas sobre a estrutura no tempo ¢ consiste em fazer as componentes de carga normais a casca,
iguais as componentes da forca de superficie do fluido no contorno que o fluido faz fronteira

com a estrutura, assim tem-se:

q;(k) = [tjim — pnj] Pr (7.8)

onde os indices j e [ representam a direcao cartesiana e n as componentes do vetor normal ao

contorno.



150 7 Acoplamento com fluido em descricdo Lagrangeana-Euleriana arbitrdria

7.2 Movimentacao dinamica da malha do dominio fluido

A Formulacdo ALE permite a imposi¢cdo de uma velocidade arbitraria para a malha do
dominio do fluido. Deve-se entdo impor uma velocidade que seja compativel com os desloca-

mentos e velocidades do sélido, de maneira que a distor¢do da malha seja a minima possivel.

Neste trabalho adotou-se como critério principal para a deformagdo da malha, que a mesma
tenha minimas alteracdes na forma (angulos) dos elementos na regidao da estrutura (onde em
geral requer-se uma discretizagcdo bem mais detalhada pois € um lugar susceptivel a choques
e vorticidade). Assim, a técnica de movimentagdo deve fazer com que quanto mais proximos
a estrutura os nds estiverem situados, esses tenham velocidade mais proxima a da estrutura,
tornado o movimento préximo ao de corpo rigido. A medida em que os pontos se afastam da

estrutura, os deslocamentos da malha diminuem sendo nulos no contorno fixo.

Um modelo que atende bem a essas caracteristicas € a equacao de Laplace (ver por exemplo
Jasak e Tukovic (2007)):
V2w; =0, (7.9)

onde w; pode ser a velocidade ou o deslocamento da malha do fluido na direcdo i. Esta equacao
pode ser facilmente resolvida usando elementos finitos, sendo aplicado valores de w em todo
o contorno. O mesmo processo pode ser aplicado aos deslocamentos da malha ao invés das

velocidades.

Embora os resultados com a equacao de Laplace tenham se mostrado eficientes, como pode
ser notado no trabalho de Jasak e Tukovic (2007) para se aplicar diretamente ao método dos
elementos finitos, existe a necessidade de resolver um sistema a mais, € por isso buscou-se um

modelo que produz resultados semelhantes sem essa necessidade.

O método utilizado é semelhante ao utilizado por Teixeira (2001), e consiste na distribui¢ao
das velocidades wé‘ dos pontos k da malha, na direcdo do eixo i=x, y ou z, variando de acordo
com a distancia aos pontos no contorno da estrutura, onde wi.‘ assume o valor da velocidade u’s‘i
do ponto da estrutura S, € com a distancia aos pontos do contorno fixo, onde a Velocidadewf.‘ é
nula. Assim, escreve-se: .
’}6:1 Ay j ui,

W=

[ )
Z?i1akj+2?£1bkl

onde ne € o nimero de nds da estrutura, nf € o nimero de nés no contorno fixo I'y, ay; sdo

(7.10)

os coeficientes de influéncia dos n6s da estrutura I'y no ponto k e by; sdo os coeficientes de
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influéncia dos nés do contorno fixo no ponto k dados por:
1
akj dj (7 1 1)
kj
e
1
by prk (7.12)
kl

onde dj ;€ a distancia entre 0 n6 k € o n6 j (ver figura 7.2) e el e e2 sdo expoentes referentes a

influéncia dos contornos mével e fixo, arbitrados pelo operador do programa.

O mesmo procedimento pode ser utilizado para calcular os deslocamentos da malha, bas-

tando apenas substituir as componentes de velocidade por componentes de deslocamento.

Figura 7.2: Movimenta¢do da malha

Os expoentes el e €2 permitem ajustes para que a malha fique com a geometria mais ou

menos preservada proximo aos contornos. Neste trabalho foi adotado o valor 4 para tais expo-

entes.

7.3 Processo dinamico de acoplamento

Como se utiliza um processo implicito para a estrutura e um explicito para o fluido, €

interessante que seja permitido o uso de sub-ciclos de tempo entre a resolucao da estrutura e do

fluido, proporcionando ganhos computacionais.
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@ Resolve Fluido O Resolve Estrutura ‘ Resolve Malha

Figura 7.3: Esquema de acoplamento

Desenvolve-se para o acoplamento o algoritmo ilustrado na figura 7.3 e que pode ser resu-

mido nos seguintes passos:

1. Num instante #; = i, resolver-se a estrutura com as cargas impostas pelo escoamento e
utilizando-se o intervalo de tempo Af, encontrando-se, assim, a velocidade e posi¢cdes

finais no instante t; = i+ 1.

2. Consideram-se as posi¢oes dos nds da malha do fluido variando dentro de cada intervalo
At segundo um polindmio de grau 3. Este polindmio é obtido facilmente, uma vez que
se conhece as posi¢des e velocidades da estrutura tanto no instante 7, = i, x4(i) e %,(i),
como no instante f; = i+ 1, x;(i+ 1) e x5(i + 1) e logo determinam-se as velocidades e
deslocamentos da malha para os referidos instantes através da equagao Eq. (7.10). Assim,
sendo Aty = (At,)/nsf o intervalo de tempo do fluido, com nsf divisdes do intervalo de
tempo da estrutura Az, pode-se aproximar com bastante precisdo a velocidade da malha
do fluido em cada passo de tempo para o fluido (instantes 7y = (i — 1)nsf + isf com
isf > 1 <nsf).

3. Aplica-se as condi¢des de contorno sobre o fluido e resolve-se o mesmo com um intervalo
de tempo Ary até que se atinja o instante 7y = i * nsf, quando as cargas sdo transferidas

para a estrutura e recomega O processo.
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7.4 Aplicacoes do acoplamento ALE

7.4.1 Canal com degrau e parede flexivel

No primeiro exemplo busca-se verificar qualitativamente o algoritmo, em especial a mo-
vimenta¢do da malha. Este exemplo consiste no mesmo problema 5.6.2, porém agora com a
parede inferior flexivel a frente do degrau e com a malha do fluido um pouco mais refinada,
contendo 12720 nés e 56753 elementos conforme apresentado na Fig. 7.4, onde também é

apresentada a malha da estrutura, contendo 637 nés e 120 elementos.
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Figura 7.4: Malhas para o canal com degrau e parede flexivel

O escoamento ndo perturbado possui velocidade u. = 1020 m/s, massa especifica pfo =
2710 kg/m? e velocidade do som c.. = 340 m/s. As dimensdes do problema sdo tomadas como

sendo as mesmas da Fig. 5.11, porém tomadas em metros.

A parede flexivel possui espessura e = 0,00135 m, modulo de Young E = 77,28 GPa e
massa especifica p; = 2710 kg/m>. Os contornos de pressdo e os deslocamentos na parede

flexivel para os instantes 0,002 s, 0,004 s, 0,006 s e 0,01 s sdo mostrados na Fig. 7.5.
A Fig. 7.6 apresenta a posicao no centro da parede flexivel em fun¢do do tempo.

Os resultados deste exemplo se mostram bastante coerentes, o que indica bom funciona-

mento da técnica proposta.



154 7 Acoplamento com fluido em descri¢do Lagrangeana-Euleriana arbitrdria

Pres. (Pa) Pres. (Pa)
13970 189951
1e+06
~1e+06 “1e+06
_2800000 —;BDODDO
600000 [£600000
~400000 400000
200000 200000
80462.37 80562.9
Desloc. Vert. (m) Desloc. Vert. (m)
001 007, 0o gms 0 00 0g2 001 0 . 00
-0.01064 0.003153 -0.02039 0.012062
(a) t=0,002 s (b) t=0,004 s
Pres. (Pa) Pres. (Pa)
182523 178297
“le+06 ~le+06
800000 ~800000
I 600000 |+600000
~ 400000 400000
200000 E200000
98454.5 75495.39
Desloc. Vert. (m) Desloc. Vert. (m)
005 006 004 002 02, 01,008 D04
-0.08658 0 -0.16303 0
(c) t=0,006 s (d) t=0,01 s

Figura 7.5: Contornos de pressao e deslocamentos sobre o degrau com parede flexivel

7.4.2 Choque sobre esfera

A interacdo de uma onda de choque com uma esfera €, de acordo com Tanno et al. (2003),
um dos benchmark em dindmica de choques. Este exemplo consiste na simulagdo de um caso
experimental proposto por Tanno et al. (2003), através do qual busca-se verificar a transmissao

transiente de forcas do fluido para a estrutura.

Nesse exemplo, uma onda de choque se propaga em um tubo de choque com secdo de
ensaio de secdo transversal quadrada de 300 mm x 300 mm e com comprimento de 1000 mm.
No meio da secdo de ensaio estd uma esfera de 80 mm de didmetro, fixa por um ponto na parte

superior.

Devido a falta de dados sobre os materiais empregados no ensaio, despreza-se os efeitos
inerciais, ou seja, adota-se matriz de massa nula para a estrutura, e ainda um elevado médulo

de elasticidade, a fim de se obter pequenos deslocamentos.
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0,00 20,00 40,00 60,00 80,00 100,00 120,00
tenpo (1E-4 s)

Figura 7.6: Posicdo vertical em x = 1,8 m vs. tempo

As condig¢des do fluido ndo perturbado sdo: pressao p. = 101 kPa, temperatura 7., = 293 K
e relacdo entre calor especifico a pressao constante e volume constante Y = 1,4. As condi¢des
apos a onda de choque sdo: pressdao p = 159 kPa, temperatura 7., = 334 K, massa especifica
p = 1,66 kg/m? e velocidade vertical w = 114m/s. Estas condi¢des, conforme o modelo de
Rankine—Hugoniot produzem uma onda de choque com nimero de Mach Mgy = 1,22. A onda
se propaga a partir do topo da secdo de ensaio, onde sdo prescritas as condi¢des do escoamento

apos a onda de choque.

A esfera possui espessura de 5,5 mm e € constituida por um material ficticio de médulo de

Young de E = 21x10° GPa, coeficiente de Poisson v = 0,2 e massa especifica desprezivel.

O problema € considerado com dupla simetria, sendo discretizado apenas 1/4 do dominio.
As malhas empregadas para o fluido, contendo 684227 n6s e 121221 elementos, e para a estru-
tura, contendo 823 nos e 168 elementos sdo mostradas na figura 7.7. O refinamento da malha

do fluido foi limitado por questdes computacionais.

Sao feitas duas andlises, uma com o fluido modelado pelas equacdes de Euler (inviscido) e
outra com o fluido modelado pelas equacdes de Navier-Stokes (considerando a viscosidade). A

viscosidade do ar é de 19x1076 Pa- s para a temperatura T.,.

As imagens Schlieren do presente trabalho, obtidas pela magnitude do gradiente de massa
especifica, se mostram bastante semelhantes as imagens experimentais obtidas também por

Tanno et al. (2003) (Fig. 7.9), assim como a distribui¢do de pressdo sobre a esfera, a qual
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(a) Casca (b) Fluido

Figura 7.7: Malha para a andlise da esfera sob onda de choque

pode ser analisada na Fig. 7.8 onde € expressa graficamente a pressao normalizada em relagcao

a pressao do ponto de estagnacgao (Fy) vs. o angulo em relacdo a vertical no instante t = 92U s.

A forcga de arrasto, medida pela reacdo no né da estrutura vinculado, se mostra bastante
proxima dos valores medidos experimentalmente por Tanno et al. (2003) ap6s deconvolugao
como pode ser observado na Fig. 7.10. Nessa figura compara-se os resultados do presente
trabalho considerando-se os termos viscosos e impondo-se condicdo de aderéncia sobre a esfera
e resultados do presente trabalho considerando-se o escoamento inviscido com os resultados

experimentais de Tanno et al. (2003) sem tratamento (‘“‘cru’) e também ap6s deconvolucao.

7.4.3 Flutter de painel

Neste exemplo o comportamento de um painel inicialmente plano, engastado em ambas
as extremidades e submetido a um escoamento supersonico de ar é analizado. O escoamento
¢ considerado inviscido, sendo que o escoamento ndo perturbado apresenta massa especifica
Poo = 0,339 kg/m?>, pressdo p.. = 28 KPa, relagio entre calor especifico a pressio constante
e volume constante Y = 1,4 e velocidade do som ¢ = 340 m/s. O painel, de comprimento

0,5 m, largura 0,025 m e espessura 1,35 mm, € constituido de um material eldstico com massa
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Figura 7.8: Pressdo normalizada vs. dngulo

especifica py = 2710 kg/m>, médulo de Young E = 77,28 GPa e coeficiente de Poisson v =
0,33.

Sao aplicadas condi¢des de contorno de simetria em relacdo ao plano xyem z=0¢e z =
0,025m (componente de velocidade uz = 0 para o fluido e deslocamentos A; = 0 e componente

do vetor generalizado g, = 0).

No instante ¢ = 0 a pressao na face inferior do painel é reduzida em 0,1 %, introduzindo
uma perturbacgdo. Tal condi¢dao € mantida durante os primeiros 4 ms, quando o valor da pressao

na face inferior € reestabelecido a pe.

O painel € modelado por uma malha com 60 elementos e 484 nds, enquanto o fluido é

discretizado em 30294 elementos e 8584 nds (ver Fig. 7.11).

Para verificar o intervalo de tempo adequado para a andlise, inicialmente é executada uma
andlise nao linear, com coeficiente de Poisson v = 0 e Mach = 2.3 para se obter maiores deslo-
camentos. O intervalo de tempo do fluido € fixado em A7y = 1075, enquanto varia-se o niimero
de sub-ciclos entre fluido e estrutura. Dos resultados apresentados na Fig. 7.12, conclui-se que

um intervalo de tempo para a estrutura Az, = 10~ %s deve produzir resultados adequados.

Para que seja possivel comparar os resultados com solucdes lineares disponiveis na lite-

ratura, ainda que limitado a pequenas magnitudes de deslocamentos, o efeito de membrana é
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Figura 7.9: Schlieren numérico do presente trabalho - esquerda vs. imagens experimentais por
Tanno et al. (2003) - direita

eliminado prescrevendo-se deslocamento horizontal livre na borda final do painel (x = 0,5 m).

O comportamento do painel em termos de deslocamentos verticais em x = 0.35 m para
nimeros de Mach 1,90, 1,95, 2,00 and 2,05 € mostrado na Fig. 7.13. Desta figura pode-
se observar que os resultados para Mach = 2.0 se mostram criticamente amortecidos, o que
estd em concordanca com a solucdo aeroeldstica linear usando a teoria de pistdao (Mach = 2.0

segundo Teixeira e Awruch (2005) e Mach = 1.98 segundo Rifai et al. (1999)).

O resultado para Mach = 2.00 é comparado com solucdes lineares obtidas por outros auto-
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Figura 7.10: Reagdo no n6 vinculado (for¢a de arrasto sobre a esfera) pelo presente trabalho e
forca de arrasto medida experimentalmente por Tanno et al. (2003)

(a) Malha do fluido - vista xy

(b) Malha da casca - vista Xz

Figura 7.11: Discretiza¢ao do problema de flutter de painel

res (ver Fig. 7.14) mostrando boa concordancia.

Uma anélise ndo linear para o painel completamente engastado nas duas extremidades para
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Figura 7.12: Deslocamento vertical vs. tempo em x = 0,35m considerando v =0,0 ¢
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Figura 7.13: Deslocamento vertical em x = 0,35 para diferentes nimeros de Mach

Mach = 2.30 € comparada com uma andlise empregando as condi¢des de contorno anteriores
e com os resultados obtidos por Teixeira e Awruch (2005) (Fig. 7.15) e comparada na Fig.
7.16 com a solucdo ndo linear obtida por Rifai et al. (1999) e com uma solug@o obtida pela

formulagao proposta considerando Aty 550 vezes maior.
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Figura 7.14: Deslocamento vertical vs. tempo em x = 0,35 para Mach = 2.0 - comparagdo
com outros trabalhos
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Figura 7.15: Escoamento a Mach2,3 - comparagdes do deslocamento vertical vs. tempo em
x = 0,35 com outros trabalhos e diferentes condi¢cdes de vinculo

Pode-se observar na Fig. 7.15 que na andlise ndo linear, o efeito de membrana leva a estru-
tura a apresentar ciclo limite de oscilagdes ao invés de apresentar uma amplitude continuamente

aumentada, isso pode ser observado também no diagrama de fase mostrado da Fig. 7.17.



162 7 Acoplamento com fluido em descri¢do Lagrangeana-Euleriana arbitrdria

0.0015 T T T T T
nlg Rifai —
nlg 1At pres. trab. —

0.001 nlg 550 At nlg pres. trab. — ]

0.0005

y(m)
o

-0.0005

-0.001 .

-0.0015 : : : : :
0 0.02 004 006 0.08 01 0.12

ts)

Figura 7.16: Escoamento a Mach2,3 - comparacdes do deslocamento vertical vs. tempo em
x = 0,35 em andlise ndo linear geométrica com Rifai et al. (1999) e com Teixeira e Awruch
(2005)
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Figura 7.17: Diagrama de fase para os deslocamentos verticais na posicao x = 0,35m e
Mach =2,3

7.4.4 Choque sobre placa vertical

Esse exemplo compara um caso experimental, desenvolvido pelo laboratério de pesqui-

sas do Institut Universitaire des Systemes Thermiques Industriels - ITUSTI (GIORDANO et al.,



7.4 Aplicacées do acoplamento ALE 163

‘Yi; Deslocamento Vertical (m)

-0,008 -0.006 -0.004 -0.002 0
Nl

-0.008 0.0008

(a) 1=0.074s

hvi.x Deslocamento Vertical (m)
0 0.003 0.005 0.007 0.01
., 0.0

-0.001 0.0101

(b) £ = 0.0805 s

Figura 7.18: Distribuic¢do de pressdo e deslocamentos na estrutura para Mach = 2,3 - escala
1:1

2005) com os resultados computacionais obtidos pelo modelo numérico proposto. O experi-
mento consiste na andlise de um painel flexivel imerso em um tubo de choque e submetido a
uma onda de choque. O esquema experimental € apresentada na Fig. 7.20. O painel € fixo em

uma base que pode ser considerada rigida, e o choque se desloca da esquerda para a direita.

A simulagdo acoplada € realizada considerando um painel elastico linear com um médulo
de Young E = 220 GPa e densidade p; = 7600 kg/m?> com altura de 50 mm, largura de 2,5 mm
e espessura de 1 mm. Considerando a curta duracdo da anédlise experimental, a turbuléncia

¢ negligenciada. O ar encontra-se inicialmente em condicdes de atmosfera padrio (p. =
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Figura 7.19: Distribuicao de tensdes normais na direcao do eixo da placa, na face inferior, para
a placa deformada no intervalo de 0,055 — 0,06s - escala 10 : 1
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Figura 7.20: Painel elastico em um tubo de choque - esquema experimental (adaptado de
Giordano et al. (2005))

105 kPa and 7., = 293K), e a onda de choque € produzida aplicando-se condi¢does de con-
torno de entrada obtidas através das condi¢cdes de Rankine—Hugoniot para um nimero de Mach

da onda de choque M; = 1,2.

O painel € dividido em 40 elementos e 244 nds, enquanto o fluido € discretizado em
72945 elementos e 20617 nds. O detalhe da malha do fluido préximo da placa bem como a

discretizacdo da estrutura, sdo apresentados na Fig. 7.21.

A captura do campo de escoamento € qualitativamente analisada na Fig. 7.22 através de
comparacao de imagens numéricas do tipo Schlieren, obtidas pela magnitude do gradiente
de massa especifica, com imagens ombroscdpicas experimentais extraidas de Giordano et al.

(2005), mostrando boa concordancia.
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Figura 7.21: Discretizacdo para o problema da placa submetida a choque
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Figura 7.22: Schlieren numérico vs. imagens experimentais obtidas por Giordano et al. (2005)
- primeira parte
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Figura 7.22: Schlieren numérico vs. imagens experimentais obtidas por Giordano et al. (2005)
- continuagao

As distribuigdes de pressdo no fluido e de deslocamentos no painel durante o instante t =

140u s € apresentada na Fig. 7.23.

Uma avaliacdo quantitativa € apresentada na Fig. 7.24 pela comparagdo do deslocamento
horizontal no topo do painel com resultados numéricos obtidos por Giordano et al. (2005), e
na Fig. 7.25 através da comparacdo entre a pressdao no ponto indicado na Fig. 7.20 obtida
pelo presente trabalho e experimentalmente e numericamente segundo Giordano et al. (2005).

Observa-se novamente boa concordancia entre os resultados.

7.4.5 Involucro de reator submetido a explosao

Este exemplo € importante por verificar qualitativamente o desempenho do método pro-
posto na andlise de estruturas submetidas a explosdes e consiste na simulacdo de uma explosao
hipotética de gas contido em um invélucro de reator com a mesma geometria usada por Casadei
e Halleux (1995) (ver Fig. 7.26).
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Figura 7.23: Distribuicdo de pressdo e deslocamento no instante t=140 s
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Figura 7.24: Deslocamento no topo da placa vs. tempo - comparacao com Giordano et al.
(2005)

A parte inferior da estrutura € bastante espessa, assim € modelada como um contorno rigido.
O invélucro estd inicialmente cheio de ar com massa especifica pr = 1,2 kg/m?, razio entre ca-
lor especifico i pressdo constante e volume constante ¥ = 1,4, pressio p = 10° Pa e velocidade
de som ¢ = 341,57 m/s. As propriedades da estrutura sao: médulo de Young E = 21 GPa, co-
eficiente de Poisson v = 0,2 e massa especifica py = 2500 kg/m>. Apesar de ser um problema

com pequenos deslocamentos, o efeito de membrana se faz presente acoplado com o efeito de
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Figura 7.25: Press@o no topo do canal a 10 mm antes da posi¢@o da placa - comparagdo com
Giordano et al. (2005)
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Figura 7.26: Geometria do reator adaptada de Casadei e Halleux (1995)
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flexdo, sendo importante o emprego de uma andlise nao linear geométrica.

Como a parte inferior onde ocorre a explosdao € bastante rigida, desprezam-se os efeitos
sobre a mesma, de forma que o problema possa ser simulado simplesmente considerando-se
que no instante inicial (t = 0) a parte da estrutura com coordenadas z < 14,42 m contém um gés
sob pressao p.y, = 5692,7 kPa e com massa especifica pexp, = 21,527 kg/m? e pressio , que

gera uma onda de choque, a qual se propaga pela estrutura.

A estrutura do reator € discretizada em 2323 nds e 487 elementos, € o fluido em 23585 nds

e 125470 elementos conforme apresentado na Fig. 7.27.
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Figura 7.27: Discretizag¢ao do reator

A propagagdo de pressdo € mostrada na 7.28, onde também € reproduzida a solucio ob-
tida por Soria e Casadei (1997) em simulagdo bi-dimensional considerando escoamento axi-
simétrico. Observa-se a semelhancga entre os dois resultados, mesmo empregando algoritmos,

elementos e malhas totalmente diferentes.

Na figura 7.29 sdo apresentados os vetores de velocidade para os instantes 0,05 e 0,11 s,

onde observa-se mais uma vez semelhanca com os resultados de Soria e Casadei (1997).

O deslocamento vertical no topo da estrutura e o deslocamento radial em z = 41,3 m sao

mostrados na Fig. 7.30.
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Por fim, na Fig. 7.31 apresenta-se o mdédulo do deslocamento sobre a estrutura deformada

em escala ampliada, em 10 diferentes instantes.
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l \ l

(a) t=0,01 s (b) t=0,03 s

Press. (Pa)
220000
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100000
90000

(e) t=0,09 s (f) t=0,11s (g) Legenda

Figura 7.28: Distribuicdo de pressdo: presente trabalho a esquerda e Soria e Casadei (1997) a
direita
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(a) t=0,05 s (b) t=0,11s

Figura 7.29: Vetores de velocidade: presente trabalho a esquerda e Soria e Casadei (1997) a
direita
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Figura 7.30: Deslocamento vertical no topo e radial na parede em z = 41,3 m
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Figura 7.31: Reator deformado
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8 Acoplamento imerso

O uso da descricdo ALE para as equagdes de Navier-Stokes juntamente como alguma
técnica de movimentagdo da malha é uma metodologia capaz de modelar muitos problemas
de interacdo fluido-estrutura conforme apresentado nos capitulos anteriores. Entretanto, alguns
problemas com deslocamentos em larga escala, tais como desdobramento de para-quedas ou
airbags, requerem também o emprego continuo de alguma técnica de reconstru¢ao da malha
se a descricao ALE ¢é empregada, o que encarece a solu¢do, especialmente em problemas tri-

dimensionais.

Alguns autores propuseram alguns métodos para possibilitar um acoplamento Euleriano-
Lagrangeano considerando contorno imerso em uma malha estruturada, sendo que a maioria
desses métodos sdao desenvolvidos no contexto das diferencgas finitas (CIRAK; RADOVITZKY,
2005; HABBAL, 2009; ARIENTI P. HUNG; SHEPHERD, 2008).

A técnica originalmente proposta aqui € baseada no método do escoamento fantasma (FED-
KIW et al., 1999), adaptada para ser aplicada em elementos finitos com malha ndo estruturada.
Esta técnica acopla a casca Lagrangeana com o fluido Euleriano considerando que o contorno
gerado pela casca move-se dentro de um bloco de malha nao estruturada de elementos de flui-
do. As leis de conservagdo e continuidade na interface fluido estrutura sao impostas aplicando
condic¢des de contorno adequadas para o fluido e para a estrutura no inicio de cada passo de

tempo.

A posicdo da casca € rastreada sobre a malha do fluido por meio das curvas de nivel de uma
funcdo distancia assinalada do contorno (Level Sets). Uma vez identificado o posicionamento da
casca, as condi¢oes de contorno de Dirichlet para o fluido sao aplicadas por meio da imposi¢cao
de um escoamento fantasma sobre os nds imediatamente fora do contorno da casca. Ao mesmo
tempo emprega-se um limitador de inclinacdo das velocidades o qual é construido com base
na func¢do distincia assinalada. Esse limitador também muda os valores de velocidade nos nds
internos muito proximos do contorno, evitando problemas com estabilidade quando a maior

parte do elemento estiver situada fora do dominio do fluido.
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8.1 Representacao implicita do contorno

Antes da discussao sobre a prescri¢ao das condi¢des de contorno imersas, faz-se necessario

um estudo sobre a representacdo do dominio fisico imerso em uma malha nao estruturada.

O método proposto requer a identificagdo de todos os elementos de fluido préximos ao
contorno da estrutura (I'y) e se esses se encontram dentro ou fora do dominio fisico do fluido
(Qf). Para tal, um procedimento computacionalmente eficiente consiste em usar uma fungédo

distancia assinalada SD tal que:

distancia(x,I") sex € Q
SD(x,T) =40 sexell (8.1)

—distancia(x,I")  caso contrério

Uma representacdo discreta da fungdo distancia assinalada pode ser obtida fazendo a combi-
nacao linear das funcdes de forma multiplicadas pelos valores da distancia assinalada calculadas

sobre os respectivos nos SDj.

SD =Y NiSD; (8.2)

Nota-se que as fun¢des de forma N; ndo necessitam conformar com o contorno fisico, uma
vez que sdo apenas usadas para interpolar um campo escalar SD. A curva de nivel O (Level-Set

0) da funcao distancia assinalada resultante descreve a forma do corpo imerso na malha.

Em contraste com a representacdo paramétrica usual do contorno, onde as faces ou segmen-
tos da malha se adaptam ao contorno, as representacdes usando Level-Sets sao mais adequadas
para problemas com grandes deformag¢des e mudancas na topologia (CIRAK; RADOVITZKY,
2005; SANCHES et al., 2009).

A forma mais simples de se determinar a fun¢do distancia assinalada para um corpo definido
por uma malha de elementos triangulares imersa em uma malha tridimensional consiste em, a
cada passo no tempo, calcular para cada n6 k pertencente a malha do fluido, a distincia do
mesmo a cada elemento da malha da estrutura e tomar o minimo valor. O sinal é calculado com

base no vetor normal a superficie da casca.

Para uma malha de elementos triangulares curvos de alta ordem, como os empregados
neste trabalho, fica dificil calcular uma funcdo distancia. Por essa razdo, uma malha para a

representacdo do dominio do fluido € obtida pela divisao de cada elemento de casca em 9 ele-
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mentos triangulares com aproximagao linear, como mostrado na figura 8.1.
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(b) Malha para representacio do contorno do fluido
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Figura 8.1: Representag¢do do contorno da estrutura para o dominio fluido

Embora nao tenham sido empregados no presente acoplamento, atualmente existem algo-

ritmos eficientes para calcular a funcao distancia assinalada para um corpo cuja superficie seja

(corpo 3D) ou elementos de

representada parametricamente em uma malha de elementos planos

linha (corpo 2D)

(MAUCH,

imersa em uma malha 3D ou 2D, tais como o Closest Point Transform (CPT)

9

que possibilitam otimizacdo do programa em trabalhos futuros.
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e clemento fisico: minSD(L,) >0

e clemento ficticio: max SD(Q,) <0
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e clemento de contorno: nem um elemento fisico e nem um elemento ficticio

. Elementos ficticios
j ! . Elementos de contorno

Elementos fisicos

Figura 8.2: Classificagdo dos elementos

Essa classificacdo € tnica e baseada na fun¢do distancia assinalada. O propdsito de tal
classificacdo dos elementos € identificar onde os parametros nodais do fluido devem ser mo-
dificados para que as condi¢des de Dirichlet sejam propriamente impostas sobre a posi¢ao do

contorno.

Para esse mesmo propdsito, todos os nés da malha do fluido sdo classificados como ativos
ou inativos. Um né k é ativo se SD(k) > 0 ou se k pertence a algum elemento de fluido de
contorno (no segundo caso serd aplicado um fluxo fantasma que deverd impor as condi¢des de

contorno sobre a casca). Caso contrario o n6 k € classificado como inativo.

Essa classificacdo de elementos e nds € feita a cada passo de tempo, sendo que os nds

inativos e os elementos ficticios sao desativados da anéalise.

8.2 Condicoes de contorno de Dirichlet para o fluido

Para cada n6 k da malha do fluido, determina-se o ponto / tal que esse seja o ponto perten-
cente a malha da casca mais proximo de k. Guarda-se para cada n6 k as coordenadas cartesianas
de [, o elemento de casca Q. que contém [ e as coordenadas adimensionais (&, &) de I no ele-

mento de casca.

Os nos ativos fora do dominio fisico (com SD < 0) necessitam ser povoados. Para tal, cada

nd ativo i com SD(i) < 0 é projetado sobre o elemento fisico mais préximo, determinando-se



8.2 Condicdes de contorno de Dirichlet para o fluido 179

um ponto m de onde os valores de densidade, energia especifica e quantidade de movimento

especifica sdo linearmente extrapolados para k da seguinte forma:

O = O+ (Vo) d (8.3)

onde ¢ representa uma grandeza escalar a ser extrapolada e d é o vetor que vai do ponto m

até o ponto i.

Uma forma de prescrever a velocidade sobre a posi¢dao do contorno € alterar os valores
nodais das componentes de velocidade dos nds ativos com distancia assinalada SD < 0, de
forma que o valor das componentes de velocidade interpoladas sobre o contorno seja alterado
tornando-se compativel com o movimento da casca. Isto equivale a prescrever um escoamento
fantasma na regido fora do dominio. No entanto este procedimento pode implicar em valores
muito elevados de velocidade a medida que a distancia do nd ativo externo ao contorno se

aproxima do tamanho do elemento.

Para evitar esse problema e ainda manter a velocidade prescrita corretamente sobre o con-
torno deve-se alterar também os valores nodais das componentes de velocidade dos nds internos
muito proximos ao contorno. Assim, modifica-se os valores nodais de velocidade para todos os

nds ativos internos dentro de uma faixa de largura & partindo do contorno, de acordo com:

SD
uf:uf—{—(l—F)[(us—uf)-n]n. (8.4)

para escoamento inviscido, ou de acordo com:

SD
uf:uf—k(l—F)[us—uf] (8.5)

para escoamento viscoso, onde uy € o vetor nodal de velocidade do fluido, ug € o vetor nodal
de velocidade da casca no ponto mais proximo ao né do fluido. Este procedimento € ilustrado

para um caso unidimensional através da Fig. 8.3.

O termo (1 — STD) limita a inclinag¢do da velocidade na direcao normal ao contorno impe-
dindo que seja necessario aplicar aos nds ativos externos valores de velocidade tendendo ao
infinito a medida em que tais nés se aproximam da casca, no entanto, da mesma forma que o
aumento do tamanho dos elementos pode deixar o problema mais rigido a largura § também
pode introduzir uma rigidez artificial ao problema. Entretanto, adotando-se uma faixa de lar-
gura 6 igual ao tamanho do elemento, essa rigidez artificial é idéntica a naturalmente produzida

por uma malha de mesmo tamanho de elementos, adaptada ao contorno.
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................ u extrapolado

/

5 prescrito

Figura 8.3: Imposi¢do de condi¢dao de contorno imersa

8.2.1 Condicoes de contorno de Neumman para a casca

Sejam os nds da casca determinados por k, tomando vantagem das fun¢des de forma do
fluido, o tensor das tensdes pode ser determinado diretamente sobre a posicdo de cada n6 de
casca k ou ainda diretamente sobre os pontos de quadratura. Com respeito aos eixos Cartesianos,

as cargas para a estrutura sao dadas por:

q(k); = [=Tju(Pf(k))n — p(Pf(k))n] , (8.6)

onde os indices j e [ representam a direcao cartesiana, n; € a componente / do vetor normal a T,
p € a pressdo, t;; é a componente jI de tensao distorcional e Pf(k) é o ponto imerso na malha

do fluido que ocupa a mesma posi¢do do no k.

8.3 Exemplos numéricos

8.3.1 Tubo inflavel

Para que seja possivel comparar o procedimento proposto neste capitulo como o proce-
dimento baseado na descricdo ALE (capitulo 7), propde-se um problema consistindo em um
tubo eldstico com comprimento L = 0,7 m ao longo do eixo x, didmetro D = 0,12 m e espes-

sura e = 0,0025, com todos os nos de coordenadas x < 0,05 m ou x > 0,65 m completamente
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engastados.

O tubo contém inicialmente um gas ideal em repouso com densidade p; = 1,2 kg/m’,
pressdao p = 99 kPa e relacdo entre calor especifico a pressdo constante e a volume constante
y = 1,4. Pela esquerda do tubo entra um gds ideal com densidade ps; = 2 kg/ m> e pressio
pri = 200 kPa, produzindo uma onda de choque. No lado direito e ao longo das paredes do
tubo, sdo aplicadas condi¢des de parede lisa. Essa condi¢do € mantida constante até o instante
t = 0,0025 s, quando a entrada é fechada e a condi¢do de parede lisa é aplicada sobre todo o

contorno.

O tubo ¢ discretizado por 760 elementos e 3468 nods (Fig. 8.4(b)) e € composto por um
material eldstico com médulo de Young’s modulus E = 10 MPa, coeficiente de Poison v = 0,4

e massa especifica p; = 470 kg/m?.

A malha do fluido na qual o tubo € imerso é mostrada na Fig. 8.4(a), com 211585 elementos
e 38147 nds. Para a simulagdo ALE, emprega-se uma malha com aproximadamente o mesmo

tamanho de elementos.

A figura 8.5 apresenta quadros de distribui¢do de pressdo e deslocamentos para ambos 0s
casos, ALE e contorno imerso em varios instante. Deve-se notar que para o acoplamento imerso
ndo foram omitidos da ilustragdo os nds e elementos que atravessam o contorno, devendo-se
comparar apenas a porcao correspondente ao dominio representado pela casca na parte inferior
de cada sub-figura. Observa-se que as duas solugdes apresentam resultados que podem ser

considerados idénticos.

(a) Fluido (b) Casca

Figura 8.4: Discretizacdo do tubo

Na Fig. 8.6, uma comparacio da solu¢do em deslocamento radial ao longo do tempo na
posicdo x = 0,34 m, mostrando comportamento bastante semelhante entre as duas técnicas de

acoplamento. Isso, aliado a avaliacdo qualitativa apresentada na Fig. 8.5 mostra a eficacia do
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Figura 8.5: Distribuicado de pressdo (Acima) e médulo de deslocamentos na casca (Abaixo) -
primeira parte
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Figura 8.5: Distribuicdo de pressdo (Acima) e mddulo de deslocamentos na casca (Abaixo) -
continuacao

procedimento de acoplamento com contorno imerso.

8.3.2 Acionamento de um airbag

Como um exemplo qualitativo, propde-se simular a deflagracao de um airbag com a geo-

metria representada na Fig. 8.7.

Esse é considerado como sendo somente um exemplo qualitativo, uma vez que, devido a
razdes computacionais, a malha do airbag nao € refinada o suficiente para representar adequa-
damente o enrugamento que ocorre em alta frequéncia, e também o programa de dindmica de
cascas empregado ainda ndo contempla andlise de auto-contato. Entretanto, a imposi¢ao de
condicdes de contorno e os demais procedimentos adotados s@o os mesmos de uma situacdo

real.
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Figura 8.6: Deslocamento radial vs. tempo em x = 0,34 m
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- |-
| ~1
|-+
0.061

Figura 8.7: Geometria do airbag (adaptado de Cirak e Radovitzky (2005))

O airbag em sua configuragdo inicial contém um gds em repouso com densidade py =
1,3 kg/m> pressdo p = 107 kPa e indice adiabatico ¥ = 1,4. Pela parte inferior, entra um gés
com massa especifica pr; = 10 kg/m?, velocidade do som ¢ = 370m/s e indice adiabético y =

1,4 o que produz uma onda de choque.

As condicoes de entrada sao mantidas constante até o instante t = 0,004 s, quando a entrada

¢ fechada e as condicdes aplicadas passam a ser de parede lisa.

Aceita-se certa simetria para o problema, discretizando-se apenas 1/4 do problema. O
airbag é discretizado por 258 elementos e 1237 nds (Fig. 8.8(b)) e o material constituinte
¢ considerado como sendo um tecido com moédulo de Young E = 3 GPa, massa especifica
ps = 1000 kg/m? e espessura e = 1,5 mm. O airbag é engastado em toda a regido de entrada e

condi¢Oes de contorno de simetria sdo aplicadas nos planos xz e yz.

A malha do fluido, onde o airbag é imerso € apresentada na Fig. 8.8(a), contendo 263667

elementos e 47491 nos.
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Os resultados deixam qualitativamente claro que o procedimento proposto ¢ um método
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bastante robusto para andlise de estruturas inflave
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Figura 8.10: Distribuicao de pressao no airbag deformado
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9  Proposta para continuidade da
pesquisa: uso de uma nova técnica de
B-splines imersas

Uma caracteristica interessante do MEF € a possibilidade de aumentar a ordem das fungdes
aproximadoras. Quando se trata de problemas com descontinuidades, tais como ondas de cho-
que, € interessante que as mesmas possam ser aproximadas pelas funcdes de forma sem pro-
duzir grandes perturbacdes na vizinhanga, como ocorre quando da utilizacdo de polindmios de
Lagrange. Por fim, técnicas de acoplamento fluido-estrutura que ndo exijam movimentacao da
malha, como a apresentada no capitulo 8 sao muito interessantes para a simulacao de problemas

com grandes escalas de deslocamentos.

Buscando atender todas essas caracteristicas, e propor continuidade dessa pesquisa, desen-
volve-se de maneira original um novo espaco para elementos finitos baseados em B-splines de
alta ordem imersas. Essa parte do trabalho foi desenvolvida durante estagio na Universidade de
Cambridge, com auxilio do professor Fhemi Cirak, e estd sendo atualmente estudada para ser

aplicada a andlise de interacdo fluido-estrutura, dando continuidade a esta pesquisa.

9.1 Sobre as funcoes Splines

Splines e suas fungdes correlacionadas, como as B-splines ndo uniforme racionalizadas
(NURBS), sao amplamente empregadas na engenharia em sistemas de projeto assistido por
computador (CAD). Em contraste, nas andlises por método dos elementos finitos as splines
tém sido somente esparcamente usadas. Recentemente, dois trabalhos baseados em splines,
chamados subdivision finite elements (CIRAK et al., 2000) e isogeometric analysis (HUGHES
et al., 2005) foram introduzidos para modelagem geométrica baseada em spline e andlise pelo
MEE. Considerando que o conceito original de andlise isogeométrica foi desenvolvido com
base em NURBS, subdivisdao de elementos finitos caem nas funcdes base de subdivisdao, que

sao historicamente motivadas por splines e sdo considerados como um superconjunto de splines
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(PETERS; REIF, 2008; WARREN; WEIMER, 2001). Uma motivacdo chave para o uso de
fungdes base spline no processo de modelagem e andlise é a promessa de diminuicao do erro
que pode surgir de uma etapa para a outra, especialmente erros devidos a geracdo de malha de
elementos finitos baseada em modelos NURBS, o que € frequentemente guiado pelo usuario.
Em adi¢do, o uso das mesmas fungdes base possibilita rdpida troca de dados entre projeto e

andlise, o que é, por exemplo, crucial para otimizacdo de projeto.

Em adicdo ao encadeamento projeto e andlise, MEF baseado em spline sdo em muitas for-
mas mais versateis e eficientes que a interpolacdo por polindmios de Lagrange presentemente
usada em elementos finitos. Por exemplo, em malhas de produto tensorial (também conheci-
das como Cartesianas), funcdes de maior ou menor ordem sao diretamente definidas sobre a
mesma malha, sem necessidade de adi¢cao de nés, aumentando ou diminuindo a continuidade
e suavidade global. A maioria dessas operagdes podem ser executadas sem alterar a forma do

objeto.

Uma das principais vantagens das funcdes base splines € que elas sdo pontualmente positi-
vas. Isso significa, por exemplo, que todos os elementos da matriz de massa sdo sempre positi-
vos, €, assim, a correspondente matriz de massa concentrada € sempre positiva definida. Uma
vantagem adicional é a propriedade de diminui¢do de variacdo das func¢des de forma spline,
que faz as mesmas menos propensas a oscilacdes numéricas tipicamente encontradas em outras
funcoes de forma polinomiais de alta ordem. A maior vantagem no uso de b-splines como base
para o MEF, de acordo com Strang e Fix (2008), € que a continuidade extra reduz a dimensao

do espaco teste, sem destruir o grau de aproximacao.

Apesar dessas vantagens, as B-splines nao permitem o cumprimento das condi¢des de con-
torno essenciais (varias funcdes podem ser diferentes de zero em um ponto do contorno, € 0o
ndmero dessas fun¢des depende do grau das b-splines), e também ndo se adaptam diretamente
a forma do contorno. Isso implica que os MEFs b-splines requerem algum tratamento especial

para resolver problemas de Dirichlet.

Esses fatos permitiram Strang e Fix (2008) afirmarem que os métodos nodais (MEF tra-
dicional) devem continuar a dominar sobre o uso de b-splines, colocando o uso de b-spline
como conveniente quando em uma malha regular, desde que a propriedade interpoladora nao
seja parte essencial da andlise, porque assim pode-se utilizar descricdes mais gerais em termos

de funcoes.

Fungdes base splines e a maioria das teorias relacionadas estdo estritamente amarradas com
as malhas de produto tensorial. Isto resulta da natureza ndo local das fun¢des spline, que nao

permitem uma extensao direta para malhas nao estruturadas. Somente para o caso bidimensio-
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nal com padrao manifold, existem esquemas de subdivisdo que generalizam splines para malhas
ndo estruturadas. Entretanto, um processo equivalente ndo estd disponivel para o caso tridimen-
sional. Para muitas geometrias relevantes na pratica, as malhas Cartesianas ndo sdo flexiveis o
suficiente, e para algumas geometrias, como objetos esféricos, impossivel. Assim, parece auto-
evidente combinar fungdes base spline com métodos de contorno imerso. Em geral os processos
de contornos imersos publicados usam malhas Cartesianas que nao sdo compativeis com os con-
tornos do dominio fisico. Préximo aos contornos, algoritmos auxiliares derivados dos métodos
tradicionais de imposi¢do de condi¢des de contorno em problemas variacionais, como Multipli-
cadores de Lagrange, Penalidades ou método de Nitsche, sdo empregados (WRIGGERS, 2002;
NITSCHE, 1971).

Os algoritmos convencionais para aplicacdo de condicdes de contorno em métodos de con-
tornos imersos ndo sao entretanto diretamente aplicaveis ao MEF baseado em B-splines. Devi-
do a natureza ndo-local das fun¢des de forma b-spline, um grande nimero de func¢des de forma
proximas ao contorno podem possuir somente uma pequena parte dentro do dominio fisico. Isso
usualmente causa um efeito de detrimento da estabilidade do problema discretizado, que tem
um impacto negativo na robustez e precisdo do método como um todo. No método chamado
Web-spline, proposto por (HOLLIG et al., 2002), o qual consiste em um método baseado em
b-splines immersas com uso a técnica de multiplicacdo por funcdo ponderadora, proposta por
(KANTOROWITSCH, 1964), esse assunto da estabilidade é resolvido acoplando-se b-splines
com pouca influéncia no dominio com B-splines internas através de polinomios de Lagrange.
Embora possa-se mostrar que as Web-splines formem uma base do MEF que apresenta con-
vergéncia, essa base ndo cumpre o patch test, além de romper a propriedade da positividade ao

empregar os polindmios de Lagrange.

9.2 B-splines Univariaveis

Uma spline univaridvel de grau n, € uma fun¢do polinomial por partes de ordem n, com
uma Unica varidvel, definida em um intervalo D, e a cuja sua derivada de ordem mais alta

possui saltos de descontinuidade em N pontos i, com i € D.

Concentrando-se no caso onde os i pontos sdo igualmente espacados (grid uniforme), uma
spline de grau < n e grid de espessura h é (n— 1) -vezes continuamente diferencidvel e equi-
valente a um a polindmio de ordem < n em cada intervalo do grid [i,i + 1]k de D (HOLLIG,
2003).

Como splines sdo fungdes polinomiais por parte, uma spline s(x) de grau n pode ser conve-
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nientemente descrita pela combinagdo linear de N fun¢des menores B, de mesmo grau n:
N
x) =Y s;B}(x), 9.1)
j=1

onde s5; € um escalar que escala a funcao B;.

As fun¢des B;’s sdo chamadas b-splines, e consistem em uma base para o espago de fungoes
splines particularmente conveniente. Uma b-spline uniforme de grau n, B;?, € definida entre dois

pontos x; € x4, por recorréncia de (ver figura 9.1):

B'(x) = / XB"_I(x)dx. (9.2)
1.2 T T T
n=0—
n=1
1 n=2— -
n=3—
0.8 i
0.6 .
04 .
02F i
O | 1
XOZO X1=1 ,X,'2=2 )(,'3:3 _x4:4

Figura 9.1: b-splines de vdrios graus.

9.3 B-splines multivariaveis

A aproximacdo sobre dominios espaciais com mais de uma dimensdo € facilmente feito

utilizando-se o produto tensorial uniforme:
BR (X1, HBkd Xq); (9.3)

onde Bj(x) € a m-varidvel b-spline e B} (xq) € a univaridvel b-spline na varidvel xy.

A figura 9.2 mostra uma b-spline cubica B para o espaco bidimensional.
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B, |

kp

Figura 9.2: gerac@o de uma b-spline ctbica 2D.

Uma base para o MEF pode ser construida transladando uma b-spline e ponderando-a por
um fator de escala sobre um grid Cartesiano regular. Focando o caso unidimensional, a B-spline
univaridvel padrdo B-spline B” que possui suporte em um grid auxiliar com pontos i € [0,n+ 1]
e células de comprimento 1, € transportada de seu suporte inicial para as células do grid, e
ponderada de acordo com o tamanho 4 das células, de forma que o suporte estd agora sobre
os pontos i € [k,k+n+ 1]k do grid. Isto significa que para um grid de espessura h, splines
cardinais de grau < n sdo combinagdes lineares de BZ’ »» sendo k um inteiro que define a posi¢do

da B-spline.

As splines construidas como uma combinagdo linear destas b-splines sdo chamadas splines
Cardinais. As propriedades atrativas das splines cardinais para métodos numéricos, facilmente

encontradas na literatura (Hollig (2003) e Strang e Fix (2008)), sdo:

e [ndependéncia Linear: Para um dado grau n e espessura de grid &, em qualquer célula do
grid D = [I,1 4 1]h,l € Z, as B-splines B} , que possuem algum suporte nasta célula sao

linearmente independente.

e Particdo da unidade: Para uma dada célula D, em qualquer ponto i € D, a soma de todas

as b-splines com suporte em D € igual a unidade.
e Positividade e suporte compacto: B}, é positivaem ]I;1 + 1[h.

e Suavidade: B}, é (n— 1)-vezes continuamente diferencidvel com descontinuidades da

n-ésima derivada nos contornos das células.

e Estrutura polinomial por partes: Bj , € um polindmio de grau n em cada intervalo D.
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e Simetria e Monotonicidade: As b-splines de grau n sdo simétricas e estritamente mond-
tonasem [0; (n+1)/2] e [(n+1/2);n+1].

9.4 Uma nova base abstrata para elementos finitos a partir
de splines

9.4.1 Definicao do dominio fisico

Como o método é baseado em um grid Cartesiano regular, sao necessarias algumas técnicas
para identificar o dominio fisico, o qual pode possuir qualquer forma sélida. Isso € feito com
base em curvas de nivel LS (level-sets), de uma funcdo de distancia assinalada, SD calculada

conforme Eq. 8.1.

: , . —
Considerando-se que a superficie apresenta vetor normal orientado para fora n’, e sendo
— . s . ~ . 5 =z
d o vetor do ponto do contorno mais préximo de p, entdo p € Q se o produto interno d - n' é
negativo e entdo SD € positivo. Isso implica que o contorno vai ser definido pela curva de nivel

zero de SD, com SD positivo dentro do dominio e negativo fora.

Para dominios compostos pela intersec¢do de diferentes entidades geométricas, uma forma
facil de definir o dominio fisico € calcular a funcdo de distancia assinalada separadamente para
cada uma das entidades e entdo combind-las usando as func¢des booleanas de Rvachev, conheci-
das como fung¢des-r (HOLLIG, 2003). O resultado é uma nova fungio que ainda possui valores

positivos dentro do dominio fisico, negativos fora e zero no contorno.

A equacdo 9.4 mostra como obter a fun¢do de Rvachev, RF, para a interseccdo e para a

unido de dois diferentes dominios.

SDy + 8D+ /SD}+SD3, se'=T1UI;
RF(x,T') = (9.4)

SDy+SD, —\/SD}+SD3, ifT' =T NI

Uma opgao para obter a fun¢do distincia assinalada para formas complexas, quando uma
equacgdo analitica ndo é definida para a forma sélida, consiste em discretizar o contorno em
elementos finitos, criando uma superficie orientada definida por uma equacio paramétrica. A
figura 9.3 mostra a funcdo distincia assinalada para uma geometria definida por elementos

finitos triangulares, imersos em uma malha Cartesiana.
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Dist. Ass. (m)

'0.1641

0.04499

=
S

S Ty

1 >

A

I.o.o74o9

I—0.1932

-0.3122

(a) Malha cartesiana (b) Geometria e distancia assinalada

Figura 9.3: Funcdo distincia assinalada para um corpo definido por uma malha triangular

9.4.2 B-splines ponderadas normalizadas

Quando da aplicagdo de qualquer técnica de residuos ponderados, exige-se que as funcdes
de forma satisfacam alguns aspectos gerais para que haja convergéncia. Isto inclui que as
fungdes de forma seja homogéneas com respeito a satisfazerem as condi¢des de contorno es-
senciais, ou de Dirichlet. Essa condi¢@o é obviamente nao satisfeita pelas B-splines cardinais,

que além disso, ndo se adaptam a forma de dominios ndo retangulares.

As B-splines ponderadas racionalizadas, apresentadas aqui, buscam resolver esses proble-
mas, mantendo a maioria das propriedade das B-splines cardinais. Para tal, o processo inicia-se
com a escolha de uma fun¢do ponderadora adequada para cada B-spline, segue com a normali-

zacdo das fungdes e termina com a construcao de elementos finitos isoparamétricos.

Classificacao das células e das B-splines

Para definicdo da fun¢do ponderadora, primeiramente as células sdo classificadas como
células de contorno, células de dominio ou células externas, e as B-splines sdo classificadas

como ativas, semi-ativas ou inativas. Esta classificacdo € feita de acordo com sua posicao em

relacdo ao dominio fisico.
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As células de dominio sdao aquelas completamente dentro do dominio fisico (SD > 0 sobre
toda a célula). As células de contorno sdo as células cortadas pelo contorno (SD < 0 para alguns
pontos sobre a célula). As células externas sdo aquelas completamente fora do dominio fisico
(SD < 0 sobre toda a célula).

As B-splines com o ponto de maximo dentro do dominio fisico (SD > 0 no ponto de
maximo) sdo classificadas como ativas. As B-splines com ponto de maximo no contorno ou
fora dele, porém sobre alguma célula de contorno, ou sobre o contorno de alguma célula de
contorno sdo classificadas como semi-ativas. Finalmente, as b-splines com o ponto de méximo

sobre células externas sao classificadas como inativas.

Um exemplo 2D de classificacdo de células e b-splines cubicas é apresentado na figura
9.6(a), e a classificacdo das células e B-splines cubicas para o problema da Fig. 9.3 € mostrada

na figura 9.4.

. Cél. Externas

. Cél. de Contorno

|: Cél. de Dominio

Figura 9.4: Classificacdo das células

Funcao ponderadora

As b-splines inativas com algum suporte sobre o dominio fisico podem levar a sistemas mal
condicionados e problemas de estabilidade, uma vez que seu suporte sobre o dominio fisico
pode ser muito pequeno (ver figura 9.6(a)). Para se evitar esse problema, as b-splines inativas

sao eliminadas, fazendo suas fun¢des ponderadoras w = 0.
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Como ¢ possivel observar na Fig. 9.6(a), as B-splines semi-ativas sdo a melhor escolha
para representar valores no contorno, o que faz da fun¢ao ponderadora constante w = 1 uma

boa escolha.

Para as b-splines ativas, a escolha de w nao € tao trivial. As funcdes ponderadoras de-
vem fazer as B-splines nulas sobre o contorno, mas deve também nao interferir na ordem de

continuidade.

Assim, para o caso das b-splines ativas, uma adaptacao da fun¢do ponderadora usada por
Hollig (2003) parece perfeita. w € tomado como uma fun¢do da distancia assinalada, com o
mesmo grau que as b-splines, para a drea que vai do contorno até uma distancia 8, e w = 1 apds

essa distancia:
SD(x)

0

wx)=1—(1- )", se SD(x) < 6. 9.5)

Um valor recomendével para 6 é a metade do comprimento do dominio D de uma B-
spline, entretanto, comprimentos maiores também podem produzir bons resultados podendo ser

adotados quando a geometria permitir (ver Fig. 9.12).

Finalmente, a fun¢do ponderadora € escrita como:

0, se B! € inativa

1, se B! € semi-ativa

wi(x) = ) (9.6)
SD(x)

1—(1—=57)", seB}¢éativaeSD(x) <d

1, se B} ¢ ativa e SD(x) > 0

onde 7 € o grau da b-spline B.

As novas funcoes de forma

A nova base para elementos finitos consiste nas fun¢des de forma N obtidas pela normali-

zacdo das B-spline ponderadas como segue:

9.7)

A normalizagdo ndo s6 garante a imposi¢cao de condi¢des de contorno de Dirichlet nao ho-

mogéneas como também garante as novas funcdes de forma propriedade da parti¢do da unidade.

O espaco teste gerado pelas funcdes B-splines imersas ponderadas normalizadas (i-splines),



196 9 Proposta para continuidade da pesquisa: uso de uma nova técnica de B-splines imersas

no dominio paramétrico () do corpo consiste em:

Yr— {Vr c Cn_l(Q,Rm)‘Vr(x) _ Z Ni(x)vi} (98)

icd Uy

onde .y sao as i-splines semi-ativas com condi¢des de Neumann e .o/ sdo as i-splines ativas,

observando-se que as condi¢cdes de contorno homogéneas de Dirichlet sdo satisfeitas.

O espaco tentativa de deslocamentos € dado por:

W=V S e OR W (W)= Y Ni(ui} 9.9)
i€.%p

onde . sdo as i-splines semi-ativas com condi¢des de Dirichlet, sendo estas condi¢des satis-

feitas, sendo elas homogéneas ou ndo.

As figuras 9.5 e 9.6, mostram a constru¢do das novas func¢des de forma N usando B-splines

cubicas, respectivamente para o espaco unidimensional e para o espago bidimensional.

1.2

1.2

1 1r

0.8 0.8 B
0.6 0.6 [ b
0.4 04 + i
0.2 0.2 r b

Figura 9.5: (a) B-splines ctbicas e fun¢do ponderadora ativa 1D. (b) Funcdes de forma
baseadas em B-splines cubicas 1D.

As novas fungdes de forma conservam as seguintes propriedades das B-splines cardinais:

wiB;
B;
paraie j = 1..nf, onde nf € o nimero de funcdes N; ndo nulas sobre uma dada célula, as

e Independéncia linear: Como as b-splines sdo linearmente independentes, e w; # a

fungdes N; também sdo linearmente independentes.
e Particdo da unidade: A parti¢do da unidade é cumprida devido a normalizagao.

e Positividade e suporte compacto: Como w; e B; sdo sempre positivas dentro de um

dominio fisico, esta propriedade € cumprida.
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celulas externas: _|  celulas cont.: Il celulas dom.: [
B-splines Ativas: B e B4. B-Spline Semi-ativa: Bz. B-spline Inativa: B,.

(a) Classificagdo das b-splines 2D.

(b) Fungdes de forma 2D baseadas em b-splines cubicas.

Figura 9.6: Construgdo das funcdes de forma para o espago 2D.

e Suavidade: Como w} ou possui a mesma ordem de continuidade das b-splines de grau
n, B}, ou € constante, as fungdes N;', construidas com base nestas b-splines, formam
uma base (n — 1)-vezes continuamente diferenciavel, com descontinuidades na n-ézima

derivada entre os intervalos do grid.

As propriedades das B-splines cardinais que ndo estdo presentes nas fungdes de forma N;
sdo Estrutura polinomial por partes e Simetria e monotonicidade, ja que elas mudam nos con-

tornos, se tornando fung¢des racionais.
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9.4.3 Representacao geométrica iso-paramétrica do dominio imerso

Devido as fungdes serem racionais proximo ao contorno, a nova base nao pode representar
exatamente fungdes lineares sobre o espago de coordenadas X = x1,x2,x3, porém, isso € possivel
em outro espaco de coordenadas X = X1, X5, X3, desde que esse espago possa ser escrito como

combinacao das fungdes N;.

Tomando uma funcgéo linear f(X;,X»,X3) = aX+ b (com a sendo um vetor de escalares:
a’ = ay,a;,a3 ), e escrevendo sua aproximacdo como a combinagéo linear das fung¢des de forma:

fap = ZZ | fiNi(x1,x2,x3), com f; = ax; + b, pode-se provar que f = fap, primeiro assumindo:

nf
f(X1,X2,X) =aX+b =) a(xiNi(x)) +bN;(x). (9.10)
i=1
Substituindo-se X = ZZZ 1 XiN;(x) em 9.10, e considerando que X = Zl":f 1 Xi * Nj(x), é possivel

verificar qua a equagdo 9.10 é verdadeira.

O contorno do espago fisico (X;,X,X3) deve coincidir com o contorno do dominio para-
métrico (x1,x2,x3). Assim, para as fungdess N; ativas, geradas pela racionaliza¢aos das fungdes
b-splines B; ativas, os valores x;;, com j = 1,2 ou 3, podem ser tomados como as posi¢des
paramétricas dos pontos de maximo para a b-spline B;. Entretanto, 0 mesmo nao é possivel

para as fungdes N; semi-ativas, uma vez que o valor x;; deve ser tomado sobre o contorno.
Duas diferentes opcdes sdo propostas para tal.
Opcao 1: projetar os pontos de maximo da B-spline semi-ativa sobre o contorno

Tomar x;; como a projegio do ponto de maximo de B; sobre o contorno € mais fécil, entre-
tanto, é necessario cuidado especial para evitar Jacobiano nulo sobre o dominio, o que, devido
a suavidade e positividade, serd raro acontecer. Uma vantagem desse processo € a facilidade de

integrar numericamente sobre a por¢ao do dominio () pertencente as células de contorno.

Isso também pode ser feito com base na funcao distancia assinalada e seu gradiente. Nesse
caso, o valor de x;; € tomado como a coordenada j do ponto de maximo da b-spline B, xb; ,

mais a distancia ao contorno na dire¢do j:

SD(Xb] ,xbz,xbg)

. — xb:
X5 = X0 G SD by o, b3 |

VSD(xbl,xbz,xb3). (9.11)

Esse procedimento € ilustrado na Fig. 9.7.

Opcao 2: procurar pelo ponto de maximo
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[J células externas
[] células de contorno

O células de dominio

© B-splines inativas

/ . . .
¢/o B-splines semi-ativas _ o
Pts. para geometria - WNB-splines semi-ativas
® B-splines ativas = . .
Pts. para geometria - WNB-splines ativas

Figura 9.7: Pontos para aproximagao iso-paramétrica da geometria

Uma forma muito conveniente seria tomar x;; como a posi¢ao do ponto de maximo valor da
funcdo N; semi-ativa. O maximo de uma i-Spline pode ser facilmente encontrado, observando-

se a priori que cada fung@o N; possui somente um maximo dentro do dominio ().

Para comparar o desempenho das duas técnicas, fez-se um estudo unidimensional o qual
mostra que a projecdo dos pontos de maximo das fungdes B semi-ativa sobre o contorno distorce
menos 0 dominio durante a mudanga de configuracao do espaco paramétrico x para 0 espago
fisico X (ver Fig. 9.8).

ot
(SN
T

X—

Pontos de maximo . T
Projecdo no contorno

Figura 9.8: Aproximacao iso-paramétrica de um modelo 1D
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9.5 Aplicacoes das i-splines

Para a validacdo da nova técnica proposta, estuda-se problemas de valor de contorno linea-
res de segunda ordem, especificamente problemas de elasticidade linear e problemas potenciais.

Maiores detalhes podem sdo apresentados por Sanches et al. (2011).

As normas de erro utilizadas para analise sdo as seguintes:

ey = Hur—uHLz(Q) = \//Q(ur—u) (" —u)dQ (9.12)

ey = |u" —u||HY(Q) = \//Q(Vu’—Vu) :(Vu" —Vu)dQ (9.13)

9.5.1 Disco com condicoes de contorno mistas Dirichlet e Neumann

Figura 9.9: Geometria e dimensdes.

Como um primeiro exemplo, considera-se o caso simples de um disco eldstico com raio
externo R = 1 eraio interno Ry = 0,5 (Fig. 9.9). O disco € submetido a um deslocamento radial
interno %, = 0,1 e condi¢do de contorno de for¢ca de superficie nula no contorno externo. O
material que constitui o disco possui médulo de Young E = 10000 e coeficiente de Poisson v =
0, sendo aplicadas as condicdes de estado plano de tensdes. A solucdo analitica para o problema

axi-simétrico pode ser encontrada nos livros de elasticidade, tais como (TIMOSHENKO, 1970).

O grid Cartesiano escolhido mede 2,5 x 2,5, sendo pouco maior que o diametro do disco.

Para discretizacdo, 3 diferentes malhas com 30 x 30, 40 x 40 e 80 x 80 células e B-splines



9.5 Aplicagées das i-splines 201

ctbicas foram utilizadas. Os contornos de tensao radial e tensdo tangencial para a malha 30 x 30
sdo apresentados na figura 9.10, que claramente mostra que a solucdo numérica reproduz a

solu¢@o com simetria radial.

Tens. tan.

I1994.

1680.

Tens. rad.

l-B.‘ISS

-285.2
1365.

-562.3

-~ 1051. 8394

736.1 -1117.

Figura 9.10: Contornos de Tensdo para cgg (esq.) € 0, (dir.)

A influéncia do nimero de pontos de quadratura de Gauss na solucao é estudada na Fig.
9.11. Uma série de diferentes pontos de Gauss—Legendre variando de 1 x 1 a 10 x 10 é
empregada juntamente com diferentes refinamentos de malha. O comprimento 6 de transi¢ao
da fun¢@o ponderadora foi fixo em duas vezes o tamanho das células, 6 = 2h. Poucos pontos
de integracio resultaram em um aumento no erro L?. Entretanto, o erro encontrou um patamar

minimo a partir de 3 x 3 pontos de Gauss para todos os refinamentos de malha empregados.

4e-03
4e-03

num. cels. 30x30 ——
num. cels. 40x40 ----%---- -
num. cels. 80x80 --------

==

3e-03

3e03 - % -
r 2603
2¢-03
le-03
5e-04

0e+00 | JRRRRERRREE | SITTTIe Mt et ieeeiiieiaeiaiiiieiesibiiaieiitit et e »
I1x1 2x2 3x3 4x4 5x5 1010

Pontos de Gauss por célula

Figura 9.11: Influéncia do nimero de pontos de quadratura

Um ponto chave das i-splines € a fun¢do ponderadora w, a qual especificamente forca as

func¢des de forma a se modificarem sobre o contorno. A fun¢do ponderadora (Eq. (9.6)) possui
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dois pardmetros, a poténcia n e o comprimento de transi¢do 8. A poténcia é escolhida como
sendo n = 3, garantindo a suavidade das splines cubicas. Nesta andlise o comprimento de
transicao € alterado em fung¢do do tamanho /4 das malhas Cartesianas e o erro na solucdo é
monitorado para diferentes malhas. Os resultados sdo apresentados na Fig. 9.12. O erro diminui
com aumento do comprimento de transi¢do 6 diminui-se o erro. Observa-se que apds 8 /h =2
o erro fica praticamente estavel, o que confirma esse valor como um valor 6timo para a escolha

de o.

3e-03 T T T T T

k num. cels. 30x30, h—0.0833 —+—
2e-03 [-" num. cels. 40x40, h=0.0625 ---x--=- -

) num. cels. 80x80, h=0.03125 --------
2e-03
le-03
5e-04
0e+00

0.125 0.25 0.5 1 2 4 8

Figura 9.12: Influéncia do comprimento de transi¢ao &

Na figura 9.13, observa-se a convergéncia do deslocamento radial e tensdes radiais e tan-

genciais ao longo do raio. As solucdes se mostram bastante coerentes.

0.1 2500 ——— T
analitico analitico
& 30x30 2000 30X30 e
= 40x40 40x40 -
5 8080 < 1900 8080
< 0.09 + D
8 © 1000
= B T
5 E 500 r
e | The S
3 0.08 5
] )
(]
@)
0.07 - . - . -1500 / : A .
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 0.625 0.75 0.875
Raio r Raio 7
(@) (b)

Figura 9.13: (a) Deslocamento radial (b) Tensdes normais radiais e anelares.
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Uma série de diferentes refinamentos de malha sio empregados para estudar a taxa de
convergéncia nos erros L?> e H' (Fig. 9.14). A malha mais pobre possui 20 x 20 células e
tamanho das células 7 = 0,125 e a malha mais fina possui 140 x 140. O comprimento de
transi¢do adotado foi de 6 = 1h e foram empregados 4 x 4 pontos de quadratura. A Fig 9.14
apresenta a evolucio dos erros L? e H! versus h. O erro ey, apresenta comportamento com
ordem menor que O(h), enquanto o erro e}, apresenta convergéncia aproximadamente de ordem
0(h3) para malhas pouco refinadas e fica estdvel para malhas muito refinadas. A causa da

discrepancia entre e}, e e}, deve ser motivo para futuros trabalhos.

le-01 . ——

le-02 F

le-03 F

erro e

le-04 F

le-05 !
0.01 0.1 1

Tamanho das células &

Figura 9.14: Analise de convergéncia

Um problema presente em muitos dos métodos de elementos finitos baseado em B-splines
imersas € a ocorréncia de instabilidades numéricas devido as células cortadas pelo contorno.
Para estudar a susceptibilidade da técnica proposta a tais instabilidades, o condicionamento
do sistema € estudado mantendo-se a malha fixa e variando-se a posi¢do do disco. Para tal
estudo € utilizada uma malha com 30 x 30 células e o disco € movido sobre uma linha inclinada
de 30° em relacdo a horizontal. A posicdo inicial é a origem e 10 incrementos de 0,0125
sao adicionados. O condicionamento é estimado com a biblioteca SuperLU (DEMMEL et al.,
1999), seguindo Higham (2002). Observa-se que tanto o condicionamento do sistema como o

erro ey, variam muito pouco com a mudanga de posicdo (ver Fig. 9.15).

Cilindro aquecido com movimento

Nesse exemplo, um cilindro com temperatura 7 = 1 prescrita em sua superficie € imerso
em um canal de forma quadrada com condi¢des homogéneas de Dirichlet em suas paredes

(T =0). O cilindro move-se segundo uma trajetoria senoidal prescrita, enquanto o dominio
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Figura 9.15: Condicionamento do sistema durante o movimento do disco.
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Figura 9.16: —Cilindro aquecido momendo-se em um dominio quadrado.

quadrado permanece fixo, assim como o grid utilizado (ver figura 9.16). Para propositos de
discretizagcdo, o dominio fisico, consistindo do cilindro e do canal quadrado, € imerso em uma
malha cartesiana de dimensdes 10 x 10 e € discretizado com 50 x 50 células. Na figura 9.17,

apresenta-se a distribui¢ao de temperatura para quatro diferentes posi¢coes ao longo da trajetoria.
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Figura 9.17: Distribui¢do de temperatura para quatro diferentes posi¢des

9.5.2 Pino de Boliche

O caso de um pino de boliche com comportamento elastico, submetido a um deslocamento

vertical, prové um exemplo de aplicagdo do método proposto para formas 3D complexas.

A altura do pino de boliche é 1 = 1 e seu madximo didmetro € D, = 0.33. O moddulo de

Young tem valor E = 10000 e o coeficiente de Poison vale v = 0.05.

O dominio Cartesiano possui dimensdes 0.5 x 0.5 x 1.1 e consiste de 15 x 15 x 30 células.
A funcdo distancia assinalada para o pino é computada de uma malha triangular da superficie,
como mostrado na figura 9.18(a), onde a drea azul na parte inferior do pino é onde os deslo-
camentos verticais foram prescritos # = 0 e a drea vermelha no topo € a drea do pino onde os

deslocamentos verticais foram prescritos u = 0.1.
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Na figura 9.19, o campo de deslocamento no pino sdo mostrados para trés diferentes cortes.

(b) Malha Cartesiana

(a) Representacdo do contorno e

das condi¢des de contorno

Figura 9.18: Pino de Boliche
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Figura 9.19: Deslocamentos verticais em diferentes cortes

9.5.3 Coracao humano

Outra geometria interessante € a parte inferior do cora¢cdo humano, provida por van Ooste-

rom e van Dam (2007) (ver Fig. 9.20). A parte analisada consiste do Endocardio, Epicardio e

iangulos.

base. A geometria é definida por 16334 tri

conexao com a
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As dimensdes fisicas de um ortoedro regular, de faces paralelas aos eixos cartesianos, que
contém a parte inferior do coracao inscrita na posi¢ao analisada sdo 96,3 x 109,7 x 99,3 mm.
A malha cartesiana adotada € definida com vértices nos pontos possui 40 x 45 células e possui
vértices nos pontos (-10, 90), (-43, 72) e (-68, 37). As i-splines sao definidas sobre 7601 células
de dominio e 10116 células de contorno. A conexao na base foi mantida fixa e a parede no fim

da ’ponte’ foi deslocada na direcdo x para fora.
E suposto um material com médulo de Young E = 100 e coeficiente de Poisson v =0, 3.

Na Fig. 9.20 sdo apresentados os deslocamentos na dire¢do x. A imagem da direita € obtida
com base em curvas de nivel da fun¢do distancia assinalada e a imagem da direita com base na

representacdo iso-paramétrica. As caixas indicam a malha cartesiana.

Figura 9.20: Deslocamentos na dire¢do x.

9.6 Sugestoes para aplicacao das i-splines para interacao flui-
do-estrutura

O mesmo algoritmo posicional para andlise dinamica de cascas deve ser empregado.

A representacdo total do contorno consiste em uma malha triangular que deve conter o

contorno da estrutura, contorno da entrada, contorno da saida e contornos com paredes rigidas.

Dois diferentes algoritmos devem ser testados e estudados em futuros trabalhos. No pri-
meiro, o fluido deve ser descrito na forma Euleriana enquanto o sélido na forma Lagrangeana

de forma semelhante ao acoplamento descrito no capitulo 8, porém com a forma de aplicacdao
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de condi¢des de contorno efetuada com uso das B-spline ponderadas racionalizadas.

J4 no segundo algoritmo para dindmica dos fluidos permanece explicito, porém baseado
em uma descricao Lagrangeana. O dominio computacional baseado na representacdo do con-
torno imerso definido no tempo n pode se deformar durante um intervalo de tempo A(z) (ver
Fig. 9.21), entdo os pontos de quadratura no novo dominio computacional, definido pela
representacdo do contorno imersa no instante n + 1 € projetado no dominio deformado, para
se tomar os valores para integrar o lado direito do sistema e entdo resolver o problema seguindo
o mesmo procedimento, chegando-se ao instante n + 2 e assim sucessivamente. Se a projecao
dos pontos de quadratura é encontrada fora da regido do dominio, isso significa que estd so-
bre a regido de entrada (Fig.9.21(b)), e entdo, as condigdes de entrada sdo consideradas para

integracao.

Embora as células no dominio deformado ndo correspondem as células no dominio compu-
tacional, como as b-splines possuem alta ordem de continuidade, € possivel integrar numerica-
mente com erro muito pequeno, ou mesmo sem erro, baseado em técnicas como as introduzidas

por Hughes et al. (2008).

Esse procedimento automaticamente acopla o fluido a estrutura sem a necessidade de ne-
nhuma técnica para movimentacdo da malha, e também evita os termos convectivos que produ-

zem variacdes espurias quando empregado o método classico de Galerkin (Bubnov-Galerkin).
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Parede flexivel

Entrada e

\

Parede rigida

(a) Instante n

Parede flexivel

Saida

Parede rigida

(b) Instante n+ 1

Figura 9.21: Procedimento Lagrangeano: as linhas tracejadas referem-se a representacao do
contorno para o dominio computacional do fluido
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10 Conclusao

Este trabalho teve como principal objetivo o desenvolvimento de ferramentas computacio-
nais baseadas no Método dos Elementos Finitos para aplicacdes em andlise de interagao fluido-
estrutura com o emprego da formulagdo posicional para anélise dindmica ndo linear geométrica
de cascas. A andlise numérica de interacdo fluido-estrutura ocupa lugar de destaque entre as
pesquisas atuais em mecanica computacional nas principais instituicoes do mundo. O presente
trabalho introduz a pesquisa interagao fluido-estrutura no Departamento de Engenharia de Es-
truturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos, da Universidade de Sao Paulo por meio deste

trabalho.

Inicialmente foi desenvolvido e implementado um programa para andlise transiente de
dindmica de fluidos, o qual foi testado através de exemplos. Na sequéncia estudou-se o algo-
ritmo baseado em formulagdo posicional para andlise dinamica ndo linear geométrica de cascas.
Entao foram propostos dois modelos de acoplamento particionados entre o programa de cascas
e o programa de fluido, um com movimenta¢do da malha do fluido e outro com a malha do
fluido fixa, originalmente aplicado neste trabalho. Ambos os modelos foram testados por meio
de exemplos. Finalmente foi desenvolvido um novo espago tentativa para o método dos elemen-
tos finitos baseado em B-splines imersas ponderadas e racionalizadas, o qual é sugerido para ser
aplicado na anélise de interacdo fluido-estrutura e que vém sendo estudado como continuidade

da presente pesquisa.

O programa de dindmica dos fluidos considera o escoamento compressivel e pode simu-
lar tanto as equacgdes de Euler como de Navier-Stokes, tanto em descricao Euleriana como
Lagrangeana-Euleriana arbitraria (ALE), permitindo assim movimentagdo arbitraria da malha
de elementos finitos. Nesse programa sao empregados elementos finitos tetraédricos com apro-
ximacao linear. A integracdo temporal € explicita e feita ao longo de linhas caracteristicas, o
que naturalmente introduz termos dissipativos na direcao das linhas de corrente, estabilizando
as variagoes espurias que surgem quando empregado o método classico de Galerkin devido a
presenca dos termos de convecgdo. As descontinuidades fortes devidas a ondas de choque sao

tratadas através da introdu¢do de uma viscosidade artificial calculada como funcdo da segunda
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derivada da pressdo. A resolucao do sistema de equagdes discretizadas da mecanica dos fluidos
¢ feita através de um balanco de massa, no qual a solu¢ao ¢ inicialmente aproximada com o em-
prego da matriz de massa concentrada e, por um processo iterativo, busca-se a solucdo obtida

considerando-se a matriz de massa consistente.

A partir dos resultados obtidos, foi possivel concluir que o programa para andlise de dinami-
ca dos fluidos € bastante robusto e eficiente. A integracdo ao longo de caracteristicas apresentou
bons resultados quanto a estabilizacdo dos termos convectivos, porém, como ja referenciado por
outros autores, nota-se que a medida que o passo de tempo diminui a mesma perde eficiéncia
e o uso da matriz de massa consistente se faz necessario para que sejam obtidos resultados co-
erentes. Outra forma de se manter a eficiéncia dos termos de segunda ordem na estabiliza¢do
€ o emprego de sub-ciclos de tempo, conforme estudado no exemplo 5.6.3. A captura de cho-
que, feita através da introducdo de viscosidade artificial se mostrou bastante adequada, uma
vez que nao se observou comportamentos espurios na presenca de choques. A resolucao dos
sistemas com uso do balanco de massa se mostrou bastante eficiente, convergindo em poucas
iteragdes. Também observou-se que o método da compressibilidade artificial empregado na
andlise de fluidos incompressiveis é de convergéncia muito lenta e estudos devem ser feitos

para a implementa¢do de modelos implicitos ou semi-implicitos.

Através do estudo do algoritmo implicito para andlise de dindmica de casca, foi possivel ob-
servar que o elemento finito posicional de cascas com 7 parametros nodais por nds € totalmente
adequado para andlise de problemas de interagdo fluido-estrutura, uma fez que o0 mesmo possui
cinemdtica exata e ndo apresenta problemas de travamento devido a consideracdo da variacdo
linear da deformacdo ao longo da espessura, apresentando ainda bons resultados tanto para

problemas com flexdo dominante como para problemas com efeito de membrana dominante.

No primeiro modelo de acoplamento proposto, o fluido é descrito na forma ALE, sendo
que cada n6 da malha do fluido é deslocado dinamicamente em fun¢do da movimentagao da
casca e das distancias do né até os nés do contorno referente a casca e até os nés do contorno
fixo. Nesse modelo ndo existe necessidade de que os nds das malhas do fluido e da casca sejam
coincidentes, sendo que durante o pré processamento € feito um mapeamento das posi¢oes
locais dos nos da casca na malha do fluido e dos nds do fluido na malha da casca e, sobre estas
posicoes, sdo efetuadas as transferéncias de cargas e velocidades. Dentro de cada passo no
tempo para a casca sao permitidos passos menores para o fluido formando-se um sub-ciclo de
tempo a cada passo da estrutura, sendo equagao horéria das posi¢cdes da malha aproximada por
um polindmio de ordem 3 conforme mencionado no item 7.3, obtido com base nos valores de

velocidade e posi¢@o da casca no inicio e no final do intervalo de tempo da estrutura.
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O modelo de acoplamento ALE-Lagrangeano se mostrou bastante eficiente e robusto. A
técnica empregada para movimentacdo da malha produziu resultados muito bons para os e-
xemplos estudados, apresentando uma deformacdo bastante suave da malha. O emprego de
sub-ciclos de tempo entre fluido e estrutura também se mostrou bastante eficiente permitindo
emprego de intervalos de tempo para casca bastante superior ao intervalo de tempo explicito
para o fluido mantendo a solucdo consistente. O uso de malhas sem coincidéncia de nés permitiu
grande flexibilidade para geracdo de malhas bem como emprego de malhas com tamanhos de

elementos bastante diferentes.

O segundo modelo de acoplamento, chamado imerso, destina-se a estudo de problemas com
elevada escala de deslocamento e mudancas de forma tais como estruturas inflaveis e consiste
em acoplar o fluido em descricao Euleriana com a casca em descricao Lagrangeana conside-
rando contorno imerso. Nesse modelo a casca é imersa em um bloco de malha tetraédrica ndo
estruturada usada para andlise do fluido. A técnica baseia-se em descrever a forma da superficie
de nivel zero de uma fun¢do distincia assinalada e posteriormente alterar os valores nodais de
velocidade dos nds imediatamente externos ao contorno e dos nds internos situados dentro de
uma faixa de largura pré-definida de forma a impor os valores a serem prescritos sobre a posi¢ao
do contorno. Esta técnica de imposi¢ao das condi¢des de contorno foi utilizada originalmente

neste trabalho.

Dois problemas sao propostos a fim de estudar o acoplamento imerso. O primeiro exemplo
que consiste em um tubo infldvel e € comparado com os resultados segundo o modelo de acopla-
mento baseado na descri¢io ALE, mostrando 6tima concordancia. O segundo exemplo consiste
na simulagdo da deflagracao de um air-bag, e mostra a robustez do modelo para problemas com
grande escala de deslocamentos e geometria e mudancas de forma bastante complexas. Com a
conclusdo da montagem do cluster do Departamento, serd possivel no futuro efetuar andlise de

convergéncia para exemplos mais complexos como este.

Como propostas para futuros desenvolvimentos desta pesquisa, iniciou-se estudos relativos
a funcdes B-Splines. A utilizac@o deste tipo de funcdes deverd resolver problemas de instabili-
dade associados a movimentacdes espurias resultantes de propagacdo indevida de ondas pelas

aproximagdes em polindmios de Lagrange.

O novo procedimento de elementos finitos baseado em B-splines com contorno imerso em
um bloco de malha estruturada desenvolvido neste trabalho e sugerido para aplicacdo em anélise
de interacdo fluido-estrutura em trabalhos futuros satisfaz exatamente as condi¢des de contorno
de Dirichlet e Neumann. O novo método possibilita isso através da separacdo das funcdes de

forma no contorno de Dirichlet das demais, tornando o espaco de elementos finitos similar
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aos bem conhecidos espacos Lagrangeanos. A separacdo € baseada em uma combinacdo da
introducao de uma fungdo ponderadora para cada b-spline e normalizagdo das B-splines, o que
faz o método herdar a maioria das propriedades das funcOes de forma B-spline. Além disso,
foi demonstrado que o método satisfaz o patch test para tensoes constantes. Embora as funcoes
de forma ndo sejam necessariamente polinomiais, uma descri¢do iso-paramétrica da geometria
torna possivel a interpolacdo exata de fungdes lineares. O método baseado em B-splines foi
aplicado a problemas de valor de contorno elipticos de segunda ordem a fim de se obter sua

valida¢do, o que provou as caracteristicas esperadas para a nova técnica.

A partir de um apanhado geral, € possivel destacar trés contribui¢cdes originais importantes
nesta tese. A primeira € o emprego da formulacao posicional de andlise dindmica de cascas em
andlise de intera¢ao fluido estrutura, o que, juntamente com o trabalho de Coda e Paccola (2009)
demonstram a eficdcia e robustez dessa formulagao para problemas dinamicos. A segunda € o
desenvolvimento de um método de acoplamento que admite contorno imerso em uma malha
nao estruturada de elementos finitos e a terceira € o desenvolvimento e validacdo de uma nova
técnica de elementos finitos baseada em B-splines com contorno imerso (i-splines) em uma

malha cartesiana.

Como temas para trabalhos futuros sugerem-se o estudo de um algoritmo implicito ou
semi-implicito para simulacdo de escoamentos incompressiveis, um estudo numérico quanti-
tativo completo da técnica de acoplamento Euleriano-Lagrangeano com contorno imerso, a
implementagdo de acoplamento com emprego da nova técnica de B-splines imersas proposta, o
estudo aprofundado de algoritmos para cédlculo da fun¢do distancia assinalada para otimizar o
desempenho computacional tanto da técnica de acoplamento Euleriano-Lagrangeano com con-
torno imerso como para a continuidade da pesquisa com as B-splines ponderadas racionalizadas
e o desenvolvimento de um espago a partir da nova técnica de B-splines imersas que seja estavel

quanto as restricoes Babuska-Brezzi.
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ANEXO A - Forma adimensional das equacoes de
Navier-Stokes

Frequentemente € interessante o emprego das equacoes de Navier-Stokes em uma forma
adimensional. Os parametros de escala empregados para adimansionalizar essas equagdes po-

dem variar dependendo da natureza do escoamento. Neste trabalho sdo empregadas as seguintes

escalas:
1. Tempo:
P ”‘Tw (A.1)
2. Espaco:
%= % (A2)
3. Massa especifica:
p— p% (A3)
4. Pressao:
P=3 :;t . (A.4)
5. Velocidade:
i = :T: (A.5)
6. Energia especifica:
E- % (A6)
7. Temperatura:
T = % (A.7)
8. Velocidade do som: )
= :_20 (A8)

onde a barra sobrescrita indica uma quantidade adimensional, o subscrito oo representa valores
de escoamento nao perturbado e L ¢ um comprimento de referéncia. Aplicando as escalas acima

as equagoes governantes na forma ALE, chega-se as seguintes expressoes:
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Conservagcdo da massa
ap d(pu) _ Ip
ot er, T Vign (A-9)

Conservacdo da quantidade de movimento

d(pm)  d@);pu;) 1 JvT; Ip J(pu;)
— e — —pg; =W,——— A.10
5 ' ox, Re ox, loxm PETViToy (4.10)
onde
UsoL
Re = — A1l
e=— (A.11)
€ o numero de Reynolds,
L
g =5 (A.12)
Us,
¢ a constante das forcas de campo e
%
V= (A.13)
Vre f
¢ a viscosidade cinematica adimensional.
Conservagdo da energia
J(pE) J(u,pE 1 0 oT\ Jd(u;p) 1 Jd(Vzu;) _
(p_)+ (J_P )_ 2 (2l (_Jp)__(_ljj)_pgiﬁi
ot 0% RePr 0%; ox; 0% Re 0% (A.14)
__9(E)
1 a)-cl Y
onde Pr é o nimero de Prandtl dado por:
pr=Hr (A.15)
kre f
e k* € a taxa de condutividade expresso por:
k
Pr= , (A.16)
kre f
onde k. s € a taxa de condutividade térmica de referéncia.
Equacao de estado
PRT —1)~
5 PRT _S(r=Dx (A.17)
Cp Y

Onde R € dado pela diferenca entre o calor especifico a pressao constante e o calor especifica

a volume constante R = ¢, — ¢y.





