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RESUMO

SILVA, W. Q. (2010). Analise ndo linear geométrica do acoplamento solo-estrutura
através da combinacdo MEC-MEF. Dissertacdo (Mestrado) - Departamento de Engenharia de
Estruturas, Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, 2010.

Neste trabalho foi desenvolvida uma formulacao alternativa para o acoplamento entre
0 método dos elementos de contorno (MEC) e o método dos elementos finitos (MEF) para
andlise ndo linear geométrica de estruturas reticuladas ligadas a meios continuos
bidimensionais heterogéneos, aplicado a problemas de interacdo solo-estrutura. O solo foi
considerado com comportamento elastico linear e modelado via MEC por meio de uma
formulacdo alternativa a classica técnica de sub-regido permitindo a consideracdo de multiplas
inclusbes mais ou menos rigidas do que o material padrdo e de linhas de carga internas aos
dominios. Este codigo foi entdo acoplado ao programa AcadFrame, baseado no MEF
posicional para analise ndo linear geométrica de pdrticos com consideracdo de cinematica
exata. O acoplamento numérico foi realizado por meio de uma formulacdo algébrica onde a
matriz de rigidez do solo e a for¢a de contato sdo condensadas e somadas & matriz e ao vetor
de forcas internas da estrutura a cada iteracdo no processo de Newton-Raphson. Em ambos 0s
programas foi utilizada uma generalizacdo do grau de aproximacao dos elementos através dos
polinbmios de Lagrange, o que permite a utilizacdo de elementos curvos de alta ordem. Foi
utilizada ainda a técnica dos minimos quadrados para reduzir as oscilagdes de forcas de
superficie no contato. Os resultados obtidos de forma geral sdo bastante satisfatorios e
comprovam a eficiéncia da formulacdo. O trabalho permite a analise de problemas de
edificacGes apoiadas sobre solos estratificados com mudltiplas inclusdes e linhas de carga.
Permite tanto a andlise de elementos apoiados diretamente sobre o solo (sapatas, radies)
quanto de elementos internos e em qualquer dire¢cdo, como no caso de estacas verticais ou
inclinadas. Pode-se inclusive considerar as estacas passando por diferentes camadas de solo.
A aplicacdo pode ser estendida ainda a outros problemas elasticos, acoplamento entre pecas

mecanicas e analise de materiais compostos.

Palavras chave: MEC, MEF, Acoplamento MEC/MEF, ndo linearidade geométrica,

interacdo solo-estrutura.



ABSTRACT

SILVA, W. Q. (2010). Non linear geometric analysis of soil-structure interaction via
BEM/FEM coupling. M.Sc. Dissertation - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade
de Séo Paulo, S&o Carlos, 2010.

This work presents an alternative coupling of the boundary element method (BEM)
and the finite element method (FEM) to create a computer program for non linear geometric
analysis of frames coupled to continuous domains, applied to soil-structure interaction. A
linear elastic behavior is considered for the soil, modeled by BEM. An alternative formulation
is adopted for the classic sub-region technique, allowing the consideration of multiple
inclusions and load lines inside the soil domain. The BEM computational code is coupled to
the AcadFrame software, based on positional FEM for non linear geometric analysis of
frames, considering exact kinematics. The numerical coupling is made by an algebraic
formulation where the soil stiffness matrix and contact forces are condensed and added to the
structure matrix and internal forces for each iteration on Newton-Raphson process. On both
programs it is adopted a generalization of the element degree assuming the Lagrange
polynomials, which allows the use of curved high order elements. It was also implemented the
least square method in order to obtains better and smoother results of surface forces in the
contact interface. The obtained results are satisfactory and prove the formulation efficiency.
The program allows the analysis of buildings supported by layered soils with multiples
inclusions and load lines. It considers directly supported elements over the soil (footing
foundations, radies) and internal elements in any direction, like vertical and diagonal piles. It
can also consider piles going through different layers of the soil. This formulation can be
applied to other elastic problems like coupling between mechanic pieces and composite

material analysis.

Key-words: BEM, FEM, BEM/FEM coupling, non linear geometric, soil-structure

interaction.
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Capitulo 1

Introdug¢ao

Neste trabalho serd apresentado um estudo de sistemas estruturais formados por
elementos reticulados acoplados a meios continuos bidimensionais com énfase na aplicagao
em analise de problemas de interacdo solo-estrutura. Seré feita uma analise estatica deste tipo
de problema considerando-se a nao linearidade geométrica com cinematica exata da estrutura
reticulada e considerando ainda o meio continuo (solo) como sendo formado por mais de um
material com diferentes modulos de elasticidade.

A andlise serd realizada numericamente através do desenvolvimento de programas
computacionais em ambiente FORTRAN, utilizando-se de métodos numéricos aproximados
para modelagem tanto do meio solo quanto da estrutura edificada. O solo sera modelado via
método dos elementos de contorno (MEC), enquanto que a estrutura através de elementos de
portico via método dos elementos finitos (MEF), acoplando-os por meio de uma formulagao
algébrica que considera os deslocamentos e esfor¢os produzidos na interacao.

A modelagem do meio continuo via MEC ¢ baseada na solugdao fundamental de Kelvin
considerando o comportamento do solo eldstico linear. Consideram-se também multiplas
inclusdes, podendo estas ser mais ou menos rigidas que o material predominante, além de
linhas de carga internas ao dominio. As inclusdes serdo tratadas por processo alternativo de
sub-regides proposto por VENTURINI (1992) e RIBEIRO & PAIVA (2009) e generalizadas
por estratégia matricial que permita facilitar também o acoplamento as matrizes do MEF.
Através dos polindmios de Lagrange sera implementado o elemento de contorno curvo de
ordem de aproximagdo qualquer. As singularidades matematicas presentes nas solugdes
fundamentais adotadas serao tratadas por técnica de subtragcdo de singularidade.

A estrutura reticulada, por sua vez, serd modelada com o uso do programa AcadFrame,
desenvolvido no Departamento de Engenharia de Estruturas pelo prof. Dr. Humberto Breves
Coda e pelo Dr. Rodrigo Ribeiro Paccola. O programa é baseado no MEF com formulagao
posicional considerando comportamento nao linear geométrico (NLG) com cinematica exata,
como apresentado em CODA (2003). A nao linearidade ¢ baseada em formulacdo lagrangeana
e a cinematica de Reissner ¢ adotada para considerar a influéncia dos esfor¢os cortantes na

deformagdo do portico. Também se adotam os polindmios de Lagrange como fungdo
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aproximadora o que permite a adocdo de elementos finitos curvos com qualquer ordem,
semelhante ao MEC.

Para o acoplamento, uma matriz semelhante a de rigidez serd montada via MEC para o
solo e entdo condensada de maneira a incluir na rigidez do sistema do MEF todas as
condi¢des de contorno ocorridas no meio continuo. A matriz de rigidez da estrutura
(Hessiana) sera entdo alterada a cada iteragdo no processo de Newton-Raphson da analise nao
linear, somando nesta matriz os termos correspondentes ao solo e ao vetor de forgas as forcas
de contato apropriadas.

Diversos trabalhos encontrados na literatura t€m mostrado que em interfaces de sub-
regides com grandes diferencas de modulo de elasticidade e em acoplamento MEC/MEF
podem ocorrer oscilagdes nos resultados de forga de superficie devido a diferente natureza de
comportamento entre os meios acoplados. No intuito de evitar esse problema serad
implementada também a técnica de suavizagdo por minimos quadrados aos elementos de
contorno, de acordo com WUTZOW (2003).

Todo esse processo de andlise pode ser aplicado, como ja mencionado, ao estudo da
interagdo entre o solo de fundacdo e uma edificacdo convencional constituida por pérticos, ou
ainda em analise de tuneis e dutos no campo da engenharia civil. A formulagao, no entanto ¢
bastante abrangente podendo também servir a analise de outros problemas elasticos, como no
caso de acoplamento entre pecas mecdnicas e em andlise de materiais compositos. Tem,
portanto aplica¢des na engenharia civil, mecanica e aeronautica.

A caracteristica comum a estes problemas esta no fato de estarem presentes dois ou
mais meios de naturezas distintas, neste caso um meio continuo € um sistema reticulado. A
complexidade em simular o comportamento de sistemas estruturais acoplados leva ao estudo
do acoplamento de métodos numéricos aproximados, pois somente dessa maneira se torna
possivel a generalizacdo de uma formulacdo adequada para o processo de analise. O
acoplamento entre os diferentes métodos numéricos se apresenta assim como uma solugdo
adequada para a analise de sistemas complexos, fazendo uso dos recursos de cada método
onde o mesmo apresenta maior eficiéncia. Maiores detalhes sobre cada método e sobre o
acoplamento entre os mesmos serdo vistos nos capitulos que seguem.

A consideragdo da ndo linearidade geométrica com cinematica exata e a ado¢ao da
formulagdo posicional do MEF, por sua vez, enriquecem o trabalho frente ao que ja vem
sendo desenvolvido nesta linha de pesquisa no Departamento de Engenharia de Estruturas da

EESC — USP e mesmo frente a trabalhos consultados na literatura especializada.
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Objetivos do trabalho

O presente trabalho tem por objetivo principal o desenvolvimento de um programa
computacional para analise do acoplamento ndo linear geométrico solo-estrutura através da

combinagao entre 0 MEC e o MEF com uso de formulagdes atuais e eficientes.
Objetivos Especificos

Estudar técnica alternativa para o tratamento de inclusdes, sub-regides e enrijecedores
imersos em meio continuo por meio de acoplamento MEC/MEC e MEC/MEF;

Desenvolver um programa de analise linear de solidos bidimensionais baseado no
método dos elementos de contorno utilizando elementos de ordem de aproximagdo qualquer
(elementos curvos) e considerando multiplas inclusdes e linhas de carga;

Estudar estratégia algébrica de acoplamento do MEC com sistema ndo linear
geométrico do MEF de maneira que a matriz do solo condensada atue como condi¢do de
contorno para a estrutura reticulada e contendo, por sua vez, as condi¢des de contorno do
proprio solo;

Avaliar os efeitos do fendmeno da interacdo solo-estrutura em conjunto com o
comportamento ndo linear geométrico de uma edificacdo, fazendo-se as devidas
considerac¢des com relacdo a outras metodologias de analise desse tipo de problema;

Disponibilizar ao Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC — USP um
programa computacional com formulacdes atuais para andlise ndo linear geométrica da
interagdo solo-estrutura, buscando contribuir para o desenvolvimento de pesquisas neste

campo de estudos.

Justificativa

O estudo do fendmeno de interagdo ocorrido entre o solo e a estrutura de um edificio
ndo ¢ recente. Observa-se, no entanto, cada vez mais a necessidade de se aplicar conceitos
mais modernos da andlise estrutural a esse tipo de problema para acompanhar ndo s6 o
desenvolvimento tecnolégico da engenharia, mas também os avangos alcangados nas
pesquisas académicas, proporcionando assim aos engenheiros e calculistas ferramentas cada

vez mais poderosas e com melhores resultados que possam ser aplicadas a andlise estrutural.
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Por ser um sistema complexo e que envolve uma série muito grande de fatores,
diferentes técnicas de andlise tem sido propostas para o estudo da interagdo solo-estrutura,
buscando sempre aplicar o conhecimento para os diversos casos, gerais ou mais especificos
em problemas de engenharia. Diferentes tipos de solo em camadas sobrepostas, por exemplo,
constituem um problema especifico. Muitos trabalhos tratam o solo como sendo constituido
por camadas de diferentes propriedades. Mas o solo pode apresentar uma heterogeneidade
também na forma de inclusdes. E o caso da presenga de material rochoso, detritos ou
matacoes imersos em uma camada de solo, ou mesmo concentragdo de determinado material,
sem necessariamente formar camadas.

Neste trabalho se aplica entdo uma formulagao geral que permite a adocao de diversas
camadas de solo com qualquer configuragdo. Além disso, a formulagdo permite a
generalizacdo quanto ao numero de inclusdes mais ou menos rigidas no meio continuo,
baseado em uma formulacdo alternativa para a considera¢do de meios heterogéneos no
método dos elementos de contorno.

Inclui ainda o estudo de elementos de ordem qualquer, aplicados no MEC e no MEF
para a utilizacdo de elementos curvos, melhorando assim a qualidade da aproximagdo em
problemas que envolvam superficies ou elementos curvilineos e fungdes de alta ordem.

A andlise ndo linear geométrica aplica-se a diversos casos de engenharia,
especialmente no caso da engenharia civil, em andlise de edificios altos onde esse
comportamento deve ser verificado. Por serem baseadas em formula¢cdes complexas e por
exigir um longo tempo de processamento dos computadores, o uso de técnicas mais
elaboradas para andlise ndo linear foi evitado pelos engenheiros durante décadas, sendo
preferivel a ado¢ao de métodos de andlise simplificados. Porém, isso ndo mais se justifica
frente as atuais configuragdes dos computadores. A velocidade de processamento das
maquinas atuais permite que problemas envolvendo grandes nimeros de graus de liberdade e
onde a convergéncia de processos iterativos ¢ onerosa possam ser mais rapidamente avaliados
do que em décadas anteriores. Dessa forma, a adocdo de uma formulagdo com cinematica
exata se torna possivel, fazendo com que a andlise seja mais rica e verossimil. Podem ser
obtidos resultados mais seguros e precisos, contribuindo assim para o desenvolvimento
tecnologico.

Cita-se também como justificativa para a elaboracdo deste trabalho, a tradi¢cdo do
Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sdo Carlos em estudos

de acoplamento solo-estrutura via MEC/MEF e em andlise ndo linear de estruturas. Fica claro
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também que este trabalho contribui significativamente com o desenvolvimento relativo ao

acoplamento nao linear entre 0o MEC e o MEF.

Comentario sobre os capitulos

Neste primeiro capitulo foi feita uma breve introducdo do tema abordado e
apresentacdo dos objetivos e das justificativas do trabalho. Na seqiiéncia, encontra-se descrita
toda a fundamentagao teorica ¢ o desenvolvimento do trabalho em si, bem como os resultados
obtidos com exemplos de aplicagdo para validagao da formulagdo. Pretende-se aqui apenas
comentar de forma resumida o que o leitor deve esperar encontrar em cada um dos proximos
capitulos.

No segundo capitulo é apresentada a revisdo bibliografica realizada durante a
elaboragdo deste trabalho. Temas como interagao solo-estrutura, ndo linearidade geométrica e
métodos numéricos serdo abordados apresentando o que se encontra na bibliografia atual e
que servird de base para o desenvolvimento da pesquisa.

O terceiro capitulo trata das generalidades do fendmeno de interagdo solo-estrutura e
da andlise ndo linear geométrica em edificacdes. Em cada tema sdo feitos comentarios sobre
as diferentes maneiras de se analisar o problema, comentando ainda sobre as vantagens e
desvantagens de cada uma.

O quarto capitulo apresenta o método dos elementos de contorno, que neste trabalho ¢é
utilizado como método aproximado para modelagem do meio continuo. Apresenta-se de
forma resumida a aplicacdo do MEC para problemas elésticos bidimensionais, bem como a
solu¢do fundamental utilizada. Destaca-se nesse capitulo o desenvolvimento dos elementos
curvos com aproximacdo qualquer e a técnica de subtragdo de singularidade adotada nas
integrais singulares.

Dando continuidade ao assunto, o quinto capitulo trata de problemas heterogéneos via
acoplamento MEC/MEC. Apresenta-se 0 método alternativo de tratamento para sub-regides
que servird de base para a implementagdo da estratégia algébrica no cddigo desenvolvido. A
estratégia também ¢ apresentada para ilustrar como é o funcionamento basico do programa.
Destaca-se também a descricao das linhas de carga internas aos dominios. Alguns exemplos
de problemas elasticos heterogéneos bidimensionais sdo apresentados para validagdo do
programa.

O sexto capitulo trata do método dos elementos finitos, utilizado na modelagem da

estrutura reticulada. Sao apresentados os fundamentos da formulacao lagrangeana posicional
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aplicada a andlise ndo linear geométrica de estruturas, bem como o funcionamento do codigo
AcadFrame desenvolvido no SET. Comenta-se sobre a importancia da analise ndo linear
geométrica e as diferengcas com relacdo aos métodos simplificados. Destaca-se o uso de
elementos curvos, tal qual ¢ feito no MEC.

No sétimo capitulo ¢ enfim apresentado o acoplamento entre o MEC e¢ o MEF.
Demonstra-se como funciona a estratégia algébrica de acoplamento e as implicagdes
numéricas ocorridas. A técnica de suaviza¢do dos minimos quadrados aplicada ao MEC ¢
descrita neste capitulo. Em seguida sdo apresentados resultados de exemplos onde a resposta ¢
conhecida para validacdo do programa e, por ultimo, apresenta-se duas aplicagdes praticas do
trabalho, sendo um exemplo hipotético de um edificio apoiado sobre solo heterogéneo e um
mastro esbelto engastado em solo heterogéneo para avaliacdo do comportamento ndo linear
geométrico associado ao fendomeno interagdo solo-estrutura.

Para finalizar a dissertacdo, sdo feitas conclusdes finais no oitavo capitulo,

comentando sobre os resultados obtidos e comparando estes com outras metodologias de

outros autores, além das sugestdes para trabalhos futuros.
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Capitulo 2
2. Revisdo Bibliografica

Neste trabalho foram reunidos alguns temas importantes no campo da andlise
estrutural para que fosse entdo realizado o desenvolvimento de codigos computacionais para
analise do comportamento nao linear geométrico de estruturas reticuladas acoplados a meios
continuos, no caso de problemas bidimensionais de interacao solo-estrutura. Por ser um tema
complexo e que envolve uma grande série de variaveis, observa-se o interesse de
pesquisadores das institui¢des e universidades mais renomadas por esse assunto. Na verdade,
o estudo da interacdo solo-estrutura ndo ¢ algo recente e, como na engenharia estrutural de
forma geral, observa-se que a sua evolu¢do acompanha o avango tecnoldgico dos
computadores a medida que se tornam possiveis a utilizacdo de modelos matematicos mais
refinados e métodos de analise mais complexos e dispendiosos. Cada vez mais a tecnologia
permite a ado¢do de modelos mais representativos dos problemas reais.

Pode-se dividir a revisdo bibliografica em trés principais temas distintos que serdo
aqui abordados: o estudo da interagao solo-estrutura em si, os métodos numéricos que foram
utilizados no desenvolvimento dos cddigos, sendo estes o0 método dos elementos finitos e o
método dos elementos contorno, e ainda o estudo da ndo linearidade geométrica de estruturas,
que também tem sido objeto de estudo para diversos pesquisadores em outras linhas. O
presente capitulo apresenta alguns trabalhos encontrados na literatura dentro destas linhas de
pesquisa, buscando-se identificar o que ja foi desenvolvido e o que ainda ha por ser estudado
na area. Seguindo a divisdo proposta, fazem-se primeiramente citagdes gerais tanto nacionais
quanto internacionais sobre os diversos temas, ¢ por ultimo sdo apresentados os trabalhos que

foram desenvolvidos no Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC — USP.

2.1. Sobre interacao solo-estrutura

Diversos autores tém demonstrado que as estruturas civis ndo podem ser analisadas
somente de forma isolada na determinagdo de esforcos e deslocamentos para o seu correto
dimensionamento. E importante que sejam também corretamente avaliados os apoios,
principalmente com relagdo ao processo de interagdo existente entre o solo e o seu sistema de

fundagdo inserido no mesmo. COLARES (2006) mostra claramente que devido a flexibilidade
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do solo podem ocorrer recalques dos apoios, o que por sua vez tem grande influéncia na
redistribuicdo de esfor¢os ao longo de toda uma edificacdo. No entanto, os processos de
analise usuais sdo realizados de maneira que essa interacdo ndo ¢ levada em consideracdo da
forma mais adequada.

Uma das maneiras mais simples de se considerar os sistemas de suporte de uma
edificacao ¢ através de apoios rigidos como engastes ou mesmo apoios simples. Modelos de
edificios considerados apoiados sobre fundagdes rigidas podem ser verificados nos trabalhos
de MANCINI (1973), CARVALHO (1980), CARVALHO (1982), OLIVEIRA (1982) e
mesmo para trabalhos mais recentes, como em MARTINS (2001), SOUZA (2001), SILVA
(2005) e FABRIZZI (2007). Em todos estes, o objetivo do trabalho ndo contempla o processo
de interag¢ao do edificio com o solo, mas somente analise do edificio isolado. Dessa forma, os
engenheiros estruturais determinam uma série de cargas (reacdo vertical, horizontal e
momentos fletores) que sdo os esfor¢os ocasionados nos apoios de fundacdo. Estes valores
sdo repassados entdo aos engenheiros geotécnicos que os utilizam para dimensionar as
fundagdes e verificar recalques admissiveis segundo os cddigos normativos.

Este modelo simplificado ja foi bastante usual em escritérios de calculo estrutural. No
entanto, ¢ um modelo que foge totalmente a realidade frente ao comportamento dos solos
quando submetidos aos esfor¢cos provenientes das estruturas, principalmente em edificagdes
de grande porte onde os esfor¢os solicitantes sdo maiores. Nesta metodologia ndo € possivel
considerar que a flexibilidade dos solos terd efeito junto aos elementos estruturais. O que
usualmente pode ser feito para corrigir esse problema ¢é adotar recalques diferenciais nos
apoios fixos a partir de célculos realizados separadamente no solo, no entanto essa técnica
ainda ndo reproduz de forma adequada o fendmeno da interacdo, se afastando da realidade
fisica do problema, como afirma SOUZA & REIS (2008). Trabalhos como HOLANDA et al.
(2000), FONTE & FONTE (2003) e REIS & AOKI (2005) destacam a importancia de se
considerar o solo como deformavel ao invés de apoios fixos para a correta determinacao dos
esforgos solicitantes nos elementos estruturais.

Com relagdo aos efeitos que podem surgir do fendmeno de interagdo entre solo e
estrutura, citam-se os trabalhos de MEYERHOF (1947), GOSHY (1978), AOKI (1997),
RAMALHO & CORREA (1991), GUSMAO & GUSMAO FILHO (1994), GUSMAO (1995)
e MOURA (1995). Nestes trabalhos, destaca-se o processo de redistribui¢do de esforgos
ocorrido em estruturas de porticos quando sujeitos a recalques diferenciais e totais. Uma das

observacdes mais importantes ¢ que os pilares mais carregados transferem carga para os
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pilares menos carregados, ocasionando problemas caso essa sobrecarga nao tenha sido
considerada no processo de dimensionamento das pecas.

Na verdade, a consideracdao do solo como deformavel ja ¢ estudada por engenheiros e
geotécnicos ha varias décadas. WINKLER em 1867 havia proposto que cargas aplicadas na
superficie do solo geram deslocamentos somente no ponto de aplicagdo da mesma, ou seja,
desconsidera-se o efeito da continuidade do meio. Assim, o meio continuo (solo) pode ser
substituido por um sistema de molas com rigidez equivalente. Esse modelo ficou conhecido
como modelo de WINKLER, e ¢ um método bastante simples de ser aplicado em anélise de
interagdo solo-estrutura. Determinam-se valores de médulo de reagdo para cada tipo de solo e
de sistema de fundacdo, considerando que para cada dire¢do de deslocamento ha uma
flexibilidade diferente que podem ser entendidos como molas.

Em uma grande quantidade de trabalhos encontrados na literatura, as edifica¢des sdo
estudadas como sendo apoiadas em sistemas de suportes flexiveis baseados no modelo de
WINKLER, adotando valores tabelados geralmente encontrados de forma empirica. Essa
consideracdo torna a analise muito mais simplificada e facil de ser implementada para um
programa computacional. Os trabalhos de CHEUNG & ZIENKIEWICZ (1965), RANDOLPH
& WROTH (1979), LEE (1993), MYLONAKIS & GAZETAS (1998) e WANG et al. (2001)
podem ser citados como exemplos que adotaram essa técnica.

Porém, a representatividade do modelo ¢ bastante fraca e tem sido alvo de criticas por
parte de estudiosos tanto da engenharia como da geotecnia. Além disso, a determinacdo dos
valores para os mddulos de reacdo das molas ndo ¢ algo tdo simples de ser realizado. Torna-se
complexa sua defini¢do a medida que podem existir inimeras possibilidades de combinagdes
entre diferentes tipos de solo e sistemas de funda¢des. Também ¢ importante notar que o fato
de ndo contemplar a continuidade do solo faz com que o modelo seja fracamente
representativo para determinados problemas onde este efeito pode ser determinante, como no
estudo de grupos de estacas ou interacao entre prédios vizinhos.

Uma forma mais elaborada de se estudar a interag@o solo-estrutura ¢ através da propria
teoria da elasticidade buscando solucdes analiticas para os problemas. BURMISTER em 1945
desenvolveu uma solucdo para solos formados por duas e trés camadas. Alguns trabalhos
como CHAN et al. (1974), GIBSON (1974) e DAVIS & BANERIJEE (1978) fazem uso das
solucdes apresentadas por BURMISTER.

A aplicacdo de solugdes analiticas, no entanto, estara limitada a um numero de
problemas especificos, pois as diversas consideragdes a serem feitas para o manuseio das

equagdes matematicas sao muitas vezes unicas, particulares daquele problema. A busca pela
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solucdo analitica ¢ também uma técnica que, a depender do problema a ser estudado, pode ser
dispendiosa do ponto de vista do calculo. Para problemas mais complexos, a obten¢do de uma
solucdo dita exata pode ser at¢ mesmo inviavel. Torna-se dificil a busca de um processo
generalizado.

Em outros trabalhos, a analise da interagdo solo-estrutura ¢ realizada considerando-se
0 meio continuo como um maci¢co semi-infinito, onde sdo consideradas superficies ditas
indeslocaveis. Na verdade, considera-se que a certa distdncia dos pontos de aplicacdo da
carga, seus efeitos ndo mais serdo significativos para o maci¢o € ndo mais ocorrem
deslocamentos, o que de fato ocorre. Esses trabalhos sdo geralmente fundamentados na teoria
de MINDLIN (1936), onde ¢ apresentada uma solugdo fundamental em deslocamento e em
forca para uma carga unitaria aplicada no interior de um meio semi-infinito homogéneo,
elastico, linear e isotropico.

Trabalhos como POULOS (1967), POULOS (1968) e POULOS & DAVIS (1968)
utilizam a teoria de MINDLIN assumindo o solo como um meio elastico apoiado sobre uma

base de deslocamento nulo, conforme a figura 2.1.
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Figura 2.1 — Meio semi-infinito apoiado sobre camada indeslocavel

MATTES & POULOS (1969) partem dos trabalhos de POULOS e se destacam ao

aprimorar a formulacdo considerando a compressibilidade da estaca no célculo dos
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deslocamentos verticais. Em seguida, BUTTERFIELD & BANERIJEE (1971) realizam estudo
semelhante considerando dessa vez grupos de estacas.

HOLANDA (1998) fez uso do trabalho de POULOS (1967) para analisar um edificio
com sistema de fundagdes diretas apoiado sobre uma camada de solo homogéneo, apoiada por
sua vez sobre uma camada indeslocavel.

Os trabalhos de AOKI & LOPES (1975) e REIS (2000), baseados nessa teoria,
apresentam uma metodologia segundo a qual as cargas transmitidas por um grupo de estacas a
determinado terreno sdo discretizadas em um sistema estaticamente equivalente de cargas
concentradas, cujos efeitos sao superpostos no ponto em estudo.

GUSMAO (1990) realizou a analise bidimensional de um edificio apoiado sobre solo
estratificado ja utilizando a metodologia proposta por AOKY & LOPES (1975). Seguem-se a
partir de entdo diversos outros trabalhos de interacdo solo-estrutura que utilizam essa
metodologia na analise de edificagdes em conjunto com o solo. Citam-se os trabalhos de
MOURA (1995) e ANTUNES & IWAMOTO (2000).

Tal como se observa, a ado¢do de métodos aproximados se faz necesséria para que se
busquem solugdes para casos mais complexos, resolvendo assim problemas mais gerais com
maiores consideragdes. A simulacdo computacional ¢ hoje alvo de avangadas pesquisas em
engenharia, e isso se deve ao desenvolvimento alcangado no estudo dos métodos numéricos,
conforme sera mencionado no item seguinte. Trabalhos de interacdo solo-estrutura que

utilizam desses processos serdo comentados também no proximo item.

2.2. Sobre os métodos numeéricos

Muito embora a utilizagdo da teoria da elasticidade tenha resolvido um grande ntimero
de problemas elasticos de engenharia, sua aplicagdo somente ¢ valida para casos mais simples
e muito particulares. Outros problemas maiores e casos mais gerais apresentam dificuldades
excessivas para serem estudados de forma analitica devido a complexidade do comportamento
mecanico dos mesmos e o grande numero de incognitas envolvidas nos processos. Surgem
entdo os métodos numéricos aproximados para serem aplicados na solucao de problemas de
engenharia. Na verdade, as bases para os métodos numéricos ja haviam sido estudadas por
matematicos, porém, foram os engenheiros que passaram a aplicar os conceitos a analise de
corpos, dentro do campo da mecénica dos s6lidos e em problemas de engenharia de forma

geral (ASSAN, 2003). A idéia basica ¢ estudar os meios continuos como sendo formados por
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diversas partes ligadas entre si através de nos discretos onde ha transmissao de esforgos e
compatibiliza¢dao de deslocamentos.

O primeiro método numérico de grande difusdo foi o Método das Diferengas Finitas
(MDF). Este método consiste em substituir as equacgdes diferenciais do problema por
equacdes de diferengas finitas. Estas sdo por sua vez obtidas por meio de expressdes
aproximadas utilizando-se convenientes polindmios de interpolacdo. O método ¢ bastante
simples e apresenta adequada convergéncia de resultados para alguns problemas de
engenharia.

O MDF também pode ser utilizado em analise de interacdo solo-estrutura, porém
poucos registros foram encontrados sobre essa aplicagdo. Cita-se apenas o recente trabalho de
ROSA & PAIVA (2009) em que ¢ apresentada uma formula¢do semelhante a de POULOS &
DAVIS (1968) sendo o carregamento de uma estaca representado por uma linha de carga,
discretizada via MDF.

Numa seqiiéncia histdrica, surge em seguida o método dos elementos finitos (MEF).
Utilizando o conceito de que os meios continuos podem ser estudados como sendo
constituidos por diversos elementos de dimensdes finitas, o MEF ¢ até os dias de hoje muito
utilizado em diversos ramos da engenharia. Enormes contribuigdes foram sendo
desenvolvidas por pesquisadores ao longo dos anos e inimeros programas computacionais
oferecem recursos de andlise baseados no MEF.

Atualmente o MEF ¢ uma poderosa ferramenta numérica que tem sido utilizada com
sucesso em analise de problemas diversos da mecanica dos sélidos, mecanica dos fluidos e
eletromagnetismo. Pela sua generalidade o método esta presente nos principais pacotes
comerciais (softwares) de andlise estrutural que estdo atualmente disponiveis no mercado.
Maiores detalhes sobre a origem e a histéria do método podem ser encontrados em SORIANO
(2003).

O uso do MEF em andlise de estruturas ¢, portanto, bastante comum e hd uma
infinidade de trabalhos na literatura internacional que poderiam ser citados, como por
exemplo, BATHE (1982), RIOS (1991), ONATE (1995) e BEZERRA (1995) onde o MEF ¢
desenvolvido para analise de edificios altos.

A aplicacdo do MEF em problemas de interagdo solo-estrutura também ¢ comum. Em
analise de tlneis e escavagdes citam-se os trabalhos de YIN & YANG (2000), ZHU et al.
(2003), BAE et al. (2005) e KARAKUS et al. (2007). Na analise de estruturas de fundagdo em
conjunto com o solo cita-se OTTAVIANI (1975) e CHOW & TEH (1991).
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Neste trabalho especificamente, foi adotado o MEF com formulagdo Lagrangeana
posicional, apresentado por CODA (2003) empregando-se assim a analise nao linear
geométrica com cinemadtica exata. Dessa maneira, o comportamento da edificacdo serd mais
bem representado e os efeitos da ndo linearidade poderdo ser avaliados no processo de
interagdo solo-estrutura. Citam-se nessa linha os trabalhos de BONET (2000), GRECO &
CODA (2006), CODA & PACCOLA (2007) e CODA & PACCOLA (2008) com relagdo ao
uso da formulagao posicional.

Mais recente € com menor difusdo do que o MEF, o método dos elementos de
contorno (MEC) apresenta uma formula¢do baseada em equagdes integrais do problema. O
método propde que os meios continuos sejam estudados apenas através da discretizacao de
sua fronteira, diminuindo assim o tamanho do sistema algébrico a ser resolvido em problemas
lineares, se comparado aos métodos de dominio, onde todo o corpo ¢ discretizado. O MEC
oferece outros recursos que apresentam um melhor desempenho para determinadas situagdes
de analise, como no caso da andlise de problemas de concentracdes de tensdes. Apesar de ser
mais recente e ser menos conhecido do que o MEF observa-se que ¢ um assunto que tem
ganhado cada vez mais espago principalmente no meio académico.

Sobre o uso de elementos de contorno aplicados a problemas elasticos de engenharia,
podem-se citar os trabalhos pioneiros de CRUSE (1969) e LACHAT (1975) que ja realizam
técnicas de montagem de sistemas lineares de equacdes para aproximacdo de forcas e de
deslocamentos utilizando elementos discretos no contorno do problema. Porém, até entdo o
processo ainda era conhecido como o “método das equagdes integrais de contorno”.

Foi BREBBIA (1978) quem atribuiu a nomenclatura de Método dos Elementos de
Contorno ao partir da técnica dos residuos ponderados para chegar as equacdes integrais,
dando melhor consisténcia e generalidade a montagem das equacdes. Esta referéncia ¢ de fato
o primeiro livro publicado sobre o método e ¢ comum ser apontado como principal referéncia
bibliografica em trabalhos relacionados.

Desde entdo, o MEC tem sido utilizado com sucesso em diversas aplicacdes de
engenharia ¢ no desenvolvimento das mais diferentes linhas de pesquisas. Podemos citar
como exemplos os estudos acerca de ndo linearidade fisica e geométrica, plasticidade,
viscoelasticidade, mecanica da fratura e do dano, vibragdes, interagao solo-estrutura, etc.

No trabalho de BREBBIA & DOMINGUEZ (1992) encontra-se descrita uma
formulagdo para o estudo de meios heterogéneos que ficou conhecida como técnica de sub-

regides classica. Através das equagdes de equilibrio e compatibilidade a técnica permite o
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estudo de meios continuos constituidos por mais de um material com diferentes caracteristicas
fisicas.

No mesmo ano, VENTURINI (1992) propds uma formulagdo alternativa a técnica de
sub-regido para problemas bidimensionais potenciais e eldsticos, motivado por problemas em
analise ndo linear. Neste trabalho, Venturini propde que as aproximagdes de forgca de
superficie sejam eliminadas do sistema de equacdes por meio da propria condicao de
equilibrio. Assim, o numero de incognitas ¢ reduzido no sistema algébrico e uma Unica
equacdo integral pode ser escrita para representar todo o dominio em questdo, o que implica
em uma melhoria na precisdo dos resultados. PAIVA & ALIABADI (2000) e PAIVA E
ALIABADI (2004) utilizam essa formulacao alternativa para andlise de placas elasticas e
RIBEIRO & PAIVA (2009) para interagdo solo-estrutura tridimensional eléstica.

Observa-se que, sobre a andlise de estruturas em separado, o MEC costuma ser
bastante aplicado na andlise de elementos laminares como placas e cascas. Citam-se o
trabalho de STERN (1979), BEZINE (1981), OLIVEIRA NETO (1991), CHAVES (1997) e
MENDONCA (2002).

O MEC também ¢ bastante aplicado em andlise de interacdo solo-estrutura, por reduzir
o tamanho do sistema na modelagem do meio continuo solo. Sua combinacdo com o MEF ¢
bastante interessante, tendo sido alvo de pesquisa de diversos autores.

Os primeiros trabalhos onde s6lidos eram estudados por meio do uso da combinacdo
entre 0o MEC ¢ o MEF foram ZIENKIEWICZ et al. (1977), SHAW & FALBY (1977) ¢
OSIAS et al. (1977).

BREBBIA & DOMINGUEZ (1992) fazem destaque para duas diferentes formas de se
realizar o acoplamento MEC/MEF. Em uma primeira alternativa, o sistema formado pelo
MEF ¢ resolvido isoladamente e os resultados sdo aplicados na forma de condigdo de
contorno para o sistema do MEC.

A outra maneira ¢ montar os sistemas de equagdes alterando uma das formulagdes,
seja do MEC ou do MEF, através de condigdes de compatibilidade e equilibrio para deixa-las
semelhantes e assim resolver um tUnico sistema acoplado. Nos trabalhos de BREBBIA &
GEORGIOU (1979) altera-se a parcela do MEF para que fique semelhante a do MEC. J& nos
trabalhos de SWOBODA et al. (1987) e SINGH et al. (1988) a situagdo ¢ inversa, ou seja,
altera-se a parcela MEC para que fique semelhante ao MEF. Esta tltima apresenta um melhor
desempenho computacional em relagdo a anterior.

E possivel encontrar na literatura, varios outros trabalhos em que ¢ utilizado o

chamado M¢étodo dos Elementos Infinitos (MEI). Em muitos deles, o MEI € usado juntamente
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com o MEC para o desenvolvimento de outra formulacao chamada de Método dos Elementos
de Contorno Infinitos (MECI). Esse método pode apresentar algumas vantagens quando
aplicado em problemas de interagdo solo-estrutura, porém suas formulagdes exigem
tratamentos matematicos mais refinados devido as altas singularidades presente nas equacgdes.
Citam-se apenas a titulo de conhecimento os trabalhos de LIANG & LIEW (2001), MOSER
et al. (2004) e RIBEIRO (2009).

Alguns trabalhos mais recentes que utilizam o acoplamento MEC/MEF para estudo de
meios heterogéneos e que foram desenvolvidos no proprio Departamento de Engenharia de

Estruturas serdo ainda ou novamente citados no item 2.4.

2.3. Sobre analise nao linear geométrica

A andlise ndo linear geométrica se aplica ao estudo do comportamento de estruturas
em que ocorrem grandes mudangas de geometria e, devido a isso, ndo sdo validas as
aproximagdes da teoria linear. Sua aplicacdo pode ser estendida a problemas da engenharia
civil, mecanica, acronautica e da bioengenharia.

Diversos trabalhos encontrados na literatura utilizam o conceito de andlise de
“segunda ordem” que ¢ uma forma bastante simplificada de se considerar o comportamento
ndo linear geométrico de uma estrutura. De fato, a complexidade das formula¢des com
cinemadtica exata levou diversos autores a adotar tal conceito, principalmente em analise de
edificacdes civis, em que ocorrem pequenos deslocamentos.

Considera-se que, para o estudo do comportamento ndo linear de estruturas da
construcdo civil estes trabalhos tenham trazido valorosas contribui¢des durante as ultimas
décadas, no entanto, este tipo de metodologia ndo pode ser aplicado a problemas maiores em
que ocorrem grandes deslocamentos. Mesmo na construgao civil, em determinadas situagdes a
adogdo de técnicas aproximadas pode ndo ser a mais adequada, como em edificios altos e
torres muito esbeltas. Além disso, ndo mais se justifica o uso de métodos aproximados face
aos enormes avangos alcangados tanto na area de andlise ndo linear como nos recursos
computacionais disponiveis, que facilitam em muito o trabalho de calculo inerente a estes
processos mais elaborados. Problemas que, em décadas anteriores oneravam em muito o
tempo de processamento computacional, hoje podem ser resolvidos rapidamente e com menor
consumo de memoria do computador.

A forma mais elaborada para andlise ndo linear ¢ através de solucdes analiticas ou

exatas. Porém, poucas sdo as solugdes analiticas que podem ser desenvolvidas em analise ndo
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linear geométrica. Estas solucdes servem apenas para problemas especificos € que, na maioria
das vezes, sao muito simples se comparados as situagdes reais da engenharia. No campo da
analise ndo linear geométrica exata de estruturas ¢ importante citar os trabalhos de BISSHOP
& DRUCKER (1945), JENKINS et al. (1966), e MATTIASSON (1981) onde solugdes
analiticas para elementos reticulados foram apresentadas, demonstrando assim a
complexidade em se fazer esse tipo de analise. Parte dai entdo maior interesse no uso de
métodos numéricos aproximados para andlise ndo linear geométrica de estruturas
principalmente em problemas que envolvam grandes deslocamentos.

Formulagdes cinematicamente exatas indicam que nenhuma simplificagdo associada a
magnitude dos deslocamentos foi realizada. Este tipo de afirmagdo pode ser visto nos
trabalhos de REISSNER (1973), SIMO et al. (1984) e WRIGGERS et al. (1990). Estes se
baseiam na teoria ndo linear de vigas de Reissner em que ¢ considerada a influéncia do
cisalhamento na deformacao dos elementos. Também cita-se um algoritmo baseado na técnica
do comprimento de arco modificada que ¢ apresentado no trabalho de CRISFIELD (1991).

O estudo da ndo linearidade geométrica pode ser realizado por meio de duas
formulagdes distintas, advindas de duas escolas teoricas: a Lagrangeana e a Euleriana. Na
primeira, o referencial adotado é sempre a configuragao inicial do corpo em estudo e todas as
operagdes matematicas de integracdo e derivagdo sao realizadas sobre esta configuracao. A
escola Euleriana por sua vez adota como referencial para andlise a configuracdo corrente ou
atual do corpo. As diferengas do uso de cada umas dessas formulagdes podem ser encontradas
no trabalho de PAULA (1997).

Nos trabalhos de MONDKAR & POWELL (1977) e SURANA (1983) ¢ desenvolvida
uma formulacdo lagrangeana onde uma referéncia fixa conhecida ¢ utilizada, e por esse
motivo ¢ chamada de lagrangeana total. A mesma formulagdo ¢ usada em CODA & GRECO
(2004), MACIEL et al. (2004) e MACIEL & CODA (2005).

No trabalho de GRECO & CODA (2006) foi desenvolvida uma formulagdo do MEF
posicional para andlise dindmica ndo linear geométrica de estruturas unidimensionais
submetidas a pequenas ou grandes deformagdes. Utilizam-se as equacdes de Newmark para
integracao no tempo da formulacdo dinamica.

Dois anos depois, CODA & PACCOLA (2008) estudaram a formulacao posicional
para analise ndo linear geométrica de cascas, considerando a variagdo linear da espessura e o
possivel uso de elementos finitos curvos. A mesma formulagdo do MEF posicional foi entdo
aplicada em CODA et al. (2008), desta vez para analise ndo linear geométrica de so6lidos

hiperelasticos.
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Outros trabalhos como GADALA et al. (1984) ¢ GATTASS & ABEL (1987)
desenvolvem a formulagdo chamada de lagrangeana atualizada. Essa segunda formulagdo
difere da primeira em razdo do referencial conhecido ser atualizado a cada incremento de
carga, ou seja, a posicdo do corpo referente ao passo anterior se torna a referéncia do passo
seguinte, e assim sucessivamente. WONG & TINLOI (1990) apresentam ainda uma terceira
formulacao denominada lagrangeana parcialmente atualizada, onde a referéncia muda apenas
no inicio dos incrementos de carga.

Outra forma de se desenvolver esse tipo de andlise parte da descricdo euleriana onde o
referencial é sempre a configuracdo corrente do corpo. Poucos registros de trabalhos da
mecanica dos solidos foram encontrados com uso dessa formulagdo. Cita-se apenas o trabalho
de IZZUDIN & ELNASHAI (1993) que utilizaram a descrigdo euleriana para estudar o
comportamento de porticos tridimensionais. A maior aplicagdo dessa formulagdo concentra-se
na area da mecanica dos fluidos.

No que diz respeito a nao linearidade geométrica de estruturas verifica-se que a
técnica co-rotacional é atualmente a mais difundida. Nesta técnica, coordenadas locais sdo
tomadas via elementos finitos para considera¢do dos efeitos de curvatura. Citam-se varios
trabalhos nessa area, como BEHDINAN et al. (1998), THE & CLARKE (1998) ¢ ainda de
pesquisadores brasileiros como PIMENTA et al. (2004) e CAMPELLO et al. (2003), dentre

outros.

2.4. Trabalhos desenvolvidos no SET

No Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sdo Carlos
da USP ja foram publicados diversos trabalhos que englobam os temas aqui abordados. Serao
comentados a seguir os trabalhos utilizados para o desenvolvimento desta pesquisa.

Muitos trabalhos aqui relatados tratam do fendomeno da interagdo solo-estrutura.
Dentre estes, destaca-se inicialmente o trabalho de BARBIRATO (1991) em que ¢ feita uma
comparagdo entre diferentes solucdes fundamentais para o problema da interagdo solo-
estrutura. E o primeiro trabalho a sugerir, dentro do departamento, o uso do acoplamento do
MEC com outros métodos numéricos para proveito das vantagens de cada método onde o
mesmo melhor se aplica.

Alguns anos mais tarde, CODA (1993) apresenta uma formulacao tridimensional para
analise dindmica transiente da interagdo solo-estrutura realizando o acoplamento entre 0 MEC

e o MEF. O solo ¢ tratado como elastico-linear e a compatibilizacao dos métodos ¢ realizada
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por meio da técnica de sub-regido. A analise dindmica ¢ feita com uso dos processos de
integragao de Newmark.

KOMATSU (1995) apresenta um estudo do acoplamento MEC/MEF para dominios
bidimensionais acoplados a estruturas reticuladas com énfase na andlise de escavagdes e
tuneis. O meio continuo ¢ modelado via MEC e considerado heterogéneo por meio da técnica
de sub-regido cléassica. A estrutura reticulada ¢ modelada via MEF com uso do elemento de
pértico com dois nds. Considera-se ainda a plasticidade do meio continuo que ¢ analisada
através de um procedimento incremental e interativo baseado no processo das tensdes iniciais

Com relagdo ao uso do acoplamento entre diferentes métodos numéricos, destaca-se
também o trabalho de MATOS FILHO (1999), onde foi realizado um estudo de combinagdes
entre 0 MDF, MEF e o MEC para analise da interag@o estaca-solo. O solo foi modelado pelo
MEC, utilizando as equagdes fundamentais de Mindlin. As estacas foram modeladas como
elementos de barra, ora pelo MDF ora pelo MEF.

FERRO (1999) apresentou uma formulagdo mista do MEC/MEF para a analise da
interagdo solo-estrutura. O solo foi considerado um meio semi-infinito, homogéneo, continuo,
isotropo e elastico linear, utilizando as equagdes de Mindlin. Este trabalho se destaca por
demonstrar que, ao realizar o acoplamento MEC/MEF, podem ocorrer oscilagdes de forgas de
superficie na interface entre os diferentes meios. A estaca foi modelada elemento finito de
barra. Foi desenvolvida ainda uma formulacdo para andlise do comportamento nao linear do
solo na interface com a estaca.

No trabalho de WUTZOW (2003) s3o estudados meios elasticos enrijecidos com
comportamento linear via MEC. Sao apresentadas duas maneiras de se realizar o acoplamento
entre 0 meio continuo e o enrijecedor, uma baseada na técnica de sub-regido e outra por meio
de condensagdo das variaveis. Esta metodologia foi chamada de acoplamento MEC/MEC. O
autor ainda apresenta a técnica de suavizagdo por meio do método dos minimos quadrados
como alternativa para melhorar oscilagdes de forgas ocorridas na superficie de contato.
Apresenta para isso duas metodologias distintas. Na primeira realiza os minimos quadrados
na matriz local de cada elemento onde se deseja aplicar a técnica. Numa segunda maneira a
técnica ¢ aplicada diretamente na matriz global. A técnica dos minimos quadrados também foi
adotada no trabalho de BOTTA (2003) na anélise nao linear de sélidos danificados enrijecidos
por fibras.

Sobre o estudo da interagdo solo-estrutura empregando-se diferentes métodos de
andlise citam-se também os trabalhos de IWAMOTO (2000), SOUZA (2003), ALMEIDA
(2003), ALMEIDA (2003), OSHIMA (2004), COLARES (2006) e MOTA (2009).
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Mais recentemente e especificamente na area de métodos numéricos, outros trés
trabalhos defendidos no departamento merecem comentéarios pois englobam técnicas que
serdo aqui adotadas:

Primeiramente cita-se RIBEIRO (2009) que apresentou um estudo do acoplamento
solo-estrutura onde o solo é considerado como sendo formado por mais de um material sob a
forma de camadas estratificadas generalizando a técnica alternativa proposta por
VENTURINI (1992). O autor compara esta técnica ao procedimento classico de sub-regides
concluindo que a mesma ¢ mais vantajosa do ponto de vista computacional e de precisao
numérica. Utilizam-se ainda elementos de contorno infinitos nas extremidades da malha do
meio continuo para reduzir o custo computacional. A estrutura ¢ modelada via MEF por
elementos de placa e barra. O acoplamento ¢ realizado aplicando-se as cargas de superficie do
MEC como carregamentos reativos no MEF.

Em ROCHA (2009) ¢ realizado o acoplamento MEC/MEF para o estudo de meios
elasticos bidimensionais enrijecidos considerando modelo de aderéncia no contato. O autor
utiliza a técnica dos minimos quadrados para tentar melhorar a qualidade das respostas, no
entanto afirma que esta técnica ndo ¢ suficiente para suavizar as oscilagdes de forca de
superficie nos extremos dos elementos acoplados. Realiza ainda um interessante estudo sobre
erros de integragdo numérica.

KZAM (2009) utiliza o MEC para andlise de problemas da mecanica da fratura. O
destaque para este trabalho estd no fato de ser o primeiro a utilizar elementos de contorno
curvos com aproximagao qualquer, através dos polindmios de Lagrange. Destaca-se ainda o
tratamento realizado nas equagdes singulares para utilizagao de pontos fonte sobre o contorno
do problema, através de uma técnica de subtracdo de singularidade.

Com relacdo aos trabalhos de ndo linearidade geométrica aplicados a porticos planos
alguns trabalhos importantes ja foram realizados no departamento. LAVALL (1996) realizou
analise nao linear fisica e geométrica de estruturas de portico plano constituidas por perfis de
aco. E adotada uma formulagio lagrangeana co-rotacional e considera-se barras com
imperfei¢des iniciais e tensdes residuais nas suas se¢des transversais.

PAULA (2001) realiza analise estatica ¢ dinamica, ndo linear fisica e geométrica de
porticos planos por meio de uma formulagdo lagrangeana total atualizada. Propde ainda um
modelo de dano para estruturas de concreto.

GRECO (2004) realizou analise do problema de contato e impacto de estruturas
reticuladas e anteparos rigidos. Este trabalho apresenta pela primeira vez a formulagdo do

MEEF posicional aplicado para analise ndo linear geométrica. Foram realizadas tanto analises
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estaticas quanto dinamicas, ¢ foram considerados também os efeitos elastopldsticos nos
membros estruturais e ligagdes com deslocamentos livres nas conexdes.

MACIEL (2008) aplicou a formulagdo posicional para analise ndo linear geométrica
dindmica de estruturas reticuladas e solidos tridimensionais. E utilizado o processo de
Newton-Raphson na solug¢ao iterativa e o integrador temporal de Newmark para consideragao
das forcas inerciais. Adota-se também a cinematica de Reissner na analise de porticos, sendo
que a secao pode inclinar em relagdo ao eixo do elemento.

Citam-se ainda sobre o uso da formulagdo posicional os trabalhos de PASCON (2008)
e CARRAZEDO (2009). Neste ultimo ¢ feita uma analise de impacto em que se considera a
transferéncia de calor e seus efeitos.

O tnico trabalho encontrado no SET que pode ser enquadrado ao tema de analise ndo
linear geométrica de edificacdes considerando o comportamento do solo ¢ o de MATIAS
JUNIOR (1997). Neste trabalho ¢ realizada uma analise tridimensional ndo linear geométrica
de estruturas reticuladas considerando a flexibilidade das fundag¢des. Porém, a analise nao
linear ¢ realizada por um método aproximado e a deformabilidade do solo ¢ considerada por
meio de vinculos elasticos nas extremidades das fundagoes.

Dessa forma, acredita-se que este trabalho contribui significativamente para as
pesquisas realizadas dentro do departamento na consideragdo da ndo linearidade geométrica
com cinemdtica exata em conjunto com a interacdo solo-estrutura. Além disso, o uso da
formulagdo posicional pode ser considerado outra novidade, pois sua aplicagdo
especificamente a este tipo de analise também nao foi desenvolvida por nenhum outro autor.
Com isso, pretende-se contribuir ao estudo da interagao solo-estrutura dentro do departamento

com formulagdes atuais do MEF e do MEC.
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Capitulo 3

3.1. Interacao Solo-estrutura

A andlise do comportamento de elementos estruturais isolados para o seu correto
dimensionamento ¢ fundamental para que haja estabilidade e seguranga nos sistemas
estruturais, porém, nio é condi¢do suficiente para que tal objetivo seja alcancado. E
importante lembrar que os elementos estruturais realizam a transmissao de cargas entre si até
a fundagdo e desta, a carga ¢ transmitida ao solo. O solo por sua vez servird de base de
sustentacdo para toda a estrutura e terda maior participagdo no comportamento da mesma
quanto maiores forem as solicitagdes nele depositadas. Logo, a estabilidade global e o correto
funcionamento do sistema de interacdo da fundacdo com o solo de apoio sdo também
essenciais para garantir adequado comportamento estrutural global.

O solo e os elementos estruturais interagem, portanto, de tal forma que se faz
necessario a correta avaliacdo dos esforcos e deslocamentos ocorridos nesse fendomeno,
proporcionando assim um melhor dimensionamento estrutural. Caso contrario, poderdo
ocorrer problemas como recalques excessivos, recalques diferenciais ou até mesmo rupturas
no solo ou da fundagdo. Estas situagdes terdo influéncia direta na estabilidade global da
estrutura e podem comprometer elementos estruturais por meio de solicitacdes inesperadas
(COLARES, 2006).

Casos de fissuramento de alvenarias, mau funcionamento de portas e janelas e
desconforto visual devido a recalques ndo esperados sdo bastante comuns em edificios no
Brasil e no mundo. Em outras situacdes, obras de escavacdo e perfuracdo mal planejadas
ocasionam problemas em edificagdes vizinhas, o que por sua vez gera enormes prejuizos. Na
literatura € possivel encontrar registros de diversos casos em que problemas no processo de
interagdo entre estrutura e solo ocasionaram tombamentos parciais, perda de estabilidade e até
mesmo a ruina de edificios inteiros.

Diferentes fatores podem influenciar neste comportamento. O adensamento do solo,
por exemplo, tende a ser maior com o passar do tempo pela lenta acomodacdo de suas
particulas. A rigidez da propria estrutura influencia diretamente na distribuicao dos esforgos
nos elementos. Alguns autores atentam ainda para a influéncia dos processos construtivos e

impactos de vizinhanga.
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Na figura 3.1 sdo ilustradas duas situagcdes em que o comportamento da edificagao ¢
fortemente influenciado pelo processo de interacdo com o solo. Casos como esses sao comuns

em regides de solo facilmente adensaveis, gerando recalques diferencias nas edificacdes.
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Figura 3.1 — Recalques ocasionados por (a) heterogeneidade do solo e (b) interferéncia no bulbo de

tensoes em edificagoes vizinhas. FONTE (THOMAZ, 1989).

Um dos problemas mais comuns na constru¢do civil e que pode ter suas causas
diretamente relacionadas com os recalques diferenciais sdo as trincas em alvenarias (figura

3.2). Geralmente esse ¢ um primeiro sinal de um mau desempenho dos elementos de

fundagdes.
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Figura 3.2 — Trincas ocasionadas por recalque diferencial. FONTE (THOMAZ, 1989).
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Os recalques diferenciais podem acarretar também em uma redistribui¢dao de esforgos
que pode ser perigosa para a edificacdo. Sabe-se que os pilares mais carregados tendem a
distribuir os esforcos para pilares menos carregados e caso isso ndo tenha sido levado em
conta no dimensionamento das pegas, poderdo ocorrer problemas estruturais. Tais conclusdes
podem ser encontradas nos trabalhos de RAMALHO & CORREA (1991) e SOUZA & REIS
(2008).

O uso de diferentes sistemas de fundagdo, apesar de ndo ser uma pratica usual,
também pode ocasionar problemas na estrutura, caso seja avaliado e/ou dimensionado de
forma inadequada. E uma situagdo que precisa de maior aten¢do de especialistas quanto ao

comportamento do solo.
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Figura 3.3 — Trincas ocasionadas por diferente comportamento dos sistemas de fundag¢oes. FONTE

(THOMAZ, 1989).

A busca por um processo de analise generalizado para problemas de interagdo solo-
estrutura se torna complexa a medida que se verificam diversas possibilidades de
combinagdes entre diferentes tipos de solos, sistemas de fundagdes, tipos de solicitagdes, entre
outros fatores inerentes ao fenomeno. Além disso, com o crescimento das grandes cidades
surgem novos tipos de problemas que necessitam ser avaliados pelos engenheiros e
geotécnicos. Muitas vezes € importante considerar, por exemplo, a influéncia que véarios
edificios vizinhos podem ter uns sobre os outros devido ao comportamento do solo e de suas

fundagdes. Outro exemplo ocorre em casos de escavagdes de tuneis sob edificagdes, comuns
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na constru¢do de metrds e dutos. Para esses casos os métodos de andlise simplificados
disponiveis atualmente ndo se aplicam ou nao conduzem a resultados satisfatorios.

Em pequenas construgdes ndo ¢ comum a preocupagao de engenheiros com esse tipo
de problema. O que geralmente se observa nesses casos € a adogdo do solo como uma base
rigida. Essa consideracdo pode ser suficiente para casos em que as cargas atuantes nos
elementos de fundagdo sao muito pequenas em relagcdo a capacidade de carga do solo, porém
¢ necessario que essa avaliagdo seja feita de forma coerente por profissional tecnicamente
capacitado.

Ja para médias e grandes estruturas essa consideragdo pode ndo ser a mais adequada,
pois o comportamento do sistema de fundacao e do solo estd diretamente relacionado com a
magnitude dos esforcos podendo alterar de forma comprometedora o comportamento da
edificagdo, mesmo para solos com boa capacidade de carga. Nestes casos, ¢ comum
considerar o solo como um sistema de molas tipo WINKLER, levantando os coeficientes de
reacdo por meio de tabelas empiricas onde sdo dados valores de mddulos para cada tipo de
solo IWAMOTO, 2000). Essa metodologia ¢ talvez a mais utilizada em escritorios de projeto
estruturais atualmente, por ser um método de facil aplicacdo. Porém sua representatividade ¢
fraca e dependendo do tipo de solo e da configuragdo de suas camadas, torna-se dificil a
determinacgao dos valores dos coeficientes de mola.

Outra maneira de se simular o comportamento do solo ¢ através de métodos numéricos
aproximados. Nesse sentido, o MEF e o MEC sdo alternativas eficientes e que tem conduzido
a resultados satisfatorios em trabalhos encontrados na literatura tanto internacional quanto
nacional. O uso da combinagdo entre os métodos nao € recente, como foi visto na revisao
bibliografica. Diversos autores ja utilizaram desse procedimento para analisar casos diversos
de problemas envolvendo elementos de fundag¢dao em conjunto com o solo.

Existem varias maneiras diferentes de se analisar este comportamento. O mais
importante ¢ que a representatividade do modelo adotado seja a maior possivel, e que o
comportamento dos elementos estruturais seja corretamente avaliado. Na revisao bibliografica
foram feitos maiores comentdrios sobre estas varias maneiras de se realizar o estudo do

fendmeno de interagdo entre estrutura e solo.
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3.2. Analise nao linear geométrica em edificacoes

Em projetos de edificagcdes sdo admitidos carregamentos diversos atuando sobre os
porticos de acordo com os codigos normativos. E feito entdo o equilibrio de forgas da
estrutura, para que sejam determinados os esforgos internos a fim de dimensionar os
elementos estruturais. Esse equilibrio ¢ usualmente realizado considerando a posi¢do
indeslocada da estrutura, o que configura a analise linear geométrica ou, em uma linguagem
antiquada, de primeira ordem.

No entanto, apos a aplicacdo da carga, a estrutura se desloca e esses deslocamentos
podem ter grande influéncia no equilibrio final da estrutura. Essa influéncia serd tanto maior
quanto maiores forem os deslocamentos ocorridos. Logo, para estruturas esbeltas, a
consideragdo da andlise linear anteriormente citada nao ¢ a mais adequada.

A analise ndo linear geométrica de estruturas se caracteriza, portanto, pelo equilibrio

de forgas ser realizado considerando a posi¢ao deslocada da estrutura, como na figura 3.4.
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Figura 3.4 — Diferenca entre andlise (a) linear geométrica e (b) ndo linear geométrica

Em andlise de edificios altos a consideragdo da ndo linearidade geométrica ¢ algo
extremamente importante. Quanto mais esbelta for uma estrutura, maior serd a necessidade de
se avaliar o comportamento ndo linear geométrico e sua estabilidade global (MATIAS
JUNIOR, 1997). Edificios altos e torres de transmissdo sdo exemplos comuns da engenharia
civil onde a avaliagdo dos efeitos causados pelo comportamento ndo linear geométrico tem
grande influéncia no dimensionamento e devem, portanto, ser avaliados da maneira mais

adequada.
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Os codigos normativos prevéem esse tipo de andlise e determinam em que situagdes
devem ser consideradas. Porém, na maioria das vezes esta ¢ realizada de forma aproximada
através de processos simplificados e que podem induzir a erros para determinados casos.

E certo que para diversos projetos de edificagdes convencionais da construgdo civil
realizados até os dias de hoje os processos aproximados tem se mostrado suficientes. Isso se
deve somente ao fato de que, nessas estruturas os deslocamentos sdo muito pequenos em
relacdo as dimensdes das pecas estruturais. No entanto, com a tendéncia de verticalizacdo das
grandes cidades e com os avangos tanto no campo da engenharia de materiais quanto das
técnicas construtivas, edificagdes mais esbeltas vém sendo construidas de maneira cada vez
mais intensa. Observa-se também a busca pela diminui¢do no consumo de materiais, 0 que
acarreta em pegcas estruturais mais delgadas. Para acompanhar o desenvolvimento tecnologico
deve-se pensar em processos de andlise que sejam mais bem elaborados a fim de se
proporcionar aos engenheiros e calculistas métodos de analise com melhores resultados para
avaliagdes mais seguras quanto a capacidade portante e aos niveis de deslocabilidade de uma
estrutura.

De fato, assim como no processo de analise da interagdo solo-estrutura, a consideracao
da ndo linearidade geométrica com cinematica exata ndo ¢ algo simples de ser realizado,
envolvendo muitas vezes longos processos computacionais. Apesar disso, o avanco alcangado
nos ultimos anos com computadores modernos mais velozes e mais precisos torna possivel a
aplicacdo dessas formulagdes mais elaboradas diminuindo o tempo de processamento e a
quantidade de memoria necessaria.

Pretende-se neste ponto apenas conscientizar o leitor de que a simulagdo
computacional de problemas de interacdo solo-estrutura considerando a ndo linearidade
geométrica ndo ¢ algo simples de ser realizado, mas que, no entanto tem sido cada vez mais
necessario frente ao crescimento desenfreado das grandes cidades e aos avangos alcancados

no campo da engenharia civil.
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Capitulo 4

4. 0 Método dos Elementos de Contorno

4.1. Apresentacao

Dentre os métodos numéricos de solucdes aproximadas que podem ser aplicados a
problemas de engenharia, o0 método dos elementos de contorno (MEC) ¢ um dos métodos
mais recentes e conseqiientemente menos difundido entre pesquisadores e engenheiros no
campo da analise estrutural. Porém, nas ultimas décadas, o MEC tem ganhado cada vez mais
espaco e atraido a atencao de diversos pesquisadores sendo considerado por muitos como uma
alternativa ao MEF na simulacdo numérica de problemas de engenharia, e oferecendo
vantagens do ponto de vista computacional em alguns casos particulares.

Por este motivo o método tem sido cada vez mais alvo de pesquisas avancadas em
analise de estruturas e simulacdes computacionais em varias universidades e instituicoes de
pesquisa ao redor do mundo. No proprio Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola
de Engenharia de Sao Carlos da USP dezenas de trabalhos ja foram publicados a cerca do uso
do MEC em analise de estruturas. As principais aplicagdes do método se encontram em
problemas elasticos, problemas de viscoelasticidade, plasticidade, analise dindmica de
estruturas, problemas envolvendo nao linearidade e ainda problemas da mecénica do dano e
da fratura, dentre outros temas. Em vérios destes trabalhos sdo avaliadas as vantagens que
podem ser alcancadas com o uso do MEC em relacdo ao MEF e outros procedimentos de
analise, geralmente associadas ao nimero de incognitas que sdo gerados na montagem dos
sistemas de equagdes.

De fato, uma grande vantagem dos métodos de fronteira, como ¢ o caso do MEC, ¢ a
reducdo do tamanho do sistema algébrico a ser resolvido, pois nestes casos, apenas a regiao de
fronteira (o contorno) do problema ¢ discretizada quando se trata de problemas lineares. J& no
caso do MEF, em se tratando de um método de dominio, 0 mesmo consiste na discretizagao
de todo o corpo em estudo, o que faz com que o nimero de incognitas seja maior por incluir
elementos no dominio em questao.

Outra vantagem que o MEC apresenta em relagdo ao MEF esta no fato de que o
primeiro oferece um melhor desempenho numérico quando aplicado em andlise de problemas
onde ocorre concentragdo de tensdes, como em regides de contato e em problemas da

mecanica da fratura (KZAM, 2009).
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Porém, diversos autores tém demonstrado que, para algumas aplicagdes especificas, o
MEF ainda apresenta melhores resultados ¢ melhor convergéncia como, por exemplo, em
analise de problemas ndo lineares. Além disso, apesar de reduzir o tamanho do sistema, no
MEC as matrizes geradas sdo cheias e ndo-simétricas o que ¢ uma desvantagem do ponto de
vista computacional, pois exige a utilizagdo de um solver mais elaborado. O MEF por outro
lado trabalha com matrizes simétricas e que geralmente ndo sdo cheias, cabendo assim a
utilizacdo de métodos de otimizagdo na solugdo do sistema algébrico.

Para este trabalho a simulagdo do meio continuo serd feita considerando este com
comportamento elastico linear. Camadas indeslocaveis serdo admitidas para regides mais
afastadas do ponto de aplicacdo das cargas. Logo o MEC ¢ a melhor alternativa para
modelagem do solo.

Serd apresentada a seguir de forma resumida a formulacdo do MEC aplicada a
problemas elasticos bidimensionais estaticos lineares e constituidos por meios homogéneos
isotropicos. Essa formulacao foi adotada na elaboragdo do cdédigo computacional para analise
de meios continuos.

O objetivo deste trabalho se limita a aplicagdes bidimensionais, e, por esse motivo sera
apresentada somente a teoria da elasticidade plana. Vale destacar também que a formulagao
original do MEC serve para problemas do Estado Plano de Deformagao (EPD). Para analises

no Estado Plano de Tensdo (EPT), deve-se “corrigir” o valor do coeficiente de Poisson do

material pela relagdo v ., =V, / (1 + VEPD) , conforme consta em ASSAN (2003).

4.2. Problemas Elasticos

A descricdo do MEC sera aqui feita de forma bastante resumida, tendo em vista o
grande nimero de 6timos trabalhos desenvolvidos no SET em que a mesma formulacdo ¢
apresentada. Com relagdo a aspectos especificos da formulag¢ao aqui adotada, o leitor encontra

maiores detalhes em KZAM (2009).

4.2.1. Teoria da Elasticidade e outros Conceitos fundamentais

Da teoria da elasticidade sabe-se que em um corpo sujeito a agdes externas surgirdo
esfor¢os internos proporcionais a estas acdes de maneira que satisfacam o equilibrio do
sistema. Sabe-se ainda que, para que o mesmo mantenha-se em equilibrio, ¢ necessario

garantir o equilibrio mecanico de cada parte infinitesimal do corpo em estudo. Imaginemos
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entdo um corpo com dimensdes infinitesimais dx;, dx; e dx;, onde os indices 1, 2 e 3 indicam
a direcao em relagdo ao sistema cartesiano de referéncia.

Sejam os valores de o0;; as componentes de tensoes i referente ao plano na direcgdo j, e
sabendo que a forca ¢ dada pelo produto entre a componente de tensdo e sua respectiva area
de atuagdo, podem ser entdo escritas equacdes de equilibrio de for¢a e de momento para o
elemento infinitesimal tensionado.

A obtenc¢do das equacdes de equilibrio ¢ facilitada com a observacao das figuras 4.1 e
4.2 a seguir. Vale lembrar que a dire¢do x3 ¢ admitida como perpendicular ao plano da folha.

Sera utilizada a notacdo indicial de Einstein.

( Oy +0y 1k, ) b,

oy cydl; by by, (01, + 0y, b, )k,

B —

. oy cv,

Figura 4.1 — Equilibrio de Forg¢as na dire¢do x;

( O, 0y, ) cleyclk,
bycvd,

> ! ok,

Figura 4.2 — Equilibrio de Forg¢as na diregdo x,

A partir do equilibrio de forcas do elemento infinitesimal para cada direcao se chega a
equacdo diferencial de equilibrio estatico que pode ser assim escrita de forma generalizada

para elasticidade plana:
0 +b =0 (4.01)
onde b; representa as forgas de volume na direcao i.

Do equilibrio de momentos chega-se a seguinte relacao:

0, =0, (4.02)
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A equagdo (4.02) comprova a simetria das tensdes cisalhantes. A partir desta relagao
observa-se que se pode permutar os indices i e j da equacao (4.01).

A relacdo constitutiva do material sera considerada como uma funcao linear, ou seja,
sera assumido neste trabalho que o comportamento elastico do solo ¢ linear. Neste caso, o
tensor constitutivo Cj representa a lei constitutiva do material e tem valor constante. Essa
relagdo entre tensdo e deformacdo ¢ chamada Lei de Hooke e pode ser escrita na seguinte

forma:

o, =Cputy (4.03)

g
Antes de prosseguir para a formulacdo do MEC aplicada a elasticidade, faz-se
necessdrio apresentar ao leitor alguns conceitos fundamentais para o entendimento da
obtencao da equacdo integral do problema elastico.
Primeiramente, cita-se o chamado Teorema de Cauchy que diz que o produto da
tensao o pelo versor normal » em um determinado ponto ¢ igual a for¢a de superficie p
naquele mesmo ponto, ou seja

o.n; = p, (4.04)

O segundo conceito € conhecido como o Teorema da Reciprocidade de Betti, em que
se afirma que o trabalho realizado por uma for¢a num ponto P produzindo deslocamento em
outro ponto Q serd igual ao trabalho da mesma forga agora aplicada no ponto Q e produzindo
deslocamento no ponto P. E possivel demonstrar a partir desta idéia que a seguinte expressio
¢ verdadeira.

* * * *
oyt =Chpytty oty =Cppotly Uy =0y Uy, (4.05)

i L i iJ
Expressao util na simplificacdo da equagao integral.

Um terceiro conceito importante de ser comentado € o Teorema de Gauss, que mostra

que a integral no dominio do divergente de um tensor qualquer ¢ igual a integral de superficie

de sua primitiva multiplicada pelo seu versor normal a superficie. Com isso podemos escrever

que

[o,,dQ=[ondr (4.06)
Q r

Esta ultima expressdo demonstra de forma clara e objetiva a idéia basica da aplicacdo
do MEC, visto que o Teorema de Gauss transforma uma integral de dominio em uma integral

de superficie.
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4.2.2. Solucéo fundamental

Vamos agora introduzir o conceito de solugdo fundamental para o problema eléstico
bidimensional. Esta nada mais ¢ do que uma solugdo particular da equagao diferencial do
problema fisico e representa o campo de deslocamentos gerado por uma forca unitaria
concentrada em um ponto. A solugdo dita fundamental serd na verdade a fun¢do ponderadora
da equacdo integral, segundo o método dos residuos ponderados no qual estd baseada a
formulacao do MEC aqui apresentada.

Existem varios autores que propuseram solugdes fundamentais para diferentes casos,
devendo ser escolhida aquela que melhor se adapta ao tipo de problema que se pretende
analisar. Neste trabalho sera adotada uma solucao fundamental bidimensional apresentada por
KELVIN (1848) que pode ser encontrada em BREBBIA (1978).

Primeiramente ¢ dado tratamento a equacdo diferencial (4.01) para se aplicar a técnica
do Vetor de Galerkin. Utilizando a Lei de Hooke dada pela expressao (4.03) para um material

isotropo, obtém a relacdo de tensdo-deformagao

1%
O-ij =2G {mé‘ij&'ﬂ +gij} (407)
tal que G ¢ o modulo de elasticidade transversal dado por
E
G= (4.08)
2(1-v)

Derivando a tensdo o, em relagéo ao indice j e sabendo que a deformag@o ¢ dada por

1
g = E(ui’j +u,,) (4.09)
chega-se a seguinte expressao para o divergente da tensio
=G|t 4.10
Oy = (1-2v) U (4.10)
Substituindo (4.10) em (4.01), a equacao de equilibrio fica na seguinte forma
My 2B (4.11)

(-2v) "G

Adota-se agora uma fun¢do de Galerkin @ parecida com a funcdo de Airy (fungdo de

tensdo), tal que

TR S— (4.12)
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Derivando esta fun¢do de acordo com os termos da expressdo (4.11), substituindo o
resultado obtido e simplificando, obtém-se a equacao de equilibrio em fun¢do de Galerkin (ou

vetor de Galerkin), na seguinte forma

bi
CDi,mmjj +E = 0 (413)

E possivel escrever a equagdo (4.13) em fungio do Laplaciano de @ (F), tal que

D,y = (Pipn) , = F, (4.14)

i,mmjj ijj

Assim, a (4.13) fica

Ljj

b,
F . +—+=0 4.15
G (4.15)

O problema fundamental consiste, na verdade em dois casos de carregamento, sendo

cada caso relativo a uma dire¢do, conforme mostra a figura 4.3.

X .
(a) l_ (b)
T 5

i

Figura 4.3 — Problemas fundamentais: for¢a (a) na dire¢do x; e (b) na diregdo x;

Escreve-se uma equacdo em notagdo indicial para representar os dois casos, na

seguinte forma:

Oy + O, ) =0 (4.16)

1

sendo &, 0 delta de Kronecker, é‘(s’ na distribuicdo delta de Dirac. Aqui se apresentam na

verdade quatro equagdes, sendo duas dire¢des de equilibrio para cada um dos dois casos

kS

fundamentais. Observa-se ainda que 6,0, ;) =0, .

No primeiro caso fundamental, a equagao (4.07) sera escrita na seguinte forma
oy, t é‘(‘v,f) =0
. (4.17)
0,,t0=0
onde o primeiro indice indica o problema fundamental (caso 1) e o segundo indice a direcao

de equilibrio.
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Para o caso da carga aplicada na dire¢do x;, a equagao (4.07) fica

0, +0=0

. (4.18)

O, +é;s, = 0
Realizando entdo sobre a equacdo (4.16) as mesmas operagdes efetuadas na (4.01)

chega-se a seguinte expressao, semelhante a (4.15)

0,0, .
Fogt—g =0 (4.19)

A solucao de (4.19), semelhante ao problema potencial, ¢ dada por

. -1 1
F' = In(r)———168,, 4.20
ki (27Z'G n(l") 27Z'Gj ki ( )
e assim, pela relacdo (4.14) conclui que
o - [_—lln(r) _Lj 5 (4.21)
e\ 272G 272G )

E possivel demonstrar que a expressdo (4.22) a seguir (vetor de Galerkin fundamental)
¢ valida e atende perfeitamente a condigdo de (4.21)

Q); = !
87G

r* In(r)d,, (4.22)

Assim, observando a (4.12), concluimos que

£
* * (ka,im
u,=do, -

(1)

(4.23)

Substituindo a equacao (4.22) em (4.23) e realizando as derivadas chega-se finalmente
a expressao da solucao fundamental em deslocamento na seguinte forma
. -1 (7-8v)
u, =————— < (3-4v)nro, —rr, +——=9, 4.24
ik 87Z'G(1 —V) {( ) ik gtk 2 ik ( )
Para a solucdo fundamental em forca de superficie, utilizam-se as relagdes dadas em

(4.04), (4.09) e a Lei de Hooke, aplicando-as a equagdo (4.24). Com isso resulta que p;, ¢

dado por

. -1

b= 072 = ) (0-2000, 20 ) ) “29)

4r(1-v n

Algumas observagdes importantes devem ser feitas nas equacdes das solugdes
fundamentais obtidas. Primeiramente nota-se que a solucdo em deslocamento apresenta uma

singularidade matematica do tipo /n(r), sendo » o raio ou distancia entre o ponto fonte e o
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ponto fonte sobre a superficie de integracao. A solucdo em forga de superficie, por sua vez,
apresenta uma singularidade do tipo 7. Logo fica claro que ao aproximar o ponto fonte do
contorno as equagdes tenderdo ao infinito. Esse problema serd resolvido por meio da
utilizagdo de uma técnica de subtragdo de singularidade que sera comentada mais adiante.
Outra observagdo importante a ser feita ¢ a de que a solugdo fundamental em forga de
superficie ndo depende do modulo de elasticidade transversal G, como acontece na equacao
(4.24). Isso serd importante no desenvolvimento da técnica alternativa para sub-regides, que

sera tratado no proximo capitulo.
4.2.3. Obtencao da equacao integral

A equagdo de equilibrio estatico (4.01) apresentada no item 4.2.1 trata-se de uma
equacdo diferencial de tensdo para um infinitésimo do corpo em estudo. Os métodos de
dominio partem da equagdo diferencial e do principio de que, se a mesma tem validade para o
infinitésimo, entdo serd também valida para todo o dominio. Ja para os métodos de fronteira,
como o MEC, essa equagdo ¢ transformada de maneira a se obter uma equacao integral no
contorno ¢ a partir desta seja obtida a solugdo. Portanto, deve-se encontrar primeiramente a
equagao integral do problema.

Nos proximos paragrafos serd descrita a obtencdo da equacao integral para o problema
elastico bidimensional. Deve-se ter em mente os conceitos apresentados anteriormente para o
entendimento das operagdes apresentadas.

Tomemos, portanto a equagdo (4.01) multiplicada por uma fun¢do ponderadora w’,
por ora qualquer. A expressdo fica entdo na seguinte forma:
A fun¢do w’ deverd ser um campo de deslocamentos de um problema elastico linear

em um meio com as mesmas propriedades do meio constituinte do problema original a ser
resolvido.

Integrando-se a equacdo (4.26) no dominio chega-se a seguinte expressao

[o, widQ+[b-wdQ=0 (4.27)
Q Q

Ao aplicarmos o teorema de Gauss para o produto no primeiro termo, a expressao

anterior se transforma em

[oywindl—[o,w, dQ+[b-widQ=0 (4.28)
r Q Q
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Partindo desta tltima, realiza-se a integracdo por partes do segundo termo e
simplifica-se o resultado por meio dos teoremas de Cauchy, do teorema de Betti ¢ da equacao
(4.09), comentados nos itens anteriores. Chega-se entdo a equagdo integral ponderada do

problema eléstico na seguinte forma

[pwidr+[bwi dQ=[ piw, dT+ (b} -w, dQ (4.29)
r Q r Q

A equagao (4.29) também ¢ conhecida como Segundo Teorema de Betti.
Sabe-se que para um problema elastico qualquer, seu contorno I' pode ser dividido em
duas partes, conforme mostra a figura 4.4, de tal maneira que na superficie /; sdo conhecidos

os valores de deslocamentos u, € u) (condi¢des de contorno essenciais) € ndo se conhecem os
valores de for¢a de superficie p/e p,. Estes ultimos serdo as reagdes de apoio do problema.

Na outra superficie 7, a situacdo se inverte, sendo agora conhecidos os valores de for¢a de

superficie p2e p?(condicdes de contorno naturais) e incOgnitos os deslocamentos u2e 2.
P v D, 1 2

Figura 4.4 — Condigoes de contorno

Observa-se que (4.29) pode ser escrita para duas diregdes (caso bidimensional). Dessa
forma, temos agora duas equagdes a quatro incdgnitas, o que nos leva a necessidade de mais
duas equagdes para que seja possivel a solugdo do sistema. Essas duas equagdes serdo as
solugdes fundamentais em deslocamento para cada dire¢do, conforme apresentado no item

4.2.2.
Substituindo entdo a fun¢do ponderadora pela solu¢do fundamental (4.24), obtém-se a
seguinte equagao

fpiuzidF+.[bi ‘U, dQ:.[pZiui dF+Ib;; u, dQ (4.30)
r Q r Q

A equacdo (4.30) ¢ escrita para cada problema fundamental k. Logo, temos duas

equacdes para cada uma das duas direg¢des x; € x».
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O ultimo termo da equacao (4.30) ¢ uma integral conhecida, sendo que seu resultado

depende da posicao do ponto fonte em relacdo ao contorno do problema.

85 51

Figura 4.5 — Posi¢des possiveis para o ponto fonte

Na figura 4.5 observam-se trés situagoes distintas:

¢ O ponto fonte s; se encontra totalmente fora do dominio, ou seja, s, € (QO0 —Q). Entdo se

sabe que

[, d= 5,6, ,udQ=0 (4.31)
Q Q

¢ O ponto fonte s, se encontra totalmente inserido no dominio, ou seja, s, € (Q—F). Entdo se

sabe que

Iblz UY; dQ = J.é‘kig(s,f)uidQ = uk(s) (4'32)
Q Q

Essa relacao sera 1til no célculo de deslocamentos em pontos internos.

eFinalmente o ponto fonte s3 se encontra sobre o contorno do problema, ou seja, s, €I .

Entdo se sabe que

[y u, d= (6,8, ,udQ=Cuu, (4.33)
Q Q

onde C sera calculado neste trabalho por meio do movimento de corpo rigido.

Assim, para pontos fonte sobre o contorno a equagao (4.30) se transforma em

C,u +jpkw ,dlr = jp dr+J'b . ) 49 (4.34)

que ¢ a equacdo integral do problema elastico no contorno.
Neste trabalho, ignora-se a Gltima parcela desconsiderando as forgas volumétricas. Na
verdade, assume-se que o peso proprio pode ser inserido a partir de uma integral adicional

sobre o contorno, omitida aqui por simplicidade.

Cyty, +j Pogoph) AT = j Pi o7 (4.35)
T
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4.2.4. Montagem do sistema algébrico

A discretizagdo da superficie de fronteira de um corpo elastico sera feita por meio de
pontos chamados nos de contorno que estardo ligados por elementos de contorno. Dessa
forma ¢ possivel montar um sistema algébrico em funcdo de valores nodais, separando
aqueles conhecidos das incognitas do problema. Ao se aplicar as condigdes de contorno
essenciais, esse sistema se torna possivel de solucdo, resultando na resposta aproximada do
problema.

Sabe-se que ¢ possivel aproximar qualquer valor de uma funcdo sendo conhecidos
apenas alguns destes valores em um espago de dimensdo finita, com o uso de fungdes base.
No caso, utilizam-se as fungdes de forma que serdo apresentadas mais adiante, na descrigdo
do elemento utilizado.

E possivel escrever entio qualquer valor de deslocamento ; e forca de superficie p;,
sendo o indice i a dire¢do, somente conhecendo os valores nodais de U! e P! e ainda os
valores das fun¢des de forma naqueles nos /.
u,=¢-U| (4.36)
p,=¢F' (437)

Substituimos (4.36) e (4.37) em (4.35) ¢ aplicamos a transformagdo de coordenadas
para o espaco adimensional de /-1,+1/. Com o uso de o processo de integracdo numérica de
Gauss através dos pontos e pesos de Gauss e de integrais especiais quando o ponto fonte
pertencer ao elemento integrado pode-se realizar a implementag¢do das integrais de (4.35).

Admitem-se assim as seguintes igualdades

* 1y
l Pttt AT =Ui[ P o4€ =[HIU} (4.38)

* 1y
I Uy, Piyy AL = BL Uyits. )Pyl (96 = [G]{P} (4.39)

Isso significa dizer que a equagdo integral pode ser transformada para um sistema de
equagdes algébricas na seguinte forma
[H]{U}=[G]{P] (4.40)

As condigdes de contorno sdo aplicadas trocando-se as colunas das matrizes H e G

correspondentes aos nos onde o deslocamento ¢ impedido, deixando do lado direito da
equacdo (4.40) somente valores conhecidos. Assim, a equagdo pode ser transformada em um

sistema A4x = B e resolvida por um solver de sistemas lineares qualquer.
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4.2.5. Singularidades do Método dos elementos de contorno

Conforme foi visto em itens anteriores, a solugdo via MEC do problema elastico
baseia-se em uma equacdo integral onde a solugdo desta depende de um valor r, que ¢ a
distancia entre o ponto fonte e a superficie de integragao.

Na formulagao nao-singular o ponto fonte nunca estara sobre o contorno, logo ndo ha
necessidade de nenhum tratamento visto que as equacgdes podem ser resolvidas por um
processo de integracado numeérica.

Jé& para a formulacdo singular, havera em determinado ponto um raio de valor nulo que
leva a fungdo para o infinito. Dessa forma para a solugdo via MEC, a equacgdo integral a ser
resolvida ndo mais pode ser solucionada com o uso da quadratura de Gauss diretamente. Para
esse tipo de problema deve ser aplicada uma técnica de subtracdo da singularidade tornando
possivel a integragdo numérica dos elementos ditos singulares, sem prejuizo do método
numerico.

A aplicacdo da técnica de subtra¢do de singularidade a integral singular da matriz H
pode ser evitada com o uso do principio de movimento de corpo rigido. Este principio diz
respeito ao deslocamento (translacdo ou rotagdo) ocorrido em todo um corpo solido
desprovido de forgas de superficie, ndo ocorrendo assim nenhum deslocamento relativo entre
as particulas componentes do corpo. Ou seja, no movimento de corpo rigido ndo ocorrem

deformacdes ou distor¢des e a seguinte igualdade se verifica
[H]{U}=0 (4.41)

Com isso os somatorios de todos os termos pares e de todos os termos impares das
linhas da matriz H devem ser nulos, no caso de dominios finitos. Para dominios infinitos,
essas somas devem ser iguais a unidade. Logo ao somar os termos fora da sua matriz diagonal
principal, ¢ possivel obter o valor destas sub-matrizes. Para determinacdo da matriz G este
artificio nao pode ser empregado. Necessariamente € preciso aplicar a técnica de subtragao de
singularidade para os termos da sub-matriz 2x2 anexadas a diagonal principal.

A técnica de subtracdo de singularidade adotada neste trabalho ¢ baseada no processo
limite. Neste processo considera-se que o dominio ¢ expandido em torno do ponto fonte de
um valor de raio € e faz-se entdo o limite de € quando este tende a zero.

A idéia ¢ basicamente remover a singularidade da solucdo fundamental subtraindo a
parte singular da integral impropria utilizando um integrando da mesma natureza. Como se

conhece o termo subtraido, sua integral ¢ entdo resolvida analiticamente.
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Para tanto, escreve-se uma expansao em série de Taylor sobre o ponto fonte singular
em coordenadas adimensionais ¢ imaginando um elemento reto ficticio de contorno /,,, com
origem no ponto fonte de coordenada adimensional &. Apenas o primeiro termo da série deve
ser subtraido do nucleo singular, sobrando assim uma integral regular que deve ser resolvida
numericamente e outra integral que deve ser resolvida analiticamente. A interpretacao

geométrica dessa técnica ¢ ilustrada na figura 4.6 a seguir.

Solucdo Fundamental

Elemento de Contorno Auxiliar

+1

Elemento de Contorno Curvo

Figura 4.6 — Interpretacdo geométrica da subtragdo de singularidade. FONTE (KZAM, 2009)

Maiores detalhes da técnica de subtracdo de singularidade para o elemento curvo

podem ser encontrados nos trabalhos de CODA (2000) e KZAM (2009).

4.2.6. Calculo de deslocamentos e tensdes em pontos internos

Conforme foi visto no item 4.2.3 os pontos fonte podem estar posicionados
internamente aos dominios em estudo (ver figura 4.5). Isso se faz necessario para o célculo de
valores internos de deslocamento e tensdes. O calculo de valores internos ¢ na verdade uma
etapa de pos-processamento do programa computacional, pois sua realizagdo depende dos

valores de deslocamento e forga obtidos na solucao do sistema algébrico em (4.40).
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Para pontos fontes localizados internamente aos dominios, sabe-se que o termo livre
da equacao (4.34) sera
Ch =9 (4.42)
sendo Jy; o delta de Kronecker. Portanto, apds serem conhecidos todos os valores no contorno,

os deslocamentos internos podem ser calculados diretamente pela equagdo (4.32), aqui

reproduzida.

(4.32)

IbZi ‘u, dQ = Ié‘kié‘(s,f)uidQ = Uy
Q Q

Para o calculo de tensdes internas o procedimento ¢ semelhante ao anteriormente
citado. Utilizando a lei de Hooke ¢ a relagdo entre deslocamento e deformagdo ¢ possivel

chegar a equagao integral de tensao, que tem forma semelhante a equacao do contorno.

kij i

oy = | Dyyp,dT = [ S;udT (4.43)
r r

* * o .
onde os termos D, e S, sdo dados a seguir.

, 1
Dy, = m{(l—b)[@am + Oyt _5:j’fk]+2’fi’ff’fk} (4.44)
%)
25_,:[(1_2‘/)517’71« +v(5,.kr,j + §jk’fi)_4r,ir,j’",k5zjr,k]+
,Z.j = W +2v(nl.r,jr,k + nj}ji}jk)+(1—2v)(2nklfiifj +n,0, + ni5kj)+ (4.45)
—(1-4v)ns6,

Com isso ¢ possivel obter os resultados de deslocamento e tensdes em qualquer ponto

interno ao dominio em estudo.

4.3. Elemento curvo

4.3.1. Apresentacao

A discretizagdo da superficie através do método dos elementos de contorno ¢ na
verdade uma aproximag¢do de sua geometria por meio de fun¢des matematicas onde apenas
alguns pontos possuem coordenadas cartesianas conhecidas. A partir destes pontos
denominados nds do contorno, podem ser considerados os elementos que terdo suas fungdes

incognitas (deslocamentos e forcas) aproximadas também por uma funcdo matematica com
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valores nodais. Esse ¢ o principio basico da discretizacdo via método dos elementos de
contorno.

A escolha do tipo de funcdo aproximadora que serd utilizada na técnica de
aproximag¢do numérica pode ter grande influéncia na qualidade dos resultados obtidos, a
depender do tipo de problema que se esta analisando.

Na grande maioria dos trabalhos encontrados na literatura, tanto nacional quanto
internacional, utilizam-se elementos com aproximacao linear ou até mesmo constante. Isso se
deve, em parte, pela facilidade no manuseio das equagdes integrais para implementacao
computacional destes elementos. E possivel resolver suas integrais de maneira analitica, o que
evita a necessidade de maiores tratamentos matematicos. Diversos autores ja publicaram
trabalhos de qualidade em que sdo utilizados elementos com geometria linear ou quadratica
para a discretiza¢ao do contorno utilizando fung¢des constantes, lineares e de ordem superior.

Porém, elementos com aproximagdo quadratica, ctibica ou de maior ordem sdo
preferiveis para descrever, por exemplo, geometrias curvas e problemas que envolvem
fungdes de alta ordem. O uso de elementos de maior ordem costuma ser evitado pelas
dificuldades em se desenvolver as equagdes integrais analiticas para que se obtenha a solugdo
do problema. No entanto, a implementagdo computacional para elementos de alta ordem se
torna mais facil de ser elaborada com o uso dos polindmios de Lagrange ¢ de métodos de
integragdo numérica, como o método de Gauss por meio do uso de elemento isoparamétrico.
Este procedimento foi apresentado em CODA (2000) e aplicado em problemas da mecanica
da fratura em KZAM (2009).

Assim, pode ser elaborada uma rotina para a generalizacdo da funcdo aproximadora
permitindo o uso de elementos curvos e com aproximagdes de ordem qualquer para varidveis.

O uso de elementos lineares ou constantes exige uma maior discretizacdo das
superficies curvilineas para que se possa aproxima-las corretamente, como se fossem
formadas por diversos trechos lineares. Além disso, se for necessario melhorar a qualidade da
resposta, isso somente poderd ser feito também com o refinamento da malha. Em ambas as
situagdes esse procedimento aumenta a malha discretizada, diminuindo o tamanho dos
elementos e conseqiientemente tornando o sistema algébrico maior por incluir mais
incognitas. Esta técnica ¢ conhecida como refinamento 4.

O aumento do grau do polindmio de aproximagdo constitui a chamada técnica de
refinamento p, e pode ou ndo apresentar melhores resultados do que o refinamento 4. Isso

dependera da natureza do problema analisado.
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A escolha de qual ordem de aproximacao deverd ser utilizada caberad entao ao usudrio
do codigo aqui desenvolvido. Apresenta-se apenas as diferencas em se utilizar elementos retos
convencionais ¢ elementos curvos.

A figura 4.7 a seguir ilustra claramente a situacdo de melhor descricdo de uma
geometria curva. No trecho em destaque com a consideragdo de apenas trés nos o elemento

quadratico tera um melhor desempenho do que o uso de dois elementos retos.

.

Figura 4.7 — Discretizagdo do contorno utilizando (a) 2 elementos retos e (b) 1 elemento

curvo

Para a situagdo (@) da figura a solugdo seria adotar mais pontos no contorno, e
conseqiientemente mais elementos retos.

O uso de elementos curvos, no entanto ¢ dificultado pelas integrais singulares a serem
avaliadas. O tratamento da singularidade nos elementos curvos neste trabalho ¢ feito como
apresentado no item 4.2.5 e detalhado em KZAM (2009).

No caso da determinagdo das fungdes de forma de um elemento curvo generalizado,
ou seja, com qualquer nimero de nds, a ado¢do das fungdes polinomiais de Lagrange ¢ aqui

escolhida.
4.3.2. Polindmios de Lagrange

Em analise numérica, os polindmios de Lagrange sdo polindmios de interpolacdo que
podem ser aplicados na determinagdo das fungdes de forma do elemento curvo.

Para um elemento j de ordem n — 1 existem »n fungdes de forma, cada uma relativa a
determinado n6 do elemento, cuja aproximagao ¢ dada pelos valores assumidos pelas fungdes

em cada nd. Assim, cada fungdo de forma ¢, terd valor unitario em k e nulo nos demais nos

do elemento. Cada equagdo das fungdes de forma do elemento de n nos serd, portanto um
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polindmio de grau n — 1. As funcdes de forma podem ser de qualquer tipo, desde que
respeitem estas condigoes.

Podemos escrever todas as & fungdes de forma de um elemento com ordem qualquer
através dos polindmios de Lagrange, dado pelo produtério que segue (BREBBIA &
FERRANTE, 1978):

7 £-4
T (449
i=1

As coordenadas ¢ assumem valores entre -/ € +/ no espago adimensional. Basta entao
definir a ordem desejada para a aproximacdo de geometria e de varidveis e calcular as
coordenadas adimensionais de cada nd, através da mudanga do sistema de coordenadas
geométrico para o sistema adimensional. Com os valores de &, € possivel determinar em
seguida todas as funcdes de forma do elemento.

A titulo de exemplificacdo da aplicagdo dos polindmios de Lagrange, serdo a seguir
apresentados de forma grafica as fungdes de forma para os elementos com aproximagdo

linear, quadrética, ctibica e de quarta ordem, respectivamente.

ol =2 ‘7 4‘ gl g2 @3 }7

(© ® & & @ (d) *—o—o—o—»

Figura 4.8 — Fungées de forma para elementos com aproximagao (a) linear, (b) quadratica,

(c) cubica e (d) de quarta ordem
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Com as fungdes de forma definidas, pode-se calcular qualquer ponto sobre o elemento

desde que conhecida sua coordenada ¢.

£, =+l

Figura 4.9 — Elemento curvo com coordenadas adimensionais

Assim, para cada elemento j podem ser aproximados, por exemplo, quaisquer valores
de coordenada x; (i sendo o indice da direcao) sendo conhecidos somente os valores de
coordenada Xj; de todos os k nés do elemento e os valores das fun¢des de forma do mesmo

naquele ponto ¢. Escreve-se, portanto
%) = Py X (4.47)
Apo6s esse procedimento, ¢ possivel realizar a integracdo numérica dos elementos

através da quadratura de Gauss, por exemplo. Logo, torna-se simples a implementagao de

elementos de contorno curvos, com qualquer nimero de nos.

4.4. Exemplos

A seguir serdao apresentados alguns exemplos de problemas elasticos resolvidos com o
uso da ferramenta desenvolvida a partir da formulagao descrita. Os resultados sdo comparados
com valores de referéncia da teoria técnica para a validagdo do programa. A escolha do
sistema de unidades ¢ independente, cabendo ao usuario do programa a adocdo de valores

coerentes, tal como nos exemplos.

4.4.1. Viga em balanco

O primeiro exemplo consta de uma viga de comprimento L = 100 unidades de

comprimento e se¢do transversal (1 x 10) engastada em uma extremidade e com uma carga
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concentrada P = 5 unidades de for¢a na outra. Admite-se modulo de elasticidade longitudinal

E =20.500 e coeficiente de Poisson v = 0.
(a)

z,, =0,75

10

S <—

100

(b) P=5

Figura 4.10 — Modelos de viga engastada (a) via MEC e (b) da teoria técnica de vigas

No caso do modelo via MEC, ndo ¢ possivel inserir carga concentrada nos nés. O
carregamento ¢ entdo modelado como uma forca de superficie cisalhante com valor maximo
de 0,750 a meia altura e valor nulo nos extremos da secao mais a direita. As condi¢des de
contorno sdo aplicadas a se¢do mais a esquerda da viga, impedindo o deslocamento na dire¢ao
y do nd a meia altura e na direcdo x dos demais nds. Dessa forma, a distribuicdo de forgas de
superficie tende a se aproximar do que ¢ considerado na teoria técnica de vigas e o resultado
pode entdo ser comparado a essa solucao dita analitica. Foram necessarios somente 28 nds no
contorno da viga e 12 elementos quadraticos para obter um resultado satisfatorio.

O resultado de flecha maxima ocorre na ponta da viga, onde a carga ¢ aplicada.

Segundo a teoria classica de viga, o valor desse deslocamento ¢ dado por

3 3
PAEECIE R =0,9756 (4.48)

3
SEI 3-20500- 1107
12

Com a utilizagdo do programa desenvolvido, o deslocamento maximo obtido foi de

fmax-= 0,9769 ou seja, bastante préximo do valor da teoria técnica (diferenca de 0,1%) mas
ligeiramente maior, como era de se esperar pois na soluciao de referéncia ndo se considera a
influéncia da distor¢ao no deslocamento total.

Os resultados de tensdo na dire¢do horizontal (o) também foram comparados para a

secdo proxima ao engaste e para a se¢cao no meio do vao.
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Grdfico 4.1 — Resultado de Tensoes ao longo das segoes transversais analisadas
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4.4.2. Cavidade em meio infinito

O segundo exemplo serve para demonstrar outro tipo de aplica¢io da formulagdo. E o
caso de um meio infinito com uma cavidade (duto) submetida a uma pressao interna.

Adota-se o sistema cartesiano (x,)) com origem no centro da cavidade. O valor do seu
didmetro ¢ D = /0 unidades de comprimento. Para que a cavidade seja considerada imersa em
um meio infinito adota-se o sentido horario para a integragcdo dos elementos de contorno na
superficie da cavidade. O modulo de elasticidade longitudinal do material ¢ £ = 20.500 ¢

coeficiente de Poisson v = 0,3. O valor da pressdo ¢ p = 100 unidades de for¢a de superficie.

Figura 4.11 — Meio infinito com cavidade sob pressdo interna

Neste problema, foram utilizados 16 ndés no contorno da cavidade e 8 elementos
quadraticos para a malha. Os resultados de deslocamentos e tensdo na dire¢do radial em uma
linha imaginaria até o ponto 4, localizado a uma distancia de 100 unidades de comprimento
da superficie da cavidade, sdo comparados a solucao analitica deste problema.

Os resultados obtidos sdo bastante satisfatorios, o que comprova o adequado

funcionamento do programa. Os graficos com resultados sdo apresentados a seguir.
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Grdafico 4.2 — Resultado de deslocamentos na direg¢do radial
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Grafico 4.3 — Resultado de Tensées na diregdo radial
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Capitulo 5

5. Problemas heterogéneos

5.1. Apresentacgéo

Inimeros sdo os problemas de engenharia que envolvem mais de um material com
diferentes caracteristicas fisicas. A particularidade dos meios heterogéneos ¢ tdo importante
que muitos trabalhos tém sido desenvolvidos na analise desse tipo de problema. Citam-se
como exemplos de meios heterogéneos os materiais fibrosos e reforcados, materiais
laminados e corpos estratificados.

Em uma classificagdo inicial, os meios heterogéneos podem se apresentar de duas
maneiras distintas: na forma de camadas e zonas ou estratificacdes, ou ainda como inclusoes.
No primeiro caso, os diferentes dominios possuem apenas uma parte de suas fronteiras em
comum, sendo as demais superficies independentes. Logo, o contorno externo do corpo ¢é
formado por faces de materiais distintos. J& no caso das inclusdes, um dominio encontra-se
totalmente contido dentro do outro, tendo sua superficie de fronteira inteiramente comum aos
dois dominios. Nesse ultimo caso, € comum se referir a0 material mais externo como material
padrdo. A figura 5.1 demonstra os dois casos para problemas bidimensionais. O dominio Q; e

Q; sdo do primeiro tipo, enquanto que o dominio €, ¢ uma inclusdo do primeiro.

Figura 5.1 — Meios heterogéneos. FONTE (BREBBIA, 1992)

Os dois tipos de situagdo sdo bastante comuns em problemas de engenharia. O proprio
concreto armado, muito utilizado na construgdo civil, apresenta seu meio como sendo

constituido pelo concreto e ago. As armaduras funcionam como fibras de reforco a tracao,
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para o qual o concreto nao oferece resisténcia adequada. Mesmo o material concreto se
caracteriza por inclusdes de pedras em um meio continuo mais fino. Outros tipos de fibra
aplicados ao concreto tem sido alvo de pesquisa na linha de materiais, como fibras de
carbono, residuos plésticos, etc. Todos estes se enquadram como inclusdes, pois se encontram
totalmente inseridos no meio predominante. Muitos deles podem ser estudados como linhas,
ao invés de dominios fechados (LEITE, 2007).

Pode-se citar também exemplos de problemas da geomecénica, onde hd uma enorme
variedade de tipos de solos estratificados. Diferentes tipos de solos em camadas sobrepostas,
por exemplo, constituem um problema especifico da interacdo solo-estrutura. Muitos
trabalhos ja desenvolvidos na area geotécnica tratam o solo como sendo constituido por
camadas de diferentes propriedades. Alguns trabalhos procuram avaliar a influéncia que
camadas mais inferiores ocasionam na estrutura, apoiada sobre a camada de topo.

Observa-se que estes solos podem apresentar ainda heterogeneidade na forma de
inclusdes. Um mapeamento geotécnico pode revelar a existéncia de algum tipo de material
imerso em seus meios. E o caso da presenca de material rochoso em uma camada de solo, ou
mesmo concentragdo de determinado tipo de solo, sem necessariamente formar camadas.

Percebe-se, portanto, a importancia de um método generalizado para anélise de meios

heterogéneos, face a enorme diversidade de problemas desse tipo.
5.2. Analise de Dominios ndo-homogéneos via MEC

A formulagdo classica do Método dos Elementos de contorno, brevemente apresentada
no capitulo anterior, foi desenvolvida a partir do estudo de dominios considerados
homogéneos, ou seja, constituidos por apenas um material cujas caracteristicas fisicas sao
unicas ao longo de todo o corpo. No entanto, em diversos problemas de engenharia observa-se
a necessidade de analise de dominios constituidos por diferentes materiais. Em interagao solo-
estrutura, especificamente, este € o caso da andlise de solos com presenca de diferentes
camadas, ou solos em que hé presenca de rochas (VENTURINI, 1988).

Os livros que tratam do MEC aplicado a problemas de engenharia apresentam uma
formulagio ja consagrada para resolver esse tipo de problema. E a chamada técnica da sub-
regido classica, onde se monta um sistema Unico cujas equacdes algébricas sdo escritas

fazendo-se o equilibrio dos dominios, apdés a montagem das equagdes integrais de cada

dominio.
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5.2.1. Técnica classica de sub-regido

Em problemas elasticos que envolvem meios heterogéneos, uma técnica bastante
utilizada ¢ a da sub-regido classica, descrita em (BREBBIA & DOMINGUEZ, 1992). A
técnica prevé o estudo em separado de cada sub-regido para em seguida ser utilizada as
condi¢des de equilibrio e compatibilidade geométrica (ou cinematica) na interface.

Tome-se como exemplo um problema envolvendo dois dominios de caracteristicas
fisicas diferentes, em contato por uma interface comum as duas sub-regides Q; e .. Na

técnica cléssica, considera-se que cada dominio pode ser estudado separadamente.

24

r n
+
n

Figura 5.2 — Dominio plano constituido por duas sub-regioes Q; e £2,.

O dominio Q; tem mododulo de elasticidade E; e coeficiente de Poisson v;, € a sub-
regido Q, tem, por sua vez, modulo de elasticidade E e coeficiente de Poisson v.,.
As superficies 17, e I'>; se confundem, pois € justamente a linha de interface.

Montam-se os sistemas de equagdes de cada dominio £ considerando-os como

problemas isolados.

. ][ _[6. a[e
u o lu a6 alle

_Hli Hl? i U12 Gli Gl? P12 (502)

sendo / o indice que indica termos da matriz relativos a superficie livre e ¢ os termos da

(5.01)

superficie em contato. O indice superior indica o dominio em questao.
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Em seguida, aplicam-se as condigdes de compatibilidade de deslocamentos U e

equilibrio de for¢as P na superficie de contato entre os dominios, dadas pelas expressoes:
U =01 ={U
{ c} { c} { c} (5.03)

Pl=—{Pt={(P
{ C} { C} { C} (5.04)
Com isso, ¢ possivel escrever um uUnico sistema que representa todo o dominio em

questdo, incluindo as incognitas de deslocamento e forga na superficie de contato.

_Hlll Hllc 0 | 1 I Glll Gllc 0 | 1
gow o || -6, -c. o ||”
cl cc cl cc
u, b= ) 5.05
o m om0 @l oo
2 2 / 2 2 P
L O ch Hl[_ L O G[c Gll_

Apesar de ser utilizada desde o trabalho de BREBBIA (1975) com sucesso, a técnica
classica da sub-regido aumenta o niumero de incognitas, pois considera todos os valores de
deslocamento e de for¢a de superficie na interface de contato. Além disso, quanto maior for o
nimero de sub-regides envolvidas no problema, e quanto mais diferenciada for a distribuicao
de cada material no corpo, mais dispendiosa sera a aplicagdo da técnica, o que torna dificil sua
implementagdo computacional generalizada.

Nesse sentido, torna-se util a ado¢do de técnicas que permitam uma maior facilidade
para a generalizacdo e para a implementacdo de cdodigos computacionais, possibilitando a

simula¢do do comportamento de meios heterogéneos via MEC de forma mais simplificada.

5.2.2. Técnica alternativa de sub-regido

Serd agora apresentada uma formulacdo alternativa para estudos de meios
heterogéneos em problemas elasticos. Esta técnica foi apresentada por VENTURINI (1992)
para problemas potenciais e elasticos via MEC e estendida para problemas tridimensionais em
RIBEIRO (2009) e PAIVA & RIBEIRO (2009).

A idéia basica ¢ efetuar a relagdo entre os diferentes dominios de maneira que seja
possivel escrever uma unica equagdo valida para todo o corpo em estudo. Este processo
alternativo a técnica classica de sub-regido foi inicialmente motivado por problemas em
analise nao linear de estruturas, em que o aumento do niumero de linhas de interface a ser
discretizado e o conseqiiente aumento do tamanho do sistema algébrico a ser resolvido

causava a deterioracao dos resultados.
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Venturini propds entdo, para o estudo de problemas heterogéneos via método dos
elementos de contorno, que o equilibrio de forgas e a compatibilizacao de deslocamentos nas
interfaces comuns fossem realizados antes da montagem das equagdes. Dessa forma,
eliminam-se as aproximacdes de for¢a de superficie no contato, e torna-se possivel escrever
uma Unica equacdo para todo o dominio heterogéneo, evitando assim a separagdo fisica do
problema, como na técnica classica.

Para o entendimento desse processo alternativo, considera-se um problema de um
solido bidimensional envolvendo trés dominios de caracteristicas fisicas diferentes, sendo

dois destes dominios imersos no dominio padrao Q;.

Figura 5.3 — Dominio padrdo Q21 com duas inclusoes Q2 e Q3.

Para cada sub-regido podem-se escrever as solu¢des fundamentais em deslocamento e

em forca conforme as expressoes (4.24) e (4.25) do capitulo 4, aqui reproduzidas.

: -1 (3-4v)Inrg, +(7_8V)5 4.24
U =— (3= o, —rr, +—26. .

ik 87Z'G(1—V) ik gk 2 ik ( )
P, :_—1{(1—2v)(n.r —nr ) +((1-2v) 8, +2rr )—dr} (4.25)

ik 472'(1—1/)]” ik ki ik gk dl’l

Admitindo que o valor do coeficiente de Poisson seja 0 mesmo para todos os materiais
envolvidos na analise, nota-se que o termo constante da solu¢do fundamental de Kelvin em
forga p* serd o mesmo para todos os dominios, pois este ndo depende do modulo de

elasticidade transversal G. No caso da solu¢do fundamental em deslocamento u*, j& o termo
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constante apresenta diferenca quando escrito para cada sub-regido, pois este sim depende do
modulo G de cada material.

Pode ser obtida assim uma relacdo entre as diferentes solugdes fundamentais em razao
dos modulos de elasticidade transversal. Se multiplicarmos a equagdo integral da sub-regido i
pela razdo entre o0 moédulo G; e o moédulo G;, sendo o indice / referente a sub-regido dita
padrao, torna-se possivel relacionar as equacdes escritas para cada dominio de maneira a
escrever uma em func¢ao da outra. Essa relacdo entre a solugcdo fundamental de cada dominio

pode ser expressa por

Uy =—ru, (5.06)

Esta expressao pode ser escrita também, segundo RIBEIRO (2009) na forma

uy =u) + AGGli uly (5.07)
1
sendo AG, =(G,—G)) (5.08)

Sabe-se também que
Py =P =Py = Pu (5.09)
Imaginando um ponto P contido no dominio £; pode-se escrever a equagao integral no
contorno para esse ponto integrando somente o seu respectivo dominio.
Escreve-se na equagdo o termo livre, pois assim se estuda o caso mais geral.
Ciat, + [ pya, dT = [ padT (5.10)
I, I,
Vamos abrir as integrais dessa equacgdo dividindo o contorno /7; entre as superficies

livres e em contato da regido ,, de acordo com a figura 5.3. Teremos assim a (5.10) reescrita

(Cllkuk +Jp;c”k dl + J p;c”k dr, + j pl*kuk dr, = Jullljpk dl'i+ J ullljpk dr, + _[ ”}Zpk dr
I

Iy I I I Iy

(5.11)
De forma semelhante escrevem-se as equacdes para o mesmo ponto P integrando

somente os dominios 2, e ;. Respectivamente, estas equacdes ficam escritas

?kuk +J pl*kuk dl’> + J‘ p;c“k dr, + _[ pl*kuk dry, = J‘”;:pk dl'> + J ”;c*pk dry, + J‘ ”;:pk dr'y
I

Iy Iy I Iy Iy
(5.12)
?kuk +Jp;c”k dl's + J. p;c”k dr,, + j p;cuk arsy, :J.”;k*pk dl's + I ul3k*pk dr,, + _[ ul3k*pk ar,,
I3 '3 Iy I3 I3 I3y
(5.13)
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Ao somarmos as equacdes (5.11), (5.12) e (5.13) estaremos escrevendo uma unica
equagao para o ponto P que inclui todo o dominio heterogéneo. Sabendo da relacao entre as
solugdes fundamentais dadas por (5.07) e sabendo ainda que a seguinte relacdo também pode
ser escrita

[ Py, dr, = pudr, (5.14)

1"/-/» r ji
podemos simplificar a equagdo resultante de maneira a obter

((Cik +C;, +(C?k)ul +Jp;uk dT +J poit, dT +J poit, dTs = J-u,kpk T + I ul p, dT2 +
T I I3

I

* — AG * — * *
+J.ullkpk Glz(julzkpk dl'> + I”/i P, dly + j“fkpk drzs}"
T3 1\, Ty Iy

AG * — * %
Gl3 (I ”/3k p, dls+ _[ u;kpk dr,, + _[ ”/3/( Dy dr3zJ

1 I3 Iy Iy

(5.15)
Com uso das expressoes (5.12) e (5.13) pode-se escrever os termos entre parénteses da
(5.15) somente em fungdo dos deslocamentos na interface, retirando assim da equagdo as
integrais que estdo em funcao das forcas de superficie no contato. Rearranjando os termos, a

equacao fica

AG AG * f— * f— * f—
{Cik +(1— G” J(ka +(1— GBJC?’{}{I +Ip,kuk dl + J putt, A2+ I putt, dTs +
o > I

1 1

- G12 [I pui, A2+ ,[ Pty dr21+,[ Pty drﬁj G [Jplkuk dl's + j p”‘uk dr’,

1 I Iy Iy 1 Iy

+J Dby dF32] Julkpk dT +J‘ulkpk dF2+J‘uMpk dTs

I3 I
(5.16)
Utilizando-se novamente a relagdo dada em (5.07), podemos concluir que a expressao

(5.16) podera ser escrita na seguinte forma, agora valida para qualquer niumero de sub-

regides.

ns G ns .
{z G lk}uk + Z J wpydl', | = jpkUder (5.17)
1

m=1 m=1 n=l| T

onde ns ¢ o nimero total de sub-regides, 7, ¢ o contorno fechado de cada sub-regido m no

segundo somatorio, G; ¢ o modulo de elasticidade transversal do material padrdo e T, ¢ o
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contorno externo de cada sub-regido 7, no somatorio das ne sub-regidoes que possuem alguma
superficie independente das outras sub-regides. Assim, pode-se dizer que na equagao (5.17)
considera-se a superposicdo de efeitos de tal forma a obter um unico sistema de equagdes
valido para todo o corpo em estudo.

Analisando o tltimo termo da equacdo (5.17), observa-se que esta ¢ uma integral sobre
todo o contorno externo do solido. E possivel demonstrar que este somatorio incluiria na
verdade as integrais das superficies em contato, com suas respectivas solucdes fundamentais
multiplicadas pela razdo entre os modulos G. Porém, estes termos se anulam pelo fato da
forca de superficie ter sentido oposto nestas interfaces. Isso fica mais claro para o leitor no

processo algébrico alternativo apresentado no proéximo item.
5.2.3. Procedimento algébrico

Para o procedimento algébrico de montagem do sistema de equacdes, define-se
primeiramente o dominio dito padrdo cujo moddulo de elasticidade transversal serda G;. A
escolha do dominio padrao independe para a analise. Sugere-se, no entanto que a escolha seja
sempre feita pelo dominio predominante.

Para cada sub-regido ¢ entdo montado um sistema de equagdes utilizando-se todos os
pontos fonte do problema, isto é, pontos fonte de uma sub-regido geram linhas nas matrizes
das outras sub-regides. Estas matrizes sdo multiplicadas pela relagdo entre o moddulo de
elasticidade transversal da sub-regido correspondente e o mddulo padrdo e entdo superpostas
para formar o sistema de equagdes de todo o dominio em estudo.

Novamente o termo livre pode ser calculado utilizando o principio do movimento de
corpo rigido somando na linha os termos das colunas pares e impares. Isso sera feito apos a
montagem de cada matriz em particular.

Sendo o coeficiente de Poisson igual para todas as sub-regides, os termos da matriz G
relativos aos nds das superficies de contato se anulam pelo equilibrio de forgas sendo,
portanto retirado do sistema as incégnitas de forca de superficie. Os termos da matriz H
referentes aos nds da interface sdo corrigidos de maneira que se introduz no sistema de
equacdes de compatibilidade.

Para ilustrar algebricamente o método citado, considere o problema de um dominio
constituido por trés sub-regides com diferentes modulos de elasticidade e mesmo coeficiente
de Poisson. Cada sub-regido i ¢ fechada por um contorno /5. Para o melhor entendimento, o

problema sera dividido conforme a figura 5.4.
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Figura 5.4 — Exemplo ilustrativo constituido por trés sub-regioes.

Ao montar as matrizes H e G de cada sub-regido em separado devem ser utilizados
todos os pontos fontes do problema original, fazendo com que as matrizes das sub-regides 2 e
3 possuam maior numero de linhas do que de colunas. Os sistemas ficam entdo escritos da
seguinte forma, respectivamente para os dominios /, 2 e 3:
Hll HlZ Hl3 Ul 1 Gll G12 Gl3 Pl 1
H, H, H, |\U,r =Gy Gy Gyh (5.18)
H31 H32 H33 U3 G31 G32 G33 1)3

H'12 GVIZ
H,, +-[U,] =16, +[B] (5.19)
H'32 G'32
H"13 G"13
H", +-[U,]=1G", }-[B] (5.20)
H"33 G"33

onde os indices superiores /,2 e 3 indicam cada superficie /" correspondente.

Multiplicando (5.19) e (5.20) pela razao entre seus respectivos méodulos e o mddulo
padrdo alteram-se os termos das matrizes. Vamos aplicar também as condi¢gdes de
compatibilidade e equilibrio de forgas nas superficies de contato a fim de escrever ambos os

sistemas fun¢do dos deslocamentos ¢ for¢as do dominio 1

[U.] =[v.] (5.21)
[U.] =[u.] (5.22)
[R] =-[R] (5.23)
[A] =-[R] (5.24)
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Assim, as expressoes para cada dominio ficam

G H '12 , G G '12 , I;I '12 1 _(_} '12 1

EZ H'zz ’[Uz] :EZ G'zz [Pz] = I;I'zz [Uz] = (_;'22 [Pz] (5.25)
'|H '32 "G '32 H '32 -G '32

G H "13 . G G "13 X I;I "13 1 _(_; "13 1

ES H",, [Ua] = E3 G", [Pa] = I;I " [U3] = _(_; "2 [Pa] (5.26)
'|H "33 "G "33 H "33 -G "33

sendo que, pela relacdo dada em (5.06), as seguintes relagdes também sdo verdadeiras.

G, =G, (5.27)

y

G", =G, (5.28)

A superposicao ¢ valida permitindo, portanto que as matrizes sejam somadas de modo
a se escrever um unico sistema de equacgdo para o problema original que inclui todas as sub-
regides juntas. Observa-se que aplicando (5.27) e (5.28) os termos da matriz G relativos as

forcas nos contornos /> e I3 se anulam, restando apenas incognitas de for¢ca no contorno

externo (termo P;). Nas superficies de contato restam apenas incognitas de deslocamento.

_H11 (le +ﬁ'12) (H13 +ITI"13)_ U, Gy ¢ 2 ¢ " I
H,, (sz + ﬁ'zz) (H23 + ﬁun) U, = G2] G 22 G G 23) | P,
_H31 (H32 + ITI'32) (H33 + ITI"B)_ Uy G, G > G = - B
(5.29)
_Hll (H12+_'12) (H13+ﬁ"13)_ U, G,
H,, (H22 + ﬁ'zz) (Hza +ﬁ"23) AU, =16y, [Pl] (5.30)
_H31 (H32 + ﬁ'sz) (H33 +ITI"33)_ U, G,

A partir deste exemplo simples, fica facil a compreensdo da estratégia para a
automatizacao do processo via programacao computacional, por maior que seja o nimero de
sub-regides. Para problemas em que os diferentes dominios encontram-se em forma de
camadas ou zonas, o procedimento ¢ o mesmo, sendo que desta vez, apenas os termos da
matriz G no contato se anulam, ou seja, ainda restam incognitas de deslocamento na
superficie de contato. Caso se deseje aplicar forcas de superficie nas interfaces dos corpos,
basta reativar o trecho da matriz G correspondente.

A estratégia ¢é, portanto, genérica e pela equacao (5.30) fica claro o funcionamento da
técnica alternativa descrita pela equagdo (5.17). A formulacdo pode ser utilizada para analise
elastica de so6lidos bidimensionais constituidos por mais de um material. Serdo apresentados
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exemplos de problemas so6lidos planos com solucdo conhecida, para a validacdo e

demonstragdo de aplicagdes da técnica.
5.2.5. Tratamento para pontos internos

Da mesma forma que foi apresentada no capitulo 4 para dominios homogéneos, os

deslocamentos internos serdo calculados diretamente apos serem conhecidos todos os valores

no contorno. O termo livre da equagdo (5.17) sera C,, =0,,, sendo J; o delta de Kronecker.

i
Porém, ¢ necessaria uma pequena corre¢do dos deslocamentos interno obtidos por este
processo.

Baseado no que foi exposto, vamos imaginar um ponto fonte interno ao dominio
heterogéneo. Caso o problema seja divido em dois constata-se que podem agora existir duas
situagdes: o ponto pode ser considerado como situado fora do dominio £; ou dentro do

dominio Q.

s ¢ externo a Q; s ¢ interno a Q,

£
SRR

Figura 5.5 — Tratamento do ponto fonte interno no dominio heterogéneo.

Nesse caso, para cada ponto fonte deverd ser utilizada a solugdo fundamental do
material cuja superficie esta sendo integrada. O resultado dessa integral deve ser multiplicado
pela razdo entre os modulos de elasticidade transversal, tal qual ¢ feito no calculo do
contorno.

Porém, ao multiplicar o sistema matricial pela razao entre os modulos de elasticidade
transversal, o valor obtido para o deslocamento interno estara também multiplicado pelo
mesmo fator. E necessario corrigir os valores calculados para deslocamentos internos

multiplicando-os pela relagao inversa entre os modulos.
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Para o célculo de tensdes internas pode-se partir da equagdo (5.17) aplicando a Lei de
Hooke ¢ a relagao entre deslocamento e deformacgdes, chegando assim a seguinte expressao
para as tensdes internas

ijk ijk
m=1

o =—Zﬂju,§"5?‘mdr+jpku* dT (5.31)
G, T, r
O indice / ¢ relativo ao dominio em que o ponto estd inserido. Os termos D,Z.j e S;j.

foram apresentados no capitulo 4.
5.3. Linhas de carga

Em alguns problemas de engenharia pode haver a necessidade de se modelar um
carregamento atuando no dominio interno na forma de uma linha de carga. E o caso, por
exemplo, de simulagdo de estacas cravadas no solo em acoplamento MEC/MEF onde os
elementos finitos de barra que simulam as estacas atuam como linhas carregadas internas ao
dominio do material solo.

Para que seja possivel esse tipo de andlise ¢ necessaria a implementacdo das linhas de
carga no sistema algébrico, inserindo elementos de linha de carga (semelhantes a elementos
de contorno) internos ao dominio. Estas linhas ndo formam contornos fechados e devem estar
inteiramente contidas no corpo.

Os nds dos elementos de linha de carga ndo constituem necessariamente incognitas do
problema, e por isso geram somente termos na matriz G do sistema de equagdes,
representando assim o carregamento aplicado sobre os elementos internos. Os valores de
forcas distribuidas sobre as linhas de carga devem ser todos conhecidos, ndo cabendo
nenhuma restricdo a deslocamentos para nos internos. A singularidade presente na equacao
integral recebe o mesmo tratamento realizado nas integrais do contorno, conforme citado no
capitulo 4.

A matriz H, por sua vez, devera ter as mesmas dimensdes da matriz G. Os nds
internos podem gerar linhas na matriz ao integrar o contorno externo, como parte do
problema. Logo, o sistema pode calcular deslocamentos de pontos internos juntamente com
pontos do contorno. Os nos do contorno nao integram os deslocamentos dos elementos da
linha de carga, ja que estes ndo sdo aproximados. Os termos correspondentes sdao entdo nulos

na matriz H. O sistema algébrico deverd ser, portanto montado como mostra a equagdo (5.32).
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Hee O Ue _ Gee Gei Pe 532
Hie I l]l - Gie Gii R ( . )

onde a letra e indica os termos do contorno externo e a letra i os termos relativos ao

“contorno” interno (linhas de carga). I ¢ a matriz identidade.

A generalizagdo para aproximagdes de ordem qualquer também pode ser aplicada a
estes elementos internos, permitindo inserir linhas de carga curvas. Além disso, podem ser
representadas funcdes de carregamentos parabdlicas, etc. Outra vantagem do processo
utilizado ¢ a possibilidade de inserir linhas de carga em qualquer dire¢do dentro do dominio, o
que viabiliza a analise de estacas inclinadas, por exemplo.

Em meios heterogéneos, ¢ possivel ainda que as linhas de carga passem através de
diferentes dominios, simulando casos de estacas cravadas ultrapassando vérias camadas de
solo. Para isso, € necessario primeiramente que sejam estabelecidas as sub-regides nas quais
estd inserida cada parte da linha de carga. Em seguida, durante a montagem das matrizes H e
G de cada sub-regido, de acordo com o processo descrito em 5.2.3, realiza-se a integral dos
elementos de linha de carga contidos naquele dominio para montagem da matriz G. A
superposi¢do ainda sera valida e o sistema final ao ser somado inclui, portanto todas as linhas
de carga internas, bem como as relagdes de equilibrio e compatibilidade entre os diferentes

dominios.

Figura 5.6 — Linha de carga passando por diferentes dominios

5.5. Exemplos de aplicacéo e validacao

Para comprovar a eficiéncia do método descrito e para demonstrar a generalidade de
problemas que podem ser resolvidos, apresentam-se agora os resultados obtidos com o

programa computacional desenvolvido para problemas eldsticos. Novamente, a escolha do
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sistema de unidades ¢ independente, cabendo ao usudrio do programa a adog¢do de valores

coerentes, tal como nos exemplos.

5.5.1. Viga com momento

Seja uma viga constituida por dois materiais de diferentes mdodulos de elasticidade e
coeficientes de Poisson iguais. A viga ¢ bi apoiada e possui uma carga de momento fletor
concentrado no meio de seu vao, conforme a figura a seguir. Trata-se de um problema em

estado plano de tensao.

Linha de carga

/ E=1

16

100 100

QM = 0,17066
|
L

Figura 5.7 — Viga bi apoiada constituida de dois materiais

Este problema possui solugdo analitica baseada na teoria técnica de flexao.

O modelo utilizado na simulagdo via MEC inclui duas sub-regides acopladas em
forma de camadas sobrepostas. A escolha do dominio padrdo ¢ indiferente para o resultado
final. A considera¢do do momento aplicado ¢ feita com o uso de uma linha de carga vertical
no meio do vao, com forca interna linearmente variavel na dire¢do horizontal, originando um
binario de forgas. O carregamento aplicado segue a propor¢ao estabelecida pela distribuigcao
de tensdes na teoria técnica para deformagdo linear. A linha de carga, além de servir para
simular o carregamento, introduz no sistema as incognitas de deslocamento no dominio.
Assim, ao se resolver o sistema de equacdes os valores dos deslocamentos no meio do vao
serdo conhecidos diretamente.

Foi utilizado o elemento quadratico e a discretizagdo foi feita com duas malhas
distintas. A primeira sendo montada com 10 elementos nas superficies horizontais da viga e 5

elementos nas faces laterais. Na segunda malha, o nimero de elementos horizontais foi
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aumentado para 50. Os resultados obtidos para os deslocamentos ao longo da linha de carga

sdo apresentados no grafico a seguir.

Sec¢édo Transversal no meio do Vao

|  -#TeoriaTécnica #Malhal -4 Maha2 |

N

[EN
P P O

H

H

H

B
D P DN K

Alturah

-0.030 -0.025 -0.020 -0.015 -0.010 -0.005
Deslocamentos horizontais

o DN &

.000 0.005 0.010

Grdfico 5.1 — Resultados de deslocamentos na segdo central

Os valores obtidos com o uso do programa sao ligeiramente maiores do que da solucao
da teoria técnica. A maior diferenca relativa observada é da ordem de 7%. E importante
observar, no entanto, que a solu¢do da teoria técnica leva em consideracdo algumas hipoteses
simplificadoras, como a manuten¢do de sec¢do transversal plana, o que ndo ocorre de fato.
Logo, ¢ de se esperar que os resultados numéricos sejam maiores. Ao se analisar o aspecto da
deformada (ampliando os valores de deslocamentos para melhor percepcao) fica claro que nao
ha como as se¢des ao longo do vao se manterem retilineas. A andlise numérica ¢, portanto

mais verossimil do que a solucao da teoria técnica.

Legenda:
001197
I 0006597
0.00197
-0.00303
-0.00303 /\ ]\ /
o

-0.01303 < \
001803 /
-0 02303

. -0.02803

Figura 5.8 — Deformada da viga (ampliada 1000 vezes)
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5.5.2. Chapa tracionada com nucleo enrijecido

Seja uma chapa quadrada contendo um material enrijecedor ao centro, com carga de
tracdo na superficie superior, conforme a figura 5.9. O material interno possui modulo de

elasticidade E.

.. =2.000, sendo este valor 10 vezes maior do que o do material padrao
E,, =200 . Admite-se o mesmo coeficiente de Poisson para os dois materiais (v =0,25). Os

nos da face inferior foram todos impedidos de deslocar na dire¢dao y, e apenas o nd central
desta face foi restringido na direcdo x para impedir a instabilidade do sistema. Utilizou-se para

o carregamento o valor de P =100.

P =100

T T T T T T E Ty T F F i Ty rva p v ivaiiasy
L=4

Figura 5.9 — Chapa com enrijecedor

Foram utilizadas trés diferentes malhas para este problema, sendo a primeira formada
por 124 nés e 80 elementos quadraticos de 0,20 de comprimento cada, distribuidos
igualmente ao longo de todo o contorno. A segunda malha foi montada com 484 nés e 640
elementos lineares, enquanto que a terceira malha utiliza o0 mesmo numero de nds anterior,
porém com 320 elementos quadraticos.

Como valores de referéncia, foram utilizados os dados extraidos de (LEITE, 2007)
onde ¢ utilizada uma malha de 320 n6s com elementos lineares. Foi realizada ainda uma
comparagdo com a utilizagdo do método dos elementos finitos, por meio do programa

ANSYS onde sdo utilizados 6.593 elementos de chapa com 4 nds e 8 graus de liberdade cada.
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Os resultados de deslocamentos verticais no alinhamento horizontal a partir do
ponto A (ver figura 5.9) obtidos com cada uma das malhas, bem como os valores de referéncia

sdo apresentados no grafico a seguir.

Deslocamento Vertical no alinhamento do ponto A
0.6
—o—MEC (Leite,2007)
0.55 |
—&— MEC Malhal
0.5
—_ MEC Malha2
I~
2
~ 045
w ——MEC Malha3
>
=)
0.4 % ANSYS
0.35
0.3 T T T T T T T T T
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
x/L

Grdfico 5.2 — Resultado de deslocamento vertical no eixo de referéncia.

Observa-se que os resultados obtidos com o programa desenvolvido sdo idénticos aos
resultados via método dos elementos finitos utilizando o programa ANSYS. As diferencas
observadas com relacdo aos valores extraidos de (LEITE, 2007) podem ter sido causadas por
alguma diferenga no modelo adotado. No entanto, ndo se encontram no trabalho citado
informacodes suficientes para afirmar que o modelo aqui adotado ¢ o mesmo utilizado pelo
referido autor, cabendo apenas a observacao de que o comportamento ¢ bastante semelhante.
No ponto onde hd o contato entre os diferentes materiais, percebe-se a mudanga de
comportamento com deslocamentos bem inferiores aos extremos.

A seguir exibem-se os graficos de deslocamentos obtidos com o programa
desenvolvido, comparando-os com os resultados obtidos pelo uso da ferramenta ANSYS.

Todos os resultados sdo bastante satisfatorios.

71



Analise ndo linear geométrica do acoplamento solo-estrutura através da combinagdo MEC-MEF

AN
NODAL SOLUTION JAN 25 2010
STEP=1 14:05:28
SUB =
TIME=1
ux (AVE)
RSYS=0
DMX =1.66
SMN =-.484768
M =.484623

(2)

L

-.a84766 -.269346 ~.053926 BISTER] 316813
-.3770%6 -.161636 053783 269203 +484625

Figura 5.10 — Resultados de deslocamentos horizontais obtidos no (a) ANSYS e (b) neste trabalho

: 0o .
b)
o® '
% .
0 05 1 15 2 25 3 35 4

Figura 5.11 — Resultados de deslocamentos verticais obtidos no (a) ANSYS e (b) neste trabalho

NODAL SOLUTION

JEN 25 2010
STEP=1 14:06:01
suB =1

(2)

1.411
1.588

.3528)
.176435

Apresentam-se ainda os resultados de tensdo calculados com a ferramenta

desenvolvida. Uma vantagem dessa formulacdo ¢ que ndo hé descontinuidade ou saltos de

tensdo, como ocorre na analise via elementos finitos.
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35
3

8
25
2
15 b
B E
05 E

o5 1 15 2 25 3 s

(2)

=y
15

bbb ubhhbhboORN®O S0 ®O

5

Figura 5.12 — Resultados de tensdo (a) na dire¢do x (b) tensdo cisalhante e (c) na direg¢do y

Outros exemplos foram processados e os resultados em geral apresentam diferencas
insignificantes em relacdo aos valores de referéncia, o que comprova a eficiéncia da

formulagdo e o correto funcionamento do programa desenvolvido.
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Capitulo 6

6. O Método dos Elementos Finitos para analise nao

linear geométrica

6.1. Apresentacéo

Sem duvida o método dos elementos finitos ¢ hoje o mais difundido tanto no meio
académico como entre profissionais engenheiros e técnicos para modelagem computacional
em engenharia de forma geral. Isso se deve a grande aplicabilidade do método, podendo servir
a andlise das mais diversas incluindo corpos sélidos, fluidos, meios porosos, meios elasticos
ou hiper elasticos, plasticos, em analise linear e ndo linear de estruturas, andlise estatica e
dindmica, etc.

A idéia basica ¢ a de que os corpos podem ser estudados como sendo constituidos por
elementos de dimensdes finitas que se relacionam uns com os outros por meio de seus nos. A
malha discretizada €, portanto uma rede de nds ligados por elementos finitos que, quanto mais
refinados mais tendem a se aproximar do meio continuo. Porém, esse refinamento aumenta o
nimero de incdgnitas e, conseqlientemente, também o custo computacional.

Existe atualmente uma variada série de elementos finitos disponiveis na literatura e
nos pacotes comerciais para modelagem de solidos, sejam duas ou trés dimensdes. No caso
deste trabalho pretende-se modelar estruturas de poértico cujas dimensdes permitem que o
estudo seja realizado por meio de elementos reticulados, como se fossem linhas. Adota-se,
portanto o elemento finito de portico, também chamado de barra geral por incluir em cada nd
translagdes e rotacdo como graus de liberdade.

Diversos autores fazem uso desse tipo de elemento em andlise estrutural de
edificagdes, inclusive em outros trabalhos de interacdo solo-estrutura. Vale porém destacar
que, quase todos os trabalhos encontrados utilizam os elementos de barra convencionais,
muitos destes com aproximacao linear da geometria.

Apresenta-se neste capitulo o elemento curvo com aproximacdo de ordem qualquer
para o portico, cuja formulagdo ¢ baseada nos polindmios de Lagrange, de forma semelhante
ao elemento curvo do MEC apresentado no capitulo 4. Em seguida, apresenta-se a formulagao
lagrangeana posicional para analise ndo linear geométrica, conforme descrito em CODA

(2003), GRECO (2004), MACIEL (2008), PASCON (2008), etc.
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Antes da formulacdo do MEF, serd apresentada uma breve introdugdo sobre analise
nao linear geométrica de estruturas reticuladas e outros conceitos fundamentais adotados na

formulacgao utilizada.

6.2. Analise nao linear geométrica

6.2.1. O conceito da ndo linearidade geomeétrica

Podem existir na verdade trés tipos diferentes de ndo linearidade quando se trata do
comportamento de uma estrutura. S3o estes: nao linearidade geométrica, fisica e de contato.

A primeira se resume na determinagdo da configuragdo de equilibrio de uma estrutura
na sua situagdo deslocada. Difere assim do que ¢ usualmente feito na analise linear em que o
equilibrio de forcas ¢ realizado na configuracdo geométrica da estrutura indeslocada. O
segundo tipo de ndo linearidade trata do comportamento fisico do material, em que a relagdo
constitutiva ¢ dada por uma lei ndo linear. A ndo linearidade de contato, por sua vez, diz
respeito a mudanga das condigdes de contorno da estrutura durante a busca do equilibrio.
Esses dois ultimos casos ndo sdo objeto deste trabalho e serd, por essa razdo, abordado
somente o primeiro tipo.

O exemplo cléssico que ilustra de forma clara e objetiva o comportamento nao linear

geométrico de uma estrutura € o caso de uma barra de comprimento ¢ com apoio simples e

resisténcia elastica ao giro em uma extremidade e com uma carga F' de compressdo aplicada
na outra, onde existe uma excentricidade e inicial na aplicacdo dessa carga, conforme mostra

a figura 6.1.

1 . "

— 8 —

I
e cos 0

(a) (b) (c)
Figura 6.1 — Exemplo classico: (a) Estrutura descarregada, (b) Configuragdo de equilibrio e

(c) Diagrama de corpo livre
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A estrutura da figura 6.1 (a) encontra-se em uma situacao descarregada, até que no
momento da aplicagdo da carga F, o equilibrio do sistema se altera para a configuragao
mostrada na figura 6.1 (b). Chega-se a conclusdo de que a seguinte expressdao deve ser
verdadeira para garantir o equilibrio mecéanico

kO

F= (6.01)
(Usen(0) +ecos(0))

ou

£ 0 (6.02)

k  (Lsen(9)+ecos(0))
onde k ¢ o coeficiente de mola do apoio eléstico.

Observa-se claramente o comportamento ndo linear da estrutura em questdo, pois o
equilibrio do sistema depende agora da sua configuragcdo geométrica representada pelo angulo
O na equacao. Por esse motivo ¢ dado o nome ao fendmeno de nao linearidade geométrica.

Uma avaliagdo grafica da equacdo (6.02) permite observar a existéncia de uma regiao
de bifurcagdo quando 6 < 0 para determinados niveis de carregamento, onde qualquer
perturbacdo leva a estrutura a uma mudanga brusca de geometria. Esse comportamento diz
respeito a instabilidade das estruturas e o nivel de carga para que isso aconteca ¢ chamado

carregamento critico.
6.2.2. Principio da minima energia potencial

Vamos tratar agora de um conceito fundamental em andlise de estruturas, que € o
principio da minima energia potencial total. Inicialmente vamos apresentar o conceito de
equilibrio de um sistema mecanico. Existem trés tipos fundamentais de equilibrio, a seguir

ilustrados.

(a) Equilibrio estavel (b) Equilibrio Indiferente (c) Equilibrio instdvel

Figura 6.2 — Naturezas do equilibrio mecdnico

No equilibrio dito estavel, qualquer perturbacao introduzida no sistema ocasionard um

movimento oscilatorio em torno da posi¢ao de repouso até retornar a mesma. Essa oscilagio
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serd mais intensa quanto maior for a perturbacao inicial. Na figura 6.2 (a), um impacto na
esfera solida produzira esse tipo de efeito.

A situacdo da figura 6.2 (b) ¢ a do equilibrio indiferente, pois em qualquer posi¢ao o
sistema podera ser equilibrado.

O ultimo caso, na figura 6.2 (c) ilustra o equilibrio chamado instavel, em que qualquer
perturbagdo introduzida produz um movimento sem volta, por menor que seja essa
perturbacdo. Um impacto na esfera agora ocasiona um movimento que ndo retorna a posi¢ao
original.

Vamos escrever as expressoes de energia de cada dos sistemas da figura 6.2. Nesse
caso a energia total serd a energia potencial do peso da esfera, e pode-se expressa-la em

termos da coordenada x como:

[, =Fy=Fx’ (6.03)
1, =0 (6.04)
[, =-Fy=-Fx’ (6.05)

Ao realizarmos a primeira variacdo da energia em relacdo a coordenada x nas

expressoes anteriores obteremos as seguintes relagdes

dcl;“ =2Fx=0<x=0 (6.06)

d;” =0 V x (6.07)

dal;lc" =2Fx=0<x=0 (6.08)
Por ultimo, vamos analisar também a segunda derivada de cada equacao

d;ga >0 (6.09)

d;g” =0 (6.10)

d;;c <0 6.11)

Dos resultados acima obtidos se constata que em x =0 a energia potencial possui

valor minimo para II_, valor maximo para I e indiferente parall,. Logo, concluimos que o

equilibrio de um sistema mecanico sera estavel quando a posicao de equilibrio representa um
ponto minimo do funcional de energia potencial total I1. Na situacdo instavel ocorre o inverso,

sendo este caso representado por um ponto de maximo da funcao.
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A natureza tende a buscar sempre o equilibrio estavel, ou seja, os sistemas mecanicos
tendem a se equilibrar na posicdo em que a energia potencial ¢ minima e isso pode ser
traduzido matematicamente pela a primeira variacdo do funcional de energia nula e a segunda

variagdo estritamente positiva.

6.3. Formulacdo do MEF posicional para analise NLG de porticos

Este item dedica-se exclusivamente a descricio do MEF posicional para analise nao
linear geométrica de estruturas reticuladas, que foi utilizada no desenvolvimento do programa
computacional AcadFrame. Este programa, desenvolvido pelo prof. Dr. Humberto Breves
Coda e pelo Dr. Rodrigo Ribeiro Paccola em 2006 ¢ utilizado neste trabalho para modelagem
da estrutura do edificio. O cdédigo foi acoplado ao programa de andlise de meios continuos
heterogéneos via MEC apresentado nos capitulos anteriores. Apresenta-se aqui de forma
resumida a formulacdo do método e em seguida alguns exemplos de aplicacdo, ficando claro
que o bom entendimento da mesma ¢ necessario para se desenvolver o acoplamento entre as

técnicas, a ser apresentado no capitulo seguinte.

6.3.1. Conceito de mudanca de forma e medidas de tensao-

deformacéo

Toda mudanga de configuragdo geométrica de um sélido estd associada a uma agao
mecanica, ou térmica. Com essa mudanga, o corpo sélido passa da situagdo indeslocada para a
situacdo deslocada, surgindo entdo tensdes e deformagdes ao longo do mesmo.
Matematicamente isso pode ser representado por uma fun¢do mudanga de configuragdo em
relagdo ao volume inicial do corpo.

Na formulagdo posicional, considera-se um eixo referencial fixo (lagrangeano) e fora
do corpo em estudo. Assim, faz-se necessario o mapeamento das posi¢des iniciais € finais (ou
correntes) do sélido estrutural em relacdo a este referencial. Vamos adotar a seguinte notagao:
ao sofrer acdo de uma fun¢dao mudanga de configuracdo f(x) a estrutura, antes em situagdo de

forma geométrica By, passara para a configuragdo B;, como mostra a figura 6.3.
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Figura 6.3 — Mudanga de configuragdo de um solido

Entende-se como sendo a deformac¢do de um ponto no continuo a alteracao de forma
da vizinhanca deste ponto através da funcdo vetorial f, ou seja, ocorre uma mudanca de
comprimento das fibras e de angulos entre as mesmas ao redor do ponto. Vamos assim
escrever uma aproximagdo para f em torno de um ponto x, qualquer na configuracdo
geométrica de referéncia By. Chama-se a atencdo para o fato de que, a adogdo dessa referéncia
caracteriza a formulacdo lagrangeana em analise ndo linear. A aproximacao ¢ entdo escrita na

seguinte forma

y:f(x)zf(xo+Ax)=f(x0)+Grad f

Ax+ O’ (6.12)

X,

Nessa expressdo, o termo Grad () indica o gradiente em relagdo a configuracio de
referéncia. By.

Simplificadamente, pode-se escrever

y=y,+Grad f| Ax+0O’ (6.13)

No limite em que Ax tende a zero, a equagdo (6.12) deixa de ser aproximada e fica

escrita como

dy =Grad f|_dx (6.14)

que também pode ser escrita na seguinte forma aberta

dy, = o dx, +ﬁ dx,
ox; | ox, |
o ’ o ’ (6.15)
dy, = 6_x2 dx, +—=| dx,
1y, 21y,
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Em (6.15) as derivadas parciais de f foram calculadas no ponto xy. Convém agora

escrever estas expressdes em notagao matricial para um ponto x) também genérico.

L
{a’yl}: Ox, Ox, {dxl} 6.16)
dy, o o, | dx,

Ox, Ox,

ou ainda resumidamente

dy = Adx (6.17)

onde a matriz (ou tensor de segunda ordem) A ¢ chamada gradiente da fun¢do mudanca de
configuracdo em qualquer ponto do dominio B, para o qual se queira avaliar a deformagao.
Este tensor informa portanto a mudanga ocorrida no corpo (no ponto xy) quando o mesmo sai
da configuracao inicial para a configuracao corrente.

E importante observar que dx e dy sdo vetores infinitesimais, respectivamente na
configuragdo inicial e corrente do corpo. O tensor A apenas relaciona estes vetores, por meio
da propria fungdo que rege a mudanga de forma. Com isso conclui-se que, sendo dx#0, é
fisicamente impossivel que dy tenha valor nulo. Sendo assim, demonstra-se que o
determinante de A (ou jacobiano J) deve ser positivo, caso contrario estard se admitindo que o
material pode virar do avesso ou desaparecer.

J =det(A)>0 (6.18)

Utilizando a idéia de medida de alongamento, demonstra-se que na relagdo entre o
comprimento inicial e final de uma fibra do material aparece um tensor dado pelo produto
A" A . Esse tensor ¢ chamado de Alongamento de Cauchy-Green.

Para um corpo indeformavel o comprimento de uma fibra dx qualquer e o angulo
entre duas fibras ndo se alteram apds a mudanga de configuragdo. Isso se escreve na seguinte
forma
=[x - dx-dg =dy-dy, (6.19)

E interessante notar nesta situagdo que o jacobiano resulta em
J =det(A) =1 (6.20)
e isso representa um movimento de corpo rigido.

Observando a equacgdo (6.19) e sabendo das propriedades matemadticas do tensor de

segunda ordem, € possivel escrever a seguinte relacdo para o caso de um corpo deformavel
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[ —|dx|" = dx" (ATA ~T)dx (6.21)
donde se conclui que a condicdo necessaria e suficiente para a indeformabilidade de um ponto
¢

A"A=1 (6.21)

sendo I a matriz identidade.

Caso esta condi¢do ndo seja atendida em determinado ponto, significa apenas dizer

que houve alguma deformagdo neste ponto e o tensor (AT A—I) mede a intensidade dessa

deformacao. Isso define a medida de deformacao que sera utilizada
1N
E:E(A A-T) (6.23)

E ¢ chamado de medida de deformagdao de Green e pode ser aplicada a anélise nao
linear de estruturas. Para pequenas deformacdes, esta medida se confunde com a deformacao
de engenharia mesmo em problemas que envolvam grandes deslocamentos.

Sabe-se que para toda medida de deformacdo, ha uma medida de tensdo conjugada.
Neste caso, a tensdo conjugada da deformacao de Green ¢ a tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie S.

A tensdo de Cauchy o ¢ definida como a tensdo atuante na configuragdo corrente.
Difere da tensdo nominal de engenharia que ¢ medida na configuracao inicial ou indeformada
do corpo e por esse motivo a tensdo de Cauchy é também chamada de tensdo real. E possivel
demonstrar que existe uma relagdo entre a tensdo de Cauchy e a tensdo de Piola-Kirchhoff de
segunda espécie, dada por

c= %ASAT (6.24)

sendo J o determinante do tensor A.

Podemos entdo com isso escrever o funcional de energia de deformagdo para a
deformagdo de Green com par conjugado tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda espécie em
fun¢do das posi¢des do solido. Para encontrar a situacdo de equilibrio, aplica-se o principio da
minima energia a este funcional, utilizando como pardmetros as posi¢des nodais dos

elementos finitos.
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6.3.2. Elementos curvos e Polindbmios de Lagrange

Assim como no MEC, sera utilizado o elemento curvo com aproximag¢ao de qualquer
ordem para os elementos de portico no MEF. Para tanto, serd necessario a adocao dos
polindmios de Lagrange como funcdo aproximadora, de forma idéntica a apresentada no item
4.3.2 do capitulo 4.

Nesse caso, pretende-se aproximar a linha média do elemento j de barra geral, o que se
traduz na seguinte expressao
X = ¢€(g)Xi£ (6.25)
onde x; sdo as posigdes iniciais que se pretende aproximar nas diregdes i, X, as posi¢des
nodais iniciais conhecidas de cada né 7, e ¢ os valores das fun¢des de forma associadas a

cada n6. Da mesma maneira, aproximam-se a posigdes correntes ou atuais do elemento na
seguinte forma
Vi = ¢((Q)YH{ (6.26)

Como exemplo de aplica¢do, imaginemos um elemento m de pdrtico com aproximagao
cubica, ou seja, com quatro nds. A figura a seguir ilustra os nos cujas posi¢des sdo conhecidas
e também a linha que se pretende aproximar. Segundo o que foi descrito acima, qualquer

posi¢ao na linha média do elemento pode ser calculada de forma aproximada pelas equagdes

Xy

m m
(X117 X

X1
Figura 6.4 — Elemento curvo de aproximacgado cubica
m m m m m
X' (1) = ey X1 Py X 1o + O3y X3 + Gue) X1l (6.27)
m _ m m m m
X' (e = ey X1 + oy X0 + Bae) X3 + D) X g (6.28)
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Assim, o elemento ¢ descrito por uma funcdo polinomial escrita em coordenadas
adimensionais § de /-1,+1]. Os valores das fun¢des de forma deverao ser calculados no ponto
adimensional & que se pretende aproximar. Resta agora somente definir quais serdo as fungdes
adotadas. Como ja mencionado as fungdes de forma serdo calculadas através dos polindmios
de Lagrange que s3o dados pelo produtorio aqui reproduzido
@, = ﬁ il (4.46)

ik \ & =&
i=1
Exemplos graficos destas fung¢des foram citados anteriormente (vide figura 4.9).

Tal qual no MEC, basta que o usudrio defina a quantidade de nés que deseja para o
elemento finito. No caso particular do método dos elementos finitos posicional, essas
aproximacdes serdo muito uteis na parametrizacdo dos elementos com objetivo de mapear as

configuracdes iniciais e correntes.
6.3.3. Mapeamento das configuracdes inicial e corrente

Para que o MEF posicional seja implementado, se faz necessario realizar o
mapeamento das configuragdes iniciais e correntes dos elementos de portico. O termo
“configuragdo corrente” ¢ usado, pois conforme o processo de interacdo vai sendo resolvido, a
estrutura continua se deformando, até atingir o equilibrio.

O mapeamento da configuracdo inicial consiste em se estabelecer todas as posi¢oes
dos nds da estrutura indeslocada, bem como o angulo formado pela se¢do transversal em cada
né com o eixo de referéncia horizontal. Os valores de posi¢do de cada nd da estrutura sao
dados de entrada fornecidos pelo usuério do programa.

As se¢des sdo consideradas inicialmente perpendiculares a linha média de cada
elemento. A necessidade da determinacao do angulo citado se deve ao fato de ser incluida na
formulagdo a cinematica de Reissner em que se considera que a secdo plana do elemento
permanece plana, porém nao necessariamente perpendicular a linha média, podendo girar de
um angulo 6 em relagdo ao eixo horizontal. Assim, o mapeamento da posi¢cdo corrente
consiste entdo em se determinar as novas posi¢des de cada n6 e os valores de giro relativo
40.

Comecando pela configuragao inicial, seja um elemento de pdrtico conforme mostra a

figura a seguir, inicialmente indeslocado.
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Figura 6.5 — Elemento de portico de se¢do constante

Os vetores tangentes 7, em cada nd k encontram-se perpendiculares aos versores

normais ¥, . Isso corresponde dizer que a secdo inicialmente ¢ perpendicular a linha média do

elemento. Cada componente do vetor tangente pode ser calculada como

; _d0.@)] L

ik it
95 I

(6.29)

onde &, sdo as coordenadas adimensionais para os nés e 7, a componente i do vetor
tangente no nd k. Em seguida calcula-se o versor ¥V, que ¢ dado por

Vii = _T2k/ Ti(k>Ti(k) (6.30)

Ve = T /\/Z(k)Ti(k) (6.31)
sendo que os dngulos 6 sdo determinados pela relagdo sen (9) e cos(e).

Podemos aplicar o conceito de aproximagao de fungdes através dos polindmios de

Lagrange para aproximar os valores do angulo inicial 8°(&) ao longo da barra
0°(8) = ¢,(8)6] (6.32)

Considera-se agora um elemento de portico com altura constante /4y, conforme mostra

a figura 6.6 a seguir.
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X2

hy/2
hy/2

transversal 1 0 1

X1

Figura 6.6 — Mapeamento do elemento de portico de se¢do constante na configuragdo inicial

Para descrever qualquer ponto p pertencente ao elemento ao longo da altura adota-se

uma nova variavel adimensional 1 que também varia de -1 a 1 ¢ € ortogonal a £. A posicao

do ponto p é dada pela soma do ponto correspondente na linha média com o vetor g(&,m)

x,(&m) = x"(&) + g/ (&M) (6.33)
Esse ponto pode estar no maximo a uma distancia /,/2 da linha média do elemento.

Pela geometria observada na figura, escreve-se entao que

(&) = ncos(d, ()0) (6.34)

g?@,n):%nsen(@(@ei) (6.35)

Finalmente, substituindo (6.34) e (6.35) em (6.33) obtemos o mapeamento posicional

da configuracdo inicial dado por

5 (1) = 0.7+ cos(d,(©)0) (6.36)

K& = §X + sen(h()0) (6.37)

Para a configuracao corrente (ou atual) as posigoes dos nds e os valores de angulos das
secdes transversais planas sdo as incognitas do problema e serdo denominados pardmetros ou
graus de liberdade. Difere, portanto da posi¢ado inicial que ja € conhecida.

Escreve-se a posicdo de um ponto qualquer do elemento de poértico, em sua
configuragdo corrente y; em funcdo dos parametros incognitos de forma semelhante ao

mapeamento descrito anteriormente.
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R
Y, /\%ge&@
N 1
Lol o
g
1
]
0 1
n
Figura 6.7 — Mapeamento do elemento na configuragdo atual
m,
»n(En =91, +?n005(¢z(&)6/) (6.38)
.
y2(&M) = 0,1y +=rmsen(6,(5)9,) (6.39)

onde Y, sdo as coordenadas atuais € 0, os angulos nodais atuais. Estes valores serdo

calculados durante todo o processo.

Para evitar o travamento, adota-se coeficiente de Poisson nulo.
6.3.4. Mudanca de configuracao

Tendo em vista o problema de um elemento de poértico inicialmente na configuracao
geométrica By levado a outra configuragdo B; por uma fun¢cdo mudanca de configuracdo f,
sabemos que ambas as configuragdes podem ser mapeadas em fun¢do das posi¢des nodais do
elemento.

A func¢do f'pode também ser escrita como uma composi¢cao dos mapeamentos inicial e

corrente na seguinte forma

f=fo(f)" (6.40)
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A figura 6.8 ilustra essa composic¢ao.

A)
Nl

"L,

=

Figura 6.8 — Composi¢do de mapeamentos na mudanga de configura¢do

O vetor f; deve ser entendido como a fung¢do que realiza a mudanga de coordenadas

entre o elemento adimensional e a configuracdo inicial. Analogamente, o vetor f, faz o

mesmo entre o elemento adimensional e a configuracdo corrente. Para cada um destes existe
um gradiente A correspondente, de acordo com o que foi apresentado em 6.3.1.
Assim posto, pela relagao de (6.40) podemos também escrever o gradiente da fungdo

mudanca de configuragao
A=A'(A")" (6.41)
Os tensores A’ ¢ A' sdo calculados a partir das expressdes (6.36), (6.37), (6.38) e

(6.39) do mapeamento, respectivamente, da configuragao inicial e corrente.

o o’ | |ox oy
A_| o m|_| & om (6.42)
o, ofy | |ox, ox,

| 06 On 0g 0On

o o] [ o
0 0 0 0
Al = E"l HE 5 o (6.43)
9 dh| | D
e | g o
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Ao ser adotada uma posi¢ao tentativa para a configuracao corrente, ¢ possivel calcular
A'. As matrizes A” ¢ A' sdo entdo numéricas para um par de coordenadas adimensionais
(& n). Logo é possivel calcular o alongamento de Cauchy dado por
C=A"A=(A")"(AH A'(A")" (6.44)
onde o simbolo (-7) representa transposta da inversa.

Dessa maneira, a deformagdo de Green e a energia de deformacdo estdo também

numericamente definidas em fun¢do das posi¢des nodais.
6.3.5. Solucao do sistema através do processo de Newton-Raphson

Sabe-se que a energia potencial total de uma barra sujeita a um carregamento externo
pode ser escrita como
n=u,+P (6.45)
onde U, ¢ a energia de deformacdo do corpo e P o potencial das forcas externas aplicadas. A
primeira ¢ dada pela integral da energia especifica de deformacao u, no volume inicial Vj. P
pode ser escrito como
P=-FY, -0, (6.46)

sendo F; os valores de forgas externas aplicados nos pontos j € Y; as respectivas posigdes. O
vetor Q; ¢ resultado de uma integral sobre os elementos finitos a fim de transformar
carregamentos distribuidos em cargas concentradas nos nds, pois toda a formulagdo do MEF ¢
baseada em valores nodais.

O procedimento numérico consiste em adotar uma posi¢do tentativa ¥ " para a
configuragao corrente, tornando possivel o calculo do tensor A;. Assim, define-se a energia de
deformacao em funcdo das coordenadas nodais dos elementos. Sabendo disso e atentando
para (6.46) ¢ possivel escrever todo o funcional da energia do sistema em fun¢do das posicdes

nodais. Aplicando a este o principio da minima energia potencial temos que

oll=0 (6.47)
logo

21; aUa(Yt‘”’) F=0 (6.48)
tal que

oU ou

g S
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Nessa ultima equagdo, u, € escrita também em fung¢do dos parametros nodais
utilizando o par conjugado deformagdao de Green e tensdo de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie, apresentados no item 6.3.1. A energia de deformacdo especifica adotada neste
trabalho define uma relagdo linear entre a deformagdo de Green e a tensdo de Piola-Kirchhoff
de segunda espécie.

Essa derivada em relagdo a posicao genérica Y da estrutura pode ser também entendida
como a forga interna atuante no elemento, e assim (6.48) pode ser reescrita como

Ent. (Ytent.) - F;xt. = 0 (650)

Sendo F.,, as forgas aplicadas.

A equagdo (6.50) ¢ uma equagdo ndo linear e deve ser resolvida por um processo
iterativo. Neste trabalho serd utilizado o processo de solucdo de sistemas ndo lineares de
Newton-Raphson, a seguir descrito.

Escreve-se a expresséo (6.50) como sendo um vetor g, que tem valor nulo a partir

do momento que Y ¢ a solucgdo de (6.50). Fisicamente isso significa que o equilibrio de forgas

foi atingido, ¢ a estrutura tera sido, portanto resolvida. Porém, enquanto g, néo tiver valor

nulo dever-se-4 calcular uma nova tentativa Y, de posicao.
Do descrito acima, tem-se que
8 = Fim.(Y) -F,, =0 (6.51)
onde na verdade pretende-se escrever
8w, 7= F;m,(y,e,,, )~ Foi = &iom. (6.52)

O vetor g, € definido como vetor de desbalanceamento de forgas no sistema mecanico.

Em seguida, realiza-se uma expansdo em série de Taylor para g, em torno da tentativa ¥,

tent.

0,
g(Y) = 8lent. +a_§ AY (653)
Y,

tent.

Pela equagdo (6.51), sabe-se que g, =0. Chamando o termo 0g/0Y de H, (6.53) €

assim reescrita

H-AY=-g,. (6.54)
ou ainda
AY = _H_lgtenﬁ (6'55)

A equagdo (6.55), para um g, conhecido, ¢ um sistema linear e pode ser resolvido
como tal.
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O termo H =0g/0Y ¢ chamado de matriz Hessiana do problema. Essa matriz ¢ a
segunda derivada da energia de deformacao.

AY ¢ a variagdo da posicdo e devera ser acrescentado a posi¢do tentativa atual para a
iteragdo seguinte.

Y, =Y +AY (6.55)

tent +1 tent.

Com a nova posicdo Y, ., recalcula-se o vetor de desbalanceamento g, . e a matriz

hessiana. Resolve-se novamente o sistema para calcular um novo valor de AY. Assim

sucessivamente, realiza-se esse processo até que uma das seguintes condicoes se verifique.

[AY]

0
ou
el 7o (6.57)

ext.
onde a tolerancia (70l.) ¢ um valor arbitrario e pequeno que define quando o equilibrio foi
atingido de forma satisfatoria.

Ao final do processo iterativo tem-se entdo a posicdo referente a configuragdo de
equilibrio estavel da estrutura. Maiores detalhes sobre a formulagdo podem ser encontrados
em CODA (2003), GRECO (2004), MACIEL (2008) e MINSKI (2008).

Apresentam-se agora um exemplo de aplicagdo da formulagdo aqui descrita.

6.5. Exemplos de aplica¢ao

A formulacdo do MEF posicional aplicada a analise NLG de estruturas reticuladas foi
apresentada e validada nos trabalhos de referéncia anteriormente citados. O exemplo a seguir
serve apenas para demonstrar ao leitor a eficiéncia da formulagdo, visto que neste trabalho
utilizou-se de codigo computacional do programa AcadFrame para a modelagem da estrutura
edificante. Outros exemplos poderdo ser encontrados nos trabalhos de CODA (2003) e

GRECO (2004).
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6.5.1. Viga em balangco com momento aplicado

Trata-se de uma viga em balanco com momento aplicado na extremidade livre. Adota-
se o momento M = 502.654,8 kgf.cm. Valores de comprimento, area ¢ momento de inércia da

secdo transversal e médulo de elasticidade sdo adotados de acordo com o que ¢ mostrado na

figura 6.9.
E=2.0 10° kgf/cm”
1=2.010% em”
A=20 ¢m”

500 cm

Figura 6.9 — Exemplo de viga em balango com momento aplicado

Foi adotada uma malha de 100 elementos finitos com aproximacao cubica, ou seja,
com quatro nés por elemento. Dividiu-se o problema em passos de carga para avaliagdo do
comportamento da viga a cada nivel de momento.

Esse problema possui solugdo analitica para a relacdo tensdo/deformacdo de
engenharia, e esta ¢ usada como referéncia. A seguir apresenta-se o resultado de rotacdo na

extremidade livre em func¢ao dos niveis de momento aplicado.

55
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Grafico 6.1 — Resultado de rotagdo para cada passo de carga
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Apresenta-se a seguir as configuracdes deslocadas da estrutura para diversos niveis de
momento até o giro completo da viga. O giro da viga ndo ¢ uma circunferéncia exata, pois nao
¢ possivel aproximar tal geometria com uma funcdo cubica. Além da aproximacao adotada
(cubica) a diferenca entre as solugcdes numérica e analitica se deve a diferenca entre as leis

constitutivas adotadas.

1 CARREGAMENTOS
400 4 —— M=0 kgf.cm
. —=— M=5026548 kgf.cm
350 - —=— M=12566370 kgf.cm
] P " a— M=25132740 kgf.cm
300 e ; o M=30159288 kgf.cm
| o . v M=35185836 kgf.cm
250 v o— M=40212384 kgf.cm
-~ ] . M=48757516 kgf.cm
S 2004
S
150
100
50
-150 -100 50 O 00 250 300 350 400 450 500

X [em]

Grafico 6.2 — Configuragdo geométrica da viga para vdrios niveis de carga
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Capitulo 7

7. Acoplamento MEC/MEF

7.1. Apresentacgéo

Nos capitulos anteriores as formulacdes do MEC e do MEF foram apresentadas
isoladamente. Exemplos de aplicacdo de cada formulagdo através de codigos computacionais
foram analisados e comprovam suas eficiéncias na analise de meios continuos e estruturas.
Para cumprir com o objetivo do trabalho, resta agora acoplar os dois cddigos para analise de
problemas em que as estruturas do MEF interagem com o meio continuo do MEC.

Como foi visto no capitulo de referéncias bibliograficas, o acoplamento entre métodos
numéricos distintos tem grande utilidade na andlise da interagdo entre diferentes meios.
Estudos sobre interagdo solo-estrutura e meios enrijecidos ou fibrosos sdo geralmente os
temas abordados para aplicacao dessa metodologia. A escolha do MEC e do MEF se justifica
pelo que foi apresentado nos capitulos anteriores. No caso do solo heterogéneo ou nio,
considerado elastico linear, a modelagem via MEC se apresenta como a mais adequada,
enquanto que para a estrutura reticulada considerando a andlise NLG o MEF posicional se
mostra bastante eficiente.

Apbs o desenvolvimento do programa de andlise elastica de meios heterogéneos via
MEC conforme os capitulos 4 e 5, o acoplamento deste cddigo foi entdo implementado ao
programa de poértico ndo linear geométrico AcadFrame, desenvolvido no Departamento de
Engenharia de Estruturas da EESC, pelo prof. Dr. Humberto Breves Coda e pelo Dr. Rodrigo
Ribeiro Paccola. Esse codigo por sua vez ¢ baseado na formulacdo descrita no capitulo 6 e
apresentada em MACIEL (2008). Veremos agora como foi realizado o acoplamento entre os
diferentes codigos computacionais para gerar um sé programa de analise ndo linear
geométrica do fendmeno de interacao solo-estrutura.

Existem basicamente duas maneiras de se realizar tal acoplamento: através da
introdugdo de termos do MEF no sistema montado via MEC ou a situacdo inversa (BREBBIA
& DOMINGUEZ, 1992). Escolhe-se aplicar as condigdes geométricas, cinematicas iniciais,
fisicas e naturais (de carregamento) do solo ao MEF por meio da matriz de rigidez
condensada advinda do MEC. Assim, admite-se que o solo funciona como condig¢do de
contorno para a estrutura no MEF, ou seja, ndo ¢ preciso inserir nenhum outro apoio nos
elementos reticulados para que o sistema se torne determinado.
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Descreve-se a seguir os procedimentos algébricos do acoplamento que ¢ baseado em
estratégia semelhante ao que foi desenvolvido no capitulo 5 para o acoplamento MEC/MEC.
Apresenta-se em seguida a técnica de suavizacdo por minimos quadrados aplicada as matrizes
do MEC, seguindo sugestdo de BOTTA (2003) e WUTZOW (2003) para melhorar as
respostas de for¢as de superficie no contato. Por tltimo apresentam-se exemplos de validacao
e aplicagdo do trabalho, fazendo-se as devidas consideracdes com relagdo a outras

metodologias de analise.
7.2. A técnica algébrica de acoplamento

No acoplamento entre 0 MEC e o MEF, as condic¢des do solo sdo levadas ao sistema
de equagdes do MEF por meio de uma condensagao das matrizes H e G. O tratamento dado a
estas matrizes resulta por fim em outra matriz relativa aos nds acoplados que pode ser
considerada como uma matriz de rigidez equivalente para o meio continuo. Deve-se comentar
que esta manipulacdo ¢ feita apos serem aplicadas as condi¢des de contorno no sistema do
MEC, ou seja, colunas de nds com deslocamento restrito ja deverado ter sido trocadas antes das
aplicagdes que serdo demonstradas a seguir.

Considere um dominio Q qualquer modelado via MEC e constituido por material
elastico que se encontra acoplado a um sistema de barras modelado via MEF, conforme a

figura a 7.1 seguir.

[ ]
rm
[ ]
MEF
& ‘. L]
sl b T
[ 9 ; L . ]
rf
[ ®
MEC Q
b/ 7 bl » »

Figura 7.1 — Meio continuo acoplado a elementos de barra
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Vamos dividir a superficie de contorno do meio continuo em duas partes: uma
superficie /. (em vermelho) de contato e outra /7, dita “livre” por ndo estar acoplada a
nenhum elemento finito. No MEF, a superficie /. ¢ comum ao elemento acoplado pois neste
trabalho considera-se o perfeito acoplamento entre os meios, ou seja, ndo ¢ considerada a nao
linearidade de contato ou perda de aderéncia. I, diz respeito aos elementos finitos nao
acoplados.

Montando o sistema algébrico via MEC conforme o exposto no capitulo 4 chega-se ao

seguinte sistema algébrico para o meio continuo

H H B G. G,||P°
cc cl U; — cc cl cB (70 1 )
ch H// U/ G/c G// Pl

donde se escreve
HU+HU'=G, P’+G,P’ (7.02)
HU!+HU} =GP’ +G,P’ (7.03)

Considera-se que a condig¢ao de contorno do problema ja foi aplicada e com isso, todos
os valores do vetor de carregamentos P° sdo conhecidos. O indice B (Boundary) nas
expressoes indica que sdo termos relativos ao MEC.

Condensa-se esse sistema para que o mesmo fique escrito somente em fung¢ao dos nos
acoplados. A partir da (7.03) pode-se escrever o deslocamento na superficie livre U; em
fun¢do dos demais termos, na seguinte forma
Ul=H,'G.P’'+H,'G,P’—H,'HU? (7.04)

Substituindo (7.04) em (7.02) e agrupando os termos, obtém-se a seguinte expressao

|:Hcc - HCIHI;IHIC:|UCB = I:Gcc - HCIHI;IGIC:|})CB + ':Gcl - HCIHI;IGII ] BB (705)
ou ainda

]—_Icch = G(JL‘P(JB + T (7‘06)
tal que

gcc ZI:HL‘C _Hc/Hlle/c] (707)
(_;cc = ':Gcc _HCZHZ;IGIC] (708)
I'= |:Gcl _HclHI;IGll]PZB (7.09)

Todas as matrizes indicadas sdo valores numéricos conhecidos. A equagdo (7.06) pode
ser reorganizada na seguinte maneira

G'HU’=P'+G]T (7.10)
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Note que esta expressdo ¢ escrita agora somente em funcdo dos valores de
deslocamento e for¢a de superficie no contato, conforme desejado.

Multiplica-se toda a equagdo (7.10) por uma matriz Q., sem alterar assim o seu
resultado. Essa matriz é originada da integragdo das fungdes de forma dos elementos finitos
acoplados, tal qual foi descrito no item 6.3.5 do capitulo anterior. Sua fun¢do ¢ transformar as

forcas de superficie P em carregamentos nodais concentrados F, na seguinte forma
QP=F (7.11)

E somente devido a essa matriz que o acoplamento, nos moldes em que esta sendo
descrito € possivel, pois as for¢as de superficie no MEC precisam ser transferidas para os nos.
Isso se deve ao fato da formulagdo do MEF ser baseada em valores nodais.

Dessa forma, os valores de forga de superficie P° no contorno também podem ser

transformados em carregamentos nodais equivalentes F” para serem aplicados diretamente

ao MEF.
Logo, aplicando Q. sobre a equacao (7.10) do MEC, resulta

KU!=F'+P (7.12)
onde agora

K.=0G/'H, (7.13)
P=0G.T (7.14)
F'=QpP" (7.15)

Da equacdo (7.12) escreve-se a for¢a nos nos do elemento de contorno em fungdo de

todos os outros termos.

F'=K.U’-P, (7.16)
Considere agora a sub-regido de elementos finitos da figura 7.1 ligada ao meio

continuo também na superficie I.. E possivel montar um sistema algébrico via MEF na

seguinte forma

ch Kcm UCF F;F
K, Ko lUf| \FF 717

sendo aqui a matriz hessiana da andlise NLG chamada de matriz de rigidez K. O indice
superior F' (Finite) indica que os termos sdo referentes ao MEF e o indice m ¢ dos elementos
que ndo estdo em contato com o meio continuo.

De (7.17) se escreve a equacao

KUM'+K, U =F" (7.18)
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Sabe-se pelas condi¢des de compatibilidade e de equilibrio de for¢as que os deslocamentos
serdo os mesmos na interface e que as forcas nodais terdo mesmo valor, porém sentidos
opostos, ou seja

ul=u’ (7.19)

Ff=-F' (7.20)
Substituindo-se entdo as condi¢des acima citadas e usando-se ainda a relagdo (7.16)

em (7.18) tem-se

KU'+K, UM =-K U +P, (7.21)

que pode ser organizada para ser reescrita na seguinte forma

(K.+K, U +K, U\ =P (7.22)

Voltando ao sistema original do MEF em (7.17), verifica-se que o mesmo esta agora
reescrito com seus termos alterados pelos valores no contorno.

(ch + Ecc) Kcm UcF [_)c
) {UF}Z{FF} (723)

mc mm m

A matriz K, pode ser entdo entendida como uma matriz de rigidez do solo

condensada nos nds acoplados. Podemos inclusive comparar tal procedimento a inclusdo de
molas elésticas aos apoios da estrutura reticulada, onde para esse caso ¢ feita a soma dos

coeficientes de mola nos graus de liberdade da matriz correspondentes. O vetor P, inclui as

condi¢des de carregamento na interface advindas do MEC e serd na verdade somado ao vetor

F' a cada iteragdo do método de Newton-Raphson.

A comparacdo com molas serve somente para uma melhor interpretacdo do
procedimento descrito. Afinal esta “mola” adicionada ¢ mais do que um simples coeficiente
numérico. A alteracdo inserida no sistema algébrico do MEF considera quaisquer
configuragdes definidas preliminarmente no MEC e por esse motivo a formulagdo permite
uma analise mais verossimil do problema. E possivel, por exemplo, avaliar qual a influéncia
que uma carga atuante no meio continuo afastada da edificacdo tera sobre o comportamento
desta ultima. Para isso basta que sejam definidas tais for¢as de superficie atuando no modelo
do MEC, antes que sejam condensadas as matrizes.

O sistema (7.23) ¢ determinado, mesmo que nao seja restrito nenhum n6 da malha de
elementos finitos ou mesmo elementos de contorno. Assim como na inser¢do de molas, a

soma da matriz do solo a rigidez da estrutura ¢ condi¢do de contorno para a mesma.
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Como o solo ¢ considerado um meio eldstico linear, sua matriz K, ndo se altera

4

durante o processo iterativo. Logo essa matriz ¢ calculada apenas uma vez, na primeira
iteracdo do programa NLG. Ao longo do processo de Newton-Raphson, soma-se a matriz do
solo & matriz hessiana (matriz de rigidez) e assim o processo de analise ndo linear pode ser
resolvido normalmente, mas agora considerando o solo acoplado ao portico.

E importante observar ainda que, ap6s cada iteragdo no processo de solugdo é preciso
“corrigir” o vetor de forcas internas do elemento finito somando a este os valores dos
carregamentos nodais oriundos da reacdo do solo sobre a estrutura. Os valores de reacdo do
solo agindo sobre os nos acoplados podem ser calculados fazendo-se o produto da matriz de
rigidez do solo pelo vetor deslocamento dos nods na interface.

Com relacdo a consideracdo de mais de um material no solo, os procedimentos
apresentados no capitulo 5 ainda sdo validos, pois estes sdo aplicados antes da montagem do
sistema algébrico final no MEC. Ao condensar as matrizes H ¢ G de todo o dominio
heterogéneo as mesmas operagdes sdo realizadas para o acoplamento destas a estrutura do
MEF. Basta que o usuario defina quais elementos estardo acoplados em cada sub-regido.

O uso de linhas de carga ¢ agora justificado, pois as linhas de carga comportam a
ligacdo com os elementos finitos do dominio do solo. Pode-se pensar em simulacdo de estacas
em qualquer dire¢do, ou ainda ancoragem de armaduras (dobradas ou ndo) no concreto
armado ¢ fibras rigidas diversas. Como a formulagdo permite que as linhas de carga
atravessem diferentes matérias os elementos finitos poderao, da mesma forma, fazé-lo. Deve-
se apenas atentar para o fato de que os elementos de contorno do MEC necessariamente
devem possuir o mesmo numero de nds que os seus respectivos elementos finitos. Nao deve
também haver né duplo associado aos elementos acoplados no MEC, pois no MEF ndo se
utiliza tal recurso.

Outra observagdo importante ¢ que na formulagdo do MEF sao incluidas como graus
de liberdade as rotagdes das se¢des, enquanto que no MEC apenas translagdes. Assim, antes
de realizar as operagdes de (7.12) deve-se expandir as matrizes do solo adicionando uma linha
e uma coluna inteiramente zeradas para cada nd de interface que seria o terceiro grau de
liberdade do mesmo.

Apo6s a solugdo do sistema do portico via Newton-Raphson, as forgas de superficie
resultantes e os deslocamentos nos noés da interface podem ser obtidos diretamente. Os valores
de deslocamentos e esforcos internos do MEF ja estdo calculados em fun¢ao do fendmeno de

interacdo solo-estrutura combinado ao comportamento NLG.
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Pode-se agora aplicar ao solo via MEC os deslocamentos ou as forgas de superficie
calculadas na interface como novas condi¢des de contorno para o problema original do meio
continuo. Com isso podera ser considerada a influéncia que a edificacdo terd no estado final
do solo, lembrando que o mesmo ¢ considerado com comportamento linear. Foi
implementada uma sub-rotina para salvar as matrizes H ¢ G durante a condensagao para que
no pos processamento do solo essas matrizes nao precisem ser novamente calculadas.

Antes de serem apresentados os exemplos de aplicacdo, comenta-se sobre a técnica
dos minimos quadrados que foi desenvolvida e implementada no coédigo do MEC, antevendo
possiveis problemas de oscilagdes nas respostas em forga de superficie, baseado nos trabalhos

de WUTZOW (2003) e BOTTA (2003).

7.3. Técnica de suaviza¢dao por minimos quadrados

Diversos autores ja demonstraram que o acoplamento entre 0o MEC e o MEF ¢ bastante
eficiente no calculo de deslocamentos ocorridos na interagdo entre diferentes meios. Porém, a
analise das forgas de superficie resultantes desse acoplamento revela que podem ocorrer
intensas oscilagdes destes valores ao longo dos elementos mais rigidos, mesmo satisfazendo o
equilibrio. Diz-se que quanto maior for a diferenca de rigidez entre os corpos em contato
maior sera essa oscilagdo (ROCHA ,2009).

Nao ¢ objetivo deste trabalho analisar as causas desse fenomeno. Apenas se prepara o
codigo desenvolvido para que este problema ndo ocorra, melhorando assim a qualidade das
respostas em for¢a de superficie na interface. Segundo WUTZOW (2003) isso ¢ possivel com
a aplicagdo da técnica de suavizacdo por minimos quadrados as matrizes do MEC.

A técnica consiste basicamente em se introduzir novas incdgnitas no problema,
gerando assim mais equacdes do que o necessario. As novas incognitas sdo geradas
introduzindo-se pontos fonte adicionais no contorno dos elementos aos quais se pretende
aplicar a técnica. Essas novas equacdes sdo condensadas no sistema original fazendo o

produto da transposta da matriz por ela mesma. O procedimento ¢ baseado no trabalho de

VOLTERRA (1956) onde se afirma que a resolugdo de um sistema [A]mn {x}n ={B}n pelo

método dos minimos quadrados é equivalente a se resolver [A]T [A]{x} =[A]T {B} , sendo

m > n.
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Para o entendimento da técnica aplicada ao MEC vamos imaginar um dominio Q
A 7 P , %
qualquer com apenas trés nos no contorno. Adiciona-se a um de seus elementos um n6 S 4. O

simbolo * serve para diferenciar o n6 adicional dos demais.

S, 8,

S,

Figura 7.2 — Ponto adicional sobre o contorno

Pelo que foi apresentado no capitulo 4, para cada ndé haverd duas linhas (duas
equagdes) correspondentes na matriz H e na matriz G. Assim, ao integrar o dominio Q
também para o ponto adicional, ambas as matrizes terdo mais linhas do que colunas. Pela
técnica dos minimos quadrados, essas matrizes serdo multiplicadas pela transposta da matriz
H, gerando “novas” matrizes Hyg € Gmg. Estas substituirdo as matrizes originais no sistema

algébrico. O procedimento descrito ¢ ilustrado na figura 7.3 a seguir.

s
Js:
s
s

I
b
I
I

Figura 7.3 — Esquema da aplicag¢do do método dos minimos quadrados
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Esta técnica equivale a uma média ponderada aplicada aos termos da matriz, de
maneira que o resultado obtido com a resolugdo do sistema devera ser um valor médio entre
os valores oscilantes e por isso a resposta ¢ suavizada.

No programa, deverdo ser escolhidos quais elementos se deseja aplicar tal técnica. Os
elementos onde interessa a aplicagdo da mesma s3o aqueles localizados nos extremos da
regido acoplada, pois € nessas regioes que deverao ocorrer as maiores oscilagcdes de forca de
superficie. Cabe ao usuério do programa definir os elementos em que havera nos adicionais.

Quanto a quantidade de nds adicionais, foi montada no programa uma sub-rotina que
insere automaticamente trés noés adicionais entre cada né do elemento de contorno que se
deseja interferir. Julga-se que essa quantidade possa ser suficiente para aplicagdo da técnica.
Em um elemento quadrético, por exemplo, sdo adicionados seis novos nds no contorno e doze

novas equacdes estao sendo assim entdo escritas.

7.4. Exemplos de Validacao e Aplicacao

7.4.1. Barra tracionada

O primeiro exemplo consiste de uma barra homogénea presa em uma extremidade e
submetida a uma carga de tracdo uniforme na outra. A andlise ¢ feita modelando metade do
comprimento da barra através do MEC e a outra metade através do MEF. Para comprovar o
funcionamento da técnica alternativa implementada, sdo consideradas trés sub-regides com
mesmo modulo de elasticidade no meio continuo E; = E, = E3 = 10.000 kN /cm? acopladas
a duas barras do MEF, de acordo com a figura 7.4 a seguir. Adota-se a dimensdo b = 1cm e
consequentemente a 4area de se¢do transversal unitiria (A = 1 c¢m?) e comprimento total
L=2/ =4cm. A for¢a adotada foi de F = 10kN. Para esse problema, ¢ adotado
coeficiente de Poisson v = (. Deve-se observar que a barra transversal do MEF ¢
extremamente rigida possibilitando o resultado atingido.

O meio continuo, neste caso, equivale a um sistema de molas cuja rigidez pode ser
somada na diagonal principal do MEF para efeito de comparacdo. Isso € possivel, pois neste

exemplo a rigidez advinda do MEC ¢ simples de ser calculada previamente pela expressao
K= % kN /cm.
Na malha do MEC foram utilizados somente 22 n6és no contorno e¢ 12 elementos

quadraticos, enquanto que no MEF utilizou-se 5 n6s e 2 elementos quadraticos. Aplicaram-se
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noés duplos nos vértices do meio continuo, modelado via MEC para considerar a

descontinuidade de forgas de superficie nesta regido.

Regido Acoplada

Figura 7.4 — Modelo MEC/MEF de barra tracionada

A solugdo analitica para o deslocamento maximo na dire¢ao horizontal deste problema

¢ baseada na resisténcia dos materiais e ¢ dada pela expressao

u __ NL _ 10x4
max. — E4  10.000x1

= 0,004 cm (7.24)

Na secdo mais ao meio do vao, ao longo da linha de acoplamento o deslocamento
horizontal € igual 2 metade desse valor, ou seja, Ungaioy = 0,002 cm.

Apresentam-se os resultados de deslocamento horizontal obtidos com o uso do
programa desenvolvido. Os valores de deslocamento obtidos s3o pequenos e por esse motivo

a solucdo ¢ idéntica a resposta analitica.
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Legenda:
0.00400
0.00375
0.00350
0.00325
0.00300

000275
0.00250

l 0.00225
000159

Figura 7.5 — Deslocamento horizontal na malha do MEF
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L0000
¢000'0
€000°0
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90000
L0000
80000
6000°0

L00'0
L1000
ZLooo
€L00°0
1000
GLOO'0
9L00°0
L1000
8L00°0

Figura 7.6 — Deslocamento horizontal na malha do MEC

Apresenta-se também a variacao da tensao horizontal medida ao longo de todo o meio

continuo. Esses valores foram obtidos adotando-se pontos internos a malha do MEC. Sabe-se

F

que a tensdao neste caso sera constante e de valor o = <= 10 kN /cm?. Observa-se apenas

uma pequena diferenca de 1% com relag@o a solugdo analitica na extremidade mais proxima

do acoplamento.
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Tensao ao longo da barra

12
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<
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=
: 1% de Diferenga
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o
S Analitica
]
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w
c
g
6
5 T ]
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Comprimento da barra (cm)

Grafico 7.1 — Tensdo ao longo do meio continuo

Este exemplo simples demonstra o correto funcionamento do programa pois através do
acoplamento foi possivel calcular valores precisos para o deslocamento em cada um dos
diferentes meios. Pode-se ainda alterar os valores de mddulo de elasticidade dos materiais

envolvidos para andlise de barras constituidas por mais de um material.

7.4.2. Estaca cravada no solo

Seja uma estaca cravada em um solo homogéneo com carregamentos na sua
extremidade superior conforme a figura 7.7. Admite-se para o meio continuo que representa o
solo a dimensdo L =40m e impdem-se como condi¢do de contorno restrigdo ao
deslocamento horizontal das faces verticais e restrigdo a deslocamento vertical da face
inferior. A estaca, por sua vez ¢ modelada via MEF e possui comprimento cravado de
L/2 = 20 m e mais um pequeno comprimento de 20 cm fora do meio continuo. Possui ainda
largura de 2 m, area de secdo transversal igual a 2,0 m? (espessura unitdria) € momento de
inércia I = 0,666 m*

O moddulo de elasticidade da estaca ¢ E, = 210 GPa, enquanto que, para o solo

admite-se que seu mddulo ¢ dez vezes menor, ou seja, E; = 21 GPa. Foi adotado o Estado
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Plano de Deformacao, com coeficiente de Poisson v = 0,2. Para os carregamentos sao
considerados os seguintes valores: Fy; = 40 kN, F, = 160 kN e M = 9.975 kN.

Foram analisadas duas malhas quadraticas onde se variou o niimero de elementos ao
longo da estaca, para andlise do acoplamento MEC/MEF. A primeira malha (malha 1) ¢
constituida de 24 elementos sobre o contorno e 8 elementos ao longo do comprimento
cravado da estaca. Na segunda malha (malha 2), consideram-se 50 elementos sobre o

comprimento da estaca.

/M
F, 'l‘FV
—

L/2

Figura 7.7 — Estaca com cargas na extremidade superior

Como valores de referéncia foram utilizados as repostas obtidas com o uso do
programa ANSYS para o mesmo problema. Foram realizadas duas malhas utilizando
elemento de chapa retangular (4 no6s) para modelagem do solo e o elemento de poértico
convencional com aproximacao cubica (2 nos) para modelagem da estaca. A primeira malha
utilizada no ANSYS ¢ formada por 3.200 elementos de chapa e 43 elementos de barra,
enquanto que na segunda malha sdo utilizados 12.800 elementos de chapa e 83 elementos de
barra.

A forga de superficie no contato calculada no programa ANSY'S foi obtida dividindo-
se as reagdes nodais em cada direcdo pelo tamanho do elemento finito. Nos nos extremos, a
forca nodal foi dividida pela metade do comprimento do elemento. Para a carga horizontal Fiy

os resultados de deslocamento na dire¢do x, rotagdo em torno do eixo z e for¢a de superficie
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P, sdo apresentados respectivamente nos graficos 7.2, 7.3 e 7.4 a seguir, utilizando o sistema

internacional de unidades (kN-m).

Deslocamento Horizontal da Estaca

4.50E-04

4.00E-04

3.50E-04 [r
3.00E-04

[ ——MEC/MEF (Malhal)

2.50E-04
f MEC/MEF (Malha2)
3 2.00E-04
-#-Ansys (Malhal)
1.50E-04 =< Ansys (Malha2)
1.00E-04
5.00E-05
0.00E+00
0.00 200 4.00 6.00 800 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00
-5.00E-05
Comprimento da Estaca
Grdfico 7.2 — Deslocamento U, devido a carga horizontal Fy
Rotagaoao longo da Estaca
2.00E-05
0.00E+00 , ,
0. 18.00 20.00
-2.00E-05
--MEC/MEF (Malhal)
« -4.00E-05
o) MEC/MEF (Malha2)
-6.00E-05 -#-Ansys (Malhal)
==Ansys (Malha2)
-8.00E-05
-1.00E-04
-1.20E-04
Comprimento da Estaca

Grdfico 7.3 — Rotagdo O, devido a carga horizontal Fy
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Forga de superficie horizontal na Estaca

~e-MEC/MEF (Malhal)

MEC/MEF (Malha2)

-m-Ansys (Malhal)

=<Ansys (Malha2)

Altura da Estaca

-10000 10000 30000 50000 70000 90000 110000
Forga Px

Grdfico 7.4 — Forg¢a de superficie P, devido a carga horizontal Fy

Para o carregamento vertical Fy, os valores de deslocamento e de for¢a de superficie

na direcdo y sdo apresentados nos graficos 7.5 ¢ 7.6.

Deslocamento Vertical da Estaca
0.00E+00 T T T T T T T T T 1
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18.00 20.00
-2.00E-04
-4.00E-04
——MEC/MEF (Malhal)
-6.00E-04 MEC/MEF (Malha2)
>
> -#-Ansys (Malhal)
-8.00E-04
=< Ansys (Malha2)
-1.00E-03
-1.20E-03
-1.40E-03 -
Comprimento da Estaca

Grdfico 7.5 — Deslocamento U, devido a carga horizontal Fy
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Forgade Superficie Vertical na Estaca
20.00 # -
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1000 — | =®m=Ansys(Malhal)

=>=Ansys (Malha2)

8.00

6.00
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Py

Grdfico 7.6 — Forga de superficie P, devido a carga horizontal Fy

Também para o momento aplicado, foram comparados os valores de deslocamento na

dire¢do x, rotagdo e forca de superficie em x.

Deslocamento Horizontal da Estaca

1.00E-05

5.00E-06

0.00E+00
0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00 16.00 18P0 20.00
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X -1.00E-05
-1.50E-05 X
-2.00E-05

-2.50E-05

-8~ Ansys (Malhal)

=< Ansys (Malha2)

-3.00E-05 -
Comprimento da Estaca

Grdfico 7.7 — Deslocamento U, devido aplica¢do do momento M
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Rotagaoao Longo da Estaca
2.00E-05
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Gradfico 7.8 — Rotagdo O, devido aplica¢do do momento M
Forca de Superficie Horizontal na Estaca
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Grdafico 7.9 — Forga de Superficie P, devido aplica¢do do momento M
Com relacdo aos deslocamentos observa-se que estes se aproximam bastante dos

resultados da referéncia com diferengas insignificantes, o que comprova o adequado

funcionamento do programa para todos os casos analisados.
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Observando os graficos 7.4, 7.6 e 7.9, todos com respeito a forga de superficie ao
longo da estaca, percebe-se que ha sempre uma pequena oscilagao nos resultados obtidos para
a malha 1 do acoplamento MEC/MEF. Para esse caso a técnica dos minimos quadrados foi
aplicada adicionando-se nos aos elementos mais extremos, conforme o procedimento descrito
no item 7.3. No entanto, mesmo apdés a aplicacdo da técnica, ndo houve alteragdo nos
resultados obtidos, permanecendo os mesmos valores da matriz sem aplicacdo da técnica. As
oscilagoes somente foram reduzidas com o aumento do numero de elementos adotados na
discretizagdo da estaca, como mostram os resultados da malha 2, em que o numero de
elementos ¢ muito superior ao da primeira malha, porém ndo aplicando os minimos
quadrados.

Constata-se, portanto que a técnica dos minimos quadrados ndo foi eficiente para
resolver as oscilagcdes de forca de superficie na interface, tal como concluido por ROCHA
(2009). Para reduzir essas oscilagdes foi necessario um maior nimero de elementos na regiao
de contato, o que fez com que estas oscilagdes fossem cada vez mais para os extremos do

elemento rigido.
7.4.3. Estaca inclinada

Neste exemplo se simula uma estaca inclinada inserida em um solo heterogéneo com
carregamento aplicado na sua extremidade superior, segundo a figura 7.8, onde se deseja

calcular os deslocamentos na estaca pela combinagao desses carregamentos.

M
o

P

Figura 7.8 — Estaca inclinada com cargas na extremidade superior
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Adotam-se para a geometria do solo valores de H=7,5m eB =5,0m. E
Considerada uma camada de material com modulo de elasticidade E; = 2.000 MPa até¢ uma
profundidade de 2 m, e em seguida outro material com modulo E, = 2.800 MPa. Para a
geometria da estaca admitem-se os valores de [; = 4m e [, = 1 m. O valor do seu modulo de
elasticidade ¢ E, = 28.000 MPa e a se¢do transversal ¢ admitida com largura de 9 cm, tendo
assim area igual a A = 900 cm?. Adota-se o Estado Plano de Deformagio e o coeficiente de
Poisson da estaca e de ambas as camadas de solo sdo iguais a v = 0,2.

Os valores de carregamento sdo: Fy = 100 kN, F, = 300 kN e M = 50 kNm.

Foi utilizada uma malha com 168 elementos quadraticos no contorno do solo e 42
elementos quadraticos ao longo da estaca. Novamente os valores obtidos sdo comparados com
os resultados utilizando-se a ferramenta ANSYS.

A seguir, os resultados para deslocamento na dire¢ao x, y e rotagdo em torno do eixo z

considerando a acdo das trés cargas simultaneamente.

Deslocamento Horizontal
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Grdfico 7.10 — Deslocamento horizontal resultante ao longo da estaca
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Deslocamento Vertical
Altura
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Grdfico 7.11 — Deslocamento vertical resultante ao longo da estaca
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Grafico 7.12 — Rotagdo resultante ao longo da estaca

Os resultados de forma geral se mostram bastante satisfatorios, com

relativas minimas em relagdo aos valores de referéncia.
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ApoOs o processamento da estrutura, podem-se aplicar as condigdes cinematicas
resultantes no modelo via MEC para o calculo das tensdes ocorridas no solo. A seguir

apresentam-se os graficos de tensao ao longo do meio continuo.

20 3

R A e N L LR
WNEFEO

0l Oy 2 f
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o

-15
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10 20 30 40 20 30 40

Figura 7.9 — Distribui¢do das tensoes o e 6, ao longo do solo
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Figura 7.10 — Distribui¢do das tensées cisalhantes ao longo do solo
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7.4.4. Edificio acoplado ao solo com heterogeneidade

Vamos considerar agora um edificio cuja estrutura ¢ formada pelo portico da figura
7.11 acoplado ao solo utilizando sistema de fundacdo direta (sapata). O edificio tem uma
altura total H; = 9,0 m sendo 3 pavimentos de 3 m de altura cada. A distancia horizontal
entre cada pilar ¢ de 2 m. Considera-se todo o portico constituido por material cujo modulo de
elasticidade é E, = 2,1 x 107 kN/m? e a se¢do transversal dos elementos de portico tem area
S =0,1m>
p_ AUL4IL P

SN2 IR

v VI

Figura 7.11 — Edificio acoplado a solo heterogéneo

Para o solo, admitem-se os valores de H, =8,0m, B, =100m e B, =60m. A
primeira camada tem profundidade de 4,0 m. Os valores de mddulo de elasticidade adotados
no solo sdo E; = 2,0 X 10° kN/m? E, = 2,5 X 10° kN/m? e E; = 8,5 x 10° kN/m?, ou
seja, a terceira sub-regido ¢ considerada como sendo uma camada de material mais mole. O

coeficiente de Poisson dos solos 1,2 e 3 ¢ v = 0,2, enquanto que para a estrutura adota-se

v=0.
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O edificio estd submetido a sobrecargas verticais de valor P; = 20 kN/m e ainda um
carregamento lateral proveniente da agao do vento de valor V = 15 kN.

Esse exemplo hipotético pode ser avaliado de diversas maneiras, conforme foi
discutido no capitulo 3. A maneira mais simples de se avaliar este exemplo ¢ admitindo as
fundagdes como apoios rigidos e considerando ainda o comportamento linear da estrutura.

Serdo a seguir apresentados os resultados obtidos com o programa desenvolvido, e
ainda resultados de uma andlise linear considerando os apoios fixos, para efeito de
comparagao entre a consideracdo ou ndo da ndo linearidade geométrica e da interacao solo-
estrutura no comportamento da edificacdo. O modelo linear foi analisado utilizando-se o
modulo linear do programa AcadFrame, desenvolvido no Departamento de Engenharia de
Estruturas da EESC.

Na figura 7.12 exibem-se as configuragdes de equilibrio para cada uma das anélises.

. {(IJ.J. (b)
Figura 7.12 — Aspecto da deformada para (a) andlise linear com apoios rigidos e (b) andlise

NLG acoplado ao solo, com ampliagdo de 1000X.

Observa-se que, no caso da analise com apoios fixos, ndo se consideram os recalques
das fundacdes, claramente observados na amplia¢do (1000x) da deformada na figura 7.12. Por
outro lado, com o uso do programa aqui desenvolvido, esse recalque ja estd sendo
considerado em fun¢do das caracteristicas do solo e de suas configuragdes, como na presenga

de materiais diferentes. Seria possivel também avaliar a influéncia que cargas distribuidas nas
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laterais do edificio tém sobre o comportamento do mesmo. Mesmo que fosse imposto um
valor de recalque aos nos fixos da estrutura para avaliar esse fendmeno, ainda assim a
resposta encontrada seria menos abrangente do que a aqui proposta.

A consideracdo da ndo linearidade geométrica também tem influéncia na configuragio
final do portico, apesar de que, neste exemplo os valores se aproximam da analise linear pelo
fato da edificagdo sofrer pequenos deslocamentos. Porém observa-se que ha certa diferenca
entre os valores, analisando os deslocamentos tanto na direcdo x quanto na dire¢do y de cada

tipo de andlise. No caso da rotagdo, as diferencas foram muito pequenas.

(a) (b)

Legenda: 0.00323
0.00350 —
I 0.00an7 000242
0.00263 R
0.00219 00016
nontze 0.001 21
0.00132 0 000
0.00053 0 00040 |
. 0.00044 ‘ ‘ . 000000 I | ‘
0.00000 . B e e

Figura 7.13 — Deslocamento horizontal para (a) este codigo e (b) andlise linear (em metros)

(a) (b)

Legenda: 000000
-0.00005 0.00004
I -0.00010 000009
-0.00016 000013
-0.00021 _ 000016 -
et 000022
-0.00033 000026
-0.00035 0.00031
. -0.00044 . 0.00035 | ‘ ‘
-0.00050 b o B .

Figura 7.14 — Deslocamento vertical para (a) este codigo e (b) andlise linear (em metros)
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(a) (b)

Legenda; —
000008
000006
I 0,000

-0.00002
‘ -0.00009
-0.00010
-0.0001E
~Hannis -0.00024 —
~honn=s -0.00031
-0.00034 000039 ‘
000050 . -0.00054

Figura 7.15 — Rotagdo em torno de z para (a) este codigo e (b) andlise linear (em radianos)

Quanto mais esbelta e quanto maior forem as agdes horizontais, maior serd a diferenga
entre os deslocamentos obtidos com e sem a consideracao da nao linearidade geométrica. Essa
importancia esta diretamente ligada ao dimensionamento da estrutura e na definicdo da sua
estabilidade global. Este exemplo serve apenas para demonstrar que ¢ possivel, através de
uma formulacdo mais rica e mais bem elaborada, realizar analises mais verossimeis
aproximando cada vez mais a simulagdo numérica do comportamento real da estrutura.

Avaliando agora os esforcos internos normais e de momentos fletores atuantes na
estrutura de portico, podemos observar que podem ocorrer diferencas de valores em relagdo a
cada tipo de analise. E preciso sempre avaliar até que ponto essas diferengas podem interferir

no processo de dimensionamento da estrutura para prover seguranga ¢ conforto.
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(a)

Legenda:
2196140
I 470398
-1255345
-28.51057
I -470eE30

-h4 32572
-51.58315

. -95.54058
-116.03500

(b)

-3.03765
-16.81563
-30.53374
-44.37178
-08.14383
-71.92787
-85.70591
-93.45396

11326200

Figura 7.16 — Esfor¢o Normal nas barras para (a) este codigo e (b) andlise linear (kN)

(a)

Legenda:
35.18290
I 27 03820
18.33950
10.74280
I 258810

-5.55060
-13 69730

. -21.54400
—-25.958070

(b)

33.78540
26.26584
18.74628
11.22671
3.70715
38124

-11.33133
-18.85154
-26.37110

Figura 7.17 - Distribui¢do de Momento fletor para (a) este codigo e (b) andlise linear (kN.m)

Outra forma de se analisar esse problema ¢ através da consideracdo dos apoios como
molas de Winkler. Seria necessario apenas definir o coeficiente de mola para o solo no qual a
estrutura esta apoiada. Porém, pela configuragdo geotécnica apresentada na figura 7.11

percebe-se que a definicdo desse coeficiente ndo ¢ simples de ser realizada. Além disso, a

influéncia que uma sapata tem sobre a outra nao ¢ contabilizada na analise.
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Para finalizar, podemos aplicar os deslocamentos calculados no MEF na malha do
MEC e entdo, recalcular o solo para avaliar deslocamentos e tensdes ao longo do meio
continuo devido a estrutura nele apoiada. Seguem os graficos de deslocamento e tensdo no

solo calculados apods o processamento da estrutura.

7E-005
6.5E-005
6E-005
5.5E-005
5E-005
4.5E-005
4E-005
3.5E-005
3E-005
2.5E-005
2E-005
1.5E-005
1E-005
5E-006

0
-5E-006
-1E-005
-1.5E-005
-2E-005

0
-1E-005
-2E-005
-3E-005
-4E-005
-5E-005
-6E-005
-7E-005
-8E-005
-9E-005
-0.0001
-0.00011
-0.00012
-0.00013
-0.00014
-0.00015
-0.00016
-0.00017
-0.00018
-0.00019

Deslocamento U,

Figura 7.18 — Deslocamentos na dire¢do x e y no meio continuo
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Tensdo o,

Figura 7.19— Distribuigdo das tensdes ao longo do solo
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7.4.5. Mastro esbelto engastado em solo heterogéneo

Neste exemplo, considera-se um mastro de bandeira estruturado como uma torre alta

engastada em um solo heterogéneo, conforme mostra a figura 7.20 a seguir.

| soxw
SKN —

100 m

60 m

Figura 7.20 — Mastro esbelto engastado em solo heterogéneo

O solo ¢ formado por trés diferentes materiais, sendo a camada mais inferior a de
material menos rigido. Os valores de mddulo de elasticidade sdao apresentados na figura 7.20.
As condigdes de contorno sao restricao ao deslocamento horizontal nas faces laterais do solo e
restricdo ao deslocamento vertical na face mais inferior do solo.

Para a estrutura, ¢ considerada uma secdo transversal em perfil metalico do tipo
caixote (figura 7.21 a seguir) com 2 cm de espessura. A se¢do transversal possui area de
A =0,1166 cm? e momento de inércia I = 0,0183m* ¢ o moéddulo de elasticidade do
material ¢ E = 210 GPa. Considera-se um carregamento vertical e outro horizontal no

extremo superior, conforme a figura 7.20.
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1,0 m

1,LOm

Figura 7.21 — Se¢do transversal do mastro

Os resultados obtidos com a utilizagdo do codigo desenvolvido serdo comparados com
valores obtidos para uma analise linear com apoios fixos para os nés da estrutura que se
encontram internos ao solo. Pretende-se assim demonstrar as diferengas ocasionadas com as
diferentes consideracdes de analise.

Os resultados obtidos para deslocamentos horizontais, verticais e rotagdes ao longo da

estrutura sdo apresentados respectivamente nas figuras 7.22, 7.23 e 7.24 a seguir.

(a) (b)

Deslocamento Legenda:

0951596
0.47309

085921
0.41387

035465 073647

e 061373

. 023622 | BT

Ay 017700 S 036524

A 011778 02

0.05856

) 012276
frrr -0.00065 .

0.00001

Figura 7.22 — Resultados de deslocamento horizontal para (a) andlise linear e (b) este trabalho
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(a) | (b)

Deslocamento ' Legenda:

-0.0000%

0.00000
000026 I -0.00104
000051 —-0.00203
0.00077 e
‘ . 0.0ine B _ooosn
-0.00128 ! —-0.00500
-0.00153 -0.005593
-0.00179 —000BSS
-0.00205 . —0 00747

Figura 7.23 — Resultados de deslocamento vertical para (a) andlise linear e (b) este trabalho

(a) (b)

Fotaclo £ Legenda:
0.00000
0.00014

000074 -0.00186
AT -0.00372
000250 -0.00558
o B _ooo7ee
A 0.00425 -0.00930
A 000514 -0.01116
-0.00802 -0.01302

rrred .
e -0.01438

Figura 7.24 — Resultados de rota¢do para (a) andlise linear e (b) este trabalho

Observa-se que os valores obtidos com a analise nao linear geométrica e interacao

solo-estrutura sdo muito superiores ao da analise linear com apoios fixos. O valor maximo
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obtido para o deslocamento horizontal com a analise NLG chega a ser maior que o dobro do
resultado advindo da andlise linear.

A consideragcdo da ndo linearidade geométrica e da interacdo solo-estrutura faz com
que ocorram também maiores deslocamentos verticais ao longo da estrutura. Neste caso, a
considera¢ao da compressibilidade do solo permite a verificagdo de um recalque de toda a
estrutura.

A seguir, apresenta-se o resultado para os momentos fletores ao longo da estrutura.

(a) (b)

komento Fletar Legenda:
1215010 I 4aETs]
438134 ~5.19225
238743 —21 26602
7 B —34 33978
.18.5924595 L -47 41355
P -2R.69371 -60.45731
,{,F‘:- 3446248 ~73.56107
A 4223124 —85 53454

A
. 50,00000 . -39 70860

Figura 7.25 — Resultados de momentos fletores para (a) andlise linear e (b) este trabalho

A observagdo da distribuicdo do momento fletor ao longo da estrutura demonstra
claramente a importancia da considera¢do da NLG e da interagao solo-estrutura. O valor para
o momento fletor médximo na base da estrutura chega a ser quase 100% maior no caso da
analise realizada com o programa desenvolvido. Este fato precisa ser levado em conta no
dimensionamento estrutural, caso contrario deverd ocorrer problemas estruturais graves e que

podem comprometer a seguranga de pessoas.
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Capitulo 8

8.1. Conclusoes

Neste trabalho foi desenvolvido um codigo computacional que permite andlise da
interagdo solo-estrutura considerando o comportamento ndo linear geométrico da estrutura € o
solo como sendo formado por mais de um material. O programa desenvolvido reune dois
codigos computacionais distintos em um unico, sendo o primeiro baseado no método dos
elementos de contorno e o segundo no método dos elementos finitos, acoplados por meio da
formulagdo algébrica baseado em VENTURINI (1992), conforme descrito no capitulo 7.

No caso do programa de s6lidos bidimensionais baseado no MEC, toda formulagio
segue o que foi apresentado nos capitulos 4 e 5. Os resultados obtidos com os exemplos
comprovam o adequado funcionamento do programa e demonstram suas aplicagdes em
problemas elasticos diversos, incluindo dominios finitos e infinitos. Particularmente, os
exemplos apresentados no capitulo 5 demonstram a funcionalidade do MEC aplicada a
problemas elasticos envolvendo dominios heterogéneos. Neste caso, a técnica algébrica
baseada nos trabalho de VENTURINI (1992) e PAIVA & RIBEIRO (2009) se mostrou
bastante eficiente permitindo a adog¢do de multiplas inclusdes e facilitando também a
implementagdo de linhas de carga ultrapassando diferentes dominios. Ao se escrever uma
unica equagdo para todo o dominio heterogéneo, a imposi¢do das condi¢des de
compatibilidade e equilibrio no sistema algébrico ficam simplificadas, o que aumenta a
precisdo dos resultados. A estratégia algébrica também reduz o numero de incdgnitas do
problema pelo fato das forgas de superficie no contato ndo serem incluidas no sistema. As
matrizes obtidas sdo cheias, sem grandes blocos de zeros, como ocorre na técnica classica de
sub-regido. A limitagdo com relagdao ao uso de materiais com mesmo coeficiente de Poisson ¢
aceitavel, frente as vantagens oferecidas pela técnica, o que configuram as conclusdes de
RIBEIRO (2009). A técnica de subtragdo de singularidade adotada também contribui para a
melhoria na qualidade dos resultados.

Com relagao ao MEF posicional, os exemplos apresentados no capitulo 6 comprovam
a sua eficiéncia e sua aplica¢do a andlise ndo linear geométrica de estruturas. A formulagao
lagrangeana adotada possui linguagem matematica simples, o que torna possivel a sua
implementagdo em um codigo computacional de acoplamento. No caso do software

AcadFrame, utilizado na modelagem da estrutura, o mesmo se mostrou bastante versatil,
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possibilitando a simulagdo de estruturas reticuladas de forma abrangente. E possivel assim
analisar o comportamento ndo linear geométrico de uma edificacao utilizando uma ferramenta
baseada em uma formulagdo com cinematica exata mais atual e eficiente.

Tanto na formulagdo do MEC quanto na do MEF, o uso dos polindmios de Lagrange
de ordem qualquer permitiu a generalizacdo de ambos os cddigos para o uso de elementos
curvos isoparamétricos. E possivel que superficies curvilineas e fun¢des de alta ordem sejam
assim melhor representadas. O uso desses elementos pode também melhorar a qualidade das
repostas em ambos 0s programas.

O acoplamento entre os métodos se mostrou também eficiente, como mostram os
exemplos apresentados no capitulo 7. A escolha do acoplamento MEC/MEF para o estudo da
interagdo solo estrutura se mostrou adequado, pelas caracteristicas observadas em cada meio e
pelas vantagens oferecidas por cada método numérico em particular.

A estratégia algébrica para o acoplamento permite que a matriz de rigidez condensada
do solo seja aplicada ao sistema algébrico do MEF a cada iteragdo no processo de Newton-
Raphson. Assim, o solo atua como condi¢do de contorno para a estrutura, ja considerando as
diversas caracteristicas de seu entorno. E possivel avaliar, por exemplo, os efeitos que
carregamentos aplicados ao solo distantes da edificacdo tém sobre o comportamento da
mesma, pois nessa formulagdo os efeitos da continuidade do meio sao considerados. A técnica
alternativa implementada no codigo via MEC possibilita a analise de solos estratificados e
com concentracdo de materiais (inclusdes). As linhas de carga, por sua vez, permitem que
sejam simuladas estacas cravadas em qualquer direcdo. Da forma como foi elaborada, a
estratégia permite inclusive que estas estacas ultrapassem diversas camadas de solo.

Os exemplos 7.4.1, 7.4.2 e 7.4.3 comprovam o funcionamento do programa. Nestes
exemplos demonstra-se que ¢ possivel calcular de forma segura e precisa os deslocamentos e
esforcos produzidos no fendmeno de interacdo entre o meio continuo e a estrutura reticulada
através do uso da ferramenta desenvolvida.

Com relagdo a técnica de suavizagdo por minimos quadrados, esta ndo se mostrou
suficiente para reduzir as oscilagdes de forca de superficie no contato, o que reforca as
conclusdes apresentadas por ROCHA (2009). A aplicag¢do de nos adicionais aos elementos de
contorno nao alterou nenhum resultado dos exemplos processados. No exemplo 7.4.2, foi feita
a analise das forgas de superficie resultantes em uma estaca imersa em um solo. O grafico das
forcas ao longo da estaca revela uma pequena oscilagdo dos valores nos extremos para uma

malha menos refinada. Mesmo com a aplicagdo da técnica dos minimos quadrados os
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resultados obtidos ndo se alteram. Somente com a ado¢dao de uma malha mais refinada no
MEC foi possivel reduzir tais oscilagdes.

A aplicagdo desta técnica foi adotada por recomendagdo de outros trabalhos
encontrados na literatura que afirmam a eficiéncia da mesma na reducdo das oscilagdes de
for¢a de superficie. E preciso entdo avaliar de forma mais objetiva até que ponto essa técnica
pode ter influéncia ou ndo no sistema algébrico, porém este nao ¢ objetivo dessa pesquisa,
ficando como sugestdo para trabalhos futuros.

Os ultimos exemplos apresentados no capitulo 7 demonstram a aplicagdo para o
programa na analise de edificacdes e de torres esbeltas acopladas ao solo. A consideracdo da
ndo linearidade geométrica e do comportamento do solo na estrutura simultaneamente
enriquece o processo de andlise, permitindo ao engenheiro calculista uma avaliagdo mais
verossimil e mais condizente com a realidade fisica do problema real.

A abrangéncia da formulagdo permite ainda a analise de problemas elésticos diversos,
como meios enrijecidos, pecas mecanicas acopladas, materiais compositos, etc. Pode ser
aplicado, por exemplo, na anélise de tuneis refor¢ados, ligagdes de elementos estruturais e até
mesmo em estruturas leves da aerondutica. O uso de elementos curvos torna possivel também
a simulagdo de ganchos e armaduras em problemas de concreto armado, por exemplo.

Assim, todos os objetivos foram alcangcados com sucesso. A ferramenta desenvolvida
fica, portanto a disposi¢do do Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC para que
possa ser aproveitado em pesquisas relacionadas a acoplamento MEC/MEF, andlise ndo linear

e interagdo solo-estrutura.
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8.2. Sugestoes para trabalhos futuros

Baseado nas conclusdes anteriormente apresentadas, serdo feitas aqui sugestdes para

futuros trabalhos de pesquisa. Sugere-se, portanto:

130

Aplicar as formulacdes aqui apresentadas para desenvolvimento de um programa de
analise nao linear geométrica da interacao solo-estrutura tridimensional, incluindo no
MEF os elementos de portico tridimensional, elementos de placa e de chapa para
modelagem da estrutura;

Desenvolver estratégia algébrica semelhante a desenvolvida neste trabalho para a
considera¢do de meios heterogéneos com diferentes valores de coeficiente de Poisson
via método dos elementos de contorno;

Considerar a plastificacdo do meio continuo, tornando o programa de solidos
bidimensionais mais abrangente;

Incluir a dindmica de poértico a anélise da estrutura via MEF posicional para avaliacdo
do comportamento dinamico associado ao fenomeno interacao solo-estrutura € a nao
linearidade geométrica.

Estudar novas técnicas que permitam suavizar os resultados em forca de superficie no
contato, identificando de forma objetiva a real influéncia da técnica dos minimos

quadrados no sistema algébrico.
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