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RESUMO

QUIM, F. (2010). Andlise de escavacdes de tuneis com revestimento utilizando
o método dos elementos de contorno. Sao Carlos. 138 p. Dissertacao (Mestrado)

— Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

Neste trabalho, foi desenvolvida uma formulacdo do método dos elementos
de contorno (MEC) isoparamétrico com aproximagdo de ordem qualquer para
analise de dominios bidimensionais enrijecidos, particularmente tuneis. Tal
formulacdo simula os enrijecedores a partir de correcboes da rigidez local, que séo
introduzidas utilizando-se um termo adicional escrito em tensdes iniciais sobre a
area estreita do enrijecedor. Além das equacdes integrais usuais para pontos do
contorno foram também necessarias as equacgdes integrais da forca normal e do
momento fletor escritas para pontos do eixo do enrijecedor. Através do Polinbmio de
Lagrange foi feita a generalizacao da ordem das funcdes polinomiais responsaveis
pela aproximacao tanto das variaveis quanto da representacdo geométrica do
problema. A partir dai, a formulagcdo apresentada simulou com éxito a inclusao de
enrijecedores em tais meios, como por exemplo, na analise de estacas, ou de
enrijecedores na escavacgao de tuneis. Foi desenvolvida também neste trabalho uma
formulagdo para considerar o atraso na instalacdo do suporte de tuneis. Com o
desenvolvimento do elemento de contorno curvo de ordem qualquer, péde-se obter

resultados ainda melhores com discretizagdes reduzidas.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno. Tuneis. Enrijecedores.
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ABSTRACT

QUIM, F. (2010). Excavation analysis of tunnels with lining using the boundary
element method. Sao Carlos. 140 p. Dissertacao (Mestrado) — Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Séao Paulo.

In this work, an isoparametric boundary element method (BEM) formulation
with approximation of any order was developed to the analysis of stiffened two-
dimensional domains, particularly tunnels. This formulation simulates the stiffeners
based on local stiffness corrections, which are made using an additional integral
written in terms of initial stresses, applied over the areas close to stiffeners. Besides
the usual displacement integral equations the presented formulation also requires
integral equations of the normal forces and the bending moments written for points
defined along the stiffener axis. By using Lagrange polynomials, the generalization of
the shape function order used to approximate the boundary values and the geometry
was made. Excavations in infinite media or large domains are engineering
applications in which the BEM is efficient due to its accuracy, reliable results and also
to require coarser discretizations, always leading to smaller algebraic systems when
compared to other methods. Thereafter, the presented formulation can simulate
successfully the inclusion of stiffeners into two-dimensional domains, such as the
analysis of piles embedded in a 2-D solids or lined tunnels. It was also developed a

formulation to consider the delay to install tunnel linings.

Keywords: Boundary Element Method. Tunnels. Reinforcements.
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1 INTRODUCAO

Ao longo do tempo, foram desenvolvidos, métodos analiticos para a obtencéo
de solucdes exatas de grande parte das equacdes diferenciais de todos os ramos da
fisica. Porém os casos estudados sdo limitados por sua geometria e hipbteses
bastante simplificadoras. Da necessidade de se resolver problemas mais gerais
surgiram os métodos aproximados e, com eles, os métodos numéricos. Apds 0
surgimento dos computadores e principalmente com a disseminacao da informatica
ocorrida no final da década de oitenta, intensificaram-se as pesquisas para o
desenvolvimento e a aplicacdo de tais métodos, dos quais se pode destacar o
Método das Diferencas Finitas (MDF), que até hoje tem grande importancia no
tratamento de problemas da engenharia, e o mais utilizado que é o Método dos
Elementos Finitos (MEF). Com esse desenvolvimento, o Engenheiro de Estruturas
passa a ter acesso a equipamentos e programas computacionais que possibilitam
uma analise estrutural baseada em modelos mais refinados, proporcionando um
aumento da seguranca e diminuicdo de custos dos projetos e das construcoes.

Como exposto em Leonel (2006), deve-se salientar que, com excecao a
alguns métodos sem malha, os métodos numéricos descritos anteriormente
aproximam a equacao diferencial, que governa o problema analisado, por meio de
um sistema de equacgdes algébricas que utiliza valores de dominio e de contorno
sendo por este motivo conhecidos como métodos de dominio. Assim espera-se que
a resposta numérica se aproxime da resposta analitica com o aumento da
discretizagdo empregada. No entanto, este procedimento eleva consideravelmente o
namero de variaveis envolvidas na analise aumentando assim o numero de
operacdes matematicas a serem efetuadas e conseqlientemente o sistema de

equacbes a ser solucionado.
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Para reduzir o niumero de variaveis, podem-se utilizar as chamadas Técnicas
(ou métodos) de Contorno, nas quais as discretizacbes sdo impostas apenas ao
contorno do sistema em consideracdo. Estas técnicas tém como origem um dos
procedimentos usados na teoria matematica para obter a solugdo analitica das
equacles diferenciais parciais, que as transformam em suas formas integrais ou,
mais simplesmente, nas chamadas equacdes integrais.

Neste contexto, como apresentado em Coda (1993) surgiram duas
formulagdes distintas do Método dos Elementos de Contorno, a formulagao indireta,
na qual as varidveis envolvidas ndo sao as variaveis fisicas do problema, introduzida
por Kupradze (1965), e a direta, cujas variaveis tém significado fisico, iniciada por
Rizzo (1967).

O presente trabalho visa a analise de escavagdes enrijecidas, particularmente
tuneis, que tém grande importancia econ6mica dentro da engenharia civil. A
construcdo de tuneis encurta distancias e prejudica muito menos o meio ambiente;
nas cidades permite o aumento das vias de transporte. Escavag¢des em meio infinito
ou em dominios de grandes dimensées & uma das aplicacbes onde o MEC é
eficiente pela precisdo e confianca nos resultados e também por requerer pouca
quantidade de dados levando sempre a sistemas computacionais de pequenas
dimensodes.

Com a formulagdo desenvolvida aqui, elimina-se a necessidade de se
recorrer, pelo menos em uma fase de pré-dimensionamento, a analises
tridimensionais, tdo dispendiosas no que se refere principalmente a tempo de
processamento e dinheiro empenhado.

1.1 Revisao bibliografica

Neste item sera apresentado apenas um breve histérico de trabalhos
relacionados com o tema aqui abordado, tanto no ambito do proprio Departamento
de Engenharia de Estruturas da EESC - SET/EESC, quanto na literatura de uma
forma geral.

Com a publicacdo do primeiro livro de Brebbia (1978), o MEC passou a ser
mais conhecido e estudado em diversos centros importantes de pesquisa.
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Destacam-se, ainda, as publicacbes de Brebbia (1984), Kane (1994) e Paris &
Canas (1997).

Venturini (1988) propds uma formulacdo alternativa na analise de problemas
de dominio ndo-homogéneos, tratando o dominio de forma continua, sem a
necessidade de dividi-lo em sub-regides, apenas modificando as integrais de modo a
levarem em conta as diferencas entre as constantes elasticas de cada sub-regiéo.

Ferro (1993) aplicou a combinacdo MEC/MEF para analisar a interacao entre
as estacas e o solo. As estacas foram consideradas como elementos de barra
modelados pelo método dos elementos finitos e, o solo foi considerado como um
meio elastico continuo, isotrépico, homogéneo, semi-infinito e ideal, discretizado
pelo MEC através das solucées fundamentais de Mindlin. As comparagdes
realizadas neste trabalho comprovaram sempre bons resultados tanto para
deslocamentos quanto para as forcas de superficie.

Leite, Coda e Venturini (2002) desenvolveram uma formula¢do do Método dos
Elementos de Contorno para analise de dominios enrijecidos. Uma técnica particular
de sub-regidao em que o equilibrio € preservado ao longo das interfaces sem
aproximacoes de esforgos.

No trabalho de Wutzow (2003), a formulacao linear do MEC para elasticidade
bidimensional foi empregada para o estudo de dominios enrijecidos. A consideracao
dos enrijecedores é abordada de duas formas, a primeira delas pela técnica classica
de sub-regidao ou acoplamento MEC/MEC e a segunda, também pelo mesmo
acoplamento, mas condensando-se as variaveis do contorno para a linha central do
enrijecedor. Esta ultima proporcionou bons resultados eliminando perturbacdes em
enrijecedores finos.

Fernandes, G. R. (2003) prop6s uma formulacdo do MEC, considerando as
vigas como sendo uma variacao abrupta da espessura da placa e, a fim de reduzir o
namero de graus de liberdade do problema, apresentou um modelo alternativo onde
as vigas (enrijecedor) sao representadas por seus eixos médios.

Waidemam (2007) propdés uma formulacdo do método dos elementos de
contorno para a anadlise de placas enrijecidas considerando-se néao-lineraridades
fisica e geométrica. Neste trabalho, entre outros, foi apresentada uma formulacéo
com campos de tensdes iniciais, consistindo assim em uma formulacao alternativa a

forma classica de tratamento de problemas desse género, que é por sub-regides.
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Azevedo (2007) realizou uma formulagdo alternativa do método dos
elementos de contorno com campos de tensdes iniciais, como em Waidemam
(2007), porém sua formulagdo permite a inclusdo de dominios anisotropicos em
meios isotrépicos, ou ainda, o estudo de dominios completamente anisotrépicos.

Em Leite (2007) foi desenvolvida uma formulacdo para analise de sdlidos
bidimensionais constituidos por multiregiées utilizando-se do Método dos Elementos
de Contorno para anadlise linear e ndo linear. Para inclusbes muito esbeltas, foi
utilizada a técnica da condensacao de dominios, onde o dominio 2D foi condensado
inicialmente em um dominio linear de fibra e posteriormente em viga.

No trabalho de Kzam (2009) foi apresentada a formulacdo do método dos
elementos de contorno dual aplicada a andlise de problemas da Mecanica da
Fratura Elastica Linear, este trabalho foi o primeiro trabalho que empregou elemento
curvo de ordem qualquer no ambito do SET/EESC, neste trabalho também foi
desenvolvida a generalizacdo do MEC através dos polinbmios de Lagrange.

Sobre modelagem de estruturas com reforcos ou com fibras internas, varios
outros trabalhos foram desenvolvidos no &mbito do grupo de métodos numéricos do
Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC. Nesses trabalhos destacam-
se combinagdes MEC/MEF e MEC/MEC, tratamento de zonas delgadas usando o
MEC por degeneracdo e aproximacdes ao longo da espessura, dentre outros
procedimentos apresentados em: Coda (1993), Botta & Venturini (2005), Leite et al
(2003), Leite & Venturini (2005), Waiderman & Venturini (2007), Wutzow et al (2006),
Coda (2001), dentre outros.

G. Beer & Ch. Dinser (2000) analisaram através do MEC problemas em
tuneis, concluindo que o método estudado oferece algumas vantagens sobre o MEF
na simulacao numérica de tais problemas, como o tempo de processamento, devido
a discretizacdo do MEC ser feita somente no contorno, enquanto que o MEF
necessita de uma discretizacdo do solo/rocha a volta do tunel, aumentando
significativamente a quantidade de elementos. Foi desenvolvida também neste
trabalho uma formulacdo do MEC para plasticidade e para a modelagem de
escavacoOes seqglenciais com multiplas regides e células internas.

O Prof. Gernot Beer da Universidade de Graz (Austria) é um dos profissionais
dedicado ao tema que tem desenvolvido sistemas computacionais voltados a analise
de tuneis. Dos trabalhos do grupo do Prof. Beer, além de seu recente livro sobre
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elaboracdo de sistemas computacionais (BEER, 2001) destacam-se: Beer (1983);
Beer et all (1987); dentre outros.

Em Panet (1982), utilizando analises axissimétricas com o MEF, observou
que a deformacgao é estritamente dependente da extensado do raio de plastificacéo,
ou seja, uma grande extensdao do raio de plastificacdo resulta em grandes
deslocamentos e em grandes distancias da face para que estes atinjam seus valores
finais. Tal fato ocorre, pois a rigidez da face se torna mais baixa quando 0 macico ao
seu redor se plastifica, desta forma, o efeito de suporte da face diminui.

Celestino (1992) apresentou um modelo de céalculo de tensbdes e
deslocamentos proximo a frente de escavacéao, através de analises axissimétricas.
Foi apresentado um procedimento para integracdo no tempo das equacdes
analiticas da interacdo entre o macico e o suporte. Nesse método, as propriedades
dependentes do tempo do concreto projetado e do macico foram consideradas em
conjunto. Foi considerado o modelo visco-elastico de Burger para o macico, e para o
concreto projetado foi considerado um modelo reoldgico desenvolvido na
Universidade de Leoben. O mecanismo de transferéncia de carga adotado,
simulando o efeito tridimensional da frente de escavacao, foi o de Schwartz &
Einstein (1980).

Gomes (1999) propds um método que incorpora alguns procedimentos
basicos do método proposto por Schwartz & Einstein (1980), generalizando-o na
consideracao do comportamento dependente do tempo para o suporte de um tunel,
simulando o enrijecimento do concreto projetado ao longo de seu eixo longitudinal.
Utilizando para tal realizacdo o Método das Diferencas Finitas para a quantificagao
dos esforcos solicitantes.

Gomes (2006) realizou agora analises tridimensionais de tuneis considerando
o comportamento dependente do tempo na interacdo macigo-suporte. Foi realizado
um estudo dos efeitos do fenbmeno de transferéncia de carga do macico para o
suporte. Tal estudo resultou no desenvolvimento de expressdes adimensionais que
relacionam os esforcos solicitantes encontrados no suporte com outras
caracteristicas geométricas e fisicas do problema. Estas expressbées foram obtidas
através de analises estatisticas dos resultados obtidos em simulacées numéricas
tridimensionais utilizando MEF, com auxilio de técnicas de processamento paralelo.

Schwartz & Einstein (1980a, b) sugeriram o uso de fatores de correcao para

levar em consideracao os decréscimos de carregamentos no suporte devido ao
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alivio de tensbes que surge com o atraso da construgcdo do mesmo e 0 aumento de
carregamento no suporte devido a plastificacdo do macico.

Kim & Eisenstein (2006) estudaram a previsao de carga no suporte de tuneis
utilizando fatores de correcdo, analisaram o método de Schwartz & Einstein (1980 a,
b) e a alteracdo sugerida por Hutchinson (1982), tal alteracdo se deu na forma de

calculo do fator de atraso da instalacdo do suporte (4,). Esta altera¢cdo do (4,)
consiste em utilizar ao invés do comprimento de atraso L, (distancia entre a face de
escavacao e o ponto médio do ultimo segmento de suporte instalado) o comprimento
L, (distdncia entre a face anterior de escavagdo e o ponto médio do dltimo

segmento de suporte instalado) em virtude da seqiéncia de escavacgao, baseado em
analises axissimétricas com elementos finitos e em dados historicos, sendo que o

fator de plastificagédo do macigo (4,) foi calculado como em Schwartz & Einstein. O

método proposto por Hutchinson apresentou resultados razoaveis nas comparagoes
realizadas, se mostrando melhores para escavacbes de tuneis com curto
comprimento de atraso da instalacdo do suporte. Esta alteracdo sera mais bem
explicitada posteriormente.

Gomes & Celestino (2009) analisaram a influéncia dos parametros fisicos e
geométricos no mecanismo de transferéncia de carregamento tridimensional na
frente de escavacgao, apresentando que opostamente a maioria dos estudos em que
€ concluido que as forcas internas dependem somente do comprimento de atraso da
instalacdo do suporte, a geometria e a rigidez do suporte em relacédo a do solo/rocha
também influencia fortemente em tais forcas. Em tal estudo foi apresentado uma
incoeréncia na equacao de Schawrtz and Einstein (1980) para o célculo do fator de

atraso na instalacdo do suporte (4,). Foi proposta também nesse estudo uma

formula para o calculo da forca normal baseada em parametros 3-D, como em
Gomes (2006), para tuneis circulares profundos escavados em meio elastico
isotropico, levando em conta os parametros fisicos e geométricos relacionados.

Em Carranza-Torres & Fairhurst (2000) é discutida a aplicacao pratica do
método Convergéncia-Confinamento, em tal estudo foi apresentado um
equacionamento que torna capaz a constru¢ao das curvas referente a este método e
conclui que este método € uma ferramenta muito atil, ndo sé como um método para

dimensionamento da escavacgao de tunel com suporte em si, mas também como um
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simples modelo ilustrativo que permite um melhor entendimento do problema

complexo de transferéncia de carregamentos junto a frente de escavacao.

1.2 Apresentacao do trabalho

Iniciando-se a parte tedrica, no capitulo 2 apresenta-se o desenvolvimento da
formulacdo do MEC bidimensional, iniciando com um pequeno resumo da teoria da
elasticidade, necesséario para o desenvolvimento do capitulo. Finalizando com um
exemplo de validagao utilizando inclusive elementos curvos.

No capitulo 3, aborda-se o MEC tridimensional de forma sucinta,
apresentando o elemento utilizado, bem como um breve resumo da formulagéo 3-D.

No capitulo 4, trata-se do desenvolvimento de uma formulagédo do MEC para
dominios bidimensionais com a presenca de enrijecedores, finalizando com
exemplos de validagao.

No capitulo 5, apresenta-se uma descricao dos principais métodos utilizados
na andlise da interagdo macico-suporte no problema de escavacéao de tuneis.

No capitulo 6, trata-se do desenvolvimento de uma formulacdo para a
modelagem da frente de escavacao de tuneis com e sem suporte, levando em conta
o atraso na instalacao do mesmo.

Ao final deste trabalho, no capitulo 7, faz-se a conclusdo do mesmo e séo

descritas as propostas para desenvolvimentos futuros nesta linha de pesquisa.
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2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 2-D

O Método dos Elementos de Contorno teve um desenvolvimento rapido,
principalmente a partir da década de oitenta. Muitas tém sido as propostas de
formulacbes para analise dos mais diversos problemas de engenharia, podendo-se
destacar aqui problemas que exibem, por exemplo, nao-linearidades fisicas como:
plasticidade, visco-plasticidade, visco-elasticidade, nao-linearidade geométrica,
iteragédo solo/estrutura, analises de dominios infinitos, mecéanica da fratura, contato,
problemas transientes, vibracbées, propagacdo de ondas, problemas de
concentracdo de tensado, problemas de delaminacdo, materiais compostos dentre
outros.

A utilizacdo do MEC para o estudo de varios problemas de engenharia tem se
mostrado viavel principalmente no que diz respeito a precisdo dos resultados,
modelagem de gradientes e outras concentragdes variaveis de interesse.

Com base no exposto acima, este capitulo tem como principal objetivo discutir
as particularidades do Método dos Elementos de Contorno Bidimensional.

2.1 Equacionamento basico do Método dos Elementos de
contorno

2.1.1 Equacoes de Equilibrio

O estado de tensdo de um ponto P qualquer do sélido apresentado na Figura

2-1 € mostrado na Figura 2-2.
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Figura 2-1 — Sdlido Bidimensional.

G33

Gaz

Figura 2-2 — Elemento infinitesimal Tridimensional.

Generalizando agora para o caso 2-D, considerando o Estado Plano de
Deformacdes (EPD), como explicitado na Figura 2-3 e efetuando-se a somatéria dos
momentos em relacdo a um ponto qualquer do elemento infinitesimal, é facilmente

demonstrado a relacdo a seguir que representa a simetria do tensor de tensoes:

c.=0, ,ij=1.2. (2.1)

i T Yy
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A relagdo (2.1) reduz o numero de componentes do estado de tensdo

bidimensional de quatro para trés, como apresentado a seguir:

o, = {0“ 0‘2}. (2.2)

0-12 0-22

Efetuando-se agora o equilibrio das forcas no elemento infinitesimal da Figura
2-3, considerando-se a variacao da tensdo com apenas o primeiro termo da série de

Taylor, e analisando apenas a variagdo das tensdes na direcdo x,, tem-se a
equacao de equilibrio de forcas expressa em (2.3).

-
do
2,
o,, + —==-dx,

X,

do
o+ 21

. .(ixz

2

d,

Figura 2-3 — Elemento infinitesimal Bidimensional.

(0'11 + 880'11 -alxlj-alx2 -dx, —(0,,)-dx, -dx; +

1

(2.3)

(0'21 + 880'21 .dxzj.dxl ~dx, —(0,,)-dx, -dx, +b, - dx, -dx, -dx,; =0

Xy
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sendo dx, a espessura do elemento infinitesimal. A equacdo (2.3) resulta na
seguinte expressao:
Jd0,,

—-dx, -dx, -dx; +
ox, X,

00,,

-dx, -dx, -dx,+b,-dx,-dx, -dx,=0. (2.4)

Efetuando-se agora a somatéria dos esforgos em x,, tem-se:

(0’22 + aao-zz -a’xz)dx1 ~dx, — (0, ) dx, -dx; +

2

; , (2.5)
(612 +—ao-12 -abclj-alx2 ~dx,—(0,,)-dx, -dx, +b, -dx, -dx, -dx, =0
2
resultando em:
88622 ~dx, - dx, - dx; + 90, ~dx, -dx, - dxy +b, - dx, - dx, -dx; =0, (2.6)
X, X

e finalmente generalizando as equacdes (2.4) e (2.6), em notacao indicial, tem-se:

o, ;+b =0, (2.7)

utilizando-se da simetria apresentada na equacao (2.1) a equacéo (2.7) fica:

o,;+b =0. (2.8)
Na seqlUéncia é analisado o equilibrio de um sélido 2-D infinitesimal de
espessura unitaria e contorno dI' apresentado na Figura 2-1, definido agora, pelos

planos x, =0, x, =0 e outro plano qualquer como apresentado na Figura 2-4.
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0-22

Figura 2-4 — Equilibrio do contorno.

Na Figura 2-4 0 versor 7 indica a orientagéo do plano, e suas componentes n,
e n, sdo denominadas co-senos diretores do plano, desta forma, pode-se escrever

as equagdes a seguir:

P, =0,,"n+0,,n,

: (2.9)
D, =0, +0,n,
Definindo a equacao (2.9) em notacao indicial, tem-se:
p=0,n, (2.10)

que é denominada de condi¢do de contorno de Cauchy.

2.1.2 Equacoes de Compatibilidade

Pode-se relacionar o campo de deformagdes com o campo de deslocamentos
em que esta sujeito um sélido qualquer, da forma indicada a seguir:
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& =Uy,

U, Ty,

6‘122821—T , (2.11)
Ep=U,y,

e generalizando-se, em notacéo indicial, tem-se:
g, =—L L (2.12)

2.1.3 Equacoes constitutivas

Relaciona-se o estado de tensbées em um ponto qualquer com o estado de
deformacdes para este mesmo ponto através da lei de Hooke, apresentada a seguir:

0; =Cyu€y s (2.13)

i

sendo que C,,, € um tensor de quarta ordem que caracteriza o material, variando de

ponto a ponto dentro do corpo quando este nao for homogéneo.

No caso, em que & admitida as hipbéteses de meio elastico, homogéneo e
isotropico, onde ndo existem mudancas de temperatura, este tensor tem reduzido
suas constantes elasticas a apenas dois valores, que sdo o mddulo de elasticidade

transversal do material “x#” e o coeficiente de Poisson “v”, validos para todos os

pontos materiais. E o tensor, neste caso, é definido por:

2UV
Cijkl = ﬁé‘ijé‘k! +:u(5ik5j/ + 5//5/';() . (2.14)

sendo ¢ a funcéao delta de Kronecker.

Desta forma, a lei de Hooke pode ser reescrita apenas por:
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0, = A0,€, +2UE,, (2.15)

sendo que, 4 e u s&o também conhecidas como constantes de Lamé, definidas

COmo segue:
20u
A= : 2.16
(1-2v) (2.16)
e
E
- , 2.17
50+ 0) @17)

sendo “E” o modulo de elasticidade longitudinal.
E agora, relaciona-se o estado de tensbes com o de deformacdes pela
relacdo inversa a apresentada em (2.15), da seguinte forma:

1 A
gU:Z(O-’j+mé:jo-kkj. (218)

2.1.4 Equacao de Navier

Através da substituicao da equacao (2.15) na equacéo (2.8) e substituindo a
esta resultante a equacgéo (2.12) tem-se uma uUnica equacao que leva em conta as
relacdes tensdo-deformacao, as relacdes de equilibrio e as relacbes deformacgéo
deslocamento, como segue:

Gu, ; +(G+A)u, ;+b, =0. (2.19)

Jji
sendo G definido como em (2.17) e também conhecido como Mobdulo de
Elasticidade Transversal.

A expressao (2.19) é chamada de equacao de Navier.
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2.2 Solucao Fundamental

A solugéo fundamental de Kelvin tornou-se a mais utilizada e difundida entre
0s pesquisadores da area de métodos numéricos, por ser a mais abrangente e mais
simples de ser implementada, Paccola (2004). Tal solucdo, de acordo com Love
(1944) — apud Souza (2001), foi desenvolvida por Lord Kelvin e é determinada
considerando-se um dominio Q, como um sélido elastico, isotrépico, homogéneo e

infinito.

2.2.1 Definicdo

A solucao fundamental de Kelvin é obtida a partir da equacéao de Navier (2.19)
e é representada pelo efeito de uma forgca concentrada unitaria aplicada em um
ponto s (ponto fonte) de um dominio elastico infinito, em um ponto campo f (ponto
campo), como apresentado na Figura 2-5.

i

Figura 2-5 — Problema Fundamental, Ferreira (2007).

Partindo-se da equacéo (2.8), e abrindo-se tal equagao em duas, tem-se:
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5., +b, =0
N (2.20)
+b" =0

sendo que o indice k adicionado em (2.20) se refere ao numero do problema
fundamental em estudo e o (*) é referente ao problema fundamental, que é
composto por dois casos de carregamento, sao eles:

a - Forca concentrada em s na direcao 1.

o, (s:.f)+6(s.f)=0
, (2.21)
o (s.f)+0=0

12j.j

representado-se fisicamente pela Figura 2-6 a seguir.

X2

Figura 2-6 — Problema fundamental um.

b - Forga concentrada em s na dire¢ao 2.

(2.22)

apresentando-se fisicamente na Figura 2-7 a seguir.
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X2

Figura 2-7 — Problema fundamental dois.

nota-se que as equacbes (2.21) e (2.22) estdo acopladas pelo termo cruzado
O-:ij:O-I;i'

Para se escrever (2.21) e (2.22) em uma s6 equagao teremos:

O-Zy,i(s’f)+5lcj§(s’f):0! (2.23)

sendo, k= problema fundamental, j=dire¢do da forga fundamental e &(s, f) a fungéo

Delta de Dirac.
2.2.2 Vetor de Galerkin

De modo a tornar mais simples a deducdo da solugdo fundamental, os
deslocamentos podem ser representados pelo vetor de Galerkin, tal funcdo foi
introduzida por Galerkin e substitui os deslocamentos por fungdes derivadas de
segunda ordem, Leite (2007), séo elas:

ui = gi,mm - gm,mi ’ (224)

2(1-v)

ou
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=g, — | 2.25
u] gj,ﬂ‘lﬂ‘l 2(1 _ ,U) gm,mj ( )

sendo g o vetor de Galerkin.

Substituindo-se (2.24) e (2.25) na equacao de Navier (2.19), obtém-se:

2(1 - U) (1 - 20) gi,mmjj - (1 - 20) gm,imjj + 2(1 - v) gj,mmji - gm,jmji +ﬁ — 0 (2 26)
2(1-v)(1-2v) u
sabendo-se que:
gm,jmji = gm,mjji = gm,ijjm = gm,jjim = gi,mmjj ’ (227)
pode-se simplificar a equacao (2.26) para:
gi,mmjj +Z:0 (2.28)
Y7

que € a equacgao de Navier em termos do vetor de Galerkin, ou, reescrevendo em

notacéao vetorial:

v%v@)+%q:o. (2.29)

Fazendo-se:

(8imm) ;= Fi (2.30)

e reescrevendo-se (2.28) nota-se que a mesma € agora desacoplada, como
explicitado a seguir:

F_ +2=0. (2.31)
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Adotando-se para a equacao (2.31) a solugao a seguir:

1 1
F=——1 o, —0,., 2.32
ki 27Z'G Il(l") ki 271'G ki ( )

e, substituindo-se (2.32) em (2.30), tem-se:

1
Ry [In(r)+1]4,,. (2.33)

E possivel demonstrar que a equacdo (2.34) que é o vetor de Galerkin
Fundamental, é valida, e atende a equacao (2.33).

r*In(r)d,, . (2.34)
Derivando-se novamente, como segue:
1
i =—%{2;jmljj +2In(r)d,, +§im}5ki, (2.35)

sendo r, e r; correspondentes as derivadas de ” em relaggo a m e |,

respectivamente, e obtido da seguinte forma:
ro=-, (2.36)

sendo:

x, (5)-x,(f)- (2.37)

r;‘)‘l

E finalmente, substituindo-se (2.35) em (2.25) com os indices devidamente

alterados, tem-se:
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3-4v)In(r)d, —ijl.ijj+7_280 5.}, (2.38)

b y

qgue corresponde a solucao fundamental em deslocamentos de Kelvin.

Agora com o objetivo de calcular a solucao fundamental de forca de superficie
de Kelvin. Partindo-se da solucao fundamental em deslocamentos (2.38), derivando-
a e substituindo-se em (2.12), tem-se:

1
Ey = _m{(l—2v)[§gr’k +5;k’”,j]+ 21,11, _5kj”,;} , (2.39)

substituindo-se agora (2.39) na Lei de Hooke (2.15), encontra-se:

1
Oy = —m{(l ~20)[ 81 + 8, =Gyr, ]+ 2r,rr, ], (2.40)

e, por fim, substituindo-se (2.40) em (2.10) obtém-se a solucao fundamental de forca
de superficie de Kelvin, como segue:

1 or
p;j=- )r{(l—Zl))[r’jni—r!inj]+[(1—2v)§ii+21:iijj]a—}. (2.41)

4z(1-v n

2.3 Equacoes Fundamentais de Contorno

Considerando-se o solido bidimensional apresentado na Figura 2-8, que possui
dominio Q e contorno I', e sabendo-se que a equacao diferencial de equilibrio

deduzida anteriormente é:

0;;+b =0, (2.42)
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utiliza-se a técnica dos residuos ponderados para a obtengdo da equacéo integral
governante do problema elastico, a partir da multiplicacdo da equacao (2.42) por

uma fungdo ponderadora em deslocamentos u, admissivel para 0 mesmo material

elastico linear, como exposto na equacéao (2.43).

AT

X5

Xy
Figura 2-8 — Dominio sélido 2-D.

jqw¢d9+j@ﬁdgzo, (2.43)
Q Q

aplicando-se o Teorema da Divergéncia ao primeiro termo, tem-se:

5%,

[oyuindl ~[ oyu; ,dQ+[bu;dQ=0, (2.44)
r Q Q

tendo em mente a equacao (2.13), tem-se:

o, =Cytty, =1, ,Cyy
=u, ,C =u, ,0,=U O
Oy j = U Cylhi j = Uy Oy =U; ;0

Substituindo-se (2.45) em (2.44) e levando-se em consideracao a condicao de

contorno de Cauchy (2.10), tem-se:

[ paidT = [ o, ;dQ+ [bu;dQ=0. (2.46)
Q Q

USRSV
r
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Aplicando-se novamente o Teorema da Divergéncia ao segundo termo da

equacao (2.46), e passando o mesmo para a direita da igualdade, tem-se:

[ puidT + [bu;dQ = [ ojun,dT - [ o udQ, (2.47)
Q r Q

y,Jjt
r

Reescrevendo-se (2.47), levando-se em conta a condicdo de contorno de Cauchy

(2.10) e que, por (2.42) o, , =—b, , tem-se:

pu; dU+ | bu;dQ = | p;udl+ | bu,dQ, (2.48)
J puidT+ [bu;dQ= ] piudT+ |
r Q r Q

sendo u; e p, as solugdes fundamentais (2.38) e (2.41) respectivamente.

A equacéo (2.48) € também conhecida com segundo teorema de Betti, sendo
que, (2.45) é o primeiro teorema de Betti, ou seja:

* _ 3k
0;€; =0;€;

(2.49)

reescrevendo (2.48) adicionando um indice referente aos dois problemas

fundamentais apresentados anteriormente, tem-se:

[ i (f )t (5. )T+ [ b, (f )y (5. £ )dQ= [ py, (s, f ), (£)dT+ [ by, (5. f )i (£ ) 42,

r

(2.50)

substituindo-se agora bki=5kj5(s,f) como realizado em (2.23) e tratando essa

integral separadamente, tem-se:

1. Ponto fonte fora do dominio real estudado:

[ B (5. F)u, (£)dQ=[ 8,6 (s, f ) (f)dQ=0; (2.51)

Q Q
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2. Ponto fonte dentro do dominio real estudado:

Iblji(S’f)”i(f)dQ:J‘da'&(S’f)”i(f)dQ:5ki”i(f); (2.52)

Q Q

3. Ponto fonte sobre o contorno do dominio real estudado, neste caso a
equacao recebe um valor intermediario entre (2.51) e (2.52), ficando da

seguinte forma:

IbZi(S’f)ui(f)dQ:I5ki5(s’f)ui(f)dQ:Ckiui(f); (2.53)

Q Q

nesse caso a equacao (2.50) fica,

Ckiui(s)+-j‘-p;(S,f)u[(f)dr‘:-j'piu;(S,f)dQ+jbiuZi(s,f)dQ, (2.54)

sendo que, C,, sera definido a seguir; a integral com o trago no meio é fortemente

singular e deve ser calculada de acordo com o sentido de valor principal de Cauchy.
A equacao (2.54) escrita para pontos internos é também conhecida como

identidade Somigliana, como segue:

Sty (5)+ [ i (5. ), (£ )T = [ p, (f )ua (s, ) dQ+ [, (f ) (s, f ) A, (2.55)

T
ou, na forma discreta:

nel 1 nel 1

;_flp}; (51 (8) 1, (E)dlu; (£) =3 [ (s.£) 4 (£) 1, () dépi (f)+

i . (2.56)

nel 1/\

ZIMZi(S,f)@ (£)7,($)déb,(f)

n=l _1

sendo ¢, as fungdes de forma de cada elemento, o termo J, (&) é o Jacobiano

associado a transformacédo de coordenadas dimensionais para adimensionais e o
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ultimo termo, referente as forcas de corpo foi obtido considerando-se tais forcas

o~k

constantes, portanto, o termo uxw € a primitiva da solugdo fundamental em

deslocamentos u;, .

A equacao (2.56), desprezando-se as forcas de corpo, € transformada em
representacdo algébrica utilizando-se as aproximacdes das variaveis de contorno e

de dominio, que serdo apresentadas posteriormente, chegando-se a seguinte forma:

[H [{u} =[G]{p}. (2.57)

2.3.1 Formulacao do Método dos Elementos de Contorno

Para a resolucdo da equacédo (2.55) pode-se dividir o contorno I" em
elementos, como realizado em (2.56). Neste trabalho sao utilizados elementos
curvos, com funcdes aproximadoras isoparamétricas de ordem qualquer, como sera
apresentado a seguir.

O Método dos elementos de contorno consiste basicamente na divisdo do
contorno do problema em segmentos, denominados elementos de contorno, sobre
0S quais as variaveis sdo aproximadas por fungdes previamente escolhidas. Essas
funcdes, ditas interpoladoras, sdo, em geral, polinomiais e definidas em funcao de
pontos previamente escolhidos em cada elemento, denominados pontos nodais,
Waidemam (2008).

Através dessa divisdo do contorno do modelo geométrico do problema, muda-
se de um sistema estrutural continuo (“infinitos graus de liberdade”) para um sistema
estrutural discreto, permitindo entdo expressar a solucao exata do modelo continuo
de forma aproximada. Desta forma, as equacgdes integrais apresentadas
anteriormente sao transformadas em equacdes algébricas que, aplicadas aos pontos
nodais pré-definidos formam um sistema de equacbes lineares cuja resolugcéo

fornece as incognitas do problema.
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2.3.2 Discretizacao do Contorno

Considere-se um elemento estrutural de dominio Q e contorno I'. Tal

contorno é dividido em n trechos menores I',, de forma que, a soma destes

recompde o contorno original. Até recentemente, o procedimento seguido para a
divisdo do contorno era a escolha do numero e forma (geralmente linear ou

quadratica) dos elementos de contorno a discretizar tal contorno I', de forma a

representar da melhor maneira possivel este elemento. Neste trabalho, através do
Polinbmio de Lagrange foi feita a generalizacdo da ordem das fungbes polinomiais
responsaveis pela aproximacdo tanto das varidveis quanto da representacao
geomeétrica do problema.

Sendo que o Polinémio de Lagrange é definido da seguinte forma:

Li(§)=H(é_§-"')- (2.58)

Tais fungdes assumem a forma apresentada a seguir para o caso linear:

b 2, (2.59)
5. (£)=8=2)
’ (& -4)

sendo as fungdes utilizadas aqui adimensionais, ou seja, definida no espago de

(-1<£E<+1), tem-se:

: (2.60)

sendo suas derivadas dadas por:
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¢1,§ ==

2 (2.61)
b=+
2,& 9
para o caso quadratico, tem-se:
— (5_52) (5_53)
¢1(§)_ (51_52) (51_53)
:(5_51) (5_53) 2.62
¢2(§) (2_1)(52_53)’ ( )
_(6-¢) (¢-4)
MO ETe) e
na forma adimensional, tem-se:
_S (e
0 =5(6-1)
¢=1-¢ (2.63)
¢, =§(§+1)
e sendo suas derivadas dadas por:
¢1,§ :ég_%
$e=—2¢ . (2.64)
¢3,§ :§+%

Desta forma, foram desenvolvidos mais alguns graus dos Polinbmios de
Lagrange, com o intuito de descobrir a recorréncia tanto para as fungdes, quanto
para suas derivadas, necessarias também para a confeccdo de coédigos
computacionais relativos ao MEC. Apresenta-se a seguir nas Figura 2-9, Figura 2-10,
Figura 2-11, Figura 2-12, Figura 2-13 e Figura 2-14 os graficos do polinbmio linear e sua
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derivada, do polinbmio do segundo grau e sua derivada, e do polindbmio do quarto

grau e sua derivada, respectivamente.
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Figura 2-9 — Polindmio de Lagrange linear
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Figura 2-10 — Derivada do Polindmio de Lagrange linear
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Figura 2-13 — Polinbmio de Lagrange do quarto grau.

Quarto grau —¢'1 9’2 —+—¢'3 9’4 ——09'5

A~ O o]

|

>< R
——— T oo .‘.,‘,..&—QAS
et

-1.0 -0.8 o -0.4 -0.2

Figura 2-14 — Derivada do Polindmio de Lagrange do quarto grau.

Para os casos onde a geometria apresenta angulosidades no contorno ou
diferentes condicdes de contorno, foi usada neste trabalho a técnica do né duplo,

como é apresentado na Figura 2-15.
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\ PontO S com /
descontinuidade

X2I T rrrrrrrrrrrrrr i/

X
Figura 2-15 — Detalhe de utilizagdo do n6 duplo na descontinuidade.

2.3.3 Equacoes Integrais de Contorno para Pontos no Contorno

A equagéao (2.55) é valida para pontos fonte no dominio, portanto valida para
o dominio apresentado na Figura 2-16.

r-T,
Figura 2-16 — Dominio Sélido 2-D.

Sendo ¢ arbitrario, pode-se fazer:

[=lim(C-T,+T,), (2.65)

-0
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Q=1im(Q+Q,) (2.66)

£—-0

E, com isso, o limite da equacgao (2.55) fica:

lim{5kiui(s)+ [ puls.fu(f)ar="| piu;(s,f)d£2+jbiuzi(s,f)dﬂ}.(2.67)

-0 e s
[-Te+T, [-Te+0, Q+Q,

Desenvolvendo-se o limite (2.67) chega-se a seguinte equacao:

”i(s)_wzz—;el]%(s)JFfPZ(S,f)‘”i(f)dr={'19i'Mzi(S,f)dF+jb;‘M/Z(S,f)dgs (2.68)

sendo @ mostrado na Figura 2-17.

Figura 2-17 — Detalhe dos angulos.

Desta forma, pode-se colocar em evidéncia os dois primeiros termos da
esquerda de (2.68), resultando em:

ui(s){l—u}zui(s){l—i}=ui(s){27z_€} - c:{z’"e}, (2.69)

27

ficando,
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C(s)u, () 445 (5.£) -, (F)dT =f p, 1, (5.1 )T+ [ -, (5. £)d . (2.70)

O lado esquerdo da equacéao (2.70) pode ser avaliado de duas maneiras. a)
fazendo-se a integracdo no sentido de valor principal de Cauchy e somando-se o
resultado com o termo independente; b) utilizando a propriedade de movimento de
corpo rigido de qualquer sélido.

Neste trabalho optou-se por utilizar o movimento de corpo rigido para a
avaliacdo do termo a esquerda da equacao (2.70). No caso plano ha trés
movimentos de corpo rigido: duas translacbes e uma rotacdo. Para definir os
coeficientes do lado esquerdo da equacgao basta utilizar as duas translacbes. Esse
procedimento evita o calculo das integrais fortemente singulares. As demais
continuam a ser calculadas por integracdo numérica.

Analisando-se o primeiro termo a direita da igualdade (2.70), nota-se que o

termo a ser integrado é a solugdo fundamental em deslocamentos u,, que pode ser
dividida em duas partes, sendo uma regular B, e outra singular (singularidade

considerada fraca) A, In|r|, como segue:
u, = A, In|r|+B,. (2.71)

Tratando-se entédo do termo singular, tem-se:

jAwhﬂ (£):(£)7 ()¢ = fﬂ%An\ &)[0,(£)7(£)- A, n[r(£)91(&)7 (&) ]a¢ +

4,0,(&) [n|r( \@)f
(2.72)

sendo, 475, as funcdes de forma modificadas, sabendo-se que, estando o ponto fonte
sobre o elemento, entdo havera um ponto ¢, singular no elemento, dessa forma,

para que esse ponto sO influencie uma vez no calculo, modifica-se a fungao de

forma, de forma que, nesse ponto a funcéo sera igual a um, como apresentado para
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uma fungdo linear na Figura 2-18. O termo J(£) é o Jacobiano associado a

transformacéo de coordenadas dimensionais para adimensionais.

Figura 2-18 — Funcdes de forma modificadas.

Tratando-se agora o ultimo termo da equacéo (2.72), tem-se:

finfr(£)7(&,)dé= j lan\ (&)Y (&) d§+ 1an\ (&) (&)dE, (2.73)
sendo, r r ‘f‘ pois &=&— &, e, com isso, os limites das integragdes ficam:
E(-1)=-1-
f( ) (’80, (2.74)
§(+1)_+1_§0
como apresentado na Figura 2-19.
N |
I /N |
I \ / I
12 SAS AL -4,

Figura 2-19 — Limites de integracao



49

Mudando-se os limites de integracao do primeiro termo a direita da igualdade
da equacao (2.73), tem-se:

fimlr(€)7(&)ac = J inf¢ls (&)

(&) d§+ 1an\ &)/

(&)dE. (2.75)

Resolvendo agora a integral (2.75), tem-se:

finfr(£)7(&)ag=[7 (&) (s (&)¢-1) | +[ (&) (m]s (&)¢-1) | 278)

fm[r(€)| (&) dg=1(&)(1+&) (|7 (&) 1+§o)\)
(2.77)
J(&)(1-4) (ln“] &)1 )‘) 2-J(&)

E finalmente, o primeiro termo a direita da igualdade da equacao (2.70) fica:

-_':ukpdr J.B ¢z ) (é:)dé:pli-i-

-1

j[A I (£)0,(6)7/(6)- A, [ ()0, (6)7 (&) ], +

-1

A {J 1+§o)(ln|J(50)(1"'60)|)+J(é:o)(l_é:o)(lnp(50)(1_50)“_2](60)}% .
(2.78)

2.3.4 Calculo de deslocamentos e tensdes nhos pontos internos

Com todas as variaveis do contorno ja calculadas, pode-se agora calcular os
deslocamentos, as deformagdes e as tensdes nos pontos internos ao contorno. Para

isto, reescrevendo a identidade Somigliana (2.55), desprezando as forcas de corpo
com a seguinte forma simplificada:
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u, (s) = p-uy (s, £)dU=[ py; (s, f)-u,(f)aT, (2.79)

T
ou, na forma discreta:

nel | 1

u (s)=2, IuZ(s,f)-Jn(é)-@(f)df-p,»,(f)—jpZ,»(s,f)-Jn(f)-@(f)df-uﬂ(f) .(2.80)

n=l| 1

sendo que, todas os termos a direita da equacéao (2.80) ja foram calculados.

Para obter a representacao integral das tensdes parte-se da equacao integral
dos deslocamentos (2.79), para pontos internos, encontra-se sua derivada,
(lembrando-se que para pontos internos ndo ha singularidades), obtém-se a
equacao integral das deformacdes a partir das equacdes de compatibilidade (2.12) e
aplica-se a lei de Hooke (2.15) para se obter a equacao integral das tensdées. Com

esse procedimento obtém-se a seguinte equacgao para pontos internos:

(o}

o (5)=[ p,- Dy (s, £ )T = [ Sy (5. £)-u, (£)dT, (2.81)

r r

onde, 0s termos D,’;j e S,Zj, sdo as solucdes fundamentais para a equacao de

tensdo, Dominguez & Brebia (1992). E sdo apresentados a seguir:

* 1
ki = m{(l_ 20) (1,8, 41,8, ~ 18, )+2r,rr ] (2.82)

S H i{2&[(1—20)5[]1”,(+l)(r5 +r0, )—4",,»’”,]7”/(]"'

Y10 7 | Ton S | . (2.83)
ZU(niijjijk +”j”,i”,k)+(1_27))(2nk”,;”,j +n,0, +ni5jk)—(1—4v)nk§”}

A representacao integral das tensées é também transformada em equacao

algébrica seguindo-se 0s mesmos passos utilizados para a transformacdo da
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equacao integral de deslocamentos. Portanto, na equagao (2.81) substituem-se os
valores de contorno pelas suas formas discretizadas em fung¢ao dos valores nodais e
das funcdes aproximadoras adotadas anteriormente.

2.4 Exemplo numérico de validacao

Nesta seg¢do, € analisado um exemplo numérico de forma a validar o
desempenho da formulacao do MEC apresentada neste capitulo.

Sera apresentada como exemplo a cavidade pressurizada em meio infinito
como ilustrado na Figura 2-20, por ter resposta analitica apresentada nas equacgdes a

sequir:

I
o =p;—2', (2.84)
pir;
o, -2, (2.85)
1+ r?
u, =4 Ev) L, (2.86)

como em Sadd (2005), sendo que, tal formulacdo é obtida a partir da solucéao
analitica para um cilindro pressurizado, com a imposicao da pressao externa igual a
zero e o raio externo tendendo a infinito. Tal solucdo é dada em termos de

deslocamentos radiais, tensdes radiais e tensdes circunferenciais no ponto A.
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=t

=Y

Figura 2-20 — Cavidade pressurizada em meio infinito, Kzam (2009).

Sendo que, foi feita uma anélise em estado plano de deformacdes, com o

Moédulo de elasticidade do meio igual a E=2,05x10* kN.cm®*, o coeficiente de
Poisson igual a v=0.3, a pressao interna igual a p,=100 kN/cm’® e o raio interno igual

ar=10m.

2.4.1 Analise dos deslocamentos no contorno

Analisando-se primeiramente os deslocamentos no contorno da cavidade, no
grafico da Figura 2-21, com uma malha de oito, dezesseis e trinta e dois elementos e
variando o grau da aproximagcdao de um até quatro, comparados com a resposta

analitica.
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0.064

0.062 4

0.060

0.058

0.056

Deslocamento no contorno

0.054 4

0.052 \ \

Grau da aproximacao

‘—O—Analftico —=—8elem —s— 16 elem. 32 elem. ‘

Figura 2-21 — Deslocamentos no contorno, para as malhas com 8, 16 e 32 elementos.

Considerando-se agora o erro relativo & solugdo analitica ocorrido nesta
andlise na Figura 2-22.

0.14 4

0.12 +

Ig 0.08 +
0.06

0.04 -\ \
0.02 +

0.00 A —I 4
2 3

-0.02

Grau da aproximacao

‘—0—8 elem —m— 16 elem 32 elem ‘

Figura 2-22 — Erro relativo no célculo do deslocamento no contorno para as malhas com 8,

16 e 32 elementos.
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2.4.2 Analise dos deslocamentos no dominio

Analisando-se neste momento os deslocamentos no dominio (ou seja, no
meio infinito), primeiramente um grafico na Figura 2-23 com uma malha de oito
elementos e variando o grau da aproximacao de um até quatro. Sendo mostrado na
Tabela 2-1 0 erro relativo a esta discretizacao e variando o grau das aproximacdes de
um a quatro, sendo que, na Figura 2-24 € apresentado o grafico referente a este erro.

0.07

0.06

0.05

0.04 4

u (x)

0.03

0.02 4

0.01 4

25

35

45

55
X

65

75

‘—Analitico —M8 G1

M8 G2 ——M8 G3 —— M8 G4 |

95

Figura 2-23 — Deslocamentos no dominio para a malha com 8 elementos.

Tabela 2-1 — Erro relativo no calculo do deslocamento no dominio para a malha com 8

elementos.

Coord. Analitico M8 G1 ERRO M8 G2 ERRO M8 G3 ERRO M8 G4 ERRO

10.10 0.062787 0.055920 0.109369 0.062673 0.001816 0.062823 -0.000571 0.062896 -0.001740
11.10 0.057130 0.050020 0.124466 0.057011 0.002093 0.057167 -0.000636 0.057230 -0.001753
12.10 0.052409 0.045452 0.132742 0.052298 0.002107 0.052431 -0.000422 0.052476 -0.001287
13.10 0.048408 0.041666 0.139278 0.048307 0.002095 0.048421 -0.000264 0.048456 -0.000979
14.10 0.044975 0.038453 0.145017 0.044881 0.002083 0.044982 -0.000159 0.045010 -0.000775
15.10 0.041996 0.035688 0.150222 0.041909 0.002075 0.042000 -0.000086 0.042023 -0.000634
16.10 0.039388 0.033284 0.154973 0.039306 0.002069 0.039389 -0.000032 0.039409 -0.000531
17.10 0.037085 0.031177 0.159302 0.037008 0.002067 0.037084 0.000010 0.037101 -0.000453
18.10 0.035036 0.029317 0.163233 0.034963 0.002065 0.035034 0.000045 0.035049 -0.000391
19.10 0.033201 0.027664 0.166793 0.033133 0.002065 0.033199 0.000074 0.033213 -0.000342
20.10 0.031550 0.026186 0.170010 0.031484 0.002065 0.031546 0.000099 0.031559 -0.000301
25.10 0.025265 0.020667 0.181992 0.025213 0.002069 0.025260 0.000190 0.025269 -0.000172
30.10 0.021068 0.017079 0.189357 0.021024 0.002073 0.021063 0.000245 0.021070 -0.000102
40.10 0.015814 0.012694 0.197304 0.015781 0.002078 0.015809 0.000304 0.015815 -0.000032
50.10 0.012658 0.010111 0.201196 0.012631 0.002081 0.012653 0.000333 0.012658 0.000002
70.10 0.009046 0.007195 0.204697 0.009027 0.002084 0.009043 0.000360 0.009046 0.000033
90.10 0.007038 0.005587 0.206168 0.007024 0.002085 0.007036 0.000371 0.007038 0.000046
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Figura 2-24 — Erro relativo no calculo dos deslocamentos no dominio para a malha com 8

elementos.

Agora aumentando-se o numero de elementos para dezesseis e variando-se
0 grau da aproximagao de um até quatro, apresentado na Figura 2-25. E € mostrado
na Tabela 2-2 o erro relativo a esta discretizacdo e variando-se o grau das
aproximacdes de um a quatro, sendo que, na Figura 2-26 é apresentado o grafico

relativo a este erro.

0.064 -

0.054 -
0.044

u (%) 0,034 \

0.024 \\

0.014

0.004 T T T T T T T T T
8.00 18.00 28.00 38.00 48.00 58.00 68.00 78.00 88.00 98.00
X

‘—Analitico —=M16 G1 —M16 G2 M16 G3 ——M16 G4 ‘

Figura 2-25 — Deslocamentos no dominio para a malha com 16 elementos.
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Tabela 2-2 — Erro relativo no calculo do deslocamento no dominio para a malha com 16

elementos.

Coord. | Analitico M16 G1 ERRO M16 G2 ERRO M16 G3 ERRO M16 G4 ERRO
10.10 0.062787 0.059804 0.047502 0.062862 -0.001204 0.062852 -0.001044 0.062841 -0.000857
11.10 0.057130 0.054072 0.053527 0.057204 -0.001289 0.057185 -0.000955 0.057158 -0.000477
12.10 0.052409 0.049478 0.055927 0.052453 -0.000844 0.052442 -0.000641 0.052417 -0.000155
13.10 0.048408 0.045631 0.057364 0.048435 -0.000555 0.048429 -0.000429 0.048408 0.000006
14.10 0.044975 0.042348 0.058413 0.044992 -0.000376 0.044987 -0.000273 0.044971 0.000093
15.10 0.041996 0.039508 0.059258 0.042007 -0.000263 0.042003 -0.000154 0.041990 0.000145
16.10 0.039388 0.037026 0.059973 0.039395 -0.000187 0.039390 -0.000059 0.039381 0.000177
17.10 0.037085 0.034838 0.060590 0.037090 -0.000135 0.037084 0.000019 0.037077 0.000198
18.10 0.035036 0.032894 0.061128 0.035039 -0.000097 0.035033 0.000084 0.035028 0.000212
19.10 0.033201 0.031156 0.061600 0.033204 -0.000069 0.033197 0.000139 0.033194 0.000223
20.10 0.031550 0.029593 0.062018 0.031551 -0.000048 0.031544 0.000186 0.031542 0.000230
25.10 0.025265 0.023660 0.063513 0.025265 0.000012 0.025256 0.000346 0.025259 0.000248
30.10 0.021068 0.019711 0.064402 0.021067 0.000038 0.021059 0.000437 0.021063 0.000254
40.10 0.015814 0.014781 0.065349 0.015813 0.000062 0.015806 0.000532 0.015810 0.000259
50.10 0.012658 0.011825 0.065811 0.012657 0.000073 0.012650 0.000578 0.012654 0.000261
70.10 0.009046 0.008447 0.066226 0.009046 0.000083 0.009041 0.000619 0.009044 0.000262
90.10 0.007038 0.006571 0.066401 0.007038 0.000087 0.007034 0.000636 0.007036 0.000263
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|§ 0.03
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0.01

0.00 Attt = 2 ‘ 2 ‘ 2
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-0.01
Coord ( X)
| —+—M16 G1 —=—M16 G2 —»— M16 G3 M16 G4 |

Figura 2-26 — Erro relativo no célculo dos deslocamentos no dominio para a malha com 16

elementos.

Agora aumentando-se novamente o numero de elementos para trinta e dois e
variando-se o grau da aproximacgao de um até quatro, apresentado na Figura 2-27. E
€ mostrado na Tabela 2-3 o0 erro relativo a esta discretizacdo e variando-se o grau
das aproximacdes de um a quatro, sendo que, na Figura 2-28 é apresentado o gréfico

relativo a este erro.
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Figura 2-27 — Deslocamentos no dominio para a malha com 32 elementos.

Tabela 2-3 — Erro relativo no calculo do deslocamento no dominio para a malha com 32

elementos.

Coord. | Analitico M32 G1 ERRO M32 G2 ERRO M32 G3 ERRO M32 G4 ERRO
10.10 0.062787 0.062065 0.011498 0.062832  -0.000722 0.062818 -0.000501 0.062831 -0.000698
11.10 0.057130 0.056382 0.013099 0.057153  -0.000392 0.057143  -0.000218 0.057153  -0.000401
12.10 0.052409 0.051685 0.013817 0.052418 -0.000167 0.052416  -0.000131 0.052429  -0.000381
13.10 0.048408 0.047715 0.014321 0.048412  -0.000083 0.048412  -0.000073 0.048426  -0.000373
14.10 0.044975 0.044314 0.014703 0.044977  -0.000046 0.044976  -0.000029 0.044991 -0.000366
15.10 0.041996 0.041366 0.015002 0.041998 -0.000028 0.041996 0.000005 0.042012  -0.000361
16.10 0.039388 0.038788 0.015243 0.039389 -0.000017 0.039387 0.000031 0.039402 -0.000357
17.10 0.037085 0.036512 0.015440 0.037085 -0.000010 0.037083 0.000051 0.037098  -0.000355
18.10 0.035036 0.034489 0.015606 0.035036  -0.000005 0.035033 0.000068 0.035048 -0.000353
19.10 0.033201 0.032679 0.015746 0.033201 -0.000002 0.033199 0.000082 0.033213  -0.000352
20.10 0.031550 0.031049 0.015867 0.031550 0.000000 0.031547 0.000093 0.031561 -0.000351
25.10 0.025265 0.024853 0.016281 0.025265 0.000007 0.025261 0.000131 0.025274  -0.000349
30.10 0.021068 0.020720 0.016518 0.021068 0.000009 0.021065 0.000152 0.021075 -0.000349
40.10 0.015814 0.015549 0.016767 0.015814 0.000012 0.015811 0.000173 0.015820 -0.000349
50.10 0.012658 0.012444 0.016887 0.012657 0.000013 0.012655 0.000183 0.012662 -0.000350
70.10 0.009046 0.008893 0.016995 0.009046 0.000014 0.009045 0.000191 0.009049 -0.000350
90.10 0.007038 0.006918 0.017041 0.007038 0.000014 0.007037 0.000195 0.007041 -0.000350

57
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Figura 2-28 — Erro relativo no célculo dos deslocamentos no dominio para a malha com 32

elementos.

2.4.3 Analise das tensoes para os pontos do dominio

Analisando-se agora a tensdo no dominio (ou seja, no meio infinito),
primeiramente obtendo-se um grafico na Figura 2-29 com uma malha de oito

elementos e variando-se o grau da aproximacao de um até quatro.
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Figura 2-29 — Tens6es no dominio para a malha com 8 elementos.

Agora aumentando-se o numero de elementos para dezesseis e variando-se

o grau da aproximacao de um até quatro, apresentado na Figura 2-30.
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Figura 2-30 — Tensdes no dominio para a malha com 16 elementos.
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Agora aumentando-se novamente o numero de elementos para trinta e dois e

variando-se o grau da aproximacao de um até quatro, apresentado na Figura 2-31.

100.0

80.0 -
60.0 -
40.0

200 \

0.0 ey~

5.p0 15.00 25.00 5 45.00 55.00 65.00 75.00 85.00 95.00 105.00

-40.0

-100.0

X

== Analitico rr —M32 G1 M32 G2 M32 G3 =——M32 G4 === Analitico 66 ——M32 G1 66 M32 G2 68 —M32 G3 86 ——M32 G4 66

Figura 2-31 — Tensbes no dominio para a malha com 32 elementos.
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3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 3-D

E apresentada neste capitulo uma breve teoria a cerca da formulagdo do
método dos elementos de contorno tridimensional e as principais mudangas com
relagdo ao j4 apresentado na formulagcdo bidimensional. Grande parte da teoria
escrita neste capitulo, bem como o programa utilizado neste trabalho, foi retirada de
Coda (1993).

3.1 Solucao Fundamental

Para formular o problema 3-D muda-se inicialmente a solu¢do fundamental de

Kelvin que agora passa a ser dada por (Brebbia et al, 1984), como:

1
L= — 3— 41) - 3.1
i l6nG (1-v) { ag S

que é o deslocamento em um ponto do dominio infinito devido a carga unitaria
aplicada no ponto fonte.
A solucao fundamental das forcas de superficie é agora dada por:

—2{(1—21))[(jnl. - ljinj]+[(l—21))5[j +3r,l.r,j]?} (8.2)
n
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3.2 Equacoes integrais de Contorno

Como no caso bidimensional a equacéao (2.55) é transformada para sua forma
algébrica dividindo-se o contorno I' em elementos e aproximando os valores de
contorno sobre eles. Para o caso tridimensional, esse contorno € uma superficie. No
caso, foram usadas funcdes interpoladoras do segundo grau, como sera
apresentado a seguir.

Como para o MEC bidimensional aqui também foi utilizada a técnica do
movimento de corpo rigido para o calculo dos termos do lado esquerdo da igualdade
(2.70). Como as analises realizadas aqui se tratavam de dominios infinitos, a soma
dos termos que multiplicam os deslocamentos, em cada direcdo € igual a zero a nao

ser na diagonal principal, que € igual a um.
3.2.1 Elemento quadratico

Nesta secdo sao descritas as aproximacdoes da geometria e das variaveis
fisicas do problema para cada elemento utilizado.

a) Aproximacao da geometria

O elemento utilizado é composto por oito nds, estes ndés nao precisam
necessariamente pertencer a um mesmo plano, porém devem estar contidos na
superficie do corpo, Figura 3-1.

Conhecidas as coordenadas destes oito nds, as coordenadas de um ponto
qualquer, pertencente ao elemento, sdo dadas por:

x, =¢.(r,s)x , (i=123)e (k=1..,8) (3.3)

com:



b =(1-r)(1-s)(~r—s-1)

4
0. =5 (1+1)(1-8)(r-s-1)
b= (14r)(1+3)(r+5-1)
6, = (1=r)(1+5)(-r+5-1)
¢5:%(1—r2)(1—s)
¢6—%(1—52)(1+r)
@z%(1—r2)(1+s)
9, = (1-5°)(1-1)

3=+l

5

rz=14—

g==1
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qr=+1

Figura 3-1 — Definicdo geométrica do elemento quadratico e coordenadas homogéneas.

b) Aproximacao das variaveis

As variaveis fisicas (u e p) sé@o interpoladas sobre o elemento r; da mesma

forma que a geometria. Assim, para um ponto s qualquer do elemento, tem-se:
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u, = ¢k(r’s)uik

p; =.(r.s)pf

A Figura 3-2 mostra algumas func¢des de forma para o elemento quadratico.

Figura 3-2 — Aproximagéao de variaveis sobre o elemento quadratico, Coda (1993).

Apesar de o elemento quadratico representar melhor geometrias complexas
Figura 3-1, como neste trabalho a preocupacéao central é a discretizacao da superficie
do solo, adota-se o elemento quadratico plano assumindo pontos nodais coplanares.
Desta forma, pode-se adotar como aproximacdo da geometria as funcdes
interpoladoras do elemento linear.
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c) Relacao entre coordenadas globais e homogéneas
Ja foram definidas as funcdées que levam das coordenadas adimensionais
(r,s) para as globais (x1,X2,X3). Porém, para que se aplique uma integracao sobre um

dominio transformado, precisa-se conhecer o Jacobiano de tal transformacao, que
ird fornecer a magnitude da alteracao de area ocorrida ao se efetuar a mesma.

X1

Figura 3-3 — Sistemas de coordenadas, Coda (1993).

Pela regra da cadeia, escrevem-se as derivadas de u como:

u
| [ox 9% x| X
or or d9r or ||du
= —_— 3-6
au Tox ax x| ox .
ds s 0s 9ds ]| ou
0X,

O diferencial de area sobre a superficie é igual ao médulo do vetor normal (&)

ao plano, que é definido pela transformacao apresentada na equacéao (3.6),
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1/2

det(J(r,5)) =(91,9.05| = (67 + G2 +93) (3.7)

onde:

_ 09X, 0X; 09X, 0X,
9= 35 or os

3.3 Discretizacao Utilizada

Na discretizagcdo do tdnel, foi utilizada uma malha do MEC com 969
elementos e 3003 n6s no contorno do tunel, como apresentada na Figura 3-4. Tal

malha sera usada no capitulo 6 para a obtengao das curvas de deslocamento radial
do tanel na analise da frente de escavagao.



Figura 3-4 — Malha de elementos de contorno utilizada.
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4 FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO PARA DOMINIOS BIDIMENSIONAIS COM A
PRESENCA DE ENRIJECEDORES

Neste capitulo sera apresentada a formulacao integral utilizada para a
resolucao de dominios enrijecidos utilizando-se apenas MEC.

Tal formulagdo foi desenvolvida introduzindo-se um termo de dominio
adicional em tensfes iniciais para a corre¢cao da rigidez. A corregcédo da rigidez foi
escrita em termos de forgas normais e momentos fletores corretivos a partir de uma
aproximacao conveniente do campo de deformacdes. As equacdes adicionais para a
simulacdo do suporte foram escritas sobre o eixo do mesmo em termos de

deslocamentos e rotagoes.

4.1 Formulacao do MEC enrijecido

A maneira classica de se tratar problemas compostos por mais de uma
regido, € através da técnica das sub-regides, onde a compatibilidade dos
deslocamentos e o equilibrio de forcas de superficie ao longo da interface sao
impostos em nivel de equagdes algébricas. E apresentada a seguir uma forma
alternativa na resolugdo destes problemas a partir do emprego da formulacdo do
método dos elementos de contorno com campos de tensdes iniciais.

Considere-se um dominio qualquer Q enrijecido, finito e isotropico como é
apresentado na Figura 4-1.
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Figura 4-1 — Dominio Q enrijecido.

Tendo como base o principio da reciprocidade de Betti apresentado na

equacao (4.1) a sequir:

ijk

J'O-jk g;kdgz‘[O'.* £, dQ, (4.1)
Q Q

assumindo-se Qenij cOMO um sub-dominio que tem rigidez diferente do dominio

principal Q, pode-se definir uma relagéo entre a tenséo elastica o}, a tenséo

corretora o), e atenséo real o, , como apresentado na equagéo (4.2) e ilustrado na

Figura 4-2.

0, =05+0%, (4.2)

>
A

Figura 4-2 — Gréfico tensao deformacao do sistema enrijecido.
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Admite-se que as componentes de tensoes reais o, sejam vistas como uma

componente de enrijecimento das tensdes elasticas do material o7, expressas sob

a forma:

Oy =Y0 (4.3)

onde y para o caso de material isotrépico, € uma constante que enrijece (ou

penaliza) as tensdes elasticas de um material isotropico utilizado como referéncia,
corrigindo-as para as tensdes reais no qual estaria submetido o material desejado.
Substituindo-se (4.3) em (4.2), tem-se:

o =(v-1)o. (4.4)

Definida a relagdo aditiva de tensbes e considerando-se o campo de tensdes

corretoras o atuando no dominio do enrijecedor, o teorema de Betti pode ser

reescrito como na equacao (4.5).

Iajk £, dQ— I Oy €3dQ,,. = J' O € dQ. (4.5)
Q Q

Q

enrij

Reescrevendo-se a equacao (4.5) em funcao dos deslocamentos, tem-se:

[0, w5, d@— [ o uy, dQ,,, = [0}, u,, dQ, (4.6)
Q Q

enrij

Q

aplicando-se o Teorema da Divergéncia aos termos do dominio Q ,tem-se:

ijk

[o,u ndr - [o,, ude - [ o\ u, dQ,, =[o, u n dC-[c,, u n, dQ, (4.7)
r Q r Q

Qeprij

Tendo-se em vista a equacao de equilibrio (2.8) e desconsiderando-se as
forcas de corpo, pode-se reescrever a equacéao (4.7) como segue:
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J-O'jk u; 1, szJ-GZ.k u; 1, dl + J' o Uy, dQ
r r

Q

enrij ?

enrij

levando-se em consideracao a condi¢dao de contorno de Cauchy (2.10), tem-se:

ij,k enrij * (49)

C; uj+J-pZ. u; dU =J.pj u; dI'+ J. oy Uy, dQ
r r Qi

]

Aplicando-se o Teorema da Divergéncia agora ao termo referente ao dominio

enrijecido Q na equacao (4.9), tem-se:

enrij

(4.10)

enrij ?

Cyu+[pyu,dU =[p, u; dU+ [ o4 u; 7 dT,,,— [ 0%, u; dQ
r r

T

enrij Qe/m'j

sendo que, 0s termos p; e uj séo as solugdes fundamentais de Kelvin em forgca de

superficie e deslocamentos, respectivamente.

Obtendo-se a primitiva do ultimo termo da equacgao (4.10), tem-se:

C; uj+.|.pl.} u; dT' :.[pj u; dU+ J. oy u; 1 dl,,. — .[ (O-;:k,k uj+05 i | dl
r r

rermj rermj

enrij *

(4.11)

Procedendo a analise sobre a ultima parcela da equacgao (4.11), verifica-se

que ﬁ, é a primitiva de u; quando integrado no dominio do enrijecedor Q Devido

enrij *

ao termo (%) ser linear para o primeiro termo da integral, logo (c%,) é constante,

portanto:

(4.12)

enrij ?

¢ —
Ok I uijdr

T

enrij

onde:
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—

1\ r or
j=————| —(3=40)8, = | In(r)-= |+ = rr, | . 413
Ui 8EG(1_U)|: ( U) tlz(n(r) 2j+2r:tr:1:|an ( )

Ja para o segundo termo dentro da ultima integral da equacgao (4.11) sua
derivada é linear, pois tal termo é referente a forga cortante, que por sua vez é uma
curva do segundo grau, como apresentado na Figura 4-3, resultando na seguinte

equacao:

2 2

r r or
{(3—40)3(3111(")—1)(2,—;m},zg, (4.14)

= L |
=

1
H'7G(1-0)

Figura 4-3 — Grafico tensdo Cisalhante no eixo do enrijecedor.

onde algebricamente pode-se escrever a equacao (4.11) da seguinte forma:
[H){u}=[G){p}+|G']{c°}. (4.15)

A fim de obter aproximacdes em termos de forgas normais e momentos

fletores, utilizou-se a seguinte relacédo entre a forca normal e a tensao interna:
N=0"Area. (4.16)
Portanto, obtém-se as equacdes integrais da forgca normal, escritas para

pontos do eixo do enrijecedor (4.17), da mesma forma que foi obtida a equacao para
o calculo da tensao interna (2.81).
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ijk = jk "k enrij

N, = Area| =[ S,u,dU+[ D} pdaT'+ | D, o\ndl,, - | (a;'k,kﬁﬁ}k+a;k,kl3,»jk)drm},
T T

T T,

enrij enrij

(4.17)

*

sendo que, o termo D,; ja foi apresentado, na equagéo (2.82), o termo S,Zj foi

—%

apresentado na equacao (2.83), o termo T)Z,, foi obtido derivando-se o termo u;

exposto acima na equacao (4.13) em relacdao ao ponto fonte (s), substitui-se na
equacao de compatibilidade (2.12) e em seguida substituindo-se na Lei de Hooke

(2.15), obtendo-se entao:

1

Dy =————
" T8z (1-0)

{(1 =20) 18+ 2rr 1y +(1-20) 1,6, — 5,-1(",,'}% +

167 (1-v) {_(3_40){5’7 (ln|r|—5jnk +0; (ln|r|—5jnj}+r!ir!jnk + r,ir,knj}—i_ .(4.18)

vour; (1=4v) ar, (3-4v)vd, ){n"(hﬂr'_%ﬂ

87(1-20)(1-v) on  87(1-20)(1-v

e sendo o termo D.; referente a parcela de tensdo cisalhante como explicado

anteriormente, fica apresentado da seguinte forma:

ka=H3EG(1_U){ : ('tkdy+r.j5ki—'tﬁfk)”,ir,ﬂtk}zg (4.19)

A equacéo (4.17) é transformada em representacéo algébrica utilizando-se as
aproximagdes das variaveis de contorno e de dominio chegando-se a seguinte

forma:

N

S =IsHup [ [ (4.20)

Partindo da representacdo integral dos deslocamentos de pontos fontes,

obtém-se a equacao integral do momento fletor, como mostrado a seguir:
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M, =—Elu,. (4.21)
ikl i,kl

Dessa forma, derivando-se duas vezes em relacdo ao ponto fonte (s) a
equacao de deslocamentos (4.11), encontra-se:

* * * ¢ o c ~E c
M, =—EI —I pl.j’klujdl“+jul.j‘k1pjdl“+ I u; ,o,ndl, . — j (I/lij,klo-]r’r+Mij,quit’t)drenrij:|.
T r

T T,

enrij enrij

(4.22)

sendo que 0s nucleo novos que aparecem na equacao (4.22) sdo dados por:

1
= {(1— 20) [—Zé‘mr’knj +26,r,n, +26,,1rn, +20,

Pijonk = ax(i—v)r” kT 7+

2§jkr,mni - 25mkr,inj - 2§ikr,mnj + 25;‘jr,mnk + 8r,ir,mr,knj _8r:jr:mr:kni] +

(8 rrrn, — 25ikr,jnm - 25jkr,inm + Sr,ir,jr,mnk - 25;mr,jnk - 25jmr,ink ) + (4-23)

or
n

+88,1,r,, +88,,r,r,~26,8, -25,0, |} .

im™ jk jm~ ik

[ (1-20)(26,8,, =881, ) =48r,1r,r, +88,1,7, +88,,r,r, +88,r,1,

ij mk im’,j

. 1
ij mk s im™ jk jm~ik

u.. =
T 8aG(1-v)r? T (4,04
~20,,r 1, —20, ”"’,k_25,~k’”m”j_25mk’”i’”j_25jk’”i”,m} ,

im”,j Jm’ i Jme, a0, s

{(3_40)[_5‘6 +25[jrmr:k:|+5 0, +0,,0, +8r;r, 1.1,

—x 1

Uij,mk =

W{[—(S—M)) 0,.0, +2(3—=4v)r, r.0, +8rrr,r, =2r,r.6; —
T -V)r ' kY Uit g

2r,r 0, —rr;0,,+96,0 _zr‘i':kaim +5jm5ik _z'tir,ké‘jm]?"'[_g_‘tv) 51] (’:mnk +r,knm)

m i jk J',j T mk im™ jk
n

_zr,ir,jr,mnk 7, (é‘tmnk +0,n, ) - 2’fi’fj’fknm +r; (5jmnk + é‘jknm )}}
(4.25)
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o 1 (3-4v
i S G (1 v){ 3 )(35mk5,y)—4fz~ft,-'tmr,k+25ikrjrm+25fkrirm

+20,, 1,1, —0,0, =0, 5} g [(3 4v)2r, 0, +4rrr, =26,

im™ jk jm~"ik im’,j
n

-20. r,‘]r2 gnrk+[ 3— 4v)2r o, +2rr.1, -0, 1r.—0, r}5 g:;+

m=ij im", j Jjm'i

3—-4v)2r, 0, +2r;r.r, =0, r,—0,r |rn, + (3-4v) 3In|r|+2)rd,; +rrr
» b Ls) s -] Jm-, > 3

3-4p 3-4p
—Oyl; — jkl]é'z,na {(—3)(3ln|r| ) l—rr}@m {( 3 )(31n|r|—1)5[j

ZmEer

_’fi’fj}‘s o +{(3_34U)(31n|"|+2)’fk§zji""fi’”.j’fk_‘Zk’fj_‘sjk’fi}fz”m"'

(3—4v)
b3, (0, - 429
onde algebricamente pode-se escrever a equacgao (4.22) da seguinte forma:

{M}=-E1{-[s1){u}+[D1]){ p}+][ DI [{c}}. (4.27)

As hipoteses de Bernoulli sdo consideradas para o enrijecedor, diminuindo
assim os graus de liberdade do problema. Sao necessarios apenas dois graus de
liberdade (forca normal e momento fletor) para aproximar o campo de tensées na
superficie do enrijecedor. Momento fletor e forca normal podem ser escritos em
termos de tensdes e vice e versa. Os termos de dominio, como apresentado acima,
correspondentes ao campo de tensdo inicial (ou em termos de momento fletor e
forca normal) foram transformados para o contorno do enrijecedor ou interface com
o dominio principal. Desta forma, as singularidades sdo evitadas uma vez que 0s
pontos de colocacdo para se escreverem as equacdes adicionais estdo definidos no
eixo do enrijecedor e as integrais séo feitas na interface do mesmo.

Inicialmente, foi substituida no termo de tensao inicial uma fungcdo constante,

sendo ela a Forga Normal, como segue:
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of =", (4.28)

tal substituicdo é ideal para a analise de enrijecedores muito esbeltos, com
caracteristicas de fibra, e reduz ainda mais o numero de graus de liberdade do
sistema de equacdes. Essa simplificacdo se traduz em rigidez a flexdo do
enrijecedor nula. Porém nao é adequado para analises onde a rigidez do enrijecedor
a flexao é importante ou preponderante. Tal sistema, composto pelas equacgdes
(4.15) e (4.20), ficou disposto algebricamente como segue:

s alinf~lofi wan

Para a formulacdo proposta posteriormente neste trabalho, o campo de
tensdo inicial ou campo de tensdo corretora € substituido por momento fletores e

forcas normais dado pela seguinte relagao linear:

C C
oo MM (30)

dando ao enrijecedor uma caracteristica de viga. Tais esforcos podem ser
verificados na Figura 4-4.

oy N€ M;
‘/’ —]
|
]
‘I — 1
g ) + H
o}, N€¢ M

Figura 4-4 — Tensoes e esforgos solicitantes no enrijecedor.

E por fim, algebricamente, o sistema completo constituido pelas equacgdes
(4.15), (4.20) e (4.27) fica definido da seguinte forma:
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H A Y ||lu G
S M ¥1iN;=| D ({p}. (4.31)
S2 A2 Y2 ||M D2

Considerando-se a viga ilustrada na Figura 4-5. Na figura a linha continua
discretizada representa o eixo médio do enrijecedor e as linhas tracejadas a largura
total do mesmo. E apresentado ainda na mesma figura o detalhe do elemento k do
enrijecedor.

Outro fato importante apresentado na Figura 4-5 € o posicionamento do né do
enrijecedor quando este coincide com o contorno externo. De modo, a evitar

singularidades, optou-se por deslocar o n6 para o interior do elemento.

X2

r

€
Figura 4-5 — Discretizacao utilizada nos enrijecedores.

4.2 Exemplos numéricos de validacao

A seguir, serdo analisados exemplos numéricos de forma a validar o
desempenho da formulacdo do MEC para dominios 2-D com presenca de
enrijecedores.

4.2.1 — Exemplo 1

Os resultados estdo apresentados com aproximagdes quadraticas
(discretizada com 172 ndés no contorno da viga e 204 ndés no contorno do
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enrijecedor) e cubicas (discretizada com 178 n6s no contorno da viga € 204 ndés no
contorno do enrijecedor) e comparados com o0s resultados obtidos com a ferramenta
computacional ANSYS. Serado apresentados também, a deformacdo da estrutura
sem a presenca do enrijecedor, a titulo comparativo.

A Figura 4-6 mostra o exemplo em questdo, um sélido com uma inclusdo de
material diferente, simulando o comportamento de uma viga de concreto armado de
comportamento elastico linear. A figura mostra ainda as caracteristicas geométricas
da estrutura, bem como o esquema de como foi discretizada, e os carregamentos

que serao analisados.

prFi/h
< 20,00 m .
P
h=2,00m % 1,90 m '
/e 1
>
g p.=F./h
- e 005m

i
Figura 4-6 — Sélido Bidimensional com incluséo, caracteristicas geométricas e

carregamentos.

A relacao entre os médulos de elasticidade da inclusdo e do dominio principal

é de E,/E, =10, sendo que ambas as regides possuem coeficiente de Poisson v =

0,25.

4.2.1.1 -Primeiro caso - Compressao

Sera analisada neste caso a viga em questdo sujeita ao carregamento de
compressao “pn”, como ilustrado na Figura 4-6.

Os resultados sdo dados em termos de deslocamentos da face inferior nas
direcdes x e y na Figura 4-7 e na Figura 4-8, respectivamente.
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Deslocamento X
0.0000001
0 ‘ ‘ ; ;
O 5 10 15 20
-0.0000001 1
-0.0000002 -
-0.0000003 -
E -0.0000004 W
€ -0.0000005 \\-.\\
-0.0000006 \\§\\
-0.0000007 ~—_
-0.0000008 \
-0.0000009 -
-0.000001
coord X
| —ANSYS —— CONTORNO 3GRAU —— CONTORNO 2GRAU —— MEC 2GRAU N ENRI. —— MEC 3GRAU N ENRU. |
Figura 4-7 — Grafico deslocamento X ao longo da viga sujeita a compressao.
Deslocamento Y
0 550 . ; & o
D N 15 20
-0.0000005 \\
-0.000001
> \
o
© -0.0000015
”n
]
T
-0.000002
-0.0000025 -
-0.000003

coord X

‘—ANSYS —— CONTORNO 3GRAU —— CONTORNO 2 GRAU MEC 2GRAU N ENRIW. ——MEC 3GRAU N ENRW.

Figura 4-8 — Grafico deslocamento Y ao longo da viga sujeita a compressao.

Considerando-se agora a diferenca relativa ao resultado obtido com o ANSYS
ocorrido nesta analise, na Figura 4-9.
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Diferencga relativa em Deslocamentos X e Y
0.4
A
0.35 v
0.3 A
.S 0.25 4
B
T 02
&
E 0.15 /

3  e——2
[a] 0.1 / >
0.05 1 M

,./A‘ -
0 2=2=N"1% T/M/’/T:‘/. T T T T T
D 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-0.05
COORD X
—e— CONTORNO 2GRAU X —=— CONTORNO 3GRAU X —a— CONTORNO 2GRAU Y CONTORNO 3GRAU Y

Figura 4-9 — Diferenca relativa no célculo do deslocamento no contorno.

A seguir sao apresentados os resultados das forgas normais (Fxx) na Figura
4-10 e cortantes (Fxy) na Figura 4-11, ambas no eixo do enrijecedor, ainda referente a

viga sujeita a compressao.

Forca XX

0 T T T T T T T T T

5 D 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-10 1
-15 1

E 20 ﬂ
-25 1
.30 \
-35 %
-40
X
‘—ANSYS —— CONTORNO 3 grau —— CONTORNO 2 grau ‘

Figura 4-10 — Gréfico Forga Normal ao longo do enrijecedor.
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‘ —— ANSYS —— CONTORNO 3grau —— CONTORNO 2grau ‘

Figura 4-11 — Gréfico Forga Cortante ao longo do enrijecedor.

Considerando-se agora a diferenga relativa ao resultado obtido com o ANSYS

ocorrido nesta analise, na Figura 4-12.

Diferenca relativa em esforcos

0.04

0.03 ad
2 0.02
5
e
8 0.01
c
g
% x|

2 4 6 8 20
Coord X
—e— CONTORNO 2GRAU XX —=— CONTORNO 3GRAU XX —a— CONTORNO 2GRAU XY CONTORNO 3GRAU XY|

Figura 4-12 — Diferenca relativa no calculo das forgas Normal e Cortante no eixo do

enrijecedor.
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4.2.1.2 - Segundo caso — Flexao por forca aplicada

Sera analisada neste caso a viga em questao sujeita a flexdo por uma forca
transversal “p,”, ao eixo da viga como apresentado na Figura 4-6.

Em seguida sido apresentados os resultados de deslocamentos da face
inferior, na Figura 4-13 e na Figura 4-14. Sendo que, € apresentada também na Figura
4-14 a linha elastica da estrutura em questdo, que foi tracada primeiramente
calculando-se a posicao da linha neutra, posteriormente calculando-se a inércia
equivalente da viga e finalmente calculando-se a curva, com a equacao apresentada
a sequir:

3 3
v(x)=L! 2—3f+(1j , (4.32)
6EI 1\

sendo P a carga aplicada, [ o comprimento total da viga, E o modulo de
elasticidade do concreto, I a inércia equivalente e x a posicdo que se deseja
calcular a deformada.

DESLOCAMENTO X

0.000005

-0.000005 4

-0.00001

desloc X

-0.000015 4

-0.00002

-0.000025

coord X

‘— ANSYS —— CONTORNO 3 grau

CONTORNO 2 grau MEC 2GRAU N ENRW. —s— MEC 3GRAU N ENRU. ‘

Figura 4-13 — Gréfico deslocamento X ao longo da viga sujeita a flexao.
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DESLOCAMENTO Y

-0.00005 -

-0.0001

-800015 -

desfoc Y

-0.0002

-0.00025 -

-0.0003

coord X

——ANSYS —— CONTORNO 3 grau —— CONTORNO 2 grau MEC 2GRAU N ENRIJ. —— MEC 3GRAU N ENRIJ. —— LINHAELASTICA

Figura 4-14 — Gréfico deslocamento Y ao longo da viga sujeita a flexao.

Considerando-se agora a diferenca relativa ao resultado obtido com o0 ANSYS

ocorrido nesta analise, na Figura 4-15.

Diferenca relativa em Deslocamentos Xe Y

0.18
0.16 —
0.14

0.12

0.1 /
0.08 1 /
0.06

0.04
0.02

Diferenca relativa

coord X

—&— CONTORNO3GRAUX —®—CONTORNO2GRAUX —a&—CONTORNO3GRAUY CONTORNO 2GRAUY

Figura 4-15 — Diferenca relativa no calculo do deslocamento no contorno.

A seguir sao apresentados os resultados das forgas normais (Fxx) na Figura
4-16 e cortantes (Fxy) na Figura 4-17, ambas no eixo do enrijecedor, ainda referente a

viga sujeita a flexao.
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Figura 4-16 — Grafico Forga Normal ao longo do enrijecedor.

Forca XY

~

X
‘ ——ANSYS —— CONTORNO 3 grau —— CONTORNO 2 grau ‘

Figura 4-17 — Gréfico Forga Cortante ao longo do enrijecedor.
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Considerando-se agora a diferenca relativa ao resultado obtido com o ANSYS

ocorrido nesta andlise, na Figura 4-18.
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Diferenca relativa em esforcos
0.2
0.18 .
0.16 \\
8 0.14
g 0.1 — T~
g 0.08 \K\:\
X 0.06 \
0.04 \-\\
0.02 -— e
0 > A A A A A A A -
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Coord X
—&— CONTORNO 2GRAU XX —@— CONTORNO 3GRAU XX  —a&— CONTORNO 2GRAU XY CONTORNO 3GRAU XY

Figura 4-18 — Diferenca relativa no célculo das forcas Normal e Cortante no eixo do

enrijecedor.

4.2.2 — Exemplo 2

Os resultados estdo novamente apresentados com aproximacdes quadraticas
(discretizada com 172 nds no contorno da viga e 204 ndés no contorno do
enrijecedor) e cubicas (discretizada com 178 n6s no contorno da viga e 204 nés no
contorno do enrijecedor) e comparados com os resultados obtidos com a ferramenta
computacional ANSYS. Esta apresentada também, a deformacéao da estrutura sem a
presenca do enrijecedor, a titulo comparativo.

A Figura 4-19 mostra o exemplo em questdo, um sélido com uma inclusdo de
material diferente, simulando o comportamento de uma viga de concreto armado de
comportamento elastico linear. A figura mostra ainda as caracteristicas geométricas
da estrutura, bem como o esquema de como foi discretizada, e o carregamento que

foi analisado.
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< > p,=6M/h*

£ [1,90m h=2,00 m

- s 0,05 M

i
Figura 4-19 — Solido Bidimensional com inclus&o, caracteristicas geométricas e

carregamento.

A relacdo entre os médulos de elasticidade da inclusdo e do dominio principal

é de E /E, =10, sendo que ambas as regides possuem coeficiente de Poisson v
0,25.
Primeiramente sdo apresentados os resultados referentes a viga sujeita a

flexdo na Figura 4-20 e na Figura 4-21. Tais resultados sdo dados em termos de

deslocamentos da face inferior nas diregées x e y, respectivamente.

DESLOCAMENTO X

4.00E-07

8.00E-07 \\\\

2.00E-07 \\\

0.00E+00 T T T
0.00E+00 5.00E+00 N 1.50E+01 2.00E+01

-1.00E-07 <.

-2.00E-07

desloc Y

-3.00E-07

-4.00E-07

coord X

‘—ANSYS —— CONTORNO 2 grau —— CONTORNO 3grau MEC 2GRAU N ENRIJ. —— MEC 3GRAU N ENRIJ. ‘

Figura 4-20 — Grafico deslocamento X ao longo da viga sujeita a flexdo por momento

aplicado.
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DESLOCAMENTO Y

1.80E-06

M
1.60E-06 / \\
1.40E-06 /

1.20E-06 \

1 :OOE—OG / //,f \ \

e | AN
coear | A\
0.00E+00 ‘ : | \

5 10 15 20

desloc Y

-2.00E-07
coord X

| — ANSYS — CONTORNO 2 grau — CONTORNO 3grau —— MEC 2GRAU N ENRW. —=— MEC 3GRAU N ENRW. |

Figura 4-21 — Grafico deslocamento Y ao longo da viga sujeita a flexdo por momento

aplicado.

Considerando-se agora a diferenca relativa ao resultado obtido com o ANSYS
ocorrido nesta analise, na Figura 4-22.

Diferenca relativa em deslocamentos Xe Y
0.02
0.015 9
0.01 A
g
§ 0.005
o D6 G G S ZES, ZE CE FE, ST, ca— — —— L— L— C— ) S S S,
O 228444 4 4 s—a—a—w B —p R —a—an w2 N & &
5 10 15 20 25
-0.005 A
a]
-0.01
-0.015 i[
-0.02
Coord X
—e— CONTORNO 2GRAU X —#— CONTORNO 3GRAU X  —aA— CONTORNO 2GRAU Y CONTORNO 3GRAU Y

Figura 4-22 — Diferenca relativa no calculo do deslocamento no contorno.

A seguir sdo apresentados os resultados das forgas normais (Fxx) na Figura
4-23 e cortantes (Fxy) na Figura 4-24, ambas no eixo do enrijecedor, ainda referente a

viga sujeita a flexao.
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Forca XX
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Figura 4-23 — Gréfico Forga Normal ao longo do enrijecedor.
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Figura 4-24 — Gréfico Forga Cortante ao longo do enrijecedor.

Considerando-se agora a diferenca relativa ao resultado obtido com o ANSYS
ocorrido nesta andlise, na Figura 4-25.
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Diferenca relativa em esforcos

0.05

0.04 LS /
g o0.03 \'\= - . . J
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D 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
-0.01
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—&— CONTORNO 2GRAU XX —=— CONTORNO 3GRAU XX —a&— CONTORNO 2GRAU XY CONTORNO 3GRAU XY

Figura 4-25 — Diferenca relativa no calculo das forgas Normal e Cortante no eixo do

enrijecedor.

4.2.3 — Exemplo 3

A Figura 4-26 mostra o exemplo em questao, um sélido com uma inclusdo de material
diferente, simulando o comportamento de uma estaca de concreto com
comportamento elastico linear. A figura mostra ainda as caracteristicas geométricas
da estrutura, bem como o esquema de como foi discretizada, e o carregamento que

foi analisado.

Os dados do problema sao:

H =40 m;
L=20m;
W, =2 m;
M =1000 Nm;

E,/E,=10.
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A\ |

A
L

Figura 4-26 — Sélido Bidimensional com inclusao, caracteristicas geométricas e

carregamento.

Sao apresentados os resultados referentes ao momento fletor no eixo da
estaca, sendo que os resultados sao apresentados com aproximagdes quadraticas
(primeiramente discretizada com 414 nés no contorno externo e 204 nés no contorno
do enrijecedor e posteriormente com 564 nds no contorno externo e 504 nds no
contorno do enrijecedor) e cubicas (discretizada com 423 nds no contorno externo e
204 nés no contorno do enrijecedor) e comparados com os resultados obtidos com a
ferramenta computacional ANSYS, utilizando-se modelos relativamente parecidos.
Sendo que, no Ansys primeiramente foi simulada a estaca com elementos de viga
(ansys1) e posteriormente com elementos de bidimensionais (ansys2), tais
resultados s&o apresentados na Figura 4-27 e Figura 4-29, respectivamente.
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0.2 0 W 0.4 0.6 0.8 1 1l2
M11 [j
1000
x/1
‘—0— 2 Grau Maior —s— 2 Grau —— 3 Grau ansys1i ‘
Figura 4-27 — Grafico Momento fletor ao longo do enrijecedor comparado com (ansys1).

Considerando-se agora a diferenca relativa ao resultado obtido com o ANSYS

ocorrido nesta analise, na Figura 4-28.

Diferenca relativa

Diferenca relativa em Momentos

1.2

1
0.8
0.6 A
0.4 f\
0.2 W

0 w - & BB ——&

D 0.2 0.4 0.6 0.8 1 112
-0.2
x/L
‘—Q—ZGRAU MAIOR —=—2 GRAU —a— 3 GRAU ‘

Figura 4-28 — Diferenca relativa no calculo do momento fletor no eixo do enrijecedor,

(ansys1).
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mieiviv) 1

x/L

‘ ansys2 —— 2 Grau —— 2 Grau Maior —— 3 Grau ‘

Figura 4-29 — Grafico Momento fletor ao longo do enrijecedor comparado com (ansys2).

Considerando-se agora a diferenca relativa ao resultado obtido com o ANSYS

ocorrido nesta andlise, na Figura 4-30.

Diferenca relativa em Momentos

0.8
0.6 i

0.4

0.2

0 T &
// 0.2 0.4 0.6 0.8 1 112
-0.2

-0.4

Diferenca relativa

x/L

‘—Q—ZGrau maior —e— 2Grau —a— 3Grau ‘

Figura 4-30 — Diferenca relativa no calculo do momento fletor no eixo do enrijecedor,

(ansys2).

Como pode ser constatado pelos graficos acima, os resultados estdo
coerentes, tendendo a resposta obtida com uma discretizacdo bem refinada no
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software ANSYS, sendo que, com uma discretizacdo relativamente pequena do
MEC foram obtidas boas aproximacdes.



5 METODOS DE ANALISE DA FRENTE DE
ESCAVACAO

E apresentada aqui uma breve revisdo bibliografica, de maneira a introduzir
os conceitos referentes aos métodos de andlise da interacdo entre 0 macico e a
estrutura de contencdo de tuneis. Iniciando pelo método Convergéncia-
Confinamento, que € um dos mais simples e antigos métodos de analise da
interacdo, e auxiliara na descricao de alguns fenbmenos e na elucidacao de outros
métodos expostos posteriormente.

Posteriormente serd apresentado o Método de Andlise Simplificado da
Interacdo Macico-Suporte, proposto por Schwartz & Einstein (1980), que é exposto
com mais énfase, pois devido a sua simplicidade por considerar somente suportes
com propriedades constantes, tem sido largamente usado na pratica de construcao
de tuneis.

E a seguir outros métodos serdo apresentados, métodos considerados mais

elaborados, como o proposto por Gomes (2006) e o proposto por Hutchinson (1982).

5.1 Método de Convergéncia-Confinamento

O método de Convergéncia-Confinamento (ou Curvas Caracteristicas) € uma
ferramenta que vem sendo utilizada ha muito tempo auxiliando no desenvolvimento
de projeto de tuneis. Segundo alguns autores, o método tem sido usado desde a
publicacdo de Fenner (1938).

Na Figura 5-1, sd0 apresentadas as variaveis envolvidas na analise, 0 macico

rochoso esta sujeito a um carregamento “in situ” hidrostatico o,, sendo, u, o
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deslocamento radial, P, a pressdo de reagdo do suporte nas paredes do tunel e P,

representa o carregamento transmitido pelo macico rochoso ao suporte.

Ps

Revestimento

Figura 5-1 — Corte do macigo rochoso e corte do suporte na se¢do analisada.

Para a confeccao das curvas caracteristicas se procede da seguinte forma,
como apresentado na Figura 5-2. No tempo inicial tp, Figura 5-2 (a), quando é
instalado o suporte na secao A-A’ a uma distancia L da frente de escavacao, ocorre

um deslocamento radial u,, e € assumido neste instante que, até que a face avance

mais além, ndo é transmitido carregamento ao suporte, PY =0.

A medida que o tlnel avanca para a direita, Figura 5-2 (b), a secdo A-A’
analisada esta agora a uma distancia L; da face de escavacado, 0 maci¢o e o suporte

se deformam juntos, u; > u,, e o suporte passa a resistir a parte do carregamento,

P!, anteriormente destinado a face de escavagéo.

Quando a frente de escavacao estiver se movido suficientemente para a
direita, o sistema macico-suporte da secado A-A’ estara em equilibrio e o suporte
recebera o carregamento final P”, nesse instante, tp, a influéncia da frente de
escavacao havera desaparecido e o sistema tera desenvolvido o deslocamento final

u,.
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Eixo do

Figura 5-2 — Carregamento do suporte na secédo A-A’ devido ao avango progressivo da

frente de escavacao.

Sao divididos em trés os componentes basicos para o método Convergéncia-

Confinamento, séo eles: (i) O Perfil de Deformacao Longitudinal - LDP (Longitudinal

Deformation Profile); (ii) A Curva de Reagdo do Macigco - GRC (Ground Reaction

Curve); e a Curva Caracteristica do Suporte - SCC (Support Characteristic Curve),

Carranza-Torres & Fairhurst (2000).

O LDP é a representagao grafica do deslocamento radial que ocorre no eixo

do tunel sem suporte, adiante e atrds da frente de escavagdo. Na Figura 5-3 é
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apresentado tal perfil na curva de cor preto, sendo que, no eixo vertical do lado
direito, esta representada a distancia em relacao a frente de escavagcao normalizada
em relagéo ao diametro do tunel. No eixo horizontal estad o deslocamento radial u,,
normalizado com relacdo ao deslocamento final da estrutura u, (correspondente ao
deslocamento radial de um tdnel sem suporte infinitamente longo onde n&o ocorre
mais o “efeito face”). E no eixo vertical do lado esquerdo esta representada a
pressdo P; ou Ps agindo nas paredes do tunel e suporte, respectivamente,
normalizada com relagdo a tenséo inicial o,. O LDP é um importante componente
neste método, pois indica onde o suporte comega a interagir com 0 maci¢co rochoso
(define o ponto R).

Considera-se agora a curva GRC representada pela curva em azul da Figura

5-3. Tal curva é definida pela relacdo entre a decrescente pressdo interna P, e o
crescente deslocamento u, do macico escavado sem insercdo de suporte. E

representada pela curva OPQ, dividida em dois trechos, o primeiro trecho, OP, em
que o macico tem o comportamento elastico e o segundo trecho, PQ, em que é
apresentado um comportamento plastico.

E, por fim, a curva SCC que é representado pela curva em vermelho da Figura

5-3, que é formado pela crescente pressdo no suporte P, e 0 crescente
deslocamento u, do suporte. Sendo que, o ponto S, é o ponto de equilibrio do

sistema.



99

Kg

{LDP)

(GRC) \ -2
0804 ] P 1
P/, - / F G L/D

psM)' Tg

0.25 -1
] T (8CC)
| £ Ks - -2

psD.P' S - 1

Frente de escavacao -

0,00 T T T T T T U T T g T T T T T T T T -3
0 0.25 0.50 0.75 1

Figura 5-3 — Representacao esquematica das curvas LDP, GRC e SCC.

5.2 Método Proposto por SCHWARTZ & EINSTEIN (1980)

Inicialmente foi proposto em Schwartz & Einstein (1979) uma solucao analitica
fechada para estimar os esforcos no suporte. Tal solugcdo € dependente
principalmente da rigidez do suporte em relagao ao macico e do estado de tensao no
local da escavacdo. Entretanto, apesar de largamente utilizado devido a sua
simplicidade, o método original de Einstein e Schwartz superestima o carregamento
sobre o suporte, devido a ser calculado baseado na pressao total exercida sobre o
suporte, desconsiderando o alivio de tensédo provocado pelo atraso na instalacao do
mesmo.

Posteriormente em Schwartz & Einstein (1980) tal superestimativa foi
corrigida, atribuindo agora, explicitamente, aos efeitos de trés variaveis como sendo
0s principais responsaveis pelos esfor¢os solicitantes encontrados em um suporte
pela escavagao de um tunel. Sdo elas: a rigidez do suporte em relagdo ao macico, a
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distancia entre o ultimo lance revestido e a face (atraso na instalacao do suporte) e a
plastificacdo do macigco ao redor da abertura.

Devido a complexidade do problema em questdo, apesar de abranger
qualquer combinacdo de macico e de suporte, de levar em conta aspectos
tridimensionais da escavacao e o comportamento fisico ndo-linear do macico, neste
método sdo levadas em consideracao as seguintes hipéteses simplificadoras:

. O tunel é Unico e de sec¢éao circular;

. Apresenta profundidade o suficiente para que seja insignificante
influéncia da superficie, e para que as variacées nas tensées do macico ao longo da
altura do tunel sejam despreziveis, quando comparadas com a magnitude total das

tensoes;
. O macico é tratado como um meio continuo, homogéneo e isotrépico;
. Comportamento independente do tempo nas anélises tanto do macigo

quanto do suporte;

. O suporte é considerado elastico linear;

. O suporte possui 0 seu “invert” completo (anel completamente
fechado);

. Qualquer efeito de pressdo da agua nas cargas atuantes do suporte

devera ser tratado de maneira separada.

As trés principais variaveis citadas anteriormente sado organizadas em trés

passos principais para a estruturacao do método, sendo eles apresentados a seguir.

5.2.1 -12 Passo: Rigidez Relativa

O comportamento do suporte de um tunel é um tipico problema de interacédo
solo-estrutura. O suporte sob influéncia do estado de tensées do macico contraira e
mudara de forma e com essas deformacdes do suporte afetardo o comportamento
do macico. Essa contracao e mudanca de forma do suporte dependem largamente
da rigidez do suporte em relagdo a do macico.

Os efeitos da rigidez relativa macigo-suporte no carregamento final séo
incorporados no método simplificado através das solucdes analiticas fechadas ja
citadas anteriormente. Tais solugdes assumem as condi¢bes do estado plano de
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deformacgdes, de comportamento elastico linear do macico e do suporte, assim como

as convencgoes de sinais apresentadas na Figura 5-4.

L

Gr

3y

k.P k.P

L]
FTTTTTTT

TTTITTT]

(a) Conv. sinais do macico (b) Revestimento

Figura 5-4 — Convencéo de sinais positivos utilizada para carregamentos e esforgos

solicitantes na deducao das solugbes analiticas fechadas de rigidez relativa Gomes (2006).

Os esforcos calculados pelas solugdes analiticas fechadas podem ser
pensados como esforgos basicos para o desenvolvimento do método.

O coeficiente adimensional de compressibilidade, C*, no qual se estabelece
uma medida da rigidez relativa a compressao do suporte em relacdo ao macico, é
definido como:

e ER(1-v})
EgA (1-27)

e o coeficiente adimensional de flexibilidade, F *, no qual se estabelece uma medida
relativa a flexao do suporte e do macico, € definido como:
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ER’(1-v;)

Ff=—>— "+ (5.2)
Egl (1-0%)

sendo que:
E,v - Médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do macico;
E;, v - Médulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do suporte;
A - Area da secdo transversal do suporte por unidade de comprimento
longitudinal do tanel;
I - Momento de inércia da secao do suporte em relagdo a seu eixo
central principal de inércia;
R - Raio da escavacéo;
K - Coeficiente de empuxo lateral do macico.

Na deducdo das expressdes analiticas para os esforcos solicitantes de
compressao, ‘T’, e de momento, ‘M’, sdo consideradas duas condi¢des limites de
transferéncia de tensdes cisalhantes na interface macigo-suporte. A primeira delas
permite o deslizamento total do suporte relativo ao maci¢co, com isso nédo ha

transferéncia de tensdes cisalhantes, ou seja, 7,, =0. O que nos leva a:

%:%(1+K)(l—a;)+%(1—K)(l—2a;)cos(29), (5.3)

M =%(1—K)(1—2a;)cos(20), (5.4)

2

com:



. C* F* (1-0)
a, =
* CH+F*+C* F* (1-0)

L (6+F)(1-v)
“ T Fr(1-v)+6(5-60)

(5.6)
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As equaclOes obtidas através da consideracdo da condicdo de deslizamento

relativo impedido, ou de transferéncia total de esforgos cisalhantes na interface entre

0 macico e o suporte, sdo:

com:

sendo:

%

2

%:%(1+K)(l—ag)+%(l—K)(l—2a;)cos(20),

M :i(l—K)(l—Za;+2b;)cos(26’),

PR’

_ C*(6+F*)(1-0)+20F

3F*+3C*+2C* F*(1-v)’

) C#(1-v)
2{c*(1-v)+4v-68-3BC*(1-v)}

(5.10)
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& = ;. (5.11)

A partir de andlises paramétricas executadas com as expressdées acima,
Schwartz & Einstein (1980) chegaram a algumas conclusées gerais acerca da
sensibilidade dos esforcos solicitantes as variagdes nos parametros de entrada,
dentre elas, expds, que baseado em consideragdes tedricas de equilibrio limite, a
maioria das situagdes reais analisadas pelo método sédo satisfeitas pela
consideracdo de nao se transferir tensdes cisalhantes pela interface. Mesmo nos
casos onde a total transferéncia de cisalhamento € encontrada, as diferencas entre
os esforcos calculados por ambas as formas sdo pequenas.

5.2.2 -22 Passo: Atraso na Instalacao do Suporte

Os deslocamentos radiais do macico ocorridos adiante da face, ou seja, bem
antes de ser escavado, atingem uma parcela de 20 a 35 % dos deslocamentos
radiais totais ao redor do tunel, como € apresentado na Figura 5-5.

%
,%/ Eixo de axissimetria

s

z

fo

N\

Uo

Yu
Figura 5-5 — Deslocamentos radiais ocorridos anterior e posteriormente a passagem da face,
Gomes (2006).
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E, como também pode ser visto na Figura 5-5, outros deslocamentos sao
gerados pelo fato de que o suporte ndo € construido simultaneamente a retirada de
material do ultimo lance escavado, restando assim uma regido nao revestida de
comprimento L,. Ao analisar o deslocamento radial total anterior a instalacdo do
suporte, chega-se a conclusao de que o macigco acaba por arcar sozinho com parte
do carregamento, anteriormente destinado ao suporte nas solugdes de rigidez
relativa.

Tal reducao dos carregamentos no suporte, ocasionada pela distancia entre o
ultimo lance de suporte instalado e a frente de escavacédo, foi determinada por
analises numéricas (K =1, através do Método dos Elementos Finitos) e expressdes
analiticas (K #1, através da reducao do médulo de elasticidade do nucleo do tunel).
Essas analises assumiram um comportamento elastico linear para o macico e o
suporte. Os resultados dessas andlises, em ambos 0s casos, a reducao nos

esforcos do suporte € representada por um fator de atraso, chamado de 4,, e €

definido matematicamente por:

P
Ay =—"—— =;:, (5.12)

sendo que P, representa o esforgo basico de compressdo do suporte calculado no

primeiro passo e P, é o esforco de compresséo reduzido dos efeitos de atraso do

suporte.
No passo em estudo, o principal pardmetro considerado é o comprimento de

atraso normalizado L,/R. O parametro L, é entendido como a distancia entre a
face e o ponto médio do ultimo segmento de suporte executado de comprimento L,

como apresentado na Figura 5-6.
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YOI IIIIIIIIIIIIIN IV
g

Eixo do Ttnel

R

Ls Ly
Figura 5-6 — Secao de um tanel circular (situacao posterior a escavacao).

A relagdo entre 4, e L,/R foi determinada pela correlagdo de forma

adimensionalizada entre os esforcos solicitantes de compressao resultantes das
analises axissimétricas em elementos finitos e a distancia a frente de escavacao. A
regressao linear entre as variaveis de atraso e esforgos solicitantes gerou a

equacao:
Ld

Sendo que os limites fisicos para A,, varia entre os extremos um, que indica

que o processo de escavacao e revestimento é simultaneo, e zero, que indica que
nao ocorre o revestimento da abertura ou que houve um grande atraso na instalacao

do suporte.
5.2.3 -3?2 Passo: Plastificacao do Macico
A precisa determinacao dos efeitos de plastificacdo do macico € algo

complexo, pois os efeitos da rigidez relativa do suporte, o seu atraso de instalacao e

a plasticidade estado todos acoplados.
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Para os conjuntos de estudos em questdo, foi indicado um fator de

plasticidade A, para representar os efeitos da plastificagdo do macigo, como

demonstra a expressao abaixo:

, (5.14)

sendo que, como apresentado na Figura 5-7, o termo P, é a press&o de equilibrio do
sistema macico-suporte no caso elastico, reduzida pelos efeitos do atraso do suporte
por A,. P, é a pressao de equilibrio do suporte no caso de plastificagdo. O fator A

possui um limite fisico inferior de um, correspondente ao comportamento
completamente elastico do maci¢co, mas nao possui limite superior.
A pressado de equilibrio do suporte, em um macico elastico perfeitamente

plastico, deve satisfazer a equacao a seguir:

fo (P)=f,(P)= fu (%) =0, (5.15)

onde

fg(P) - relacdo funcional entre os deslocamentos radiais e as pressdes

internas para um maci¢co, ou seja, a curva caracteristica do macico. Schwartz &
Einstein (1980) utilizaram este valor usando o critério de plastificacdo de Mohr-

Coulomb com zero de variacao do volume total da zona plastificada;

f.(P) - curva caracteristica do suporte, expressa também por:
(P) PR(-v) 5.16
1 T EaA (5.16)
£ (A4) - representa o translado da curva caracteristica do suporte,

correspondente ao atraso na sua instalagédo, também expressa por:
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f;:T(l—zd), (5.17)

onde, nas equagbes (5.16) e (5.17), E, € o modulo de elasticidade do suporte, A €

a area do suporte e v é o coeficiente de Poisson do suporte.
A equacao (5.15) pode ser representada também graficamente pelas curvas
caracteristicas da Figura 5-7.

Pi

Kg

Curva caracteristica do revestimento
us = fs(P)

/

Curva caracteristica do macigo
ug = fg(P)

Equilibrio plastico

Ps*

Ps'
Ks Equilibrio elastico

1

v

uo = fd(Ld)

Figura 5-7 — Representacao grafica da equagéao (5.15), Gomes (2006).

Para se calcular o fator de plastificacdo, a equacéao (5.15) deve ser resolvida

duas vezes. Primeiramente P, é calculado considerando-se o macigo com

comportamento elastico. Na segunda vez, considera-se comportamento plastico e

calcula-se P;. Feito isso, o fator de plastificagdo € calculado como sendo a razio
P'/F..

O esforgo do suporte, T, € entdo calculado:

T =3,AT (5.18)
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sendo que:

T - esforco solicitante de compressao do suporte, calculado pela original
solugéo fechada de Schwartz & Einstein (1979);

A, - fator de atraso;

A - fator de plastificacéao;

y

%

T - esforco solicitante final de projeto.

5.3 Método Proposto por HUTCHINSON (1982)

Hutchinson (apud KIM; EISENSTEIN, 2006) propbs uma alteragcdo no método
de célculo do fator de atraso de instalacdao do suporte, proposto por Schwartz &

Einstein (1980). Hutchinson observou que L,, a distancia da face anterior a

escavacao até ao centro do ultimo segmento de suporte como apresentado na
Figura 5-8, deveria ser considerado como o0 comprimento de atraso para as
seqUéncias atuais de escavacao baseadas em andlises axissimétricas com
elementos finitos e baseadas em casos historicos. Sugeriu que houvesse uma
alteracdo na equacdo da reta, responsavel pelo calculo do fator de atraso da

instalagdo do suporte 4, para:
Ly
A,=0,70-0,57 =3k (5.19)

Hutchinson sugeriu tal alteragcao baseado na suposi¢cao de que a escavagao e
instalacdo do suporte ndo podem ser feito ao mesmo tempo, como exposto nas
analises por elementos finitos efetuadas por Schwartz & Einstein. Neste trabalho
também foi proposta outra alteracdo adicionando um termo referente ao
deslocamento inicial do macigo.
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Figura 5-8 — Sequiéncia de escavacgao.

A alteragédo na formulacdo de Schwartz & Einstein proposta por Hutchinson
proporcionou melhores resultados nas comparacoes realizadas. E segundo Kim &

Eisenstein (2006) o método proposto traz bons resultados para tuneis com pequeno

comprimento de atraso, isto é, L,/R menor que um.

5.4 Método Proposto por Gomes (2006)

Em Gomes (2006) foi mostrado, por meio de andlises numéricas
tridimensionais, que a solucao proposta por Schwartz & Einstein (1980) para levar
em conta o efeito do atraso de instalagdo do suporte no mecanismo de transferéncia
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de carga do macico para a estrutura incorre em erros significativos ao nao levar em
conta a dimensao de escavacdo, e a rigidez do macico na regidao da frente de
escavacao do tunel. Além disso, ha uma incongruéncia naquela formulacao, que
sera apresentada a seguir, relativa a simulacdo numérica do menor dos
comprimentos de atraso na instalacao do suporte.

Uma solucéo alternativa a de Schwartz & Einstein (1980) foi apresentada,
incorporando todos os parametros geométricos e fisicos relevantes da escavacgao
subterrénea, inclusive o endurecimento do suporte de concreto projetado ao longo
do eixo do tunel e a anisotropia de tensbes principais, com grande vantagem de
precisdo. Além disso, foi apresentado de maneira ndo muito conclusiva que a
suposicao feita por Schwartz & Einstein (1980), de que o mesmo coeficiente de
atraso determina os esfor¢os normais de compressdo seria responsavel pela
determinacao dos esforcos de flexdo, pode estar correta, pois os pontos mostram
dispersdes muito semelhantes nos dois casos.

Foi utilizado nas simulacdes realizadas por Schwartz & Einstein (1980) um
modelo axissimétrico pouco refinado, como apresentado na Figura 5-9.

A
40

-
Eixo Radial (Ft)

20

A 4L

%
p_m

A
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L A A A A AR AKX A LA A LKA A4 L

=1
g

Eixo Longitudinal (Ft)

2 b
i}

o
@

100
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Figura 5-9 — Reproducao da malha de elementos finitos utilizada por, Schwartz & Einstein
(1980).
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Em tal discretizagdo foram utilizados 118 elementos e 225 nés, apresentando
assim um total de 402 graus de liberdade. Sendo, portanto, uma malha muito pobre
para um problema com tamanha complexidade.

Outro ponto importante de se observar no trabalho de Schwartz & Einstein
(1980) é que, ao se observar a Figura 5-10, verifica-se que o comprimento de atraso

L,/R=0,25 ndo pode ser considerado como valido, pois esse comprimento de atraso

indica que, para a convengdo adotada, que o revestimento € introduzido antes de se
escavar 0 macico, nao sendo esse o intuito deste trabalho. Visto isso, esta solugcéao
adimensional foi obtida através de uma regressao linear com base em trés nuvens

de pontos, tais nuvens referentes aos trés atrasos na instalagdo do suporte, L,/R =
0,25; 0,75; 1,25. No entanto, a situagdo L,/R=0,25 representa uma situagéo irreal

de escavacao e deve ser descartada. Assim, 0 que resta sdo apenas duas nuvens
de pontos para o ajuste de uma reta, resultando em uma regressao linear com um
grau de significancia muito baixo. Somando a esta insuficiéncia de dados aos outros
fatores ja citados, o nivel de precisdo atingido pela solugcdo adimensional na
quantificacdo de esforgos para qualquer atraso na instalacéo do suporte é altamente
comprometido.

Através de andlises numéricas tridimensionais mais elaboradas, Gomes
(2006) realizou um estudo estatistico das variaveis relevantes no problema em
questdo de forma a ajustar da melhor forma a compressdo adimensional T tanto
para as propriedades do enrijecedor constantes apresentado na equacao (5.20),

como com a consideracdo do endurecimento do concreto projetado.

T =-0.035In(E,,/E,)-0.103In(L,/R)-0.301In(L,, /L, +1)
+0.013In(E, /E.)In(L,/R) +0.034In(E, /E,)In(L,/L, +1) (5.20)
—0.086In(L,/R)In(L,/L, +1)+0.304
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Figura 5-10 — Representacéo dos trés comprimentos de atraso simulados por Schwartz &
Einstein (1980) (GOMES 2006).

Sendo que, En, e Es sdo os médulos de elasticidade do macigco e do suporte,
respectivamente. E as variaveis responsaveis pela geometria estdo descritas na
Figura 5-11.
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Figura 5-11 — Representacao gréafica da nomenclatura geométrica adotada em (GOMES
2006), (GOMES 2006).



6 MODELAGEM DA FRENTE DE ESCAVACAO DE
TUNEIS

Neste capitulo é apresentada a formulagdo base e o desenvolvimento dos
fatores que possibilitam a utilizagdo de um modelo bidimensional levando em
consideracao o efeito tridimensional da escavacao de tuneis com e sem suporte.
Sendo que, inicialmente é apresentada a teoria basica de Panet e Guenot (1982),

como uma forma introdutéria ao tratamento de escavacdes sem suporte.

6.1 Método Convergéncia-confinamento Panet e Guenot
(Método de alivio de tensao)

O método de Convergéncia-confinamento introduzido por Panet e Guenot

(1982), é um dos métodos usados para considerar o efeito de “face” tridimensional,
utilizando um estado plano de deformacdes, Karakus (2007). De acordo com este

método, a tensdo radial (o,) na borda do tinel para simular esse efeito de face é

dada por:

=(1-1)o°, (6.1)

sendo A o fator de redugéo da tenséo inicial ¢°, varia de 0 a 1 e é dado por:

2= (x) 6.2)
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e sendo u, o deslocamento radial maximo do tunel atras da face de escavagéo.

Dado também por:

u=——mo-r, (6.3)

onde r € o raio do tunel.
Considerando um problema de tunel bidimensional, como ilustrado na Figura

6-1, no estado plano de deformagdes, a tenséo radial (o,) é aplicada a borda do

tunel que vai sofrer um decréscimo de ¢° até zero no caso sem suporte.

N _ -

NS LI LL LIS LSS S
: % :
| A |
— __:. .............. é__:. ............... .:_ ..... _>

1 /] 1 1
: j : :
TN TTT7 77777777777

//’*‘\‘

1,4- O'O ->‘,I

\\\t’/’

A=0 0<A<1 A=1

o, =0" o,=(1-1)c° o, =0

Figura 6-1 — Problema bidimensional de tunel, representagao do fator de redugéo de

deslocamento.

Ao se plotar o valor de 4 (como sera feito a seguir), conforme equacao (6.2),
versus a distancia em relacdo a face de escavacao, parametrizado em relacao ao
diametro do tunel, o fator de reducdo para a tensao inicial pode ser encontrado.
Aplicando este fator em uma analise bidimensional assumindo-se estado plano de
deformacdes possibilitard o calculo das deformacgdes radiais.
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Com base no exposto acima, foram analisados diversos casos de tuneis, com

carregamentos diferentes, propriedades fisicas do macigo diferentes e propriedades

geométricas do tunel diferentes, sendo que, alguns deles sdo apresentados na

Tabela 6-1. Na Figura 3-4 foi apresentada a malha de elementos de contorno utilizada

para tais analises, e agora serdo apresentados os deslocamentos em algumas vistas

do tunel, para o caso 5 da Tabela 6-1, nas Figura 6-2, Figura 6-3, Figura 6-4 e Figura

6-5.

Nota-se, que esta curva obtida ao se plotar de A versus a distancia em

relacao a frente de escavacao, parametrizado em relacao ao diametro do tunel, é a

mesma curva LDP anteriormente apresentada,

Confinamento.

no método Convergéncia-

Tabela 6-1 — Casos de escavacdes de tuneis analisados.

Caso D(m)

1 10,00
10,00
10,00
5,00
10,00
12,00
14,00

~NOoO Ol W

E (MN/m?)
1.00E+03
5.00E+02
5.00E+02
2.10E+09
2.10E+09
2.10E+09
2.10E+09

v
0.30
0.30
0.15
0.13
0.13
0.13
0.13

Gm(MN/m?)
3.85E+02
1.92E+02
2.17E+02
9.29E+08
9.29E+08
9.29E+08
9.29E+08

Pi
1.00E+01
2.00E+01
3.00E+01
1.00E+04
1.00E+04
1.00E+04
1.00E+04
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Legenda:

001331
0,00933
000685
0,00334
0,00001
-0,00331
-0,00663
-0,00956

-0,01328

Legenda:
001326
0,00986
0,00664
0,00332
10,00000
—n,00332
-0,00664
-0,00996
—0,01328

Figura 6-2 — Deslocamento X (eixo vermelho).

Figura 6-3 — Deslocamento Y (eixo verde).



119

Legenda:
10,0064
000516
0,00386
0,00280
00132
0,00003
-0,00125
-0,00253

~0,00381

Figura 6-4 — Deslocamento Z (eixo azul).

Legenda:
000644
0,00516
0,00388
0,00260
000132
0,00003
0,001 25

I -0,00253
-0,00381

Figura 6-5 — Vista lateral do deslocamento Z.

Apés tais andlises, foi constatado que, para os diversos casos estudados,
obteve-se a mesma curva de A4, como exemplificado com alguns desses casos,

plotados na Figura 6-6.
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capaz de reproduzir o efeito tridimensional da escavacao de tuneis com suporte
através de uma analise bidimensional. Desta forma, este item visa determinar uma

formulacdo que seja capaz de determinar o ponto de equilibrio para a interacédo

lambda

1.00E+00

8.00E-01

-3.00

E+00

-2.00E+00

-1.00E+00

E+00

1.00E+00

2.00E+00

3.00

E+00

ZD

[—=—D=10

D=12 |

Figura 6-6 — Variagao do fator de reducéo A.

6.3 Escavacao com suporte

Esta secdo tem como objetivo desenvolver um método simplificado que seja

entre o suporte e 0 maci¢o escavado.

interagem neste problema, como apresentado no diagrama de Convergéncia-
Confinamento na Figura 6-7. A curva caracteristica do macico (em azul), sera

chamada aqui de “Cm” e a curva caracteristica do revestimento (em vermelho), sera

chamada aqui de “Cs”.

Admite-se um regime elastico linear para os dois tipos de estruturas que se
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Curva caracteristica do macico

Curva caracteristica do revestimento

Pe

Equilibrio elastico

v

Ue Uur u

Uo

Figura 6-7 — Curvas caracteristicas admitindo-se regime elastico.

Sendo que, up corresponde ao deslocamento inicial do suporte, e é funcao do
comprimento de atraso na instalagio do suporte L,, apresentado na Figura 5-8. us é

o deslocamento final do macico, se ndo houver a instalagdo do suporte. Kq e Ks séo,
respectivamente, a rigidez do macigo e do suporte.

Como o objetivo aqui é determinar o ponto de equilibrio (ue,Pe) entre as duas
estruturas, que € o ponto de interseccédo entre as duas curvas, Cm e Cs, tais curvas

serao escritas, como segue:

Cm(u)=au+b
) , (6.4)
Cs(u)=cu+d
sendo que, para a determinagcdo das constantes a, b, ¢ e d basta aplicar as
condi¢des de contorno do problema, como apresentado em Figura 6-7, da seguinte

forma:

Cm(u)=P. - u=0, (6.5)
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Cm(u)=0 - u=u;, (6.6)

Cs(u)=0 —  u=u,, (6.7)
Cs'(u):i uz0. (6.8)
r®(1-v%)

A ultima condicao, referente a derivada da curva caracteristica do suporte € a
mesma obtida pela andlise bidimensional de um anel solicitado por um
carregamento radial, tal equacdo de reta € a mesma utilizada por Schwartz &
Einstein (1980) como exposto na equacao (5.16).

Aplicando-se as condicbes de contorno acima, e sabendo-se que:

sendo G,, o modulo de elasticidade transversal do macico, chega-se a:

Ccm(u)= _ZrG’V’u+F3, (6.10)
ESAS ESAS

CS(U):r2(1—v§)u_r2(1—v§)U°' (6.11)

No ponto de equilibrio, essas duas curvas se igualam como segue:

_2G, E A E A,
P = - a2
P r2(1—v§)u r2(1—v§)uo’ (6.12)

substituindo-se o valor de u e reorganizando-se, para a condigao:

Cm=Cs —> u=u (6.13)

e’

tem-se:
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r?(1- 03
U, = Lﬁ(1—1)S)+1 u,—— (1-2)
A G EA,

S

: (6.14)

sendo que, Gg; € o modulo de elasticidade transversal do suporte e que o ultimo

termo depois da igualdade corresponde ao deslocamento final do suporte u’, com

isso, reescrevendo-se a equacao (6.14), tem-se:

r G
UO:|:A_G_M(1_US)+1}U6_U;S’ (6.15)

S s

sendo que, o termo dentro do colchete foi chamado de Kappa ( k) em Freitas (2008),

COmo segue:
r G,
=| M (1_pg)+1], 6.16
K |:/4S G ( US)+ i| ( )

e dessa forma:
U, = KU, —U’. (6.17)

Ao se analisar este parametro x, nota-se, como pode ser visto na Figura 6-8,
onde foi plotado na curva em azul os valores de x variando-se o mddulo de
elasticidade do suporte “Es” e deixando o médulo de elasticidade do macico “En,” fixo
em um valor relativamente pequeno e na curva rosa foi plotado um valor para “En”

relativamente grande. Portanto, a medida que a relagdo G,,/Gs varia, este

parametro variade 1< Kk <.
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44 -.....-.-.-"'———

o] 5 10 15 20 25 30 35
Gs

‘ —e— Em pequeno —=— Em grande ‘

Figura 6-8 — Variacado de Kappa.

Agora, isolando-se u, na equagao (6.17), parametrizando esta em relagéo ao

deslocamento final do macigo u,, substituindo-se a expresséo (6.9) e (5.16), tem-se:

£:1+l(i_1j_ (6.18)

Na Figura 6-9, foi plotada a equacao (6.18) apresentando os valores possiveis

de ocorrer.

1.2

0.8 /
0.6

0.4 A

Ue/Uf

0.2 A

1 10 100
Kappa

Figura 6-9 — Variagao de u¢/us em relagdo a Kappa.

u0=0 —— 0< u0 <uf —u0=uf‘
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Desta forma, como as curvas caracteristicas sdao diretamente dependentes de
suas rigidez, analisando separadamente as trés curvas apresentadas na Figura 6-9,
tem-se:
- Para u, =0, quando k=1, o valor de u, =0, o que significa que o produto “ A;Gg”
€ muito grande, relativamente ao valor de “rG,,”, ver equagéo (6.16), o que significa
que o suporte é “infinitamente rigido” e que, devido a u, =0, foi instalado logo apos o
maci¢o ser escavado, como apresentado na Figura 6-10. E, para o outro extremo

possivel, quando x — «, 0 valor de u, =u,, pois neste caso, o valor “rG,,” que
tende ao infinito em relagéo ao produto “ A;Gs”, portanto, apresentando um suporte

“infinitamente flexivel”;

- Ocorre de forma semelhante para a curva 0 < u, < u,, sendo que, a unica diferenga
reside em quando o x =1, ovalorde u, =u,;
- E para a curva u, = u,, que acontece ao se instalar o suporte quando o macigo ja

se deslocou por completo, portanto, ndo importando a rigidez do suporte em relacéo

a do macico, o deslocamento sera para este caso u, = u,.

Pll

infinitamente rigido

uo:() uo%() UuEU

infinitamente flexivel

Figura 6-10 — Possiveis valores de ug no grafico de interacao macigo-suporte Freitas (2008).
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6.3.1 Atraso na instalacao do suporte

Como apresentado em Carranza-Torres & Fairhurst (2000), Hoek (1999),
sugeriu um ajuste, baseado em dados apresentados por Chern et al. (1998), como

segue:

-1.7
U—— +e ) ( . )
f

sendo que, tal curva representa uma melhor aproximagao para o LDP (Perfil de
Deformacao Longitudinal, apresentado anteriormente), no grafico da Figura 6-11 sdo
plotadas uma curva obtida por analises realizadas no item anterior deste trabalho

(D=10) e a relacao empirica referente a equacéao (6.19).

1.00E+00 - AR IO AR OK

8.00E-01 A

6.00E-01 A

lambda

4.00E-01 -

-6.00E+00 .00E+00 2.00E+00 4.00E+00 6.00E+00

—4— Hoek D=10

Figura 6-11 — Analise realizada neste trabalho e relagdo empirica desenvolvida por Hoek
(1999).

Como apresentado no item 5.1 deste trabalho, o deslocamento inicial u, do

suporte (ou, ponto onde o suporte comeca a interagir no sistema) € dado em funcéao

do comprimento de atraso, que neste trabalho adotou-se L, como em Hutchinson
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(1982), explicitado no item 5.3. Assim, substituindo este valor na equacgao (6.19) e
esta na equacao (6.18), tem-se:

1 o 1.7
Ze=14+—||1+055 -11. (6.20)

Substituindo-se (6.19) na equacao (5.12) que define o fator de atraso na
instalagao do suporte, tem-se:

y i/p 1.7
ﬂf=1——°=1—{1+e°-55J . (6.21)
Uf

Tragado o grafico na Figura 6-12, dos fatores de atraso de Schwartz & Einstein
(1980), a modificagdo proposta por Hutchinson (1982) e a proposta neste trabalho,
na equacao (6.21).

0.9 4

0.8 4

0.6 4
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(o] 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
Ld/r Ld'/r

| —+—S.E. (1980) —=— Hutchinson (1982) —&— QUIM |

Figura 6-12 — Andlise comparativa entre alguns fatores de atraso na instalagao do suporte.

E, por fim, substituindo-se a equacgéo (6.21) na equacéao (6.20), tem-se:
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Ze=1-—-29. 6.22
o (6.22)

Analisando-se a Figura 6-12, conclui-se que, para o método proposto aqui,
com L, >4r o valor de u, =u,, o que esta de acordo com a realidade, pois mostra
(como apresentado na teoria consultada) que a influéncia do suporte é nula quando

o atraso na instalacdo do mesmo é maior que duas vezes o didmetro. Para os outros

meétodos plotados nessa figura, isto ocorre bem antes (Hutchinson (1982) em =1,25
e em Schwartz & Einstein (1980) em =1,7).

E possivel constatar também através da Figura 6-12 que o método proposto
aqui se equipara ao proposto por Hutchinson (1982) (que é o método apresentado
anteriormente que propde uma melhoria a técnica de Schwartz & Einstein (1980)) e
exclui a imprecisado apresentada por este método.

6.3.2 Exemplos de Validacao

Para se fazer uma melhor avaliagdo do potencial da formulacao aqui
desenvolvida, foram analisados diferentes exemplos de escavacdes de tuneis,

variando-se alguns pardmetros, como o comprimento de atraso L, e a rigidez do
macico E,,.

Foram trés analises principais, cada uma com um L, diferente (sendo eles
iguais a: 0,5; 1,0 e 1,5 referentes a L, iguais a: 1,5; 2,0 e 2,5; respectivamente), e
variando o médulo de elasticidade do macico E,, de 50 até 2500. O modulo de

elasticidade do suporte foi mantido constante igual a 2500 e o coeficiente de Poisson
igual a 0,2 para as duas estruturas.
A seguir, no grafico da Figura 6-13 € apresentada a comparagédo entre o

método proposto neste trabalho e o desenvolvido em Hutchinson (1982) para o caso

1, com comprimento de atraso L, igual a meio (0,5). Na Figura 6-14 é efetuada a
comparagdo para o caso 2, comprimento de atraso L, igual a um (1,0) e na Figura

6-15 a comparagio para o caso 3, comprimento de atraso L, igual a um e meio

(1,5).
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Figura 6-13 — Comparacao entre Hutchinson (1982) e este trabalho para um comprimento

de atraso na instalagao igual a meio (0,5).
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Figura 6-14 — Comparacao entre Hutchinson (1982) e este trabalho para um comprimento

de atraso na instalagao igual a um (1,0).
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Figura 6-15 — Comparacao entre Hutchinson (1982) e este trabalho para um comprimento

de atraso na instalacdo igual a um e meio (1,5).
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7 CONCLUSOES

No presente trabalho, procurou-se analisar o comportamento de escavacoes
enrijecidas, particularmente taneis, através do desenvolvimento de uma formulagao
do MEC isoparamétrico com aproximacao de ordem qualquer, simulando os
enrijecedores a partir de correcdes da rigidez local.

Neste contexto, os exemplos apresentados, foram comparados com as
respectivas respostas analiticas (capitulo 2), com resultados de programas
comerciais consagrados, baseados no método dos elementos finitos (capitulo 4) e
com base em outros trabalhos (capitulo 7), de forma que, obteve a validacdo das
formulagbes aqui desenvolvidas.

Como proposta para trabalhos futuros, a implementagdo do acoplamento
MEC/MEF tridimensional, bem como o desenvolvimento da formulagdo a partir de
correcOes de rigidez local agora tridimensional, visando o desenvolvimento de uma

formulacdo mais precisa na consideracao do atraso na instalacdo do suporte.
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