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RESUMO

ALVES, M. M. (2010). Método da Particdo na Analige Mdultiplas Fissuras. Tese

(Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlosetsidade de Sédo Paulo, Sdo Carlos.

Neste trabalho apresenta-se a formulacdo dogmzbde multiplas fissuras baseada
numa abordagem de superposicao utilizada pelo MéladParticaoSplitting Method). Um
dos objetivos principais deste trabalho refere-sdeticdo da capacidade deste método na
obtencéo de fatores de intensidade de tenséo, &andasta o seu desenvolvimento recente e
a auséncia de outras fontes de pesquisa além dagm@lindas dos seus préprios autores.
Segundo a abordagem do Método da Particdo, oesatte intensidade de tensao finais de
uma estrutura podem ser encontrados a partir depedicdo de trés subproblemas. Deste
modo, o problema é resolvido mediante imposicaguie nas faces das fissuras as tensdes
que resultam da sobreposicdo sejam nulas. Sendim, aggresenta-se a formulacdo do
Método da Particdo para uma ou mais fissuras esdisenalises numeéricas que contemplam
interagao entre fissuras submetidas aos modosl Ide &bertura. Outra etapa do trabalho
refere-se a aplicagdo do Método dos Elementosokir@eneralizados (MEFG) num dos
subproblemas, dito local, ao invés do emprego dmdtédos Elementos Finitos (MEF), que
em sua forma convencional pode requerer um refinlomeexcessivo da malha,
particularmente junto a ponta da fissura, aumemtamdcusto computacional da andlise.
Exemplos de simula¢cdo numérica sdo apresentadssmntiolo de comprovar que a utilizacédo
do MEFG viabiliza a obtencéo de resultados comdpsaximacdo mesmo com malhas pouco
refinadas, reduzindo significativamente o custo patacional de toda a analise. Além disto, é
apresentada a formulacdo do Método da Particdocpams que contemplam também fissuras

internas, uma vez que a formulacdo atual admitestarfissuras de borda.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos Geradas, Método da Particdo, Mecanica

da Fratura, Fator de Intensidade de Tensao.



ABSTRACT

ALVES, M. M. (2010). Splitting Method in the Analgsof Multi-Site Cracks. PhD Thesis —

School of Engineering of S&do Carlos, Universityséb Paulo, Sado Carlos.

This work presents the formulation of the problefnmultiple cracks based on an
superposition approach used by the Splitting Metldee main goal of this work concerns
the verification of the ability of this method dbtaining stress intensity factors, in view of its
recent development and the absence of other réssancces beyond those derived from their
own authors. According to the approach of Splittvigthod, the final stress intensity factors
of a structure can be found from the superpostiithree subproblems. Thus, the problem is
solved by superposition and then imposing the tyullf the stresses on the faces of cracks.
Thus, the formulation of the Splitting Method isepented to one or more cracks and also
several numerical simulations that consider theratdtion between cracks subjected to
opening mode | and Il. Another part of this workacerns the application of the Generalized
Finite Element Method (GFEM) in the local subproblanstead of the use of Finite Element
Method (FEM), which in its conventional form mayjuére an excessive mesh refinement,
particularly near the tip the crack, increasing ¢benputational cost of analysis. Examples of
numerical simulation are presented in order to shwt the use of GFEM enables to obtain
results with good approximation even with littldimed meshes, thus significantly reducing
the computational cost of the entire analysis. Mwvee, the formulation of the Splitting
Method is presented for cases which also havenat@racks due to the current formulation
admits only boundary cracks.

Keywords: Generalized Finite Element Method, SpliftMethod, Fracture Mechanics, Stress
Intensity Factor.
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Capitulo I: Introducéo 1

1 Introducao

1.1 Consideracdes Iniciais

O presente trabalho trata da aplicacdo e desenveiio do Método da Particdo
(Splitting Method), de BabuSka e Andersson (2005) na andlise bidimeaispdana de sélidos
elastico-lineares contendo multiplas fissuras. TdEtodo que possui suas bases
fundamentadas nos Principios de Sobreposicao eieekBer, propde uma decomposi¢do do
problema original em trés subproblemas que sobreppermitem a determinacéo dos fatores
de intensidade de tensdo finais do problema ofigima mesmo, campos de tensédo e
deslocamento, a partir da condicdo de que nas fdassfissuras os fluxos de tenséo
resultantes sejam nulos.

Todos os subproblemas do Método da Particdo podemesolvidos nhumericamente
atravées do Método dos Elementos Finitos (MEF) em fumulacdo classica. Todavia,
guando se realiza a analise de um dos subproblettadpcal, que leva em conta o efeito
local de concentracéo de tensdo na vizinhanca ik pla fissura, 0 MEF exige elevado grau
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de refinamento da malha, aumentando o custo cogipotd. Desta maneira, neste trabalho,
propde-se que o Método dos Elementos Finitos Gkremlas (MEFG), Duarte, Babuska e
Oden (2000), seja utilizado como alternativa deltesio do subproblema local, tendo-se em
vista sua capacidade de proporcionar resultadasfatéatios mesmo com malhas pouco
refinadas, reduzindo o custo computacional. Taéugpenho do MEFG decorre do recurso do
enriquecimento seletivo da aproximacgao, particudante das funcdes Particdo da Unidade
(PU) atreladas aos nds cujas ‘nuvens’ contenhaontama fissura. O enriquecimento pode
ser realizado mediante funcdes que melhor possprasentar os campos de deslocamento e
de tensao naquela regiao.

Outro aspecto importante deste trabalho refere-eeensdo do Método da Particao
para a consideracdo de fissuras internas, uma wezadormulacdo atual admite somente
fissuras de borda. Desta maneira, viabilizando wanalise mais diversificada de um

componente estrutural no que diz respeito a presgaenultiplas fissuras.

1.2 Objetivos

O desenvolvimento de metodologias de abordagemra@emas da Mecéanica da
Fratura que oferecam resultados precisos e cono lgaisto computacional vem sendo tema
de muitos trabalhos publicados nos ultimos anosrOsvFawkes (1983); Edwalds e Wanhill
(1986); Alliabadi e Rooke (1991); Wang e Atluri @8); Duarte, Babuska e Oden (2000)
dentre outros. A maior parte das abordagens fazdosMEF, que possui uma ampla
experimentacdo e validacdo de resultados. Todpeia determinadas aplicagbes como 0s
problemas de multiplas fissuras, o custo computatido MEF se torna demasiadamente alto
ou mesmo inviavel. Neste contexto, um dos objetdeste trabalho consiste em desenvolver
uma avaliacdo critica do procedimento de andlise@léplas fissuras proposto pelo Método
da Particdo, que pela sua caracteristica de divag@oproblema mais complexo em
subproblemas mais simples.

Uma contribuicdo dada neste trabalho para a fogéalalo Método da Particéo,
originalmente restrita somente as fissuras de b@&dasua extensdo para o caso de fissuras
internas, possibilitando a analise de um componesteutural com fissuras de diversas

caracteristicas geométricas e de posicionamento.
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Entre os subproblemas do Método da Particdo deseossubproblema local que tem
por objetivo principal a determinagao dos fatoresntensidade de tens&o. Neste subproblema
os elevados gradientes de tensédo exigem uma disc@b bastante refinada da malha de
elementos finitos, sobretudo para a boa represEmtdgs campos de tensdo nas vizinhancas
da singularidade. Com o objetivo de minorar o custenputacional e o refinamento
excessivo da malha de elementos finitos desta ,gpappde-se neste trabalho a utilizagéo de
formulacdes ndo-convencionais do MEF, mais preasdéeno Méetodo dos Elementos Finitos
Generalizados (MEFG). Desta maneira, acredita-se gupresente trabalho contribui
significativamente para a viabilizacdo de uma matgla eficiente para o estudo do
problema de mudltiplas fissuras, sem a necessidadefthamento excessivo de malha em
nenhuma etapa, além de poder ser aplicado a cogdlbinde fissuras com diversas

caracteristicas geométricas.

1.3 Estrutura da Tese

No capitulo 2, apresenta-se uma breve revisdo doseitos fundamentais da
Mecanica da Fratura. Em particular destaca-se agdeddo fator de intensidade de tensao,
uma vez que este desenvolvimento em sua forma etempl detalhada ndo possui muitas
fontes na literatura atual.

O capitulo 3 faz-se um breve historico sobre awam dos métodos de andlise de
multiplas fissuras. Na sequéncia sdo apresentasi@sircipios basicos que dao suporte ao
Método da Particdo, assim como a sua formulacdboedagem dos subproblemas que o
compodem.

Exemplos de simulagdo numérica sdo apresentadeapitulo 4 com o objetivo de
demonstrar a eficiéncia do método na obtencao tdeefade intensidade de tensdo. Sendo
apresentados varios casos com diferentes tipoardegamentos tanto no modo | quanto no
modo Il de abertura.

O capitulo 5 trata da extensdo da formulacdo ddaoddé da Particdo para a
consideracdo de fissuras internas, sendo apressnt@imbém, exemplos numéricos que
comprovam a eficiéncia desta analise nos modds die abertura. Em seguida descreve-se a
formulacdo mais especifica para casos que contemptsuras de borda originadas em

regides que contenham furos. A avaliacao da capadeidas funcdes racionais empregadas na
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aproximacdo dos campos de tensdo em problemas daBieeza é objeto de estudo.
Posteriormente, descrevem-se 0s procedimentos séies para analise de casos que
contemplam fissuras internas, de borda e fissurdaboExemplos desta natureza sao
apresentados neste capitulo.

O capitulo 6 trata da técnica de enriquecimentovilt-G para elementos finitos
quadrilaterais isoparamétricos e apresenta as ésngiilizadas para o enriquecimento da
aproximacdo em problemas da Mecanica da FraturgteNeapitulo sdo apresentados
exemplos de casos resolvidos nos capitulos argeramm o Método da Particdo, porém com
0s subproblemas locais tratados com o MEFG. Comgpesa em relagdo ao MEF
convencional sdo realizadas com o objetivo de dstrama eficacia do MEFG em se obter
resultados satisfatérios com malhas néo tao redsad

O capitulo 7 refere-se as consideracdes finais;lgsdes e propostas para trabalhos

futuros.
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2 Mecéanica da Fratura Elastico-Linear

2.1 Importancia do Estudo

Anteriormente ao uso dos critérios vindos da MegAda Fratura, na maioria dos
problemas em engenharia, a resisténcia de um des&tan componente estrutural era
definida como sendo o valor de sua tensdo de estwarminorada por um coeficiente de
seguranca. Os principais fatores que justiicamdac@o deste parametro referiam-se a
existéncia de imperfeicdes macroscopicas, dentt@uMas, os estudos de Inglis (1913),
Griffith (1924), Westergaard (1939) e Irwin (195Mpstraram que a presenca de agentes
concentradores de tensbes (micro-fissuras, caatospoderiam influenciar a resisténcia de
um elemento estrutural de maneira consideravel.d&@eassim, muitos componentes

estruturais passaram a ser projetados ndo somamtglerando a tenséo critica, mas tambéem
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controlando caracteristicas geométricas que faeorea concentracdo de tensdo e uma
limitacdo sobre o comprimento méximo de micro-fiagtes.

As pesquisas sobre fissuras como agentes condergsade tensdes iniciaram-se na
década de vinte com os trabalhos de Griffith, ogigpermaneceram sem frutos durante
alguns anos até que na década de cinquenta forgadias as bases da Mecéanica da Fratura.
Uma década depois esta ciéncia passava a serdapleodensivamente na industria de
materiais de alta resisténcia (aeronautica) e thasina de aco para projetos de reservatorios
de pressado, mais especificamente aqueles utilizadosentrais nucleares de producao de
energia elétrica, plataformas de petréleo, etariBo, Fernandes e Castro (1999)).

A presenca de fissuras como fator preponderamteque diz respeito a ruptura de
grandes estruturas, foi evidenciada em grandestozs que ocorreram no dltimo século.

Dentre estas se encontram:

a) NaviosLiberty. entre os anos de 1939 e 1945, durante a segunelaaGViundial, 2708
naviosLiberty foram construidos e 1031 sofreram rupturas frageise acidentaram devido a
propagacao de fissuras. Mais de 200 navios apegsemtrupturas sem qualquer esperanca de
reparo e em 7 navios, a propagacéo das fissurtis parnavios ao meio. Estes acidentes
foram os maiores e mais caros experimentos em gédeocorreram ao longo do século e

praticamente marcaram o nascimento da Mecéanicaadiaré&.

Figura 2.1: NavioLiberty que sofreu ruptura fragil



Capitulo Z: Mecanica da Fratura Elastic-Linear 7

FiguR.2: NavioLiberty partido em dois

b) Em Marco de 1980 afunda a plataforfkal. Keillandno mar da Noruega devido a uma
propagacédo de fissura oriunda da solda em um comnp®mle sua base. Neste acidente 123
pessoas perderem suas vidas.

Figura 2.3: Pld@ama A. L. Keilland apés o acidente
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- S ST
Figura 2.4: A. L. Keilland. Suporte da base quebrad devido a ruptura na solda

c) Em 28 de Abril de 1988 parte da fuselagem deBaming se rompeu apés 19 anos de

servico. A ruptura foi causada por fadiga e a pregsele multiplas fissuras.

Figura 2.5: Boeing 737 com ruptura na fuselagem Figura 2.6: Boeing 73

Os acontecimentos dessa natureza ressaltaranbabpidade de fissuras ocasionarem
fratura catastrofica em diversas estruturas. Cadvento da Mecéanica da Fratura, originou-
se entdo uma nova filosofia de projeto, na qual estaitura ndo € necessariamente um meio
continuo, podendo a mesma conter defeitos (devidpracesso de fabricacdo), fissuras,

vazios, etc. que comprometem a resisténcia do @later
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2.2 Mecéanica da Fratura: Conceitos Basicos

Entre os conceitos importantes da Mecanica dauferadestaca-se a descricdo do
comportamento das fissuras no que diz respeitdpaode deformacdo de sua superficie.
Notou-se entdo que existiam trés movimentos indbpdes entre as faces de uma
determinada fissura, definindo-se estes como sémadolos de abertura”. A figura abaixo

retrata estes trés modos:

(a) (b) (€)

Figura 2.7 — Modos de abertura de fissuras

a) Modo | ou de abertura: corresponde ao movimentaldgtura de fissura na direcédo
perpendicular ao seu plano, por efeito das tendédsacio nessa dire¢do. E o modo

mais perigoso no que se refere a propagacao dedjss

b) Modo Il ou de cisalhamento plano: corresponde @oresgamento relativo entre as

faces da fissura por efeito de cisalhamento nga@lrparalela a do defeito;

c) Modo Il ou de cisalhamento anti-plano: correspoadescorregamento relativo entre

as faces da fissura por efeito de cisalhamentareeds transversal a do defeito.
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Gdoutos (1993) observa que as fissuras em corpbsitados s&o verdadeiros
concentradores de tensdes e que usualmente estabede amplificadas produzem
deformacbes inelasticas e outros efeitos ndo-ksearoximos a ponta da fissura (exceto
materiais frageis ideais). Porém, existem situacfede a extensdo das deformacdes
inelasticas e efeitos ndo-lineares sdo muito pemgjeromparado com o tamanho do corpo
(componente estrutural) sendo este 0 motivo deeptegpesquisa abordar somente fissuras

em comportamento elastico-linear.

2.2.1 Funcédo Tensé&o de Airy e as Funcdes Complextes Westergaard na Resolugcao de

Problemas da Mecéanica da Fratura Elastico-Linear

Timoshenko e Goodier (1980) introduzem a funcasaerde Airyy para a solucao de

problemas da elasticidade bidimensional e, emaquéati, para a determinacdo dos campos de
tensdo e deslocamento em problemas da MecanicatlaeE Da funcédo de Airy decorrem as

componentes de tensdo expressas da seguinte forma:

_d%y _d%y __ 0y
o, = e
ay® Yooox? Y oxdy

(2.1)

A funcdo ¢ constitui solucdo da equacao bi-harmodnica reptasen do problema da

elasticidade plana (detalhes desta equacéo setearoamo apéndice A):

D% =0*0%) = (a :yjﬂéfx afj@_

(@ ot 0t _|ow oY aY_
_(6x4+ X2y aij' 6x+26x2y2 oy .

(2.2)

2 2
O 0? =(% +aa—yzj (Operador Harmonico de Laplace) (2.3)
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Uma vez que toda funcdo harmoénica é bi-harménicaplacdoy de uma dada
equagao bi-harmoénica pode ser dada como umdbicagiio de fungcdes harmdnicas

Q (i=012:

Y=Q,+Q, ¥+ Q,x (2.4)

2 2 2 2
020 = _+6_ . _0°Q, +a Q =0 (2.5)
Plox® ayr) T 9 oy

O problema da singularidade do campo de tensaudumtida pela presenca de fissura

esta ilustrado na figura 2.8, consistindo em uneapalde dimensdes infinitas sob tensbes de
tracéo biaxiais aplicadas no infinito:

<«<2a—>

\ 2K

o

Figura 2.8 — Chapa de tamanho infinito submetida aarregamento biaxial

Neste caso o sistema de referén@gd) para um dado pontB é assumido, tendo
como origem o semi-comprimento da fissura, comotracs figura 2.9. Desta maneira, a
distancia deste pont® até a origem do sistema é representada pela gehride a distancia

entre a ponta da fissura até este mesmo poateepresentada pela variagel

v A

H
e <

Rl

‘--t—a—!-

Figura 2.9 — Sistema de coordenadas do campo de $8ps e deslocamentos
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Para a resolucéo deste problema, Westergaard (2p8€)Alliabadi e Rooke (1991)
introduziu a seguinte funcao representativa daillis¢do de tensdo no problema:

g - |z, (9=—-ZL—| (26)

ZI :ZI = = olz = g =
(2=2(xY /Zz_az i /—Zz_az 22 2 ajz

a
zZ Z z

Importante ressaltar que a parte “real” desta eéuaatisfaz as seguintes condicbes

de contorno:

al) Tensdo nula nas faces da fissura (excluindeexdeemidades/pontas da fissura).
Considerando primeiramente um ponto na origem xio @& fissura e posteriormente um

ponto proximo a ponta da fissura.

Origem do sistemg,y):

o o o o o
Z (2) = 0)= = = = = =
I() Z() a2 \/1_00 [ —oco ooG/—_]_ oo [
1_ -
Oj
= propriedade de divisdo dos numeros compleaaaog——E = 2.7)
(00] (00]

=0-0 = [Ref, (0)F

Ponto préximo a ponta da fissura, ou seja, um vatokimo dea (semi-comprimento da
fissura):
o _ o _ o _ (0-adi) _ 0-
2 )2 +/1-1,0002 0,0141431 0,014143
\/1_ 0,99991}

70,70

Z,(2) = Z (0,9999%)=

=  [Re[z, (0,9999.[a )F

(2.8)
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b1l) Considerando-se um ponto no infinito, o valertehsao neste ponto € o valor da tensao

aplicado na chapa.

g

Z(Z):Z(w):J j2=J1“_0=a=a+ou =~ [ReZ @)=0 (2.9)
a

00

cl) Tenséo tendendo ao infinito na ponta da fissura

Z<z)=z<a:J — = T te 00 = [RelZ (@ (2.10)

De maneira analoga, pode-se definir uma funcéo dst&faard similar a (2.6) para

representar o problema da singularidade e condag®esntorno para o modo Il de abertura.
T
Z,=2,(2= 4 (xy=— (2.11)

Neste caso, a parte “imaginaria” da funcéo acirpeegenta os valores de tensao:

a2) Tensdo nula na face da fissura (excluindo aseraidades/pontas da fissura).
Considerando primeiramente um ponto na origem xio && fissura e posteriormente um
ponto proximo a ponta da fissura.

r _ 70 _ rD 7D\ _

Hy e

Z,()=7%(0)= 0+0 = [ImZ, (0]=0 (2.12)

0
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Z,(2) = %, (0,9999)= 7 == 0 054%\43} =70,7..+ i
a 1
1_
\/ 0,9999J (2.13)

- Im[Z, (0,999% )]=

b2) Considerando-se um ponto no infinito, o valertensao neste ponto é o valor da tensao

aplicada na chapa.

rm

Z||(Z): Z, (00): = _\/l_OZTD:O-'-TD — Im[ZH (oo)]:Z' (214)
(2

c2) Tenséo tendendo ao infinito na ponta da fissura

Z,(9=24(9= TEJZ:%:T—C)E]:mDi:O+mD = |Im[Z (9] = (2.15)

i

Com base nas equacg0es (2.6) e (2.11), assim caswenificacdes expostas para cada
uma delas, Gdoutos (1993) resume as condicfesnderco em tensdes nas faces da fissura

de um problema da Mecéanica da Fratura mediantguarge equacao:

para y=0 e -—-a< x<+¢ (2.16)

Tendo como base estas consideragdes, define-se @matureza da equacéo geral

representativa da distribuicdo do campo de tens@esim problema com presenca de

singularidade:

Z=7Z(2=2Z(xy=ReZx y+ Um ZA x ) (2.17)
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Uma vez definida a natureza da distribuicdo do cadgtensdes, Westergaard (1939)
propds as seguintes fungdes de tensao de Airygpersolucao de problemas da elasticidade
bidimensional regidas pela equacéo bi-harmoénica) (. consistindo em meio infinito
contendo fissura submetida aos modos | e |l deiwaiaer

Y, = ReZ:| +ymZ ( problema simétrico — modo | de alraitu (2.18)

W, =ydm?Z, ( problema anti-simétricanedo Il de abertura) (2.19)

Nota-se que para a deducdo destas duas equacéss fexressario conhecer as
relagdes (2.20) a (2.23):

7 =92 (2.20)
dz

Z=zdz (2.21)

zZ :% (integrando ambos os lados) Z =I(i Zj dzzij Zdz = Z=£ 7 (2.22)
dz dz dz dz

- - = _¢fd s\, _d¢-= d = ~, d =l

Z—IZdz utilizando (2.22) = z_j —Zdz=—( Zd=— Z = | "Z=2— K2.23)

dz dz dz dz

Acrescentam-se as relacdes anteriores as condigéesCauchy-Riemann (ver

Apéndice B) para funcfes analiticas de uma variéweiplexa. Essas condigbes sdo dadas
abaixo:

dx dy
ImZ,=dImZ:_dReZ @)2
dx dy

A deducado das funcdes tensdes de Westergaard) @.18.19) € apresentada no
Apéndice C.
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2.2.2 Equacgbes das Tensbes em Funcdo de uma Varif@emplexa — Modos | e Il de

Abertura

Derivando a fungcdo complexa (2.18) introduzida Wéestergaard e utilizando as
condi¢gbes de Cauchy-Riemann (2.24) e (2.25), ols#as tensdes para o modo | de abertura:

g = =
“ody?  dy dy dy dy

o, =10mZ, + y[{-ReZ )= ImZ - y{ReZ = |0, = ImZ - yIReZ

&y, _d [dReZ . dmeZ]: L-mZ, +(1omZ, + yRez )] = (yiRez)

(2.26)
_d%, _d (dReZ  dydmZ|_d (o s _
M dx[ ™ + ™ } dX(ReZ,+meZ) ReZ + ylImZ
o,=ReZ +yllmZ
(2.27)

2 2 B = ~
o dw __d S(ReZ? +meZ):‘d— dRez _dylimZ =-i>(ReZ +yOmz,)
Y dxdy  dxd dy dx dx d

__dReZ, _dylmz _,

T
Y dy dy

mZ -(l0mz +yReZ ) = |1, =-yReZ

(2.28)

De maneira analoga, utilizando a funggp (2.19) obtém-se as fungdes de tenséo

para o modo Il de abertura:

_d%, _d*(yImZ)_dyReZ +Imy)

7oy ay dy
= (RezZ,-ylmZ)+ReZ = ZJRef - ydIm¢ = |g = ZRe&g - Y] ImZ|
(2.29)




Capitulo Z: Mecanica da Fratura Elastic-Linear 17

d%, _d( ydim Z dim 7
g = =— zy—— = |og,=yldm Z: 2.30
Yo d dx dx y dx y =Y ! ( )

o _d, =_i>{d(y|m2..)}=_d(yRez,+|mZ) ~ [r,=-yRez,~Imz,|  (2.31)
dy dx

2.2.3 Componentes de Deslocamento em Funcdo de ufaaidvel Complexa — Modos | e
Il de Abertura — EPT e EPD

Obtidas as tensfes, faz-se necessario inseri-lasegaacées que descrevem as
deformagBes no problema bidimensional para quepsssivel a obtencdo das relagbes entre
tensdes e deslocamentos. As relacdes de intemgssaleformacdes, deslocamentos e tensdes

considerando-se material isotropico, homogéneoeaitielastico sdo as seguintes:

du
e =du 2.32
e, =3_‘; (2.33)
du dv
Sl 2.34
Vi dy ox (2.34)
Y P 3
£, —E[Ux v(o,+0)] -33)
1
&, :E[Jy—v(ax+az)] .38)
TX
Vsy =Ey (2.37)
com G=—EF (2.38)

2(1+v)
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Substituindo (2.32) em (2.35), resulta:

o040 » to=Lo v, [ e[ o, -vig, 0]

= Ié[ax—v(aﬁaz)]dx = u:éUJde—vJ-(aﬁaz) d%

(2.39)

De maneira analoga, substituindo (2.33) em (2.B&m-se:

3, vio,v0)] = v=[ Lo, o rodlay = [v=LJopyrf sora]

(2.40)

Obtidas as expressdes que relacionam componentEsibeamentos e tensdes, pode-

se entdo definir as expressdes de deslocament@gado plano de tenséo (EPB),E0) e

para estado plano de deformacao (EP&)=(v . (csx+<5y) ), tanto para modo | quanto para o
modo Il de abertura. Estas expressfes tém sua d@edigtalhada no apéndice D e séo

resumidas na tabela 2.1.

Tabela 2.1 — Expressdes dos Deslocamentos em Fungé
para Modos | e Il de abertura - EPT e EPD

Modo de
EPT EPD
Abertura
_(@d-v) .5 .
ZGu—mEReZI - yimZ 2Gu=(1- )[Rez - ylImZ
I
2Gv= (1fv) OmZ - ReZ Oy 2Gv=2{1-v)dmZ - ReZ Oy
2 . _ 21— 5 _
2Gu = v+ [(ReZ, + yllmZ 2Gu=2(1-v)ReZ, - ylimZ
Il
2ov=S"mz — yiRez 2Gv= (1- 2)00mZ, - y[ReZ

(1+Vv)
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2.2.4 Relacdes entre os Campos de Tensao e Desla#gmna Vizinhanga da Ponta da
Fissura — Modos | e Il de Abertura

Como a tensao de interesse é aquela préxima a @arftssura, inicialmente torna-se
interessante transladar a origem do sistema deleoadas (ver figura 2.9) para a ponta da

fissura, mediante a relacao:
z=¢f+a (2.42)
Em seguida, inserindo (2.41) em (2.6) tem-se que:

7 - 0k _ olc+d _ol+3 2.42
CVZ-@ €+ 97-d@ Jéi+2¢a 242

Como a fungéo Zdetermina o campo de tensdo muito préximo a pdatéissura,
considera-se entdo a distandiada ponta da fissura até um dado ponto P em questéo
sendo muito inferior ao semi-comprimento (a) daufa:

E<<a (2.43)

Desta forma:

B JEﬂf+a) _ola [E\/naJ_U\/na _
Z = = = - 0 ovma=K,
\/;1+25a J2éa (Vma) J2rF 2.4
__ KK e
RN N

Remete-se ao desenvolvimento complementar no Ag&rgl obtendo as equacdes
que definem os campos de tensao e deslocamenfaneéo das coordenadae § , em uma
regido proxima a ponta da fissura (modos | e lhldertura). A tabela 2.2 reldne as relagdes de
interesse. Observa-se que os parametr@sKg constituem fatores de intensidade de tenséo e

serdo tratados logo em seguida.
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Tabela 2.2 — Expressdes Deslocamento x Tensdes amdao der eé,

para Modos | e Il de abertura - EPT e EPD

Modo de

Abertura

Tensodes

Deslocamentos

S
I
N D

B/
(@)
/_(D\\

Q
1

><'\|
<
I

B/
(@)
/_(D_\

B/
(@)
/_m_\

N
I D 1
wn
o)
-y
N
N—
o
A~

a 1- ser(gj Dseﬁ
2

N
=
e
wn
D

/—:\\

N

N—
|
n
D

=i\

SR
_ ;(_cls E{/Izn Ese’{%j [« — cost)

)]
! o, = % Bser(gj E:os(gj Dco{—
el

30
2

J

2+cof ek 2|
fref o)

L ;/L ESer(gj {2+« + cosH)
2G 21T 2

v:ﬁ ;/L Etos(gj[ﬂ 2- Kk - cod)
2G \ 2T 2

2.2.5 Equacdes que Definem os Campos de Tensado sl@mmento proximos a Ponta da

Fissura — Modo Ill de Abertura

De menor interesse para analises planas, mas tidcsda complementar a abordagem,

apresenta-se as equacdes que definem os campasséde & deslocamento para o modo Il de

abertura. As deducdes destas equagdes se encomtrapéndice F.

' K 7
r,=ImzZ, =-—_-[ken—
Xz 1l \/ﬁ ’{Zj

(2.45)
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r,=Rez, = LY Ebo:{gj (2.46)

W:M:ﬁg{/z_if[ser(ﬁj (2.47)
c & \x 12

Nas relacbes anteriores aparece o fator de intteside tenséo K
2.2.6 O Fator de Intensidade de Tensao

As equacdes que descrevem 0s campos de tensdaospaés modos de abertura se
caracterizam pela multiplicacdo de dois fatores gueolvem interpretagdes distintas.
Conforme a equacao (2.48), o primeiro fator ref®ea uma constante que descreve 0s
campos de tensao, deformacéo e deslocamentosiéa megdiatamente a frente da ponta de
fissura, enquanto que o segundo, dependente €l , € responsavel por descrever a
distribuicdo deste campo de tensdo em uma regi@xinpe a ponta da fissura, Ferreira
(2005).

f(9)
o.(r,8)= K === onde O K=ogJrma 2.48
Il( ) l";grte Vzm ( )
2°parte

Observando na equacéao (2.48) que quane@ode a zero, a tensdo tende ao infinito e

quandof tende a zero,f (9) tende a um valor unitario, pode-se entédo definfator de

intensidade de tenséo como:
K =lim N2mr Wy (r,6) 2.49)
Pode-se mostrar que o processo limite acima idditam por resultado:

K =oJma (2.50)
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onde:

o . é a correspondente tensdo de referéncia aplicadarpo contendo a fissura e

a: € o semi-comprimento da fissura (ver figura 2.9).
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3 Método da Particdo na Andlise de Problemas com Nhplas

Fissuras

3.1 Breve Histdrico Sobre as Analises de MultiplaBissuras

Uma das alternativas para encontrar-se um métackzgiara resolver problemas com
multiplas fissuras em elasticidade bidimensionalafaitilizacdo das fungBes desenvolvidas
por Green em 1928. Uma importante caracteristicstadefuncdes é que quando bem
definidas elas podem conter informacdes particsldeeum sistema como um todo, de modo
que a solucédo final de um problema pode ser ohfiela soma de respostas de uma
combinacdo de subproblemas agindo separadamemém Peste tipo de analise se restringe
somente a casos de fissuras submetidas ao modo abeltura, sendo colineares com

distancias periodicas entre elas além de idéntoogprimentos. Diversos tipos de funcdes
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Green podem ser encontrados em Shivakumar e Fo(h®®80), Rooke e Tweed (1980),
Rooke e Hutchins (1984), Kaya e Erdogan (1980), ¢iBudd (1977) e Jones (1974).

Outros métodos para as andlises de multiplas issam problemas similares ao
descrito anteriormente foram desenvolvidos. Dergstes se encontram as funcdes
ponderadoras propostas por Bueckner (1970) e nmagdamnente desenvolvidas por Rice
(1972) que buscou aplica-las em abordagem tridimeak Estas fungBes proporcionam
expressao integral para a determinacao do fatontdesidade de tensdo. Uma das vantagens
apresentadas pelo método refere-se a sua genefialipara a determinacdo de fatores de
intensidade de tensdo em modo misto, realizadadp@rsos pesquisadores, dentre eles
destacamos Tada, Paris e Irwin (2000) e Bortmarark8Sills (1983). Porém a aplicacao
ainda se limitava a andlise de fissuras colineares.

Visando o desenvolvimento de uma metodologia copacdade de determinacao de
fatores de intensidade de tensdo para problemasnciin multiplas fissuras, Lachenbruch
(1961) utilizou pela primeira vez 8chwartz-Neumann Alternating Method campo da
Mecanica da Fratura para a resolucdo de probleprasfissuras de canto considerando-se
casos de deformacéao plana. Tal método trata deagfb do Principio de Sobreposicdo, onde
a solucao final do problema é dada pela soma dagd®s de dois subproblemas. Um dos
subproblemas refere-se a um meio considerado tmfeontendo uma fissura tendo por
objetivo capturar a singularidade local do probleBanprega-se, neste caso, a solucéo
analitica disponivel. O segundo subproblema refera-um dominio finito e sem fissuras,
responsavel pela determinacdo da parcela regussldedo global.

Mas somente com o trabalho de Nishioka e AtlurB@3jue o Método dos Elementos
Finitos foi utilizado juntamente com solucdes aiw$ doAlternating Methodpara a andlise
de fissuras, surgindo entdoFmite Element Alternating Methodapaz de analisar fissuras
submetidas ao modo misto de carregamento com #acald qualquer. Porém, um ponto
importante a ressaltar refere-se a dificuldade eterchinacdo dos fatores de intensidade de
tensdo para um numero elevado de fissuras umaweezagla fator de intensidade de tenséo
esta relacionado com os demais. A busca da sokxige, neste caso, um processo iterativo.
Deste modo, buscando uma alternativa mais eficipata a determinacdo dos fatores de
intensidade de tensdao em multiplas fissuras, AsdarsBabuska e Stehlin (1998) propdem
um novo método de decomposicdo denominado Métodeadicao $plitting Methogl Tal
alternativa consiste na separacao do problemanati¢ggontendo um conjunto de fissuras) em
trés subproblemas. O primeiro subproblema consistalominio global com as mesmas

condicdes de contorno e forcas externas aplicanlggablema original, porém sem fissuras.
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O segundo subproblema, local, considera uma figgagtedo em um meio infinito. O terceiro
subproblema é também definido no dominio globath 8ssuras e com as mesmas condi¢des
de contorno em deslocamento do problema originaiérp com tensdes e deslocamentos
oriundos do subproblema local impostos em regi@éisidas nas vizinhancas das fissuras. A
solucdo advém da soma dos trés subproblemas, aoondicdo adicional de nulidade das
tensbes ao longo das linhas de fissuras. Tal métddmece entre outras vantagens a
possibilidade de paralelizacdo do processamentprdolema local e do problema global
referente a interacdo entre fissuras além da cgémera exponencial das respostas.

Sendo assim, com o objetivo de detalhar a formalagdmérica do Método da
Particdo, primeiramente sdo abordados principicict® da Mecénica da Fratura que

norteiam o Método da Particéo.

3.2 Principio de Bueckner

Bueckner (1958) demonstrou que o fator de intedsidie tensdo de fissura inserida
em solido submetido a uma forca externa qualqueée p@mbém ser determinado mediante a
aplicacdo de uma distribuicdo de tensdes diretaameas$ faces da fissura. Tal principio &
valido para material elastico-linear. A sobrepasig@ie justifica essa equivaléncia € mais

especificamente apresentada nos itens abaixo:

a) Considera-se o0 corpo sob carregamento aplicadéppsem considerar a presenca da

fissura, e determina-se a distribuicdo de tensadisina da fissura,

b) Considerando-se o corpo agora com a presencastiaafjsendo a mesma submetida a
uma tensdo de fechamento de intensidade igual aagieterminada no item “a”.
Obtém-se entéo o fator de intensidade de tensaguestdo. Como a situagao do item
“a” ndo apresenta concentracao de tensao, estedalator de intensidade de tenséo

coincide com o do problema original em maédulo. $easkim, tem-se qui€; = -K_

conforme mostra a figura 3.1:
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—Tfx)

K=Kc

Figura 3.1 — Principio de Bueckner
3.3 Principio de Sobreposicao

Aliabadi e Rooke (1991) destacam o Principio dér&wsicdo como uma das

técnicas mais simples e mais comuns na resolucpmbtiemas da Mecéanica da Fratura.

— G —+

T(x)

X2 <~— (X3

Figura 3.2 — Carregamento na face de uma fissura selvido

Com o Principio de Sobreposicéo

Uma forma de aplicacdo deste principio para fiesdeéterminacdo do fator de
intensidade de tensdo em situacdo mais complexsoldstacdo € apresentada por Chell
(1976) e Grandt Junior (1978). Para a determindgafator de intensidade de tensdo quando
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nas faces da fissura aplica-se um carregamentibdisio qualquero(x) , considera-se que o

mesmo possa ser descrito por uma combinacgao hiegaolindbmios da seguinte forma:
J g i

Q=20 Eﬁ—j (3.1)
j=0 a

onde a; sao algumas constantes conhecid@s, o carregamento aproximativo ea 0

comprimento da fissura. Desta forma, o fator densidade de tensdo é determinado pela
soma dos fatores de intensidade de tensédo obtidasada um dos subproblemas, conforme
mostra a figura 3.2.

O Principio de Sobreposicéo possibilita a pazdefio do processamento dos fatores
de intensidade de tensdo de cada subproblema. @piia¢do importante do principio,
explorada neste trabalho, refere-se aos problemaseqgvolvem a presenca de mdultiplas
fissuras. Neste caso, os subproblemas de fisserasedmas caracteristicas geométricas sao
calculados uma unica vez, o que auxilia na reduidempo de processamento total do
problema.

3.4 Principio de Sobreposicao e de Bueckner comorfamentas do Método

da Particao

Os principios descritos anteriormente formam & libs Método da Particdo para a
solucéo de problemas da Mecanica da Fratura. Rarapdificar, retoma-se o caso de um
corpo ausente de fissuras, submetido a um carregandestribuido nas duas extremidades
opostas. Este problema pode ser decomposto emsulipsoblemas, conforme mostra a figura
3.3
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a
AR RARRRARA
i
a
LR
a
Ks(+) Kc(-)

Figura 3.3 — Principio de Sobreposicao e Principide Bueckner

Isolando o subproblemé\KB) tem-se que 0 mesmo representa 0 caso classico da

Mecanica da Fratura onde o fator de intensidadéegio fica determinado pela equacéao

(3.2):

K =Co+/ma

(3.2)

I

ti

a

Kc(-)

Figura 3.4 — Caso classico da Mecanica da Fraturavidido em dois subproblemas
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Observando-se a figura 3.4 nota-se que o probldassico da Mecanica da Fratura
esta subdividido em dois subproblemas. A sobrefiosigom sinais positivos € entao

recuperada aplicando-se a tensédo de aberturagessda fissura, conforme nesta figura 3.5:

a
T T
i
a
WA WL LT
@) g
Ks(+) Ki=0 Kc(+)

Figura 3.5 — Método da Particdo para uma fissura beeado

no Principio de Sobreposicao e Principio de Bueckne

Tendo em vista a figura 3.5, observam-se, entibases do Método da Particdo: uma

decomposicdo consistindo em um subdominio ausentisslrasp® e outro contendo a
fissura P . Extrapolando a aplicag&o dos principios paraso c& sélido com duas fissuras

de borda, tem-se a seguinte configuracao deseritigura 3.6:

a a
THTET AT ARARRE R ARARAT
T +0
Y ””+ i il
g
T +0
LT [T
a a
Ks Ki=0 Kc

Figura 3.6 — Método da Particdo baseado na extrapa¢do do Principio

de Sobreposicao e Principio de Bueckner para duassuras
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Observando-se o segundo subproble(r‘r(@) na figura anterior, € aparente que as

fissuras possam agir uma sobre a outra, influedoi®e mutuamente com reflexos sobre suas
aberturas e nos valores dos fatores de intensilatkensao. Neste caso em particular, nota-se
gue uma fissura tende a induzir a outra a fechalsseseria mais facilmente compreendido
na auséncia de simetria, por exemplo, se uma fisksse bem maior que a outra, desta
maneira, a abertura da maior fissura exerceria feitoede fechamento sobre a menor com
suas faces comprimidas uma sobre a outra.

Procurando reproduzir a singularidade local do eadgtensédo junto a ponta de cada
fissura e a interagcéo entre fissuras, o segundarcblema pode ser dividido em dois outros
Andersson, Babuska e Stehlin (1998). O primeirostituindo-se em um subproblema
contendo uma fissura padrao inserida em um meioitmf Neste subproblema determina-se
ao longo de uma linha arbitrarid” o campo de deslocamento. O segundo procura levar e

conta a influéncia desta fissura nas demais. Ndmorglobal sem fissuras aplica-se o campo

de deslocamentos na mesma lifHf4, determinando-se a distribuicdo de tens&o ao ldiago

linha de fissura externa ao contoriit) . A figura 3.7 ilustra a sobreposicao:

r_H\\
: Contorno
! Infinito
&
+0 +0 i
m | ] e
T — [l o M
+a +a F(l) i I
I3
|
-
K¢ Kc

Figura 3.7 — Divisdo do segundo subproblema do Pgipio de Sobreposicao
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3.5 O Método da Particédo

Andersson, Babuska e Stehlin (1998) introduzemétolib da Particdo para a analise
de multiplas fissuras em problemas de engenhaoimocsendo um método de resposta
confiavel e precisa, além de baixo custo computatioo confronto com métodos similares.
A motivacéo para este tipo de analise séo os aeisl@m aeronaves associados a rupturas de
carenagens decorrentes da interacdo entre mulfipfagas que se localizam, em especial,

nas regides de rebites.

O referido método baseia-se na resolugcédo de pnaisipadrdes (fissura contida em
meio infinito) cujas solu¢des, multiplicadas potofas de escala, proporcionardo a solugao
final para a determinacéo dos fatores de intensidadensao. Outro principio utilizado pelo
método refere-se ao Principio de Bueckner que eldfirfator de intensidade de tenséo
oriundo da aplicacdo de uma for¢ca remota, comocsétéhtico aquele obtido através da
aplicacdo de um campo de tensdes nas faces deafssmelhante aquele gerado por esta
mesma forga externa aplicada (em solido semelhpotém ausente de fissura).

O problema béasico do Método da Particdo estaseptado na Figura 3.8 e consiste
num sélido contendo certo nimero de vazios e fiss(uma por vazio, mas poderia ser mais)
submetido a forcas distribuidas aplicadas na superficgde contorno. Na Figura 3.8, S
e g referem-se, respectivamente, as superficies doorrmn do vazio e fissura e ao

comprimento da fissuna

Tn

u=0

Figura 3.8 — Exemplo de um sélido com mdltiplas f&iras
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Um aspecto importante em relacdo a problemas dgstero é que a solugdo nas
vizinhancas de cada uma das fissuras € compostiandeparcela regular e outra irregular,
governada por um coeficiente que se relaciona cdatoo de intensidade de tensdo. Tendo-

se em vista esse aspecto e com o objetivo prindgdeterminar os fatores de intensidade de

tenséo em cada fissura, 0 método propde resolpeollema basico, simbolizado pdt,,
dito global, mediante a combinacdo das solugéesndesubproblemaFéo) que reproduz a

parcela regular da solugéo e dois subproblemagraeis 2 e P, que reproduzem a

parte irregular da solucédo, (ver Figura 3.9). Gwvahdximo do indicd (aqui representado
por M) é definido em funcdo dos numerd} de fissuras consideradas B e termos da

combinacdo linear adotados para construir/?é‘?f a aproximacgao dos campos de tensdo nas

linhas das fissuras, de tal modo qlg, = 1LJ =M.

PG (0) PG (K)

oo ™iO® EBY . %0
u=0 WM w= \
a 2 24

Figura 3.9 — Subproblemas segundo o Método da Pagéio

A sobreposicéo dos subproblemas pode ser exprasssgdinte forma:
M M
P, =PP+> a,PY+> a, R (3.3)
k=1 k=1

Uma vez resolvidos todos os subproblemas, os fatdeeescalar, que ditam a

solucéo do problema tém, por sua vez, seus vatateslados a partir da imposicdo em forma

fraca da condicdo de vetores de tensdo nulos oces @& cada uma das fissuiids (



Capitulo & Método da Particdo na Analise de Problemas com Nhilis Fissuras 33

3.6 Os Subproblemas do Método da Particao

3.6.1 O Subproblema GlobalP”’

Como ilustra a figura 3.10, o subproblerﬁ’élo) corresponde ao solido com mesma

geometria, vinculagdo e forcas aplicadas, do pnebleoriginal £, porém sem a

consideracao das fissuras. A resposta deste subm@lbepresenta a parte regular da solucao
geral. Um resultado importante deste subproblemaosédvetores de tensédo ao longo das
linhas (cujas diregcbes e comprimentos sdo previneanhecidos) correspondentes as
fissuras desconsideradas. Como parte da estratiégilétodo da Particdo, numa etapa

seguinte as distribuicdes dos vetores de tens@ongieidas ao longo das linhas das fissuras
sdo aproximadas por distribuicdes continuas, med@mmbinacgdes lineares de uma base de
funcdes de aproximacdo; quanto maior o numero ddof de termos da base, melhor a

representatividade da aproximacao resultante.

Figura 3.10 — SubproblemaPéo)

Dentre as caracteristicas deste subproblema destsa

a) As variaveis deste subproblema séo:
v" Dominio sem a presenca de fissuMds:
v Linha de contornds do dominio de/

v' Linha S, da fissura
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Linha § do furoi

v' Sistema cartesiano de Coordenadas Locgjg, ,¢ atrelado a linha de fissura
e com origem na sua ponta.
Normal a referida linha de contorro:

v' Comprimentoa da fissura i (medido segundo sua projecdo emdelagm

eixo local ¢, )

b) Equacédo Fundamental do Subproblema: equacaawderN

¢) Deslocamento imposto no conto®o

u
u= {ux} =u em S, (parte da linha de contorno com deslocamentogies)
y

d) Vetor de tensédo imposto em ponto do contorno rmormaln :

X

t - : :
1:{ } =Tlh=1 em S (parte da linha de contorno com forgas prescritas)

ty

e) Vetor de tensdo nulo nos pontos dos contorne$uilosi:

Th=0 em S (linha de contorno do furo i)

f) Meta da andlise: determinar vetores de tensadimaas de fissuras.

3.6.2 O Subproblema LocalP®

Como ilustra a figura 3.11, cada um dos subprobgetocais p¥ considera um
dominio de contornoS” contendo um vazio e fissura correspondente (osmoEsdo

problema originalPg). Define-se no interior deste dominio uma linR& arbitraria de
referéncia contendo o conjunto vazio-fissura. Qasblemas locais contemplam a parcela
irregular da solucdo representada pela concentidgdensao nas vizinhancas das pontas de
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cada fissura. As faces da fissudo conjunto genérico de fissurds<(i <) sdo submetidas a
um conjunto del vetores prescritos de tensdo cujas distribuicoagonentes sdo definidas

pelas mesmas componentes da base de aproximacg@olagara aproximar os vetores de

tensdo ao longo das linhas das fissuras no sulgmabuxiliarP®. Entre os resultados de
interesse de cada um dos vetores de tepgdos j < J) aplicados estdo: os campos de
deslocamentosh(” ao longo de uma linha de contorno arbitrdfid envolvendo a fissura, e

o fator de intensidade de tensdo. Havendo vazitedts a fissura, parte da linha de contorno
arbitraria pode coincidir com o contorno do vaf@endoJ o numero de termos da base de
tensdo @ o numero de fissuras, resultévixJ.| subproblemas locais a resolver e, portanto:

1<ks<sM.

Figura 3.11 — SubproblemaPL(k)

Entre as caracteristicas deste subproblema destaam

a) Geometria e variaveis:

v/ Dominio local com a presenca de fissié)
v' Linha de contorno do dominio locs®” (reproduzindo condigbes de meio
infinito) : S

v' Contorno S, da fissura composta por parteS;

ci

S. representando as faces

superior e inferior respectivamente.

v’ Sistema cartesiano de Coordenadas Loéaig,¢ com origem na ponta da

fissura.
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v" Normal a referida linha de contorr:
v' Comprimentoa, da fissura i (medida segundo sua projecdo emaelagim

eixo local &).

v/ Contorno arbitrério envolvendo o vazio (se existifissura i‘"/~

b) Equacédo Fundamental do Subproblema: equacdawderN

c) Deslocamento nulo imposto no contorBf de v, reproduzindo condi¢des de meio
infinito:

u=0 em §

e) Vetor de tensdo nulo no contorno dos furos eetes as fissuras

t, =Th=0 em S

Vetores de tensdo, com distribuicdointd pelas componentes da base de

aproximacéao adotada, aplicados nas faces dasafsssur
t'=Q,(&/a) em S¢
t =Q,(5/a) em Sa

f) Meta da analise: determinar vetores de deslonton® linha do contorno arbitrario® e
os fatores de intensidade de tensdo para cada raiidolocal e para cada tipo de

carregamento aplicadQ; .

Importante se faz mencionar a forma de extra¢@ \ddores para os fatores de
intensidade de tensdo. Baseado nos exemplos dedekeStolarski e Yoshimoto (2006), as
seguintes relacdes foram utilizadas para a detagamdos fatores de intensidade de tenséo
para os modos | e Il de abertura:

K =./?Z3° cop (3.4)
r (k+1)
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2, G

Kn :\/ O—-=
r

Sendo:

r

[CSD (3.5)
(k +1)

Distancia da ponta da fissura até o pooteiderado para a coleta@®D ou
CSD(na configuracéo indeformada).
Mdédulo de Elasticidade Transversal (ou dealbmmento), definido como

E
2(1+v)

, ondeE é o Modulo de Elasticidade Longitudinalve é o

Coeficiente de Poisson.

. €éigual a(3-4 v) se Estado Plano de Deformac;:?u%f—graK se Estado Plano de
v

Tensao.

COD: “Crack Open Displaceménta diferenca entre os deslocamentos de pontos

correspondentes das faces segundo direcao perplmdidinha de fissura.

CSD *“Crack Sliding Displacemehta diferenca entre os deslocamentos de pontos

correspondentes das faces segundo direcéo paadielte de fissura.

Com isto, calculam-se os valores de fatores dengidade de tensdao tomando-se

pontos proximos a ponta da fissura (até 10%adé e, posteriormente, para fins de

extrapolacdo, aproxima-se estes valores por umegadutinear. O valor final do fator de

intensidade de tenséo sera aquele definido pelg@fulinear para o ponto correspondente a
ponta da fissura, Carvalho (1998) e Bitterncetl (2003) e Leonel (2006). Evidentemente,

nota-se que, quanto maior a discretizacao dest@oremaior sera a tendéncia dos valores de

K formarem uma funcéo linear que extrapolada noidemta ponta de fissura permitira a

obtencéo de um fator de intensidade de tensao ltamracisdo. Na figura 3.12 nota-se que é

realizada a extrapolacdo utilizando-se os valoee€@D a esquerda da ponta da fissura,

sendo que a direita da ponta da fissura, somentdul@ de exemplo, utilizou-se a

extrapolacdo dos valores #eobtidos através dos valores do campo de tensaonmms a

ponta da fissura.



Capitulo & Método da Particdo na Analise de Problemas com Nhiiis Fissuras 38

Ponta da Fissura

1‘591\"”“

®
@

Fator de Intensidade de Tensio K

50
;50

Figura 3.12 — Valores de K calculados em 10% da fada fissura

Uma dltima observagéo sobre este subproblemaerséerao contornds!’ para a

simulacdo do contorno infinito. Como seu objetivae@resentar um problema local que
envolva a presenca de fissura, quanto mais afassscontorno for da fissura menor a sua
influéncia sobre a determinacdo do fator de intlEt® de tensdo. Se o comprimento de

fissura for muito menor do que as dimensfes dal@dbnsiderado, o posicionamento do
contorno S’ n&o apresenta dificuldade. Porém, se as dimendéissura forem proximas

as daquelas que compdem o sdlido, o mais viaviel aesimulacdo deste contorno infinito
com dimensdes e condi¢cdes de contorno em deslotasndénticas ao do problema original
(global).

3.6.3 O Subproblema GlobalpX’

Por Gltimo, o subproblema glob&.*’ permite reproduzir a interagéo entre fissuras
guando houver um conjunto delas. Em cada um dssi@sroblemas, conforme ilustra a

figura 3.13, considera-se o0 mesmo dominio existeatsubproblema” (sem fissuras) e
com condi¢cdes de contorno homogéneas (tensdo ecdemntos nulos eng, e § ).
Entretanto, aplicam-se solicitacdes provenientessutmproblema locaP" determinadas,

naquele problema, na regido do contorno arbitréiid. Em particular, aplicam-se como

solicitacdes os vetores de deslocamento. Obsergaeseao se compor a solugcao global por
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sobreposicao, recupera-se a continuidade nashdigfies de esfor¢cos e deslocamentos,

prevalecendo a solugéo do subprobleﬁ%?) ao longo das linha$ . Os resultados de

interesse de cada subproblerRd’ sdo os vetores de tens&o nas linhas das fissaiakas
influenciadas pela fissura considerada, ou seja, para cada subproblemi@ determinada

fissurai , coletam-se os valores de tens&o nas linhasslerdi externas ao contoriid’ que

envolve esta mesma fissuraSendo estes vetores de tensdo aproximados usamesma

base, e nimero de componentes, adotada no subpeoBlg’.

u=0

@ @ @
't uj
Figura 3.13 — SubproblemaPék)

Entre as caracteristicas deste subproblema, desteEa

a) Geometria:
v" Dominio sem a presenca de fissuMs:

v Linha de contorno d¥ : S

v' Linha de fissura: S,

v’ Sistema cartesiano de Coordenadas Loégig,¢ com origem na linha de
fissura (referente a ponta no subproblema local)
Normal a referida linha de contorno:

v' Comprimento da fissura i (medida segundo sua pojegn relacdo a um eixo

local ¢ ): &
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b) Equacédo Fundamental do Subproblema: equacdawderNem V .

¢) Deslocamento impostos:

g:

<l

em S, de S (parte do contorno do solido)
u=u em O, (contorno arbitrario que envolvium-fissura)
d) Vetor de tenséao nulo imposto no contoo
Dﬂ =

=0 em S

-

e) Vetor de tensdo nulo no contorno dos furos eetes as linhas de fissutias

Ih=0 em 9§

f) Meta da andlise: determinacdo dos vetores d&itenas linhas previamente identificadas

das fissuras. Importante ressaltar que para destdas impostos no contorrfo”’ ndo é
necessaria a determinacdo dos valores de tens&m gutinha da propria fissura deste
subdominio local, uma vez que o objetivo referesketerminagcdo da influéncia da fissura

sobre as outras e ndo em Si mesma.

3.7 A Solucado Numérica do Método

A solugdo para o problem&, é tal que nas faces de cada uma das fissuras de

comprimentoa o vetor de tens@b deve resultar nulo. Para a fissuram forma ponderada

ou fraca esta condi¢ao pode ser escrita como:

g
jg Q,(&/3)dé=0 ¢/ 2=1,...3 (3.6)
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Sendo:
t =tQ+t" +t (3.7)
J n° de termos da aproximacao adotados

Q (Ei/a) € a funcdo ponderadora definida pelas componetdebase de aproximacéo

adotada para aproximar os campos de tensédo amicadofaces das fissuriasOs fluxos de

tensdes de cada subproblema na equacéo (3.6) taerérivem a base de aproximacao

adotada:

tg = Zh 0.(&/3) c/ 0<&<3g (3.8)
t = _é"m—m Q, & /a) c/ 8é<3 (3:9)
(& =Z Za 9 Q (£ /a) c ! @i<a (3.10)

Adicionando as trés equagdes acima conforme exegpiacao (3.7) e posteriormente
substituindo-se em (3.6), tem-se que:

iJ J M
=1 k=

[0, 0,(5/8) =2 0. RE/ A+ > a 060/ 3" Q,(£/19 d=0

J
j j=1 j=1 1

ot—

g g M T ..
= _[[Z |:h1 Ty +k2:;ak Ed?(,lj()} 91-(5/ a)[gz(f/ @) &=0 c/ J’Jzzl""’J

=1

(3.11)

Nota-se queM = | . J e os coeficientes das combinaciese ¢ s&o identificados

previamente a partir das solugbes dos subproblé®ffae P respectivamente. Isolando-se

o termoa da equacao (3.11) chega-se ao sistema linear:
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[1G] §a} ={r} (3.12)

Onde[IG] é a matriz de “influéncia geral”, reunindo os tesue definem a interacao entre
as fissuras. O vetor solugd@'} define os fatores de escata empregados também na

determinacdo dos fatores de intensidade de tenaéo gada fissura, conforme indica a
relacdo seguinte:

K(I)(J) = zaj+(i—1)|;] D<j(l) 13)
=1

onde K foram calculados nos subproblemas lod2{i$ .

Mais detalhes sobre o sistema mencionado por (3%&)m como a determinacéo dos

termosa para diferentes casos de interesse sao dadosia seg

3.7.1 O Sistema LineafIG] §a} ={r} para Uma Fissura

Dada a seguinte equacdo que define a condicaoctssdo Método da Particdo,
expressando a nulidade das tensdes ao longo @adanfissura:

{bl,i T +§:Uk B?(}i()} QU /IQ,(¢/a) €=0 of j,12=1,..J

(3.14)

e considerando-se apenas uma unica figsled e m termos de aproximacgd=m) tem-se

que:

M
Ya Y m(&/a)=0 (ndo h& interag&o entre fissuras)
k=1
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i (b +0uwan | Q&S )M (¢/ @) =0 ¢ jj2=1..m (3.15)

j=1

Ot 2,

Desenvolvendo a equacéo acima, obtém-se o segistgea linear:

[1G] §a} ={r} (3.16)
Ou seja:

[-aQof [-QQor .. [-qque J(8.QQ+ B.QQr+ § 9 Qo¢
ai ai ai al ai

[-QQa¢ [-QQa¢ - [-QQd¢| a,| _|-[(0.QQ+ BQQ+...+h,Q,Q)0¢
ai ai ai O;m ai

[-QQ0¢ [-QQo¢ ... [-Q,Qp¢ -[(0,2Q,+B,QQ+...+ h,Q,Q)a&

(3.17)

Este sistema € utilizado somente para a deterdondg fator de intensidade de tensao

para problemas contendo uma Unica fissura, poréoxiapado por) termos.

3.7.2 O Sistema LineafIG] §a} ={r} Para Varias Fissuras

Neste caso considera-se entdo a equacdo do Mé&ddarticdo que define a condicdo

de nulidade das tensdes na linha da fissura

Oty 2,

)y [n,j S u;ﬁf’} QE/Rm,(¢/a) d=0 o jj2=1.)

=1

(3.14)
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Paral fissuras, tem-se o0 seguinte conjunto de equacdes:

f-aﬁi% (ﬂ%/amz(f/al) &=0 o jj2=1.

fi[ i a +Zak } Q(&,/ a)Q,(&,/ a) &=0 c/ i,j2=1,..]

o2

i [ i T 1 +Zak H?(k} Q& /a)Q,(¢/p) &=0 c/ ij2=1,...]

j=1

(3.18)
Adotando-se os seguintes dados:

v' n° de termos da aproximacao adotados = = J=m
v' n°de fissuras = n = I=n
v M=J.l=m.n

e tomando por referéncia a primeira equacao, esprper (3.18), observa-se que esta se
desdobra em um novo conjunto de equac¢les, senddmera de equacbes deste novo
conjunto igual ao numero de termos da aproxima¢@e(,...J=1,...m):

ji b, -a +Z“j:ak Y| Q& a)IQ(é/ a) &=0 cf j=1..9
.[ZJ: b, -a, +i“ak (? Q(&,/ %)[Qz(fj/ a,) F=0 c/ j=1..J
ji b, -a +Z“j:ak Y| Q& a)IQ (&) a) &=0 cf j=1..9
(3.19)

Sendo assim, desenvolvendo todas as equacOes sagnesr (3.18), chega-se ao
seguinte sistema linear:

[1G] §a} ={r} (3.16)
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onde a matrif1G] de dimensdesn.n x m.npode ser decomposta em duas:
[IG]=[1G H G ¢ (3.20)

Sendo qudIG], é uma matriz que possui as integrais responspeeidescrever as tensdes

em P e[IG], possui as integrais responsaveis pelo efeito eedigdio entre as fissuras.

A matriz [IG], que possuin x n sub-matrizes é dada da seguinte forma:

Q] [ - [d
[16], = [?] [Q;(Z)] - (3.21)

O 1 - [

[0 [0] sé&o sub-matrizes x mnulas

U [Q"] s&o sub-matrizes x mparan fissurasi€l,...n):

TQlQlag TQleag TQnQag

[Q9]=- [aQas [Qaoe - [QQa

Z3)
[QQos [QQae - [QQo¢
Por outro lado[IG], que possuin x n sub-matrizes € dada da seguinte forma:
[e@”] [e@] - [o@]|
e, =| @] [@] - [e@] 529

] [eq] - [ed]
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onde [CQ(i)] sdo sub-matrizest x m paran fissuras i€l,...,n) e param termos de

aproximacaoj€l,...m).

Considerando-se as sub-matrizes da primeira Iiai{a(E]G , isto refere-se a0 mesmo

gue considerar-se as influéncias de todas asdissobre a fissura namero 1. Por exemplo, de

todas estas sub-matrizes que compdem a Iinh%c@f”} representa a influéncia dos

carregamentos aproximativgsaplicados na fissura nimero 1 sobre ela mes{ru:@ﬂ

representa a influéncia dos carregamentos aproxiosagt aplicados na fissura numero 2

sobre a fissura numero 1 [eQ,ﬁl)} representa a influéncia dos carregamentos apabixios

j aplicados na fissura nUmemosobre a fissura nimero 1. Desta maneira, a senmadds 0s

elementos de uma linha da matfis ], formam osk (=1,...,M) subproblemas do Método da

Particéo.

[QQ+.+2Q Qi [ € QQr.+ £ Q P¢

0

oq]=| |+ Q¢ [IQQr+ £Q ¢

0

[1QQ+ +7QQp¢ [@QQ+.+ £ Q¢ -

oo .+ Q&

Oty 2,

£ Q@ .+ £Q,Q0¢

Ot 2

ai

[Ro@.+ ® Qas

JerQQ +.t €17QQOE | Er7Q Q. 17 Q @F

[cQ”]= [erPQQ+.+ P Q Q¢ [¢rPQQr.+ 77 Q Q¢

0 0

[ermQQ +..+ é7 7 Q Qo¢

[eTMQQ+...+ ¢ " Q Q0§

[crmQQ,+..+ €7 Q,QP¢

[67QQ+.+d7YQQp¢ [c¥QQ +..+ (17Q, Q¢ -
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].iC,(E_(l_m»QlQl +...+ (r‘:;(l_ m))Qn Qag ]'i ¢,lf(2_ m) Q Q"‘ L+ i(%:e(z— m) Q @{

0

[cQ?]= IC'(E'“‘”‘”Q Q.+ EEMQQIE | (T QQrL K7 Q@F

[ mQQ 4.+ MQ,Q0E | G QQur .t Y QQE

ai

[e9QQ +..+ 8 Q Qo¢

0

[eQQ+.+ ¢ Q Q¢

[chQQ +..+ ¢ Q,Qp¢

(3.24)

Importante ressaltar que o objetivo da mafii@], é realizar a interacdo entre as

fissuras. Sendo assim, as sub-matrizes que comadbkagonal principal desta matriz devem
ser eliminadas, uma vez que néo tem sentido algunsiderar-se o efeito da fissura sobre ela

mesma. No caso, isto acarretaria em duplicidadefeitos uma vez que este efeito ja esta
considerado enP" . Outra opg&o para a ndo consideragdo desta diguiide efeitos é

adicionar o somatorio abaixo na equacao (3.15):
J : P
{z Q420 @%[,'f('_l)” [Ql } Q zag} c/ 1,12=1,..J (3'25)

De qualquer modo, a matjiG]_deve ser:

0[] - [
o], =| ¢ 1 L]

G

(3.26)

@] [e@’] - [q

Definida entdo a matrigG] de dimenséaan.n x m.nresta-se destacar o vetor-solué@t}) :
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{a} =17 (3.27)

assim como o vetofr} , responsavel pelas integrais das tensfes nas loidhdissuras em

P apresentado da seguinte maneira:

[b.QQ +b,QQ+...+ b, Q Q&
cooq) [BQQHB,QQ ¢+ by, Q QF
[b,QQ,+h,QQ*+...+ b, Q Qd¢
16,00+ 5,0,Q+...+ b, Q ¢
i) 1200 b,Q.0 4+ 5,0,Q0¢
{r}=- 2
[0,,QQ,+5,QQ+..+ b, Q Q&
[0.,QQ+h,QQ+..+ h,Q Q¢
0 .48)
coon) [ PQQFRQQE 4, Q QS
[0..QQ+h,QQ+..+ h,Q Q)¢
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4 Resultados Numéricos

Neste capitulo apresentam-se exemplos numéricoslatodo da Particdo para os
modos | e Il de abertura. Tais exemplos referera-sleapas (contendo uma ou mais fissuras)
submetidas a carregamentos diversos. Os valor&s de K, sdo as variaveis principais a
serem determinadas. Apresenta-se também uma awl@lisdvel de convergéncia que o

Método proporciona para a obtencao de tais valores.

4.1 Chapas Contendo Fissuras de Borda Solicitadas #odo | de Abertura

4.1.1 Exemplo 1. Chapa com uma Fissura — CarregamenUniformemente Distribuido
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Neste caso utiliza-se um exemplo classico da Megéata Fratura com o objetivo de
comprovar a efichcia do Método da Particdo na gienle K Trata-se de uma chapa com
dimensdes 10x20 (W=10 e H=20), comprimento de fiisgxl , e tensdo constante unitaria

(o =1) aplicada ao longo das faces inferior e supemottthpa, como mostra a figura 4.1:

a

IO O O O O O A O A

10

.

10

YIYYYTIYIYNYYRTYY

a

Figura 4.1 — Chapa com 1 fissura e carregamento cstante

A solucédo analitica deste problema deduzida poiddssaWanhill (1986) é dada por:

K, =Cw&/ma (4.1)
com.
a aY a)’ ! a
C=112- 0,23€—)+ 10,5(5—} - 21,(2—} + 30,%@) até —=0,6 (4.2)
W W W W W

No caso, com as dimensdes descritas obtém-se wexalto do fator de intensidade de

tensdo para a fissura:

%=%=0,1 = C=1,183719= K, =CwQ/ma=COG/m1= 2,098: (4.3)
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Por se tratar de forca distribuida uniformementehegpa, a solucdo pelo Método da
Particdo pode ser obtida considerando-se apenatewmo de aproximacao. Além disso,
como nédo ha interacdo entre fissuras, a sobrepose&@ieduz a imposicao de resultante nula

das tensdes na linha de fissura. Neste sentidicasgggd um carregamento constante de

compressao nas faces de fissurdPipara anular as tensdes de tragdo oriundade

Os valores dos indices para a utilizacdo das eqeagd Método da Particdo se

reduzem neste caso a:

=1 (n°de fissuras)
J=1 (n°de termos da aproximagéo)
M=1.J=1

:{ij =1 (4.4)

Qj(a/a){‘(—i]j_l = Ql(fl/al){‘f—ljl_l -

g a

Considerando o subproblen®y”, tem-se que a auséncia de fissura implica emdensa

unitaria na linha de fissurégg):l). Sendo assim a tensdo na linha de fissura pode ser

expressa reduzindo a combinac&o linear a compoig(i&g/a,) da base, o que resulta:
0 - 0
t9=>h, @ /a) = 1=b,A = b,=1 = (=1 (4.5)
=

Como ja comentado, o terceiro subprobleRi& n&do necessita ser considerado, pois

ndo ha interagdo entre fissuras.
te’ =0 (4.6)

Aplicando o fluxo de tensad (&,/a,)=1 (compressdo) na face da fissura, o

subproblema local tem seu vetor de tenséo repesepor:
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J 1
(k) — @ _ 1 —
t = Zlajﬂi—l)J [Qj &/la) = = Zlah(l—l)lljl' = =0, 4.7)
= i=

Com a ajuda do programa ANSYS, pode-se extraitay fie intensidade de tenséo,
obtendo-se:

KO =K®=2,099 (4.8)

Com todas as informacdes obtidas e através da &uj(ag5), obtém-se o parametro
alfa que daréa a solugéo do problema:

U
O t—y
M-
1
T
¢Q
7
=
=
+
L2,
Ay
1
o
U
O ey

=1

Zl: [}al}dg(: 0= Jl'(]_—al)dg: 0

= (1-4,)&,=0 = |a, =1

(4.9)

Sendo assim, obtém-se o fator de intensidade dgidedio problema global para a
fissurai (=1):

J 1 1
K®(J) :zaj+(i—1)m DKj(j) = K(l)(l):zal (K" 221@’099: 2,09 (4.10)
j=1 i=1

=1

O erro da aproximacéo pode ser expresso da segoanteira:

E(%) = ‘KREF - KAPROX‘ 1.00= |2,0981— 2,09

P00 0,0439
o 2,0981

(4.11)

Com o resultado obtido verifica-se a eficiénciaRimcipio de Bueckner, permitindo

redefinir um problema mediante a resolucdo de sladigpproblemas seguido de superposicéao.
No caso, somente o termo constante da base deirapg#o do vetor de tensdo na linha da
fissura foi o suficiente para capturar a solucZataxio problema.
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4.1.2 Exemplo 2: Chapa com uma Fissura — Carregames Nao-Uniformes

Os seguintes exemplos tém como objetivo demonstraficacia do Método da

Particdo na analise de problemas contendo o cameptertsdes na linha da fissura do
problemaP{” ndo-uniforme. Neste caso, este campo é aproxipadama base de fungbes

polinomiais. Outro objetivo refere-se a obtencadalor de intensidade de tensédo gerado por
este mesmo campo de tensbes nao-uniformes mediactambinacdo de outros fatores
obtidos em cada subproblema local. Os exemplosepmiam diferentes tipos de
carregamentos: linear, quadratico, constante+gtiadranostrando que, quanto mais
complexa a distribuicdo das tensdes na linha daris mais termos da aproximacao deverao
ser adotados. As caracteristicas geométricas doapas deste item sdo as mesmas do item

anterior. Os exemplos considerados estao reprekenta figura 4.2.

Linear Quadratico Constante + Quadratico
a
et el s
S a=1| =
Il
I - | | _
W=10
a 9 T

Figura 4.2 — Chapa com 1 fissura e carregamentos nados

Para o emprego do programa ANSYS duas malhas fgeradas, uma malha nao
refinada para o subproblen®® e outra malha, para o subproble®@¥ , bastante refinada
na regido proxima a ponta fissura. Os dados refsero material e adotados no modelo sdo

indicados em seguida:

G=10
(4.12)
v=0,3
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Optou-se pela geracdo de uma malh#@gfe contendo as seguintes caracteristicas:

Eixo de simetria horizontal

Elemento finito quadrilateral de oito nés (desloeatns em duas dire¢cdes por no)
N° de nds = 9595

N° de Elementos = 3136

Refinamento da malha junto a ponta da fissura

AN N N N NN

Malha nao-estruturada

Para a extracdo dos valores dos fatores de intafeside tensao-referéncia dos trés

casos, utilizou-se a técnica de correlacdo de cesientos enunciada no capitulo anterior:

K =/?"3° cop 13)
r (k+1)

Desta maneira, calculam-se os valores de deslocamproximos a ponta da fissura
(até 10% de) e obtém-se os valores deréferéncia, mediante um processo de extrapolagéo,

obtendo-se o0s seguintes valores para os trés casusonados anteriormente:

Tabela 4.1 — Valores-Referéncia de Kpara carregamentos variados

Carregamento K
Linear 1,986
Quadratico 1,640
cte + Quadratico 3,750

Para a resolucdo do Método da Particdo, faz-sessdte aproximar o campo de
tensdo na linha de fissura mediante combinacaarlie uma base polinomial. Na figura 4.3
mostram-se 0s pontos de referéncia empregadosnsérogfio da aproximacdo com até trés
elementos de base polinomial:
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11
ponta da //—
fissura =7 | - a xaizida
fissura
/ S : \ilﬁ:o 2
.P‘T‘g 1 p_onfo 3 :)g =3)
{£=0) (£=0,5a)

Figura 4.3 — Eixo das coordenadas locais e pontos doleta das tensdes

Sendo assim, para um termo da base de aproximag@iderado (constante), 0s
valores de tensdo nas linhas de fissura a seresideoados sdo aqueles referentes ao ponto 1
; para dois termos da base de aproximacdo (coaseatinear) utilizados considera-se o0s
pontos 1 e 2; e para trés termos da aproximacé&md=syados (constante, linear e quadratico),

coleta-se os valores dos pontos 1, 2 e 3.

Uma malha estruturada menos refinada foi empregada o subproblemd ®
contendo apenas 900 elementos quadraticos de @staam dois graus de liberdade nodais
(30x30). A malha para o subproblema loBAP é a mesma utilizada no processo de extrag&do

de K. Para cada um dos exemplos o Método da Partigéede os resultados mostrados nas
tabelas 4.2 ,4.3e 4.4 .

Tabela 4.2 — Valores de Kaproximado obtidos para carregamento linear

Carregamento Linear:d&= 1,986
N° termos Aprox. Kprox E(%)
1 1,8999 4,34
2 1,9851 0,05

Tabela 4.3 — Valores de Kaproximado obtidos para carregamento quadratico

Carregamento QuadraticogX= 1,640

N° termos Aprox. Kprox E(%)
1 1,5534 5,28
2 1,6373 0,16
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Tabela 4.4 — Valores de Kaproximado obtidos para carregamento cte+quadratic

Carregamento Cte + Quadratica:< 3,750
N° termos Aprox. Kprox E(%)
1 3,6645 2,28
2 3,7399 0,27
3 3,7465 0,09

Com os resultados obtidos, fica evidente a capdeid® obtencdo dos valores dos
fatores de intensidade de tensédo finais medianteaogmbinacao linear de outros casos mais

simples (subproblemas locais). Observa-se quetguaais complexos sdo 0s carregamentos
(e por conseqiiéncia os campos de tensdo na linhfissiea de P{”), mais termos

aproximativos necessitavam ser utilizados paratangbo de valores mais precisos. Outra
caracteristica relevante refere-se a convergéngasg mostrou exponencial, ou seja, com
poucos termos de aproximacao foi possivel obteeseltados com um nivel de erro muito

baixo.

4.1.3 Exemplo 3: Chapa com Duas Fissuras — Carregamo N&o-Uniforme

No exemplo deste item, procura-se incluir a in@oaentre as fissura. A fim de
avaliar-se o desempenho do método, toma-se coneodb@semplo anterior, considerando-se
0 carregamento externo do tipo constante+quadrapooém com uma fissura a mais,

conforme mostra a figura 4.4 :
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10

a=1 a=1
.—.‘ r—.
fiss. 1 fiss. 2
10

20

a a

Figura 4.4 — Chapa com 2 fissuras e carregamentoestquadratico

Os dados do problema sao os seguintes:

a) Propriedades do material:

G=10
(4.14)
v=0,3
b) Carregamento:
X 2
o,(xX)=1+ — 4.15
0=1+ %] (4.15)

Para a determinacdo dos fatores de intensidadesrdid-referéncia realiza-se uma

simulacdo com o programa ANSYS com malhas contasd®guintes caracteristicas:

Eixo de simetria horizontal

Elemento finito quadraticos de oito nds (dois grdeisiberdade nodais)
N° de nos = 25107

N° de Elementos = 8310

Refinamento da malha junto a ponta da fissura.

ASERNEE N NERN
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Os fatores de intensidade de tensao-referéncia qaata fissura resultam com os

valores mostrados na tabela 4.5 :

Tabela 4.5 — Valores-Referéncia de Kobtidos para carregamento cte+quadratico

Fissura K,
1 1,633
2 3,642

Os valores aproximados dos fatores de intensidadertsao, para as duas fissuras,

obtidos com o Método da Particdo estdo mostradteeda 4.6 :

Tabela 4.6 — Valores de Kaproximados obtidos para carregamento cte+quadrato (2 fissuras)

Carregamento Cte+Quadratico
Fissura 1: Krgr=1,633 Fissura 2: kegr=3,642
N° termos K APrOX E(%) N° termos K APrOX E(%)
Aprox. Aprox.
1 1,6683 2,16 1 3,6611 0,52
2 1,6286 0,27 2 3,6359 0,17
3 1,6322 0,05 3 3,6384 0,10

Com os resultados obtidos, confirma-se a capaeidbd Método da Particdo na

obtencdo dos fatores de intensidade de tensao ralkdemas da Mecéanica da Fratura

envolvendo mais de uma fissura. Novamente, a cgéumera se mostrou de modo

exponencial, sendo igualmente necesséarios apefastdrmos da aproximacdo para a

obtencdo de um erro inferior a 0,5%. Devido amlsm§issuras possuirem a mesma forma

geométrica (comprimento) e de contorno (borda),tsade um contorno arbitrarid ‘"

idéntico para as mesmas. Desta maneira, ao seeesd subproblemas Ioca@k) para a
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fissura 1 (esquerda), automaticamente estes rdesltgervem também para o subproblema

local da fissura 2 (da direita) tendo em vista waidade dos contornog!"’ do problema.

Conseguentemente, o subproblelﬂﬁ) necessita somente de uma unica malha (contendo

refinamento na ponta da fissura), onde se altareeste o carregamento nas faces de fissura

(base aproximativa de fungbes polinomiai®;y. Uma vez resolvido o subproblema local

PL(") obtendo-se o vetor de deslocamentos no seu confdth seu respectivo subproblema

Pék) é resolvido aplicando-se este mesmo vetor de cislentos no contornb'’ de Pék).
Note que para a utilizacdo deste vetor de deslatamsi@a linha de fissura 1 (da esquerda) de
Pé") ndo € necessario fazer-se nenhuma rotacdo do mdsmocontrapartida, para a

utilizacdo deste vetor na linha de fissura 2 (deitdi), faz-se necessario, no caso, utilizar a

simetria vertical do problema (ver figura 4.5).

r 77777777777 -
| |
| |
! Linha de Contorno : i
; @
| Arbitraria - ® | e |
|
Qi :
|
T . - ]
1 : Linha de Linha de
: I Fissura 1 Fissura 2
Qi .
|
|
! |
! |
|
. :
b s sume _spen mpms |
(k) (k)
Py Pg

Figura 4.5 — Definicdo do contornol ") para as linhas de fissura.
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4.2 Chapas Contendo Fissuras de Borda Solicitadaso aModo Il de

Abertura

O Método da Particdo também se aplica as an@msesdvendo fissuras submetidas ao
modo |l de abertura. Para tais analises os mesmoazegimentos relativos ao modo | de
abertura sao realizados, porém nos problemas losaisarregamentos incognitdy, sao
aplicados na direcdo tangente a face da fissuragjail na direcdo do eixo locélda fissura,
em sentidos opostos para as duas faces de fispuogmrcionando um cisalhamento com

sinal contrario aquele obtido na linha de fisswadbproblemaP® .

v 7]
ponta da //ﬁ
/

fissura a raiz da
fissura

-

Figura 4.6 — Fluxo de tens@es j@plicado nas faces da fissura para obtencéo deg K

A

o
-

I

'

4.2.1 Exemplo 1: Chapa com Uma Fissura — Carregam&nN&o-Uniforme

Neste caso, utiliza-se o Método da Particdo pafa@encao de K O exemplo trata de

uma chapa com dimensfes 10x20 (W=10 e H=20), comepto de fissura a=1 ,
carregamento cisalhantecom variacdo quadréatica aplicada ao longo da bsug&rior da

chapa. A mesma possui vinculagdes nas diregcogsnadace inferior.
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T
—=X
= a=1
o
(|
fiss. 1
10

Figura 4.7 — Chapa com 1 fissura e carregamento etquadratico cisalhante

O valor referéncia de Kpara este caso é de 0,877 , sendo 0 mesmo obéidame
procedimentos descritos em 3.6.2. Os dados dogmzbsao os seguintes:

a) Propriedades do material:

G=10
(4.16)
v=0,3

b) Carregamento:

7(X) :1+(%j (4.17)

c) As malhas dos subproblemas locais e globais sé&®amsas descritas na analise referente

ao modo | de abertura, bem como o tipo de extrdg&datores de intensidade de tenséo
locais.

Tabela 4.7 — Valores de K aproximado obtidos para carregamento cte+quadratie cisalhante

Carregamento Cte + Quadraticaigd&é= 0,877

N° termos Aprox. Kprox E(%)
1 1,4086 60,61
2 0,8571 2,25
3 0,883 0,68
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Com os resultados obtidos mostrados na tabelaoBsrva-se que tanto a preciséao

guanto o tipo de convergéncia do método manténesenesmos padrdes dos obtidos para o

modo | de abertura. Claramente, o nimero de tenmmeacgssarios para obtencdo de um

resultado com boa precisdo (menor do que 1% de¢ eoatinua sendo governado pela

caracteristica do carregamento e tipo de variagitas tensbes originadas nas linhas de

fissura do subproblemB.”.

4.2.2 Exemplo 2: Chapa com Duas Fissuras — Carregamto Uniformemente Distribuido

No exemplo deste item o carregamento cisalhanteaalpl € constante e unitario,

porém inclui-se uma fissura a mais para que o0 mépmbsa capturar a interacdo entre as

fissuras. Os dados referentes as propriedades thriahatipo de malhas e condicbes de

contorno sdo os mesmos adotados no exemplo anterior

T

10
|

fiss. 1

10

fiss. 2

20

Figura 4.8 — Chapa com 2 fissuras e carregamentorgtante unitario cisalhante

Os valores-referéncia de, Kbtidos mediante andlise numérica através do anogr

ANSYS para as duas fissuras sdo dados na tabela 4.8

Tabela 4.8 — Valores-Referéncia de Kpara carregamento constante

Fissura K
1 0,67
2 0,67
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Os resultados obtidos com o Método da Particdo etardinacdo dos fatores de

intensidade de tensdo para cada uma das fissti@asdescritos na tabela 4.9:

Tabela 4.9 — Valores de K aproximados obtidos para carregamento constante f&ssuras)

Carregamento Constante
Fissura 1: Krgr=0,67 Fissura 2: kger=0,67
N° termos K aPrOX E(%) N° termos K aprox E(%)
Aprox. Aprox.
1 0,5446 18,7 1 0,5446 18,7
2 0,6549 2,25 2 0,6489 3,14
3 0,6686 0,20 3 0,6669 0,47

Um fato interessante a notar neste exemplo é qeEnme carregamento na face

superior da chapa sendo constante, foram necess&ds termos para construir a

aproximacao na linha da fissura. Tal fato ocorrgdiea este carregamento proporcionar uma

variagdo (ndo-constante) das tensées de cisalharaeribngo das linhas de fissura @Y

(contidas no eixo x, ver figura 4.9). Sendo asgiana se obter resultados mais precisos foram

necessarios além do termo constante, os termas knguadratico.

NODAL SOLUTICH

STEP=1
SUB =1
TIME=1
5X¥
RSY5=0
DMX =154.881
SMN. =—.581667
SMX =4.745

(AVG)

-.5B81667

e

-8602031
-010182 1.194

1.786 2.969

2.378

4.153

3.561 ALTAS

Figura 4.9 — Variacédo das tens@es de cisalhamentasilinhas de fissura (contidas no eixo x) desf®)
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4.2.3 Exemplo 3: Chapa com Duas Fissuras — Carregamo N&o-Uniforme

= | a=1 a=1
1 T e
fiss. 1 fiss. 2

Figura 4.10 — Chapa com 2 fissuras e carregamenttee-quadratico cisalhante

Este exemplo € similar ao do item anterior, poo&m o carregamento aplicado com
variacdo constante+quadratico. Observa-se nostadesl apresentados na tabela 4.10 que

também sdo necessarios trés termos de aproximagaambtencdo de resultados com boa
precisdo. Isto se d& devido a variagdo do cisalhwms linhas de fissura ®&® ndo serem

tdo diferentes daquelas ocasionadas pelo carre¢anoesalhante constante do exemplo
anterior.

Tabela 4.10 — Valores de K aproximados obtidos para carregamento Cte+quadratio (2 fissuras)

Carregamento Constante
Fissura 1: Kggr=0,882 Fissura 2: kker=0,904
N° termos K aprox E(%) N° termos K aproX E(%)
Aprox. Aprox.
1 1,4035 59,13 1 1,4389 59,17
2 0,8622 2,24 2 0,8758 3,12
3 0,8802 0,21 3 0,9002 0,42
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4.3 Resolucdo dos Casos do Método da Particdo Windo o Programa

ANSYS e a Linguagem de Programacao Fortran

A alternativa encontrada para a implementacdo otacjwnal do Método da Particao
baseia-se na utilizagcdo do programa ANSYS, juntégnesom programas auxiliares

compilados através do FORTRAN. Em resumo, busaasprograma ANSYS a resolucéo
numérica de todos os subproblem&(, P e P{), sendo que através dos programas

auxiliares gerados pelo FORTRAN torna-se possiveleecdo dos diferentes tipos de

carregamentos aproximativos aplicados nas facdsgleas, além da aplicacdo do vetor de
deslocamento no contornd’/~ (obtidos nos subproblemas locais) em seus respscti

subproblemasP{” . Em uma etapa final todos os valores de tensadintess de fissuras e

demais dados complementares (tais como coordermkdadissuras, valores-referéncia dos
fatores de intensidade de tensdo, etc) sdo insemto um programa compilado pelo
FORTRAN para a resolucdo do sistema linear [¢B3{ r}, obtendo-se, desta forma, os
fatores de escala; que possibilitardo a obtencdo da resposta do garablem termos de
fatores de intensidade de tenséo.

A seguir sdo mencionadas estas etapas com maletakhes para a resolugdo do

Método da Partigéo:

a) ANSYS — Modelagem dos subproblemas:

Adota-se as malhas para resolucdo dos subprobleseadp que na maioria dos casos
utilizou-se elemento quadrilateral de oito nos, comis graus de liberdade por no
(deslocamentos em duas direcbes ortogonais entransluindo o contorno arbitrario.
Propriedades do material, condicbes de contornsidciementos e forgcas) sao definidas ao

sistema.

b) ANSYS — Resolugdo do subproblema gloB&l :

Apos a sua resolucao coletam-se os valores deoteasdinhas de fissura.
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c) FORTRAN - Defini¢&o das forgas aplicadas nasgate fissura d&" :

Com um primeiro programa auxiliar implementado MARTRAN, busca-se inserir neste as
coordenadas dos nos referentes a cada face deafisstambém o referido termo de
aproximacéao a ser aplicado. Desta maneira 0 pr@gerara um arquivo *.txt contendo os
valores de cargas nodais equivalentes para o eéacho tde aproximacdo. Estes valores estao
formatados em linguagem LOGFILE (ver figura 4.1#)tdl maneira a serem inseridos no
campo “ANSYS Command Prompt” (ver figura 4.12) dograma ANSYS.

IPREP7
FLST,2,1,1,0RDE,1
FITEM,2, Numero do no
I*

/GO
F, P51X FX, Valor da forca

obs.: FX indica forca aplicada na
direcdo X

Figura 4.11 — Exemplo de formatacao de forca nodaplicada em linguagem LOGFILE

A ANSYS Multiphysics Utility Menu (90)

File: Select List Plot  PlotCtrls  WorkPlane

FECEEE

AMNSYS Toolbar

Bl |

SAVE_DBi RESUM_DB.j QUI‘I’I| POWRGRPHi

Figura 4.12 — campo “ANSYS Command Prompt”

d) ANSYS - Resolucdo do subproblema loB&? :

Uma vez definido o carregamento aplicado na facksdara, resolve-se através do ANSYS

este subproblema coletando-se os valores de desotas nos nds pertencentes a face da

fissura, assim como os valores de deslocamentomtormo '/~ . Utilizam-se os valores de



Capitulo 4 Resultados Numéricos 67

deslocamentos nodais na face de fissura para agdloielo fator de intensidade local (ver
item 3.6.2).

e) FORTRAN — Definigio dos deslocamentos a serdizagps no contorn§’/~ de P{¥ :
Com um segundo programa auxiliar implementado @& FRAN, busca-se inserir neste os
nimeros dos nds do contorflé/~ assim como os valores dos deslocamentos nodaifosbt

(neste mesmo contorno) eR® . Sendo assim, este segundo programa gerara unvarqu

* txt contendo os valores de deslocamentos nodaisrem impostos no contorriB/~ do
subproblemaP{” . Estes valores estdo formatados em linguagem LOEGger figura 4.13)
de tal maneira a serem inseridos no campo “ANSY®@and Prompt” (ver figura 4.12) do

programa ANSYS. Note que a numeracio dos nos dusrocos’/~ tanto deP® quanto

de P tém de serem iguais.

IPREP7

FLST,2,1,1,0RDE,1

FITEM,2, Numero do no

I%

/GO

D,P51X, ,Valor do deslocamento imposte , ,UX, , , , ,

obs.: UX indica deslocamento imposto na dire¢do X

Figura 4.13 — Exemplo de formatacédo de deslocamemodal imposto em linguagem LOGFILE

f) ANSYS — Resolugdo do subproblema lo&4! :

Uma vez definidos os deslocamentos a serem impaste®ntorno'’/~, resolve-se através
do ANSYS este subproblema coletando-se os vala@etemsdes nas linhas de fissuras de

interesse.
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g) FORTRAN: Resolucao do sistema linear [IGK{ r}

Nesta Ultima etapa os valores de tenséo nas lgéhéissuras e demais dados complementares
(tais como coordenadas das fissuras, valores-refieréos fatores de intensidade de tenséao,
etc) sdo inseridos em um programa elaborado peRTIRAN. Neste programa resolve-se 0
sistema linear [IG]§}={ r}, obtendo-se, desta forma, os fatores de esgalae propiciardo a
resposta do problema em termos de fatores de idéglesde tensao.
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5 Combinacgao de Fissuras Internas, de Borda e FigsudFuro em
Modo | de Abertura

Este capitulo trata da extensdo do Método dacBarpara a consideracdo de fissuras
internas em sua formulacdo, uma vez que a formulacginal proposta por Andersson,
BabuSka e Stehlin (1998) é restrita aos casos maotéssuras de borda. Em uma primeira
etapa apresenta-se a formulacdo para solidos ctintamente fissuras internas, seguido de
exemplos contemplando o modo | de abertura. Ewdesnte a formulacdo pode ser
estendida para o modo Il de abertura. Em uma segetagha apresentam-se casos de fissuras
com origem nas bordas de um furo, sendo o destagueipal de estudo o tipo de base
aproximativa do campo de tenséo na linha da fissw@r utilizada nestes casos. Finalmente,
em uma terceira e Ultima etapa deste capitulo apt@®-se exemplos do emprego do Método
da Particdo para a resolucdo de problemas conwdifelentes tipos de fissuras bem como

uma metodologia auxiliar para a montagem do sistemaar [IG].{a}={r}.



Capitulo & Combinacéao de Fissuras Internas, de Borda e Bc-Furo em Modo | de Abertura 70

5.1 A Formulacdo Estendida do Método para Casos qu€ontemplam

Fissuras Internas

Tendo como base a extensao dos principios utigzadteriormente na determinacéo

do Método da Particdo para um caso onde duasdsguernas sdo consideradas, o problema
original B, pode ser redefinido como sendo uma combinagéo blersiemas conforme

ilustrado na figura 5.1 :

P, R i a, RY i a, P
) g
il AAARRRE AR R RA . t _____ B}
I 0 I
2a E ~U E Linha de
1 . il : Arbitrars
+I i I + r®
2a — i _ OO_EF ( )
| e
| o
T I T t _____ )

Figura 5.1 — Método da Particdo para duas fissuraisiternas

Lembre-se que o limite dos somatdrios indicadosfidido por:

| - ndmero de fissuras
J - numero de termos da aproximacgéao
M=1xJ

Uma vez caracterizados os subproblemas segundétadblda Particdo ressaltam-se
algumas mudancas na formulacdo em virtude da pyasda fissura interna. Sendo a

formulacdo anterior baseada no tratamento de &ssde borda, neste caso havia somente



Capitulo & Combinacédo de Fissuras Internas, de Borda e Bc-Furo em Modo | de Abertura 71

uma ponta de fissura para a qual se extraia o fointensidade de tensdo. Com a

consideracgao das fissuras internas, para cadadipagsam a ser dois os valores de fatores de
intensidade de tensdo a determinar. Sendo assgiase a cada ponta de fissura um eixo
de coordenadas local abrangendo o seu respectiméoceenprimento conforme ilustra a

figura 5.2:

&3
-
-
0d

ponta n.1 da //,)—\\ ponta n.2 da
r—

fissura 1 a a fissura 1

Figura 5.2 — Sistemas de Coordenadas Locais paraguras internas.

O importante nesta definicdo do sistema localdesiaque dado a cada um dos dois

semi-comprimentos da fissura, particularmente gers de determinacdo dos fatores de
intensidade de tens&o dos subproblemas locaR"de Assim sendo, os pontos contidos no

semi-comprimento & do eixo local § ; contribuirdo para a determinacdo do fator de
intensidade de tensdo da ponta de niamero 1 dsstardi enquanto os pontos contidos no
semi-comprimento & do eixo local § , contribuirdo para a determinacdo do fator de
intensidade de tenséo da ponta de numero 2 destaarfesssura interna. Por consequéncia, se
em uma andlise de casos desta natureza opta-sautpeiacdo de apenas um termo da
aproximacéo, entdo deverao ser coletados um valterg$édo para cada ponta de fissura.

O subproblemaP!” considera o dominio do problema original com asdigbes de

contorno prescritas em deslocamentos e forcasadpkc porém sem a consideracdo de
fissuras. Neste subproblema, a meta da analisee+edea coleta dos valores de tensao junto
as linhas de fissuras. Sendo assim, coletam-seegatte tensdo em pontos nas linhas de
fissuras e constréi-se uma aproximacao para stribdisdo mediante uma combinacao linear
de uma base de fungbes aproximadoras. No cascseénas relacdes representativas do

campo de tensdo aproximado. A primeira refere-g@las as primeiras pontas de fissura de
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cada fissura internia, e a segunda equacéo refere-se a todas as seguamdas de fissura de

cada fissura internado subproblema em questéo. A relagdo mencionatevesse como:

J
PN /&) p/ 0<¢ <a
(0) i=1 las pontas las pontas
L=y, (5.1)
Db, (£ /&) p/ 0<é <
=1 2as pontas 2as pontas

O subproblema locaP™ consiste em uma fissura interna contida em um niomi
r© pré-definido. A diferenca basica em relacéio a tdagéo das fissuras de borda refere-se
a necessidade de extracdo de dois fatores de idddesde tensdo que podem ou néo ser

iguais, a depender das vizinhancas deste confofhoComo ilustra a figura 5.3, no primeiro
caso, por conta da simetria, fica evidente quatmsds de intensidade de tenséo séo iguais, 0

que ndo ocorre com o segundo caso onde as viziahadg contornol @ afetam

diferentemente as duas pontas de fissura.

7

Linha de Contorno
Arbitraria  ®

Linha de Contorno
Arbitraria @

Figura 5.3 — Influéncias da vizinhanca do contornd” M
na determinacédo dos fatores de intensidade de temsa

Outro aspecto importante a ressaltar no subprablenal P* refere-se a aplicacéo

nas faces de fissura dos carregamentos repressnpattis componente®,;, da base de
aproximacdo adotada. Como mencionado anteriormeaida ponta de fissura deve ser

tratada de modo distinto, ou seja, o carregaméntplicado no primeiro semi-comprimento
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da fissura interna contribui para o valor do faterintensidade de tens&o da ponta de fissura
ndmero 1, enquanto que o carregame@aaplicado no segundo semi-comprimento da
fissura interna contribui para o valor do fatorideensidade de tensdo da ponta de fissura
ndamero 2. Porém, em todos os subproblemas locaeyegament®; € aplicado em ambos
0s semi-comprimentos da fissura ao mesmo tempoosehtidos posteriormente os dois
valores dos fatores de intensidade de tensdo lasai;m como os valores de deslocamentos
no contornol” ¥ que serdo Uteis para a determinacdo da influéesta fissura interna nas

demais linhas de fissuras. Na figura 5.4 apresestamdistribuicao destes carregamei@ps

para os trés primeiros termos de aproximacao:

7 ik
a | a
¢, @
ponta n.1da ponta n.2 da
fissura 1 [EE RN [ A A [ fissura 1
2 e
Q- | Q-
Q: 1 Q:
o s
& e

Figura 5.4 — Carregamentos aproximativos Q para fsuras internas

Sendo assim, o campo de tensdes para cada fingenzai pode ser representado da

seguinte forma:

J
‘za,-+(i-1)2J @, (¢ /a) p/ 0<é <a
j=1 las pontas las pontas

t = (5.2)

J
_Z Qi [Qj (Cr /31) p/ 0<é <a
=1

2as pontas 2as pontas
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Os fatores de intensidade de tensao ficam defirddaseguinte forma:

KO =30, yp K (primeira ponta da fissura inteina (5.3a)
i=1

KO =>"a,, ;0 K2 (segunda ponta da fissura intéma (5.3b)

=1

Por Gltimo, destaca-se o subproblef@ , responsavel na formulagéo por inserir a

interacdo entre as fissuras. Neste procedimentdyriese que um contorrio® que envolve
uma determinada linha de fissura interna, e ao egtdb atrelados valores de deslocamentos,
influenciara todas as demais linhas de fissuraalitadlas na parte externa a ele. No caso,
cada semi-comprimento de uma dada linha de fisetemai influenciada devera contribuir
com no minimo um ponto para a construcao da apemdmdo campo de tensdes. Sendo que
cada ponto deste (valor de tens&o) contribuird pateterminacdo do fator de intensidade de
tensdo da ponta de fissura pertencente ao semirtoamnto ao qual este ponto pertence. Uma
vez coletados os valores de tensGes nas linhasssled, estes sdo reescritos como uma

combinacéo linear das fun¢des aproximadoras:

J M
Z Zak m:gi(zl,j [(Dj (Crl /31) p/ OSfl <a
tg) - =1 k=1 as pontas as pontas (5 4)
L 3 M .
z z ak m:g()J l:(Dj (EZas pontas / a1) p/ O < gZas pontas = a1

1

11
LN
=~

1l

5.1.1 A Solucado Numeérica para Casos Envolvendo Fisas Internas

Analogamente a formulagdo para fissuras de bordalugdo para dado problenid
é tal que nas faces de cada uma das fissurasaatdencomprimento & o vetor de tenséo

t deve ser nulo. Em forma ponderada ou fraca estdig@o pode, para a fissurade

comprimento2g , ser escrita da seguinte forma:
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t' sz(é/a,.)df=0 c/ j2=1..3 (5.5)

ow—5

Devido a consideracdo da independéncia de cadacsenprimento a de cada
fissura interna no que diz respeito a obtencadatoses de intensidade de tensdo, a equacao
(5.5) pode ser desmembrada em duas, sendo a @irepiesentativa das tensdes nas linhas
de fissura situadas no primeiro semi-comprimentocdda fissura interna, e a segunda
equacao referente as tensdes nas linhas de fEtumdas no segundo semi-comprimento de

cada fissura interna:

oct—®

t’ sz(flas pomas/a,.jdfzo c/ j2=1..J (5.6a)

oct—9

{ sz(fzas pomas/a,.)dfzo ¢/ j2=1..3 (5.6b)

O vetort representa a soma das tensdes de todos os debpaslem cada linha de fissura:
t =t -+t +tg (5.7)

e conforme o item anterior, as tensfes sdo dadascpda uma das equacdes definidas em
(5.6):

J

szi—l,j [@Q;(¢ /a) p/ 0<¢é <a
o) _ | i=t las pontas las pontas
tg = (5.1)
Db (€ /&) p/ 0<¢& <a
=1 2as pontas 2as pontas
J
2 A2 Q) (€ /a) p/ 0<é <a
(k) j=1 las pontas las pontas
L5 (5.2)

2as pontas 2as pontas

_Z Qi [Qj (Cz /31) p/ 0<é <a
=1
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J M
2 2 @5'.()1,@(1 /&) p/ 0<¢ <a
(k) _ ) J=1 k=1 as pontas las pontas
s =14 w (5.4)
> X&) ¢ /a) p/ 0<é  <a
2as pontas 2as pontas

=
1l

j=1 k=1

Sendo assim, obedecendo-se o0s respectivos semrinomnps de cada fissura
interna, adiciona-se as equacdes (5.1), (5.2)3¢ €t (5.7) , e posteriormente o resultado em

(5.6) resultando em:

¢/ j,j2=1..,3

1{2{b2i,j qi(a- 1>J+Zak Et(zkj)} ( pas pomas/ ) 12( 285 pontas/ )}dg:o (5.8b)

¢/ j,j2=1..,3

Isolando-se o terma das duas equacgdes (5.8) e somando-0s chega-iséeatadinear:

las pontas las pontas las pontas
[1G ][{]a ]=[r } (5.9)
2as pontas 2as pontas 2as pontas

[1G] §a} ={r}

+

onde[IG] é a matriz de “influéncia geral”, responsavel panter os termos que definem a
interacao entre as fissuras. O vetor solu{;i}) define os fatores de escata responsaveis

pela determinacdo dos fatores de intensidade d@dgoara cada fissura conforme indica a

relacdo seguinte:
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. J
K (2D = zaj+(i—l)2J DKj(“’ (primeira ponta da fissura inteina (5.3a)
j=1

K =>"a,, ;0 K& (segunda ponta da fissura intéma (5.3b)
=

onde K™ e K foram calculados nos subproblemas lod3.

Mais detalhes sobre o sistema mencionado por @&s8)n como a determinacdo dos

termosa séo dados a seguir.
5.1.2 O Sistema Linear [IG].@}={r} Para Uma Fissura

As equacgOes que definem a condicdo essencial dodbléa Particdo, expressando a
nulidade das tensdes ao longo da linha da fisateenai s&o expressas por:

a3 M
! {Z{bﬁ‘“ st 20 E(”k‘)“}Qj (0 ) Rel 4/ a‘j}d‘tzo (5.82)

=

¢/ j,j2=1..3

a (. M
{{Z{b&] ~juzi-1 +k2:10k E(zk,j):|Qj (‘zzas pomas/a"j BD]Z(EZas pontaS/ai j}df=0 (5.8b)

=

¢/ j,j2=1..3

Considerando-se apenas uma unica fisstkal e m termos de aproximac¢dd=m)

tem-se que:

M=1.J=1.m=m
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Sendo um problema sem interacdo entre fissuragspgctivos termos das equagdes
(5.8a) e (5.8b) sdo anulados:

Zak %, =0 (5.10a)

Zak () = (5.10b)

e conseqglentemente a equacéao (5.8) se reduz a:

I{i b -a, | (las pomas/al) @jz(fm pomas/alj}d&o c/ j,j2=1..,J3 (5.11a)

2as pontas

I{Zm:[bz, - |Q (5265 pontas/ai} E@;{E alj}dg%o ¢/ j,j2=1..J (5.11b)

Desenvolvendo a equacgéo acima, obtém-se o segistgea linear:

al
[Q¥] [0] a, | _[{n"} (5.12)
[O] [Q(Z)] 2m x 2m {rI(Z)} 2m

aZm

Onde:

LI [0] s&o sub-matrizes x m nulas.

0 [Q¥] e [Q?] sao sub-matrizesn x m para as pontas de fissura nimero 1 e 2

respectivamente.
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J‘(Q1Q;|_a<‘T ]'Qleaf Ej[Qm(glaéT
[Q‘”] - [Q(z)] - !Qleaf '[QzQzag £Qlea{ (5.13)
[QQ.0¢ [QQ.0¢ - [Q.Q.0¢

a {rl(”} e{rl(z)} s&o sub-vetores de comprimento para as pontas de fissura nimero 1 e 2

respectivamente. Estes representam as tensdedasidaP” .

(0.Q.Q. +b, QQ,+...+b,Q,Q )0

(0.QQ,+b, QQ,*...+b,Q,Q 3¢

{rl(l)} - _

(5.14a)
T (bl'lQlQm + ble ZQm toF meQQO) 6{
J(bz,lQlQl +b, QQ,+...+b,Q.Q l)ag

{r|(2)} __ J;(bz,1Q1Q2+b2,2(32Q2+...+b MoXe 2)ag o 1
j(bz,lQlQm +b, QQ, +...+ meQQO)ag

Os dois fatores de intensidade de tenséo da figsteraa, ou sejak® e K? s&o

dados da seguinte forma:

K®=>"a, K" (primeira ponta da fissura intg (5.15a)
j=1
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K@=>"a,,, K? (segunda ponta da fissura interna) (5.15b)
i=1

onde K& e K foram calculados nos subproblemas lodl$.

5.1.3 O Sistema Linear [IG].f}={r} Para Varias Fissuras

Neste caso consideram-se entdo as duas equachsatin da Particdo que definem
a condi¢cao de nulidade das tensdes na linha dadiggerna:
Primeiras pontas de fissura:

&y M
I{Z{ e e IRy R G )}d&o ¢l [.i2=1...9

(5.8a)

Segundas pontas de fissura:

a (g
3o oS eifo(e,  ja)i(e, /a0 cr 2=

(5.8b)

Paral fissuras internas, sdo dados dois conjuntos dacégs referentes as primeiras e
segundas pontas de fissuras:

Primeiras pontas de fissura:

a g

(k) - Lo
3o famlolc, /o) ode, . jafar-oer iiomt.
a, J (k) _ .
J;{JZ;[ " HZJ +Zak } ( las mntas/az) 12({1513 pomas/az)}dg 0c/ J’Jz Lo
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al

J M
-([{jzl{bm_l’j _aj+(|_l)2J -'-kz:lak E(Zk)l]j| ( las pontas/ j 12( las pOntaS/ )}dfzo C/ J,jZZ l,J

(5.16a)

Segundas pontas de fissura:

i {Z{bz canrYandlofe, jawe, /alj}df:o ol },j2=1...0

a (3
I{;{ 4 T jea +20’k E:(A,kj)i| ( e pontas/a ) JZ(EZas pontas/azj}dfzo c/ j,j2=1..,J

a (g M
| {Z{bm,j-ajﬂz._m;_lak @éﬂq(f Ja) @€ mmas/alj}df:o el §,j2=1...9

j=1 2as pontas
(5.16b)
Adotando-se os seguintes dados:

v' n°de termos da aproximacao adotados = = J=m

<\

n° de fissuras = n = I=n
v M=J.l=m.n

e tomando, por exemplo, a primeira equacado de ¢b.&€6a primeira equacdo de (5.16b),
observa-se que cada uma destas se desdobra emvontomunto de equacdes, sendo o
namero de equacdes deste novo conjunto igual a@naide termos da aproximaca (=
1,..0=1,..m):
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Primeiras pontas de fissura:

;
;

I{g[ -a, +Zak W)} ( 3 pontas/alj [Qm(flas pomas/alj}dfzo ¢/ j=1..,

(5.17a)

{bl -a. +Za'k “‘)}Q]( 1asp0ntas/ j 1( Bspomas/aj} é=0 c/ j=1..13
[ —a +Za m}QJ( 3 pomas/al) [Qz({las pomas/alj}dgzo ¢/ j=1..]

Ot Oy, @
M 5%

11
iy

Segundas pontas de fissura:

T{i{ iy +§“ak RtéﬂQ,— (52 N /ai) @1(52 p /alj}dg%o c/ j=1..,d
i k=1 as pontas as pontas
f{i{sz —a;., +k§“i‘1ak mgﬂcg,- (fzas pomas/al) EQZ[E%S pomas/al)}d£=0 c/ j=1..,3

HJZJ;,{bZJ 0., +§1”k m;ﬁ-)}Q; (fzas pontas/al) Eﬂzm(fzas pomas/al)}dfzo ¢/ j=1..J

(5.17b)

Com isto, desenvolvendo todas as equacdes exppEssgs16), chega-se ao seguinte
sistema linear:

las pontas las pontas las pontas
[1G ][%a ]:[r } (5.18)
2as pontas 2as pontas 2as pontas

[1G1Ja} ={r}

+
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onde a matrif1G] de dimensfée2.m.nx2.m.n pode ser decomposta em duas:
1G] =[G HIG (5.19)

sendo qudIG], é uma matriz que possui as integrais represeasatlas tensées e e

[IG], possui as integrais responsaveis pelo efeito éesigdio entre as fissuras.

A matriz [IG], possui2nx2n sub-matrizes e é dada da seguinte forma:

Q%] [ - [d
[?] [sz)] [?] (5.20)

O 1 - [

[ie], =

[0 [0] s&o sub-matrizes x mnulas

a [Q(‘)} s&0 sub-matrizew x m para 2 pontas de fissura<1,...,2):

]-le (glaéT TQleag TQleag

[Q(i)}:_ {Qleaf {QzQzaf {QmQﬁf 45)

faQe [aooe - [o00e

0 0
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Por outro lado[IG]; que possui2nx2n sub-matrizes é dada da seguinte forma:

[cQ®] [01  [cQP] 0] wo [eQ,] [0 ]

o] [cQ®] [0 [QP] .. 0]  [cQf

[cQ®] [0 [cQ®] 0] v [Q2,] [0

6], - o [c®] [ [®] .. 0]  [cQ¥?]
© : : : : o [eQR,] (0]

: : : : : - [0]  [cQf

[cQ”] 101 [eQ"] [0 [Q] [0] [eQS] [O]
0[] [0 [eQ”] (0] [eQ”] [0]  [eQf]]

(5.22)

onde| cQ" | s&o sub-matrizem x mpara 2 pontas de fissura1,...,2n) e param termos
de aproximacag¥£1,...m). [0] sdo sub-matrizas x m nulas.

Considerando-se as sub-matrizes da primeira Iinehe{lda]G dizem respeito as
influéncias de todas as fissuras sobre a primeindapda fissura interna 1. A segunda linha de

[IG]G refere-se as influéncias de todas as fissurag sbbegunda ponta da fissura interna 1.

A terceira linha de[IG]G refere-se as influéncias de todas as fissura® soprimeira ponta

da fissura interna 2 e assim sucessivamente.

Para uma melhor compreenséo, de todas estas stibengue compdem as linhas 1 e

2, [ch‘”] representa a influéncia dos carregamentos apatixiosj aplicados na fissura
interna 1 sobre a primeira ponta desta mesma zﬁéet&rna.[cQS) representa a influéncia
dos carregamentos aproximativjoaplicados nesta fissura interna 1 sobre a segpodia
desta mesma fissur{.cQé”] representa a influéncia dos carregamentos apraxiosg
aplicados na fissura interna 2 sobre a primeirdgda fissura interna {CQP] representa a

influéncia dos carregamentos aproximatiy@plicados na fissura interna 2 sobre a segunda

ponta da fissura interna 1 e assim sucessivam@&ssta maneira, a soma de todos os
elementos de uma linha da malfIB]G formam ok (=1,...,M) subproblemas do Método da

Particéo.
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Conforme ressaltado durante o desenvolvimentomchaulacéo para fissuras de borda,

0 objetivo da matriIG]; €é realizar a interagdo entre as fissuras. Sensimass sub-

matrizes que compdem a diagonal principal destaizrndg¢vem ser eliminadas, uma vez que

nao tem sentido algum considerar-se o efeito darfissobre ela mesma (isto acarretaria em

duplicidade de efeitos uma vez que este efeitcsja eonsiderado enR'’). Sendo assim

[IG], é dada da seguinte forma:

o
[
]
[

[0]

[0]

[0]
oo

Q]
[
o
o

]
Q]
0
]

G

[cQ™] [o]  [eQ”] [o] [cQ”] [0]
[0 [cQ”] [0 [c@”] [0 [cQ]

[ QS
[0]
[cQ?,
[0]

[ cQ,
[0]
[0]
[0]

Definida entdo a matridG] , resta-se destacar o vetor-solu¢a :

]

[0]
[cQ]
[0]
[cQ?]
[0]
[cQY]
[0]
[0]

(5.23)

(5.24)

assim como o veto{r} , responsavel pelas integrais das tensfes nas loihdissuras em

P apresentado da seguinte maneira:
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[B,QQ, +b, QR +...+b,Q,Q ¢

fiss1 pontal [B.QQ,+b,QQ,+...+b,Q,Q 9¢

[8,Q2Q,+b, QQ, +...+b,Q,Q,0¢

[BQQ +b, QQ,+...+b, Q.Q §¢

fiss1 ponta2 J- bz,lQle + b2,2Q2Q2 +...+ meQmQ Zaf

[5,:Q:Qn +b, QR +...+b,,Q,Q,9&

[10,,Q1Q; +b, QQ+...+b, Q,Q 9E
. (5.25)

[0,,QiQ, +b, QR ,+...+b, Q,Q 9

fissn ponta2

[0, 2Q, +by RRQ, +...+b, ,Q,Q,0¢

5.1.4 Exemplo 1: Chapa com Uma Fissura — CarregamenUniformemente Distribuido

Neste exemplo considera-se uma chapa com dimeride) (W=10 e H=20),
comprimento de fissura 2a=2 , e tensédo constarit@ian(c =1) aplicada ao longo das faces

inferior e superior da chapa:
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10

20

Figura 5.5 — Chapa com 1 fissura e carregamento cstante

A solucéo analitica deste problema pode ser eramtanegm Tada, Paris e Irwin (2000)

como sendo:
K, =Cw3/m (5.26)
com:
a aY a)
C=1,0+ 0,25{—} 1,15%-) + 12,(2-) (5.27)
W W W

O fator de intensidade de tenséo resulta do segoahtulo:

:%:0,1 = C=1,02628= K, =CrR/ma=C0R/71=1,81903 (5.28)

S|
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A resolucao deste problema segue a decomposigfiessa na figura 5.6:

P Pc(0) Pu(K)

LT BT

g @)

Figura 5.6 — Subdivisdo do problema original pelo Mtodo da Parti¢cdo

Por se tratar de forca distribuida uniformementecim@pa, considera-se apenas um
termo de aproximacao. Assim sendo, os indicesgatdizacdo das equacdes do Método da

Particdo ficam definidos por:

=1 (n°de fissuras internas)
J=1 (n°de termos da aproximacao)
M=1.J=1

O termo da base de aproximacao resulta:

Q(&/a) =(‘r—ijﬂ L Qea)- ( & )1_1

= [ij =1 (5.29)
2 a

a

Como esta formulacdo é analoga a formulacéo pssarfis de borda, torna-se facil a
identificacdo do sistema linear, expresso em (5.G8¢ fornece a solucdo do Método da
Particao:
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_TQl Qlaf 0 _]-lbl,lQlQlag
S i = S
0 -[QQo¢ -[b,Q.Q:9¢ (5)30

o el =

O fator de intensidade do subproblema local ohbtigddiante analise numérica através

do programa ANSYS é dado por:
KO =K® =K =1,81F -35)

Desta maneira, obtém-se os valores dpdfa as duas pontas da unica fissura interna

do problema através da equacéo (5.15):

1
K®=% a K" =11,815= 1,81 (5.32a)

j=1

1
K® =% a, K =11,815= 1,81 (5.32b)

j=1
O erro da aproximacéao pode ser expresso da segoaneira:

1L819- L1815 ) o 0,20 39)

‘KREF B KAPROX‘ [100=
K rer 1,819

E(%) =
Com o resultado obtido confirma a validade da apho do Principio de Bueckner
para redefinir um problema contendo fissura intemadiante a resolucdo de dois

subproblemas seguidos de sobreposicao.
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5.1.5 Exemplo 2: Chapa com Uma Fissura — Carregam&nN&o-Uniforme

Neste exemplo, reproduzem-se as mesmas caractsrigda chapa anterior a excecao

do carregamento que é dado pela seguinte equacéo:

Wm

%

10
O_ 3

Figura 5.7 — Chapa com 1 fissura e carregamento etquadratico

10

20

A solucéo de referéncia para este problema fodabtiediante analise por elementos
finitos com um alto grau de refinamento de malhaeggéo das pontas de fissura. Os valores

dos fatores de intensidade de tensdo estdo indicedtabela 5.1 :

Tabela 5.1 — Valores de Kexatos obtidos para carregamento cte+quadratico

Ponta de Fissura K
1 (da esquerda) 2,325
2 (da direita) 2,502
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Neste exemplo utilizam-se trés componentes da fpalggomial para a aproximagao
do campo de tensdo na linha da fissura. Assim seosldndices para a utilizacdo das

equacdes do Método da Particao ficam definidos por:

=1 (n°de fissuras internas)
J=3 (n°de termos da aproximacéo)
M=1.J=3

Como neste exemplo utilizam-se trés bases apréixasatorna-se necessario a coleta
de valores de tensdo em trés pontos para cada garftasura interna. Os trés pontos que
situam-se no eix@& ; , ou seja, ho compriment@ adjacente a ponta da fissura do lado
esquerdo contribuem para a obtengcdo dos valords, diesta ponta da fissura. Ja os trés
pontos que situam-se no eig@ , ou seja, no comprimengoadjacente a ponta da fissura do
lado direito contribuem para a obtencdo dos valdeed{ desta ponta da fissura. Note na
figura 5.8 que o ponto numero 2, localizado noesrtyr dos eixos locais; e &, serve de
referéncia para a determinacdo dedis duas pontas, o contrario ocorre com 0S pa@os
nameros 1 e 3 que contribuem somente para a deegéd de Kpertencente aos seus

respectivos eixos.

i 2y
ponta n.1 da //m\ ponta n.2 da
fissura 1 /_ a _ a __\‘“\ fissura 1
ponto 1 ponto 3 ponto ponto2 Ponto3 ponto 1
(1=0) (1=053) (F1-8)  (s2=a) (2-058) (:2=0)

Figura 5.8 — Pontos utilizados para a coleta de \@les de tenséo.

Os valores aproximados dg Kara as duas pontas da fissura interna obtidas pel

Método da Particdo sdo dados na tabela 5.2:
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Tabela 5.2 — Valores de Kaproximado obtidos para carregamento cte+quadratic

Carregamento Cte+Quadratico
Ponta de Fissura 1: kegr=2,325 Ponta de Fissura 2: Kge=2,502
N° termos K aPrOX E(%) N° termos K aprOX E(%)
Aprox. Aprox.
1 2,23 4,1 1 2,60 3,91
2 2,308 0,71 2 2,538 1,43
3 2,308 0,71 3 2,531 1,30

Com os resultados obtidos fica constatada a eficiéio Método da Particdo no que
diz respeito a obtencdo dg Kara problemas contemplando carregamentos coracGas

polinomiais.

5.1.6 Exemplo 4: Chapa com Duas Fissuras — Carregamto Nao-Uniforme

Neste exemplo, ilustrado na figura 5.9, consideraima chapa contendo duas fissuras
(2a=2) com as dimensdes abaixo sendo submetida a usgeanento idéntico ao do exemplo
anterior (carregamento constante + quadratico).pfpriedades elasticas do material da

chapa também se mantém as mes@asl e v=0,3.

mﬁw
2a oo
I
B B
o0

10
MM

Figura 5.9 — Chapa com 2 fissuras e carregamentoestquadratico
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Como no exemplo anterior, a solucéo de referérestedproblema foi obtida mediante
analise em elementos finitos com um alto grau tieammento de malha na regido das pontas

das duas fissuras internas. Os valores obtidos ept&sentados na tabela 5.3:

Tabela 5.3 — Valores-Referéncia de Kpara 2 fissuras internas e carregamento cte+quadti@&o

Carregamento Cte+Quadratico

Fissura Interna 1 (Superior) Fissura Interna 2 (Inferior)
N° da Ponta L N° da Ponta o
_ Localizacdo | Kaprox _ Localizacdo| Kaprox
de Fissura de Fissura
1 Esquerda 2,148 3 Esquerda 2,148
2 Direita 2,414 4 Direita 2,414

Empregando, novamente, trés termos da aproximasdealores aproximados de K

determinados pelo Método da Particdo para as thsasds internas sdo dados na tabela 5.4:

Tabela 5.4 — Valores de Kaproximados obtidos para 2 fissuras internas e ceggamento cte+quadratico

Carregamento Cte+Quadratico

Pontas de Fissura 1 e 3 Pontas de Fissura R 2 e 4
(K rer=2.148) (Krer=2.414)
N° termos AproX. | Kaprox E(%) N° termos AproX. | Kaprox E(%)
1 2,133 1,7 1 2,479 2,7
2 2,179 1,44 2 2,400 0,58
3 2,17 1,02 3 2,402 0,49

Os resultados obtidos confirmam a eficiéncia doddétda ParticAo no que diz

respeito a obtencéo de para problemas contendo mais de uma fissura agegque possuam

carregamentos com variagdes polinomiais.
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5.1.8 Exemplo 6: Chapa com Duas Fissuras — Carregamto Uniformemente Distribuido

Neste exemplo, ilustrado na figura 5.10, considerauma chapa com dimensdes
10x60 (W=10 e H=60) contendo duas fissurag=@) e submetida a um carregamento
cisalhante constante £ 1). As propriedades elasticas do material da&lsdoG=1 e v=
0,3.

pk
o)
2a o
<
=2 2a —
'
&
10

Figura 5.10 — Chapa com 2 fissuras e carregamentsalhante constante

A solucéo de referéncia deste problema foi obtigaliente andlise em elementos
finitos com um alto grau de refinamento de malhaeggéo das pontas da fissura. Os valores

dos fatores de intensidade de tensao estdo apdesmnta tabela 5.5:

Tabela 5.5 — Valores-Referénciade Kpara carregamento cisalhante constante

Fissuras Internas 1 e 2 K
Pontas de Fissura 1, 2,3 e4 1,654

Como o carregamento cisalhante esta aplicado em dist@ncia consideravel em
relagdo as fissuras, o efeito deste nas linhasissard do subproblem®® é o de um

cisalhamento constante. Sendo assim, considenaesas um termo da base de aproximagéo
(constante) na resolucéo pelo Método da Parti¢éo:
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Q,(é/a)= (i—j = Q(a/a) =[§] - (%J =1 (5.35)

A solucao do sistema linear [IG§J={r} , dado pelo desenvolvimento da equacéo
(5.18) , resulta nos fatores de escala que prapmam a solu¢cdo do problema. Os valores

obtidos para K estéo apresentados na tabela 5.6 :

Tabela 5.6 — Valores de K aproximados obtidos para carregamento cisalhanteonistante

N° termos Aprox. Kaprox E(%)
1 1,632 1,34

Os exemplos demonstrados nos ultimos tépicos pravaapacidade do Método da
Particdo na obtencéo de fatores de intensidadeertid em analises de problemas que
contenham interacdes entre fissuras internas. bauer destacar que as respostas foram
obtidas com convergéncia exponencial e com merexssdio (em torno de 0,5 a 1%) do que
aguelas obtidas em casos contendo apenas fissulamgdh. Note que em todos os exemplos
realizados para as duas formulacdes (fissuras dial® internas) a largura das chapas se
manteve de mesmo valor (W=10) e o comprimento @asirhs de borda sdo a metade do
comprimento (1,0) das fissuras internas (2,0). Bexsdim, em se tratando de problemas com
comportamentos semelhantes, deduz-se que, quaripforao comprimento da fissura, mais
dificil se torna realizar a aproximacdo do campdesdes nestas linhas de fissura. Tal fato
se deve a variacdo das tensbes crescerem dent® cwsaprimento, tornando-se uma
distribuicdo de tensdo mais complexa e consequentenmais dificil de ser reproduzida por
uma base de fung¢des polinomiais. Sendo assimifialldade em representar este campo de

tensOes torna a resposta menos precisa.
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5.2 O Emprego de Funcgdes Racionais na Aproximacae cCasos Contendo

Fissuras-Furo

5.2.1 Exemplo 1: Chapa com Uma Fissura-Furo — Cargamento Uniformemente
Distribuido — Modo | de Abertura

Tendo em vista a aplicacdo do Método da Particgituacdes mais especificas como
na analise de rupturas em carenagens de aeromaseguinte exemplo tem como objetivo a
determinacao do fator de intensidade de tens&oneanfigsura contida na vizinhanga de um
furo, retratando o problema de fratura em regiédada.

Neste exemplo, considera-se uma chapa com dimeri€be0 (W=10 e H=20),
comprimento de fissura a=1 , raio do furo r =1f8resdo constante unitaria £1) aplicada

ao longo das faces inferior e superior da chap#powme ilustra a figura 5.11.:

i
ol
10

raio=1,5

e

TRRRERRT

a=1

Figura 5.11 — Chapa com 1 furo-fissura

Os dados do problema séo os seguintes:

a) Propriedades do material:
G=10

5.36
v=0,3 ( )
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b) Caracteristicas da simulacédo para a determindgaalor de referéncia para o fator de
intensidade de tenséo:
v' Eixo de simetria horizontal
Elemento finito quadréatico de quatro nés (deslocaoseem duas dire¢des por nod)
N° de nos = 15865
N° de Elementos = 15749

Refinamento excessivo na ponta da fissura

NS NEE N NN

Malha ndo-estruturada

c) Discretizag&o para os subproblen®s8 e P
v Eixo de simetria horizontal
v" N°de no6s = 2087
v" N° de Elementos = 1996
v' Sem refinamento excessivo
v

Malha ndo-estruturada

d) Discretizacdo para o subproblem#’
v' Eixo de simetria horizontal

N° de nos = 15865

N° de Elementos = 15749

Sem refinamento excessivo

SN NEE NN

Malha nao-estruturada

e) O valor de referéncia do fator de intensidade&eedsado esta mostrado na tabela 5.7.

Tabela 5.7 — Valor de K para o exemplo contendo Lro-fissura

Fissura K,
1 4110
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d) Parametros que definem a somatoria do Métodadicao:
n° de termos da aproximacao adotados =5 = J=5
n° de fissuras = 1 = =1
M=JxI=5x1=5

Um ponto importante na analise de problemas eewdle o conjunto furo-fissura

refere-se ao fato de que a presenca do furo agametuma menor regularidade no campo de
tensdes do subproblenm®, particularmente na linha da fissura. Isto faz aume a base
aproximativa polinomial necessite de muitos ternpasa capturar a solucdo exata do
problema (K;). Sendo assim, Babuska e Andersson (2005) definespaco das fungbes que

atendem a este tipo de problema do seguinte modo:

fiss aRﬁR( fiss)

LaR’ﬂR(fi&s):{R

[ R(E)1-&)" (1+6)" 0 =|R]] <o, ~1<ay, } (5.37)

e com base em testes realizados utilizando o Métad®articdo para resolucao de problemas

envolvendo o conjunto furo-fissura, aqueles autoeesmendam o0s seguintes valores para

ag e By:

ag =0
1 (5.38)

,BR:_E

Sendo assim, obtém-se a nova base de funcdes rmptosds em (5.39) para problemas dessa
natureza. Outro trabalho que apresenta resultagste sentido € dado por Burns, Glinka e
Kiciak (2003).

R (&/a)= \/1i—f Eﬁ%} _ (5.39)

As figuras 5.12 e 5.13 ilustram as distribuicdes teleséo(ay) referentes aos

subproblemas” e PY, respectivamente, deste exemplo do Método dacRarti
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! AN
HODAL 20LUTION 3

STEP=1 ZEP 1 2008
SUB =1 - 17:24:42

SMX =4.374

1
£

8 ..x. -

—. 047335 93518 1.318 B 3.883 .
- 443897 1.426 Z.403 3.331 4.374

Figura 5.12 — Campo de tensﬁeédy) para o subproblema Péo)

L
HODAL S0LTP

SMK =6l.88Z

-14.081

Figura 5.13 — Campo de tensﬁeédy) na ponta da fissura - SubproblemaPL(":l)

Os resultados obtidos para a determinagéo do diatantensidade de tensdo (modo |
de abertura) séo os descritos na tabela 5.8:
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Tabela 5.8 — Valores-Referéncia de Kpara o exemplo contendo 1 furo-fissura

Conjunto Furo-fissura: kgr= 4,110
N° termos Aprox. Kprox E(%)
1 2,672 34,00
2 4,737 15,25
3 4,029 1,97
5 4,104 0,15

Observando os resultados, percebe-se novamentagergéncia exponencial do
método e um numero de termos maior do que aquplesemtados nos problemas que néo
envolvem a presenca de furos adjacentes a fisByseecisdo da resposta com dois termos a

mais mantém a precisdo da resposta com um erireomé0,5%.

5.2.2 Exemplo 2: Chapa com Duas Fissuras-Furo — Gagamento Uniformemente

Distribuido — Modo | de Abertura

Neste exemplo utiliza-se uma chapa com as mesnnast@dsticas geométricas do
exemplo anterior, sendo adicionado um conjunto-fissura na borda lateral da chapa. O

carregamento € mantido constante unité@tﬁ 1). O objetivo deste exemplo é verificar a

interacdo entre fissuras.
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fiss.1 fiss.2 raio 2
a=l a=l =15

SIS

W=10

10

raio 1

H=20

¥ 3

= |

Figura 5.14 — Chapa com furos-fissura

Os dados do problema séo os seguintes:

a) Propriedades do material:
G=10

{ (5.40)
v=0,3

b) Discretizagdo da simulacdo para a determinag&ovdlores de referéncia dos fatores de

intensidade de tenséo:

v" Eixo de simetria horizontal

Elemento finito quadrético de oito nds (deslocameeim duas direcbes por no)

N° de nés = 41742

N° de Elementos = 13813

Refinamento excessivo na ponta das fissuras

ASERNEE N NERN

Malha ndo-estruturada

c) Discretizag&o para os subproblen®8 e P

v' Eixo de simetria horizontal
v" N° de nés = 6936
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v N° de Elementos = 2245
v Sem refinamento excessivo

v Malha nao-estruturada

d) Malha para o subproblen®{"

v Eixo de simetria horizontal
v" N°de nds = 35722

v" N° de Elementos = 9469

v' Com refinamento na regido da ponta de fissura.
v' Malha nao-estruturada

A figura 5.15 mostra o detalhe do contorno auxilidf definido no entorno do

conjunto furo-fissura. Note que as dimensdes dgah{a0 x 10) sdo de uma ordem de
grandeza préxima a do comprimento da fissura (GO isto, adotou-se o contorno infinito
com dimensdes idénticas as do contorno do probteigmal, por isso a presenca do furo no

lado direito da chapa, porém ausente da fissura.

35 conlzc(z)rno
[\®)
)L[b] I,
dominio local \
contendo furo e eixo de simetria

fissura

Figura 5.15 — Delimitagéo do dominio local dePL(k)

e) Na tabela 5.9 reinem-se os valores de referdosiéatores de intensidade de tensao:

Tabela 5.9 — Valores de K para o exemplo com 2 fusefissura

Fissura K,
1 3,275
2 3,275
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d) Os paré@metros para as somatorias do Métodortigd®asdo dados por:
n° de termos da aproximacéo adotados =5 = J=5
n° de fissuras = 2 = =2

M=Jx1=5x2=10

Os resultados obtidos para a determinacéo dosefatte intensidade de tensédo sao
mostrados na tabela 5.10:

Tabela 5.10 — Valores-Referéncia de K para o exengptontendo 2 furos-fissura

Carregamento Cte
Fissura 1: Krgr=3,275 Fissura 2: kegr=3,275
N° termos K aPrOX E(%) N° termos K aprox E(%)
Aprox. Aprox.
1 2,418 26,16 1 2,418 26,16
2 3,6689 12,17 2 3,6689 12,17
3 3,216 1,79 3 3,253 0,66
5 3,2714 0,11 5 3,272 0,09

Nota-se que em relacdo aos resultados obtidosxempto anterior, 0 numero de
termos de aproximacao necessarios para uma respost&rro inferior a 0,5% mantém-se
em cinco, sendo que, com trés termos de aproximégd@mwse de antemdo uma boa
aproximacdo do valor do resultado final. Com estenglo confirma-se a capacidade do
método na andlise de mudltiplas fissuras mesmo camesenca de campos de tensdes mais
complexos bastando apenas utilizar-se a funcaxiapava adequada para este campo de
tensdes. Desta maneira 0 método pode ser utilipato analises de maior escala no que se
diz respeito ao numero de fissuras, o que vem arsarferramenta bastante util nos testes de

componentes de aeronaves (chapas rebitadas).
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5.3 Combinacao de casos envolvendo fissura internde borda e borda-

fissura.

Os exemplos que seguem tem por objetivo propormetadologia para a montagem
do sistema linear [IG]d}={r} para casos que envolvam a presenca de fissdediferentes
formas, dentre elas citam-se: fissuras internasyfas de borda e fissuras na borda de furos.
As andlises sdo realizadas considerando-se sontenteodo | de abertura, porém a
metodologia pode ser estendida aos demais modabattura. No primeiro caso realiza-se
uma andlise de chapa contendo fissuras internssweds de borda. A meta principal desta
andlise refere-se a montagem do referido sistemearlialém da verificacdo da precisdo da
resposta em termos de fatores de intensidade d&ae® outro caso trata da analise de uma
chapa contendo duas fissuras, sendo uma de berdatea de borda-furo. A meta neste caso

é a verificagdo da melhor funcao aproximativa kzati.

5.3.1 Exemplo 1: Chapa Contendo Fissuras Internas de Borda — Carregamento

Uniformemente Distribuido

Neste exemplo considera-se uma chapa com dimerisbel? (W=12 e H=12),
comprimento de fissuras internas 2a=2 , comprimeletdissuras de borda a=1 e tenséo
vertical constante unitariao(=1) aplicada ao longo das faces inferior e superéclaapa.
Sé&o explorados os eixos de simetria tanto vertjaahto horizontal. As figuras 5.16 e 5.17

ilustram o exemplo em questao:
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6,00

ag

T N OO R OO O R O O O O O T T O T O A A O |

6,00

fi1ss.3 fiss. 1 fiss.2

Figura 5.17 — ¥, da chapa devido a utilizagdo doses de simetria horizontal e vertical
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A solucdo de referéncia deste problema foi obtidaliente analise em elementos
finitos com um alto grau de refinamento de malhaeggéo das pontas de fissura. Os valores

obtidos para os fatores de intensidade de tens@o e®strados na tabela 5.11:

Tabela 5.11 — Valores-Referéncia de ipara chapa

contendo 1 fissura interna e 2 de borda para carregnento constante

Fissura Ki
1 (valor para as duas pontas de fissura) 2,258
2 (borda — direita) 2,255
3 (borda - esquerda) 2,390

Sendo o carregamento constante, utiliza-se sonuemteermo de aproximacdo sendo

os indices para a utilizacdo das equacoes do Méigittudos por:
| =4 (n°de “pontas” de fissuras)
J=1 (n°de termos da aproximacao)

M=1.J=4

Desta maneira, o sistema linear [IG}{{r} que expressa a solu¢édo do problema é

dado da seguinte forma:

[c]da}={r} =

_TQlQlaf 0 ]-1C1(,31)Q1Qla§( TC(ll,ll)QlQlaE Tbl,lQlQlag
0 faqoe e [otoas i, [b,0.00¢
a2 . a2 ) _a2 az2 . as - a2
J&i0Qoe [e50Qae -[Qpe [c90Q0E) | | |[BiQQ0E
[coQoe [etoos [etpos -[aqae [b.0.Q0¢

(5.41)
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Importante ressaltar que cada linha da matriz fEpfesenta uma linha de fissura. A
linha 1 representa o primeiro semi-comprimento idaufa interna nimero 1, ou seja, 0
comprimentoa do lado esquerdo. A linha 2 da mesma matriz reptaso segundo semi-
comprimento da fissura interna nimero 1, ou seg@noprimentaa do lado direito. A linha 3
representa a linha de fissura de borda situadaxmmen@dade direita da chapa e a linha 4
representa a linha de fissura de borda situadatren@dade esquerda da chapa.

Definidas as posi¢cdes onde se situam as linhaadtefissura, o proximo passo refere-
se a definicdo dos carregamentogjue produzirdo efeitos em termos de tensdes nestas

mesmas linhas de fissura. Sendo que a matriz [6G$y tanto os efeitos dos subproblemas

locais P quanto dos subproblemas glob&$’, torna-se facil a verificagéo dos efeitos dos

subproblemas locai®™ que s&o dados na diagonal principal da mesmamAssndo, 0s

elementos 1@ , IGy, , IGs3 e 1G4 representam as tensbes devido o carregamento
aproximativoQ; (de compressao) aplicado nas faces da fissunaa&n{semi-comprimentos
esquerdo e depois direito), da fissura de bordedo direito e da fissura de borda do lado
esquerdo, respectivamente.

Uma vez definidos os efeitos locais, restam defisicomponentes responsaveis por

realizar a interagdo entre fissuras. Entretangyred esclarecimentos tornam-se necessarios.

O primeiro € que os termos de aproximaggb coincidem com o préprio valor da tensgt

em uma dada linha de fissura, pois ao se fazemdicacao linear para apenas um termo de

aproximacao tém-se que:

' =c¢i@&/a) = =il = t=q7 (5)42

Outro aspecto importante refere-se aos indicesque valem 1 para o carregameQo
aplicado no primeiro semi-comprimeng da fissura interna, 2 para o carregame@io
aplicado no segundo semi-comprimeatda mesma fissura interna, 3 para o carreganignto
aplicado na fissura de borda da extremidade didatahapa e 4 para o carregame@io
aplicado na fissura de borda da extremidade esgurdéhapa. Desta maneira, fica facil notar
que cada coluna da matriz [IG] representa a infliZgg¢de um determinado subproblema local
sobre as demais linhas de fissura. Porém, notaxses) elementos IG e 1G,1 sdo nulos.
Tal fato ocorre devido aos dois semi-comprimentasfisisura interna (que definem duas

pontas de fissura) estarem situados dentro de usmmeominiol “ e a influéncia de uma
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ponta de fissura para a outra ja esta contida wis mlimeiros elementos da diagonal

principal da referida matriz. Por dltimo, o indicedos termost’®) representam as pontas de

fissura, ou seja, i=1 representa a primeira poatasdura interna 1, i=2 representa a segunda
ponta da fissura interna 1, i=3 representa a pibenféssura de borda da extremidade direita da
chapa e i=4 representa a ponta da fissura de lbaréxtremidade esquerda da chapa. Sendo
assim, os termos que expressam a influéncia ergserds podem ser interpretados da

seguinte maneira:

Linha 1 da matriz [IG] , ou seja, primeiro semi-goimento da fissura interna:

‘i) - tensdo oriunda d@ aplicado na fissura de borda da extremidade didztchapa,

cl‘j) - tens@o oriunda d@; aplicado na fissura de borda da extremidade edgukzr chapa.

Linha 2 da matriz [IG] , ou seja, segundo semi-com@nto da fissura interna:

‘31) - tensao oriunda d@; aplicado na fissura de borda da extremidade didgitchapa,

‘41) - tensao oriunda d@; aplicado na fissura de borda da extremidade edguizr chapa.

Linha 3 da matriz [IG] , ou seja, fissura de boddsextremidade direita da chapa:

c) + ¢i? - tens&o oriunda d@; aplicado na fissura interna da chapa. (na mataida um

destes valores pode ser representado pela metadftuéacia total)

cé“l) - tensao oriunda d@; aplicado na fissura de borda da extremidade edguizr chapa.

Linha 4 da matriz [IG] , ou seja, fissura de boddaextremidade esquerda da chapa:

c{) + ci?) - tens&o oriunda d@; aplicado na fissura interna da chapa. (na mataida um

destes valores pode ser representado pela metadftuéacia total)

ci’) - tensdo oriunda d@; aplicado na fissura de borda da extremidade dickitchapa.

Finalmente, o sistema linear [IGI}{r} fica definido da seguinte forma:
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-1 0 0,0991 0,0727
0 -1 0,0991 0,0727 |& -1 a, 1,20
a -1 a 1,20
0,2025 0,2025 _, _o.0119d %= N 2| = (5.43)
2 2 a, -1 a, 1,23
o,12249 0,1249 0.0075 -1 a, - a, 1,141

Os fatores de intensidade de tensao finais, dpd@smultiplicacdo de cada fatar

pelo seu respectivo fator de intensidade de telosad resultam:

K® =g, K" =1,2051,882 2,26¢
K®=q,K? =1,20591,882 2,26
K®=q,K®=1,2301,83% 2,26
K®=q, K*=1,14112,05% 2,34

(5.44)

Os erros de aproximacao para cada fissura est@oitds na tabela 5.12:

Tabela 5.12 — Erro da aproximacédo para os valoresed,

Fissura E(%)
1 (valor para as duas pontas de fissura) 0,43
2 (borda — direita) 0,34
3 (borda - esquerda) 1,74

Analisadas as respostas obtidas contata-se quanaulécdo inicialmente valida
somente para fissuras de borda pode ser esteraidgéin para casos contendo os dois tipos
de fissuras (interna e de borda), sendo a predsdesposta similar aquelas apresentadas nos

caso contendo somente fissuras internas.
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5.3.2 Exemplo 2: Chapa Contendo Fissura de Borda Essura-Furo — Carregamento

Uniformemente Distribuido

Neste exemplo considera-se uma chapa com dimeri€de) (W=10 e H=10),
comprimento de fissura a=1 , raio do furo r =0,%eresdo vertical constante unitaria €1)

aplicada ao longo da face superior da chapa. O @wessta ilustrado na figura 5.18:

a
L 4 4 & 4 & 4 Ai A AL AEALAEALAELALL

o

lnl"

o o
ol"
=
p—

10,00
0,5 a=1 7,50 a—=1
| | |
wi—s | | |
=]
fiss.1 fiss.2

Figura 5.18 — Chapa com 2 fissuras de borda, sendma delas na vizinhanga de um furo.

A solucdo de referéncia deste problema foi obtidaliente analise em elementos
finitos com um alto grau de refinamento de malhaeggéo das pontas da fissura. Os valores

obtidos estdo descritos na tabela 5.13:

Tabela 5.13 — Valores-Referéncia de ipara chapa com fissura de borda e borda-furo

Fissura K,

Borda-furo (esquerda) 2,602
Borda (direita) 1,800
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Baseando-se em exemplos anteriores, adotou-seisl@tdocinco termos da base de
aproximacdo, sendo os indices para a utilizacdo edascoes do Meétodo da Particao

definidos por:

=2 (n° de fissuras internas)
J=2até5 (n°de termos da aproximacéo)
M=1.J=2.(2até 5) =4 até 10

Desta maneira, o sistema linear [I@}#{r} para 2 fissuras e 1 termo de

aproximacao pode ser expresso da seguinte forma:

-[RR0& Tci?leRlaf —Tbl,RlRpf
IG]da} ={r} = 0 0 Gl_] o (5.45)
[1G]§a} ={r}

[crRQEE -[QQef | ) |-[b,QRH¢

Onde:

Q (a/a):(j—iJ - Ql(fl/ai){;%] {gj -1 (5.46)
j-1

R, (gﬁ/a):\/liigtﬁi—'j (base aprox. p/ fissuras na vizinhancaudas (5.47)

Importante ressaltar que o sistema linear dadequacéo (5.45) possui duas linhas
sendo a primeira representativa da linha de fissinaero 1 e a segunda referente a linha de
fissura 2. Devido a primeira fissura localizar-seregiao do furo optou-se pela utilizacdo da
funcdo ponderador&; (note que na primeira linha do sistema linearegusda base
aproximativa de cada integral € semp® Em virtude da segunda fissura localizar-se em
uma regido ausente de furos, optou-se em utilizamedo ponderador®; (note que na

segunda linha do sistema linear a segunda basgimgptova de cada integral € semig.
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No que se refere a influéncia entre fissuras, obsee que a integral da linha de
fissura-borda que contém o parélmetxfﬁiQ1 possui aproximagdo da tensdo por uma base
polinomial devido aos carregamentos aproximatiy@Eeados na fissura 2 serem polinomiais;

desta maneira, a influéncia da fissura 2 sobressurfa-borda é oriunda de uma base de

funcdes polinomiais. O contrario ocorre na segumiie do sistema linear: a integral da linha
de fissura 2 (borda simples) que contém o parémﬁ;ﬂﬁl possui aproximacao da tensdo por
uma base de func¢des racionais devido a mesma retehencia dos carregamentdy

aplicados na fissura de borda-furo. Ja as integexigencentes a diagonal principal da matriz
[IG] referem-se as tensdes dos subproblemas loBéis que ocorrem nas faces das fissuras.
O primeiro elemento refere-se a fissura-furo e gusdo a fissura de borda simples. Desta

maneira, estendendo-se a analise para um numeor deiermos aproximativos, obtém-se

os resultados mostrados na tabela 5.14, com pescsiiilares as obtidas anteriormente.

Tabela 5.14 - Valores de K obtidos para o exempl@etendo

fissura de borda-furo e fissura de borda simples

Carregamento Constante

Fissura 1: Kggr=2,602 Fissura 2: kker=1,800
N° termos K aProx E(%) N° termos K aProx E(%)
Aprox. Aprox.
1 1,769 31,98 1 1,954 8,54

3,744 43,9 1,658 7,86

2 2
3 2,645 1,67 3 1,774 1,46
5 2,603 0,03 5 1,824 1,33
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6 Método dos Elementos Finitos Generalizados na Alse do

Subproblema Local

6.1 Problemas Envolvendo Singularidades e a Estrg@ de

Enriquecimento

Como se sabe, em problemas contendo fissurasadegtes das tensdes no entorno
das suas pontas € muito elevado. Quando do empdeEF classico para a anéalise desse
tipo de problema, observa-se a obtencdo de ressltadatisfatorios no que diz respeito a
representacédo de grandezas que dependam de oupen®ies de derivadas dos campos de
aproximacdo. Tal fato ocorre devido a natureza npafial regular dos campos de
aproximacdo empregados, incapazes de reproduziregtas localizados elevados, Szabo e
Babuska (1991).
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Dentre estas alternativas para a obtencdo de uslaomrepresentatividade dos
campos de tensdo destacam-se o refinamento da whalleementos finitos na regidao do
entorno da ponta de fissura, com um consequenteergaonmo custo computacional e a
utilizacdo de elementos finitos especiaigudrter-poin} que aproximam melhor a
singularidade local da solugédo exata. Esta alteang@roduz resultados satisfatérios, porém
apresenta uma implementacao especial para o elerfieind em questdo gerando uma néo
uniformidade na montagem da matriz de rigidez tatesa.

O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEhGporciona uma alternativa
para a obtencdo de resultados satisfatérios nodgueespeito a representatividade dos
campos de tensdo, de menor custo computacionaudoaquele apresentado mediante a
utilizacdo de malhas excessivamente refinadasmiabdo resulta da combinacdo do MEF
convencional, uma vez que utiliza uma malha de eos, com conceitos e técnicas tipicas
dos métodos sem malha, particularmente quanto gi@die funcbes enriquecedoras (e
parametros a ela associados) atrelados a pontassram dominio. Outro aspecto importante
do MEFG é o fato de explorar o conceito de parto@anidade atrelado as funcdes de forma
do tipo lagrangianas dos elementos, permitindoizaalo enriquecimento local da
aproximagdo com funcgdes (associadas aos nos) &guaprao referido caso, sem que haja
perda de conformidade entre os elementos.

O presente capitulo trata da aplicacdo do MEF&s@lucédo do subproblema local do
Método da Particdo, possibilitando a obtencdo dtsrds de intensidade de tensédo e dos
campos de tensdo com malhas pouco refinadas. Enidagegao apresentados um breve
histérico e aspectos essenciais da formulagcdo dé&@JEssim como os procedimentos
necessarios para a utilizacdo da solucdo analikicgroblema de fratura como funcéo
enriquecedora da aproximacao. Posteriormente sé@seagados casos classicos da mecanica
da fratura analisados via MEFG exclusivamente, aléroasos resolvidos mediante o Método

da Particdo com enriquecimento do subproblema [melal MEFG.

6.2 Breve Historico Sobre o MEFG

Vérios foram os trabalhos que deram origem ao edanmMétodo dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG). Segundo Duarte, BedboeSOden (2000) estes trabalhos sao:
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Melenk e BabusSka (1996), BabuSka e Melenk (199%) ooMétodo dos Elementos Finitos
Particdo da Unidade (MEFPU): tal método é apredentaamo uma forma de obter boas
condicbes de aproximacéao local e, além disso, asmeg conformidade da solucéo global

por meio do uso da particdo da unidade, situacéméa é assegurada pelo MEF classico;

Duarte e Oden (1995), Duarte e Oden (1996), Da&@6) com trabalhos correspondentes a
formulacdo do Método das Nuvelhp: sua principal caracteristica é a possibilidade de
enriguecer a aproximacado polinomial original, obtid partir do Método dos Minimos
Quadrados Méveis (MMQM), sem acréscimo no numerpateos nodais, mas adicionando

novos parametros a estes nos;

Oden, Duarte e Zienkiewicz (1998): apresenta-se a@ossibilidade do emprego de rede de
elementos finitos para a definicdo dos nos e dasnsue a realizagdo do enriquecimento
(conforme o Método das Nuvehp) sobre as fungbes de forma lagrangianas usadstERo

convencional.

Porém, seu emprego sob o nome de Método dos Hes€mitos Generalizados
surgiu pela primeira vez em Melenk (1995), senda fsundamentacdo mais precisamente
apresentada em Strouboulis, BabuSka e Cops (280guir sdo definidas as caracteristicas

principais do MEFG:

Caracteristicas oriundas do MEF:

v' Simplicidade na geracao da particdo de unidadeddediutilizacdo da interpolacdo
lagrangiana;

v" A malha de elementos finitos € a mesma para aragtgdg numérica,;

v" A questdo do MEF ser um método bastante testado;

v' O fato de existir uma gama enorme de codigos pai&l que podem ser utilizados
para a implementacédo do MEFG e

v Facilidade na imposi¢do das condi¢des de contorno.

Caracteristicas oriundas dos métodos sem malha:
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v' Realizar um enriquecimento optando-se por funcdes wpelhor representem o
comportamento da solucdo exata do problema, pbsidio uma melhor taxa de
convergéncia da resposta,

v" Maior facilidade de realizar o refinamentq acrescentando novos parametros aos nés
ja existentes e

v' Possibilidade de enriquecer a aproximacdo em apemas regido delimitada do

dominio global sem comprometimento da conformidattes os elementos.

Desta maneira, a aplicacdo do MEFG torna-se bashat@ressante nos problemas
de fratura devido a possibilidade da utilizacaofule;des enriguecedoras que simulam o
efeito de concentracdo de tensdo em um dado elepsarh a necessidade de alteracdo na
malha. Sendo assim, torna-se possivel a utilizag@otécnica de enriguecimento da
aproximacédo em uma regiao limitada no entorno skufa com fungées que representam a
solucdo analitica do problema. Tal procedimentpeatisa uma nova geragdo de malha e um
ganho substancial no que concerne a rapidez desa@eatjualidade de resposta se comparado

a aproximacdo com bases polinomiais oriundas do.MEF

6.2 A Formulacdo do Método dos Elementos Finitos @Geralizados

Tendo em vista que o MEFG possui caracteristicasMétodo das Nuvensp,
ressalta-se o conceito de nuvem ou regido de mdlagw ;) de um dado n6. No caso, dada
uma malha de elementos finitos, as nuvens nodaideféhidas pelos conjuntos de elementos
gue dividem um né comum. A figura 6.1 ilustra esiaceito com nuvens atreladas aos nés A

e B de uma malha regular de elementos finitos.

. Regiio de influéncia do né A

. Regiio de influéncia do né B

. Regido de influéncia dos nés A eB

Figura 6.1 — Nuvens de influéncia dos nés A e B dena malha regular de elementos finitos quadrilaters
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Outro conceito importante € o de Particdo de Wad®U). A Particdo da Unidade é
obtida mediante a combinacao das funcbes de foom@lémentos finitos que compdem uma

nuvem e atrelados ao noé vértice da mesma. Maisalarente, o conjunto de funcdes de

forma ¢ (x) definidas nas nuvensw ; que contém o pontg, constitui uma PU caso

satisfagam as seguintes condigdes:

v As fungBes de forma pertencem ao conjunto de fung@ea os quaisw ; é um

suporte compacto, ou sej# (x) e suas derivadas assumem valores nao-nulos

somente no interior da regiao; ;

v' A somatéria das fun¢cbes de forma em qualquer pdete ser igual a unidade, ou

N
seja, ) ¢ (x) =1 ;
j=

v' O valor de cada funcédo de forma em qualquer poatdaininioQ da estrutura deve

ser maior ou igual a zero, ou sega(x) =0 emQ e

v' Todo subconjunto compacto d# intercepta apenas um numero finito de suportes

@ (x) -

O enriquecimento € realizado em cada regidao deemdia (nuvem) mediante a
multiplicacdo da PU associada a cada n6 base per funtdo de interesse (possuindo
caracteristicas de boa representatividade da fuswj@géo). Com isto, o conjunto das funcdes
de forma associadas aos nos de uma estruturaaatzaig|a MEFG pode ser definida como

sendo:

O ={g0@f", j=L..n ; a=1..F()} (6.1)
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Onde:

n - namero total de nés da discegidio,

p - grau polinomial da familia dedes,

(X - fungBes de forma iniciais referentesraog=1, ... , n ,

f - funcdo de indice que multiplica (ou enriquece) a funcao de foatralada a
cada né de indige,

FG - contador para o numero de funcéesi@uidas a cada no de indjce

Na ilustracdo da figura 6.2 , definidas as fun¢g@esquecedoras, observa-se que a
regido de influéncia (nuvem ou supowg) é definida pelo conjunto dos quatro elementos

finitos quadrilaterais que possuem vértice comunm@c; . Nota-se também que a funcao
produto, referente a multiplicacdo da PU pela foneé@riquecedora (aproximacéo local),
preserva o suporte compacto da PU, juntamente cooarcteristicas oriundas da fungéo

enriquecedora.

Funcio Produto

Aproximagio Local

Particio da Unidade

Figura 6.2 — Enriquecimento da particdo da Unidadeaum dominio global bidimensional.
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6.3 O Elemento Finito Isoparamétrico Enriquecido

Nas analises numéricas utiliza-se o elementoofigitadrilateral isoparamétrico de
quatro nos, sendo que o mesmo possui dois grausbelelade por nd (deslocamentos
segundo direcbes ortogonais entre si). A transfoiimade coordenadas do elemento do
dominio paramétrico para o dominio fisico, repres#mna figura 6.3 , é realizada mediante a
utilizacdo de funcdes lagrangianas bilineafeg n (coordenadas adimensionais variando
entre -1 e +1) , Assan (2003).

4 (-1,+1) 3 (+1,+1)

¥

1(-1-1) 2 (+1,-1) 1
<l> S

Figura 6.3 — Elemento Finito Quadrilateral de 4 nés

Regular no dominio paramétrico e Distorcido no donmiio fisico

As funcgdes lagrangianas séo as seguintes:

1o
@ =5 A=8)A=1)

@ =5 A+ -n)
: 6.2)
@ = 5L+ E)A+n)

@ =4 A-E)+n)

As componentes cartesianas dos deslocamentossndalalemento ficam expressas

nas formas:
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u @

24
” (6.3)
Zl)v @

\

Onde (4 ,v ) séo os deslocamentos nodais do elemento firmparsmeétrico.

Na estratégia de enriquecimento para cada fungdguecedora adiciona-se um novo
grau de liberdade nodal. Por exemplo, caso o naumeero 1 de um dado elemento seja
enriquecido na direcda com “nful” funcbes e na direcaocom ‘hfv1’ funcdes, a equacao

(6.3) para este mesmo elemento torna-se:

u=(ul +le quﬂljwﬁi yg

=2 (6.4)

4

v=(v1 +f p\{Dﬂlij Ye

i=2

Detalhes sobre sub-rotinas de métodos numériégesceeno o MEF na analise de
problemas da Mecéanica da Fratura, assim como pgroeatbs mais completos abordando a
montagem da matriz de rigidez global enriquecida esdcontrados, respectivamente, em
Owen e Fawkes (1983) e Barros (2002), Torres3R00

A representacdo matricial da equacao (6.4) é dadaguinte forma:

{d oLp (6.5)
Onde:
{d ={3} (6.6)

f nfvl

0 0 0 a ﬂfvll A Z R 0O ¢ 0 ¢ 0 g
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{d=9 ° (6.8)

Por outro lado, a matriz de rigidez [K] do elenoeéitdada da seguinte forma:

[K]=],t 78] fo]fe] da (6.9)

A deducéao de [K] depende da obtencéo da matrizABIspessura do elemento é dada

port e a matriz [D] apresenta a seguinte forma:

[D] = v 1 0 (6.10)

(1-v?)

(6.11)



Capitulo €& Método dos Elementos Finitt Generalizados na Anélise do Subproblema Local 122

e para o estado plano de deformacéo tém-se:

E = E2

1-v
(6.12)

v =—

1-v

Uma vez definida a matriz [D], busca-se entdo arimgB], que relaciona

deformacdes e deslocamentos. Partindo das equagiessas por (6.13) tém-se que:

_u "’/
' gX &] [1 0 0 0o/
e=2 = 1ef=0001 avy S =Ky (6.19)
y vl 1o 11 of|%x
ou ov Y
Vig =2+ oy
Y9y 0x oy

A matriz [B] (que relaciona deslocamentos e def@dea) fica expressa a partir de uma nova

relacdo da equacio 6.13 , deixando-se em evidéneitor deslocamentfa} ' { u Vv :

Gdloy = {} [Eil T19 (6.14)

Como na equacao 6.13 os deslocamentos do elenieitoisoparamétrico estdo em

funcdo das coordenadas paramétri€as n , as derivadas do vetdoxy} sao dadas por:

u_oudg, oudn ) [of an o L[
0X 0¢ 0x dn 0x x| |ox 9x 0¢
u_0dud¢ oudn aul og o g |[ou
dy 0&ady 0n oy . oy _ oy 0y on (6.15)
v_avoE vy W[y o 9 an|lav
ox 0¢&0x 0n ox 0X ox o0x||d&
v_avoE vy N 1o o % n)lov
dy 0Fdy 0n dy ay) | dy 0y]|on
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A equacéo (6.15) pode ser representada da seduinta matricial:

_|H1 [o]
{axy-[[o] [H]}aa}y 6)1

onde [0] indica uma submatriz2 nula e [H] é uma submatriz2 , inversa da submatriz

denominada “Jacobiano” [J]:

ax oy
0& o0&
J] = 6.17
[J] x oy (6.17)
on on
dy _dy
_ 1 J -J 1 dn dé
H =[P =———| "2 “2|= 6.18
[A1= ] det[J]{—J21 Jn} dxdy dy dd dx dx (6.18)

dédy df 7| dp dE

As derivadas das coordenadas gloBasy em relacdo as coordenadas paramétricas
e mn podem ser obtidas facilmente, e por consequémeisubmatrizes [H] . Ja para o

desenvolvimento do veto{dér} , que possui as derivadas dos valoresudee v em

relacdo & e n , parte-se do sistemalindak 4 ${1p (equacéo (6.5)), ou seja:
u=ug + pdg fi++ pde, [+ up,+ up+ up, 18)

vayg + pdg i+ plVe {1 vp,t vt W, 6.20)

Derivando as equagfes (6.19) e (6.20) em relac&@ma@slenadas paramétricas e n e
expressando estas quatro equacdes na forma niaémise que:
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ou

Nz r 1 nful

of| [og (0_(4 oy o ﬂj (0_44 gy O @j

ou| |9& (0 0¢ 0¢ 0¢

a 1 nful

7l (om . O, 09 (wa AR

ovi [on an ™ an = Lan on

af O O cee O

ol Lo 0 0

on
ul
pu;

] prfUl

0 ° 0 o 0 0g 0 o O]l v

0 0 0 & 0 a& 0 4 O pv;

dg (909 .. of, 04 .o, 0" ) 0 0@ 0@ 0@ 0@, 09, :

- _fvl+ a fu1 + ] B fl

o0& | 0& 0¢& 0& 0é on 90& on 9f dn Of | |pV

1 nfvl 0 0 0

99 a_(qfvlﬁﬁﬂ o9 qufvl+afv1 @ 9% 9% 9% U,

on \ an on o\ an on 0 o O on O on|| Vv,
u3
V3
u4
V4

(6.21)
A representacdo matricial da equacéao (6.21) é dadaguinte forma:
{0é} =[0gf {0} (6.22)

Inserindo a equacao (6.22) em (6.16) e posteriaienerresultado disto na equacéo
(6.13) obtém-se:

[H] [0 [H] [0
{‘W{[lg] [[H]J oH {[g] [[H]J[paw]{é}

{8 41 oy E EE[[';]] [[f,]]}[acof]{d} (6.23)
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Observando a equacgéao (6.23), nota-se que o vettefdamacdegs tem explicitado
o vetor de deslocament{)§} . Como a matriz [B] relaciona deformacdes com destentos,

define-se, entdo, a matriz [B] pela multiplicac@s deguintes matrizes:

{441 [E[[g]] [[ﬁ]]}[aqaf]{é} 18 {9 (6.24)

matriz B

O vetor de forcas noda{d-} “para forcas aplicadas diretamente nos nos” € diado
seguinte maneira:

F

ul

F,CF

ul ul

nful
I:ul |:ful

(A = (6.25)

onde F;; representa a for¢a nodal aplicada na dirécéio n6 j do elemento finito em

questdo. Sendof " o valor da fungdo enriquecedora nimemplicada na diregdono nod |
i ]
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6.4 A Solucdo Analitica da Fratura como Funcdo Enguecedora do

Subproblema Local do Método da Particédo

Szabo e Babuska (1991) apresentam na forma deénmeanfinita, a seguinte solucéo

analitica do campo bidimensional de deslocamerdms groblemas da Mecéanica da Fratura:

0, (r0)= X[ AP + A7 4P ]+ 1 (16) (6.26)
uy,(r,e)zi[pél)augu Aﬁmtk}”]"' W (ro) (6.27)

onde os indices (1) e (2) representam os modo# de abertura, respectivamenteg 0

representam as coordenadas polares que possueemonig ponta da fissura=0). As
parcelas 0.(r,6) e U,(r,6) sao funcbes mais suaves do que os demais termos d

somatoério da série infinita.
Por simplificagdo, considera-se somente o primégmono da série infinita nas

equacoes (6.26) e (6.27), sendo as mesmas podenaescritas da seguinte forma:

U, (1,6)= APUD + AP ®)2
U, (r,8) = AOUY + AP P (8)2

Os termos A e A® s&o:

o= K
A T (6.30)
A® :% (6.31)
T

e as auto-fungdesy’ , u? , u? , u? para o primeiro termo da série s&o dadas por:
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u(,l)zi{[k—q(”()l +1)|cos@,6 -, cosf, - 29}) 38)

X ZG 1 1 1 1 "
(1)=i + OO + + _

ué 2G{[k QU(A, +1)] serid, 6)+ A, sefh, - 2)0)} 6.33)
u>(<'2) :%{I:k— Q(Z)(/‘l +1):| Sefﬁ/]le)‘/]l Se«/h - 2)6)} 36)
u<?>=ﬁ{[k+ Q?(A, +1)]cos@,6 W A, cos@, - 23}) (6)35
y °G 1 1 1 1

Assim como nas equacdes (6.26) e (6.27), os exg®é€hf e (2) das equacdes (6.32) a
(6.35) representam os modos | e Il de aberturpentivamente. J4 os indices unitarios de

Q¥ e A representam os valores destas variaveis para o tefimero 1 da série;

caso fosse considerado um outro termo da sérias ésgds variaveis assumiriam outros

valores. No caso de apenas um termo da série vestageis assumem 0s seguintes valores:

Modo | de abertura:

=1
2 (6.36)
w1
'3
Modo Il de abertura:
5 =1
2 (6.37)
=1
Dentre outros parametros que aparecem nas equ@&c®2pa (6.35) destacam-se:
3-4v se EPD
k=1 3_y (8)3
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_E
T 2(1+v) (6.39)
6=6, -6, (6.39)

Conforme ilustra a figura 6.4 , 0 anguéb , presente nas equacdes (6.32) a (6.35), é a
diferenca entre os angulo8s e 6, . Sendo o angulofs a inclinagcdo da semi-reta de
comprimentar e que possui seus limites dados pelos pontos Jesjectivamente a origem

na ponta da fissura e o ponto de integracdao nuaygrar exemplo. Este segmenﬁ’ , ou
seja,r , tem sua inclinacdo medida com base em um eiradmbal X de referéncia global,
conforme ilustra a figura 6.4 . J& o angwle refere-se a inclinagdo da fissura, que € medida
entre 0 segmento de reta que possui origem nadeaizssura (eixaX") e 0 mesmo eixo

horizontalX descrito anteriormente. Os angulfs e 6, variam entre 0 e 18Q iniciando
com valores nulos a partir do eixo horizorXal positivos se o segment®_P ou eixoX’

forem obtidos mediante uma rotacdo no sentidohartifrio, e negativos se o segmerﬁTP
ou eixo X" forem obtidos mediante uma rotagdo no sentidorioorlla figura 6.4 , os trés

angulos mostrados possuem valores positivos.

v R
i
P
r
- 4 06 b
i O
- Oo -"X
— 2100
o \ ponta da
raiz da
fissura fnrd
=X

Figura 6.4 — Orientacéo dos eixos locais da fissura
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Uma vez definidas as equacgOes de deslocamentd?) (8.86.35) observa-se pela
matriz da equacado (6.21) que faz-se necessaridirdcde das funcdes enriquecedoras em
deslocamentos para a determinacéo da matriz [Binasomo as derivadas destas funcbes em
relacdo as coordenadas paramétricas n .

No caso de “fissuras horizontais”, ou seja, quamsl@ixosX'Y" coincidem com 0s
eixos globaisXY as funcbes enriquecedoras em deslocamentos pai@do | de abertura

ficam definidas como sendo:

u(l)z—rA1 {[k—q(”()l +1)}cos@ 6 YA, cos(f, - 2?}) 48)
X ZG 1 1 1 1 -
(1):—“1 + QYA + + -

=2 {[k+ Q@ +D] seth, 6)+ 4, setih, - 2)9)) 6.41)

e para o modo Il de abertura séo:

u<2>=i{[k—q2)(/1 +1)] seith, )~ A, sefiA, - 2))} 48)
X ZG 1 1 1 1 "

u<2>:ﬁ{[k+ Q?(A, +1)]cos@,6 W A, cos@, - 23}) (6)43
y G 1 1 1 1

No caso de “fissuras inclinadas” as funcdes eerdgdoras expressas por (6.32) a
(6.35) e que possuem sua orientacdo em relacdoelgéo aos eixos XY  devem ser
transformadas segundo os eixos globais X e Y (ddead enriquecimento ser realizado em
relacdo as varidveis globais. No caso, as funciequecedoras para o modo | de abertura

sao dadas por:

ul = uf cosg, - uf sed), (8)4

u® = ul serd), + § cosf, (6)4
e para o modo |l de abertura estas funcdes saessqw por:

u® = u®? cosg, - u? sel, (6)46

ul? = uPsed], + {’ cosb), ()47
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Uma vez definidas as fungdes enriquecedoras erocdesentos, basta entdo a

obtencéo de suas derivadas em relacédo as coordgrerdanétricas e n para a montagem

da matriz [B]. Para isso, emprega-se a regra deiaaeém virtude das variaveig” , ul® ,
@ @ 5 P @ 4O @ i
u;’ , u” estarem em fungao das projecoesufle, u® , uy’ , uy’ sobre o eixoXY, das

coordenadas polarese 8 , das coordenadas dos eiXY” e XY e consequentemente das

coordenadas paramétricgse n . Esta idéia esta indicada na sequiéncia seguinte:

W = (W W)
ub) L ul) =1 (r,0) =
r,o9 =f(xX,Y") =

XY =f(X,Y) =

X,Y =f(E,n) (6.48)

Tendo conhecimento das dependéncias entre as eiaridnwvolvidas e tomando-se a
equacdao (6.44), por exemplo, realiza-se entdo, ihastracédo, a sua derivada em relacdo a

variavel parameétricg :

@ @ ou®
uP =uPcosf, —-ufsel, = ou,” _ 0y, cog), ———-sert, (6.49)
o o0& ¢

Uma vez que as variavei§’ , u’ sdo dependentes das coordenadas polarés as

) ou'?
derivadas expressas pggx? e 61‘ podem ser obtidas mediante aplicacdo da regra da

cadeia obtendo-se:
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& M ou®
ou” _ 9u, cosé, - sery, =
0  0f 0
oud _ [ou? or  auP 96 ouy’ or au(”ae
= cosé, — serg,
o | ar af 00 o0& or af 00 oF

(6.50)

As derivadas dai? e u(y?) em relacdo as coordenadas polaresf contidas em

(6.50) séo dadas por:

a;’;l) {[k QY(A, +1)]cos@, 0 -4, cosd, - ) (6.51)
a:: k=Q(4, +1) ][ -4, serfd,6) |+ 4, (A, - 2) se(d, - 2p) (6.52)
a;_;;) :%H{[k” QYA +1) | ser(d, 0)+ A, se((A, - 2)6')} (6.53)
6:;) rzﬂcl;{[kJ’le(’1 +1)]4, cos@,8 )+, @, - 2)cosd,~ B )) (6.54)

O proximo passo refere-se ao desenvolvimento dagadas der e # contidas em
(6.50) em relacdo a coordenada paramétiica Como as varidveis e # dependem das
coordenadas X" e Y7, aplica-se novamente a regcadiia:

@ @) @) au(l) a u(1)
au :{au o, au ae}coseo_{ or ae}semo .

¢ or 65 08 0¢ or 65 06 0¢
@) 1) . . 1) ; p
oup _foulor o or oy, ou[000x 060y || oo 6.55)
¢ or |[0X' 0 09y 0| 08 |0X0& 0y dé
ou® . ou®
C[ouPfor ok, or oy ], 0uP a0 0x 08 oy |l
or |0X'9& 09y 0| 06 |0X9& 0y oé

Na equacéo (6.55) primeiramente faz-se necessatiteacao das derivadas dee 6

em relacdo as variavex$ e y . Para isto, utilizam-se as seguintes relacdesodedenadas
polares:
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— =2 =cos@ a—r,:l:serﬂ a—€=—l=—ﬂ 6—6,?=—)2(=£8 (6.56)
oy r 0X r r oy’ r r

Como as variaveig” ey sao dadas em funcédo dos eixosy , a equacao (6.57)
define a relacdo existente entre os eX¥se X'Y" e consequentemente os valorexdey”

definem-se por:

X= x[tosg, + y[e#d, (6.57)

y=-x[sed, + ytoss,

Nota-se que, a equacao (6.57) é valida somenteassga@n dos eixoxXY e XY’

coincidirem. Caso isto ndo ocorra, a equacao (&léve ser substituida por:

X = (X— )%) @OSHO +( y— )6) DSeeo (6 58)

y’=—(x— )g)[tseﬂo +( Y y) [tosh,

onde k,)) refere-se ao pontB em questdo ex{, yo) refere-se a coordenada global da
ponta da fissura. Substituindo-se (6.58) em (6adb&m-se entdo as derivadasdes § em

relacdo as variaveis ey’ contidas na equacéo (6.55):

a_rlziz(x—&)l]:oseoﬂy— yo)Elseﬁ0 (6.59)
ox r r

a_r,:l':—(x—%)ESerﬁﬁ( y- y)osd, (6.60)
ay r r

a_q__lz:(x—%)[iserﬁo —2( ¥ y)m:osﬁo (6.61)
0X r r

a_gIZéZ (x—xO)E:osHO +2( y- yo)Dseﬂ0 6.62)

y I r
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Obtidas as derivadas escritas acima, aplica-s® entéltima seqliéncia da regra da
cadeia, ou seja, realiza-se as derivadas das garidv e y* (que estdo em funcéo dee y)

em relacdo a variavel paramétriga. Partindo-se de (6.55), chega-se a seguintegqua

0é or |oX'0é o9y 0| 068 |0X o0& 0dy dé

ou® ou® , p
. Jouy ) or ox ar Y L2 %a_x+%6_y serg, =
ar EY 6{ Oy 0§ | 08 |0X o0& 0y aé

@) € . 2 1) , ,
au :{%[ﬂ%i@}&{w_xﬁa_v}m_

ou® " ar (OX ox OX ayj ar(ﬂﬂ(+ﬂﬂj_+

au® | or |ax | ox g “oyoe) oy axaz  oyaE )]

0& | au ae(ax ox , 9X ayj y(g@&a_ya_yj"

06 | ax \ ax 9& T ayoc) oyl axac  ayac |

ou [ ar (ax ox , OX 6yj ar(gerggj'Jr

o | ox | ox a& Toyac) oyl axaz ayoc |

U [ ae(ax ox , 0x ayj y(ggg_ya_yj“

06 | aX | ax 8¢ T ayoc ) ay\ axac  ayac |

(6.63)

serg,

Na equacédo (6.63) as derivadas das variaxeis y° podem ser obtidas derivando-se

(6.58) em relacao as variaveise y :

X _ ai(x— xj)m:oseo +( y- yo)Dseﬂo: - cosh,
ox ] 0x )
g_);za_(x—&)mzos&(;;(y— yo)ElseﬂO_ - serd,

_ - .G6
oy 0 —(x—>g)[isen90+( Y y)moseo ©
&: L P = = -sery,

%:6_—(x—>%)[86n9;;( Y- y)ﬁtos@o_ - cosh,

Finalmente, as derivadas das variaveise y em relacdo a variavel paramétriéa
sao facilmente obtidas mediante a derivacdo dacéqugb.64), que relaciona coordenadas

cartesianas (globais) com as coordenadas paraasetric
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ox _0(a +ac+an+adn)

x=a+afranradn = o= 7z =a +ay]
(6.65)
d
y=h +hé+bnp+hén = g_?: (b°+bl‘r;’sz’7+b3‘('7)=bl+w7
onde:
ao=%(><1+xz+x3+ %) h==( y+ v+ ¥+ Y
8 =2(-x + %+ % - X) h==(- %+ v+ ¥ Y
‘1‘ (6.66)
8, =2 (% %+ %+ x) b==(- %=+ ¥+
ag=%(><1-xz+x3-x4) b==(y- %+ ¥ Y

Nas relacbes anteriores as variaveig , (1) , &, ¥2) , &K, ¥s) € (i, Ya)
representam, respectivamente as coordenadas dod,nds 3 e 4 do elemento finito
isoparamétrico. E importante ressaltar que os piomntos demonstrados até este ponto
referem-se a derivada (em relacdo a variavel pdrema€) da funcdo enriquecedora da
direcéo global considerando-se o0 modo | de abefiaequacéo (6.49)). As derivadas das
demais fungbes enriquecedoras (equacoes (6.485) (6.(6.47)) em relacdo as coordenadas
paramétricas e n para os modos | e Il de abertura podem ser abtitilizando-se dos
mesmos procedimentos mencionados para a obtenc&oudgdo (6.63). Mais aplicacbes
destas funcbes enriquecedoras podem ser encontadd3arros (2002), Oden e Duarte
(1997) e Pereira (2004).



Capitulo & Método dos Elementos Finitt Generalizados na Andlise do Subproblema Local 13&

6.5 Exemplos Numéricos

A seguir, apresentam-se exemplos numéricos cobjetivio de demonstrar a eficacia
da técnica de enriguecimento da aproximacdao, aitin-se tanto as auto-fungdes (solucao
analitica da fratura) apresentadas no item antedoro uma base de func¢des polinomiais.
Primeiramente, o estudo do enriqguecimento da amedo na solucdo de exemplos
denominados por problemas originais ndo se utdizdétodo da Particdo. Posteriormente,
nos outros exemplos, a énfase é dada ao subprodtrab do Método da Particao,
procurando obter com o MEFG resultados suficientéenprecisos com um namero de graus
de liberdade bem inferior aqueles exigidos pelo MEkemplos da Mecéanica da Fratura

referentes aos modos | e Il de abertura complemmeatdem.

6.5.1 O Enriquecimento do Problema Original - Modd de Abertura

a) Chapa Contendo Uma Fissura - Carregamento Wmgfmiente Distribuido

Neste caso utiliza-se uma chapa com dimens6e1O¥%10 e H=10), comprimento
de fissura a=1 , e tensdo constante unitasia {) aplicada ao longo da borda superior da

chapa, que possui as seguintes caracteristicaateeian

G=10
(6.67)
v=0,3
O raio “r” que define a regido contendo todssnd@s que serdo enriquecidos &

considerado igual a trés. Este raio tem origem aorggpoda fissura. A figura 6.5 ilustra os
aspectos geométricos deste exemplo:
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L |

w

W

1

10

<

Figura 6.5 — Chapa Contendo Uma Fissura em Modo ledAbertura — Carregamento Constante

Primeiramente realiza-se uma analise convencidesie problema, via MEF, com

uma malha bastante refinada. Tal malha possui 8&Ifentos e 25107 nds, com um total de

50214 graus de liberdade nodais. O aspecto gerabttea esté ilustrado na figura 6.6:

Figura 6.6 — Malha Refinada para o Caso de Uma Fisga

13€



Capitulo & Método dos Elementos Finitt Generalizados na Andlise do Subproblema Local 137

A figura 6.7 apresenta os detalhes de refinamdatanalha onde utilizam-se dois
quadrantes contendo 60 elementos de lado. Tal nyadnaite a obtencdo do fator de

intensidade de tensdo com uma preciséo inferigd%.1

ai/10 ai/10
60 elementos 60 elementos

ai/10

60 elementos
ai/10

60 elementos

/

Ponta da fissura

Figura 6.7 — Detalhe do Refinamento na Ponta da Figra

Em contrapartida, constroi-se uma malha com umendrde nds bastante inferior ao
da malha anterior contendo apenas 1835 nos e ®néeertos. O aspecto de tal malha é
mostrado na figura 6.8. O objetivo € 0 de explar&cnica de enriquecimento para obter um
fator de intensidade de tensdo com a mesma pre@s&Em com um numero de graus de

liberdade nodais bem inferior ao da malha anterior.

LR

Figura 6.8 — Malha Graduada para o Caso de Uma Figsa
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As funcbes enriquecedoras da fratura utilizadas daecbes X e Y sao
respectivamente aquelas dadas pelas relacdes €5(8@)1). Ambas as funcdes referem-se ao

modo | de abertura (fissura horizontal):

U)((l) :%{I:k_ Q(l)(/‘l +l)] Cos@lg )_/11 COS(’@l - }) 46)

0 =T [k QU +1] seh, )+, settl, -2} 6.41)

Estas fungcbes enriquecedoras permitem capturarcelgairregular da solugédo do
problema referente a concentracdo de tensdo na planfissura. J4 o enriquecimento por
funcdes polinomiais tém o objetivo de capturar ecgla regular da solucdo do problema.
Sendo assim, foram realizados varios testes coenedifes formas de enriquecimentos e 0s
resultados de algumas combinac¢des sado dados ra €lbe onde indicam-se, também, os

numeros de graus de liberdade (NGL) utilizados.

Tabela 6.1 — Valores de Kaproximados obtidos — via MEFG — Problema Originacom 1 fissura

1 Fissura — Carregamento Constante : Ker = 2,0981
Funcbes Enriquecedoras Kprox E(%) NGL
Nenhuma 1,6887 -19,51 3670
Polinomiais [, V] 1,8318 -12,68 6239
Fratura 2,0568 -1,96 6239
Polinomiais [x°, y°] + Fratura 2,0767 -1,04 8808

Com base nos resultados obtidos verifica-se quellor estratégia de enriquecimento
refere-se aquela onde combinam-se as funcdes waafraom as funcdes polinomiais. Foi
necessario um namero bem inferior de graus ded#akr em relacdo aquele utilizado na

abordagem convencional, apenas 17,5%.
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b) Chapa Contendo Duas Fissuras - Carregamentordr@mente Distribuido

A chapa mostrada na figura 6.9 possui as mesmaxtedsticas de material e
geometria do exemplo anterior, porém com uma segiissura horizontal (de comprimento
unitario) no lado direito da chapa. O raio “ rdeqdefine a regido de enriquecimento tem o

mesmo valor do exemplo anterior (igual a 3).

=1
TEY Y Y Y
i
10
=
p—
y T 1
3 /7
— I =
: o s
v L5 )

Figura 6.9 — Chapa Contendo Duas Fissuras em Modale Abertura — Carregamento Constante

Para a andlise convencional deste problema, vig, M&nhstroi-se uma malha bastante
refinada, ilustrada na figura 6.10 . Tal malha pp29177 elementos e 87988 nds, com um
total de 175976 graus de liberdade nodais. A canigtica de refinamento na ponta da fissura

€ idéntica a da malha do exemplo anterior.

Figura 6.10 — Malha Refinada para o Caso de Duass$Suras
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Para a utilizacdo do MEFG foi construida uma maksa menos refinada possuindo
910 elementos e 2875 nos (5750 graus de liberdadejprme ilustram as figuras 6.11 e
6.12.

Figura 6.11 — Malha Graduada para o Caso de Duas $Suras

Figura 6.12 — Detalhe da Malha Graduada na RegidoadPonta de Fissura — Modo |

Os valores obtidos com base no enriquecimentm@miial aliado ao enriqguecimento
com as func¢des da fratura sdo resumidos na taliefa.a

Tabela 6.2 — Valores de Kaproximados obtidos — via MEFG — Problema Originacom 2 fissuras

2 Fissuras — Carregamento Constante : #r = 1,9884

Funcdes Enriquecedoras Kerox E(%) NGL

Nenhuma 1,8571 -6,60 5750

Polinomiais [X, y°] + Fratura 1,9662 -1,10 14375
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Assim como no exemplo anterior, verificou-se quenmiquecimento utilizando as
funcdes polinomiais e da fratura foram capazesrdpi@ar resultado com mesma precisao
daquele apresentado com malha muito refinad®%4). Foram necessarios apenas 8,2% dos
graus de liberdade utilizados com a malha refinada.

Os proximos itens referem-se a analise do subgmublocal do Método da Partigéo.
O objetivo € alcancar bons resultados do subprabllawal com uma malha bem menos
refinada e conseqientemente com um custo compunédiem mais reduzido em relacdo a

abordagem convencional pelo MEF.

6.5.2 Método da Particdo com Enriquecimento do Sulbpblema Local - Modo | de

Abertura

a) Analise de Chapa Contendo Duas Fissuras — Ganeago Uniformemente Distribuido. A

figura 6.13 representa o caso em estudo:

BF=]
AL A i AiArriiiibiridod

10

10

Figura 6.13 — Chapa Contendo Duas Fissuras em Modide Abertura — Carregamento Constante

O atual exemplo consiste na resolucdo de um casteh anterior (chapa contendo

duas fissuras), porém através da utilizacdo do déétta Particdo. Neste novo procedimento,
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o problema original é dividido em trés subproblensasdo que a técnica de enriquecimento é
utilizada apenas no subproblema loBA’. Sendo assim, faz-se necessario comentar sobre a
discretizacdo das faces de fissuraRl¢’. Como no problema original as forcas externas

estdo aplicadas na borda superior da chapa, nd meécessidade de uma discretizacdo
consideravel nas faces de fissuras. Em contrapadalse utilizar o Método da Particéo, faz-

se necessario uma discretizag&o razoavel dasdackssura do subproblem*’, uma vez
que as mesmas estdo submetidas aos fluxos de t@ns@ase polinomial aproximativa). O

objetivo de tal discretizacdo € retratar com uma fp@cisdo a acdo destes fluxos de tensao

assim como o comportamento de abertura das fadessdea.

10

10

Liiii}

Figura 6.14 — Dimens6es do Subproblema Local — Modale Abertura

Como o carregamento externo € constante, somaatet da aproximacgao do campo

de tensdo na linha de fissura é necessario par® dWiétodo da Particdo possa capturar a
solucdo do problema. Com isto, um Unico subproble®8 faz-se necessério, sendo o
carregamentoQ, , aplicado na face da fissura, considerado unitalsobre a técnica de

enriquecimento, os mesmos procedimentos adotado®xwmplos do item anterior foram
seguidos, além da mesma malha graduada para tafigggura 6.8). Os resultados obtidos

sdo resumidos na tabela 6.3 .
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Tabela 6.3 — Valores de Kaproximados obtidos — via MEFG — Método da Parti§o com 2 fissuras

2 Fissuras — Carregamento Constante : dr = 1,9884
Funcdes Enriquecedoras Kprox E(%) NGL
Nenhuma 1,6161 -18,72 3670
Polinomiais [x, X,y, Y] 1,7219 -13,40 6239
Fratura 1,9571 -1,57 6239
Polinomiais [x, X,y, Y] + Fratura 1,9738 -0,73 8808

Assim como nos exemplos anteriores, a técnicaecitat pelo MEFG propiciou
resultados bastante satisfatorios, utilizando-smeste 17,5% dos graus de liberdade
necessarios daqueles utilizados em malhas refind&a ambos 0s casos a precisdo se
manteve abaixo de 1% em relagdo a solucdo analititator de intensidade de tensao.

O proximo exemplo trata do mesmo caso, porém cegamento externo possui
variagdo quadratica. Desta maneira, busca-se aealima analise da efetividade do

enriquecimento dos subproblemas locais que posstadegamento®; constante, linear e

quadratico.

b) Anéalise de Chapa Contendo Duas Fissuras — Ganegio Nao-Uniforme. A figura 6.15

ilustra este caso:

10

10

[ B

Figura 6.15 — Chapa Contendo Duas Fissuras em Modale Abertura — Carregamento Cte+Quadratico
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Neste exemplo, as mesmas estratégias de enricqerdoinforam utilizadas nos trés
subproblemas locais, caracterizados por carregaems faces das fissuras dos tipos:

constante , linear e quadratico. Sendo assim, yoacts bastante interessante refere-se aos
subproblemas locai®'> e P'*. Como evidencia a tabela 6.4 , o tipo de enriguento

gue propiciou melhores resultados foi o polinomTall fato se deve a que os carregamentos
Q, para os subproblemaB'? e P!* (linear e quadratico) possuirem valores nulos na

ponta da fissura e unitarios somente na raiz daréis Sendo assim, a concentracao de tenséo

na ponta da fissura se torna bem menos intensaalaguela existente no subproblema local
PL(”. Neste, devido ao carregamento constante, a temgiitada na ponta da fissura é

unitaria e se estende com este valor até a rdigsiaa.

Tabela 6.4 — Valores de Kaproximados obtidos — via MEFG — Subproblemas Lais

PL (1) PL (2) PL (3)
Subproblema Local
KREF = 2,0981 KREF = 0,856 KREF = 0,556
F. Enriquecedoras K aPrOX E(%) K aprox E(%) K aprox E(%)
Nenhuma 1,8121 -13,63 0,8073 -5,24 0,5145 -7/46
Polinomiais [x, X,y, Y] 1,9518| -6,97| 0,865 | 1,52 | 0,5507 -0,93
Fratura 2,0708 -1,30| 0,9152 7,42 05834 4,94
Polinomiais [, X,y, Y] + Fratura| 2,0850| -0,62| 0,9167| 7,60 | 0,5834 4,93

Na tabela 6.5 sdo apresentados os valores dasdale intensidade de tenséao finais

obtidos aplicando-se enriquecimento polinomial dagproblemasP® e P e

enriquecimento combinado, polinomial e da fratpeaa o subproblem®™. Como a malha

utilizada para os subproblemas locais refere-seathangraduada para 1 fissura do item
anterior, o niumero de graus de liberdade nodaisasgeve em 17,5% daqueles utilizados em

analises via MEF convencional (com refinamento déa)j.
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Tabela 6.5 — Valores de Kaproximados obtidos — via MEFG — Método da Parti§o com 2 fissuras

Enriqguecimento :

PL(1)=Polinomial + Fratura ; PL(2 e 3)=Polinomial

Fissura 1: Krgr=1,633

Fissura 2: kker=3,642

N° termos K aPrOX E(%) N° termos K aprox E(%)
Aprox. Aprox.
1 3,5149 -3,49 1 1,7480 7,04
2 3,7035 1,69 2 1,5270 -6,49
3 3,6167 0,69 3 1,6235 0,58

6.5.3 Método da Particdo com Enriquecimento do Sulipblema Local - Modo Il de

Abertura

a) Analise de Chapa Contendo Duas Fissuras — @Ganesgo Nao-Uniforme. A figura 6.16

ilustra as caracteristicas deste exemplo:

-

10

a=1

fiss. 1

a=1

I

fiss. 2
10

20

Figura 6.16 — Chapa Contendo Duas Fissuras em Modlode Abertura — Carregamento Constante

Neste caso, utiliza-se uma chapa com dimensoeX)10%=10 e H=20), comprimento

de fissura a=1, e tensdo constante+quadraticeadgliao longo da borda superior da chapa.

As seguintes caracteristicas do material foramealdst
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G=10
(6.68)

v=0,3

Na figura 6.17 séo apresentadas as dimens6esdooblema local.

10
o
lﬂ

|

10

Figura 6.17 — Dimens6es do Subproblema Local — Modbde Abertura

Com o0 objetivo de realizar a extragdo dos fatatesintensidade de tensédo dos
subproblemas locais via MEF convencional, optaeda ptilizacdo de uma malha contendo
15219 elementos e 44363 nos (88726 graus de liberdedais), onde o critério de
refinamento na regido adjacente a ponta da fisshedece os critérios do item 6.5.1. A figura
6.18 mostra a malha adotada:

]
I.

L
LI
L |

B |
I Ilféi¥
1T
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Figura 6.18 — Malha Refinada para o Subproblema Lacal — Modo I
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Para a utilizagdo da técnica de enriquecimentoMiEFG, utilizou-se uma malha

graduada contendo somente 455 elementos e 524063 §raus de liberdade nodais) para o

subproblema locaP'*). As figuras 6.19 e 6.20 ilustram as malhas doprsiilemas locais:

Figura 6.19 — Malha Graduada para o Subproblema Loal — Modo I

Figura 6.20 — Detalhe da Malha Graduada na RegidocadPonta de Fissura — Modo Il
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Aplicando-se a técnica de enriquecimento, fordotidos resultados com a mesma

precisao (aprox. 1%) daqueles obtidos via MEF cocwemal (malha refinada), porém com

um numero de graus de liberdade bastante infeaprokimadamente 10,2% daqueles

utilizados nas analises via MEF convencional). &leskemplo o Método da Particdo

necessitou de 3 termos de aproximagao e em todassilgEoblemas foram utilizadas as

mesmas bases polinomiais (X,yx y?) adicionadas das seguintes funcdes enriquecedaras

fratura para as direcdes X e Y respectivamente:

A

u? = 2 {[ k- QU +D)] seth,6)- A, sefir, - 2)6)

_r/il

uy” :E{[‘“ Q?(A, +1)|cos, 6 )+ A, cos@, - A )

A tabela 6.6 relne os resultados obtidos:

48)

(6)43

Tabela 6.6 — Valores de K aproximados obtidos — via MEFG — Método da Parti§o com 2 fissuras

Fissura 1: Kgge=0,882

Fissura 2: kker=0,904

N° termos K aproX E(%) N° termos K aprox E(%)
Aprox. Aprox.
2 0,8579 -2,73 2 0,8774 -2,72
3 0,8788 -0,36 3 0,9012 -0,31
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7 Consideracoes Finais e Conclusdes

Neste trabalho foram realizadas aplicacbes do ddeia Particdo objetivando a
analise plana de problemas com multiplas fissuCasn relacio ao método foram
detalhadamente estudados e implementados algucedorentos preliminares fundamentais,
entre eles destacando-se: a andlise da base déefupara a representacdo do campo de
tensdes em uma linha de interesse e a determidadatores de intensidade de tenséo.

E importante ressaltar que o procedimento adotadla p extracdo dos fatores de
intensidade de tenséao foi desenvolvido a partinrda analise muito criteriosa; isto porque a
precisdo do Método da Particdo quanto a solucé fia problema é sensivel a quaisquer
variacdes nos valores de K dos problemas locais.

Os testes realizados com uma Unica fissura rerelgue o terceiro subproblema do
Método da PartigéoPE;k), se implementado de acordo com a versao apresemacferéncia

original de Andersson, Babuska e Stehlin (1998)pgprcionava erro na solugéo. Lembra-se
gue o objetivo deste subproblema, no caso gerahwéplas fissuras, € o de reproduzir a
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influéncia do campo de tensdo de uma fissura sabrelemais. Seguindo a proposicao
original, considerava-se também a influéncia de dama fissura sobre si mesma, o que €
inconsistente. Depois de observado este erro,gamise o procedimento e, com isto, as
respostas passaram a ser coerentes com os valevestqs analiticamente.

Em seguida, realizaram-se testes com a presengduals fissuras, tomando-se o
cuidado de corrigir o terceiro subproblema a firsdeavaliar a influéncia de uma fissura em
relacdo a outra. Os testes apresentaram respastdsjas ao fator de intensidade de tenséo,

com alta precisdo e taxa de convergéncia exponemcianedida em que se tomaram mais
termos aproximativos dos campos de tensédo naslodmfissuras do subproblerﬁ&).

Outra classe de problemas testada tem motivac&o aplicacdes aeronauticas
relacionadas a integridade estrutural, como ascldem rebitadas dos elementos de
revestimento de asas e fuselagens. Em tais problasmdissuras podem se propagar por
solicitacdo repetida a partir dos furos dos rebites possibilidade de interligacdo entre as
diversas fissuras pode, naturalmente, comprometertegridade de toda a ligacdo. No
exemplo testado, considerou-se uma fissura conermrigm furo circular, representando o
furo do rebite. Numericamente o problema torna-sésmomplexo porque o furo provoca
perturbacdes iniciais significativas no campo des@e do primeiro (e mais simples)
subproblema do Método da Particéo, e que deverpseximadas com precisdo pela base de
aproximacéo adotada.

Nos testes dessa classe de problemas, a basenpalinmicialmente proposta no
procedimento, mostrou-se limitada para a boa apragio do campo de tensdes nas linhas
das fissuras. A base alternativa que proporcione@lhon resultado contém a classe das
racionais e foi capaz de recuperar a convergémpi@anencial para a solugdo exata do Método
da Particdo. No teste realizado nessa classe ddepras, cinco termos da base irracional
proporcionaram uma solucao aproximada com erroianfa 0,5%.

Outra classe de problemas explorados refere-seashcontendo fissuras internas.
Como a formulagéo proposta por Andersson, BabusReellin (1998) contempla somente
fissuras de borda, procurou-se estendé-la para@adgem de situacées contendo fissuras
internas e de borda-furo. Neste sentido foram zaddis exemplos contendo ambos os tipos
de fissuras buscando-se desenvolver uma metodojmia a montagem da matriz de
influéncia geral que permite a obtencdo dos fatatesescala dos subproblemas que
combinados propiciam a solugdo do problema. Os phosnrealizados, com a obtencdo de
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resultados com alta precisdo (em torno de 1%), dstravam a eficacia da metodologia do
Método da Particdo estendida aos casos contendmsds/tipos de fissuras.

Em uma dltima etapa, empregou-se a técnica de ummigento da aproximacao
fornecida pelo Método dos Elementos Finitos Gemmabs (MEFG) na resolucdo dos
subproblemas locais do Método da Particdo. O eeciqento seletivo da aproximacao
atrelada a determinados nés, sem necessidadestigati nem refinamento excessivo da rede
de elementos finitos adotada, proporciona melhoresultados com menor custo
computacional. No caso, os nos selecionados paraiquecimento referem-se aqueles das
regides adjacentes as pontas e faces de fissuraeXdmplos explorados, comprovou-se que
a técnica de enriquecimento da aproximacao propgsialtados com precisdo similar aqueles
obtidos via MEF convencional (malhas refinadas);épo com uma malha bem menos
refinada e um numero de graus de liberdade nodaisiite inferior. Um aspecto especifico,
porém importante a ressaltar, refere-se as es@atélg enriquecimento para os diferentes
subproblemas locais (cada subproblema atreladot@numo da base de aproximacéo). Notou-
se que o primeiro termo da aproximacao (constgmtglorciona uma concentracao de tenséo
consideravel na ponta da fissura, 0 que exige, miquecimento, além das funcdes
polinomiais também as func¢des-solugdo da fratuliaos) demais termos da aproximacéo
(linear, quadratico, etc.) proporcionam baixa cotregdo de tensdo na regido da ponta de
fissura, sendo suficientes as func¢des enriqguecegminomiais. Concluindo, a combinagéo
MEFG com o Método da Particdo reduz o custo congpurial preservando um 6timo nivel
de preciséo.

Finalmente, entende-se que o presente traball® déras perspectivas para a sua
continuidade, inseridas no campo da Mecanica ddifitdturamento. Entre as alternativas
de extenséo imediata estdo aquelas de cunho carigmathe de melhoria da modelagem e
aproximacao numeérica, como por exemplo: a paralglia dos processamentos relativos aos
problemas locais, a consideragao de solicitacgetidas, a abordagem tridimensional e sua

combinag&o com procedimentos de propagacéo deasssu
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Thimoshenko e Goodier (1980) apresentam a fungd®itede Airyy utilizada na

solucéo de problemas da elasticidade bidimensieeallo as tensfes expressas da seguinte

forma:

oy oy
= =- Al
ay* Yoox ¥ ox[oy (A1)

Tendo em vista que as equacdes que definem a abimgatle entre deslocamentos e

deformacdes de um dado problema elastico sdo egsrds seguinte maneira:

ou ou
E = aUX g, =Y Vig = %_,__y (A.2)
0x oy oy 0x

Pode-se entdo relacionar a equacédo (A.1) com ac&gu@.2) por meio dae de Hooke

expressa abaixo:
_1 _1 _
E —E(UX—VED'y) £ —E(Jy—vﬂffx) Vg =2| — |, (A.3)

Ou seja, inserindo a funcdo tensédo de Airy (A.lasedeformacOes expressas por suas
derivadas direcionais (A.2) nas equacodes defirpdagA.3) tem-se:

1 ou
e =—\o, -vio —X = A.4a
celove) = EEE (A42)

1 ou, 1
é’:E(Uy—VDD'X) = a_yy [ﬁ

_(1+v du,  Ou, 1+|/
W = (ay ] [E xayj A0

(A.4b)
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Realizando ent&o as derivadas das equagdes decOhityme abaixo obtém-se:

2 3 4 4
=2 gsvE 9 |9 —itﬁa””—uma‘/’ j (A5.2)
X y X

ay? oxdy’> E | ay* ox Dy

L I N L ¥ Ve U e s

ox° oy ox” oyox> E | ox* ox Dy

du, , 0y, | _ 2(1+vj
dy 0x E

(A.5.0)

_ du, , 0y, =2(1+vj _ 0y
oxay®  dyox> E ox°0y?

Bastando inserir as equacdes (A.5.a) e (A.5.b)quagio (A.5.c) obtém-se a equacédo bi-

harmonica representativa dos problemas bidimenisialeelasticidade plana:
3 3 4
a%u, +0Uy :2(1+Vj _ 0y
oxay®  dyox> E ox0y?
111 a“z//_ma“z// s a“z//_ma“w _(1+v) [ oy
21K Lay* ~ oxy?) E Lox*  ox%y? & 0x20y>

4 4 4 4 4 4 4
a(,i/_'_a_(/:_ v awz =_2(1+V)G62w2 = a¢:+al€=_zmaz¢lz =
ay" 0x 0Xx ox-oy oy" 0Xx oxoy

4 4 4
TRRLTI T
oy oxa9y- 0x

(A.6)
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A condicdo de Cauchy-Riemann pode ser obtida eralia-se a verificacdo da

continuidade da funcéo analitica de uma variavelptexa:

y
(x,y+Ay) A" B (x+Ax,y+Ay)

(x,y)A/ \ (X+AX,y)

X

Figura B.1 — Condicdo de Cauchy-Riemann

Z=2(2 Oz= f(xy = Z= I XYy (B.1)

Z(x, Y)=ReZ(x, y)+ iOmZ(x y) (B.2)

Seguindo a definicdo de derivada parcial em um@@glica-se entdo este conceito a

funcdo acima, tanto em relacdo a diregdgquanto a direcdy , obtendo as seguintes
expressoes:

0Z(X Y) _ i Z(x+ hy A XYy

ox h 0
0Z (X, y):{i ReZ(x+ h, y)+ Oim Z(% h 9} [ Re Z(x Y [lIm Z(xﬂ

0X h
0Z(%,Y) | jim ReZ(x+ h, y)— ReZ(x y) +i diim ImZ(* hy ImZ4 x
0x h-0 h h-0 h
0Z (X, y)zaReZ(x,y)HL@ImZ()g y) 7' = aReZ L@ Im Z
0x 0x 0X 0X 0X

(B.3)
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0Z(XY) _jim ZX ¥+ D= A X Y

dy h-0 hi
0Z(x, y) :[Iim ReZ(x y+ W+ Om Z(x y h}—[lim Re Z(x Yy [Im Z x ;ﬂ
oy h-o0 hi h-0 hi
0Z(X%,y) _ ”m(ReZ(X, y+ h- ReZ(Xx y)jfﬂ-i) J{”m ImZ(x ¥ B Im 4 x ﬂ
oy h-o0 h h-0 h
0Z(X%, Y) zaReZ(x, y)m_i)+6 ImZ(x y) SN PYS EQ Re Z+0 ImZ
oy ay ay oy oy

(B.4)

Shilov (1996) indica a funcdoZ(x y)como sendo uma funcdo complexa

diferenciavel, ou seja, possuindo a primeira dedvparcial continua na vizinhanca do ponto

em questao (ponto A conforme figura B.1). Com istwalor da derivada d&(x, y) deve ser

0 mesmo para qualquer orientacdo. Desta maneiaaige as expressdes (B.3) e (B.4)

obtendo:
Z,=<9ReZ+iD 0 IlmZ =<9ImZ+iD6(—ReZ) (B.5)
ox 0X oy ay
— — — e
parte real parte imaginaria  parte real parte imaginarie
equacéo B3 equacdo B4
SendoZ' =ReZ'+idmZ’ 6.

e observando que o primeiro membro das expresgbakdas em (B.5) equivale a parte real
de Z' e que o segundo membro de cada uma destas exqgesgiivale a parte imaginaria de
Z', pode-se entdo igualar as partes real e imagidar{®.5). Sendo assim, obtém-se as duas

expressodes que definem a condicdo de Cauchy-Riemann

_ 0ReZ _ 0 ImZ
0x oy

ReZ'

(B.7)

_0imZ _ _odReZ
ox ay

ImZ'
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O objetivo deste apéndice é a demonstracio dexgiumedes ¢, ,¢, ) expressas por

(2.18) e (2.19) representam a solucao de probletiasicos da Mecénica da Fratura, Stephen

(2001). Em primeiro lugar apresenta-se entdo airsegfuncdo bi-harmonicg através de
uma combinacgdo de fungBes harmoOni€as. Tal funcdoy é a “candidata” a solucdo da

equacao bi-harmonica (2.2), uma vez que as corgligéeontorno do problema (modo | de

abertura) referem-se a coya0 (ver fig. 2.9):

Y=Q,+Q Iy (C.1)

Posteriormente realizam-se as derivadas de (Crih)acontuito de se obter as tensdes

baseando-se na funcéo tenséo de Airy.

6(//:6(QO+QlEy):6§20+6(Qlty):6§20+ anEy+Q :%+691w
1) ()4 ()4 [)4 )4 ()4 ()4 ()4

0 _9(Q+00) 99, 0(203)_09Q, (00, ., M| 00, 39
= = = Q = + +Q
oy ay ay oy oy oy Y+, BBQ oy ay Y+,

(C.2)

Antes da realizacdo das segundas derivadas patarszao das fungdes de Airy, sao
realizadas substituicdes com o intuito de simg@lifios calculos. Sendo as seguintes relacdes

utilizadas neste procedimento:

_ 0Q, _ 0Q, 0Q, _ 0Q,
0x ay ox ay

(C.3)



ApéndiceC: Funcdes Complexas de \stergaard 172

Partindo entdo para as substituicdes de (C.3) e®) &&m das segundas derivadas

obtém-se:
oy _ 9 op o(9y), _op (op % o0p. 0f
g, = =—|(p+ +Q |=—"+ "L +p=—"14| L y+ +=|20+—L—y+—
oy ay(¢ Py+Q,) oy oy ey T ey
0w _9(0Q, aQ dy oW
o, =—2=— + =L+ C.4
Yooax ax( ox  0X v ox " ox” ©4

0y _ a(aguﬁwj_ ax a(WEy):_a_)(_a_LIJy_qJ

X O ay oy ady oy

Tendo como base a condicdo de que este conjunturgddes harmonicas deve

satisfazer & equacao de Laplace e utilizando asdet de (C.3) obtém-se que:

2 2 2 2 2
o 9,0 = an+6§21=0 . 0°Q, __0%Q,
x> ay? ox> oy’ x> dy?

i(&j:—i(aglj = aw——aw e 6_(0:0_LIJ

0X oy ox oy

(C.5)
2 2 2
72=[92 19 g =0 = 0(20+6£20=o:> aQO=_62£20
2 2 0 2 2 2 2
ox= oy 0x oy ox oy

0 (39,)_ s (o0,) _ [ox_59] _ [s9_ox
ox oy ox oy

Utilizando algumas das relacbes expressas em (€eSgreve-se as funcdes (C.4) da

seguinte maneira:

oy op 0¢ op 0y
g = =20+—Lvy+—L = +y——
*oy? ¢ ayy oy » yay ox

2
oY _ oY Ody | O0p dx (C.6)

=yt Yy

Y ax2 X Ox dy Ox

g




ApéndiceC: Funcdes Complexas de \stergaard 177

Um ponto importante a se destacar é que as equapdesssas por (C.6) sao
genéricas em termos de comportamento da chapa.vdmague se deseja a obtencdo das
equacles que descrevem o modo | de abertura, giarabasta-se apenas a imposicao das
devidas condicfes de contorno. No caso, impde-sasguensdes de cisalhamento na face da
fissura =0) sejam nulas:

0@ 0)( 0p 0x _
—W—_ - 0 = y=--4 C7
" ™ =( )ax oy = y (C.7)

5(ﬂ 0x _ 09 \ox o
STRTTIEVAL g 7, =-y2 C.8
Ty 6x oy H \& Y yax €8

Sendo assim, a mesma relacéo obtida em (C.7)iZadal para a definicdo das tensdes

normais, sendo esta relacionada juntamente conteasquiatidas em (C.5) proporcionando:

MW__9¢ - X _, W_op _ of x|__09 _
ax ay ay 0X oy ox\ oy oy
_9 (ox)_)\9 _X
= %( axj @ = |¢ F™
(C.9
Inserindo a equacéao (C.9) nas duas primeiras eqaagh(C.6) temos que:
0 0
O’X=2<0+ya—¢ ——240 y - @)=|p+yr (C.10a)
y oy
o0p_ 0y 0p op
O =—y—2+2 =—y—L 4+ () =|p-y— C.10b
y yay ™ yay (@ = wyay ( )
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Utilizando uma Unica relacéo de (C.5) ficam defasichs equacdes das tensdes para o
modo | de abertura:

a. :(0+ya_40:(0+y(—a_wj = a. :(p—ya_LIJ

* oy ox * ox
op ov ow

g,=@-Yy—=@¢-Y| —— g, =p+ty— C.11

yqayaywy(axj = TPy (C.11)
0p

r,=-y—

Y yax

Para a definicdo das equacbes das tensdes refeaenteodo Il de abertura, aplicam-
se as devidas condi¢Bes de contorno as equac@sba delas refere-se a tenséo de tracdo
nula na face da fissurg=0):

O-y:ya_w+a_)(:—(0)a_qo+a_)(:o a)(_O I-Q)

oxX 0X dy OXx 0X

Como consequéncia da relacdo obtida anteriormei#2), juntamente com as

relacdes escritas em (C.5), tem-se também que:

w__9_, _ ox_o

= isolando d¢ =
0X ay oy 0x

a¢:—a—Xay e 6¢=0—Xax = igualando d¢ =
ox ay

= —a—Xay=a—X0X = _a—)(ﬂ:a—)( = a—XZ—a—Xﬂ:—(O)Q:O = a_)(zo
0x ay ox 0x oy ay 0X 0X ox ay
(C.13)

Impondo as condic¢des (C.12) e (C.13) em (C.6)lranido algumas relacdes de (C.5)
tem-se as equacdes que descrevem o0 comportamenterddes atuando no modo Il de

abertura:
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o, =2¢+ y_(o_/%x =2¢p+ (_O_Wj: 20— Ya_qJ
X ox 0x
dp  d0x ow), o o¥
vy T ax y( axj Z){ Y ox (€.19)
op 0 o
Z— p— —_ = —_
Xy yax % yax

Deduzidas as equacdes de tensdes (em funcdo dagdeglharmonicas), sintetiza-se
entdo no quadro a seguir estas equacoes (reprdsnidos modos | e Il de abertura) além

daquelas deduzidas por Westergaard:

Tabela C.1 — Comparativo entre as Fungdes-Tensao Wéestergaard e as Tensdes

Modo de Funcdes Deduzidas Funcbes Complexas de Tenséo
Abertura das Equacbes Harmonicas Finais de Westergaard
o, =¢- y%—L: o, =Rez, -yOmZ
oV '
o, =@+ y& o,=ReZ +yllmZ,
0 '
Ty =—ya—f r,, =-ylReZ
_ A _ :
g, =2¢- y& o, =2[ReZ, —ylmZ,
oV _ '
Il Jy:y& o,=ylimZ,
_ 09 _ ,
rxy——LIJ—y& I, =—ImZ, -y[ReZ,

Comparando-se as equagOes da primeira com a sequhdna, observa-se uma
semelhanca no que se refere as ordens de derivaglésrmos multiplicativos e os sinais,

onde podem-se dizer que, em virtude das seguiaieslisancas:

p=ReZ a—¢= Rez’ Y= InZ a_w = ImZ' (C.15)
f)¢ 0X
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as equacodes desenvolvidas por Westergaard exppssgsl8) e (2.19) sdo validas uma vez
gue o seu desenvolvimento gera fungcbes de tensfcasamesmas caracteristicas daquelas
desenvolvidas através de um conjunto de funcbendmacas e suas derivadas apresentadas

neste apéndice. A demonstracdo é apresentada i@, Ssyulo realizadas duas integrais da

funcdo o, (de Airy ) em relagéo a variavel, tanto para o modo | quanto para o modo Il de

abertura, para a obtencdo ge e ¢, . Sendo assim, realizando a primeira integral e

utilizando as relacdes de (C.15):

_0%y, _0(oy |_ oW _ , oY, _ :
gy = PNG _6_( ox —(”"'YK—RGZ. +tylmZ, = W—IRilax+jy ImZ, 0x
(C.16)
Das condi¢cfes de Cauchy-Riemann (ver ApéndicerBise que:
Rezt =9R€Z4 _OR& Iy = | aﬂa (C.17a)
0z 0X
rRez, =[R2, o [ Rez,02= HaReZ ~ |RE HaRi
0X
(C.17b)
mz: =9!MZ (C.17¢)
0x
mz; =9M4 _, 0mz, _0ImZ Imz, j—aa'mz (C.17d)

()4 0z 1)
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Inserindo as relagbes (C.17a) e (C.17c) em (Cetfi)ge:

a(;/)l(l :J'J' R\sj' \6X62+J-ya|\r;xz' \6x=”6 ReZzZ, az+jy6 Imz, = c19

9 9 ;
%:J-RezI 0z + yJ-G ImZ, = %: ReZ +y Iz,

Inserindo as relagbes (C.17b) e (C.17d) em (C.I8pkzando a segunda integral em
relacdo ax obtém-se a primeira das duas funcbes de tensdWedtergaard (modo | de

abertura):

= [ReZ ax+ [y ImZ dax = ReZ z+ R
¢, = [ReZ ox+ [y Imz,0 IIIBX owozz+[ [y . &0 (C.19)

= :H ReZ, 0z0z+ yj Imz,0z = |¢, = ReZ, +y In¥,

Para a determinacéo da segunda equacéo de teng&estirgaard parte-se da funcéo

o, (modo Il de abertura) realizando a sua primeitagiral e em seguida utilizam-se as

relacdes expressas em (C.15):

2
g, = Oy =i(_0<//.| j: ya—LIJ =ydmZ, = = _6(;//“ =J'ylm Z, 0X (C.20)
X

Das condi¢cbes de Cauchy-Riemann (ver ApéndicerB)se que:

ImZ, :alr;—xz” (C.21a)
mz, = o0lmZzZ, - 0mZ, _odIlmZ, mz, zj'alm Z,0z (C.21b)
ox 0z ox 0x
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Retomando (C.20) para realizar a segunda integnafilieando-se as relacdes de
(C.21) obtém-se a funcéo tensdo de Westergaarcpaaalo Il de abertura:

mZ,

ag”nzj'wmz”ax = ¢, = [yimz, o0x= J’J'yalEX Bxox = [ ylmZ,ox

= ¢, = “ OImZ“aM y“almz,,az yjImZ,,az = |g, =yImZ,

(C.22)
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Para a obtencédo das expressdes que relacionancatasluos e tensdes, para 0 modo

| de abertura e EPTo{, =0), necessario se faz inserir as equacoes (2.Z62€)(em (2.39) e

(2.40):

u =é“axax—vj'(ay +/0’;)dx] =%Uaxdx—vj'0y dﬂ =

- =éU(ReZI - yOmZ )dx-v| (ReZ + y]ImZ)d% -

=N (2G)u=(26)%[ReZ— yomZ -vOReZ~ yOImZ| = | 2G& Eil"lngéz— ¥ ImZ
(D.1)
v=%“ayay—v.[(ax+/of)dy]=é“aydy—v.[axd)& =N
= v=éU(ReZI +meZ)dy—vI (ReZ - ﬂlmZ)d} =
O (integracdo por partes = I Mm Z dy=
> w=y , %7=1 , d¢=ImZ dy , c=f|mZdy=—ReZ
= Iy[ﬂmZ{dy=de¢=wDr—chv= yVi{-Re Z)—I(—ReZ)dy:— yIRe Z+ImZ,
_ 1 : = 2 ~
= ZGV—(V+1)[E yReZ (kv )} 2ImZ | = ZG\/=—(1+V)DImZ RezOy
(D.2)

Considerando-se estado plano de deformacao (EPD¢ ¢emoso,=(o,+0,)/2, as

equagOes de deslocamento para o modo | de abséinra

“Hjessfir oy oo g ge,0f -
= ZGUZ%_VZ){I(REZ - ymZ )dx—ﬁj‘ (ReZ+ yIm Z)d} =

- 2Gu=@[(1—2/)mez - yDImZ] = | Gu= (+ 2 PReZ- Y1 ImZ

(D.3)
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(1V)

% =é[jaydy—vj(ax +0,) dy} =

Ua dy— IO’ d% =

v:(l_—Evz)D(ReZ +meZ)dy—— (Rez- yIm?Z) d% =

a-v)
1-v?)
E

\

{Im Z +(-yReZ +ImZ )—ﬁ[lmz — - yReZ+ Im?]}D -

= 2Gv= 2GE(1—V)EE2ImZ _M} = |2Gv=2[{1-v)dmZ - ReZ O

d-v)
(D.4)

Para o modo Il de abertura, inserindo as equagb29)( (2.30) e (2.31) em (2.39) e
(2.40), tem-se as seguintes equacdes de desloapamt EPT4, =0):

_ 2 5
2Gu= v [ReZz, + yOImZ (D.5)
_(@-v) D
2Gv= e )sz, y[ReZ, (D.6)

Considerando ainda o modo Il de abertura, tém-sesegglintes expressdes de

deslocamentos para EPD(= (o, +0,)/2):

2Gu = 2(1-v)[ReZ, - ydimZ (D.7)

2Gv=(1- )OmZ, - y[ReZ (D.8)
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Para a obtencdo das equacbes que definem o camieosd® proximo a ponta da

fissura, em funcéo dee @, consideram-se primeiramente estas sete relacdes:

o ) (Ie)k B ) 92k > 62k+1
e’ = = +i
kzz(; k! =5 (2k)! = (2k +1)!

=cosf +i [$end (E.1)

=a+bd=(r@osd)+ ¢ Zend)d =r (coF +i Zend »r [&° (E.2)

(onde “a” e “b” representam as coordenadas dos eixos real enaragirespectivamente)

-ig

cosd = € e (E.3)
9 _ i
seng=5"°% (E.4)
2
e’ +e -ig i6 . “i@ -
cosfd = 5 = e =2lcog-€"= ZIcoB- (cdstilsend x> |e = C@S-IE‘BEI’I9|
(E.5)
-if? 39) . K . > -

e 2= CO{?) —i Ben(?j (anéloga a anterior) (E.6)

senf =2 Esen(gj Eo{gj (k.7

Utilizando-se a relacdo (E.2) na equacao (2.44¢mise a equacdo de tensdao em
funcdo das variaveise 0:

K| -1/2 _ K|

— N ™ jy-1/2 — K| _ig - K| g o g
Z = > \/Z_HEQre) —m@ = |Z, —Zm [ECOS(ZJ |E§en(zﬂ

(E.8)
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Como as equagdes (2.26) até (2.31) que definelenadeso,, o,, 7,, encontram-

se em funcédo d&, e Z/ , importante se faz obter a primeira derivada dsaedp (E.8),

conforme mostrado abaixo:

':%:iL -1/2 :(_ij K, _31_1: K, ;23: -K, @Je;j
By as[mgj )0 Tt Ty ) =

0Z

-3i0 -3
K S AL S RN

N
) -_
6{ 2r3/2\/2_].[ 23/2@
0z, _

- s St

Sendo as fungbe&, e Z/ constituidas de partes reais e imaginarias, tenmuse

(E.9)

Z, =ReZ +imZ, e Z = Re& +illnZ, . Desta forma, definem-se abaixo as

expressdes dos termos reais e imaginarios de ¢EmBYP):

_ K 14
Rez, ——\/2_ Ebo{zj (E.10)
_ K : g
ImZ, _—\/Z_EE sen(zﬂ (B)11
. _ K, 30 _ K, 34
ReZ, ——er/z (Lo > j 2l Dco%—zj (E.12)

" _ _KI _ ﬁ - Kl ﬁ
ImZ, _—2[‘3/2 ZHEE Sen( > j} Zm E'Ben( 2) (E.13)
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Inserindo as expressbes (E.10), (E.11), (E.12).23jEem (2.26), (2.27), (2.28) e
utilizando a relagéo abaixo:

y=rend=r EEZSen (gj Ed:o{gﬂ (E.14)

tém-se as expressodes para a obtencdo dos valerésndées proximas a regido da ponta da
fissura, considerando-se o modo | de abertura:

o Y on(Z]
-l Yon(3]
o o o)

As expressoes das tensdes para o0 modo Il de abedorobtidas inserindo (E.10),
(E.11), (E.12), (E.13) em (2.29), (2.30) e (2.&lytilizando a relacdo (E.14):

o, = _TK]; @en(gj [EZ + co{gj Dco{s—gﬂ (E.18)
o, = % Een(gj E:os(gj Dco{zgj (E.19)

el (Yol
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Para a determinacéo das equacgdes que descrevanpo da deslocamentos préximo
a ponta da fissura, faz-se necessario inserir @acégs (E.10), (E.11), (E.12), (E.13) e (E.14)
nas expressdes que definem o modo | de abertupeldt®.1). Com isto, adotando-se
Kk =(3-4) para EPD ex =(3-Vv)/(1+v) para EPT, tem-se que:

_K 4 ) efp -
—EE{/;E:O{ 2) [k - cod) (E.21)

- Ko en( ) ik -
V=8 ZnEﬁen(szﬂK cosf) (E.22)

As equacOes de deslocamentos para o modo |l déusbado obtidas inserindo as
equacbes (E.10), (E.11), (E.12), (E.13) e (E.14) expressdes que definem o modo Il de

abertura (tabela 2.1). As mesmas consideracOesEpddae EPT sdo adotadas de modo que:

K, 6
u:zq/é E'Ben(—zj [{2+ K + cosh) (E.23)

— Kll L g _ —
V=8 ;/znm:os( 2)[@2 K = co9) (E.24)
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Para o modo Il de abertura temos as seguintesig@@slpara tensdes, deformacdes e

deslocamentos:
E =¢£ :gZ:yXy:O (Fl)

As relagdes entre deslocamento e deformacgéo poeledescritas como a seguir:

_%g ow _ ow
yxz_ t—==
z O0X OX

(F.2)
oy  ow _ow
yyz = +—=—
z o0y oy
Considerando-se a lei de Hooke:
r,=Gl,, =G Eﬁa—wj
0x
5 (F.3)
W
r,=Gl,, =G [éa_yj
e utilizando uma funcao analitica que satisfacquagfio de Laplacg[lw=0) :
ImZ
w=—-I F.4
G (F.4)
pode-se entdo definir as tensdes em relacéo adamgditicaZ,,, :
Imz, /G '
Z-XZ:G%\,:G[?(maIII ):alr:;Z”l:ImZIll
X X X (F.5)

ImZ '
T :GlﬂI:GDa(m |II/G):a|mZIII :Rezm
¥ oy ay ay
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Desta forma, é possivel utilizar a fungéo tensauVdstergaard de maneira analoga a
funcéo (2.6):

' rlx Ky

:\/zz—az = \/ZTDF‘”Z :%Eﬁco{gj—i E‘Ben(gﬂ 0 K, =rJma

ZIII

(F.6)

Como a equagédo de deslocamentos (F.4) dependg,deesta pode ser obtida

integrando a equacédo (F.6):

' K -1/2 K -1/2 K Cz%lﬂ 2K 1/2
— & = Il 9E = i DE = i — M
Zy =[ 208 =] ot e = €08 ('Hlj N
2

_ 2K, VL2 — 2r igz x Z14i ¢
= =) KmE{/;@ K'”E{/;[E“’O{zjﬂm(zﬂ

(F.7)

Obtendo-se as partes reais e imaginarias das expI€®) e (F.7), tem-se que:

Rez, =K, E{/Z—T[bo{gj (F.8)
T 2
Imz, =K, /£ E'ben(gj (F.9)
T 2
- KIII é’
ReZ,, = ﬂ[bo{zj 1B)

r_ _ KIII g
m2z,’ =~ Bben(zj (F.11)
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Utilizando as equacdes acima, pode-se entdo deimrnas equacdes de tensdo e
deslocamento em fung&o de @ para modo IIl de abertura, inserindo-as em (F@#).%):

r,=Imz, = —% E@en(gj (F.12)
1, =Rez, :%Ebo:{gj (F.13)

W:M:ﬁ ﬂg;en(gj (|:_14)
G G bn 2



