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RESUMO

SAMPAIO, M. S. M.O Método de Galerkin Descontinuo Aplicado na Inveagjacdo de
um Problema de Elasticidade Anisotropica2009. 134 f. Dissertacdo (Mestrado) — Escola
de Engenharia de Séo Carlos, Universidade de S#o,F#0 Carlos, 2009.

Estuda-se o problema de equilibrio sem forca d@ocate uma esfera anisotropica sob
compresséo radial uniformemente distribuida sobsewcontorno no contexto da teoria da
elasticidade linear classica. A solucédo deste prollprediz o fenbmeno inaceitavel da auto-
interseccdo em uma regido proxima ao centro dasepiga uma dada faixa de parametros
materiais. Sob o contexto de uma teoria de minigdi@aado funcional de energia potencial
total da elasticidade linear classica com a regirige que o determinante do gradiente da
funcdo mudanca de configuracdo seja injetivo, Estémeno € eliminado. Aplicam-se duas
formulacdes do Método dos Elementos Finitos der&&al®escontinuo (MEFGD) para obter
solugdes aproximadas para o problema de equilitmicesfera sem restricdo. A primeira
formulacdo do MEFGD aproxima diretamente os cangmsieslocamento e deformagao
infinitesimal. A consideracdo do campo adicionaldééormacao na formulacdo do MEFGD
aumenta o numero de graus de liberdade associadasda da malha de elementos finitos e,
consequentemente, o custo computacional. Com d¢iabge reduzir o nUmero de graus de
liberdade, introduz-se neste trabalho uma formolagéernativa do MEFGD. Nesta
formulagédo, o campo de deformacéo infinitesimal ddabtido diretamente da inversdo do
sistema de equacdes resultante, mas sim por poésgsamento, a partir do campo de
deslocamento aproximado. As solucdes aproximadadagsbcom ambas as formulacdes do
MEFGD sdo comparadas com a solucdo exata do prabsemm restricdo e com solugdes
aproximadas obtidas com o Método dos Elementososimie Galerkin Classico (MEFGC).
Ambas as formulacées do MEFGD fornecem melhoresxapacdes para a solucédo exata do
que as aproximacdes obtidas com o MEFGC. Os entws a solucdo exata e as solucdes
aproximadas obtidas com a formulag&o alternativBlB&GD sédo um pouco maiores do que
0S erros correspondentes obtidos com a formulaggma do MEFGD. Este aumento nos
erros € compensado pelo menor esforco computacexigido pela formulacdo alternativa.
Este trabalho serve de base para o estudo de prableom restricido de injetividade

utilizando o Método de Galerkin Descontinuo.

Palavras-chaveElasticidade AnisotropicaProblema de Equilibrio, Método dos Elementos
Finitos, Método de Galerkin Descontinuo.






ABSTRACT

SAMPAIO, M. S. M.The Discontinuous Galerkin Method Applied to the hvestigation of
an Anisotropic Elasticity Problem.2009. 134 f. Dissertation (M.Sc) — Escola de Engeah
de Sé&o Carlos, Universidade de Séo Paulo, Saos;ano9.

The equilibrium problem without body force of anismtropic sphere under radial
compression that is uniformly distributed on théneme’s boundary is investigated in the
context of the classical linear elasticity theoffe solution of this problem predicts the
unacceptable phenomenon of self-intersection inciity of the center of the sphere for a
given range of material parameters. This phenomeaonbe eliminated in the context of a
theory that minimizes the total potential energyclaissical linear elasticity subjected to the
restriction that the deformation field be injectivewo formulations of the Finite Element
Method using Discontinuous Galerkin (MEFGD) aredugeobtain approximate solutions for
the unconstrained problem. The first formulationtbé MEFGD approximates both the
displacement and the strain fields. The considamadi the strain as an additional field in the
formulation of the MEFGD increases the number ajrdes of freedom associated to the
finite elements and, therefore, the computatiormdt.cWith the objective of reducing the
number of degrees of freedom, an alternative foatmar of the MEFGD is introduced in this
work. In this formulation, the strain field is nobtained directly from the inversion of the
resulting linear system of equations, but from astgwocessing calculation using the
approximate displacement field. The approximateitsmis obtained with both formulations
of the MEFGD are compared with the exact solutibthe problem without restriction and
with approximate solutions obtained with the Firillement Method using Classical Galerkin
(MEFGC). Both formulations of the MEFGD vyield bettapproximations for the exact
solution than the approximations obtained with BMEFGC. The errors between the exact
solution and the approximate solutions obtainedhwite alternative formulation of the
MEFGD are slightly higher than the correspondingomsr obtained with the original
formulation of the MEFGD. These errors are compttséy the fact that the alternative
formulation requires less computational effort thhe computational effort required by the
original formulation. This work serves as a basisthe study of problems with the injectivity

restriction using the Discontinuous Galerkin Method

Keywords: Anisotropic Elasticity, Equilibrium Problem, FiniteElement Method,
Discontinuous Galerkin Method.
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| ntroducao

Capitulo

1.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Estuda-se o problema de equilibrio de uma esfasatadpica sob compressao radial
uniformemente distribuida no contexto da teoriaetiesticidade linear classica. A solucéo
deste problema prediz o fenbmeno anémalo da atgcsétcdo em uma regido proxima ao
centro da esfera. Este fendmeno é eliminado nerttle uma teoria de minimizagdo com
restricdo. Neste trabalho, aplica-se o Método deméntos Finitos de Galerkin Descontinuo
(MEFGD) para obter solucfes aproximadas para demabde equilibrio sem restrigao.

O comportamento de um corpo em equilibrio, para utagla condicdo de
carregamento externo e vinculagdo no contorno, famanpletamente determinado
conhecendo-se, em qualquer um de seus pontos, nggosade deslocamento, tensdo e
deformacgdo (ODEN, 1967; PROENCA, 2007). Os modeiagematicos construidos para a
determinacdo destes campos sédo governados poBegudiferenciais parciais elipticas, cujas
solugbes sao, em geral, suaves em todos os poéomiies do corpo (DE GIORGI, 1968;
FOSDICK; FREDDI; ROYER-CARFAGNI, 2007; NASH, 1958/EINBERGER, 1965).

Embora a Teoria da Elasticidade Linear Classicaxame e prediga de forma

Maria do Socorro Martins Sampaio Dissertacdo destiado
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satisfatéria o comportamento de tais corpos, ag:8et de alguns problemas governados por
estas equacdes diferenciais podem, no entantsespae singularidades que se manifestam
de duas formas distintas. Na primeira forma, oigrad de deslocamento tende ao infinito a
medida que se aproxima de vértices de trincasyndetados pontos interiores e cantos no
contorno de sélidos (AGUIAR; FOSDICK, 2001; ARAVASHARMA, 1991; ATKINSON,
1977; COMNINOU, 1977; ENGLAND, 1965; KNOWLES, 198WILLIAMS, 1959;
MUSKHELISHVILI, 1933; etc.). A outra forma esta asgada a violacdo da condicdo
cinematica de que o determinante do gradientemgitumudanca de configuracdo é positivo
em todos os pontos do solido, caracterizando onfendé da auto-interseccdo da matéria
(AGUIAR, 2006b; FOSDICK; ROYER-CARFAGNI, 2001). Arab as formas de
singularidades sao inaceitaveis do ponto de Visitzof

O que se observa nos problemas que apresentamossde singularidades descritos
acima € que as deformacdes ndo sao infinitesimaisgja, em torno dos pontos singulares as
deformacgbes excedem 0s niveis aceitaveis do pentisth da Teoria da Elasticidade Linear
Classica e, em geral, 0 mapeamento deixa de sévmj

Um possivel caminho para preservar a injetividadensiste em assumir
adequadamente propriedades elasticas nao-lineams descrever o comportamento do
material na vizinhanca destes pontos singulare3JJAG; FOSDICK, 2001).

Outra forma de tratar o fendmeno andémalo da auérseccdo é apresentada por
Fosdick e Royer-Carfagni (2001). Estes autoresaopminimizar o funcional de energia
potencial total da elasticidade linear classicanstitio & restricdo da injetividade e
encontram as condi¢cdes necessarias para a exsstéieciminimo do problema assim
formulado. A restricdo cinemética da injetividadeu@a hipotese constitutiva (GURTIN,
1981). Os autores aplicam as condi¢Bes necesshtidas para resolver o problema do disco

de Lekhnitskii (1968) e verificam que o fendbmendraalo da auto-intersec¢do da matéria
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eliminado.

Aguiar (2006b) utiliza a teoria proposta por Fokdéc Royer-Carfagni (2001) para
investigar o problema da esfera de Ting (1999)oe®ina uma solucdo fechada que elimina a
auto-interseccdo da matéria predita pela solucfideohtilizando-se a teoria da elasticidade
linear classica. Como o problema de minimizacdo cestricdo oriundo da aplicacdo da
teoria de Fosdick e Royer-Carfagni (2001) na ingasfio de problemas de elasticidade &
altamente néo-linear, em muitos casos € necessilizar uma ferramenta numérica para
obter solugdes aproximadas para o problema. AgR@06b) propde, entdo, uma formulacao
de penalidades juntamente com o método dos elemnitos utilizando fung¢des continuas e
lineares por partes para investigar numericamepteldema da esfera e obtém boas solucdes
aproximadas para o problema em relacéo aos ressltamhliticos correspondentes.

Com base no exposto acima, estuda-se o problemesfdaa de Ting (1999) no
contexto da teoria da elasticidade linear classicta teoria de minimizacdo com restricdo
proposta por Fosdick e Royer-Carfagni (2001). ApBe o MEFGD para se obter solucdes
aproximadas para o problema de equilibrio semicéstr

O MEFGD é um método para resolucédo aproximada dagégs diferenciais, no qual
as funcdes aproximativas e ponderadoras adotadasdescontinuas entre elementos
adjacentes, sendo, portanto, diferente do MétodoEliementos Finitos de Galerkin Classico
(MEFGC) em que se assume a continuidade desta®dsingdmissiveis. O MEFGD foi
introduzido em 1973 por Reed e Hill para a resaugd@mérica de sistemas hiperbdlicos de
primeira ordem. No mesmo periodo, mas de formapedgente, o método foi introduzido
como um esquema nao-convencional para a resolypaaimada de equacgdes diferenciais
parciais elipticas de segunda ordem (COCKBURN; KMIDAKIS; SHU, 2000).

A principal vantagem do MEFGD é que ele permitéatrproblemas cujas soluctes

apresentam descontinuidades no interior do doneimi@ue estdo definidas, sem deteriorar a
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gualidade da solucédo na vizinhanca da regido onderemn estas descontinuidades. Outro
atrativo do método para problemas de elasticidadpies ele é localmente conservativo,
garantindo que todos o0s elementos estdo em edmilibnresmo aqueles préximos a
singularidades (FORTI, 2005).

Neste trabalho, empregam-se duas formulacbes doQWEpara obter solucbes
aproximadas para o problema de equilibrio da esfmarestricdo. A primeira formulacédo do
MEFGD baseia-se no procedimento utilizado por @ast2003) e consiste em aproximar
diretamente os campos de deslocamento e de def@omafinitesimal da esfera. A
consideracdo do campo adicional de deformacéaoitedimal na formulacéo variacional do
MEFGD aumenta o numero de graus de liberdade askxscaos nés da malha de elementos
finitos utilizada para discretizar o dominio e, sequentemente, o custo computacional. Com
0 objetivo de reduzir o numero de graus de libeedadroduz-se uma formulacéo alternativa
do MEFGD, onde o campo de deformacéao infinitesindal € obtido diretamente da inverséo
do sistema de equacdes lineares resultante, mggpgrocessamento, a partir do campo de
deslocamento.

Os resultados numéricos obtidos para o problemeqgd#ibrio da esfera anisotrépica
sob compresséao radial uniformemente distribuida iestnicdo utilizando-se o MEFGD sao
comparados com a solugcdo analitica do problemane m@sultados numéricos obtidos
utilizando-se o MEFGC. Andlises de erros e de cgérecia das solugbes aproximadas sédo

realizadas.

1.2. OBJETIVOS

Estudar e aplicar uma formulacdo do Método dos Eitos Finitos de Galerkin

Descontinuo (MEFGD) na resolucdo de um problemalaicidade anisotrépica de grande
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interesse na Mecanica Aplicada.

A pesquisa tem por base os trabalhos de Ting (1896 Aguiar (2006b), que
estudam o problema da esfera anisotropica sob essgw radial uniformemente distribuida,
e de Castillo (2003), que apresenta uma formuldg@dEFGD para a resolucdo de equacdes

diferencias parciais elipticas.

1.2.1. OBJETIVO GERAL

Estudar o problema da esfera anisotropica sob @ss@o radial uniformemente
distribuida no contexto da teoria da elasticidadear classica, cuja solucdo prediz o
fendbmeno da auto-interseccdo em uma regido proaoneentro da esfera, e no contexto de
uma teoria de minimizacdo com restricdo, que elneiste fendémeno. Aplicar o MEFGD para

obter solu¢des aproximadas para o problema deiledguoisem restricao.

1.2.2. OBJETIVOS ESPECIFICOS

Calcular o campo de deslocamento aproximado daaeafésotropica sob compressao
radial uniformemente distribuida utilizando-se o M&. e o MEFGD. Comparar 0s
resultados obtidos numericamente utilizando-se &GIE com a solugcdo exata do problema
e com os resultados numéricos obtidos utilizandogEFGC.

Gerar sequiéncias de campos aproximados paramegipatb tamanho caracteristico
da malha de elementos finitos e verificar os embsidos a medida que o tamanho
caracteristico da malha tende a zero.

Analisar a convergéncia das solu¢cbes aproximadédasbcom ambos os métodos a

medida que se refina a malha de elementos finitos.
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1.3. ESTRUTURA DA DISSERTACAO

No Capitulo 2 apresenta-se a revisao bibliograttacionada ao estudo do fendmeno
andmalo da auto-interseccdo e ao estudo do MEFQd@adp na busca de solucdes
aproximadas de equacdes diferenciais elipticasd®wequacdes que contenham operadores
elipticos em sua estrutura.

No Capitulo 3 descrevem-se alguns conceitos daialeta Elasticidade Linear
Classica e apresenta-se a solucdo do problemafeta esisotropica sob compressao radial
uniformemente distribuida e a caracterizacdo dénmfemo da auto-interseccdo da matéria
predito por esta solucéo.

No Capitulo 4 descrevem-se o Principio dos Tralsalfiduais (PTV) e o Método da
Energia que permitem obter diretamente a formulagdiacional fraca de um problema sem
a necessidade de se conhecer previamente a forrealéste problema.

No Capitulo 5 apresenta-se a teoria de minimizag@u restricdo proposta por
Fosdick e Royer-Carfagni (2001) e a sua a aplicaggaroblema da esfera.

No Capitulo 6 apresentam-se alguns fundamentos BBG utilizados para obter
solugbes aproximadas para o problema da esfera duas formulacbes do MEFGD
estudadas.

No Capitulo 7 apresentam-se as solu¢cdes numéiitaa® para o problema da esfera
utilizando-se as formulacdes apresentadas no GalitDs resultados obtidos utilizando-se
as formulacdes apresentadas sdo comparados acselgéa do problema apresentada no
Capitulo 3 e com resultados numéricos obtidoszatiliio-se 0 MEFGC. Curvas de erros entre
as solucdes aproximadas e a solugdo exata e culwasonvergéncia das solugbes
aproximadas sao apresentadas.

No Capitulo 8 relacionam-se algumas conclusGeszaglzls a partir dos resultados
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obtidos com o desenvolvimento do trabalho.
Por fim, listam-se, em ordem alfabética, as ref@e&n bibliograficas consultadas

durante o desenvolvimento deste trabalho.
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Revisao Bibliogr afica

Capitulo

2.1. PROBLEMAS SINGULARES

As solugbes obtidas com a utilizagdo da teoria ldatieidade linear classica para
problemas de cilindros, esferas, sélidos com caetos podem apresentar singularidades que
se manifestam de duas formas distintas. Na primeigradiente de deslocamento tende ao
infinito a medida que se aproxima de vértices deds, determinados pontos interiores e
cantos no contorno de solidos. A outra forma estgo@ada a violacdo da condicdo
cinematica de que o determinante do gradienterigitumudanca de configuracdo € positivo
em todos os pontos do solido. Esta violacdo caraate fenbmeno andmalo da auto-
interseccéo da matéria.

Os estudos realizados para identificar tais fen@me&m problemas de elasticidade e
propor novas formas de tratamento sdo humerosagoessim, buscou-se relacionar alguns
dos principais trabalhos desenvolvidos, no sistewi@r-data, que melhor descrevem o0s
avancos realizados no estudo dos problemas queeapaen estes tipos de singularidades.

Lekhnitskii (1968) observa que a tenséo no cergrard disco homogéneo de rgyg

com anisotropia cilindrica pode ser infinita quarddisco € submetido a uma pressao radial
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p uniformemente distribuida sobre o contorno doal{$ég. 2.1). Fosdick e Royer-Carfagni

(2001) observam que a solucdo deste problema setrici® também prediz a auto-

interseccdo do material em uma regido central siwodi
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Figura 2.1. Problema do disco sob compresséo radifirmemente distribuida.

Antman e Negron Marrero (1987) estudam uma esfenmaterial elastico ndo-linear
submetida a uma pressao radial uniformemente loli$tla por unidade de area e mostram que
guando a pressao aplicada na superficie extereafdea excede um valor critico a tensdo no
centro da esfera é infinita.

Ting (1999) estuda o problema de Antman e Negromréva (1987) considerando
uma esfera de material elastico linear com anip@resférica. Ting também observa a
existéncia de tensdao infinita no centro da esfeweém, diferentemente do problema estudado
por Antman e Negron Marrero, no problema de Timgiaténcia de tensao infinita independe
da magnitude da pressado aplicada na superficienaxtx esfera, dependendo somente das
propriedades elasticas do material.

Aguiar e Fosdick (2000) empregam um método de alamsdinitos baseado em uma
técnica de integracdo seletiva e reduzida com peaigab para construir solu¢cdes numéricas
para o problema do bloco colado. O problema cangst um prisma de secao transversal

guadrada e comprimento infinito. A secdo transvedsaprisma € constituida por duas
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superficies opostas engastadas, unidas a duadisiegdaterais opostas livres. Impde-se um
deslocamento compressivb da direita para a esquerda do bloco (Fig. 2.2) s@ena-se que

o bloco € incompressivel. A deformacéo da secés\easal € descrita pelas funcdes

X, TV (X X ) X, =Y,(X, X)) (2.1)

em relagdo a uma base ortornorriali,} com origem no canto inferior esquerdo do bloco.

A solucdo exata para este problema de valor deomuontndo-linear ndo € conhecida. As
solucbes obtidas por Aguiar e Fosdick (2000) cayeser para a solucdo do problema em

todos os pontos, exceto em uma pequena vizinhancardo do bloco colado.
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Figura 2.2. Problema do bloco colado, adaptadogieai (2000).

Um importante avango no tratamento do fendmeno alwuoa auto-interseccao foi
alcancado com o trabalho de Fosdick e Royer-Carf@flol), que propdem minimizar o
funcional quadrético da energia potencial da a@alsttle linear classica impondo a restricdo
de que o campo de deslocamento € injetivo. Um iteeide existéncia para minimizadores de
problemas planos € apresentado. Os autores aplisaondicdes necessarias para existéncia

de minimo encontradas para resolver o problemasto de Lekhnitskii (1968) e encontram
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uma solucéo exata do problema, que néo apreséamdmeno anémalo da auto-intersecc¢ao.
Aguiar e Fosdick (2001) apresentam uma importaoteribuicdo no tratamento da
auto-interseccéo na vizinhanca de cantos de sdinlages do estudo do problema do puncéo
colado. O problema consiste em achar o campo decdesento de um meio elastico semi-
infinito submetido a uma forca de compres$é@or meio de um puncao colado sobre uma
parte da superficie plana do contorno deste méstied (Fig. 2.3). A regidao do meio semi-
infinito proxima aos cantos do punc¢ao apresentgoootamento singular. Os autores realizam
uma analise assintotica juntamente com uma inaggt@ numeérica utilizando o método dos
elementos finitos nos contextos das teorias déi@bede linear e ndo-linear e verificam que
no contexto da teoria ndo-linear é possivel obtecamportamento assintético que, enquanto

ainda singular, previne a auto-interseccao da maatér
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Figura 2.3. Problema do punc¢éo colado, adaptadgdir e Fosdick (2001).

Tarn (2002) estuda a singularidade no campo déideds um cilindro elastico com
anisotropia cilindrica submetido a pressédo radmflotmemente distribuida. O autor realiza
seu estudo partindo do pressuposto que a singadkrido campo de tensédo pode ser atribuida
a uma definicdo contraditéria de anisotropia ndreetho cilindro, e considera que 0 mesmo é
composto por duas regides, uma externa constitilédaaterial cilindricamente anisotropico

e a outra interna constituida de material trans@ente isotropico. O autor obtém a solucéo
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fechada para o problema. As analises realizadatranosjue os campos de deslocamento e
tensdo dependem somente das propriedades elakiioaaterial. O autor observa que quando
o raio da regido interna, contendo o material trarsalmente isotropico, diminui, a
magnitude das tensfes no centro do cilindro dimseuk >1 e aumentam s& <1. Ainda
assim, as tensdes sao finitas e 0 campo de des®atamescreve um mapeamento injetivo,
levando o autor a concluir que a singularidade ensdes ndo ocorre se a anisotropia
cilindrica for definida apropriadamente na regiénotral do cilindro.

Aguiar (2004) propbe uma formulacdo de penalidaidésriores para investigar
numericamente o problema do disco de Lekhnitski6®) no contexto da teoria proposta por
Fosdick e Royer-Carfagni (2001). As solucbes apnaxias obtidas com a formulagéo
apresentada pelo autor confirmam numericamentéug&manalitica encontrada por Fosdick
e Royer-Carfagni (2001).

Aguiar e Sanchez (2005) empregam o Método dos HEimw&-initos com refinamento
p para resolver numericamente o problema do disdce#hnitskii (1968) e obtém resultados
que indicam que a solucdo numérica converge lemi@mpara a solucdo analitica do
problema.

Aguiar (2006a) propde uma formulacdo de penalidagdsriores para investigar
numericamente o problema do disco de Lekhnitsld68) sob o ponto de vista da teoria
proposta por Fosdick e Royer-Carfagni (2001) e rabtésultados que convergem para a
solucao analitica do problema.

Aguiar (2006b) utiliza a teoria proposta por Fokdic Royer-Carfagni (2001) para
investigar o problema da esfera de Ting (1999) eomtina uma solucéo fechada para o
problema que elimina a auto-intersec¢do da mapéedita pela teoria da elasticidade linear
cldssica. Como o problema de minimizagcdo com géstroriundo da aplicacdo da teoria de

Fosdick e Royer-Carfagni (2001) na investigacd@midlemas de elasticidade € altamente
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nao-linear, em muitos casos é necessario utilizaa derramenta numeérica para obter
solucbes aproximadas para o problema. Nesse sgntidoiar (2006b) propde uma
formulacdo de penalidades interiores para inveastigenericamente o problema da esfera de
Ting. O autor utiliza o método dos elementos fmittom func¢des continuas, lineares por
partes, para aproximar as solucdes do problemainienmacéo. Esta metodologia fornece
boas aproximacdes para o problema.

Aguiar e Silva (2007) estudam o problema de umaod@iindricamente anisotrépico
gue gira em torno do seu centro com velocidade langu constante (Fig. 2.4). O disco é
comprimido radialmente ao longo do seu contornoerext por uma forca normal
uniformemente distribuid@. Para o caso particular de velocidade angular, nuta0, tem-
se 0 problema do disco de Lekhnitskii (1968), cspducédo prediz a auto-interseccao da
matéria para qualquer valor da forca compressilieaa@ no contorno e para um intervalo de
valores do parametra que contém as propriedades elasticas do matPash o disco com
velocidade angular ndo-nula;# , 0s autores mostram que a auto-interseccdo daiaaté

nao ocorre apenas para valores de forca compregseado pequenos quando comparados

com o valor dew’. Para outros valores de forca compressiva a atgosecgio ocorre e 0s

autores utilizam a teoria de Fosdick e Royer-Caifé2001) para eliminar este fendbmeno.
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Figura 2.4. Problema do disco girando com velo@datgular constante e sob presséo radial
uniformemente distribuida.
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Silva (2007) aplica o método de Galerkin descomtimpara obter solucdes
aproximadas para o problema do disco girando avetteidade angular constante. A partir
da analise de convergéncia dos resultados obtidagor conclui que o método de Galerkin
descontinuo fornece melhores aproximacfes pardugdsoexata do problema do que o
método de Galerkin classico.

Aguiar e Fosdick (2008) estudam o equilibrio de tubo circular anisotropico,
homogéneo, com superficie interna fixa, comprimiddialmente por uma forca normal

uniformemente distribuidg no seu contorno externo (Fig. 2.5). As solucdesdab para

este problema, considerando-se deformacgdes radisnsanétricas em relacdo ao centro do
tubo, predizem a auto-interseccédo da matéria ridaggoxima a superficie interna do tubo.
Os autores analisam o comportamento da solucadoatdema a medida que variam o raio
interno do tubo e observam que o fendmeno da atecseccdo ainda persiste, contrariando
os resultados obtidos por Tarn (2002). Aguiar edfess (2008a) utilizam a teoria de

minimizacdo com restricdo proposta for Fosdick ggr&arfagni (2001) e obtém a solucao

exata para o problema, eliminando a auto-intergedganaterial.
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Figura 2.5. Problema do tubo sob presséao radifdmemente distribuida.

Aguiar, Fosdick e Sanchez (2008) utilizam uma fdeg@io das penalidades interiores

juntamente com o método dos elementos finitos patar solucdes aproximadas para o
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problema do tubo estudado por Aguiar e Fosdick §&R00Os autores modelam ainda o
problema do tubo utilizando software ANSYS 10.0 e observam que o programa fornece

solucdes que também predizem o fendmeno da awséucao (Fig. 2.6).

|

Figura 2.6. Simulagdo numérica mostrando o fendndanauto-interseccao, adaptado de Aguiar, Fosdick e
Sanchez (2008).

Fosdick, Freddi e Royer-Carfagni (2008) estudamerngamente o problema do disco
de Lekhnitskii (1968) utilizando ambos, a teoria Flesdick e Royer-Carfagni (2001) e o
método das penalidades interiores proposto porakd@D06b), sem considerar que 0 campo
de deslocamento é radialmente simétrico. Eles wesolum problema plano e encontram
resultados numéricos que indicam a existéncia de segunda solucdo para o problema, ou
seja, o campo de deslocamento deixa de ser unicienpo ser radialmente simétrico, ou,

rotacionalmente simétrico no contexto da teoriagleom restricao.

2.2. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS DE GALERKIN DESCO NTINUO

O estudo dos métodos de Galerkin descontinuo tetivagéo nos problemas da
mecanica dos fluidos cujas solu¢des apresentanadsevgradientes, ou, descontinuidades.
Diferentemente do método de Galerkin classico, tndwéde Galerkin descontinuo evita, ou,

reduz o aparecimento de oscilagbes introduzidas swsc¢des numeéricas por estas
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caracteristicas das solucdes analiticas dos prable® Método dos Elementos Finitos de
Galerkin Descontinuo (MEFGD) foi introduzido porédgee Hill em 1973 para resolver a
equacao de transporte de néutrons. Uma variedadeéttelos de Galerkin descontinuo foi
desde entdo proposta para a resolucdo de problaipasbdlicos e quase-hiperbdlicos
(REED; HILL, 1973; LESAINT; RAVIART, 1974, etc.).

Para equacdes diferenciais elipticas, o desenveitondos métodos de Galerkin
descontinuo deu-se de forma independente, send@alinente chamado de Método das
Penalidades Interiores (ARNOLD, 1976, BAKER, 19TQUGLAS; DUPONT, 1976;
WHEELER, 1978). As penalidades foram introduzidasreétodo de elementos finitos como
um meio de impor fracamente as condi¢cdes de cantterDirichlet, em vez de incorpora-las
diretamente no espaco de elementos finitos (ARNOBREZZI; COCKBURN; MARINI,
2000).

No meétodo de Galerkin descontinuo a continuidadesalacédo nas interfaces dos
elementos do dominio ndo é imposta diretamenteéstrdo espaco de interpolacdo, mas de
forma fraca, atraves de fluxos numéricos, na foagao variacional (FORTI, 2005).

Os fluxos numéricos sdo responsaveis pelas pr@aesdnuméricas do método, tais
como estabilidade, ordem de convergéncia, simedt@m, (CASTILLO, 2003) e é a partir
deles que se definem os diferentes métodos de kKaldescontinuo introduzidos para a
resolucdo aproximada de equacOes diferenciaisical§ptComo exemplo, pode-se citar o
Método das Penalidades Interiores (MPI), o MétoddEtemento Global (MEG), o Método
de Bassi e Rebay, o Método de Galerkin Descontilmgal (MGDL), o Método de Baumann
e Oden, introduzidos respectivamente por (WHEELEB78, DELVES; HALL, 1979,
BASSI; REBAY, 1997, COCKBURN; SHU, 1998, BAUMANN;QEN, 1999), entre outros.

Os métodos de Galerkin descontinuo sédo localmewotesecvativos, estaveis,

paralelizaveis, apresentam alta ordem de preciadaptam-se facilmente a geometrias
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complexas e malhas irregulares e suportam apro®@sagom polindémios de graus diferentes
em elementos diferentes, tornando-os ideais pamasa em estratégias hp-adaptativas
(COCKBURN, 2003).

A literatura disponivel sobre os métodos de Gatemtéscontinuo € vastissima.
Cockburn, Karniadakis e Shu (2000) apresentam wtorco da evolucdo destes métodos
desde a sua introducdo em 1973. Os autores a@ss@spectos tedricos e numéricos dos
meétodos aplicados na resolucdo aproximada de eeslacliferenciais hiperbdlicas,
parabdlicas e elipticas.

Arnold, Brezzi, Cockburn e Marini (2000) e ArnolBrezzi, Cockburn e Marini
(2002) apresentam uma analise unificada das cesdiias de varios métodos de Galerkin
descontinuo propostos para o tratamento numérigoalidemas elipticos.

Relacionam-se abaixo, em um sistema autor-datansigabalhos aplicados ao estudo
de equacfes diferenciais elipticas, ou, de equap@@sontenham operadores elipticos em
sua estrutura. Objetiva-se descrevé-los e evidegcia embora alguns autores afirmem a
superioridade dos métodos de Galerkin descontiplioados ao estudo de problemas de
elasticidade, poucos trabalhos desta natureza dis{ganiveis na literatura.

Wheeler (1978) propde um método das penalidadesiargs para a resolucao
aproximada de equacdes elipticas utilizando espggdsncdes polinomiais descontinuas. A
formulacdo apresentada por Wheeler apresenta agintey desvantagens: perda da
propriedade da conservagdo ao nivel do elementiaxas de convergéncia e a estabilidade
do método dependem do pardmetro de penalizacdo matizes resultantes sdo mal
condicionadas.

Delves e Hall (1979) apresentam o Método de Elemm&bbal (MEG), que consiste
em uma formulacdo hibrida classica para um probléen®oisson onde o multiplicador de

Lagrange é substituido pela média do fluxo nastdioas entre elementos. A maior
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desvantagem desta formulacdo é que a matriz reskaindefinida, o que torna o método
inadequado para resolver problemas de difusédo deptas do tempo. Além disto, sendo a
matriz indefinida, os sistemas lineares associaalmsproblema de difusdo em regime
permanente precisam de esquemas iterativos esp€BiABUSKA; BAUMANN; ODEN,
1999).

Babuska, Baumann e Oden (1999) apresentam umasemahtematica para uma
variacdo do meétodo de Galerkin descontinuo aplicadiesolucdo numérica de problemas de
difusdo. O método proposto € uma modificacdo do MipBesentado por Delves e Hall
(1979) e ndo apresenta as deficiéncias do métodtrameler (1978). A partir da analise de
estabilidade os autores concluem que o métodoustole fazem estimativa de ea@riori
nos espacos finito e infinito-dimensional e obtéwatde convergéncia 6tima.

Brezzi, Manzini, Marini e Russo (2000) analisam eétado dos elementos finitos
descontinuos para resolucdo de equacOes eliptiopsgto por Bassi e Rebay (1997). Os

autores estudam o problema modelo
-Au=f emQ, u=g sobred,Q, % =glh sobreo,Q, 0Q=0,Q00,Q, (2.2)

para o qual provam estabilidade do método e fazeélisa de convergéncia em varias
normas.

Castillo, Cockburn, Perugia e Schétzau (2000) amtasn a primeira analise de eao
priori para o método de Galerkin descontinuo local (MGibttpduzido por Cockburn e Shu
(1998) para a resolucdo de sistemas conveccaddifuds autores analisam o método
aplicado ao problema modelo puramente eliptico) @.@btém taxas de convergéncia 6timas
para 0s parametros estudados e 0s experimentosrioosnéealizados confirmam os

resultados tedricos obtidos.
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Duarte, Rochinha e Carmo (2000) utilizam o métodms clementos finitos
descontinuos para aproximar a solucdo de um prabtEnvalor de contorno da elasticidade
gue possui dominio fissurado (Fig. 2.7). Em geaal,solucdes de tais problemas ndo séo
suaves na vizinhanca da fissura. A partir dos exte$ resultados numeéricos obtidos, os
autores confirmam que as formulagcbes com elemefit®s descontinuos sdo muito
apropriadas para o estudo de problemas com taistedsticas e que se mostram promissores

para o estudo de problemas que requerem esquea@atams.

e — - T T
6 r RN T

08 LON el O o

— N nm 1
06 06 {

— —Qq
04 Q 04 ]
« - d - =
v " L—III \} i H
of < — of OO T

033 0 0z 04 08 08 1 '052 0 02 04 06 08

Figura 2.7. Problema estudado por Duarte, Rocten@iarmo (2000).

Riviere, Wheeler e Girault (2001) analisam tréapnacdes do método de Galerkin
descontinuo para problemas elipticos bi e tridinomags. As formas bilineares destas
aproximagfes sdo ndo-simétricas. Os autores old@mativas de erros Otimas para as trés

formulagdes nas normds, e L,.

Cockburn, Kanschat, Perugia e Schotzau (2001) astud método de Galerkin
descontinuo local aplicado ao problema modelo pendéen eliptico (2.2) em dominio
Cartesiano. Os autores identificam um fluxo espg@ea o qual a taxa de convergéncia do
gradiente na normé, € k+1/2 quando polindbmios de grau s&o utilizados.

Castillo, Cockburn, Perugia e Schotzau (2002) eswiso método de Galerkin

descontinuo local aplicado ao problema modelo penéen eliptico (2.2). Os autores

apresentam a formulacdo do método e um estudords. €omo principais vantagens do
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MGDL aplicado ao estudo de problemas puramentéafppodem-se citar a facilidade com
gue o méetodo se adapta a geometrias gerais eihilftade com que suporta aproximacdes
com polinbmios de graus diferentes em elementasatifes. Estas propriedades tornam o
MGDL ideal para o desenvolvimento de estratégiaséricas hp-adaptativas e para o
acoplamento com outros métodos. Neste sentidajtoses mostram como acoplar o MGDL
com o método de Galerkin classico explorando asagans do MGDL com um custo
computacional reduzido. O esquema apresentado lomes fornece boas taxas de
convergéncia. Exemplos numéricos confirmam os tasos$ tedricos obtidos pelos autores.

Cockburn, Kanschat e Schétzau (2002) propdem dsanmalum novo método de
Galerkin descontinuo local para as equacfes deeN8thkes incompressiveis estacionarias.
O meétodo proposto pelos autores é estavel, locaneamservativo, apresenta alta ordem de
precisdo e satisfaz exatamente a restricdo da mressibilidade. Além disso, prova-se
estimativa de erro 6tima e o procedimento iterategultante converge para a solucao exata
do problema.

Castillo (2003) apresenta um estudo tedrico e nieméle uma classe de métodos de

Galerkin descontinuo aplicados ao problema de kaontorno da forma

-u'=f emQ=(01, u@©) =u,, u@®=u,, (2.3)

ondeu, e u, sdo valores conhecidos. Utilizando experimenteséricos o autor mostra que

a aproximacédo do gradiente= imtroduzida ao problema superconverge para 0 Z#50
polinémio de Legendre, confirmando os resultadoésgdes obtidos.

Krindges (2004) estuda quatro variacfes do métedBalerkin descontinuo aplicadas
a equacdes lineares elipticas de segunda ordemoermid bidimensional. As variacdes

estudadas pelo autor sdo o Método de ElementosalGIOBEG), Método de Galerkin
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Simétrico com Penalizacao Interior (MGSPI), hp-Miégtale Galerkin Descontinuo (GD) e
Método de Galerkin N&o-Simétrico com Penalizacaerior (MGPIN). O autor obtém

estimativas de erra priori na norma de energia e na norinapara trés destas formulacoes,

(MGSPI), (GD) e (MGPIN), e, a partir de experimentmmeéricos realizados, o autor obtém
taxas de convergéncia 6timas nas normas considerada

Mozolevski e Bosing (2005) apresentam uma formwagé método de Galerkin
descontinuo para as equacdes de Navier-Stokes jpmessiveis, bidimensionais em regime
permanente. Para resolver esta equagado os autorgsnam duas formulagbes, uma para a
parte eliptica e outra para a parte hiperbdlicgpmidlema. Esta combinacdo resulta em um
método de elementos finitos de Galerkin desconticmo penalidade interior. Resultados
numeéricos obtidos confirmam a eficiéncia do métpdoa uma ampla faixa de nimeros de
Reynolds.

Forti (2005) aplica o método de Galerkin descomtimo estudo de problemas de
conveccao-difusdo e obtém bons resultados. Emcplatj o autor aplica o método para
resolucdo de problemas de camada limite e obseredwgdo da propagacdo de oscilacdes
para além da regido de elevados gradientes. O abt®rva ainda que ao se alinhar as
interfaces entre elementos finitos com a descodge da solucdo as oscilacbes
desaparecem. Considerando a desvantagem do gramderan de graus de liberdade
requeridos no método de Galerkin descontinuo, @ aaopla o método de Galerkin classico
com o método de Galerkin descontinuo objetivandi@aiexas melhores caracteristicas de cada
um, ou seja, na regido de elevados gradientes o auiiza o método de Galerkin
descontinuo buscando a estabilidade da solucaoegi@ de solucdo suave utiliza o método
de Galerkin classico para reduzir o numero de gdeuiberdade. O acoplamento adotado
pelo autor mostrou-se satisfatério.

Bdsing (2006) estuda o método de Galerkin Descoataplicado a equacdes elipticas
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de alta ordem. O autor apresenta as formulacdespayralizacdo interior, simétrica, néo-
simétrica e duas semi-simétricas e desenvolvesandé estabilidade e estimativa de erro
priori na norma de energia para todas elas. O autorwa#gerduas formulacdes de Galerkin
descontinuo para uma equacao de quarta ordemn&o-lbbtida das equacdes de Navier-
Stokes bidimensionais, incompressiveis, em regstec®nario. O autor emprega o método
de Newton-Raphson e observa que ambas as formalag®envolvidas sdo eficientes na
resolucdo numerica de alguns problemas classicogedanica dos fluidos computacional.
Castillo (2006) apresenta uma revisdo do métoddGekerkin descontinuo local

(MGDL) aplicado ao problema eliptico modelo

-Ob0Ou=f emQ, u=g sobreoQ, (2.4)

e inicia o estudo de existéncia de pontos convéege®s resultados numeéricos obtidos pelo
autor mostram que a posicao destes pontos dependenchardmetr@d. A analise tedrica
destes resultados permanece um problema em aberto.

Schneider, Xu e Zhou (2006) estudam o comportangotmal e local de trés tipos de
meétodos de Galerkin descontinuo para equacOescatipfe segunda ordem. Estimativas de
erro a posteriori sdo apresentadas. Os autores aplicam o0s resultadoEos no
desenvolvimento de um esquema numérico adaptatikedgho.

Mozolevski, Bésing e Schuh (2007) introduzem umeanformulacdo do método de
Galerkin descontinuo para problemas elipticos dgursta ordem que penaliza
simultaneamente os saltos da solucdo e os salsouctos da solugcdo numérica. A andlise de
erroa priori do método introduzido mostra taxa de convergééiima em h e quase-6tima
em p. Experimentos numéricos confirmam as taxaodeergéncia obtidas.

Gudi, Nataraj e Pani (2008) analisam uma familimééodos de Galerkin descontinuo
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hp-adaptativos para problemas de valor de contelipticos altamente ndo-lineares. A partir
da analise de erro, os autores mostram que tam# @agroblema linear quanto para o
problema néo-linear a estimativa de erro € Otimapem sub-6tima em h. Experimentos

numéricos confirmam os resultados tedricos obtidos.
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TeoriadaElasticidade Linear Classica

Capitulo

3.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Por elasticidade entende-se a propriedade que uonmagerial apresenta de restaurar
a sua condicao inicial indeformada quando cessa@#@ de um sistema de forcas externas
ao qual foi submetido. Corpos que apresentam @éste de comportamentamento sao
chamados perfeitamente elsticos. Muitos matemidizados em engenharia apresentam até

certo grau a propriedade da elasticidade (TIMOSHEN&OODIER, 1980).

SejaQ OR?® a configuracédo de referéncia natural indeformaalaird corpo edQ o

seu contorno, de tal forma qu2 n 0Q =0. Os pontosx[1Q sdo mapeados em pontos
X =f(x) =x+u(x)OR?, onde u(x) é o deslocamento de x. O contorno @e 0Q, é
composto de duas partes complementa€s e 0,Q, de tal forma qued,Q0,Q=0Q e
0,Qn0d,Q=0. As condi¢cdes de contorno em deslocamer(to), ou condi¢cdes de contorno
de Dirichlet, sdo prescritas em ponto§0,Q e as condi¢des de contorno em forgag , ou,
condi¢gbes de contorno de Newmann séo prescritapagros x[19,Q . A forca de corpo

b(x) por unidade de volume de atua em pontog [1Q.

Aplica-se a Teoria da Elasticidade Linear Classicaestudo de corpos elasticos
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submetidos a acao de sistemas de forcas externasadas com o objetivo de determinar os
campos de deslocamento, tensdo e deformacdo, geeredem completamente o
comportamento destes corpos. A forma, as dimeres@ssconstantes elasticas do material do
gual o corpo é constituido também sao conhecidos.

Considera-se ainda que o material € homogéneo,e@ ®©dos 0s seus pontos
possuem as mesmas propriedades fisicas especdicgsie a matéria é distribuida
continuamente no seu volume, ou seja, nhdo ha vazios

Para determinar as trés componentes de deslocgnasngéeis componentes de tenséo
e as seis componentes de deformacdo em um ponim @erpo tridimensional, tém-se trés
equacOes de equilibrio, seis relacbes deformacsloadenento e seis relacdes tensédo-
deformacédo. Estas equacOes sdo apresentadas api&tdoc bem como alguns conceitos
necessarios para a obtencdo das mesmas (ODEN, \I8GZJAPPAN, 1981; VILLACA,
GARCIA, 2000; SOKOLNIKOFF, 1956; etc.). Devido auwaza do problema aqui estudado,
as equac0es bésicas da elasticidade sdo apresemtesiatema de coordenadas esféricas.

Por fim, apresenta-se a aplicacdo da teoria nodestio problema da esfera
anisotropica sob compressao radial uniformemersiltliida considerando-se deformacdes

radialmente simétricas e material esfericamentimrme (AGUIAR, 2006b; TING, 1999).
3.2. PONTO NO ESPACO EM COORDENADAS ESFERICAS

SejaP = P(x,y,z) um ponto no espaco euclidiano tridimensional (Bif). A posicéo
do ponto em relagdo a origem pode ser descritaegmos das coordenadas esféricas,

P=P(p,¢06), onde

p=X2+y2+72, = arctg— 0= arct{“ J (3.1)
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sendop >0, 0<@p<360°e 0<H<18C.
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Figura 3.1. Ponto no espaco em coordenadas esférica

Invertendo as relacdes (3.1), obtém-se

X =pserbcos¢, y =pserbseng, z=pcoso. (3.2

3.3. CONCEITOS FUNDAMENTAIS

Ao se estudar um determinado sistema tem-se poetiabj descrever o seu
comportamento. Por comportamento entende-se a foom® este sistema responde a um
determinado estimulo. Aqui, o estimulo serd a agas forcas externas atuantes e o
comportamento que se deseja determinar € deselids pampos de tensdo, deslocamento e

deformacéo resultantes da ac&o destas forcas axtern
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Descrevem-se entdo cada uma destas grandezass, fdeslocamentos, tensdo e
deformacéo, independentemente, para posteriornaggerever a forma como elas interagem

entre si.

3.3.1. FORCAS

As forcas sdo responsaveis por alterar o estadem®iso, ou, movimento de um
corpo, gerar o estado de tensédo interna e mudansfdo corpo devido aos deslocamentos
das suas particulas.

Basicamente, para o tipo de sistema aqui estuéaths forcas podem ser internas, ou,
externas. As forcas externas podem ser de sugerdicj de volume.

Seja um corpo em equilibrio sob a acdo de um sis@enforcas externas aplicadas
(Fig. 3.2a). Seccionando-se este corpo por um pfar®analisando-se cada uma das partes
separadamente (Fig. 3.2b) observa-se que ambaseasstaquilibrio devido ao surgimento de
forcas internas interativas entre as particulasatpo e da agdo de uma parte sobre a outra.
Considera-se que a forca interkRaé a resultante das forcas continuamente distidsudgie
atuam sobre S. Estas resultantes intefh@®ssuem a mesma intensidade, a mesma dire¢cao e

sentidos opostos (Fig. 3.2b).

o

Figura 3.2. Corpo seccionado sob a acédo de fongamas e externas.
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3.3.2. CONCEITO DE TENSAO

A acdo das forcas externas em um corpo gera id@rnaterna entre suas particulas,
gue séo descritas por tensoes.

Para introduzir o conceito de tensédo considerarsglanoS que intersecciona um
corpo em duas partes, | e Il (Fig. 3.3). S&fum elemento de area contido no plano S e que
contém o pontdO (Fig. 3.3). SejaAF a resultante das forcas internas que atuan\8mA

tensdo média resultante das forcas internas qaenagmAS é dada por:

0,=—. (3.3)

Fazendo-se a aresS diminuir indefinidamente, no limite, chega-se @stio que atua

no ponto O dada por:

dF . AF
o=—=1lim

—. 3.4
dS 4s-0AS (34)

/ Plano S

Figura 3.3. Corpo sob a acéo de forcas externas.
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Decompondo-se o vetdkF nas dire¢cdes normal e tangenciais ao plano S 3BJ.e

utilizando-se a definigdo (3.4) chega-se as compeseade tensdo normad,,, e tangenciais,

1, e 1,, dadas, respectivamente, por:

_AF, A AR,
o,=Ilim—", 1t =Ilm—, 1,=Iim : (3.5)
AS-0 AS AS-0 AS As-0 AS

3.3.3. DESLOCAMENTO

A posicdo ocupada simultaneamente por todas akylag de um sistema, em um
dado tempa , define a configuracéo do sistema.
Seja A um ponto de um corpo na sua configuracdo inicideformada (Fig. 3.4).

com coordenadaf<,,Y,,Z, -)

Zw

Configuracao
= Final |

Configuracao
Inicial
\\

~

Figura 3.4. Deslocamento.

Sob a acdo de um sistema de forgas externas agicadorpo muda de configuracao.
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Em particular, o ponto A desloca-se para um pontA", com coordenadas
(Xt U, Yo+ V,Z,+W).

O deslocamentqu,v,w) de um ponto pode, entéo, ser definido coma umdanca
de posicdo deste ponto em relacdo a um sistema&fdencia fixo no espaco e € uma
grandeza vetorial caracterizada por uma direcacsantido e uma intensidade.

Em um sistema de coordenadas esféricas o campesiiecamento,(u,,u,,u,), €

descrito pelas fungdes

U, =U,(p,9.8), ug =us(p,00), u, =u,(P,¢0). (3.6)

3.3.4. DEFORMACAO

A mudanca na forma de um corpo entre uma configiragicial e uma configuracéo
final é conhecida como deformacdo. A medida querpacé transformado da configuracéo
inicial para a configuracéo final, a matéria nanhanca de cada ponto do corpo é transladada
e rotacionada e consequentemente deformada.

As componentes da deformacdo em um ponto sdo w@asprlos alongamentas e
distorgbesy,, sofridos por este ponto em relagéo a um sistenefeencia.

O alongamento ou deformacdo linear especificaé dado pelo quociente da

deformacéo linear de um segmento elementar pel@aranto inicial desse segmento (Fig.

3.5) e pode ser expresso por

L AB -AB _d.-d,

A5 q (3.7)
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Zw

Configuragdo

[ Final |
N )
Configuragio :
\Inicial i /
AN I‘/
.
~
» Y,v
N
X,u

Figura 3.5. Deformacéo linear.

A distor¢ao, ou, deformagao angulgy representa a variacdo do angulo formado por

duas direcBes inicialmente perpendiculares, defsnidm um ponto de um corpo, apos a

deformacé&o deste corpo (Fig. 3.6). A deformacaalang expressa por:

T[ ~
Yis = -dt. (3.8)
2
Zw
r
K
e
®
e
Configuragio
J— Final
Configuragédo h /
\Inicial 4 /
AN ;V/
-
—
» Y,V
e
X,u

Figura 3.6. Deformacédo angular.

A partir das definicdes (3.7) e (3.8) determinamrsspectivamente, as expressoes das

trés componentes lineares e das trés componergetaess de deformacéo associadas a um
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ponto de um corpo. Em um sistema de coordenadadrioasf, estas componentes

(spp,sw,see,sew,s(m,spe) ficam completamente descritas pelas fungdes

€op TEpo (P, D0), €4, =€4,(P.P.6), €gg =E4(P,0.6),

spe = spe (p' (p’ e) ’ 8p(p = 8p(p(p!(pl e)' 8B(p = secp(p'(p’ e) . (39)

3.4. EQUACOES BASICAS DA TEORIA DA ELATICIDADE LINE AR CLASSICA

Uma vez conhecidos os conceitos das grandezadpotemsslocamento e deformacéao,
descrevem-se como estas grandezas interagem enHstas iteracfes sdo descritas pelas
equacbes de equilibrio, pelas equacOes deslocaeftionacdo e pelas equacdes

constitutivas apresentadas nesta secao.

3.4.1. EQUACOES DE EQUILIBRIO EM COORDENADAS ESFERICAS

Em um sistema de coordenadas esféri(@ag, 8) , as equacdes de equilibrio sdo dadas
por

d0,, +1606p N 1 0o, +1

op p 006 psed® dp p

(20, —0gy =0, + g, COtO) +b, =0,

do do do
w  1%0 , 1 O +1(206(pcot9+30pq,)+ b, =0, (3.10)
op p 08 pse® Jdp p

00 +15C’ee N 1 00, +1[
Y

O, —0._ JcotB+30 ,|+b, =0,
p p 00 psed 9g (99 ‘“") pe] o

ondeb = (b,,b,,b, )& a forga de corpo por unidade de volume.

Maria do Socorro Martins Sampaio Dissertacdo destiado



O MEFGD aplicado na investiga¢do de um problemelasticidade anisotrépica 54

3.4.2. RELACOES DEFORMACAO-DESLOCAMENTO EM COORDENA DAS

ESFERICAS

As relagcbes entre as trés componentes de deslotmrﬁep,u(p,ue) e as seis

componentes de deformag&rgp,sw,s%,s%,s@,spe) séo dadas por

_0u, _ 1 ou, cotd . U, _10du, U,
€p =1 € = + U, — g =2+,
op pserd d@ p p pod p
ou
Eop = 1 ou, 1Y, -u, cotd , (3.11)
pser® dp p 00 p
2 :E%+% u 2¢ = 1 aUp _ﬁ+%

_Ue ouy
P pd® dp p  ® pse®idp p Op
3.4.3. EQUAC(N)ES CONSTITUTIVAS

Considerando-se que as equacOes de equilibrio) (28185 relacbes deformacéao-
deslocamento (3.11) sédo validas para qualquer @alageque dois corpos, de mesmo tamanho
e forma, compostos por materiais diferentes, quaswulometidos ao mesmo estimulo,
geralmente ndo apresentam a mesma distribuicAmrgasf resultantes, faz-se necessario
introduzir informacgdes a estas relacbes que pemmdistinguir as diferentes respostas para
diferentes materiais dos quais 0s corpos possamcasstituidos e assim, caracterizar
completamente o seu comportamento.

Estas informacdes relacionadas a resposta do aladéo introduzidas ao problema
por meio das equacdes constitutivas. Estas equasiaselecem relacdo entre o regime das
tensdes internas e das deformacdes, cuja interestigzende das propriedades mecanicas do

material.
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Quando o regime das tensdes é proporcional ao eeglas deformacdes, o
comportamento do corpo € dito elastico-linear eepsdr descrito pela Lei de Hooke

Generalizada, dada por

Opp Cll C12 C13 Cl4 C15 C16 spp
O-(IXP C21 C22 C23 C24 C25 C26 E(IIP
Oeo | _ Cau Cu Gy Gy Gy Cypf€ee ’ (3.12)
O Cu Cup Cu Cu Cui Cu|l€n
O-p(l) C51 C52 C53 C54 C55 C56 EP(P
Ogg _C6l Ce: Cos Cos Cos Cee_ €oo

ondeC,, a,f=1...6 sdo as constantes elasticas do material.

Observa-se de (3.12) que sdo necessarias 36 dmsstelasticas para especificar
completamente as propriedades mecanicas de umiah&i@stico-linear, mas que devido a
simetria, C,; = Cg, , SOomente 21 constantes elasticas sdo indepesdsnte si. Um material
com tal caracteristica € chamado de anisotropicgefa, suas propriedades elasticas variam

em todas as dire¢cBes. Quando as propriedades @ja@se mesmo valor, independente da

direcdo, o material € denominado isotrépico e astemtes elasticas reduzem-se a 2.

3.5. A TEORIA DA ELASTICIDADE LINEAR CLASSICA APLIC ADA AO

PROBLEMA DA ESFERA

Seja uma esfera homogénea de rpjoradialmente comprimida ao longo do seu
contorno externo por uma for¢ca normal uniformemehstribuida por unidade de arga
(Fig. 3.7). Em um sistema de coordenadas esfér{pas,0), as equacdes de equilibrio, as

relacbes deformacéo-deslocamento e as relagcbesdotdeformacdo séo dadas

Maria do Socorro Martins Sampaio Dissertacdo destiado



O MEFGD aplicado na investiga¢do de um problemelasticidade anisotrépica 56

respectivamente, por (3.10), (3.11) e (3.12).

Figura 3.7. Problema da esfera sob presséo radial.

Considera-se que a esfera € constituida pelo mlatesfericamente uniforme

investigado por Ting (1999). Para este materiatserque
Ci3=C,, Cp=CyeCpy=0paralsa<3 ed<f<6b.

(3.13)

Desta forma, as relagdes tensdo-deformacao dad48.p8) passam a ser expressas

por
Opp _Cn C. Cp 0 0 0 ] €op
O g Co Cp Cp O 0 0 €
Ogg — C12 C32 C22 0 0 0 |]€e0 ' (3'14)
O o 0 0 0 Cu Ci Cg €00
O 0 0 0 Cs G Cy €00
Ogq 0 0 0 Co Ces Cee_ €g0

ondeC,; =Cg,, 0,8 =1,...,6 sdo as constantes elasticas do material.
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Para que a matrifC,;] seja positiva definida as constantes elasticas da relacéo

(3.14) devem satisfazer as seguintes desigualdades:

2C;,

C,>0, C, >0, |CZ3|<C22’ Cll>m.

(3.15)

Assume-se que o campo de deslocamentos é radialmsanétrico em relacdo ao
centro da esfera, de modo que as componentes bealaento de um ponto da esfera no

sistema de coordenadas esféricas sdo dadas por
u,(©,9,6)=up), U,=Ug = Q (3.16)

Esta consideracdo reduz o problema original, tedisional, a um problema

unidimensional. Substituindo-se (3.16) nas expes$8.11), obtém-se
: €00 =E€0p =€y = O. (3.17)

Utilizando-se (3.17), segue de (3.14) que

du u du u
Opp = Clld_p + 2C125 » Ogg = 0({an = Clzd_p + (sz + Czs)g- (3-18)

PP

A consideracdo de deformacdes radialmente simstricemplica que

Ogy =04 =0, =0 e a consideracdo de material esfericamente urgformplica que

! Ting (1996) apresenta as condicdes necessariasipara matriz 6x6 em (3.14) seja positiva definida
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Og =0, O que reduz as equagdes de equilibrio (3.10)awnta equagao nao trivial dada

por

do
PP +§(opp -04)=0emQ. (3.19)
do p

Substituindo-se as expressdes alg e 0, dadas por (3.18) em (3.19) chega-se a

equacao diferencial do problema da esfera anisoa@ob pressao radial, que é dada por

d’u 2du u
——+-—=-2v— =0, O<p<p,, 3.20
dp®> pdp va PP (820

onde

y= CrtCyp—Cyp, '
Cu

3.21)

As condicbes de contorno essencial e natural destblema sdo dadas,

respectivamente, por

u@)=0, 0o,(p.)=-p, (3.22)

onde a tensdo radial,, € dada por (3.18a).
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3.6. OBTENCAO DA SOLUCAO EXATA DO PROBLEMA DA ESFER A
A solucéo geral da equacéo diferencial (3.20) fodaa
u@E)=ap" +a’p', (3)23

ondeA”, A ,0" e a” sdo constantes a determinar a partir das conddg@esntorno (3.22)
do problema. Derivando-se a solucdo (3.23) duassvezsubstituindo-se o resultado em

(3.20), tem-se que
.1 _1
A =§(—113K), K =§1/1+8 : (3.24)

ondey é dado por (3.21).
Utilizando-se a condicaau(0)= 0, obtém-se quea™ =0. Utilizando-se agora a

condic&o de contorno natural (3.22b), determina-g&lor da constante’, que é dada por

+ 1-A* _ P
at =- g —"— 3.25
ap. -4 C.A" +2C, (3.25)

Portanto, a solucdo exata do problema da esfemasid@yando-se deformacdes

radialmente simétricas e material esfericamenti®ume, € dada por

u(p)=—qpe(pﬁj . 3.26)

e
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Utilizando-se (3.26) juntamente com (3.25), (3.243.21), obtém-se de (3.18) que as

tensdeso,, € 04 =0, Sao dadas por

0 3(k-1)/2 1+3 ) p 3(k-1)/2
O, = —p(p—eJ , Ogg =0y = —p( 2 j(p_ej . (3.27)

Observa-se por fim que

— =, (3.28)
Og 1+3K

Ou Seja, as tensdes sao proporcionais.
3.7. ANALISE DA SOLUCAO

Utilizando-se a restricdo (3.15d) juntamente condefmicdes (3.21) e (3.24), chega-

se a
(Cll}\+ +2C,)(C A +2C,) =2[C (Cp, +Cyp) — Zsz] <0, (3.29)
0 que implica que

C,A* +2C,, >0, —(C, A" +2C,,) <0. (3.30)
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Reescrevendo-se (3.29) na forma alternativa

—(%j {[3x+(4n-D][3k - (4n-D]} <O, (3.31)

conclui-se quek é uma constante positiva e diferente de zero,
O<K<oo, (3.32)
3.7.1. CAMPO DE DESLOCAMENTO

Analisando-se a expressao (3.23) juntamente co?d)3observa-se que o problema
(3.20)-(3.22) ndo possui solugdo pataxl/3. Neste trabalho, assume-se ke ,1d8

modo que a solugéo (3.26) satisfaz a condicdo dgpatbilidadeu(0)= 0 e a condi¢cédo de
contornoa,, (p,) =-p<0.

Além disto, observa-se de (3.25b) que ppra0O e para a condicao (3.299,> 0,
implicando que o deslocamento das particulas deraesfescrito por (3.26) acontece no
sentido do raio para o centro, ou seja, a esferaaio

Em particular, se-u(p,) =p, observa-se de (3.26) que=1, ou seja, paragl=1 o
encurtamento enp, € igual ao préprio raio, significando que a supefexterna da esfera e

mapeada em um Unico ponto no seu centro. Comonegeamento ndo € fisicamente

admissivel, devem ser impostas restricbes nos eslde p que podem ser aplicados na
superficie da esfera. Patp>1, observa-se que o deslocamento gmé maior que o raio,

—-u(p,)>p,, implicando que o deslocamento em), para K=1 deve satisfazer a
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desigualdade

TURe) _ o (3.33)

Pe

Com (3.33) e (3.25b) encontram-se os valorespdgue podem ser aplicados na

superficie da esfera para que isso seja evitades Kalores devem satisfazer a desigualdade
C,A +2C,>p. (3.34)

Reescrevendo a expresséo (3.26) pearq0,p, ), obtém-se:

3(k-1)/2
& =—q (ﬁj ' (3)3
Y Pe

de onde se observa que pérap<p, e K 21,

_UT(p) <q. (3.36)

3.7.2. CAMPO DE TENSAO

Observa-se de (3.27) que ge>1 as tensdew,, € 04 =0, sao nulas no centro da
esfera(p = 0) . Para qualquep # Oe para qualqued < k <1, observa-se que as tensoeg,

€ Oy =0, Sdo singulares, ou seja, tendem ao infinito ndreeta esferap = 0} que se
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k=1 as tensOes sao constantes e iguajs,= 04 =0,,, correspondendo ao problema da

W)

esfera isotropica.

3.7.3. CAMPO DE DEFORMACAO

Seja Q, a configuragdo de referéncia natural indeformadaunch corpo,Q, a

configuracdo atual deformada €& um mapeamento, chamado funcdo mudanca de

configuragéo, que leva os pontgsl Q. a pontosX 0Q, (Fig. 3.8). Um mapeamentb é
injetivo quando mapeia um ponto da configuragdo de referéndia, em um, e apenas um
ponto X da configuracdo deformada,, .

Do ponto x Q. emanam os vetoredx, dy, dz que sdo mapeados pér nos

vetoresdX , dY, dZ que emanam do pon®1Q, (Fig. 3.8).

Figura 3.8. Configuragéo de referéncia e atualdeorpo.
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Os vetores da configuracdo de referéndig dy, dz relacionam-se aos vetores da

configuracéo deformaddX , dY , dZ por

dx=0f dX, dy=0f dY, dz=0Of dZ. (3.37)

Os elementos de volunay JQ, e dVUQ, estéo relacionados por

dV = (detTIf)dv. (3.38)

De (3.38) observa-se que o determinante do gradielat funcdo mudanca de
configuracdo,detl1f, representa, localmente, o volume de um corpo idegs deformacéo
por unidade de volume do corpo na configuracdo eferéncia natural indeformada
(GURTIN, 1981).

Desta forma, € razoavel assumir gdet(]1f# 0, pois sedetldf=0, ou seja, se o
volume dV desaparece ap0s a mudanca de configuracdo siguifies que um corpo
tridimensional foi mapeado pdr, em um plano, uma reta, ou um ponto, sendo tostas e

possibilidades inadmissiveis do ponto de vistadisUuma vez quealet[1f =1 paraf(x) =x,

deseja-se que

det0f> 0. (3.39)

A desigualdade (3.39) é a restricdo que deve sisfestn para que um mapeamento
seja localmente injetivo.
O gradiente da funcdo mudanca de configuracdo peaessao (3.39)[1f , mede

alteracbes no tamanho e na forma dos elementosndecarpo quando ele passa da
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configuracéo de referéncia, para a configuracdo deformafy e é definido por

Of =1 +0u, (3.40)

ondel € o tensor identidadeléu € o gradiente de deslocamento.

Analisando-se a solucéo (3.26) reescrita na folteanativa

~u(p)=p—o B)4

3(1-k)/2
( |Ce j

3(1-k)/2 q
) , que )3(1—K)/2

observa-se que para<1l e seq>(p/pe ( ;
P/ P

>1, implicando que

—-u(p)>p, ou seja, existe uma regiao central da esferendatia por

301-k)/2
0< (pﬂJ <q, 3.42)

para a qual o campo de deformacg&o ndo é localnmgetevo. Entdo, para <1 existe um

raio p, que delimita esta regido central onde o mategiauso-intersecciona. Para determina-

lo, faz-seu(p.) = —p. em (3.26), de onde se obtém que

3(1-K)/2
(&j =q. (3.43)
p

e
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Por fim, observa-se que se

3(1-K)/2
(ﬁj <\'q, (3.44)
P

o determinante do gradiente de deformacao, dado por

2

3(k=1)/2 3(k-1)/2
detf = 1—)\+q(ﬁj 1- q(ﬁj , (3.45)

e e

€ negativo, ou seja, para<1l a teoria da elasticidade linear classica fornena golucdo

para o problema da esfera que nao é fisicamentessighe.
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M étodos Variacionais

Capitulo

4.1. CONSIDERACOES INICIAIS

O modelo matematico descrito pelas equacbes delibegui (3.10), relagbes
deformacéo-deslocamento (3.11) e equagbes conatg(B.12) acrescidas das condi¢des de

contorno em deslocamento(x) e das condigcbes de contorno em carregamefxp é

conhecido como Problema de Valor de Contorno (PdCglasticidade linear classica. Como
estas relacdes devem ser satisfeitas para qualquéy do dominio do problema estudado, o
modelo também é conhecido como formulacao fortiocai.

Uma vez conhecida a formulacéo forte de um problénpessivel escrevé-la em uma
forma alternativa, dita variacional, mediante iné&go ponderada da equacédo, ou, conjunto
de equacdes que a constituem. Integrando-se ptasparintegral ponderada da formulagéo
variacional, obtém-se a formulacdo fraca. A padtr formulacdo fraca € possivel obter
solucbes aproximadas para o problema de valormercm que a originou.

Observa-se, porém, que a obtencéo da formulacéa dilaaforma como exposto acima
depende do conhecimento da equacéo diferenciablgsereve o problema, o que pode se

tornar um inconveniente no estudo de problemas w@isplexos. No entanto, é possivel
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gerar a forma fraca de um problema sem conheceuacéo diferencial que o descreve
empregando-se principios variacionais fundamentadosonceitos de energia, ou, através do
Principio dos Trabalhos Virtuais (CIARLET, 1979).

4.2. PROBLEMA DE MINIMIZACAO

Seja V um espaco vetorial normada[ [J, ]:V x V - R uma forma bilinear

continua,l:V - R uma forma linear continuald um subconjunto ndo vazio do espago V.

Um problema de minimizagao consiste em encontfat) tal que

J(u) =inf I(v), (4.1)
onde o funcionall:V - R definido por
1
J:.vOVv - J(v):Ea[v,v]— [v]. 4.2)

Este problema pode ser obtido empregando-se coaadgt energia e corresponde ao

problema da minima energia potencial em mecaniaRCET, 1979).
4.3. PRINCIPIO DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL
O principio da minima energia potencial diz queat®s os possiveis deslocamentos

que satisfazem as condigcbes de contorno de ummsistaquele que corresponde a

configuracéo de equilibrio estavel faz da energtancial um minimo relativo, ou seja= 0
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(ODEN, 1967; SOKOLNIKOFF, 1956).

A presenca de energia em um sistema esta relacianadpacidade de realizacdo de
trabalho. Para que um sistema realize trabalho céssario que haja deslocamento das
particulas que o constituem e forca, ou, compondatierca, na direcdo deste deslocamento.
Pode-se entédo definir trabalho como uma mediddrdasformacdes de energia causadas por
uma forga, ou, conjunto de for¢cas sobre um sistékaaim, a energia potencial das forcas
externas relacionada ao trabalho realizado pelagadoexternas pode ser convertida em
energia de deformacéo relacionada a capacidadéodzs internas de realizar trabalho e
vice-versa (ODEN, 1967).

Na expressao (4.2), a forma bilinegliv, v]/ 2 corresponde a energia de deformacéo

relacionada ao trabalho realizado pelas forcasnaseque atuam em um sistema e é dada, por
1 _ & .
Ea[v,v]—J'Q(J‘O Gijdsij)dQ, L, =1, 2, 3, (4.3)

ondeo; sao as componentes de tens&@y sdo as componentes de deformagao. A expressao

(4.3) pode ser utilizada para calcular a energidelermacao em qualquer estrutura elastica,
linear ou ndo-linear, e a integracao é realizadast@do inicial ao estado final de deformacéo
do corpo.

A forma linearl[v] na expresséo (4.2) corresponde ao trabalho rdaligelas forcas

externas e é dada por

I[v] :ibTv dQ+anTTv dS+iZ:l:T:|\(, (4.4)
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ondeq séo forcas concentradas que podem atuar no sistema

Define-se a energia potencial total de um sisteoraoca soma das energias de

deformacéo interna e das forcas externas (ODEN;;IOSUCHERT, 1974).

4.4. PROBLEMA VARIACIONAL

Utilizando as definicbes d&, a[ O, 0]:VxV - R e I:V - R introduzidas na

Secao 4.2, tem-se que um problema variacional stensm encontran [JV tal que

alu,v]=1v], OvO vV, (4.5)

Este problema variacional pode ser obtido a pdatintegracdo ponderada da equagao
diferencial que descreve o problema, quando estaléecida, ou, empregando-se o Principio

dos Trabalhos Virtuais.

4.5. PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

O Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) diz queuse corpo estd em equilibrio e
permanece em equilibrio enquanto é submetido aasiochmento virtual, o trabalho virtual
externo realizado pelas forcas externas atuanteomm € igual ao trabalho virtual interno
realizado pelas forgas internas (ODEN, 1967).

A forma bilinear afu,v] em (4.5) corresponde ao trabalho virtual realizpetas
forcas internas e a forma line§w] corresponde ao trabalho virtual realizado pelagaf®

externas, que sao dadas, respectivamente, pelessséips (4.3) e (4.4). Pode-se mostrar que

o problema de minimizacdo e o problema variaciséalequivalentes (JOHNSON, 1987).
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Em particular, € possivel mostrar que a formula@®TV pode ser obtida a partir da
expressdo da energia total do sistema empregandg@@sacipio variacional que diz que na
configuracdo de equilibrio a primeira variacdo dtepcial possui valor estacionario, ou seja,
dJ= 0.

4.6. ENERGIA DE DEFORMACAO DA ESFERA ELASTICA ANISO TROPICA

A partir da expresséo (4.3) é possivel escrevespeessdo da energia de deformacéo

da esfera em coordenadas esféricas como
afv, v] :J' Opp€p T 06 T 000 € + 0, €, 709 & T4, 5) a. (4.6)

Lembrando-se da Segdo 3.5 qug =0, =0, =0 e substituindo-se as expressoes

deo,, 0, €0y dadas na Eg. (3.18) na expressao (4.6), tem-se

il v, oo vy, f o av V]
a[V’Vl-L{Cn 5 2C pj o 2{ Corgy + (Gt czgﬂ p} Q. (47

Substituindo-sedQ = p’*se® ® ¢ @ e rearranjando-se 0s termos no integrando de

pp’

(4.7), tem-se que

a[v,v]:J‘:EIj“J‘;‘[Cng_g +4 gg—g+ A C,+ g3) P’ seb @ ¢ @. (4.8)

Uma vez quev s6 depende dg, segue de (4.8) que
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a[v,v]=4nj;’{q1(j—gj o+ zqz%w G+ G) U9 (4.9)

4.7. ENERGIA POTENCIAL DAS FORCAS EXTERNAS QUE ATUAM NA ESFERA

ELASTICA ANISOTROPICA

A energia potencial das forgas externas que atwzaesfera € dada por

vl = | pv(pJds, (4.10)

3,0

ondep é a forca compressiva uniformemente distribuidaesa superficie externa da esfera,
v(p,) é o deslocamento na dire¢do da forca dos pontésrimia pertencentes a superficie
externa da esferadS é o elemento diferencial da superficie externasfera.

Sabendo-se queS=p’se® @ @, a expressao (4.10) pode ser reescrita como

2n

v = [ [ pv(p)piserd d dp. (4.11)
Uma vez quepv(p, )p> é constante, segue de (4.11) que:

V] =4Tpv(p)p.2. (4.12)

Portanto, segue de (4.2), (4.9) e (4.12) que agenpotencial totall da esfera é dada

por:
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| (av) dv? ,
J=onf' {q(d—gj p + 2q{d—pjp+ 1 G+ G) %} g+ A pe.p2.  (4.13)
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O Problema de Minimizagcdo com Restricao

Capitulo

5.1. CONSIDERAQC)ES INICIAIS
Fosdick e Royer-Cargfagni (2001) propéem minimipafuncional quadratico da
energia potencial total submetido a restricdo datiuddade det(l1f >0 e mostram a

existéncia de solucdo para o problema assim fodoula caso plano.

O plOblellla COl ISiSte em
|||i|| J[V] J[V] _——a[V V]_ I[V] (5 1)
VOA ' 2 ’ ’ )

onde J[v] € o funcional quadréatico da energia potencial tativ, v] é a forma bilinear ¢v]

é a forma linear, dadas, respectivamente, por

a[v,v]= j C[E]OE]dX , I[v] = j b Mdx + j T [mdx, (5.2)

Q 3,0

onde C=C(x) é o tensor elasticidade E=[0v+(0v)']/2 é o tensor das deformacées
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infinitesimais.

Em (5.1), o conjuntd\,, definido por
A, ={v:W*(Q) ~ RYdet(+ 0 v)z&> 0,v= 0 sobra,Q}, (5.3)

€ uma classe de campos de deslocamento admissévehtisfazem a restricdo da injetividade

det(+v) =€ >0, onde€ é um valor positivo suficientemente pequeno.

5.2. CONDICOES NECESSARIAS PARA EXISTENCIA DE MINIM O

Apresentam-se as condicfes necessarias de priordiean para a existéncia de um

minimo udJA, de J[Jl em (5.1) deduzidas por Fosdick e Royer-Carfagd{3.

Considera-se o0 problema descrito no segundo pdvade Secdo 3.1 e seja um
conjunto de deslocamentos admissiveis definido por:
V={v:W"{Q -R?>v =0sobred,Q}. (5.4)

A primeira variagdo dd[Jlem funcéo de u € dada por:

im Ju+Ttu]- J[u]E<

-0

DJ[u],v) =a[u,v]-[v], OvOV, (5.5)

onde a[{] e I[P sado, respectivamente, as formas bilinear e lindarproblema de

minimizacéo (5.1) e sdo dadas por (5.2).
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Os autores mostram que existe um campo escalaruttgplicadores de Lagrange
M L*(Q) - R, de forma que a primeira variacdo de (5.5) pode representada

equivalentemente por

(DJ[u], v) sjBA(coﬂjf)mjvdx, ovOv, (5.6)

onde cofJf = (detO f)[(Of)™"]" € o cofator do gradiente da fungdo mudanca degroatdo.

Definindo-se as regifes onde a restricdo da injetde esta ativa e ndo ativa,

respectivamente, por:

Q_=int{x OQ:detIf =¢}] , 1p.

Q. =int{x OQ:detIf >¢] , &bp.

onde int[[] representa o interior de um conjunto, as condiggegssarias de primeira ordem
sdo dadas pelas equacbes de Euler-Lagrange dsefieidacada regido e pela condicdo de

continuidade entre as duas regides que devem 8sfegas para que um minimoOA,

exista. Estas condi¢cbes sé&o apresentadas a seguir.
5.2.1. EQUAQ@ES DE EULER-LAGRANGE

As equacOes de Euler-Lagrange definidas para a&aeQi, onde a restricdo da
injetividade ndo esta ativa, e para a regido, onde a restricdo esta ativa, sdo dadas,

respectivamente, por:
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DiVT +b=0 emQ_, (5.9

DIV(T —eN(Cf) ") +b =0, A20, emQ_, (5.10)

ondeT € o tensor tensdo que em relagcdo a uma basecasbéonormal(e, €, ,§ | € dado

por

T=o0,e Ue+0,el e+0, gl g+to,, (&1 e & e+ (5.11)
O-pe(%l:] %+ @D 1?-)-0-6q) (ﬁj (pei- (p@ ee)
As condi¢Oes de contorno séo dadas por
Tn=t sobredQ. na,Q, 13)
(T-eA(Of) )n=1 sobre dQ_nd,Q, (5.13)

onde n € a normal unitariadgQ .

5.2.2. CONDICAO DE CONTINUIDADE

Seja Y =Q, n Q. a interface suficientemente suave entre as regifie® Q.. A

condicdo de continuidade das tensdes na direc&oaharesta interface é dada por

(T—s)\(Df)'T)‘Znﬁzn =T|Zn§> n, (5.14)

onde n é a normal unitaria & interfacee os termog)]X nQ. e (0]>nQ, sdo avaliados
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no limite, ou seja, a medida que se aproxima derfate . pelo interior deQ_ e Q_,
respectivamente.

O termo T—-eA\(Of)" presente nas equacdes (5.10), (5.13) e (5.14psepia a
tensdo total que atua ef@_ e o multiplicador de Lagrangk pode ser interpretado como

uma pressao reativa que surge devido a imposicéesttacdodet[If =¢ emQ_.

5.3. O PROBLEMA DA ESFERA COM RESTRICAO

Lembra-se da Secéo 3.7.3 que a solucéo do prolnlareafera anisotrOpica apresenta
um campo de deformacdo que ndo é localmente iojetiw uma regido préxima ao centro
quando o parametro material € menor que 1, onde € dado por (3.24b) juntamente com
(3.21). Aguiar (2006b) utiliza as condicbes neceasae primeira ordem (5.9 - 5.14) para

obter um campo de deslocamento admissivel &m para k[ (01). Esta solucdo €

apresentada no presente capitulo.
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Figura 5.1. Problema da esfera com regides ondstagéo da injetividade esté ativa, ou, ndo-ativa.

Seja o gradiente da funcdo mudanca de configuragdimido porf =1+[Ju, e sua
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inversa dados, respectivamente, por:

Of =@+ u')e,Ue, +(L+u/ple, Ue, +A+u/ple,Ue, (5.15)

Df *=@+u)'e, Oe, +(@+u/p)'e,Oe, +1+u/p)e,Oe,. (5.16)

SejaQ =Q_0Q_ 0OR? aregifo ocupada pela esfera no seu estado ndaatalpor

Q_={x=pe,0Q:0<p<p,}, (5.17)

Q, ={x =pe,0Q:p,<p<p}, (5.18)

ondep, [0, p, ]€ um valor a ser determinado da solu¢éo do prab(&ing. 5.1).

As equacbes de Euler-Lagrange para as sub-regi@ssquoais a restricdo da

injetividade local esta ativa e ndo-ativa paraabj@ma da esfera sdo dadas, respectivamente,

por:

do

—pp-'-z(o-pp _066) =0 em (pa’pe)’ (519)
dop

o _ESFEH - +2(0, =01 ~N(L+ ) - @0l P 0 emOp,). (520

No sub-intervalo (0,p,), onde a restricdo da injetividade esta ativa,izat$e

detdf = (L+u')(1+u/p)® =¢ para obter a equacéo diferencial de primeaaror

1 d(p+u)’
3p* dp
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Uma vez que a solucédo desta equacédo deve satisfazerdicdo de compatibilidade

u(0) =0, obtém-se de (5.21) que

u(p) =-@-¢"*)p em (0,p,). (5.22)

Esta expressédo fornece um campo de deslocamentosajisgfaz a restricdo da

injetividade e elimina o fenébmeno da auto-interéeata regiad_ delimitada pelo raig, .
Determina-se agora o campo de deslocamento (pmp,.). Substituindo-se as
expressoes (3.18) em (5.19), tem-se
d’u  2du u
—+—-2y—=0 em P, 5.23
i’ oo vpz (Pa:Pe) (5.23)
ondey € dado por (3.21).
A solucéo geral de (5.23) é da forma (3.23), oikdee k sdo dados por (3.24) e as
constantesn* 0 Rsdo determinadas a partir da condicdo de conwme_ e condi¢do de

continuidade enp =p,. Para o problema da esfera, estas condi¢cdes das dar

u(pa) =u(p,). (5.24)
0,0 (P2) —EA(P)IL+ U (P)] ™ = 0, (P2), (5.25)
Oy (Pe) =P, (5.26)

ondep: = Iirr(n)(pa + 1) parat>0 e g, € dado por (3.18a).

Substituindo-se (3.18) e (5.21) em (5.20), obtéma-sguacdo diferencial de primeira
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ordem que deve ser satisfeita na redifiq
a
-N(p)+—=0, (5.27)
P

ondea =2C, e 23 (-1-y+&"® —ye'?).

A solucao geral de (5.27) é dada por

Ap)=a Iog( J (5.28)

ielke

para algumpOR . Aguiar (2006) mostra que pakgp)=0 em Q_, p=p,.

Observa-se de (5.28) e (3.18) ghetem uma singularidade logaritmica na origem,
gue € uma singularidade mais fraca que a singaldeide tensdes do problema sem restricdo
para 0 mesmo intervalo de, ou seja, par® <k <1.

Utilizando-se as condicbes (5.24) e (5.25) juntamecom a expressao (5.22)

determinam-se as constantes, que sédo dadas por:

ot = (112— K) (L £¥3)p2r2 (5.29)
K

Para determinap, em (5.29), utiliza-se a condi¢cao de contorno (b.36bstituindo-

se (3.18a), (3.24) e (5.29) em (5.26), tem-se:

+ 1+K ), 5012 _(y- 1-K ), -sprnyz_ P = -
(A +2r1)( ” jz (» +2‘])( > jz a 9€)=0, (5.30)
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onde{=p,/p, e n=C,,/C,,. Aguiar (2006b) mostra que existe um Uunmgol[0,p, Qque
satisfaz a equacdo algébriagp./p,)= , Onde g é dado por (5.30), contanto que
p<p,=C,(1+ Q)" . Sep>p,, entdoQ. =0 e Q_=Q.

Utilizando-se (3.24), (3.25), (5.22) e (5.29), ghease a expressao final para o campo

de deslocamenta = u(p), dada por

~ (1_81/3)pa{ ( D J—(l—SK)/Z ( 0 j(1+3|<)/2]
u@P)=——_—"=-=-[1+k) p_ + (@1+K) p_ em (p,,P.), (5.31)

2K a a

ondep, é a solucédo Unica da equacéo algébrica (5.30).

Substituindo-se (5.31) em (5.15), chega-se a sgfce

detf (p) = {1+ Xl(pﬁﬂ{l_ Xz(pﬁﬂ emQ._, (5.32)

ondef(p) =p+u(p) e

X () E%[m KL= 3EX"? — (L K)(L+ 3K)E "] (5.33)
x:©= L Ear0g - a-0g >, s(ﬁj 21, (5.34)
KE a

Aguiar (2006b) mostra qudetdf >¢ emQ_ paraO<k <1 e quedet fé continuo

e tem derivada continua em=p,. Além disso,detl)f ¢ em Q, isto &, que a funcéo
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mudanca de configuracao f é localmente injetiva@io o dominioQ .
O autor mostra também que o campo de deformac@sfdea descrito pelas equacdes

(5.22) e (5.31) é globalmente injetivo, ou sejau(p)/p<1 para pO(@O,p, ) Para
pU(p,.p,), Observa-se de (5.31) e (5.34) queu(p)/p=x,(P/p, - Yma vez que
X,@=1-¢""<1, x,(§)<0 para todo&0[Le ] X', 1) <0, e limx,(&§) =limx’, (§) =0,

encontra-se qui,(§) é uma funcdo monotonicamente decrescente dae atinge seu valor

maximo que € menor que 1, énx e lende assintoticamente a zero de cima qugndoo .

Portanto—u(p)/p < 1parapd(p,,p. )
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Solucéo discreta do Problema da Esfera obtida via MEF

Capitulo

6.1. CONSIDERACOES INICIAIS

No Cap. 4 foram apresentados principios que pemmitdbter diretamente a
formulacdo variacional fraca de um problema quaadcorrespondente forma forte é
desconhecida. A partir desta formulagéo fraca &ipeksobter solu¢cdes aproximadas para o
problema empregando-se, por exemplo, o Método tedntos Finitos (MEF).

Neste capitulo, apresentam-se alguns conceitoskle, Mma formulagdo que permite
obter sequiéncias de solu¢gbes numéricas aproxinpadas problema da esfera sem restricdo
utilizando-se o Método dos Elementos Finitos deefkal Classico (MEFGC) e duas
formulacbes utilizando-se o Método dos Elementositdd de Galerkin Descontinuo
(MEFGD).

A formulacado variacional fraca para aplicacdo doH@E, descrita na Secdo 6.5, €
obtida a partir da integracdo ponderada da forma fio problema apresentada no Cap. 3.
Para a primeira formulacdo do MEFGD, descrita ngd8€5.6, utiliza-se o procedimento
descrito por Castilho (2003). Nesta formulacdo spram-se simultaneamente os campos de

deslocamento e de deformagédo infinitesimal. Congidid-se que o campo adicional de
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deformacédo na formulac&o variacional aumenta o nurmde graus de liberdade associados
aos nos dos elementos finitos utilizados para eliger o0 dominio e consequentemente o
custo computacional, introduz-se uma formulacaerradttiva do MEFGD com o objetivo de
reduzir o numero de graus de liberdade. Nesta fmwvaulacdo, descrita na Secéo 6.7, 0
campo de deformacao infinitesimal ndo é obtidotaimente da inversdo do sistema de
equacOes lineares resultante, mas por pos-procesggma partir dos valores de

deslocamento obtidos.

6.2. CARACTERISTICAS GERAIS DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS DE

GALERKIN CLASSICO

Ciarlet (1979) define o Método dos Elementos Fsitie Galerkin Classico, em sua
forma mais simples, como um processo especificocalestru¢do dos subespacdg,

chamados espacos de elementos finitos. A constgstes subespacos é caracterizada por

trés aspectos basicos:
1) A particdo T, de um conjunto fechad®, ou seja, a subdivisio d@ em um

namero finito de subconjuntds deve ser construida de forma que as seguintesigaagdes
sejam satisfeitas:

a) Q:.D |, ou seja, o conjuntoQ é descrito pela unido finita dos

subconjuntod OT, ;

b) Para cada T, , o conjuntol é fechado e o interidr € ndo vazio;

c) Para quaisqudr, 1,00T,, distintos entre siim I2=0 ;

d) Para cadalT, , o contornodl é suficientemente suave;
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e) Uma interfacequalquer de um subconjuntp € também uma interface de
um subconjuntd,. Neste caso os subconjuntise |, sdo adjacentes. Quando uma
interface qualquer de um subconjunto néo é interfilecum subconjunto adjacente, ela
€ uma parte do contorra) do conjuntoQ .

2) Em geral, o espago de func¢des rddiassociado &, | T, , contém polindmios.
3) Existe pelo menos uma base candnica no es@agoujas correspondentes fungoes

base tém suporte tdo pequeno quanto possivel, sprelestas fungbes base podem ser
facilmente descritas.

Um elemento finito(l, Z, P) pode entéo ser definido como um subconjunto fechado
com interior ndo-vazio e contorno suficientement@ve, pertencente a particaly, do
dominio Q com um conjunto finit& de graus de liberdade , 1<i< N e um espac® de

fungdes reais associado.

6.3. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS CONFORMES

Seja V. um espaco vetorial normadoy, um subespaco do espagV,
al 0, d]:V x V - R uma forma bilinear continuale:V - R uma forma linear continua.
Ciarlet (1979) reserva a terminologia Método dosnténtos Finitos Conforme para os
Métodos de Elementos Finitos nos quais o espg¢c@ um subespaco do espayq e as

formas linear e bilinear do problema discreto s#éniicas as formas linear e bilinear do
problema original.

Neste sentido, o autor descreve trés formas dan@tonformidade dos Métodos dos

2 Por interface entende-se o dispositivo fisico fazea conexdo entre dois elementos ou ainda aefrangue
define a forma de comunicagéo entre dois elemdimibss adjacentes, ou seja, a interface dos elérsdinitos
unidimensionais aqui estudados sera o no.
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Elementos finitos que ocorrem quando:
i) se tem problemas variacionais mais gerais oblpnoas néo-lineares;
i) quando € necessario utilizar esquemas de quadrpara calcular as formas
bilinear e linear do problema discreto, sendo iaseformas resultantes podem néo

ser idénticas a do problema original, ou n&o peeeao subespacd, ;
i) quando se utiliza elementos finitos que ndo st classe das funcdes

continuas,C’, ou seja, do uso de funcdes admissiveis que rdeaiinuas entre

elementos adjacentes.

6.4. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS DE GALERKIN DESCO NTINUO

Basicamente, a diferenca entre o Método de Galddlescontinuo e o Método de

Galerkin Classico reside na utilizacdo de aproxi@eacdescontinuas, entre elementos

adjacentes e na construcdo da formulacédo varidctomaue se aproxima além do campo de
deslocamentos o campo de deformacéo diretamerden disto, na definicho do Método de
Galerkin Descontinuo surge o conceito de fluxo misnécuja finalidade € impor de forma
fraca a continuidade da solugcédo na formulacao cianal e introduzir ao elemento estudado
as contribuicbes dos elementos adjacentes, um@ueas aproximacdes descontinuas tém
suporte apenas sobre o elemento estudado.

Desta forma, o Método de Galerkin Descontinuo mmtedefinido com uma variacéo
do Método de Galerkin Classico em que a continddd solucdo entre elementos do
dominio ndo é imposta através do espaco de intg@o] mas de forma fraca, através de
fluxos numeéricos sobre o contorno dos elementofgmaulacao variacional (FORTI, 2005).

Com base nas descri¢des feitas na Secéo 6.3, abseEmyue o Método de Galerkin

Descontinuo € um método néo-conforme devido azatfio de funcdes admissiveis
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descontinuas entre elementos adjacentes.

6.5. FORMULACAO DISCRETA PARA O PROBLEMA DA ESFERA SEM

RESTRICAO UTILIZANDO-SE O MEFGC

Seja uma esfera, homogénea, esfericamente ortcarope raiop, =1, radialmente
comprimida ao longo do seu contorno externo por uorga normal uniformemente
distribuida por unidade de superfige A formulacao forte deste problema foi apresenteda
Secdo 3.7 e consiste em achar o deslocamento rad{@p,) - R em um sistema de
coordenadas esférica@,cp,e) com origem no centro da esfe@, tal que a equacédo

diferencial (3.20) juntamente com (3.21) e as opiek de contorno (3.22) sejam satisfeitas.
A partir desta formulacéo forte constroéi-se, n&#aédo, a formulacéo fraca e aplica-se

o0 MEFGC para gerar sequéncias de solucfes aproagyda o problema da esfera.

+1

SejaT, ={p},, aparticdodd: 0=p,<p, ..<p,,=11,=(p.p.4), Q=JI,.
i=1

Primeiramente, constréi-se a formulacéo variaciavaltiplicando-se ambos os lados

da Eg. (3.20) por uma funcao1V e lembrando de que ambas,e v, sao funcdes de

somente, obtém-se

re( d°u . 2du u
4ml | —+——-2y— (W' = G, O vOv, 6.1
| (dpz p dp Zypzj\/p i (6.1)
ondeV ={v 0C°(0,p,): v(0)= (} , Y € dado por (3.21) e as condi¢cbes de contorno adasd

por (3.22).

Integrando-se a Eq. (6.1) por partes e utilizarelas condi¢cdes de contorno (3.22),
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chega-se a formulagéo variacional fraca do probléanasfera, que consiste em acharu,

tal que

J-pedu de dp + J‘ yuveh + 2C112 up, VP, p. Ep vp )= ( O vOVv. (6.2)

Seja agoraV, o conjunto das fungbes, , tal que
V, ={v, 0C°(0.p,): v, (0) =0}, (6.3)

ondev, é linear em cada sub-intervalg v, € continua en2 =(0,1) e portanto,vV, O V.
Seja tambéntJ, =V, , de modo qu&J, 0 U.
O problema variacional discreto correspondente? (®nsiste em achar, U, , tal

que:

Lo eGP L) 2 b 22 4 0.0 0.+ TR0 = G OV, OV, (64

ondey é dado por (3.21).

Uma fungéov, OV, pode ser escrita na forma

n+1

v, () = Zvicp.(p) ., PO (0D, 3p.

onde considera-se que o conjur{m :(0,) - R,i=1,...,nt }1 € uma base para o espago

Maria do Socorro Martins Sampaio Dissertacdo desiulado



O MEFGD aplicado na investigacéo de um problemelasticidade anisotrépica 91

finito dimensional V, e que os elementog desta base satisfazem as condicées de

normalidade dadas pela expresséo (6.6) e ilustradag. 6.1.

1 se F | ..
)= = J=1,...n+1 6.6
aP)=9(@®) ﬂ)se ‘| IJ (6.6)

p+=0 Pis P pli+1 Prer=1

Figura 6.1. Funcao tenda.

Observa-se de (6.5) juntamente com (6.6) que odiceodes v,, i=1,...,.n+]
satisfazem a relagéqg = v, (p,).

A expressao (6.5) permite escrewerJV, de forma dGnica como uma combinagéo
linear das funcdes bagg.

As funcbes base adotadas séo lineares por partesitanuas. Para os elementos

intermediérios do intervalo, ou seja, para2,...,n, as fungdes base sdo dadas por

m, PasSP=p;,
P =P
o - _ 6.7
?(P) Pu=P P.<SP<Pa o
pi+l _pi
0, de outra forme
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Para os elementos proximos as extremidades deaftetem-se que

P2=P " 0=p,<ps<p,, PP <ps<p,., =1,
p2_pi pn+1_pn
®(p) = () : (6.8)

0, de outra form: 0, de outra forme

Substituindo-se (6.5) em (6.4), levando-se em denacao as expressoes (6.7) e (6.8)

e uma vez que, (0) = 0, tem-se que

0

5|

i=2

jpe%(ﬁ(p)pzdp"‘j:e 2yu,@ )b+ 25 Y 0. )Si(n+1)pe+%p266i(n*l)}= ¢ (6:9)

onded; € o Delta de Kronecker. A expressao (6.9) é vdlidg UR.

Comov, é arbitrario, tem-se que

e du 2 Pe G P 2 -
Jy G A O [ 2040 0)b+ 255 4 0, PPt B ipy= & (610)

ondei =2,...,n+ 1.
n+1

Substituindo-seu, = z u® () em (6.10) e uma vez qus, (0)= 0, tem-se que
=1

n+l

guj[jpr)cn(p)&dp+ [ 2vg ©)p @b+ Z%cq 6 )ﬁ(nﬁ)pe}c:i By = G (6.11)

ondei=2,...,n+ 1.
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Substituindo-se (6.7)-(6.8) em (6.11) e considdoase uma discretizacdo com

elementos tem-se um sistema conequacoes @ incognitasu; .

6.6. FORMULACAO DISCRETA PARA O PROBLEMA DA ESFERA SEM

RESTRICAO UTILIZANDO-SE O MEFGD

Considera-se novamente o problema descrito pefasesdes (3.20)-(3.22).

Introduzindo-se a variave] =%, a equacao (3.20) pode ser escrita como um sistema
p

de equacdes de primeira ordem da forma

% - erfo, 1), (6.12)
P

LU R VLI em(0,1), (6.13)
do p p

ondey é dado por (3.21) e as condi¢cdes de contorno @asematural sdo dadas por (3.22).

SejaU=V =] Hl(li), ondeH* (] )é o espaco das fun¢des quadrado integraveis com
li

derivadas também quadrado integraveis leyre seja novamentg, :{pi}i”:l1

a particdo de
ﬁ’ O:p1<p2 <P =1 :(pi1p|+1)’ ﬁ:UIi_
i=1

Sejam (t,v) em VxU funcdes diferenciaveis por partes com suporte kem
Multiplicando-se as equagoes (6.12) e (6.13), eda edementd, , pelas funcdes teste t e v,

respectivamente, e integrando-se sdbyebtém-se as equacdes
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Iéiﬂ%tpzdp — J’piﬂ qtpzcb ' (614)

o dp o

j & (%v + 2q—1 V- ZVU—S Vjpz ®=0. (6.15)
pi dp p p

Integrando-se as equacdes (6.14) e (6.15) porspatiega-se as equagodes:

(w07) () (0) o) [ w2 0= 070, (616)
(ave?)(pra) ~(aw?) (07) = [ a2+ | b. (6.17)
pi dp

As equagcdes (6.16) e (6.17) sdo bem definidas quaaisquer funcdeéu,q) e (t,v)
em VxU.
Aproxima-se a solugdo exafas,q) com fungdes(u,,q,) no espago de elementos

finitos U,xV, 0 UxV ondeU, =V, =[]P,(I;). O espaco de elementos finitos logg(l,) é
li

0 conjunto dos polinbmios de grau menor ou igupl @efinidos sobrd, .
Desta forma, a formulacdo variacional fraca do leml (3.20)-(3.22) consiste em

achar(u,,q,)0 U, xV, para qualqueft,v) DU, xV, que satisfaca

[, avto’do =14, 0(p,) - 1, 07(p7) - I[ wj—;p% 24 pj $,  (6.18)
j:(qh j—;pz +2yu, Vj b =1,9°(ps.) - a0 (p}). (6.19)

onde U, e @, sdo chamados fluxos numéricos e podem ser entnd@mo aproximacdes

para os tracos das funcOes e q , respectivamente. A escolha dos fluxos numéricos
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determina as propriedades numéricas do método, daimso estabilidade, ordem de
convergéncia, simetria, etc., (CASTILLO, 2003).

Para introduzir a definicdo de fluxo numérico, defse, primeiramente a méc{i{a{}]}

e salto([] paravOV =U, como

)} =3 (o) +vip?), (6.20)

(V) =v(p))-v(p). (6.21)
Assim, definem-se os fluxos numéricoas e g, como

G, ={{u}}, (6.22)

qh :{{ u'h}} _<uh>r]i Ih, (6.23)
onden, =leh =p,—p.

Os fluxos numéricodl, e @, utilizados neste trabalho para os nés intermexiadd

intervalo (0,p, ), sdo dados, respectivamente, por:

i, (o) = 2 = (6.24)

(6.25)
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O fluxo 0, (0) é dado pela condigdo de contorno de Dirichletseig, U, (0)= u,. O
fluxo @, (0) pode ser obtido substituindo-se na defini¢éo 0602§hlto<uh> ,por-u,(0") ea
meédia {{ u’h}} por u (0"). Utilizando-se procedimento similar em=p,, obtém-se as

expressoes finais dos fluxos nas extremidadestdovaio (0,p, ), que séo dadas por

i . u, (0')

u, (0): U = G, o (0): a, (d )+ h ) (6-26)

0,00 =00, G, (p )=—i—2i”“(p‘*_) (6.27)
e e e Cu C, P .

As solucbes (uh,qh) foram aproximadas por funcdes lineares por pasees
descontinuas nas interfaces entre elementos. Sesitn, as solugdes aproximadas,q, )

sdo dadas, respectivamente, por

L @)= U, 6] )o. (6.28)

u, (p): u, (pT)— u, (pi_+1)iuh (pi )p -
pi+l pi pi+1 pi

)G (Pia) = a, (pf)pl + % 01)- G 6 ). (6.29)

a4, @)=d, P
Piv — 6 Pa — 6

Sendo (t,v) polinbmios de primeiro grau pode-se escrevera+lp e v=c+dp,

ondea, b, ¢ e d sdo coeficientes arbitrarios.

Constroem-se entdo trés sistemas de equacdesebnsando um para os elementos

intermediarios do intervald0,p,), I,, i=2,...,n—1, um para o elementd, e um para o

elementol .
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Para obter o sistema de equacdes dos elementorendiérios substitui-se=a+ bp,
v=c+dp, (6.24), (6.25), (6.28) e (6.29), em (6.18) e 9.Por simplicidade, mostram-se

abaixo, as expressdes (6.18) e (6.19) com a swibabt apenas dos valores de t e v,

respectivamente

g, (@t PP ="y (@ b P (pn)-"y (@ der(p;)-
: (6.30)

. (unbo®+ 2y, @@ pp) ¢

[ (a,00% + 27y, (c+ ) ®="q (& dprs)="q (& @pF(p)). (6.31)

Fazendo-se todas as operacfes necessarias em 68 pando-se os termos que
possuem os coeficientese b em comum e procedendo-se de maneira similar e3t)(ém
relacdo aos termos associados aos coeficiedese d, chega-se a um sistema

esguematicamente representado por

aQ,+b(, =0,

(L +d@, = 0. (6.32)

Como os coeficienteg, b, ¢ e d sdo arbitrarios, implica que os term@g em

(6.32) sé@o nulos,
Qi=0, (@=0, (@=0, (3,=0, (6.33)

ou seja, obtém-se um sistema de quatro equac@ssdmem cada elemento=(p’,p,),
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i =2,...,n—1para oito incognitas, a saber

) u,(p;), a,(p;) pela esquerda do rg;
i) u,(p’), g, (p") peladireita do n;;
i) U, (i), 9, (Piy) Pela esquerda do m,,;

iv) u,(0,), d,(0;.,) pela direita do nd,,, .

Observa-se que sobre cada n6 do interior do idtet(\iape) associam-se dois graus

de liberdade em deslocament, que correspondem aos valores do deslocamento pela

direita e pela esquerda do no (Fig. 6.2). Similanteeassociam-se dois graus de liberdade

para a derivada do deslocamenfp resultando em quatro graus de liberdade por i@ (F

6.2).
un 'qh
A
ELEMENTO ELEMlENTO ELElhlE‘lNTO
R e Ul eme A |
| ! Qn(P?)T\“Un(Di;.) . | |
! | uy(p?) *a(pie) | | 1
| | [ap) : | : |
! /q P uh(p}‘)\ : : }
:‘ i i an(pta) i i i 3 > P
P P2 Py P Pivt Pis2 Prs1

Figura 6.2. Graus de liberdade dos elementos ieigi@rios na formulacdo original do MEFGD.

Para obter o sistema de equagbes do elemignsabstitui-set =a+ kp, v=c+dp,
(6.24), (6.25) e (6.26), em (6.18) e (6.19). Paralemento |, substitui-set=a+ p,
v=c+dp, (6.24), (6.25) e (6.27), em (6.18) e (6.19). Bdendo-se de maneira similar ao

descrito para os elementos intermediarios, obtémnrsesistema de quatro equacdes e seis

incognitas para o primeiro e para o ultimo elemento
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Para o primeiro elemento do intervalo, os graub@edade estdo associados aos nos

conforme descrito abaixo:

) u, (). 6, ;) pela direita do n, ;
i) u,(P,), 9,(p;) pela esquerda do rg;
i) u,(P3), q,(,) peladireita do nd, .

ELEMENTO ELEMENTO
1

A\
-

P P2 Ps Pi Dlm
Figura 6.3. Graus de liberdade do elemento 1 mautacdo original do MEFGD.

Aos nos do ultimo elemento do intervalo associamssgraus de liberdade conforme

descrito abaixo:

i) u,(,), q,(,) pela esquerda do mj,;
i) u,(Pn), 9, (py) pela direita do nd,;
I”) l'Ih (p;+1)! qh (p;+1) pela esquerda do rmwl'

u,.4,
A
ELEMENTO ELEMENTO
n-1 n

- m

I

|
uh(pﬂ-+1)
P lqu;J

n 1
P

pn+1

Figura 6.4. Graus de liberdade do elemento n mautagdo original do MEFGD.
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Observa-se das Figs. 6.3 e 6.4 que sobre as edtides do intervalo associam-se dois
graus de liberdade que correspondem aos valordssiecamento e de sua derivada pelo lado
interior do intervalo e sobre o0 nd pertencentengerior do dominio associam-se 0s 4 graus de
liberdade igualmente aos nos dos elementos intednnesl

Sendon o numero de elementos finitos utilizados parardiszar o dominio, tem-se
um sistema dedn equacdes comin incognitas a serem determinadas. A solucdo deste

sistema séo os valores de e g, pela direita e pela esquerda dos nés intermedi&rios
valores deu,, e ¢, sobre os nos das extremidades do intervalo.

Uma vez que as aproximacOes e ¢, obtidas sdo descontinuas sobre os nos,
utilizam-se as definicbei=u e g=u (CASTILLO, 2003) juntamente com as definicbes
(6.24)-(6.27) para se obter as solugdes aproximaglasq, sobre os nos.

Por fim, observa-se que com a introducdo da vdrigvesta formulacdo do MEFGD

pode ser classificada como mista, pois aproximetatinente os campos de deslocamento e

deformacéo.
6.7. FORMULACAO ALTERNATIVA DO MEFGD

Considerando-se o0 elevado numero de graus de ditherdssociados aos nés dos
elementos finitos resultantes da aplicacdo da ftargdio original do MEFGD apresentada na
Secdo 6.6, introduz-se uma formulacao variaciohefrativa para aplicagdo do método em

que apenas os valores dg sdo obtidos diretamente da inversdo do sistemegdacoes

resultante, sendo os valores@le obtidos por pés-processamento a partir dos vatiees, .

Similarmente ao realizado na Secédo 6.6 introdua-sguacao diferenciag—u=q.
p

Aqui, no entanto, esta equagdo nao é integradpartes e o problema (3.20)-(3.22) passa a
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ser descrito pelo sistema de equacgdes de primeieanodado por

du_q. (6.34)
dp

[ (%w 20+ v— 2yu—g vjpzdo = (6)35
°dp p P

Integrando-se apenas a equacdo (6.35) por patiegase a formulacdo fraca do

problema dada por:

j—g =a, (6.36)
I:”l(qg—;pz + ZVUVJ = ap’(pn) - av?(p)- (6.37)

Aproximando-se a solucao exa(ba,q) com fun(;(”)es(uh ,qh) no espaco de elementos

finitos U, xV, O UxV para qualquerJV,, tem-se que

dd_l:)h . (6.38)
[0 g 2] = (i) 0w o) (6:39)

observa-se gque nesta formulacédo aparece apenagcorfiméricog,, que S80 0S mesmos
adotados na formulacdo anterior, ou seja, paral@seatos pertencentes ao interior do
intervalo utiliza-se (6.25) e para os elementoser@emidade(0,p,) utiliza-se (6.26b) e
(6.27Db), respectivamente.

A solugédo aproximadal, adotada € dada por (6.28) e a solucdo aproxinggda
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determinada a partir de (6.34) e é dada por

U, (0re)— U, @) '
pi+l _pi

q, ()= (6.40)

De forma similar ao realizado na Secéo 6.6, coestree trés sistemas de equacdes

lineares, sendo um para os elementos intermedidoiastervalo(0,p,), I, i =2,...,n—1, um
para o elementd, e um para o elementq.

Para obter o sistema de equacdes dos elementorediérios substitui-se =a+ p,

(6.28), (6.25) e (6.40) em (6.39). Por simplicidadestra-se abaixo, o sistema (6.38)-(6.39)

com a substituicdo apenas da expressaa+ bp

du, _
d—p—qh, (6.41)
;" (aube® + 2y, @ 1) 8="q (& bpin)-"A (@ MpS(p7). (6.42)

Fazendo-se todas as operacdes necessarias emd@gdRP)pando-se os termos que

possuem o0s coeficientes e b em comum chega-se a uma equacdo esquematicamente

representada por

a( +b@, = 0. (6.43)

Como os coeficientea e b sado arbitrarios, implica que os term@ em (6.43) sao

nulos,

(=0, (O,=0, (6.44)
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ou seja, obtém-se um sistema de duas equacdesetinem cada elemento=(p’,p7,),

i =2,...,n—1para seis incognitas (Fig. 6.5), a saber

) u,(P;), u,(p) pela esquerda e pela direita domgrespectivamente;
i) u,(piy) s U,(p,) pela esquerda e pela direita domg, respectivamente;
iii) u,(p,) peladiretadon®,_,;

iv) u, (P,.,) pela esquerda do rmm,, .

u,
A
ELEIMENTO ELEM|ENTO ELE|N:|‘E1NT0
L uee— I |
| | " i.\iuh(p:ﬂ) ; 4(pé i
i i’/ Uh(P;) :'/ |
L) e L ul)e | |
| : | | | ! > P
P P2 .- P pi Pix1 Pis2 - Prs1

Figura 6.5. Graus de liberdade dos elementos im@iarios na formulacéo alternativa do MEFGD.

Para obter o sistema de equagbes do elemgntsubstitui-sev =a+ bp, (6.28),

(6.26b) e (6.40), em (6.39). Procedendo-se de mamrsgmelhante ao descrito para 0s
elementos intermediarios, obtém-se um sistema agas dquagbes e quatro incognitas (Fig.

6.6) para o primeiro elemento, a saber

U,

ELEI\{IENTO ELEMZENTO

P P2 Ps Pi p';”
Figura 6.6. Graus de liberdade do elemento 1 mautacdo alternativa do MEFGD.

i) u,(p;) pela direita do n@, ;
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ii) u,(p,) pela esquerda do my,;
iii) u,(p;) peladireita do n@,;

iv) u, (p;) pela esquerda do .

Para obter o sistema de equagbes do elemgntsubstitui-sev=a+ bp, (6.28),

(6.27b) e (6.40), em (6.39). Semelhantemente acrittepara os elementos intermediarios,
obtém-se um sistema com duas equacdes e quatrgnita® (Fig. 6.7) para o ultimo

elemento, a saber

i) u,(p;_,) peladireita do nd,_;;
ii) u,(P,) pela esquerda do rmy,;
iii) u,(p;) peladireita do nd,;

iv) u,(p,.,) pela esquerda do mm,,,.

uh
A
ELEMENTO ELEMENTO
n-1 n

B A N T ;

: : : :/ e |

i i i : Uh(pn-H)

: : : Un(pn-i) ! Uh(P:) /

i i i :' | —>P

p1 p2 s e pn.1 pn pn+1

Figura 6.7. Graus de liberdade do elemento n madtacao alternativa do MEFGD.

Observa-se das Figs. (6.5)-(6.7) que nesta forriaJaassociam-se a cada ndé do
interior do intervalo apenas os dois graus de dibée em deslocamento, que correspondem
aos valores do deslocamento pela direita e pelacesdg do nd. Sobre as extremidades do
intervalo associa-se apenas um grau de liberdagle@uesponde ao valor do deslocamento
pelo lado interior do intervalo.

Sendo n o numero de elementos utilizados na disagdio do dominio, tem-se um

sistema de2n equacdes lineares cofn incognitas a serem determinadas. A solucéo deste
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sistema séo os valores de a direita e a esquerda dos nés da malha utiliZaslaalores de
g, sao obtidos de (6.40).

Ilgualmente a formulagé@o anterior, as aproximagde® ¢, obtidas sdo descontinuas
sobre os nés. Utilizam-se as definicies u e g=u (CASTILLO, 2003) juntamente com as

defini¢cbes (6.24)-(6.27) para se obter as solugpesximadas, e ¢, sobre 0s nos.
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Resultados

Capitulo

7.1. CONSIDERACOES INICIAIS

Apresentam-se 0s resultados numéricos geradoohlgdas dos problemas discretos
obtidos via MEFGC, MEFGD original e formulacao aitiva do MEFGD descrita na Secéo
6.7. Os resultados numéricos sdo comparados coingée exata do problema.

Lembrando-se do Cap. 3 que o campo de deslocamestsatisfaz a condicao de

compatibilidadeu(0)= 0 do problema da esfera sé existe para o parametierial K > 1/3,
utiliza-se para a obtencao das soluces aproxim@slasguintes valores iniciais:= Qe
fornece y=0, 055 de (3.21), p=1000, n=C,/C,=1/2, C,=10°, C,, =5x10" e

C,, =55x10°, em unidades adimensionais. Estes valores forarolnédos de forma a
satisfazer as restricbes das constantes elastoastrial e dos valores da forca compressiva

p que podem ser aplicados na superficie externafdeagdescritas no Cap. 3.

Primeiramente, apresentam-se o0s graficos com agdtagss numéricos obtidos
utilizando-se diferentes malhas de elementos &nipara cada uma das formulacdes
empregadas. Estas solu¢cdes aproximadas sdo compa@u a solucdo exata do problema

apresentada no Cap. 3. Graficos comparativos astsolucbes aproximadas obtidas com o
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MEFGC e com ambas as formulagcbes do MEFGD e cutlea®rros entre as solucdes
aproximadas e a solugcdo exata obtidas a medidaajuefina a malha de elementos finitos
para ambas as formulacdes sdo apresentadas. Panafisa-se a convergéncia das solucdes
aproximadas de um ponto do dominio pertencentgiaa®nde n&o ocorre a auto-interseccao

da matéria e de outro pertencente a regido ondescg@uto-interseccao.

7.2. RESULTADOS OBTIDOS UTILIZANDO-SE O MEFGC

Lembra-se da Secao 6.5 que a discretizagdo do oofoirfieita com elementos finitos
lineares por partes, continuos sobre os nés. Nisteetizacdo cada elemento do dominio
possui dois nés e um grau de liberdade por néltaeslo no total de dois graus de liberdade

por elemento, sendo estes graus de liberdade Gedeento.

7.2.1. CAMPO DE DESLOCAMENTO

Na Fig. 7.1 mostram-se os resultados para o campueslocamentos versus o raio

p no intervalo(0,1).

-0,001 1

-0,002 7

-0,003 4

-0,004 :

S 0,005 ,
-0,006
-0,007 1
-0,008 A

-0,009 1

-0,01 T T

Exata =B~ GC2 —¢ -GC4 — A& -GC8 — B -GD16 — ¢ - GC32 — & -GC64 o~ GC128 — B - GC256 -~ GC512 o= GC1024|

Figura 7.1. Solucao exata u x solugdoaim MEFGC para diferentes malhas.
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A linha cheia representa a solucdo exata dada3p@8)( (3.25), (3.24) e (3.21), e as
demais linhas, tracejadas, representam solucoerina® obtidas com o emprego do
MEFGC para malhas uniformes com 2, 4, 8, 16, 32,188, 256, 512 e 1024 elementos.
Observa-se deste grafico que, a medida que sa i@fimalha de elementos finitos as solucdes

numericas obtidas aproximam-se bem a solucao drgteoblema.

7.2.2. CAMPO DE DEFORMACAO

A Fig. 7.2 mostra os resultados para o campo demef;do da esfera sob compressao
radial uniformemente distribuida obtidos com o MEF@ara malhas uniformes com 2, 4, 8,
16, 32, 64, 128, 256, 512 e 1024 elementos, quesd@parados com a solugcéo exata do
problema. O campo de deformacdo é uma grandezaadarido campo de deslocamento.
Uma vez que foram utilizadas funcbes lineares potep para aproximar o campo de
deslocamento, as aproximacdes obtidas para o cdengeformacao sao constantes sobre os

elementos.

-10 T T T
-0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

p

Figura 7.2. Solucdo exata u’ x solucgagm MEFGC para diferentes malhas.
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7.3. RESULTADOS OBTIDOS COM O MEFGD — FORMULACAO OR IGINAL

Para este estudo, lembra-se da Sec¢éo 6.6 queretidegio do dominio foi feita com
elementos finitos lineares por partes e descondirsobbre os nés. Nesta discretizacdo cada

elemento possui dois n6s. Cada no pertencenteteromdo intervalo(0,p,) possui quatro

graus de liberdade, sendo dois graus de liberdadkeslocamento, um pela esquerda e outro
pela direita do n6, e dois graus de liberdade dasatias, igualmente associados. Os nés das
extremidades do intervalo possuem dois graus eéediole, sendo um de deslocamento e um
da derivada, definidos pelo interior do n6. O sieresultante possui 4n equacdes e 4n

incégnitas.

7.3.1. CAMPO DE DESLOCAMENTO

Na Fig. 7.3 mostram-se os resultados para o camppeslocamentos versus o raio

p no intervalo(0,1).

-0,001
-0,002 1
-0,003 1
-0,004 i

S 0,005 1
-0,006 1

-0,007 1

-0,008 7

-0,009 7

-0,01 T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

p
Exata =~ GD2 &~ GD4 ~#~ GD8 ~~©-~ GD16 =~ GD32 %+ GD64 == GD128 =+~ GD256 - GD512 == GD102A|

Figura 7.3. Solugdo exata u x solugdoaum MEFGD original para diferentes malhas.

A linha cheia representa a solucdo exata dada3p@s)( (3.25), (3.24) e (3.21), e as
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demais linhas, tracejadas, representam solucfe<riva®m obtidas com o0 emprego da
formulacao original do MEFGD para malhas uniforroes 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256, 512
e 1024 elementos. Os resultados discretos obtidosedida que se refina a malha de
elementos finitos, fornecem boas aproximacbes paraolucdo exata do problema.

Comparando-se a Fig. 7.1 com a Fig. 7.3 obsentusaa regido do raio que varia de 0,5 a

1,0, o MEFGD fornece melhores aproximacoes pacdug&o exata do que o MEFGC.

7.3.2. CAMPO DE DEFORMACAO

A Fig. 7.4 mostra os resultados para o campo derdef;ao da esfera obtido com o
MEFGD para malhas uniformes com 2, 4, 8, 16, 32,188, 256, 512 e 1024 elementos, que
sdo comparados com o resultado obtido da solugdtiea do problema. Observa-se que esta
formulacao fornece boas aproximacgdes para o camplefdrmacao da esfera.

Lembra-se da solucéo analitica do problema apd&mo Cap. 3 que quangae=0

o campo de deformacédo tende ao infinito. Observdageig. 7.4, na regido proximapes 0,

gue a medida que se refina a malha de elemenitssfis resultados numéricos obtidos com

o MEFGD tendem gradativamente ao infinito.

2

-10 T : - : - . . . .
0,1 0 01 02 03 04 05 06 07 038 0,9 1
p

Figura 7.4. Solucao exata u’ x soluggagm MEFGD original para diferentes malhas.
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7.4. RESULTADOS OBTIDOS COM O MEFGD — FORMULAGCAO AL TERNATIVA

Lembra-se da Secdo 6.7 que nesta formulacdo, aageentencente ao interior do
intervalo (0,p,) possui dois graus de liberdade, sendo dois grauslimbrdade de

deslocamento. Os nds da extremidade do intervasusomn um grau de liberdade também de

deslocamento. O sistema linear resultante posseg@acdes e 2n incégnitas.

7.4.1. CAMPO DE DESLOCAMENTO

Na Fig. 7.5 mostram-se os resultados para o campueslocamentos versus o raio

p no intervalo(0,1). A linha cheia representa a solugéo exata dadé3@s), (3.25), (3.24) e

(3.21), e as demais linhas, tracejadas, represesuupdes numéricas obtidas com o emprego
da formulacdo alternativa do MEFGD para malhasoamés com 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128,
256, 512 e 1024 elementos. A formulacao fornecs bpeoximacdes para a solucéo exata do

problema a medida que se refina a malha de eleméniims.

-0,001 1
-0,002
-0,003
-0,004 |

S 0,005
0006 {\} |
-0,007 1

-0,008 1

-0,009 A

-0,01 T T T T T T T T T
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1

p

|+ Exata = GD2 -t GD4 -4~ GD8 ~-©~ GD16 - GD32 -~ GC64 GD128 - GD256 -—-#- GD512 > GD1024|

Figura 7.5. Solugdo exata u x soluggeam MEFGD alternativo para diferentes malhas.
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7.4.2. CAMPO DE DEFORMACAO

A Fig. 7.6 mostra os resultados para o campo dermetdo da esfera obtidos com a
formulacado alternativa do MEFGD para malhas unigsrmoom 2, 4, 8, 16, 32, 64, 128, 256,
512 e 1024 elementos, comparados com a solucda draproblema. Nesta formulacdo o

7

campo de deformagdo € derivado do campo de destmtamu, (Secdo 6.7)

semelhantemente ao MEFGC e nao diretamente daéweo sistema de equacdes resultante
como na formulagcdo original do MEFGD, onde a aprmagdo € linear. Desta forma, as
aproximacoes obtidas s&o constantes no interi@mada elemento. Observa-se que no limite
do refinamento, as aproximacgdes constantes sol@lementos préximos a origem tendem ao

infinito.

-10

01 0 01 0.2 03 0,4 05 06 07 08 09 1
p

| —Exata - GD2 ¢~ GD4 A GD8 % GD16 - GD32 -o--GD64 - ®---GD128 - GD256 A GD512 e GD1024|

Figura 7.6. Solucdo exata u’ x solucgacgm MEFGD alternativo para diferentes malhas.
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7.5. COMPARACAO DOS RESULTADOS

7.5.1. CAMPO DE DESLOCAMENTO

Na Fig. 7.7 mostra-se o grafico do campo de dasleatou versus o raiop no
intervalo (0,1). A linha cheia representa a solucdo exata dadg326), (3.25), (3.24) e

(3.21), e as demais linhas, tracejadas, represesuupdes numéricas obtidas com o emprego
do MEFGC, MEFGD original e MEFGD alternativo panmmal malha uniforme com 1024
elementos. Observa-se deste grafico que todas lagdes numeéricas aproximam bem a

solucéo exata.

0

-0,001

-0,002

-0,003 1

-0,004

> -0,005

-0,006 1

-0,007 4

-0,008 1

-0,009 4

-0,01

0 01 0,2 03 04 05 06 07 08 0,9 1
p

— Exata - MEFGC -~ MEFGD ORIGINAL ---%--- MEFGD ALTERNATIVO

Figura 7.7. Curvas de deslocamento y & raiop no intervalo (0,1).

7.5.2. CAMPO DE DEFORMAGCAO

Na Fig. 7.8 mostra-se o campo de deformaggo=u’ versus o raiop[1(0,1).

Similarmente ao exposto acima, a linha cheia reptasa expressao exata dee as demais
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linhas representam solu¢gdes numéricas obtidas cempoego do MEFGC, MEFGD original

e MEFGD alternativo para uma malha uniforme com4l@2mentos. Observa-se do exposto
nas Sec¢bes 6.5 e 6.7 que as aproximacded' debtidas de ambos, MEFGC e MEFGD
alternativo, sdo constantes sobre cada elementaeeas) aproximacdes dé obtidas do
MEFGD original séo lineares sobre cada elementse@b-se deste grafico que todas as
expressdes numéricas aproximam bem a expressém @xat . Observa-se ainda que as
aproximacdes obtidas com todas as formulac¢des rreageinfinito a medida que tende a

Zero.

-10 T
-0,2 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

p

em— XAt ==& MEFGC ---@--- MEFGD ORIGINAL ---{F--- MEFGD ALTERNATIVO

Figura 7.8. Curvas de deformacéo u,&aaiop no intervalo (0,1).

7.6. ANALISE DE ERROS

7.6.1. CAMPO DE DESLOCAMENTO

A Fig. 7.9 mostra curvas de erros entre a solugatael e as solugdes aproximadas

u, geradas pelas formulagbes do MEFGC, MEFGD origigaMEFGD alternativo,

utilizando-se malhas uniformes com 2, 4, 8, 16,632,128, 256, 512 e 1024 elementos. Para
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o calculo destes erros utilizou-se a norma Euclalia

n %
0 =(Slef | 1)
ondee € o erro da aproximagao por elementos finitosdedipor
€= u(Di )—ALL @i ), (7-2)

Para obtengéo dos erros com o MEFGC, os valoresisagl obtidos da inverséo do
sistema de equacdes resultante da substituica® ©Ye(6.8) em (6.11) foram substituidos em
(7.2) e estes, em (7.1) para cada uma das disgg@ég utilizadas. Para obtencdo dos erros
com ambas as formula¢cdes do MEFGD, uma vez querasimmacoesu, obtidas nestas
formulagcbes sao descontinuas sobre os noés, utie@udefinicdal = u (CASTILLO, 2003)
juntamente com as defini¢cdes (6.24), (6.26a) e/€).para se obter as solugbes aproximadas

u, sobre os nés. Com estas aproximagoes aplicowdeéracao (7.2) em (7.1) para obter os

erros para cada uma das discretizacdes utilizadas.

-2,5

3 W‘\

-3,5 1

log 10e

— T
a5 ] /—\\\

-5

T T T T T r
0 0,5 1 1,5 2 2,5 3 35
log 1on

| —&— MEFGC —@— MEFGD ORIGINAL —4&— MEFGD ALTERNATIVO |

Figura 7.9. Curvas de erro obtidas de resultadaigs pelo MEFGC, MEFGD original e MEFGD alternativ
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As curvas mostradas na Fig. 7.9 referem-se aoitogana base dez do ere dado
por (7.1) versus o logaritmo na base dez do nurder@lementos finitos utilizados para
discretizar o dominio em todos os métodos. Obssevadestas curvas que o0s resultados
gerados pelas formulagdes original e alternativavidd-GD sado bem mais precisos que 0s
resultados gerados pelo MEFGC. Observa-se aindas|@#ros obtidos com a formulacao
alternativa do MEFGD sao um pouco maiores que ros @btidos com a formulag&o original

do MEFGD.

7.6.2. CAMPO DE DEFORMACAO

A Fig. 7.10 mostra curvas de erros entre a solegatau’ e as solucdes aproximadas
g, geradas pelas formulagbes do MEFGC, MEFGD origigaMEFGD alternativo,

utilizando-se malhas uniformes com 2, 4, 8, 16,632,128, 256, 512 e 1024 elementos. Para

o calculo destes erros utilizou-se a definicaorde medio

(7.3)

onden é o nimero de elementos finitoge= U ©, )G, 0, ).
Para obtencéo dos erros com o MEFGC, os valoregisigg obtidos a partir dos
valores deu, foram substituidos ers, = U (o, -G, @, ) e estes, em (7.3) para cada uma das

discretizacOes utilizadas. Para obtencédo dos eons ambas as formulagbes do MEFGD,

uma vez que as aproximacgogs obtidas nestas formulacdes sdo descontinuas eshiés,
utilizou-se a definicdoq=u (CASTILLO, 2003) juntamente com as definicdes %§,2

(6.26b) e (6.27b) para se obter as solugbes apaaisx, sobre os nos e aplicou-se a
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definicdo (7.2) em (7.3) para cada uma das dizagdes utilizadas.

As curvas mostradas na Fig. 7.10 referem-se awitogp na base dez do erro médio
dado por (7.3) versus o logaritmo na base dez dweriide elementos finitos utilizados para
discretizar o dominio. Observa-se destas curvas @ueedida que se refina a malha de
elementos finitos, o erro médio diminui para todagormulacdes. Para uma dada malha, os
resultados gerados pela formulacéo original do MBF@0 mais precisos que o0s resultados
gerados pela formulacdo alternativa do MEFGD. Atksso, os erros obtidos com ambas as

formulacdes do MEFGD séo bem inferiores aquelesiabtom o MEFGC.

25 ] .\'\.\.\.\E\'\'\*\.\_

-3,5 1

log 10e

451 0/."."\.\—'\‘\9\._\‘\‘
0 05 1 15 2 25 3 35
log 10n

-5

| —&— MEFGC —&— MEFGD ORIGINAL —@— MEFGD ALTERNATIVO |

Figura 7.10. Curvas de erro obtidas de resultadoadgs pelo MEFGC, MEFGD original e MEFGD alterviati

7.7. ANALISE DE CONVERGENCIA DOS METODOS EM PONTOS SITUADOS

DENTRO E FORA DA REGIAO DE AUTO-INTERSECCAO

Considerando-se que o problema da esfera posssirdgaes, uma onde ocorre e
outra onde ndo ocorre o fendbmeno da auto-intersecgdn caracteristicas bem diferentes,

analisa-se a convergéncia das solugbes aproxinohdidss para um ponto pertencente a cada
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uma destas regibes com ambas as formulacbes dosdoméidos elementos finitos
empregadas.

As solucdes aproximadas podem convergir para &&olaxata de um problema de
forma mondtona ou ndo monétona (SORIANO, 2003).

Seja a funcéo erro definida por (7.2), diz-se geies@ucdes aproximadas obtidas a
medida que se refina a malha de elementos fintimsyergem de forma mondtona para a
solucéo exata do problema quando a variacdo d@duego tende a zero monotonicamente,

caso contrario, a convergéncia € nao monotona THd).

deslocamento
A

N convergéncia ndo monotona
solucdo exata

Y

namero de equagdes

Figura 7.11. Curvas de convergéncia monétona enwdxwtona (Fonte: Soriano, 2003).

7.7.1. CAMPO DE DESLOCAMENTO

Mostra-se na Fig. 7.12 um grafico do deslocamenioutado emp =1 versus o
logaritmo na base 2 do numero de elementos firlkdsha cheia horizontal corresponde ao
valor exato deste deslocamento e as outras linbsspondem aos valores aproximados
obtidos com o MEFGC, MEFGD original e MEFGD altdima. Observa-se desta figura que

0os deslocamentos nodais obtidos com o MEFGC coemergssintoticamente para o
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deslocamento nodal obtido da solucdo exata a mejlidase refina a malha de elementos
finitos utilizada para discretizar o dominio. Osldeamentos nodais obtidos com ambas as
formulacdes do MEFGD aproximam melhor os deslocamsenodais obtidos da solucdo
exata do que os deslocamentos nodais obtidos ddiBFE>C. Em particular, observa-se que
para uma discretizacdo com apenas dois elementbssaas formulacbes do MEFGD
produzem aproximacfes a solucdo exata que saovelemsnte melhores do que a
aproximacdo produzida com dois elementos do MEF@&bserva-se ainda que a
convergéncia do MEFGC € monotona conforme pred#oliteratura para métodos de

elementos finitos conformes (SORIANO, 2003).

-0,0082
-0,0083 5‘.\
00084 {
-0,0085
-0,0086 T

S -0,0087
-0,0088
-0,0089 A
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-0,0091

-0,0092 T T T T T T T T T
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11

| —&—Exata -4 MEFGC -4~ MEFGD ORIGINAL —-%-- MEFGD ALTERNATIVO |

Figura 7.12. Curvas deslocamento xlogara ponto na regido sem auto-interseccao.

Mostra-se na Fig. 7.13 um grafico do deslocamealtutado emp =1/256 versus o

logaritmo na base 2 do numero de elementos filkdgha cheia horizontal corresponde ao
valor exato deste deslocamento e as outras linbl@espondem aos valores aproximados
obtidos com o0 MEFGC, MEFGD original e MEFGD altdiva. Observa-se da Fig. 7.13 que
a curva obtida com o MEFGC indica tendéncia de eay&ncia assintética para a solucao

exata. Os deslocamentos nodais obtidos para amsbasnaulagbes do MEFGD convergem
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para os deslocamentos nodais obtidos da soluc&a.e®a erros obtidos com ambas as

formulacdes do MEFGD sao bem menores do que os ebtados com o MEFGC.

-0,0043
'S
-0,0044 { ™

-0,0045 o
-0,0046 -
-0,0047 1

> -0,0048 1 ‘

-0,0049 1 T .

0005 T

00051 1 T e

-0,0052 ¢

________________________ g
- --ooeeoom I e ¥ T
)
-0,0053 T T |

8 9 10 11
log ,n

| —&— Exata -4~ MEFGC ---#&--- MEFGD ORIGINAL ---#&-- MEFGD ALTERNATIVO |
Figura 7.13. Curvas deslocamento x.logara ponto na regido com auto-intersec¢ao.

A Fig. 7.14 mostra uma ampliacdo da Fig. 7.13 mankanca do valor exato de

u(l/256) para as solucbes aproximadas obtidas com ambé&sraslacbes do MEFGD.

Observa-se que ambas convergem de forma ndo mangdaoa a solucdo exata do problema.

-0,005215
-0,00522
® 4 —0
ke
0008225 1 e
,'. ———————————
-0,00523
S -
e
-0,005235 T
-0,00524
-0,005245 |
s
-0,00525 T ;
8 8,5 9 9,5 10 10,5 11
log ,n
| —&—Exata -~ MEFGD ORIGINAL -4~ MEFGD ALTERNATIVO

Figura 7.14. Curvas de deslocamento obtidas com@IEBriginal e MEFGD alternativo.
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7.7.2. CAMPO DE DEFORMACAO

Mostra-se na Fig. 7.15 um gréfico da deformacdecutadla emp=1 versus o

logaritmo na base 2 do numero de elementos finlkdsiha cheia horizontal corresponde ao
valor exato desta deformacdo e as outras linhasgjidas, correspondem aos valores
aproximados obtidos com o MEFGC, MEFGD original ERGD alternativo.

Observa-se desta figura que as deformacdes oldatasolucdes aproximadas pelo
MEFGC convergem assintoticamente para o valor egataleformacdo e que ambas as
formulacdes do MEFGD fornecem aproximacfes maigigae do que as aproximacoes

obtidas com o MEFGC.

-0,0005
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-0,0015 14
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Figura 7.15. Curvas deformacé&o xJogara ponto na regido sem auto-intersecc¢ao.

A Fig. 7.16 mostra uma ampliacdo da Fig. 7.15 makianca do valor exato d€(1)

para destacar as curvas das deformacdes aproximbtdas com ambas as formulagdes do
MEFGD. Observa-se que as deformacdes nodais obtiolas ambas as formulagbes do
MEFGD convergem assintoticamente para o deslocamedal obtido da solucdo exata do

problema & medida que se refina a malha de eleséinttos. As aproximacgdes obtidas com
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a formulacéo original do MEFGD sdo melhores do geeaproximacdes obtidas com a

formulacao alternativa do MEFGD.
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Figura 7.16. Curvas deformacédo xJo@mpliadas obtidas com MEFGD original e MEFGDrakévo.

Mostra-se na Fig. 7.17 um grafico da deformacéoutaiia emp =1/256 versus o

logaritmo na base 2 do numero de elementos finitos.
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Figura 7.17. Curvas deformacé&o xJogara ponto na regido com auto-intersecc¢ao.

A linha cheia horizontal na Fig. 7.17 corresponde@or exato desta deformacéo e as
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outras linhas correspondem aos valores aproximatdislos com o MEFGC, MEFGD
original e MEFGD alternativo. Observa-se da Fig.77que a curva obtida com a formulacéo
do MEFGC indica tendéncia de convergéncia asstatdiara o valor exato de deformacao.
Observa-se também que ambas as formulacbes do ME&@Ecem resultados numéricos
gue estdo de muito bom acordo com o valor exatefirmacao e que estes resultados séo
mais precisos do que os resultados obtidos com &GLE Com o objetivo de melhor
visualizar as soluc¢des aproximadas obtidas com suab&ormulacdes do MEFGD mostra-se

na Fig. 7.18 uma ampliacéo da Fig. 7.17 na vizigphao valor exato de'(1/256) .

Observa-se da Fig. 7.18 que aqui também os vaiwdais de deformacéo obtidos
com ambas as formula¢cdes do MEFGD indicam tend@&wcizonvergéncia assintotica para o

valor exato deu'(l/256 ) Os erros obtidos com a formulagdo original MEFGD séo

menores do que os erros obtidos com a formulagg&onativa do MEFGD. Observa-se
também que ambas as formula¢cdes do MEFGD forneesuitados numéricos que estdo de
muito bom acordo com o valor exato de deformac§oecestes resultados sdo mais precisos

do que os resultados obtidos com o MEFGC.
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Figura 7.18. Curvas deformagédo xJogmpliadas obtidas com MEFGD original e MEFGDrakiivo.
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Conclusoes

Capitulo

8.1. OBSERVACOES FINAIS

Estudou-se o problema da esfera anisotrOpica radide simétrica submetida a
compressao radial uniformemente distribuida sobsaaasuperficie externa no contexto da
teoria da elasticidade linear classica. A solugésted problema prediz o fendmeno da auto-
interseccdo em uma regido proxima ao centro dasedle contexto de uma teoria de
minimizacdo com restricdo, este fendbmeno é elingnad

Aplicou-se o Método dos Elementos Finitos de Gateassico (MEFGC) e duas
formulacdes do Método dos Elementos Finitos de rigal®escontinuo (MEFGD) para obter
solucbes aproximadas para o problema da esferaesgngao.

Embora o problema seja tridimensional, a considerale deformacdes radialmente

simétricas reduz o0 mesmo a um problema unidimeakionjo dominio € o intervaI(JO,pe).

Para a aplicacdo do MEFGC a discretizacdo destevaid foi feita com elementos finitos
lineares por partes e continuos nos noés. Para madsssocia-se um grau de liberdade de
deslocamento. Sendo o intervalo discretizado entementos, o sistema linear resultante
possuin equacdes @ incognitas.

Para a primeira formulacdo do MEFGD, em que se xapeom o0 campo de
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deslocamento e de deformacdo simultaneamente¢r@tiiacdo do interval()O,pe) foi feita

com elementos finitos lineares por partes e desuorg nos ndés. Sobre cada noé do interior do
intervalo associam-se dois graus de liberdade esto@mnmento, que correspondem aos
valores do deslocamento pela direita e pela esquichd. Similarmente, associam-se dois

graus de liberdade para a derivada do deslocanrestdiando em quatro graus de liberdade

por n6 no interior do interval()O,pe). Sobre as extremidades do intervalo associam-ise do

graus de liberdade que correspondem aos valordesloacamento e de sua derivada pelo lado
interior do intervalo. Sendo o intervalo discreiaaem n elementos, o sistema linear
resultantes possui 4n equacdes e 4n incognitas.

A partir da andlise dos erros obtidos para malmé®mnnes com 2, 4, 8, 16, 32, 64,
128, 256, 512, 1024 e 2048 elementos para amboetuglos, MEFGC e formulacéo original
do MEFGD, pode-se observar que a medida que swarafimalha de elementos finitos, os
erros diminuem, sendo que os erros relacionadosrmaufacédo original do MEFGD séo
menores que os erros relacionados ao MEFGC. Darstenf embora a formulacéo original do
MEFGD seja mais custosa do ponto de vista compnakipois envolve um nimero maior
de incognitas, os melhores resultados obtidos empamcdo ao MEFGC justificam a sua
aplicacéo.

A segunda formulacdo do MEFGD aplicada ao probletaa esfera consiste,

igualmente a primeira formulacdo, em introduzigaagado diferenciaf] = u' que neste caso,
ndo € integrada por partes. O sistema de equagdé$ante fornece, apds a inverséo, apenas

os valores deu, . Os valores dej,, séo obtidos por pos-processamento a partir dosestle
uy,.
Na discretizacdo do interval(JO,pe) para aplicagdo desta formulagdo associa-se a

cada né do interior do intervalo apenas os doisiggde liberdade em deslocamento, que
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correspondem aos valores do deslocamento peldadeepela esquerda do no. Sobre as
extremidades do intervalo associa-se apenas umdgréiberdade que corresponde ao valor
do deslocamento pelo lado interior do intervaladaRana discretizacdo com n elementos, o
sistema linear resultantes possui 2n equacdesre@gnitas.

Observa-se que esta formulacéo alternativa redadntero de equacdes do sistema
em comparacdo a formulacdo original do MEFGD e, sequentemente, o0 custo
computacional. A partir da analise dos erros olstipara malhas uniformes com 2, 4, 8, 16,
32, 64, 128, 256, 512, 1024 e 2048 elementos pabasas formulacdo do MEFGD, pode-se
observar que a formulacéo alternativa apresenta em pouco maiores do que a formulagéo
original do MEFGD, mas ainda assim muito infericaes erros obtidos com o MEFGC.

Analisou-se a convergéncia dos resultados numéraatsdos para um ponto
pertencente a regido onde ocorre a auto-interse&paca um ponto pertencente a regiao onde
nao ocorre a auto-intersecdo da matéria. A pasirrdsultados obtidos para o ponto onde néo
ocorre a auto-interseccdo pode-se observar que, @aroblema da esfera anisotropica
radialmente simétrica sob compresséao radial ungarente distribuida, o MEFGC fornece
resultados que apresentam convergéncia monétondoreen predito pela literatura
(SORIANO, 2003). Os resultados obtidos com o MERg&Dmitem observar que com apenas
dois elementos finitos a solugdo numeérica corredpote estd muito proxima da solucdo
exata do problema. A analise de convergéncia dpamto pertencente a regido onde ocorre a
auto-intersecao permite observar, que para problgaasfera aqui estudado, o MEFGC
apresenta convergéncia monétona e o MEFGD conveigggéo-monaétona.

As aproximacOes obtidas para o campo de deslocamenpara o campo de
deformacgéo infinitesimal com ambas as formulac@M&FGD sdo muito melhores que as
aproximacoes obtidas com o MEFGC.

Por fim, destaca-se a vantagem adicional do MEF@Dre&lacdo ao MEFGC que
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possibilita obter diretamente o campo de deformal@@roblema estudado sem perder a

ordem de aproximac&o como no caso do MEFGC.
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