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RESUMO

ROCHA, F. C.. Andlise de Dominios Reforcados Através da combinacéo
MEC/MEF Considerando Modelo de Aderéncia. Dissertagdo (Mestrado) — Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, 2009.

Neste trabalho, uma combinag@o do Método dos Elementos de Contorno (MEC) com
o M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) ¢ apresentada para anélise bidimensional de sélidos
elastostaticos reforgados, sendo considerados modelos de aderéncia no acoplamento. O
elemento de contorno ¢ adotado para modelar o comportamento do dominio, enquanto que o
modelo por elementos finitos ¢ utilizado para modelar o enrijecedor. Devido as singularidades
nas equacgdes integrais do MEC, estudou-se o erro ocasionado pelos integrandos de ordem

1/R e 1/R* e como conseqiiéncia sugerem-se, neste trabalho, equagdes mais simples para
representar o erro das integragdes. Para a formulagdo do acoplamento, um polindmio do
terceiro grau ¢ adotado para aproximar tanto o campo de deslocamento quanto a rotagdao do
enrijecedor, enquanto aproximacdes lineares sdo usadas para representar a for¢a de contato
entre o dominio e o enrijecedor. Modelos de escorregamento, apresentados, sao lineares e
governados em func¢do do carregamento escrito em termos das forcas de contato e o
deslocamento relativo. A partir da combinagdo entre 0 MEC e o MEF obtém-se uma matriz
retangular contendo duas equacdes para 0 MEC e uma para o MEF. O resultado das equacdes
algébricas redundantes ¢ eliminado pela aplicagdao do procedimento dos minimos quadrados.
Exemplos ilustram o bom ajuste e os melhores resultados proporcionados pelo controle do
erro das equagdes integrais, mostrando ainda através de exemplos, a potencialidade e as
limitagdes no acoplamento entre os dois materiais, considerando modelos de aderéncia ou
nao.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno, controle de erro, acoplamento
MEC/MEF, modelos de aderéncia.



ABSTRACT

ROCHA, F. C. Reinforced Domains Analysis throughBEM/FEM Combination
Considering Adherence Models. Master Dissertation — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sao Paulo, 2009.

In this work it is presented a coupling between the Boundary Element Method and the
Finite Element Method for two-dimensional elastostatic analysis of reinforced bodies
considering adherence. The Boundary Element is used to model the matrix while the
reinforcement is modeled by the Finite Element. Due to the inherent singularities present in
Boundary Element formulations the quadrature rules, used to develop the necessary integrals
may present undesired errors. In this sense the behavior of this integration error is studied and
a simple way to control it is proposed along the work. Regarding the coupling formulation a
third degree polynomial is adopted to describe the displacements and rotations of the
reinforcement, while a linear polynomial is used to describe the contact forces among the
continuum and the reinforcement. Adherence (or sliding) models are presented and
implemented in the computer code. A linear relation between relative displacement and
transmitted force is adopted. From difference of approximation regarding contact forces and
displacements a rectangular matrix arrises from the BEM/FEM coupling. The additional
equations are eliminated by the use of a least square method based on the multiplication of
transpose matrices. Examples are shown to demonstrate the good behavior of error control
applied on gaussian quadratures regarding Boundary Element simulations for coupled or not
situations, considering or not adherence models.

Keyword: Boundary Element Method, Error control, BEM/FEM coupling, Adherence
models.
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Capitulo 1 — Introdugao

CAPITULO 1

1 Introducao

1.1 Solucao Numérica para Problemas de Engenharia

Em projetos de Engenharia Estrutural a simulagdo numérica possui um papel de
crescente importancia. Isto pode ser atribuido ao réapido avango de poderosos computadores e
de softwares de qualidade resultando na diminui¢do do custo da simulagdo computacional
comparado aos elevados custos e/ou dificuldades praticas dos experimentos. Porém, para
complementar ou até mesmo substituir experimentos, a simula¢do deve ter um elevado grau
de eficiéncia, precisdo e confiabilidade. Esse elevado grau de exigéncia pode nao ser
dependente somente do modelo fisico e matematico que ¢ escolhido para o sistema real que se
deseja simular, mas também na escolha da propria ferramenta de simulagdo, por exemplo

Método dos Elementos de Contorno, € em habilidades de utiliza-lo.

A Figura 1.1 mostra esquematicamente os passos que sdo necessarios fazer para obter,
na Engenharia, uma solu¢do para o problema do mundo real. Primeiramente, uma teoria da
Fisica tem que ser selecionada para modelar o problema. Esta teoria ¢ entdo complementada
por suposi¢oes adicionais no tipo de analise que faz referéncia, em qual espaco dimensional
sera abordado o problema, o tipo de material, o carregamento aplicado e entre outros. Todas
as caracteristicas sdo de interesse para poder descrever o problema com suficiente precisao.

Isto € o que se chama de modelo Fisico para o problema.

O proximo passo € traduzir o modelo fisico em um modelo matematico. O modelo
fisico pode ser representado matematicamente de varias maneiras, entdo ¢ feita uma escolha
pela representagdo que satisfaca as necessidades do problema, por exemplo, pela selecio de
um sistema de coordenadas apropriado, as unidades e as variaveis independentes. Isto conduz
a uma descricdo matematica particular para o problema de equacdes diferenciais ou integrais,
aplicando as descricdes matematica do contorno e das condi¢des iniciais das restrigdes

adicionais (por exemplo, restri¢gdes cinematicas em problemas de contato).

O processo de modelagem ¢ muito importante, e ¢ neste momento que se determina o

melhor resultado que se pode obter em qualquer ferramenta numérica. Qualquer erro no

Analise de Dominios Refor¢cados Através da Combinagdo MEC/MEF Considerando Modelos de Aderéncia 1



Capitulo 1 — Introdugao

processo de modelagem aparecera na solugdo numérica, pois o programa somente resolve a
equagdao matematica e nao pode verificar se a simulagao do fendmeno fisico estd adequada.
Porém, quando se tem um bom modelo matematico, a escolha de uma metodologia apropriada
para a obtenc¢do da solucdo ¢ muito importante para minimizar o pré-processamento (traducao
do modelo matematico para o computador, que envolve a geragdo da geometria ¢ da malha)

computacional e o custo no processo da analise.

Sistema Real <
C D

A
Modelo Fisico

Teoria Fisica: Eletromagnestimo, Mecéanica do Continuo, Fisica Nuclear, etc.

Hipéteses: Andlise Estatica, Dinamica, Transiente
2D, 3D, axisimétrica, casca, etc.
Tipo de material (elastico, plastico, etc.)
Cinematica (grandes deformagcdes, etc.)
Tipo de carregamento.

A
Modelo Matematico

Escolha do sistema de coordenadas, unidades, variaveis independentes;

Equacdes diferenciais, equagdes integrais;
Condigdes iniciais e de contorno;
Restrigdes.

Modelo numérico utilizando MEF, MEC, MDF

Tipo de elemento: triangular, nimero de nés, ordem de integragéo.

Densidade da malha: grosseira, locamente redefinida. <

Parametros da solugao: limite de erro, tolerancias,
tempo de integragao, iteragao, etc.

Preciséo da solugéo do modelo .| refinamento do modelo
matematico. numérico, adaptatividade
A
Interpretacéo dos resultados: _| melhoria do modelo fisico,
experiéncia, senso comum. modificagdo das hipéteses

4

< Solucédo de Engenharia >

Figura 1.1 — Solugdo de Engenharia para problemas Fisicos. Fonte: (GAUL; KOGL; WAGNER, 2003).

r

Para que seja obtido sucesso na resolu¢do numérica do problema ¢ necessario o
completo conhecimento da ferramenta numérica que estd sendo usada, onde o processo de

solugdo freqiientemente ndo ¢ direto. Varios parametros t€ém que ser escolhidos, alguns dos
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quais aumentam a velocidade no processo da solugdo, enquanto outros podem ndo conduzir a

solugdes possiveis ou podem resultar em solugdes erradas quando aplicados incorretamente.

Quando a analise numérica é completada, os resultados t€ém que ser analisados e
julgados com o senso comum e a experiéncia, podendo também ser comparados a

experimentos e a outros resultados numéricos.

Quando se estd convencido que realmente encontrou um resultado preciso para o
modelo matematico, deve-se interpretar estes resultados pelo ponto de vista fisico para
verificar se esta solugdo ¢ também uma boa aproximacdo para o fendmeno que se espera
simular. Quando este ndo € o caso, faz-se necessario modificar ou substituir o0 modelo fisico

em que a analise esta baseada.

Por fim, se obtém uma solucdo na Engenharia para o processo real que se deseja
simular. Com isso, o processo de analise ¢ finalizado e o resultado pode ser usado em
projetos. Isto pode conduzir a uma confirmagao do projeto estrutural ou indicar onde e como

modifica¢des poderiam ser feitas.

1.2 Breve Historico do Método dos Elementos de Contorno (MEC)

O inicio do desenvolvimento das primeiras idéias que contribuiram para o que hoje
conhecemos como M¢étodo dos Elementos de Contorno foi devido aos trabalhos de
Somigliana (1885, 1886), Fredholm (1903), Kupradze (1965) e muitos outros. Ja as
publicagdes de Jaswon (1963) e Symm (1963) podem ser consideradas como de grande
contribuicdo para obter o método que se conhece hoje. Nestes trabalhos, Jaswon (1963) e
Symm (1963) desenvolveram o Método das Equagdes Integrais de Contorno (MEIC) para
problemas de potencial usando a terceira identidade de Green. Baseado nesta abordagem,
Rizzo (1967) e Cruse (1969) desenvolveram a aproximacdo do MEIC para problemas
elastostatico bi e tridimensionais usando a identidade de Somigliana e apresentando a
formulagdo para elastodindmica transiente empregando a transformada de Laplace (GAUL;

KOGL; WAGNER, 2003).

Em 1976 Lachat e Watson deram importante contribui¢do para a implementagao do
método, introduzindo a técnica de sub-regides para controlar problemas de grande escala e
descreveram algoritmos para o calculo das integrais fracas e quase-singulares que aparecem

nas equagdes integrais de contorno. Um algoritmo para o célculo do valor principal de Cauchy
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resultante de singularidades fortes da solugdo fundamental das forcas de superficies foi
apresentado por Guiggiani e Giante (1990). O termo Método dos Elementos de Contorno foi
empregado em 1977 em trés publicacdes (BANERJEE; BUTTERFIEL, 1977; BREBBIA;
DOMINGUEZ, 1977; DOMINGUEZ, 1977), e no ano seguinte, o primeiro livro do método
foi publicado (BREBBIA, 1978). (GAUL; KOGL; WAGNER, 2003).

No inicio da década de 80 surgem atividades de pesquisas no Método dos Elementos
de Contorno, e um crescente nimero de problemas na mecanica estrutural incluindo materiais
e geometrias nao-lineares t€ém sido tratadas. Ainda neste periodo, ampliou a aplicagdao para

outros ramos da fisica-matematica tal como eletrodindmica e mecanica dos fluidos.

Uma caracteristica do MEC ¢ a utilizagdo de solugdes fundamentais que satisfazem as
equagdes diferencias que governam o problema sob a acdo de um ponto fonte. A primeira
solugdo fundamental para elastostatica isotropica do século 19 foi devida a W. Thomson

(1848), mais tarde conhecido como Lord Kelvin. (GAUL; KOGL; WAGNER, 2003).

1.3 Breve Historico do Método dos Elementos Finitos (MEF)

Um ponto logico predecessor ao Método dos Elementos Finitos ¢ atribuido pelas
grandes realizagdes da escola francesa, tal como Navier e St. Venant, de 1850 a 1875
(Richard H. Gallagher, 1975). Os conceitos de andlise estrutural surgiram durante este
periodo, devido aos esforcos de Maxwell, Castigliano e Mohr, entre outros. Conceitos estes
que representaram a base da metodologia, que aproximadamente 80 anos mais tarde, dar-se-ia

o nome de analise matricial de estruturas.

Progresso no desenvolvimento da teoria e das técnicas analiticas que auxiliaram ao
surgimento da analise dos elementos finitos foi lenta no periodo de 1875 a 1920. Isto foi
devido, em grande parte, a limitagdes praticas em resolver equacdes algébricas com algumas
poucas incédgnitas. Sendo que neste periodo o interesse estrutural era por trelicas e porticos,
sendo analisados com abordagem baseado em distribuicdo de tensdo, com pardmetros de

forgas incognitas.

Em aproximadamente 1920, devido aos esfor¢os de Maney nos Estados unidos e
Ostenfeld na Dinamarca, a idéia basica de analise de treligas e porticos baseado na abordagem
onde os parametros incognitos sao os deslocamentos. Estas idéias representam os precursores

dos conceitos da andlise matricial em voga hoje. Diversas limitacdes no tamanho do
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problema, seja ele com incognita for¢a ou deslocamento, continuam até 1932, quando Hard
Cross introduziu o método da distribuicio de momento. Este método tornou possivel a
solugdo de problemas de andlise estrutural de magnitude mais complexas que o mais
sofisticado problemas tratados pelas abordagens anteriores. O método da distribuigdo de
momento tornou a parte mais importante para a analise pratica das estruturas pelos proximos

25 anos.

A apari¢do do primeiro computador digital por volta de 1950 teve uma contribuicao
desprezivel, inicialmente, para a evolugdo da pratica com a teoria. Este pouca contribui¢ao
dos computadores foi devido ao problema de codificacio de procedimentos bem-
estabelecidos para analisar estruturas em formatos adequados aos computadores, o formato de
matriz. Dois notaveis desenvolvimentos foram publicados, um por Agryris e Kelsey e o outro
por Turner, Clough, Martin e Topp. Essas publicagdes uniram os conceitos de analise
estrutural e analise do continuo tendo como resultado procedimentos no formato de matriz.
Estes autores influenciaram no desenvolvimento do método dos elementos finitos nos anos
seguintes. No entanto pode parecer impreciso atribuir o método a estes trabalhos, pois
caracteristicas importantes do método apareceram até mesmo antes de 1950 nos artigos de
Courant, McHenry e Hrenikoff. O trabalho de Courant ¢ particularmente significante, pois
este se preocupa com problemas governados por equacgdes aplicdveis a outras situagdes
diferentes da mecanica. Mas como este breve historico ¢ focado no método dos elementos
finitos aplicados a mecanica estrutural, ndo seria nenhuma injustica atribuir as importancias

devidas as duas publicac¢des acima citada.

A tecnologia da andlise dos elementos finitos teve avangos em inumerosas fases desde
1950, para maiores detalhes deste progresso veja Zienkiewicz (1970). Motivado por
formulacdes de elementos para tensdo plana, pesquisadores estabeleceram elementos
correlacionados para solidos, placas, vigas, chapas e outras formas estruturais. Uma vez
estabelecido a abordagem para andlise linear, estatica e eldstica, a aten¢do tornou o foco a
fenomenos especiais tais como respostas dinamicas, flambagem, materiais ¢ geometrias nao-
lineares. Foi necessario estender ndo somente a formulagdo de elementos, mas também a
estrutura geral da andlise. Este avango foi marcado por um periodo de intenso
desenvolvimento de programas, gerais, de computadores, destinados a por a capacidade do

método nas “maos” dos profissionais.
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Ao lado desse desenvolvimento, muitos pesquisadores continuam a se preocupar com
a formula¢ao de novos elementos e adicional desenvolvimento de formulagdes melhoradas e
novos algoritmos para fendmenos especiais juntamente com a constru¢do de novos
programas. O estabelecimento da representagdo dos elementos finitos de fenomenos nao-

estruturais e interdisciplinares € o de maior interesse.

1.4 Objetivo
1.4.1 Objetivo Geral

Estudar e desenvolver um cédigo computacional que possibilite a analise de dominios
reforgados através do acoplamento entre o MEC e o MEF considerando modelos de

aderéncia.

1.4.2 Objetivos Especificos

Estudar duas formulag¢des de acoplamento entre 0 MEC e o MEF. Uma primeira que
simule a aderéncia perfeita do acoplamento dos dois métodos e uma segunda que considere a

perda de aderéncia, simulando, portanto a possibilidade do escorregamento.

Estudar o comportamento de enrijecedores isolados e grupos de enrijecedores com
modelos de aderéncia. Os enrijecedores sdo modelados através do método dos elementos
finitos, sendo utilizados elementos de portico. O dominio é considerado um meio infinito,
homogéneo, continuo, isotropico e elastico linear, sendo este modelado pelo MEC utilizando

as solugdes fundamentais de Kelvin.

Uma vez que o MEC requer o célculo de integrais onde o integrando ¢ da ordem de

1/r e 1/r* faz-se necessario utilizar esquema de quadratura para calcular estes integrandos
numericamente. Para elementos ndo singulares ¢ utilizada a Quadratura Gauss e ¢ muito
importante selecionar o nimero minimo de pontos desta Quadratura para que a integragao
forneca resultados suficientemente precisos. Uma forma de obtencao deste numero minimo de
pontos para a integracdo com um erro preestabelecido pode ser feita pela equacdo proposta
por Strud e Secrest (1966). No entanto, esta equacdo ¢ complexa para a utilizacdo e
implementagdo computacional. Com base nisso, propde-se neste trabalho uma forma

simplificada para a obtencdo deste nimero minimo de pontos de Gauss necessario para um

erro pré-fixado de 107", baseado na equagdo proposta por Strud e Secret (1966). Utiliza-se
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;e

ainda a técnica de sub-elementacdo, onde a quantidade de sub-elementos ¢ indicada pelo

controle de erro.

1.4.3 Divisao da dissertagdo

A dissertagdo esta dividida em seis capitulos que abordam conceitos necessarios ao

desenvolvimento do trabalho.

No segundo capitulo ¢ efetuada a revisdo bibliografica sobre o tema referido na
dissertacdo. Inicialmente sdo apresentados trabalhos que discutem o desenvolvimento e a
aplicagdo de modelos com dominios enrijecidos utilizando o acoplamento MEC/MEF no
ambito internacional. Em seguida apresentam-se os trabalhos desenvolvidos no
“Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sdo Carlos” que sdo
de importancia para contextualizar a presente dissertagdo na evolucdo das linhas de pesquisa

do departamento.

No capitulo trés ¢ abordado os conceitos introdutorios a teoria da elasticidade e ao
Método dos Elementos de Contorno (MEC) para o problema elédstico bidimensional. As

solucdes fundamentais de Kelvin e as equagdes integrais do método sao obtidas.

No quarto capitulo ¢ analisada a equagdo do erro para as integragdes numéricas. E
realizado um mapeamento da regido de validade para um erro pré-estabelecido. Devido a
equagao analitica do erro, utilizada neste trabalho, ser de uma complexidade elevada para a

implementagdo computacional, neste capitulo ¢ sugerido novas curvas mais simples para o

erro das integragdes numéricas dos niicleos de integragio 1/R e 1/R?.

No quinto capitulo, o mais importante neste trabalho, ¢ desenvolvido a formulagdo
utilizada em dominios reforcados modelado através do acoplamento MEC/MEF. A parte
inicial deste capitulo mostra a formula¢do da interacdo dominio-refor¢o considerando a
aderéncia perfeita entre os dois materiais e esta metodologia ¢ aplicada a exemplos. A parte
final do capitulo expde a formulacdo utilizada para considerar a perda de aderéncia, onde os
modelos utilizados associam linearmente o pardmetro do escorregamento com a forga de

contato.

No capitulo seis, sdo apresentadas as conclusdes obtidas com o desenvolvimento do

trabalho e apresentam possiveis sugestdes para pesquisas futuras.
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CAPITULO 2

2 Revisao Bibliografica

No presente capitulo sdo apresentadas as publicagdes internacionais e nacionais

relacionadas ao tema de dominios com enrijecedores e ao método dos elementos de contorno.

Devido a grande quantidades de estudos de dominios reforcados serem aplicados a
problemas de interacdo solo-estrutura, muitos dos trabalhos apresentados nesta revisdo farao

referéncia a esta area de aplicagdo.

De forma didatica, esta revisao bibliografica esta dividida em duas partes. A primeira,
denominada “publicagdes internacionais”, mostra as publicacdes em periddicos
internacionais. A segunda parte, chamada de “publicacdes nacionais”, mostra uma revisao dos
trabalhos - dissertagdes e teses - desenvolvidos no departamento de Engenharia de Estruturas

da Escola de Engenharia de Sao Carlos (EESC).

A justificativa em dedicar grande parte desta revisdo aos trabalhos da EESC-SET ¢
motivado por este ser considerado um dos grandes centros mundiais de pesquisas no
desenvolvimento do método dos elementos de contorno. Patamar este alcancado devido a
grande colaboracdo do professor Doutor Tit. Wilson Sergio Venturini que ¢ atualmente
responsavel por, aproximadamente, 76% de todas as dissertagdes e teses defendidas utilizando
e desenvolvendo o MEC neste departamento. Mediante este resultado apresentam-se as

principais contribuigdes do MEC no estudo de dominios refor¢cados neste centro.

2.1 Publicagdes Internacionais

Poulos (1968) realiza uma analise do recalque devido a interacdo de duas estacas
idénticas em um solo elastico, onde o aumento do recalque de cada estaca devido a interacdo ¢
expresso em termos do fator ¢ . Isto mostra que, para um grupo de estacas simétricas (em que
as estacas recalcam igualmente devido a iguais carregamentos), o aumento no recalque devido
a interagdo pode ser obtido pela superposi¢ao dos valores de « para cada estaca do grupo,

supondo a validade da superposi¢ao para qualquer estaca na posigao vertical livre. O grupo de
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estacas ¢ estudado para o caso de estacas com capeamento rigido (igual recalque para todas as
estacas) e para o caso de estacas com capeamento flexivel (igual carga para todas as estacas).

Para o caso de estacas rigidas carregadas, valores sdo obtidos pela razao do recalque do grupo

pelo de cada estaca, produzindo assim a mesma carga total (grupo reduzido pelo fator R;), e

valores do maximo recalque e o maximo recalque diferencial sdo obtidos. A influéncia do
espacamento, o comprimento, tipo de grupos, profundidade das camadas e o coeficiente de
Poisson destas no comportamento do recalque do grupo de estacas sdo examinados. O autor
mostra que a maior por¢do do recalque total, para um grupo de estacas em um solo eléstico

ideal de duas camadas, ocorre imediatamente apos aplicagdao do carregamento.

Poulos e Davis (1968) estudam o comportamento do recalque para estacas cilindricas
incompressiveis e carregadas somente por cargas axiais em uma massa de solo elastico ideal.
Fazendo uso das equagdes de Mindlin, os autores consideram a estaca com elementos
cilindricos carregados uniformemente e com carga constante aplica em sua ponta. As solucdes
sdo obtidas para a distribuicdo de tensdes cisalhantes ao longo da estaca e para deslocamento.
O fator de influéncia ¢ apresentado para o recalque da estaca em um solo semi-infinito e em
camadas finitas, o efeito da razdo entre o comprimento e o diametro da estaca, o coeficiente
de Poisson do solo e a profundidade do solo sdo examinados. Um resultado significante da
analise ¢ que a maior parte do recalque total, de uma tUnica estaca, ocorre imediatamente e
somente uma pequena parcela do recalque ¢ dependente do tempo. Os resultados mostram que

o efeito da base alargada ¢ de maior importancia somente para estacas relativamente curta.

Butterfield e Banerjee (1971a) estudam a interagdo de grupos de estacas, capeadas de
qualquer forma, com o solo. Os autores ainda estudam a distribuicdo de carga entre as estacas
do grupo e capeamento, sendo o problema formulado em equagdes integrais desenvolvidas
por Mindlin para um ponto fonte (carga) mergulhado em um semi-espago infinito elastico
ideal. A resposta ao efeito da razdo do comprimento e o didmetro da estaca, o tamanho do
capeamento da estaca e a razdo de compressibilidade da estaca e do suporte tem sido
investigado e os resultados, os autores, mostram graficamente para uma unica estaca e grupos

de estacas com capeamento quadrado.

Butterfield e Banerjee (1971b) estudam a resposta de uma uUnica estaca rigida e
compressivel mergulhada em um meio homogéneo isotropico e elastico. Este estudo ¢

realizado por uma rigorosa analise baseada nas solu¢des de Mindlin para um ponto fonte
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(carga) no interior do meio elastico ideal. O método analitico descrito ¢ estendido para analise
de grupos de estacas rigidas, carregada axialmente e compressivel, com espagamento
arbitrario. Os resultados sdo apresentados em uma serie de graficos, mostrando o efeito da

varia¢ao da razdo do comprimento pelo didmetro da estaca, a razdo do modulo de elasticidade

da estaca pelo modulo cisalhante do meio E, /G e o efeito F, alargamento da base de uma

unica estaca carregada axialmente. Graficos sdo apresentados, mostrando o efeito da razao

comprimento/didmetro, espacamento da estaca e a razdo E,/G do grupo de estacas. Os

resultados sdo comparados com os dados publicados por Poulos (1968) e por testes

experimentais em escala real.

Para resolver problemas de interacdo solo-estrutura, onde o emprego do método dos
elementos finitos ¢ muito dispendioso, Laethem et al. (1984) estudaram a combinag¢do do
método dos elementos de contorno (MEC) e o método dos elementos finitos (MEF) para o
calculo estatico de fundacdes. As vantagens e desvantagens sdo mostradas neste artigo. As
vantagens do MEC, segundo os autores, desaparecem quando a ndo linearidade ¢ levada em
questdo, mas em problemas de interacdo solo-estrutura, as ndo linearidades acontecem na
vizinhang¢a das fundagdes, enquanto que em campos distantes permanecem lineares. Com esta
afirmativa o trabalho justifica o uso do acoplamento MEC-MEF. Tendo o dominio préximo a
fundacdo modelada pelo MEF, enquanto para campos distantes sera modelado pelo MEC. Sao
utilizados as equagdes de Mindlin e Kelvin para as solugdes fundamentais do MEC. O
acoplamento ¢ feito pela compatibilizagdo de forca entre 0o MEC e o MEF, encontrando assim

uma matriz de rigidez conjunta (MEC-MEF).

Chin, Chow e Poulos (1990) apresentam um método numérico, o método dos
elementos de contorno simplificado, para anélise de recalques de estacas e grupos de estacas
verticais carregadas axialmente. O coeficiente de flexibilidade do solo ¢ obtido usando uma
solucdo analitica para um semi-espaco eldstico em camadas. Os resultados sdo comparados
com solugdes publicados para os seguintes casos: (i) estacas em solo homogéneos, (ii) estacas
em solo de camadas finitas, (iii) estacas com camadas mais rigidas na base, (iv) estacas em
solo de Gibson, solo com modulo aumentando linearmente com a profundidade. Este trabalho
conclui que o método se mostra boa aproxima¢do em comparagdo com as solucdes analiticas
publicadas por Chan et al. (1974). Entretanto, para solos com profundidades de grandes
variagdes, analises preliminares devem ser feitas para obter solugdes aproximadas ao

problema. Os autores, ainda mostram que o método possui uma reducdo no esforco de
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preparagao dos dados e do tempo de processamento computacional em comparacao ao

método dos elementos finitos.

A andlise elastica de grupos de estacas conectadas por placas requer um consideravel
tempo de processamento computacional, devido a isto a aplicagdo do método dos elementos
de contorno (MEC) se faz necessario. Com este pensamento, Paiva e Trondi (1999)
desenvolveram uma formulagdo do MEC para resolver tais problemas de forma mais eficiente
e com adequada precisdo. As forcas de superficie ao longo de cada estaca do grupo sao
representadas por fungdes polinomiais. Somente compatibilidade de deslocamento vertical
entre o solo, a estaca e o bloco de capeamento ¢ focada. A interface capeamento-solo ¢
dividida em elementos triangulares em que a pressdo de contato varia linearmente. A
formulagdo pode também ser usada diretamente para grupos de estacas conectadas ou ndo por

capeamento em que os comprimentos das estacas ndo sao as mesmas.

Jin, Lutes e Sarkani (2000) realizaram estudos baseados em andlise modal ndo-classica
para quantificar o efeito das incertezas das propriedades do sistema solo-fundacdo, na qual a
interacao solo-estrutura ¢ excitada sismicamente. Esta formulacdo permite que o sistema de
interagdo possa ser representado por superposi¢do de respostas de equacdes modais nao
acopladas, incluindo um vetor para representar as incertezas do sistema. Exemplos numéricos
do sistema de interacdo solo-estrutura ilustram que o principal efeito das propriedades incertas
do solo, em tais sistemas de interacdo, varia a magnitude da resposta modal proxima do

sistema de freqiiéncia ressoante, por esta razao, tais incertezas ndo devem ser negligenciadas.

Kocak e Mengi (2000) propdem um modelo simples de interacdo solo-estrutura.
Primeiro, os autores desenvolvem um modelo para as camadas de solo. Neste modelo, a
camada de solo ¢ dividida em camadas delgadas e cada uma dessas camadas ¢ representada
por um modelo paramétrico. Os parametros desses modelos sdo determinados em termo da
espessura, das propriedades eldsticas da subcamada, das combinagdes ¢ pelo nimero de
espaco de freqiiéncia de onda. A matriz de rigidez dindmica da subcamada, quando esta ¢ fina
e sujeita a deformagdes planas e deformagdes fora do plano (out-to-plan), ¢ prevista pelo
modelo paramétrico desenvolvido. A estrutura ¢ adicionada ao modelo do solo, sendo um
modelo de elementos finitos tridimensionais estabelecidos para o sistema solo-estrutura. Para
o sistema solo-fundac¢do, o modelo de diagrama rigido ¢ empregado. Embora o modelo adapte
tanto ao efeito da interagdo dindmica quanto estatica, os autores apenas desenvolveram para o

caso estatico. Para avaliar o modelo de interacdo solo-estrutura, os autores aplicam a
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formulacdo a quatro exemplos com abordagem estitica e concluem que esta proposta se
mostra confiavel em andlise de interagao solo-estrutura, abrangendo também a interacao entre

as fundagoes.

Mendonga e Paiva (2000) apresentam uma formula¢ao dos métodos dos elementos de
contorno para analise de estacas com capeamento, em que todas as interfaces entre placa,
estaca e solo sdo simultaneamente consideradas. Nesta abordagem o solo ¢ tratado como um
semi-espagco homogéneo e elastico linear, o capeamento ¢ assumido ser delgado e ambos sao
representados por equagdes integrais. Cada estaca ¢ representada por um unico elemento
finito, as forcas cisalhantes ao longo da estaca sdo aproximadas por polindmios do segundo
grau, a tensdo na ponta da estaca ¢ considerada constante e a interface capeamento-solo ¢
discretizada em elementos triangulares, cuja pressdo de contato ¢ assumida linearmente
variavel. A formulagao foi testada em grupos de estacas com capeamento rigidos e flexiveis.
Os resultados foram comparados com os apresentados por Fatemi e Arkadami (1987) e Brown
e Weisner (1975). Os autores concluem que os resultados estdo razoavelmente concordando e

as diferencas entre os modelos pode ser devido as abordagens diferentes para a interface

capeamento-estaca-solo em analise.

Leite, Coda e Venturini (2002) apresentam uma formula¢do em elementos de contorno
lineares para analisar dominios enrijecidos. Uma particular técnica de sub-regido, em que o
equilibrio ¢ preservado ao longo da interface sem aproximagao das forcas de superficie. A
sub-regido ¢ entdo assumida ser muito delgada para simular a fibra e somente as forcas
normais sdo consideradas. A sub-regido delgada se degenera de tal forma que podem ser
representada por uma linha. O campo de deslocamento na seccdo da fibra ¢ considerado
constante. No caso de problemas bidimensionais, os graus de liberdade sao reduzidos a duas
componentes em cada no da fibra. Assim, representacdo integral em deslocamento para
colocacdes definidas ao longo do esqueleto da fibra ¢ necessaria. As integrais quase-
singulares sdo calculadas usando expressdes fechadas ou empregando um esquema numérico
com sub-elementacdo. Os autores mostram, através de alguns exemplos, que a formulacao ¢

muito precisa para casos em que o dominio ¢ enrijecido por fibras.

Matos Filho, Mendonga e Paiva (2005) analisam a interagdo solo-estaca submetida a
carregamentos verticais € horizontais, em que as estacas sao modeladas pelo método dos
elementos finitos (MEF). Cada estaca ¢ representada por um unico elemento com quatorze

parametros nodal, enquanto que o solo ¢ modelado pelo método dos elementos de contorno
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(MEC) em um meio continuo ideal (eldstico-linear, semi-infinito, isotropico € homogéneo)
usando a solu¢cdo fundamental de Mindlin. Considerando que o semi-espaco nao sofre
perturbagdes pela estaca, as forca de superficie ao longo do seu fuste sdo uniformemente
distribuidas ao redor de sua periferia e que somente cargas estaticas sdo aplicadas. Diversos
exemplos sdo analisados e os resultados, quando comparado com outras formulagdes e a

dados experimentais, mostram-se bons.

Botta e Venturini (2005) apresentam uma combinacdo dos métodos dos elementos
finitos/contorno regularizado para analise bidimensional de solidos elastostastico refor¢ado
por fibras. O elemento de contorno ¢ adotado para modelar o comportamento da matriz,
enquanto que o modelo por elemento finito ¢ adotado para as fibras do dominio. O efeito do
escorregamento causado pela perda de aderéncia entre os dois materiais sdo também
considerado. Um polindmio do terceiro grau ¢ adotado para aproximar o campo de
deslocamento na dire¢ao da fibra, enquanto aproximacodes lineares sao usadas para representar
a forca de contato entre a matriz e a fibra. O modelo de escorregamento ndo-linear ¢ descrito
em funcdo das forcas de contato e o deslocamento relativo. As equagdes algébricas do MEC
sdo combinadas com as do MEF relacionadas as fibras, eliminando as incognitas de
deslocamento ao longo da interface. Devido a aproximacao por polindmios diferentes para as
variaveis fisicas, sdo geradas equagdes algébricas redundantes que sdo eliminadas pela
aplicagdo do procedimento dos minimos quadrados. Os autores mostram um esquema
implicito ndo-linear para o modelo considerando o escorregamento. Por fim, exemplos de

concreto refor¢ados sdo apresentados para ilustrar as boas capacidades do modelo proposto.

Millan e Dominguez (2009) estudam um modelo simplificado para analise da resposta
dinamica das estruturas de estacas e grupos de estacas, abaixo da excitagdo harmonica. Neste
artigo os autores acoplam o modelo de elementos de contorno/elementos finitos capaz de
considerar a interacdo dindmica estaca-solo-estaca de uma maneira rigorosa, considerando o

solo viscoelastico ou poroelastico.

2.2 Publicagdes Nacionais

O primeiro trabalho desenvolvido, no departamento do SET, abordando o MEC foi
uma dissertagdo de mestrado, autoria de Rodriguez (1986) e sob orientagdo do professor

Doutor Tit.W. S. Venturini, intitulado “Sobre o emprego do método dos elementos de
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contorno em problemas elésticos bidimensionais”. Neste trabalho foi realizado um estudo de
aplicacdo do MEC, fazendo uso de elementos lineares para aproximar a geometria, campo de
deslocamento e as forgas de superficies. Foram introduzidos os elementos descontinuos, onde
¢ feito a analise do desempenho deste tipo de elemento em comparagdo com a forma cléssica
de andlise, empregando equagdes extras. O autor faz uma analise da quantidade minima de
pontos de Gauss necessaria para resolver as integragdes numéricas, sendo que esta analise ¢
realizada apenas para pontos perpendiculares, com angulo de 45 graus e alinhado com os
elementos da discretizacdo. Este trabalho ainda realiza um estudo para identificar a

localizagdo a ser posta do n6 dentro dos elementos descontinuos.

Rodriguez (1986), ainda mostra a dependéncia da relagdo R/L , onde R ¢ a distincia
do ponto fonte ao elemento e L ¢ o comprimento do elemento, e do dngulo que esse ponto
fonte faz com o elemento a ser integrado. A partir desta dependéncia o autor analisou para

uma relagdo minima de R/ L =0,1 e constatou a necessidade de 2 a 10 pontos de Gauss para

obter razoaveis resultados.

Ramalho (1990) estuda a interacdo de estruturas com um meio eldstico semi-infinito,
através de um procedimento baseado no método dos elementos de contorno, onde o autor

analisa estruturas de trelica, barra, membrana, plano, solido, placa / casca e sapatas rigidas.

Barbirato (1991) faz aplicacdo do MEC para analise de solidos isotropicos elastico —
linear tridimensionais baseado na solugdo fundamental de Mindlin. Ainda neste trabalho sao
feitas comparagdes entre as solugdes fundamentais de Mindlin, Kelvin e Boussinesq-Cerruti, e
apresenta uma formulacao para os elementos lineares descontinuos. A partir desta abordagem,
o autor mostra a eficiéncia do MEC para problemas de interagdo solo - estruturas. A equagao
fundamental de Mindlin se mostra mais eficiente por diminuir os dados do problema, uma vez
que exige apenas a discretizacao do contorno onde ¢ aplicado o carregamento. Este ¢ um dos
primeiros trabalhos, do departamento de Engenharia de Estruturas-EESC-USP, que ¢ feita
sugestdo de acoplamento do MEC com algum outro método numeérico, com o intuito de tirar

de cada método suas melhores caracteristicas.

Calderon (1991) desenvolve uma formulagao alternativa para o estudo de placas sobre
fundagdo eldstica pelo método dos elementos de contorno. A rea¢do da fundagdo ¢
representada pelo acréscimo de uma integral de dominio nas equagdes integrais usuais para

placa. A formulagdo alternativa, que consiste em aproximar a densidade da integral de
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dominio por uma funcao apropriada e transforma-la em integrais de contorno pela aplicagcdo

sucessiva de integracdes por parte.

Manzoli (1992) desenvolveu uma formulacdo pelo MEC para placas sobre fundacao
elastica tipo Winkle. E utilizada uma solu¢io fundamental que leva em consideragio a
fundagdo, permitindo que a aproximacdo envolvida seja restrita aos valores das variaveis do
contorno. A formulacdo se mostrou eficiente, mas se limita a casos envolvendo fundagdes bi-

laterais, onde ¢ admitido um perfeito contato entre a placa e o solo.

Coda (1993) estuda o problema da elastodindmica transiente através de uma
formulagdo mista entre 0o MEC e o MEF. Este ¢ um dos primeiros trabalhos, no departamento
de estruturas da EESC a realizar acoplamento entre os dois mais utilizados métodos
numéricos — MEC e o MEF. Para abranger porticos tridimensionais e cascas delgadas
elasticas-lineares, a formulagao espacial do MEF ¢ utilizada. O MEC ¢ utilizado para modelar
solidos tridimensionais elésticos finitos ou infinitos. A jungdo entre os dois meios ¢ feita
através de elementos rigidos de ligacdo e a compatibilizagdo dos métodos pela técnica de sub-
regido. O autor desenvolve uma técnica de integragdo particular para elementos singulares
muito precisa, dispensando assim, a imposi¢cdo de deslocamento de corpo rigido para o

problema estatico.

Prosseguindo o desenvolvimento do MEC, Barreto (1995) faz uso da associagdo do
método dos elementos de contorno € o método dos elementos finitos. O autor utiliza o MEC
para a modelagem de flexdo de placas sobre base elastica, devido ao fato que o MEF nao
consegue representar bem as tensdes e os esforcos concentrados ao longo do contorno. Neste
trabalho ¢ empregada a formulagdo de acoplamento desenvolvida por Coda (1993) para a

consideragdo da interagdo solo-estrutura.

No ano de 1996 dois trabalhos relacionados a placas considerando interagdo solo-
estrutura, pela abordagem numérica do MEC, ¢ desenvolvido na EESC. O primeiro ¢ Silva
(1996), onde aborda o MEC pela formulagdo direta. O autor considera na modelagem as
hipoteses de Reissner para placas, considerando carregamento concentrados, distribuidos e
momentos distribuidos em linha. O sistema de equagdes algébricas originais da analise de
placas via MEC ¢ modificada para incorporar o enrijecedor produzido pela vinculagdo interna.
O segundo trabalho ¢ devido a Calderon (1996), neste trabalho o autor desenvolve a

formulagdo direta do MEC para estudo da interagdo de placas em meio continuo. O solo,
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considerado como um meio continuo tem a sua reagdo apresentadas pelo acréscimo de uma
integral de dominio nas equacdes integrais usuais de placas. Essa integral de dominio,
Calderon (1996) as trata por células internas, pelo processo da reciprocidade dual e por uma

formulagdo alternativa.

Mendonga (1997) apresenta uma formulacdo do método dos elementos de contorno /
método dos elementos finitos para a analise da interagdo placa-estaca-solo. Nesta formulagao,
a placa ¢ modelada pelo método dos elementos finitos utilizando elementos DKT (Discrete
Kirchhoff Theory) e HSM (Hybrid Stress Model); e o solo ¢ modelado pelo MEC como um
meio eldstico semi-infinito. A estaca ¢ representada por apenas um elemento, com 3 pontos
nodais definidos ao longo de seu fuste e a tensdo de cisalhamento ao longo da mesma ¢
aproximado por um polindmio do segundo grau. A interface placa-solo ¢ dividida em
elementos de contorno triangulares coincidentes com a divisao dos elementos finitos da placa.
As tensoes de contato sdo eliminadas nos dois sistemas de equagdes, proveniente do MEC e

do MEF, para obter o sistema final de equa¢des governantes do problema.

Em Agostinho (1998), apresenta-se uma associagdao de chapas usando o conceito de
sub-regido do MEC. Nesta formulagdo, ¢ considerado elementos enrijecedores do dominio,
onde se combinam o método dos elementos finitos, representado por elementos de barras, e o
método dos elementos de contorno. Neste acoplamento ¢ utilizado procedimento em que as
equagdes se tornam semelhantes as do MEC e o autor ainda simula a perda de aderéncia entre

o enrijecedor e o meio usando modelos plésticos e visco-plasticos simples do tipo Coulomb.

Matos Filho (1999) estuda uma combinagdo de formulagdes numéricas para a analise
da interagdo estaca-solo com ou sem blocos de capeamento rigido, sujeito a cargas horizontais
e verticais. Sendo as estacas modeladas pelo método das diferengas finitas (MDF) ou pelo
método dos elementos finitos (MEF) e o solo ¢ representado pelo método dos elementos de
contorno. Na analise do MEF, os deslocamentos ¢ as forcas de interagdo foram representados
por vérias fungdes polinomiais, chegando-se a um elemento finito final (considerado pelo
autor) eficiente e constituido por quatro pontos nodais. O macico de solo ¢ modelado pelo
MEC como um meio continuo, elastico linear, semi-infinito, isotrépico e homogéneo. A partir
da combinagdo destes métodos, ¢ obtido um sistema de equagdes lineares representando o
problema da interagdo estaca-solo. Pela resolugdo deste sistema sdo obtidos os deslocamentos
e as rotagdes nos nos do elemento e as tensdes de contato. O autor conclui que os

deslocamentos (verticais e horizontais) nas estacas sdo diretamente influenciados pelo seu
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comprimento, pela rigidez do sistema e pelo espagamento entre elas. Para o caso em que ¢
considerado o bloco de capeamento rigido, as estacas mais distantes do centro geométrico do
sistema sdo as que mais absorvem cargas ¢ as distribuicdes de carga tornam-se mais uniforme

conforme aumentam os espagamento.

Dentre os véarios assuntos abordados no trabalho de Mesquita (2002), ¢ conveniente
verificar a contribui¢do que o autor forneceu para o acoplamento entre o MEC e o MEF,
ponto de maior interesse nesta revisdo bibliografica. Partindo desta visdo, o autor aborda o
problema de progressdo, onde partes de um sélido sdo extraidas e inseridas em tempos pré-
determinados. Tal como em problemas de escavagdes reforcadas em tuneis. O procedimento
de acoplamento ¢ realizado por sub-regido com abordagem classica. As partes do corpo que
sdo fixas, aquelas que serdo removidas e aquelas que serdo introduzidas sdo representadas por
sub-regides. O autor divide o procedimento em etapas, onde em cada etapa ¢ definida uma
nova geometria do problema, ou seja, ¢ de uma etapa para outra que o corpo, caracterizado
por sub-regido de MEF ou MEC, ¢ inserido ou extraido. As etapas sdo divididas em passos de
tempo oriundo da formulacdo viscosa. Se o problema considerado for viscoplastico, torna-se
necessario um procedimento interativo dentro de cada passo de tempo para corrigir o erro de

aproximacao.

Wutzow (2003) aplica a formulacao linear do MEC para problemas da elasticidade
bidimensional com dominio enrijecido. Os enrijecedores sdo abordados de duas formas, a
primeira pela técnica de sub-regido ou acoplamento MEC/MEC e a segunda também pelo
mesmo tipo de acoplamento, mas condensando as varidveis do contorno para a linha central
do enrijecedor. Esta técnica juntamente com a integracdo completamente analitica dos termos
da equacao Somigliana proporcionam, segundo o autor, bons resultados e elimina
perturbagdes em enrijecedores delgados. Com a intengao de obter melhores resultados, o

autor, utiliza a técnica de suaviza¢ao do contorno por minimos quadrados.

Botta (2003) desenvolve uma formulacao nao-linear com o método dos elementos de
contorno para andlise numérica de solidos danificados, considerando-se o fenomeno da
localizacdo de deformagdes. Dentre os diversos topicos abordados pelo autor, o acoplamento
entre 0 MEC e o MEF, considerando elementos de barra, é utilizado para modelar o meio
continuo com fibras sendo este assunto o de maior interesse nesta revisao bibliografica. No
acoplamento, o autor utiliza uma técnica com minimos quadrados para reduzir o numero de

equacdes do problema, geradas a mais do que o nimero de incégnitas em func¢ao da adogdo de
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diferentes aproximagdes polinomiais para aproximar deslocamentos e forcas nas fibras. A
variavel do deslocamento relativo € introduzida nas equagdes do acoplamento e a formulagao
resultante permite analisar meios com dano, enrijecidos com fibras, considerando-se perda de

aderéncia entre os dois materiais.

Oshima (2004) apresenta uma formula¢do mista do MEC e o MEF. Nessa formulacao,
as estacas sao modeladas através do MEF com elementos de barra e o solo através do MEC,
com um meio continuo, elastico linear, isotropico ¢ homogéneo, utilizando as solugdes
fundamentais de Mindlin. O sistema de equacdes do solo e das estacas para elementos
verticais sdo apresentados como uma combinacdo de ambos, originando um Unico sistema
final de equagdes. Apresentam-se também as modificagdes necessdrias para um sistema
composto por estacas inclinadas. Apds a resolugdo do sistema final, obtém-se os
deslocamentos e as tensdes de contato solo-estaca. O autor compara os resultados obtidos com
os de outros autores e conclui que no referente as estacas inclinadas submetidas a um
carregamento horizontal ou vertical, nota-se que seu comportamento ¢ muito parecido com a
das estacas verticais, pois os deslocamentos s3o pouco influenciados pelo angulo de
inclinagdo. Para estacas inclinadas submetidas a um carregamento qualquer, nota-se que os
deslocamentos tendem a diminuir quando a inclinagcdo da estaca se aproxima do angulo na

qual se aplica o carregamento.

Paccola (2004) apresenta uma formulacdo de cascas laminadas anisotrépicas
enrijecidas ou ndo, considerando-se nao-linearidade fisica com lei de fluxo ndo-associativa e
acoplamento com meio continuo tridimensional viscoelastico. Em parte do trabalho, sdo
desenvolvidos elementos finitos triangulares planos com aproximagdes cubicas de varidveis
para modelagem das cascas e elementos de barra de mesma aproximagdo para os
enrijecedores. A cinematica de laminados, ou Reissner geral, ¢ utilizada para ambos,
possibilitando a representacdo de estruturas enrijecidas excentricamente e consideragdo de
elementos compostos de camadas com diferentes propriedades fisicas e espessuras. As
solucdes fundamentais de Kelvin e de Mindlin foram utilizadas pelo MEC e o acoplamento

foi realizado utilizando-se técnica de matriz de rigidez equivalente, proporcionando uma

contribuicdo direta do MEC na matriz de rigidez do MEF.

Almeida (2003), Ribeiro (2005) modelam o solo tridimensionalmente pelo MEC,
utilizando a solu¢ao fundamental de Kelvin. Os autores modelam diversas camadas de solo

apoiada em uma superficie de deslocamento nulo e enrijecido por elementos de fundagdes,
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modelado pelo MEC tridimensional. A superestrutura ¢ modelada pelo MEF, sendo composta
por elementos planos e reticulares com seis graus de liberdade por nd. O autor mostra a
importincia em considerar superficie de deslocamento nulo ou ndo, pois a sua considera¢ao

parcial pode ocasionar recalques diferenciais significativos que pode prejudicar a estrutura.

Ribeiro (2009) considera todos os materiais homogéneos, isotropicos, elédsticos e
lineares. O autor emprega a solucdo de Kelvin e uma técnica alternativa na considera¢do do
maci¢o ndo-homogéneo. Esta técnica ¢ baseada no relacionamento das solugdes fundamentais
de deslocamento dos diferentes dominios, permitindo que sejam analisados como um tnico
solido sem a necessidade de equagdes de equilibrio e compatibilidade. Para reduzir o custo
computacional ¢ utilizada uma malha de elementos de contorno infinitos (ECI) nas bordas da
malha de elementos de contorno para modelar o comportamento das variaveis de campo em
longas distancias. O autor analisa a superestrutura utilizando dois tipos de elementos finitos,
onde os pilares e as vigas sdo simulados com elementos de barra, os quais possuem dois nés e
seis graus de liberdade por nd. As lajes e o radier sio modelados empregando elementos
planos, triangulares e com trés nos e o acoplamento MEC/MEF ¢ feito transformando as

cargas de superficie do MEC em carregamentos nodais reativos no MEF.
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CAPITULO 3

3 O Meétodo dos Elementos de Contorno

Para se resolver um problema fisico de um corpo com geometria qualquer, ¢
necessario descrever a resposta fisica do material matematicamente. Isto € feito definindo-se a
resposta caracteristica de uma pequena porg¢ao infinitesimal do sélido. Uma Lei Constitutiva
estabelece relagdo entre grandezas fisicas conjugadas, como por exemplo, o fluxo de calor e o
gradiente de temperatura ou a tensdo e a deformagdo. As constantes fisicas presentes em tais
relagdes sdo valores caracteristicos ou propriedades do material. E possivel fazer distingdo
entre propriedades dos materiais que sdo independentes das dire¢des (materiais isotropicos) €
entre aquelas que sdo dependentes das dire¢des (material anisotropico). Além disto, existem
problemas onde as mesmas propriedades aplicam-se em todos os pontos do corpo (problemas

homogéneos) e onde as propriedades mudam de ponto a ponto (problemas nao-homogéneos).

A resposta do material pode apresentar comportamento linear ou ndo-linear. Para
materiais lineares pode-se estabelecer uma unica relacdo (linear) entre a tensdo ¢ a
deformacao, entre o fluxo de calor e a temperatura ou entre o fluxo do fluido e o potencial,
dependendo da lei constitutiva considerada e do problema estudado. Para comportamento de
material ndo-linear esta relagdo depende de um estado corrente e, portanto, s6 pode ser escrita

em uma forma incremental. Estes problemas sdo, portanto dependentes de um histoérico.

A solucdo da equagdo governante do problema elastostatico para o método dos
elementos de contorno ¢ previamente apresentada. Em todos os casos, a solugdo ¢ obtida para
uma condi¢do de carregamento muito simples (um ponto fonte) e para dominios infinitos. Na
literatura, estas solugdes sao conhecidas como Solug¢des Fundamentais, Fungdes de Green ou

Kernel.

As solugdes fundamentais devem satisfazer a lei constitutiva, as equagdes de equilibrio

ou de conservacao de energia e a condicdo compatibilidade ou continuidade.
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A ultima condic¢do serd automaticamente satisfeita para solugdes que sao continuas no
dominio. Apresentam-se a seguir, a equagdo diferencial governante e a correspondente

solugcdo fundamental para o problema de elasticidade bidimensional.

Tendo como base para o desenvolvimento deste capitulo as notagdes utilizada pela

escola austriaca de Beer, Smith e Duenser, 2008.

3.1 Problema Elastico Bidimensional

Em aplicagdes da mecanica dos sélidos a relagdo entre as tensdes e as deformagdes
deve ser estabelecida. Tensoes sdo forgas por unidade de area dentro do corpo. Elas podem ser
visualizadas seccionando-se o corpo por planos paralelos aos eixos € mostrando-se os vetores

tensdo que atuam nestes planos (Figura 3.1).

Figura 3.1 - Cubo infinitesimal representando as componentes de tensdes e
as forgas internas (vetor de tensdo) atuando nas faces

Os vetores de tensao que atuam nestes trés planos sdao definidos como:

Gx Tyx sz
t={t, [ L=]0, |5 t=|1, | (3.1)
L Tyz G,
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As componentes dos vetores forgas superficiais internas sao também conhecidas como

componentes de tensao.

Utilizando a condi¢do para o equilibrio rotacional (txy =TTy =T Ty, =‘Ezy)
somente seis componentes de forga permanecem e devem ser colocadas no pseudo-vetor
tensdo, dada por
GX
Gy
GZ
o= : (3.2)

y

T
T
T

X
yz
Xz

Em problemas de tensdo plana, tal como nos de placa fina submetida a um
carregamento no plano, todas as tensdes associadas com a direcdo z sdo consideradas nulas,

Istoe, o, =1,=1,=0.

As componentes do vetor de forgas superficial t atuando em um plano geral definido

por um vetor normal n {nx N, nz} que nao ¢ paralelo aos planos dos eixos cartesianos podem

ser expressas em termos das componentes de tensao por (Figura 3.2):

t,=noc, +n1 +n,-1

z "Xz ?

t,=noc,+n.1, +n,T (3.3)

z"yz?

t,=n,,+n1, +n.0G, .
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Figura 3.2 — O vetor forcas internas atuando em um plano qualquer

As deformagdes infinitesimais sdo definidas em termos das componentes de

deslocamento (ux,uy,uz) segundo as dire¢des X, y € z por

Este pseudo-vetor pode ser escrito em uma forma matricial como
€=Bu,

onde u € o vetor de deslocamento dado por

(3.4)

(3.5)

(3.6)
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u=-<u (3.7)

e B ¢ um operador diferencial matricial dado por

i 0 0
Ox
0 i 0
oy
0 0 62
Z
B= i i ) (3.8)
ox 0Oy
g 9 9
0z 0Oy
9 4 9
| Oz OX

Em algumas circunstancias ¢ possivel fazer simplificagdes e certas componentes de
deformagdes podem ser nulas. Assumindo-se um estado plano de deformagdo, o so6lido ¢
estendido por uma longa distancia na diregdo z, de forma que o vetor de tensdo ¢ uniforme

nesta dire¢do ¢ u,=0 em todo lugar. Tem-se entdo que g, =y, =v,=0. Outro caso

especial € o estado plano de deformacao completo no qual as derivadas na dire¢do z de todos

os deslocamentos sdo consideradas nulas, mas u_ pode ser ndo-nulo.

Entdo, tem-se que:

=—% y Y, =—%, 3.9
YXY ay 6X sz Gy ( )
ou,
Vox = ox
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O estado plano de deformacao completo pode ser dividido em um caso plano de
deformacao ja discutido e o caso do antiplano de deformagao ou componente Torsao de Saint

Venantparaoqual ¢, =g, =¢,=7,, =0 e

Voo =ts T =t (3.10)

No caso plano de deformacao completo € possivel ter deformagdes de cisalhamento e

tensdes atuando na dire¢do z.

Algumas vezes ¢ necessario calcular a magnitude das tensdes ou deformagdes nas
direcdes que nao coincidem com os eixos globais. Neste caso a transformagao das tensdes ou
deformacgdes € necessaria. A transformagao das tensdes locais G atuando nos planos materiais

paralelos aos eixos X, y ¢ Z nas tensdes globais ¢ atuando nas se¢des paralelas aos eixos X,

y e z pode ser escrita como
c=To. (3.11)

Para o caso bidimensional, no qual os eixos locais sdo definidos por uma rotagdo em

torno do eixo z, T, ¢ obtido por duas transformag¢des mostradas na Figura 3.3

y
A
O- X
-4 O-x
X A
///
y /
- a
™~ /s \ O-y X
i
Figura 3.3 - Transformac@o de tensdo no plano
cos’ o sen’a 2cosaisenat
T, = sen’ol cos’ a —2cosasena. |. (3.12)

—cosoiseno,  cosaseno.  cos’ oL—sen’ol
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3.2 Equagdes Constitutivas

A resposta elastica do material ¢ governada pela Lei de Hooke. Para um material
isotropico, esta lei ¢ dada em um sistema tridimensional, € com particularizagdes para o caso

bidimensional, por

=20, -v(o,+0,)].

g, =%[Gy—v(cx +GZ):|,

g, :%[GZ—V(0X+GY)], (3.16)
1 1 1
Yy =afxy: Yyz Zafyz: Y ax :asz:

Onde E ¢é o modulo de elasticidade, v € o coeficiente de Poisson ¢ G é o modulo de

cisalhamento dado por

E

G:2(1+V). (3.17)

As equagoes (3.16) podem ser convenientemente escritas na forma matricial como

¢e=Co, (3.18)
Onde a matriz C é definida como
1 —v —v 0 0 0]
-v 1 —-~v 0 0 O
-v v 1 0 O
E
ll'o o o = 0 o
C=— ) 3.19
= G (3.19)
O 0 0 o0 E 0
G
O 0 0 0 o E
L G
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A relacdo inversa pode ser definida por

o =Deg¢, (3.20)
onde
1 ¢, ¢, 0 0 |
¢, 1 ¢, 0 0
c, C 1 0O o0
o 0O 0 O EE- 0O o0
p=C'=C, C, , (3.21)
O 0 0 o ji— 0
Cl
O 0 O o0 o0 -Ei
L C |
onde

1= I_—chzz v .
(1+v)(1-2v) (1-v)

(3.22)

Para um material anisotropico geral sdo necessarias 21 constantes eldsticas, mas

usualmente ndo € possivel determind-las.

3.3 Solug¢do Fundamental

As equacodes diferenciais governantes sao obtidas da condi¢do de equilibrio. Para

problemas bidimensionais estas equacdes sdo dadas por

6GX N a’txy

ot, 0o
+b, =0, —=+—>+b, =0, (3.23)
ox Oy ox Oy

Onde b, e b, sdo as componentes da forca de corpo nas dire¢des x e y

respectivamente.
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Substituindo-se as expressoes das deformagdes (3.16) e a Lei de Hooke para estado

plano de deformagdo nas equagdes de equilibrio, tem-se

2 2 52 52
G auzx+au2" +(A+G) b, +b, =0,
ox oy O0x0y

onde

2 = vE
A+ v)1-2v)

(3.24)

(3.25)

Para o problema de deformagdo plana, a solucdo fundamental é obtida para cargas

conhecidas aplicadas sobre o ponto fonte nas dire¢des X e y de magnitude 1, que sdo

estendidas para o infinito nas direcdes +z € —z. A solugdo foi primeiro trabalhada por Lord

Kelvin.

A solugdo para os deslocamentos nas diregdes X e y devido ao carregamento unitario

na direcdo X pode ser escrita como (Figura 3.4).

Figura 3.4 - Notag@o para soluc@o de Kelvin bidimensional (carregamento unitario na diregdo x)

Analise de Dominios Refor¢cados Através da Combinagdo MEC/MEF Considerando Modelos de Aderéncia

29



Capitulo 3 — O Método dos Elementos de Contorno

U (P,Q) = C(Cl 111(1)“,,(2),
T

U,@®,Q=Cr,r,, (3.26)
onde
C :1/(8nG(1—v)), C,=3-4v.

Observa-se que o primeiro subescrito de U refere-se a direcdo do carregamento

unitario enquanto que o segundo relaciona-se a dire¢do do deslocamento.

Para um carregamento unitario na dire¢do y mostrado na Figura 3. 5, tem-se

Pxp.%)

Figura 3. 5 - Notagdo para solugdo de Kelvin bidimensional (carregamento unitario na diregéo y)

U, (P,Q) =c(c1 m(l}rj}
Tr

U, P,Q=U_(P,Q), (3.27)
onde a segunda equagao indica a simetria da solugao.

As equagdes (3.26) e (3.27) podem ser escritas como uma Unica equagao como segue
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U;(P,Q) = C(q ln(lj&j +r,ir,jj: (3.28)
T

onde X e y sdo substituidospori e j e
O;=lsei=j,8;=0sei#] (3.29)

¢ o delta de Kronecker.

Para o método dos elementos de contorno também ¢ necessario a solu¢do para as
tensdes no contorno (forgas de superficie) atuando na superficie com a dire¢cdo normal unitaria

de n Figura 3.4.

A solucdo fundamental para as forcas de superficie é obtida primeiramente
calculando-se a solugdo fundamental para as deformacdes e entdo aplicando-se a Lei de
Hooke. A solugdo fundamental para deformagdes ¢ obtida tomando-se a derivada da solugdo

deslocamento. As forgas no ponto Q devido ao carregamento unitario em P na diregdo x

sao dadas por:

T (P,Q)= —&(Cg, +2r’i)c0s6,
r
T,(P,Q) = —%[h’xr’y cos0-C, [nypx —nxr’yﬂ , (3.30)

C, =1/(4n(1—v)>, C,=1-2v, cos9=lr-n,
r

ry=r/r,r,=r/r

onde 0 ¢ definido como o angulo entre o vetor normal n e o vetor distancia

rmostrado na Figura 3.4, isto ¢, n={n,,n } e r={r,r}. Tem-se ainda r, =X,—X, €

'y =Yo Yy

Para um carregamento unitario na dire¢do y, tem-se
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C
T,(P,Q)= _TZ(C3 +2rj)cose,

C
T, (P,Q) :—Tz[2pxgy cos0-C, [nqu —nyqx]]. (3.31)
A expressdo combinada ¢
C
T,(P,Q) = _r_;[(qaij +2r,r;)eos—C,(1-8,)[n;r, - ni(j]] . (3.32)

Observa-se que a primeira parte da solugédo ¢ simétrica (isto €, a primeira parte de T,

¢iguala T, ), mas a segunda parte néo ¢.

3.4 Método Direto

Neste topico serd estudado o método direto do MEC, onde ¢ aplicado o teorema de
Betti para obter as equacdes integrais do método, entretanto, a mesma formulagdo poderia ter

sido obtida a partir do teorema da divergéncia e da identidade simétrica de Green.

3.4.1 Teorema de Betti e as Equagdes Integrais

Para o desenvolvimento do método direto, neste trabalho serd usado o teorema de
Betti, uma forma elegante de eliminar a necessidade de calcular for¢as ou fontes ficticias.
Também ¢ abolida a necessidade de um conjunto adicional de pontos, fazendo com que os

pontos fonte P coincidam com os pontos campo Q .

Considere um dominio infinito com dois tipos de carregamento: O carregamento do
caso 1 assume-se ser o caso que se deseja resolver e o carregamento do caso 2, um caso onde
somente um carregamento unitario na direcdo X ¢ especificado para um ponto P (Figura 3.6).
Ao longo da linha pontilhada mostra-se para o caso de carregamento 1 as tensdes definidas

como for¢as por unidade de comprimento da linha (dS). Estas sdo as forcas para o ponto Q,
com componentes t (Q) e t (Q). Para o caso de carregamento 2, mostra-se o deslocamento

no ponto Q em S, que séo as solugdes fundamentais U _ (P,Q) e U _(P,Q).
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| W)
s\/ C/jQ ~ ﬂ%(P'Q}
/ da 4 U,(P,Q)
/f ay) / \
} ? P / } P=1 /
® O—

\\ // \ /

NS S AN %

~ ~ . —
Carregamento caso 1 Carregamento caso 2

Figura 3.6 - Aplicagdo do teorema de Betti, forgas de superficie do carregamento caso 1 e deslocamentos do
carregamento caso 2 para calcular W12.

Como ja mencionado anteriormente, tem-se que seccionar o meio continuo para
mostrar tensdes. Aqui o meio ¢ seccionado ao longo de uma linha pontilhada, que forma um
contorno fechado e que foi escolhido arbitrariamente. Por esta se¢do, o meio continuo €
dividido em duas partes: o dominio interior e exterior. Observa-se que para as dedugdes
seguintes ndo importa qual dominio ¢ considerado e, entdo, as equagdes integrais sao validas

tanto para dominios infinitos como para dominios finitos.

u(P)

\ / \\ //
AN S NN —
~ ~ __ —
Carregamento caso 1 Carregamento caso 2

Figura 3.7 - Aplicagdo do teorema de Betti, deslocamentos do carregamento caso 1 e forcas de superficie do
carregamento caso 2 para calcular W21.
O teorema de Betti declara que o trabalho feito pela carga do caso 1 ao longo do
deslocamento do caso 2 deve ser igual ao trabalho realizado pela carga do caso 2 ao longo do

deslocamento do caso 1.
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Assumindo-se que nao hé forgas de corpo atuando no dominio, o trabalho feito pelo

primeiro conjunto de forgas e deslocamentos ¢ (Figura 3.6):

W, = [[L@QU, (P.Q)+1,(QU,,(P.Q) i (3.343

O trabalho feito pelo segundo conjunto de forgas e deslocamentos ¢ (Figura 3.7):

W21

[0, (T, (P.Q)+u,(QT, (P,Q) J4S+1u,(P). (3.34)
S
O teorema de Betti declara que W), = W,, e isto d a primeira equagdo integral

u, (P) = [t (QU,(P,Q)+1,(Q)U,,(P,Q) [dS -
> : (3.35)
[0 (QT,(P,Q)+u,(QT, (P,Q) S

U

A segunda equacao integral pode ser obtida substituindo-se o carregamento unitario na

direcao y

u,(P)= [[£,(QU,, (P.Q)+1,(QU,, (P,Q) S -

(3.36)
[[u QT (P,Q)+u, (QT,,(P,Q) [dS
Usando algebra matricial podem-se combinar as equagdes (3.35) e (3.36)
u(P) = [t"(QU(P,Q)dS - [u" (Q)T(P,Q)S, (3.37)
onde
|y U(P.O) = U, U,
wQ= ) URQ=|
It T(P.O) = T, T,
t(Q) = [ (P,Q)= T, T, | (3.38)
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O procedimento para a insercao da consideragdo da forg¢a de corpo ¢ semelhante ao

descrito acima. Chegando a uma equagdo semelhante a 3.37 com a integral adicional:

[b"@QU(P,Q)dV (3.39)
Onde

b
b(Q)z{b*} (3.40)

y

Obtendo a expressao mais geral para a equagdo 3.37:

u(P) = [t"(QU(P,Q)dS - [u" (Q)T(P,Q)dS + [ b (QU(P,Q)V, (3.41)

As equagoes (3.38) representam, para o problema bidimensional, um sistema de duas

equacdes integrais que relacionam forgas t e deslocamentos u diretamente ao contorno.

Para problemas tridimensionais, as trés equagdes integrais podem ser obtidas onde S ¢

uma superficie e

u, Uxx ny sz bx
u(@Q)=<u, ¢, UP,Q= U, U, U, |,bQ)=1b,
u, sz Uyz Uzz bZ
tx Txx Tyx sz
(@=1t, L, TC.Q=|T, T, T,| (3.42)
tz sz Tyz Tzz

3.4.2 Integrais Quando os Pontos P e Q Coincidem no Contorno

Até agora, obteve-se sucesso em evitar o calculo de forgas ficticias, mas ainda sdo
necessarios dois conjuntos de pontos: pontos P onde os pontos fontes ou cargas unitarias sao

aplicados e os pontos Q onde as condi¢cdes de contorno devem ser satisfeitas. Neste topico

analisara a condi¢do quando os pontos P coincidem com os pontos Q. O problema ¢ que
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algumas integrais em (3.37) ou (3.41) s6 existem no sentido de um valor limite a medida que

P se aproximade Q.

S-S,

Figura 3.8 - Valor limite das integrais para problemas elasticos bidimensional

Isto € explicado na Figura 3.8 para problemas bidimensionais. Agora, examina-se o
que acontece quando o ponto P coincide com o ponto Q e desconsiderando a presenga da
forga de corpo. E definida uma regido de exclusio ao redor do ponto P, com raio ¢ e é
integrado em torno dele. As integrais na equacdo (3.37) podem agora ser divididas em

integrais sobre S—S_, quer dizer, a parte da curva sem a zona de exclusdo e em integrais
sobre s_, que ¢ a parte da exclusdo circular. Fazendo ¢ tender a zero ndo importa se a

integragdo ¢ sobre s, ou S, . O lado direito da equagdo 3.37 € escrito como

jtT-U-dS—juT-T-dsz j tT.U-dS— j uT-T.dS+jtT-U-dS—juT-T-ds (3.43)

S S S-S, S-S,

Para uma superficie suave em P, usando coordenadas polares, substitui-se os limites
de integracdo da primeira integral para 0 e 7 e substitui-se para a solu¢ao fundamental U .

Além disso, como no limite P coincidird com Q, pode-se assumir que t(Q)=t(P) e

u(Q) =u(P). Tem-se entdo

€

j t"(Q)U(P,Q)dS(Q) =t"(P) j ﬁln (1}d¢ = t(P)n%ln Gj g. (3.44)
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A integral se aproxima de zero a medida que ¢ se aproxima de zero. Portanto

lim [ ' (QU(P.Q)dS(Q) =0. (3.45)

A segunda integral se torna

cos 9 . (P)J‘__ld(l) — _71“(1)) ) (3.46)

j u"(Q)T(P,Q)dS(Q) = u" (P) j

0

A equacdo integral que foi usada para o caso onde os pontos fonte estdo localizados na

linha continua S, ¢ dada por

Ju®)=lim| [ QUP.QISQ- [ v QTP.QESQ) |. (3.47)

S-S,

Para um problema tridimensional, considera-se a zona de exclusdo como uma esfera e
neste caso a primeira integral também se aproxima de zero a medida que ¢ aproxima-se de

zero. A segunda integral pode ser calculada como

[u(@QTP.Qds@ =u"®)| | Zj;?gd¢gd\., - —%u(P) , (3.48)

que para superficies suaves d4 o mesmo resultado anterior. Obviamente, 0 mesmo

procedimento limite pode ser feito para problema de elasticidade. Quando P =Q a equacdo

integral 3.37 pode ser reescrita como

%u(P)=18ig01 [ T QUEP,QSQ- [ W' QTEP.QdSQ) | (3.49)

S-S, S-S,

Se o contorno ndo ¢ suave, tendo cantos entdo a equacao de contorno ¢ modificada,

onde limites de integragdo dependem de um angulo 7:

cos0

j ' (QT(P,QS(Q) =u <P)j Cedp=u" ) do=-Luwp). @50
) 2T 2n
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E verificando que

cuP)=lim| [ t'(QU(P.QdSQ)~ | v"(QT(P.QSQ) |, (3.51)
1. _1_
c=l-—para2-D ec=1-— para3-D. (3.52)
2n 4n

onde y ¢ definido como o dngulo subentendido em P por S , |1 ¢ uma matriz unitaria

2x2 ou 3x3.

3.4.3 Pos-Processamento

Neste item, chamou-se de pds-processamento, todos os pardmetros obtidos apds ter
calculado as incédgnitas do contorno. Desta forma serd apresentado o calculo das tensdes no

contorno e os deslocamentos e tensdes dos pontos internos.

Para elasticidade, os deslocamentos u no elemento de contorno sdo dados em termos

dos deslocamentos nodais u; por

N
u=>Y Nu;. (3.53)

por
g = Zl;‘ :(%ovg)%, (3.54)
onde
aux
0

%: &f , (3.55)

7y

g
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Figura 3.9 - Calculo das deformagdes tangenciais.

As derivadas dos deslocamentos sdo dadas por

(3.56)

Figura 3.10 - Calculo das tensdes para problemas de deformacao plana.

As tensdes nas direcdes tangenciais sdo calculadas usando a Lei de Hooke. Para

condicdo de tensdo plana tem-se:

oy = Ee, +vt,. (3.57)
onde t; ¢ a forca de superficie normal ao contorno.

Para deformacao plana, tem-se
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o =—(—8X+Vtyj. (3.58)

O O-
= = . 3.59
=l |7 o (3.59)
Tey t
e para deformacao plana
Ox
5 K 3.60
°" v(ci+ty) (3.60)
T

As tensdes podem ser transformadas nas dire¢cdes globais usando a equacdo 3.11. Para
problemas tridimensionais calculam-se as componentes de deformagao nas diregdes locais X,

y . Estas deformagoes sdo obtidas da mesma forma que para problemas bidimensionais

3.4.3.1 Resultados Internos

Os deslocamentos no ponto P, dentro do dominio podem ser calculados usando as

equagdes integrais para o deslocamento

u(P,) = [U(P,,Q)(Q)dS— [ T(P,,Q)u(Q)dS. (3.61)

As deformagdes podem ser calculadas usando a equacao (3.6)

e=Bu(P,) = [BU(P,,Q)t(Q)dS - j BT(P,,Q)u(Q)dS. (3.62)

Finalmente, as tensdes podem ser calculadas usando a equagao (3.20)

c=De= j DBU(P,,Q)t(Q)dS— j DBT(P,,Q)u(Q)dS, (3.63)
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ou

o= [S(P,,Q((Q)dS - [R(P,,Q)u(Q)dS, (3.64)

onde as solugdes fundamentais derivadas S ¢ R sdo definidas como
S=DBU(P,,Q), R=DBT(P,,Q). (3.65)

e o pseudo-vetor ¢ ¢ definido como

GX
o, S
o, b
c= para 3—-D ©6=40, ¢ para 2-D. (3.66)
T
Xy Txy
Ty
TXZ

As matrizes S e Rsdo de dimensdo 3x2 para problemas bidimensionais ¢ de

dimensdo 6x3 pra problemas tridimensionais.

A matriz S ¢ dada por

SXXX SXXy SXXZ
Syyx SYYY Syyz
S SZZX SZZy SZZZ (3 67)
Sxyx Sxyy Sxyz '
SYZX Syzy Syzz
szx szy szz
Os coeficientes de S sdo dados por
C2
S5 = [C3 (Skirai 8,1 Oy ) +(n+1)rrr, ] : (3.68)
r

Onde e definido r, =(X, —X,)/F, I, =(Yp—Y,)/rdiferentemente da adotada na

equagao 3.30.
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Os valores x, y, z sdo substituido por 1, j, k. As constantes sdo definidas na

Tabela 3.1 para tensdo-deformagdo plana e problemas tridimensionais e a Matriz R ¢ dada

por

RXXX RXXy RXXZ
R, R, R,
R RZZX RZZy RZZZ (3 69)
nyx nyy nyZ ’ '
Ryzx RyZy RyZZ
R R R
L XzZX Xzy XZZ_
onde
(n+1)cose(C 8,1, + V(8,1 +8,1,)—Cqr;r )+
Ry, = | (n+1)v(nrr +nrr)+ : (3.74)

G, (n+l My LT +nj5ﬂ<+n18jk)_c7nk6“

1

X, ¥, Z pode ser substituidos por 1, j, k e cos6 tem que ser definido previamente.

Os valores das constantes sdo dados na Tabela 3.1.

Tabela 3.1 - Constantes para as solu¢des fundamentais S e R (Fonte: BEER, 2008)

Deformacéo plana Tens&o plana 3-D
n 1 1 2
C, 1/47(1-v) (1+v)/4rx 1/87(1-v)
Cs 1-2v (1=-v)/(1+v) 1-2v
Cs G/2r(-v)) (1+v)G /27 G/(4r(1-v))
Cs 4 4 5
C; 1-4v (1-3v)/(1+v) 1-4v

Para a hipdtese de tensdo plana, as tensdes perpendiculares ao plano sdo calculadas por

c, =0, enquanto que para deformag@o plana ¢ calculada por 6, = v(c, +5,) .
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A forma discreta da solugao (3.61) ¢é escrita como

u(P,) = iiAUitf —ZE:ZN:ATjuE , (3.75)
onde
AU = [ U(P,.Q)N,dS(Q); AT = [ T(P,,Q)N,dS(Q). (3.76)
Se S,

A forma discreta da equacao (3.68) € escrita como

o(P,) = ZE:ZN:AsgtE - ZE:ZN:AR;uE , (3.70)
onde
AS; = [S(P,,Q)N,dS(Q); AR; = [R(P,,Q)N,dS(Q). (3.71)
S, Se

Estas integrais podem ser calculadas usando Quadratura de Gauss, como sera

explicado no capitulo 4. Para problemas bidimensionais elas sdo dadas por
K
AU; =D U(P,,QE)N, (§)I(E)W, 5 ATS = IT(Pa,Q)NndS(Q) : (3.72)
k=1 S

O ntimero de pontos de Gauss & necessarios para uma integracdo precisa dependera
da proximidade de P, do elemento sobre o qual a integragdo ¢ realizada. Para calcular os

deslocamentos Kernel T ha singularidade de 1/r para problemas bidimensionais e 1/1* para
problemas tridimensionais. O proximo capitulo abordard com mais detalhes a quantidade de

pontos de Gauss associados ao erro admissivel.
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CAPITULO 4

4 Controle de Erro da Integracdo Numerica

4.1 Introducao

Férmulas de integragdo numérica ou formulas de quadratura sdo métodos para estimar
resultados das integrais definidas. A avaliagdo numérica ¢ necessaria quando a integral nao
pode ser expressa em termos de fungdes elementares ou quando o integrando € avaliado

somente em pontos discretos, por exemplo, dados experimentais.

A estimativa de areas planas limitadas por curvas ¢ um dos problemas mais antigos da
ciéncia. Tentativas de medir areas limitadas por circulos, elipses e pardbolas foram realizadas
pelos Babilonios, Egipcios e Gregos. Contudo, a andlise sistematica somente se tornou
possivel apos a invencdo do Calculo. Newton interpolou fungdes em pontos eqiiidistantes e
integrou o polindmio interpolador, assim criou o que se conhece como Quadratura de
Newton-Cotes. No entanto, Gauss foi o primeiro a notar que pontos de interpolacdo nao
eqiiidistantes conduziam, em geral, a melhores resultados das integrais. Em 1814 Gauss
apresentou o artigo intitulado “Methodus nova integralium calore per approximationem
inveniendi” introduzindo a férmula da quadratura com grau de precisdo melhorado em

compara¢do com a féormula de Newton-Cotes (KRESS, 1998).

4.2 Construgdo da Regra da Quadratura de Gauss

Antes de mostrar como sao obtidos os valores (pontos e fungdo peso) da quadratura de
Gauss, sera necessario obter os polindmios ortogonais. Sendo estes polinomios os geradores
dos parametros que se deseja encontrar. Com este objetivo, se fara uso de algumas defini¢cdes
e teoremas. As demonstracdes destes teoremas nao sao mostradas neste trabalho, mas as

referéncias aonde as mesmas podem ser obtidas sdo indicadas.

Definicdo 4.1 — Uma funcdo f ¢ dita integravel no intervalo [a,b] quando existe

a X

jb f(x)dx, isto é, quando existe limz f(X)AX, para qualquer particdio P do intervalo e
—o t=
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qualquer escolha dos pontos X; , cada i pertencente a um dos sub-intervalos obtidos por meio

da partigdo.

Defini¢do 4.2 — Uma fungdo f ¢ continua em um nimero o se e somente se as

seguintes condi¢des forem satisfeitas:

I.  Existe f(a)

II.  Existe lim f(x) 4.1)

X—a

. lim f(x)=f(a)

Diz-se que a fun¢do f ¢ uma fungdo continua quando f ¢ continua em todos os

pontos a.

Defini¢ao 4.3 — Dada uma funcao peso W, definida, positiva, continua e integravel no

intervalo (a,b), é dito que a seqiiéncia de polindmios ¢;,  j=0,1,..,n é um sistema de

polindmios ortogonais no intervalo (a,b), se cada ¢; ¢ de grau exato j, e se

jw(x)¢k<x)¢j<x)dx{:° para_ todo. e, 4.2)

#0 quando k=]j.

Um procedimento utilizado na constru¢do de sistemas de polindmios ortogonais ¢
usualmente referido como Ortogonalizagdo de Gram-Schmidt. Para os exemplos abordados

neste trabalho se fard uso deste procedimento.

Exemplo 4.1 - Neste exemplo ¢ mostrada a constru¢do de um sistema de polindomios

{®,,9,,¢,} no intervalo (0,1) e fungdo pesow(x)=1.
Faz-se ¢, =1, e impde ¢, da forma
@, (X) = X—=Co, (X)

b
Definindo o produto interno <,> por: <g,h>:JW(X)g(X)h(X)dX ¢ utilizando a

condicdo de ortogonalidade <(p1 , (p0> =0 isto &,
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Onde,

E portanto,

1 1
X) = X——@,(X) = X—=
@, (X) 2%( ) >

Por construgo, (¢,,¢,)=(¢,.¢,)

Considerando ¢, da forma
@, (X) = X* = (d,9,(X) + dy9, (X))
Tal que (9,,9,)=0 ¢ (¢,,¢,)=0. Assim
(. 0)=d, (9. 0) ~dy (@) =0
(. 0,)=d, (01 0,)~d (0,,0,) =0

Como(p,,¢,)=0 ¢ (¢,p,) =0, tem-se

()
dl_<§019¢71>_1’
q :<X25¢0>:l
’ <¢oa(po> 3

E portanto

P,(X) =X —x+é.
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Neste exemplo foi gerado um sistema de polindmios ortogonais em um intervalo (0,1)
e fungdo pesow(x) =1, fazendo a transformacdo x — (b —a)x+a pode-se obter um sistema de

polindmios ortogonais em qualquer intervalo aberto (a,b) e fun¢do pesow(x)=1.

No préximo exemplo sera considerado o intervalo aberto (—1,1) e fung¢do peso

w(x) =1, obtendo assim os polindmios de Legendre.

Exemplo 4.2 - (Polindmios de Legendre) Sera construido agora o sistema de
polindmios ortogonais para o intervalo aberto(a,b)=(-1,1) com fun¢do de peso w(x)=1

Para tanto, se fard uso do exemplo 4.1, fazendo a troca da variavel x por:

X—a
—a

=%(x+1), xe(@ab)=(-11

(o

Nas fungdes @,(X),,(X),,(X) do exemplo anterior e normalizando cada um

desses polindmios para quando X =1 estes tenham valor igual a 1, chega-se

(50()():19

@, (X) =X,

_ 3, 1
X)=—X ——.

@5(X) 5 5

Esses sdo os primeiros trés elementos do sistema polinomiais de Legendre.

A partir da defini¢do dos polindmios ortogonais, serd iniciada a construgdo dos

parametros da quadratura de Gauss.

Suponha que a fungdo f esta definida no intervalo fechado [a,b] e que seja continua

e diferencidvel neste intervalo. Seja ainda w a fung@o peso, definida, positiva, continua e

integravel em (a,b). Deseja-se construir a formula da Quadratura para aproximar a integral

J-W(X) f(x)dx.
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Para um inteiro ndo—negativo n, faz-seX,i=0,..,n ser N+1 pontos no intervalo
[a,b], a localizagdo desses pontos ainda serd determinada. A interpolacdo polinomial de

Hermite de grau 2n+1 para a funcdo f ¢é dada pela expressdo (SULI; MAYERS, 2007):

p2n+1(x):ZHk(X)f(Xk)+ZKk(X)fV(Xk)a (4.3)

Onde

Hk(x) = [Lk(x)]z(l - 2Ek(xk )(X— Xy ))

(4.4)
K (%) =[L )T (X=X,),

E para n>1,L, € P, ¢ definida por

n

X=X
L (X)= L k=0,1,..,n;
“ ]i;(!:xk_xi

izk

Se n=0,conduza L (x)=1 eassim H,(X)=1 e K,(X)=X-X,.Pode-se deduzir:

[ W0 F 008 = W00 Py, (08 = YW, )+ DV, F (%) (@4.9)
Onde
W, = [wOoH, 00dx, V= [w(oK, (x)dx

Existe uma vantagem oObvia em escolher os pontos X, de tal forma que todos os
coeficientes de V, sejam zero, para que ndo necessite calcular o valor da derivada f'(x,).
Lembrando a forma do polindmio K, e inserindo dentro da expressdo de V,, tem-se:

L, (x)dx, (4.6)

n+1

Vi = [WOOLL 00T (x—=x)dx = C, [ w(x)7
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Onder,,,(X) = (X—=X,)...(X=X,) €

g

e = QHQ.‘::;{— ™) senz1
1

& =

Donde =,,, ¢ de grau n+1 enquanto L, (X) é de grau n para cada k, 0<k<n, cada

V, sera zero se o polindmio w,,, € ortogonal a cada polindmio de grau menor com respeito a

n+1
funcdo peso w. Pode-se, portanto construir a requerida Quadratura equacdo 4.5 com

V, =0,k =0,...,n, escolhendo os pontos X,k =0,...,n, que sejam os zeros do polindmio de

grau n+1 no sistema de polindmios ortogonais cobrindo o intervalo (a,b)

Tendo escolhido a localizagdo dos pontos X, , considera-se W, :

W, = [WOOH, (x)dx

2

WOOLL, (0] (1= 2L, (X )(X = %, ))dx 4.7)

D C—— T D C— T

w(X)[L, ()] dx—2 Ek (X V-

Sendo V, =0, o segundo termo na ultima linha desaparece e assim obtém a seguinte

formula de integragdo numérica, conhecido como Quadratura de Gauss:
b _ n
Jw(x)f(x)dXan(f):ZWkf(xk), 58)
a k=0
Onde o peso da quadratura ¢ dado por:
¢ 2
W, = [wOoO[L (0] dx 4.9)

E os pontos da quadratura x,,k =0,...,n, sdo escolhidos como os zeros do polindmio

de grau n+1 do sistema de polindmio ortogonal cobrindo o intervalo (a,b) com relagdo a
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fungdo peso W. Onde esta regra de quadratura foi obtido pela integragdo exata do polindmio

de Hermite de grau 2n+1 para f, esta integracdo ¢ exata quando f ¢ um polinémio de grau

menor ou igual a 2n+1. Para maiores detalhes e exemplos ver (SULI; MAYERS, 2007).

Exemplo 4.3 — Considerando o caso n=1, com a fun¢do peso W(X)=1 no intervalo

(-1,1).

Os pontos da quadratura X,, X, sdo os zeros do polindmio ¢, construido no exemplo

4.2

E portanto,

E facil notar que os pontos X,» X pertencem ao intervalo aberto (—1,1) Os valores da

fungdo peso sao obtidos pela equagao 4.7:

Lox—x1 Y
J'[ ]dx+
A% — X1

3 1
—ﬂ (-7 ‘)dx (4.10)
-1

E refazendo para k =1, tem-se W, =1. Pela utilizagdo dos polindmios ortogonais de

Legendre, obtém a Quadratura de Gauss-Legendre:

1 1 1

Que ¢ exata quando f ¢ um polinémio de grau 2x1+1=3 ou menor.
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4.3 Estimativa do Erro da Quadratura de Gauss

O proximo teorema fornece um limite para o erro que a equacgdo 4.5 proporciona

quando ¢ aproximado o valor da integral pela Quadratura de Gauss.

Teorema 2.1 — Suponha que w seja a fungao peso, definida, integravel, continua e
positiva no intervalo aberto(a,b), e que f ¢ definida e continua no intervalo fechado [a,b];
suponha ainda que f tem derivada continua de ordem 2n+2 em [a,b],n > 0. Entdo, existe

um niimero ¢ € [a,b] tal que (SULL; MAYERS, 2007)

2m+2) )
O itz 0l b @12

Lw(x)f(x)dx—gakf(xk)=—(2n+2)! )

O numero de pontos Gauss n depende da precisdo da integracdo e da natureza do

integrando.

Stroud e Secrest (1966) fornecem uma estimativa do erro:

1 n
jf(x)dx—Zakf(xk) <eH (4.13)
-1 k=1
2n
OndeHZa f(e) ~ L
0™ (2" (2n)!

A equacao 4.13 pode ser reescrita como:

4 |a™f(e)

)" (@2n)!| o™ | (4.14)

<2

Onde ¢ ¢ o erro Maximo, n € o nimero de pontos de Gauss.

Pode ser notado que a equacdo 4.14 ¢ de grande complexidade para ser utilizada na
implementagdo numérica, partindo desta idéia, este trabalho faz um estudo desta equagdo para
o controle de erro das integracdes numéricas do método dos elementos de contorno

bidimensionais.
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4.4 Estudo de Erro da Quadratura de Gauss-Legendre para Integrandos de Ordens 1/R e
1/R?

Como visto no capitulo anterior, a maior parte dos valores que compdem os sistemas
de equacdes de problemas analisados com o MEC sdo calculados através de integragdes
numéricas. Neste trabalho ¢ utilizado a Quadratura de Gauss, como ja explicado nos topicos

predecessores.

J4 mencionado, no item 4.2 deste capitulo, que a Quadratura gaussiana ¢ exata para
funcdes polinomiais sempre que seu grau for igual ou inferior a 2n—1 onde n € o nimero de
pontos de integracdo, entretanto, as integrais encontradas no MEC bidimensional sdo da
ordem 1/R el/R*, onde R ¢ a distdncia do ponto fonte ao elemento a ser integrado. Para
uma eficiente implementa¢do do MEC ¢ importante selecionar quantidade de pontos de Gauss

necessaria para fornecer uma precisao suficiente as integragoes.

Considerando o elevado nuimero de vezes que ¢ feita a integracdo numérica na
resolu¢do de problemas, ¢ recomendavel entdo a utilizacdo do menor niimero de pontos de
Gauss possivel para diminuir o nimero de operagdes e, conseqiientemente, o tempo de
execucdo sem introduzir alteragdes importantes no resultado final. No entanto, deve-se notar
que uma boa aproximacdao requer para certos casos um elevado numero de pontos de

integracao, e a disposicao destes pontos no elemento a ser integrado.

Para tentar conciliar a velocidade e a precisdo na obtengdo dos resultados, neste
trabalho sdo obtidos os pontos de Gauss de forma variavel, isto €, os pontos de Gauss sao
obtidos a partir dos parametros: erro toleravel, relagao distancia do ponto fonte ao elemento,
comprimento do elemento e angulo que R (distancia do ponto fonte ao elemento) faz com o
elemento. O angulo a que se referencia estd mostrado na Figura 4.1. As varidveis em estudo

sdo governadas pela inequagao 4.14 do erro da Quadratura de Gauss.
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Figura 4.1 — Definigdo do angulo &

A definicao dos intervalos de atuagdo de cada numero de pontos de integragdo ¢ feita a
partir da inequacao 4.14, onde ¢ variado os pardmetros em estudo. Para a obtencdo de todas as
combinagdes de variaveis foi utilizado o Software livre wxMaxima 0.7.4. Este Software foi
utilizado para fazer as derivadas analiticas e todas as vezes que as variaveis eram alteradas,
novas consultas a equacao do erro eram feitas. Desta forma, foi possivel mapear a quantidade
de pontos de Gauss para a regido em volta do elemento. Verificou-se que em determinadas
regides proximas do elemento a inequagdo 4.14 comecava a oscilar, ou até mesmo a nao obter
convergéncia na obten¢do do erro a medida que variava os parametros. Para evitar que pontos
fonte caissem dentro dessa regido foi utilizada a técnica da sub-elementagao. Maiores detalhes

dessa sub-elementagdo serdo mostrados no item 4.5 deste capitulo.

A Figura 4.2 e Figura 4.3 mostram a quantidade de pontos de integragdo necessaria
variando o dngulo e mantendo constante a relagdo R/ L para os integrando de ordem 1/R e
1/R?, respectivamente. A relagdo foi iniciada em 1,6 devido ao fato que essa é a menor
relacdo onde ndo se obteve restrigdes na inequacdo 4.14, seja ela por oscilacdo dos erros seja

pela ndo-convergéncia, para quaisquer variagdes do angulo.
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Figura 4.2 - Quantidade de numero de pontos de Gauss versus angulo (1 /R)
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Figura 4.3 - Quantidade de namero de pontos de Gauss versus angulo (1 / R?)
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Tendo os resultados das Figura 4.2 e Figura 4.3 sendo de dificil implementagao
computacional, procurou-se neste trabalho equacdes mais simples e de mais facil
implementagdo para o calculo da quantidade de pontos de Gauss. A partir dos dados da
equacdo analitica foi feita uma regressdo nao-linear para ajustar aos valores das Figura 4.2 e
Figura 4.3. Dentre as regressoes estudadas, as fungdes de decaimento exponencial da forma

N =Y, + A exp(—(angulo-x,) /t,) foi a qual melhor resultados foram obtidos.

A Figura 4.4 e Figura 4.5 mostram o ajuste da regressdo realizada para as relagdes

R/L=16;R/L=2,0,R/L=6,0 ¢ R/L=260,0 onde o nicleo de integracdo ¢ 1/R e as

r

demais relagdes omitidas possuem comportamento semelhantes. J4 para singularidade 1/ R* ¢
mostrado o ajuste para as relagdes R/L=1,6;R/L=2,0;R/L=4,0 ¢ R/L=121,0,
prevalecendo o mesmo comportamento para as demais variagdes da relacdo. Nestes graficos €
possivel notar a boa aproximagdo entre a equacdo analitica e a fun¢do aproximadora, onde
para as regressdoes foram analisado pelo teste de aderéncia qui-quadrado como critério de
aceitagdo ou rejeigdo, e para este critério todos obtiveram ajuste correspondente a uma

aceitacdao de 95%. Mostrando assim a boa aceitacao desta regressao.
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o 18 ——RI/L=2,00 (2)
9 i —=—R/L=2,00 (1)
T 107 RIL=3,50 (2)
O 14 R/L=3,50 (1)
3 . —— R/L=260,00 (2)
8 12 ——R/L=260,00 (1)
-IE -
S 10+
Q J
3 8-
o _
o 64
g 4
z 47

e — [
24 . pr— o
T T T T T T T T T

02 00 02 04 06 08 10 12 14 16
Angulo (rad)

Figura 4.4 - Ajuste de curva aos valores obtidos da equagdo analitica (1 / R)
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26 i Erro = 10
__ (1)=Equacéo Analitica
24 (2)=Funcao Aproximadora

— ] —s—R/L=1,6 (1)
Z 22 a —R/L=1,6 (2)
e i —o—R/L=2,0 (1)
@ 201 RIL=2,0
a 1 ——RIL=2,0(2)
© 18- R/L=4,0 (1)
O i R/L=4,0 (2)
% 16 —-—R/L=121,0 (1)
0 1 —R/L=121,0 (2)
] 14 +
= J
o 124
D- -
o 104
'c -
o 8-
B J
£ 67
O n
Z 44

2 -

T T T T T T T T T T T T T T T T .

T T
-0,2 0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1,2 14 1,6

Angulo (rad)
Figura 4.5 - Ajuste de curva aos valores obtidos da equagio analitica (1 / R?)

Para a implementa¢ao computacional, a Tabela 4.1 e Tabela 4.2 mostra os valores das
constantes da equagdo exponencial. A partir destes valores, sdo sugeridas estas equagdes

como simplifica¢des da inequacao 4.14.

E bastante comum encontrar programas de MEC onde sdo utilizados elementos
isoparamétricos. E diversos autores comparam os diversos isoparamétricos, sejam esses
lineares, quadratico ou ctbico, mostrando as melhorias obtidas com a elevagao do grau. No
entanto, os elementos podem estar sendo subestimados, pois se a definigdo de que um
elemento de determinado grau ¢ “melhor “que outro de grau diferente for a precisdo nas
respostas, entdo surge a duvida se a capacidade do elemento em estudo estd sendo totalmente
aproveitada ou se estd gerando erros nas integracdes o que pode esta mascarando os

resultados.

A partir do controle do erro, ¢ possivel mostrar valores mais proximos da verdadeira
potencialidade que o grau da aproximagao pode fornecer. Sabe-se que duas etapas importantes
na resolugdo de problemas pelo MEC sdo realizadas, a primeira sdo as integragdes numéricas
e a segunda ¢ a resolucdo do sistema de equagdes. Sabe-se ainda que as equagdes do MEC
possuem singularidade quando o ponto fonte ¢ aproximado ao elemento a ser integrado, entdo

pode ndo ser uma boa idéia fixar quantidade de pontos de integragao
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Tabela 4.1— Parametros da regressdo ndo-linear para integrando de ordem 1 /R

N =Y, + A *exp(—(angulo—x,)/t,)

R
L Y, A X, t,
1,6 0 7,55885 13,6793 0 0,68263
1,65 7,14360 12,09487 0 0,79898
1,70 7,40146 10,71916 0 0,78619
1,75 7,32896 9,31153 0 0,86478
1,80 7,59870 7,55379 0,07854 0,84796
1,85 8,10605 5,94161 0,15708 0,72131
1,90 4,82655 9,32018 0 1,55504
1,95 3,96544 9,05115 0,10996 1,85922
2,00 4,66713 8,55215 0 1,69675
2,10 5,07998 6,9243 0,12566 1,6754
2,20 5,56275 5,44357 0,23562 1,65745
2,30 5,87922 5,34148 0 1,68404
2,40 7,00899 2,99101 0,37699 1,08072
2,50 -110,69904 120,74637 0,15708 61,10615
2,75 -185,78824 194,83037 0,34558 120,18365
3,00 -616,76862 625,84653 0 477,49504
3,50 3,51478 4,5044 0,23562 3,104
6,00 -60,3490 66,39508 0 103,53214
260,00 -117,50957 120,51017 0 188,64008
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Tabela 4.2 — Parametros da regressdo nio-linear para integrando de ordem 1/R?

N =Y, + A *exp(—(angulo—x,)/t,)

R
L Y, A X, t,
1,60 8,24629 16,70357 0,00000 0,56991
1,65 8,28814 14,14118 0,00000 0,59012
1,70 7,22589 12,38094 0,00000 0,79760
1,75 7,10449 11,46811 0,00000 0,84458
1,80 6,87940 10,39082 0,00000 0,94609
1,85 7,56439 8,98244 0,00000 0,83262
1,90 7,83160 7,22248 0,09425 0,78691
2,00 4,64859 9,41083 0,00000 1,63873
2,10 4,24432 8,92923 0,00000 1,85333
2,20 2,05345 9,97931 0,07854 2,87070
2,30 5,92804 6,31078 0,00000 1,40349
2,40 5,50185 5,52667 0,07854 1,85830
2,50 7,51246 3,74423 0,00000 0,78387
2,75 -24,42999 34,37092 0,07853 17,08725
3,00 -373,73076 382,73440 0,23562 255,15189
3,50 -79,14700 87,36752 0,00000 111,87460
4,00 -137,87777 145,96387 0,00000 112,67127
6,00 -123,38222 130,20100 0,00000 111,79846
121,00 2,00000 0,00000 - -

Nas Figura 4.6 e Figura 4.7 ¢ mostrado o contorno e a regido, rachurada, aonde para
10 pontos de Gauss ndo ¢ possivel obter um erro maximo de 107" Para que seja possivel

diminuir a regido rachurada, neste trabalho ¢ empregada a técnica de sub-elementacao.
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1,5

)Y

1,0 — 1

0,5 [ M

-0,5 4 |/

-1,0 4 =

-1,5 -

Figura 4.6 - Contorno da localizag¢io do ponto fonte onde a integragio é realizada com 10" pontos de Gauss e
com um erro de para a singularidade 1 /R

2,0

1,04

0,54

oo [

-1,0 -
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Figura 4.7 - Contorno da localizagdo do ponto fonte onde a integragdo é realizada com 1072 pontos de Gauss e
com um erro de para a singularidade 1 / R
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4.5 Técnica de Sub-Elementacao

Quando os pontos de colocacdo encontram-se préximo do elemento de contorno a ser
integrado o procedimento numérico de integragdo nao conduz a bons resultados. Isso se deve
ao fato do nucleo dos termos integrais apresentarem elevados gradientes tornando a integral
quase-singular, computacionalmente falando, mesmo com um nimero elevado de pontos de

integragao.

De forma a contornar esse problema pode ser utilizada a técnica de sub-elementagao
que consiste basicamente em dividir o elemento de contorno a ser integrado em elementos
menores (sub-elementos). Os sub-elementos podem ser de igual comprimento ou entdo tornar
a forma progressiva, sendo essa Ultima a mais indicada. Neste trabalho, apresenta-se a sub-
elementagdo condicionada ao erro de 107'%, e como ja foi apresentado, para determinadas
relacdes geométricas de R/ L ndo € possivel obter bons resultados, para quaisquer angulos,
na inequacdo 4.12. Devido a este obstaculo, a sub-elementacdo mostrada neste trabalho possui

pequenas diferengas da técnica que comumente € utilizada, ver (LEONEL, 2006).

Na formulagdo dos sub-elementos admite-se valida a relagdo:

Nsub

jrj f(T)p,dT; = zjr f (T Jo,dT, (4.15)

Onde o posicionamento das varidveis pode ser visualizado na Figura 4.8.

Transformando o intervalo de integragdo em coordenadas adimensionais 77 pode-se

reescrever a equacao 4.15 como:

I'=a ->n=-1 @16
'=b —>n=1 :
Nsub L 1
J, f(T)e,dr; = Z;Il f (1), dn (4.17)

Deve-se atentar para o fato de que as fungbes de forma ¢, estdo referenciadas ao

sistema adimensional &. No procedimento de sub-elementacdo o sistema adimensional
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adotado ¢ a varidvel 77 e devendo ocorrer uma compatibilizagdo entre os dois sistemas para o

calculo da integral.

L2 L2

Figura 4.8 - técnica de sub-elementagdo para integracdo numérica (Fonte: LEONEL, 2006)

Para aplicagdo do procedimento de sub-elementagdo deve-se inicialmente pesquisar
quais os elementos de contorno que realmente necessitam dessa ferramenta para a melhoria da

precisdo das integrais envolvidas.

O objetivo da utilizagdo desta técnica, neste trabalho, foi garantir o perfeito controle
do erro das integracdes numéricas. Partindo desta idéia, foi realizado a sub-elementagdo para
garantir que a relagdo geométrica da razdo entre a distancia do ponto de colocagdo e o
comprimento do sub-elemento seja de no minimo 1,60. Sendo assim, para garantir esta

J4

condicdo todos os elementos de contorno que possuem R/L <1,60 ¢ realizada a sub-

elementacao.

Para aplicagdo desta técnica, segundo o critério adotado neste trabalho, ¢ importante
detectar as trés condicdes da posicdo do ponto de colocacdo em relagdo ao elemento, ou ao
sub-elemento, de contorno a ser integrado. A Figura 4.9 mostra as trés possibilidades e para
identificar em qual condicdo cada integracao se enquadra € necessario encontrar a posi¢ao do

ponto de proje¢do do ponto de colocagdo no elemento a ser integrado, ponto (X, Y.,)-
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CONDICAO 1

(Xim,yi..,Q__r__,_,_,__,._.
I‘E" - ~
Pixp.¥p) CONDIGAO 2 »
\1"/) . I‘\‘I\I" -7-.‘(:-‘_.‘ (X|m,y|m)
/\L') 9 _ | : P(x V. )
II‘I ll‘ Rm[n p¥p

(x.v1)
y L
X

Figura 4.9 - Condig¢des de localizagdo do ponto fonte

b
Pxp.Yp)

O célculo do ponto (X ,,Y.,) ¢ realizado em fun¢do do ponto fonte (X,,Y,), das
coordenadas do elemento (X.Y;) e (X;,Y;) ou das coordenadas do sub-elemento
(Xsue,»Ysug,) © (Xsug, > Ysug, ) » onde os indices I e j representam o inicio e fim do elemento

ou sub-elemento, respectivamente. Abaixo sdo apresentadas as equacoes (4.18) e (4.19) para o
calculo do ponto de projecdo. Estas equacdes sdo facilmente obtidas pela geometria analitica

elementar.

Xy = (4.18)
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A(B-B
Vi = (—1)+ B (4.17)
A+—
A
Onde:
Al VY g XXX e Ve YD Xe(X - X))
X, =X’ X=X A Y-,

Determinado o ponto de proje¢do no elemento a ser integrado e em qual das trés
condi¢des o problema se enquadra, inicia-se agora o calculo do comprimento dos sub-

elementos.

O comprimento dos sub-elementos para as trés condigdes € calculado abaixo:

e CONDICAO 1

Situagdo em que o ponto fonte encontra-se a esquerda do elemento a ser integrado.
Esta condicao ¢ bastante simples de calcular o comprimento dos sub-elementos. Pois sempre ¢
a coordenada inicial, seja ela do elemento seja ela do sub-elemento, portanto ¢ conhecido o

R, €0 Ly, minimo ¢ determinado pela seguinte equagao:

L, =-min (4.20)

e CONDICAO?2

Nesta condi¢do o ponto fonte encontra-se a direita do sub-elemento de contorno. Nesta

situacdo ndo € conhecido R, e por esse motivo tem-se que resolver uma equacdo do segundo

grau:

aX g, +bXg, +€=0 (4.21)
Onde:
a=1,56+1,56A"; b=2X,+2AX, +3,12AB-5,12X,, —5,12AY,, e
C=—X;—Y;+2BY, +1,56B% +1,56 X3, —5,12Y,, B+2,56Y,,
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A partir dos resultados de X, , calcula-se Y, pela equagao 4.22

sub; >
YSubj = AX sub, B (4.22)

Obtido os dois resultados de X, €Y.

b » verifica-se quais desses valores pertencem
]

ao elemento de contorno em analise.

e CONDICAO 3

Esta terceira condi¢do € a mais simples, refere-se quando o ponto de projegdo pertence

ao sub-elemento a ser integrado. Nesta situagdo o R_. ¢ a perpendicular ao sub-elemento a

n

partir do ponto de colocagao, e obtido pela equacdo 4.20 o comprimento L,

O proximo topico deste capitulo aplicara a andlise de erro dos nucleos integrando de

ordem 1/R e 1/R* em exemplos.

4.6 Validacao da Analise do Erro

Neste topico serd consolidada a formulagdo do método dos elementos de contorno

utilizando o controle de erro dos nucleos integrais desenvolvido acima.

Para diferenciar o desenvolvimento das integrais do MEC com o controle do erro das
calculadas com pontos de integracdo pré-fixados, utilizando 10 pontos de Gauss, foram
utilizadas as nomenclaturas: FCEI e FC, respectivamente. A primeira nomenclatura significa
Formulagdo com Controle do Erro das Integrais do MEC, e a segunda significa Formulagao

Classica do MEC.

Sao analisados dois exemplos, o primeiro se refere a uma viga em balango com um
carregamento na extremidade livre. O segundo exemplo ¢ referido a uma estrutura de viga bi-

apoiada submetido a um carregamento distribuido.

Nesses exemplos, as discretizagdo das estruturas foram realizadas com 24, 60 ¢ 120

elementos lineares de contorno e para andlise por meio do método dos elementos finitos,
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utilizando o software Ansys, foram utilizados 1000 elementos triangulares regulares com dois

graus de liberdade por no.
EXEMPLO 1

Serd apresentada, como exemplo de aplicagdo da formulagcdo implementada, a analise
da estrutura ilustrada na Figura 4.10. Trata-se de uma estrutura plana com cinco metros de

comprimento (L) e um metro de altura (H). Esta estrutura ¢ engastada na sua extremidade
esquerda e sendo prescrito um carregamento distribuido no valor de p=-10"N, na direcio
vertical Y, em sua extremidade oposta. Foram consideradas para o dominio as seguintes

propriedades: E=2,8.10°N/m* e v =0,20.

Figura 4.10 - Estrutura representando a viga em balango em analise

Neste primeiro exemplo serdo analisados os deslocamentos e as tensdes no eixo da
viga. A Figura 4.11 mostra o deslocamento na dire¢do Y para as discretizagdo do contorno de
24, 60 e 120 elementos lineares. E na Figura 4.12 ¢ mostrada a evolu¢ao, com o aumento da

discretizagdo dos elementos do contorno, da tensdo 7, no eixo da viga.
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-0,06 - == Ansys
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] === 60 Elementos
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T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4

Posicéo ao longo do eixo

Figura 4.11 - Evolugéo do deslocamento, no eixo da viga, para ponto fonte a uma distancia de 0,001 do contorno

e A\ N sys

-1000000 . FC FCEI

~2000000 - 0 24 ElementoS e 24 Elementos
-3000000 0 60 Element0os e 60 Elementos

-4000000 - 120 Elelentos 120 Elementos

-5000000
-6000000 ]
~7000000
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F~-11000000 -
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~14000000 -]
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e

-17000000
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0 1 2 3 4

Posicao ao longo do eixo

Figura 4.12 - Evolug@o da tensdo cisalhante, no eixo da viga, para ponto fonte a uma distancia de 0,001 do

contorno

O grafico da Figura 4.11 mostra que os deslocamentos, em metros, obtidos utilizando

o processo da FCEI apresentam resultados ligeiramente melhores que os apresentados pela
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formulacao FC, no entanto, estes resultados sdo apresentados qualitativamente, isto €, os
resultados visualmente ndo demonstram diferengas significantes. Tendo como referéncia o
Ansys, a Figura 4.12 mostra melhores resultados da formula¢do com controle de erro (FCEI)
para a tensdo cisalhante, em N/m’ quando comparado com a FC, 4 medida que as duas

formulacdes sdo discretizadas. Sendo estes resultados apresentados de forma qualitativos.

Os graficos das Figura 4.13 e Figura 4.14 apresentam os resultados dos erros gerados

no calculo dos deslocamentos maximo na dire¢éo Y e da tensdo cisalhante maximar, , todos

referenciando ao eixo da viga. Estes dois graficos, imediatamente abaixo mostrados, sdo de
grande importancia para a analise dos resultados, pois € através destes que se percebe de qual

forma os erros estao evoluido quando € aumenta a discretizagao.

Tem-se que a inclinacdes dos graficos das Figura 4.13 e Figura 4.14 informam a
velocidade de convergéncia entre as duas formulagdes. Partindo deste fato, nota-se que a
formulagdo FCEI apresenta maior velocidade e com menores erros quando comparados com o

FC, todos referenciando aos valores obtidos pelo software Ansys. Sendo a unidade do erro

adimensional.
0,8
-1,0
12 \\ —FC
\\\\ —— ECE|
2 14 NN
o NN\
o
S -16 N\
S N\
NN
-1,8 \
20 \\
-2,2 1
1,0 1,2 1,4 1,6 1,8 2,0 2,2

Log,,(Discretizagao)

Figura 4.13 - Grafico da analise de erro para os deslocamentos méaximo, no eixo da viga, na direcdo Y
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Figura 4.14 - Grafico da analise de erro para a tensdo maxima no eixo da viga.

Os resultados dos demais parametros fisicos, deslocamentos e tensdes, apresentam

comportamentos semelhantes ao mostrado nos graficos acima, sempre a formulacdo FCEI
apresentando algum tipo de melhoria.

EXEMPLO 2

A estrutura a ser considerada nesse exemplo ¢ apresentada na Figura 4.15. Trata-se de
uma estrutura plana com cinco metros de comprimento (L) e um metro de altura (H). Esta
estrutura é bi-apoiada e submetida a um carregamento distribuido de q=-10"N. Foram

consideradas para o dominio as seguintes propriedades: E =2,8.10°N/m* e v =0,20.
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Figura 4.15 - Estrutura representando uma viga bi-apoiada em analise

Neste segundo exemplo serdo analisados também os deslocamentos e as tensdes no
eixo da viga. A Figura 4.16 mostra o deslocamento, em metros, na dire¢do Y para as
discretiza¢do adotadas neste trabalho. Na Figura 4.17 ¢ mostrada a evolucdo, com o aumento

da discretizagao dos elementos do contorno, da tensao 7, »em N/mz,no eixo da viga.

0,000
-0,002 +
-0,004 4
-0,006 -
-0,008
> -0,010 -
o 1
£ 0,012 4 e Ansys
Q) -
c -0,014 -
] 7 \\\ o y:
5 -0,016-_ \”DD 0® / o 24 Elementos
@ -0,018 \\\j”'ﬂnuuunﬂﬂﬂ i @ 60 Elementos
- ‘. y »
= -0,020 Qg 4 120 Elementos
1 s FCEI
-0,022 - S
’ . — 24 Elementos
-0,024 1 —— 60 Elementos
-0,026 120 Elementos
1 ) ' ) ' ) ' ) ' ) ' ) '
0 1 2 3 4

Posicdo ao longo do eixo

Figura 4.16 - Evolugdo do deslocamento, no eixo da viga, para ponto fonte a uma distancia de 0,001 do contorno
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30000000 -
20000000 —
10000000
> -
l_)
S %7 Ansys
0
g <
F_10000000 - o 24 Elementos
o 60 Elementos
] 120 Elementos
-20000000 - FCEI
h 24 Elementos
-30000000 60 Elementos
120 Elementos
) T T T T T T T T T T \
0 1 2 3 4 5
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Figura 4.17 - Evolug@o da tensdo cisalhante, no eixo da viga, para ponto fonte a uma distancia de 0,001 do
contorno
No gréafico da Figura 4.16 ¢ mostrado que os deslocamentos obtidos utilizando o
processo da FCEI apresentam resultados bastante superiores aos apresentados pela
formulacao FC, no entanto este ¢ um resultado qualitativo. Ja na Figura 4.17 ¢ mostrado tanto
os resultados pela formulacdo com controle de erro quanto pela formulagdo classica para a
tensao cisalhante, onde ¢ notada a concordancia entre a evolugdo das discretizagdes das duas

formulagdes com os valores obtidos com 0 Ansys.

Os graficos das Figura 4.18 e Figura 4.19 apresentam os resultados dos erros gerados

no calculo dos deslocamentos maximo ¢ da tensao cisalhante maxima Ty todos referenciando

ao eixo da viga. No grafico da Figura 4.18 ¢ percebido que a formulagdo FCEI apresenta
menores erros e alta velocidade de convergéncia quando comparados com a formulacao
classica. Quando analisado o grafico da Figura 4.19, ¢ notado que a formulacdo FCEI ainda
possui menores erros, valor este adimensional, e velocidade de convergéncia melhor em
comparagao a FC, melhoras estas que ndo era possivel identificar através do grafico da Figura

4.17.
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Figura 4.18 - Grafico da analise de erro para os deslocamentos méaximo, no eixo da viga, na diregdo Y
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Figura 4.19 - Grafico da analise de erro para a tensdo Ty maxima no eixo da viga.

Os demais graficos de deslocamento e tensdes possuem comportamentos semelhantes

ao apresentado acima, sempre a formulacao FCEI proporcionando alguma melhora resultados
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em compara¢do a formulagdo FC. Apesar de o autor ter testado diversos exemplos e todos
mostrando resultados idénticos ao acima mostrado, este trabalho garante que para os
exemplos presentes nesta dissertacdo a formulagdo com controle de erro das integragdes do

MEC apresenta melhorias quando comparado a formulagao cléssica.
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CAPITULOS5

5 Acoplamento MEC / MEF considerando
dominios enrijecidos

Neste capitulo ¢ abordado os dois métodos numéricos mais utilizados em problemas
de Engenharia, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos Elementos
Finitos (MEF). Apesar da grande utilizacdo desses dois métodos, estes possuem limitagdes em

analise de alguns tipos de problemas.

Com o objetivo de melhor aproveitar os dois métodos numéricos, neste trabalho ¢
realizado o acoplamento dos mesmos. A técnica do acoplamento realizado nesta dissertagdo ¢
semelhante ao apresentado nos trabalhos de Botta (2003) e Leonel (2009). A diferencga ¢ que
nos trabalhos de Botta (2003) e Leonel (2009) foram utilizados elementos de barra com um
unico grau de liberdade de deslocamento paralelo ao eixo da barra. Ja neste trabalho, utilizam-

se elementos com trés graus de liberdade por nos, dois para deslocamento e uma para rotagao.

A técnica de regularizacdo por minimos quadrados ¢ utilizada neste trabalho devido as
diferentes aproximagdes das grandezas forgas e deslocamentos utilizados no MEF,
ocasionando desta forma, mais equagdes do que incognitas. E o segundo motivo ¢ devido a
utilizagcdo de mais pontos internos nos extremos dos enrijecedores com o intuito de suavizar

as respostas, gerando assim mais equacdes.

5.1 Equagdes do Elemento Finito do Enrijecedor

O elemento finito de pdrtico modificado foi utilizado para modelar os enrijecedores.
Este elemento possui trés graus de liberdades por n6 e a aproximagao cubica para as varidveis
de deslocamento e rotagdo ¢ utilizada. Sendo assim, o elemento possui 4 nds sendo que para
cada um dos noés sao estabelecidas duas translagdes (vertical e horizontal) e uma rotacao. Foi
empregada a cinematica geral de Reissner desenvolvida para elementos laminados (Paccola,

2004) utilizado anteriormente por Wutzow ¢ Venturini (2004).
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5.1.1 Cinematica

Para modelar os enrijecedores, empregou a cinematica para o elemento de pértico bi-
dimensional semelhante a desenvolvida por Pacolla (2004) para estudo de porticos e

laminados em geral.

Para um ponto qualquer de um portico as componentes horizontais e verticais dos

deslocamentos sao dadas por:
up(x,y)zuo (x)+90(x).y (5.1)

v, (x,5)=v,(x) (5.2)

Sendo x e y o sistema de referéncia no centro da camada. Para facilitar o entendimento
das expressdes apresentadas nas equagdes 5.1 e 5.2, a Figura 5.1 ilustra o deslocamento do

ponto P em relacao ao eixo do elemento.

h %y‘P -
“ X

y=-h/2

Figura 5.1 - Cinematica de um ponto “P” qualquer. (WESLEY, 2008)

Obtido os deslocamentos através das expressdoes cinematicas adotadas para o
problema, pode-se entdo determinar as deformagdes em fungao das derivadas das equagdes

cinematicas.
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811 9
8X (X,y) :%
g (x.y)=0 (53)
., (xy)="Y zl(ﬁup(x,y) N GVP(X,y)j
2 2 oy Ox

Aplicando a lei constitutiva para os materiais, obtém as tensdes para o ponto P do

elemento de viga:

o, =Eg,
o, = 5.4)
Ty = G.yxy

O equilibrio ¢ introduzido a partir do Principio da Minima Energia Potencial. Assim,

tem-se:

U, = I(%(SXGX Yy Ty )j dv (5.5)
o 2w, &)) 4E(uy(©)+y8,8)
U, = L i G[60(§)+ 3 ]+ - dA ¢ (5.6)

A parcela de energia referente ao carregamento distribuido pode ser descrito como

sendo:

U, = j(txug +t,u))dé (5.7)

-1

Portanto o funcional de energia completo, contendo a parcela de carregamento

distribuido, ¢ descrito por:

M=U,-U (5.8)

ou
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M= G(sxcx +yxytxy)jdV— [t +t,u3)dA (5.9)

Neste trabalho foram utilizadas aproximagdes cubicas independentes para os

deslocamentos u,,, v, ¢ 0, mostradas:

4 —
U, = z o;'u,
i=1
4 —
Vo= 0"V, (5.10)
i=1
4 f— .
e0 = Zq)ieei)

I
—

Sendo ¢" =¢" = ¢° = ¢,, onde ¢, sdo as fungdes de forma apresentadas nas equagdes

1

5.11:
- 9 1 1
6(2) =) (61 e
Ba(e)=+2(e+1) {83 |(e-)
. : com —-1<gE<+1  (5.11)
5(6)=- 201 e

No referente as forcas na interface do acoplamento (t, e t, ) s3o adotadas

aproximacoes lineares:

t, =i¢f‘tla t, Zidﬁyt; sendo ;" =¢;" = ¢, (5.12)
1—
0/(5) ="
Onde; I+e com —1<E<+1 (5.13)
¢2 (&):T

Utilizando as aproximacdes acima ¢ minimizando-se o funcional de energia, equagao

5.8, chega-se ao sistema algébrico de equagdes dadas da seguinte forma:
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I:KE :|3NFx3NF {UE}3NFXI - [GELNMNF {fE}ZNF x1 + {F}3NFX1 (5'15)

extr extr

Onde: [KE] ¢ a matriz de rigidez do MEF
[GE] ¢ a matriz referente as cargas distribuidas
{UE} ¢ o vetor com as incognitas de deslocamento (translagdes e rotagdo)

{f E} vetor de forgas distribuidas.

{F} vetor de forgas concentradas nodais

NF ¢ o numero de nos de finitos (quatro por elemento)

NFexir € 0 nimero de nds de finitos extremos (dois por elemento)

5.2 Formulagao do Acoplamento do Enrijecedor com o Dominio Bidimensional Via
Combinagao MEC/MEF

5.2.1 Equagdes do Acoplamento

Para considerar o dominio bidimensional enrijecido por barras, estas modeladas com
elementos finitos e o primeiro com elementos de contorno, utiliza-se uma formulagdo
combinando as equagdes dos dois métodos, considerando a aderéncia perfeita entre os dois
meios. O acoplamento entre os materiais ¢ garantido via imposi¢ao das equagdes de equilibrio

de forgas e compatibilidade de deslocamentos. Assim:
fP=—fF (5.16)
u® =uf (5.17)
Onde:

f® = for¢a do dominio do corpo
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E ..
f = = forga no enrijecedor

u® =deslocamentos nos pontos nodais do dominio
u® = deslocamentos nos pontos nodais do enrijecedor

O termo f© corresponde a forca distribuida que a fibra aplica ao corpo a qual possui

valor absoluto de sinal oposto a forca que atua na prépria fibra. Os deslocamentos na interface
devem ser iguais por compatibilidade. Para o problema discretizado, as equacdes 5.16 e 5.17

sdo equivalentes a:
{(fP)=—{f"}={f} (5.18)
uP}={u"}={u} (5.19)

Ou seja, o equilibrio e a compatibilidade sdo por n6 de interface. Para o problema
tratado, ou seja, dominios planos com enrijecedores retilineos, a reagdo dos enrijecedores
sobre o dominio equivale a uma linha de carga aplicada ao dominio do corpo. Esta linha de
carga, por equilibrio com a for¢a admitida linear no elemento finito, tem a forma de uma

seqiiéncia de trechos lineares ligando nds consecutivos, conforme ilustra a Figura 5.2.

Enrigecedor - MEF

p‘f‘.‘!f,‘fﬁ J/“

/

L T T

L f

fL_,,_r—-""‘ —
faptet]
1 2

—n

3 fi’-n_,f\d fh’s— —'n
Lol felt]
I ]

m-1 m

LI

Carga de [Inha Q

Elemento Finito

Figura 5.2 - Discretizacdo do contorno e da linha de carga. Aproximacio de forcas e dos deslocamentos na
interface.
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Na Figura 5.2, os elementos sdo continuos, ou seja, para n elementos finitos de

portico, tem-se (n+1) nds de transferéncia de forcas e 2(n+1) variaveis de forca. A forga

incognita f °aplicada ao dominio, como uma linha de carga, precisa ser levada em conta nas

equacdes do método dos elementos de contorno. A linha de carga aparece nas equagdes como
se fosse uma for¢a de massa aplicada numa area que tende a zero, ou a uma reta, nos casos
planos. Utilizando a equacdo 3.45, a Gltima integral referente ao termo de dominio pode ser

reescrita como:

[b"@QU(P,Q)dQ= [ FP(QU(P,QdO (5.20)
Q O

com f°areacio da fibra sobre o dominio segundo a dire¢doi e j do sistema cartesiano.

A equagdo (5.20) pode ser transformada no somatério:

> [ fe@QUEP.Q =3 > [ f2QU(P.QO, (521)
fb:lgE fo=1 k=1 Q,

A notagdo ND representa o nimero total de enrijecedores do dominio e NEF o
ntmero total de elementos finitos contidos em cada fibra. Sendo f° aproximada linearmente

sobre as linhas de carga, a equagdo (5.21) pode ser reescrita:

>0 [ Fe@QUP.QER, =D Y [ (e QUP.Q)fPde,  (5.22)
fo=1 k=1 Q, fb=1 k=1 Q,

Sendo:

@ = funcao aproximadora do carregamento
f £ =valores nodais do carregamento atuante sobre as fibras

A expressdao para a determinagdo das grandezas no contorno € a apresentada na

equacado (5.23)

[Hep1{U,} =[Gy, 1P} +[Gpe 141 °} (5.23)
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Sendo as matrizes [H,, ] e [G,,] representando a matriz das integrais do contorno,
onde os sub-indices b indicam o contorno. A matriz [G,.] contém os coeficientes de

integracao da equagdo (5.22).

Para completar as equacdes necessarias ao acoplamento e portanto para a
determinagdo dos pardmetros do contorno, falta montar as equagdes algébricas dos
deslocamentos dos pontos internos. Nos pontos coincidentes com os nos de deslocamento dos
elementos finitos € escrita uma equagdo para cada deslocamento no meio continuo para que a

equacdo (5.19) seja obedecida. Da equagdo dos pontos internos do MEC tem-se:

u® =u(P) =t (QU(P,Q)dr - [u" QT (P,Q)dT + [ FP(QU(P,Q)d, (5.24)
r r O

A equacgdo algébrica que resulta da equagdo (5.24), aplicada a todos os nos internos,

fica:
[Heg U} +{U P} =[G {R} +[Gee 1{ F 7} (5.25)

Sendo [Hz], [Gg] € [Gge] matrizes de influéncia das integragdes dos pontos

internos.

Na Figura 5.3, tem-se a representacdo de um enrijecedor, discretizada em n elementos
finitos, e da linha de carga de dominio, superposta a barra. Os nos de deslocamento para cada
elemento finito estdo representados por quadrados nesta figura. As cruzes representam os
pontos fonte da equacdo 5.24 dos deslocamentos internos. Observa-se que nas extremidades
da fibra, para o primeiro e ultimo noés, as equagdes do MEC ndo sdo escritas na posi¢ao dos
nos, mas para posicoes deslocadas, internas a linha de carga. Para os demais nos, interno a
linha de carga, os pontos fonte da equagdo do MEC coincidem com os nos de deslocamento

dos elementos finitos.

A representacao da Figura 5.3 estende-se, nesta formulagdo, para todos enrijecedores
do dominio. Esta representacdo tem vantagem de permitir que as extremidades dos
enrijecedores possam chegar ao contorno do corpo, sem que a equagao do MEC necessite ser

escrita para pontos no contorno.
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Elementos Finito
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[
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X

[] No6s de deslocamento. Equagdes do MEF.
X Nos de deslocamento. Equagdes do MEC.

Figura 5.3 — Compatibilizagdo entre os n6s do MEC e do MEF

Com as posi¢des dos nds definidas na Figura 5.3, a equacdo de compatibilidade de

deslocamento € reescrita como:
{U”} =[T]{U"} (5.26)

Sento [T] a matriz que relaciona a posi¢do dos nés de {U%} com os nés de {U°}. A
matriz [T ] possui 3NF linhas e 2NPTj,; Colunas. Onde NPTj,; € a nimero de pontos internos

do MEC no enrijecedor e NF ja foi definida na equagdo 5.15.

Lembrando que a equacdo do MEF desenvolvida, na formulacdo do acoplamento

perfeito, ¢ referenciada ao sistema de coordenada global.

Dessa forma o conjunto de equagdes para a determinacdo dos parametros do

acoplamento MEC-MEF e os valores de contorno podem ser resumidos na equagao (5.27)

[be]{Ub} :[be]{Pb}+[GbE]{f D}
[He U} +[TIU "} =[G, 1R} +[Gee 1{F °} (5.27)
[KEJ{U®} =—[GF1{f "} +{F}

Para melhor entendimento da equagdo 5.27, ¢ mostrada a obtencdo das matrizes,
[Hi1s [Gy 1, [Gels [He 1, [Ggyl e [Gge ], presentes nas equagdes do MEC, a qual requer
maior atenc¢do. Para ilustrar como se constroi cada termo € considerado a estrutura da Figura
5.4, que se trata de uma estrutura plana com oito elementos de contorno e dois elementos de

finitos no enrijecedor. Nessa estrutura sio empregados nos descontinuos nos cantos da
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estrutura. Nos enrijecedores os simbolos quadrados ilustram as posi¢des onde sdao calculados
os deslocamentos e a circunferéncia cheia indica as posi¢des onde sdo calculadas as forgas de

superficie.

9 8 7
104° © %6
= = = z = = =
13 14 15
110 o5
120D s 004
1 2 3

Figura 5.4 — Estrutura utilizada para explica¢ao

A primeira equacdo a ser analisada ¢ a equacdo do MEC para o contorno,
[H,,]{U,} =[B,,1{P,} +[G,c 1{f °} . Como j4 explicado acima, o sub-indice b indica contorno
(boundary) e o sub-indice E indica elemento (element). As duas matrizes [H,,] e [G,,] sdo
resultados da integracdo das solug¢des fundamentais T e U, respectivamente, dos pontos fonte
sob o contorno em relagdo aos elementos do contorno. Essas matrizes sao construidas como
na Figura 5. 5, por simplicidade a figura ilustra a integragdo do primeiro ponto fonte sob o
contorno em relagdo aos demais elementos. Neste processo, hipotético, de integracdo ¢
utilizado somente dois pontos de Gauss e ainda é omitida a representacdo do caso onde o

ponto fonte integra o elemento ao qual ele pertence.

Para o calculo completo da equacdo do MEC do contorno, resta mostrar

esquematicamente o célculo das integrais da matriz [G,; ]. Esse termo resulta da integragdo da

solucdo fundamental em deslocamento U dos pontos fonte sobre o contorno em relagdo aos

elementos do enrijecedor. O processo de obtengdo da matriz [G,.] ¢é ilustrado na Figura 5.6,
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assim como no caso anterior, essa figura ilustra somente o caso da integragao do primeiro

ponto fonte sob o contorno.

9 8 7
104 _' T © 06
[ 'fl / / /
/ / /
' wr ol e w5l o =,
L3 14 y 15
III I- / /
X | / ff / 7 ~
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o) \| |' / y / s o5
. ! Ve
l"l' I .'I / / / / / e
\ \ | / J,f / e d -7
v\ .'f rS S - - -
. I.:. o/ S - -
I"\I"I I| I.." // Vs 9 P -
N\ | f,«////// B :;_ -
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1 \ 2 Y 3
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Figura 5. 5 — Ilustragdo da construgdo das matrizes [ H bb] e [be] .
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Figura 5.6 — Ilustragdo da constru¢do da matriz [GbE ] .
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Tendo construida a equacdo do MEC para pontos fonte no contorno, inicia-se a

explicacio da montagem dos termos da equagdo do MEC para pontos internos,
[He, 1U, 3 +[THUPY =[G 1P} +[Gee 1{ f °} . Primeiramente ¢ construida as matrizes [Hy, ]
e [Gg,]. Essas duas matrizes representam o resultado da integragdo das solu¢des fundamentais

de forca de superficie e deslocamento, respectivamente, dos pontos fonte localizados sob a
linha de carga em relacdo aos elementos de contorno. Na Figura 5.7 ilustra o processo de

integragdo para os dois primeiros pontos fone, utilizando dois pontos de Gauss.

9 8 7 9 8 7
1000 7 o - 006 100‘—’ = s B UO'B
Il -yl PO TNATE — =
14 15 15
10 PRI PEL 05 10 ~ . 05
| N ~ . . . ~ <
\ Iy ~ \ -
[ N ~ f " .
\ N N ) ™~
5, . / | \ Y
| S N . / \
{ “ N { \
1 Y Y | ’
. \ N \
12 OO 1 o N \\ OO 4 12 Q. . \ R 4
1 2 3 1 2 3

Figura 5.7 — Ilustragdo da construgdo das matrizes [ H Eb] e [GEb]

Para completar, restar determinar a matriz [G.. ]. Essa matriz resulta da integragdo da

solucao fundamental de deslocamento dos pontos fonte sob a linha de carga em relacao aos
elementos do enrijecedor. Na Figura 5.8 estd mostrado o processo para os dois primeiros
pontos fonte, considerando também apenas dois pontos de Gauss. Como para as
representacdes anteriores, omite-se a representar o caso onde o ponto fonte considerado

integra o elemento ao qual pertence.
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9 8 7
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Figura 5.8 — Ilustra¢do da constru¢do da matriz [GEE ]

Agrupando as equacgdes convenientemente e aplicando as condi¢des de contorno,

chega-se ao sistema de equacao 5.28:

[A)b]{X} :[Bbb]{Fb}+[GbE]{f D}
[Ae, 1O +[THU ®} = [Bg, J{F, } +[Gee 1{ £ °} (5.28)
[KEHU ) =[GF1{f "} +{F}

Sendo [A,] e [B,,] resultam da troca de colunas entre as matrizes [H,, ] e [G,,]. Ja
[A;,] e [Bg,] decorrem da troca de colunas entre as matrizes [H, ] e [G;,]. E {F,} sdo os

valores prescritos de forca de superficie e deslocamentos no contorno, enquanto {X} sdo as

grandezas incdgnitas no contorno.

5.2.2 Regularizagao por Minimo Quadrado

Observando-se os vetores com as variaveis nodais do vetor deslocamento (neste vetor
estdo presente os dois deslocamentos e uma rotacao nodal) e forgas internas, e das defini¢des
para as aproximacdes desses campos sobre os elementos finitos, constata-se que existem mais
variaveis referenciado ao vetor deslocamento do que em forca. O numero de variaveis do
vetor deslocamentos internos ¢ igual a trés vezes o numero total de nos do elemento finito
enquanto que para as forgas o numero de variaveis ¢ igual a duas vezes o nimero de nds de

extremidade do elemento finito.
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Para que o problema possa ser resolvido, utiliza-se um procedimento simples baseado
na técnica dos minimos quadrados. Como o numero de equagdes ¢ maior que o de incognitas,
¢ necessario reduzi-lo a um niimero conveniente. A técnica dos minimos quadrados consiste
em obter a melhor solucdo que aproxima a resposta do sistema de equacdo, fazendo desta
forma a minimiza¢do, em uma determinada norma, do vetor residual r, onde r=Ax-Db.
Como conseqiiéncia desta minimizagao € reduzido o numero de equagdes, tornando o sistema
linear resolvivel e ainda podendo minimizar o erro da resposta quando levada ao sistema

original (SULI; MAYER, 2007).

Leonel, 2009 utiliza a regularizacdo por Minimos Quadrados, aplicando para as
equagdes de deslocamentos nos pontos internos do MEC, nas equagdes provenientes do MEF
e a terceira aplicagdo ¢ realizada sobre o conjunto total de equagdes do acoplamento. Com
esta andlise, (Leonel, 2009) conclui que melhores resultados sdo obtidos aplicando o Método

dos Minimos Quadrados as equacdes do MEC dos pontos internos.

Partindo dos resultados obtidos em Leonel, 2009 O processo de minimos quadrados
sera aplicado para tentar regularizar as equacdes de deslocamentos nos pontos internos. Este
processo consiste na pré-multiplicagdo de todos os termos dessa equagdo por uma matriz

[GLe]. Assim:

[Gee JlAG X} +[Gee IITIHU ) = [Gec I[Bey 1R, +[Gee I[Gec 1{ T} (5:29)
Onde a matriz [G.. ] ¢ igual a transposta da matriz [Gg ]

Desta forma a matriz final do acoplamento com Minimo Quadrado fica:

[A] 0 1G] [ (X} [By] 0
0 [K®] [G°]  [JU% =] 0 [{R}+q{F} (5:30)
[GeellAe] [GeellT] —GeellGeel | {F°}]  [[GeeliBe] 0
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5.3 Aplicagdo do Acoplamento MEC/MEF

Neste topico serdo apresentadas algumas aplicagdes utilizando a formulacdo descrita
nesse capitulo. Neste momento ¢ considerada interagdo completa entre o enrijecedor e o

dominio.

5.3.1 Exemplo 1

Como exemplo de aplicacdo da formulacdo descrita acima, sera apresentado analise da
estrutura mostrada na Figura 5.9. Trata-se de uma estrutura plana com cinco metros de

comprimento (L), um de altura (H) e 25 centimetros (hy). Essa estrutura ¢ bi-apoiada e sendo
prescrito um carregamento distribuido g =-10"N e um enrijecedor de comprimento L, =4m
Foram consideradas para o dominio (D) e para o enrijecedor (F) as seguintes propriedades:

E,=2,8.10°N/m?, v, =0,2, Er =2,8.10"'N/m?, lr =1,78891.10"m*,

Se =1,29.10°m’ e v, =0,0.

(L-Lc)/2 Lo

Figura 5.9 - Estrutura analisada

Foram utilizados 120 elementos lineares de contorno para discretizar o entorno do
dominio. No enrijecedor foram utilizados trés diferentes discretizacdes as quais sao
compostas por 25, 50 e 100 elementos finitos. Os resultados dos deslocamentos e giro foram

comparados com o software em elementos finitos Ansys, neste programa foram utilizados
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1000 elementos planos quadrados com trés graus de liberdade por no, sendo estes dois

deslocamentos e uma rotagao.

Os resultados sdo analisados ao longo da interface MEC/MEF, com a intengdo de
verificar a qualidade do acoplamento. A Figura 5.10, Figura 5.11 e Figura 5.12 ilustram os
deslocamentos axial (m), transversal (m) e a rotacdo (rad) para as trés discretizagdes

consideradas.

0,018
2=
o>
0,016 v
¥ / ,'g»
/
< o
9o 0,014+ /f
< 4
[
S /
8
S 0,012 /
0
()
A ]
25 elementos finitos
0,010 50 Elementos finitos
d 100 Elementos finitos
/ — ANSYS
0,008 T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Posi¢ao ao longo do enrijecedor

Figura 5.10 — Grafico do deslocamento na diregdo axial do enrijecedor na interface do acoplamento MEC/MEF
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8 -0,035 AN /
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\‘ ) ,//’ = 25 Elementos finitos
-0,040 4 \\\\: _ /;’,/ = 50 Elementos fin_itgs
Se== 100 Elementos finitos
e ANSYS
-0,045 T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Posi¢éo ao longo do enrijecedor

Figura 5.11 - Grafico do deslocamento na direcdo transversal do enrijecedor, na interface do acoplamento
MEC/MEF
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0,03 4
0,02 4
0,01 4
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W@ 0,00
O
]
=
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@
-0,01 4
e 25 elementos finitos
0.02 === 50 elementos finitos
Ve 100 elementos finitos
a— ANSYS
-0,03 T T T T T T T T T |
0 1 2 3 4 5

Posicao ao longo do enrijecedor

Figura 5.12 - Grafico da rotagdo na interface do acoplamento MEC/MEF

Verifica-se que os deslocamentos e a rotacdo obtidos utilizando o processo de

minimos quadrados aplicada a equacdo do MEC apresentam resultados semelhantes, com o

Ansys, mesmo com uma discretizagao mais pobre, em elementos finitos, para o enrijecedor.

Com relacdo as forcas de superficies, em N/m, na interface MEC/MEF os resultados

podem ser visualizados nas Figura 5.13 e na Figura 5.14.

1,00E+013
5,00E+012
= 0,00E+000
-5,00E+012
-1,00E+013

8,00E+007
6,00E+007
4,00E+007
2,00E+007

« 0,00E+000
LL -2,00E+007
-4,00E+007
-6,00E+007
-8,00E+007

6,00E+007
4,00E+007
2,00E+007

. 0,00E+000
Ll 2 00E+007
-4,00E+007

\ =100 Elementos finitos

== 50 Elementos finitos

\ 25 Elementos finitos

-6,00E+007 -

0,0

— — —
05 1,0 15 20 25 30 35 40 45 50
Posicdo ao longo do enrijecedor

Figura 5.13 — Grafico da for¢a de superficie na direg¢@o axial do enrijecedor na interface do acoplamento

MEC/MEF
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E+010 =100 Elementos de finitos
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1> -100000
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40000
20000
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>-20000
-40000
-60000
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o—+llal, 1,0 [ P i N e i

Figura 5.14 - Grafico da forga de superficie na dire¢do transversal ao enrijecedor na interface do acoplamento
MEC/MEF

Através das figuras apresentadas, verifica-se que para as trés discretizacdes
empregadas, ha uma perturbagdo nos valores das forcas de superficie nas extremidades do
enrijecedor. Para os resultados mostrados na Figura 5.13 seu comportamento ja tinha sido
observado por Botta (2003). No entanto, na Figura 5.14 verifica-se uma oscilagdo nas
extremidades do enrijecedor, esse efeito oscilatorio ¢ diminuido ao acrescentar mais pontos
aos elementos finitos extremos do enrijecedor, com isso impondo a oscilagdo cada vez mais
para a extremidade. Observa-se também, o efeito da discretizagdo na melhoria dos resultados.
Tanto na Figura 5.13 quanto na Figura 5.14, ¢ mostrado uma regido onde os resultados sdo
suave, regido entre as retas verticais vermelhas. Verifica-se ainda que essa regido aumenta

quando aumenta a discretizagao.

De acordo com os resultados mostrados nesse exemplo pode-se verificar que o
acoplamento possui comportamento suave para os deslocamentos e para a rotagdo, no entanto
para as for¢as de superficie perturbagdes estdo presentes proximo as extremidades do
enrijecedor. Mesmo aplicando a técnica de regularizagdo dos minimos quadrados ndo foi
possivel diminuir as perturbacdes oscilatorias para as for¢as de superficies na diregdo

transversal na proximidade das extremidades dos enrijecedores.
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5.3.2 Exemplo 2

A estrutura a ser considerada neste item ¢ apresentada na Figura 5.15. Refere-se a uma
estrutura plana de cinco metros de comprimento (L) e um metro de altura (H) contendo dois

enrijecedores distribuidos na regido superior do dominio, H;=0,75m, H,=0,85m e
L, =4m. Essa estrutura ¢ engastada na sua extremidade esquerda sendo prescrito um
carregamento distribuido de p=10"N . Foram consideradas para o dominio as seguintes
propriedades: E, =2,8.10°N/m* e v =0,2. Ja para os enrijecedores foram adotados

E. =2,8.10"N/m’, I, =1,79.10"'m* e S; =1,29.10°m”’.

Primeiro Segundo enrijecedor
enrijecedor
. ] /
~—— L5
T 1P
(L-Lo)/2 L,
| |
L

Figura 5.15 - Estrutura analisada

Foram utilizados 120 elementos para a discretizacdo do contorno enquanto em cada
enrijecedor sdo realizados trés discretizagdes, 25, 50 ¢ 100 elementos finitos. A mesma
estrutura foi modelada no software Ansys com 1000 elementos finitos planos quadrado com
trés graus de liberdades por no, sendo dois deslocamentos e uma rotagao os graus de liberdade
por nd. A Figura 5.16, Figura 5.17 e Figura 5.18 mostram os deslocamentos axial, transversal
e a rotagdo, respectivamente. Os deslocamentos e a rotacdo possuindo como unidade de

resposta o metro (m) e o radiano (rad), respectivamente.
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Deslocamento X

i Segundo enrijecedor

| Primeiro enrijecedor

] Primeiro Enrijecedor Segundo enrijecedor

] 25 Elementos Finitos 25 Elementos Finitos
s 500 Elementos Finit0S e 50 Elementos Finitos

e 100 Elementos Finitos == 100 Elementos Finitos
e ANSYS e— ANSY'S

T T T T T T T T T 1
0 1 2 3 4 5

Posicdo ao longo do enrijecedor

Figura 5.16 - Grafico do deslocamento na dire¢do do enrijecedor na interface do acoplamento MEC/MEF.
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Figura 5.17 - Grafico do deslocamento transversal ao enrijecedor na interface do acoplamento MEC/MEF.
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Figura 5.18 - Grafico da rotago ao longo da na interface do acoplamento MEC/MEF.

Diante dos trés graficos mostrados logo acima, verifica-se a influéncia nos resultados
quando aumenta a discretizacdo dos enrijecedores. Nota-se na Figura 5.16 que o segundo
enrijecedor possui maior deslocamento axial quando comparado com os deslocamentos do
primeiro enrijecedor. Este fato era de se esperar, pois o segundo enrijecedor estd mais
proximo da borda do dominio onde os seus deslocamentos sdo maiores, sendo ainda
influenciado pela presenga do coeficiente de Poisson. Apesar de que as Figura 5.17 e Figura
5.18 apresentam respostas de parametros diferentes, estas figuras possuem comportamentos
semelhantes. A semelhanga consiste que tanto os deslocamentos transversais quanto as
rotagdes, quando aumentada a discretizacao, os valores para o primeiro e segundo
enrijecedores sdo idénticos. A diferenca presente entre os resultados do modelo com o Ansys
pode ser devido a aproximacdo dos enrijecedores, pois isto pode proporcionar singularidade

nas respostas pelo MEC.

Os graficos das forcas de superficie (N/m), na dire¢do axial e transversal, sdo

mostrados nas Figura 5.19 e Figura 5.20.
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Figura 5.19 - Grafico da forca de superficie na direcdo axial ao enrijecedor na interface do acoplamento

MEC/MEF
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Figura 5.20 - Grafico da forca de superficie na direg@o transversal ao enrijecedor na interface do acoplamento

MEC/MEF

O comportamento observado para as forgas superficie nas Figura 5.19 e Figura 5.20

possui semelhanca com os constatados no exemplo anterior. A semelhanca consiste na
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ocorréncia de uma concentragdo de tensao nas extremidades dos enrijecedores. Nota-se que
maior intensidade ocorre na extremidade esquerda devido a influéncia do apoio e a diferenga
entre a rigidez do meio e do enrijecedor. Observa-se que com o aumento na discretizagao
aumenta a regido, espaco entre as linhas verticais pontilhadas do grafico, com resposta suave

das forgas de superficie.

5.4 Formulagao do Acoplamento MEC/MEF Considerando a Perda de Aderéncia entre o
Enrijecedor € 0 Dominio
Neste topico serda apresentada a formulagdo utilizada neste trabalho, assim como os
modelos utilizados para representar a perda de aderéncia entre o dominio e o enrijecedor.
Convém constatar que a intengdo de utilizagao dos modelos de aderéncia, aqui apresentados, €
meramente para apresentar a capacidade da formulacdo do acoplamento MEC/MEF

considerando a perda de aderéncia.

5.4.1 Modelos de Aderéncia

Enrijecedor embutido no dominio pode ser uma importante situagcdo para modificar a
rigidez do solido e a capacidade de suportar carregamento, caso as forgas transmitidas entre os
dois materiais forem adequadas. A situacdo ideal onde ocorre a aderéncia perfeita ¢
impossivel na pratica, pois na vizinhanga das extremidades do enrijecedor onde as forgas da

interface tendem ao infinito, ocorrendo o escorregamento.

Para considerar o efeito da perda de aderéncia entre o enrijecedor/dominio podem ser
considerados modelos que descrevem este escorregamento entre os dois materiais. O objetivo
deste trabalho ¢ apenas mostrar a viabilidade de inserir qualquer modelo de aderéncia
considerando a formulagdo descrita abaixo do acoplamento entre 0 MEC ¢ o MEF. Como
exemplos sdo mostrados dois modelos que foram utilizados neste trabalho, lembrando que
todos os modelos possuem comportamento linear entre o deslocamento relativo e as forgas de

transferéncia.

O primeiro modelo apresentado ¢ o modelo constante com um unico patamar,

possuindo apenas um par de pardmetros ao modelo que sio o S eo f__ . Onde S ¢ o

deslocamento relativo entre os dois materiais, para esse modelo ele ¢ zero, e f_ ¢ a maxima

X

for¢a de aderéncia. Este modelo, mostrado na Figura 5.21, descreve situagdes em que uma vez
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atingido a maxima forca de aderéncia, a capacidade de transferéncia de esfor¢os permanece

constante entre os materiais.

Modelo 1

—h

3
&

tenséo de aderéncia

Deslocamento relativo (S)

Figura 5.21 - Grafico da tensdo de aderéncia pelo deslocamento relativo (S) — MODELO 1

O segundo modelo, apresentado na Figura 5.22, consiste de dois patamares e uma

regido de declive. Esta representacdo tem como pardmetros os pares (S, f_ ) e (S,,f.),

onde os S; para i =1,2 sdo os deslocamentos relativos entre os materiais, e f e f. sdoas

forgas maximas e residuais do acoplamento, respectivamente. Este modelo simula, em um
primeiro momento, situagdes onde se tem uma aderéncia perfeita do enrijecedor € o dominio
até atingir a f atingido este valor ocorre um aumento no deslocamento relativo para uma

max *
mesma forca aplicada, mas a partir de S, as forcas de transferéncias comegam a diminuir até
atingir um deslocamento relativo S,, onde ¢ obtida a forga final ou residual do modelo, dai

em diante a transferéncia da forg¢a de contato permanece constante e igual a forca residual.
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Modelo 2
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Tenséo de aderéncia
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1 Deslocamento relativo (S) 2

Figura 5.22 - Grafico da tensdo de aderéncia pelo deslocamento relativo (S) — MODELO 2

5.4.2 Formulagdo do Acoplamento MEC/MEF com Modelo de Escorregamento

O problema do escorregamento introduz uma nova variavel nas equagoes, a variavel S
do escorregamento relativo entre o dominio e o enrijecedor. As equagdes de compatibilidade

agora sao exXpressas por:

({2 =—{f5}={f} (5.31)

(5.32)

Ou seja, o deslocamento relativo S deve ser aproximado por elementos lineares e
introduzido nas equagdes de equilibrio do MEC para pontos internos. Os campos com 0s
deslocamentos U e S da equacdo 5.32 sdo independentes entre si, € podem ser aproximados
por polinomios diferentes sobre cada elementos de barra. O deslocamento U ¢ aproximado
pelo mesmo polindmio cubico definido no item 5.1. O deslocamento relativo S serad
aproximado linearmente nesta formulacdo, como ja informado. A razdo desta escolha ¢ por
ser o mesmo polindmio que aproxima as forgas de superficie no elemento. Para este caso, os
nos das aproximacgodes das forcas de superficie e do escorregamento devem coincidir, com

base no modelo de aderéncia utilizado.
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Sabendo que as equacdes do MEF sdao desenvolvidas em coordenadas locais e as do
MEC em coordenadas globais e tendo as equagdes do MEC possuindo dois graus de liberdade
por n6 e o MEF trés graus de liberdade ¢ necessario realizar a compatibilizagdo das dimensdes
e o sistema de referéncia. Diante deste fato a equacdo 5.32 pode ser reescrita na seguinte

forma matricial:

{U D}ZNFXI = [T ]2NFX3NF [R]3 NFx3NF {U }3 NFx1 + [f]z NFx2 NFextr {S}z NFextrx1 (533)

Onde: NF = nimero de nos de elementos finitos

NF.xr = nimero de nos extremos do elemento finito

[T] é a matriz que relaciona a posi¢do dos nos de {U°} e {U}

[T] ¢ a matriz que relaciona a posigdo dos nés de {U°} e {S}

[R] € a matriz de rotacdo do sistema local para o global de referéncia

Com a introdu¢do do escorregamento relativo S, a equagdo de equilibrio 5.25 do

elemento de contorno para pontos internos ao dominio deve ser reescrita como:
[Hes 11Uy} +[RITHU®} +[RIT1{S} =[Gee 1R} + [Gee 1{ T} (5.34)
O sistema fica:

[A)b]{X}=[Bbb]£Fb}—[GEE][F_i]{fE(S)} -
[Ae, X3 +[RIT]U E}+[R][T]_{S} =[Bg, 1{F,} ~[Gee IIRILT(S)} (5.35)
[KEHUS =[GE T E(S)} +{F}

Onde: {f°}=—{f5(S)} e {f5(S)}depende do modelo de aderéncia que ¢ funcio do
deslocamento relativoS . E {F} representa o vetor de carregamento nodal do MEF. Tendo a

matriz [KE], [G®] e o vetor {F} referenciado ao sistema de coordenada local.

A representacao matricial aplicando o método dos minimos quadrados ao sistema 5.35

fica:
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A [0 O (%) [ B {GeIIR) 0
O KT 0 (U 0 BB BT [EOF 536
(GiellAs] [GLIRIT] [GEIRITI (S ) [[GeliBul] | HGENGLIR] 0

Neste trabalho foi utilizada a formulagdo incremental com controle de passos de carga
ou deslocamento para poder obter o histérico de evolugdo da estrutura e verificar se as forgas
de intera¢do entre 0 MEC e o MEF estdo seguindo os modelos adotados, quando estes

atingem suas forgas de superficies maximas. Assim a equacgdo 5.36 fica na forma incremental:

[Au] [0] [0] AN B, AGelR] 0
[0] [K"] o A= 0 AR [G] | “(S)}HAF (5.37)
[GellAs] [GEIRIT] [GeIRITI( 4S | |[GellBy] AGEIG:IR] 0

5.4.3 Algoritmo implicito da formula¢ao com o modelo de escorregamento

O esquema geral do algoritmo implicito, para resolver o sistema incrementalmente &
apresentado ¢ descrito abaixo e em seguida, de forma sucinta sdo relatado os passos a seguir

para obter a solucdo.

A cada incremento, de deslocamento ou forca, e para uma variacdo inicial do

deslocamento relativo igual a zero, calcula-se os pardmetros AX,AF, e AfijE (S). Com o
deslocamento relativo AS, e o AfijE (S) conhecido, verifica-se ao consultar o modelo de

A . A E ’ ~ ~ ~ . o ~
aderéncia se o pardmetro Af;”(S) sofrera corregdo ou ndo. Caso ndo seja necessdria corregdo

0 processo para e segue para o proximo incremento. No entanto, caso seja necessario

corregdo, calcula-se a forga superficial que excedeu por f,° = —(AfijE —f ).Onde f_ .. ¢

modelo
a forga de superficie no modelo adotado e f° é a carga corretiva a ser aplicada a equagdo 5.37
para calcular o quanto o enrijecedor se deslocou com relagdo ao dominio. Conhecido f°, o
substitui em Af 5(S) e se calculam os pardmetros SAX,5AU " e SAS na equacdo 5.36. Este

processo é repetido até obter a convergéncia, ou melhor, até¢ f° ficar abaixo de um erro

admissivel. Ficando os parametros AS; = AS; +dAS;, US =AU + AU, X = AX; +0AX
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e AfJ(S,)= +5AfiE(j+l)(Sij). Repete-se o procedimento para todos os demais

modelo

incrementos, seja de deslocamento ou de forga.
Com a inteng¢do de esclarecer abaixo mostrard os passos necessarios:

Passo 1) Inicializando i=1,¢ S, =0

[Aso ] [0] [Gpe I[R] AX; [Byp ] [0] [0]
[0] [K®] -[GF] AU = [0] (AR} + [0] {AS;} +1[AF]
[Gee l[Aep] [Geel[RIT] [Geel[Gee IIR]| A (AS)| [ [Gge l[Gee]IR] [Gee IIRIT] [0]

Passo 2a) Verificar: se Af (AS) < f retorna ao passo 1 com o valor

modelo toleréncia

de 1 aumentado de uma unidade

Passo 2b) Verificar: se Af (AS,) > f devera corrigir a forga

modelo toleréncia
fi = —(AfijE — T odelo) (5.38)
Passo 3) Calculo do deslocamento relativo devido a aplicagdo forga corretiva

[Ay] [0] 1 J[aax,] [ AGwIR]
(0] [K*] O VS S (e I 145
[GiellA) [GLIRITT [GEIRITI | a8, | |G GLIR]

Xy =AX;+X;, UF =AUF +AUT, S; = AS; +dAS,

Passo 4) Calculo da forga devido a aplicagdo de S;

[As] [0 GellR] ][ X, [0]
[0] [K*] HG"] | AaUR =] 01 (S
[GeellAs] [GeellRIMT] [GeellGee IIR] |65 0(S )| [ ~[GeelRIT]
X|I1+l) = X f +5AX]+1’ I(j+l) _U C +5AU JE+1’ f = fn{odelo +5fiE(j+1)(Sij)

Passo 5) Calculo da forca corretiva
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fiC(H) =—( ffj - fmodelo)
fijc = ffj

AS, =S,

Passo 6a) verificar: se f U™ < A retorna ao passo 1

tolerancia

Passo 6b) Verificar: se f°0*) >A retorna ao passo 3

tolerancia

Assim ¢ realizado o processo até que para cada incremento o valor de f° esteja

menor que um valor toleravel.

5.4.4 Exemplos Numéricos

Neste item sera apresentado dois exemplos considerando o modelo 1 e o modelo 2.
Primeiramente, serd considerado para o modelo 2 um exemplo de de uma estrutura submetida
a um carregamento para arrancar o enrijecedor do meio. Este exemplo servira para verificar se
estd sendo seguido o modelo de aderéncia em analise. O segundo simula a presenga de um
enrijecedor inclinado em um meio infinito, podendo representar a interagdo solo-estrutura

considerando os dois modelos de aderéncia.

EXEMPLO 1

Neste exemplo considera-se a analise da perda de aderéncia de uma barra embutida
num dominio plano. A estrutura considerada ¢ apresentada na Figura 5.23 a qual ¢ solicitada

mediante a prescricdo de um carregamento no né de extremidade do enrijecedor. A carga
aplicada na estrutura é equivalente a um deslocamento imposto de valor igual a 4,0.107m. As
dimensdes geométricas adotadas foram H =1,0m, L, =4,0m e L=5,0m, analisando o

efeito do escorregamento da barra em um meio eléstico.

A discretizagdo utilizada foi de 120 elementos lineares para o Método dos Elementos

de Contorno e para o enrijecedor foi utilizado 100 elementos finitos.
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As propriedades dos materiais adotadas para o exemplo sdo as seguintes: para o

dominio E_ =2,8.10""N/m’ v=0,0 e para o enrijecedor foi adotado

b

E. =2,8.10"N/m*, 1. =1,79.10'm* e S, =1,29.10°m" . Foi considerado neste exemplo o
MODELO 2 que possui os seguintes pardmetros: S =1,0.10"m, S,=1,0.10"m

f =140.10°N/m?e f_ =1,30.10>°N /m?.

max

HI2 |

Figura 5.23 - Estrutura analisada

Na Figura 5.24 ¢ apresentado as curvas com as forcas de superficie (N/m) ao longo do
comprimento do enrijecedor para nove valores diferentes de deslocamento prescrito,

mostrando assim a evolugdo da acdo de arrancamento da barra em instantes diferentes.
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= Primeiro incremento
Segundo incremento
Terceiro incremento
Quarto incremento
Sexto incremento
Sétimo incremento
Oitavo incremento
Nono incremento

—

1 2 3 4 5
Posicao ao longo do acoplamento

Figura 5.24 - Grafico da evolugéo das forgas de superficie ao longo da regido acoplada

Na Figura 5.25 ¢ apresentadas as curvas com os deslocamentos, em metros, dos pontos

do meio continuo localizado na interface com o enrijecedor. Verifica-se a diminui¢do no

deslocamento, nos pontos localizados proximos a aplicagdo da carga, a medida que o

carregamento evolui.

7,00E-008

6,00E-008 +
Q
£ 5,00E-008
g = Primeiro incremento
-O — i
o 4.00E-008 Segur?do.lncremento
S Terceiro incremento
o Quarto incremento
S 3,00E-008 Quinto incremento
IS e Sexto incremento
S Sétimo incremento
O 2,00E-008 Oitavo incremento
8 == NONO incremento
[a)

1,00E-008 — /

0,00E+000 T T T T

T T T
2 3 4

- -
o1 -

Posicao ao longo do acoplamento

Figura 5.25 - Evolugdo dos deslocamentos do dominio ao longo da interface
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Os graficos apresentados na Figura 5.26 mostram a evolucao da perda de aderéncia,

através do desacoplamento dos deslocamentos do dominio e do enrijecedor.

Enrijecedor
Dominio
3,50E-008 7,00E:008
1,60E-008 o
3,005-008 | 6,00E:008
1,40E-008
Primeiro incremento Sequndo incremento 5008008 | Terceiro incremento
1205008 2,50€-008 | .
< x <
) ) )
2 1.00e-008-] 2 2 so0e008 ]
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8 800E009- g S 3.00e-008
3 8 150e-008-| 8
@ @ [
g o009 g & 2008008
1,005-008 |
4,00€:009
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200£000 5,00£-009 |
T T T
1 2 3 4 5 2 3 4 1 2 3 4 5
Posicéo ao longo do acoplamento Posicéo ao longo do acoplamento Posicéo ao longo do acoplamento
1206007 1,80-007
1,60-007 | 2,008:007
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1,40-007 |
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> BO0E008 x 1205007 ] > L50E007
=} =} 2
€ € 100E007 =
£ o000 g 2
[+ @ 8,00E-008 @ 1,00E-007 4
3 3 S
o o o
@ B @ 008 [
8 4,00E-008 8 6,00E-008 8
4,00E-008 5005008
2,005-008
2,00£-008 |
T 0 T T
1 2 3 4 5 2 3 4 1 2 3 4 5
Posicéo ao longo do acoplamento Posicéo ao longo do acoplamento Posicéo ao longo do acoplamento
3,50E-007 4
4,00E-007
2508007
3005007 | ssorc0r
< Sétimo incremento « 2508-007 Oitavo incremento > 3I00E-007+4 Nono incremento
e 2 2 2soe00r]
S 10007 g 20000 g
E E 5 200007 |
8 8 1508007 S
o 4 =] &
£ Looe007 < @ 15080074
8 & 1000074 o .
5,00E-008
5,00£-008 - J—— o
[
i
X 0,006 . .

Posicdo ao longo do acoplamento

Posicédo ao longo do acoplamento

Posicédo ao longo do acoplamento

Figura 5.26 - Grafico da evolugdo do desacoplamento dos deslocamentos do dominio e do enrijecedor

A Figura 5.26 ilustra perfeitamente a evolucdo da perda de aderéncia, em que os

deslocamentos (m) do dominio ndo sdo mais iguais aos deslocamentos do enrijecedor. No

primeiro incremento de deslocamento, verifica-se quase que todos os nos estdo perfeitamente

acoplados, exceto os da extremidade. A medida que vai aumentando o deslocamento outros

noés comecam a desacoplar até chegar a situacdo do nono incremento quando os

deslocamentos do enrijecedor continuam aumentando € o do dominio decresce.

Finalmente na Figura 5.27 sdo apresentadas as curvas dos deslocamentos relativos (m)

entre os dois materiais. Pela defini¢do apresentada na equacao 5.30 os deslocamentos do

enrijecedor sdo obtidos subtraindo-se os resultados apresentados na Figura 5.25 ao da Figura

5.27.
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Posicéo ao longo do acoplamento

1 2 3 4 5
0,00E+000 st ' : : : ———
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=
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= ] e Primeiro incremento
g -2,00E-007 e Segundo incremento
@) ) Terceiro incremento
% e Quarto incremento
S -2,50E-007 Quinto incremento
5 - = SeXto incremento
kK e
A -3.00E-007 - St.stlmo.lncremento
= QOitavo incremento
i @ NONO iNCremento
-3,50E-007
Figura 5.27 - Grafico do deslocamento relativo entre o dominio e o enrijecedor.
EXEMPLO 2

A estrutura considerada nesse exemplo ¢ a mostrada na Figura 5.28. Trata-se de uma
estrutura plana, que simula a presenca de uma fundagao profunda, neste caso uma estaca, em
um solo infinito. S3o impostas algumas restri¢des de deslocamento ao solo com o intuito de
simular a presenga de estruturas vizinhas e de solo indeslocédvel em sua base. A estaca ¢
considerada inclinada com um angulo de 10 graus (« ). E considerada uma regido do solo de
5 metros de comprimento (L) e 10 metros de profundidade (H). A estaca possui 4 metros de

comprimento (Lo) e com carregamento prescrito de P, =0,11KN, P, =L2KN e

M =-0,003N.m na cabeca da estaca.

A discretizacao utilizada neste exemplo foi de 300 elementos lineares de contorno e

100 elementos finitos para o enrijecedor.

As propriedades dos materiais adotadas para a estrutura sao as seguintes: para o solo

E, =2,8.10°N/m’ e v =0,2, para estaca E. . =22810"N/m’

estaca

=0,0,1 4, =1,79.10"m* e S, =1,29.10”m’. Neste exemplo sdo considerados os

Vestaca estaca
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dois modelos de aderéncia mostrados no item 5.4.1, tendo para o modelo 1 o parametro
f =2.10°N/m’ e para o modelo 2 os seguintes pardmetros: S,=10"m, S, =8.10°m,

f..=310°N/m’e f ,=2,7.10°N/m’.

resd

G<-<-<-<-<-<i
G-<-<-<-<t-<-<
H

Y

L

Figura 5.28 - Estrutura em analise.

Todas as analises das figuras abaixo fardo referencia a trés pontos nodais localizados

na estaca, como mostrado na Figura 5.28.

Na Figura 5.29 encontram-se as curvas das forcas (N/m) atuantes no enrijecedor para
trés pontos diferentes, mostrando assim a evolu¢do com o aumento dos passos de

carregamento para os dois modelos de escorregamento.

108 Analise de Dominios Reforcados Através da Combina¢io MEC/MEF Considerando Modelos de Aderéncia



Capitulo 5 — Acoplamento MEC / MEF
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Figura 5.29 - Diagrama das forgas de superficies ao longo da barra .

A Figura 5.30, Figura 5.31 e Figura 5.32 mostram o comportamento, para cada modelo

e em cada n6 analisado, do deslocamento na direcdo axial (m), transversal (m) e a rotacdo

(rad), respectivamente.
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Figura 5.30 - Diagrama dos deslocamentos do enrijecedor na sua direcao axial.
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Figura 5.31 - Diagrama dos deslocamentos do enrijecedor na sua diregdo transversal.
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Figura 5.32 - Diagrama evolugdo da rotagdo do enrijecedor para os dois modelos analisados.

Nos trés graficos acima ¢ constatado pontos de inflexdo para o modelo 1, para os
pontos da estaca analisado. Esta inflexdo ocorre aproximadamente quando o 35 incremento de
carregamento ¢ aplicado na estrutura. A partir deste incremento a estrutura atinge a forca

maxima do modelo, desta forma grandes deslocamentos e rotagdes sdo obtidos. Ja para os nos
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da barra do modelo 2 o comportamento ndo apresentam inflexdes, justificado pelo fato de nao
ter atingido a forca residual para a barra, sendo assim a estrutura ainda possui pequenos

deslocamentos.

Na Figura 5. 33(a) e (b) ¢ mostrado os deslocamentos na direcdo y (m) dos pontos

internos para o modelo 1 e 2, respectivamente. Ja a Figura 5. 34(a) e (b) mostram a tenséo o,

(N/m*)dos pontos internos para a estrutura submetida tanto ao modelo 1 quanto ao modelo 2

de aderéncia.

Nestas imagens ¢ possivel verificar a influéncia e a importdncia do modelo de
aderéncia adotado para simular o escorregamento do dominio/enrijecedor, pois os resultados
sdo alterados e a simulagdo perde toda a sua objetividade de representar situagdes presentes

no chamado “mundo real” caso o modelo de perda de aderéncia ndo seja adequado.
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(a) Para o modelo 1 (b) Para o modelo 2
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Figura 5. 33 - Imagem do deslocamento na dire¢do Y na estrutura para o ultimo incremento de carga
considerando o efeito da perda de aderéncia.
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1 2 3 4

(a) Para o modelo 1 (b) Para o modelo 2

Figura 5. 34 - Imagem da tensdo 6, na estrutura para o ultimo incremento de carga considerando o efeito da
perda de aderéncia.

112 Analise de Dominios Reforcados Através da Combinagio MEC/MEF Considerando Modelos de Aderéncia



Capitulo 6 — Consideragdes Finais

CAPITULO®6

6 Consideracoes Finais

O objetivo deste trabalho foi a analise de dominios refor¢ados considerando o efeito
da perda de aderéncia através do acoplamento entre o Método dos Elementos de Contorno
(MEC) e o Método dos Elementos Finitos (MEF). Inicialmente foi feita uma vasta revisao
bibliografica, tanto de publicagdes internacionais quanto nacionais, de trabalhos relacionados
a esta pesquisa. A partir desta revisdo foi constatada a grande aplicacdo da técnica de
acoplamento MEC/MEF a intera¢do solo estrutura, tendo desta forma poucos trabalhos
abordando dominios quaisquer. Ainda ficou constatado na revisdo bibliografica que sao raros

os trabalhos que consideram o efeito do escorregamento no acoplamento dos dois métodos.

Em seguida foi apresentada a formulagcdo do MEC desenvolvida a partir do teorema de

Betti, mostrando as equagdes integrais do método e suas singularidades presentes.

Com a inten¢do de controlar o erro das integragdes numéricas, neste trabalho
procurou-se identificar a quantidade de pontos de Gauss necessdrios para realizar estas
integracdes com um erro aceitavel. Para descrever o erro da integracdo pela quadratura de
Gauss foi realizado um estudo utilizando a equacdo proposta por Stroud e Secrest (1966).
Onde neste estudo foi analisado o comportamento desta equagdo através da correlacdo da
razdo R/L e do angulo que o ponto fonte faz com o elemento a ser integrado, sempre
consultando a expressdo analitica do erro. Ainda referente ao controle do erro, este trabalho
apresentou sugestdo de equacdes mais simples e que proporcionam bons resultados. Para a
obteng¢do destas equagdes, foi realizada uma regressao nao-linear cujo parametro de aceitagao
ou rejeicdo do ajuste foi o teste estatistico de aderéncia do qui-quadrado que apresentou
valores inferiores a 0,04 correspondendo uma probabilidade de ajuste superior a 95%. Foram
ainda apresentados exemplos comparando resultados da Formulagdo com Controle de Erro
das Integrais numéricas (FCEI) com a Formulagao Classica (FC) com 10 pontos de Gauss ¢ a
um software em elementos finitos, Ansys. A partir de exemplos foi possivel constatar o
melhor aproveitamento pela formulagdo FCEI do elemento linear em comparagdo com a

formulagdo FC. Dentre as principais vantagens da FCEI estd a maior velocidade de
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convergéncia com menor discretizacao quando comparado a formulagdao sem controle de erro,

FC.

No estudo do controle do erro das equagdes integrais foi constatado que para relagdes
inferiores a R/L <1,6 ndo ¢ possivel controlar o erro para quaisquer angulos entre o ponto
fonte e o elemento a ser integrado. Ainda ¢ mostra uma regido onde com 10 pontos de Gauss

. , o .. 1 . _— . .
ndo € possivel atingir um erro maximo de 10~°. A partir destas restri¢gdes foi realizada a
técnica de sub-elemntacdo para que a regido com erro controldvel aumente. Com essa idéia, a

sub-elementacdo foi realizada para que a relagdo R/ L fosse maior que 1,6.

Em seguida foi apresentada a formulacdo do acoplamento entre o MEC e o MEF,
sendo inicialmente considerada a aderéncia perfeita e depois foi inserido o efeito do

escorregamento a formulagao.

O dominio foi modelado pelo MEC e o enrijecedor pelo MEF. Para o desenvolvimento
dos elementos do MEF foi utilizado a cinematica para elementos de pérticos bidimensional
semelhante a desenvolvida por Pacolla (2004). A aproximagdo utilizada para o elemento do
MEF foram polindmios ctiibicos para os deslocamentos e rotagdes, sendo estas aproximacoes
independentes, e um polindmio linear para as forgas. Devido essa diferenca de aproximagao
entre deslocamentos e forcas, foram geradas, na formulagdo, mais equacdes que incognitas
tornando o sistema retangular e ndo resolvivel. Para contornar este problema foi utilizado o
Método dos Minimos Quadrados, MMQ, para tornar as matrizes quadradas, € como

conseqiiéncia, uma melhor regularizagao das respostas.

Através dos exemplos examinados considerando enrijecedores perfeitamente aderido
ao dominio, foram verificadas respostas suaves para os parametros deslocamentos e rotagao.
J& para a grandeza forga, foi verificado singularidades nas extremidades do enrijecedor. Estas
singularidades possuindo comportamento suave para for¢as axiais, no entanto, para forgas
transversais ao enrijecedor foi percebido oscilagdes nas extremidades. E estas oscilagdes sao
mais presentes a depender do tipo de carregamento, do tipo de apoio e da diferenca entre os
parametros do enrijecedor € do dominio. Com a intencdo de diminuir estas oscilagdes foram
acrescentados mais pontos internos nos elementos finitos extremos do enrijecedor, pois
apenas com a aplicagdo do MMQ nao foi possivel obter respostas mais suaves. A partir destes

pontos adicionais, foi possivel “empurrar” as oscilacdes mais para a extremidade, e com uma
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maior discretizagao desta regido foi possivel diminuir a perturbagdo, como mostrado nas

figuras 5.14 ¢ 5.20 .

Dando prosseguimento ao desenvolvimento da formulagdo, foi considerado o efeito da
perda de aderéncia entre o dominio e enrijecedor. A inser¢cdo do escorregamento foi feita
através da consideragdo de um parametro adicional na compatibilidade dos deslocamentos do
dominio e do enrijeceddor. Este parametro adicional foi o deslocamento relativo S, o qual foi
aproximado por polindmios lineares. Esta aproximacdo foi motivada devido as forcas serem
aproximadas por polindmios lineares, e como os modelos adotados relaciona estas for¢cas com

os deslocamentos S, foi uma forma comoda de obter os parametros nodais coincidirem.

No presente trabalho foram considerados dois modelos de aderéncia entre os materiais,
o primeiro considerando estruturas que uma vez atingida as forcas maximas de contato, esta ¢
transmitida de forma constante no acoplamento dos dois materiais. E o segundo mostra a
presenga de uma tensdo residual apds ter atingido a forga maxima. O objetivo da utilizagdo
destes dois modelos ¢ mostrar a capacidade em inserir o efeito do escorregamento ¢ a

potencialidade de consideragdo para quaisquer outros modelos mais complexos.

Para a wvalidagdo da formulagdo de acoplamento considerando o efeito do
escorregamento, foram analisados dois exemplos. O primeiro constituia de uma barra
submetida a uma carga axial simulando o arranque do enrijecedor ao dominio. Neste exemplo
foram verificados valores coerentes de deslocamentos aos dois materiais, pois quando era
atingida a forca maxima do modelo de aderéncia ocorria a diferenca de deslocamento entre o
enrijecedor e o dominio, ocasionado pelo deslocamento relativo S. E ainda neste exemplo, foi
verificado o perfeito acompanhamento das forcas de contato da direcdo da barra quando os
seus valores excedem ao preconizado pelo modelo adotado. J4 o segundo exemplo mostra
uma estrutura simulando a interagdo solo estrutura, sendo o enrijecedor representado por uma
estaca com pequena inclinagdo em relacdo a vertical. Neste segundo exemplo, foram
realizadas andlises considerando o modelo 1 e depois considerando o modelo 2, sendo a
estrutura analisada permanecendo inalterada. A estrutura foi submetida a trés tipos de
carregamentos: forga vertical, horizontal e rotacdo na cabeca da estaca. Estes resultados
mostram a importancia de se considerar modelos de aderéncia que melhor represente as

interagdes entre os materiais sub algum tipo de solicitagdo.
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Para trabalhos futuros se tem diversos pontos a serem estudados, ou melhor sempre
terd algo a ser estudado, pois 0 que motiva as pesquisas ndo sao as respostas € sim as
perguntas. Partindo deste pensamento, no decorrer deste trabalho diversas perguntas foram

feitas e que se pretendem estudar, dentre elas tem-se:

e Estudar outro método de regularizagdo para diminuir mais a presenga de
oscilagdes quando considerado acoplamento perfeito as forcas de superficie
transversal ao enrijecedor, pois a aplicagio do Método dos Minimos
Quadrados MMQ nao foi eficiente.

e Apesar de o autor ter implementado o célculo da carga critica, resultados ndo
mostrados neste trabalho, tem-se que verificar a sua aplicacio em mais
exemplos e buscar um algoritmo de otimizagdo para reduzir o tempo
computaional.

e Considerar a presenca de sub-regides, realizando além do acoplamento
MEC/MEF também o MEC/MEC entre as varias regioes do dominio. Estudar
também dominios anisotropicos.

e Aplicar a chamada confiabilidade de Software para verificar qual a confinga
dos resultados gerados pelo programa implementado pelo autor.

e Aplicar ainda a teoria de confiabilidade as equagdes simplificadas do estudo de

erro proposta neste trabalho.

Os topicos apresentados acima foram as principais perguntas surgidas no decorrer
deste trabalho, e que devido ao tempo escasso ndo foi possivel procurar respostas. Espera-se

assim ter estas respostas num futuro proximo.
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