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“A filosofia é escrita neste grandissimo livro gesta
continuamente aberto diante de nossos olhos (ew, dig
Universo), mas que nao se pode entender se primawo

se aprende a entender a lingua e conhecer 0s @Gexct
em que estd escrito. Ele esta escrito em lingua
matematica e os caracteres sdo triangulos, circlidos
outras figuras geomeétricas, sem 0s quais é humamizme
impossivel entender alguma coisa; sem eles é canaio g
em vao por um obscuro labirinto.”

Galileo Galilei
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Lista de Simbolos

S- representacao de um soélido no modelo fisico

I - contorno de um sélido, podendo ser subdividitkde(contorno de Neumann)y,
(contorno de Dirichlet) &, (contorno onde ocorre o contato)

Q - dominio de um solido

IT - Energia Potencial Total de um sélido, podendossédividida em uma parcela
internall;, externdl, e relativa ao contatid,

tc - vetor que representa a forca de contato, podesgiodecomposto em uma
componente norma{, e outra tangenciaj;

&€, - vetor unitario normal a superficie de um sélido

& - vetor unitério tangente a superficie de um sdlid

g - funcao intervalo de distancia, medida entre goda superficie de contato
g - distancia inicial entre dois pontos de contato

AL - multiplicador de Lagrange

Jp - termo de penalizacao

L - comprimento de uma barra prismatica

A - &rea da secdo transversal de uma barra prigméatic

| - momento de inércia da se¢cdo de uma barra pitanat

E - modulo de elasticidade de uma barra prismatica

0a - forca distribuida na direcéo axial de uma barra

q: - forca distribuida na direcao transversal de baraa

ox €y - componentes de tensdo normal nas direg@gs respectivamente

vy - tenséo cisalhante no plaxy

ex €&y - deformagéo especifica linear nas diregdey, respectivamente

yy - medida de deformagao angular no playo

X - simbolo que representa a grandeza vetorial ndiea a posi¢do inicial de um
ponto do sélido, dado pelas componemntes y, respectivamente na direcdo horizontal e
transversal

Xy - Simbolo que representa a grandeza vetorialmgliea a posi¢ao atual de um ponto
do sélido, dado pelas componentgsy,, respectivamente na direcdo horizontal e tranalvers



u - simbolo que representa a grandeza vetorialmgliea o deslocamento de um ponto
do sdlido, dado pelas componentesy, respectivamente na direcdo horizontal e tranalers

¢i ey; - funcdes de forma

v - coeficiente de Poisson

d — simbolo que indica a variacado de um funci@dhalu das fun¢des que o compde

& n, {ed - varidveis adimensionais utilizadas nos elemed¢éoseferéncia

a - escalar que multiplica o vetor deslocamento gasndo ocorra penetracao

B - matriz que relaciona os campos de deformacaaleslscamentos nodais de um
elemento bidimensional

D - matriz constitutiva, que relaciona os camposetsdes e de deformacdes de um
elemento bidimensional

WgL - pesos para integracdo numérica pela quadragu@adss-Legendre

Wy - pesos para integracdo numérica da tabela de ldafd@minios triangulares)

J - jacobiano de uma transformacéao

Q - matriz que agrupa funcdes de forma para obtedgawetor de forcas nodais

equivalentes em elemento bidimensionais

g, - vetor que agrupa os valores das for¢as distt#suinos nés de um lado do
elemento bidimensional

P, M eN - pontos utilizados para calcular a distanciaeedtiis pontos de contato

K - matriz de rigidez de um elemento (ou da estajtaidepender do contexto)

F - vetor de forcas nodais equivalente de um elemn@nt da estrutura, a depender
do contexto)
u - vetor dos deslocamentos nodais (incognitassteran)

K. - matriz que impde restricdes devidas ao con@atsisiema

F. - vetor que impde restricdes devidas ao contagistema

Observacdo: esta lista ndo contempla o Apéndiaaijas simbolos utilizados tém seu
significado indicado no decorrer de seu desenvaim



Lista de Abreviaturas

BFGS — Método do tipo Quase Newton atribuido a Beoy Fletcher, Goldfarb e
Shanno

CNPqg — Conselho Nacional de Desenvolvimento Cientd Tecnologico

DFP — Método do tipo quase Newton atribuido a Dswidl Fletcher na Powell

EESC - Escola de Engenharia de Sao Carlos

EPD — Estado Plano de Deformacgdes

EPT — Estado Plano de Tensfes

ISOT3 — Elemento Isoparamétrico Triangular com 8 no
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ISOT6 — Elemento Isoparamétrico Triangular com § n6

ISOQ8 — Elemento Isoparamétrico Quadrilateral camds

MEF — Método dos Elementos Finitos

MGC — Método dos Gradientes Conjugados

PTV — Principio dos Trabalhos Virtuais

PVC - Problema do Valor de Contorno
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Vi



Vil

Resumo

PIEDADE NETO, D. (2009)Sobre estratégias de resolugdo numérica de proldema
de contatoDissertacdo (Mestrado) — Escola de EngenhariaddeCarlos, Universidade de

Sao Paulo, Sao Carlos, 2009.

Os problemas de contato representam uma classeobempas da Mecanica dos
Solidos para a qual a ndo-linearidade é introdugéda alteracdo das condi¢des de contorno,
as quais so podem ser determinadas no decorrendesso de resolucéo. O presente trabalho
trata dos problemas de contato abordando aspeetosua formulacdo e implementacdo
numérica. Apresentam-se, em particular, as forndelagle dois diferentes tipos de elemento
de contato revendo-se, mais detalhadamente, oneata numérico das restricdes decorrentes
de contato. Algumas estratégias para resolucao waipnal desta classe de problemas,
consistindo em técnicas de otimizacdo, foram implgadas num programa computacional
de elementos finitos e avaliadas comparativameatemeio de exemplos numéricos com

diferentes graus de complexidade.

Palavras-chave: problemas de contato, método dmseetos finitos, métodos de

otimizacgdo, elementos de contato
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Abstract

PIEDADE NETO, D. (2009)On numerical solution strategies of contact proldem
Dissertacao (Mestrado) — Escola de Engenharia deCa#los, Universidade de Sao Paulo,

Sao Carlos, 2009.

Contact problems represent a class of Solid Meckaproblems for which the
nonlinear behavior is caused by the change of thendlary conditions during the solution
process. The present work treats contact probldmsreing aspects of its formulation and
numerical implementation. Specifically, the forntida for two different contact elements is
presented, analyzing, in details, the numericahfdation that results from the contact. Some
strategies for the computational solution of thigss of problems, given by optimization
technigues, were implemented in a finite elememmatational program and were compared

and evaluated by numerical examples with diffetenls of complexity.

Keywords: contact problem, finite element methogdtimization methods, contact

elements






1 - Introducéo

A presente dissertacdo € resultado de um trab&hnestrado desenvolvido junto ao
Programa de Pés-Graduacédo do Departamento de Eargede Estruturas (SET) da Escola
de Engenharia de S&o Carlos (EESC) da Universidad&ao Paulo (USP), com apoio
financeiro da CNPg. O tema se insere na linha dguyiea de Métodos Numeéricos, com

enfoque na andlise ndo-linear de estruturas.

1.1. Justificativa

Os problemas de contato representam uma classeobéermpas da Mecanica dos
Sdlidos para a qual corpos distintos passam aagitejuando partes que os compde tendem a
ocupar simultaneamente a mesma posicdo do espaguoo Consequéncia natural da
impenetrabilidade de um soélido sobre outro, surfgas de acdo e reacdo entre os solidos,
as quais causam alteracdo das condicdes de con@enamente essas alteracbes s6 podem
ser determinadas no decorrer do processo de résglacdessa forma, o fendmeno possui
comportamento nao-linear.

Esta classe de problemas nédo-lineares é geralna@nésentada como a de maior
dificuldade de resolucéo, (BELYSTCHKO; LIU; MORARQO3)-

“Problemas de Contato/Impacto estdo entre os pradendo-lineares de maior

dificuldade, uma vez que sua resposta ndo € séaveelocidades normais a superficie de

! Tradugao livre realizada pelo autor da presersigsediacao.



contato sdo descontinuas no tempo quando o impactoe. Para os modelos de atrito de
Coulomb as velocidades tangenciais ao longo dafécipetambém sdo descontinuas quando
se observa o limite de escorregamensiick-slip behavior). Essas caracteristicas do
Contato/Impacto introduzem dificuldades significa para a integracdo no tempo das
equacOes discretizadas e deterioram o desempenhdlétisdo de Newton. A escolha
apropriada de algoritmos e métodos numéricos énessgara o sucesso dos mesmos, e
técnicas de regularizacdo sdo muito Uteis paratenoho de procedimentos de resolucéo
robustos.”

Apesar de o comentario anterior se referir a cdmdicde atrito e impacto, as
limitacOes relativas ao desempenho dos procedimatdoresolucdo apresentam-se mesmo
em regimes quase-estaticos de contato sem atrs#&imAsendo, 0 tema ainda necessita do
aprimoramento das estratégias de resolucao, qsido a sua escolha para a elaboracao da

presente pesquisa.

1.2. Objetivos

Em principio o trabalho procurou dar continuidadeestudo iniciado por (RIGO,
1999), o qual avaliou a utilizacao de estratégastinizacédo para a resolucdo de problemas
de estruturas prismaticas sujeitas a acdo de wimeulilaterais pontuais. As restricdes foram
introduzidas por meio da definicdo de intervalos vadores factiveis para algumas das
variaveis de deslocamento, por esta razdo, dendasnariaveis canalizadas.

Tal estratégia foi retomada estendendo-a para aimoil contato em estruturas
modeladas por meio de elementos bidimensionaignges avaliar comparativamente 0s
diversos métodos de otimizacdo e de restricdesadaveis na resolucdo aplicados a essa

classe de problema.



Sendo essa uma abordagem prioritariamente reat#igoroblemas onde a regiao de
contato é conhecida, a sequéncia natural do tralfailo desenvolvimento de elementos de
contato, que possibilitam a resolucdo de probledeagsomplexidade mais elevada. Nessa
segunda abordagem, foram formulados dois diferdiges de elementos de contato, e seu

desempenho avaliado quando associados a difeesitagegias de restricdo de variaveis.

1.3. Estrutura da Dissertacao

O texto subdivide-se em cinco capitulos, entre u@sgse inclui o presente, além de
um apéndice, que apresenta uma revisao bibliogréficteoria matematica que fundamenta
as estratégias de otimizacdo implementadas.

No Capitulo 2 apresentam-se as bases teéricasrdbiemas de contato, partindo do
modelo fisico e desenvolvendo o modelo matematieorgpresenta o mesmo. Ainda, com a
finalidade de ilustrar a aplicacéo da teoria, agresse um exemplo simples de problema de
contato, discutindo-se a partir dele as possilikdade formulacao geral.

No terceiro capitulo tratam-se aspectos especifit@sabordagem numérica do
problema, iniciando-se pela apresentacdo dos etemdmitos utilizados no programa
computacional elaborado na pesquisa para finssieatizacdo espacial dos solidos. Também
sdo apresentadas as técnicas de deteccao de aintgtosicdo de restricdes ao sistema que
representa o problema de equilibrio, além das flapdes dos dois diferentes tipos de
elementos de contato empregados.

No Capitulo 4 apresentam-se exemplos numéricoegsados por meio do programa
computacional elaborado, avaliando o desempenho t&s métodos de otimizacdo adotados

guanto dos elementos de contato.



No quinto e dultimo capitulo reinem-se as consid@Escfinais e conclusoes.
Apresentam-se, ainda, alguns temas identificaddsrgm da pesquisa como de interesse para
futuros estudos.

No Apéndice A apresenta-se uma revisdo dos meétddostimizacao utilizados,

contemplando sua formulacao e aplicacdo mediantex&mplo numérico simples.



2 - Uma introducdo a Mecanica do Contato

A resenha histérica sobre a Mecanica do Contat@ritlesa seguir resume a
apresentacao mais extensa contida em (KIKUCHI; ODEX88).

Os problemas de atrito foram estudados séculos aoi® problemas de contato. De
fato, ja no Século X\L.eonardo da Vincestudou o tema, o qual foi corretamente descato p
Amontosem 1699 e estendido para o caso dinamiccQmaiombem 1781. Em todos esses
casos, o0 atrito sempre foi abordado entre solidasiderados indeformaveis.

Quanto aos problemas de contato, estes sO pasaa@anabordados apos o comec¢o do
desenvolvimento da Mecéanica dos Sélidos, a pastiBélculo XIX. O primeiro a tentar tratar
o assunto foiPoisson em 1833 no trabalhoTfaité de Mécanique’ porém segundo
(KIKUCHI; ODEN, 1988), erros no seu trabalho caasarfalhas mesmo na obtencdo da
respostas de problemas simples de corpos em col@3éwos trabalhos também foram
apresentados poBaint-Venant em 1867 (‘Sur le choc longitudinal de deux barres
élastiques), eVoight em 1862, entretanto também com sucesso limitado.

O primeiro trabalho que efetivamente conseguiu réesc adequadamente o
fendbmeno € atribuido ldeinrich Hertz e foi apresentado a Sociedade de Fisica de Benfim
1881, sendo denominadtber die Beriihrung fester Elastischer Korperal artigo é tido
como o marco inicial da Mecanica do Contato, sendoproblemas por ele abordados
referidos hoje como ‘Problemas de Contato de Hertz’

ApoOs esse trabalho, desenvolvimentos no assunforam retomados no inicio do
Século XX (JOHNSON, 2003). Como novas contribuigdesse século (KIKUCHI; ODEN,
1988) citam o problema geral de equilibrio de uilidecelastico em contato sem atrito com

um anteparo rigido, formulado p8ignoriniem 1933, em um trabalho denomina8opra



akune questioni di elastostaticaAinda 0 mesmo autor apresentou em 1959 uma te@is
completa sobre o assunto no trabafQuestioni de elasticita nonlinearizzata e semi
linearizzata!

Os primeiros livros especificos sobre o tema sangiapos a metade do Século XX,
sendo citado por (JOHNSON, 2003) o livro ldeA. Galin de 1953, com titulo em inglés
‘Contact Problems in Theory of Elasticityim resumo do trabalho do ruddaskhelishvilj e
o livro ‘Contact Problems in the Classical Theory of Eleityi, de Gladwell publicado em
1980. Neles ainda o tema é tratado sobre a ¢tidadaa da Elasticidade linear.

Problemas mais gerais, considerando demais eferta desenvolvidos apenas ap0s
o desenvolvimento da Teoria da Plasticidade. Negstexto de problemas mais genéricos e,
por consequéncia, mais complexos, a abordagem mandarincipalmente por meio do
Método dos Elementos Finitos, deu abertura a unaadgr evolucdo do tema, abrindo
caminho para a Mecanica do Contato ComputacioniaerBos nomes podem ser citados
como autores de artigos sobre o assunto (BATHEG)19®qui, se destacam alguns que
escreveram livros sobre o tema, como (KIKUCHI; ODEN88), (LAURSEN, 2002) e
(WRIGGERS, 2006). Além disso, o tema também édwatam livros andlise ndo-linear por
meio de elementos finitos, como em (ZIENKIEWICKZ; AYLOR, 2000) e
(BELYTSCHKO; LIU; MORAN, 2003).

Para iniciar aqui a abordagem do tema, serdo rekasre seguir as hipbteses e teorias
da Mecanica dos Sélidos, com destaque para asedagem necessarias para estabelecer um
modelo tedrico do fenbmeno do contato entre ddidadistintos. Apresentadas as formas
de tratar as restricbes, as mesmas serdo entaadgdi a um problema simples, com a

finalidade de discutir as estratégias utilizadas paresolu¢do dos problemas dessa natureza.



2.1. Sobre o problema de contato

Tome-se um so6lid& de dominio2 e superficie de contornb, esquematizado na
Figura 2.1, para o qual se pretende desenvolvemontelo matematico que represente seu
comportamento fisico quando o mesmo € submetidgda de forcas e deslocamentos

Impostos.

QeR

[ I I=I',Ul}

Iy

Figura 2.1 - Modelos fisico e matematico de undsdli

Para fins de analise do comportamento em escaleostépica o solido é idealizado
como um meio continuo inserido no espaco euclidimmdmensional. Nesse sentido, 0s
pontos do solido séo aqui referenciados como panadsriais.

O sélidoS pode estar sujeito a acdo de forcas de camqpuee atuam em seu dominio
ou a forcas de superficigue se aplicam na paitede seu contorno (contorno de Neumann).
Sobre a parte complementar do contorhg {(mpd&e-se restricdbes sobre os deslocamentos,
chamadas de condi¢cGes de Dirichlet. Dada a impodaéatessas condicfes para a definicdo
das caracteristicas particulares de cada problesianesmos sdo chamados Problema do
Valor de Contorno (PVC).

A resolucdo do PVC é obtida com a determinacaotogim o dominio do problema,

dos campos de deslocamento, tenséo e deformacéoresapondéncia a sua configuracdo de



equilibrio. Para tanto, deve-se observar restric@les equilibrio local de forcas,
compatibilidade entre deformacdes e deslocamestaslacdo constitutiva, envolvendo os
campos de tensdo e deformacéo; tais condicOes p@nerm mediante um conjunto de
equacodes diferenciais.

Quando o problema passa a tratar dois solidoswiisticomo os indicados na Figura
2.2, as mesmas relacdes devem ser observadas rphms,asendo que novas condicdes

surgem como conseqiéncia da interacdo entre eles.

T Tis

]_,C QA,QB€Rn
: I=Iurl,ur,
I (para S e )
[te [= =T,
Tys>—Tia Fye & 1o e

Figura 2.2 - Modelos fisico e matematico para umjgoto de dois solidos

Como o modelo fisico, naturalmente, ndo deve permie partes de sélidos distintos
ocupem a mesma posi¢cao do espaco simultaneamentajelo passa a incorporar uma nova
condicao, dita de impenetrabilidade.

Entretanto, como discute (BELYTSCHO; LIU; MORAN, (&), a condicdo de
impenetrabilidade ndo pode ser aplicada diretamsobge o sistema, na forma de uma
expressédo analitica ou diferencial, podendo apsgrasxpressa em termos gerais, cComo

Q,NQ;=0. (2.1)

Ainda segundo o mesmo autor, ela também poderiangendida como uma condi¢ao
de compatibilidade. Seja qual for a forma de enteadto, o desconhecimento prévio da

regido de contato, que configura a situacdo ma,gspde ndo-linearidade ao problema.



O contorno passa também a apresentar um novo gubtmi, formado em um dado
instante do processo fisico pela regido de comatee os solidos. Para a caracterizacédo do
contato, introduz-se uma funcédo escarque mede localmente, em um dado instante, a

distancia entre as superficies dos solidos, cordalustra a Figura 2.3.

g<0

g=0

Figura 2.3 - Interpretacéo fisica dos valores ob8dara fungéo g

A funcéo é definida de tal maneira que, ao aprasesmtior nulo, o par de pontos de
referéncia dos solidos encontra-se em contato do destante. Caso a funcdo tenha valor
positivo, ha um intervalo de distancia entre os moss ja o valor negativo indica a
penetracdo, que apesar de ndo admitida pela tgoodera ser permitida em etapas
intermediarias da resolucdo por estratégias nuaggricomo sera discutido no proximo
capitulo.

Como consequéncia da interacdo resultante do oomtatinterface entre os solidos
aparecem forcas de acéo e reacdo. Admitindo-sesupexficie regular de contato, em cada
sélido essas forcas podem ser decompostas, numpdado, segundo as direcbes normal e

tangencial a mesma, conforme ilustra a Figura 2.4.
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Figura 2.4 - Decomposicao das forgas de contatcada solido

Uma vez que o problema fisico ndo admite a adessiguperficies, define-se também
uma condi¢cao sobre a componente do vetor da fe@utatd. segundo a direcdo do vetor
unitario &,, normal a superficie no ponto. Como a situacaoisgivel deve ser sempre de
compressao, a projecéq deve ser negativa, sendo ela obtida pelo prodéono indicado
em (2.2):

t, =t €. (2.2)

Essa segunda condicdo adicional observada paraobtemas de contato tem as
mesmas origens da primeira, sendo que ambas, gordeq e t.,, podem ser analisadas
conjuntamente, definindo duas situacdes distintasipeis:

i) quando o contato ocorre para um dado par de paasiperficie dos solidos, a
funcdo g apresenta valor nulo, observando-se a ocorréneicagbes e reacodds, de
compressao (ou seja, negativas) nos mesmos pantzdd superficie;

i) quando o contato ndo ocorre (ou deixa de existiflyncdog apresenta valor ndo-
nulo (positivo) e, nesta situacao, as agoes e esag®ao nulas.

E notavel a relacdo de dependéncia entre as duasdase sendo que ambas
complementam-se de maneira que uma delas semgrender Esse fato permite a reunido

das duas condi¢cdes anteriores em uma Unica, ditdigia de complementaridade. Assim
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sendo, o produto da funcao intervglpela projecédo da forca de contatpem um dado ponto
x del; € sempre nulo, ou seja

g(¥t.(¥=0,0 xdr .. (2.3)

Uma consequiéncia da condicdo anterior € que asamanfes normais de acéo e
reacdo observadas na interface de contato nacamalirabalho no processo fisico. Essa
propriedade ganha importancia na abordagem eneagddi problema e sera oportunamente
retomada.

Apesar do produto de por tc, ser constante, no decorrer do processo fisicaias d
grandezas que o compde sdo descontinuas, e istseRfA a causa do comportamento nao-
linear quando se observa o contato. Para uma maftédise da relacdo entre ambas, observe-

se o grafico da Figura 2.5.

»ten

Figura 2.5 - Grafico da relacéo entre o valor apeesado pela funcédo g e pgpt

Apesar da descontinuidade, conforme ilustrado garki2.6(a), a relacdo entre ambas
pode ser regularizada mediante aproximacao porhipéabole, definida de tal modo que no

limite reproduz-se a relagéo original.
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glOf ng

g i

—g=-1 1

g=-0,1/t 1
—g=-0,01/t — ot
4 H 5 4 3 -2 1 (0] 3 4 5

_]_7

_27

2,
_37
t J N

(@) (b)

Figura 2.6 - Aproximacao da condicdo de complenmeeae por meio de fungdes
hiperbdlicas (a); Comportamento de uma funcao tipkca tanto para valores positivos
guanto negativos da variavel do eixo das abscifisas

A Figura 2.6(b) mostra que apesar da funcédo hifieebGaproximar bem o
comportamento da condicdo de complementaridade egungo quadrante dos eixos
cartesianos, sua definicdo geral pode admitir ealgositivos para a variavie), no quarto
guadrante, o que, conforme ja discutido, ndo é taimipelo modelo fisico. Esse
comportamento demanda cuidados adicionais quanmooedimento de resolucdo empregar
tal regularizacao.

Dadas essas peculiaridades, qualquer procedimentesdlucdo deve contemplar a
imposicao de restricbes sobre as variaveis envadvith contato. Entre as alternativas mais
difundidas nesse sentido estédo as estratégiasdaasea multiplicadores de Lagrange e fator
de penalizacdo, aqui denominadas em conjunto ceimatégias de restricao.

A primeira consiste na introducdo de uma variavéicianal ao sistemaiy),
multiplicadora da restricdo de impenetrabilidagle 1fo caso, dada por uma igualdade. Dada a

estrutura similar deste produto com a condicadoaeptementaridadeg(t.n), tem-se que o
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multiplicador 4. tem o significado fisico atrelado a projec@p e consequentemente, a
estratégia equivale a soma de tal condicdo aodoaktde energia.

Ja a segunda estratégia ndo introduz novas vaiaisistema, como no caso
anterior. Nela, a restricdo de impenetrabilidaddida por meio do fator de penalizagao
cujo valor é previamente adotado. Como ndo ha alfinvia com a condicdo de
complementaridade, o resultado é que a condicaamgenetrabilidade € relaxada. No
entanto, quanto maior € o valor do termo de pemgdia, menor € o efeito de relaxacéo,
totalmente anulada no limite do termo de penalzagadendo a infinito.

Assim como no caso do multiplicador de Lagrangaptam ao termo de penalizacao e
possivel atribuir um significado fisico. Dada swaacteristica de impor menor ou maior
relaxacao a funcag, o mesmo pode ser interpretado com o valor ddazyde uma mola, de
dimensdes infinitesimais, posicionada entre osqmde contato dos solidos. Quando o termo
apresenta valor pequeno, a mola esta bastantedidtee a penetracdo € significativa;
guando a rigidez tende ao infinito, a mola permar@aticamente indeformada e os pontos
de contato tendem a compartilhar a mesma posicédespaco. A Figura 2.7 ilustra essa

interpretacéo fisica.

Ap (1) P @) Ap 3) —
0<lp @< p () </p @)= ©

Figura 2.7 - Interpretacéo fisica do termo de pére¢ao nos problemas de contato
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Para ambos os meétodos descritos, como a condicacodglementaridade €
implicitamente inserida na forma de uma igualda&deecessario uma analise adicional para

controlar os sinais das variaveis envolvidas naligdio (g 20, t,, < 0).

Nesse contexto, no caso dos multiplicadores deabagy, essa analise é direta uma
vez gque eles representam a forga de contato,ra,assia analise de sinal do valor obtido para
o multiplicador permite concluir sobre a manutengéondo da imposi¢cdo de uma restricao
sobre o0 sistema. No caso do método da penalizagge @nclusdo ndo € direta, sendo
necessarios outros recursos para essa andlisetedasaesera discutido no proximo capitulo,
que trata das estratégias numéricas utilizadasgpeasolucao dos problemas de contato.

Apresentadas as bases tedricas necessérias passeavdlvimento do modelo
matematico que descreve o problema de contatocamas serdo aplicadas a um problema
simples, desenvolvido como base no exemplo apedenéem (PROENCA, 2007), de

maneira a ilustrar a aplicacdo da teoria discutida.

2.2. Uma categoria simples de problemas de contato

O objetivo deste item é introduzir as estratéggestricdo para a consideracao do
contato, particularmente envolvendo o emprego diipticadores de Lagrange e termo de
penalizacdo, considerando-se uma categoria sindplggoblemas, na qual as restricbes e 0s
pontos de contato sdo previamente conhecidos. Nedégoria as restricbes podem ser
expressas mediante limitacdes sobre os valoresat@veis de deslocamento dos pontos de
contato, numa forma denominada ‘variaveis canadigad

Seja uma barra prismatica de comprimebhfocom secdo transversal de aveae
composta de material com Modulo de Elasticid&deéNa barra se aplica uma forca axial

distribuidag, estando fixa na extremidade esquerda e existindiceita da extremidade livre
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um anteparo rigido, que constitui um vinculo ueiial, limitante do deslocamento daquela
secao, conforme ilustra a Figura 2.8. A restrig@otanto, é sobre o valor do deslocamento na

extremidade livre, em forma ‘canalizada’ expressa@ O<u(L)<g.

y J—

[ L ;

Figura 2.8 - Esquema estrutural da barra com vioauhilateral a direita

Dadas suas caracteristicas, o problema pode seeladod apenas por meio da

coordenada X, coincidente com eixo da barra, sargfducédo caracterizada pelos campos de
deslocamentai(x), nadirecaox, de tens@oy(x) e de deformacgéo especifiggx).
Adote-se inicialmente uma abordagem local do problea qual se refere a um

elemento infinitesimal do solido. Da aplicacdo daemdicdo de equilibrio a tal elemento,

obtém-se a seguinte equacéo diferencial:

do, (¥ _—-q
T A 4

Para modelar o sdlido ha também a necessidade ldzacd@p da condicdo de

compatibilidade, que relaciona o campo de deformag#) ao campo de deslocamerni(x):

£ = du(X
dx

Em (2.5) foi utilizada a notagcad(x) para derivada primeira de u em relagao laem

=u'(X). 2.8)

comou”(x) seria a derivada segundawudem relacéox e assim sucessivamente.
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Finalmente, completa-se o0 conjunto de equacfeddgserevem o solido fazendo-se
uso da relacdo constitutiva do material, a qualcieha o campo de tenstegx) ao de
deformacdesy(X):

o,(X) = E£(X). (2.6)

Associando as trés ultimas, obtém-se uma unicacéqudiferencial:

" _q
u =—. 2.7
(¥ E A (2.7)
A solucédo dessa equacéo diferencial pode ser fastlrobtida por meio da integragao

sucessiva da mesma:
u'(x) :J. u"(x dx:_—q X (2.8)
EA

u(x):ju'(x)dx:%'A £+ 0¥ C (2.9)

Para a definicdo das constantes de integragdoc, € necessaria a aplicacdo das
condicbes de contorno do problema.

A primeira delas diz respeito ao deslocamento obslerna extremidade esquerda da
barra, cujo valor sempre sera nulo devido ao vineulistente. Assim, a primeira condicao de
contorno éi(0)=0.

Ja a segunda condicdo de contorno néo pode sarddeé priori’, uma vez que ela
depende da solucdo obtida, que por sua vez degiendendicdo de contorno adotada. Essa
relacdo de interdependéncia entre as condicbesomt®rno e resultado obtido ilustra as
dificuldades devidas ao comportamento néo-lineaeniado nos problemas de contato.

Partindo-se da hipétese de que o contato ndo o¢emes como segunda condigéo de
contorno ox(L)=Eé&x(L)=0, que implica emu’(L)=0. Utilizando-a juntamente com a outra

condicdo em (2.8) e (2.9) a solucéo obtida é

—-q gL
u(x) = —- X +—— x. 2.10
() 2EA EA ( )
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Novamente é importante ressaltar que a (2.10) idavapenas quando néo ocorre o

contato, ou seja, quando a seguinte relacéo évauer

2

— qL e
u(L) = <(. 2.11

Quando essa hipotese ndo é observada, a segundigacode contorno se altera,

passando a ser expressa pbk) = g. Da aplicacdo de ambas as condi¢cOes sobre (2&neb

se a solucédo para o problema quando ocorre o oactat o0 vinculo unilateral, dada por

u(x) = 9 x2+( aL +Ej X. (2.12)
2EA 2EA L

Tendo determinado o campo de deslocameun(g}s € possivel obter os campos de
tensado e deformacéo por meio da condicdo de cdnijpitde e da relacdo constitutiva.

A fim de ilustrar o comportamento ndo-linear do elod os graficos na Figura 2.9
ilustram a variagcdo do campo de deslocamento erda tle contato com o aumento do valor

da forca distribuidg.

AU A _tcn
9 D gL gEA ,
3gL? — U(x=L/2) 2 L 1
8EA
»d
2EA- > »d
K g 2LEA§

Figura 2.9 - Gréfico da relacdo entre o valor dada q e os deslocamentos em x=L/2
e x=L (a) e da relacdo entre a forca q e a forcacdatato ¢, (b).

Apesar da obtencédo simples da solugcéo para o qasseatado, problemas com
complexidade um pouco maior dificlmente podem gs@&solvidos dessa forma,

particularmente quando se pensa em automatizarce$so de solugao.
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Assim, € mais vantajosa uma formulacao global, cpaorexemplo, a obtida por meio
de principios variacionais elaborados com base émdo da energia (ASSAN, 1996), que
combinada com a técnica dos elementos finitos peranobtencdo de solu¢des aproximadas
para problemas de complexidade qualquer.

Segundo a abordagem global pelo método da energiassivel estabelecer um
funcional que representa a energia potencial tlmtaistema estrutural, e expresso em funcao
do campo de deslocamentos solucdo do problema.aso do problema em questédo, o

funcional de energia, valido quando o contato r@wre, pode ser escrito na forma:

I‘I(u)=%LL EAU) de [ g x d. (2.13)

No funcional (2.13) a primeira parcela representanargia interna acumulada na
estrutura, dada pelo trabalho das tensbes sobdefasmacfes no dominio da barra. A
segunda parcela representa a energia potenciahaxtepresentada pelo trabalho das forcas
externas distribuidas ao longo do eixo da barra.

Ao equilibrio corresponde a primeira variacdo rddduncional, no caso dada por:

a1 =[ EAU(RSU( Y x| @ 6 X d. (2.14)

A condicéo de nulidade da primeira variacao do imad de energia é idéntica a que
seria obtida pelo Principio dos Trabalhos Virty&3$V), ondesu(x) passa a ser interpretado
como um campo de deslocamentos virtuais compatedi®mogéneos nas condi¢cdes de
contorno essenciais do problema.

A forma obtida em (2.14) também é chamada de fdmaza, enquanto a que foi
obtida por intermédio da abordagem local € ditentoforte. Essa denominacéo faz referéncia
ao fato de que, na primeira formulacdo apresentadmncédo solucdo deve satisfazer a

equacao diferencial que rege o problema em todeuodsminio, enquanto na segunda a
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solucdo da equacado diferencial é atendida em méefnida por uma ponderacdo no
dominio.

Quando o método dos elementos finitos € empregaddusca de uma solucéo
aproximada para a forma fraca, o passo iniciadé&seretizacdo do dominio, definindo-se os
nos e a rede de elementos que sera utilizada maicdef da funcdo de aproximacédo da

solucéo.

Considere-se, para a resolucéao do problema da pempasto, uma rede composta de
dois elementos de comprimentd./2 e trés nos, localizados respectivamentexef) x=L/2

e x=L, conforme ilustra a Figura 2.10.

elemento

I el
® * @ ° ]

Figura 2.10 - Discretizagao da barra em dois eletosriinitos.

o0

Os camposi(x) e du(x) passam a ser representados pelas seguintes ap¢oeisn

u() =X =y (P
ou(x)=ou( X = 5q¢/j( ) (2.15)

Nessas expressoes utilizou-se a notacao indieglinglo a qual a repeticao de indices
denota o somatorio. Ainda nas relagbes (2.45) y; representam bases de fungoes
linearmente independentes, & e Ju; sdo parametros nodais. Substituindo-se essas

aproximacdes em (2.14) e impondo-se sua nulidapgés am desenvolvimento simples,

obtém-se:

(jl EAS'W, 'dx) u=[ @ o (2.16)
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Pode-se mostrar que o termo a esquerda de (2urGpdorma bilinear, enquanto o da
direita € uma forma linear. A expresséo (2.16atsm de um sistema de equacdes que pode
ser representado por:

Kiu =F. (2.17)

No sistema,uy; representa os parametros nodais (incognitas denss, K; as
componentes da chamada matriz de rigidez da esiretH; as componentes do vetor de

forcas nodais equivalentes, definidos por:

| o

Ky = |, EAQ g dx
|

F, :joqwj dx

Utilizando-se funcdes de aproximagdo lineares [@ardgos 0S campos, cOmo as

13)

ilustradas na Figura 2.10, é possivel obter unemigtcujas incognitas;, L, €  Sao 0S
valores dos deslocamentasnos trés nds que a discretizam. Aplicando-se aicao de

contorno relativa ao nd 1,£0), o sistema resulta:

EAl 4 -2|(u,) (qL/2
L2 2|y ) (qgL/4)
Da resolugéo do sistema, obtém-se como respostas:

u =3qL2'u = ar :
2 8EA'® 2EA

E importante observar que nesse caso, mesmo aadvatie um método numérico
aproximado, a resposta coincide com a obtida pao k& abordagem local, considerada a
solugéo exata do problema.

Assim como na resolucdo anterior, essa respostidavapenas para a hipétese de
gue o contato ndo é observado. Quando ele passarrarp deve ser adicionada ao funcional

de energia uma parcela relativa ao contato.
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Para tanto, utilize-se inicialmente a estratégaadaelos multiplicadores de Lagrange,
cuja formulacdo, como se viu, € idéntica a obtidda pintroducdo da condicdo de

complementaridade no funcional, resultando em:

I'I(u,A)=%LL EAU o[ qu ¥ dxd (Cg (). (2.19)

Conforme fora mencionado, introduz-se ao funciamala nova incégnita,, que
multiplica a restricdo dada por meio da fungfid) = g— u(L) . Nota-se que a condi¢cédo de
impenetrabilidade implica eng(L)>0.

A primeira variacdo do funcional expresso em (2€t9)

I :joL EAU(XIU(R dx—J'OL PExdeAd Q)+l .Cg () (2.20)

Os dois primeiros termos de (2.20) tem 0 mesmoif&igdo que 0S expressos em
(2.14), sendo o terceiro termo relativo ao trabalintual da forca de contato na extremidade
direita da barra, agora representada pelo n6 3u#ta termo representa a imposi¢cado da
restricdo de ‘compatibilidade’ entig@ e u(L) com o auxilio da forca virtuall, .

Para os campag(x) e ou(x) utilizam-se as mesmas aproximacoes expressas.&h).(2
Em principio os multiplicadores de Lagrange, porese varidveis, também admitem
aproximacdo. No presente cagoé uma variavel associada a um Unico ponto da ,beyra
além disso, ndo existe nenhuma ordem de derivauta sba. Assim, sua aproximagcao por
uma constante é suficiente e a forma aproximadspigessao (2.20), igualada a zero, passa a

ser dada por:

[(LLE.A;q n dx) u}aq—(j: W )5p—(/[lﬂj (D)3 u+ (g ¢ W3} =0. (221)

Impondo-se a condicdo que a relacdo anterior deve&dida para todos os campos
virtuais de deslocamento (compativeis e homogénassondi¢cdes de contorno essenciais) e
multiplicadores de Lagrange, ap0s algum desenvelim obtém-se um sistema com a

seguinte representacao:
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L LQ}@ =(?] (2.22)

No sistema expresso em (2.28) € mesma matriz de rigidez obtida no caso anterior,

= ||=

assim comoF, € o vetor de forcas nodais equivalentes; as coemtes de ambas as

grandezas seguem a definicdo dada na (2.18). Awzesl e g, assim como o VvetoF

tem suas componentes determinadas pelas segulatedas:

Ly ==Ay,

2.23
F.=-g (2.23)

Nota-se que o vetor incognito € composto pelo wdtodeslocamentos nodai® pelo
vetor4, no caso com um Unico componente.
Considerando-se a discretizagdo do problema tratadistema resultante, ja imposta

a condi¢ao de contorng=0, assume a forma:

4 -2 0 u, gL/2
EA
—-2 2 -L/EA)|| u, |=| qL/4]|.
0 -L/(EA 0 A -0

A resposta coincide com a solugao obtida por maitodna forte, para a situacdo em

gue se observa o contato:

qL2+ o _ . __EA qL
2 wL=TA = 0—-——.
8EA 2'° gA=9 L 2

«l

u, =

Por outro lado, empregando-se a estratégia daipagéd, o funcional de energia,

incluindo a restrigéo, fica dado por:

W =] EAWGY de [, au x x> A4 (e 0 ) (2.24)

) E . 57 : .
Como ja comentado, esta abordagem néo implicatralutdo de novas variaveis ao

sistema, senddp um escalar de valor a ser previamente adotadotirAepa variagao de

(2.24) é expressa por:



23

a1 :jOLE.Au(x)mm dx—J'OL FEXdXA. ()15 ()=A.7d ). (2.25)

Procedendo da mesma maneira que nos casos argeoi@istema resultante é:
(4EA)/L  (-2EA/L |(u,) _ gL/2
(—2EA)/L (2EA)/ L+ A, [(u,) | qL/4+T,

Da sua resolucdo obtém-se:

U= (gl +4GAEL)A, + 3gAEE
? 8EALJ, +8A B2

o = 20 + L

° 2LA, +2AE

Observa-se que:

2 —
qL +9
8EA 2
® QuandO/‘P — 00 U3 — g .

. QuandO/‘P - 0 U, -

Assim, a resposta obtida converge para o valooeyaando o termo de penalizagéo
Jp tende a infinito. Na pratica utilizam-se valorésvados para termo de penalizagéo, a fim
de se obter uma aproximacao suficientemente preca@da proxima da que seria obtida

com o uso dos multiplicadores de Lagrange.

2.3. Consideracoes finais

Apesar de simples, o exemplo apresentado no itéeni@npermite elaborar algumas
considerag0Oes gerais importantes a respeito dddepnas de contato, particularmente em
relacdo a sua formulacdo e resolucdo, que serd&anbasiteis no desenvolvimento do
presente trabalho.

O problema de contato formulado via método da émepgr um lado pode ser

entendido como um problema de minimizacdo com i¢éstr isto €, a configuracdo de
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equilibrio além de satisfazer as condicdes de coatasuais bilaterais em deslocamentos e
estéticas, deve atender a um conjunto de restrigéssciadas ao contato. Nessa forma,
aplicam-se algoritmos de otimizacao restrita, desleidos no ambito da programacao
matematica, que se mostram estaveis, elegantes) etcibutos de convergéncia garantidos
sob certas condicbes. Tais algoritmos, por meicemprego das estratégias de restricao,
incorporam as restricbes ao funcional da energamstormando o problema em uma
minimizacao irrestrita.

Outra formulacdo possivel para o problema de cordabaseada diretamente na
aplicacado do principio dos trabalhos virtuais, ceig@ressdo pode ser interpretada com a
primeira variacao da energia potencial total doosh@tda energia. Nesse caso, o problema se
resume a resolucdo de um sistema de equacOesneacek, para a qual se aplica uma
estratégia do tipo Newton-Raphson, por exemplorefanto, a caracteristica de possivel
desativacao do contato dentro do proprio procdssativo penaliza a taxa de convergéncia,
podendo ocorrer instabilidades a depender do tgpprdblema, passo da carregamento, etc.
Esse tipo de formulagédo, apesar permitir enquadsamproblemas de contato entre os
problemas de analise ndo-linear em geral, podeuzima procedimentos de resolugdo menos
efetivos ou eficientes do que aqueles proporcicnaetos métodos de otimizacao.

Com base nessas constatagfes, 0 presente tradalgof de estratégias de otimizacao
como ferramenta matematica para a resolucdo déeprab de contato modelados por meio
do MEF. Entretanto, em funcdo de sua extensdoserig@o de tais estratégias € reservada
para o apéndice. Ao longo do texto, priorizam-ssbardagem numérica dos problemas de
contato quanto a aplicacdo do MEF, o desenvolvime@et estratégias para deteccdo do

contato e a apresentacao dos elementos de casegtondo o arranjo descrito no item 1.3.
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3 - Abordagem numérica dos problemas de

contato

Uma vez que para a modelacdo numérica o presam@ho faz uso do Método dos
Elementos Finitos (MEF), este capitulo se inicimoduzindo a formulacdo dos diversos
elementos finitos empregados para a discretizaggosdlidos e estruturas analisadas. Na
sequéncia, discutem-se as estratégias numeéricapeayugtem introduzir as restricdes de
contato e os elementos finitos de contato, forradaeé implementados no programa

computacional desenvolvido.

3.1. Modelacao de estruturas por meio do Método dos Eleantos Finitos

Conforme ja discutido no capitulo anterior, o M@&atbs Elementos Finitos (MEF)
trata-se de uma metodologia que em Ultima analeenipe a descricdo aproximada do
comportamento de um solido, tendo por base a detegdo numérica de parametros
associados a pontos discretos do mesmo, ditos nés.

No caso deste trabalho o MEF é empregado tambéngemacdo de formas
aproximadas para os funcionais de energia envdyidiaborados com base no Método da
Energia.

Na abordagem adotada, restringindo-se o funciomakrmergia potencial total ao
dominio de um elemento finito genérico empregaddiseretizacdo do solido, da parcela de
energia potencial internd;, pode-se obter a matriz de rigidez do elementia parcela de

energia potencial exteri&, o vetor de for¢cas nodais equivalentes.
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As restricdes de contato, em conformidade com asdabens tanto por penalizacao
guanto por multiplicador de Lagrange, discutidascapitulo anterior, provém de termos de
energiallc, No primeiro caso relativo ao trabalho interndizedo na regido de contato numa
situacao de interpenetracdo admitida, e no seguelddiyo ao trabalho da ‘forca de contato’.

Como resultado, para o problema de um sélido camréacia de contato, o funcional
de energia total resulta em=ITi+ITe+1..

A seguir serdo apresentadas as matrizes de riggdez vetor de forcas nodais
equivalentes dos elementos implementados no pregremmputacional desenvolvido, e
empregados na discretizacdo dos solidos. As hig®tesdesenvolvimentos matematicos
correspondentes sdo apresentados de maneira syoomtase tratarem de elementos de
formulacdo classica encontrada em diversas refi@€rsobre o assunto como: (ASSAN,
2003), (SAVASSI, 2000) ou (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 209, entre outros.

A estratégia de deteccdo do contato e os elemdimidgs correspondentes sao

descritos na complementacdo deste capitulo.

3.1.1.Elementos unidimensionais (elementos de barra)

Elementos finitos de barra de eixo reto sado reptades num espaco euclidiano
bidimensional, referenciado por um sistema camesmom eixox na direcdo horizontal e
eixo y na vertical. Nesse espago, 0s elementos podem sgttos a forcas distribuidas
segundo as direcdes axial e/ou transversal.

A formulacdo aqui descrita restringe-se aos casoslelormacgdes suficientemente
pequenas, desprezando-se, ainda, as deformac¢desr{amte no caso da flexéo.

Adote-se, entdo, uma barra prismatica de compriomnendlinhada com o eixo de

referénciax, de secao transversal de afganomento de inérciae constituida de material
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elastico linear com médulo de elasticid&deé&Sendau(x) e v(x) componentes de deslocamento

nas direcdes horizontal e vertical, respectivamenparcela interna do funcional de energia é

dada por:
M, = [ EAUO) der2 [T ECV(9? d @)
b2 270 ’ '

Em (3.1) a primeira parcela decorre das tensOesdgsrpelas forcas atuantes na
direcdo axial e a segunda pelas forcas aplicada&egho transversal ao eixo. Sua primeira

variacao, de interesse para obter a matriz deedgild elemento, é dada por:
a1, = [ EAU(ROU(Y dw [ EIV( )0 Y K d (3.2)

O elemento finito classico apresenta um n6é em eattemidade da barra, e cada n6
possui como graus de liberdade os deslocamengos e o giro, representado pela primeira

derivada der (V). A Figura 3.1 ilustra o elemento e seus respestgraus de liberdade.

c
.
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<

<-.
[iny
<
c
=
<-.
N
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Figura 3.1 - Elemento finito de barra

Tendo-se em vista as ordens de derivadas sobrenagooentes de deslocamento
observadas em (3.2), utiliza-se uma aproximaca@elmomio do primeiro grau pargx) e
do terceiro grau parav(x), expressas nas formasl(x)=ug,(X+ug,(¥ e

V(X)) =V (X + V'w,( 3+ w ¥+ vy ( X AproximagBes analogas sdo adotadas para as

variagbesu e ov.
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As bases de fun¢des indicadas séo:

» Para o campa:

X,
¢ (x) =1 C (3.3)

X
ACRES (3.4)

» Para o campu:

Y (X) = 2(83 - 3(%)2 +1; (3.5)
@, (%) =§_2XT2+ X; (3.6)
w,(X) = —2(%)3 + 3[%}2; 3.7)
w0 =f—z—X{ . (3.8)

Aplicando-se (3.3) a (3.8) em (3.2), e ap6s algwsedvolvimento algébrico, que
consistem em integracfes por partes de modo a s®laariacdes sobre as componentes do

deslocamento, obtém-se a matriz de rigidez do elendada por:

[ EA/ L 0 0 -EA/ L 0 0
0 12E1 /2 €El /L2 0 -1Fl L @& L?
0 6EI /L2 4E| /L 0 = Fl L
K = (3.9)
= |-EA/L 0 0 EA/ L 0 0
0 -12E1 /3 -€El /L2 0 1El L2 - &l L2
|0 6EI />  2EI /L 0 -& NI £ L]

Para a obtencdo do vetor de forgcas nodais equtealeemprega-se a parcela de

energia potencial associada ao carregamento externo

Mo ==, a0 [ g X ¢ X d. (3.10)
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Considere-se, por exemplo, os carregamentos cdnibdigéo linear, descritos com a

ajuda das mesmas bases (3.3) e (3.4) conformeadulita Figura 3.2.

o T s s

AL S S S W, PR S S 0. (%) = @i(+ a3

Figura 3.2 - Distribuicéo linear de forcas axiaigransversais na barra

Com desenvolvimento semelhante ao anterior solpeanaeira variagdo da (3.10),

pode-se deduzir o vetor de forgas nodais equivedamd forma:

(29, *+q,,)L/6
(7q,+3q,)L/20
(3q, +2q,)L* /60

F= _ (3.12)
(qal + 2qa2) L/6

(39,+7q,)L/20
—(2q, +3q,)L° /60

Para generalizar a aplicacdo deste elemento a amposicao estrutural qualquer é

necessario transformar a mattze o vetorF para uma situacdo de barra com inclinagédo

qualquer no espaco, o que é feito por operacbeemumvem a matriz de rotacdo no plano.
Portanto, para uma barra de inclinag@arbitraria com relacédo ao eixp define-se a matriz

de rotagaoR por:

[cos® se® 0O O 0o 0
-send co¥ O 0 0 D
0 0 1 0 0 0
R= (3.12)
= 0 0 0 co¥ sefl D
0 0 O -se cof O
| O 0 0 0 0 1
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A matriz de rigidez do elemento inclinado no sisegiobal de coordenadas globais

K, assim como o vetor de for¢cas nodais sao obtidos pelas transformagdes:

=G

K =R'

=G

[ls)
=<

R

Fe

1
I3,
[T

Considerando um arranjo estrutural, uma vez quast@$ matrizes e vetores dos

elementos que compde a estrutura estejam todogossem relacdo ao mesmo sistema

(global), pode-se entdo associa-los formando @restque representa o equilibrio global

como um todo.

3.1.2.Elementos bidimensionais planos (elementos de chapa

A aplicagcdo de elementos bidimensionais em um espmaglidiano de mesma

dimensdo pode ser utilizada para modelar particidate duas situacOes de interesse

esquematicamente representadas na Figura 3.3addEBtano de Tensdes (EPT) e o Estado

Plano de Deformacdes (EPD).

f— (@)
EPT
e (b)
EPD

Jy
Oy Tyx
Txy
0, 0,
X < —>%

v Txy
y sz Oy y Txy
X
{772/%2 2 t ryx\l,
z X WOy

Figura 3.3 - Exemplos de idealizacdes de solidgsiiseéo o EPT (a) e o EPD (b)
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O primeiro deles se aplica a sélidos que apresent@a de suas dimensdes bem
menor que as demais, definida como sua espessadotando-se, entdo, o plano méedio em
relacéo a esta dimenséo como referéncia. As hg®tas EPT relacionam-se a ndo ocorréncia
de forcas na direcdo perpendicular ao plano deéretea e carregamento com valor constante
ao longo da espessura do solido, resultando emauenpes de tensae, oy e 7,y (Figura 3.3)
constantes na espessura, sendo nulas as demais.

O EPD se aplica na situacdo onde o solido apresemiade suas dimensdes bastante
superior as outras duas; segundo esta dimensamn#f&a e 0 carregamento ndo se alteram
(ASSAN, 2003). Nessa situacao, resultam nao-nylasas as componentes de deformacéo
& &y € yxy em secdes transversais consideradas suficienterferge das extremidades do
sélido; as demais componentes de deformacéo séas. nul

Em ambos os casos a parcela relativa a energraangéedada por:

M, = %I(O‘xé‘x +oE, + rxyyxy)dv : (3.13)

\%
Nota-se que séo validas para o plano as seguinnelcées de compatibilidade:

E :@'g :a_v ey :a_u+ﬂ/
“ox Y 9oy ¥ o9y ox

(3.14)
Quando se utiliza o MEF, a relacdo entre os camdpodeformacdes, agrupados em
um vetor e = (EX g, yxy)T, e o0 vetor de deslocamentos nodaipode ser obtida por meio

de uma matriB tal que& = B u, a qual sera descrita mais adiante.

Quanto a relacdo constitutiva entre os campos gddee deformacédo, (ASSAN,

2003) apresenta uma matix em forma genérica, isto €, que pode ser aplicata Bo EPT

quanto ao EPD, dada por:
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1 v
v' 1 0 (3.15)
0O O

» Parao EPT tem-94e=E ev’=v;
« Para o EPD tem-$&'=E/(1-v%) ev’= v/(1-v).
Cabe ressaltar que trata-se do Coeficiente de Poisson, observandguge esse
modelo aplica-se a um material isétropo.
E possivel, com algum desenvolvimento algébricderola matriz de rigidez de

elementos finitos aplicaveis para ambas as sitsagbejual, fazendo-se uso da matdz

apresentada em (3.15), possui a seguinte repreéerganérica:

K= B'eDB. 18)

Para os elementos desenvolvidos adotou-se umallagéwisoparamétrica, segundo a
gual se utilizam as mesmas bases de funcfes deirapgé@io para representar a geometria e
0os campos de deslocamento. Nessa formulacdo empssgalementos de referéncia aos
guais se atrelam coordenadas adimensiahaig (e , para dominios triangulares), que seréo
ilustradas mais adiante. Uma vantagem dessa almnd@&yque os elementos podem se
adaptar melhor a geometria do sélido modelado.

Quatro elementos distintos foram implementados,a pas quais se adotou a
nomenclatura indicada na Figura 3.4. Na mesma digapresentam-se as formas dos
elementos de referéncia e as coordenadas adimaissigtilizadas para descrever cada um

deles.
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n
4
1,0—( 1’0_0 03
¢
1 2
02 . 10-6 3
0 -1,0 1,0
1ISOT3 1ISOQ4
Aproximacao 1° Grau Aproximacao 1° Grau
3 nods - 6 Graus Liberdade 4 nos - 8 Graus Liberdade
(uev p/ cada no) (uev p/ cada no)
1
4 7 3
1,0-0 0 o}
<>8 <>6 ¢
: 1 5 2
_1’0_? A ?
-1,0 T 1,0
1ISOT6 1ISOQ8
Aproximacao 2° Grau Aproximacao 2° Grau
6 nos - 12 Graus Liberdade 8 nos -16 Graus Liberdac
(uev p/ cada no) (uev p/ cada no)

Figura 3.4 - Elementos finitos implementados e saaacteristicas

Nota-se que os elementos com dominio trianguldizarmm coordenadas com valores
entre 0 e 1, enquanto os quadrilaterais utilizamtervalo de -1 a 1. Isso se deve ao fato de
gue no primeiro caso utiliza-se as tabelas de Hamme parametrizam o dominio no
intervalo de 0 a 1 (COWPER, 1972), enquanto nors#measo os pontos de Gauss-Legendre
séo distribuidos no intervalo de -1 a 1.

Para passar dos elementos de referéncia pararmenttes do dominio discretizado,

um operador importante € o Jacobiano da transf@omalado por:
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32 0% 9y _dyox

= . (3)17
dcon aEan

Passando a consideracdo das matrizes de rigidezada elemento, expressas

genericamente pela (3.16), para o elemento 1ISO@Bepemplo, cujo vetor de parametros

nodais é dadopar=(u v U Vv U V) ,amatrizB apresenta a seguinte forma:

W o % o W

0X 0X 0X
B= 9, o 9%, o 99 (3.18)
= oy ay oy

0p, 09, 09, 09, 09, 09,

| dy O0x dy O0x 9y O0X]
Senday;, x ey fungdes de e, os termos d8 podem ser obtidos por:
29,09 0 09 on. .19
ox 0¢& 0x 0n ox
94, _ 09, 9¢ 04 0 (3.20)

dy o0& dy 0n oy

Para os demais elementos a matBz apresenta estrutura analoga, mudando de

dimenséao de acordo com os graus de liberdade tesygea cada um deles.
Com isso, retomando a (3.16), podem-se obter aszemtde rigidez dos elementos

quadrilaterais e triangulares, mediante integrag@mérica, respectivamente representadas

por:

K =] B'DBedxdy=>"> B(&.7,) D RE M) e /) ) W) (321

K =[ B'DBedxdy=Y" B(&.7.¢) DR N G) el &) WE N ) (3.22)
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Em (3.21) e (3.22)vs. S@0 0s pesos dados pela quadratura de Gauss-tegeamd os
pontos de integragdo definidos pelo &) e wy 0s pesos dados para os porthgi.d)
definidos pela tabela de integracdo de Hammer.

Para finalizar, apresentam-se as func¢des de fotiiEmdas para cada elemento:

. Elemento ISOT3:

¢ =<, (3.23)
¢, =1; (3.24)
¢3:Z:1—f—/7, ZB)

. Elemento ISOQ4:

¢, =&4(1'”) ; 28)
b -ir)on) -
O] o
SIE0] o

¢, =¢&(26-1); (3.30)
6, =n(27-1); (3.31)
$,=¢(2¢-1); (3.32)
¢, =4én, (3.33)
¢ =41¢< ; (3.34)

p, =45, (3.35)
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. Elemento ISOQ8:

N[ T Y -
TSR] .
RETETRS) o
o ~JlE o o=e-9], 30
o EEAY, o
RS TE T o
¢7:_(5-1)(g;1)(n+];_; 2
s (EN-N) s

2

O vetor de forgcas nodais equivalentes, para falgtsbuidas nas dire¢cdese y do
sistema global, origina-se da parcela de variagierkrgia potencial das forcas externas.

Definindo-se um sistema locBlao longo de um lado do elemento, tal parcela & gad
on,=-| (a,ou+q,ovd . (3.44)

Para a integracdo ao longo dos lados dos elemeasdsncdes de forma passam a ser

dadas em termos da coordenada local adimensjopelas seguintes relacdes:

. ISOT3 e ISOQ4 (1° grau)
_1-4.
¢, = 5 (3.45)
s, =1 (3.46)

2
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. ISOT6 e 1ISOQ8 (2° grau)
g, =871, (3.47)
2
¢, =1-&; (3.48)
@y =@- (3.49)

As fungdes que descrevem as componentes do caeagadistribuido ao longo dos
lados podem também ser aproximadas empregando4sesaras basegs. Aplicando tais
funcBes sobre a expressao (3.44), apos algum deEgenento, pode-se escrever a integracao

numérica que proporciona o vetor de forgas nodpig/alentes na forma:

Eq = ZQTSEL ei(f(l)i) W (E(I)i) . (3.50)

Em (3.50)e é a espessura do elementg, e & sdo o peso e 0s pontos dados pela
quadratura de Gauss-Legendre. Observa-se que adammbiano da transformacdp¢ dado

por:

) J(ﬂj {ﬂ] | -
& &

Ainda na expresséao (3.50), o vetqr relne os valores na altura dos nés das
componentes da forca distribuida no lado do elemgata matrizQ agrupa as funcdes de

forma adotadas. Para o caso linear, por exemp@esedementos sdo dados por:
q = , (3.52)

(¢ 0 ¢, O
g-(o g 0 ¢J. (3.53)
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3.2. Estratégias numéricas para deteccdo de contato

Conforme ja discutido no capitulo anterior, paracasos particulares onde o contato
resulta de uma restricdo aos deslocamentos doosddidforma de um anteparo rigido reto
horizontal ou vertical, os valores madximos e mirinde deslocamento a serem observados
em cada n6 sdo bem definidos, e assim, é poss@itar a abordagem do fenbmeno com
recurso as variaveis canalizadas.

Para o caso mais geral onde as superficies detcosda deformaveis e podem
apresentar qualquer geometria no espago, as éestr&; serem impostas ao sistema n&o sao
conhecidas de inicio e, portanto, é necessariceaméar estratégias numéricas para detectar a
distancia entre as possiveis superficies de cortasoestratégias se aplicam em cada estagio
do processo de analise. Uma vez que a distanaiaude ou passe a apresentar sinal negativo,
deve-se ativar a condi¢do de impenetrabilidadecd$o particular da utilizacdo da estratégia
dos conjuntos ativos, essa condi¢do € imposta medéadeterminacdo de um valor escalar
gue deve multiplicar os deslocamentos previstoa pasolido em cada etapa do processo,

conforme sera detalhado mais adiante.

3.2.1.Deteccéo da distancia entre ponto e superficie dertato

Considerando-se o0 espaco bidimensional, utilizatentrabalho, define-se a posicao
inicial de um ponto do sdlido por meio de um vexgrposicionado em relacdo a um

referencial adotado.
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Em um determinado instante do processo fisico, cawlalos pontos apresenta um
deslocamento, com relacdo a posicéo inicial, reptaga por um vetou=(u,v). Para o
mesmo instante, a posicdo atual do ponto passa eem@sentadas pelo vetar=(Xu,W),

resultando qu&,=x+u=(x+u,y+v). Tais vetores sao ilustrados na Figura 3.5.

.U/.

u X =X+U
(Xu W) =(x+u,y+Vv)

X

Figura 3.5 - Significado dos vetorgsu e x, no espaco bidimensional

No caso geral, para descrever a geometria da tieheontato utilizam-se as funcdes
(3.45) a (3.49), que permitem aproximar sua forroa gegmentos de curva definidos por
interpolacao das posi¢cdes de nos distribuidos sobresma.

Tome-se inicialmente o caso de determinar a digt&lecum ponto P até um segmento

de reta como ilustrado na Figura 3.6(a).

2 (X2,¥2) 3

P (Xp,YP) G ¥s)

(X2,2)
N ()

N (xn, )
1 (X1,y1) (a) le (x1,y1) (b)

Figura 3.6 - Determinacédo da distancia entre umtpoR e um segmento de curva
definido com func¢des de forma de 1° grau (a) e°agdl (b)
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Tal distancia é definida como o comprimento P-N ulea segmento de reta
perpendicular ao segmento de reta 1-2. Deve-s&nor em primeiro lugar, obter a posicao
do ponto N que satisfaca tal condicao.

Uma vez que N localiza-se no segmento 1-2 € pdssdter suas coordenadase yn
e também o valor de sua coordenada adimensionall Ja¢c 0 modo adotado de obté-la é

descrito no quadro que consta na Figura 3.7.

1) Definir o ponto médio v
[ X%tX Yot ¥y
(% Yo (—2 g ]
2) Definir o vetoiPM;
(XP “ X Yo yM)

Segmento de 3) Definir a projecao de .PM sol
Comprimento L | O Vetor tangente unitario
segmento 1-2:
-1<§, <1 Proj=PMe &
4) Obter o valor da coordenada
adimensional, dada por:

£, =P

N2

Figura 3.7 - Estratégia de obtencdo da coordenadhmensional&y para um
segmento definido por fungédo de aproximacéo dedl? g

A grande vantagem da utilizacdo da estratégia ept@da na Figura 3.7 € que ela
possibilita a rapida identificagcdo de segmentosesob quais o ponto P apresenta projecéo,
uma vez que nao existindo tal projecdo o valordobparadiy ndo estara no intervalo que
define pontos pertencentes ao segmento (-1 a 1gfidéncia deste procedimento de
identificacdo evidencia-se especialmente quandoparfcie de contato é descrita por um
numero bastante grande de segmentos.

Tendo-se obtiddy pode-se calcular as coordenadas do ponto N par daei funcoes

de forma (3.45) e (3.46), resultando:
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Xy = %1 ($n) + %P 5($n) 5 (3.54)
Y = Vi ($n) + VoS - (3.55)

Finalmente o valor da distan@gode ser avaliado por meio da projecao do vetsr P-
sobre o versor normal ao segmento 1&9.(Nesse sentido, chama-se a atencdo para a
importancia da definicdo adequada da conectividdm® ndés que definem o segmento,
atentando para que o verggraponte para fora do sélido, de tal forma que afpagdo do
ponto P gere valores genegativos.

Tome-se agora o0 caso de segmentos com geometagpdadima aproximagéo do 2°
grau, como o ilustrado na Figura 3.6(b). Tambénteneaso, a distancia é dada por um
segmento de reta normal a curva. Entretanto, paune do 2° grau, os vetores tangentes
dependem da posi¢cdo no segmento.

Para um ponto qualguer dessa curva, o vetor tamgedado po(x’'(&),y’(&)), sendo
X' ey as derivadas dx e y com relagdo a coordenada adimensiofial Ainda,
especificamente para o ponto N, que define a maistincia entre o ponto P e a curva, deve

ser observada a seguinte relacéo, conforme iladtigura 3.6(b):
(% =% Yo = W) * ( X(Ew), Y(Ew))=0. (3.56)
O produto interno apresentado resulta na seguiptagéo:

[XP = X($in )] X($w) +[ A (Y )] Y(éw)=0. (3.57)

A equacao (3.57) pode ser resolvida numericameatdivkrsas maneiras, tendo-se
adotado o Método Iterativo das Falsas PosicoefRegula Falsi; (HAMMING, 1973), pelo
mesmo motivo que se utilizou a estratégia escolhadaaso linear: facilidade em identificar
se ha projecéo sobre o segmento.

O Método das Falsas Posicoes baseia-se no fatoedpaga uma funcdo continua, se

h& uma raiz em um intervalo, seus valores nosreggalo mesmo apresentam sinais opostos.
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Assim, calcula-se o valor resultante dos termoscuerda da igualdade em (3.57),
considerando-se cada um dos pontos extrem@smesegmento, ou seja, -1 e 1, em lugar de
¢in. Se para ambos, o valor desse termo tiver o mesnad, isso significa que nao ha
projecédo sobre aquele segmento. Caso contrarimjecfo existe e aplica-se o método para
encontrar o valor dén.

Encontrado tal valor, passa-se a um procedimerdogm ao do caso anterior para
determinar a distancia, ou seja, calculg>sgyn) € encontra-se a projecao de P-N sdhre
definindo-se assim o valor da distangia

Como observacéao final sobre as estratégias desco#de ressaltar que apesar de
todas as formulacdes terem sido apresentadas gaysi@o ‘inicial’x, as mesmas também
podem ser aplicadas utilizando-se a posicdo ‘atultda pelo vetox,. Neste caso, a
estratégia serve para identificar a violagcdo daligdio de impenetrabilidade em uma dada

etapa do processo de resolucéo.

3.2.2.Condicéo de impenetrabilidade na estratégia dos cpmtos

ativos

Por outro lado, quando se emprega a estratégizalgantos ativos, a condi¢cdo de
impenetrabilidade n&o deve ser violada em nenhwwtante, o que pode ser garantido por
meio do uso de um fator escatarque multiplica os deslocamentos previstos dosdws
sOlido, de tal maneira a atender com igualdade lagoendicdo. Tal escalar deve ser
calculado para cada um dos pontos de controle yngoato de Gauss) que potencialmente
possa entrar em contato com a superficie do odtidos devendo ser adotado o menor valor

positivo encontrado entre todos.
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As estratégias para calculo do fat®ao brevemente descritas a seguir.
Considere-se novamente o caso de linha de corgatwith por segmentos lineares, e
que para o ponto P tenha sido previsto um vetdocE®mentoau=(u,v), conforme ilustrado na

Figura 3.8(a).

2 o(X2,Y2) 3

P (ey0) (Xa,¥3)

(X2,y2

o (XuP,Yip)

(a) le (X1,y1) (b)

Figura 3.8 - Determinacao do escalarpara um segmento de curva polinomial (a)
de 1° grau e (b) de 2° grau

Uma vez que o vetar=(u,v) aplicado em P cruza o segmento 1-2, é evidentesgue

pode determinar um escatatal que a seguinte relacédo vetorial seja satésfeit
Xp tau=x(¢). (3.58)

A expressdo (3.58) resulta em um sistema nas iitedgn e & (coordenada

adimensional do ponto de contato), dado por:

{xp +au=x¢,($)+ xP,(<) (3.59)

Yo +av=yhi($)+ ¥po(4)

Isolando-sex em ambas as equacdes do sistema anterior, igoas@nds mesmas e

apos algumas manipulacdes algébricas, obtéem-grmseequacao:

[y1¢1(<z|)+y2¢2(<z|)_¥>] U—[ )§¢1(E|)+ X?Xﬁ)_ }(] \=0. (3-60)
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A equacao (3.60) também pode ser resolvida nunmeeicte por meio do Método das
Falsas Posi¢cOes, com a vantagem que com essa @gdorgi@a na primeira iteracdo se pode
identificar se o vetown aplicado em P cruza ou ndo o segmento, possitddidata que pararia
0 processo.

Entretanto, uma vez que se tenha obtido o val@odedenada adimension@)] isto €,
gue se encontre uma raiz para (3.60), é precisfirmam se a interceptacdo com a linha de
contato efetivamente ocorre. Assim, ainda € nedessdalisar o valor de, obtido a partir de
gualquer uma das equacdes que formam o sistenty.(3.5

Para linha de contato representada por segmentmr&jicos, com geometria dada

pelas funcdes (3.47) a (3.49), o procedimento éasimesultando na equacéao:

[:8:(&) + v &) + v {&) — p ] u-[ () + xp (&) + X ()~ x| *0. (3.61)

No que segue, o procedimento é idéntico ao casarlin

3.3. Elementos de contato

Diferentemente dos elementos finitos descritos €m & elementos de contato ndo
apresentam geometria, tratando-se, na verdadesttecdes a serem impostas ao sistema. Por
essa razao, aos mesmos aplica-se o conceito de&esttiva ou inativa (Apéndice A).

Assim, esses elementos devem ser prescritos négesedo contorno passiveis de
contato, e em cada etapa do processo de resolagabam-se, por meio das técnicas
discutidas no item anterior, quais deles devem asimados ou desativados. Ao serem
ativados, uma interpretacado simplificada que seepembtar é que fisicamente os mesmos

‘colam-se’ a outra superficie, e quando desativadescolam-se’ da mesma.



45

Serdo a seguir apresentados os dois diferentes ftilgo elemento de contato
implementados no programa desenvolvido. Cabe aiessaltar que no presente trabalho,
optou-se pela particularizacdo da formulacédo paraso especifico do contato de um sélido
com superficie indeformavel e sem atrito, tambémheoido como Problema de Signorini

(WRIGGERS, 2006).

3.3.1.Elementos de contato do tiptné-segmento’

Tratam-se de elementos que se aplicam isoladaraemds do sélido que entrara em
contato com o anteparo. Esses elementos propomsiamaa generalizacdo das estratégias
aplicadas no caso da abordagem de variaveis cadatiz uma vez que a linha de contato é
descrita por meio de segmentos de curva, seraardeados, neste trabalho, como do tipo
‘né-segmenta’

O elemento de contato € ativado quando em uma elaparocesso de resolucdo
identifica-se que o ndé ao qual esta atrelado eoaosti penetrou na superficie de contato,
condicdo que € detectada pelas estratégias digsutid item anterior, aplicadas para a
posicao atua, do ponto (no) P.

Identificado o ponto (N) do segmento com o qual,pndima etapa do processo
iterativo, o n6 deve estar em contato, ativa-sesistema resolvente a restricdo que
corresponde a condicdo de impenetrabilidade, poo ohe funcdogen, dada pelo seguinte

produto interno:
Opn = (XuP - XN)' e, = (XP+ Up = XN) r&"'( Yot Vo~ yN) n. (3.62)

Em (3.62)x,p € 0 vetor que representa a posicao ‘atual’ dog®hixy a posicao

inicial do ponto N (que por hipotese ndo se als&&rdongo do processo),&g=(nyny), 0 vetor
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normal unitario em N. Desenvolvendo-se a igualdiaenodo a separar os valores constantes

dos incégnitos, obtém-se:
— u
Oen = (%= %) N+( %= W) N+ w0+ wn= ¢( n r)(v"j. (3.63)
P

Em (3.63) 0 termca € um valor escalar, dado por:

9=(% = %) n+(%- %) n. (3.64)

Pode-se entdo utilizar a forma apresentada peilmailigualdade em (3.63) para
definir os termos que devem ser somados ao siseemaquivaléncia com a restricdo de
impenetrabilidade.

Para o caso da utilizacdo de multiplicadores dedrage como forma de considerar a
restricdo de impenetrabilidade, o termo do fundiogelativo ao contatol{;) possui primeira

variagcédo dada por:
d.-lc :/]L 5gPN+5/]L Opn- (3-65)

Sendo 4. aplicada a um unico ponto, sua aproximacdo podedada por uma

constante. Desenvolvendo-se (3.65), e considerape@oa (3.63) também fornecd,, ,

obtém-se em forma matricial:

0 0 n||u 0
{ou, ov, A} 0 0 n|Sv+0 (3.66)
nn 0|A] |g

Com a (3.66) e a condicdo de primeira variacdo dualgotencial de energia total,
pode-se identificar as componentes de rigidez eaferodal equivalente que devem ser
adicionados ao sistema global para levar em cosituacdo de contato. Tais componentes

podem ser reunidas numa matkiz e no vetork . dados por:
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T 0 0 n

0 L
K = =|=l0 0 n | (3.67)
= /L O /

= n n O

0
E.=70;. (3.68)

g

Uma vez ativado um elemento de contato em centacéde, nas proximas deve-se
verificar o sinal do multiplicador de Lagrange asado, como forma de identificar uma
eventual perda de contato no passo. Assim, um palksitivo para o multiplicador indica que
0 contato deve ser desativado e a correspondesttede retirada do sistema.

No caso de se utilizar o termo de penalizacdo cfommoa de inserir a restricdo de

impenetrabilidaded1, resulta em:
dl; = Ap Gpn Oey 96

Desenvolvendo (3.69), obtém-se novas componentegigigez e forca nodal

equivalente que devem ser adicionados ao sisteotalginas posicdes relativasua e vp,

para levar em conta a situagdo de contato. Nest®, eamatrizK e o vetor E_ ficam

eXpPressos por:

K :A{”Xn* n*nY}; (3.70)

= nn. nn

E.=A {9 “‘}. (3.71)
gn

Ainda no caso do método da penalizacédo, a avaliggaoto a desativacdo de um
dado elemento demanda o uso de uma etapa de asdiliggnal, uma vez que nao existem
variaveis associadas diretamente a forca de cortatno no caso dos multiplicadores de

Lagrange.
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No presente trabalho, a estratégia adotada pansaest forca de contato consiste num
calculo simples de reacfes nos vinculos unilateesigpregando-se a matriz de rigidez do
sistema livre das restricdes de contato. Uma veilad as componentes das reacées nos
vinculos unilaterais segundo o referencial globed]izam-se as suas projecdes sobre o vetor
normal unitario, a superficie de contato (uma vez que ndo havetrito a reacdo €
ortogonal a superficie) com o objetivo de avaliaimal da resultante; se o sinal obtido indicar

tracdo sobre o0 anteparo, a restricdo deve serivitat Essa situacao € ilustrada na Figura

3.9.

Figura 3.9 - Avaliacdo da desativacdo de elementotigo ‘n6-segmento’ com
formulacdo de penalizacao

3.3.2.Elementos de contatomortar’

Diferentemente dos elementos anteriores que seaaplia ndés isoladamente, os
elementos de contatonortar’ estdo atrelados a um segmento do contorno doosqlie
entrard em contato com o anteparo e derivam detéenaa originalmente desenvolvida para
compatibilizar redes de malhas nao-coincidentesR(B&DI; MADAY; PATERA, 2001)

apud (FISHER; WRIGGERS, 2005).
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O meétodo é uma técnica de discretizacdo baseadeultiplicadores de Lagrange,
segundo a qual as restricdes séo atendidas pordaémerpolacao de tais multiplicadores ao
longo do lado de um elemento (WRIGGERS, 2006). Resyue a funcag também é
interpolada ao longo do lado do elemento.

No caso tratado de contato entre um sélido defoein@wum anteparo rigido, este
altimo é tomado como referéncia, sendo dito sugerfinortar’, enquanto a superficie do

primeiro é referida como superficreon-mortar’, conforme ilustrado na Figura 3.10.

non-mortar L 74 (r;?enr;]rggtrg?r
&1 & /(elemento) <1 q
1 ® O o ® 2 \ é:IZ '
| Lo
R ' -
%w G.C s PN mortar
A 11 (anteparo) h: (anteparo)

(a) (b)

Figura 3.10 — Lados de elementos finitos aos gsaigplicam elementos ‘mortar’
com funcdes de aproximacéo linear (a) e quadratijae seus respectivos anteparos.

Uma vez que o método emprega a integracdo numexidarmulacdo € imposta
considerando-se os pontos de integracdo de Gausapaaficie'non-mortar’ (&y) e seus
respectivos pares de contato na superfio@tar’ (). No presente trabalho, para o caso
linear adotam-se dois pontos de Gauss (Figura8)1€rés pontos de integracdo para o caso
quadratico (Figura 3.10(b)).

Quando verificada a condicao de penetracdo, o tod&ve ser ativado sobre todo o
lado do elemento. Assim, para avaliar a penetragacaso geral, essencialmente assume-se
que se a maior parte do elemento atende a condaipfén todo ele entra em contato com o

anteparo. Uma forma de realizar tal controle comstsn estimar o sinal da area sobre o
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gréfico da funcag ao longo do elemento, o que pode ser obtido, qegiacdo numeérica

sobre um dominio adimensional de referéncia nadorm

00 = [, 907 =3 o) W () Xéyy). (3.72)

Entdo, s&)<0 deve-se ativar a restrigéo.

Analogamente ao caso dos elementos do ftigesegmentq’ quando utilizada a
estratégia dos conjuntos ativos, a verificacdotidagiio do contato € precedidalo calculo
do fatora que multiplica o vetor deslocamento aplicado edadteragéo (vide estrutura geral
do algoritmo no item 3.4). Neste caso, se 0 vadox dstiver atrelado a cada um dos pontos
de Gauss isoladamente, isto pode gerar ndo-comeag@ara a solucéo, uma vez que devido
a utilizacao do critério dado pela (3.72), o eletnémortar’ se ativaria apenas quando todos
0s pontos de Gauss apresentassem o mesmo vahar Aksim sendo, neste trabalho, ao
empregar a estratégia dos conjuntos ativos conernegito mortar, o valor do escalan é

determinado pora, = maxa,] , sendo; os escalares calculados nos pontos de Gau$g)(

do elemento.

Uma vez constatada a penetracdo ou contato contepaaa, a restricao relativa ao
elemento deve ser adicionada ao sistema. Paraeowi#gimento desta formulacdo, tome-se
inicialmente o caso linear, ilustrado na Figurad@&l.

Devido a abordagem ao longo de uma face, a compomnprimeira variacdo do

funcional de energia é representada por:

al :jr (3, g+A, dg)dr. (3.73)

c

Conforme j& discutido, o valor de (3.73) é obtidy meio de integracdo numeérica,
sendo necessario desenvolver a formulacdo quesesyeg, (&) € g(&yi) nos pontos de
Gauss. A primeira delas pode ser facilmente obtida perontlas funcdes de forma (3.45)

e (3.46):
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¢1({Ii)). (3.74)

A.(&) :(ALl ALZ)(¢ &)

Ja tendo sido determinado o pogjp do anteparo onde o contato com o ponto dado
por &yi ocorre, o term@(&yi) é calculado de forma analoga a procedida paréeoseatos do

tipo ‘né-segmentq’sendo dado por:

(&N ({y)
:— ¢1(E(I)i)ny(Z(|)i)
g(f(l)i) g+(l'![ \{ l‘& \é) ¢2(§((|)i)r1((Z(|)i) ' 315)
¢2(§((|)i)r\/(Z(|)i)
Em (3.75)5 € dado por:
9= (X&) = X40)) 0 &) +( X&) - X&) 1) (3.76)

Aplicando-se (3.74) e (3.75) em (3.73) e realizaddsenvolvimento semelhante ao

apresentado para o elemento do tiEpsegmentq’obtém-se matrikK . eovetorE.:

ﬁc:Z£ci({(l)i’Zay)V\éL (E(li)‘]({()); (3.77)
O T
Lci(f(|)i'z(|)i)=|:|_ LO} (3.78)

(&) (S IN({ ) P(Sey) P:(Siiy ) B (Sigiy)
LT = ¢1(£(I)i)¢1(<r“)r1/((()) ¢2(£(D)¢1(£I(i))0(zl(i)) )

L 7 0 0EINC) BE)8E)D ) | (3.79)
5.(ENBENN ) BE0) :En )N (o)
Eo= Y Eulé) e (6,) 3(&,) (3.80)
0
0
0
E,. (§((|)i) = 0 . (3.81)
9 4.()
g ¢2(§((I)i)
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Para as expressodes anteriores, o0 jacoki&no mesmo dado por (3.51).
No caso dos elementos quadraticos (Figura 3.10&fprmulacdo é desenvolvida

utilizando-se as funcoes de interpolacao (3.473.49), resultando em uma matriz_ de
dimenséao (9x9) e um vetdr, de dimenséo (6x1), semelhantes aos obtidos peaawlinear,
sendo a dimensao dzeT igual a (3x6).

Apesar de terem sido criados com base na formulagi®o multiplicadores de
Lagrange, também é possivel desenvolver sua fogdmlpara o método da penalizacao.

Nesse caso, a primeira variacdo do funcional degeneelativa ao contato fica dada por:

al, =jr A, gdg dr. (3.82)

No que segue o desenvolvimento é semelhante apad@lpara os multiplicadores de
Lagrange, resultando para o caso linear nos mesamatérios expressos em (3.77) e (3.80),

sendo a matriX = e o vetorE; dados por:

gngn. gngn p.ng,n ¢, ng,n
K = g n g n ¢1ny¢1r\/ ¢1r\/¢2r1< ¢1r!/¢2r1/
=\ g,ngn g,nen g,ng,n g,ng,n|
¢2ny¢1nx ¢2ny¢1ny ¢2W¢2r1< ¢2r1/¢2r!/

(3.83)

gén
ggn,
as,n|
gé,n,

(3.84)

——ci —

E importante lembrar que em (3.83) e (3.84% 92 &0 calculadas ety enen, em

{ui- O caso quadratico resulta em forma semelhanta, roatriz K, de dimensao (6x6) e

vetor F; de dimensao (6x1).
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Quanto a avaliacdo da condicdo de tensdo paravidesat de elementos, no caso da
formulacdo dos multiplicadores de Lagrange, a messamnelhante a efetuada nos elementos
do tipo ‘no-segmentq’ adotando-se agora como referéncia o valor pregante no

elemento:

A= [ AT =D A (600 W () A&y - (3.85)
No caso do método da penalizacdo, em lugdr de expresséo (3.85) toma-se o valor

estimado da reacao no anteparo, ja discutida no3ta.1.

3.4. Comentarios gerais sobre o programa computacionalesenvolvido

Apresentadas as estratégias numéricas adotadas npadelacdo dos sélidos e
tratamento do contato, apresenta-se neste itenmbtena descricdo da estrutura do programa
desenvolvido.

Para a elaboracdo do programa empregou-se a liegu&grtran. Apesar da versao
utilizada (Fortran 95) ndo possuir funcdes espmEadfpara programacéo orientada a objetos,
buscou-se na medida do possivel elaborar a estrdturcodigo de maneira a se obter os
beneficios dessa filosofia. Para tanto, os tralsalapresentados em (BECK, 2008) e
(DECYK; NORTON; ZSYMANSKI, 1996) foram de fundameahtmportancia.

Em linhas gerais, a programacéao orientada a obgetom paradigma de programacao
que, entre inimeras outras vantagens, acaba pibasidn que o cdédigo do programa
apresente uma estrutura mais flexivel, em termopadsibilidades de expanséo, do que
aquela que seria obtida por meio da programacaat@sida convencional.

Para tanto, abstracdes de entidades reais (objs&ms)criadas no codigo, sendo

separadas em classes. As classes sdo unidadefiwBresdhasicamente compostas por uma
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estrutura de dados, que definem os atributos detalg seus métodos, que sao as funcdes e
rotinas que a ela se aplicam. Fazendo ainda usuttes conceitos, é possivel elaborar de
maneira organizada programas de estrutura bastantplexa, cujo sistema resultante se da
por meio do funcionamento integrado de todas aseta

A estrutura geral do programa desenvolvido é aptada na Figura 3.11.

[ PROGRAMA PRINCIPAL |
I

v v
— Classe Estrutura le— Classe Conjunto Estrutural |
Classe Elemento [Classe N6 |
Elemento Trelica |
Elemento Portico [Classe Secéo |
Elemento ISOT3 |
Elemento ISOT6 [Classe Material |

Elemento ISOQ4 Classe Forca Concentrada
Elemento ISOQ8 | . [ |

[Classe Forca Distribuida |

Classe Elemento de Contato I ~|
Elementoné-segmento’ [Classe Tensalo |
Elementomortar’ linear

L Classe Deformacgao
Elementomortar’ quadratico | T ¢ |

[Classe Esforco |

[Classe Deslocamento Imposto |

Classe Segmento
Elemento Segmento 2 Nos

Elemento Segmento 3 Nés [Classe Deslocamento RestringiHo
Bibliotecas
N Algebra Entrada de Dados
Otimizacdo Saida de Dados
Solver Visualizador
Hammer

Figura 3.11 - Estrutura geral do programa desenidiv

No caso do programa elaborado, quando o mesmoci&daj existe a opcédo de

analisar diretamente uma estrutura isolada, sentattorou com contato por variaveis
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canalizadas, ou definir um conjunto estrutural, posto por um solido deformavel e um
anteparo rigido.

A partir de entdo a classe estrutura passa a gereax demais classes, solicitando
meétodos de competéncia exclusiva das mesmas, guipwvez também interagem entre si.
No caso especifico do contato essa estrutura bantrbastante para organizacao do cédigo,
permitindo ao programa realizar tarefas de mameas livre do que aquela que seria obtida
por meio da programacao estruturada.

No caso do contato entre solido deformavel e amegdgido, a estrutura geral do
algoritmo para tratamento do contato é a seguinte:

1) Calcular a matriz de rigidez e vetor de forcadais do sélido deformavel; Avaliar

se existe contato ja na situacao inicial e, cassta@xsomar restricoes respectivas ao

sistema.

2) Enquanto n° iterac6es menor que n° maximo adatadteracdes fazer:

2.1) Conforme o método de Newton, calcular cowejradientegrad=Ku-F e
resolver o sistema utilizando-o como vetor. A respoesulta num vetatu;
2.2) Se estiver utilizando estratégia dos cdopiativos, calculas; caso contrario,
o=1 (Método de Newton); Calcular entdo novo vetBf=u"+adu e n° it. =n° it.+1;
2.3) Avaliar quais elementos de contato foraivadbs; somar novas restricdes ao
sistema,
2.4) Avaliar a norma do vetor gradiente |grad||grad|<tolerancia ent&o:
2.4.1) Verificar se ha restricdes a sedesativadas;
a) Caso néo haja desativacao, termipao0esso iterativo;
b) Caso contrario, atualizar restricbesternar a 2.1).
Além da estrutura de classes apresentada, compimens classes algumas

bibliotecas que dao subsidio para o funcionamei® mMesmas. Dentre elas, destaca a
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biblioteca ‘otimizacdo’, que contém os métodos dexc no Apéndice A, bem como o
processo iterativo de Gauss-Seidel (PROENCA; SAMASBUNAIAR NETO, 1987),
também implementado no programa e avaliado nesialtro.

Além dela, ressalta-se a importancia da biblioteesenvolvida denominada ‘algebra’,
gue faz a preparacao dos dados para utilizacamdsalver’ de matrizes esparsas empregado
no programa (DUFF; REID, 1983), desenvolvido p&lamerical Analysis Groypdo
Rutherford Appleton Laboratory

Especificamente no caso desse Ultimo aspecto, @@valta esparsidade dos sistemas
obtidos, 0 mesmo apresenta importancia fundamerwtgbrograma, possibilitando ganhos
muito elevados de desempenho computacional. Pastrait esse ganho, a Figura 3.12
apresenta um comparativo entre 0s recursos conmpuddE disponibilizados para o

armazenamento e resolucado para sistemas esparadegealeatoriamente.

Relacdo entre recursos computacionais dispendid
(Matriz cheia / Matriz reduzida)

4500

4000 /
3500

3000 /

2500 /

2000

1500 /

1000 /

500 /
P——

O Bl I I I T T
0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 10000

Ndmero de graus de liberdade

(Matriz Cheia/Matriz Reduzida)

Raz&o entre espaco/tempo dispendid

‘— Espaco para Armazenamente- Tempo de Resolugéo do Sisteima Tempo de Multiplicagdo Matriz x Vetbr

Figura 3.12 - Comparagao entre recursos computagi®ndespendidos com a
utilizacdo de matrizes cheias (com todos os termeosyluzidas (apenas termos nao-nulos)
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4 - Exemplos Numericos

Para avaliar o desempenho das estratégias proppstat aos aspectos de preciséo e
eficiéncia, diversos exemplos de problemas de tmritmam resolvidos por intermédio do
codigo computacional desenvolvido. Em particulastdcam-se os exemplos que apresentam
os resultados obtidos com os element@ssegmentcoe ‘mortar, os quais permitem avaliar
vantagens e desvantagens na utilizacdo de umati@uamgao.

Em todos os casos considerou-se linearidade geocmétcontato sem atrito.

O termo de penalizacdo adotado (nos casos em qudizau tal estratégia) é igual ao
valor do maior termo da matriz de rigidez multipio por 16. Com excecdo do Ultimo
exemplo, todos os demais tiveram o carregamentoadpl em apenas um passo de carga.

Na avaliacdo quanto a precisdo, as respostas shtimlameio do programa foram
confrontadas com resultados analiticos ou huméfamoecidos pelo programa de elementos
finitos ANSYS’; naturalmente os valores de referéncia serdoemaens em cada exemplo.

Ja para comparar a eficiéncia relativa entre o®daosétestudados foram considerados
dois outros aspectos: numero de iteracfes e tempmatessamento. Para que este ultimo
aspecto nao seja subijetivo, é importante inforrmaraaacteristicas do equipamento utilizado:
um computador com processador Intel Pentium [II@686 MHz e memdédria RAM de 256
MB.

E importante ressaltar que todas as figuras deltadss obtidos com o codigo
computacional deste trabalho foram elaboradas cajuda do Pés Processador do GMEC
(Grupo de Mecéanica Computacional do Departamentérdgnharia de Estruturas (SET) da
Escola de Engenharia de Sao Carlos (EESC)), pre@g@esenvolvido pelo Dr. Rodrigo

Ribeiro Paccola, que autorizou sua utilizacao esemte trabalho.



58

4.1. Viga em balanco com restrices pontuais de deslocantos por meio

de vinculos unilaterais

Este exemplo visa avaliar o aspecto de eficiénom métodos de otimizagdo com
varidveis canalizadas quando a modelagem envolveniimero reduzido de variaveis e
discretizagdo por elementos unidimensionais de. \lRgaia esta abordagem, a condicdo de
contato € ativada ou ndo mediante restricdo solbedoo de algumas das varidveis, no caso os
deslocamentos dos nds sujeitos a acao dos vinaoilaserais.

A Figura 4.1 indica os detalhes do problema.

P=30
y E1=450.000,00

00 & 100 g

Figura 4.1 - Esquema estrutural da viga

A distancia entre a face inferior da viga e os wiog unilaterais (01 e 02) é igual a
1,00. A intensidade da for¢a aplicada pode indozipntato naqueles vinculos, sendo ainda
possivel a desativagdo do contato no apoio 02.

O resultado referéncia € apresentado na Figura iAdicando-se o valor dos
deslocamentos nodais verticaigno ponto de aplicagdo da for¢ca e nos nés ondeeocor
contato, bem com os diagramas de esfor¢o cortafyte (nomento fletor (M). Tal resultado
pode ser facilmente obtido procedendo a resolugafoamme apresentado nos exemplos do

item 2.2.
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v=-1,00 v=-0,417

% 21,975
Vv

8,005 AL LTI

697,50
401,25

S "

Figura 4.2- Deformada e diagramas de esforco cagamomento fletor para P=30

Foram processados exemplos com trés redes distieta&tementos finitos, visando
comparar a eficiéncia de cada um dos métodos camm@ento do niumero de variaveis. A

Tabela 4.1 indica as caracteristicas de cada rede.

Tabela 4.1 — Informacdes gerais das redes utilizgura resolucdo do exemplo.

Rede Numero de Comprimento do| Numero de N6s| Numero de Grays
Elementos Elemento de Liberdade
01 4 50,00 5 15
02 20 10,00 21 63
03 40 5,00 41 123

Foram aplicados todos os métodos de otimizacaadivatno Apéndice A, associados
as seguintes estratégias para imposicdo das oestrigobre as variaveis: estratégia dos
multiplicadores de Lagrange, estratégia da perg@zaestratégia dos multiplicadores de
Lagrange associada a estratégia dos conjuntosaiwestratégia da penalizacdo associada a
estratégia dos conjuntos ativos, referenciados alzel@ 4.2 respectivamente por ‘L', ‘P,

‘L+C.A." e ‘P+C.A’
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Tabela 4.2 - Numero de Iteracdes (N.I.) e TempPrdeessamento (T.P.) para cada
uma das redes testadas, para os diversos métoddiacdos.

Método de E. restricéo Rede 01 Rede 02 Rede 03

otimizacao variaveis N.I. T.P. (s) N.I. T.P. (s) N.I. | T.P.(s)
L 53 0,0000 423 0,0501 1097 0,2203
Gradientes P 35 0,0000 358 0,0401 937| 0,2003
Conjugados L+C.A. 54 0,0100 540 0,0601 1367 0,2704
P+C.A. 41 0,0000 450 0,0501 1219 0,2504
L 3 0,0000 3 0,0000 3 0,0100
Newton P 3 0,0000 3 0,0100 3 | 0,0100
L+C.A. 4 0,0000 4 0,0100 4 | 0,0100

P+C.A. 4 0,0000 4 0,0000 4 0,0100

L 10 0,0000 50 0,1001 87 | 0,5808

Quase-Newton P 10 0,0000 45 0,0601 88 | 0,4206
DFP L+C.A. 13 0,0100 63 0,1402 132| 0,8813
P+C.A. 11 0,0000 61 0,0901, 132| 0,6309

L 10 0,0000 44 0,1001 85 | 0,6309

Quase-Newton P 10 0,0100 44 0,0701 86 | 0,4306

BFGS L+C.A. 11 0,0000 49 0,1102 94 0,701
P+C.A. 11 0,0000 49 0,0801 93| 0,4707

Processo lterativo Gauss-Seidel 34 0,00p0 - - 25838,4879

O critério de parada para este e os demais exerfglgsie a norma L2 (médulo do
vetor gradiente) fosse menor qué®HJou nlimero de iteracées superior a 30000.

Todos os métodos convergiram para a mesma soleon,excecdo do Processo
Iterativo de Gauss-Seidel, o qual para a Rede G2rmpse de convergéncia muito lenta, ndo
tendo sido atingida com o nimero maximo de iteragdi®tado.

Observa-se que o Método dos Gradientes com vasi@aealizadas tem sua aplicacéo
limitada aos casos em que nado ha desativacdo dag;des e, por este motivo, ndo foi
aplicado neste exemplo.

Ainda como se observa da Tabela 1.2, claramenteétodd de Newton apresentou
resultados incomparavelmente superiores, presesvafidiéncia mesmo nas redes mais

refinadas; os demais métodos se mostraram mergsngfis com o aumento do nidmero de

variaveis.
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Para melhor ilustrar essa variacao relativa ergrenétodos do tipo Quase-Newton e

Gradientes Conjugados, na Figura 4.3 apresentansgrafico comparativo do numero de

iteracdes.

Ndmero de lterag8es - Métodos de Otimizagdo
1400+

1200+

/‘ —e—GC - Lagrange
1000 —— GC - Penalizagdo

GC - Lagrange+C.A.
GC - Penalizagao+C.A.
—&— DFP - Lagrange
—&— DFP - Penalizagéo
600 DFP - Lagrange+C.A.
DFP - Penalizacdo+C.A|
—%—BFGS - Lagrange
—*—BFGS - Penalizagédo
BFGS - Lagrange+C.A.
BFGS - Penalizacdo+C.A.

800 -

NUmero de Iteracdes

400

200

Figura 4.3 - Comparativo do Numero de lteracbeseert Método dos Gradientes
Conjungados (GC) e os Métodos Quase-Newton DFP@GBF

Observa-se que existe uma diferenca substanciae emtnimero de iteracdes
apresentado pelo Método dos Gradientes Conjugadoglacdo aos Métodos do tipo Quase-
Newton. Uma comparacgéo exclusivamente focada neraide iteragbes advogaria em favor
destes métodos, entretanto, apesar de parecersoigetivo, o comparativo dos tempos de

processamento (Figura 4.4) mostra que este panaetbém deve ser levado em conta na

anéalise de eficiéncia.
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Tempo de Processamento - Métodos de Otimizagdo

1,004

0,90+

0,80+ —o— GC - Lagrange
—— GC - Penalizacédo
0,70 GC - Lagrange+C.A.

GC - Penalizagao+C.A.
—— DFP - Lagrange
—&— DFP - Penalizacédo

DFP - Lagrange+C.A.

DFP - Penalizacdo+C.A,
—>— BFGS - Lagrange

/)(
—%— BFGS - Penalizacédo
/ BFGS - Penalizagéo+C.

0,60

0,50

0,40+

0,30+

Tempo de Processamento (s)

BFGS - Lagrange+C.A.

e

0,20

0,10

0,00

Figura 4.4 - Comparativo do Tempo de Processam@tosegundos) entre o Método
dos Gradientes Conjungados (GC) e os Métodos Qhasdon DFP e BFGS

Como se pode observar, apesar de resultar em ureralohe iteragbes maiores, 0
Método dos Gradientes Conjugados apresentou teraparatessamento menor do que 0s
Métodos Quase-Newton. Além disso, para um mesmaduoétle otimizacdo, a resolugédo
utilizando a estratégia dos conjuntos ativos regudm um numero maior de iteracfes e
maior tempo de processamento com relacdo as gsasatfue ndo a utilizaram. Isso se deve
ao fato de que a mesma procede a busca pela sdagdme dentro da regido factivel, e
portanto, cada vez que ocorre o contato em um porgmcesso € reiniciado de tal maneira a
continué-la sem a observacao de penetracéo.

Cabe também observar que em termos gerais, paesenpe problema, a estratégia da
penalizacdo apresentou-se mais eficiente que atégim dos multiplicadores de Lagrange,

associada ou nao a estratégia dos conjuntos ativos.
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Para finalizar este primeiro exemplo, é interegsaggistrar a deformada da estrutura
com o aumento da forca aplicada. Para tanto ad&iydrilustra as configuracdes deformadas

da viga para diferentes valores de forca.

P=0
A 5.
P=1,00
L s
P=1,97
L
| P=21,60
%\ P=30,00
T A,

Figura 4.5 - Configuracdes deformadas da viga paabores de forca entre 0 e 30.

O primeiro contato, com o apoio 02, ocorre para,®&1A partir deste valor, o mesmo
passa a exercer uma reagcao na estrutura. ParaDRrigj&-se o contato também com o apoio
01, e a partir deste valor, com o0 aumento de Rereésse entdo uma diminuicdo gradativa da
reacado no apoio 02 e uma aumento da reacédo no @poiara P maior que 21,60 cessa o
contato com apoio 02 e passa haver o contato éxafnsnte como o apoio 01. Este

comportamento ndo-linear pode ser bem visualizadd-iguras 4.6 e 4.7.
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-1,204

-1,00

-0,80

-0,60

Deslocamento

Forca P x Deslocament

-0,40

/
/

-0,20
o, 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00 35,00
O’OO L L L L L L J
Forca
‘— Deslocamento v - Apoio 04— Deslocamento v - Apoio dz
Figura 4.6 - Deslocamento vertical de acordo coffoaca P
Forca P x Reagdo nos Apoios
9,00
8,00 /
7,00 /
8 6,00
o
g /
» 500 /
o
=
3 4,00
O
@
[
4 /
3,00 /
2,00 /
o /M
0,00 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0,00 5,00 10,00 15,00 20,00 25,00 30,00 35,00
Forca
‘ —Reagao - Apoio 01 —— Reacao - Apoio 02‘

Figura 4.7 - Reagao nos apoios 01 e 02 de acorao ad-orca P
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4.2. Problema de Contato de Hertz

De acordo com (JOHNSON, 2003), o primeiro estudktiv® a mecéanica do contato
foi desenvolvido poHeinrich Hertzem seu artigéUber die Beriihrung fester Elastischer
Korper” em 1881, como forma de explicar os efeitos doatordobre o desvio de imagens
em lentes. Deste estudo resultou a solugdo amafiica um problema de contato tido hoje
como classico, ilustrado na Figura 4.8 com valaagsi adotados para sua resolugdo

numeérica.

r=8,00
E=1000,00

v=0,3

Figura 4.8 - Exemplo de problema de contato de Haexdm valores adotados para o
raio(r), forca distribuida(q), Modulo de Elasticida (E) e Coeficiente de Poissai). (

Trata-se de um problema envolvendo um solido defeeine um anteparo rigido, para
0 qual as caracteristicas de geometria, restriebfEsca aplicada permitem a modelagem
como problema bidimensional em Estado Plano derDeigdes (EPD).

A solucédo encontrada por Hertz para caracterizmse

Largura da semi-faixa de contato (metade da larfijushda zona de contato):

apr\"?
2
7E
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Na relacéo anterioR € a forca por unidade de comprimento longituddwatilindro,

eE é dado por

Pressdo méxima (reagdo) de contato:

. ZEZ(EJUZ

° m | mr

Tensdo maxima de cisalhamento:

e 7=0,30p, (emx= Og= 0,78

Considerando-se os dados adotados, tem-se:

a=2,11p, = 144,871 = 43,4

Para a modelagem do sélido foram utilizadas redesalhas irregulares formadas por
elementos triangulares, tanto de elementos cons3IBOT3) quanto com 6 nos (ISOT6). A

Figura 4.9 apresenta o aspecto das redes utilizadas

ISOT3-Rede 01 ISOT3 - Rede 02 ISOT3 - Rede 03 ISOT3 — Rede 04
66 Graus Liberdade 156 Graus Liberdade 320 Graus Liberdade 858 Graus Liberdade

ISOT6-Rede 01 ISOT6 - Rede 02 ISOT6 - Rede 03 ISOT6 - Rede 04
70 Graus Liberdade 202 Graus Liberdade 434 Graus Liberdade 1242 Graus Liberdade
Figura 4.9 - Redes de elementos triangulares de JI8&3T3) e de 6 nés (ISOT6)
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Como a superficie inferior constitui um antepargidd reto, e o processo de
carregamento ndo implica em desativacdo de vincdéscontato, neste problema, ao
contrario do anterior, 0 método do gradiente pasambém a ser empregado. Além disso,
duas abordagens sao consideradas: variaveis Gfadiznos moldes do exemplo anterior, e o
emprego de elementos de contato (do tippsegmentoé ‘mortar).

Tome-se inicialmente a primeira abordagem. A finadaliar a eficiéncia dos mesmos
métodos utilizados no exemplo anterior, os resafiaabtidos quanto ao namero de iteracdes

e tempo de processamento estao indicados nas ¥aBealal.4.

Tabela 4.3 - Parametros de eficiéncia (N.l. — Nlomge Iteracdes e T.P — Tempo de
Processamento) dos métodos de otimizacdo com e#idanalizadas para redes com
elementos ISOT3

Variaveis Canalizadas - ISOT3

Rede 01 Rede 02 Rede 03 Rede 04
N.. [T.P.(S) N.I. | T.P.(s)| N.l.| T.P.(s)) N.II T.P.(s
M. Gradiente 76602,9743|9214| 9,3034 | 22589 48,6299 - -

L 187 | 0,0300 683 | 0,2604| 3050 2,3734 86929,2777
Gradientes P 147| 0,0200 444 | 0,1602| 1162 0,8813 234(,2375
Conjugados || +C.A.| 223| 0,0300 858 | 0,3104| 2163 1,8426 71B25,7326
P+C.A.| 229 | 0,0300 746 | 0,2504| 1400 1,051% 36p37,5809
L 6 |0,0200 13 | 0,1202 14 0,3104 19 11,6624

P 4 | 0,0100 13 | 0,1001 17 0,370 18 1,4321
P

i

Newton
L+C.A.| 3 | 0,0000 5 0,0401 7 0,1502 10 0,831

P+C.A.| 3 |0,0000] 5 0,0401 7 0,1502 10 0,791
L 261 | 0,8612 279 | 4,7769| 468 34,3794 - -
Quase-Newton P 60 | 0,1102 108 | 1,0715| 164 8,342 274 96,89p3

DFP L+C.A.| 87 | 0,2804 281 | 4,6467| 640 47,1879 - -
P+C.A.| - - 110| 1,0916| 167 8,5823 275 98,7019
L 210 | 0,6810 8392|141,0628 3336 | 252,7835 - -

Quase-Newton P 60 | 0,1102 106 | 1,0415| 156 8,001% 304 107,4%45

BFGS L+C.A.| - - - - - - - -
P+C.A.| 60 | 0,1102 106 | 0,9213| 154 7,7111 253 88,287
Gauss-Seidel 52y 0,0801085| 0,3906 | 1299 0,9814 30586,3692
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Tabela 4.4 - Parametros de eficiéncia (N.l. — Nlonee Iteracdes e T.P — Tempo de
Processamento) dos métodos de otimizacdo com e#idanalizadas para redes com
elementos ISOT6

Variaveis Canalizadas - ISOT6

Rede 1 Rede 2 Rede 3 Rede 4
N.. | T.P.(s)|] N.I.| T.P.(s) N.I. | T.P.(s)| N.L.| T.P.(s)
M. Gradiente 8816 5,638l - - - - - -
L 167 | 0,0401| 1260 0,931 5201 8,4421 17249,4129
Gradientes P 190 | 0,0401 705 0,5107 1813 2,9142 4426 24,6855
Conjugados |_+C.A.| 282 | 0,0701| 1617 1,1817 5796 9,4636 236436,9469
P+C.A.| 296 | 0,0701| 1160 0,841 3327 5,2776 10p6B8,4240
L 4 0,0200| 15| 0,2103 18 0,6710 7 1,2117
P 6 0,0200, 11| 0,150 12 0,4406 g 1,6524

Newton
L+C.A. 3 0,0000 5 0,0801 9 0,320 16 2,6438

D

P+C.A.| 3 | 00100/ 5 | 00701 9| 03206 16 28441

L 127 | 0,5107| 338| 10,5852832 | 113,4431

Quase-Newton P 71 | 0,1803| 158 3,2447 244 23,0531 4B4 325,6382
DFP L+C.A.| 141 | 0,5608| 386/ 11,9872 - - - -

P+C.A.| 74 | 0,1903| 165 3,4040 237 22,31p1 4]0 312,4493
L 179 | 0,7210| - - 940, 131,8195 - -

Quase-Newton P 71 | 0,1803| 153 3,3048 228 21,0603 | -
BFGS L+C.A.| - - - - - - - -

P+C.A.| 71 | 0,1602| 152| 3,0344 228 21,2606 386 2859111

Gauss-Seidel 349 0,0701 2362 1,6323 3849 5,1574 3 6137,6341

Para estas tabelas também se utilizou a indicatdopara a estratégia dos
multiplicadores de Lagrange, ‘P’ para estratégipe@alizacdo e ‘+C.A.’ quando as mesmas
foram associados a estratégia dos conjuntos atd®sasos indicado por ‘-’ ndo convergiram
dentro do numero méaximo de iteracdes adotado (3(@ Metodo dos Gradientes,
Gradientes Conjugados e Processo Iterativo de &zaidsl, e 1000 para os métodos do tipo
Quase-Newton).

Para avaliar a precisdo das estratégias em cadadamaedes, os valores obtidos
foram confrontados com os resultados analiticosefleréncia, sendo o de compressdo na
direcéo verticalfy) apresentado na Figura 4.10, e os resultadosidéds de cisalhamento na
Figura 4.11. Também sao apresentados nas mesmawmsfigs resultados do pacote

computacional ANSYS ®, utilizando redes e elemerdésaticos aos utilizados no programa
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desenvolvido. Cabe observar que, de um modo dedals as estratégias produziram valores

numericos praticamente idénticos, salvo em situsmgde serdo descritas mais adiante.

Tens&ooy méaxima (compressao)

180,00

160,00

140,00

120,00

100,00

80,00

60,00

Tensdo Oy maxima (valor absoluto)

40,00

20,00

Rede

| —ISOT3 —ISOT6 — PLANE42 — PLANE82 — Analitico]

Figura 4.10 - Tensédo de compressdo maxima obtida pada uma das redes

Tensdo cisalhantetxy maxima

50,00

45,00+

40,00
35,00 /\
30,00

25,00

20,00

15,00

Tens&@oTxy maxima (valor absoluto)

10,004

5,004

0,00

Rede

| —ISOT3 — ISOT6 — PLANE42 — PLANE82 == Analitico]

Figura 4.11 - Tensdao cisalhante maxima obtida peada uma das redes
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Na segunda abordagem a resolu¢cdo do mesmo prolfidermanduzida utilizando-se
elementos de contato. Cabe lembrar que tais elesetdnstituem uma estratégia de
resolucao geral que se aplica para superficiesmtato de qualquer geometria.

Em particular, os elementos de contato do tigBsegmentq’ por empregarem um
critério de contato pontual, constituem uma gemr@dio da estratégia das variaveis
canalizadas. De fato, os resultados obtidos com @33 de elemento foram idénticos aos
obtidos pelos métodos de otimizacdo com variaveiealzadas. Nesse sentido, tal
concordancia constitui-se numa primeira comprovalgiboa implementacao e precisao dos
mesmos.

Ja os elementos de contamoortar’ apresentam uma formulacdo mais elaborada, e
empregam um critério de contato que envolve naoage nd e seus respectivos graus de
liberdade, mas um conjunto de graus de liberdasecaslos ao lado do elemento. Por esse
motivo é bastante interessante proceder a commadugs resultados obtidos por meio dos
mesmos com 0s apresentados anteriormente.

Observou-se que alguns dos resultados obtidogzantido-se elementosnortar’
mostraram-se sensiveis ao arredondamento ou preuis@érica, ndo conseguindo apresentar
uma configuracdo de equilibrio simétrica, tantoapades assimétricas (Figura 4.12 (a)),

quanto simétricas (Figura 4.12 (b)).

Figura 4.12 - Exemplos de diagramas de cores dtodasento vertical v ndo-simétrico
obtidos por meio do uso de elementos de contataamo



71

A assimetria observada tem origem numeérica, e ugague ocorreram apenas para
tais elementos, evidenciam uma maior sensibilidiedsa estratégia a esse tipo de erro.

E importante ressaltar, entretanto, que os proldemeaelementomortar’ quanto a
simetria podem ser contornados quando os mesmosssaeiados com a estratégia dos
conjuntos ativos. Nessa situacdo, as respostatastfiram simétricas, sendo idénticas as que
foram obtidas por meio dos elementos do tigesegmenta’

A Figura 4.13 ilustra os resultados satisfatériog doram obtidos utilizando-se a
estratégia dos conjuntos ativos para resolucaelermentosmortar’, para as mesmas redes

apresentadas na Figura 4.12.

(b)

Figura 4.13 - Exemplos de diagramas de cores ddodamsento vertical v simétrico
obtidos por meio do uso de elementos de contatdamassociados a estratégia dos conjuntos
ativos, para as mesmas redes apresentadas na Figlta

Quanto aos resultados obtidos com o0s elementos ifo ‘W6-segmentq’ as
distribuicbes de tensdes obtidas utilizando-seda #ede elementos ISOT6 sédo apresentados

nas Figura 4.14, 4.15 e 4.16.



72

Legenda:
67.31600
4550756
2428811
273067
-1671778
-4022522
=51 73467
=83.24311
-104.75156
=126.26000

Figura 4.14 - Campo de tenséo na direcaary Ebtido para a rede 04 de elementos
ISOT6, com elementos de contato do tipo ‘né-segrhent

Legenda:
057321

-15.40758
=31 36839
=47.36918
—63.35000
=7a.33080
-35.31160
=111.23240

I -127.27320
-143.25400

Figura 4.15 - Campo de tenséo na direcaay) pbtido para a rede 04 de elementos
ISOT6, com elementos de contato do tipo ‘né-segrhent
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Legenda:
4182150
I244778
2327406
14.10033
4 52661
=4.24711
=1342083

=22 53456
I =31 Teaee
=40.34200

Figura 4.16 - Campo de tensédo cisalhantg)(obtido para a rede 04 de elementos
ISOT6, com elementos de contato do tipo ‘né-segrhent

O aspecto dos diagramas contempla simetria e artbastimilar ao obtido por meio
do ANSYS utilizando-se a rede 04 de elemento PLANERjuivalente ao elemento ISOT6),

indicados na Figura 4.17.

1 1

NODAL SOLUTION AN NODAL SOLUTION AN
STEP=1 JAN 22 2009 STEP=1 JAN 22 2009
B 24 17:11:53 B 24 17:12:10
TIME=1 TIME=1

e (AVG) XY (AVG)

RET5=0 RET5=0

MY =1.0639 MY =1.0639

M =-146.775 MM =-38. 459

S =2.308 S =37.717

-148.775 -115.z01 -8L.627 -48,053 -14,475 -38.453 -21.531

12.325 29.25
-131.988 -98.414 -64.84 -31.266 2.308

—4.603 .253
29.995 -13.087 3.861 20.789 37.717

Figura 4.17 - Diagramas da distribuicéo de tensdbtdos por meio do ANSYS
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4.3. Viga em balanco sujeita a acdo de vinculos unilateis (modelagem
com elementos bidimensionais)

Este terceiro exemplo trata-se basicamente do mesafbema apresentado em 4.1,
agora modelado com elementos bidimensionais (Eftdw de Tensdes). Os detalhes estao

apresentados na Figura 4.18.

50

P=15

v E=100,00p=0,3 A

A
95 1C 85 1C

Figura 4.18 - Esquema estrutural e dimensdes dblproa da viga

A distancia entre a face inferior da viga e a fageerior dos apoios, diferentemente de
em 4.1 é igual a 2,00. Adotou-se também um Mddelddsticidade diferente do adotado
para a outra modelagem, para tornar a deformada meinunciada e com melhor
visualizacao.

Novamente duas abordagens foram empregadas: var@arelizadas e elementos de
contato. A primeira abordagem serviu de referéparéicularmente para os resultados obtidos
utilizando-se os elementos do tipa-segmentq’ por motivo ja& mencionado anteriormente.
Os resultados de ambas as abordagens foram comparath uma solucdo de referéncia
gerada com o ANSYS a partir das seguintes caratitas:

- Rede regular com 2000 elementos PLANE42 (10x28@entos), totalizando 2211

nos, ou seja, 4422 graus de liberdade.
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- Para o contato foram utilizados elementos CONTAISI cuja formulacdo
considera contato entre né e superficie, sendo @éhkima definida por elementos
TARGET169. Observa-se que a estratégia disporabidizno ANSYS € mais proxima da
abordagem aqui realizada com o elemembesegmenta’Para restricdo de variaveis utilizou-
se a estratégia Lagrangiano Aumentado, opdéfault’ do programa.

Nestas condi¢cdes, foram obtidos como valores exigete deslocamento 16,35 (para
cima, na extremidade livre) e -6,82 (para baixopooto de aplicacao da forca).

De inicio, programaram-se simulacées com o progmeste trabalho utilizando redes
de malhas regulares compostas por elementos catadsis tanto do tipo 1ISOQ4 quanto

ISOQ8; as caracteristicas destas redes constarabedals.s.

Tabela 4.5 - Caracteristicas das redes regulare€ (N niamero de elementos, N.N -
namero de nos e N.G.L. - nUmero de graus de liltirpa

Rede de elementos ISOQ4 Rede de elementos ISOQ8
Rede N.E. N.N. N.G.L| Redge N.E. N.N. N.G.L
01 320 (4x80) 405 810 01 80 (2x40) 325 650
02 720 (6x120) 847 1694 02 180 (3x60 667 1334
03 1280 (8x160) 1449 2898 03 320 (4x80 1129 2258
04 | 2000 (10x200) 2211 4422 04 500 (5x100) 1711 3422

Entretanto, ap0s o0s processamentos das redes dasipow elementos ISOQS8
combinadas com elementos de contato do‘tipmtar’, notaram-se respostas inconsistentes,
brevemente descritas no que segue.

A Figura 4.19 ilustra as solucdes obtidas utilizand elementos de contdtoortar’

(@) e ‘né-segmento’(b), para o nivel maximo de forca aplicado, que deweudir
‘descolamento’ da extremidade livre em relacaopmaoa Claramente a resposta obtida com o

elementdmortar’ € incoerente.
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(@) (b)

Figura 4.19 - Configuracdo de equilibrio obtida pade de elementos ISOQ8; (a) para
elementos de contato do tipo ‘mortar’; (b) pararentos de contato do tipo ‘n6-segmento’

Lembrando que nos elementos de contatortar’ o valor da tensdo de controle
considerado na interface de contato € obtido pa imegracdo das tensdes ao longo da face
do elemento, o comportamento incoerente obtido metemais facilmente compreendido

observando-se em detalhe a regido do apoio extramqual a viga ficou, por assim dizer,

‘presa’ (vide Figura 4.20).

Figura 4.20 - Regidao do apoio extremo na configémgleformada obtida para a

rede 02 de elementos ISOQ8 utilizando-se elemeéetosntato ‘mortar’ (diagrama de cores
referente a tenséo na direcaoay))
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Na Figura 4.20 pode-se claramente observar a omaré&e tenses de tracdo e de
compressdo ao longo da interface de contato (rego@en coloracdo azul clara e em
tonalidades de verde). Na integracdo ao longo dg fes tensdes de compressao prevalecem,
nado desativando o contato.

Quando a mesma rede foi utilizada com elementaod&ato do tipono-segmentq’
esse comportamento nao foi observado, como mostadiogura 4.19(b), ja que 0s mesmos
tomam valores pontuais de tensdo como referéncdagpdesativacado do contato.

Isto ndo quer dizer que os elementosrtar ndo sejam eficientes, mas sim que, a
depender do caso, sua utilizacdo adequada possareegnaior refinamento das redes, ou
ainda, a combinacdo com estratégias de refinangentipo adaptativo.

Evidenciada a limitacdo descrita, optou-se porcdatinuidade ao estudo do presente
problema apenas considerando as redes de elenisoQg.

Primeiramente, avalia-se a estratégia de otimizggo Método de Newton com
variaveis canalizadas.

A Tabela 4.6 apresenta o numero de iteracdes eotelmprocessamento despendido

para a resolugdo com cada uma das quatro posadebdie restricdo de varidveis estudadas.

Tabela 4.6 - Numero de iteracdes e tempo de pracemsto observados para
resolucéo pelo Método de Newton com variaveis czadhs

Numero de lteragbes
Lagrange| Penalizacép Lagrange+C.A. Penalizacdo+C.A.

Rede 1 6 6 20 20
Rede 2 6 6 26 26
Rede 3 7 7 32 32
Rede 4 7 7 39 39

Tempo de Processamento (s)
Lagrange| Penalizagép Lagrange+C.A. Penalizacdo+C.A.

Rede 1 0,2804 0,2904 0,9313 0,9313
Rede 2 0,7611 0,7911 3,2046 3,2847
Rede 3 1,9929 2,0129 9,0730 8,9128

Rede 4 3,2747 3,4349 18,4365 18,8771
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Como pode ser observado, para o exemplo em questdesempenho tanto da
estratégia dos multiplicadores de Lagrange quardo pdnalizacdo foi praticamente
equivalente, o que também foi evidenciado quandoaanioram associadas a estratégia dos
conjuntos ativos. Cabe também ressaltar que quasth foi utilizada, observou-se um
aumento significativo no numero de iteracfes e tedg processamento, proporcionalmente

ao numero de graus de liberdade da rede. Na HigRtaesse aspecto fica bastante evidente.

Tempo de Processamento - M. Newton - Variaveis Calimadas

20.0000+

18.0000 //
16.0000
z
£ 14.0000
c
£
g 12.0000 ’
0
S
S 10.0000
o
()
©  8.0000
o
£
©  6.0000
[
4.0000
0.0000

1 2 3 4
Rede

‘— Lagrange— Penalizacdc— Lagrange+Conjuntos Ativos— Penalizacdo+Conjuntos Ativbs

Figura 4.21 - Tempo de processamento para as digersdes de elemento 1ISOQ4
utilizando-se o Método de Newton com variaveis lizadas

Na sequéncia, na abordagem utilizando elementosodtato, optou-se por tomar
apenas a resolucdo utilizando a estratégia da ipac@b. A Tabela 4.7 apresenta 0s
parametros de eficiéncia obtidos para cada casduindo, para confronto, aqueles

correspondentes a abordagem por variaveis canatizad



Tabela 4.7 - Comparativo da eficiéncia da resolugéibizando elementos de contato

com relacdo a otimizacdo com varidveis canalizala€.)
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Red Numero de lteracdes Red Tempo de Processamento (s)
mortar nc')-segmenﬂo V.C. mortar no-segmento V.C.
01 8 6 6 01 0,4206 0,3305 0,2904
02 10 6 6 02 1,3519 0,8612 0,7911
03 10 7 7 03 2,9943 2,1531 2,0129
04 100 7 7 04 49,3309 3,6753 3,4349

Um primeiro aspecto bastante evidente € que palastas redes a resolucao por
elementos do tiptn6-segmentodemandou exatamente o0 mesmo numero de iteracées qu
resolugdo por variaveis canalizadas.

Tal diagnéstico era esperado, uma vez que ambiasntise basicamente da mesma
estratégia de restricdo de variaveis, conformas@utddo no exemplo anterior. J4 quanto ao
tempo de processamento, elementos do ‘tigesegmento’requerem tempos ligeiramente
superiores devido ao processamento adicional pavaleagdo da ocorréncia do contato.

Quanto a solucdo com elemento®rtar’ pode-se notar que o desempenho sempre foi
inferior, tanto em termos de numero de iteracdesigude tempo de processamento. Mais
ainda, para a rede 04, com maior numero de gralisatdade, observou-se um salto grande
no numero de iteragcdes e tempo de processamentoetagdo a tendéncia que vinha sendo
observada para as demais redes. A Figura 4.22 eapaesste comportamento ainda nao

totalmente esclarecido (uma explicacdo plausiegrésentada mais adiante).



80

Tempo de Processamento - M. Newton+Penaliza¢éo

50.0000+

45.0000 //
40.0000

35.0000-
30.0000
25.0000 /
20.0000 /
15.00004
10.0000

5.0000 /

0.0000

Tempo de Processamento (s)

Rede

‘— Método Mortar— Método N6-Segmento— Método Variaveis Canalizadbs

Figura 4.22 - Comparacdo do tempo de processameat@ssario para resolucao
utilizando-se as diferentes abordagens adotadas.

Em relacdo a precisdo dos resultados € necessdnimar os valores de referéncia
citados anteriormente, no caso, relativos ao dasieato maximo (maior valor de
deslocamento para cima) e minimo (maior valor ddodamento para baixo). A Figura 4.23
indica a convergéncia para o primeiro valor, entuanFigura 4.24 indica a convergéncia
para o segundo.

Pode ser notado que tanto a solugéo obtida utilizae variaveis canalizadas quanto
a obtida utilizando elementos de contato do tiesegmentoaproximaram-se bastante dos
resultados de referéncia, mesmo para as redes aflmagmmais grosseiras. Ja os elementos de
contato mortar’ ndo propiciaram resultados tdo proximos dos vsl@dotados como de

referéncia, divergindo para a rede mais refinada.
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Deslocamento maximo (para cima) - M. Newton + Multde Lagrange

14,004

12,00

10,004

8,00

6,00

4,00+

2,00

0,00

Rede

Método Mortar==Método N6-Segmente=— Método das Variaveis Canalizaces= Referénciq{

Figura 4.23 - Convergéncia do valor de deslocamemnéximo (para cima)

7,00+

Deslocamento Minimo (para baixo) - M. Newton+MultLagrange

-6,80

-6,60

-6,40-

-6,20

-6,00

-5,80+

-5,60

-5,40

-5,20

Rede
‘ Método Mortar=¢=Método N6-Segmente=— Método Variaveis Canalizadas=— Referénci#

Figura 4.24 - Convergéncia do valor de deslocameniioimo (para baixo)
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A explicacdo para o distanciamento entre os refudtale referéncia e os obtidos
utilizando-se elementos de contatwrtar’ pode mais uma vez ser obtida analisando-se mais

detalhadamente a regido de contato que ocorreaio mpermediario (Figura 4.25).

() (b)

penetracao penetracao

() (d)

Figura 4.25 - Campos de tensao vertical obtidodizamdo elementos de contato
‘mortar’ (a) e do tipo ‘né-segmento’ (b). Em (c)@ sdo apresentadas apenas a configuracdo
das redes deformadas, para facilitar visualizacaaegido/ponto de contato.

Mais uma vez a causa do mau comportamento dos ilesnée contattmortar’ foi
basicamente o fato de eles admitirem tensdes ¢i&otrzo contato. A ativagdo ou desativacdo
do contato com base na integral da tensdo em téatzeale cada elemento (Figura 4.25 (a) e
(b)) pode, entdo, dar origem a configuracdes deddam bastantes distintas (Figura 4.25 (c) e

(d)). E importante também atentar nas mesmas figyua em ambos os elementos observou-
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se a ocorréncia de penetracédo entre as supediziesntato, que constitui um erro decorrente
da discretizacdo adotada.
Para finalizar, apresentam-se os campos de tenbdidss utilizando-se elementos de

contato do tiponé-segmentq’na Figura 4.26.

ANy, __wsmeRRANET

CEEPEFE

(@)

Legenda:

206618
138416
074
005012
-DE2190
=-1.20892
-1 96534

283735
I =3.30%38
=3.58200

(b)

Lagenda:

040463
018255
003957
0261 70
=0.70545

~0.52807
I =1.15020
=13

(€)

Figura 4.26 - Campos de tensdes obtidos utilizasel@lementos de contato do tipo
né-segmento (rede 02 — elementos ISOQ4), sendotémsdo na direcdo horizontaty, (b)
na direcéo verticaldy) e (c) a tenséo cisalhante,).
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4.4. Viga com apoios inclinados

Visando avancgar no nivel de dificuldade de resaup@opde-se um novo problema,
relativo a uma viga com as mesmas dimensdes deadal no problema anterior, agora sujeita

a acdo de anteparos ndo-retos, conforme o esquefiguta 4.27.

AN D A A S AN A N A A N A A N S S N

1CI
10£ anteparo rigido E=10.000,00»=0,3 /———

1C 40

200

Figura 4.27 - Esquema estrutural para o presenengo

Nas simulacdes o0s nés pertencentes a secao do daeivdo tiveram seus
deslocamentos horizontais impedidos para elimir@armento de corpo rigido nesta direcao.

Mais uma vez o valor de referéncia foi gerado corANSYS, com as mesmas
caracteristicas (rede e elementos) descritas nmo@aenterior.

No ANSYS o fato de as restricbes darem-se apenasc@utato impdos grande
dificuldade para o algoritmo de resolucéo. Parasaressa dificuldade foi necessario ativar a
opcao de nao-linearidade geométrica e, tambénraakeopcdo do comportamento entre as
superficies de contato, impondo-sstatus‘Rough’ nas opcdes do elemento CONTACT175,
seguindo orienta¢cdes do manual do programa paassgsacao.

Como o ANSYS apresenta hipoteses distintas daszad#ls pelo programa
desenvolvido, foram tomados como referéncia apergasvalores para o deslocamento

maximo (para cima) e minimo (para baixo), respaatiente iguais a 2,55 e -9,20.
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Uma vez que foram processados exemplos com as mesdes do exemplo anterior,
as caracteristicas séo idénticas as da Tabela 4.5.

Neste exemplo, em funcdo da geometria da restmgao € possivel empregar a
abordagem por variaveis canalizadas.

Em termos dos resultados com a abordagem por elesnda contato, em primeiro
lugar, a estratégia de penalizacdo ndo apresentamawvergéncia. As estratégias de conjuntos
ativos também nao foram bem sucedidas. A Unicatégia que apresentou convergéncia
para todas as redes foi a que emprega multiplieadis Lagrange (ndo-associada a estratégia
dos conjuntos ativos).

Para esta estratégia, as respostas em termos Ideadesnto maximo e minimo séo

ilustradas respectivamente nas Figuras 4.28 e 4.29.

Deslocamento v maximo (maior deslocamento para cia

3,00

250 —\ —

2,00 /

1,50

Deslocamento v

1,00

0,00

Malha

‘—ISOQ4 - Mortar—1S0Q4 - N6-Segmentc  1ISOQ8 - Mortar 1ISOQ8 - N6-Segmento=— Referénci*a

Figura 4.28 - Deslocamento maximo (para cima) abtitilizando-se para a restricdo
de variaveis a estratégia dos multiplicadores dgraage
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Deslocamento v minimo (maior deslocamento para baix

-10,00

-9,00

-8,00 —_—

-7,00

-6,00

-5,00+

-4,00

Deslocamento v

-3,00

-2,00+

-1,00+

0,00 |
Malha

‘— ISOQ4 - Mortar—1S0Q4 - N6-Segments  1ISOQ8 - Mortar 1ISOQ8 - N6-Segmento=— Referénciﬁ

Figura 4.29 - Deslocamento minimo (para baixo) dbtiutilizando-se para a
restricdo de variaveis a estratégia dos multiplicegs de Lagrange

Os valores de deslocamento maximo aproximaram-$& doavalor de referéncia do
que os valores de deslocamento minimo, para o0ss gs&i observou uma diferenca
consideravel. Entretanto, cabe novamente resgpl@m resposta de referéncia foi gerada a
partir de condic¢bes distintas das adotadas no gmogdesenvolvido.

Mais uma vez os resultados mais destoantes conyaanainte foram os obtidos com
elementosmortar’, para 0os quais novamente observou-se a ocorrdadiensdes de tragéo

localizadas em regides de ocorréncia de contagui&i.30).
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(@) (b)

Figura 4.30 - Distribuicdo de tensdes na direcadieal (oy) na regido de contato,
utilizando elementos de contato ‘mortar’ (a) e gmt'no-segmento’ (b).

Este efeito torna-se mais evidente quando anaksagdovalores de tensdes de tracao
maximos obtidos para cada um dos tipos de elemeéetasntato, conforme pode ser visto na
Figura 4.31; localmente os elemento®rtar’ geram tensdes de tracdo sem correspondéncia

fisica.

TensdoGy maxima (maior tragéo)

250,000

200,000

150,000+

100,000+

Tensdocy maxima

50,000

0,000

Malha

‘— ISOQ4 - Mortar—1SOQ4 - N6-Segments  1ISOQ8 - Mortar 1SOQ8 - Né-Segmendo

Figura 4.31 - Tensé&o na direcéo gy maxima (tragéo) obtida para cada situagéo
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Apresentam-se na Figura 4.32 os campos de tendii@o para a rede 04 de

elementos ISOQ8, utilizando-se elementos de codtatgpo‘nd-segmenta’

Legenda

154 45400
11983000
8. 18E00
5050200
158300
-1882600
-53,40000

=88.15400
I =122 81800
~157 48200

(@)

Legenda:

409579
-1 36426
-8 0612
~14.14037
-20.21843
=6 29548
-32.37454

-38.45259
I -44 53065
=50,60870

(b)

Leganda:
1912020
1487127
1062233
637340
212447
-2.12447
=6.37340

-1062233
I 1487127
=18,12020

(€)

Figura 4.32 - Campos de tensfes obtidos utilizasel@lementos de contato do tipo
né-segmento (rede 04 — elementos ISOQ8), sendotésao na direcdo horizontak], (b)
na direcéo verticald4y) e (c) a tenséo cisalhantg.
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Dada a geometria curva dos apoios € interessamiga aapresentar algumas
configuracdes deformadas para diversos valores algac para as quais se observam
alteracOes consideraveis ndo apenas da formamagprincipalmente da posicédo da regido
de contato ao longo dos apoios curvos. A Figurd #dudtra as configuracdes de equilibrio

obtidas por intermédio do programa desenvolvida piE#erentes valores de forga

Figura 4.33 - Configuracdes de equilibrio para dis@s valores de forca q
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4.5. Arco com deslizamentos sobre anteparo curvo

Como ultimo exemplo optou-se por analisar um problele contato com maior grau
de complexidade. Para tanto escolheu-se o prohflent@ntato entre um arco e um anteparo

curvo indeformavel, conforme esquematizado na Bigus4.

(10,00;12,00)

E=10000,00
v=0,3;e=1,0

£(0,00;0,00)

6,00 2,00 \
M ! !

Figura 4.34 - Dimensoes, formas e deslocamentosstopara o presente problema

Nas simulacbes adotou-se inicialmente um deslocameaposto u igual a 8,00, para
0 qual ocorre o contato entre os sélidos.

Para discretizar o arco foram geradas redes deamaiftangulares compostas pelos
elementos isoparamétricos 1ISOQ4 e ISOQ8 em Esttm Rle Tensdes. Os aspectos das
redes, bem como os dados sobre nimero de elemerit®se graus de liberdade, estdo

apresentados na Figura 4.35.
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Figura 4.35 - Redes utilizadas para a discretizagaaarco

Mais uma vez o resultado de referéncia adotadmlitido por meio do ANSYS,
utilizando-se uma rede de malhas irregulares cotapopor elementos triangulares
(PLANE42) e elementos de contato CONTACT175. A sdligie rigida foi discretizada por

elementos TARGET169. Os resultados de tensfes méxien minimas obtidas estao

apresentados na Tabela 4.8.
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Tabela 4.8 - Valores maximos e minimos de tenstostpor meio do ANSYS

Valor Maximo Valor Minimo
Oy 88,312 -144,667
oy 106,283 -133,208
Tyy 33,162 -41,957

Assim como no exemplo anterior, 0 emprego de nlidédgdores de Lagrange se
mostrou o mais eficiente, convergindo para todosas®s, motivo pelo qual foi a estratégia
adotada para a avaliacdo dos elementos de cdmtattar’ e do tipo‘nd-segmenta’ Os
resultados obtidos para as diferentes redes, papasaos tipos de elementos de contato, séo

apresentados na Tabela 4.9.

Tabela 4.9 - Valores de tens6es maximos e miniiidos por meio do programa
elaborado, utilizando-se os dois diferentes eleosede contato.

Elementos de contato] Elementos de contato

‘mortar’ do tipo‘nd-segmento’

Oy Maximo| 6, minimo | 65 maximo | G, minimo

ISOQ4 — Rede 01 92,11 -126,72 91,86 -126,17
ISOQ4 — Rede 02 92,72 -138,54 92,60 -138,53
ISOQ8 — Rede 01 98,98 -141,05 93,01 -131,42
ISOQ8 — Rede 02 93,17 -131,21 92,55 -130,50
6y maximo| 6y minimo | 6, Maximo | 6y, minimo

ISOQ4 — Rede 01 98,74 -117,68 98,76 -117,70
ISOQ4 — Rede 02 115,33 -140,47 116,07 -141,29
ISOQ8 — Rede 01 101,48 -123,46 101,15 123,58
ISOQ8 — Rede 02 116,49 -145,93 116,86 -146,24
Txy Maximo| Ty MiNiIMo| Tyxy MAaximo | T,y Minimo

ISOQ4 — Rede 01 33,55 -40,30 32,28 -40,30
ISOQ4 — Rede 02 29,63 -41,26 29,53 -41,42
ISOQ8 — Rede 01 44,38 -41,58 30,73 -41,81
ISOQ8 — Rede 02 36,18 -42,16 31,94 -42,22

Como pode ser observado, ndo houve um comportanpeattominante de um ou
outro elemento em relacdo aos valores de referémeia vez que, de modo geral, todas as

redes apresentaram valores de tensdo maximos mosineélativamente préximos entre si.
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Por se tratar de um exemplo com geometria e coeslige contorno nao-triviais,
resultando, portanto, em configuracbes deformadasampos de tensdes igualmente
complexos, optou-se por complementar os diagramasmes dos campos de tensdo com uma
imagem reduzida da distribuicdo dos campos de ésnsdrrespondentes do ANSYS.
Atentando-se para as ordens inversas dos diagramasores resultantes do programa
desenvolvido e do ANSYS, pode-se observar que mmrde em ambos as distribuicbes de

tensdes sao semelhantes (Figuras 4.36, 4.37 e 4.38)

Legenda:

93,1700
6 23924
43 30758
18375493
-k 55572
—31.48738
—56.41503
-81.35064
-106.28234

=-131.21400

Figura 4.36 - Tensbes na direcdo horizontaj)(obtidas utilizando-se elementos de
contato ‘né-segmento’; no topo a direita, imagemaga pelo ANSYS para 0 mesmo campo
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Legenda:

116.43000
&7 33278
58.17556
2901533
-0.13885
-25.29611
-58.45333
-G7 61036
-1B7E77E
—-145.92500

Figura 4.37 - TensGes na direcdo vertical)( obtidas utilizando-se elementos de
contato ‘né-segmento’; no topo a direita, imagemaga pelo ANSYS para o mesmo campo

Legenda: i AN

=
36.17590 g
27 47222 =
1576854
10.06487

136114
—7.34248
1604617

—-33.45352

I -24 745934 b s 1 e 1 1
=42 15720 11

Figura 4.38 - TensoOes cisalhantesy) obtidas utilizando-se elementos de contato
‘n6-segmento’; no topo a direita, imagem geradaop®NSYS para 0 mesmo campo
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E ainda importante mencionar que os exemplos angsrforam processados a partir
da imposicdo do valor total do carregamento. Aotréoio, este exemplo demandou a
utilizacdo de um processo incremental-iterativom(ceubdivisdo da carga aplicada em
incrementos regulares). Além disso, observou-se aj@stabilidade do sistema é bastante
sensivel ao tamanho do passo de carga.

Numa etapa final de analise, optou-se por processzas situacdes com diferentes
valores para o deslocamento fina) {mposto (variando de 6 a 12). Em cada uma delas
procurou-se observar o desempenho dos dois tipogleteentos. Os parametros para

avaliacado do desempenho séo apresentados na fiab@le ilustrados na Figura 4.39 e 4.40.

Tabela 4.10 - Numero de iteragBes e tempo de psacesnto para diversos valores
de deslocamento imposto u.

ISOQ4 - Rede 01 ISOQ8 - Rede 01
Numero de Tempo de Numero de Tempo de
Iteracbes processamento (s) Iteracbes processamento (s)
u mortar | no-seg. mortar no-seg u mortar no-seg. @arorf no-seg.
6 32 14 6,41 3,70 6 24 38 5,05 6,62
8 49 36 9,73 6,76 8 45 76 9,62 13,45
10 92 43 18,44 8,07 10 148 101 31,58 18,08
12 197 57 38,79 10,74 12 123 163 26,02 29,11
ISOQ4 - Rede 02 ISOQ8 - Rede 02
Numero de Tempo de Numero de Tempo de
Iteracbes processamento (s) Iteracbes processamento (s)
u mortar | né-Seg. mortar no-seg u mortar  n6-s £g.  @arorf noé-seg.
6 39 19 42,56 17,86 6 35 41 44,51 39,54
8 67 34 71,78 32,22 8 72 75 90,89 72,70
10 163 51 172,70 48,77 10 104 491 132,88 464,08
12 291 48 305,14 47,27 12 144 167 183,99 163,50
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Tempo de Processamento x Deslocamento u (Rede 1)

N
o
I
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w
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Tempo de Processamento (s)

0 T T T T T T T 1
5 6 7 8 9 10 11 12 13
Deslocamento u

‘— ISOQ4 - Mortar—1S0Q4 - N6-Segmente— ISOQ8 - Mortar 1ISOQ8 - N6- Segmenﬂo

Figura 4.39 - Tempo de processamento para diverstsres de deslocamento
imposto u, para as redes menos refinadas (redes 01)

Tempo de Processamento x Deslocamento u (Rede 2)
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Tempo de Processamento (S)
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Deslocamento u

‘—ISOQ4 - Mortar—1S0Q4 - N6-Segmente— ISOQ8 - Mortar 1ISOQ8 - N(’)-Segmenﬂo

Figura 4.40 - Tempo de processamento para diverssres de deslocamento
imposto u, para as redes mais refinadas (redes 02)
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Mais uma vez pode-se afirmar que ndo had um elemeato comportamento
predominante em termos de desempenho.
Para finalizar sdo apresentadas na Figura 4.4lomafigeracbes deformadas para

alguns valores de deslocamento imposto adotados.

(@) (b)

(€) (d)

() (f)

Figura 4.41 - Configuragao deformada do arco parmaetisos valores de deslocamento
imposto; (a) u=0;(b) u=6; (c) u=8; (d) u=10; (e) uk2; (f) u= 13,5
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5 - Conclusobes

Inicialmente sdo apresentadas algumas consideratd@iesradas principalmente com
base nas observacles realizadas durante a impbeg@éentlo programa e nos resultados
obtidos por intermédio do mesmo.

Na sequéncia, sdo levantadas as principais cordus8ultantes da pesquisa.

Finalmente, indicam-se os principais assuntos iiieados como de interesse para

desenvolvimento de estudos futuros.

5.1. Consideracoes finais

A pesquisa iniciou-se avaliando a aplicacdo dei¢asnde otimizacdo com variaveis
canalizadas para modelar exemplos simples de cofRaGO, 1999). O primeiro exemplo
numérico apresentado retomou este estudo, utiizaheimentos prismaticos para modelar
uma estrutura sujeita & acao de vinculos unilaterai

Conforme discutido no Capitulo 4, no primeiro exemgpMétodo dos Gradientes néo
foi utilizado devido a sua incapacidade de tratabjgmas com desativacdo de variaveis.

No entanto foi avaliado o Método dos Gradientesj@muos (MGC), que constitui
um aprimoramento do Método dos Gradientes, possuinth taxa de convergéncia bastante
superior & do primeiro. E importante observar cqueaso dos problemas lineares irrestritos o
MGC apresenta eficiéncia elevada; especialmente sigteBmas esparsos se observa um

ganho de desempenho notavel quando exploradatueatrde armazenamento e resolucéo de
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sistemas que desconsideram os termos nulos. Eitretmwando o método foi utilizado com a
introducéo de restricbes no sistema, essa eficg@uabou sendo bastante diminuida.

Com relacdo ao Método de Newton, que recai nauedol sucessiva de sistemas
lineares, este sem duvida apresentou-se como almatais eficiente e robusto. Entretanto,
nota-se que sua destacada eficiéncia em relacéadleanais métodos deve-se ao uso das
funcdes de resolucao de sistemas esparsos comentadapitulo 3.

Finalmente, duas variantes de métodos do tipo Quasdon foram testadas, como
forma de obter uma aproximacgéo para a inversa diaznoe rigidez (‘hessiana’). Porém, nos
testes preliminares, observou-se que o grau destdpde da aproximacao da matriz inversa
obtida era muito menor do que a inversa do sistenginal, inviabilizando o uso das
estratégias de exclusédo de termos nulos. Istouasnoétodo adequado apenas para sistemas
com pequeno numero de variaveis.

Com relacdo ao processo iterativo de Gauss-Seagmisar de ter se mostrado
ineficiente no primeiro exemplo, observou-se quaesmo teve resultado bastante superior
no segundo exemplo, mesmo este apresentando nberarmaior de incognitas. Cabe relatar
gue este comportamento ja havia sido observado teetes realizados durante o
desenvolvimento do programa. Nesses testes, quaiidado com elementos prismaticos de
barra em flexdo (poértico), 0 método era capaz gelver apenas sistemas pequenos; quando
utilizado para problemas bidimensionais, apreseséoeficaz para sistemas muito maiores.

Realizado o estudo comparativo dos métodos de z#géd nos dois primeiros
exemplos, partiu-se entdo para a avaliagdo dosaleside contato desenvolvidos, variando-
se apenas as estratégias de restricdo de vari§weiftiplicadores de Lagrange ou
penalizacdo). Para a resolucdo do sistema, utiseaw Método de Newton, que nos exemplos

anteriores se mostrou incomparavelmente superpdamais.
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Dois tipos distintos de elementos de contato fowditizados: os elementos do tipo
‘né-segmentq’que constituem uma generalizacdo das estratéiifiaadas na abordagem em
variaveis canalizadas, e os elementoagrtar’, para os quais o contato deixa de ser pontual e
passa a ser considerado em toda a face do elemento.

O segundo e terceiro exemplo foram propositalmprapostos de maneira a permitir
uma avaliacdo da precisdo da resolucdo por megsesl@lementos e, também, o confronto
com os resultados obtidos pelo emprego da estagpégivariaveis canalizadas.

No problema de Hertz observou-se que o0s elementostimb ‘né-segmento’
apresentaram resultados idénticos aos obtidos coso @e variaveis canalizadas. Ja para os
elementos‘mortar’ observou-se a convergéncia para configuracfes qdéibeios nao-
simétricas, incoerente com o0 esperado em funcaosioeetria inicial do problema,
evidenciando que provavelmente esses elementosmadosensiveis as questdes de precisao
numerica. Entretanto, observou-se que a combinegéoa estratégia dos conjuntos ativos
solucionou este problema.

No terceiro problema, os elementamortar também apresentaram resultados
inadequados, particularmente devido ao fato da icaadde contato estabelecida na
formulacdo dos mesmos ser dependente de um vadoliohde tensdo. Nesse sentido podem
ocorrer tensdes de tracdo em alguns trechos d#dairdede contato e ainda assim 0 mesmo
continuar ativado, com reflexos negativos sobraspectos de convergéncia e precisao.

No quarto exemplo, propds-se um problema com ardsp#gidos curvos, visando
avaliar a capacidade do algoritmo de tratar supesficom essa geometria.

Para tal problema, a Unica estratégia de restrigiosariaveis que foi capaz de
convergir para todas as redes propostas foi a ddsphtadores de Lagrange. Em uma
andlise de convergéncia, para situacfes equivalemte termos do numero de graus de

liberdade, observou-se que os elementos do ‘tipesegmento’apresentaram resultados
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sempre proximos entre si, tanto quando utilizadakes de elementos 1ISOQ4, quanto de
elementos 1ISOQ8. O mesmo néo ocorreu para os elesnemortar’, principalmente quando
utilizados em conjunto com os elementos 1SOQ8, grekmente em decorréncia das
dimensodes das malhas.

O ultimo exemplo apresenta o grau de dificuldades rl@vado, por tratar ndo apenas
de superficies de contato curvas, mas pelo fatcadeegamento induzir escorregamentos
relativos entre os solidos. Cabe observar que xlesglos apresentados este foi 0 Unico que
demandou a adocdo de uma estratégia incrementtivte Nessas condi¢cdes, observou-se
uma forte dependéncia do tamanho do passo de parga convergéncia da solucédo, sendo
gue passos muito pequenos ndo necessariamentdirgananonvergéncia. Entretanto, é
importante observar que ao aplicar essa estratégm,foi explorado o recurso a matriz
tangente, mas sim um meétodo direto, atualizanda-s®atriz de rigidez secante de acordo
com a ativacao ou desativacdo das restricoes. Tarabmportante informar que assim como
no quarto exemplo, a Unica estratégia de restiiigdvariaveis que convergiu para todas as

redes, e para ambos os elementos de contatogdés multiplicadores de Lagrange.

5.2. Conclusbes

Apesar de muitas das estratégias de otimizacdodagia terem apresentado
comportamento satisfatério nos problemas de esasitde barras, como ja havia sido
constatado por (RIGO, 1999), as mesmas perderanrefia quando extrapoladas para casos
com grande numero de graus de liberdade assocedwm®blemas de modelagem bi e
tridimensional; nestas situacdes o Método de Newfwesentou eficiéncia e robustez muito

maiores. Observa-se, também, que em sistemasdmeasultantes do Método de Newton
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com esparsidade baixa, provavelmente a alternataia eficiente para a sua resolucao € dada
pelo Método dos Gradientes Conjugados.

Quanto aos elementos de contato utilizados, os el@mplos finais demonstraram
que o cbdigo desenvolvido foi capaz de reprodwesultados adequados, bastante proximos
aos obtidos pelo codigo computacional consagradaeado como referéncia.

Em geral, os elementos de contato do tiygesegmentoapresentaram resultados mais
adequados que os elementosortar’. Entende-se que a principal causa dos resultados
insatisfatorios destes ultimos decorre do critdeaontato, baseado na consideracéo do valor
preponderante da forca no elemento, que acabatpetona ocorréncia de tensdes de tracéo
em alguns trechos da superficie sem desativac@ortato. Essa situacdo pode proporcionar
grandes diferencas tanto na distribuicdo localetsdes quanto na configuracdo deformada
da estrutura.

Entretanto, apesar dos resultados adequados gldieles-se atentar para o fato de que
o elementdgnd-segmento’considera o contato apenas nos nés, 0 que enfisiggecurvas
pode representar uma aproximacao grosseira a dapdaddiscretizacdo adotada, podendo
violar a condig&do de impenetrabilidade entre noés.

Por outro lado, nos casos de contato entre sétldftymaveis, os elementtrortar’
guando ativos implicam em relacionamento dos geidiberdade dos nés dos solidos
distintos pertencentes a regido de contato, o egezruma eventual violacdo da condi¢do de
impenetrabilidade entre n6s quando comparado ce@fernento do tiponé-segmenta’ Isto
acaba também por constituir uma grande vantagemseslesdlementos, particularmente em
redes n&o-coincidentes, pois a minimizacdo de ®nelg sistema fornece a posicéo
equilibrada para qualquer que seja a posicaovaldbs nos.

Quanto as estratégias de restricdo de variaveismptiplicadores de Lagrange ou

Penalizacdo, apesar de em alguns exemplos o pragtasenvolvido n&o ter obtido solucao
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para ambas quando utilizados os elementos de opni caberia uma defesa exclusiva em
favor daquela que funcionou nos dois ultimos exes)pisto €, os multiplicadores de

Lagrange. Na verdade, ndo se investiu no aprimaremdao algoritmo implementado para a

estratégia de penalizacédo, que, em tese, deverraasdrar tdo eficiente quanto a primeira;

isto pode ser objeto de desenvolvimentos futuros.

Além disso, deve-se ressaltar que mesmo em program@erciais consagrados,
muitas dessas dificuldades de convergéncia sabmgute constatadas. Assim, tratando-se da
resolucdo de problemas de contato, um bom codige aleresentar mais de uma estratégia de
restricdo de variaveis, de maneira que se possalésse optar pela mais adequada a
depender das caracteristicas do problema formulado.

Quanto a utilizacdo da estratégia dos conjuntogosatem combinacdo com as
estratégias de restricdo, observaram-se vantagenaspara alguns casos. Esperava-se obter
um procedimento capaz de evitar a penetracdo @umanprocesso iterativo, evitando a
geracdo de campos de tensdes irreais durante oanesmprometendo a convergéncia do
sistema. Entretanto, ao contrério do esperada;dimi 0 seu uso que a resolugdo do sistema
mostrou-se menos estavel, como foi observado nesuitimos exemplos, para 0s quais o
processo iterativo em certo ponto passou a osdildefinidamente entre algumas
configuracfes de equilibrio. A causa provavel déssiabilidade numérica é a incapacidade
do algoritmo em identificar as direcoes de busanda mais de uma restricdo passou a ser

ativada simultaneamente.

5.3. Proposta para trabalhos futuros

Considerando o comportamento observado pelos etemele contatomortar’, e

levando-se em consideracao as vantagens discuiiddasm anterior, uma proposta bastante
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promissora para trabalhos futuros € o desenvolimnee alteracbes na formulacdo dos
mesmos, visando solucionar os problemas evidensiadgresente trabalho decorrentes do
critério de contato.

Quanto a resolucdo de sistemas de equacfes, umoegtlanto as causas das
instabilidades observadas e possiveis solu¢coeseptaajuestdo seria outro tema para futuros
trabalhos.

Além das propostas anteriores, pode-se com esperatao citar a possibilidade do
emprego do Método dos Elementos Finitos Generaggéra problemas de contato, uma
vez que O recurso ao enriquecimento das aproxirsagferente a este método, pode

proporcionar alternativas eficientes aos elemet¢osontato aqui testados.



106



107

Referéncias Bibliograficas

ASSAN, A. E. (1996)Métodos Energéticos e Andlise EstruturalEditora Unicamp.

Campinas.

ASSAN, A. E. (2003)Métodos dos Elementos Finitos — Primeiros Pass@&egunda

Edicdo. Editora Unicamp. Campinas.

BATHE, K. J. (1996).Finite Element Prodecures.Prentice-Hall, Inc. Englewood

Cliffs, New Jersey.

BECK, A. T. (2008).Programacédo Orientada a Objetos em Fortran.Notas de

Aula. Séo Carlos. Escola de Engenharia de Sdo Lafluversidade de S&ao Paulo.

BELYTSCHKO, T.; LIU, W.; MORAN, B. (2000)Nonlinear Finite Elements for

Continua and Structures.JohnWiley & Sons. New York.

BERNARDI C.; MADAY Y.; PATERA A. (2001).A new conforming approach to
domain decomposition: the mortar element methodin Brezis H, Lions JL (eds). Nonlinear
Partial Differential Equations and Their Applicatg® John Wiley & Sons. New York, pp 13-

51

COWPER, G. R. (1972).Gaussian Quadrature Formulas for Triangles.

International Journal for Numerical Methods in Eregring. Vol. 7, Issue 3: 405-408.



108

DECYK, V. K.; NORTON, C. D.; ZSYMANSKI, B. K. (1996 Introduction to
Object-Oriented Concepts using Fortran90Disponivel em: http://exodus.physics.ucla.edu/

Fortran95/F90_Obijects.pdf. Acesso em: fevereir@@is

DUFF, I. S.; REID, J. K. (1983)The multifrontal solution of Indefinite Sparse
Symmetric Linear Equations. ACM Transactions on Mahematical Software.Vol. 9. N.

3. p. 302-325.

FISHER, K. A.; WRIGGERS, P. (2005kFrictionless 2d contact formulation for

finite deformations based on the mortar methodComputational Mechanics. 36: 226-244.

FOX, R. L. (1971).Optimization Methods for Engineering Design. Addison -

Wesley Publishing Company.

HAMMING, R. W. (1973) Numerical Methods for Scientists and Engineers.

Second Edition. Dover Publications Inc. New York.

HUMES, A. F. P. C. et al. (1984Noc6es de célculo numéricoMcGraw-Hill. Sao

Paulo.

JOHNSON, K. L. (2003 ontact Mechanics.Cambridge University Press.

KIKUCHI, N.; ODEN, J. T. (1988)Contact Problems in Elasticity: A Study of

Variational Inequalities and Finite Element Methods Society of Industrial and Applied

Mathematics, Philadelphia, U.S.A.



109

LAURSEN, T. A. (2002). Computational Contact and Impact Mechanics:
Fundamentals of Modeling Interfacial Phenomena in Mnlinear Finite Element Analysis.

Springer-Verlag, Heidelberg.

LUENBERGER, D. G. (2005)Linear and Nonlinear Programming. Second

Edition. Springer.

MCDEVITT, T. W.; LAUSERN, T.A. (2000)A mortar-finite element formulation
for frictional contact problems. International Journal for Numerical Methods in

Engineering48:1525-1547.

NOCEDAL, J.; WRIGHT, S. J. (2006Numerical Optimization. Second Edition.

Springer. New York.

PROENCA, S. P. B.; SAVASSI, W. MUNAIAR NETO, J. @B). Aplicacédo do
procedimento iterativo de Gaus-Seidel na automatiz&#io do céalculo de vigas continuas.
Publicacdo 009/87. Escola de Engenharia de SamsCadhiversidade de S&o Paulo. S&o

Carlos

PROENCA, S. P. B. (2007Anélise Nao-Linear de Estruturas.Notas de Aula. Sdo

Carlos. Escola de Engenharia de Sao Carlos. Unilagls de S&o Paulo.

PROENCA, S. P. B. (2007)ntroducdo aos Métodos NuméricosNotas de Aula.

Séao Carlos. Escola de Engenharia de Sao Carlogetdidade de Sao Paulo.



110

RIGO, E. (1999)Métodos de otimizacdo aplicados a analise de estmuas. Sao
Carlos, Dissertacdo (Mestrado). Escola de EngemliiriS&o Carlos. Universidade de Séo

Paulo.

SAVASSI, W. (2000).Introducdo ao método dos elementos finitos em ansé

linear de estruturas. Reimpresséao. Servi¢co de publicacdes da EESC. &dasC

WRIGGERS, P. (2006).Computational Contact Mechanics. Second Edition.

Springer-Verlag. Berlin.

ZIENKIEWICZ, O. C.; TAYLOR, R. L. (2000)The finite element method, Vol. |l e

. 5" edition. Butterworth-Heinemann. Oxford.



111

Bibliografia adicional consultada

ARENALES, M. N. (1998).0Otimizacdo N&o Linear. Notas de Aula. S&o Carlos.

Universidade de Sao Paulo

BARBOSA, H. J. C.; FEIJOO, R. A. (1984)Numerical Algorithms for contact
problems in linear elastostatics.Relatorio de Pesquisa e Desenvolvimento N° 013/84.

Laboratorio Nacional de Computacéo Cientifica. dfeilis. RJ.

BARBOSA, H. J. C.; RAUPP, F. M. C.; BORGES, C. C. H993). Estudo
comparativo de algoritmos para resolugédo de inequées variacionais em mecanica.
Relatério de Pesquisa e Desenvolvimento N° 023/8Boratorio Nacional de Computagéo

Cientifica. Petropolis. RJ.

BECKER, R.; HANSBO, P.; STENBERG, R. (2003).finite element method for
domain decomposition with non-matching grids.Mathematical Modelling and Numerical

Analisys. Vol. 37, N° 2: 209-225.

CUNHA, M. C. C. (2003)Métodos Numéricos. Editora da Unicamp.Editora da

Unicamp. Campinas.

CUNHA, R. D. (2005).Introducdo a linguagem de programacdo FORTRAN 90.

Editora da UFRGS. Porto Alegre.



112

FANCELLO, E. A.; FEIJOO, R. A.; ZOUAIN, N. (1990Formulagéo variacional
do problema de contato com atrito: resolucao via gularizacdo. Relatério de Pesquisa e

Desenvolvimento N° 035/90. Laboratério Nacionalaenputacdo Cientifica. Petropolis. RJ.

FLEMISCH, B.; PUSO, M. A.; WOHLMUTH, B. I. (2005)A new dual mortar
method for curved interfaces: 2D elasticity International Journal for Numerical Methods in

Engineering63:813-832.

FRACAROLLI, S. (1961).Principios dos trabalhos virtuais. Teoremas de Bett
Maxwell - Clapeyron - Castigliano - Menabrea.FAU. Universidade de S&o Paulo. Séo

Paulo.

FREY, S. L.; SAMPAIO, R.; GAMA, R. M. S. (1989%imulacédo de problemas de
contato unilateral a partir de problemas classicosle contorno. Relatorio de Pesquisa e

Desenvolvimento N° 030/89. Laboratério Nacionalaenputacao Cientifica. Petropolis. RJ.

GEYMONAT, L. (1997).Galileu Galilei. (Traducdo Eliana Aguia). Editora Nova

Fronteira. Rio de Janeiro.

GRECO, M. (2004)Analise de problemas de contato/impacto em estrutas de
comportamento néo linear pelo método dos elementfigitos. Tese (Doutorado). Escola de

Engenharia de Sao Carlos. Universidade de Sao.Paulo

LAURSEN, T. A. (1992). Formulation and treatment of frictional contact

problems using finite elements(Ph.D. Dissertation). Standford University.



113

MINSKI, R. L. (2008).Aprimoramento de formulacdo de identificacdo e solgéo
do impacto bidimensional entre estrutura e anteparorigido. Dissertacdo (Mestrado).

Escola de Engenharia de Sao Carlos. Universida&iddaulo.

PAIVA, J. B. (2007) Aplicacdes do Método dos Elementos Finitodlotas de Aula.

Séo Carlos. Escola de Engenharia de Sao Carlogetdidade de S&o Paulo.

PARK, K. C.; FELIPPA, C. A.; REBEL, G. (2000 simple algorithm for localized
construction of non-matching structural interfaces. International Journal for Numerical

Methods in Engineerin¢h3:2117-2142.

REBEL, G.; PARK, K. C.; FELIPPA, C. A.; (2002). contact formulation based on
localized Lagrange multipliers: formulation and appication to two-dimensional

problems. International Journal for Numerical Methods in Egring.54:263-297.

SIMMONS, G. F. (1987)Calculo com Geometria Analitica, Vol. | e Il. McGraw-

Hill. Sdo Paulo.

SIMO, J. C.; WRIGGERS, P.; TAYLOR, L. (19847 perturbed Lagrangian
formulations for the finite element solution of conact problems. Computer Methods in

Applied Mechanics and Engineering. 50: 163-180

SORIANO, H. L. (2003)Método de elementos finitos em analise de estrutsa

Edusp. Séao Paulo.



114

STADTER, J. T.; WEISS, R. O. (1979%nalysis of contact through finite element

gaps.Computer & Structures. Vol. 10. pp 867-873.

TIMOSHENKO, S. P. (1969)Resisténcia dos Materiais, Vol. Ao livro Técnico

S.A. Rio de Janeiro.

TIMOSHENKO, S. P.; GOODIER, J. N. (1983)eoria da elasticidade 32.edic&o

Editora Guanabara Dois, Rio de Janeiro.

VALLIAPPAN, S. (1981).Continuum Mechanics Fundamentals.A. A. Balkema.

Rotterdam, Netherlands.



115

Apéndice A - Estratégias de otimizacao

Em termos matematicos, otimizacdo é a minimizacAmaximizacdo de uma funcao
sujeita a restricdes em suas variaveis. SegundcCENIAL; WRIGHT, 2006) sua origem
ocorreu junto ao Calculo Variacional e nos trabslde Euler e Lagrange, tendo evoluido
muito a partir da década de 1940 com o desenvohionea informatica e das técnicas de
programacao.

Em geral, os algoritmos classicos de otimizacdodémo estrutura basica adotar um
valor inicial para a solucdo e iterativamente buscducdes melhores, ou seja, que mais se
aproximem do valor minimo (ou maximo) da funcdoetibp, atendendo as restricbes
impostas pelo modelo. Supondo um problema de nmuaigdio, a estrutura geral de um

algoritmo de otimizacao € da forma:

Passo 1:Caso se trate do inicio do procedimento, adotavaior inicial para o vetor
solucdax’ envolvendo as variaveis da funcédo objetivo;

Passo 2:Obter uma direcdo de descida representada petw ®étsegundo um
procedimento denominado busca direcional;

Passo 3:Determinar o fator escalarque deve multiplicar o vetat de tal maneira
que se obtenha o menor valor da funcéo objetiwtinegéo del* (tal determinacéo decorre de
uma estratégia de busca unidimensional);

Passo 4:0bter o novo valor de, (valor perturbado d& na iteracadk) dado por
K =gy g

Passo 5:Retornar ao passo 2 e repetir o processo até mudadlo de critério de

verificacdo de convergéncia em relacéo a solugacsaésfeito.
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A estratégia de busca direcional adotada, mencé&eau termos gerais no passo 3,
distingue cada algoritmo dos demais, os quais,ocord (NOCEDAL; WRIGHT, 2006),
idealmente devem possuir:

. Robustez: funcionamento satisfatério em diversas variedatiegroblemas,

para qualquer valor inicial aceitavel adotado;

. Eficiéncia: ndo demandar tempo de processamento e armazepateetihdos
excessivos;
. Acuracia: capacidade de encontrar a solucdo com precisd@oafstar-se pelo

arredondamento de valores no decorrer das iteracdes

N&o existe um método que seja superior aos denaasstpda e qualquer situacao,
existindo sim diversos algoritmos, cada qual comactaristicas mais adequadas para
determinada classe de problema. Assim a escolhandalgoritmo conveniente para certo
problema a ser tratado é de extrema importancflyindo ndo apenas na velocidade de
convergéncia da solugédo, mas principalmente nessaaa busca do ponto 6timo.

Neste apéndice apresentam-se alguns dos diverdodonéle otimizacdo nado-linear

existentes, apontando suas caracteristicas maisssxyas.

A.1l. Formulacdo matematica de um problema de otimizacéo

Considere-se o problema da minimizacdo de uma fudefinida no espage’.
Quando as variaveis independentes podem assunaresafjuaisquer, tem-se um

problema de otimizag&o irrestrita, da forma:
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Minimizar f (x), xO R
f:R" - R x= x(i=1...,n) (A.1.1)

Quando existem restricbes sobre o valor que aawasi podem assumir, tem-se um

problema de otimizacéo restrita, colocado em fogeral como:

Minimizar f (x)
sujeitoac & F O,iLEq
¢ kx 0,iJIn
xOQOR (A.1.2)
Em (A.1.2) Eq € o conjunto das restricbes do problema dadasiqu@ldades
(equacdes), B o conjunto das restricbes dadas por desigualdadsiacoes).
Quando a funcéo objetivigx) e/ou qualquer das expressdes dadascipgrnao sao
lineares, tem-se um problema de otimizacao naauline
Para o caso particular das restricbes serem dagéassi@amente por imposicao da
faixa de valores permitidos por cada uma das waisaiwsoladamente, tem-se um tipo
simplificado de problema restrito dito otimizac&mcvariaveis canalizadas, da forma:

Minimizar f (x), xOQ :{ XOR /ag x })
f:Q- R x=x;a=a b= p(F1..,n) (A.1.3)

Em qualquer um dos casos apontados a resolucéobema consiste em encontrar o
valor dasn variaveis, reunidas no vetordimensionak*, para o qual a funcéo apresenta valor

minimo. O vetox* € dito a solucéo 6tima, sendo caracterizado mditesmaente por:
X 1 f(X)< f(X, OxOQ (A.1.4)

Em outras palavras, diz-se que o vetor € um minilmloag ou seja, garante o0 menor

valor da funcéo objetivo em todo seu dominio.
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Como geralmente apenas uma regido da funcdo € @dahdem-se também o
conceito de minimo local, que proporciona o valénimo da funcdo para uma determinada
regiao do dominio.

Para ilustrar ambos, tome-se o caso mais simplesim&acao, dado por uma funcéo
objetivo comn=1, neste caso representada por um polinbmio deaygaau, o qual possui

trés pontos estacionarios candidatos a minimomgitufigura A.1.J.

f(x):>‘7:+§—x2

Minimo Global Minimo Local

/
-3 -2 / -1 2

-2 A

4

Figura A.1.1 - Minimo global e local de uma fungiuma Unica variavel.

Para uma funcdo suave de uma unica variavel dguseum ponto € estacionario
guando sua primeira derivada é nula, enquadrandesta situacado os pontos de maximo, de
minimo e de inflexdo. Quando um ponto estacion@no segunda derivada positiva, pode-se
afirmar que ele se trata de um ponto de minimd.loca

Esses conceitos estendem-se para fungcdes com argsnue qualquer dimenséo,
para os quais se definem o vetor gradiente e azrtagssiana, respectivos equivalentes a
derivada primeira e segunda no calculo de fun¢céasmh Unica variavel.

O vetor gradiente é dado pela taxa de variacaoimgid com relacdo a cada uma das
variaveis, ou seja, seus componentes sao obtidas gerivadas parciais da funcdo com

relacdo a cada uma das variaveis:
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[ of (X) |
0%,

of (X)
Of (x) =| 0x%,

of (X)
0x,

A matriz hessiana tem seus termos obtidos pelagadgparciais dos componentes do

vetor gradiente com relacdo a cada uma das vasiavei

07f(x) 0°f(x)  9°f(X]

ox>  0x0%, 0%0 X
’f(x) 0*f(x  8%f(X

O%f(X) =| ox,0% 0%’ 90 X

f( 9%f()  8%f(X
| OX.0%  0%0% 0 X,

Para funcbes de varias variaveis o vetor gradierdematriz hessiana constituem-se
em elementos de extrema utilidade para identifecal® pontos extremos. Utilizando esses
recursos matematicos, enunciam-se a seguir dosni@s de fundamental importancia para o
estudo de pontos extremos de funcdes de variadvessj cuja prova pode ser obtidas em

livros relativos ao assunto, como (NOCEDAL;WRIGHDQ6).

Teorema 1:Condi¢des necessarias de Primeira Ordem

Se x* € um minimo local e f(x) é continuamenterafif@avel na vizinhanca de x*,

entdo o gradiente de f(x) em x=x* é nulo.

Teorema 2:Condi¢Oes suficientes de Segunda Ordem
Seja uma funcao f(x) com gradiente nulo em x=xInamatriz hessiana continua

nessa vizinhanca. Se a matriz hessiana em x* gidafpositiva, entdo x* € um minimo local.
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Da algebra linear tem-se que uma matriz definiddtipa € uma matriz simétrica (ou
seja, para a qual'=A) tal que, tomando-se qualquer vaioréo nulo, tem-se queAu>0.

Mais uma vez estabelece-se um paralelo com o callubma Unica variavel, sendo a
condicdo de matriz hessiana definida positiva exjeinte a de derivada segunda positiva no
calculo de uma variavel.

Tem-se ainda um terceiro teorema de interesse @ataso de funcdes objetivo

convexas.

Teorema 3:Minimos irrestritos em fungdes convexas
Quando f(x) é convexa, todo ponto de minimo x* énimmo global. Além disso, se

f(x) é diferenciavel, entdo todo ponto estacion&ti@ um minimo global de f(x).

Aproveita-se ainda para enunciar também o TeoramBaglor para aproximagao de
fungcbes, generalizado para o caso de espaco densiimegualquer, o qual ser4d muito
utilizado tanto na definicido dos métodos de bugezidnal (determinac&do de uma dire¢do de
descida), quanto na busca unidimensional (detegdmdo tamanho do “passo” a ser dado

em certa direcao).

Teorema 4:Teorema de Taylor
Seja f(x), f: R>R continuamente diferenciavel e x* um dado pontadRdeNuma

vizinhancga de x* a funcgéo f(x) pode ser obtida por
F(x)= f(xX)+0fT(X)(x- W%(x— 00 0 x Y+8|( x"F |

sendo a Ultima parcela dada por termos de ordenesopcaracterizadas por
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M ~ 0 parax — X
(x=X)

A.2. Otimizacao lrrestrita

Apesar do principal interesse para o presenteltralestar nos métodos de otimizagéo
com restricbes de varidveis, os métodos de otird@atgestrita sdo base para os problemas
com restricdes, uma vez que estes utilizam basiti@res mesmas estratégias para busca

direcional e unidimensional, acrescidas de ouéasitas que serdo tratadas mais adiante.

A.2.1.Método do gradiente

Conforme ja mencionado, a estratégia geral dosdustde otimizacdo consiste em
partir de um ponto do espaBB e seguir sucessivamente em dire¢des para asajualer da
funcao objetivo mais se aproxima do valor 6timocprado. Dentro de um processo iterativo,
um novo ponto é dito o valor perturbadoxdea iteracédk, sendo representado por um vetor
X1 Tal ponto é obtido pela soma ao vetor posica@tnal iteracdox) de um vetord

escalonado por um fatar ou seja,
X“T=x+ad‘, comd=d ex= x (F 1,..n)a0 F
O fatoro define 0 “passo” a ser dado segundo a direlééo

Seja entdo uma aproximacao da fun§@&® no valor perturbado na iterac&pdada

pelo desenvolvimento de série de Taylor explicitaskboo termo de primeira ordem:
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f(x+ad ) = f(x)+0f (X)a d“+I(a) (A.2.1)

Manipulando-se os termos (#.2.1)e dividindo-se ambos os lados da igualdadexpor

obtém-se:

f(xX*+ad“)- f(X) Ha)

= 0f T (x¥)d* + 22
a

(A.2.2)

Parao>0, no limite dex—0, tem-se que:

f(X*+ad) - f(xX) ﬂ o d(a)
a da a

0 (A.2.3)

Admitindo-se que a direcad® seja de descida entdo o valor da funcdo no ponto
perturbado deve ser menor do queXSmAssim, por um lado tem-se que o lado esquerdo da
igualdade(A.2.2) é negativo, e por outro lado como parendendo a zero o segundo termo

do lado direito tende a zero, conclui-se que:
Of 7 (x)d* <0 (A.2.4)

O produto expresso e(A.2.4)equivale ao produto interno do vetor gradienté el
X< com o vetord“. Como o produto interno de dois vetores tem pgmiicado geométrico a
projecdo de um vetor sobre o0 outro, tem-se que iormralor em modulo do produto sera
obtido quando ambos estiverem na mesma direcaald?ioicdo, o vetor gradiente aponta a
direcdo de maior variacdo positiva de uma funcapardo. Consequentemente tomando-se 0
sentido oposto do gradiente obtém-se a direcdoaler mariacdo negativa. Assim sendo, a

direcdo de desciddf dada pelo Método do Gradiente é dada por:

d* =-0f (x) (A.2.5)

Determinada a direcdo, o valor do escalar obtido por um dos métodos de buscas

unidimensional apresentados mais adiante no itéin A.
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Apesar da direcao indicada pelo método ser a dernmailinacdo negativa, observa-se
que a aplicacdo do Método do Gradiente proporcumna trajetéria de busca de solucbes em
‘Ziguezague’ até o ponto de minimo, com taxa deseagéncia bastante lenta (ver exemplos
no item A.5). Ainda assim, segundo (LUENBERGER, 20® método € extremamente
importante sob ponto de vista teorico, servindo @drase para outros métodos, bem como

padrédo de referéncia para comparacao da taxa gerg@&mcia dos mesmos.

A.2.2.Método dos Gradientes Conjugados

O Método dos Gradientes Conjugados compde umaeckdssmétodos propostos
originalmente para resolver grandes sistemas dacégqa com vantagens sobre o Método de
eliminacdo de Gauss nessas condi¢cdes. O Método rddieBte Conjugado Linear foi
proposto por Hestenes e Stiefel nos anos 1950psgunel a primeira variante nao linear foi
dada por Fletcher e Reeves nos anos 1960.

Parte-se de um problema de minimizacao quadratidarcha

minf(x):%xTAx—bTx ( )
A.2.6

onde A é uma matrig,n simétrica definida positiva, sendo seu gradieatdodoor
Oof (X) =Ax-b (A27)

Da condicédo de primeira ordem tem-se que o gragli€mulo no ponto de minimo, e

assim o problema de otimizacdo equivale ao sistEmejuacoes lineares

Ax=Db (A.2.8)
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Pode-se assim resolvgk.2.8)tomando-se a estratégia geral utilizada nos métddo
otimizagdo, ou seja, partir-se de um ponto inicidl e iterativamente aplicar a ele
deslocamentos até encontrar o podtmnde AX é igual ab. Mais ainda, pode-se tratar o

gradiente dé(x) com uma funcéo residubdada por
rk(X):AXk_b (A29)

a qual busca-se anular para a resolucg@ de6)ou equivalentemen{@.2.8)
Os deslocamentos no valor a& nada mais sdo do que a soma de vetdfes

multiplicados por escalare& que minimizam a funcéo na direqdpou seja
Xk+l:Xk+akdk (A,Q)

Desenvolvendo a funcdo por Série de Taylor e aplicdA.2.9) obtém-se o valor
exato dex* para a fungéo quadrati¢a.2.6) resultando
. _ _(rk)Td k
(dk)T Adk (A_Z)
Das diversas sequéncias de direcbes a serem aslctauéA.2.10) destaca-se o

conjunto de vetores nao-nulds k=1,....,ntais que

e
d"Ad =0, Oi# | (A.2.12)

ditos conjugados com a matriz simétrica definidaitp@ A, vetores esses linearmente
independentes entre si. A vantagem em se utileaar direcdes conjugadas € indicada no
Teorema 5

Teorema 5:

Para qualquer X pertencente a 'Ra sequiéncia {§ gerada por direcdes conjugadas
segundo (A.2.12) comf de acordo com (A.2.11), converge-se para a solu€dtn sistema

linear (A.2.8) em no maximo n iteragoes.
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A prova doTeorema 5€ simples e pode ser obtida em (NOCEDAL; WRIGHIQ®).

O conjunto dos auto-valores d& € um dos inumeros conjuntos de direcdes
conjugadas que podem ser utilizados, sendo, emtoetama opcdo com custo computacional
elevado para as aplicacfes que o método se prgmialés sistemas de equacdes).

O método de ortogonalizacdo de Gram-Schimidt seriea opcéo, devendo ser feitas
pequenas adaptacOes para encontrar direcOes coaguga inveés de direcdes ortogonais,
porém também a um custo computacional elevado.

Destaca-se entdo a principal vantagem do MétoddGdadientes Conjugados: ele &
capaz de gerar um conjunto de direcdes conjugaalesiando-se cada direc utilizando
apenas a direcdo anteriff* sem necessitar das demais anteriores.

Cada direcéo é obtida por
d* =-r*+g4d** (A.2)13

sendog® um escalar tal qud‘ e d“* sejam conjugados com relagéo & mahriz
Para tomar vantagem da propriedade decorren{@.@€l2) multiplica-se ambos os

lados da igualdad@.2.13)por [d“*]"A, obtendo
[dk—l]T Adk :_[ dk—]] T Ark+lB[< dk—] TAdklZO m4)
de onde finalmente obtém-se

‘L [rk]TAd k-1

ST YTE (AR)1

O primeirod* é dado pela direc&o obtida pelo Método do Gradiratponto iniciai’.
Tem se assim elementos suficientes de maneiraaa @m algoritmo preliminar
segundo a filosofia desse método. Entretanto &ymssinda simplificar o célculo de e 8¢

obtendo-se o algoritmo padrédo do método, o quaisapta a seguinte forma:
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Passo 1:Adotar o valor inicial de partice

Passo 2Calcularr® ed® por

r°=Ax’-b, d°=-r°% k=0

Passo 3: Enquantor#0 (maior que uma dada tolerancia) proceder a seguint
sequéncia:

k — (r)r*
(dk)T Adk

Xk+1 - Xk +akdk
rk+l:rk+akAdk

ﬁk+1 B (rk+1)Tr k+1

(rk)Trk
dk+1 =—rk+1+,8k+1dk
k=k+1

Fim do EnquantoRasso 3

Observa-se que no algoritmo séo utilizados vetapesnas das duas ultimas iteracdes,
0 que significa baixo custo computacional relaciin@o armazenamento de valores na
memoria e baixo custo relacionado ao processamania, vez que sdo realizadas apenas
operacdes de multiplicacao entre vetores e matrizes

Para casos onde a fungéo objetivo ndo € quadféatima desenvolvidos variantes do
Método, dentre elas as mais famosas atribuidasiglasdFletcher-Reeves e Polak-Ribiére.
Uma vez que tais formulacGes ndo serdo desenvelndapresente trabalho, deixa-se de

mencionar detalhes das mesmas, que podem serobtidNOCEDAL; WRIGHT, 2006).
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A.2.3.Método de Newton

No Método de Newton parte-se de uma aproximacacudgdo f(x) no valor
perturbado na iteracdo utilizando-se o desenvolvimento por série de diagkplicitada até o
termo de segunda ordem:

f(X*+ad") = f(X)+0f (N dk+1a2( d) 0% T d"+9(a?)
2 (A.2.16)

Entdo como ao ponto de minimo corresponde a néidadgradiente da funcéo, tem-
se que emx+ad Of (X +ad*) =0. Assim, desprezando-se a contribuicdo dos termeos d

ordem superior para o gradiente da (A.2.16), ol#ém-
sz(Xk)O’dk =—Df(Xk) (A217)

Supondo-se que matriz hessiana seja positiva defird direcdo de descida é
obtida pela resolucédo do sistel#@a2.17) sendo que o vetor associado ja possui o tamanho
necessario para determinar o valor perturbado, reezrassidade da definicdo dena busca
unidimensional.

O Método de Newton se destaca pela taxa de comaeg§uadratica do processo de
busca da solucdo, superior & dos demais métodoetdtiio é importante lembrar que o
método parte da suposicdo de que a matriz hesSigaitiva definida, tendo sido imposta
apenas a condi¢cao necessaria de primeira ordemTgatema 1no item A.1). Caso a matriz

nao seja positiva definida, pode-se obter uma ﬁoILp;Erturbada<"+1

gue se distancia da
solucdo do problema, ou mesmo ter-se uma matriznv@esivel, o que inviabiliza a solucao
do sistema.

Uma alternativa para tais casos ¢é a utilizacadpdexanac6es numeéricas para a matriz

hessiana, desenvolvidas de maneira que tal apro&onarigine uma matriz positiva definida.
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Tais métodos sao genericamente chamados de Méodgs Quase Newton, 0s quais serao

desenvolvidos a seguir.

A.2.4. Métodos do tipo Quase-Newton

O primeiro método do tipo Quase Newton foi deseridol em meados de 1950 por
W.C. Davidson com a finalidade de solucionar unbj@ma de otimizacdo cuja solu¢cdo nao
estava sendo alcancada pelos limitados recurspsmdigis na época. Davidson desenvolveu
entdo um algoritmo que para (NOCEDAL; WRIGHT, 2006)o a tornar-se uma das idéias
mais criativas da Otimizacdo néo-linear. Rapidamé&etcher e Powell demonstraram que o
novo algoritmo era bastante eficiente e o Métodsspa a ser referido pelas iniciais do
sobrenome dos trés (DFP).

O nome Quase Newton é devido ao fato do métodsiderdesenvolvido baseado no
Método de Newton, com a diferenca de utilizar upr@@macao para a matriz hessiana.

Para a aproximacao séo utilizadas apenas informagdativas ao vetor gradiente,
mas apesar disto taxa de convergéncia obtida é raujierior ao Método dos Gradientes,
principalmente em problemas de elevada dimensaditefatura se refere a taxa de
convergéncia do método como superlinear, por gargr a convergéncia linear do Método
do Gradiente e inferior a quadratica do Método dsvidn. Ainda segundo (NOCEDAL;
WRIGHT, 2006) apesar da taxa de convergéncia &etion a do Método de Newton, devido
ao custo computacional para a obtencéo das des\smdmndas exigidas por este ser elevado,
a eficiéncia global dos Métodos Quase Newton emanyiroblemas mostra-se superior.

Assim como no Método de Newton, parte-se de umaxapacdo truncada na

segunda ordem da func&o objetivo, ¥mud"
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fOX* = f(X+ad) = f(X)+Of(X)a d"+%az( d) 0% X d
O gradiente et“**, ja considerando uma aproximad#io® para a hessiana fica:

Of (x"+1)=Df(Xk +O’dk) :Df( )(k)+ B*a d (A218)

Rearranjando-se os termos(ée2.18)obtém-se:

B !ad* = Of(xX"") - Of( %) (A.2.19)

O vetorad® equivale a diferenca entre os ‘vetores-posigdtf e X e é usualmente
referido na literatura pos’, sendo também comum a referéncia ao vetor originzela
diferenca dos gradientes do termo a direita daldgda como/. Com essa simplificacdo na

notacdo (A.2.19) passa a ser expressa como

B's* = yf (A.2.20)

também referida na literatura como Equacéo Secante.
Pré-multiplicando ambos os lados da Equacdo Segselte transposto do veta
obtém-se no termo da esquerda o prodsiddR<'s‘, o qual, sendo positivo para qualgser

garante que a matrB** seja definida positiva. Isso resulta em
(s9"y>0 (A.2.21)

também referida como Condicdo de Curvatura, a goe vez satisfeita garante qBE*

possa ser obtida por intermédio da Equacdo Sedarigtindo infinitas solu¢des possiveis

paraB**!

, outras condi¢cbes devem ser impostas, entre elagjae entre duas iteragdié‘él e
BX sejam o mais préximo possivel uma da outra, aigiio um problema de otimizacao na
forma

min [|B— B ||

sujeito aBB=B" €8¢ = ¥ (A.2.22)
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Das diferentes normas que podem ser utilizadasinanipacdo(A.2.22)derivam 0s
diferentes tipos de Método Quase Newton, send@alasla por

1A}, = W2 AW2 ]
ou ‘Weighted Frobeniu’s Norm'que de acordo com (NOCEDAL; WRIGHT, 2006), aléen d
possibilitar uma resolucéo facil do problema orginrm método de otimizacdo néo sensivel a
escala.

Feitas estas imposi¢cfes e desenvolvidas as forfradagbtém-se a aproximacao de

B! desenvolvida por Davidson, Fletcher e Powell, @ gesulta em

K+l — 1 _ Ak KoKTY BK7 1 A Kok (KT Ky kKT
B =(1-py's")B(1-p"s"y ) +p “y'y 223)
ondep® é a inversa da multiplicacdo expressa na Condie&durvatura, ou seja

-
(y)'s* (A.2.24)

resultando na formula proposta por Davidson em 1959
Ha ainda como tornar mais pratico o método utilizan inversa da aproximacédo da
matriz hessiana dada por
H* = (B")
e procedendo manipulacdes algébricas obter a fagéialparad“*, com a vantagem de que
com a inversa da hessiana é possivel encontraegidide descida apenas pela multiplicacédo
d* =—H*'0Of (x)
nao recaindo em uma resolugéo de sistema de eguamideen(A.2.19)
Segue a formulacdo final do Método do tipo Quasevtble desenvolvida por

Davidson, Fletcher e Powell:



131

(DFP)

e o e HYS (Y THE S'(s) T
(Y) H Y (y9)Ts (A.2.25)

A aproximacao obtida pelo método é atualizada a padso pela subtragdo e soma do
segundo e terceiro termo dA.2.25) respectivamente, a aproximacdo obtida no passo
anterior, que ainda carrega informagdes nela inziolds nas iteracées anteriores.

Posteriormente, baseado no DFP, foi elaborado umo noétodo por Broyden,
Fletcher, Goldfarb e Shanno, (BFGS), o qual seguiNfdCEDAL; WRIGHT, 2006); é
considerado o mais eficiente dos métodos do tipas@Newton.

Basicamente o método parte da Equacdo Se(arz20)do DFP, porém ao invés de

considerar a hessiaB'* trabalha com sua inversi*, ou seja:
AAEES (A.2.26)

Procedendo analogamente, para esta abordagemrainaigfio(A.2.22)passa agora a

ser.

min [[H-H* ||

sujeito aH =H" eHy* =& (A.2.27)

Utilizando a mesma norma e procedidos os devidesm®lvimentos, obtém-se a

aproximacao del“** proposta por Broyden, Fletcher, Goldfarb e Shanno:

(BFGS)

+1 ko kak
Hk 1_(| _pkskykT)Hk(I_pkykskT)+p sks wS)

Para(A.2.28)p" também é dado p¢A.2.24)
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Caso se tenha interesse, também é possivel océlauiessiana e ndo de sua inversa,

gue sera dada por:

k+1 k ksk( )T }}(( WT
g =g B s)'B
(s)"B's ' (Y)'s (A.2.29)

Tanto para o DFP quanto para o BFGS, o primeiregasiado segundo o método do
gradiente, uma vez que a formulacdo do método regimmacdes do passo anterior. A
partir da segunda iteracdo adota-se uma primeraxiapacao da hessiana e aplica-se método
para a busca direcional como nos demais meétodus@ionados.

O primeiro valor de hessiana a ser consideradajnsiey (NOCEDAL; WRIGHT,
2006), pode ser uma aproximacao feita pelo métadalderencas finitas (ou sua inversa, nas
formulas que trabalham com ela) ou mesmo a makeiatidadd multiplicada por um escalar,

a fim de refletir a escala do problema em quest@ita ainda como um procedimento
heuristico bastante efetivo para determinar a prameversa da hessiana:
o_ (¥)'S"
oY 220)

(NOCEDAL;WRIGHT, 2006) indica também que para aciéficia adequada dos
métodos Quase Newton apresentados, o0 método da buosttmensional a ser utilizado deve
atender as condicbes dadas por Wolfe, referiddgematura em lingua inglesa cowolfe

Conditions; as quais sdo apresentadas em A.3.

A.3. Busca Unidimensional

A busca unidimensional concentra-se na obtencaourdevalor escalara que

multiplicado pelo vetord®, previamente obtido por um dos métodos de buseidnal,
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minimiza a funcdo naquela direcdo. Trata-se, ptwtade um problema de minimizacao de
~ ;. ., ., M k ~ k k
uma funcdo de uma Unica variavel, ja que sendd ed" a funcad(x+ad’) passa a ter
como Unica variavel o escalar
No caso da funcédo de uma variavel apresentaéiégoea A.1.1 os candidatos a ponto
de minimo anulam o valor da primeira derivada aedio, ou seja

df (%)

—x+ X 2x=0_>x(x2+§x—2):o
dx 4 4

0 que resulta em trés pontos:

-3- \/137 +3—\/ 137_

X =0;x, = —-1,838;x = 1,08

A identificagdo de quais deles sdo pontos de méximmde minimo se da pela analise

do sinal da derivada segundaf(ie:

d? f(x) 3 "
Al x+2x 2= 1"(x)

Uma vez qud” emx; e emxz € positiva, tem-se que eles sdo pontos de minafio;
emx; € negativo, sendo um ponto de maximo local. As@analise comparativa dos valores
da funcdo nesses pontos, conclui-sexgueum minimo local, enquantg é o0 minimo global.

A determinacdo dos pontos com derivada primeira,nphra o caso em questao,
demandou a resolugdo exata de uma equacdo dodegcai. Uma alternativa numérica para
a resolucdo dessa equacao seria a utilizagcdo dodbléte Newton, o qual parte de uma
aproximacédo quadratica para funcao, utilizando 8érée de Taylor estendida até o termo de
segundo grau:

FOCT) = (XY + £ (X)X - >3‘)+ (X)X X)?
(A.3.1)

Pretende-se que na proxima itera¢&el) encontre-se o ponto de minimo, onde a

derivada se anula, o que sendo impost¢A&l.1)resulta em
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(M) = £+ ()X = %) =0 (A.3.2)

Procedidas as devidas manipulacdes algébricas et#ém

f () (/8B.

Utilizando-se(A.3.3) parte-se de um ponto inicial, e iterativamenteoxipna-se do
ponto estacionario mais proximo, o qual pode semédrimo ou de minimo, a depender do

sinal da derivada segunda.
Para o caso de uma funcdo Rba idéia é basicamente a mesma, introduzindo-se o
conceito de derivada direcional, que é a derivadarda funcdo de varias variaveis segundo

uma direcaal, sendo definida matematicamente como:

o f(x+ad)- (X
D(f (x); d) =lim a

(A.3.4)
A derivada segunda é definida de maneira analegaltando em:
D2(f (x): d) = lim f'(x+ad)- f'(X)
a-0 a (A.3.5)

E possivel obter a derivada direciofAl3.4)partindo-se da Série de Taylor truncada

no termo linear:
f(x+ad)= f()+0f (Qad+J||a || (A.3.6)

Manipulando-se os termos (#&.3.6)obtém-se:

Z|a ||
a (A.3.7)

fOrad)= £09 _ er 044
a
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Quandoa tende a zero, o termo a esquerdaAl8.7) se aproxima da definicdo da
derivada direcionalA.3.4) assim como o segundo termo do lado direito tendero. Desta

forma a direcional definida e(A.3.4)é dada por:
D(f(x);d)=0f"(x)d (A.3.8)

Da mesma forma, pode-se obter a derivada direc{@nal5) partindo-se da Seérie de

Taylor truncado no termo de segunda ordem:

f(x+ad)= f(x)+DfT(x)ad+% d0? f( ya? d+I|a? ||

(A.3.9)
Manipulando-se os termos (#&.3.9)obtém-se:
1 — 1 2
f (X+ad) f (X):dTDZf(X)d+79”a ”
a a (A.3.10)

Procedendo a mesma andlise analogamente a feitioamiente, obtém-se a

expressao para a derivada direcional definidg/Aef5)
D?(f(x*);d)=d'0%f(X)d (A.3.11)

Definidas as derivas direcionais, procede-se axapegdo por séries de Taylor da
funcdo emx“"!, analogamente ao feito caso unidimensional, agara a funcéo de vérias

variaveis:

F(X0) = £(x) +a D( (X); ) +=a? D( (X5 d)
2 (A.3.12)

Pretende-se que na proxima itera¢&el) encontre-se o ponto de minimo, onde a

derivada na direcadanula-se, o que sendo imposto @n8.12)resulta em:

D(f(x*;d)) = D(f(X; d)+a D*(f(X; 9)=0 (A3)
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Procedendo as manipulacdes algébricas necessabidsn-se a formula da busca

linear pelo Método de Newton:

__D(f(d) __ OfT(xX9d
DX(f(x;d))  d'D?f(X)d (A3.14)

Para o caso de uma funcédo quadratica, com@AeP6) o valor deo obtido é exato,
uma vez que a aproximacao adotada possui 0 mesmalgrfuncdo a ser minimizada.
Ja para os demais casos, tem-se um processovibecatino o descrito pofA.3.3)

resultando na formula iterativa:
X=X +ad (A.3.15)

Procede-se a itera¢do dada (B.15)até que o mddulo da diferenca gm e x seja
menor que um valor pequeno arbitrado (toleran€ayalor dea € a soma do valor dosg;

calculados nas iteracdes procedidas, ou seja:

=i (A.3.16)

Tem-se que em problemas de grande escala esseonagi@senta um custo elevado
relativo ao processamento para obtencdo da hessituecado na qual podem ser utilizados
outros métodos que demandam tempos menores desgaovento como o Método da
Secante, o Método da Bissecdo e o Método das Hatssigbes, também conhecido como
‘Regula Falsi'

Alerta-se, porém, que para os métodos aproximadogp@rtante avaliar a qualidade
do valor doa obtido, ou seja, se seu valor permite obter urdaga@o suficiente da funcéo
objetivo segundo aquela direcdo. Para tanto deautilalguns critérios, referidos na literatura

como ‘Condic¢des de Wolfe'\olfe Conditions).
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A primeira delas visa garantir uma diminuicdo defite do valor da funcéo objetivo,
impondo-se que o valor minimo de reducdo em um gadto seja proporcional ao tamanho
do passar e da derivada direcional, sendo dita Condicao id&ricdo Suficiente, também

citada na literatura como Condicéo de Armijo, datetermos matematicos por:

f(x+ad")< f(X)+ga(@DfT(X)dY), 0< ¢<1 (A.3)17

Alguns métodos de busca unidimensional inexatabs&eados apenas €.3.17)
porém ela permite a adogdo de valorea driito pequenos que podem prejudicar a eficiéncia
do método de otimizagao.

Para resolver esta questdo, uma segunda condigimmdada Condicdo de
Curvatura € introduzida. Ela impde que a inclinagio fungcdo, ou seja, sua derivada
direcional, tenha valor pequeno, proporcional dinacdo da funcdo no ponto de inicio da
busca ¢=0). Em sua forma mais forte tal imposicao € feitandmse no mdédulo desse valor,

resultando:

|0f T (X“+ad")d"| < ¢ [Of" (x)d*|, 0< ¢< g< (A.3.18)

Em (NOCEDAL; WRIGHT, 2006) séao citados alguns vatadotados na pratica para
essas constantes. Paiaita-se o valoil0* enquanto pare, valores tipicos sa0,9 para 0s
Métodos de Newton ou Quase-Newton(,& para os métodos nédo-lineares de Gradiente
Conjugados (Fletcher-Reeves e Polak-Ribiere). Osnmas autores apresentam ainda um
método de busca inexata visando o atendimentosiessadicdes.

Um método bastante pratico e eficiente é apresemtad (FOX, 1974) e consiste em
tomar trés ponto da funcdo na direcAodiee utiliza-los para interpolar uma funcdo de
aproximacdo quadratica. Tomando-se o pofitcomo primeiro pontox{), e o segundo e
terceiro paras=t e 2t respectivamente, ou sejg=x"+td* e x;=x*+2td*, e impondo-se a

nulidade da derivada da funcao de interpolacéog{sedacilmente obter a expresséao:
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_A106)=31 (%)= (%) ,

e 4f(X2)—2f(X2)—2f(X1) (A.3.19)

Cuidados adicionais com relacdo ao sinal da desiwunda sdo necessarios para

garantir quex indique a posi¢ao de um valor de minimo, o qudicague
F6)+ F(x)>21(x) (A.3.20)

condicdo que pode ser imposta por regras na adbga@lort, completando a légica do
algoritmo para a busca aproximadaude

A literatura em geral recomenda sempre a adocagdeitmos ndo excessivamente
refinados, os quais em geral podem representar sfiorce desnecessario que pouco

influencia na eficiéncia global do processo de minacéo.

A.4. Otimizagcao Restrita

O problema de otimizagéao restrita ocorre quandstexi limitacdes impostas sobre o
problema, reduzindo o espaco para busca da solti@a, que no caso irrestrito era o
préprioR". Tais restricGes podem ser dadas diretamente Bubrealos de valores permitidos
para cada uma das varidveis ou por meio de iguadddBHquacdes) ou desigualdades
(Inequacgdes) relacionando as mesmas. A formulac@iematica geral dos problemas de
otimizacgé&o restrita € da forma:

Minimizar f (x)

sujeito ac & F O,ilEq

¢ kx 0,iIn
xUQOR' (A.4.1)
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Define-se comaegido factivelo subespaco obtido pela interseccdo dos subespacos
dados por todas as restricbes, representando ontorge pontos candidatos a solugcdo. Por
consequéncia, 0s pontos que a essa regiao pertsdcetitogpontos factiveis

Havendo uma reducdo no espaco de candidatos @sdaugireta a conclusédo de que
as condicdes de primeira e segunda ordem apreasnpata o caso irrestrito ndo sao mais
validas. Mais ainda, tem-se que devido a existédeidimitacbes no espaco, a nocao de
direcédo de descida precisa ser complementadandorgntdo a definicdo dkrecéo factivel

Define-sedirecéo factivelcomo uma direcad tal que a solugéo perturbadd® a ser
obtida porX"*=x*+ad¥, assim com&, também seja factivel.

Utilizando simultaneamente as definicdes de dirda@tivel e de direcdo de descida
(direcado que gera diminuicdo na funcédo objetiverise-a que o ponto de minimo local, no
caso de minimizacao restrita, se da quando nadeediecdo de descida factivel, ou seja,
qualquer perturbacéo factivel que seja aplicad@ado impligue em aumento na funcéo

objetivo, ou ainda:

X (XYY < f(xX€) parad® factive (A.4.2)

No caso de restricdes de igualdade a verificacaotqua factibilidade de uma direcao
de descida é direta. Ja para os casos que posssgipdes de desigualdade (ou seja, para 0s
quaisin ndo é um conjunto vazio), essa analise dependepeitas da direcdo, mas também
do ponto em que a mesma esteja sendo tomada, umgueetal ponto pode estar em um
limite da regiéo factivel.

Define-se enta@onjunto ativo (W) como o conjunto de todas as restric6és) de
igualdade somado a todas as restricdes de desageadplie estdo em seu limite, ou seja, para

as quais em uma dada iteracao vale a igualdadeedaacao, resultando:

W ={i/(i0EQ O(i0 In: ¢ =0)} (A.4.3)
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Nesta situacdo, refere-se a restricdo de desigiatanaativa.

O conhecimento de quais restricdes estao ativasneandada iteracado permite que o
problema com restrices definidas por desigualgedsa ser resolvido como um problema
com restricbes de igualdade que se alteram depéodéa posicdo no hiperespaco das
solucbes. Nessa abordagem as condicfes de corg®ralberam de acordo com o valor do
vetor incégnito, configurando-se, desta forma, woblgma nao-linear.

Na sequéncia introduzem-se duas doas mais difunéstaatégias para abordagem de
problemas de otimizacgao restrita: a estratégiantld$iplicadores de Lagrange e a estratégia
da penalizacdo. Em seguida € apresentada a estrdt&gconjuntos ativos, a qual pode ser
associada com ambas de maneira a impedir que a Basestenda a regides nao-factiveis

antes de atingir o ponto de minimo restrito.

A.4.1.Estratégia dos Multiplicadores de Lagrange

Para introduzir-se o significado dos Multiplicadorele Lagrange tome-se um
problema de minimizacdo quadratico sujeito a uratigdo linear dada por uma igualdade.

No item A.2.1 viu-se que o vetor gradiente apresentpropriedade de indicar a
direcdo de maior variacao positiva de uma funcdaendado ponto do dominio. No caso de
um problema restrito como o apresentado tem-sagp®nto de minimo o vetor gradiente da
funcéo objetivo possui mesma direcdo e sentida@&dntao gradiente da funcdo que define a
restricdo. Fazendo uso desta constatacdo definmsescalar, >0 que no ponto de minimo

do problema restrito atende a seguinte relagédo

Of (x) = =2, 0c( X parax= X (A.4.4)

ou ainda
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of (x) py (X _
ox 0x (A.4.5)
O escalai,. € denominado multiplicador de Lagrange, com o gagode definir uma

nova funcdo chamada Funcéo Lagrangiana ou Lagrandef(x):
[(x,A)=f(X)+ A, c(X (A.4.6)

O Lagrangiano é uma funcéo definida num espacoirdeng&o superior ao déx),
uma vez que o escalar constitui uma incégnita a mais a ser determinauata g resolucao do
problema. E importante observar que a condicdo gad4A.4.5) equivale a impor que o
gradiente do Lagrangiano seja igual a zero, analegée ao um problema restrito, uma vez

que:

Ol(x,A) =0f (x)+ A, 0c(x) (A4.7)
E possivel generalizar a definicdo para o cascadas/restricdes, devendo-se atentar
gue sao inseridas no Lagrangiano apenas aquelastficeativas. Para o caso de uma funcéo

no R' com m restricbes ativas, ter-se-4 um sistema de dimefisém) cuja solucio

corresponde a resposta do problema sujeito aguesag;oes.

A.4.2 Estratégia da Penalizacéo

A idéia béasica da estratégia da Penalizacdo éfdoramsr o problema de otimizacao
restrita em um problema equivalente irrestrito. gtraégia consiste em alterar a funcéo
objetivo de tal forma que fora da regido factivebema uma fungéo, por exemplo quadratica,
multiplicada por um fator de penalizagcdo. Ao setadam valor elevado para esse fator, o
minimo da fungcdo alterada passa a estar contidtrodela regido factivel, atendendo,

portanto, a restricéo.
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A minimizacdo da funcaffx) sujeita a restricdes passa, entdo, a ser reaateicho:

Minimizar f (x)+ A, P(X) (A.4.8)

ondeP(x) é a funcéo de penalizacdo a ser adotada.

Existem diversas funcdes de penalizacdo que podamermpregadas, mas uma
alternativa bastante utilizada na pratica é dé#ira-partir do préprio conjunto de funcdes de
restricao:

P(X) = %Z (max[0,G ()]} paraill In (A.4.9)

Apesar de parecer ideal a aplicacédo inicial de amampetrolp bastante elevado,
(FOX, 1976) demonstra por meio de exemplos qudieagfo de valores muito grandes para
Jp deformam exageradamente a topologia da funcaoziredb drasticamente a convergéncia
dos métodos de busca. Com base nisso, aguelesagtne, sempre que possivel, a adocao de
um processo de aumento gradativo do fator de pegdlo, partindo-se de um valor

moderado, até que se observe a convergéncia doongaoa a solucdo do problema restrito.

A.4.3.A Estratégia dos Conjuntos Ativos

A Estratégia dos Conjuntos Ativos é baseada na idéi dividir as restricbes de
desigualdadem dois grupos: um das restricOes ativas, assamatias porque serao tratadas
como igualdades, e outro das inativas, que basit@rsfio ignoradas até que se tornem
ativas.

Para caracterizar cada um dos grupos, a estrapégia da premissa de que em
nenhum momento a busca ao ponto Otimo extrapolelimges da regido factivel

(naturalmente, parte-se de um ponto dentro degfidargara iniciar a busca). Quando o
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meétodo de otimizacao utilizado indica um ponto gliapassa os limites da regiao factivel, a
estratégia determina que seja tomada a posicaie ldaguela regido (por meio da adocéo de
um passax adequado) e imposta a igualdade da correspondesttg;do de desigualdade,
continuando a busca, a partir dai, no espaco derdiao reduzida.

Cada vez que uma restricdo € ativada procede-seesdi@a maneira, até que se atinja
o ponto de minimo do espaco reduzido. Avalia-sécese naquele ponto ha restricbes ativas
que devam ser desativadas. Havendo mais de um&NBHRGER, 2005) afirma que se
deve desativar uma a uma, escolhendo-se sempreisacnitéica, sob o risco de gerar
instabilidade no processo.

A avaliacdo de qual restricdo deve ser desativagardie da estratégia de imposicéo
de restricdo utilizada. No caso do emprego dosiphicddores de Lagrange, o sinal e o
modulo dos mesmos indicam qual delas deve ser @het. No caso da estratégia da
penalizacdo, pode-se utilizar como subsidio paecaséao o vetor gradiente.

A fim de ilustrar a estratégia, tome-se 0 exempiticio de minimizacéo restrita de
uma funcdo de duas variaveis, cuja topologia pedevisualizada por meio das curvas de

nivel apresentadas na Figura A.4.1.

X, A

H\HH:f\\!HHHHHH\m\HHrm\HHHH\m\r\yrmrmm\mmm

Xy

-

Figura A.4.1 - Trajetéria de busca utilizando Mébodios Conjuntos Ativos
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Trata-se um problema com cinco restricdes de dalsigde e nenhuma restricdo de
igualdade, sendo a solucao indicada pelo pontaidialmente é adotado um ponto factivel,
no caso o ponto 1.

Na primeira iteracdo (trajeto de 1 a 2) tem-se uiasca que nado € afetada por
nenhuma das restricdes. Ja na iteracdo 2 o messmucoée, ja que a busca unidimensional é
limitada por uma das restricbes, no caso limitalotealor da variavet;. Adota-se, portanto,
um valor dex tal que esta restricdo passe a ser ativa. A phrtponto 3 a busca passa a ser
realizada no espaco reduzido representado petaéestaté se obter o ponto de minimo 4.

Desconsiderando a imposicdo da igualdade da @strignterior (ou seja,
‘desativando’ a restricdo) e realizando a buscactinal encontra-se uma direcdo de descida
gue aponta para dentro da regido factivel (diref#fialescida factivel), indicando que 4 é
ponto de minimo apenas para 0 espaco reduzidosdguws-se entdo a minimizacao na nova
direcéo de busca obtida.

O processo é continuado, observando-se ainda acative desativacdo de mais uma
restricdo, até que o ponto de minimo (ponto 7) atijaido.

Nota-se que durante o processo de busca algumassiasdes nao foram ativadas,
sendo que se procedeu como se elas nao existiséém.disso, o conjunto das restricoes
ativas variou com o decorrer do processo, aumeatandeduzindo.

Segundo (NOCEDAL; WRIGHT, 2006) a estratégia é wtaa mais eficientes para
problemas de otimizacao restrita de pequeno e npaiie. Tal eficiéncia € também relatada
por (RIGO,1999), que obteve resultados bastantsfaatrios empregando a estratégia dos
conjuntos ativos junto ao Método de Newton e QUN®e&ton para a resolucao de problemas

de contanto unilateral.
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A.5. Exemplos

Para entender melhor o funcionamento de cada umnutedos € interessante o
desenvolvimento de um exemplo numérico simples eenayfuncéo objetivo € definida no
espacd?¥, permitindo a visualizacdo de suas curvas de nivglano.

Seja o problema de minimizacéo irrestrita dado por

min f (x,%)=3(% = 2f + (%~ 3f
cuja solucao §xi1,%)=0 parax;=2 ex=3.

O vetor gradiente e a hessiana dessa funcao sée dad

. :(6x1—12j;D2f :(6 Oj
2%, - 6 0 2

Partindo-se do pont®;=0; x,=0, inicia a busca pelo Método do Gradiente, cuja

direcédo de descida é dada por
12
d° =—Df(0;0)=( GJ

Sendo a funcdo quadratica, € possivel obter o dal@por

12
- Ofd __ 2 _6)(6] - -Z180_ 192307
Ty 0%fd 12 6)(6 oj[lzj' 936
0 2/l 6

e com ambos valores obter o novo ponto

0 12 2,30769
x=x’+ad’= (O] +O,19230{ j —(

f & % F 3,91837
6 1,153843 &% F

Calculando-se o gradiente neste ponto obtém-se

o (x;,xb:[

1,846152
—-3,69230

cujo modulo nitidamente € bem maior que zero, taptw ndo € ponto de minimo da funcéo.
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Avancando nas iteracOes, observar-se-a que 0s fauitidos se aproximam
lentamente da solucdo, seguindo uma trajetoria igoezague, como se pode observar nos

valores de x nas iteracfes de 2 a 4:

, o (1648352 . . (2054100 , , ( 1,9381
0 )_(2,472529'(‘3’ )@_( 2,67540 ()f’)@_( 2,90721

Adotando-se como critério de parada o médulo dornvgadiente ser menor qaé*

sdo necessarid$ iteracdes, obtendo-se como valores finais:

o=

1,99966
’ SO %19 =503.10 ;[0 f (°:x°)F 0,0004%
2’999493 (% %9 B e % )F

Utilizando o Método dos Gradientes Conjugados ofasse uma grande melhora na
convergéncia para a solucdo. Em sua primeira &ergg=0), os valores dele ¢ sdo os

mesmos obtidos no primeiro método, assim cam@Galcula-se entdo o residtfo

1o o (12 6 0|1 1,84610
rr=r +ad"= +0,19230 =
-6 0O 2|l 6 -3,69231

Comr* calculado, pode-se calculgtr

1,846104

-3, 69231; _17,041297

(1,846104 - 3, 6923])%
=0,09467

_ ()t

181_ 0\NT, 0
(r°)r (12 6)(162] 180

Termina-se a iteracao calculando a direcdo dedkesla nova interaca&<1):

-1,8461 1 - 0,71001
di=-rt+gd°= ,84610 +0,09467 _ 0,7100
+3,69231 6 4,26036

J& para a iteracao nova, calcula-se inicialmengdar no deu:

1,846104
—3,69231g 17,041297_
6 0](-0,710018 39,326071
0 2}( 4,2603607

1,846104 - 3,6923
(rl)Trl ( ]){

a = =
(d)TO?f o

43333
(-0,710016 4, 26036{

Finalmente se calcula o valor do novo
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, (2,30769 - 0,71001 2,0000
X = +0,43333 =
1,153846 4,26036 3,0000
Observa-se que ja na segunda iteracdo obteve-8eaprante o valor exato, que o
método anterior demorou 10 iteracdes para obterfale calculando-se o residuo nesse

ponto, tem-se que 0 mesmo ja atende o critérioatadp de mesma ordem de grandeza da

tolerancia adotada no Método do Gradiente:

s 1 e 11 1,846104 6 - 0,71001 0,00006:
re=r-+ag0f d = +0,43333 =
-3,69231 0 4,26036 - 0,0000

E importante observar ainda que a expectativa deetgéncia desse Ultimo método,
dada peldreorema 5 foi plenamente atendida.
Resultado melhor ainda é observado pelo Métodoedetdh. Segundo ele o valor da

direcédo de descida em seu tamanho final é obtidoresolucéo do sistema:

erroenfer=-arcor [0 3] @)= ol )< 523

Na verdade, como a funcdo objetivo é quadraticeseeaso especifico tem-se que o
Método de Newton encontra diretamente a solucéo.

Para finalizar é interessante observar a capacidadgeracdo de aproximacfes da
hessiana pelos Métodos do Tipo Quase Newton; pata $e toma a variante DFP.

A primeira iteracdo do método é feito segundo oddetdo Gradiente, e, portanto
partindo-se d€0;0) obtém-se os mesmos valoresdiga e x'. Passando-se & iterackol,

inicialmente calcula-se:
2,30769 2,30769¢
s=x-¥X= - 1=
1,153846 1,15384

y' =0f () = 0f(x) =( 1’8461526;_(_ 13:[ 13’846113
-3,692308 | - 6 | 2,30769
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1 1 1
(y)'s (

= =0,02888¢
2,30769ﬁ 34,615375

1,153846

Yo
13,846152 2,30769%

Utilizando-se a identidade como primeira aproxincada hessianaBf), desenvolve-

se a aproximacad?):

B'=(1-p'y(s)") B(1-p's(YT)+ o W 9T

Bl__0,0769198 - 0,461540) 1 0,0769198 0,153 _f_l 8483 0,92308
| -0,153847 0,92307 0 |1- 0,461540 0,92307 0,8P300,15384
Bl = [5,757417 0,48520
1 0,485209 1,02958

Tendo-se obtido a primeira aproximacdo da hessipracede-se a resolucdo do

sistema:
5,757417 0,4852009 d* 1) ! - 0,6486
B'd' = -0f(X) - 4. o 9=
0,485209 1,029584 d? d? 3,89189:.
Passa-se entdo ao calculo do passpqual resulta:

a= 15,567567_ 0,47435¢
32,818112

Obtendo-se? coma ed™:
, (2,30769 - 0,64864 2,0000
X" = +0,47435 =
1,153846 3,89189 3,0000
Apenas para observar a capacidade de aproximachesdana, apresenta-se o valor

que é obtido parB?

2 _

5,900527 - 0,02056
—0,020566 2,48014

a qual como se pode observar se aproxima relativi@nbem da hessiana exata.
Seguem na Figura A.4.2 as trajetorias de aproximdeasolucédo para cada um dos

meétodos desenvolvidos para o exemplo.
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2 A

— Gradiente

= Newtor
— Gradientes Conjugados

= Quase Newton - DFP Xl
>

Figura A.4.2 - Trajetéria da aproximacédo da solugicada um dos métodos



