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Resumo

CARRAZEDO, R. (2009). Estudo e desenvolvimento de cddigo computacional para andli-
se de impacto entre estruturas levando em consideracgao efeitos térmicos. Tese (doutorado)
— Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2009.

Ao se estudar problemas de impacto de estruturas deformaveis, a consideracao dos efeitos
térmicos se faz muito importante, pois além de se observar a transformacgao de energia
mecanica em calor pode-se considerar, ao longo do processo de analise, as mudancas das
propriedades mecanicas do material envolvido devido ao aquecimento do meio.

Neste sentido, o objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de uma formulacao
termodinamicamente consistente e sua implementacao computacional, baseada no poten-
cial de energia livre de Helmholtz e na primeira e segunda leis da termodinamica, para
se analisar, via elementos finitos, o impacto entre estruturas com comportamento termo-
elastico e termo-plastico. O problema mecanico serd tratado com formulagao posicional
desenvolvida em projetos de pesquisa anteriores e que podem ser classificados como La-
grangeano total com cinemética exata.

Para a modelagem do impacto utilizar-se-a4 a técnica do multiplicador de Lagrange asso-
ciada a teoria potencial para previsao do impacto, técnica de retorno geometricamente
definida e algoritmo de integracao temporal de Newmark adequadamente adaptado para
problemas gerais de impacto.

Palavras-chave: Termo-Elasticidade; Termo-Plasticidade; Método dos Elementos Finitos
Posicional.
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Abstract

CARRAZEDO, R. (2009). Study and development of computational code to analyze im-
pact in structures considering thermal effects. Ph.D. Thesis — Sao Carlos School of Engi-
neering, University of Sao Paulo, Sao Carlos, 20009.

It becomes quite important study the thermal effects when considering impact in struc-
tures because, besides the mechanical energy changing into heat, one may consider the
changes in the material properties due overheating.

In this sense, the main goal of this work is develop a thermodynamic formulation and its
implementation, based in the Helmholtz free-energy and in the first and second law of
thermodynamics, to analyze structures under impact. The mechanical problem will be
solved by a positional finite element application developed in past researches and it can
be classified as a total Lagrangean with exact kinematics.

In order to consider the impact, the Lagrangean multiplier will be associated to the
potential theory of impact prevision, technique geometrically defined and an adapted
technique based on the time integration of Newmark, modified to impact problems.

Key-words: Thermo-Elasticity; Thermo-Plasticity; Positional Finite Element Method.
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1 Introducao 1

1 Introducao

1.1 Generalidades

Desde os estudos de Duhamel (1837) sobre a resposta mecanica decorrente de
variacoes de temperatura, foi percebido que era necessario aprimorar os modelos cons-
titutivos para descrever devidamente o comportamento de materiais em situacoes nao-

isotérmicas.

Nestes estudos iniciais, os esforcos térmicos foram limitados a deformacoes devi-
dos a gradientes de temperatura, que sao determinados e servem como esforcos iniciais
para uma andalise de tensoes. Porém, por meio de experimentos cientificos, ficou compro-
vado que a temperatura é influenciada pela deformacgao do corpo. Neste caso, as analises
térmica e mecanica estao interligadas e em Biot (1956) foi apresentada a teoria classica
da termo-elasticidade, que acopla as partes térmica e mecanica em termos da deformagao

e de fluxo de calor.

Na teoria de Biot, a dissipacao de energia decorrente de deformagao ineléstica nao
era considerada. Assim sendo, a teoria da termo-plasticidade foi apresentada em Dillon
(1963) e em Perzyna e Sawzcuk (1973), neste caso considerando a completa descrigao dos
processos termo-mecanicos para solidos elasto-plasticos, em que se consideram os termos
geradores de calor relativos a deformacao eldstica e a dissipagao plastica (HAKANSSON;

WALLIN; RISTINMAA, 2005).

Foi estabelecido na ocasiao que cerca de 90% do trabalho pldstico é convertido
em calor. O restante é absorvido como energia interna pelo realinhamento de imperfeicoes
de cristais, energia que recebeu o nome de trabalho frio (LEE; CHEN, 2001; ROSAKIS et
al., 2000). Porém novos estudos comprovam que esta conversao em calor pode variar de
30% a 100%, dependendo do nivel de deformacao pldstica, sua taxa e da temperatura.
A descricao matematica, de forma termodinamicamente consistente, é objeto de estudo

atual em todo o mundo (por exemplo, Rosakis et al. (2000) e Kamlah e Haupt (1997)).
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Hoje em dia, pode-se dizer que a termo-elasticidade estd bem estabelecida e seus
principios basicos estao desenvolvidos de forma consistente, como por exemplo em Parkus
(1976), Solkonikov (1956), Boley e Weiner (1960) e Malvern (1969). A termo-plasticidade,
no entanto, ainda esta em desenvolvimento, mas muito pode ser encontrado em livros que

tratam de fendmenos ineldsticos, como por exemplo em Holzapfel (2004) e Lanczos (1986).

Para o desenvolvimento adequado das expressoes basicas da termo-elasticidade e
da termo-plasticidade, é necessaria a substituicao do conceito de potencial elastico pela
energia livre de Helmholtz, relacionando as varidveis internas dos sélidos como a entropia,

a distribuicao da temperatura, o fluxo de calor, além de com a energia de deformacao.

Além da consideragao do comportamento termo-mecanico do material consti-
tuinte das estruturas, é de extrema importancia modelar devidamente o comportamento
geométrico das mesmas. Para tanto, serd utilizada a formulagao apresentada em Coda
(2003), baseada no principio da minima energia potencial e na posi¢ao dos nés dos elemen-
tos finitos, ao invés dos deslocamentos. Nesta formulagao o gradiente da funcao mudanca
de configuracao € escrito a partir da posicao inicial e final como funcao de espaco adimen-

sional auxiliar (CODA, 2003; GRECO; CODA, 2004; GRECO; CODA; VENTURINI, 2004).

A partir da funcao mudanca de configuracao é gerada uma medida de deformacao
objetiva (ou seja, invariante a movimentos de corpo rigido), que possibilita a criagao de
um funcional de energia. Sobre este funcional é aplicado o teorema de minima energia
potencial total e o método de Newton-Raphson ¢ utilizado para solucionar o sistema

nao-linear de equacoes resultante.

Deve-se salientar que este trabalho foi influenciado e recebeu contribuigoes de
estudos anteriores, pertencentes a linha de pesquisa do orientador. A saber, o estudo do
impacto entre estruturas de pértico modeladas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF)
e pelo Método dos Elementos de Contorno (MEC), considerando a deformagao nao-linear
de engenharia, realizado em Greco (2004). Tal estudo teve suas aplica¢oes ampliadas
para problemas nao-lineares de sélidos, abordando o impacto entre meios continuos bi-
dimensionais, em Marques (2006). O caso de impacto de meios sélidos tridimensionais,
considerando plasticidade e nao-linearidade geométrica foi abordado em Maciel (2008).
Neste mesmo contexto, em Coda e Paccola (2007) foi agregado o impacto entre casca e

anteparos rigidos.

O elemento de casca segundo hipotese de Reissner, porém considerando a de-
formagao de Green, pode ser visto em Coda e Paccola (2008). A deformagcao de Green

também ¢é aplicada as barras gerais bi- e tridimensionais laminadas em Minski (2008) e
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em Coda (2008), respectivamente.

Neste trabalho é realizada a incorporacao da geracao de calor decorrente da mu-
danca de configuragao de uma estrutura na formulagao posicional aplicada ao elemento
de treliga bidimensional e ao elemento de chapa, resultando em um modelo mais fiel para
analises de estruturas que possam estar envolvidas em processos que provoquem rapidas

mudancas de configuracao, como por exemplo, na analise de impacto estrutural.

1.2 Objetivos

e Desenvolver uma formulagao termodinamicamente consistente, baseada nas leis da
termodinamica, na energia livre de Helmholtz e nos principios da termo-elasticidade

e termo-plasticidade;

e Implementar tal formulacao para andlise, via método dos elementos finitos, do
impacto entre estruturas de portico com comportamento termo-elastico e termo-

plastico;

e Implementar tal formulacao para analise de problemas de impacto entre chapa e

anteparo rigido.

1.3 Organizacao do Trabalho

Nesta secao apresenta-se uma visao geral dos contetddos abordados nos capitulos
subsequentes. O trabalho esta dividido em nove capitulos, desconsiderando o capitulo de
referéncias bibliogréaficas, sendo que o primeiro capitulo é a introducao, dividida em trés

secoes: generalidades, objetivos e organizacao do trabalho.

No segundo capitulo, modelos termo-mecanicos, se faz uma revisao dos modelos
existentes na literatura especializada, centrando nos modelos que foram aplicados na
resolucao dos problemas propostos. Inicia-se este capitulo com uma breve revisao dos
conceitos da termodinamica, de forma a facilitar a compreensao e implementacao das
teorias da termo-mecanica. Na seqiiéncia é abordada a teoria mais simples da termo-
elasticidade, a desacoplada. Originalmente apresentada em Duhamel (1837), a teoria

considera que apenas a temperatura participa da resposta mecanica da estrutura.

Na terceira segao do capitulo se apresentam as alteragoes descritas em Biot (1956)

que por fim acopla a parte térmica a mecanica, ou seja, enquanto a temperatura altera
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a resposta mecanica da estrutura, as deformacoes provocam a geracao de calor no corpo.
Ainda no segundo capitulo, outras trés teorias acopladas sao apresentadas, que tem por

objetivo transformar a equacao parabdlica de calor em uma equacgao hiperbélica.

Na ultima secao do capitulo sao apresentados os conceitos necessarios para se de-
senvolver a completa descricao dos processos termomecanicos para sélidos elasto-plasticos.
Em suma, o segundo capitulo apresenta a seguinte divisao:

1. Termodinamica;

2. Teoria da Termo-Elasticidade Desacoplada;

3. Teoria Classica da Termo-Elasticidade Acoplada;

4. Teoria da Termo-Elasticidade Generalizada;

5. Teoria da Termo-Elasticidade Dependente da Taxa de Temperatura;
6. Teoria da Termo-Elasticidade considerando Balanco de Entropia;

7. Termo-Plasticidade.

No terceiro capitulo se apresenta um breve resumo do método dos elementos
finitos aplicado a problemas termodinamicos, tratando inicialmente o problema de forma
geral para entao se limitar a elementos unidimensionais, a serem acoplados no elemento de
portico. Como o problema é dinamico, também é apresentada a familia alfa de integracao
temporal de equacgoes parabdlicas. O capitulo foi dividido da seguinte forma:

1. Discretizagao do Problema de Conducao de Calor;
2. Métodos dos Residuos Ponderados;

3. Integracao Temporal de Equacoes Parabdlicas;

4. Elemento Unidimensional Linear.

No quarto capitulo se aborda o método proposto inicialmente em Coda (2003)
para solucao de problemas mecéanicos nao-lineares. O método, conhecido como método dos
elementos finitos posicional, busca determinar a posicao da estrutura em que as forcas

internas e externas estejam em equilibrio. Para tanto, emprega o método de Newton-

Raphson para solucionar o sistema nao-linear das equagoes, gerado pela aplicagao do
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teorema da minima energia potencial total sobre um funcional de energia de deformacao,
criado a partir de uma medida de deformacao objetiva, derivada do gradiente da funcao
mudanca de configuracao, a partir das configuracoes iniciais e finais. E observada a
seguinte divisao do capitulo:

1. Mudanca de Configuracao;

2. Tensor de Deformagao de Green-Lagrange;

3. Tensor de Deformagao de Engenharia;

4. Pares Conjugados de Tensao e Deformagao;

5. Principio da Taxa de Trabalho;

6. Método de Newton-Raphson;

7. Método dos Elementos Finitos Posicional Estatico;

8. Dinamica no MEFP;

9. Integracao Temporal de Equacoes Hiperbélicas;

10. Impacto contra Anteparos Rigidos.

Apéds a apresentacao do método dos elementos finitos posicional de uma forma
geral, o quinto capitulo demonstra as etapas para se desenvolver a formulacao de um
elemento de barra, bastante simples, apenas para efeito didatico. Acompanhando o quarto
capitulo, a seguinte divisao foi elaborada:

1. Elemento de Trelica;

2. Energia Interna;

3. Balanco de Energia;

4. Método de Newton-Raphson;

5. Matriz Hessiana;

6. Dinamica da Trelica.
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Tendo discutido os principais modelos de termo-elasto-plasticidade, assim como
as metodologias empregadas na resolucao do modelo adotado, no sexto capitulo se faz
uma breve discussao sobre o termo de geracao de calor elastico e as conseqiiéncias de sua
consideracao. Além disso, na segunda e terceira secao sao apresentadas as modificagoes
no método dos elementos finitos aplicado a termodinamica para inclusao do termo de
geracao de calor decorrente das deformacoes elasto-plasticas, e no método dos elementos
finitos posicional para incluir as deformacoes oriundas da mudanca de temperatura. A

seguinte divisao foi elaborada:

1. O Termo de Acoplamento;

2. Implementacao Numérica.

No sétimo capitulo sao apresentadas os primeiros testes utilizados para validar
os resultados do programa termo-elastico desenvolvido, fazendo um estudo comparativo
entre os resultados apresentados na literatura aos obtidos na implementacao da teoria
da termo-elasticidade. Em geral, diversas simplificagoes foram empregadas visto que os
programas desenvolvidos sao mais amplos que os apresentados nos artigos estudados. Isto

resultou na seguinte divisao do capitulo:

1. Barra Unidimensional Quase-estatica;
2. Trelica Bidimensional Dinamica;

3. Analise de Métodos de Solucao.

No oitavo capitulo o plano de testes é continuado, porém considerando o compor-
tamento inelastico das estruturas. Os exemplos apresentados sao mais ilustrativos, visto

que abrangem uma maior gama de recursos do programa desenvolvido.

1. Barra sob Carregamento Elasto-Plastico;
2. Barra sob Carregamento Ciclico;
3. Impacto entre Barra e Anteparo Rigido;

4. Impacto entre Trelica e Anteparo Rigido.
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No nono capitulo se apresenta o desenvolvimento de todas as etapas da imple-
mentacao numérica do problema da termo-elasto-plasticidade aplicada a problemas bidi-
mensionais. Para tanto foi utilizado o elemento de chapa, sendo empregada as metodolo-
gias de solugao expostas anteriormente. Por consegiiinte, resultou na seguinte divisao:

1. Conducao de Calor no Plano;

2. MEFP no Plano;

3. Elemento Triangular de 10 nos;

4. Andlise de Viga Engastada;

5. Impacto entre Barra e Anteparo Rigido;
6. Impacto de Anel e Anteparo Rigido;

Por ultimo sao apresentadas as conclusoes resultantes desta pesquisa de douto-
rado, assim como sao feitas propostas para a continuidade deste trabalho. Cabe observar

que a revisao bibliografica é apresentada ao longo do trabalho, em especial no segundo

capitulo.
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2 Modelos Termo-Mecanicos

A termo-mecanica é a ciéncia que estuda o comportamento de corpos submetidos
a carregamentos térmicos e mecanicos, além de suas interagoes. Na teoria, a analise
térmica e mecanica sao acopladas devido a dissipacao de energia induzida pelo efeito
da taxa de deformagao (MIRANDA; UBERTINI, 2001). Segundo o artigo Sherief, Hamza
e Saleh (2004), o estudo da termo-mecanica foi iniciado pelo trabalho Duhamel (1837),
que apresentou a teoria conhecida hoje como a teoria da termo-elasticidade desacoplada,
em que a temperatura participa da determinacao da resposta mecanica do corpo. Neste
estudo, Duhamel considera que ha um estado inicial em uma determinada temperatura

em que nao sao observadas tensoes, tampouco deformacoes.

Porém, por meio de experimentos cientificos, foi determinado que havia um desa-
cordo entre a teoria e observacoes fisicas. Tais observagoes registram que a temperatura é
influenciada pela mudanca de forma do corpo, ou seja, pelo seu estado mecanico. Assim
sendo, em Biot (1956), foi apresentada a teoria classica da termo-elasticidade acoplada,

que acopla a parte térmica a mecanica, em termos da deformacao e do fluxo de entropia.

Na teoria classica da termo-elasticidade, as equagoes constitutivas, ou seja, as
equacgoes que descrevem o comportamento do material, sao dependentes da temperatura e
incluem relagao adicional entre o fluxo de calor e o gradiente de temperatura desenvolvido
no interior dos corpos. Esta relacao, conhecida em sua forma mais simples como Lei de

Fourier, determina a distribuicao da temperatura no interior do corpo.

No entanto, a Lei de Conducao de Calor de Fourier apresenta a previsao de
propagacao de temperatura a uma velocidade infinita, visto que a equacgao de calor é
parabdlica, novamente em desacordo com experimentos cientificos. Desta forma, um
nimero significativo de teorias foi apresentado na tentativa de tornar a equagao de ca-
lor hiperbdlica e descrever a transferéncia de calor na forma de ondas de velocidade fi-
nita (HETNARSKI; IGNACZAK, 2000). Estas teorias sao conhecidas como teorias da termo-

elasticidade hiperbdlica.
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Apesar de nao serem empregadas neste trabalho, as teorias hiperbdlicas (itens 2.4,
2.5 e 2.6) ser@o vistas pois trazem discussoes atuais de cunho bdsico sobre a termo-
elasticidade, que no futuro deverao ser revistas. A primeira teoria hiperbdlica apresentada
foi a teoria da termo-elasticidade generalizada, em Lord e Shulman (1967). Nesta teoria,
a lei de conducao de calor é modificada para incluir tanto o fluxo de calor, quanto sua
derivada no tempo. Esta equacao de calor é hiperbdlica e, por conseguinte, a velocidade
de propagacao da temperatura deixa de ser infinita, resultando em propagacao de onda,
assim como na elasticidade (EL-MAGHRABY; YOSSEF, 2004). A teoria foi generalizada
para o caso anisotrépico por Sherief (1980) e em Dhaliwal e Sherief (1980).

Outra teoria foi apresentada em Green e Lindsay (1972), que considera dois tem-
pos de relaxamento, considerada uma segunda generalizacao (BAKSI; BERA; DEBNATH,
2004; MUKHOPADHYAY, 2004). Esta teoria é chamada de teoria da termo-elasticidade
dependente da taxa de temperatura (HETNARSKI; IGNACZAK, 2000).

Recentemente, trés novas teorias foram propostas em Green e Naghdi (1991,
1992, 1993, 1995a, 1995b), que consistem em formulagdes alternativas de propagagao de
calor. Ao invés de utilizar a inequacao de Clausius-Duhem, os autores usam uma forma
de balango geral de entropia (MUKHOPADHYAY, 2004; QUINTANILLA, 2002). A equagao
de conducao de calor da primeira teoria de Green e Naghdi, se linearizada, reduz para
a equacao de conducdo de calor de Fourier (parabdlica). A segunda teoria, conhecida
como teoria da termo-elasticidade sem dissipacao de energia, utiliza um balanco geral de
entropia ao invés de uma inequagao de entropia (de Clausius). Nesta teoria nao se admite
dissipacao de energia. A terceira teoria é o caso mais geral, em que a dissipacao de energia

é permitida.

Porém, mesmo nas teorias em que a dissipacao de energia é considerada, as teorias
da termo-elasticidade nao realizam a completa descricao dos processos termo-mecanicos
para sélidos elasto-pldsticos. Assim sendo, Dillon (1963) e Perzyna e Sawzcuk (1973)
foram os primeiros a apresentar a teoria da termo-plasticidade dentro da estrutura da ter-
modinamica (HAKANSSON; WALLIN; RISTINMAA, 2005). Na teoria da termo-plasticidade
é estudada a resposta termo-mecanica de corpos elasto-plasticos e condutores de calor,
considerando-se os termos geradores de calor relativos ao aquecimento provocado pelo

acoplamento termo-mecanico e dissipagao ineldstica (ROSAKIS et al., 2000).

Feita uma breve introducao de algumas das teorias da termo-mecanica, na se-
quéncia sera feita uma revisao dos conceitos da termodinamica, para entao apresentar

algumas das teorias da termo-elasticidade e da termo-plasticidade com maiores detalhes.
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2.1 Termodinamica

E possivel definir a termodinamica como sendo a parte da fisica que estuda as
grandezas de calor, trabalho, energia e entropia, assim como as relagoes entre estas, sem

se ater ao conhecimento da estrutura interna dos corpos considerados.

Durante a evolucao do estudo da termodinamica, algumas leis foram determina-
das pela simples observacao de experimentos e, a partir destas, sua formulagao matematica
foi desenvolvida. Aspectos adicionais sobre a termodinamica e solugoes para problemas
especificos podem ser encontrados nos trabalhos Annamalai e Puri (2002), Winterbone

(1997), para citar alguns.

Com isso, sao divisadas diversas situacoes onde o estudo da termodinamica, no
contexto da engenharia, é importante. Por exemplo, a explosao do combustivel em um
veiculo causa a transformagao de energia térmica (ou seja, calor) em energia mecanica
(trabalho). Um exemplo mais simples estd no chuveiro, em que uma resisténcia aquecida

transfere calor para a dgua.

2.1.1 Lel Zero

A lei zero dita sobre o equilibrio energético dos corpos em um sistema. Esta lei
diz que, se dois corpos estao em equilibrio térmico com um terceiro corpo, eles estarao
em equilibrio térmico entre si. Isto basicamente quer dizer que, se dois corpos estao em
equilibrio, eles permanecerao em equilibrio, mantendo suas grandezas termodinamicas
inalteradas, mais precisamente a temperatura. Mas o que acontece se estes corpos nao

estiverem em equilibrio? E aqui que a primeira lei da termodinamica entra.

2.1.2 Primeira Lei da Termodinamica

A lei da conservacao da energia, conhecida como primeira lei da termodinamica,
afirma que um sistema, inicialmente em repouso, se adicionado calor e/ou trabalho
mecanico, provoca o aumento da energia correspondente a este calor e trabalho. A partir
dessa afirmacao, é possivel escrever uma equacao simples, que relaciona calor, trabalho

mecanico e energia (equagao 2.1).

AU = AQ + AW | (2.1)
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onde AU é a variacao de energia, AQ) é a variagao de calor e AW é a variacao de trabalho

mecanico do sistema.

Isto quer dizer que, se ocorrer um acréscimo de energia, seja na forma de calor ou
trabalho, uma alteragao no sistema ha de ocorrer, até que este volte a entrar em equilibrio,

ou outra forma de energia ser acrescida ou subtraida.

No entanto, partindo apenas do conceito da lei de conservacao de energia, pode-se
retirar energia na forma de trabalho ou calor de um corpo mais frio para coloca-lo em
um corpo mais quente, por exemplo, sem que seja alterado o sistema. Obviamente que
isto nao é possivel e, para determinar a direcao do fluxo de energia em um sistema, foi

elaborada a segunda lei da termodinamica.

2.1.3 Segunda Lei da Termodinamica

De acordo com Coleman (2003), a segunda lei da termodinamica foi definida
em Truesdell e Toupin (1960) como uma desigualdade, que em suma diz que, para gerar
trabalho, é preciso que haja uma diferenca de temperatura entre dois corpos ou entao que
uma fonte externa fornega energia e que a energia, em forma de calor, vai fluir do corpo
que tem mais calor para o que tem menos calor. Esta expressao ficou conhecida como

inequacao de Clausius, e pode ser vista na inequacao 2.2.

: qi 1 R
> _ A /7 2.9
52 /ATd s (22)

onde S é a taxa de mudanca da entropia, ¢ é a taxa de transferéncia de calor, n é a normal
a superficie considerada, R é a geracao de calor interna e T é a temperatura absoluta.

Hoje em dia a inequacao é mais comumente vista na forma da expressao 2.3.

. qi 1

S >
- T

(2.3)

Assim, o estado de equilibrio é definido como o estado de maior entropia para o
qual o sistema tende ao ser deixado em repouso. Apenas para salientar, entropia é uma
variavel de estado, associada ao grau de desordem de um sistema macroscépico, definida
como a quantidade de calor trocado a uma temperatura T'. Pode ser entendida como a
medida de quantidade de energia em um sistema que nao pode ser utilizada para produzir

trabalho.
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2.1.4 Lei de Fourier

Para o ponto de vista da mecanica dos soélidos, a principal forma de transmissao
de calor ¢ a condugao, em que a troca de calor entre dois corpos ocorre através de um
meio, que propaga o calor através de suas particulas. E o caso de uma barra de ago que
fica com uma de suas extremidades no fogo. A outra extremidade também ira aquecer,

com o tempo.

Fourier publicou em 1822 sua lei empirica que define a transmissao de calor por
conduc@o (LIENHARD IV; LIENHARD V, 2005). Esta lei diz que o fluxo de calor, resultante
da condugao térmica, é proporcional a magnitude do gradiente da temperatura e de sinal

oposto ao seu. Na forma mais conhecida, a equagao de Fourier é dada por

or

onde ¢ é o fluxo de calor, uma grandeza vetorial, £k é o coeficiente de condutividade

térmica, T é a temperatura e n é a normal a superficie considerada.

Na maior parte das vezes, o coeficiente de condutividade térmica k é considerado
constante e independente da temperatura, porém tal consideracao sé pode ser feita se o
calculo for realizado para pequenas mudancas de temperatura e, ainda assim, de acordo

com o material, como pode ser visto na figura 1.

Aluminio

Bronze

Condutividade Térmica, k (W/m*0)

o [ | Lok b ¢ ¥ §

200 L] 200 4o 600 800 1000
Temperatura T(°C)

Figura 1. Condutividade Térmica em Metais com variacao da Temperatura
Fonte: LIENHARD IV e LIENHARD V (2005).
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2.1.5 Equagao de Condugao de Calor Transiente

Voltando ao principio da conservacdo de energia (equagao 2.1), este pode ser
reescrito considerando apenas a variagao caldrica do sistema. Assim sendo, a variacao de

energia vai ser igual a variacao de calor do sistema, ou seja

AU = AQ (2.5)
Considerando o volume arbitrério de um sistema fechado (ou seja, um sistema

em que nao hé troca de massa), a variagao de energia pode ser escrita como
du
AU:/p—dV, (2.6)
v'odt

onde u € a energia interna, p é a densidade do meio e t é o tempo.

Definindo o calor especifico ¢, como sendo a variagao da energia interna em relacao

a temperatura, ou seja, c, = g—;ﬂ e substituindo na equacao 2.6, a variacao de energia fica
na forma
du dT ar
A= [ p S av= [ pe.Soav 2.7
v dT dt v at (2.7)

Com relacao a variacao de calor AQ), esta pode ser dividida em duas parcelas,
uma correspondente a taxa de calor através da superficie do corpo e outra correspondente

a taxa de calor gerada no volume (no corpo), como

AQ:—/qZ-niquL/deV, (2.8)
A 1%

onde p R ¢é a taxa de calor no dominio, ¢ é o fluxo de calor pela superficie do corpo e n é

um vetor unitario normal a superficie.

A lei empirica de condugao de calor de Fourier (equacdo 2.4) pode ser utilizada
para definir a parcela correspondente a taxa de calor através da superficie do corpo, da

seguinte maneira

/—qi i dA:/ k V2T dV (2.9)
A 1%

Unindo as expressoes 2.5, 2.7, 2.8 ¢ 2.9, a equacao de condugao de calor transiente

pode ser escrita como

T
/V<pcecih—kv2T—pR> AV =0 (2.10)

Como o volume considerado é arbitrario, a equacao diferencial de condugao de

calor nao estacionéria fica na conhecida forma
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ar
pceE:kV2T+pR (2.11)
A equagao 2.11 define a forma mais simples de transmissao de calor ao longo do
tempo. O primeiro termo da equacao reflete o comportamento dinamico da temperatura.
Este comportamento depende da massa especifica e do calor especifico. J4 o segundo
termo define a distribuicao da temperatura no corpo, de acordo com as cargas térmicas e

depende do coeficiente de condugao térmica.

2.2 Teoria da Termo-Elasticidade Desacoplada

A termo-elasticidade pode ser definida como a parte da termo-mecanica que
se ocupa em determinar a resposta de um corpo de comportamento elastico a esforgos
térmicos e mecanicos. Na teoria introduzida em Duhamel (1837), diferenciais de tem-
peratura, seja a partir de um referencial, seja entre um ponto do corpo e outro, geram

esforgos internos (BOLEY; WEINER, 1960).

Isso significa dizer que, se um sélido inicialmente a uma temperatura 6y, ao ser
aplicada uma variagao de temperatura 6, vai variar seu volume na propor¢ao do seu
coeficiente de expansao térmica «, sem gerar cisalhamento. Este mesmo sélido, ao receber
uma tensao aplicada em uma direcao, passa por uma deformagao no sentido de aplicacao
desta tensao e contragao nas dire¢oes perpendiculares. Assim, seguindo o enunciado da Lei
de Hooke e a deformagao volumétrica isotrépica decorrente da variacao da temperatura,
a relacao tensao-deformacao é dada por

1

14
€ij = % <0'ij — : Okk (5”) +af (Sij , (2.12)

onde G ¢ o médulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de Poisson, e ¢;; ¢ o delta
de Kronecker, definido como 1 quando i = j e 0 quando i # j. A inversa desta relagao,
visando isolar as tensoes, é vista na equagcao 2.13.

v 14+v

onde € € o traco do tensor de deformacgoes, que da a variagao relativa de volume do
corpo deformado. Definindo o;; como sendo o tensor de tensoes, F; as forcas de corpo e

1; a aceleracao, a equacao de equilibrio dinamico local é dada por

oij; +Fi—pyi=0, (2.14)
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Considerando a relacao constitutiva dada pela equacao 2.13, a equacao de equi-

librio 2.14 pode ser escrita na forma

v 14+ v
2G<, v 5,—9@) Fi—piji =0 2.15
[ 6]+1_2V€kk5 J 1_21/05 J 7‘7‘|+ PY ( )
A equagao 2.15, associada a relagao de deslocamento e deformagao, define o campo
de deslocamentos, dependente da temperatura. Com relacao ao campo térmico, a equacao

de calor nao estaciondria (equagao 2.11) é utilizada para completar as equagoes da teoria

da termo-elasticidade desacoplada.

Estas equacoes sao utilizadas para resolver diversos problemas de engenharia,
visto sua relativa facilidade de aplicacao, ja que cada varidvel (temperatura e deformagao)
sao determinadas separadamente. Um exemplo estd no artigo Rossit e Laura (1997), em
que, sendo conhecido o carregamento térmico, busca-se a deflexao e as tensdes em uma
placa retangular. Um caso parecido é apresentado no artigo Xia e Ding (2001), que

apresenta a formulagao de casca cilindrica, quando submetida a cargas térmicas.

Outro exemplo pode ser visto em Ribeiro e Manoach (2005) onde sao tratadas as
mudancas no comportamento dinamico na vibracao de grande amplitude de vigas curvas

causadas por variagoes de temperatura.

A resolucao de um problema inverso, em que sao conhecidos os deslocamentos e
busca-se a temperatura em uma placa circular fina, pode ser visto em Gaikwad e Desh-
mukh (2005). Outro problema interessante é apresentado em Vel e Batra (2001), em que
estudam-se placas laminadas sendo que cada lamina pode ter sua prépria condigao de

contorno, tanto térmica quanto mecanica.

Porém grande parte dos estudos atuais na teoria da termo-elasticidade desaco-
plada esta na aplicacao do método dos elementos de contorno na resolucao de diversos
problemas, em geral considerando o problema quase-estatico. Problemas transientes sao
tratados em Park e Banerjee (2002), por exemplo, na resolu¢ao de problemas bi e tridi-

mensionais.

No artigo Rand e Givoli (1995) busca-se a otimizacao de estruturas de barra para
estruturas espaciais, no caso considerando também radiacao. A otimizacao de estruturas
também é objeto de estudo no artigo Bialecki et al. (2005), contudo considerando as trés

formas de troca de calor (conducdo, convecgao e radiagao).

Ja no artigo Raveendra (2000) se trata a otimizacao do grau de fungdes poli-

nomiais para aproximacao dos resultados por meio de uma analise de erro. Problema




CAPITULO 2. MODELOS TERMO-MECANICOS 17

parecido é solucionado em Koshelev e Ghassemi (2004) e em Miranda-Valenzuela, Muci-
Kuchler e Soriano-Soriano (2000), que ao invés de utilizarem fungoes polinomiais, utilizam

funcoes de variaveis complexas e elementos Hermitanos, respectivamente.

Afora o método dos elementos de contorno, em Miranda e Ubertini (2001) estuda-
se 0 movimento espurio causado pela consideracao da temperatura como deformacao ini-
cial, por meio do método dos elementos finitos. Como solucao, é proposto fazer a apro-
ximacao do funcional de energia agregando uma variavel, a tensao, gerando um modelo

misto entre deslocamentos e tensoes.

Contato é considerado no trabalho Alonso, Garrido e Foces (1998), sendo que
a conducao de calor depende da pressao de contato, o que poderia ser considerado um
acoplamento termo-mecanico secundario. O problema é resolvido por meio de uma apro-

ximagcao pelo método dos elementos de contorno.

Além do contato, os artigos Stromberg (1999) e Ireman, Klarbring e Stromberg
(2002) também consideram a fricgdo e o desgaste do material. Ambos artigos buscam
a solucao utilizando o método dos elementos finitos. O primeiro dos artigos citados
acima, o Stromberg (1999), trata a temperatura de forma “nao explicita”, ou seja, através
de manipulacoes algébricas elimina a temperatura do equacionamento, podendo entao

resolver ambos os campos (térmico e mecanico) simultaneamente.

Ja o artigo Ireman, Klarbring e Stromberg (2002) faz uma considerac¢ao nao reali-
zada no anterior: os esforcos de friccao geram calor, causando um acoplamento secundario
na formulagdo. A mesma consideragao ¢ feita em Choi e Lee (2004), onde é feito o estudo
de freios, considerando apenas o contato e a fricgdo (mas nao o desgaste), sendo que o

calor gerado levam a instabilidade material, objeto de estudo do artigo.

A teoria da termo-elasticidade desacoplada também é fonte de estudo no artigo le-
san e Quintanilla (2004), em que os autores, por meio de consideragoes semelhantes & teo-
ria desacoplada, desenvolvem uma nova teoria da termo-elasticidade, porém considerando
a micro-deformacao de meios elasticos. Nesta teoria, a equacao de calor permanece inalte-

rada, porém a relagao constitutiva recebe um novo termo para tratar a micro-deformacao.

Cabe ressaltar que esta revisao é uma pequena mostra dos artigos publicados

recentemente. Uma grande quantidade de artigos foi omitida por brevidade.
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2.3 Teoria Classica da Termo-Elasticidade Acoplada

As equacoes da teoria classica da termo-elasticidade descrevem o comportamento
elastico e térmico de meios elasticos e condutores de calor, além das influéncias reciprocas
entre as tensoes elasticas e diferenciais de temperatura (KHALIFA; EL-RAHMAN; GHO-
NAMY, 2004). A teoria foi apresentada primordialmente em Biot (1956) para corrigir
um principio fundamental da teoria desacoplada da termo-elasticidade: a influéncia da

mudanca de forma de um corpo na temperatura.

Este e outros principios foram generalizados pelas contribuicoes em Herrmann
(1963), Ben-Amoz (1965) e Nickell e Sackman (1968). Desde entdo, outros artigos vem
sendo apresentados buscando outros principios variacionais como em Altay e Dokmeci
(1996) e em Cannarozzi e Ubertini (2001). A existéncia de soluc¢ao do sistema de equagoes
é estudada em Rivera e Barreto (1998) e em Guo e Chen (1999). Nesta mesma linha de
estudo, Qin e Rivera (2004) demonstram a inexisténcia de solugdo para o caso nao-linear
com memoria térmica. Solugdes analiticas sdo tema de pesquisa em Leiva e Sivoli (2003)

para placas e em Khalifa, El-Rahman e Ghonamy (2004) para sistemas unidimensionais.

Porém, como solucoes analiticas sao dificeis de serem alcancadas para proble-
mas acoplados visto as dificuldades inerentes do problema, procedimentos numéricos sao
propostos para solucao de diversos problemas, como por exemplo em Mukherjee e Sinha
(1996) para placas laminadas, e em Manoach e Ribeiro (2004) para vibragao de grande
amplitude de vigas, além de métodos ja conhecidos, como o método dos elementos de

contorno para solugao de problemas bidimensionais (HOSSEINI-TEHRANT; ESLAMI, 2000).

Com relacao ao estudo das restricoes dos graus de liberdade, os artigos Scott
(1996, 2001) tratam da instabilidade provocada pela restri¢do na temperatura. O au-
tor desenvolve as equacoes de campo em termos da entropia, que pode ser restringida
sem provocar a instabilidade. Porém cabe a ressalva de que a instabilidade s6 ocorre
quando o coeficiente de expansao térmica é irrealisticamente alto (ARMERO; SIMO, 1993;
SARACIBAR; CERVERA; CHIUMENTI, 2001) e (SARACIBAR; CERVERA; CHIUMENTI, 1999)
in (HAKANSSON; WALLIN; RISTINMAA, 2005).

A formulagao apresentada nesta secao segue em grande parte a apresentada
em Parkus (1976), Boley e Weiner (1960), Panagiotopoulos (1985) e Holzapfel (2004),
porém existem diversos outros livros que a apresenta de forma semelhante. A formulacao
é desenvolvida em termos da configuracao inicial. Para desenvolvimento em termos da

configuragao atual, o leitor ¢é referido ao artigo Miehe (1995).
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2.3.1 Primeira Lei da Termodinamica

A lei da conservacao da energia diz que, durante qualquer ciclo percorrido por

um sistema, a integral ciclica do calor () é proporcional a integral ciclica do trabalho W.

j{szfW, (2.16)

Para escrever a lei de conservacgao de energia devidamente, é necessario considerar

E o0 mesmo que

o fluxo de energia. Assim, em termos de fluxo,

, du 1 d(mv?) d(mgZ) -
= — — w 2.17
@ dt + 2 dt * dt W ( )

Energia Interna  Energia Cinética  Energia Potencial

onde () é o fluxo total de calor, m é a massa do sistema, v é a velocidade, g é a aceleracao

da gravidade e Z é a altura em relagao ao referencial do sistema.

O fluxo total de calor em um sistema é dado pelo fluxo de calor que entra ou sai

pela superficie do corpo e pelo calor gerado internamente. Significa 0 mesmo que

QdA=—¢ ¢;n;dA+ [ Rdm , (2.18)
7, 1, /.

onde R é o calor gerado, por unidade de massa (uma fonte de calor interna), ¢ é o fluxo

de calor pela superficie do corpo e n é um vetor unitario normal a superficie.

Considerando a energia potencial como parte das forcas externas, a equacao de

energia, obtida por meio das equagoes 2.17 e 2.18, pode ser escrita como

d d 1. . ;
£/7nudm+£/m§yiyidm—/dem—]gq,-nidA—ﬁWdA (2.19)

Em razao de o peso proprio ser considerado na expressao de forgas de corpo, a
taxa de trabalho W é determinada pela soma das taxas de trabalho realizada pelas forcas

externas, ou seja

WdA=—| Fgdn— ¢ fy dA (2.20)
7, I, /.

Substituindo-se a equagao de trabalho 2.20 na equacao de energia 2.19, a equacao
que determina a lei de conservacao de energia em sistemas termo-elasticos é obtida, sendo
que esta contempla a energia interna do sistema, a energia cinética, fontes de calor interna,
fluxo de calor pela superficie do corpo e forcas de corpo e de superficie, como pode ser

visto na equacao 2.21.
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d d 1. . ) .
£/7nudm+%/qn§yiyidm—/dem—AqinidAﬁ—/?qzﬂyidm%—jifiyidA (2.21)

2.3.2  Principio da Taxa de Trabalho

O principio da taxa de trabalho diz que a taxa de mudanca da energia cinética é

igual a taxa de trabalho de todas as forcas, internas e externas e é dado por
A1 | | |

sabendo-se que a tultima parcela é o trabalho realizado pelas forcas internas. Unindo a
equacao 2.22, que define o principio da taxa de trabalho, a equacao 2.21, que representa

a lei de conservacao de energia em sistemas termo-elasticos, leva a equagao
/ (@ — R)dm :/ 01 €0 dV—j{ gi i dA (2.23)
m \%4 A

A equagao 2.23 contempla as mudangas na energia interna (pelo trabalho das
forgas internas), a variacao de calor (pelo fluxo de calor e pelo calor gerado internamente)

e a variacao de energia do sistema.

Pelo teorema de conservagao de massa, dm = p dV, e aplicando o teorema de

Gauss (teorema da divergéncia) na tltima parcela, a equacao 2.23 fica na forma

2.3.3 Segunda Lei da Termodinamica

A segunda lei da termodinamica traz dois conceitos. O primeiro é o da entropia,
que é a quantidade de energia que nao pode ser utilizada para gerar trabalho. O segundo
é que um sistema deixado em repouso tende para o estado de maxima entropia. Na forma

da inequacao de Clausius,

. R qi "y
> [ Zdm— ,
/m S dm /m dm ]{4 dA | (2.25)

onde S é a entropia e T a temperatura absoluta. Percebe-se na inequacao 2.25 que, para
um sistema fechado, a entropia ird se manter constante e que, para qualquer forma de

dissipacao caldrica, a entropia deve aumentar.

Invocando o teorema da conservacao da massa sobre as duas primeiras parcelas
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da inequacao 2.25, e o teorema de Gauss sobre a ultima parcela, a inequacao fica na forma

Spav> [ Boav— [ (%) av (2.26)
/V /VT /V(T)z

Derivando-se a tltima parcela em relagao a posicao e lembrando-se que o volume
é qualquer, a inequacao 2.26 fica reduzida a uma equacao diferencial
pTSZpR—qi,i‘f‘%T,i (2.27)
Combinando-se a inequacgao 2.27 com a equacao 2.24, a inequacao 2.28 é obtida,
conhecida como inequacdo de Clausius-Duhem (SANTAOJA, 2004):

. : . qi
Comparada a inequacao de Clausius (inequagao 2.25), observa-se que a inequagao
de Clausius-Duhem (inequagao 2.28) também contempla as mudancas de forma do corpo

(pela energia interna de deformagao).

2.3.4 Emergia Livre de Helmholtz

Em toda transformagdo energética (irreversivel), hd um aumento na entropia.
Uma vez que a energia total envolvida nao pode variar, e o aumento de entropia é um
modo de medir energia que nao pode ser convertida em trabalho, entao a quantidade de

energia que pode ser convertida em trabalho tem que diminuir.

A energia livre de Helmholtz é um potencial que define uma forma de medir o
trabalho 1til que pode ser obtido de um sistema, ou seja, a quantidade de energia que

pode virar trabalho. Na forma de uma equacao, a energia livre ® e sua taxa d sao dadas

por
. . . 0P oo .
De;;,T) = -TS-TS=—¢;,+=—=T 2.
(€:5,T) U S S ((96,-jej+8T (2.30)
Substituindo a equacao 2.30 nas equagoes 2.24 e 2.28:
0P ) 0P : )

0P . 0P - g
AP o T+ L, < 2.32
(paqj aw> ezj—l—p(aTjLS) —i—T <0 (2.32)
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€;; € T podem assumir qualquer valor e ainda assim as equacoes 2.31 e 2.32 tem
que se manter. Assim sendo, é;; e T podem ser considerados arbitrarios, e as relacoes com

as quais estao relacionadas na equacao 2.31 tem que manter a igualdade. Desta forma,

0o

ij
S = _g;}i (2.34)
%ii = P (R =T S) (2.35)

Percebe-se que a equacao 2.33 nada mais é do que a relacao tensao-deformacao,
a equacao 2.34 define a entropia do sistema e a equagao 2.35 é a equacao de conducao de

calor, em funcao do calor gerado, da temperatura e da entropia.

Outra forma da equacao de conducao de calor, em funcao da energia livre de
Helmholtz, pode ser obtida ao se combinar as equacoes 2.34, 2.35 e 2.30, resultando na

equagao 2.36.
0?P PP .
s T 2.
aGijaTejJr@TQ )—i—pR (2.36)

Qi,i:pT<

2.3.5 Potencial Elastico

Antes de buscar uma forma mais adequada da equacao de conducao de calor
em fungao das varidveis primdrias (temperatura), é necessario apresentar o conceito do
potencial eldstico ¥, que é uma forma de se definir as propriedades elasticas de um corpo
qualquer pela sua relacao entre as tensoes e as deformagoes, conforme a equacao 2.37.

ov

8617

(2.37)

Uij

Outra razao de se apresentar o potencial elastico esta na sua relagao bastante

proxima com a energia livre de Helmholtz:

U=pP (2.38)

Uma forma simples (eldstica linear) do potencial eldstico é obtida pelo enunciado
da lei de Hooke junto a idéia de que diferenciais de temperatura geram esforgos internos.
Em suma, a relacao tensao-deformacao é dada por:

1
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onde G é o médulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de Poisson, « é o coeficiente

de expansao térmica e 6 é a variacao de temperatura a partir de um referencial.

A inversa desta relacao, visando isolar as tensoes, é vista na equacao 2.40.

045 = 2G (6@' + ﬁekk (Sij - (240)

Tendo isto em vista, é possivel obter uma forma para o potencial elastico pela

integragao da equagao 2.40 com relacao a ¢;;, o que levaria a equacao 2.41.

2(1+
UV=G (ei]?—l— ﬁe%k— Ma&e) + f(0) (2.41)

Para se chegar a equagao 2.41, o conhecimento de que a derivada do trago do ten-
sor de deformacoes em relacao as deformacoes ¢é igual ao delta Kronecker se faz necessario

(%66’“’“ . 5ij)- Percebe-se que, a partir do potencial elastico definido pela equacao 2.41,
ij

é possivel obter as variaveis de estado que caracterizam um determinado estado termo-

dinamico de um sistema.

Além das varidveis de estado aparece um termo (f(6)) independente das tensoes,
resultado da integracao. Este termo pode assumir a forma de uma funcao dependente
apenas da temperatura e de ordem qualquer, podendo representar uma caracteristica

nao-linear térmica do material.

2.3.6 Equagao de Conducao de Calor Termo-Elastica

Fazendo-se uso das equacoes 2.36 e 2.34 e sabendo-se que o calor especifico é
definido por ¢, = T %, a equacao de conducao de calor pode ser escrita de uma forma
mais adequada para aplicagdo (ou de uma forma mais conhecida e com possibilidade de

se comparar com a equacao 2.11), o que resulta em

. 0*®
T, = T—R-T 2.42
K i =P (Ce I 8@5 oT El]) ’ ( )

onde k é coeficiente de condutividade térmica, T' é a temperatura absoluta, p é a densidade

do material, R é uma fonte de calor interna, ® ¢ a energia livre de Helmholtz e ¢;; ¢ o

tensor de deformacoes.

A equacao 2.42 pode ser escrita em funcao da variacao de temperatura 6 ao se
lembrar que a temperatura absoluta é igual a temperatura de referéncia 6, somada a 6, e

que 6y, sendo constante, nao varia com a posicao nem com o tempo.
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Outra consideracao importante é que, se o acréscimo de temperatura for pe-
queno, o fator T' da tltima parcela da equacao 2.42, pode ser substituido por 6y. Tais

consideragoes levam a equagao 2.43:

k6 =p (ce 0 —R— 0, 0°® él,) , (2.43)
’ Oe;; 00

Para se chegar a equacao pretendida, é necessario substituir a equagao 2.41 na
equagao 2.43. Antes disso, deve-se determinar a fungao f(#), proveniente das propriedades
do material considerado. Para simplificar, sera considerado que a derivada em relagao a
temperatura deste termo é nula. Assim sendo, a substituicdo supramencionada resulta
em:

14+v

k97“:2GEa€06kk+p669—pR (244)

Comparando a equacgao 2.44 com a equacao 2.11, percebe-se o aparecimento de
um termo a mais, o primeiro termo apdés a igualdade, que é o termo de acoplamento entre
deformacao e temperatura (PARKUS, 1976). Nota-se que apenas energia mecanica gasta
em deformacgoes volumétricas sao convertidas em calor, visto que o termo é dependente

do trago do tensor de taxa de deformagao (LYKOTRAFITIS; GEORGIADIS, 2003).

Além disso, quando ¢;; for negativo, ou seja, a taxa de deformacao levar a com-
pressao, haverd aquecimento do corpo, enquanto que, durante extensao, o corpo resfriara
(Efeito de Gough-Joule). Em Boulanger et al. (2004) pode ser visto um gréfico que com-
prova tal efeito, visto que a energia termo-elastica zera ao final de cada ciclo de vibracao,

aquecendo durante a compressao e reduzindo ao ser invertida a carga.

2.3.7 Equagao de Equilibrio Termo-Eléastica

Obtida a equacao de calor que descreve o comportamento térmico transiente,

busca-se a equacao que define o comportamento elastico dinamico.

Para se escrever a equacao de equilibrio termo-elastica, é preciso voltar a equa-
¢ao 2.22; o principio da taxa de trabalho. O termo que define o trabalho realizado pelas
forcas internas (a parcela 0;;¢€;;) precisa ser integrado por partes e entao aplicado o teorema

da divergéncia, para que se tenha g; presente.

/V Uij Ezg dV = /v Uz’j Z)i,j dV = /V (Uij yi),j dV - /V Uij,j yz dV (245)

i Vi AV = j{ i Ui 'dA—/ iii U AV 2.46
/VUJZ/,J AUJynJ VUJ,Jy ( )
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Substituindo a equacao 2.46 na equagao 2.22 resulta em
v 1% A A 1%

Neste caso foi considerado que a forca de corpo F; nao esta aplicada em funcao

da massa, mas sim do volume. Organizando os elementos:

Como esta identidade deve ser respeitada para qualquer y;, e isso acontece se e

somente se

0ijjtFi—pii=0V y, €V (2.49)
fi=oyn; V oy, €A, (2.50)

entao a equacao 2.49 define a equacao de movimento, enquanto a equacao 2.50 define o

tensor de tensoes.

Considerando a relacao constitutiva termo-elastica dada pela equacao 2.40, a

equacao de movimento 2.49 pode ser escrita na forma

v 14+v

1-—-2v

)]

]+Fi—pyz-=0 (2.51)

Em fungao das constantes de Lamé (A e u), 2.51 pode ser reescrita como

7j
A equacao de conducao de calor transiente 2.44 junto a equacao de equilibrio
dindmico local 2.51 (ou equagao 2.52) descrevem o comportamento termo-mecéanico de
um corpo elastico e condutor de calor, sendo estas as principais equacoes da teoria da

termo-elasticidade acoplada.

A partir deste ponto serao apresentadas as teorias da termo-elasticidade chamadas
de teorias hiperbdlicas (itens 2.4, 2.5 e 2.6), pois empregam leis de propagagao de calor
com velocidades finitas, ao invés da lei de Fourier. Estas teorias nao serao empregadas

neste trabalho, porém sua discussao é de cunho basico e que no futuro poderao ser revistas.
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2.4  Teoria da Termo-Elasticidade Generalizada

A lei empirica de transferéncia de calor por conducao criada por Fourier diz que o
fluxo de calor é proporcional a magnitude do gradiente da temperatura e de sinal oposto
ao seu. Esta lei traz um problema referente a velocidade de propagacao da temperatura,

considerada infinita. Por conseguinte, a equagao da temperatura é parabdlica.

Refutando esta consideracao, no artigo Lord e Shulman (1967) os autores subs-
tituem a lei de Fourier pela lei de Maxwell-Cattaneo, que a generaliza e introduz um
tempo de relaxamento para assegurar velocidades finitas de propagacao de calor e tor-
nar a equacao dinamica de transmissao de calor em uma equacao tipo onda, ou seja,
hiperbdlica (HETNARSKI; IGNACZAK, 2000; EL-MAGHRABY; YOSSEF, 2004). Esta equagao
pode ser vista a seguir (SHERIEF; HAMZA; SALEH, 2004).

onde k é o coeficiente de condutividade térmica, # é a variacao de temperatura, ¢; é o fluxo

de calor, ¢; a derivada no tempo do fluxo e 75 é um tempo de relaxamento de temperatura.

Seguindo o desenvolvimento das equacoes apresentado na secao 2.3, a equagao de
conducao de calor transiente da teoria da termo-elasticidade generalizada sem considerar
fontes de calor interna, resulta em
1 [ 9] 0?

A PR

] (pceb+vbyer) , (2.54)

onde p é a densidade, v é o médulo de elasticidade térmico, dado por v = (3A+2u)«a, « é
o coeficiente de expansao térmica, A\ e i sao as constantes de Lamé, ¢, é o calor especifico

e g, € o traco do tensor de deformagoes.

Em termos do mdédulo de elasticidade transversal G e do coeficiente de Poisson
v, a equacao 2.54 pode ser reescrita como
110 9? 1
= l +ro2] (,0 c69+201+” a 0o ekk> (2.55)

i ot ot 2u

As equacgoes para sélidos anisotréopicos podem ser encontradas no artigo Baksi,
Bera e Debnath (2004). Para cascas cilindricas, vide artigos Muneeb, Birlik e Mengi
(1995) e Birlik, Mengi ¢ Muneeb (1995). Ambos trazem uma colocagao interessante: o
uso de variaveis de tensao, deslocamento e temperatura na face lateral da casca gera novos

graus de liberdade que também podem ser restringidos.
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2.5 Teoria da Termo-Elasticidade Dependente da Taxa de Tem-
peratura

Uma segunda generalizacao da teoria classica da termo-elasticidade foi proposta
em Green e Lindsay (1972). Da mesma forma que a teoria da termo-elasticidade gene-
ralizada, a idéia é tornar a equacao de conducao de calor transiente em uma equagao
hiperbdlica, porém neste caso também ¢é alterada a equacgao de equilibrio dinamico lo-
cal. A diferenca estd na proposta de utilizar dois tempos de relaxamento, como pode ser
visto na equagao 2.56 e na equagao 2.57 (KOUREAS; CHARALAMBOPOULOS; KALPAKIDES,
2002).

v : .
s Zgs) |- 0rnd o rsnco o
1 . .
0 = T [p ceO+pcem0+vb, ékk} , (2.57)

onde G' é o médulo de elasticidade transversal, v é o coeficiente de Poisson, v é modulo de
elasticidade térmico, 71 e 75 sao tempos de relaxamento da temperatura, p é a densidade,
k é o coeficiente de condutividade térmica, c. é o calor especifico e é é o traco do tensor

de taxa de deformacoes.

A equacgao 2.56, em funcao das constantes de Lamé, pode ser reescrita como

7j

2.6 Teoria da Termo-Elasticidade considerando Balanco de En-
tropia

Ao longo de cinco estudos (GREEN; NAGHDI, 1991, 1992, 1993, 1995a, 1995b),
os autores da teoria desenvolvem uma forma alternativa para representar a equagao de
propagagao de calor (QUINTANILLA, 2002). Ao invés de utilizar uma inequagao de entropia

(a inequagao de Clausius), a teoria faz uso de um balango de entropia geral.

/BdeB:/Bp(CJrg)dBJr/aBgod@B, (2.59)

onde B representa o volume material de um corpo, 0B sua superficie, p é a densidade, S
é a entropia, ¢ é a taxa de entrada de entropia externa, ¢ é a taxa de producao interna

de entropia e ¢ é o fluxo de entropia pela superficie.
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Além do uso de uma equacao de balanco de entropia, foram apresentadas trés
tipos de equacoes constitutivas para caracterizar a resposta do material a propagacao de
calor. A primeira equacao, quando linearizada, volta a equacao parabdlica de conducao
de calor. A segunda nao admite dissipacao de energia, e a terceira é o caso mais geral,
onde a dissipacao é permitida. Cada uma destas trés equacoes acabou sendo reconhecida
como teorias diferentes, sendo que a segunda, chamada de teoria da termo-elasticidade

sem dissipagao de energia, é a mais difundida (MUKHOPADHYAY, 2004).

Assim sendo, as equacoes basicas da teoria da termo-elasticidade considerando
balanco de entropia, na auséncia de forcas de corpo e fonte de calor, em um corpo elastico,

isotrépico e condutor de calor, sdo dadas por (MUKHOPADHYAY, 2004):

12 €ij,j + ()\ + ,M)GZ'Z'J‘ — U 97]‘ = —p yl (260)
P Ce 0+ v 0 éxp = k0 i | (2.61)

onde k* é uma constante do material, caracteristica da teoria, que apesar da semelhanca,

nao deve ser confundido com o coeficiente de condutividade térmica.

Uma mudanca importante nesta teoria esta na equagao de calor, que nao depende
do tensor de taxa de deformagcao, mas sim de um tensor de mudanca na taxa de deformacao
(segunda derivada no tempo do tensor de deformagao). Para maiores informagoes sobre
o estudo da entropia, vide o artigo Hall (2000), que faz uma extensa revisao bibliografica

sobre a entropia, tanto local, quanto global.

2.7 Termo-Plasticidade

A incorporacgao de varidveis termodinamicas adicionais a teoria da termo-elasti-
cidade classica, conhecidas como varidveis internas, levou a descricoes mais gerais do
comportamento de materiais com propriedades ineldsticas. Estas varidveis foram incor-
poradas com o objetivo de representar os efeitos dissipativos, como dano, relaxamento,
deformacao lenta e deformacao plastica (HOLZAPFEL, 2004). Esta se¢do apresenta a ge-
neralizacao da termo-elasticidade, conhecida como termo-plasticidade, para incorporar a

fracao de trabalho plastico convertida em calor.

Desde os primeiros experimentos relativos ao estudo do aquecimento provocado
pelas deformagoes plésticas, realizados em Farren e Taylor (1925) e em Taylor e Quinney
(1934), foi percebido que era necessario desenvolver os modelos constitutivos para garantir

uma previsao mais precisa da resposta mecanica de estruturas elasto-plasticas.
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Assim sendo, em Dillon (1963) e em Perzyna e Sawzcuk (1973) foram apresen-
tadas as primeiras tentativas de desenvolver os modelos constitutivos, dentro de um fun-
damento termodinamico, descrevendo nao apenas a resposta elasto-plastica da estrutura,
mas também a geracao de calor e a evolugao da temperatura (HAKANSSON; WALLIN;
RISTINMAA, 2005). Independentemente, em Coleman e Noll (1963) foi apresentada uma
descrigao matematica da segunda lei da termodinamica que foi extendida em Coleman
e Gurtin (1967) para incorporar variaveis internas (LEE; CHEN, 2001; KAMLAH; HAUPT,
1997).

Estes estudos estabeleceram que, sendo um processo altamente dissipativo, cerca
de 90% do trabalho plastico em metais é convertido em calor (BAMMANN, 1990) in (LEE;
CHEN, 2001). O restante do trabalho é absorvido pela energia interna do sistema através
da criacao e realinhamento de imperfeigoes cristalinas, energia conhecida como trabalho

frio (ROSAKIS et al., 2000).

Porém novos experimentos comprovam que esta parcela de trabalho plastico con-
vertida em calor depende de diversos fatores, principalmente do nivel de deformacao
plastica, da taxa de deformacao e da temperatura, conversao esta que pode variar de
30% a até 100% (MASON; ROSAKIS; RAVICHANDRAN, 1994). Tais experimentos fomen-
taram uma nova linha de pesquisa que trata especificamente do trabalho frio e de como
considerar a dependéncia deste trabalho na deformagcao plastica, na sua taxa e na tem-
peratura, como, por exemplo, em Kamlah e Haupt (1997), em Rosakis et al. (2000) e
em Ibrahimbegovic e Chorfi (2002).

Além da teoria das variaveis internas, outras teorias foram apresentadas como
formas alternativas para o controle da deformacao plastica e a respectiva geracao de
calor. E o caso, por exemplo, apresentado em Bertram (2003), onde é apresentada a teoria
da termo-plasticidade baseada no isomorfismo, em que um tensor controla os efeitos da
plasticidade, ao invés das variaveis internas. Esta formulacao foi generalizada para o caso
de mudanga de fase em Dachkovsky e Bohm (2004). No caso da termo-plasticidade de

variaveis internas, a mudanga de fase é considerada no artigo Nedoma (1997).

Este trabalho segue a teoria da termo-plasticidade de varidveis internas, conforme
os conceitos apresentados em Rosakis et al. (2000), Kamlah e Haupt (1997) e Holzapfel
(2004) e a decomposicao aditiva do tensor de deformagoes (SIMO; MIEHE, 1992).
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2.7.1 Primeira e Segunda Lei da Termodinamica

A equacao de calor da termo-plasticidade se baseia na lei de conservacao de

energia e na segunda lei da termodinamica, na forma da inequagao de Clausius-Duhen,

p’ll—O'ij ew+qw—pR =0 (262)
PQS—PR+Qi,i—%Q,i > 0, (2.63)

onde 1 é a variacao da energia interna, o é o tensor de tensoes, ¢ é a taxa de deformacao,
q é o fluxo de calor, R é uma fonte de calor interna, 6 é a variacao de temperatura e S é
a entropia. Combinando-se as duas equacoes e relembrando a energia livre de Helmholtz,
dada por ® =U — 0 S, resulta em

A

onde A é a dissipacgao interna. Re-escrevendo-se a equacao de conservagao de energia em

termos da dissipacao, a seguinte equacao é obtida:

pOS=AN—q.;+pR (2.65)

Definida a dissipagao pelo uso da primeira e segunda lei da termodinamica, busca-

se a dissipacao pela teoria das variaveis internas.

2.7.2 Teoria das Variaveis Internas

A forma mais comum de desenvolver a plasticidade é adicionar as relacoes consti-
tutivas varidveis internas que venham a representar a deformacao plastica e/ou a superficie
de escoamento. No caso desenvolvido aqui, serao introduzidas duas variaveis, efj e &, que

sao a deformagao plastica e a varidvel de endurecimento (ou interna).

Dito isto, as leis constitutivas para o;;, u, S, ¢ ¢ ®, assim como as leis de
evolugao para as taxas éfj e Si, sao expressas em funcao das variaveis de estado, como
sugerido pela nocao de equipresenga (TRUESDELL; TOUPIN, 1960) in (ROSAKIS et al., 2000)
e (LEE; CHEN, 2001). Isto significa que, para todo processo termo-mecanico, as fungoes
constitutivas e de evolugao sao dadas pelas seguintes varidveis: a deformagao eldstica €},
a variacao de temperatura 0, o gradiente de temperatura ¢; e o vetor de parametros que
define o endurecimento plastico §;. A partir desse ponto o gradiente de temperatura 6 ;

serd chamado © para simplificar a notacao.
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Para o cédlculo de tensoes para problemas de deformagcao inelastica de sélidos,
baseados em deformacoes, a decomposicao do tensor de deformacoes é feita de forma
multiplicativa (LEHMANN; BLIX, 1985; KOJIC, 2002; CANADIJA; BRNIC, 2004). Porém,
para o caso especial da plasticidade classica, que sera restrito aqui, a decomposicao do
tensor de deformagoes é feita de forma aditiva, conforme a equagao 2.66 (ROSAKIS et al.,
2000).

€5 = €ij — € (2.66)

)

Assim sendo, a taxa da energia livre de Helmholtz é dada por

oe . 9%, 00 5.‘+37<1>9. 9 267

i)zieﬁi‘—ieﬁ”‘"i i
aeij J aew J agz 8@

Substituindo a expressao 2.67 na inequacgao 2.64, resulta em

0P 0 0P 0o . ov . ¢
(‘713 e ) <S+86>9 pa@@—l—pae f.—pa?gi—g@zo (2.68)

Como a inequacao 2.68 deve se manter para qualquer processo termo-mecanico,
ou seja, para qualquer valor de é€;;, 0 e O, estes podem ser considerados arbitrdrios, e as

relacoes com as quais estao relacionadas tem que manter a igualdade. Isto implica em

0P .
55 = 0 @=2(6.0) (2.69)
0o
- 2.
O—U paeze] ( 70)
0P
- _ 2.71

Para simples comparagao, vide equagoes 2.33, 2.34 e 2.35. A inequacao 2.68 fica

desta forma reduzida a

e digs 2.72
pag%em pa&& 9@_0 (2.72)

Considerando-se as defini¢oes dadas nas equacoes 2.69, 2.70 e 2.71, e substituindo-
se o termo que define a dissipagao interna da inequacao 2.72 na equagao 2.65, chega-se a

equacao .
0P Y 0P

P05y T ouG P g

9,
55 &—qitpR (2.73)

O termo a esquerda da igualdade pode ser derivado utilizando a regra da cadeia,

como pode ser visto na equacgao 2.74.
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B A oD .
P 962

g . . S . 74
90 Oc; aﬁ@ea&fﬁ 0| =oy€;—p a&fz Gi+pR (2.74)

Antes de prosseguir, é necessario definir a energia de trabalho frio E, que é a
quantidade de energia absorvida pela criagao e reordenagao de imperfeicoes dos cristais

do material (ROSAKIS et al., 2000), como sendo

— 0P 0?d
E = — 2.75
oc. " o0 e, (275)
Lembrando-se a definicao de calor especifico ¢, = —0 %273’, a lei empirica de

conducao de calor de Fourier dada pela equacao 2.4, e a definicao de energia de trabalho

frio dada pela equagao 2.75, a equacao 2.74 pode ser reescrita como

. 80'1" e . 8E :
pceez k'eﬂ—i‘,OR—i—@ 80] Eij+0ij Efj_p agz (f) & (276)
Helast least Hrp

Na equagao 2.76 podem ser vistos trés termos relacionados a geracao de calor
devido ao acoplamento termo-mecanico. O primeiro é referente a producao de calor
devido a deformagoes elédsticas (Hepst), 0 segundo relacionado a dissipac¢do de trabalho
mecanico plastico em forma de calor (Hpjast), € por ultimo, a energia retida como trabalho

frio (Hrr) (CANADIJA; BRNIC, 2004).

O calor dissipado pelo corpo durante trabalho plastico esta diretamente relaci-
onado a este termo, visto que o trabalho frio é uma forma de energia que é absorvida
pelo corpo e nao é dissipada, dependente da temperatura, da deformacao plastica e da
taxa de deformacao. Por assim ser, nao pode ser considerado constante, visto a existéncia
de grandes variagoes encontradas em experimentos cientificos (HAKANSSON; WALLIN; RIS-
TINMAA, 2005). Porém, para o caso de metais e pela falta de informagoes e estudos mais
precisos sobre a relagao entre o trabalho frio, a temperatura, a deformacao plastica e a

taxa de deformagao, este termo pode ser considerado constante (CANADIJA; BRNIC, 2004).

A partir destes argumentos, € feita a seguinte simplificacao:

OF .
E(é) & = B oij € (2.77)

P
7P g,

onde ( é uma constante e define a quantidade de trabalho mecanico plastico convertido

em calor. Em geral, adota-se seu valor variando entre 0.8 < 3 < 1.0, o que significa que
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gera-se de 80% a 100% de calor por deformagao pléstica (SIMO; MIEHE, 1992; ROSAKIS et
al., 2000).

A substituicao da expressao 2.77 na equagao de energia 2.76 define a versao
final da equagao de transferéncia de calor da termo-plasticidade, equagao 2.78, que sera

aplicada neste trabalho.

. 80'ij

pccl=k0;+pR+0 50

Com relagao a equacao de equilibrio dinamico ou de movimento, sera utilizada a
equagao 2.49, porém considerando-se uma relagao constitutiva termo-elasto-pléastica. Por

melhor adequacao, tal relagao é apresentada apenas no capitulo 6.

2.7.3 Critérios de Escoamento ou Plastificacao

Em Simo e Miehe (1992) e em Armero e Simo (1993) foram realizadas as primeiras
tentativas de tornar as curvas de escoamento do material dependente da temperatura (CA-
NADIJA; BRNIC, 2004). As curvas de escoamento sao as fungoes que definem uma superficie
no espaco de tensoes, em que o seu contorno define o comportamento plastico do material
e seu interior define o comportamento elastico. Qualquer estado de tensao que resulte em

um ponto fora desta superficie é considerado inadmissivel.

A consideracao adequada dos termos da funcao de escoamento dependentes da
temperatura ainda estd em desenvolvimento. Apenas alguns artigos apresentam tal
relacao. E o caso do artigo Laloui e Cekerevac (2003), que apresenta um critério de
plastificacdo que é funcao da temperatura, porém para argilas. Além deste, no artigo
de Saracibar, Cervera e Chiumenti (1999) sdo apresentadas fungoes em que todos os
parametros do material sao dependentes da temperatura, para o caso especifico de solidi-

ficacao.

Além disso, no que condizem as propriedades elasticas dos materiais nos casos em
que a plasticidade for considerada, estas serao consideradas independentes da tempera-
tura. Esta simplificagao ¢é razodvel do ponto de vista pratico, ja que em problemas envol-
vendo plasticidade os efeitos da dependéncia da temperatura nas propriedades elasticas

vao ser de importancia secundéria (BOLEY; WEINER, 1960).
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3 Meétodo dos Elementos Finitos Aplicado a
Termodinamica

Concebido para resolugao de problemas mecanicos, o método dos elementos fi-
nitos rapidamente ganhou notoriedade gracas sua relativa simplicidade na resolucao de
problemas complexos. Como problemas complexos entendem-se modelos matematicos
que representam o comportamento fisico de meios continuos, expressos por equacoes dife-
renciais em termos de varias incognitas, como por exemplo, deformacao de meio eléstico,
conducao de calor, distor¢ao de campo eletromagnético, fluxo por meio poroso, entre

outros.

Tais equacoes tem solucao analitica apenas quando sao realizadas grandes simpli-
ficacoes, tornando os problemas estudados bem mais simples, porém menos realistas. Os
métodos numéricos, dentre eles o método dos elementos finitos, possibilitam aproximar a
resposta por um numero finito de pontos ao invés de todo o continuo. Esta aproximacao
converge para a resposta do problema estudado a medida que o nimero de pontos (ou

nos) cresce.

No método dos elementos finitos o dominio (ou seja, o continuo limitado por
condigoes de contorno) é discretizado em um numero finito de subdominios chamados
de elementos, conectados por meio de nés. Um exemplo de discretizagao de um sélido é
apresentado na figura 2. Cabe ressaltar que €2 representa o dominio do sélido de contorno

I', I'; e I'y sao partes distintas do contorno, em que 'y Uy, =T'e '} NIy = ©.

Ya I Y,

I

[

\/

X X

Figura 2: Exemplo de discretizagao de um sélido.
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Como conseqiiéncia da discretizacao em elementos, o equilibrio do continuo es-
tabelecido pelo modelo matematico é substituido pelo equilibrio dos nés constituintes da
discretizacao. Assim, cada elemento terd uma equacao algébrica que representa o seu
continuo (internamente) e o sistema de equagoes de equilibrio dos elementos a partir dos

seus noés permite a determinacao da solucao aproximada das incognitas procuradas.

Neste capitulo sao apresentados os passos para elaborar o sistema de equagoes
algébricas definido pelo método dos elementos finitos para aproximar o problema de
conducao de calor. Para maiores detalhes no método dos elementos finitos, o leitor é
referenciado para os trabalhos de Becker, Carey e Oden (1981), Bathe (1982), Cook, Mal-
kus e Plesha (1989), Lewis et al. (1996). Sendo um método bastante difundido, diversas

outras fontes podem ser encontradas na literatura especializada.

3.1 Discretizacao do Problema de Conducao de Calor

O comportamento termodinamico de um corpo condutor de calor é expresso pela

equacao diferencial de conducao de calor transiente (equagao 2.11), transcrita abaixo.
Pceézk’@,u‘—i‘ﬂR ) (3.1)

onde p é a massa especifica, ¢, é o calor especifico, # é a variagao de temperatura, k é
o coeficiente de condutividade térmica e R é uma fonte de calor interna. A equacao 3.1

estd submetida as seguintes condi¢oes de contorno e iniciais:

0 = Q(ZEi,t) V x,€l',t>0 (32)
g(zit) = kO, ¥V 2;€Tyt>0 (3.3)

onde 0(x;,t) prescreve a temperatura no contorno I'y, ¢(z;,t) é o fluxo de calor em I'y, n

é a normal a superficie I'y e 0y(x;) prescreve a temperatura no dominio §.

O corpo a ser analisado tem seu dominio subdividido em elementos de dimensoes
conhecidas e finitas, como pode ser visto na figura 2. Isto implica que a variavel principal

(no caso a temperatura) pode ser aproximada por uma série de fungoes, dada por
0 =0, | (3.5)

onde 0; é a temperatura no né i e v; sao as fungoes de aproximacao do elemento, também

chamadas de fungoes de forma, com ¢ variando de 1 até o niimero de noés.
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3.2 Métodos dos Residuos Ponderados

Uma das formas de se chegar as equacoes algébricas que aproximam a solugao da

equagao 3.1 é utilizar um dos métodos de residuos ponderados, em especial o de Galerkin
(COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). Para tanto, a equagao diferencial de condugao de calor,

equacao 3.1, é ponderada em seu dominio, levando a
/k(?m-WdV—/pceéWdV:O , (3.6)
1% v
onde W denota funcoes arbitradas para ponderar a equacao, dadas por
W = 'lUj wj s (37)

onde 1); sao as funcoes de ponderacao que, de acordo com o método de Galerkin, tem a
mesma forma das funcoes de forma, w; sao constantes arbitrarias associadas aos nés j do
elemento finito. Substituindo as equagoes 3.5 e 3.7 na equacao 3.6, chega-se a seguinte
equacao

/Vk (0 1) o w; 1y AV — /Vpce 0, s w; by AV = 0 (3.8)

Como a solucao deve ser obtida para qualquer valor de w;, e sendo 6; constante

ao longo dos elementos, entao a equacao 3.8 pode ser reduzida para:
| k0t av — [ pecbuiv;av =0 (3.9)
1% v

Substituindo convenientemente o nicleo da primeira integral da equagao 3.9 por

expressao equivalente tem-se:
ROty dV + [ pecbiviydV = [ k6 (i), dV =0 (3.10)

Aplicando o teorema da divergéncia sobre a tltima parcela da equacao 3.10 resulta

em
/‘/keiwi7kwj,kdv+/‘/pce 0 1 b, dV—/Aindzi,nz/Jj dA=0,  (3.11)

onde n representa a direcao normal a superficie A. Deve-se comentar que a aplicagao do
teorema da divergéncia reduz as exigéncias de continuidade no campo da temperatura, o

que resulta no que se chama de representacao fraca do problema de valor de contorno.

A dltima parcela da equagao 3.11 representa as forgas termodinamicas aplicadas

no contorno e pode ser reescrita se for aplicada a equagao 3.3, levando a

/Vkeiwi,kwj,kdv+/vpceei¢i¢j dv+/Aq¢j dA =0 (3.12)
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Para facilitar a notagao, a equacao 3.12 pode ser escrita de forma matricial, da

seguinte maneira

Cij i + Kij0; = F; (3.13)
onde

Ciy = /Vpcewﬂﬂjdv (3.14)

K, = /V ki b dV (3.15)

Fo= = [ awda (3.16)

3.3 Integracao Temporal de Equacoes Parabdlicas

Antes de introduzir o elemento utilizado na aproximacao da equacao 3.13, sado
montadas as equagoes empregadas na integracao temporal. O método alfa de aproximacao
temporal é utilizado na resolucao de sistemas parabdlicos, como o da equacao de conducao
de calor transiente(BATHE, 1982). Sao utilizadas duas equagdes para aproximar a tempe-

ratura:

. 6172 — 01)
oo~ U220) 1
i AL (3.17)

oA = (1—a)fl +aftat | (3.18)

onde @ é um parametro da aproximacao temporal, ajustado conforme necessario. A

tabela 1 apresenta alguns valores para @ e o respectivo nome dado ao método.

Tabela 1: Métodos da Familia Alfa de Integracao Temporal

Nome do Método a
Euler 0
Crank-Nicolson %
Galerkin %

Fonte: Zienkiewicz e Taylor (2000).

Normalmente emprega-se o método de Crank-Nicolson para aproximar a taxa

de temperatura de forma constante e igual a média entre ¢t e t + At. Aplicando as
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equacoes 3.17 e 3.18 na equacao 3.13 resulta em

{Cy + At @ K} 0172 = {Cy — At (1 —a) Ky} 08 + At {a Fiat4 (1 - a)F;)} (3.19)

3.4 Elemento Unidimensional Linear

A partir deste ponto é possivel elaborar o sistema de equacoes que ird definir
os valores nodais da temperatura. Para tanto é introduzido o elemento unidimensional
utilizado na aproximacao. Este consiste de dois noés, localizados em £ = -1 e & = 1,

conforme a figura 3.

Figura 3: Elemento Linear Unidimensional.

As funcgoes de forma em funcao de & sao dadas por

W 1;5 (3.20)
Yy = 1_2% (3.21)

As coordenadas do elemento apresentado, chamada de locais, sao definidas apenas
para o dominio —1 < ¢ < 1. Para problemas que envolvem dominios mais gerais, por
exemplo, x; < z < x5, hd a necessidade de se mapear as coordenadas locais (em &) para
as coordenadas globais (em x). Neste trabalho foi feito um mapeamento isoparamétrico,
definido por

=z (§) —1<EL<T (3.22)

para ¢ variando de 1 até 2. Neste caso, as integrais da equacao 3.13 ficam escritas em

termos da variavel adimensional &

1
C; = /_lpcei/}ﬂ/Jdef (3.23)
Y O O Oy O
Ky = /_lk 5% o o6 o (3.24)
Fy = —q (3.25)

onde J é o jacobiano da transformacao de x para £. Considerando [y o comprimento da
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barra, para o caso unidimensional o jacobiano é dado por

lo
_— 2
J > (3.26)
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4 Método dos Elementos Finitos Posicional

A formulagao é dita posicional visto o equacionamento ser baseado nas posicoes
nodais do corpo, ao invés dos deslocamentos, como comumente feito. Apresentada inicial-
mente em Coda (2003), a formulagao é revista a seguir, porém antes de abordar o método
algumas defini¢oes necessarias sao elucidadas. Grande parte dos conceitos apresentados

podem ser encontrados em Ciarlet (1993) e em Ogden (1984).

Nao é objetivo desta tese fazer uma descrigao extensa do método dos elementos
finitos posicional, mas sim apresentar de forma direta os principais pontos para o entendi-
mento do mesmo. Os detalhes de passagens algébricas para a analise dinamica de pérticos
planos, onde se aplica a hipétese cinemédtica de FKuler-Bernoulli associada a deformagao
nao-linear de engenharia, pode ser visto em Greco (2004). Para o caso onde se aplica
a deformacao de engenharia para soélidos planos e sélidos tridimensionais, vide Marques
(2006) e Maciel (2008), respectivamente.

Esta mesma medida de deformacao foi aplicada para casca fina em Coda e Pac-
cola (2007), enquanto que a deformagao de Green e a lei constitutiva de Saint-Venant-
Kirchhoff para cascas segundo hipétese de Reissner com enriquecimento transversal foi
aplicada em Coda e Paccola (2008). A deformagao de Green também foi aplicada a vérios
modelos hipereldsticos em Pascon (2008). Finalmente, a deformagao de Green e o modelo
constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff foi aplicado as barras gerais bi- e tridimensionais

laminadas em Minski (2008) e em Coda (2008), respectivamente.

4.1 Mudanca de Configuracao

Seja um conjunto de particulas X em um determinado estado inicial (configuracao
inicial By), que passa por alteragoes na sua posigao e forma chegando a outra configuragao
qualquer (configuragao atual By). Define-se fungao mudanga de configuragao f(z) como
sendo a func¢ao que determina o movimento destas particulas de uma configuragao a outra,

conforme apresentado na figura 4.
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Af2Y2 f(x)

TN

o
Xy:¥q

Figura 4: Mudanca de Configuracao de Um Corpo.

A funcao mudanca de configuragao pode ser interpretada como a funcao ma-
tematica que determina o deslocamento, rotacao e deformacao dos pontos de um corpo

de uma configuracao para outra, em termos da posicao.

Sendo xy e x pontos pertencentes a By, x pertencente a vizinhanca de xg e AZ o
vetor determinado por estes pontos, a imagem de x (Im(z)) em By pode ser determinada
pela aplicacao da fun¢ao mudanga de configuracao f em z(, da seguinte forma

0 .
y = f(x0) + aﬁ AT+ O? (4.1)

o

)
S
~—

I
~
—~
g

I

A mudanca de configuracao de um corpo pode levar a alteracoes na forma deste.
Estas alteracoes sao chamadas de deformacao. O estado de deformagao do corpo pode ser
definido por meio do gradiente da funcao mudanca de configuragao. Fazendo-se AZ — 0
na equacao 4.1, esta pode ser reescrita como

_of

= 4.2
o O (42)

0

y—1y=dy

Em notacao indicial,
dy; = fijlao dx; (4.3)

O termo f; ;|4, determina a mudanca de forma de um ponto arbitrario z, quando
este sai da configuracao By para a configuracao genérica B;. Para efeitos de simplificacao
da notacao, este termo serd chamado de A daqui por diante. Cabe salientar que a virgula
junto aos indices indica derivada em relagao a posicao. Percebe-se que A independe do
movimento de corpo rigido, uma propriedade muito importante quando ha necessidade

de tratamentos nao-lineares que envolvem grandes deslocamentos.

Devido ao fato da configuracao de referéncia ser a inicial, a descricao do movi-
mento é chamada Lagrangeana. Assim sendo, quando necessario, as operacgoes diferenciais

e integrais serao realizadas em relagao ao estado inicial do corpo.
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4.2 Tensor de Deformacao de Green-Lagrange

O tensor de deformacgao de Green-Lagrange é definido da seguinte forma:

1 (0u; Ou; Ou,,Ou
E, = - . J Uil 4.4
* 2 (035] * 8:1:1 + aflﬁ'l 0@) ot ( )
Lar
E = 5(A A-T) (4.5)

No segundo caso o tensor esta escrito em termos do gradiente da funcao mudanca

de configuracao A, sendo I a matriz identidade.

4.3 Tensor de Deformacao de Engenharia

O tensor de deformacao de engenharia é definido pela deformacao longitudinal
de uma fibra e pela distor¢ao de duas fibras pertencentes a configuracao inicial By em

relacao a configuracao atual By.

4.3.1 Deformacao Longitudinal

Considerando uma fibra na configuracao By, chamada de dZ, e esta mesma fibra

na configuracao By, renomeada para dy, definidas por
d¥ = udx
dy = vdy, (4.6)

onde U e U sdo versores na direcao de dr e dy e dr e dy o comprimento das fibras,

respectivamente, e pela definicao dada por 4.3, entao

vdy = Audr (4.7)

Tody = =do*a’ ATA U (4.8)
dy B N1/2

o = (uT ATA u) (4.9)

O termo dy/dx na equagao 4.9 é conhecido como alongamento relativo da fibra
inicialmente na diregao @ em relagao a fibra na diregao atual ¥, e tem como simbolo A(u).
Além disso, o sobrescrito 7 denota transposta ¢ AT A define o tensor de alongamento de
Cauchy-Green, C. Como fazem referéncia apenas a configuracao inicial, tanto A\ quanto C

sao grandezas lagrangeanas e, assim como A, independem do movimento de corpo rigido.
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A partir do alongamento A se define a deformagao longitudinal de engenharia ¢,
em cada dire¢ao, como sendo

dy — dx

e(u) =Au)—1= -

(4.10)

4.3.2 Distorcao

Sejam di e di’ vetores de duas dire¢oes quaisquer nao coincidentes na confi-
guracao inicial e dij e dij estes mesmos vetores definidos apds a mudanca de configuracao.

De acordo com a equacao 4.7

dzx A4
J = i— = —— 4.11
v AT W 41
dr AW
7 = Au - 4.12
v Y dy M) ( )

Utilizando-se as expressoes 4.11 e 4.12, o angulo # formado pelos versores v e o'

na configuracao atual pode ser escrito em fung¢ao da configuracao inicial da seguinte forma

il Cu
0 = ——— 4.1
cos M) M) (4.13)

A diferenca entre os angulos formado pelos versores 4 e i’ e por U e ¥ é chamada
distorcao, ou seja, a variacao do angulo de duas fibras quaisquer entre a configuracao

inicial e atual.

Considerando @ e @ ortogonais, ou seja, o angulo formado por eles reto, entao a

distorcao v é dada por

T al C
7 = 5 —arccos </\(u)/\(u’)> (4.14)

Definidas a deformagao longitudinal ¢ e a distorcao 7y, o pseudo-tensor de de-

formacao de engenharia, no caso para trés dimensoes, ¢ montado da seguinte forma:
¢ = ClP—1Vi=j (4.15)
(CoCy)

onde os termos de C com apenas um indice representam a diagonal do tensor, desta-

Y
Eij §

I .
=5 |5 —arccos 73 Vi#yg, (4.16)

cando que os indices entre parénteses nao representam soma. Como o pseudo-tensor de
deformagao de engenharia independe de translagoes e rotagoes, € objetivo. Assim sendo,

ele pode ser utilizado para o calculo de grandes deslocamentos.
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4.4 Pares Conjugados de Tensao e Deformacao

O potencial elastico ¥ é tido como uma forma de se definir as propriedades
elasticas de um corpo, podendo ser entendido como o funcional de energia de deformagao.
Sua derivada em relacao a uma medida de deformacao qualquer, resulta na medida de
tensao energeticamente consistente a esta medida de deformacao, definindo, desta forma,

um par conjugado de tensdo (o;;) e deformagao (¢;;). Matematicamente se escreve

0w
N aEZ‘j

O foco principal deste trabalho é o pseudo-tensor de deformacao de Engenharia,
visto na secao 4.3, que é par conjugado de um tensor de tensao chamado simplesmente de
o, que sera usado na formulagao da trelica, e no par composto pelo tensor de deformagcao
de Green-Lagrange (E) e o tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (P),

que sera utilizado na formulagao da chapa.

Outro par importante, citado apenas como exemplo e que nao serd utilizado neste
trabalho, é o tensor gradiente da fun¢ao mudanca de configuragao (A) e o tensor de Piola-
Kirchhoff de Primeira Espécie (S). As definigoes dos tensores de Piola-Kirchhoff podem

ser encontrados, por exemplo, em Malvern (1969) ou em Lanczos (1986).

O estudo dos pares energeticamente consistentes é importante pois a relacao
abaixo permanece equivalente ao se calibrar a lei constitutiva, representando a energia de

deformacao do corpo:
Oij €5 = Pij Eij = Sij Aij (418)

As representacoes em 4.18 levarao as leis constitutivas lineares, a primeira similar
a lei de Hooke, e a segunda ao modelo constitutivo de Saint-Venant-Kirchhoff. Modelos
hiperelasticos e referéncias a estudos aprofundados sobre estes podem ser vistos em Pascon
(2008).

4.5 Principio da Taxa de Trabalho ou Estacionariedade

O principio da taxa de trabalho, ja explicado no capitulo 2, secao 2.3, pode ser

visto como um balanco de energia, lembrando que este pode ser escrito na forma

14 \% A \%
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O ultimo termo da expressao 4.19 representa a quantidade de energia armazenada
no corpo, ou simplesmente energia de deformacao, que, apesar de escrita em termos da
deformagao de Green-Lagrange e do tensor de tensdes de Piola-Kirchhoff de segunda
espécie, poderia ter sido escrita para qualquer par conjugado. Como a medida de tensao
e deformacao pode ser qualquer, desde que o par seja energeticamente consistente, no
modelo de trelica serd utilizado o par tensor de deformacao de engenharia (e;;) e o tensor de
tensdo correspondente (o;;), e no modelo de casca serd utilizado o par tensor de deformacao

de Green-Lagrange (E) e o tensor de tensoes de Piola-Kirchhoff de segunda espécie (P).

O principio da estacionariedade diz que a variacao da energia total de um sistema
conservativo é zero, seja qual for a variacao adotada. Isto significa que

oIl

— =0, 4.20
9a (4.20)
onde a pode ser uma grandeza qualquer, inclusive, como na equacao 4.19, o tempo. Para
o método proposto em Coda (2003), o sdo as posigoes nodais na configuragao atual do

COTPO.

4.6 Método de Newton-Raphson

Sejam F.,; e F;,; vetores que contém as cargas nodais aplicadas, respectivamente,
externa e internamente em um corpo discretizado. O sistema de equagoes a ser resolvido

resume-se a

Fext - F’int =0 (421)

Como o vetor de forcas internas Fj,; depende de forma nao linear das posicoes,
um vetor de desbalanceamento sera gerado na expressao 4.21, pois o sistema nao estara

em equilibrio e Fj,; terd de ser corrigido:
Femt - Ent(yl) = AF(yZ) 3 (422)

onde (yz) indica que tanto o vetor de forcas internas Fj,; quanto o vetor de desbalancea-
mento AF dependem das posigoes do passo atual, considerando um processo iterativo.
Para equilibrar o sistema, um novo vetor de forcas internas devera ser gerado, até que
AF ou Ay (residuo de posicao) seja suficientemente pequeno. Considerando que as cargas

externas independem dos residuos, AF pode ser expandido em uma série de Taylor.

A . OAF
AF(y') = AF(y™) + oy

(yi — yi_1> + termos de ordem maior (4.23)
yi—l
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Considerando que os termos de ordem maior podem ser desprezados, o acréscimo

ou residuo das posicoes pode ser calculado da seguinte forma

OAF

8:(/ Ayl = Fea:t - F;'nt(yi_l) (424)

yi—l

De posse do valor de Ay?, verifica-se se 0 mesmo é suficientemente pequeno dentro
de uma determinada tolerancia. Para isso, utiliza-se uma expressao denominada critério

de convergeéncia:

Erro = < Tolerancia (4.25)

onde [|.|| é a norma euclidiana.

4.7 Método dos Elementos Finitos Posicional Estatico

Tendo sido apresentado todos os conceitos necessarios para a completa explicacao
do método dos elementos finitos posicional (MEFP), sua apresentagao pode ser continua-
da. O MEFP busca determinar a posigao de equilibrio entre as forgas externas e internas
de um corpo. Relembrando a equacao 4.19, suprimindo os efeitos da inércia para facilitar

a explanacao,

v v A
Energia de Deformacao Potencial das Forgas Externas

Aplicando a definicao dada pelas equagoes 4.18 e 4.20, considerando o como sendo

as posicoes do corpo,

oIl 0
- \Ide—/F ~dV—7f -y dA
y; y; [/v v/ Yi A 15 9i
oV
- / % —/ FidV—]f £, dA (4.27)
v Oy, 1% A
~——
Forcas Internas Forgas Externas

Na equacao 4.27, o termo de forca interna, ou seja, a derivada do potencial
elastico (ou da energia de deformagao) em relacdo a posicao pode ser encontrado da

seguinte maneira

dV = | — =L 4dV 4.2
/V y; v v Oej, Oy, (4.28)
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A derivada do potencial elastico em relagao as deformacoes € igual as tensoes,
como pode ser observado na expressao 4.17. Este valor é conhecido, visto que a posicao

atual, arbitrada ou nao, é conhecida.

Com relacao a segunda parte do termo de forca interna, primeiramente sera feita
a derivada do tensor de deformagoes de engenharia em relacao a posicao, visto que seu
desenvolvimento é mais complexo. Assim sendo, de acordo com as expressoes 4.15 e 4.16,
para os elementos da diagonal (j = k), este pode ser determinado como
ank o 0 [
Ay B yi

Cji’ —1] (4.29)

Para os elementos fora da diagonal (j # k), o tensor de deformagoes de engenharia
pode ser determinado como

Jej, 0 |1 |« Cii

— | — — arccos

8% N ayi 2 (C(j) C(k))l/Q

: (4.30)

onde os termos de C com apenas um indice representam os termos da diagonal e, relem-

brando, os indices repetidos entre parénteses nao representam soma.

Para simplificar a notagao das equacoes subsequentes, sera definido o termo Z

como sendo

Cik
7= —2— (4.31)
AG) Ak

Desenvolvendo as equacoes 4.29 e 4.30, resulta em

Oejr, 1 [ 8Au€] .
= — |A;,—| V j=k 4.32
dYi AG) & yi ( )

O€jg, 1-1/2 OZ ,
= |1-7Z v k 4.33
90, [ } o5 # (4.33)

O termo que ainda deve ser derivado na equacgao acima pode ser desenvolvido na

forma

A cjk> 19 CAka<1> c.ka<1>
_ — —~Cy+ 2 — |+ — | (4.34
dy; Oy (Am Ak) Aoy A O Gy O \ A k) OYi \AG) (434)

Obviamente que a derivada do tensor de Green em relacao as posicoes é muito

mais simples, e, de acordo com a equacao 4.5, resulta em

ank: _ 18 (C]k - I_]k)
0y; 2 0y;

(4.35)
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ank B la(Al]Alk)

gy, 2 Oy (4.56)
L 9(Aw)
= Ay o (4.37)

Com essas informagoes é possivel determinar a forca interna, obtida pela posicao
tentativa ;. Em seguida aplica-se o método de Newton-Raphson para determinar uma

nova posicao tentativa, resultante da expressao

ytt =yl + Ayp (4.38)

onde y! ™!

/T é anova posicao, y! é a posicao atual (conhecida — seja arbitrada, seja corrigida

pela iteragao anterior) e Ay! o acréscimo ou residuo na posigao, obtido por

Ayf = H;1 (ant - Feﬂf) 3 (439)

K3

onde a defini¢ao das forgas internas Fj,; e das forcas externas F.,, pode ser encontrada na
equacao 4.26. Além disso, Hgl ¢ a inversa da matriz Hessiana, determinada pela segunda
derivada da energia especifica (ou do potencial eldstico) em relac¢do as posi¢oes nodais
0*U
ij =
0y;0y;

(4.40)

4.8 Dinamica no MEFP

Na secao 4.7 foi apresentada a formulacao do MEFP aplicada a problemas esta-
ticos. Nesta secao sao demonstradas as alteracoes na formulacao para incluir os efeitos

da dinamica. Relembrando a equacao 4.19, desta vez sem suprimir os efeitos da inércia
1% v A v

Voltando ao principio da estacionariedade, além das equacoes 4.18 e 4.20, aplicado
a equacao 4.41 tem-se

oIl B ov
0y v y;

dV—/FidV—ffidAJr/,oyidV (4.42)
1% A 1%

Gragas ao principio da conservacao de massa e a formulacao ser Lagrangeana
total, pode-se construir a matriz de massa consistente idéntica a utilizada em analises
geometricamente lineares (GRECO, 2004). Portanto, o termo relacionado a aceleragao da

equacao 4.42 pode ser simplificado para
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/V piidV = M | (4.43)
onde M é a matriz de massa consistente ou concentrada. Como a equacao 4.42 é dife-
renciavel no tempo, para integra-la serd utilizado o método de integracao temporal de
Newmark. Para tanto, a equacao 4.42 deve ser escrita para um instante de tempo, o
instante atual ¢t + At.

oIl
Dy

- -Fint|t+At - Fe$t|t+At + M y;;H_At (444)
t+At

4.9 Integracao Temporal de Equacoes Hiperbodlicas

O método empregado para realizar a aproximacao temporal para equagoes hi-
perbdlicas (assim referidas conforme Trangenstein (2008)) serd o de Newmark. O método
de aproximacao temporal de Newmark (Newmark (1959) em Bathe (1982)) consiste em
aproximar a aceleragao, velocidade e deslocamento (ou posi¢ao) dos pontos nodais por

meio da consideracao de duas equagoes:

A = gt (1= B+ B At (4.45)
, 1
yrA =y g AL+ [(2 — )i +7 y”m] AL (4.46)

onde 3 e 7 sdo parametros da aproximacao temporal, ajustados conforme a necessidade.
Os parametros 3 e 7 estdo diretamente relacionados & estabilidade, precisiao e amorteci-
mento numérico do método (COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). A tabela 2 apresenta alguns

valores para 3 ¢ 7 e o nome dado aos respectivos métodos.

Tabela 2: Métodos da Familia de Integracao Temporal de Newmark

Nome do Método 3 5
. 1 1 1
Aceleracao Média 5 1
i 1 1
Aceleracao Linear 5 G
- 1 1
Fox-Goodwin 5 5
Diferenca Central % 0

Fonte: Cook, Malkus e Plesha (1989).
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Para o caso de analises dinamicas em que nao ocorre impacto, sera adotada
o método de aceleracao média, também conhecida como regra do trapézio, em que a

aproximacao da aceleracao é constante e igual a média entre ¢ e t + At.

Reescrevendo a equacao 4.45 para isolar o termo de aceleracao do passo t + At

resulta em
tHAL t

a9yt gt (1 4.47
Y T BAr T FAr T BAt <2ﬁ ! A

Como no passo de tempo t os termos sao conhecidos, a equacao 4.47 pode ser

rescrita como

A yt—l-At
jitet =2 _— —Q, 4.48
j TAr Q (4.48)
onde s representa a contribui¢do dinamica do passo de tempo anterior (¢), dado por
t -t
Yy Yy 1 ot
“=Fart5a <2B )y (449

A equacao 4.44 pode entao ser escrita para o passo de tempo atual, em funcao
da posicao.

Fint|t+At - Fea:t|t+At + AL nyrAt - MQ,=0 (4.50)

Para determinar a posicao atual, yf+At, utiliza-se o0 método de Newton-Raphson,
da mesma forma que no processo estatico, com a diferenca que hé alteracoes na matriz
Hessiana, pois esta é a segunda derivada do potencial elastico em relacao as posigoes

nodais, neste caso dinamico. Ou seja

(4.51)

H dindmica = {7 eststica 1

M
3 At

t+At

Determinada a nova posicao tentativa, y'*=*, volta-se as equagoes 4.45 e 4.46

t+At St At

para determinar g ey

4.9.1 Alteracao no Método de Newmark para adicionar impacto

A regra do trapézio, normalmente adotada para resolver problemas dinamicos
em estruturas, nao apresenta qualidade nas respostas obtidas para o caso de ocorrer im-
pacto (CARPENTER; TAYLOR; KATONA, 1991; TAYLOR; PAPADOPOULOS, 1993; SOLBERG;
PAPADOPOULOS, 1998). Isto ocorre por que oscilagoes nas varidveis relacionadas com o

problema dinamico podem ser geradas na regiao de contato no caso de se adotar pequenos
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valores para At.

Uma solugao foi apresentada em Hu (1997), que consiste em aproximar as ace-
leracoes baseadas em hipdteses relacionadas as aceleracoes desenvolvidas na regiao de

contato durante o processo de impacto.

Em Greco (2004) foi determinado que tais hipéteses correspondem ao método de
Newmark, porém adotando-se valores de 3 e ¥ iguais a 1,5 e 1,0, respectivamente. A
formulagao apresentada em Hu (1997) demanda a adogao de passos de tempo pequenos,

que provocam um pequeno amortecimento numérico, resultando em erros de fase.

4.10 Impacto contra Anteparos Rigidos

O primeiro passo para implementar um algoritmo capaz de calcular os esforcos
resultantes de um processo de impacto é elaborar um esquema de deteccao da ocorréncia
do impacto. O processo mais simples consiste em limitar a posicao dos nés impactantes da
estrutura em relacao ao anteparo rigido. Desta forma, o impacto ird ocorrer no instante
em que as coordenadas dos nds da estrutura (projétil) forem iguais ou, na pior situagao,

tiverem ultrapassado as coordenadas do anteparo rigido.

A partir do momento do impacto, as coordenadas dos nds impactantes sao iguala-
das as coordenadas dos nés do anteparo, gerando forcas internas responsaveis pela reflexao
do corpo. Como a reflexao ocorre de forma ortogonal a superficie de colisao, o impacto
ocorre sem atrito. Este processo se baseia na técnica do multiplicador de Lagrange descrita
em Greco (2004) e em Greco, Coda e Venturini (2004).

Com as devidas definicoes apresentadas, o método dos elementos finitos posicional
é apresentado esquematicamente na figura 5. O fluxograma apresenta uma visao geral

dos passos necessarios para criar um programa utilizando a metodologia.




CAPITULO 4. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS POSICIONAL

Numero de Nds, Elementos,
Propriedades, Coordenadas,
Restrigdes, Carregamentos e
Parametros da Aproximacéo
Temporal

Leitura de Dados

Ciclo do Tempo
(Newmark)

Atualiza o vetor de
cargas extemas

Ciclo de Equilibrio
(Newton - Raphson)

Gradiente de mudanca de
configuragao (A e A,)

v

Tensor de Cauchy (C)

v

I NZo I |Néo| Calculo das Forgas
Internas
Caélculo da Matriz
Hessiana

v

Calculo da Nova Posigao

Forgas Internas
iguais as Externas?

Registra posigéo, velocidade e
aceleragdo do tempo atual

Incrementa o tempo - Tempo
atual igual ao Final?

Pdés-Processamento

Figura 5: Fluxograma do Método dos Elementos Finitos Posicional.
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5 MEFP aplicado ao Elemento de Trelica

As defini¢oes tratadas no capitulo 4 sao aplicadas no elemento de trelica neste
capitulo, apenas para demonstrar o desenvolvimento da formulagao, ja salientando que,
sendo um elemento bastante simples, tem funcao apenas didatica. A aplicacao do elemento

apresentado é limitada em decorréncia da sua incapacidade de fletir.

Um modelo mais realista adotaria um elemento de barra geral, também chamado
de elemento de poértico, mesmo para modelar trelicas. Tal elemento poderia analisar tanto
a instabilidade do elemento, quanto a da estrutura. Com relagao a outros elementos, o
elemento de pdrtico plano pode ser visto Greco (2004), sélidos planos e tridimensionais
em Marques (2006) e Maciel (2008), respectivamente, casca fina em Coda e Paccola (2007),
casca segundo hip6tese de Reissner em Coda e Paccola (2008) e, finalmente, barras gerais

bi- e tridimensionais laminadas em Minski (2008) e em Coda (2008), respectivamente.

5.1 Elemento de Trelica

Considerando x] as coordenadas do né j na dire¢ao 7 na configuracao inicial e

y! as coordenadas na configuracao atual, m a massa total da barra e m; e mo as massas

concentradas nos nos 1 e 2 do elemento, o elemento de treliga é definido como uma barra,

de secao transversal A, conforme pode ser visto na figura 6.

“XZ:yZ
m, (xi Xg) mj (yly y;)

2 1
m
1
m:* (1, x3) 2 i
ma (Y7, y2)

[

>
X1,¥1

Figura 6: Elemento de Trelica e Posicoes Nodais.
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A figura 6 mostra as configuragoes inicial e atual de um elemento de barra simples,

de apenas dois nds, de comprimento inicial [y e atual [, definidos por

o = (a3 —a})? + (a3 — a})? (5.1)
ly = \/(y%—y%)2+(y§—y;)2 (5.2)

5.2 FEnergia Interna

Através do comprimento inicial e final, pode-se obter a deformacao longitudinal

€ do elemento, dada por

c=l—h (5.3)
b

Percebe-se que € é uma medida objetiva, pois independe da dire¢ao, dependendo
apenas do comprimento da fibra deformada. Ainda é necessario definir a expressao da
energia de deformacao especifica u,, também chamada de potencial elastico ¥, que de-
pende apenas das propriedades do material. A lei de Hooke leva a forma mais simples

para este potencial elastico, que fica sendo

K &
e — , 5.4
ue= = (54)
onde K é o médulo de elasticidade longitudinal. Integrando no volume
U, = /ue PA% (5.5)

5.3 Balanco de Energia

Limitando-se ao problema estatico, para facilitar a explanacao, o balanco de
energia ¢ dado por
nm=uv.,-71 , (5.6)

onde T é o trabalho das forcas externas, dado por
Y =F.ly , (5.7)

onde F,,; sao as forcas externas atuando no né j na direcao i. O equilibrio do corpo pode
ser entao resolvido pelo principio da estacionariedade, conforme a definicao dada pela

equacao 4.20, levando a
o oU, B or

oyl oyl oyl

(5.8)
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A derivada do Y resulta nas forcas externas, enquanto que o termo relacionado

a energia especifica é resolvido aplicando a regra da cadeia, da seguinte maneira

Expandindo a equacao 5.9

2

. 9 [K (zf—zo)j o

oyl — 0l

Ou ainda

ou, K (l;—1p) 0

oyl I

oy

Oue  Ou, Oly
ayl — Oly ay] (5.9)
o7 (W7 = 1) + (w3 — 1)) (5.10)
— W =)+ (3 — )] (5.11)

Resolvendo a tultima derivada da equagao 5.11 para cada no6 e para cada direcao,

as seguintes equacoes sao obtidas

O,
ot
O,
yi
Ou,
Y3
O,
dy3

Ky —1lo) yi — 92

12 I
K (ly—1lo) yi—yl
12 I
K (I —1o) ys —v3
12 I
K (I — o) y2 —ys
12 I

(5.12)

As parcelas da derivada da energia especifica na equacao 5.12, integradas no

dominio, definem as forgas internas relativas aos nés i e diregoes j (F..¢ ). Dito isto, busca-

se a posicao ¥ em que as forgas internas sejam iguais as forgas externas (equacao 5.8),

por meio do método de Newton-Raphson.

5.4 Método de Newton-Raphson

Para que o corpo esteja em equilibrio, as forcas internas e externas devem ser

iguais, isto é, a equacao 5.8 deve ser satisfeita. Caso contrario um vetor g de desbalan-

ceamento sera gerado, conforme a equagao 5.13.

- Feztz = gf(yi)

(5.13)
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Expandindo o termo gf em uma série de Taylor

dg]
oyt

o’ o’ o’ .
I pyt 4+ 2 Ay + A2+ (00 =0 (5.14)
ay1 3y2

o3

gl =gl + Ays +

onde %g! é o vetor de desbalanceamento causado por uma posicao tentativa %y/. Obser-

vando que ' ' ' '
893 . 8Fmtz 8Fe:):tg . 3Fmti . (9 aUe (5 15)
Oy Oy Oy, Oy, Ok oy '
e desprezando-se termos de ordem superior, reescreve-se a equagao 5.14 como
: 0? U,
9l + 5 Ay =0 (5.16)

dyi Ay,

sendo ng calculado pela equacao 5.13 a partir de uma posicao tentativa Oyf .

5.5  Matriz Hessiana

A segunda derivada da energia de deformagao especifica em relacao as posicoes
atuais do corpo resulta em uma matriz, conhecida como Hessiana (H). A inversa da
matriz Hessiana permite obter o incremento de posicao Ayfg, conforme a equagao 5.17.

I _ -1 J J
Ay, = Hijkl(Finti — Feu) (5.17)

Para determinar a matriz Hessiana, deve-se expandir o termo referente a segunda

derivada da energia especifica, além da necessaria manipulagao algébrica. Por brevidade,

tal desenvolvimento foi omitido neste capitulo, e sua deducao foi inserida no Apéndice A.

Na seqiiéncia sao apresentados os termos da matriz Hessiana em sua forma final.

(y1 —yi)? AK N (y —y3)? AK (I — ly)

H _
1111 lfQ l(] lf3 lo
-y AK | (yi— ) AK (I — 1)
H2121 - 2 + 3
lf l(] lf lO
W -n)?PAK | (s —13)? AK (I — 1)
H1212 - 2 + 3
lf lo lf lO
W -w)?AK | (yi— i) AK (Iy — 1)
H2222 - 2 + 3
lf lo lf lO
1 AK 1 AK (-1
Hyio1 = Hynn = LQ ] (lfo)] (y1 — v7) (5 — ¥3)
£ lo f 0

lo
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1 AK 1 AK(l;—1
Hii90 = Hyp11 = ﬁi—ﬁﬂ (y%—yf)(y%—y%)
R o |
(1 AK 1 AK (Il -1
Higo1 = Honiz = lleO—lfg(lgO) (W — 1) (vy — v3)
(1 AK 1 AK(;—1o)] 1AK (I, —1
Hyor = Hoyppp = Ti_ﬁﬂ (y%—yg)(yg—y%)——M
Ll o Ly lo | Ly lo
[1 AK 1 AK (I —1y)]
Hao1g = Higoo = ﬁi_ﬁﬂ (y%_yi)(yg_y%) (5'18)
7 b Uy lo ]

5.6 Dinamica da Trelica

O balanco de energia tratado anteriormente neste capitulo refere-se a problemas
estaticos. Para considerar problemas dinamicos, as forcas inerciais devem estar presentes

no balancgo. Assim sendo

onde ¢ representa o trabalho das forgas de inércia, dado por
¢ = Ener{ yf ) (520)

onde Fj,.. sao as forcas de inércia atuando no né j na direcao i, dadas pela massa do

sistema multiplicada pela aceleracao. Ou seja,
F‘iner‘g = M) yzj ) (521)

onde m; é a massa concentrada no né do elemento, conforme figura 6. O subscrito (j

indica que nao ha somatoria em j.

Novamente o equilibrio é resolvido pelo principio da estacionariedade, conforme

a equagao 5.22. 5 5 5 5
IT T
_ Y _ S =0 (5.22)

= - 2 =
oyl oyl oyl Oyl

Sera considerado que a distribuicao da massa nos nés da trelica é feita de forma
concentrada. Isto implica em

ou,
Oy

— Fopl +myy il =0 (5.23)

Como a equacao 5.23 é diferenciavel no tempo, sera aplicado o método de New-

mark para aproximar a aceleracao e a velocidade. Para tanto, a equacao 5.23 deve ser
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escrita para um determinado instante de tempo, t + At.

oU.
Oy

b i, =0, (5.21)

extq tAL -

t+At

t+At

Relembrando as equacoes de Newmark para integracao temporal, com o termo

de aceleragao em t + At ja isolado:

J
Yi .
_ t+At J
war T aAp @ (5.25)

ij!

onde Qf ¢é dado por

J -7
. Yi Yi .
VR T VI G O
@ aAt?  a At <2a > Y

(5.26)

t

O termo de aceleracao da equagao 5.24 pode entao ser aproximado em funcao da

posicao para o passo de tempo atual:

oU,
Ay

mag)
t+AL T o A2 Yi

—mg) Q=0 (5.27)

extq

A t+At

Como as forgas externas e o vetor Qf sao conhecidos, apenas a posicao atual
precisa ser aproximada. Da mesma forma que no problema estatico, isto é feito pelo
método de Newton-Raphson, sendo que apenas a matriz Hessiana muda, visto que esta
é a segunda derivada da energia de deformagao (u.) em relagao as posi¢oes nodais (y}).
Ou seja

dinamica estatica

1
ijkl ikl T o A2 M) Oijki (5.28)

Determinada a nova posicao tentativa, yZ e volta-se as equacoes 4.45 e 4.46

para determinar ¢

e 1 .
t+AL Yi t+At
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6 O Termo de Acoplamento Termo-Mecanico

No capitulo 2 foram apresentadas as principais teorias da termo-elasticidade aco-
plada. Seja qual for a teoria, o termo de geracao de calor é semelhante, como pode ser

visto na tabela abaixo:

Tabela 3: Geracao de Calor Elastica

Nome da Teoria Termo de Geracao

Acoplada vbyé

Generalizada vbhgée+T1vbyé
Dependente da Taxa de )
vbyé

Temperatura

Considerando Balango de .
vbyé

Entropia

Na tabela 3, v é o médulo de elasticidade térmico, dado por v = (3\ + 2u)a, «
é o coeficiente de expansao térmica, A e u sao as constantes de Lamé, 79 é um tempo de
relaxamento de temperatura, e é o traco do tensor de deformacoes e 0y ¢ a temperatura de
referéncia, que deve ser constante, positiva, temperatura na qual nao existam nem tensoes

nem deformagdes no corpo (ALTAY; DOKMECI, 1996).

Porém a consideracao da temperatura de referéncia (6y) na equacao de calor gera
uma duvida essencial: qual o sistema de unidades deve ser utilizado? E bem verdade
que, para qualquer fenomeno fisico, o sistema de unidade nao pode, sob hipdtese alguma,
alterar os resultados da analise. Contudo ¢ facil comprovar que o termo depende sim da

unidade adotada, por meio de um exemplo simples.

Considerando-se uma barra sujeita a uma taxa de deformagao de é = 0.1%/s, em
que a temperatura de referéncia é de 293°K (equivalente a 19.85°C ou 67.7°F), constituida

de um material com as seguintes propriedades:

K = 2010"%kgf/m*> = 285107 Psi
a = 16107°/°K = 1.6107°/°C = 8891076 /°F
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Desta forma é possivel determinar a quantidade de calor elastico gerado:

Em SI (°K) = 0.9376 MPa/s
Em SI, com °C = 0.0635 MPa/s
No Sistema Inglés (°F) = 17.23 Psi/s = 0.1206 MPa/s

Com isso comprova-se que, para uma mesma taxa de deformacao, diferentes valo-
res sao obtidos para a geracao de calor apenas pelo fato de se utilizar diferentes sistemas
de unidades. Tal fato sugere uma discrepancia nas teorias em suas formas atuais. Outro

fato que sugere questionamentos é a existéncia de entropia eléstica.

A entropia é definida como uma forma de energia que um sistema nao pode utilizar
para produzir trabalho. Ou seja, é uma variavel de estado associada a energia que nao
pode ser recuperada. Portanto, a entropia jamais decresce seu valor e, ao aumentar, indica
que calor esta sendo trocado, sendo parte perdido. Para calcular a entropia, utiliza-se a

equacao 2.34 e a equacao 2.41, resultando na equagao 6.1:

1+v

S:2Gl—2ya’06kk (61)

Percebe-se que a equacao 6.1 depende da deformagao atual do corpo, sendo assim
possivel reduzir o nivel de entropia de um sistema, contrapondo a sua definicao. Convém
ressaltar que esta consideragao leva ao aparecimento do termo de geracao de calor decor-

rente da taxa de deformacao elastica na equacao de conducao de calor.

No entanto, existem provas experimentais que evidenciam a existéncia da geracao
de calor, inclusive o efeito de Gough-Joule, como pode ser visto em Boulanger et al.
(2004). Assim sendo, para estabelecer uma alternativa para corrigir o fato de que dife-
rentes sistemas de unidades levam a valores diferentes de geragao de calor, o coeficiente
de expansao térmica « foi modificado na equacao de conducao de calor, resultando nas

seguintes equacoes:

v 1+v .
1 .

ki —2Gs +2” o 0o e — pea b+ pR=0, (6.3)
— zl

onde oy € o coeficiente de expansao térmica e as é o coeficiente de expansao modificado,
que sera chamado de coeficiente de geragao de calor, e pode ser ajustado conforme o

sistema de unidades para se adequar aos valores de 6.
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6.1

Implementacao Numérica

Esta secao apresenta as técnicas utilizadas na resolucao do problema termo-
elasto-plastico. Primeiramente ¢é feita a divisao do problema acoplado em duas partigoes
naturais: uma fase térmica, em que a configuracao é mantida constante, utilizando a
equacao 6.3, e outra fase mecanica, em que a temperatura é entao mantida constante e
o problema solucionado com a equacao 6.2. Esta estratégia de solucao é chamada es-
calonada com separacao isotérmica, pois as equacgoes sao resolvidas sequencialmente. A

figura 7 mostra os principais passos na solucao do problema termo-elasto-plastico.

Numero de Nés, Elementos,
Propriedades, Coordenadas,

Restrigdes, Carregamentos Térmicos
‘ Leitura de Dados ‘ ’/ e Mecanicos, Condigdes Iniciais e
Parametros da Aproximagao Temporal

A 4
Ciclo do Tempo
(Newmark)

Atualiza o vetor de
cargas externas

- Acoplamento|Forte
| \ 4
1° Ciclo de Equilibrio
Térmico - Mecanico

AcoplamenthFraco

Vetor de Carregamento Vetor de Carregamento
Térmico (Devido a Térmico (Devido a
Esforgcos Mecanicos) Esforgos Mecanicos)

Célculo da Temperatura
nos Nos

Célculo da Temperatura
nos Nos

¢ Sim ¢

Vetor de Carregamento Vetor de Carregamento

Mecanico (Devido a
Esforgos Térmicos)

7~ 1° Ciclo de Equilibrio '\

Mecanico (Devido a
Esforgos Térmicos)

7~ 2° Ciclo de Equilibrio N\

MEFP
Célculo da Nova Posicédo

MEFP
Calculo da Nova Posigao

Mudangas no vetor de
carregamentos térmicos
ou nos deslocamentos?

A 4
Registra posicéo, velocidade e|
aceleragéo do tempo atual |

\ 4
Incrementa o tempo - Tempo
atual igual ao Final?
Sim
A 4

1 Pdés-Processamento )

Figura 7: Fluxograma da Implementacao Numérica da Termo-Elasto-Plasticidade.
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Na figura 7 podem ser vistas duas alternativas para a resolucao do problema
acoplado: o acoplamento forte e o acoplamento fraco, também chamados de implicito e
explicito, respectivamente. No acoplamento forte, o equilibrio termo-mecanico é requisi-
tado em todo o passo de tempo. Isso significa que, dentro do passo de tempo atual, a
variacao de temperatura é determinada e entao a configuracao da estrutura é calculada
com os carregamentos térmicos obtidos. Apos isto, a fonte de calor mecanica é recal-
culada para que seja determinada uma nova variagao na temperatura. Estes resultados
sao utilizados para atualizar os carregamentos térmicos e, com isso, estabelecer uma nova
configuracao para a estrutura. Se a variagao de temperatura ou na deformagao estiverem
conforme requisitados pelo critério de parada, um novo passo de tempo ¢é iniciado, senao

uma nova tentativa de equilibrio termo-mecanica ¢é realizada.

No acoplamento fraco, a variacao da temperatura é calculada utilizando a fonte
de calor mecanica do passo de tempo anterior, e a configuracao atual da estrutura é entao
calculada por meio dos carregamentos térmicos obtidos. Apés isso, um novo passo de

tempo ja é iniciado.

6.1.1 A equacao de conducao de calor

Para simplificar a implementacao da equacao de energia (eq. 6.3), esta serd rees-
crita na seguinte forma

pceé—ini—pR:RM , (6.4)
onde R); é a fonte de calor decorrente das deformacgoes mecanicas, definida como

14+v
1-2v

Ry=2G O €; — B o€l (6.5)

Percebe-se pela figura 7 que o problema térmico é solucionado antes do problema
mecanico. Assim sendo, no calculo da fonte de calor mecanica serao utilizados os resul-
tados da tentativa anterior (no caso de se utilizar o algoritmo implicito) ou do passo de
tempo anterior (no caso de se utilizar o algoritmo explicito) e, desta forma, a equacao 6.4
pode ser escrita na forma

pcel—kby;—pR=RYE (6.6)

onde o sobrescrito ! indica que a fonte de calor foi obtida na tentativa ou no passo de

tempo anterior.

O desenvolvimento do sistema de equagoes do método dos elementos finitos se-

gue o mesmo apresentado no capitulo 3, inclusive no que condiz a integracao temporal,
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resultando no sistema de equacoes dado por
{Cij + At T K} 07 = {Cyy = At (1 = @) Ky} 0) + At{@ F/™' + (1—@)F))} , (6.7)

onde @ é um parametro de integracao temporal e

Cy = | pecvivydv (6.8)
_ Opi 0

Ky = A;kaxkaxkdv (6.9)

F, = ApR¢ﬂv+AQﬁf%Mﬁ—AqwﬂA (6.10)

Percebe-se pela equagao 6.10 que o termo de geracao de calor nada mais é do que

uma fonte de calor interna, ou seja, um vetor de carregamento térmico.

6.1.2 A equacao de equilibrio dinamico

Apoés a resolucao do problema térmico, busca-se a posicao atual para os carre-
gamentos tanto mecanicos quanto térmicos. Para tanto, a equagao que dita o equilibrio
dinamico local é modificada para incluir os efeitos térmicos, por meio da alteragao da

deformagao longitudinal (), conforme a equagao 6.11.

Iy —1

e=L"L1a10, (6.11)
lo

onde l; e [y sao os comprimentos atual e inicial do elemento de trelica, a; ¢ o coeficiente

de expansao térmica e 6 é a mudanca de temperatura a partir de um referencial.

O balanco de energia pode ser entao calculado da mesma forma que no capitulo 5,

que fica sendo
n=v.-YT+¢ , (6.12)

onde U, ¢ a energia de deformacao, ou trabalho das forcas internas e T e ¢ representam o
trabalho das forgas externas e das forcas inerciais, respectivamente. Cada parcela é dada
por

K £?

2 . .
T = Fextg yi

(6.13)
(6.14)
S = Fmerg yg (615)
(6.16)
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onde K é o médulo de elasticidade longitudinal, F,,; e Fj,.. sao as forgas externas e de
inércia atuantes nos nos j na direcao i, respectivamente, sendo que as forcas de inércia

sao dadas por

F’inerg = M) yf ) (617)

onde m; € a massa concentrada no né j do elemento, conforme figura 6. O subscrito (j

indica que nao ha somatoria em j.

O equilibrio da equacao 6.12 é obtido aplicando o teorema da minima energia
potencial, ou principio da estacionariedade, ao deriva-la em relacao as posicoes atuais

nodais ¥, levando a

o 10Ke2 oY | o

Bt R 6.18

Oy, 2 9yl Oyl Oy S
Ou ainda, desenvolvendo os termos

19(K %) i .

587%] — Fexti + m(]) y,L = O (619)

O termo relacionado as forgas internas pode ser determinado utilizando a regra

da cadeia, conforme a equagao 6.20.
19(K %) 0l :
Q%ayﬁ = Feari +mg) i =0 (6.20)

Substituindo a equacao 6.11 na equacao 6.20, chega-se a

K(lf—lo—i‘Oélelo)%

E g7~ Featl +m 5 =0 (6.21)

Para simplificar o desenvolvimento subsequente, a primeira parcela da equacao

6.21 sera chamada de Fj,;?. Como a equagao 6.21 deve ser aproximada no tempo, serd
aplicado o método de Newmark e, para tanto, esta deve ser escrita para um determinado

instante de tempo, t + At.

Fopy? +mg | =0 (6.22)

J
extq AL

AL N

Para aproximar a aceleracao em t + At, a equacao 6.22, em funcao da posicao do

passo de tempo atual, fica sendo

m .
+ (4)

) — ey O =
HRAL B AR mg Q=0 (6.23)

t+At

Y

F. I —F_J
intjg FEAY extq
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onde 3 é um parametro de integracao temporal e Qf ¢é dado por

J -7
Y; . Yi ;

Q= ey +<1—1>?Jf
BAE  BAt ' \28 :

(6.24)

Da mesma forma que o problema mecanico, abordado no capitulo 5, apenas a
posicao atual precisa ser aproximada. Para tanto serd empregado o método de Newton-
Raphson, em que, no caso da posicao gerar forcas internas que nao condizem com as forgas
externas somadas as inerciais, um vetor de desbalanceamento serd gerado, conforme a

equagao 6.25.

+ ) me Q = gl (y!) (6.25)

t+AL 3 A2 yl

Fod — F..’
intq N exrtq

t+At

Expandindo g/ em uma série de Taylor, descartando os termos de ordem maior,

este fica sendo

. . dg! l
g ="gl + 1Ay (6.26)
dy, "

A variacdo do vetor de desbalanceamento pode ser encontrada por meio da

equacao 6.25, da seguinte maneira

J
9g; 0 [ j j
a7 intq extq

mgy
t+At—|— 3 AL Y

8y§€ - 8yll€ ' t+At N

m) Q?] (6.27)

t+At

Lembrando que as forgas externas e Q7 sao constantes (para o passo de tempo

atual), a equagao 6.27 pode ser reescrita como

mg)

G AL

= inti + ikl (6.28)

dg! 5’[ j
Ay Ok

t+AL
+ +A

A variacao do vetor de desbalanceamento, apresentada na equacao 6.28, deter-

mina a matriz conhecida como Hessiana (H,ji;). Voltando a equacao 6.25 e 6.26

t] - tj
’ant+At exty

e . A
4=y me) Q +°¢] + Hiju Ay, = 0 (6.29)

t+At G At?

t+At

Definindo °Fj,;7 como sendo o vetor de forcas internas corrigido por g/ em

decorréncia da posicao tentativa %y/, o incremento na posicao tentativa fica sendo

“1{op 4 _ iy LGN
Ayk — z]kl ( Enti Fea:tz ﬁ AtQ yz

' —m;) Q{) (6.30)
t+At
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Determinada a nova posicao tentativa, yzj A volta-se as equacgoes 4.45 e 4.46

para determinar g

e .
t+At Yi t+At
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7 Exemplos de Problemas Termo-Elasticos

No interesse de aprimorar o modelo constitutivo utilizado nos projetos atuais de
pesquisa do SET (Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos),
visando desenvolver um modelo mais fidedigno para a analise de impacto estrutural, prin-
cipalmente incorporando efeitos associados as rapidas mudancas de configuragao ocorri-
das neste processo, foi adotada a teoria classica da termo-elasticidade acoplada. Tal fato
se justifica pelo tratamento termodinamicamente consistente da teoria na previsao da
geracao de calor induzida pela deformacao resultante dos esforgos mecanicos, além desta

estar mais difundida atualmente.

Apesar das outras teorias também preverem tal geracao, fica claro que o objetivo
deste trabalho nao ¢ discutir algumas nuances das abordagens para resolucao de problemas
da termo-elasticidade, como os tempos de relaxamento das teorias hiperbdlicas. Tampouco
¢ objetivo deste trabalho fazer um estudo comparativo entre as diversas teorias, mas sim
aplicar uma das teorias da termo-elasticidade em andlises nao-lineares pelo método dos

elementos finitos posicional.

Assim sendo, considerando um corpo elastico, isotrépico e condutor de calor, as
equagoes diferenciais governantes do problema de acordo com a teoria classica da termo-

elasticidade acoplada e as modificacoes apresentadas no capitulo 6, sao:

v 14+v ..
l2 G (Qj + Eﬂgk (5@' — Eal 05@'>,j‘| + E —PY; = 0 (71)
1 )
k@,ii—wlgageoékk—pcewp}z:o, (7.2)
— 4l

onde G e v sao o médulo de elasticidade transversal e o médulo de Poisson, p é a densidade
especifica, € é o tensor de deformacoes, 6 ¢ a variacao de temperatura, 6y é a temperatura
inicial, k é o coeficiente de condutividade térmica, ¢, é o calor especifico, o € o coeficiente

de expansao térmica e as é o coeficiente de geracao de calor.
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Deve ser observado que uma importante simplificacao na teoria foi considerar que
hé apenas pequenas variagoes de temperatura de um passo de tempo para outro. Outra
importante simplificacao fica na questao das formas de transmissao de calor, em que nao
serao abordadas a conveccao, nem a irradiacao, apenas a conducao, fato justificado pelo
meio ser s6lido, ndo atingir temperaturas extremas e o tempo de contato (no processo de
impacto) ser muito curto. Por tltimo, foi considerado que todo o processo é restrito, ou

seja, nao envolve deformacoes dissipativas.

Na seqiiéncia, sao apresentadas algumas aplicagoes do programa desenvolvido,
visando inicialmente validar os métodos empregados na resolucao dos problemas, para

entao utilizar o programa em exemplos mais elaborados e complexos.

7.1 Barra Unidimensional Quase-Estatica

O artigo Copetti (2002) apresenta uma barra, de comportamento termo-eldstico,
onde o processo dinamico é considerado quase-estatico, ou seja, os efeitos de inércia e de
amortecimento sao negligenciados. Além disso, o termo de acoplamento (de geragao de
calor), por ser referendado a taxa de deformagao, é descartado. O problema é apresentado

na figura 8, assim como as condigoes de contorno e iniciais.

Exemplo parecido é apresentado no artigo Copetti (2003), s6 que ao invés de
ocorrer contato entre uma barra e um anteparo, ha o contato entre duas barras. Como o

contato nao é objeto de estudo, este nao sera considerado.

A
©
1075 p =10 cos 27X
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0 T | T ™
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Figura 8: Barra Unidimensional Quase-Estéatica.

Nota: p é a carga térmica aplicada a barra. Nao foi aplicado carregamento mecénico.
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Por buscar uma solugao analitica do problema, Copetti (2002) faz uma série de
simplificagoes, inclusive no que condizem as propriedades térmicas e elasticas do material.
Considera a condutividade térmica, a massa especifica, o calor especifico e o médulo de
elasticidade igual a 1. Ja o coeficiente de expansao térmica foi considerado igual a 0,017,
sendo que a barra foi dividida em 100 elementos de igual dimensao e passo de tempo igual
a 0,0001. Ao longo da anilise, o n6 em x = 0 é mantido a uma temperatura igual a 10

(adimensional) e impedido de se deslocar.

A deformacgao ao longo do tempo na barra pode ser observada na figura 9a. Os
resultados de Copetti (2002) e do aplicativo desenvolvido sao coincidentes. Com relacao a
resolucao do problema térmico, vista na figura 9b, esta nao difere da solucao da equacao
de calor nao-estaciondria, visto que nao ha cargas térmicas de origem mecanica, ou seja,
geracao de calor devido ao termo de acoplamento. Se o termo fosse considerado, nao
haveria diferencas perceptiveis, considerando a baixa variacao da deformacao ao longo do

tempo.

o

Deslocamento

Temperatura
o & A N o N A O o
i i T ) ]

L
=)
T

0 0.2 0.4 06 0.8 1 0 02 0.4 0.6 0.8 1
Coordenada x Coordenada x

(a) Deslocamento (b) Temperatura

Figura 9: Evolugao do Deslocamento e da Temperatura de Barra Termo-Elastica.

7.2 Trelica Bidimensional Dinamica

O segundo exemplo consiste em uma trelica, formada por 48 elementos, com ape-
nas uma carga vertical, conforme a figura 10, onde também sao apresentadas as condigoes
de contorno do problema mecanico. No caso, nao foram desprezados os efeitos da inércia,
como no primeiro exemplo. O termo de acoplamento foi mantido, para comprovar a

geracao de calor a partir da taxa de deformacao da estrutura.
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Figura 10: Trelica de 48 Elementos e 26 Nés.

Com relagao as condigoes de contorno do problema térmico, foi considerado que
o sistema nao troca calor ao longo da barra, apenas nas pontas. Ao longo da analise, os
nos 1 e 2 sao mantidos na temperatura inicial, de 293°K. Foram adotadas as seguintes

propriedades termo-elasticas:

k= 0,011kcal/(°K ms) Co = 450 J/(°K kg)
p= 7850 kg/m"’ a1 =ap = 0,000011 m/(°K m)
K= 2110°kgf/m”

Com relacao a discretizagao temporal, foram utilizados 500 passos de tempo de
0,001 segundo. O esquema de solucao adotado foi o explicito (para maiores detalhes,
veja exemplo 3). O efeito de Gough-Joule pode ser visto na figura 11, em que as barras
que tem taxa de deformacao negativa estao resfriando e as que tem taxa de deformacao

positiva estao aquecendo.
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\ y .\ / .-
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Figura 11: Evolucao da Variacao da Temperatura na Trelica.
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A figura 11 mostra a temperatura na trelica em trés momentos com escalas dife-
rentes, para facilitar a visualizagao. No primeiro tempo, 0,04 segundos apds o inicio, ha
um pequeno aumento/redugao na temperatura, na ordem de 0,20°K. Na segunda medigao,
em t = 0,12 s, a mudanca de temperatura chega a 0,65°K. No terceiro tempo considerado,
t = 0,24 s, houve um acréscimo e reducao na ordem de 1,40°K. Isto mostra que, para
materiais com baixo coeficiente de expansao térmica, os efeitos da geracao da temperatura

devido a deformacao podem ser desconsiderados, mesmo para grandes deslocamentos.

A figura 12 mostra a evolugao da temperatura nos nés 5 e 20. Pela temperatura
registrada no né 5, as barras a ele conectadas recebem esforgos de tracao, enquanto que
as barras conectadas ao né 20 sao primeiramente comprimidas e entao tracionadas. Este

comportamento comprova a devida implementagao do Efeito de Gough-Joule.
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Figura 12: Evolucao da Variagao da Temperatura em dois nés da Trelica.

7.3 Meétodos de Solucao - Implicito e Explicito

O exemplo consiste em um trelica composta de 13 elementos de pértico, em um
total de 8 nds, como pode ser visto na figura 13. Na figura 13 também sao apresentadas as
condicoes de contorno térmica e mecanica. Com relagao a discretizagao temporal, foram

considerados 50 passos de tempo de 0,005 segundo.

As seguintes propriedades termo-mecanicas foram consideradas:
k= 0,011 kcal/(°K m s) Co = 450 J/(°K kg)
p=7850kg/m’ a1 =ap = 0,000011 m/(°K m)
K= 2110°kgf/m”
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implicito e explicito.

JF =200
8|, F=100tf
6 7 _F=200tf
1 2 4 5
A»U=0 3 A»U=0
T =0°K T=0%

Figura 13: Trelica de 13 Elementos e 8 Nos.

Neste exemplo estudam-se as diferencas resultantes do uso dos métodos de solucao

Relembrando, no método implicito busca-se o equilibrio termo-

mecanico em toda iteracao, enquanto que no método explicito os resultados do passo
atual sao utilizados apenas no passo posterior.

Na busca pela solugao pelo método implicito realizou 775 iteracoes para uma

precisao de 10719, tanto para o modelo mecanico quanto para o equilibrio termo-mecanico.

J4 pelo método explicito foram realizadas 309 iteracoes, utilizando-se a precisao de 10710

para o modelo mecanico. Também foi observada uma reducao de aproximadamente 57%
no tempo de solucao.

Temperatura

s,
N o
a N

0.35 T
—— Caélculo Implicito

—— Caélculo Explicito

- Implicito
- Implicito
- Explicito |1
- Explicito

Deslocamento

I
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25
Tempo

(a) Variagao da Temperatura (b) Deslocamento

Figura 14: Variacao do Deslocamento e da Temperatura no N6 8

A figura 14 apresenta a comparacao da temperatura e do deslocamento no né

8 para ambos métodos de célculo. O deslocamento ¢ idéntico para as duas metodolo-

gias, enquanto que a temperatura é atingida no passo anterior de célculo para o método
implicito, apesar dos resultados serem iguais.

Aqui cabe explicar que foi considerado que o deslocamento provocado pela mu-
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danca de temperatura nao gera calor e, por conseguinte, os resultados para os dois métodos
de calculo serao sempre quase iguais. Se fosse considerado que tal deslocamento gerasse
calor, apenas grandes mudancas de temperatura gerariam calor de forma significativa.

Como isto contradiz outra simplificacao considerada, tal fato nao procede.

Assim sendo, o método implicito nao traz vantagens reais que justifiquem a sua
utilizacao, quando considerada pequenas mudancas de temperatura ou para valores pe-

quenos do coeficiente de expansao térmica e de geracao de calor.
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8 Exemplos de Problemas Termo-Plasticos

No capitulo anterior foram apresentados alguns exemplos que demonstravam a
geracao de calor decorrente de deformagoes eldsticas. Neste capitulo, seguindo o objetivo
de aprimorar o modelo constitutivo utilizado nos projetos de pesquisa do SET (depar-
tamento de estruturas da escola de engenharia de Sao Carlos), sao apresentados alguns
exemplos relacionados a geracao de calor decorrente de deformacoes plasticas. Para tanto,
foi adotada a teoria da termo-plasticidade de varidveis internas, considerando a decom-
posicao aditiva do tensor de deformacao, conforme apresentado no capitulo 2, secao 2.7,

além das modificagoes sugeridas no capitulo 6.

Assim sendo, considerando um corpo elasto-plastico e condutor de calor, as

equagoes diferenciais que governam o problema da termo-elasto-plasticidade sao:

oij;+Fi—pyi =0 (8.1)
A ]~ + 14 .e P
pCGH—ini—l—QG CYQQQGkk—ﬁO'ijGij—pRZO, (82)

1—-2v

onde o é o tensor de tensoes, € é o tensor de deformacoes, 0 é a variacao de temperatura,
Oy é a temperatura de referéncia, k é o coeficiente de condutividade térmica, ¢, é o calor
especifico, p é a densidade especifica, as é o coeficiente de geragao de calor e # é uma
constante que define a quantidade de trabalho mecanico plastico convertido em calor,
lembrando que a expressao 8.1 é a equacao de equilibrio e a expressao 8.2 é a equagao de
conducao de calor. O tensor de tensoes depende do tensor de deformagoes elasticas pela

relacao linear e isotropica:

1
%ekk 52‘]‘ - ial 0 51]) s (83)

Jij:QG(Eij+1—2 1— 20

onde G e v sao o modulo de elasticidade transversal e o médulo de Poisson, respectiva-
mente, e a; € o coeficiente de expansao térmica.

Na seqiiéncia, sao apresentados alguns exemplos do aplicativo termo-elasto-plas-

tico, visando valida-lo para entao utiliza-lo em exemplos mais complexos.
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8.1 Barra sob Carregamento Elasto-Plastico

O aplicativo desenvolvido é confrontado neste exemplo com os resultados obtidos
no artigo Kamlah e Haupt (1997), que apresenta a evolucao da temperatura em uma barra
submetida a um carregamento elasto-plastico, sob as seguintes condigoes de contorno e

iniciais:

0(z,0) = 0 (8.4)
0(0,t) = 6(10,¢) = 0 (8.5)

Além disso, a barra de 10 cm de comprimento, inicialmente a uma temperatura de
293°K e isolada adiabaticamente, é constituida de material com as seguintes propriedades

termo-elasto-pléasticas:

k = 20W/(°Km) = 0,0048 keal /(°K m s)
ce — 480 J/(°K kg)

p = 7800 kg/m"

a = ay = 0,000016 m/(°K m)

K —= 200000 MPa >~ 210" kgf /m*
Oescoamente = 200 MPa >~ 2107 kgf /m”

Neste exemplo foi considerado que a porcentagem de trabalho plastico convertido
em calor é igual a 100% (ou seja, ndo ha trabalho frio). Outra consideracao importante

¢ a de endurecimento cinematico no valor de 3 000 MPa.

Uma importante simplifica¢do realizada em Kamlah e Haupt (1997) foi negligen-
ciar a influéncia da temperatura no problema mecanico, ou seja, foi considerado que a
temperatura nao gera deformacoes. Afora isto, a histéria de carregamento é dada pelo

histérico da taxa de deformacao, conforme a expressao 8.6:

1107*s7! para 0% <e<1,5% = 0s<t<150s
€t)=¢ —5107*s7! para 1,5%>e>—-1,5% = 150s<t<210s (8.6)
210%s7! para —1,56%<e<1,0% = 210s<t<335s

A figura 15 apresenta uma comparacao entre os resultados obtidos pelo aplicativo
desenvolvido e os valores apresentados em Kamlah e Haupt (1997), para os termos de
geragao de calor (tanto eldstico, quanto plastico) decorrente do histérico de deformagoes.
Além disso, percebe-se claramente que, ao atingir o limite de escoamento, o trabalho

plastico se torna a principal fonte de calor.
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Figura 15: Fonte de Calor Termo-mecanica ao Longo de Tempo.

Seguindo a estrutura do artigo Kamlah e Haupt (1997), a figura 16 apresenta
a variacao da temperatura resultante das taxas de deformacao ao longo do tempo e da

barra.

0 (°K)

200

‘) 300

Figura 16: Variacao da Temperatura em Funcao da Posi¢ao e do Tempo.

Ja a figura 17 apresenta a evolugao da temperatura no centro da barra. Na

figura 17 as mudancas nas fases de aquecimento e resfriamento sao determinadas pelas

mudangas de estado (elastico para plastico) e pelas mudangas na taxa de expansao.
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Figura 17: Evolugao da Temperatura no Centro da Barra.

8.2 DBarra sob Carregamento Ciclico

O segundo exemplo de geracao de calor decorrente de deformacoes plasticas foi
retirado do artigo Adams e Krempl (1984) in Kamlah e Haupt (1997). O artigo faz a
analise experimental de um barra submetida a uma deformacao ciclica Ae = 1,0% a uma
freqiiéncia de 1 Hz, de comprimento total de 177.8 mm, sendo que a deformacao plastica

ocorre apenas no centro, em um comprimento de 38.1 mm, e temperatura de referéncia

de 6y = 293°K.

Para efeito comparativo, foram adotadas as mesmas propriedades termomecanicas
do exemplo anterior, ressaltando que nao foi considerado endurecimento durante a plasti-
ficagao. A barra foi modelada por 90 elementos, de 2 nés, divididos conforme a figura 18.
Pode-se verificar que o centro, onde ocorre a plastificacao, foi modelado por 50 elementos
(nés 21 a 71), e o restante com 40 elementos. Os nds 21 a 71 tiveram seu movimento

restrito, conforme o histérico de deformagao apresentado.

N B [:]:2]1:[:] SO NN I I DO [:]:90
71

_q) 20 elementos A 50 elementos A 20 elementos
70 mm i 38 mm Y 70 mm

Figura 18: Barra Unidimensional sob Carregamento Ciclico.




CAPITULO 8. EXEMPLOS DE PROBLEMAS TERMO-PLASTICOS 81

A figura 19 apresenta a comparagao entre a variacao de temperatura calculada e
a observada experimentalmente no centro da barra, onde o aquecimento foi maior. Como
a taxa de deformacao ¢é alta, a temperatura eleva cerca de 52°K, no caso experimental,
sendo que podem ser observadas oscilagoes decorrentes do aquecimento e resfriamento
termo-elastico que ocorre a cada ciclo de deformacao. A temperatura calculada foi um
pouco mais alta, cerca de 56°K. Neste ponto cabe observar que foi considerado 3 (a

porcentagem de trabalho plastico convertido em calor) igual a 90%.

60

50

-y
o
T

P
—

Temperatura ( °K)
w
o

N
o
T

10 ——— N6 na Posig3o x = 70 mm

—— N6 Central (x =89 mm)
——— Adams e Krempl (1984)
i

0 1 1 |
0 20 40 60 80 100

Tempo (s)

Figura 19: Comparacao entre a variacao de temperatura calculada e a experimental.

A outra curva de temperatura calculada apresentada na figura 19 representa o
primeiro né que recebe a deformagao ciclica, ou seja, no inicio da parte central (né 21).

Este né, por trocar calor com o restante do corpo, apresenta temperaturas mais baixas.

8.3 Impacto entre Barra e Anteparo Rigido

Este exemplo foi apresentado inicialmente em Carpenter, Taylor e Katona (1991),
consistindo na andlise do impacto entre duas barras elasto-plasticas, sem considerar a
geracao de calor decorrente da deformagao da estrutura. Em conformidade com as anélises
realizadas em Greco (2004) e em Marques (2006), aproveitando a simetria do problema,
este foi modificado para uma andalise de impacto entre uma barra e um anteparo rigido,

conforme a figura 20.
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K = 30000 ksi 4%0_01#”
p=7.33710%Ibs?/in*
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Figura 20: Dados Iniciais do Problema de Impacto.

A solucao analitica para o problema elastico linear, encontrada em Carpenter,

Taylor e Katona (1991), é dada por

Uimp = Tt
. . } vV o t< tz’mpacto (8.7)
Yimp — T
Uimp 0
) } Vo timpacto <t < tseparacio (8.8)
Yimp = 0
|6 o2 p t
r vV t> tsepamgdo (8.9)

Yimp = —T

onde Ui,y € Yimp 580 o deslocamento e a velocidade do né impactante, respectivamente, @ ¢
a velocidade inicial da barra, § é a distancia entre a barra e o anteparo, [y é o comprimento

inicial da barra e

timpacto = G

12
tsepamgdo I + QL\/ K

A barra no modelo elastico foi discretizada por 20 elementos finitos, de igual

| 8| >

dimensao, submetida a uma temperatura de referéncia de 68°F, sendo que a solucao foi
obtida para o intervalo de tempo de At = 0,5 107% s. Como o problema original nao
considerava o campo térmico, nao eram apresentadas as propriedades termodinamicas
do material. Assim, foram adotadas as propriedades do aco inoxidavel 304, e estas sao

apresentadas a seguir:
k= 8,09BTU/(°Ffthr) = 1,7411b/(°Fs)
cc = 0,120BTU/(°FIb) = 1119,81in/(°F)
a1 = 9,610°%in/(°F in)
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As primeiras andlises foram realizadas considerando apenas a resposta eldstica
do material. Trés solucoes sao apresentadas: a primeira considerando oy = as, a segunda
considerando a; # as = 9,6 1077 in/(°F in), e a terceira desconsiderando a geracio de
calor, além da solucao analitica que desconsidera a geracao. A figura 21 apresenta os
resultados da posicao do no na extremidade impactante da barra ao longo do tempo e de

temperatura para o né na coordenada x = 9.5 in.
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Figura 21: Solugao Numérica considerando Modelo Elastico.

Na figura 21a percebe-se que, ao se considerar o igual a s, o tempo de contato
é reduzido, causado por uma irreal perda de energia (para gerar calor), gerando um maior
movimento oscilatério apresentado pela barra eldstica. No caso em que a; é maior que as,
pouca mudanga no tempo de contato é observada, condizendo com o resultado esperado,
visto que a velocidade de retorno é compativel com a solucao analitica. O tempo de
contato, apesar de diferente da analitica, é congruente com a solugao que desconsidera a

geracao de calor.

A figura 21b apresenta a mudanca de temperatura provocada pela resposta da es-
trutura aos esforcos de impacto, onde pode ser vista a oscilagao de temperatura decorrente

da resposta da estrutura aos esforcos de impacto.

A seguir foi introduzida plasticidade a anélise. Foi adotado um limite de escoa-
mento de 10 ksi, e modelo de encruamento isotrépico, de 1000 ksi (praticamente plasti-
cidade perfeita) e de 15000 ksi. Inicialmente foi feito um estudo de convergéncia. Para
tanto foram empregadas 5 discretizacoes espaciais, com 20, 40, 60, 80 e 100 elementos.
As figuras 22 e 23 apresentam o resultado do estudo de convergéncia para a posicao do

no impactante e para a temperatura do né localizado em x = 9,5 in.
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Figura 22: Estudo de Convergéncia - Posicao do N6 Impactante.
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Figura 23: Estudo de Convergéncia - Temperatura do N6 em x = 9.5.

Na figura 22, que mostra a posicao do né impactante ao longo do tempo, percebe-
se que pouca diferenca é encontrada quando aumentado o nimero de elementos. Ja na
figura 23, que mostra a temperatura do né em x = 9,5 in, nota-se que sao necessarios 60
elementos para representar devidamente a geracao de calor quando considerada plastici-

dade na analise, visto a correlacao existente entre as andlises que utilizam mais elementos.

Na sequéncia sao apresentadas trés situagoes para ambos casos de elasto-plas-
ticidade, obtidas com «; igual a as. A primeira situagao considera a geracao de calor
decorrente apenas das deformacoes eldsticas, a segunda considera apenas a geracao decor-
rente das deformacoes plasticas e a tltima situagao apresenta ambos os termos de geracao
de calor. A posicao do né impactante é mostrada na figura 24 para as trés situagoes, nos

dois modelos de encruamento.
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(b) Encruamento de 15000 ksi

Figura 24: Posicao vs Tempo no Modelo Termo-Elasto-Plastico.

Na figura 24 percebe-se que, quanto menor o encruamento considerado maior

o tempo de contato entre o né impactante e o anteparo rigido, assim como menor a

velocidade de retorno da estrutura. Tal fato decorre da menor energia empregada (ou

necessaria) para deformar a estrutura e, com isso, mais energia ¢ despendida. Tal perda de

energia durante a plastificacao ja era esperada, e os resultados sao praticamente idénticos

aos apresentados por Greco (2004) e por Marques (2006).

Ainda na figura 24, nos casos em que é considerada a geracao de calor decorrente

da taxa de deformacao elastica, percebe-se que também ocorre uma alteracao no tempo

de contato, em bem menor escala. Porém, neste caso, ha uma perda de energia (para

gerar calor) que s6 seria recuperada ao estabilizar a estrutura. Na seqiiéncia, a figura 25

apresenta a variacao da temperatura para os casos supra-citados.
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Figura 25: Temperatura vs Tempo no Modelo Termo-Elasto-Pléstico.
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A figura 25 comprova os fatos mencionados anteriormente. No caso em que hé
um maior endurecimento, mais energia é necessaria para uma mesma deformacao e, com

isso, para uma mesma entrada de energia (impacto), menos calor é gerado.

Por ultimo foi feita uma andlise em que a taxa de deformacao elasto-pléastica
gera calor, enquanto que a mudanga de temperatura ndo provoca deformagoes (ou seja,
a; = 0). Esta andlise foi realizada para comprovar o aumento na rigidez do material
quando considerado o acoplamento termo-mecanico. A figura 26 apresenta os resultados

da analise.

60 q
50 -
——Endurecimento K = 1000 ksi

——Endurecimento K = 15000 ksi

Mudanca de Temperatura [° F]

2
Tempo [s] x 10

Figura 26: Temperatura vs Tempo considerando apenas a Geragao de Calor.

Percebe-se pela figura 26 que o calor gerado foi maior neste caso, em que nao ha
deformagao pela mudanca de temperatura, indicando que, mesmo que nao sejam conside-
radas mudangas nas propriedades do material devido ao gradiente de temperatura, existe

um efeito secundario de enrijecimento quando considerado o acoplamento termo-mecanico.

8.4 Impacto entre Trelica e Anteparo Rigido

Este exemplo consiste em uma trelica, no formato de um anel, conforme a fi-
gura 27. As barras da trelica tem secao transversal circular de 0.4 metros de diametro.
Trés casos foram considerados. No primeiro a trelica foi discretizada por elementos de
quatro, tres e dois nos, totalizando 240 elementos, sendo que o intervalo de tempo con-
siderado foi de At = 5 107*. No segundo e terceiro caso, a trelica foi discretizada por
elementos de dois nés em um total de 420 elementos, sendo que a solucao foi obtida para

dois intervalos de tempo (At =5 1072 e At =5 107%).
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vl

Figura 27: Dados Geométricos e Cinematicos da Trelica.

O tempo total de andlise é de 0,25 segundo e temperatura de referéncia de 293°K.
Além disso nao foi considerado o trabalho frio (8 = 1). Foram adotadas as seguintes

propriedades térmicas e mecanicas:

K = 2,110 kgf /m* p = T7840kg/(m?)

k = 14 W/(°Km) c. = 500J/(°Kkg)

ay = 1,710%m/(°Km) «ay = 1,710°m/(°Km)
Oescoamento = 2,1 108 kgt /m”

Cabe salientar que nao foi considerado endurecimento (seja isotrépico, seja ci-
nematico). As figuras 28 até 32 mostram a temperatura na treliga em cinco instantes
para os trés casos analisados, lembrando que o impacto ocorreu 0.025 segundo apds o

inicio da anéalise e que a escala de temperatura adotada é a mesma para todas as figuras.
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(a) Primeiro Caso: (b) Segundo Caso: (¢) Terceiro Caso:
240 elementos, t = 5.1074 420 elementos, t = 5.1073 420 elementos, t = 5.107%

Figura 28: Temperatura no tempo de analise t=0,05 s.
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Figura 29: Temperatura no tempo de analise t=0,10 s.
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Figura 30: Temperatura no tempo de analise t=0,15 s.
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Figura 31: Temperatura no tempo de analise t=0,20 s.
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(a) Primeiro Caso (b) Segundo Caso (¢) Terceiro Caso

Figura 32: Temperatura no tempo de analise t=0,25 s.

Nas figuras 28 até 32 percebe-se que a variacao de temperatura resultante da
taxa de deformacao decorrente do impacto da trelica é bastante semelhante nos trés casos

considerados, assim como a deformagcao para os varios instantes analisados.
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9 Termo-Elasto-Plasticidade no Plano

Este capitulo apresenta um resumo da implementacao numérica do problema
termo-elasto-plastico, desta vez aplicado ao problema bidimensional utilizando o elemento
de chapa (estado plano de tensoes). Assim como no problema unidimensional, serd ado-
tado o esquema de solucao escalonado isotérmico, em que é feita a particao natural do

problema acoplado termo-elasto-plastico decorrente do esquema de integragao temporal.

Tal particao resulta em um sub-problema térmico, em que a configuracao é man-
tida constante, e outra fase mecanica, em que a temperatura é entao mantida constante,
conforme apresentado na figura 7, pagina 63. Como no capitulo 7, exemplo 7.3, foi de-
terminado que o algoritmo implicito nao traz beneficios que justifiquem sua utilizacao
quando consideradas pequenas mudancas de temperatura, apenas o esquema de solucao

explicito foi implementado.

9.1 Conducao de Calor no Plano

A transferéncia de calor por conducao em uma estrutura de comportamento
termo-elasto-plastico é definida pela equacao de energia 2.78, reescrita aqui para o caso

bidimensional, sendo que neste caso foi suprimida a geracao interna de calor.
Lo cee—kak—Haijﬁ éfj —/BO'ij GZ :O (91)

onde py é a massa especifica na configuracao inicial, ¢, é o calor especifico, 6 é a variagao
de temperatura, k € o coeficiente de condutividade térmica, o;; € o tensor de tensoes, €; e
€l sao a parcela eldstica e plastica do tensor de deformacoes, respectivamente, e 3 é uma
ij p p ~ ) P )

constante que define a quantidade de trabalho plastico convertido em calor. As variaveis

i, j e k variam de 1 a 2 neste caso.

A equacao 9.1 esta submetida as seguintes condi¢oes de contorno:

0 = 9($Z,t> W $i€F1,t>O




92 CAPITULO 9. TERMO-ELASTO-PLASTICIDADE NO PLANO

q = q@i,t)=—-k0, V 2;€Ty,t>0

onde 0(z;,t) é a temperatura prescrita na superficie I'; do corpo, ¢(x;,t) é o fluxo de calor
prescrito na superficie I'ys do corpo, sendo n a normal a superficie, e 0y é a temperatura
prescrita no volume €2 no inicio da analise, sabendo que I'T1 NI'y =0e Uy, =TeI é

a superficie do corpo.

Em decorréncia da implementacao do algoritmo explicito e de o problema de
conducao de calor ser resolvido antes do problema mecanico, os termos de geragao de
calor decorrentes da deformacao elastica e plastica nao sao conhecidos para o passo de
tempo atual. Assim sendo, para determinar a geracao de calor mecanica, sera adotada
as deformacoes do passo de tempo anterior, o que implica que a equacao 9.1 pode ser

reescrita na forma

£0o Ce 9 —k G,kk = R%}l (93)
onde
Rf\zl = 9 Uij,@ éfj — ﬁ Uij ij = 0 (94)

=1 indica que os valores sdao conhecidos

Nas equacoes 9.3 e 9.4, o sobrescrito
apenas para o passo de tempo anterior. Para aproximar numericamente a equagao 9.3, sera
utilizado o método dos elementos finitos e, para tanto, a temperatura deve ser aproximada

por meio de uma série de fungoes, dada por
0=0;¢; , (9.5)

onde 6; é a variagao de temperatura no no 7, com ¢ variando de 1 até o niimero de nds, e
; sao as fungoes de forma. Além disso, a equagao 9.3 deve ser ponderada em seu dominio

por meio de fungoes ponderadoras W, dadas por
W = w; ’QZ)]' s (96)

onde 1; sao as funcoes de ponderacao, que, de acordo com o método de Galerkin, tem
a mesma forma das fungoes de forma, e w; sao constantes arbitrarias. Dito isto, a

equacao 9.3 fica na forma

/onceéiz/;iwjzpj dQ—/leiw,,kkwﬂ/}j dQ—/QRgglez/;j a0 =0 (9.7)

onde 7 e j variam de 1 ao nimero total de nds, decorrente da discretizacao da estrutura e

k varia de 1 a 2, o nimero de diregoes consideradas. Como w; sao constantes arbitrérias,
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e a equacao 9.7 deve valer para quaisquer que sejam seus valores, esta pode ser reescrita

CcOo1mo

[ oo iy d = [ k0 tbiga sy a2~ [ RiH ;a2 =0 (98)

Para reduzir a condicao de continuidade no segundo termo da equagao 9.8, utiliza-

se o teorema da divergéncia apos té-lo integrado por partes, levando a
[ pocebiwi;a+ [ k6 vin v+ [quvsdl - [ Rigtvsd2 =0 (9.9)

A equagao 9.9 pode ser escrita de forma matricial da seguinte maneira

Cij0i + Kijb; = F; (9.10)
onde
%»:Aﬁ%%%ﬂz (9.11)
K; = Ak¢m¢ﬂd9 (9.12)
F, = —A%ﬂ@mﬁ+éﬁml%d9 (9.13)

Como a equacao 9.10 é dependente da primeira derivada no tempo, sera adotado
a familia alfa de integracao temporal. Sao utilizadas duas equacOes para aproximar a
temperatura no tempo:
(HerAt . 95>

jirat — 2t Y 14
0; A7 (9.14)

072 = (1—a)b +af ™ | (9.15)

onde @ é um parametro da aproximacao temporal, ajustado conforme necessario. Apli-
cando as equagoes 9.14 e 9.15 na equagao 9.10 resulta em

{Cij + At T Ky} 00 = {Cy — At (1 —a) Ky} 0 + At {@a F/™ + (1 - @) Ff)} (9.16)

Estabelecido o sistema de equagoes algébricas utilizado para resolver a tempe-

ratura atual, o proximo passo para solucao do problema termo-elasto-plastico é obter a

posicao atual por meio da solugao do problema mecanico.
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9.2 MEFP para Problemas Bidimensionais

A resposta de uma estrutura a esforcos termo-mecanicos é definida pelo equilibrio

dinamico local, equagao 2.49, transcrita aqui para o caso bidimensional
0ijj + Fi=p3i =0, (9.17)

onde o;; ¢ o tensor de tensoes de Cauchy, F; sao as for¢as de corpo na direcao 7 e ; ¢ a

aceleracao na direcao 7, com ¢ e j variando de 1 a 2.

Assim como no problema térmico, é necessario determinar a forma discreta da
equacao 9.17 e, para tanto, esta deve ser multiplicada pela posicao atual e integrada em

seu dominio, levando a
/Uijeide+/EyidQ_/pyiyidQ:O (9.18)
Q Q Q

O primeiro termo, referente a energia interna de deformacao, esta escrito em
termos da configuracao atual, ou seja, a descricao é Euleriana. Para escrever a forma

Lagrangeana da equacao 9.18, a energia interna é substituida por

i-i-dQ:/ P, Ei; dQ | 9.19
/QUJEJ g 0 ( )

onde E;; é o tensor de deformacao de Green e P;; é seu par conjugado energético, o tensor

de tensao de Piola-Kirchhoff de Segunda Espécie. Considerando que

/Fz’yi dQ:/ fiyi dQ (9-20)
Q Qo

e aplicando a equacao 9.19 e o teorema de conservagao de massa na equacao 9.18, resulta

em

/ P Eij df +/ fiyi S — / po Yi yi dS2 =0 (9.21)
Qo Qo )

Aplicando o principio da estacionariedade, equacao 4.20, em relagao as posicoes
nodais genéricas y,, leva a
o(P;; E;; .
/ P By) 4, ¢ [ 1ed9 = [ poiis a9 =0 (9.22)
Qo ays Qo Qo
O primeiro termo da equagao 9.22 é chamado de forgas internas, o segundo termo
representa as forgas externas e o ultimo é chamado de forgas inerciais. A equagao 9.22

representa o equilibrio dinamico em qualquer instante de tempo. Porém ela precisa ser

escrita para um instante especifico do tempo (t), da seguinte maneira:
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t

/ O(P;; Eij) OEy
Q@ OEy Oy,

dd + /Q L0y — /Q po it dQ = 0 (9.23)

A regra da cadeia foi aplicada nas forcas internas para facilitar sua resolucao.
Desenvolvendo o primeiro termo, resulta em
t
P 8E”

i | A +/ fodQo — / po G dS =0 (9.24)
Q 0Ys Qo Q

A relacao linear entre tensao de Piola-Kirchhoff de segunda espécie e deformacao

de Green, considerando a deformagao relativa a mudancga de temperatura, é dada por
Pij = Chip (B + 010 0) (9.25)

onde Cf;;, € o tensor que define as propriedades elasticas, Ef,; ¢ a parte eldstica do tensor
de deformacao de Green, a; é o coeficiente de expansao térmica,  é a temperatura e
O € o delta de Kronecker. Sem o termo de temperatura, esta relacao é chamada Lei

Constitutiva de Saint-Venant-Kirchhoff.

Considerando o material isotrépico e lembrando que o tensor de tensoes e de
deformagoes sao simétricos, para o estado plano de tensoes a equacao 9.25 pode ser escrita

da seguinte maneira

1 v
Oz 1-v 1-7 0 €, + 01 0
K U 1
_ 1%
Ogq 1 Tv| 17 1% 0 €z, T Q11 0 ) (9'26)
Tz12 0 0 1 V12

onde K é o moédulo de elasticidade, v é o mddulo de Poisson, o,,, 0., € T, s20 0s
componentes do tensor de tensoes e €,,, €, € 7Yy, Sa0 0s componentes do tensor de
deformagoes. Para o caso de estado plano de deformacoes, deve-se fazer:

1%
1+v

U= (9.27)

Voltando a equagao 9.23, considerando a decomposicao aditiva do tensor de de-
formacao de Green em uma parcela elastica e outra plastica, e a relacao tensao e de-
formacao dada pela equacao 9.25, resulta em

t

OE;;
/Q Ciint (B — By + a1 0 0x) 5 J

s

dQﬁ/Q f;dQO—/Q poil Jd% =0 , (9.28)

Fint Feat Finer
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onde Fj,; sao as forcas internas, F,,; sao as forcas externas e Fj,., sao as forcas de inércia.
A partir da equacao 9.28 é possivel definir a resposta do material ante a esforcos termo-
mecanicos, através da temperatura, conhecida para o passo de tempo atual, e da posicao
Ys, que ainda precisa ser determinada. Para tanto, o termo que representa a energia

interna deve ser desenvolvido para que fique em funcao apenas da posicao ;.

A primeira parcela da energia interna, relativa as propriedades do material e as
deformagoes, é conhecida, visto que a posicao ys, arbitrada ou nao, é conhecida. Assim
sendo, s6 é necessario desenvolver a segunda parcela, referente a derivada do tensor de

Green em relacao a posigao y,. Esta pode ser determinada como

B 7 e A 2
dys 2 Oys (9-29)
10 (AkAy)
= 3 o, (9.30)
9 (As;))
— AL J 31
ki ays (93 )
O (AL ) 9.32
d(A}L) o1
= A ayfl o (9.33)

onde C;; ¢ o tensor de alongamento de Cauchy, A;; é o gradiente da funcao mudanga
de configuracao da posicao inicial para a posi¢ao atual, A?j é o gradiente da fungao
mudanca de configuracao do espaco adimensional auxiliar para a configuragao inicial e
A%j é o gradiente da funcao mudanca de configuracao do espaco adimensional para a
configuracao atual. Com isso a energia interna pode ser determinada pela posigao ys,

visto que A}j é escrito em funcao da posigao atual.

Determinada as forcas internas em relacao a posicao atual, seja calculada, seja
arbitrada, esta nao estard em equilibrio com as forcas externas e, assim sendo, aplica-se
o método de Newton-Raphson para determinar uma nova posicao tentativa da seguinte
maneira:

=yl + Ayl (9.34)

t+1

i+1 ¢ a nova posigao tentativa, ¢’ é a posigao atual, conhecida e Ay’ é a corregao

onde y

na posicao atual, obtida por

Ayz = H_l (Ent - Fea:t) > (935)

rs
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onde H! é a inversa da matriz hessiana, dada por

_ 0*(Py; Ey)

H,s = .
T OysOy (9:36)

Por brevidade, a deducao da matriz hessiana foi inserida no Apéndice B.

9.3 Elemento Triangular de 10 noés

Com relacao ao elemento, tanto para o problema térmico quanto para o mecanico

serd utilizado o elemento triangular de 10 nés, conforme apresentado na figura 33.

&

Figura 33: Elemento Triangular de 10 nés.

Sabendo-se que &3 = 1 — & — &9, as funcgoes de forma para o elemento podem ser

encontradas em Savassi (1996), Zienkiewicz e Taylor (2000) e sao dadas por:

Y1 = 3636 —1)(36 - 2) Vo = 36(3&% —1)(3& —2)

U5 = 3666 -DB&-2) = §65&066-1)

s = 366385 —1) Yo = 36&(36%—1)

vr = 3663(3& — 1) s = 3636 (38 —1)

Yo = 5&&( ) o = 278 & &3 (9.37)

A derivada das fungoes de forma em relacao as coordenadas & e & sao dadas por:

O 27,5 I _
351_ 251 9, +1 e 352_0
0o O 27
TR0 e S22 9641
€, 06, 252 &2
s _ —11 2o 2T, OYs Oty
06, 2 + 18& + 18&, 251 27616 252 e 852_8751
o -

- = 27618 — 552 € = 251(351 -1

0& 082
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0 9 0 9
a?f = J6B6-1) (;g’ = 2766 ~ 56
?;gs = —Z + 251 + 3682 — 27618 — 821522 e 682/516 = —g§2<352 —1)
?g =0 D 456+ S B+ S & o ‘?gf = B o160+ 2767
e =9 - 456+ S BGG T S 6 o G = =T+ Mk + 2167
Iy 9 9, 8L, Oy 9 _
% - 2 + 36&; + 252 278182 5 & e 06 251(351 1)
85;/210 = 276 — 5466 — 2767 e
0o 2
= 27¢) — BAE & — 276 (9.38)
o6

Percebe-se que as fungoes de forma e suas derivadas estao escritas em funcao do
espago de coordenadas adimensional (£ e &), enquanto que as equagoes dos problemas
térmico e mecanico estao definidas no espago de coordenadas globais (1 e o ou 41 € ys).
Assim, uma relacao deve ser estabelecida e, desta forma, para cada elemento define-se
que

T; = $ij¢j(f) ) (9'39)

onde x; representa todos os pontos do elemento na direcao i, x;; ¢ a coordenada do né
J na direcao 4, ©; ¢ a funcao de forma relativa ao né j, que é funcao das coordenadas

adimensionais.

Dito isto, considerando o espago adimensional definido por (& e &) e o espago
global correspondente (z7 e x3), o gradiente da mudanca de configuragao do espago adi-

mensional para a configuracao inicial é dado pela relacao diferencial
4 Oxy Oy p p
S BSOS e (9.40)
da Jy Oy | | dé ds
o6 0&

Da mesma forma se escreve

{ der }: Agl{ dzy } (9.41)
d§s dxs

Lembra-se ainda que o gradiente da mudanca de configuracao do espago adimen-
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sional para a configuragao atual (ou corrente) fica
oy1 Oy
d 9 0L d. d
il _ | 06 08 SH A, & (9.42)
dyz Oya  9yz dés d&s
€1 0%
Assim, o diferencial para a integracao fica
dQ) = J d&; dés (9.43)

onde J = det(Ay) é o determinante da matriz mudanga de configuracio do espaco adi-
mensional para a configuracao inicial. Assim, o mapeamento do espago adimensional no

espaco local é dado por

[t = [ swydn = [ ey = [ [ feg)dade . .40

onde o integrando f representa a funcao a ser integrada, dependente inicialmente do

espaco de coordenadas globais e entao do espaco de coordenadas locais.

A equagao 9.44 pode ser resolvida numericamente utilizando a técnica de inte-
gragao de Hammer (ZIENKIEWICZ; TAYLOR, 2000), que consiste na substitui¢ao da soma

integral por uma soma discreta em pontos determinados, conforme a equacgao 9.45.

/&f(&) Jdg = f(x;) Jw; (9.45)

onde w; € o peso correspondente ao ponto de integragao de Hammer, com j variando de 1
até o numero de pontos de Hammer. No aplicativo desenvolvido foram utilizados 7 pontos

de Hammer, e seus valores e pesos podem ser encontrados na tabela 4.

Tabela 4: Pontos e Pesos de Hammer de Quinta Ordem

Peso

&
1

3

&
1

3

&3
1

3

0,11250

0,797426985353087

0,101286507323456

0,101286507323456

0,125939180544828

0,101286507323456

0,797426985353087

0,101286507323456

0,125939180544828

0,101286507323456

0,101286507323456

0,797426985353087

0,125939180544828

0,470142064105115

0,470142064105115

0,059715871789770

0,132394152788506

0,059715871789770

0,470142064105115

0,470142064105115

0,132394152788506

0,470142064105115

0,059715871789770

0,470142064105115

0,132394152788506
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9.4 Analise de Viga Engastada

Neste exemplo inicial de chapa, o comportamento termo-elastico de uma viga en-
gastada submetida a uma carga de tragao aplicada na extremidade ¢é analisado, conforme
a figura 34. Na figura 34 também podem ser vistas as condigoes de contorno térmicas e

mecanicas.

F

u=0 H
#T 0 10.0 %

Figura 34: Viga Engastada sob Carregamento de Tragao.

Este exemplo visa validar a analise mecanica do aplicativo de chapa desenvolvido
e, para tanto, foram empregados 20 elementos finitos, sendo considerados os seguintes

dados de entrada:

K = 1 p = 1
k = 1. c. = 1.
fo%1 = 0. ay = 1.
0o = 1 At = 0.1
A=1

Como essencialmente o problema é unidimensional, a variagao do comprimento
pode ser determinada de forma analitica. Se o modelo fosse elastico linear, a deformacao

seria facilmente obtida, da seguinte maneira:

g1 = K€1 (946)
Fy
= 4
T T AR (9.47)

Ou seja, a deformacao é diretamente proporcional ao esforco aplicado na secao
transversal, de area A. Porém, como foi considerado o modelo nao-linear de Saint-Venant-

Kirchhoff (SVK), a resposta é nao trivial, e é obtida da seguinte maneira:

Porém

AP A

; (9.49)

01
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P1 = JAIl 01 Afl y (950)

onde J ¢é o jacobiano e, lembrando que para o caso unidimensional linear o gradiente da
funcao mudanca de configuragao da inicial para a atual é dada por

_ Oy _ly

A = 27
! or l()

(9.51)

Entao, desenvolvendo a equagao 9.50 para o caso unidimensional resulta em

p, = bl (9.52)
I 1 Iy
o ly Fi
- 5 (9.53)

Substituindo a equacao 9.53 na equagao 9.48, e desenvolvendo o tensor de de-

formacao de Green-Lagrange, resulta em

lo Fy 117 — I
1P — 1y 1¢ — 215 o (9.55)
AK
[ —100l; — 2000F; = 0 (9.56)

Todo polindmio ctibico tem ao menos uma raiz real. Esta raiz pode ser facilmente

encontrada utilizando-se a férmula de Cardano-Tartaglia (Prof. CARDY, 2008), o que

10 10
I = 3\3/27F1+3 81F12—3+3\3/27F1—3 81F?2 —3 (9.57)

Neste caso, uma comparacao entre os modelos elastico linear e o de Saint-Venant-

resulta em

Kirchhoft (SVK) pode ser elaborada, conforme apresentada na figura 35.

1 r
——Elastico Linear

0.9 | —— Saint-Venant-Kirchhoff
= Resposta Numérica
0.8

0.7
06

0.5-

Pequenas Deformagdes
0.4r

0.3

0.2
0.1

O0 0.2

0.4 0.6 0.8 1
Deformacéo

Figura 35: Comparagao dos Modelos Elasticos na Estatica.
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Percebe-se que, no trecho correspondente as pequenas deformacoes, a relacao
entre tensao e deformacao se confunde nos dois modelos. A partir de entdao, o comporta-
mento nao-linear do modelo de SVK transparece. Além disso, a figura 35 confirma que a
resposta numeérica do aplicativo desenvolvido esta em perfeita concordancia com a solucao

analitica do problema.

Considerando o problema dinamico e que F; = 0.005, o deslocamento horizontal
e a evolucao da temperatura ao longo de 800 passos de tempo pode ser visto na figura 36,

para o modelo de Saint-Venant-Kirchhoff e para a solugao analitica elastica linear.

01

0.06

0.04

Deslocamento

0.02

Mudanca de Temperatura

——No Central
——Né da Ponta
—— Solugéo Analitica

——N¢ Central
—— N6 da Ponta
-0.02 i I i N T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 ) 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo Tempo

(a) Deslocamento (b) Variacao de Temperatura

Figura 36: Comparacao dos Modelos Elasticos na Dinamica no caso de Pequenas De-
formagoes.

Ja para o caso de grandes deformacoes, a figura 37a apresenta o deslocamento
para o caso em que F; = 0.5 para o modelo de SVK e para a solucao analitica eldstica

linear. Na figura 37b pode ser vista evolucao da temperatura para o modelo de SVK.

. x . 0.6
—— Saint-Venant-Kirchhoff
9 —— Elastico Linear

0.4

02f

-0.2

Deslocamento
Mudanca de Temperatura

0.4

\ -0.6 1
4 ——N¢ Central
—— N6 da Ponta
1 i I i i n T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 ) 10 20 30 40 50 60 70 80
Tempo Tempo

(a) Deslocamento (b) Variacao de Temperatura

Figura 37: Comparacao dos Modelos Elasticos na Dinamica no caso de Grandes De-
formagoes.
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A grande diferenca entre a solugao analitica para o mesmo valor de K decorre
unicamente do modelo utilizado, em que o comportamento nao-linear do modelo de Saint-
Venant-Kirchhoff altera tanto a deformacao méaxima quanto a velocidade da onda de

deformagao, em decorréncia deste ser mais rigido.

A figura 38 apresenta a variacao de temperatura ao longo da barra deformada no
modelo de Saint-Venant-Kirchhoff em diversos instantes de tempo, em concordancia com

os instantes em que ocorrem os picos de deformacao.

Figura 38: Variacao de Temperatura ao Longo do Tempo e da Barra.

9.5 Impacto entre Barra e Anteparo Rigido

Apresentado na secao 8.3 utilizando elemento de barra, este exemplo é revisto
com o intuito de validar a analise de impacto termomecanico do elemento de chapa.
Este exemplo consiste no impacto entre uma barra elasto-plastica e um anteparo rigido,

conforme a figura 39.

K = 30000 ksi %)0-_01%"‘
p=7.33710"Ib s?/ in*

X =202,2 infs

1 21
[ ]

# 10.0in %

Figura 39: Impacto entre Barra e Anteparo Rigido.
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A barra foi discretizada por 40 elementos finitos de chapa, submetida a uma tem-
peratura de referéncia de 68°F, sendo que a solucao foi obtida para o intervalo de tempo

de At = 0.5 107% s. Foram consideradas as seguintes propriedades termo-mecanicas:

K = 30000 ksi p = 7,337 10~*1bs?/in*
k= 1,7411b/(°Fs) ¢ = 1119,81in/(°F)
ar = 9,7107%n/(°Fin) a; = 9,710 "in/(°F in)

A figura 40a apresenta a comparacao dos resultados de posi¢ao de um né impac-
tante, utilizando o elemento de barra (eldstico linear), o elemento de chapa (Saint-Venant-
Kirchhoff) e a solucao analitica (eldstica linear), apresentada na segao 8.3. Na figura 40b
podem ser vistos os resultados de temperatura para um né em x = 9,5 in para as mesmas

andalises.

—— Modelo de Saint-Venant-Kirchhoff
—— Modelo Eléstico Linear

c&o [in]

Pos

Mudanca de Temperatura f F]

Modelo de Saint-Venant-Kirchhoff
10.001 - —— Modelo Eléstico Linear
— Solugdo Analitica

0\ R
0 1 2 0 1 2 3 4
Tempo [s] x 10 Tempo [s] x 10

(a) Posigao (b) Variagao de Temperatura

Figura 40: Impacto de Barra - Comparacao entre diferentes elementos.

Na figura 40 percebe-se que, apesar dos niveis de deformacao terem atingido
valores que resultam em diferenca entre os modelos de Saint-Venant-Kirchhoff e o elastico
linear, os resultados foram coerentes, levando a conclusao de que o aplicativo de chapa

desenvolvido esta em concordancia com a teoria apresentada.

Na sequéncia foram realizadas duas analises considerando o comportamento plas-
tico do material. Para tanto, foi considerado que a tensao de escoamento foi de o., =
10 ksi, que a quantidade de trabalho plastico convertido em calor foi de § = 1, e encrua-
mento de 1000 ksi e de 15000 ksi. As figuras 41 e 42 apresentam os resultados de posicao
do né impactante e de temperatura do no localizado em x = 9.5 in, ao longo do tempo,

para os diferentes casos de encruamento.
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10.01}

10.009¢

10.008}

10.007 -

10.006

Posicao [in]

10.005¢

10.004 -

10.003}

10.002 -

—— Elem. Chapa
10.001{ ——Elem. Barra

——Elem. Chapa
10.001{ ——Elem. Barra

—— Solugéo Analitica - Elastica Linear —— Solugéo Analitica - Elastica Lmear\
T I T

1
1 2 3 4 0 1 2 3 4
Tempo [s] x10* Tempo [s] x10%

(a) Encruamento de 1000 ksi (b) Encruamento de 15000 ksi

Figura 41: Impacto de Barra - Posigao.

Percebe-se na figura 41 que houveram diferencas significativas no comportamento
plastico do material, em especial quando considerado encruamento de 15000 ksi. Porém
tais diferencas sao decorrentes dos diferentes modelos adotados. Isto implica que di-
ferencas na geracao de calor também sao esperadas, conforme mostrado na figura 42.
Ainda assim, os resultados sao préximos o suficiente, levando a conclusao que a aplicativo

termo-plastico de chapa estd gerando resultados coerentes.

——Elem. Chapa
18} —— Elem. Barra

16+

=

)

——Elem. Chapa
—— Elem. Barra

Mudanca de Temperatura [" F]
8

Mudanca de Temperatura [° F]
>

& o ®

[N

o
%

Tempo [s] x10% Tempo [s] x10*

(a) Encruamento de 1000 ksi (b) Encruamento de 15000 ksi

Figura 42: Impacto de Barra - Mudanga de Temperatura.

9.6 Impacto de Anel e Anteparo Rigido

Este exemplo foi baseado em Greco (2004) e em Marques (2006), e consiste em
uma estrutura anelar, de comportamento elastico, seguindo uma trajetéria de impacto in-
clinada em relacao a um anteparo rigido, sob velocidade constante, conforme apresentado

na figura 43.
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Figura 43: Impacto entre Anel e Anteparo Rigdo.

Na figura 43 também pode ser vista a discretizagao do anel em 80 elementos
finitos. Foram adotados 4000 passos de tempo de At = 0.005, temperatura de referéncia

de 6y = 1. e as seguintes propriedades termo-mecanicas:

K = 100. p = 0.01
k= 1. ce = L
a; = 0. as = 0.1

Nas figuras 44 até 48 sao apresentados os deslocamentos horizontal e vertical, as-
sim como a temperatura, para diversos instantes de tempo no caso de impacto sem atrito.
Os resultados de deslocamento sao praticamente idénticos aos apresentados em Marques

(2006), sendo estes omitidos para facilitar a visualizagao.

00 1,300 0,0000
04 1,225 I -0,1375
-0,2750

i * 12 1,075 04125
Y- 4 I 16 I 1,000 ' -0,5500

N 20 0925 0,6875

| |
24 | 0,850 08250

. 28 \ Y, l 0775 \ / . 09625
W‘ 32 -..rq-nw/( 0,700 ey -1,1000

(a) Temperatura (b) Deslocamento X (c) Deslocamento Y

Figura 44: Impacto de Anel - 0,5 s apés impacto.

-1,0750

2,400 630 0,0000
I 1,875 I ) I 05375
4 Vi

-16125
\ﬁ & l -0,300 I -2,1500

A\ ' '
N 0225 26875
A%' 0,750 -3,2250
' I 1,275 l -3,7625
7> 1,800 -4,3000

(a) Temperatura (b) Deslocamento X (¢) Deslocamento Y

Figura 45: Impacto de Anel - 2,1 s apds impacto.
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000 14,0 0,000
130 1,375
120
1,0

100

(a) Temperatura (b) Deslocamento X (c) Deslocamento Y

Figura 46: Impacto de Anel - 5 s apds impacto.

0,850 23,00
0,563 22
0275
0013
0300
0588
0875 18,50

1,163 17,75

1,450 17,00

(a) Temperatura (b) Deslocamento X (c¢) Deslocamento Y

Figura 47: Impacto de Anel - 10 s apds impacto.

(a) Temperatura (b) Deslocamento X (c) Deslocamento Y

Figura 48: Impacto de Anel - 20 s apds impacto.
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10 Conclusao

Ao longo do trabalho foram apresentados os conceitos necessarios para a com-
pleta descricao do comportamento de sélidos termo-elasto-plasticos, baseados nas leis da
termodinamica e nos principios da elasticidade e da plasticidade. Estes conceitos foram
entao utilizados para o desenvolvimento de codigo computacional para analisar estruturas
com comportamento termo-elastico e termo-plastico. Diversos exemplos foram sugeridos
e comparados a outros trabalhos académicos, comprovando a precisao e validando a for-

mulagao, e, com isto, atendendo plenamente os objetivos do trabalho.

A primeira contribuicao desta tese estd na extensao da formulacdo nao-linear
geométrica desenvolvida em Coda (2003) e em Greco e Coda (2004), para o estudo de
estruturas em situacoes nao-isotérmicas, incluindo a geracao de calor decorrente da taxa

de deformacao da estrutura.

A segunda contribuicao estd diretamente ligada a teoria da termo-elasticidade,
em que esta foi contestada em sua forma atual, questionando até mesmo sua validade,
visto que o termo de geracao de calor elastico surge em decorréncia da consideragao de
que a entropia pode decrescer. Foi feita uma proposta para alteracao, porém esta também
fere o pressuposto da entropia estavel ou crescente. No entanto, desenvolver e propor uma,

nova teoria estava fora do escopo do trabalho.

Outra extensao provinda deste estudo estd na consideracao do comportamento
dinamico nao linear geométrico de solidos eldsticos e elasto-plasticos, em situagoes nao-
isotérmicas, em estruturas que sofrem impacto em anteparos rigidos, devidamente com-
provados por meio da comparacao entre resultados obtidos e os existentes na literatura

consultada.

Um tultimo ponto a destacar é a consideracao de diversas fontes de nao-linearidade
inerentes ao problema termo-elasto-plastico: a fisica, decorrente de o material apresentar
uma relacao nao-linear entre tensao e deformagao; a geométrica, em consequéncia de se

considerar grandes deslocamentos; a de contato, decorrente das mudancas nas condigoes
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de contorno e iniciais no processo de impacto; e a de equilibrio termo-mecanico, visto
que cada campo (mecénico e térmico) depende da resposta do outro, resultando em um

equilibrio nao-linear.

10.1 Futuros Desenvolvimentos

O préximo desenvolvimento, facilmente vislumbrado, esta na utilizacao de ele-
mentos mais complexos, capazes de considerar nao apenas os esforcos normais, mas
também os esforcos de flexao, torcao e afins. Elementos térmicos capazes de conside-
rar a geracao de calor nao apenas na linha média, mas também em sua espessura, teriam
que ser desenvolvidos para que a resposta térmica pudesse ser devidamente representada.

Uma alternativa seria representar a temperatura na secao transversal.

Além disso, a transmissao de calor por radiacao pode ser facilmente inserida no
aplicativo desenvolvido, assim como outras formas de geracao de calor, como a fricgao,
desenvolvida no contato entre estruturas. Em conjunto, o desgaste do material em de-
corréncia da fricgao também poderia ser incluida, conforme apresentado nos artigos Strom-

berg (1999) e Ireman, Klarbring e Stromberg (2002).

A partir disso, topicos mais avancados poderiam ser abordados, como em Baldoni
e Rajagopal (1997), que trata da mudanca de fase do material (liquido para sélido e vice-

versa). Obviamente isto implicaria incluir a transmissao de calor por convecgao.




Referéncias 111

Referéncias

ADAMS, S. L.; KREMPL, E. Thermomechanical response of 3.5 ni-mo-v alloy steel
and type 304 stainless steel under cyclic uniaxial inelastic deformation. Res. Mechanica,
v. 10, p. 295, 1984.

ALONSO, M. P.; GARRIDO, J. A.; FOCES, A. Application of BEM to solve two-
dimensional thermoelastic contact problems with convection and radiation conditions.
Computers € Structures, v. 66, n. 1, p. 115-125, Janeiro 1998.

ALTAY, G. A.; DOKMECI, M. C. Some variational principles for linear coupled
thermoelasticity. International Journal of Solids and Structures, v. 33, n. 26, p.
3937-3948, Novembro 1996.

ANNAMALAI K.; PURI I. K. Advanced Thermodynamics Engineering. 1. ed. Londres:
CRC Press, 2002. (CRC Series in Computational Mechanics and Applied Analysis).

ARMERO, F.; SIMO, J. C. A priori stability estimates and unconditionally stable
product formula algorithms for nonlinear coupled thermoplasticity. International Journal
of Plasticity, v. 9, n. 6, p. 749-782, 1993.

BAKSI, A.; BERA, R. K.; DEBNATH, L. Eigen value approach to study the effect of
rotation and relaxation time in two dimensional problems of generalized thermoelasticity.
International Journal of Engineering Science, v. 42, n. 15-16, p. 1573-1585, Setembro
2004.

BALDONI, F.; RAJAGOPAL, K. R. A continuum theory for the thermomechanics
of solidification. International Journal of Non-Linear Mechanics, v. 32, n. 1, p. 3-20,
Janeiro 1997.

BAMMANN, D. J. Modeling temperature and strain rate dependent large deformations
of metals. Applied Mechanics Reviews, v. 43, p. 312-319, 1990.

BATHE, K.-J. Finite Element Procedures. Nova Jersey: Prentice Hall, 1982.

BECKER, E. B.; CAREY, G. F.; ODEN, J. T. Finite Elements: An Introduction. 1. ed.
Texas, Estados Unidos: Prentice Hall, 1981.

BEN-AMOZ, M. On a variational theorem in coupled thermoelasticity. Journal of
Applied Mechanics, v. 32, p. 943-945, 1965.

BERTRAM, A. Finite thermoplasticity based on isomorphisms. International Journal of
Plasticity, v. 19, n. 11, p. 2027-2050, Novembro 2003.

BIALECKI, R. A. et al. Evolutionary shape optimization of thermoelastic bodies
exchanging heat by convection and radiation. Computer Methods in Applied Mechanics
and Engineering, v. 194, n. 17, p. 1839-1859, Abril 2005.




112 Referéncias

BIOT, M. Thermoelasticity and irreversible thermo-dynamics. Journal of Applied
Physics, v. 27, n. 3, p. 240-253, 1956.

BIRLIK, G. A.; MENGI, Y.; MUNEEB, A. H. A higher order dynamic theory for
isotropic thermoelastic cylindrical shells: Part 2: Assessment. Journal of Sound and
Vibration, v. 179, n. 5, p. 827-837, Fevereiro 1995.

BOLEY, B. A.; WEINER. Theory of Thermal Stresses. 1. ed. Nova York: John Wiley &
Sons, 1960.

BOULANGER, T. et al. Calorimetric analysis of dissipative and thermoelastic effects
associated with the fatigue behavior of steels. International Journal of Fatigue, v. 26,
n. 3, p. 221-229, Marco 2004.

CANADIJA, M.; BRNIC, J. Associative coupled thermoplasticity at finite strain with
temperature-dependent material parameters. International Journal of Plasticity, v. 20,
n. 10, p. 1851-1874, Outubro 2004.

CANNAROZZI, A. A.; UBERTINI, F. A mixed variational method for linear coupled
thermoelastic analysis. International Journal of Solids and Structures, v. 38, n. 4, p.
717-739, Janeiro 2001.

CARPENTER, N. J.; TAYLOR, R. L.; KATONA, M. G. Lagrange constraints for
transient finite element surface contact. International Journal for Numerical Methods in
Engineering, v. 32, n. 1, p. 103-128, 1991.

CHOI, J.-H.; LEE, I. Finite element analysis of transient thermoelastic behaviors in disk
brakes. Wear, v. 257, n. 1-2, p. 47-58, Julho 2004.

CIARLET, P. G. Mathematical Elasticity. Amsterdam: North Holland, 1993. (Studies in
Mathematics and its Applications, v. 1).

CODA, H. B. Andlise nao linear geométrica de solidos e estruturas: uma formulacdo
posicional baseada no MEF. Tese (Texto complementar para concurso de professor
titular) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo,
2003.

CODA, H. B. An enhanced positional finite element formulation for geometrical
non-linear analysis of three-dimensional laminate frames. In: TOPPING, B.;
PAPADRAKAKIS, M. (Ed.). Proceedings of the Ninth International Conference on
Computational Structures Technology. Atenas, Grécia: [s.n.], 2008. v. 1.

CODA, H. B.; PACCOLA, R. R. An alternative positional FEM formulation for
geometrically non-linear analysis of shells - curved triangular isoparametric elements.
Computational Mechanics, v. 40, p. 185-200, Junho 2007.

CODA, H. B.; PACCOLA, R. R. A positional FEM formulation for geometrical
non-linear analysis of shells. Latin American Journal of Solids and Structures, v. 5, p.
205-223, 2008.

COLEMAN, B. D. Memories of clifford truesdell. Journal of Elasticity, v. 70, n. 1-3, p.
1-13, 2003.




Referéncias 113

COLEMAN, B. D.; GURTIN, M. E. Thermodynamics with internal state variables.
Journal of Chemical Physics, v. 47, p. 597613, 1967.

COLEMAN;, B. D.; NOLL, W. The thermodynamics of elastic materials with heat
conduction and viscosity. Archive for Rational Mechanics and Analysis, v. 13, p. 167-178,
1963.

COOK, R. D.; MALKUS, D. S.; PLESHA, M. E. Concepts and Applications of Finite
Element Analysis. 3. ed. Toronto, Canada: John Wiley & Sons, 1989.

COPETTI, M. I. M. A one-dimensional thermoelastic problem with unilateral constraint.
Mathematics and Computers in Simulation, v. 59, n. 4, p. 361-376, Junho 2002.

COPETTI, M. I. M. Finite element approximation to a quasi-static thermoelastic
problem to the contact of two rods. Applied Numerical Mathematics, v. 44, n. 1-2, p.
31-47, Janeiro 2003.

DACHKOVSKY, S.; BOHM, M. Finite thermoplasticity with phase changes based on
isomorphisms. International Journal of Plasticity, v. 20, n. 2, p. 323-334, Fevereiro 2004.

DHALIWAL, R.; SHERIEF, H. Generalized thermoelasticity for anisotropic media.
Quarterly of Applied Mathematics, v. 33, p. 1-8, 1980.

DILLON, O. Coupled thermoplasticity. Journal of the Mechanics and Physics of Solids,
v. 11, p. 21-33, 1963.

DUHAMEL, J. M. C. Second mémoire sur les phénomeénes thermo-mechanique. Journal
de L’Escole Polytechnique, v. 15, n. 25, p. 1-57, 1837.

EL-MAGHRABY, N. M.; YOSSEF, H. M. State space approach to generalized
thermoelastic problem with thermomechanical shock. Applied Mathematics and
Computation, v. 156, n. 2, p. 577-586, Setembro 2004.

FARREN, W. S.; TAYLOR, G. I. The heat developed during plastic extension of metals.
Proceedings of the Royal Society A, v. 107, p. 422-451, 1925.

GAIKWAD, M. N.; DESHMUKH, K. C. Thermal deflection of an inverse thermoelastic
problem in a thin isotropic circular plate. Applied Mathematical Modelling, v. 29, n. 9, p.
797-804, Setembro 2005.

GRECO, M. Andlise de problemas de contato/impacto em estruturas de comportamento
ndo linear pelo método dos elementos finitos. Tese (Tese de Doutorado em Engenharia)
— Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2004.

GRECO, M.; CODA, H. B. A simple FEM formulation for large deflection 2D frame
analysis based on position description. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 193, n. 33-35, p. 3541-3557, Agosto 2004.

GRECO, M.; CODA, H. B.; VENTURINI, W. S. An alternative contact/impact
identification algorithm for 2D structural problems. Computational Mechanics, v. 34,
n. 5, p. 410-422, Maio 2004.




114 Referéncias

GREEN, A. E.; LINDSAY, K. A. Thermoelasticity. Journal of Elasticity, v. 2, n. 1,
p. 1-7, 1972.

GREEN, A. E.; NAGHDI, P. M. A re-examination of the basic postulates of
thermomechanics. In: ROYAL SOCIETY OF LONDON. Proceedings: Mathematical and
Physical Sciences. Londres, Inglaterra, 1991. v. 432, p. 171-194.

GREEN, A. E.; NAGHDI, P. M. On undamped heat waves in an elastic solid. Journal of
Thermal Stresses, v. 15, p. 253-264, 1992.

GREEN, A. E.; NAGHDI, P. M. Thermoelasticity without energy dissipation. Journal
of FElasticity, v. 31, p. 189-208, 1993.

GREEN, A. E.; NAGHDI, P. M. A new thermoviscous theory for fluids. Journal of
Non-Newtonian Fluid Mechanics, v. 56, p. 289-306, 1995.

GREEN, A. E.; NAGHDI, P. M. A unified procedure for construction of theories
of deformable media. I - classical continuum physics, II - generalized continua, III -
mixtures of interacting continua. In: ROYAL SOCIETY OF LONDON. Proceedings:
Mathematical and Physical Sciences. Londres, Inglaterra, 1995. v. 448, p. 335-388.

GUO, B. Z.; CHEN, J. C. The first real eigenvalue of a one-dimensional linear
thermoelastic system. Computers & Mathematics with Applications, v. 38, n. 11-12, p.
249-256, Dezembro 1999.

HAKANSSON, P.; WALLIN, M.; RISTINMAA, M. Comparison of isotropic hardening
and kinematic hardening in thermoplasticity. International Journal of Plasticity, v. 21,
n. 7, p. 1435-1460, Julho 2005.

HALL, R. B. Methods in entropic thermomechanics. Composites Science and Technology,
v. 60, n. 12-13, p. 2581-2599, Setembro 2000.

HERRMANN, G. On variational principles in thermoelasticity and heat conduction.
Quarterly of Applied Mathematics, v. 22, p. 151-155, 1963.

HETNARSKI, R. B.; IGNACZAK, J. Nonclassical dynamical thermoelasticity.
International Journal of Solids and Structures, v. 37, n. 1-2, p. 215-224, Janeiro 2000.

HOLZAPFEL, G. A. Nonlinear Solid Mechanics: A Continuum Approach for
Engineering. 2. ed. Chichester, Inglaterra: John Wiley & Sons, 2004.

HOSSEINI-TEHRANI, P.; ESLAMI, M. R. Bem analysis of thermal and mechanical
shock in a two-dimensional finite domain considering coupled thermoelasticity.
Engineering Analysis with Boundary Elements, v. 24, n. 3, p. 249-257, Marco 2000.

HU, N. A solution method for dynamic contact problems. Computers & Structures,
v. 63, n. 6, p. 10563-1063, Junho 1997.

IBRAHIMBEGOVIC, A.; CHORFI, L. Covariant principal axis formulation of associated
coupled thermoplasticity at finite strains and its numerical implementation. International
Journal of Solids and Structures, v. 39, n. 2, p. 499-528, Janeiro 2002.




Referéncias 115

IESAN, D.; QUINTANILLA, R. On the plane strain of thermo-microstretch elastic
solids. International Journal of Engineering Science, v. 42, n. 19-20, p. 1957-1972,
Novembro-Dezembro 2004.

IREMAN, P.; KLARBRING, A.; STROMBERG, N. Finite element algorithms for
thermoelastic wear problems. Furopean Journal of Mechanics - A/Solids, v. 21, n. 3, p.
423-440, 2002.

KAMLAH, M.; HAUPT, P. On the macroscopic description of stored energy and self
heating during plastic deformation. International Journal of Plasticity, v. 13, n. 10, p.
893-911, Dezembro 1997.

KHALIFA, M. E.; EL-RAHMAN, R. G. A.; GHONAMY, M. I. Some new exact solutions
for linear thermoelastic system. Applied Mathematics and Computation, v. 147, n. 3, p.
773787, Janeiro 2004.

KOJIC, M. An extension of 3-d procedure to large strain analysis of shells. Computer
Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 191, n. 23-24, p. 2447-2462, Marco
2002.

KOSHELEV, V.; GHASSEMI, A. Complex variable bem for thermo- and poroelasticity.
Engineering Analysis with Boundary Elements, v. 28, n. 7, p. 825-832, Julho 2004.

KOUREAS, T.; CHARALAMBOPOULOS, A.; KALPAKIDES, V. K. On conservation
laws in generalized dynamic thermoelasticity. International Journal of Engineering
Science, v. 40, n. 15, p. 1687-1696, Setembro 2002.

LALOUI, L.; CEKEREVAC, C. Thermo-plasticity of clays: An isotropic yield
mechanism. Computers and Geotechnics, v. 30, n. 8, p. 649-660, Dezembro 2003.

LANCZOS, C. The variational Principles oF Mechanics. Nova York: Dover Publications,
Inc., 1986.

LEE, J. D.; CHEN, Y. A theory of thermo-visco-elastic-plastic materials: thermomecha-
nical coupling in simple shear. Theoretical and Applied Fracture Mechanics, v. 35, n. 3,
p. 187-209, Maio-Junho 2001.

LEHMANN, T.; BLIX, U. On the coupled thermo-mechanical process in the necking
problem. International Journal of Plasticity, v. 1, p. 175-188, 1985.

LEIVA, H.; SIVOLI, Z. Existence, stability and smoothness of a bounded solution for
nonlinear time-varying thermoelastic plate equations. Journal of Mathematical Analysis
and Applications, v. 285, n. 1, p. 191-211, Setembro 2003.

LEWIS, R. W. et al. The Finite Element Method in Heat Transfer Analysis. 1. ed.
Chichester, Inglaterra: John Wiley & Sons, 1996.

LIENHARD IV, J. H.; LIENHARD V, J. H. A Heat Transfer Textbook. 3. ed. Estados
Unidos: Phlogiston Press, 2005.

LORD, H.; SHULMAN, Y. A generalized dynamical theory of thermoelasticity. Journal
of the Mechanics and Physics of Solids, v. 15, p. 299-309, 1967.




116 Referéncias

LYKOTRAFITIS, G.; GEORGIADIS, H. G. The three-dimensional steady-state
thermo-elastodynamic problem of moving sources over a half space. International Journal
of Solids and Structures, v. 40, n. 4, p. 899-940, Fevereiro 2003.

MACIEL, D. N. Andlise de problemas eldsticos nao-lineares geométricos empregando o
método dos elementos finitos posicional. Tese (Tese de Doutorado em Engenharia) —
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2008.

MALVERN, L. E. Introduction to the mechanics of a Continuous Medium. Nova Jersey:
Prentice Hall, 1969.

MANOACH, E.; RIBEIRO, P. Coupled, thermoelastic, large amplitude vibrations
of timoshenko beams. International Journal of Mechanical Sciences, v. 46, n. 11, p.
1589-1606, Novembro 2004.

MARQUES, G. C. dos S. C. Estudo e Desenvolvimento de Cddigo Computacional
Baseado no Método dos Elementos Finitos para Andlise Dinamica Nao Linear Geométrica
de Sélidos Bidimensionais. Dissertacao (Dissertacao de Mestrado em Engenharia) —
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2006.

MASON, J. J.; ROSAKIS, A. J.; RAVICHANDRAN, G. On the strain and strain-rate
dependence of the fraction of plastic work converted into heat: an experimental study
using high-speed infrared detectors and the kolsky bar. Mechanics of Materials, v. 17,
n. 2, p. 135-145, 1994.

MIEHE, C. Entropic thermoelasticity at finite strains. aspects of the formulation and
numerical implementation. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering,
v. 120, n. 3-4, p. 243-269, Fevereiro 1995.

MINSKI, R. L. Aprimoramento de formulagao de identificacdo e solucao do impacto
bidimensional entre estrutura e anteparo rigido. Dissertacao (Dissertacao de Mestrado
em Engenharia) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao
Paulo, 2008.

MIRANDA, S. de; UBERTINI, F. On the consistency of finite element models in
thermoelastic analysis. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 190,
n. 18-19, p. 2411-2427, Janeiro 2001.

MIRANDA-VALENZUELA, J. C.; MUCI-KUCHLER, K. H.; SORIANO-SORIANO, S.
Adaptive meshing for two-dimensional thermoelastic problems using hermite boundary
elements. Advances in Engineering Software, v. 32, n. 3, p. 171-188, Dezembro 2000.

MUKHERJEE, N.; SINHA, P. K. Thermal shocks in composite plates: a coupled
thermoelastic finite element analysis. Composite Structures, v. 34, n. 1, p. 1-12, Janeiro
1996.

MUKHOPADHYAY, S. Thermoelastic interactions without energy dissipation in an
unbounded body with a spherical cavity subjected to harmonically varying temperature.
Mechanics Research Communications, v. 31, n. 1, p. 81-89, Janeiro-Fevereiro 2004.

MUNEEB, A. H.; BIRLIK, G. A.; MENGI, Y. A higher order dynamic theory for
isotropic thermoelastic cylindrical shells: Part 1: Theory. Journal of Sound and
Vibration, v. 179, n. 5, p. 817-826, Fevereiro 1995.




Referéncias 117

NEDOMA, J. On a coupled stefan-like problem in thermo-visco-plastic rheology. Journal
of Computational and Applied Mathematics, v. 84, n. 1, p. 45-80, Outubro 1997.

NEWMARK, N. M. A method of computation for structural dynamics. ASCFE Journal
of Engineering Mechanics Division, v. 85, p. 67-94, 1959.

NICKELL, R.; SACKMAN, J. Variational principles for linear coupled thermoelasticity.
Quarterly of Applied Mathematics, v. 26, p. 11-26, 1968.

OGDEN, R. W. Non-linear Elastic Deformations. Nova York: Ellis Horwood, 1984.
(Mathematics and its Applications).

PANAGIOTOPOULOS, P. D. Inequality Problems in Mechanics and Applications:
Convex and Nonconvexr Energy Functions. 1. ed. Boston: Birkhauser, 1985.

PARK, K. H.; BANERJEE, P. K. Two- and three-dimensional transient thermoelastic
analysis by bem via particular integrals. International Journal of Solids and Structures,
v. 39, n. 10, p. 2871-2892, Maio 2002.

PARKUS, H. Thermoelasticity. 2. ed. Austria: Springer-Verlag, 1976.

PASCON, J. P. Modelos constitutivos para materiais hipereldsticos: estudo e
implementacao computacional. Dissertagao (Dissertagao de Mestrado em Engenharia) —
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Paulo, 2008.

PERZYNA, P.; SAWZCUK, A. Problems in thermoplasticity. Nuclear Engineering and
Design, v. 24, p. 1-55, 1973.

Prof. CARDY. A Matemdtica, um ABC do xyz 2008. Disponivel em:
<http://www.profcardy.com/cardicas/cardano.php>. Acesso em: 6 de outubro
de 2008.

QIN, Y.; RIVERA, J. M. Blow-up of solutions to the cauchy problem in nonlinear
one-dimensional thermoelasticity. Journal of Mathematical Analysis and Applications,
v. 292, n. 1, p. 160-193, Abril 2004.

QUINTANILLA, R. Thermoelasticity without energy dissipation of materials with
microstructure. Applied Mathematical Modelling, v. 26, n. 12, p. 1125-1137, Dezembro
2002.

RAND, O.; GIVOLI, D. Reduction of the periodic thermoelastic deformation in
truss-structures by design refinements and active loads. Computers € Structures, v. 54,
n. 4, p. 757-765, Fevereiro 1995.

RAVEENDRA, S. T. The use of a piecewise continuous polynomial basis function for
the surface reduction of integral equations in thermoelastic analysis. Computers €
Structures, v. 77, n. 6, p. 601-614, Agosto 2000.

RIBEIRO, P.; MANOACH, E. The effect of temperature on the large amplitude
vibrations of curved beams. Journal of Sound and Vibration, v. 285, n. 4-5, p. 1093-1107,
Agosto 2005.




118 Referéncias

RIVERA, J. E. M.; BARRETO, R. K. Existence and exponential decay in nonlinear
thermoelasticity. Nonlinear Analysis, v. 31, n. 1-2, p. 149-162, Janeiro 1998.

ROSAKIS, P. et al. A thermodynamic internal variable model for the partition of plastic
work into heat and stored energy in metals. Journal of the Mechanics and Physics of
Solids, v. 48, n. 3, p. 581-607, Marco 2000.

ROSSIT, C. A.; LAURA, P. A. A. A unified, polynomial approach for the approximate
solution of thermoelastic problems in rectangular plates. Ocean Engineering, v. 24, n. 6,
p. 543-549, Junho 1997.

SANTAOJA, K. Gradient theory from the thermomechanics point of view. Engineering
Fracture Mechanics, v. 71, n. 4-6, p. 557-566, Marcgo-Abril 2004.

SARACIBAR, C. A. de; CERVERA, M.; CHIUMENTI, M. On the formulation of
coupled thermoplastic problems with phase-change. International Journal of Plasticity,
v. 15, p. 1-34, 1999.

SARACIBAR, C. A. de; CERVERA, M.; CHIUMENTI, M. On the constitutive modeling
of coupled thermomechanical phase-change problems. International Journal of Plasticity,
v. 17, n. 12, p. 1565-1622, Dezembro 2001.

SAVASSI, W. Introducdo ao método dos elementos finitos em andlise linear de estruturas.

Sao Carlos, Sao Paulo: EESC/USP, 1996.

SCOTT, N. H. Connections between deformation-temperature and deformation-entropy
constraints and near-constraints in thermoelasticity. International Journal of Engineering
Science, v. 34, n. 15, p. 1689-1704, Dezembro 1996.

SCOTT, N. H. Thermoelasticity with thermomechanical constraints. International
Journal of Non-Linear Mechanics, v. 36, n. 3, p. 549-564, Maio 2001.

SHERIEF, H. On Generalized Thermoelasticity. Tese (Philosophy Thesis) — University
of Calgary, Canadé, 1980.

SHERIEF, H. H.; HAMZA, F. A.; SALEH, H. A. The theory of generalized thermoelastic
diffusion. International Journal of Engineering Science, v. 42, n. 5-6, p. 591-608, Marco
2004.

SIMO, J.; MIEHE, C. Associative coupled thermoplasticity at finite strains: formulation,
numerical analysis and implementation. Computer Methods in Applied Mechanics and
Engineering, v. 98, p. 41-104, 1992.

SOLBERG, J. M.; PAPADOPOULOS, P. A finite element method for contact/impact.
Finite Elements in Analysis and Design, v. 30, n. 4, p. 297-311, 1998.

SOLKONIKOV, I. S. Mathematical Theory of Elasticity. Nova York: Mac Graw-Hill
Book Co., 1956.

STROMBERG, N. Finite element treatment of two-dimensional thermoelastic wear
problems. Computer Methods in Applied Mechanics and Engineering, v. 177, n. 3-4, p.
441-455, Julho 1999.




Referéncias 119

TAYLOR, G.; QUINNEY, H. The latent energy remaining in a metal after cold working.
Progress in Materials Science A, v. 143, p. 307-326, 1934.

TAYLOR, R. L.; PAPADOPOULOS, P. On a finite element method for dynamic
contact/impact problems. International Journal for Numerical Methods in Engineering,
v. 36, n. 12, p. 2123-2140, 1993.

TRANGENSTEIN, J. A. Numerical Solution of Hyperbolic Partial Differential Equations.
1. ed. Inglaterra: Cambridge University Press, 2008.

TRUESDELL, C.; TOUPIN, R. The Classical Field Theories of Mechanics. [S.1.]:
Springer-Verlag, 1960. (Handbuch der Physik, v. 3).

VEL, S. S.; BATRA, R. C. Generalized plane strain thermoelastic deformation of
laminated anisotropic thick plates. International Journal of Solids and Structures, v. 38,
n. 8, p. 1395-1414, Fevereiro 2001.

WINTERBONE, D. E. Advanced Thermodynamics for Engineers. 1. ed. Londres:
Arnold, 1997.

XIA, L.; DING, K. Three-dimensional thermoelastic solution for laminated cantilever
cylindrical shell. Aerospace Science and Technology, v. 5, n. 5, p. 339-346, Julho 2001.

ZIENKIEWICZ, O. C.; TAYLOR, R. L. The Finite Element Method. 5. ed. Oxford,
Inglaterra: Butterworth-Heinemann, 2000.




120 Referéncias




APENDICE A - MATRIZ HESSIANA DA TRELICA. 121

APENDICE A - Matriz Hessiana da Trelica

A matriz Hessiana é definida como a segunda derivada da energia especifica em
relacao as posicoes nodais. Em outras palavras:
0%u,

Hipg = ——
T oyl oyl

(A.1)

onde j e [ variam de 1 a 2, relativos ao né do elemento, e i e k£ variam de 1 a 2, relativos a
dire¢ao. Ou seja, neste desenvolvimento serao considerados dois nés e duas direcoes por

elemento.

Para realizar as operagoes necessarias cada termo serd expandido em relacao aos

seus Indices. Assim sendo, para o primeiro nd, na direcao 1:

I
o (ai ) o
1.2
N ai% (wl Iy " 27; ) Ay
— ot o (1 5 (A5)
iEanaf)  w
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lembrando que
Oue _ K (A.10)
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due K (I —1lp)
o, lo

(A.11)

Os demais termos seguem as mesmas operagoes para se chegar as expressoes finais.

Assim sendo, para o préoximo termo na diagonal
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O terceiro termo fica sendo
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A resolucao do quarto termo acompanha as anteriores
0 (0u,
Hy2o o2 (81/%) (A.28)
8 8lf 6ue
B Bt A.29
ot (o a1 429
0 ((y5—ys) Oue
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A3 ( ly  0ly (4.50)
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Os termos fora da diagonal exigem um tratamento parecido, lembrando que a

matriz Hessiana é simétrica.
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O préximo termo da primeira linha é

B
() o

L
ek
- (lt g;t) aﬁy%(y% — i)+ (1 — i) 88 <l1f g?f) (A.46)
s e
-t (Ea g  ew
= G- - (55 5+ e ) (A.49)

O quarto termo da primeira linha fica sendo

Hipr = aayg (gZ;) (A.50)
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Passando para a segunda linha, o primeiro termo apés a diagonal &
e
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Para completar a matriz Hessiana s6 falta o quarto elemento da terceira linha.

Hiv — aay% <gZ§> (A.71)

= o (ad ) o
21
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APENDICE B - Matriz Hessiana do Elemento de
Chapa

A matriz Hessiana é definica como a segunda derivada da energia interna de
deformagao em relacao as posi¢oes nodais, ou seja:
2
O (Py; Eyj)

H rs —
OysOyy

(B.1)

onde E;; ¢ o tensor de deformacao de Green, P;; é o tensor de tensao de Piola-Kirchhoff
de Segunda Espécie, y, e y, sao as posi¢oes nodais do elemento de chapa, sendo que r e
s variam de 1 até o nimero de nos e diregoes. No elemento triangular plano de 10 nés ,

r e s variam de 1 a 20 (dez nds, duas diregoes cada).

O desenvolvimento da matriz hessiana do elemento de chapa é semelhante ao
desenvolvimento da Hessiana da trelica, porém neste caso o desenvolvimento nao precisa

ser expandido termo a termo. Desta forma, a matriz Hessiana fica sendo

PPy Ey) 0 (0P Ey) (B.2)
9y 0y, Oy, \ Oy, '
0 8(PU Ez]) GEM
_ Y B.
ayr ( aEkl ays ( 3)
= B.4
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0 [Ch; (Biy — BY + 01065
- d ]8Emi ’ (B.8)
= Clilmn

w

onde C,;; € o tensor que define as propriedades eldsticas, E}; ¢ a parte plastica do tensor de
deformagao de Green, a; € o coeficiente de expansao térmica, 0 é a variagao de temperatura

a partir de um referencial e d;; ¢ o delta de Kronecker.

Além disso

aQEkl a(smn
p— B.l
OE ., 0y Oy (B.10)
= 0 (B.11)
Assim sendo 82( ) 5
Pij Eij Ekl Emn
= e —_— B.12
Y5Oy, s Climn oy, (B.12)

lembrando que a derivada do tensor de deformacao de Green em relagao as posigoes nodais

ja foi desenvolvido no capitulo 9, e é dada por

OEi; _ o J(Ay)
dys " Oy,

onde Ay; é o gradiente da funcao mudanga de configuracao da inicial para a atual, A?j é

AT (B.13)

o gradiente da fun¢do mudanga de configuragao da inicial para a local (ou adimensional)
e A}, é o gradiente da fun¢do mudanga de configuragao da atual para a local. Com isso
a energia interna pode ser determinada pela posicao y,, visto que A}j é escrito em funcgao

da posicao atual.






