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RESUMO

COSTA, R.C. (2008). Formulacfes do Método dos Elementos de Contorno para andlise de placas
viscoelasticas. Sdo Carlos. 238p. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de Sdo Paulo.

Neste trabalho sdo propostas formulagdes do Método dos Elementos de Contorno
(MEC) para placas viscoelasticas com o uso dos modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt e
Boltzmann. Inicialmente, apresenta-se a formulagdo do MEC para placas elésticas pela Teoria
de Kirchhoff que é utilizada como base para desenvolvimento das equacgdes viscoelasticas.
Em seguida, desenvolvem-se as formulagdes para os modelos reolégicos de Kelvin-Voigt e
Boltzmann que primeiramente representardo o comportamento viscoso através de integrais de
dominio que devem ser solucionadas com o0 uso de células internas. Logo depois,
complementa-se o trabalho ao se encontrar formulacdes em que as representagdes viscosas
sdo obtidas através de integrais de contorno, assim, permitindo analises viscoelasticas com
discretizacBes apenas no contorno e tornando o método mais eficiente, elegante e preciso.
Finalizando, aplica-se a técnica de suavizagdo do sistema linear nas formulages
viscoelasticas com representacdo no contorno, com a intengdo de se obter melhores resultados

para discretizagdes pobres e descontinuidades nas condig¢des de contorno.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, placas, elastico, viscoelastico, Kelvin-

Voigt, Boltzmann, Sistema Linear Suave.



ABSTRACT

COSTA, R.C. (2008). Formulations of the Boundary Elements Method for analysis of viscoelastic
plates. S8o Carlos. 238p. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de Sdo Paulo.

In this work formulations of the Boundary Elements Method (BEM) for viscoelastic
plates using the Kelvin-Voigt’s and Boltzmann’s rheological models are proposed. Initially,
the BEM formulation for elastic plates based on Kirchhoff’s Theory is presented, which is
used as the basis for the development of the viscoelastic equations. After, the formulations for
Kelvin-Voigt’s and Boltzmann’s rheological models are developed; Initially the viscous
behavior will be represent by domain integrals that must be evaluated using internal cells. In
the sequel, the work is complemented by deriving formulations wherein the viscous
influences are given by boundary integrals, therefore allowing viscoelastic analysis with
discretizations defined only along the boundary what makes the method more efficient,
elegant and accurate. Finally, the least square method is applied for the viscoelastic
formulations with boundary representations, trying to obtain better results using poor

discretizations and discontinuities in the boundary conditions.

Keywords: Boundary Elements Method, plates, elastic, viscoelastic, Kelvin-Voigt,

Boltzmann, least square method.
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1. INTRODUCAO

Na engenharia existem muitas estruturas que sdao compostas por placas e, por isso, 0
entendimento do comportamento desses elementos, quando submetidos a diversos tipos de
carregamentos, condi¢Ges de contorno e diferentes situagdes é de grande importancia. Uma
dessas situagdes apresenta-se quando o material que constitui a placa possui comportamento
viscoelastico como em polimeros, concreto, madeira, solos e acos sob altas temperaturas,
onde os esforcos e os deslocamentos s&o obtidos ao longo do tempo. A solugdo analitica de
um problema de placa com este tipo de material é matematicamente complexa e, por isso,
neste trabalho serdo desenvolvidas formula¢des do Método dos Elementos de Contorno para

placas viscoelasticas.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.1.1 Teoria das Placas

As placas sdo elementos estruturais comuns na engenharia e o primeiro trabalho
voltado ao seu estudo foi realizado por KIRCHHOFF (1850), que desenvolveu a chamada
Teoria Classica, a qual representa o comportamento de placas delgadas com pequenos
deslocamentos sob carregamentos transversais. Nesta teoria, através de algumas

simplificacbes como a desconsideracdo das deformacdes por cisalhamento transversal, €
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obtida uma equacdo diferencial de quarta ordem, onde devem ser satisfeitas duas condicdes de
contorno ao longo das bordas da placa.

Outra importante teoria foi a proposta por REISSNER (1944,1945), que considerando
as deformagdes por cisalhamento transversal, tem-se um sistema de equagdes diferenciais de
sexta ordem, onde devem ser satisfeitas trés condi¢cdes de contorno ao longo das bordas da
placa. Esta teoria permite a analise de placas delgadas e moderadamente espessas.

MINDLIN (1951) propbs uma teoria semelhante a de Reissner, baseada na teoria da
elasticidade tridimensional para corpos em movimento, considerando-se a inércia rotacional e
o cisalhamento transversal. O sistema de equacdes diferenciais, também, é de sexta ordem.

HENCKY (1947) e KROMM (1953) desenvolveram teorias baseadas nos
deslocamentos e rotacGes do plano médio da placa.

Outra proposta para o estudo de placas foi desenvolvida por SALERNO &
GOLDBERG (1960), que reduziram o sistema de trés equagdes diferenciais de Reissner para
uma equacao diferencial de quarta ordem, como ocorre na Teoria Classica, € a uma equacao
diferencial de segunda ordem para a determinacgdo de uma funcao de tensao.

PANC (1975) analisou e comparou diversas teorias para resolucdo de problemas de
placas.

NORDGREN (1971,1972) ao realizar estudos comparativos, verificou que a Teoria
Classica pode ser utilizada como uma aproximacao para problemas tridimensionais.

REISSNER (1976) apresentou estudos sobre a dificuldade de integracdo do sistema de
equacgdes para o caso de ortotropia e a influéncia de uma faixa limite de condigOes de
contorno reduzidas na solugdo do interior de placas isotropicas. Dessa forma, verificou
diferencas entre a deformacdo por cisalhamento na faixa de contorno e no dominio da placa.

Uma nova teoria foi proposta por CHENG (1979), onde se obteve uma equagao

diferencial de ordem infinita, cujas derivadas maiores que as de quarta ordem multiplicam os
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quadrados da espessura da placa. Nesta teoria € obtida a equacéo da Teoria Classica quando a
espessura da placa tende a zero.

LEVINSON (1980) desenvolveu uma nova teoria para a anélise dindmica e estatica de
placas, considerando as deformacdes por cisalhamento. Esta teoria, no caso dinamico, possui
a mesma equacao de onda da teoria de Mindlin para deslocamento transversal.

GREGORY & WAN (1985) demonstraram que com certas condigdes de contorno
para o problema de flexdo de placas e utilizando-se a equacéo de deslocamento de Cheng é
obtida a equacdo da Teoria Classica.

REISSNER (1986) apresentou uma nova formulagao, generalizando as equacdes para
a analise de placas com grandes deformacg6es e com deformacdo por cisalhamento transversal.
O sistema de equagbes diferenciais obtido é de décima ordem, sendo duas equacGes
simultaneas de quarta ordem complementadas por uma equacéo de segunda ordem.

REISSNER (1987) pesquisou placas moderadamente espessas através de um sistema
de equacdes de décima segunda ordem.

RYCHTER (1988) verificou que a Teoria de Reissner combinada com o estado plano
de tensdo é capaz de avaliar o comportamento real de placas elasticas homogéneas com um
erro minimo.

LADEVEZE & PECASTAINGS (1988) realizaram alteragdes na Teoria de Reissner
para placas homogéneas, isotropicas e com quaisquer condigdes de contorno, dessa forma,
melhorando os resultados obtidos nesta teoria. As mudancas foram efetuadas no valor do fator
de deformabilidade por cisalhamento transversal e nas condigdes de contorno.

BARRET & ELLIS (1988) desenvolveram uma nova formulagio baseada na teoria de
Cheng, onde se obtém as expressbes das componentes de deslocamentos e tensées em termos

do deslocamento transversal da superficie média da placa e suas derivadas. No mesmo
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trabalho, demonstraram como sao obtidas as Teorias de Kirchhoff, Reissner e Mindlin, a
partir dessa nova formulagéo.
REISSNER (1991) analisou a influéncia das faixas de contorno para placas

ortotrépicas e apresentou o conceito de apoio “soft”.

1.1.2 Método dos Elementos de Contorno

Praticamente todos os problemas de engenharia sdo solucionados através de um
modelo tedrico com o qual se pretende simular as caracteristicas existentes e prever o seu
comportamento. Estes modelos sdo descritos por equagdes diferenciais ou integrais e,
atualmente, estdo se tornando muito mais complexos e proximos do comportamento real.

As solucGes analiticas para essas equagOes sdo de dificil obtencdo, consequentemente,
surgiram os métodos numeéricos de calculo, que permitem resolver esses problemas de forma
aproximada. Com a grande evolucdo dos computadores, estes métodos passaram a ser
utilizados amplamente e se tornaram uma ferramenta fundamental e imprescindivel para a
resolucdo dos problemas de engenharia.

Os principais métodos numéricos sdo: o Método das Diferencas Finitas (MDF),
Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de Contorno (MEC). Os
dois primeiros sdo os mais difundidos e se baseiam em técnicas de dominio, pois fazem o uso
de aproximacGes em todo o dominio do corpo para solucionar as equagfes diferenciais ou
integrais do problema. Ja o Método dos Elementos de Contorno se baseia em técnicas de
contorno por necessitar apenas de aproximagfes no contorno do corpo para resolver as
equacdes.

O Meétodo das Diferencas Finitas € o mais antigo, sendo, ainda, muito utilizado
atualmente. Este método foi desenvolvido a partir do trabalho de SOUTHWELL (1946) e
suas equacdes sao obtidas através da aplicacdo de operadores, definidos por diferencas finitas,

sobre pontos distribuidos em todo o dominio do corpo.
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O Meétodo dos Elementos Finitos passou a ser difundido e aplicado nas diversas areas
da engenharia com a rapida evolugdo e expansdo dos computadores, mesmo sendo conhecida
sua formulagdo desde os anos 50 com TURNER et al (1956). Este método consiste em
transformar um sélido continuo em uma associacdo de elementos discretos e escrever as
equacdes de compatibilidade e equilibrio entre eles, sendo necessario admitir funcdes
continuas que representam, por exemplo, o campo de deslocamentos no dominio de um
elemento, para se obter o estado de deformacdes correspondente que, associado as relaces
constitutivas do material, permitem definir o estado de tensdes em todo o elemento.

O Método dos Elementos de Contorno consiste de um conjunto de processos e meios
para resolucdo de problemas formulados por uma equacéo integral de contorno. A resolucdo
destes problemas é obtida por uma aproximacdo definida por um conjunto de valores em
pontos discretos localizados sobre o contorno da geometria do modelo analisado. Dessa
forma, este método apresenta a vantagem de se obter uma redugdo no nimero de variaveis do
problema e, consequentemente, nos dados de entrada. Outra vantagem é encontrada na
facilidade com que é possivel realizar a representagdo dos dominios infinitos e na
determinacdo de esforcos e deformacBes em pontos de interesse do dominio, sem introduzir
erros de interpolagdo de dominio e sem a necessidade de se alterar a discretizacdo do
contorno. Entretanto, elementos de contorno ndo apresentam caracteristicas vantajosas com
relacdo a analise de estruturas em cascas e reticuladas, ao contrario do MEF.

A representacdo de problemas através da utilizacdo de equacGes integrais ndo é uma
técnica recente como o MEC, uma vez que tém sido empregadas desde o século XIX. Estas
equacOes foram primeiramente aplicadas por BETTI (1872) na teoria da elasticidade e por
CERRUTI (1882) e SOMIGLIANA (1886) na elasticidade plana.

FREDHOLM (1903) utilizou uma técnica de discretizagdo para demonstrar a

existéncia de solugdes para equacdes integrais decorrentes da representacdo de funcoes
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harmonicas. LAURICELLA (1909) aplicou o trabalho de Fredholm em placas elasticas
engastadas.

TREFFTZ (1917) e PRAGER (1928) desenvolveram métodos para a resolugdo de
equac0es integrais envolvendo a teoria de fluxo de fluidos.

KELLOG (1929) empregou os teoremas de Green para realizar a superposic¢ao de duas
classes de potencial, dessa forma, obtendo a representacdo integral de fungdes harmonicas
envolvendo a teoria potencial.

MUSKHELISHVILI (1953) estudou as equagOes integrais aplicadas a problemas de
elasticidade plana e com as contribui¢fes de MIKHLIN (1957) e KUPRADZE (1965), teve
inicio o uso de equacdes integrais na forma de um método indireto de representacdo de
problemas, uma vez que as variaveis envolvidas ndo eram as reais.

HESS & SMITH (1962) resolveram numericamente uma equacéo integral de segunda
espécie de Fredholm, associada a um problema de um fluxo uniforme de ar sobre uma
superficie de revolug&o.

JASWON (1963) e SYMM (1963) desenvolveram o método semi-direto de
representacdo de problemas, onde as varidveis reais eram utilizadas em conjunto com uma
funcdo de tenséo auxiliar.

R1ZZO (1967) apresentou a formulagéo direta para problemas da elasticidade plana,
visto que as variaveis utilizadas eram as reais do problema. CRUSE (1969) desenvolveu a
mesma formulacdo para a elasticidade tridimensional. Nestes trabalhos, a equacao integral é
discretizada através de elementos no contorno, empregando-se uma aproximacgdo constante
para forcas e deslocamentos. Complementando esses trabalhos, RICCARDELLA (1973) e
CRUSE (1974) apresentaram as aproximacoOes lineares e LACHAT (1975) as de ordem

superior.
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O Metodo dos Elementos de Contorno recebe essa denominagao com a publicacdo do
trabalho de BREBBIA (1978), no qual as equagdes integrais sdo obtidas através da técnica
dos residuos ponderados, dessa forma, tornado a formulacdo dos elementos de contorno mais
genérica e facilitando a combinagdo com outros métodos numéricos. A partir deste trabalho, o
MEC passa a ter uma grande expansédo e desenvolvimento em diversas &reas da engenharia e,

atualmente, consegue representar com grande precisao complexos fendmenos fisicos.

1.1.3 Método dos Elementos de Contorno na Analise de Placas

Com a maior expansdo e desenvolvimento dos métodos numéricos a partir da década
de 60, os problemas de placas da engenharia passaram a ser analisados através do Método dos
Elementos de Contorno.

As pesquisas sobre esse elemento estrutural tém como base a Teoria Classica ou a
Teoria Reissner. Assim sendo, considerando inicialmente apenas os autores que utilizaram a
Teoria Classica, temos como o primeiro trabalho o de JASWON et al (1967) que utilizou o
método indireto para decompor a equacdo bi-harménica em duas harmonicas através de
equacOes integrais, para resolver casos particulares de condi¢bes de contorno em placas
circulares e elipticas.

FORBES & ROBISON (1969) foram os primeiros a utilizar o método direto na
resolucdo de placas.

HANSEN (1976) desenvolveu uma formulacao direta para a analise de placas infinitas
com furos de contorno ndo carregado, através de duas equacdes integrais, sendo uma para o
deslocamento transversal e a outra para a derivada deste em qualquer direcéo.

BEZINE & GAMBY (1978) apresentaram uma formulacdo direta através da
identidade de Green e consideraram duas equac@es integrais, sendo uma para o deslocamento

transversal e a outra para a derivada deste na direcdo normal.
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BEZINE (1978) estudou placas com cargas concentradas, discretizadas em elementos
constantes e com formulagéo direta.

ALTIERO & SIKARSKIE (1978) analisaram placas engastadas atravées da formulagéo
indireta, pois consideraram a placa real contida em uma outra ficticia onde a funcdo de Green
era conhecida.

STERN (1979) apresentou um trabalho onde os resultados dos célculos das placas
eram obtidos por formulacdo direta, com o uso de elementos de aproximacédo linear, do
calculo de reacBes de canto pelos momentos envolventes, de cargas uniformemente
distribuidas e sem considerar a descontinuidade nos cantos.

WU & ALTIERO (1979) complementaram o trabalho de Altiero e Sikarskie ao
incluirem na andlise a possibilidade de condigdes arbitrarias de contorno.

TOTTENHAM (1979) estudou a formulacdo direta e indireta. Na abordagem indireta,
é descrita a utilizacdo de uma expansdo das densidades ficticias em série de Fourier, que
possibilitam expressar a equacao integral primitiva em termos de uma série infinita apds o
calculo das integrais. Na abordagem direta, o problema é discretizado em elementos
constantes e as integrais singulares sdo substituidas por uma analise finita de integrais.

BEZINE (1981) complementou o seu trabalho de 1978 com a anélise de problemas
com vinculos no dominio.

HARTMANN & ZOTEMANTEL (1986) também desenvolveram uma formulacéo
que possibilitava a colocacdo de vinculos no dominio, mas que utilizava uma interpolagéo
hermiteana para os deslocamentos.

GUO-SHU & MUKHERJEE (1986) também apresentaram uma formulacdo com
interpolacdo hermiteana para os deslocamentos, entretanto, eram utilizadas equacbes do

deslocamento e suas derivadas nas dire¢fes normal e tangencial ao contorno para cada né.
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PARIS & DE LEON (1986) realizaram a decomposi¢do da equacdo bi-harmonica em
duas harménicas, através de formulacdo direta, para a resolucdo de placas simplesmente
apoiadas.

MOSHAIOV & VORUS (1986) com o uso de um esquema de carregamento
incremental e a consideracdo de momentos fletores plasticos iniciais calculados por um
processo iterativo, analisaram o comportamento elastoplastico das placas. Neste trabalho, a
placa foi dividida em células internas para se calcular as integrais de dominio e se considerou
constante as componentes do momento plastico sobre cada uma delas.

PAIVA (1987) analisou a interacdo entre placas, vigas e pilares em pavimentos de
edificios e diversas configuragdes de condicdes de contorno, de carregamento e posicao do nd
singular. Alem disso, foi apresentada uma formulacdo alternativa utilizando-se apenas
equac0es integrais para os deslocamentos transvesais.

HARTLEY & ABDEL-AKHER (1989) desenvolveram férmulas para realizar a
integrac&o analitica dos pontos fontes com singularidade.

PILTNER & TAYLOR (1989) apresentaram uma formulacdo que considera as
deformacdes por cisalhamento.

KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1989) combinaram o Método dos Elementos de
Contorno com o Método das Diferencas Finitas com o objetivo de se obter a solucdao de duas
equac0es integrais e duas equacdes diferenciais a0 mesmo tempo.

CAMP & GIPSON (1990) analisaram diversos tipos de elementos de contorno
isoparamétricos com integrais analiticas.

SAPOUNTZAKIS & KATSIKADELIS (1991) também combinaram MEC com MDF,

mas com o objetivo de estudar placas com espessura variavel.
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KARAMI et al. (1992) desenvolveram uma formulacdo onde uma equacdo harménica
é utilizada em conjunto com a bi-harmbnica, sendo as integrais de contorno calculadas
analiticamente.

VABLE & ZHANG (1992), empregando a formulacdo indireta, analisaram placas
através de integracdes analiticas em conjunto com funcdes ficticias.

CHUEIRI (1994) analisou placas elastoplasticas através da técnica dos momentos
iniciais, sendo que as integrais de dominio foram calculadas através de células internas
triangulares com aproximacao linear. Foram propostos neste trabalho, modelos para a analise
elastopléastica de lajes de concreto armado.

OLIVEIRA NETO (1998) desenvolveu uma nova formulagédo com trés parametros
nodais de deslocamento e dois valores nodais para esforcos, dessa forma, obtendo-se trés
equacdes integrais de contorno por no.

Considerando os autores que utilizaram a Teoria Reissner, temos como 0 primeiro
trabalho o de VAN DER WEEEN (1982) que desenvolveu uma formulagio onde existem trés
parametros nodais de deslocamento e trés de esforgos, assim, obtendo-se trés equacOes
integrais por n6 do contorno. Neste trabalho, foram adotados elementos com aproximagdes
quadréticas.

KARAN (1986) demonstrou a eficiéncia da formulagdo de Weeén em véarios exemplos
de placas isotropicas em regime elastico linear. Neste trabalho, foram utilizados os conceitos
de n6 duplo e elementos descontinuos.

BARCELOS & SILVA (1987) e WESTPHAL & BARCELOS (1989) identificaram
funcdes livres e fungdes essenciais como componentes da solucdo fundamental.

RIBEIRO (1989), com base na formulagdo de Weeén, escreveu o sistema de equacdes
considerando o ponto fonte fora do dominio, dessa forma, evitando a ocorréncia de certas

singularidades.
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XIAO-YAN et al. (1990) consideram a ndo-linearidade geométrica devido a
ocorréncia de grandes deslocamentos.

KARAM et al (1992) e RIBEIRO (1992) desenvolveram uma formulagdo para a
analise do comportamento elastoplastico das placas com base no trabalho de Moshaiov e
Vorus para a Teoria Classica.

DEBBIH et al. (1995) apresentaram uma solucdo fundamental modificada, que
considera placas com geometria qualquer. Em outro trabalho no mesmo ano, alteraram a
solugdo fundamental de forma, assim sendo, as partes das funcdes representativas do efeito
das tensdes transversais foram separadas, permitindo a analise de placas finas e espessas.

SILVA (1996) desenvolveu uma formulagédo para a resolucdo de problemas de placas
com enrijecedores que permite a interacdo desta com vigas e pilares. Na interacdo placa-viga,
foi utilizado o acoplamento do MEC com o MEF.

ALIABADI et al. (1997) analisaram as tensdes no contorno e no dominio da placa.
Para o contorno, utilizaram dois métodos, sendo que o primeiro foi baseado nas tensdes e
deformac®es locais e 0 segundo na avaliagdo direta do tensor das tensdes. Para o dominio,
verificaram as tensdes internas sobre a espessura da placa, comparando os resultados com as
solugdes do MEC para o caso tridimensional.

EL-ZAFRANY (1998) demonstrou como é realizada a redugdo das integrais de
dominio em integrais de contorno para o carregamento uniforme e linearmente distribuido,
forgas concentradas e momentos fletores. Estudou, também, o tratamento numérico das
equac0es integrais de contorno nos problemas de canto.

PALERMO (2000) provou a conexdo entre a Teoria Classica e a Teoria de Mindlin,
escrevendo as equacOes diferenciais desta com termos equivalentes aos utilizados no estado
plano, deste modo, obteve uma solucdo fundamental igual a obtida por Weeén e pela Teoria

Classica.
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1.1.4 Viscoelasticidade

No século XIX, fisicos como Kelvin, Voigt, Boltzmann e Maxwell estudaram o
comportamento de materiais que se deformavam ao longo do tempo sob cargas constantes e
que recuperavam estas deformacGes ao se retirar a carga. No século XX, os estudos desses
materiais, chamados de viscoelasticos, se aprofundaram com o surgimento e a grande
utilizacdo dos polimeros sintéticos.

FLUGGE (1975) estudou o comportamento de estruturas viscoelasticas e os modelos
reoldgicos.

SOBOTKA (1984) apresentou as relacdes fundamentais para varios modelos
reoldgicos, os comportamentos nao-linearidades e analisou diversas estruturas viscoelasticas,
inclusive, placas.

LEMAITRE & CHABOCHE (1990) também apresentaram diversos modelos
reoldgicos, a analise de materiais viscoelasticos e a aplicacdo da mecénica da fratura e do
dano em alguns modelos.

MUNAIAR (1994) tratou dos aspectos de formulacédo e resposta numérica de modelos
viscoelasticos e elasto-viscoplasticos para a analise do comportamento de estruturas. Neste
trabalho, também, sdo revistos 0s conceitos relativos aos modelos reolégicos unidimensinais
basicos e suas combinagdes.

HADDAD (1995) realizou um estudo geral sobre a viscoelasticidade, abordando
assuntos como comportamento linear, ndo-linear, propagacédo de ondas, problemas de valores
de contorno, termoviscoelasticidade e analises numéricas.

MUNAIAR (1998) a apresentou a formulacdo de modelos constitutivos viscoelasticos
e elasto-viscoplasticos nos aspectos relativos a verificacdo da consisténcia termodinamica,
pela aplicacdo do Método do Estado Local, e de verificacdo da resposta numérica decorrente

da utilizacdo de um procedimento implicito de integracao.
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MESQUITA (2002) desenvolveu novas formulagdes, técnicas e procedimentos para o
tratamento de problemas inelésticos considerando-se acoplamento progressivo. Com relagao a
viscoelasticidade aplicada ao MEC, foram apresentadas formulagdes especificas para 0s
modelos de Kelvin-Voigt e Boltzmann para chapas, sendo as representacdes viscosas obtidas

através de integrais de dominio e, posteriormente, por integrais de contorno.

1.2 OBJETIVO

Este trabalho tem por objetivo desenvolver formulagbes do Método dos Elementos de
Contorno para placas viscoelasticas, considerando-se a Teoria de Kirchhoff e os modelos
reoldgicos de Kelvin-Voigt e Boltzmann. Deste modo, inicialmente, pretende-se apresentar a
formulacdo do MEC para placas elasticas pela Teoria de Kirchhoff que servira de base para as
formulacBes viscoelasticas. Em seguida, devem ser desenvolvidas as formulacGes para 0s
modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt e Boltzmann, onde as representacfes viscosas serao
obtidas através de integrais de dominio e, em seguida, por integrais de contorno. Para finalizar
o trabalho, pretende-se aplicar a técnica de suavizacdo do sistema linear nas formulacdes

viscoelasticas com representacdo no contorno.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Neste item apresenta-se resumidamente o contelddo de cada capitulo, que estdo
organizados de forma clara e sequencial, com o objetivo de facilitar a compreensdo dos
conceitos abordados. O trabalho esta dividido em 9 capitulos, sendo o primeiro a introducéo.

No capitulo 2 séo expostas as relagcdes basicas da Teoria de Kirchhoff para a flexdo de
placas, as equagdes em coordenadas polares e as solugdes fundamentais dos deslocamentos e
esforcos que sdo utilizadas nas formulacgdes.

No capitulo 3, encontram-se as equacdes integrais de placas elasticas para pontos do
dominio e do contorno e, em seguida, transformam-se as integrais de dominio do

carregamento para integrais de contorno.
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No capitulo 4, aplica-se 0 Método dos Elementos de Contorno para se obter solugdes
aproximadas para as equacdes integrais. O método consiste na divisdo do contorno de uma
placa em segmentos, onde as variaveis w, ow / on, V, e M, sdo aproximadas por funcdes
interpoladoras polinomiais. Assim, encontram-se equacdes algebricas com as quais é formado
um sistema linear de equacgdes que pode ser resolvido pela imposicdo das condicdes de
contorno. Em seguida, com a obtencao dos valores incdgnitos do sistema, os deslocamentos e
esforcos internos da placa sdo determinados. No final deste capitulo, apresentam-se alguns
exemplos de anélise de placas elasticas.

No capitulo 5 sdo expostas as relacdes basicas dos modelos reoldgicos uniaxiais
elastico e viscoso e dos modelos viscoelasticos de Kelvin-Voigt e Boltzmann.

No capitulo 6, apresentam-se as formulacdes do MEC para placas viscoelasticas, onde
se introduz os modelos reoldgicos de Kelvin-Voigt e de Boltzmann a partir do teorema de
Betti e, dessa forma, sdo geradas integrais de dominio que podem ser solucionadas através da
utilizacdo de células internas e técnicas especiais de integracdo. No final deste capitulo sdo
expostos alguns exemplos de andlise de placas viscoelasticas.

No capitulo 7 sdo obtidas as formulacGes para os modelos de Kelvin-Voigt e
Boltzmann com representacdes integrais apenas no contorno, que permitem a realizagdo de
analises viscoelasticas discretizando-se apenas o contorno do corpo. No final do capitulo,
apresentam-se alguns exemplos de analise de placas viscoelasticas para estas formulacdes.

No capitulo 8, aplica-se a técnica de suavizacdo do sistema linear nas formulacGes
viscoelasticas com representacdo no contorno, com a intencao de se obter melhores resultados
para discretizacGes pobres e descontinuidades nas condi¢des de contorno, sendo analisados
alguns exemplos no final do capitulo.

No capitulo 9 sdo expostas as conclusGes e as consideracfes finais dos estudos

desenvolvidos.



Capitulo 2 — Teoria de Placas Delgadas 15

2. TEORIA DE PLACAS DELGADAS

2.1 INTRODUCAO

Placas sdo elementos estruturais simétricos em relacdo a um plano médio, solicitados
por esforcos externos normais a esse plano e a sua espessura € definida como a dimensao

normal a superficie média, sendo pequena quando comparada com as demais (Figura 2.1).

} espessura

Plano médio

Figura 2.1 - Elemento de placa
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Neste trabalho sera adotada a Teoria Classica ou de Kirchhoff, ou seja, serdo
analisadas placas delgadas com pequenos deslocamentos sob carregamentos transversais.
Deste modo, as seguintes hipoteses de Kirchhoff sdo consideradas:

e 0 material é homogéneo, isotropico e com comportamento elastico-linear;

e 0s deslocamentos transversais sdo pequenos em relacdo a espessura t da placa;

e ndo ocorrem deformacdes no plano médio da placa, sob o efeito de cargas transversais;

e 0 plano médio é admitido como superficie neutra;

e as tensGes normais a superficie da placa sdo pequenas, quando comparadas as demais
componentes de tenséo, sendo desprezadas;

e uma reta normal ao plano médio mantém-se normal a superficie deformada, ou seja, sdo

desconsideradas as deformac@es por cisalhamento transversal.

2.2 RELACOES BASICAS DA TEORIA DE KIRCHHOFF

Com base nas hipoteses apresentadas, podem ser obtidas as relagdes e equacdes

fundamentais da Teoria Classica.

2.2.1 Deslocamentos

O deslocamento de um ponto qualquer de uma placa fletida pode ser escrito através de
componentes Ui, Uy e Us, respectivamente nas direcdes Xi, X2 € X3, dadas por um sistema
cartesiano com origem no plano médio da placa, sendo as direcdes x; e X, coincidentes com

este plano (Figura 2.2).
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Figura 2.2 — Posicionamento do sistema cartesiano nas placas

Devido as hipoteses da teoria, 0o deslocamento transversal us dos pontos da placa sera

representado pelo deslocamento w do plano médio, assim sendo:

U, = W(X, X,) (2.1)

Considerando-se uma se¢édo transversal paralela ao eixo x; e X3, pode-se observar que

apos a flexdo, ocorre uma rotagdo dada por w,; para um determinado ponto P (Figura 2.3).

|
Wll |

Figura 2.3 — Flex&o de uma sec¢do transversal de um elemento de placa
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Como uma reta normal ao plano medio mantém-se normal a superficie deformada

apos a flexdo, verifica-se que ocorre um deslocamento do ponto P na dire¢do x; no valor de:

U = —XW, (2.2)

De forma semelhante, para a diregdo x, se tem:

U, = —X,W,, (2.3)

Deste modo, de forma geral, se obtém:

U =—XW, (i=12) (2.4)

2.2.2 Deformacoes

Observando-se o deslocamento da posicdo inicial (Figura 2.4) a final (Figura 2.5) de

um elemento de placa abcd, paralelo ao plano médio e a uma distancia xz deste.

Figura 2.4 — Posicao inicial do elemento abcd
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1

X2

\&

b a
dxy W b - Up=Uz+Uy,10%;
a a
a Ejz
) \\\\ Uo,1 Xm
2 _ N
us \\ b’\\\ N
d)(2 \ \\
\\
\ \
\\ \\
\ \
d \ c \
\ \
\ \
d_ a \
Up=Up+lp,dX, | \\
\ \
\ \
L \
- \
—
J ‘
A
Uy, dXo

Figura 2.5 — Posicéo final do elemento abcd

Denominando-se de ufo deslocamento na direcdo i de um ponto p qualquer, podem ser

obtidas as seguintes equacdes:

U =ul+u, dx

ud =ud +u,, dx
d a

ul = ul +u1’2 dXZ

U, =Uus +U,,,dx,

(2.5)
(2.6)
2.7)

(2.8)

Desta forma, para pequenos deslocamentos, as deformacdes nas direces X; e X, Sa0

dadas por:
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E. = ul — ul =
11 171
dx,
d a
u u
2 2
&y = =U,,,
dx,
_ _ u1’2 _u2’l
‘912 - 821 - 2

(2.9)

(2.10)

(2.11)

As equacOes podem ser escritas de forma geral, da seguinte maneira:

(2.12)

Substituindo-se equacéo (2.4) em (2.12), encontra-se a relacéo entre as deformacdes e

0s deslocamentos transversais do plano médio:

& =~ XKWy,

2.2.3 Tensdes

(2.13)

Com as deformacdes definidas em qualquer ponto da placa, as tensdes podem ser

obtidas atraves da Lei de Hooke, lembrando que estas sdo despreziveis na direcdo normal ao

plano médio. Portanto, tem-se:

o =2Ge. +———¢&,.0.

ij ij l—V kk~ij

(ijk=12) (2.14)
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sendo:

G=——
2(1+v)
onde:
G é 0 modulo de elasticidade transversal do material da placa;
E é 0 mddulo de elasticidade longitudinal do material,

v é 0 coeficiente de Poisson do material.

Substituindo-se (2.13) em (2.14), obtém-se:

Ex,

o, :—(1_‘/2)[1/w,kk 5, +(L-v)w, | (ijk=12)

2.2.4 Esforcos e Relacdes Diferenciais

(2.15)

(2.16)

Considerando-se uma placa submetida a uma carga transversal g qualquer, pode-se

determinar os esforgos que estdo presentes nas faces de um elemento genérico desta placa

através da integracdo das componentes de tensdo que estdo atuando ao longo da espessura

(Figuras 2.6 e 2.7).



22 Capitulo 2 — Teoria de Placas Delgadas

X2 X1

X3

Figura 2.6 — Tensdes em um elemento de placa

Figura 2.7 — Esfor¢os em um elemento de placa

A integracdo destas tensBes ao longo da espessura do elemento é dada pelas equacgdes
(2.17) e (2.18) e os esforcos obtidos serdo os momentos e as forgas cortantes por unidade de

comprimento.

t/2

M, = [ o,xdx, (ij=1,2) (2.17)

—-t/2
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q= [ o.0x (ij=12) (2.18)

—-t/2

As equacdes dos momentos podem ser expressas em fungdo dos deslocamentos

transversais, ao se substituir (2.16) em (2.17) e se realizando a integracdo, resultando em:
M, =-D[vw,, 3, +(1-v)w, | (ijik=12) (2.19)
onde D é arigidez a flexdo da placa, expressa por:

Et®

P v)

Considerando-se o elemento de placa da Figura 2.8 com os esforcos e o carregamento
g distribuido indicados, podem-se determinar as equacdes de equilibrio de forcas verticais e

de momentos em torno dos eixos X; e X, dados por:

q,+g=0 (i=1,2) (2.20)
M,, —¢, =0 (ij=12) 2.21)
* & S
X3
_ q2+q22 q1+q11 ' \\

22 a
d 11 4«

Moo +
8X1 1

A o™
)\ Sy, s 12

21
dX2 . 6
2

Figura 2.8 — Elemento de placa
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Para, também, se obter as equacbes dos esforgos cortantes em funcdo dos

deslocamentos transversais, € necessario aplicar a equacéao (2.19) em (2.21), assim:

g, =—Dw,

’kkj

Gk =1,2) (2.22)

Substituindo-se (2.20) em (2.21) através de ¢, é encontrada a equacdo diferencial de

placas em fungdo dos momentos, expressa por:

M, +g=0 (ij=12) (2.23)

ij %ij

Em seguida, aplicando-se (2.19) em (2.23), se obtém a equacdo diferencial de placas

em funcdo dos deslocamentos transversais:

9
= kl=1, .
Wi =5 (k1=12) (2.24)

Kl —

Utilizando o operador de Laplace em (2.24), se tem:

veyiw=3 (2.25)
D

onde:

2 2
V2:£14~§— (2.26)

2

ox 0,
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2.2.5 Sstema Genérico de Coordenadas

Nos problemas de placas, algumas varidveis do contorno sdo calculadas em relacéo a
um sistema genérico de coordenadas n e s, sendo n a dire¢do normal e s a direcdo tangencial
ao contorno, assim sendo, é necessario também se conhecer os esforcos em relacdo a este
sistema. Deste modo, considere o plano médio de um elemento de placa abc, onde o sistema

genérico de coordenadas € adotado para os esforcos da face inclinada (Figuras 2.9 a 2.11).

Figura 2.9 — Elemento de placa abc gz

a O

Figura 2.10 — Forcas cortantes no elemento de placa abc

M21
r’ X1
b MZZ c
X2 \
n
My,
AP
My Mg

S /

Figura 2.11 — Momentoss no elemento de placa abc
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Realizando o equilibrio dos momentos atuantes no elemento abc, as seguintes relacdes

sdo obtidas:
M = Mijnnj (i,j=12) (2.27)
M o= Mijnsj (i,j=1,2) (2.28)

Desta maneira, M, e Mys Sd0 0s momentos atuantes na face ac do elemento, sendo n; e
Sj, respectivamente, os cossenos diretores das diregdes n e s.
De forma anadloga aos momentos, ao se efetuar o equilibrio das forcas cortantes no

elemento abc, se tem a relacdo dada por:

g,=an (i=12) (2.29)

2.2.6 Forca Cortante Equivalente

Nos problemas de placas, usualmente, existem seis condi¢fes de contorno, que sao o
deslocamento transversal w, a derivada do deslocamento em relagdo a normal dw/on, a
derivada do deslocamento em relagdo a tangente 0w/ 0's, 0 momento normal M,, 0 momento
volvente Mps e a forga cortante normal ¢,. Como a equacdo diferencial (2.25) é de quarta
ordem, apenas duas condi¢fes de contorno precisam ser satisfeitas de um total de apenas
quatro, deste modo, para a eliminacdo de duas das condigdes usuais, a Teoria Classica
desconsidera 0w/ 0's e demonstra que a forca cortante e 0 momento volvente devem ser
agrupados em uma Unica condi¢do denominada forga cortante equivalente V,,.

Para isso, considere um ponto P pertencente ao contorno de uma placa, no qual se

define um sistema de coordenadas n e s, e dois elementos infinitesimais consecutivos, cuja
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juncéo passa sobre P (Figura 2.12). Os momentos volventes resultantes que estdo atuando em

cada elemento podem ser decompostos em um binario de forcas de intensidade My, aplicados

nas extremidades do elemento (Figura 2.13). Observa-se que na jun¢do dos elementos, apos a

decomposicdo (Figura 2.14), pode ser obtida uma forca vertical resultante de valor

(0 Mps/ Os)ds, que somada a forca cortante no ponto P, dada por q,ds, resulta na forca

cortante equivalente Vds.

X2

8

Figura 2.12 — Elementos infinitesimais no contorno da placa

SE¢E——

s¢

Figura 2.14 — Unindo os elementos apds a decomposicao

Figura 2.13 — Decompondo 0s momentos volventes
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Desta maneira, a equacao da forca cortante equivalente por unidade de comprimento

fica expressa da seguinte forma:

V =g +——" (2.30)

Essa substituicdo de forcas ndo modifica a flexdo de placas, pois ndo altera os valores
de My, mas afeta a distribuicdo de tensBes na vizinhangca do contorno, de acordo com o

principio de St. Venant.

2.3 EQUACOES DE PLACAS EM COORDENADAS POLARES

Na solucdo fundamental para problemas de placas é conveniente que a equacdo
diferencial e todas as outras relacOes estejam referidas a um sistema de coordenadas polares.
Portanto, conforme a Figura 2.15, um ponto P de coordenadas (x1,X2) pode ser definido em
funcdo de sua distancia r em relacéo a origem O do sistema e pelo angulo 6 formado pelo eixo

X1 € 0 segmento OP.

V'3<

) N

P (Xl,Xz)

Xow

Figura 2.15 — Sistema de coordenadas polares
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As equac0es, que relacionam as coordenadas cartesianas e polares do ponto P, sdo

expressas por:

X =T, =rcosf (2.31)

X, =TI, =rsend (2.32)
De forma inversa, se tem:

=rr (2.33)

0 = arctag U—Zj (2.34)

1

Com as quatro relagGes anteriores, se obtém as relacdes das derivadas:

r,= Lo cost (2.35)
r
r,Z:r—Z: send (2.36)
r
0, _ W .3
r r
9,22%:@ (2.38)

Derivando-se as equagdes (2.35) e (2.36) em relacdo a 0 e as equaces (2.37) e (2.38)

em relacdo ar, resulta em:
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%f; = —send (2.39)
6;92 = cosd (2.40)
% = SE:TQ (2.41)
20, _ o a2

Os cossenos diretores do versor t, indicado na Figura 2.14, sdo dados por:

t =-r,,=-send (2.43)

t,=r, =cost (2.44)

Aplicando (2.43) e (2.44) nas equacdes (2.37) a (2.42), se tem:

6, =% (2.45)
r

or,

=t 2.46
ae [ ( )

00, t

i1 2.47
or re (2:47)

Considerando o deslocamento w funcdo de r e 6, a sua derivada em relagdo a

coordenada genérica x; pode ser expressa da seguinte forma:
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8W8W8W

r,+—0, (2.48)
axi o

00
Com a equacdo anterior, pode-se definir o operador diferencial de primeira ordem:

6 o 0

—=—1",+—0, (2.49)
ox or

o0

A segunda derivada de w é encontrada ao se aplicar (2.49) em (2.48), resultando em:

W,i_:{ﬁr”Jrig”}[aWr,. awe,} (2.50)
“lor oo lar a0

Desenvolvendo as derivadas:

2 ar’ 2
w,i.=a—\iv(r,ir,.)+a—w —o, |+ ow (6’ r,+0,r1, )
Yoor oor\ 00 oroo
o0 a6 3 (25D
ST (g 1%, 0,)
20 By 0

No caso de placas, onde o problema fundamental apresenta simetria em relacdo a
origem do sistema de coordenadas polares, o deslocamento w é funcdo apenas de r, pois 0 seu

valor ndo varia com 6. Deste modo, a equacao (2.51) pode ser reescrita da seguinte forma:

d*w dw( or,
W, = r,r, )+ O, 2.52
! drz( ' ') dr[ae J (252)
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Substituindo-se (2.45) e (2.46) em (2.52), pode-se definir o operador diferencial de

segunda ordem:
2 2
0 :(r,_ )d 1 tt, (2.53)
OX 0X, dr?

Repetindo-se os indices em (2.53) e considerando que ry rx = tx tx = 1, se obtém o

operador de Laplace em coordenadas polares para o deslocamento:

2 2
V2 0 d 1d

(2.54)
OX OX, T’ radr

Assim sendo, a equacao diferencial de placas em coordenadas polares é dada por:

ViViw= d +Ei dw+1d_vv _9 (2.55)
dr® rdr )\ dr® rdr D
ou
d’ \iv 2 d 1 %d—w—g (2.56)
dr rodr’ r? d D

As equacdes dos esforgos, também, podem ser obtidas em coordenadas polares, sendo

gue para 0s momentos é necessario aplicar os operadores (2.53) e (2.54) em (2.19), resultando

em:
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M, = —D{‘j;r‘f’[aijv F(@L=v)(ryr,) ]+ %%V[@jv +(1-v)(t,t,, )]} (2.57)

Para as forcas cortantes, primeiramente, deve-se obter a terceira derivada do

deslocamento atraves dos operadores (2.49) e (2.54):

w,, =r,[GW, 1AW 1w (2.58)
MO drt rdr? r?dr '

Em seguida, se substitui (2.58) em (2.22), assim, encontrando:

d’'w 1d*w 1 dw
q =-Dr, st 3 (2.59)
dr® rdr® r?dr

As equacdes do momento normal e volvente e da for¢a cortante equivalente, também,
podem ser expressas em coordenadas polares, sendo assim, aplicando-se (2.57) em (2.27) e

(2.28), ttm-se os momentos:

M, = —D{zi‘ﬁv[v +@=v)(r,n)* |+ %2—\;\/[1/ +(L=v)(r, 3)2]} (2.60)

2.61
dr® rdr (26

Mns=—D(1—v)(r,in)(r,,.s,.)[dzw 1de

Para se obter a forgca cortante equivalente, primeiramente, deve-se encontrar a forca

cortante normal ao substituir (2.59) em (2.29):



34 Capitulo 2 — Teoria de Placas Delgadas

d'w 1d*w 1dwj
_ (2.62)

—-D(r,.n el il
% (r,nl)( dr® +r dr® r®dr

Em seguida, a derivava de M,s em relacdo a direcdo s, para isso, considere um ponto
genérico P que corresponde a origem de um vetor normal n e outro tangente s ao contorno

(Figura 2.16).

X, ¥

Figura 2.16 — Vetores n e s no ponto P do contorno da placa

Nesta figura é possivel verificar que os produtos escalares envolvidos em (2.61)

podem ser expressos em fungédo do angulo 3, atraves das equagdes:

r,n =cosp (2.63)

r,s = cos(% + ,B] =-senp (2.64)
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Aplicando estas duas ultimas equac6es em (2.61), obtém-se:

M, = D(l—v)cosﬂsenﬂ(dzw—ld—wj

2.65
dr® rdr (2:69)

Como Mps depende de r e 3, a sua derivada em relagdo a s é dada por:

oM oM _op oM _or
ns __ ns + ns - (266)
oS op 0s or 0s

Analisando a Figura 2.15, sabe-se que:

(2.67)

2.68
os R r (2:68)

onde:
R é o raio de curvatura do contorno no ponto P.

Portanto, derivando-se (2.65) em relacdo a B e r, em seguida, substituindo os

resultados e as equacdes (2.67) e (2.68) em (2.66), se tem:
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oM d’'w 1d°w 1 dw
= =—D(1-v)cosp| sen’f| ——— —— -
( V) ﬁ{ ﬂ( dar®* r dr® " r? dr]+

0s
4sen2ﬁ—l(d2w 1dwﬂ
+ - +

- 2.69
r dr® rdr (2:69)

+M(l—23en2ﬂ) d'w_1dw
R dr®? rdr

Finalmente, aplicando-se (2.62) e (2.69) em (2.30), encontra-se a expressao da forca

cortante equivalente:

2 1 d’w 1d*w 1 dw
V”:_D(l_v)(nir”){(sir”) +1—v}[ a v r? drj+

1_4(Sjr’i)2 d’'w_1dw +
r dr®> rdr

+ (2.70)

D(1-v) 27( d*w  1dw
R 2ern TS

2.4 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE PLACAS

A solucdo fundamental de placas corresponde ao deslocamento transversal w em um
ponto p qualquer, chamado de ponto de deslocamento ou campo, devido a uma carga unitaria
aplicada em g, chamado de ponto de carregamento ou fonte, em um dominio infinito (Figura

2.17).
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Figura 2.17 — Ponto campo p e fonte ¢ em um dominio de placa infinito

Este carregamento unitario pode ser representado pela funcdo delta de Dirac, denotada

por &(0,P), que apresenta as seguintes propriedades:

0(9,p)=0, para p=q (2.71)

6(0, p) =0, para p=q (2.72)

Para uma funcdo continua qualquer ¢, também, se tem:

[ #(p)5(a, p)dQ, =¢(q) 2.73)

Q

‘0

pois,

[6(a,p)dQ, =1 (2.74)
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Desta maneira, através das propriedades, pode-se confirmar que a resultante do
carregamento representado pela funcdo delta de Dirac sobre o dominio fundamental é uma
forca unitéria aplicada no ponto q.

A solucdo fundamental sera obtida ao se aplicar a distribuicdo delta de Dirac em (2.25)

no lugar de g:

VAVAW = 5(?3’ P) (2.75)

onde:
w’ e a solucdo fundamental.

Conforme as propriedades da funcdo delta de Dirac, para todo o dominio, menos no

ponto g, esta equacéo é expressa da seguinte forma:
VV*W =0 (2.76)
Considerando um sistema de coordenadas polares com origem em g e a simetria

existente no problema, pode-se aplicar a distribuicédo delta de Dirac do mesmo modo em

(2.55):

2 2007 >
VVW = O|—2+Ei d V:’ +;dw =0 (2.77)
dr® rdr dr r dr

ou
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d'w 2dw 1dw 1adw
—+= -——+=—=0 (2.78)
dr rodr® r® dr r® dr

Integrando-se (2.78) é encontrada a seguinte solucao:
. C ., r?
W :Zr Inr+(C2—C1)§+C3Inr+C4 (2.79)

onde:
Cy, Cy, C3 e C4580 constantes.

Como existe simetria em relacdo ao ponto q, verifica-se que dw™ / dr =0 parar =0 e,
dessa forma, C3 = 0. Para a constante C;, pode-se obter o seu valor a partir da condigdo de

equilibrio das forcas verticais atuantes em um circulo de raio r com uma carga unitaria aplica

no ponto central q (Figura 2.18).

Figura 2.18 — Forgas atuantes em um circulo de raio r com uma carga unitéria no centro q
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A forca cortante equivalente V, necessaria para equilibrar a carga unitaria, em

qualquer ponto da circunferéncia, corresponde a:

V= (2.80)

Para este caso, o angulo B é nulo em todos os pontos da circunferéncia e,
consequentemente, r,i nj = 1 e r,j nj = 0. Sendo assim, obtém-se para a equacéo (2.70) da forca

cortante equivalente:

V. =-D (2.81)

n

d3w*+1dzw*_idw*
dr® r dr® r? dr

Substituindo-se (2.80) em (2.81) e expressando-se V, em funcdo do Laplaciano em

coordenadas polares, tem-se:

d(dw 1dw 1
-D— = =—— (2.82)
dr{ dr r dr 2rr

Aplicando-se (2.79) em (2.82), resulta em:
C=—— (2.83)

Substituindo-se (2.83) e C3 = 0 em (2.79), se tem:
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.1, re 1
W =ﬁl’ |nl’ +§ Cz—ﬁ +C4 (284)
T T

Os valores das constantes C, e C, sdo definidos pelas condigdes de contorno do
problema, sendo o raio infinito no caso do problema fundamental, estes valores podem ser
quaisquer. Neste trabalho sera utilizada a sugestdo de DANSON (1979), que adota C, = C4 =

0, sendo assim, se obtém a seguinte solucdo fundamental, em termos dos deslocamentos:

w*:irz(lnr—lj (2.85)
87D 2

A partir da expressdo (2.85), podem ser calculados outros valores importantes do
problema fundamental, como a derivada dos deslocamentos em relacdo a normal, 0 momento

normal, 0 momento volvente e a forca cortante equivalente. Para o primeiro, sabendo-se que

w’ é funcéo apenas de r, se tem:

oW dw dr
—— = (2.86)
on dr dn

Substituindo (2.85) em (2.86) e calculando a derivada, resulta em:

oW’ r
—=— y .
2D nr(r , n) (2.87)

Para os esforgos, aplicando (2.85) em (2.60), (2.61), (2.70) e, em seguida, calculando

as derivadas, sdo encontradas as seguintes expressoes:
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M;:—i[(l+v)lnr+(l—v)(r,iq)2+v} (289)
.1

MnS:—E(l—v)(r,ir;)(r,jsj) (2.89)
N 2 1- 2

V, :%[2(1—v)(r,jsj) —3+v}+4—7;[1—2(r,is1)] (2.90)

onde:

r é a distancia entre os pontos p e g, dada por:

1

r={x(P)=x ()] +[x(p)-x(a)] | @)

Deve-se, também, determinar as derivadas desses valores do problema fundamental
em relacdo a direcdo m de um sistema de coordenadas m e u, com origem em q (Figura 2.19).

»

VX1

Figura 2.19 — Sistema de coordenadas m e u, com origem em q
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A derivada do deslocamento w’ sera dada por:

ow _ dw or (2.92)

om dr ém '
onde:

or _or ox () 293

om ox(q) om '

-

Sendo m; = Ox; (q) / Om os cossenos diretores de M em relagdo ao sistema de

coordenadas X; e X,, tem-se:

or or
— = (2.94)
om  ox(q) M

As derivadas de r em relacdo a direcédo x;, definidas no ponto g, sdo calculadas a partir

de (2.91) e valem:

_ =, (2.95)
ox () r
or,. L=,
i _ 1 [ . 2.96
x@ v o

Aplicando-se (2.95) em (2.94), obtém-se:
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or

AN 2.9
om fi M (2.97)

Dessa forma, substituindo (2.97) em (2.92), encontra-se a derivada do deslocamento

fundamental em relacdo a direcdo m:

oW r
" Inr(r, |
= 2.0 nr(r,m) (2.98)

Utilizando-se (2.96), os outros valores fundamentais podem ser obtidos das equacdes

(2.87) a (2.90), que sdo:

%{%}Z 4iD[(r,.m)( 4 )+(min i (25

oM, _ 1

P 47”{(1—1—1/)( m)+2(1—v)(r,|n,)[(mjnj)+ 0100
—(r,jmj)(r,knk)}}

M 1=V +(ms)(r,,n )+

== (mn)(r,8)+(ms)(r,n) o101

(r,,m)( 'j l)(r’k%)]

Moo L t20-v)(r 9)[4(r 8 )(rm)(r ) +

=2(ms )(r,n)=(mn)(r,s)]+@B=v)[(mn)+ (2.102)

=2(r,,m)(r,, ])]}+%(r,isl)[(mjsj)—(r,jmj)(r,ksk)]
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3. EQUACOES INTEGRAIS PARA FLEXAO DE PLACAS

3.1 INTRODUCAO

Para se aplicar o Método dos Elementos de Contorno é necessario, inicialmente, se
encontrar a equacdo integral que representa o problema, para isso, pode ser usado 0 método
dos residuos ponderados, o teorema da reciprocidade de Betti, a terceira identidade de Green
ou o principio dos trabalhos virtuais. Neste trabalho, tais equacdes serdo obtidas a partir do
primeiro teorema de Betti, primeiramente, para pontos do dominio e, a seguir, para pontos do

contorno.

3.2 EQUACAO INTEGRAL PARA UM PONTO DO DOMINIO DA PLACA

Considere uma placa isotropa qualquer de contorno I', dominio Q e submetida a um
carregamento g distribuido em uma &area de dominio g4, contida em uma outra de dominio

infinito Q,, e contorno I, (Figura 3.1).



46 Capitulo 3 — Equaces Integrais para Flexdo de Placas

Figura 3.1 — Placa do dominio finito contida em uma de dominio infinito

A placa de dominio finito estara associada a dois carregamentos nao simultaneos: g
atuando no sélido finito, problema real, e g~ que atua no dominio infinito, porém definindo os
diversos campos de um problema de placas também no dominio finito. Portanto o Gltimo
carregamento pertencente ao problema fundamental. Desses carregamentos podem ser obtidas
as superficies elasticas w e w', os estados de tensio oj e i € as deformagdes &;; e &;j , todos
definidos no dominio real Q. Deste modo, pode-se aplicar o teorema de Betti através da

seguinte expressao:

ij 7ij

[o6,0V =[ 0,60V (ij=1.2,3) (3.1)
\% \%

Chamando-se de U o termo a esquerda da igualdade e desprezando-se, segundo as
propriedades apresentadas no item 2.1, as deformacgdes por cisalhamento transversal e as

tensoes relativas a direcdo xs, se obtém:

U= j'(o]lgl*l + 0,6, + OLE, ) dv (3.2)
\
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Substituindo-se (2.13) e (2.16) em (3.2) e, em seguida, integrando-se ao longo da

espessura, se tem a expressdo de U em funcgdo de uma integral sobre o dominio Q:

U=[-(M,w,)dQ (3.3)

Integrando-se por partes (3.3) em relagdo a coordenada X;, vem:

U=—[M,w, ndl'+[M,, w, dQ (3.4)
r Q

onde:
n; séo os cossenos diretores do versor normal ao contorno da placa.

Integrando-se por partes a integral de dominio de (3.4) em relacéo a x;, se tem:

wdQ (3.5)

ij %ij

U :—1M”W,f nde+1Mij,jw*r;dF—£l\/l

Aplicando-se (2.23) na integral de dominio de (3.5) e, em seguida, (2.21) e (2.29) na

integral de contorno positiva, resulta em:

U :—lMuW’T njdl“+£qnw*dl“+igw*dQ (3.6)

As derivadas de w” em relagdo & x; podem ser calculadas da seguinte forma:
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. OW oW 8n+8w* s

h - (37)
ox ~on ox 0SS OX
ou
W, =——nN +—— 3.8
on oS 3 (38)
onde:
Si S0 0s cossenos diretores do versor tangente ao contorno da placa.
Aplicando (3.8) na integral de contorno negativa de (3.6), encontra-se:
U=—|{|M.nn —+M.sn— [d'+|qwdl + dQ 3.9
.l':[ IJni Jan 1] 8Sj 1J:qn (_[gw ( )
Substituindo-se (2.27) e (2.28) em (3.9) e unindo as integrais de contorno, vem:
U=- Mn%+ Mm%—qnw” dr' + [ gw'dQ (3.10)
L on oS o

Integrando-se por partes o segundo termo da integral de contorno de (3.10), se obtém:

oW’ * 2 oM,
M — dF:[M W] — [—=wdr 3.11
I( " asj L S l 0s (3.41)
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onde:
I'1 e ', séo os limites do contorno em que esté sendo realizada a integracao.

Para contornos fechados, que permitem uma representacdo paramétrica e possuem
derivadas continuas, o primeiro termo do lado direito da igualdade de (3.11) se anula.
Entretanto, quando existem angulosidades ou cantos no contorno, este termo ndo se anula,
desta forma, gerando as reac6es de canto.

As reacgOes de canto, representadas por R, podem ser obtidas para todos os cantos

genéricos i de uma placa (Figura 3.2) através da seguinte expressao:

Ri = Mr;' - Mr:s' (3.12)

onde:

M- e M_ séo, respectivamente, os momentos volventes posterior e anterior ao canto i .

X1

n
Figura 3.2 — Momentos volventes em um canto i da placa
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Deste modo, aplicando (3.12) em (3.11), encontra-se:

8W* NC * 8M *
M — |d['=- W, — = wdl 3.13
I( . asj 2R, 188 (313)

onde:

N. é o nimero total de cantos no contorno.

W, é o valor do deslocamento w™ no canto i.

Substituindo-se (3.13) em (3.10), tem-se:

. OM_ . oW N, . .
U= W+—"w -M — | dI'+ W. + | gw dQ 3.14
l(q” as n 8” j ;Rm ci £g ( )

Considerando a defini¢do da forga cortante equivalente, dada em (2.30), e que a carga

g esta aplicada em Qg se obtem:

. .
U=J (Vnw* -M n%jdl“ +2 RW, + [ gwdQ, (3.15)

g

Desenvolvendo de forma semelhante o termo a esquerda da igualdade de (3.1), vem:

jai’;gij dv = j(v;w— M :Z—anjdl“ + Z Row, + j g'wdQ (3.16)



Capitulo 3 — Equaces Integrais para Flexdo de Placas 51

(3.1):

Dessa forma, unindo (3.15) e (3.16), se tem o desenvolvimento completo da equacao

. . OW &y . " oW’
l[VnW—Mn%de+;Riwd +£g Wsz!(VnW —Mn%]dl“+

(3.17)
+2 RW, + [ gwdQ,

9

Como foi visto no item 2.4, os deslocamentos e os esfor¢os fundamentais sao obtidos

a partir do deslocamento transversal em um ponto campo qualquer, sendo este denominado p

quando localizado no dominio e P quando no contorno, devido a uma carga unitaria aplicada

em um ponto fonte g em uma placa de dominio infinito.

Para o problema real, os deslocamentos e os esfor¢cos séo funcbes apenas do

deslocamento em p, pois a posicao do carregamento € fixa.

Desta forma, trocando g pela sua representagdo matematica, dada pela fungéo delta de

Dirac, e expressando cada varidvel em funcdo de seus respectivos pontos em (3.17), se

encontra:

Aplicando-se a propriedade do delta de Dirac, dada por (2.73), no primeiro termo de

(3.18), se tem:
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J6(a p)w(p)dQ(p)=w(a) (3.19)

onde:
w (q) € o deslocamento no ponto de carregamento, ocasionado pela carga g.
Deste modo, substituindo-se (3.19) em (3.18), obtém-se a equacdo integral do

deslocamento de um ponto g do dominio da placa, em funcdo dos deslocamentos e esforcos

do contorno:

(@) + ][V (0 P)w(P) - M; (@) 24(P) |ar (P)

Derivando-se (3.20) em relacdo a m, obtém-se a equacdo integral da derivada

direcional do deslocamento em relacdo a direcdo m, para o ponto g do dominio:

8\2/:2) +J(a\r/::(q’ P)W(P) 8|\/|"(q P)aW(P)de(P)+

.leRc( )wd(P)=£(Vn( );ﬂ(q, )M, ( )afn{a‘aﬁ (a P)Ddr( )
+§R@(P)%Vr:j(q, P)+ | g(p)gﬂ(q p)dQ, (p) (3.21)
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3.3 EQUACAO INTEGRAL PARA UM PONTO DO CONTORNO DA PLACA

Para a formulacéo dos problemas de placas é necessario se obter, também, as equacbes

integrais para um ponto do contorno. Sendo assim, considere um ponto Q do contorno que

passa a pertencer ao dominio pelo o acréscimo de um contorno circularl“g, com o centro em

Q eraio &, e pela retirada da parcela [ (Figura 3.3).

X2

Figura 3.3 — Contorno circular acrescido a um ponto Q de um canto

O novo contorno pode ser escrito como I' =T +T - € aplicando-o0 na equagéo (3.20)

para o ponto Q, resulta em:

wQ)+ ] [V (@P)u(P)-M;(Q PGP

(P)Jar(p)+
(V@) MR 2 j (P)+3 R (QP)w,(P)+
(P)=

+R_(QP)w_(P)+R (Q )
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:Jr V. (P)W (Q,P)- Mn(P)gﬁn*(Q, F’)}J'F(F’)+
+f Vn(P)W*(Q,P)—MH(P)%*(Q,P)}]'F:(P)J’
! n (3.22)

SR (PIW(QP)+R (P (QP)+R_(PIW, (Q.P)+

'+

Desta forma, o ponto Q pertencera ao contorno quando o raio & e, consequentemente,

as parcelas Fg, e I tenderem a zero, assim, calculando os limites:

wQ)+lim [ V: (Q PIW(P) M (Q PISH(P) |ar (P)+

+lim | (Vn*(Q, P)W(P) - M:(Q p)Z_VnV(P))dré(Pp

+SR (QP)w,(P)+1im[R (QPw, (P)+R (QP)w, (P)]-

-t [ (VP (@ P) -, (P2 (@) ar(P)+ 629
+lim [VH(P)W*(Q, P)— Mn(p)%(q, P)Jdl“g(P)+

+2 R (P)W,(QP)+lim R (P)w (QP)+R (P)w (Q.P)]+

-

Os limites das integrais de I'—1" resultam no valor principal das mesmas, logo, se

obtém:
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i [ (V2 (QP)w(P) -} (Q PIH(P) |ar(P)-

- l(vn*(Q, P)w(P)-M(Q, P)Z—VnV(P)de(P)

(3.24)
(3.25)

A integral de Ff do lado esquerdo da igualdade de (3.23), pode ser reescrita da

seguinte forma:

i [V (@P)w(P)- (@) 24(1) o () -

im j(v (Q.P)[w(P) Q)]—M:(Q,P){Z—an(P)—Z—VnV(Q)Dng(PM
lim [V, (Q.P)w(QNIT (P)~lrg M. QP)Z\;]V(Q)dl“é(P) (3.26)

Considerando-se véalida a continuidade ou fazendo o uso da condi¢do de Holder

(JASWON & SYMM, 1977), expressa por:

W(P)-w(Q)[<Cr=" (3.27)
oW oW

——(P)—— <C (P.Q) .
o (P) == (Q)<Cr (3:28)

onde:
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C: e C, sdo constantes.

O<oi<lparai=1,2

tem-se a anulacdo da primeira integral do lado direito da igualdade de (3.26) e como w (Q) e

ow (Q) / on sdo valores do dominio, deste modo, ndo variando ao longo de Fg , e obtém para

a equacdo (3.26) a seguinte expressao:

lim (Vn*(Q, P)w(P)-M(Q, P)?—;]V(P)jdfg(PF

-0 =

) ow (3.29)
=w(Q)lim JV;(Q,P)r, (P) - ——(Q)lim [ M_(Q,P)dr" (P)
Observando-se que neste caso tem-se:
r,n,=1 (3.30)
r,s,=0 (3.31)
r=R=¢& (3.32)

Em seguida, substituindo os valores de V:e I\/I:, dados por (2.88) e (2.90), em

(3.29), encontra-se:

im V(@ P)w(P) - M (@.P) 24(P)Jar, (P)-
I, (3.33)

. 1 oW, ¢ 1
=w(Q)lim —%dl“g(P)+%(Q)IQDQF;E[(1+v)In§+1]d1“§(P)

&0
T
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Como dFé (p) =E£d¢, a equagdo (3.33) pode ser reescrita da seguinte forma:

l;ggrf(vn*(Q, P)w(P) - M:(Q.P) (P Jar, (P)-

27—p,

Igm j ——§d¢+— Q)lim j —[ (1+v)Iné +1J5dg

cf—)O

(3.34)

onde:

B¢ € 0 angulo interno do canto da placa, conforme Figura 3.3.

Desenvolvendo as integrais de (3.34), vem:

im [V (@P)w(P)-M;(QP) (P Jar (P)=- 2 Fow(@) 2o

¢ VA

Calculando-se de forma semelhante, a outra integral sobre Féem (3.23), verifica-se

que o seu valor serd nulo, do mesmo modo, todos os limites das parcelas referentes as reacdes
de canto serdo nulos. Portanto, aplicando estas consideragdes e as equacdes (3.24), (3.25) e

(3.35) em (3.23), se obtém a expressdo da equacdo integral para um ponto do contorno:

K(Q)W(Q)+£(Vn*(Q, P)w(P)-M:(Q, P)g—VnV(P)de(P)+

+_NZCR;(Q,F’)Wd(PH(Vn(P)W*(Q,P)—Mn(P)%(Q'P)de(PH (39
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onde:
K(Q)= Pe (3.37)
Q)=
No caso particular onde o ponto Q ndo pertence a um canto, o valor de 3. serd igual a
T €, assim:

K(Q) :% (3.38)

De forma analoga ao realizado no item 3.2, derivando-se (3.36) em relacdo a m,
obtém-se a equacéo integral da derivada direcional do deslocamento em relacdo a dire¢cdo m,

para o ponto Q do contorno.

3.4 TRANSFORMACAO DAS INTEGRAIS DE DOMINIO DO CARREGAMENTO EM

INTEGRAIS DE CONTORNO

Para se aplicar o Método dos Elementos de Contorno em problemas de placas é
necessario que as integrais de dominio referente ao carregamento distribuido em Qg, presente
nas equacdes (3.20), (3.21) e (3.36), sejam transformadas em integrais de contorno. Sendo

assim, conforme a Figura 3.4, considere um dominio Qg, seu contorno I'y e um ponto fonte q.
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Figura 3.4 — Ponto g no dominio Qg

Através da figura, as seguintes relacdes podem ser encontradas:

dQ =rdrdg (3.39)
do = %dl‘g (3.40)

onde:

r,i SA0 0S cossenos diretores do vetor r.

n; sao 0s cossenos diretores da normal n.

Substituindo-se (3.39) em (3.40), se tem:

dQ, =rdr %drg (3.41)
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60
Aplicando (3.41) nas integrais de dominio de (3.20) e (3.21), obtém-se:
QIQ g(p)w (q p)dﬂg(p)i{@g( p)W (g, p)rderR”idrg (3.42)
Q{ 9( p)%(q, p)dQ,(p)= I @9( p)%(q, p)rdr]%dfg (3.43)
onde:

R é o valor de r para um ponto qualquer do contorno T'y.

Considerando-se que a carga aplicada em Qg varia linearmente, se encontra a seguinte

expressao para g(p) em relacdo ao sistema X e Xj:

g(p)=Ax(p)+Bx(p)+C (3.44)

Para o ponto g da figura anterior, se tem as seguintes relagdes entre os sistemas de

coordenadas cartesianas e polares:

X (Pp)=x(q)+rcosd (3.45)
X (P)=%(q)+rsend (3.46)
Assim, a equacéo (3.44) pode ser reescrita como:

(3.47)

g(p) = Arcosd + Brsend + g(q)
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Sendo g(q) o valor da intensidade da carga no ponto g, vem:

g(q)=Ax(q)+Bx(q)+C (3.48)

Substituindo-se (3.47) e (2.85) em (3.42) e, em seguida, realizando-se a integragdo em

relacéo a r, se obtém a integral sobre o contorno I'y:

* 3 3
[ 3(P)w (3 P, (p) - 5D [ IR Jr, nar, +
g (3.49)

j R4(|nR—%j(ACOSQ+ Bsend)r, ndr’,

407z

Para a derivada direcional em relacdo a m, de forma anéloga, aplica-se (3.47) e (2.98)

em (3.43), realiza-se a integracdo e, assim, se tem:

[ of p)a—m(q, p)dQ (p)= 1925zDrj R{InR—%)r,, mr, ndl, +

’ (3.50)
| RS(InR—%J(AcoséhL Bsend)r, mr, ndl

167rD

Nestas equacOes, as cargas pontuais ou em linha devem ser consideradas como casos

particulares em que o dominio Qg tende a um ponto ou a uma linha.
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4. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADOS A

PROBLEMAS DE PLACAS

4.1 INTRODUCAO

As equac0es integrais obtidas no capitulo anterior possuem solugdo analitica somente
para poucos casos simples, por isso, é importante se utilizar os métodos numéricos para a
obtengdo de solugdes aproximadas. Neste trabalho, seré aplicado o Método dos Elementos de
Contorno para obterem-se estas solucgdes, sendo que este consiste na divisdo do contorno de
uma placa em segmentos, denominados elementos de contorno, onde as variaveis w, ow / on,
Ve M, sdo aproximadas por funcdes interpoladoras polinomiais definidas em funcdo dos nés
posicionados em cada elemento. Assim, as equagdes integrais transformam-se em equacdes
algébricas, escritas em funcdo dos valores das variaveis em cada no ou valores de contorno.

Com todas as equacOes algébricas resultantes serd formado um sistema linear de
equacOes que pode ser resolvido pela imposicdo das condi¢des de contorno, que definem as

variaveis consideradas incognitas ou prescritas em cada n6. Em seguida, com a obtencao dos
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valores incdgnitos do sistema, pode-se determinar os deslocamentos e esforcos internos da

placa.

4.2 DISCRETIZACAO DAS EQUACOES INTEGRAIS

A discretizacdo das equages integrais serd obtida pela divisdo do contorno de uma
placa em uma sequéncia de elementos (Figura 4.1), sendo gque a escolha da quantidade e da
forma desses elementos é realizada com o objetivo de se representar de maneira adequada o

contorno real.

X1

X2

Figura 4.1 — Discretizag8o do contorno em elementos

4.2.1 Aproximagdo da Geometria do Elemento

Para a aproximacéo da geometria dos elementos serdo utilizadas funcdes lineares, ou

seja, serdo elementos retos. Como muitas das integrais que devem ser realizadas para a
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aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno sdo numeéricas, é necessario expressar estas
funcdes e, consequentemente, as coordenadas de cada ponto P de um elemento em relacdo as

coordenadas locais homogéneas & (Figura 4.2).

2

Figura 4.2 — Geometria do elemento

Conforme a figura anterior, considerando que 1 € o n6 inicial e 2 é o final, se tem para

0 ponto P as seguintes coordenadas em funcdo de &:

(P53 % g X% @)
><2(P)=X2;XZ+§[X2;XZJ (42)

onde:
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X" é a coordenada na diregéo i do nd N.

As equac0es (4.1) e (4.2) podem ser escritas de uma forma geral da seguinte maneira:

X
x(P)| |4(p) ¢(p) O 0 ||¥
{XZ(P)}{ 0 0 4(p) 4(p)]|% “9
X,
onde:
4(P)=,(1-¢) (40
4.(P)=2(1+8) 45)

As equac0es (4.4) e (4.5) corresponderédo as fungdes aproximadoras para a geometria

dos elementos em relagdo as coordenadas locais homogéneas.

4.2.2 Aproximacao das Variaveis do Problema

Para a aproximacdo das varidveis serdo utilizadas fun¢des polinomiais quadréticas,
dessa forma, sera necessario definir trés n6s em cada elemento, que podem estar posicionados
em qualquer ponto. Neste trabalho, os nés 1 e 3 estardo, respectivamente, nas coordenadas

locais &; e &3, € 0 nO 2 estard no centro do elemento, ou seja, &, = 0 (Figura 4.3).
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/ |
\
\
U? ou P* } |
‘ 1 1
\ \ \
3 r 2
| < L o $P 01 |
£=¢&; =0 E=¢&
L /2 [/2 L
/ 7

Figura 4.3 — Aproximagao das variaveis por elemento quadréatico
Através da figura anterior, verifica-se que é possivel obter os vetores dos

deslocamentos u; ou esfor¢os p;, para qualquer ponto P do elemento, em termos dos valores

nodais U e P". Para isso, as seguintes expressdes devem ser utilizadas:

X (4.6)

onde:

uz (P) é o deslocamento w (P).

uz (P) é o giro ow (P) / on.
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U," sdo os deslocamentos para os nés N do elemento.

U2N sdo as rotacdes para 0s nds N do elemento.

4.7)

onde:

p: (P) é a forca cortante equivalente V,, (P).

p2 (P) € o momento normal M, (P).

PlN sdo as forcas cortantes equivalentes para os nds N do elemento.

P}’ sd0 os momentos normais para os nés N do elemento.

Nas equacOes (4.6) e (4.7), ¢i sdo as funcBes aproximadoras quadraticas para as
variaveis do problema em relacdo as coordenadas locais homogéneas (Figura 4.4), sendo

expressas da seguinte forma:

1
P)= - (F _ .
¢1( ) fl(éz_fl)(é §)§ (48)
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&+¢ 1 .
P)=1-%"% .
7(P) G153 ot ée‘sf 9
1
P)=— (&~ :
#,(P) 53(51_53)(51 £)é (4.10)

Figura 4.4 — Funcdes aproximadoras quadraticas

As funcdes estdo escritas de forma geral para que possam ser utilizadas em elementos
descontinuos, os quais permitem mudancas nos valores de contorno em nos adjacentes, como
ocorre em cantos e em mudancas de vinculagdo em um mesmo lado de uma placa. Para gerar
este tipo elemento é necessario fazer o uso de no6s duplos, que consiste em posicionar dois nos
na extremidade coincidente entre dois elementos consecutivos e, em seguida, deslocar cada

um para o interior de um desses elementos (Figura 4.5).
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no duplo

L\

Figura 4.5 — Elemento descontinuo

Nos casos em que ndo existe descontinuidade nas variaveis do contorno, pode-se
utilizar os elementos continuos, que possuem nés em comum com o0s elementos adjacentes

(Figura 4.6).

Figura 4.6 — Elemento continuo
Quando o elemento é continuo, as coordenadas locais &; e £; assumem o0s valores -1 e

+1, respectivamente. Portanto, para este caso particular, as equacGes das funcdes

aproximadoras ficam expressas da seguinte forma:

¢=——-(1-¢)¢ (4.11)
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¢, =1-¢" (4.12)

b =51+ )¢ 413

Neste trabalho, utiliza-se uma combinagédo de elementos continuos com descontinuos,
sendo estes Ultimos empregados somente nos casos de descontinuidade nos valores de

contorno.

4.2.3 Transformacges das Equactes Integrais em Equacgdes Algébricas

A equacéo integral do deslocamento para um ponto do contorno Q, dada por (3.36),

pode ser reescrita da seguinte maneira:

Q)+] P (QP)u(P)Ar(P)+ ZR (QP)w.(P)=

i=1

U (Q,P)p(P)dr(P)+ ZW’Z(Q’F’)RG(F’)+ (4.14)
g(p)w (Q p)dQ,(p)

onde:
P (QP)=[V,(QP) -M (QP)] (4.15)
w(P)
u(P)=1ow (4.16)
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0’ (QP)= {w*(Q, P) _Z—an*(q, p)} 4.17)
p(P)= {\,\;”}((F;))} (4.18)
u(Q)=wW(Q) (4.19)
K(Q)= fﬂ' (4.20)

Discretizando-se o contorno da placa em N, elementos e substituindo-se as variaveis
por suas aproximacgdes em cada elemento, expressas por (4.6) e (4.7), tem-se para a equacgao

(4.14):

S jrear e SieeRE: e

Utilizando-se as equacOes dos deslocamentos e dos esforcos fundamentais e as
funcOes aproximadoras, podem ser calculadas as integrais de contorno da equacgdo anterior

para cada elemento, sendo os resultados representados por:

=er (@P)§ (PYI, (P) 422

j (Q,P)¢" (P)dT,(P) (4.23)
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Para a integral de dominio, deve-se usar a equacdo (3.49), sendo o resultado

representado por:

t(Q)=[9(P)W (Q p)d2, () (4.24)

Assim, a equacéo (4.21) pode ser reescrita da seguinte forma:

Ne

K(Qu(Q)+ X' QU] + 2R (QP)w, (P) =
-39 (QR"+ 1w (QP)R (P) #(Q)

e
=L

(4.25)

Representando matricialmente a equagéo (4.25), se tem:

(QW,=G(Q)P+G,(QQR+T(Q)  (4.26)

C
+
I

K(Qu(Q)+H(Q)

onde:

e H(Q)eG(Q) sdo matrizes que contém, respectivamente, os coeficientes dos esforgos e
deslocamentos fundamentais em cada elemento, calculados através de (4.22) e (4.23);

e H_(Q)eG,(Q)sfo, respectivamente, as matrizes com os coeficientes das reagdes e
deslocamento de canto fundamentais;

o T(Q)é um vetor composto pelos valores resultantes da integragdo do carregamento na

regido ) obtidos em (4.24);
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e U é o vetor com os valores nodais dos deslocamentos, expresso por:

=]
I
=

e R._ éovetor com os valores das reacdes de canto, dado por:

Pyl

={R, R! ... RY}

c c

e N, corresponde ao nimero de nos do problema;

e N. € o numero de cantos.

Deste modo, a expressao (4.26) corresponde a equacdo algébrica obtida a partir da

equacao integral do deslocamento para um ponto Q do contorno.

Entretanto, neste caso, onde o ponto Q pertence ao contorno da placa, a expressdo

(4.26) pode ser simplificada escrevendo-se os deslocamentos u (Q) em funcdo dos
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deslocamentos Ujdo elemento que pertence o ponto, de modo que o valor do termo

K(Q)seja distribuido em H (Q)de acordo com a posicao do ponto Q nesse elemento. Dessa

forma, pode-se reescrever (4.26) da seguinte forma:

H(QU +H.(QW, =G(QP+G,(QR+T(Q) (4.27)

Com relagéo aos termos referentes aos cantos das placas, sendo o ponto Q pertencente

ao contorno ou ndo, pode-se considerar a reacdo de canto ﬁc nula e o deslocamento de canto
W, como funcdo dos deslocamentos dos nos vizinhos ao canto, de forma que o valor da

reacdo de canto fundamental, encontrado na matriz I:IC , seja distribuido em H ao dividi-lo no

meio entre as posicdes referentes a esses nds. Assim, se obtém para a expressao (4.27):

H(Q)U=G(Q)P+T(Q) (4.28)

4.3 SISTEMA DE EQUACOES

Para se encontrar a solucdo de um problema de placas, € necessario se obter as
condi¢cBes de contorno, para se definir quais as varidveis associadas a um no serdo
consideradas incognitas ou valores prescritos. Como ja foi mencionado, para cada n6 do
contorno se tem quatro varidveis, que sdo o deslocamento w, a rotacdo ow / on, a forca
cortante equivalente V, e 0 momento normal M,. Assim, ao se observar as condicdes de
contorno, verifica-se que, normalmente, quando se tem w prescrito, V, sera incégnito, e

quando ow / on é prescrito, M, sera incognito, e vice-versa. Dessa forma, constata-se que
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quando se tem o deslocamento prescrito, o esforgo serd incognito, e quando o esforgo €
prescrito, o deslocamento é incognito. Assim sendo, nos casos classicos de vinculagdo em
problemas de placas, obtém-se as seguintes condi¢Bes de contorno para 0s nos:

e Dbordaengastada, w=0e ow/on =0, V,e M, sdo desconhecidos;

e borda simplesmente apoiada, w =0 e M, =0, V,, e ow / on séo desconhecidos;

e borda livre, V,=0e M, =0, we ow / on sdo desconhecidos.

Portanto, impondo-se as condi¢cdes de contorno em uma placa, se obtém 2N,
incdgnitas no problema e, consequentemente, para resolvé-lo, € necessario montar um sistema
de equacdes, utilizando-se (4.28) e escrevendo-se duas equacdes para cada né do contorno.
Neste trabalho, as reacdes e os deslocamentos de canto ndo sdo considerados incognitas do
problema, pois recebem o tratamento mencionado no item 4.2.3. Assim, ndo é necessario
escrever equacdes no sistema para cada canto, como ocorre em outras técnicas de resolucéo
de problemas de placas por Método dos Elementos de Contorno.

Como sdo necessarias duas equacfes por nd, normalmente, escrevem-se uma equacao
de deslocamento e outra de sua derivada direcional para cada nd, porém, neste trabalho,
emprega-se uma alternativa mais eficiente, (PAIVA & VENTURINE, 1987) e (CALDERON,
1991), que utiliza apenas a equacdo de deslocamento para escrever expressdes relativas aos
nos do contorno e para pontos fora do dominio, associados a estes nés.

Os pontos localizados fora do dominio sdo posicionados a uma distancia d;, normal ao
contorno, em relacao aos seus respectivos nos de referéncia. Deste modo, considere uma placa

divida em oito elementos, conforme a Figura 4.7.



76 Capitulo 4 — Método dos Elementos de Contorno Aplicados a Problemas de Placas

LA ' t
I I I I I
\ \ \ \ \
I I I I I
[ [ [ [ [
s & & & 4 \
JR— . R id
2
e —— — — 9 e —— — — &
C
*— —————8 - —— — — -8
B
* —— — — & Qﬂkfffff
M
7
e —— — — 8 - —— — ——®
e —— — — 9 — ———— o
— — + — —
T T T T T
I I I I I
[ [ [ [ [
\ \ \ \ \
I I I I I
. : o
I’

Figura 4.7 — Posicionamento dos nds

Para o ponto A, indicado na figura, cujo né associado € de extremidade e comum a

dois elementos, deve-se calcular a distancia di da seguinte forma:

d =yl (4.29)

Onde v corresponde a um valor que deve variar entre 0,1 a 0,5 para que ndo ocorram
problemas de singularidades nos célculos e a varidvel I, é a média dos comprimentos dos
elementos concorrentes no nd. Para o ponto B, como o n6 de referéncia é intermediario, a
equacdo utilizada no céalculo de d; é a mesma, porém, I, € o comprimento do proprio

elemento ao qual o nd pertence.
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Ja no ponto fora do dominio C, indicado na figura, o n6 associado é duplo, portanto,
tém-se dois nds na extremidade coincidente entre os dois elementos que compdem o canto,
sendo que esses devem ser deslocados cada um para o interior de um destes elementos. O

valor deste deslocamento pode ser obtido pela seguinte expresséo:
d,=awl (4.30)
onde:

0 < w £0,25 ¢ o coeficiente de afastamento dos n6s em relag&o aos cantos.

li ¢ comprimento do elemento no qual o n6 sera deslocado para o interior.

Com os nos duplos posicionados corretamente nos elementos, em seguida, utiliza-se a
equacdo (4.29) para se encontrar a distancia d; para C, entretanto, o comprimento I, € 0 do
proprio elemento ao qual o né duplo pertence.

Deste modo, com todos os pontos fontes posicionados, devem ser escritas as equacoes
para 0s nds do contorno, representados por Q, e para os pontos fora do dominio, simbolizados
por A, através da equacdo integral dos deslocamentos (3.36), com o objetivo de se obter um
unico sistema de equacdes. As equacOes para 0s nos do contorno ja foram expressas em

(4.14), para os pontos de fora do dominio, tem-se:

N

K(A)u(A)+[P'(AP)T(P)Ar(P)+ 2R (AP)w,(P)-

(A P)r»(P)dF(P)ﬁNZ:WS(A P)R,(P)+ (431

g(p)w (A p)dQ,(p)
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onde:

P (AP)=[V,(AP) -M,(AP)] (4.32)
LG

u(P)= Z_an(P) (4.33)
u(AP)= {w"(A P) _Z_an*(A P)} (4.34)
p(P)= {\'\;”*:((F;))} (4.35)
u(A)=W(A) (4.36)
K(Q)=0 (4.37)

Na equacéo (4.37) o valor de K (Q) € nulo, pois pela propriedade da funcédo delta de

Dirac, vem:

[6(AP)W(P)dQ(P)=w(A)=0 (4.38)

Q

Assim, reescrevendo (4.31) matricialmente, de forma semelhante ao que foi realizado
para (4.14) no item anterior, e unindo as equac¢des dos nos do contorno com as dos pontos
fora dominio em um Unico sistema, de modo que na primeira linha do sistema se tenha os
coeficientes referentes a um dos nés do contorno e na linha seguinte os do ponto fora do
dominio associado a este, e, assim, sucessivamente para 0 outros, o sistema de equacGes pode

ser expresso da seguinte maneira:
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HU=GP+T (4.39)

onde:

e H e G sdo matrizes de ordem 2N, x 2N, que envolvem os coeficientes referentes aos nds

do contorno e os pontos fora do dominio;

e U e P sdo vetores de 2N, elementos, onde estdo agrupadas as varidveis do contorno

prescritas e incognitas;

e T é um vetor de 2N, elementos, constituido pelos resultados das integrais do

carregamento na regiao €.

Para resolver este sistema de equacOes, € necessario isolar as incognitas no primeiro

membro, obtendo-se:

AX =B (4.40)

onde:

e Aé amatriz onde estdo localizados os coeficientes referentes aos valores incognitos;

e X é o vetor dos deslocamentos e esforcos incognitos;

°
os]

é um vetor composto pela multiplicacdo dos valores dos deslocamentos e esforcos

prescritos por seus coeficientes, mais o vetor T .

Resolvendo-se este sistema, obtém-se todas as incognitas no contorno da placa.
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4.4 INTEGRACOES SOBRE OS ELEMENTOS

Para se obter os coeficientes das matrizes He G da equacdo (4.26), necessarios para a
montagem do sistema de equacGes, devem ser realizadas integracfes numéricas ou analiticas
sobre os elementos do contorno, dadas por (4.22) e (4.23), que podem ser escritas da seguinte

forma:

W(Q) =1j_ P.(Q.P)¢,(P)dr;(P) (4.41)

9:(Q)= I U (Q.P)g,(P)dr, (P) (4.42)

J

onde:

p.(QP)=[V, (Q.P) -M (QP)]
u,(Q,P)=| W (Q,P) —%%YQJﬂ}

n é o nd local do elemento onde se mede a reposta do carregamento unitario aplicado.

Para facilitar a resolucdo das integrais, € preciso que as duas equacgdes anteriores
sejam expressas em funcdo das coordenadas locais homogéneas. Para isso, primeiramente,
deve-se obter uma relacédo entre o contorno do elemento e as coordenadas locais, que pode ser

verificada através da Figura 4.8, sendo escrita da seguinte forma:

[ =&- (4.43)
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onde:

| € o comprimento do elemento.

X2 a

-1/2

v

X1

Figura 4.8 — Limites dos elementos em relacdo aT e &

Em seguida, € necessario se encontrar o determinante do Jacobiano da

transformacdo, através de (4.43), cujo valor é:

dr. |
V=3 =32 (4.44)

Dessa forma, aplicando (4.44) em (4.41) e (4.42), vem:

h'(Q)=>] P(Q.P)4,(P)d(P) (4.45)

:(Q) = [/ (Q.P)4(P)d(P) (846)
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4.4.1 Integracdes Numéricas

Quando o ponto Q ndo pertence ao elemento a ser integrado, ou para um ponto A fora
do dominio, as integrais podem ser resolvidas numericamente através de quadratura de Gauss,

que € expressa da seguinte forma:

JH(&)de=> 1(£)w (4.47)

onde:

f (€) é a funcéo a ser integrada, escrita em relacdo a coordenada &.

Ng € 0 nimero de pontos de Gauss.

&; é a coordenada adimensional do ponto i de integra¢do ou o ponto de amostragem de Gauss,
definido em funcéo de Ng

Wi € o fator ponderador ou o peso de Gauss, também, definido em funcéo de Ng

Dessa forma, as equacdes (4.45) e (4.46) podem ser reescritas do seguinte modo:

h(Q) =|§Z P (QP)¢.(P)w (4.48)
9. (Q)= IEZU (Q.P)4,(P)w (4.49)

Para se evitar a quase singularidade que pode existir em alguns pontos muito

proximos do contorno e para melhorar a integragdo numerica e, se utiliza a técnica da sub-
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elementacdo, que consiste basicamente em dividir o elemento que estd sendo integrado em
pequenos segmentos ou sub-elementos, 0s quais possuem o seu comprimento reduzido a

medida que se aproximam do ponto fonte (Figura 4.9).

Ponto fonte
d
da
ds
dé
d7
ds

do
d1o

Figura 4.9 — Forma como o elemento é dividido em sub-elementos

Para o célculo, primeiramente, se mede a distancia r,, indicada na figura anterior,
entre o inicio do elemento e o ponto fonte, em seguida, deve ser verificado se o cosseno do
angulo formado entre o elemento e r, € maior ou menor que 0,5, se for maior serd utilizada a
expressao (4.50) para o calculo de tamanho d do sub-elemento, se for menor ou igual sera a

(4.51), sendo dadas por:

'2-cosa (4.50)

(4.51)

onde:

n é uma constante adotada que gera uma maior subdivisao.
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Determinado o tamanho do sub-elemento, a integracdo numeérica é realizada neste e o
processo se reinicia a partir do seu final até que todo o comprimento do elemento tenha sido
percorrido por completo.

Os coeficientes encontrados no vetor T, dado em (4.39), constituidos pelos resultados
das integrais do carregamento na regido )y, sdo obtidos através de (4.24), pela integracdo
numérica sobre os segmentos lineares em que o contorno do carregamento esta dividido. Para
isso, aplica-se a mudanca de variavel, indicada em (4.43), e a quadratura de Gauss, expressa

em (4.47), na equacao (3.49) e, assim, se tem:

[9(p)W(Q, p)dQ, (p) 9(Q) iR{InR—%)r,i nw, +

Q, B 647Z-D j=1
) , (4.52)
r— ZR“(InR——j(Acos@+ Bsend)r, nw
80xD = 10 :

Deve-se observar que no caso do ponto Q pertencer ao segmento do contorno do
carregamento a ser integrado, o que ocorre quando a regido carregada €y coincide com as
bordas da placa, o resultado da integracdo sera nulo, pois r, nj € nulo, para qualquer ponto

deste segmento.

4.4.2 Integracdes Analiticas

Quando o ponto Q pertence ao elemento a ser integrado, os valores fundamentais
encontrados nas integracOes apresentam singularidades, por isso, estas integrais devem ser

calculadas no sentido do valor principal de Cauchy e de forma analitica.
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Dessa forma, expandindo-se o indice k das equacdes (4.45) e (4.46) para um no n local

de um elemento qualquer, se tem:

V(Q)= 5 [V; (QP)A(P)de(P)

-1

Q)= —5 ] M:(Q.P)4, () (P)

1

5 (Q)=5 [ W (Q.P)4(P)d(P)

-1

(Q)=-3] 2 (@P)4(P)dz(P)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)

Considerando-se a Figura 4.10, onde estdo indicadas as posi¢Ges genéricas para um

ponto singular Q, dada pela coordenada adimensional &, e para os nds 1 e 3 de um elemento,

com as respectivas coordenadas &; e &s, e sabendo que as fungbes aproximadoras para a

geometria, dadas no item 4.2.1, relacionam as coordenadas de um ponto genérico com as dos

pontos extremos do elemento, pode-se escrever para 0 posicionamento de um ponto singular

genérico:

(4.57)

(4.58)
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/2 /2

|¢2s |¢1S

Figura 4.10 — Posic¢des de um ponto singular e dos nds em um elemento

Em seguida, aplicando-se as solugfes fundamentais, dadas no item 2.4, as funcGes
aproximadoras para as variaveis, expressas no item 4.2.2, e as expressoes (4.57) e (4.58) nas

integrais (4.53) a (4.56), obtém-se as equacdes que fornecem os resultados analiticos:

'(Q)=0 (4.59)
n(Q)=- —{C'(1+v)[dn(14,.) + 4In(14,) 1]+
T

€2 )| (8. I006,) (8, n(1,) - |+

(4.60)

iCr (1+V):g(@s)s|n(|¢23)+%(¢15)3|n(|¢1s)_é(1+35;)}+

+V|:Cn+C &, +(; (1+3& )}}
01(Q)- g | & |6 (02 o 7m0 2

#SH ) (in06) -3 (@) (1m0) - |+ 51
A8 0 (im0 5 @y (mia) - 1)

Il
o

9;(Q) (4.62)
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onde, as constantes C;, C) e C] sdo relativas aos nés locais e podem ser escritas,

genericamente, da seguinte maneira:

el Gt 1) [ 1

= 4.63
' (fl_gn)(gn_fj) ( )
26 —(£+¢))
Cr= 6
T(E-a)(6-¢) o
Cr= 1 (4.65)

C(&-¢)(6-¢)

com:

ni,j=1,2,3en=i#j

Deve-se observar que, nas equacdes (4.63) a (4.65), a coordenada adimensional &; é
sempre nula, pois 0 nd 2 esta localizado no centro do elemento, e as coordenadas &; e &; ou

sdo iguais a -1 e +1, respectivamente, no caso do elemento continuo, ou podem variar de

acordo com as posicdes dos nds em um elemento descontinuo.

4.5 PROPRIEDADES DA MATRIZ H

Pelas configuracbes de equilibrio de uma placa, podem ser determinadas duas

propriedades para a matriz H. Para isso, considere uma placa discretizada em elementos de

contorno (Figura 4.11).
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Figura 4.11 — Placa discretizada em elementos de contorno

Admite-se que o carregamento transversal é nulo nesta placa, consequentemente,
todos os esforcos do contorno também serdo nulos e, assim, a expressdo (4.39) pode ser

reescrita da seguinte maneira:

I
C
[l

o

(4.66)

Este sistema (4.66) admite solu¢Bes néo triviais, correspondentes aos movimentos de

corpo rigido, isto é, deslocamento vertical e rotacdo em torno de um eixo arbitrario. Deste

modo, considerando 0 movimento vertical w,, se tem para o vetor U da equacgéo anterior:

U'={w, 0w 0w 0 .. w 0} (4.67)

(o] (0] (0] (0]

Substituindo-se (4.67) em (4.66), encontra-se a primeira propriedade, para qualquer

linha i:
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Nn
Zlh’Zj—l: 0
=

(4.68)

Verifica-se, agora, a rotacdo de corpo rigido o no sentido indicado pelo eixo E,

conforme a Figura 4.11, onde E representa o eixo arbitrario de rotagdo e R; é a distancia do

nd genérico j a esse eixo, assim, para o vetor U se obtém:

U'=a{R cosp R cosp, .. R, cosp,| (4.69)

onde:

Cosp, =N,
N, sdo as direcGes da normal ao contorno do nd j.

'€ 0 versor associado a R;.

Substituindo-se (4.69) em (4.66), encontra-se a segunda propriedade:

N,

Z(h’Zj—l Rj +h’2jCOSIBj):O (4.70)

Essas propriedades podem ser utilizadas tanto para verificar os valores da matriz H,

como para obter os elementos da diagonal principal, correspondentes as integrais com

singularidades.
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4.6 DESLOCAMENTOS E ESFORCOS PARA OS PONTOS INTERNOS

Com a obtencdo dos deslocamentos e esforgcos para 0s n6s do contorno, € necessario se
encontrar estes valores para os pontos no interior da placa.

Dessa forma, para se determinar o deslocamento w (q) nos pontos internos, deve-se
utilizar a equacdo (3.20), a partir da qual se obtém as expressdes para as curvaturas e as
derivadas das curvaturas, em relacdo as direcdes x; e X, de um sistema cartesiano com origem

no ponto g, sendo dadas por:

2D | 2L (arpule)- 2 (0P () far(e)-

o'W
328 (@ (P)- (P o (@P)- o
(02 (2 ap)Jar(e) £R (7))
[9(p)Z2-(a P)d, (p)

(50 omer- S on

$2(28q P)jwcw):g[vn(mi[ (o)

= A 0% | OX0X,
i e e o)

Através das equacoes (3.20), (4.71) e (4.72), pode-se escrever uma expressdo geral da

seguinte forma:
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ZJU*(CI’P)r’(P)dF(P)JFCZ_;U:(q,P)R(P)+ (4.73)
+QI g(p)T; (a, p)dQ, (p)
onde:
w(q)
u(q)= aa>:V<9(>2) (4.74)
0 (o'w(a)
axi[@xkaxkj
V'(q,P) -M/(q,P)
o] Zan  Dhan | e
o ( oV o (*M*
_&[6&6&( ’P)j _&[8&8&( ’ )j
W (@,P) -2 (aP)
o' (g,P) = a‘i g;(q,p) _aj;x (Eﬂn*(qp)} (4.76)
o[ o°w 0 0’ oW
_&[6&8&(’ )} _axiﬁxkaxk[an( )D
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R (a,P)

R
P
OX0X, (a.P)

0 OR
0 [(Mxk (a P)j

*

w,(q,P)

w(a,p)
oO°'W

XX, (a.p)

p.(a,P)=
d
u, (q,P)=+
0
U, (a,p)=
0
X,

(o @?)

(4.77)

(4.78)

(4.79)

Com a discretizacdo do contorno da placa, é possivel se determinar os deslocamentos,

as curvaturas e as derivadas das curvaturas para N; pontos internos, ao se expressar a equagao

(4.73) da seguinte forma matricial:

onde:

(4.80)
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e Ue Psio vetores compostos pelos deslocamentos e esfor¢os dos nos do contorno,
calculados anteriormente ;

e H'e G'sio matrizes que contém os coeficientes obtidos pela integracdo, nos elementos,
dos valores fundamentais e suas derivadas, em relagcdo a cada ponto interno;

e T'éo vetor formado pela integracdo do carregamento na regidao €y, em relagéo a cada

ponto interno.

Os termos referentes aos cantos ndo sdo representados matricialmente na equacéo

(4.80), por receberem 0 mesmo tratamento descrito para a expressao (4.27) no item 4.2.3,

onde a reagdo de canto R_é nula e o deslocamento de canto W_é funcéo dos deslocamentos

dos nos vizinhos ao canto. Observa-se, também, que todas as integrais envolvidas nestas
equacdes sdo numéricas, pois ndo existem pontos internos singulares.
Para se determinar os momentos fletores, devem-se aplicar as curvaturas encontradas

através da equacdo (4.71) em (2.19). Assim, se tem:

o’'w
OX OX,

o°w
OX OX,

M, (a)=-D|v (9) (4.81)

(a)d; +(1-v)

Com relagdo as forcas cortantes, devem-se aplicar as derivadas das curvaturas

encontradas através de (4.72) em (2.22) e, portanto, se obtém:

,(q)=—0 ( ow (q)] (42
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As derivadas das solucdes fundamentais, expressas nas equacdes (4.71) e (4.72), sdo

dadas por:

o'W
P o,
8>gaxj(q )= 7 D(r r,,+,Inr)

o o'w 1
= P)|=- )
OX, (c’ﬂxkaxk (a )] 27zrDr |

;(82;&(?(%”}) srrp 20 () n]

GA'A
OX OX,

L {Z(l—v)(r,ksk)2[24r,i r (1, n)+

4zr’

(a.P)=

—4[r,|nj+r,ln,+5 . k)ﬂ+2(1—V)(r,k5K)[2(rlSj+nj3u)+

-8(r, n)(r,s+r,8)[+41-v)(r, n)(ss)+
+(3—v)[25”( N )=8r, 1, (r,knk)+2(r,|nj+r,1n,)}}

o oV, _1-v
&[axkéxk(qip)j_ 7Z'I'4{ ’kSk [24[‘,' ’|| 4“]""

r,n)[8s(r.s +4r,|]+r;]

O’M 1
8)§8X]. (q’ ):_47”'2 {(1+V)(5” _Zr” r’i)+2(1_v)|:ninj +

=2r, n(r,.n)-(s,-2r, r,j)(r,knk)2 +

o ij

=2, (r, n)[n—r, (r,knk)ﬂ}

o oM’ 1—v 2
&(6&8)(‘( (qip)]:_ 7Z'r3 |:r’i+2ni(r:k r]k)—‘l-r,i(l",k nk) :|

0* (ow 1
s S @) gl o)) -

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

(4.87)

(4.88)

(4.89)

(4.90)
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OML, . 1-v
xox (q,P)= = {2[(r,ks.K)(r,i N+, n)+(r,n)(r.s +r,, s,)+(4.91)

+(ren)(rs)(8, —4r, r,j)]—(qu + njsl)}

%[j;“gxﬁ<q,P>]:17;:[4r,i<r,ksk><r,.n)—n(m)—a(nm)} (452

,comi, j, k 1=1,2.

4.7 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste item, a formulacdo desenvolvida para a analise elastica de placas é aplicada em
alguns exemplos, que possuem diversas condi¢des de contorno e carregamento. Os resultados
sdo comparados com os encontrados analiticamente por TIMOSHENKO (1959), ou com o0s
obtidos por BARES (1972), através de diferencas finitas, ou com os de PAIVA (1987),
CALDERON (1991), CHUEIRI (1994) e FERNANDES (1998), encontrados através do
Método dos Elementos de Contorno, sendo que os dois primeiros utilizaram elementos
lineares para a aproximacéo das variaveis e 0s outros, fizeram o uso de elementos quadraticos,
como ocorre neste trabalho.

Nos exemplos que serdo apresentados, o valor da variavel y da equacgédo (4.29), que
fornece o posicionamento dos pontos fora do dominio, é definido como sendo igual a 0,5.
Para os afastamentos dos nds duplos, admite-se o valor da varidvel ®, encontrada na
expressao (4.30), como sendo igual a 0,1665, dessa forma, se existir uma seqiéncia de
elementos descontinuos, como os apresentados na Figura 4.5, em uma das bordas da placa, as

distancias entre os nds destes elementos serdo exatamente iguais. Com relacdo a integracéo
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numérica, sdo utilizados 15 pontos de Gauss e para a constante n, encontrada nas equacoes

(4.50) e (4.51), é adotado o valor de 20.

4.7.1 Exemplo 1

Neste exemplo, conforme a Figura 4.12, se tem uma placa quadrada com dois lados
opostos apoiados e engastada nos outros dois, com um carregamento uniformemente
distribuido. Esta placa foi discretizada em 16 elementos iguais, indicados na Figura 4.13,
consequentemente, existem 36 pontos nodais, e o0s resultados dos deslocamentos e dos
momentos fletores no ponto A, sdo comparados com os de TIMOSHENKO (1959),
CALDERON (1991), CHUEIRI (1994) e FERNANDES (1998), através da Tabela 4.1. O

valor do coeficiente de Poisson v € igual a 0,3.

q
A 4
S —— b e e
<
X1
al2 R X2 L »
A q
al?2
al?2 L al2

Figura 4.12 - Placa quadrada com dois lados opostos apoiados e engastada nos
outros dois
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4.7.2 Exemplo 2

27 26 %5 24 %3 22 %1 20 19
8¢ T L1
29 ¢ 17
30 16
31 e ® 15
32e .14
33 e ® 13
349 +12
35 & ® 11
36 e == . _ i _ , . 10

i h hd b e h i

1 2 3 4 5 7 8 9

Figura 4.13 — Discretizagdo da placa em 16 elementos

Tabela 4.1 — Resultados do exemplo 1

~ PONTO A

SOLUCOES p 2 2
w/(ga’/D) My /ga M,/ ga

TIMOSHENKO 0,00192 0,0244 0,0332

CALDERON 0,00192 0,0244 0,0332

(40 elementos)

CHUEIRI 0,00192 0,0244 0,0332

(16 elementos)

FERNANDES 0,00192 0,0244 0,0332

(16 elementos)

PRESENTE ESTUDO 0,00192 0,0244 0,0332

(16 elementos)

Para este exemplo, conforme figura 4.14, tem-se uma placa quadrada engastada em

dois lados adjacentes e livre nos outros dois, com um carregamento uniformemente

distribuido.
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q
:Xl 11

al6

N—" ] e5
al6 X

N— .2 .6
al6

A .3 g
al6

b 7 =9 <10
al6

N— s /4 . g
al6

al6 al6 al6 al6 al6 alb

Figura 4.14 - Placa quadrada engastada em dois lados adjacentes e livre
nos outros dois

Para esta placa utilizou-se a mesma discretizacdo em 16 elementos do exemplo
anterior. Os resultados dos deslocamentos e dos momentos fletores nos pontos internos séo
comparados com os de PAIVA (1987), que obteve os seus resultados através do Método dos
Elementos de Contorno, para uma discretizacdo de 40 elementos, e pelo Método dos
Elementos Finitos, para uma divisdo do dominio em 144 elementos triangulares de seis
parametros por no, e com os de CALDERON (1991), que utilizou uma discretizacio de 40

elementos, através da tabela 4.2. O valor de v, para este exemplo, é igual a 0,2.
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Tabela 4.2 — Resultados do exemplo 2

VALORES PAIVA CALDERON | PRESENTE | -p10R
MEC MEF TRABALHO

w° 0,0171 0,0156 0,0159 0,0156

w® 0,0131 0,0121 0,0123 0,0121 w/ (qa*/ D)

wht 0,0458 0,0407 0,0415 0,0406

ML -0,1185 -0,1123 -0,1124 -0,1120

M., -0,0941 -0,0883 -0,0896 -0,0884

My -0,0652 -0,0608 -0,0619 -0,0608

M, -0,0162 -0,0230 -0,0201 -0,0221

M, -0,0204 -0,0177 -0,018 -0,0177 )

M, -0,0141 -0,0130 -0,0133 -0,0130 M; / ga

M, -0,0229 -0,0191 -0,0197 -0,0190

MS, -0,0652 -0,0608 -0,0619 -0,0608

M2, -0,0318 -0,0269 -0,0277 -0,0269

M3 -0,0418 -0,0337 -0,0349 -0,0331

4.7.3 Exemplo 3

Considere a mesma placa do exemplo anterior,

carregamento uniforme parcial, conforme a Figura 4.15.

q
:Xl

al6

¥ o] *5
al6 T %

N ) e g
al6

N *3
al6

h *7 =9 =10
al6

N ° 4 o3
al6

11

|

L

|

L

a/6ﬁ a/6ﬁa/6ﬁ a/6‘ a/6ﬁa/6

Figura 4.15 - Placa quadrada engastada em dois lados adjacentes e livre

nos outros dois

entretanto, apresentando um
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Adotando a discretizacdo da Figura 4.13, os resultados dos deslocamentos e dos
momentos fletores para os pontos internos sdo comparados, novamente, com os de PAIVA

(1987) e com os de CALDERON (1991), pela Tabela 4.3.

Tabela 4.3 — Resultados do exemplo 3

VALORES PAIVA CALDERON | PRESENTE | c)1op
MEC MEF TRABALHO
w! 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009
w? 0,0009 0,0009 0,0009 0,0009
w’ 0,0059 0,0059 0,0059 0,0054 w/ (qa*/ D)
w’ 0,0026 0,0025 0,0024 0,0024
" 0,0154 0,0139 0,0137 0,0136
My, -0,0422 -0,0408 -0,0409 -0,0406
Msy -0,0354 -0,0340 -0,0337 -0,0335
M2, -0,0252 -0,0242 -0,0238 -0,0238 ,
M,y 0,0126 0,0138 0,0137 0,0138 M; / ga
Mg, 0,0066 0,0080 0,0081 0,0081
M2, -0,0265 -0,0249 -0,0244 -0,0244

4.7.4 Exemplo 4

Neste exemplo, considere uma placa quadrada engastada nos quatro lados e submetida

ao carregamento linearmente distribuido, indicado na Figura 4.16.

/mqo
»
X1
al2 XX
p .A qO
al2
al2 L al2

Figura 4.16 - Placa quadrada engastada nos quatro lados
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Os resultados obtidos para este exemplo, utilizando-se a discretizagdo com 16
elementos e v igual a 0,3, sdo comparados com os analiticos de TIMOSHENKO (1959) e os

numericos de PAIVA (1987), CHUEIRI (1994) e FERNANDES (1998), através da Tabela

4.4,
Tabela 4.4 — Resultados do exemplo 4
_ PONTO A
SOLUCOES ; 7 2 2
w/(ga /D) Mill/ga® M22/q.a
TIMOSHENKO 0,00063 0,0115 0,0115
PAIVA 0,00063 0,0115 0,0115
(40 elementos)
CHUEIRI 0,00063 0,0115 0,0115
(16 elementos)
FERNANDES 0,00063 0,0115 0,0115
(16 elementos)
PRESENTE ESTUDO 0,00063 0,0115 0,0115
(16 elementos)
4.7.3 Exemplo 5

Para este exemplo, se tem uma placa trapezoidal apoiada nos dois lados paralelos e

engastada nos outros dois, com um carregamento uniformemente distribuido (Figura 4.17).

q
¥
X1
wX2
°5
q
°6
L a1/2 31/2
a2/2 a2/2

Figura 4.17 - Placa trapezoidal apoiada nos dois lados paralelos e engastada nos outros dois
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Esta placa foi analisada por PAIVA (1987), que utilizou uma malha de 40 elementos,
obtendo bons resultados, comparados aos valores encontrados por BARES (1972), através de
diferencas finitas. Outro autor que a analisou foi CHUEIRI (1994), o qual a dividiu em 20

elementos de contorno, sendo aplicada esta mesma discretizagdo neste presente estudo (Figura

4.18). Dessa forma, na Tabela 4.5 esta exposta a comparacao de todos os resultados.

1 2 3

Figura 4.18 - Discretizacdo da placa em 20 elementos

Tabela 4.5 — Resultados do exemplo 5

VALORES i PAIVA CHUEIRI PRES. ESTUDO
x 10%/ (q.a,) (40 elementos) | (20 elementos) | (20 elementos)
M, -0,4468 -0,5802 -0,5695 -0,5739
M,f -1,3576 -1,6069 -1,6005 -1,6090
M,f -2,0370 -2,3660 -2,3207 -2,3403
M -2,0583 -2,6600 -2,3780 -2,4455
My, 0,9233 0,8962 1,0533 1,0056
M, 1,1522 1,0077 1,1386 1,1386
My, 0,7392 0,7494 0,7412 0,7423
M5 0,4536 0,3292 0,4199 0,4201
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Observa-se que os valores obtidos através do presente estudo, para este exemplo e
para os demais, podem possuir variagdes em relagcdo aos encontrados pelos outros autores,
devido as diferentes formulacdes e discretizaces. Entretanto, verifica-se que os resultados do
presente estudo sdo sempre muito proximos aos quais foi comparado e, assim, prova-se a
grande eficiéncia da formulacdo apresentada para a analise elastica de placas através do

Método dos Elementos de Contorno.
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5. MODELOS REOLOGICOS VISCOELASTICOS

5.1 INTRODUCAO

Prever o comportamento dos materiais utilizados na engenharia € extremamente
dificil, pois, geralmente, estes sdo influenciados por varios fatores, como o tempo,
temperatura, condi¢fes ambientais, condi¢fes de carregamento, qualidade da fabricacéo, etc..
Por isso, modelos reolégicos sdo adotados para cada tipo de material, com o objetivo de
conseguir solugdes préximas do comportamento real.

Os modelos mais simplificados representam 0s materiais elasticos, Vviscosos e
plasticos, e a combinacdo destes sdo utilizados em materiais de comportamento mais
complexos. Neste trabalho serdo aplicados os modelos viscoelasticos de Kelvin-Voigt e
Boltzmann no estudo de placas, portanto, se tem a combinagdo dos modelos reoldgicos

béasicos uniaxiais elastico e viscoso (Figuras 5.1 e 5.2).
E

€

7/ 7

Figura 5.1 — Modelo reoldgico uniaxial elastico
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/ 7

Figura 5.2 — Modelo reol6gico uniaxial viscoso

O modelo elastico é representado por uma mola e se caracteriza por possuir
deformac0es elésticas instantaneas simultaneamente a aplicacdo de uma solicitacdo estatica,
sendo aplicado em materiais com comportamento invaridvel com relagdo ao tempo e que em
uma situacdo de descarregamento ndo apresentam deformacgdes residuais. A relacdo

constitutiva deste modelo é expressa através da Lei de Hooke por:

o, =C"s, (5.1)

onde:

G ;€ 0 tensor de tensoes.

€,, € 0 tensor de deformagdes.

C, € o tensor elastico.

Ja 0 modelo viscoso é representado por um amortecedor e se caracteriza por apresentar
um comportamento dependente do tempo, assim, mesmo que as tensbes aplicadas

permanecam constantes, ocorrera variacdo das deformag6es ao longo do tempo. Este modelo
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¢ muito aplicado em fluidos e em alguns sélidos, sendo a relacdo constitutiva escrita da

seguinte maneira:
Im -

O =1 &m (5:2)
onde:

G ;€ 0 tensor de tensoes.

€,, € 0 tensor das taxas de deformagéo com relacdo ao tempo.

M, € 0 tensor dos pardmetros constitutivos viscosos.

5.2 MODELO DE KELVIN-VOIGT

O primeiro modelo viscoelastico estudado € o de Kelvin-Voigt, que € representado

pelo arranjo em paralelo de um amortecedor e de uma mola (Figura 5.3).

€

Figura 5.3 — Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt
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As deformacGes nesta representacdo reologica sdo iguais nos dois elementos do

arranjo, portanto:

& =& =& (5.3)

onde:

g; € o tensor de deformacaes totais.
sfj é o tensor de deformacGes elasticas.

8¥ é o tensor de deformacgd@es viscosas.

Ja as tensOes deste modelo sdo obtidas ao se somar as tensdes elasticas e as viscosas,

da seguinte forma:

o, =0, +0; (5.4)

onde:

G ;€ 0 tensor de tensdes totais.
cs‘fj ¢ o tensor de tensoes elasticas.

G;é o0 tensor de tensdes viscosas.

As tensdes elasticas e viscosas podem ser expressas da seguinte maneira:
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O-iT = Ciljmglfn = Ciljmglm (5.5)
O-i\j/ = niljmél\:n = 77iljmélm (5.6)

Como foi visto, C:Jm e o tensor elastico e n!}“é 0 tensor dos parametros constitutivos

viscosos, que sdo definidos pelas expressdes:

C"=16,6,,+1(5,6,,+5,5,) (5.7)

im~jl
77iljm =0,15,5,, + 6?#,11(5”5]”1 +6,.0, ) (5.8)

onde:

A e u sdo as constantes de Lamé, dadas por:

vE
A= :
L+ v)(1-2v) &9
E

0. e 0, sdo coeficientes representativos da viscosidade do material.

Entretanto, pode-se reescrever de maneira simplificada 11:,m em fungdo de um Unico

parametro viscoso vy, sendo esta a representacéo utilizada neste trabalho. Assim, tem-se:

y=0,=6 (5.11)

my =y 26,80+ 1(8,8,0+8,8,) | =rCy (612

im~jl
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Esta simplificacdo € importante para que seja possivel se obter as formulagdes do
MEC para placas viscoelasticas com representacdo no contorno.

Substituindo-se (5.5) e (5.12) em (5.4), encontra-se:

o, =C¢,+7Cé,, (5.13)

Esta relacdo pode ser aplicada na equacdo integral de placas para se obter a

formulacéo viscoelastica especifica para 0 modelo de Kelvin-Voigt.

5.3 MODELO DE BOLTZMANN

O modelo de Boltzmann é representado pelo arranjo em série do modelo de Kelvin-

Voigt com uma mola (Figura 5.4), dessa forma, sendo capaz de simular deformacdes elasticas

instantaneas.

€e Eve

Figura 5.4 — Modelo viscoelastico de Boltzmann

As tensOes nesta representacao reoldgica sdo iguais no trecho eldstico e viscoelastico,

assim, se tem:
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o, =0, =0 (5.14)

onde:

G ;€ 0 tensor de tensoes totais.
ij € o tensor de tensdes elasticas.

Gf é o tensor de tensdes viscoelasticas.

Ja as deformacdes deste modelo sdo obtidas ao se somarem as deformac@es do trecho

elastico e viscoelastico, da seguinte forma:

Em=EmtEm (5.15)

onde:

g; € 0 tensor de deformacdes totais.
8; é o tensor de deformacGes elésticas.

& € o tensor de deformag@es viscoelasticas.

Considerando-se, por simplificacdo, a igualdade dos coeficientes de Poisson de ambos

0s trechos e um dnico pardmetro viscoso vy, as tensfes elésticas e viscosas podem ser

expressas da seguinte maneira:
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e __(~Im_e __ Im e
Oy = C’j Em = EeCij Eim

i (5.16)

O-i? = Ciljmgl\:: = E\/eCiljmgl\r/: (5.17)
v Im - ve Im - ve

Oy =My & = 7EVeCij Eim (5.18)

onde:

| - ~ s e
ij é o tensor de tensdes elasticas da mola em paralelo com o amortecedor.
G;é 0 tensor de tensdes viscosas do amortecedor.

E. é 0o mddulo de elasticidade do trecho elastico.

E .. é 0o médulo de elasticidade do trecho viscoelastico.

| ~Im _~ —r . ~
C,"e C;" sdo os tensores elasticos, escritos em fungéo de E eE,, .

Neste modelo, os tensores elasticos sdo expressos sem o moédulo de elasticidade,

portanto, vem:

C"=10,6,,+ (5,0, +6,5,) (5.19)

im~ jl

onde:

Ae [ sdo as constantes de Lamé sem o médulo de elasticidade, dadas por:

A=

14
(1+v)(1-2v) (529
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_ 1
2(1+v)
Para o trecho viscoelastico, pode-se escrever a seguinte expressao:
ve e v Im __ve Im - ve
0, =0y =0y +0; = E\/eCij Em T 7/EVeCij Eim (5.22)

A partir de (5.15), pode-se obter a seguinte relacdo para as taxas de deformacdo em

relacdo ao tempo, para os dois trechos do modelo:

Em=EmtEm (5.23)

onde:

€,, € 0 tensor das taxas de deformagcéo totais.
&, € o tensor das taxas de deformagéo elésticas.

&, € o tensor das taxas de deformacéo viscoelasticas.

Isolando-se os termos referentes as deformacdes elasticas e viscoelasticas, nas

equac0es (5.16) e (5.22), respectivamente, tem-se:

Em = _C|irjnilo-ij (5.24)
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Lt o (5.25)

e E.

Aplicando-se (5.23) em (5.25), obtém-se:

1 i . -e
g :EC] Yo, -y (En—én) (5.26)

Substituindo-se (5.24) e (5.26) em (5.15), encontra-se a relagdo reoldgica para o

modelo de Boltzmann, dada por:

_ EE\, Clm

Oy = y—EVed- (5.27)
E.+E,

(&m+ Vem)— EE

onde:

G, € o tensor da taxa de variagdo da tensdo total com o tempo.

Esta relacdo pode ser aplicada na equagdo integral de placas para se obter a

formulacdo viscoelastica especifica para 0 modelo de Boltzmann.
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6. FORMULACOES DO MEC PARA PLACAS VISCOELASTICAS

6.1 INTRODUCAO

Muitos materiais apresentam um comportamento viscoso, como polimeros, concreto,
madeira, solo e agos sob altas temperaturas. Este comportamento pode ser desconsiderado ao
se utilizar certos tipos de simplificagdes, porém, o conhecimento preciso de todos o0s
deslocamentos, tensdes e deformacgdes ao longo do tempo, contribui para a construgéo de
estruturas mais eficientes e com menos patologias.

Para se considerar o comportamento viscoso, geralmente, sdo utilizadas técnicas muito
dispendiosas computacionalmente, com resultados sensiveis ao tamanho do incremento de
tempo adotado ou que ndo levam em conta as caracteristicas reoldgicas do material que
constitui a estrutura. Entretanto, neste capitulo, é apresentada uma técnica de resolucdo de
problemas viscoelasticos para placas, onde se introduz o modelo reoldgico de Kelvin-Voigt
ou o de Boltzmann na formulacdo, a partir do teorema de Betti, dessa forma, sdo geradas
integrais de dominio que podem ser solucionadas através da utilizacdo de células internas e
técnicas especiais de integracdo. Além disso, nesta técnica, os calculos sdo realizados de

forma rapida e podem ser utilizados varios incrementos de tempo diferentes.
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Destaca-se, também, que todos os problemas apresentados para esta formulacdo
viscoelastica serdo considerados quase-estaticos, isto €, os efeitos da massa serdo

desconsiderados ao se desprezar o termo dindmico referente & acelerag&o.

6.2 FORMULACAO PARA O MODELO DE KELVIN-VOIGT

Para se obter a formulacdo viscoeldstica para o modelo de Kelvin-Voigt,
primeiramente, deve-se aplicar a relacdo das tensdes desta representacdo reoldgica, dada pela
equacdo (5.4), no teorema de Betti, expresso em (3.1). Neste teorema, o0 problema
fundamental e o real tém que ser proporcionais, deste modo, um dos termos da relacdo de

tensdes que pode ser substituido na equacéo (3.1) é o elastico. Assim, se tem:

.[0;5” dv :J. o;e,dV (6.1)
\% \%
ou seja,
ij 7ij

\J; o,&,dV :J 0,60V - \!O-Ygde (6.2)

Substituindo-se (2.13) e (2.16) em (6.2) e, em seguida, integrando-se ao longo da

espessura, encontra-se as seguintes integrais de dominio:

~[(M;w, )dQ:—I(M”W*)dQ+£(I\/I”VW,; )dQ (6.3)

1”
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Desenvolvendo-se as termos referentes ao momento fundamental e total de (6.3), de
forma semelhante ao que foi exposto no item 3.2, se obtém a equacdo integral do

deslocamento de um ponto q do dominio da placa para 0 modelo de Kelvin-Voigt:

Em seguida, adotando-se os procedimentos apresentados no item 3.3 para a equagao
(6.4), encontra-se a expressao da equacéo integral de um ponto Q do contorno para 0 modelo

de Kelvin-Voigt:

K@w@w(wmﬁw(> (QW?(QM@%

+§l; R(Q = (v Mn(P)%(Q, P)JdF(P)+ (6.5)
+§R<)QQP+i )W, (Q.PHO+ [ 9(p)W (@), ()

Observa-se que a Unica diferenca entre as equacées (3.20) e (3.36) em relacdo as (6.4)
e (6.5), é a presenca da integral de dominio referente a0 momento viscoso, que sera

solucionada através da geracdo de células internas no dominio.
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6.2.1 Equac0es Integrais para os Esforcos nos Pontos I nternos

Para se obter os esfor¢os nos pontos internos da placa, considerando-se o modelo de
Kelvin-Voigt, primeiramente, devem-se encontrar as curvaturas nestes pontos ao se derivar a
equacdo (6.4), em relacdo as direcdes x; e X, de um sistema cartesiano ortogonal, com origem

no ponto g. Assim, tem-se:

L) f(axkax Pyw(P) - Mo (g P)a\—N(P)de(F’)+

OX, 0% OX, OX on

v R o'W

+ o, P)w.(P)=||V.(P q,P)+

Haxa I( Ponec 0 65
0" [ow S W,

() ap) | ar()+ ER ()2 ()

+ 2 [M(p)w (a0 + [ (p) W (g, p)d, (1)

X% o A a, XX\ g

,comi,j, k 1=1,2.

Na equacdo anterior, todas as derivadas das solucdes fundamentais foram expressas no
item 4.6, com excecdo do termo referente a0 momento viscoso, que deve ter suas derivadas

calculadas de forma criteriosa, pois existem singularidades do tipo 1 / r devido a equacéo de

W, dada por:

2 *

OX OX

w, (g, p)= (a.p)=-—=(r, 1, +5,Inr) (6.7)

47D

i
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Para o célculo das derivadas deste termo, deve-se seguir o0 procedimento apresentado
por MIKHLIN (1962), BUI (1978), TELLES & BREBBIA (1979), RIBEIRO (1992) e
CHUEIRI (1994), que seréa exposto a seguir.

Inicialmente, chamando-se de I, as derivadas do termo referente a0 momento

Viscoso, vem:

2

L (0) =55 5 [ (0PI (P ) ©9)

Verifica-se que a primeira derivada de (6.8) pode ser calculada sem singularidades

fortes, assim:

a * \Y
L (q) :&gw’ijk(qi p)Mij ( p)dQ( p) (6.9)
onde:
. 1
w, . (g, p)= —m(dmr,j +8, 1 0,1 =20, 1, T, ) (6.10)

Em (6.9) sera denominada por V(q) a integral da equacdo. Para se obter a segunda
derivada da expressdo (6.8), deve-se considerar que do dominio Q é retirado um subdominio
circular ©¢, com um pequeno raio € e com origem no ponto fonte g. Dessa forma, se tem o

subdominio definido por Q. = Q - Q. (Figura 6.1).
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Figura 6.1 — Dominios Q, e QO

Para o dominio Q, a integral V(q) possui singularidade de ordem ¢ e pode ser escrita

da seguinte forma:

V,(a)= I w,;. (@, )M (p)dQ, (p) (6.12)

Considerando-se que M;jf (p) possui as suas primeiras e segundas derivadas continuas

em torno do ponto g e expandindo-se a fungdo correspondente a este momento, na vizinhanca

deste ponto, através da série de Taylor, se tem:

M;(P)=Mj(a)+[%,(P) =% ()M (@)+.. (im=12 (612

Substituindo-se (6.12) em (6.11), encontra-se:
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Ve(q)=M;(a) I w,, (0, p)dQ,(p) +

M2 (6) ] [3,(P) . (@), (3 )k, () o

Aplicando-se (6.10) em (6.13), e considerando-se que r coincide com g, no dominio

Q. e que suas derivadas dependem apenas do angulo ¢, e sabendo-se que:

dQ_=rdrd¢ (6.14)

x,(p)—x,(a)=rr,, (6.15)

Dessa forma, obtém-se:

[ i (@, p)dQ,(p)=0 (6.16)
e
[[%.(P)—x,(a) Jwy, (a, p)dQ, (p)=-Ke’ (6.17)
onde:
1
16D(5k'§lm+5k15'm+55 ) (6.18)

Substituindo-se (6.16) e (6.17) em (6.13), tem-se:

V,(q)=-Ke&*M/,.(q) (6.19)
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Derivando-se (6.19) em relagéo a x;, encontra-se:

(a) (6.20)

Verifica-se que a expressao (6.20) tende a zero, quando o limite de ¢ tende a zero.

Assim sendo, a equacao (6.9) pode ser reescrita da seguinte forma:

_ V() | 0@
I’k'(q)_ﬁx(q) g ox (a)

[w,. (a p)M;(p)de, (p) (6.21)

Aplicando-se a regra de Leibnitz para diferenciacdo de integrais em (6.21), segundo

MIKHLIN (1962) e BREBIA et al (1984), vem:

Ly (Q)=m—(q)vv£}k(q, p)M;(p)dQ(p)+

(6.22)
_Mi}l(q)J’W’;k(q’ p)ru drs

Na equacao anterior, a primeira integral é interpretada no sentido do valor principal de

Cauchy e a segunda ¢ a transformacéo da integral no dominio Q) em integral no contorno T,
que pode ser obtida facilmente, pois, como dI", = ed¢, todos os valores serdo funcdo de ¢,

logo, para esta integral se tem:

27
[w, r,dr, = [ ew,,r, d¢ (6.23)
r, $=0
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Substituindo-se (6.10), com r = ¢, em (6.23), obtém-se:

*

2r 1
[w,, r,dr, = | _ﬁ(ékir,j +8, 1, +8,0, =20, 1, 1, )1, dg (6.24)
T, $=0 T
Resultando em:
K il

[w,,r,dr, :-%(5“5“ +6,0,+05,6,) (6.25)

Calculando-se a derivada da primeira integral da equacédo (6.22) e aplicando-se (6.25)

nesta mesma expressado, é encontrado o valor para I, dado por:
L (a)=[&; (a p)M; (P)dQ(p)+ Ty, (a)M;(q) (6.26)

onde:

é(l*ij (q’ p) = W,;kl (q, p) -

yprw [2(5kir,j [y 40, T+

F O Uy 4O T+ 8,0 T +6,1, T, )+ (6.27)

—8r,, TR RPN _(5ki51I + 5k15i| +5ii§k' ):|

_ 1
gklij (q) = E(é‘mé‘n + 5kj5il + é‘ijé‘kl ) (6.28)
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Com a obtencdo das derivadas de W,;, para se calcular os momentos fletores nos

pontos internos, considerando-se 0 modelo de Kelvin-Voigt, deve-se substituir os valores das
curvaturas obtidas através (6.6) na equacéo (2.19).
Com relagdo as forcas cortantes nos pontos internos, devem ser calculadas,

primeiramente, as derivadas das curvaturas atraves de:

o 28 a0 e -{ue) 2 2 ()

(o) 2 an)|Jar () SR (P12 2

OX,.0X, = ,  OX 00X,
d O*W,, o[ o'w
— M —(q, p)dQ — , p) |dQ
o AMi ()5 o (P | g(p)axﬁ(%axm(q p)] (P) (6.29)

Na equacéo anterior, todas as derivadas das solucdes fundamentais foram expressas no
item 4.6, com excecdo do termo referente a0 momento viscoso, que deve ter suas derivadas
calculadas de forma analoga ao que foi realizado para a equacdo (6.8), devido as
singularidades existentes. Dessa forma, denominando-se de Iy as derivadas do termo referente

ao momento viscoso, vem:

o . O°W,
_ i (g p)MY(p)dQ 6.30
axﬂgaxmaxm(q p) ”(p) (6:30)

B

Considerando-se os resultados obtidos em (6.26), a equacao (6.30) pode ser escrita

explicitamente da seguinte forma:
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0 O°W,,
|, = ' M,
"% (g )I{axm%(q p)M;; (p)+
O*W,, o°w,,
M2 ’ |\/|1"2 2 ’ |\/|22 do 6.3
2 o o (G PIMi(P)+ 22 (A p) (p)} (P+ 63D

° { ~(am; (Q)+4M§2(q))}

"ox ,(q)L 8D

Como o ultimo termo corresponde apenas as derivadas de M; em relacdo as

coordenadas 3, este serd denominado por qg. Para se obter as derivadas da integral de (6.31),

deve-se considerar, novamente, que do dominio Q é retirado um subdominio circular ¢, com
um peqgueno raio & e com origem no ponto fonte g, conforme a Figura 6.1. Portanto, a integral

de (6.31) para o subdominio . € expressa por:

V. (a)= [ Wi, (@ P)M{ (P)dQ(P) (6.32)

Q.

Expandindo-se M (p) na vizinhanga do ponto g, se tem:

V _[W’mmj q p dQ ( p)
N (6.33)
(a)

J[x (a) | Wiy (0, P)AOQ, (P)

Substituindo-se os valores das solu¢des fundamentais em (6.33) e considerando-se que

r coincide com g, no dominio € e as expressoes (6.14) e (6.15), obtém-se:
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J W,y (0 P)Q, () =0 (6.34)
[[x(p)=x%(a)]wi, (a p)de,(p)=0 (6.35)

Q

C

Como as funcBes envolvidas dependem apenas do angulo ¢ e, neste caso, quando séo

integradas no dominio Q, resultam em valores nulos, logo, se tem:
V. (q)=0 (6.36)

Assim sendo, a equacao (6.31) pode ser reescrita da seguinte forma:

. 0 .
|, =lim J Wi (@ P)M; (P)dQ, (P) |+ 0] (6.37)

Aplicando-se a regra de Leibnitz para diferenciacdo de integrais em (6.37), é possivel
obter as derivadas das curvaturas fundamentais encontradas no termo referente a0 momento

viscoso da equacdo (6.29), através da seguinte expressao:
|, (a)=[e; (a. p)M; (p)dQ(p)+q; (6.38)
Q

onde:
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*

& = M (g 1) (639)
5 A (q)qp .
&= 5 2 (q M0+ M (0)] (6.40)
’ ZDax(

Com a obtencéo das derivadas de W,;}, para se calcular as forgas cortantes nos pontos

internos, considerando-se 0 modelo de Kelvin-Voigt, deve-se substituir os valores das

derivadas das curvaturas obtidas através (6.29) na equacdo (2.22).

6.2.2 Discretizacdo do Dominio

A aplicagdo do modelo reologico de Kelvin-Voigt na formulagdo de placas para o
calculo de problemas viscoelasticos, introduz integrais de dominio referentes ao termo
viscoso nas equacOes integrais. Para que estas integrais sejam resolvidas, € necessario se
subdividir todo o dominio em células, sendo, neste trabalho, adotadas células triangulares

com aproximacoes lineares (Figura 6.2).

Figura 6.2 — Discretizagdo do dominio em células triangulares
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As funcdes aproximadoras sao expressas em relacdo as coordenadas cartesianas dos

nos definidos em cada célula e do ponto fonte ¢ (Figura 6.3), da seguinte maneira:

Figuras 6.3 — Coordenadas dos nos das células e do ponto fonte q

¢i(r,¢9)=%+a)i[xl(q)+rcos@]+77i[x2(q)+rsen8] (6.41)

onde:

A é a area do triangulo.
xi () s@o as coordenadas do ponto fonte q.
r é a distancia entre o ponto fonte g e o ponto campo p.

0 é o0 &ngulo entre a reta formada por r e a horizontal.

Os coeficientes de (6.41) sdo dados por:



128 Capitulo 6 — Formulactes do MEC para Placas Viscoelasticas

al =X - X% (6.42)
@' =X =X (6.43)
n'=x-X (6.44)

Os indices i, j, k de (6.42) a (6.44) variam ciclicamente de 1 a 3, assim, representando

as coordenadas X; e X, de cada n6 da célula.

Neste trabalho, devem ser calculadas trés integrais de dominio referentes ao termo

viscoso, sendo a primeira para a equacao integral dos deslocamentos (6.4) com nucleo W,;, a

segunda para a expressdo das curvaturas (6.6) com nucleow,;kI e a Ultima para a equacédo das

*

derivadas das curvaturas (6.29) com W . Para se obter essas integracGes sobre as células,

! Bmmij
é adotado um esquema semi-analitico de resolugdo que consiste em se calcular analiticamente
as integrais na variavel do raio e numericamente na variavel do angulo. Dessa forma, para a

primeira integral de dominio, sabendo-se que d€2 =rdrd6, tem-se:
[wi (0 p)¢ (PIM7dQ =] [wi; (q, p)é: (p)M;"rdrde (6.45)
Qy gr

Substituindo-se (6.7) e (6.41) em (6.45), obtém-se a seguinte integral:

1 a’ T
!!m(rufﬁ@;'nr){ﬁm [Xl(q)+rcose]+ (6.46)

+1"[ %,(q)+rsend ]} rdrdom,"

Integrando-se analiticamente na variavel r, encontra-se:
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14

Im%{r’r”‘+5”('”R(9)‘% }Rz(li)z(aT+wa1(Q)+nsz(Q))+ .
6.47

{r T, 46, (I nR(9) —%):|F\)6—i)(a)TCOSH + nTsenH)}dHM "

onde:

R(6)=R,(6)-R,(6), conforme Figura (6.4).

X2

Figura 6.4 — Distancias R; (0) e R, (0)

Para se integrar numericamente (6.47), deve-se, por simplificacdo dos célculos, trocar
a variavel de integracdo 6 pelo contorno da celula, representado por I'; Assim sendo,

considerando-se as seguintes relagdes:

do=2%4r (6.48)
ron
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R(6)=r (6.49)

Portanto, substituindo-se (6.48) e (6.49) em (6.47), vem:

e

rC

3 (6.50)
+[r Ty +0, (Inr —lﬂr—(afcose + nTsene)}lﬂdF MY
i i 3 6A c U ij

ron

Aplicando-se a quadratura de Gauss, expressa em (4.47), e 0 Jacobiano, dado por

(4.44), na equacdo (6.50), se tem a seguinte somatdria para a integragdo numérica:

ii&l;[) {r,i r, +5,| Inr —%ﬂ%\(aT +0'%(q)+7"%,(9))+

c=ln

(6.51)

B
+H o, +0; Inr—lj r—(afcos@wfsen@) 1gwnMiYT
Y 3)|6A ron :

onde:

|c € comprimento do lado da célula e o indice ¢ varia de 1 a 3, assim, representando 0s trés

lados.

Utilizando-se o mesmo procedimento para a segunda integral de dominio, se tem

primeiramente:
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[ Wi (0 p) 4 (P)M;TdQ = [ [w,i, (d, p) 4, (p)M;Trdrde (6.52)

Substituindo-se (6.27) e (6.41) em (6.52), obtém-se a seguinte integral:

”_47rDr [ ( T HO T Ty 0T, T 4,1, T

gr

+8, T, +0,1,,T, ) =8, 1,1, 1, —(8,8, +6,0, +55)} (6.53)

K"t i

{;—A+ o' [Xl(q) + rcose] +n' |:X2 (q)+ rsenﬁj}rdrdeM””

Integrando-se analiticamente na variavel r, encontra-se:

1
i—%[Z(ér [y 6,0y Ty + 6,0 T+, T,
+ O Fyy 0,0, 10 )81, 1, 1, 1 (8,8, + 6,0, + 6,0, )] (6.54)

LlA(a +0'x (9 )+77TX2(q))lnR(e)+%(@TCOSG+UTS%9)}d9M”YT

Trocando-se a variavel de integracdo © por I'c, ao se substituir (6.48) e (6.49) em

(6.54), vem:
1
| 47[D[2(5,qr,]r,+5|q.r,ir,|+§r,kr,,+5r,k y
F O Fyy 0,1, 10 )81, 1, 1, 1 (8,8, + 6,0, + 6,0, )] (6.55)

L ! ! T r T T lor -
[ﬁ(a + "% (q)+7 XZ(CI))“’IF +ZA\(CO cosd + 1 seng)}F%dr M
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Aplicando-se a quadratura de Gauss, expressa em (4.47), e 0 Jacobiano, dado por

(4.44), na equacdo (6.55), se tem a seguinte somatdria para a integragdo numérica:

3Ng

ZZ——[ (5kir,jr,,+5kjr,ir,|+5r,kr”+5”r,k !

c=1l n=1 8

+5k|r1|r +§j|r’|r ) 8r1ir,j » ’I (55 +5k15||+55 ):| (656)
|:i(aT +a)TXl(q)+77TXZ(q))|nr -I-L(a) COS@-I—?] Senﬁ):|1g MVT

2A 2A ron !

Para a terceira integral de dominio € adotando-se 0 mesmo procedimento, entretanto, o

valor de W, dado por (6.39), ndo sera definido por ndo possuir uma equacéo geral. Dessa

TBmmij ?

forma, se tem inicialmente:
* vT W’*n'm” vT
J W, (0 P) 4 (P)MTAQ = y%(q, p)¢. (p)M"rdrdo (6.57)

onde:

% * 3

r

I Bmmij = W’Bmmij

Substituindo-se (6.41) em (6.52), obtém-se a seguinte integral:

J‘J’ ’ﬂmmJ { tw |:Xl + rcos@] +7" [xz (q)+ rsene]}rdrdHMij” (6.58)
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Integrando-se analiticamente na variavel r, encontra-se:

[ W,y | @"COSOINR(0) + 17" SENGINR(6) +
4

B a' +2A0'x (9)+2A7"%,(q) dOM (6.59)
2AR(0) i

Trocando-se a varidvel de integracdo 6 por I'c, ao se substituir (6.48) e (6.49) em

(6.59), vem:

[ W, | @" COSAINT + 17" senBInT +
l—‘C
(6.60)

(@ +2A0"x(a)+2A7"%, () | [10r (o1
2 Ar ron ° "

Utilizando-se a quadratura de Gauss, expressa em (4.47), e o Jacobiano, dado por

(4.44), na equacdo (6.60), se tem a seguinte somatoria:

N

3
W %[afcos@l nr +7"sendlnr +

@

(@ +2m0'(a)+ 287 % (@) [Ler
2 Ar ron " "

(6.61)

As integracBes sobre o contorno da célula devem percorrer o sentido anti-horario e,

neste trabalho, é utilizada a técnica da sub-elementagdo sobre cada um dos lados da célula,

para se obter melhores resultados.
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Com relacdo a posicdo dos nds nas células, define-se que para uma célula interna ao
dominio que ndo possui lados ou veértices coincidentes com o contorno, 0s nos estardo
localizados nos vértices do triangulo. Para uma célula que possui lados ou vértices
coincidentes com o contorno, os nds pertencentes a estes lados ou vértices serdo posicionados
dentro do dominio da célula. A Figura 6.5 mostra uma discretizacdo utilizando estes critérios,
onde a célula ; possui 0s nds em seus vertices por nao possuir lados ou vértices coincidentes
com o contorno, a Q, tem dois nés dentro de seu dominio, pois uma de seus lados é comum ao
contorno, e Qg possui apenas um no dentro de seu dominio, por ter um de seus vértices
coincidente com o contorno. Para 0os n6s comuns a varias células, tem-se a continuidade no

valor do momento viscoso.

Figura 6.5 - Posicionamento dos nés nas células

A posicdo dos nés dentro do dominio das células é definida geometricamente

conforme a Figura 6.6 e pela seguinte expressao:

=
I

re (6.62)
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onde:

I é a distancia entre o centroide do tridngulo e um dos vértices.
T é adistancia a partir da centrdide em direcdo a um de seus vértices.

0,35 < ¢ < 0,45 é o coeficiente de afastamento dos nds em relagdo a centréide.

Figura 6.6 — Posicdo geométrica dos nos

As funcgbes aproximadoras ¢;, dadas por (6.41), definem um sistema local de
coordenadas adimensionais &; entre 0s nds, estando estes no interior ou nos vértices das

células (Figura 6.7).

Figura 6.7 — Sistema de coordenadas adimensionais
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As integrais (6.51), (6.56) e (6.61) s@o obtidas sobre o contorno das células, porém as
funcdes aproximadoras utilizadas sdo as calculadas sobre os nds, os quais podem estar dentro
de seu interior ou nos vértices.

O posicionamento dos nés no interior das células evita que equacfes dos momentos
Viscosos sejam escritas para 0s nos do contorno e o calculo de integracdes analiticas de termos

singulares.

6.2.3 Sstema de Equactes

A equacdo integral para os deslocamentos, dada por (6.5), pode ser escrita na forma
matricial ao se aplicar os procedimentos expostos nos item 4.2.3. Sendo a integral de dominio

referente a0 momento viscoso representada por:
v(Q)=[w,;(Q,p)4 (p)dQ(p) (6.63)

Dessa forma, tem-se:

C
+
oIl
)
=
I
/Gll
<
ol
+
fa)
o
0l
+
<
LS
:i
+
_|
LS

K(Qu(Q)+H(Q)

Utilizando-se do sistema de equacgdes exposto no item 4.3 e considerando-se as

técnicas empregadas para que K(Q)seja distribuido em FI(Q), a reacao de canto F_{cseja
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nula e o deslocamento de canto W_seja funcédo dos deslocamentos dos nds vizinhos ao canto,

expostas no item 4.2.3. Assim, se obtém o seguinte sistema de equacgdes:

HU =GP +VM "' +T (6.65)

1

onde:

e H e G sdo matrizes de ordem 2N, x 2N,, sendo N, o nimero de nés, que envolvem os

coeficientes referentes aos nos do contorno e 0s pontos fora do dominio;

e U e P sdo vetores de 2N, elementos, onde estdo agrupadas as varidveis do contorno

prescritas e incognitas;

e\ é uma matriz de ordem 2N, x 3N;, sendo N; 0 niimero de pontos internos, composta

pelos resultados das integrais de dominio, dadas por (6.63);

o M; ¢ um vetor de 3N; elementos, onde estdo agrupados os valores incognitos dos

momentos Vviscosos Nos pontos internos;

e T é um vetor de 2N, elementos, constituido pelos resultados das integrais do

carregamento na regiéo Q.

As equacdes integrais para os deslocamentos, curvaturas e derivadas das curvaturas
nos pontos internos, dadas por (6.4), (6.6) e (6.29), respectivamente, podem ser escritas na
forma matricial ao se aplicar os procedimentos expostos nos item 4.6 para a expressao 4.71.

Sendo as integrais de dominio referente a0 momento viscoso representadas por:

v'(a)=]ws (a. p)é: (P)(p) (6.66)

vi(a)= [ wi.(a p)é; (P)Q(p) (6.67)
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v'(q)= I W, (3 P) ¢ (P)dQ( p) (6.68)

Portanto, encontra-se, respectivamente:

Empregando-se as simplificacGes para os termos referentes aos cantos, dadas no item

4.2.3, obtém-se o0s seguintes sistemas de equagdes:
w+H'U=GP+V'M/+T' (6.72)
onde:

e W éum vetor de N; elementos, que devera receber os resultados dos deslocamentos;

o H'e G sio matrizes de ordem N; x 2N,, que envolvem os coeficientes referentes aos

pontos internos;

e V'é uma matriz de ordem N; x 3N; composta pelos resultados das integrais de dominio,

dadas por (6.66);
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e T'éum vetor de N; elementos, constituido pelos resultados das integrais do carregamento

na regido Q.

+HU=G'P+V'M'+T" (6.73)

onde:

° W, é um vetor de 3N; elementos, que devera receber os resultados das curvaturas;

e H'e G'sdo matrizes de ordem 3N; x 2N,, que envolvem os coeficientes referentes aos

pontos internos;

e V/'é uma matriz de ordem 3N; x 3N; composta pelos resultados das integrais de dominio,

dadas por (6.67);

e T' é um vetor de 3N; elementos, constituido pelos resultados das integrais do

carregamento na regido €.

W,,mtH U =G"P+V "M/ +T" (6.74)
onde:
e W, €um vetor de 2N; elementos , que devera receber os resultados das derivadas das
curvaturas;

e H" e G" sdo matrizes de ordem 2N; x 2N,, que envolvem os coeficientes referentes aos

pontos internos;
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e \V"é uma matriz de ordem 2N; x 3N; composta pelos resultados das integrais de dominio,
dadas por (6.68);
e T" é um vetor de 2N; elementos, constituido pelos resultados das integrais do

carregamento na regiao €.

Para se calcular os deslocamentos e os esforgos no contorno e no dominio de uma
placa ao longo do tempo, devem ser obtidos 0S momentos visc0sos nos pontos internos em
cada instante. Para isso, € preciso se realizar uma integracdo temporal numérica, a qual
necessita de uma relagdo entre as curvaturas e estes momentos.

Portanto, para se obter esta relacdo, inicialmente, é necessario colocar as variaveis de

contorno incognitas no primeiro membro de (6.65), assim sendo, vem:

AX =B+VM" (6.75)

onde:

e A¢é uma matriz de ordem 2N, x 2N,, onde estio localizados os coeficientes referentes aos

valores incognitos;
e X éum vetor de 2N, elementos, composto pelos deslocamentos e esforcos incognitos;
e B é um vetor de dimensdo 2N, formado pela multiplicacdo dos valores dos

deslocamentos e esforgos prescritos por seus coeficientes, mais o vetor T .

Isolando o vetor X em (6.75), tem-se:
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X=A"B+AVM/ (6.76)

Destacando as variaveis de contorno incégnitas em (6.73), encontra-se:

w, =A'X +B+V'M" (6.77)

onde:

e A'é uma matriz de ordem 3N; x 2N, onde estdo localizados os coeficientes referentes aos

valores incognitos;

e X éum vetor de 2N, elementos, composto pelos deslocamentos e esforgos incognitos;

e B' é um vetor de dimensdo 3N; formado pela multiplicacdo dos valores dos

deslocamentos e esforcos prescritos por seus coeficientes, mais o vetor T .

Substituindo-se (6.76) em (6.77), se obtém a relagdo entre as curvaturas e 0s

momentos Viscosos:

w, =LM'+F (6.78)

onde:

l
I

prd
>

W+ \7', € uma matriz de ordem 3N; X 3N;;

B+ E', & um vetor de 3N; elementos.

mal
Il

pd
prd
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6.2.4 Integracédo Temporal Numérica

Como ja foi mencionado, para resolver um problema viscoelastico de placa ao longo
do tempo, é necessario realizar uma integracdo temporal com varios passos de tempo, cujo
objetivo € se obterem 0s momentos viscosos em cada instante. Para isso, deve-se observar que
as expressodes (5.3) a (5.6) para 0 modelo reoldgico de Kelvin-Voigt, podem ser reescritas

para a formulacéo de placas da seguinte forma:

W, = W, =W, (6.79)
M, =M:+M/ (6.80)
M; =-D[vw,, &, +(1-v)w, | (6.81)
M, =—yD[vW,, 3, +(1-v)W, | (6.82)

Para iniciar este processo, primeiramente, deve-se calcular o problema de forma

elastica e se obter os momentos M, nos pontos internos. Como neste modelo reoldgico, no

tempo igual a zero, o amortecedor absorverd todas as tensdes e, & medida que o tempo for

passando, estas serdo repassadas para a mola, oS momentos Mij possuirdo as seguintes

caracteristicas:

Parat=0 M, =M/ (6.83)

Parat = M, =M/ (6.84)
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Dessa forma, como os valores dos momentos viscosos sdo conhecidos para t = 0,

expressdo (6.83), pode-se calcular as taxas das curvaturas para este instante através de (6.82).

Multiplicando-se essas taxas por uma variagdo de tempo At=t_ —t_, encontra-se um

Sl
incremento de curvatura AW,., com o qual pode ser calculada uma variacdo de momento

IU

AM”. através de (2.19). Em seguida, do momento viscoso €é subtraido AMU., resultando em
M;(Hl) que é aplicado na relacdo (6.78) e, assim, encontram-se as curvaturas de todo o
sistema referente ao tempo s+1 e, consequentemente, os momentos elésticos I\/Ie , a0 se

aplicarem essas curvaturas em (6.81). Somando-se MVS+l M:(m) se tem 0 momento total

do sistema M ) € calculando-se as taxas das curvaturas de MV ) eas multiplicando por

At, o processo se reinicia com uma novo passo de tempo. Todos 0s passos descritos estdo

esquematizado na Figura 6.8.

M MI]/(I =0)
(6:82)
v
MI](I 0) = W"J
) (219) v v (Ee)
—p W’ij At AW,IJ —> AW,U = AM —> Mij — AM M ij(s+1) —> M I]/(S+l) = W’ij(s+l)

(6.81) MY e Vo _ NV .
W’ij(s+l) = M ”e(s+1) - MI (s+1) Mu(s+1) + Mu(s+1) - Mij( M ij(s+1) - MI‘]’(S) = W,

Nnovo passo de tempo

Figura 6.8 — Processo para o calculo dos momentos viscosos ao longo do tempo
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Portanto, através desta integracdo temporal sdo encontradas as curvaturas, 0S
momentos Vviscosos, elasticos e totais para 0s pontos internos ao longo do tempo. Para se
calcular os esforcos e deslocamentos para o contorno da placa, devem-se aplicar os momentos
viscosos de cada instante de tempo na equacdo (6.75) e resolver o sistema linear, e para 0s
deslocamentos e as derivadas das curvaturas do dominio, é necessario se aplicar os valores de
contorno encontrados e 0s momentos viscosos em (6.72) e (6.74), e ao se substituir as

derivadas das curvaturas em (2.22), se tém as forgas cortantes.

6.2.5 Exemplos Numéricos

Neste item, a formulacdo desenvolvida para a analise viscoelastica de placas pelo
modelo de Kelvin-Voigt é aplicada em alguns exemplos. Alguns resultados sdo comparados
com os encontrados para a formulacao elastica, obtidos no item 4.7, pois como neste modelo
existe apenas uma mola em paralelo a um amortecedor, os resultados irdo convergir ao longo
do tempo para os elasticos dessa mola.

Nos exemplos, o valor da variavel y dos afastamentos dos pontos fora do dominio,
equacdo (4.29), é definido como sendo igual a 0,5, para os nés duplos, admite-se o valor de o,
expressao (4.30), como sendo igual a 0,1665, e para os afastamentos dos nés em relacédo as
centroides das células, a variavel ¢ da equagéo (6.62) é igual a 0,4. Com relagéo a integracao
numeérica, sdo utilizados 15 pontos de Gauss e para a constante n, encontrada nas equacdes

(4.50) e (4.51), é adotado o valor de 20.
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6.2.5.1 Exemplo 1

Este € o mesmo exemplo apresentado no item 4.7.1, onde se tem uma placa quadrada
com dois lados opostos apoiados e engastada nos outros dois, com um carregamento

uniformemente distribuido. Esta placa foi discretizada em 24 elementos iguais e 144 células

(Figura 6.9).
10kN
N p<
X1
N
Jd N
© X2
N— .A E
o
—
N
P
IVL IVL /WL
al?2 al2

Figura 6.9 — Geometria e discretizacdo da placa em 24 elementos e 144 células

Para este problema, adotam-se os seguintes dados:

e Propriedades fisicas
E =2,5x10'kN /Y’
v=0,3

y =7,14285 dias

e Carregamento
g =10kN

e Geometria
a=3m
t=0,06
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e Parametros de analise
At =0,1 dias
interactes =1000

Os resultados para os deslocamentos w ao longo do tempo no ponto A séo

apresentados na Figura 6.10, os das curvaturas w,;1 € W, na Figura 6.11 e para 0s momentos

Mi1 e My, nas Figuras 6.12 e 6.13, respectivamente.

0,0035
0,0030
0,0025
0,0020

0,0015

Deslocamento (m)

0,0010

0,0005

0,0000
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Tempo (dias)
Figura 6.10 — Deslocamento w do ponto A ao longo do tempo

0,0008
0,0000
-0,0008
-0,0016

-0,0024

Curvaturas

-0,0032

-0,0040

-0,0048

-0,0056

Tempo (dias)

Figura 6.11 — Curvaturas w,;; e W,,, do ponto A ao longo do tempo
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25 ‘
2 ‘
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5 1
£
o
=
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0 L) L) L) L) L)
10 20 30 40 5 60 70 8 9 100 110
05

Tempo (dias)

Figuras 6.12 — Momentos My, do ponto A ao longo do tempo

3,5
3 ﬁ
2,5
M22
2 — M
— M
1,5 4

Momentos

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

05
Tempo (dias)
Figuras 6.13 — Momentos M,, do ponto A ao longo do tempo

Observa-se que em torno dos 50 dias, ja ocorre a convergéncia para os valores finais
do deslocamento e dos momentos elasticos no ponto A, que sdo comparados com 0S

resultados para a formulacdo eléstica na Tabela 6.1.

Tabela 6.1 — Resultados do exemplo 1

. PONTO A
SOLUCOES 4 > >
w/(ga’ /D) My /ga My, / ga
ELASTICA 0,00192 0,0244 0,0332

VISCOELASTICA 0,00192 0,0244 0,0332
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Verifica-se, tambeém, nas Figuras 6.12 e 6.13 a transferéncia da tensdo presente no
amortecedor para a mola, sendo o primeiro representado nas placas pelo momento viscoso e 0
segundo pelo momento elastico, e que a soma desses momentos gera o total, que deveria ser
constante ao longo de todos os passos de tempo, entretanto, ndo se apresenta desta forma
devido a falta de uma maior discretizacdo do dominio, sendo este problema estudado no

exemplo 3.

6.2.5.2 Exemplo 2

Neste exemplo tem-se uma placa quadrada igual a apresentada no item 4.7.2, que é
engastada em dois lados adjacentes e livre nos outros dois, com um carregamento
uniformemente distribuido (Figura 6.14). A discretizacao e os dados utilizados sdo 0s mesmos
apresentados para o exemplo anterior, entretanto, ocorrera a variacao de alguns dos valores

para que seja realizado um estudo de convergéncia.

10kN
v
:Xl 11
al6
o1 5
al6 %,
2 .5
al6 >
* 3 —éﬁ
al6 -
*7 9 10
al6
° /4 s 3
al6

) I b I b k )
a/6 al6 al6 al6 al6 alb

Figura 6.14 - Placa quadrada engastada em dois lados adjacentes e livre
nos outros dois
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Dessa forma, pode ser analisada a variacdo do tamanho do passo de tempo adotado

para o calculo da curvatura w,1; no ponto 6 pela Figura 6.15.

0,0002

0,0001 o

0,0000

0 50 60 70 80 90 100 110

-0,0001 4}

¢ -0,0002 - — At=01 At=2,0
S At=0,5 —— At=50
g 000031 —— At=10 —— At=10,0
8 -0,0004 4

-0,0005

-0,0006 -

-0,0007 4

-0,0008

Tempo (dias)
Figura 6.15 — Curvatura w,;; no ponto 6 para diversos At

Verifica-se que a formulacdo proposta conduz ao mesmo valor final para qualquer
passo de tempo escolhido, porém ocorrem divergéncias durante os passos de valor muito
elevado. Observa-se, também, que para alguns At, o valor da curvatura € positivo para depois
se tornar negativo e convergir, sendo este um problema causado pela falta de discretizacéo, o
qual sera estudado no proximo exemplo.

Variando os valores de y para a curvatura w,,; no ponto 9, se obtém as seguintes

respostas conforme a Figura 6.16.

0,0060
0,0050 - f
0,0040 A
8
E
g 0,0030 y=45
3 y=7,14285
0,0020 — y=10,0
y=15,0
0,0010 — =300
—— y=45,4545
0,0000 4

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130
Tempo (dias)
Figura 6.16 — Curvatura w,,, no ponto 9 para diversos y
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Percebe-se que quanto maior o valor de y, mais o material que compde a estrutura se
torna viscoso, pois a convergéncia para o resultado elastostatico € mais demorada, passando
dos 100 dias para os casos de y igual a 30 e 45,4545.

Agora, mantendo os valores dos dados fixos, mas utilizando-se o coeficiente de
Poisson igual a 0,2, os resultados para 0s momentos elasticos e deslocamentos obtidos pela

formulacdo viscoelasticos aos 100 dias sdo comparados com os elastostaticos na Tabela 6.2.

Tabela 6.2 — Resultados do exemplo 2

VALORES| ELASTICO | VISCOELASTICO FATOR

w’ 0,0156 0,0156

we 0,0121 0,0121 w/ (ga*/ D)
H 0,0406 0,0406

My, -0,1120 -0,1120

My ° -0,0884 -0,0884

My, ° -0,0608 -0,0608

M,, ' -0,0221 -0,0221

Moy - -0,0177 -0,0177 T

My, * -0,0130 -0,0130 i’

M,, ’ -0,0190 -0,0190

M,, 8 -0,0608 -0,0608

M,, ° -0,0269 -0,0269

My, *° -0,0331 -0,0331

6.2.5.3 Exemplo 3

Considere uma placa retangular engastada nos quatro lados e submetida a um

carregamento linearmente distribuido (Figura 6.17).

80kN
M
T 3
b/2
v ¥ oA g
b/2 °°
N—
L al2 L al2 L

kd 7 7

Figura 6.17 - Placa retangular engastada nos quatro lados
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Para este exemplo, adotam-se o0s seguintes dados:

e Propriedades fisicas
E=2,5x10'kN /m’
v=0,2

y =10 dias

e (Carregamento
g, = 80kN

e Geometria
a=2m
b=1m
t=0,06

e Parametros de analise
At =0,05 dias
interagdes = 3000

A discretizacdo foi realizada de quatro formas diferentes com o objetivo de se realizar
um estudo de convergéncia, assim, nas trés primeiras se tem 24 elementos, mas com 64, 128 e
256 células internas, respectivamente, e a Gltima apresenta 48 elementos e 512 células (Figura

6.18).

Discretizagéo 1 Discretizagéo 2

Discretizacéo 3 Discretizacdo 4

Figura 6.18 — Discretizacdes para a placa retangular
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A curvatura w,,; no ponto A, para cada discretizacdo, pode ser analisada através da

Figuras 6.19.

Curvaturas

0,0005

0,0000

-0,0005

64 cel.

-0,0010 128 cel.
256 cel.

512 cel.

-0,0015

-0,0020

-0,0025

-0,0030

-0,0035

-0,0040
Tempo (dias)
Figura 6.19 — Curvatura w,y, para as quatro discretiza¢bes

Observando-se mais detalhadamente os primeiros passos de tempo através da Figura

6.20.

Curvaturas

0,0005

0,0000

-0,0005
64 cel.
128 cel.
-0,0010 256 cel.

512 cel.

-0,0015

-0,0020

-0,0025
Tempo (dias)

Figura 6.20 — Curvatura w,y, para 0s 200 primeiros passos de tempo
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Verifica-se que quanto mais pobre a discretizacdo maior é 0 erro no primeiro passo de
tempo, pois a curvatura possui a tendéncia de ndo se iniciar do ponto zero que é o ponto
correto para 0 comeco de todas as curvaturas para este modelo reoldgico. Este mesmo
problema afetard as demais curvaturas e o deslocamento e, consequentemente, 0S momentos
elasticos e totais, como pode ser visto na Figura 6.21, onde se tem 0s momentos Mz, no ponto

A para as discretizacOes 1 e 4.

18
1,6 -7‘
1,4 4 -
— M, disc. 1
1,24 — g, disc. 1
1 MY, d!sc. 1
g 0. — M, d!sc.4
s m:, disc. 4
§ 06- —— wy, disc. 4
=
0,4 -
0,2 /
0 T T T v v v |
20 40 60 80 100 120 140 160
-0,2
-0,4

Tempo (dias)

Figura 6.21 — Momentos M,, para as discretizacbes 1 e 4

Segundo o modelo de Kelvin-Voigt, 0 momento total deve ser constante durante todos
0S passos de tempo, sendo este comportamento melhor representado, conforme figura
anterior, quando se tem uma boa discretizagdo, pois ao se somar 0S momentos Vviscosos aos
elasticos nos primeiros passos de tempo, estes Ultimos serdo préximos de zero e 0s primeiros
serdo proximos do total. Observa-se, também, através da Figura 6.21, que 0s momentos
viscosos ndo possuem variacao de valores com a alteracdo da discretizagdo do dominio, pois
eles dependem apenas do valor do momento total no tempo zero e dos incrementos de

curvatura.
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Verifica-se nesta formulacdo proposta, que mesmo com uma discretizacdo muito
pobre do dominio, os valores sempre tendem para os elastoestaticos, independentemente das

divergéncias que podem ocorrer nos primeiros passos de tempo.

6.3 FORMULACAO PARA O MODELO DE BOLTZMANN

Para se obter a formulacéo viscoelastica para 0 modelo de Boltzmann, deve-se aplicar
a relacdo das deformacdes desta representacdo reoldgica, dada pela equagdo (5.15), no
teorema de Betti, expresso em (3.1). Como neste teorema o problema fundamental e o real
tém que ser proporcionais, o termo da relacdo das deformacgdes que deve ser substituido na

equacao (3.1) é o elastico. Assim, se tem:

[oje/dV =[0,6,dV (6.85)
\ \

ou seja,

Jai’;gij dv — \J: o,&°dV = \!O‘ii g,adV (6.86)

Substituindo-se (2.13) e (2.16) em (6.86) e, em seguida, integrando-se ao longo da

espessura, encontra-se as seguintes integrais de dominio:

—[(Mjw, )dQ+ [(M w,)dQ =—[( M, w,; )dQ (6.87)

Tij
Q
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Na integral que possui em seu nucleo o termo referente as curvaturas viscoelasticas, o

momento fundamental pode ser reescrito da seguinte forma:

[(Miw,)dQ = [D,Cl"W,,, W, dQ (6.88)

1ij e ij Im " ij

Reorganizando-se os indices de (6.88), aplicando-se a rigidez a flexdo do trecho

vicoelastico e considerando-se a equacéo (5.17) para placas, encontra-se:

De

j D. D.C"w, w," dQ = jw,f M¢dQ (6.89)
D e 7ij ij m 1 1
o U, ve Q
Assim, sabe-se que:

* Ve D * d
[(Miw,)dQ=—=[w, M dQ (6.90)
2 ] ] Dve 5 ]

Substituindo-se (6.90) em (6.87), obtém-se:

[ (Mo, =] (M,w; J4e - = J(w; M Yoo (6.91)

Desenvolvendo-se as termos referentes ao momento fundamental e total de (6.91), de
forma semelhante ao que foi exposto no item 3.2, se obtém a equagdo integral do

deslocamento de um ponto g do dominio da placa para 0 modelo de Boltzmann:
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(@) + ][V (0 P)w(P) - M; (@ P) 24(P) |ar (P)

+N21 R:(q,P)w, (P)= l(vn(P)w*(q, P)- Mn(P)%(q, P)jdl“( P+ (692
+S R (P)W,(a.P)- 5= [M; (p)w; (. P)dc2+ [ a(p)w (P}, (p)

Em seguida, adotando-se os procedimentos apresentados no item 3.3 para a equagao
(6.92), encontra-se a expressédo da equacado integral de um ponto Q do contorno para o modelo

de Boltzmann:

K(Q)WQ)+ l(vn*(Q, P)W(P) - M:(Q P)g—VnV(P)de(P)+

PSR (@P)w ()= [V (PIW (@P)-M, (P2 (@) r(p)+ (69
F2R (P (QP)~ = [M7 (p)wi(Q )02+ [ o(p)w (Q ), (p)

Observa-se que a unica diferenca entre as equacgdes (3.20) e (3.36) em relacdo as
(6.92) e (6.93), € a presenca da integral de dominio referente ao momento elastico do trecho

viscoelastico.

6.3.1 Equac0es Integrais para os Esforcos nos Pontos I nternos

Para se obter os esfor¢os nos pontos internos da placa, considerando-se 0 modelo de

Boltzmann, devem-se encontrar as curvaturas nestes pontos derivando-se a equacgéo (6.92),
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em relacdo as direcdes x; e X, de um sistema cartesiano ortogonal, com origem no ponto g.

Assim, tem-se:

D ([ 2% (ap)uP)- 20 (0 )20 ar(p)

S P )= [P (wp)- 650
(P (2 @) |ar(e) s R (P) 2 (0p)

D M (o) (@ p)a0 s [ 9(p) 2 (@ P)a, ()

Na equacéo anterior, todas as derivadas das solu¢des fundamentais foram expressas no
item 4.6, com excecdo da existente na integral com o termo referente a0 momento elastico,
que foi obtida no item 6.2.1, sendo dada pelas expressdes (6.26) e (6.27). Dessa forma, tem-

Se:

e

D, ¢ . D ..
_ Md L , dQ:_ e [ ’ Md dQ
Dve axkaxl i 1] ( p)le (q p) Dve (J;le] (q p) ij ( p) +

+0, (A)M (a)

(6.95)

Portanto, para se calcular os momentos fletores nos pontos internos, é necessario
substituir os valores das curvaturas obtidas através (6.94) na equacao (2.19).
Com relacdo as forgas cortantes nos pontos internos, devem ser calculadas,

primeiramente, as derivadas das curvaturas através de:
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R N
e

S G e e
—Mn(P)ai( " ¥ P)j]] (e SR ()2 2L ar) -

OX OX_ = OX OX_
0 o'W, a
M ¢ ! dQ dQ
oM (p)axm Xm(q p)dQ (axma J ,(P) (6.96)

Todas as derivadas das solugbes fundamentais foram expressas no item 4.6, com
excecdo, novamente, da existente na integral com o termo referente ao momento elastico, que
foi encontrada no item 6.2.1, sendo dada pelas expressdes (6.39) e (6.40). Sendo assim, tem-

Se:

D o o'W,
M (p) 2

D,. 0X, o OX OX,

(a, p)

°(p)dQ+q;
(6.97)

Deste modo, para se calcular os momentos fletores nos pontos internos, devem-se

substituir os valores das derivadas das curvaturas obtidas atraves (6.96) na equacéo (2.22).

6.3.2 Discretizacdo do Dominio

Para este modelo reologico, também, devem ser calculadas trés integrais de dominio,

sendo a primeira para a equacdo integral dos deslocamentos (6.92) com ndcleo W, , a

1”1

segunda para a expressdo das curvaturas (6.94) com ndcleow,; e a Gltima para a equagio

Tijkl
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das derivadas das curvaturas (6.96) com W, Essas integracbes serdo realizadas

* Bmmij *
exatamente da mesma forma que foi apresentada no item 6.2.2 e com as mesmas
consideracbes em relacdo a posicdo dos nds nas células. Portanto, sendo necessario,
simplesmente, trocar a variavel do momento viscoso do modelo de Kelvin-Voigt pelo

momento elastico para o trecho viscoelastico do modelo de Boltzmann e aplicar a relacao

-D, / D, afrente da integral. Dessa forma, tém-se as seguintes equagdes para as integragdes

nos lados das células para W,”, W,Ijkl W,;mmij, respectivamente:

Dep 1 I LS T
-5 47[D{r,ir,j+§”(lnr 2ﬂlm(a + "% (q)+7"%,(q))+

ve Tc

) (6.98)
+[r,i r,+6, (Inr —%ﬂ E!A(a) cosd + 7' sen@)}i ? dr ,M:"
D 1
- D\: FC_47[—D|:2(5kir’j Iy +5kjr’i I, +5i () % +5”I',k 1
FO, 0, 10 48,0, 1, )80, 1, 1, 1, (8,6, + 8,6, +6,0, )] (6.99)
[i(aT + "% (q)+7"%,(q))Inr +L(a) cosd +7' sene)}l o dr M
2A 2A ron
—DDEFI e | €07 COSOINT + 17" SENGINY +
L (6.100)

——drI’, M; or
2Ar

(@ +2A0'x(q)+ 2A77Tx2(q)ﬂ 1or
on
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6.3.3 Sistema de Equacdes

Todas as equacOes integrais para o modelo de Boltzmann sdo escritas na forma
matricial de maneira analoga ao que foi apresentado para o modelo de Kelvin-Voigt no item
6.2.3, pois todas as matrizes e vetores possuirdo as mesmas dimensdes e caracteristicas. Dessa

forma, para a equacdo dos deslocamentos, dada por (6.93), tem-se:

(6.101)

Utilizando-se do sistema de equacgdes exposto no item 4.3 e considerando-se as

técnicas empregadas para que K(Q)seja distribuido em FI(Q), a reacao de canto F_{cseja

nula e o deslocamento de canto W_seja fungéo dos deslocamentos dos nds vizinhos ao canto,

expostas no item 4.2.3. Assim, se obtém o seguinte sistema de equacdes:

Hﬂzéﬁ—%\ﬁ\ﬁf T (6.102)

ve

As equacdes integrais para os deslocamentos, curvaturas e derivadas das curvaturas
nos pontos internos, dadas por (6.92), (6.94) e (6.96), respectivamente, podem ser escritas da

seguinte maneira na forma matricial:

SV (@) +T' (@)

¥ (6.103)

|
Q)
—~
0
N
Tl
+

w(q)+H'(q)U +H;(q)w, = G ()R -
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w, (a)+H'(q)U +H,'(q)w,=G'(q)P+G,'(a)R +

O

_gev-( )Mi? +_|T'(Q) (6.104)
W (6) + H(Q)U + H,"(a) W, = G"(q)P+G."(a) R +
—geV"(Q)Mi? +T(Q) (6.105)

Empregando-se as simplificacfes para os termos referentes aos cantos, obtém-se os

seguintes sistemas de equacdes:

Wi HU =GP- DV 4T (6106)
v = Divcs =
W,ij-f-H U=G'P- DeV Mij +T (6107)
v mvs Dy e
W, pn +H U =G P_Dev Mi +T (6:108)

Neste modelo reoldgico, deve-se encontrar uma relacéo entre os momentos elésticos e
as curvaturas viscoelasticas, para se calcular os deslocamentos e os esfor¢os no contorno e no
dominio de uma placa ao longo do tempo. Deste modo, para se obter esta relacdo, deve-se
utilizar o mesmo procedimento apresentado no item 6.2.3 para 0 modelo de Kelvin-Voigt,
observando-se, novamente, que todas as matrizes e 0s vetores encontrados possuirdo as
mesmas caracteristicas e dimensfes. Assim sendo, colocando as varidveis de contorno

incognitas no primeiro membro de (6.102), vem:
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SoWM;] (6.109)

Isolando o vetor X em (6.109), tem-se:

= D

X=A"'B- De AVM (6.110)
Destacando as variaveis de contorno incégnitas em (6.107), encontra-se:

NI D! D VAl Vi
W, = A'X+B'- De \ I\/IIJ (6.111)

Substituindo-se (6.110) em (6.111), se obtém a relagdo entre as curvaturas totais e 0s

momentos elasticos:

(6.112)

onde:
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Como no vetor F estdo agrupados os valores das curvaturas instantaneas, deste modo,

eliminando-o de (6.112), encontra-se uma relacdo entre as curvaturas viscoelasticas e 0s

momentos elasticos, dada por:

Pe [V

ve

ve

W, =—
D

6.3.4 Integracéo Temporal Numérica

(6.113)

Para resolver um problema viscoelastico de placa ao longo do tempo, considerando-se

0 modelo de Boltzmann, é necessario realizar uma integracdo temporal com varios passos de

tempo, cujo objetivo é obterem-se os momentos elasticos a cada instante. Para isso, observa-

se que as equacles (5.14) a (5.18) para este modelo reoldgico, podem ser expressas para a

formulacdo de placas da seguinte forma:

(6.114)

(6.115)

(6.116)

(6.117)

(6.118)

Para se iniciar o processo de calculo, primeiramente, deve-se calcular o problema de

forma elastica e se obter os momentos ijnos pontos internos. Como neste modelo

reoldgico, no tempo igual a zero, 0 amortecedor absorvera todas as tensdes e, a medida que o
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tempo for passando, estas serdo repassadas para a mola, 0s momentos Miej possuirdo as

seguintes caracteristicas:

Parat=0 M:=M, =M/ (6.119)

Parat= oo Mi? = Mij = Mi? (6.120)

Dessa forma, como os valores dos momentos Vviscosos sao conhecidos para t = 0,

expressdo (6.119), pode-se calcular as taxas das curvaturas para este instante atraves de

(6.118). Multiplicando essas taxas por uma variacdo de tempo At =1t _, —t_, encontra-se um

incremento de curvatura Aw,., com o qual pode ser calculada uma variacdo de momento

1jj 1
AM;;, ao se utilizar Dye em (2.19). Em seguida, do momento viscoso € subtraido AM,,

resultando em M;(H), e no momento elastico do trecho viscoelastico é somado AM,;, deste

el

modo, obtém-se Mij(m)que é aplicado na relacdo (6.113) e, assim, encontra-se as curvaturas

viscoelasticas W,Eede todo o sistema referente ao tempo s+1. Agora, deve-se subtrair

Aw,.de W, e aplicar os resultados em (2.19) utilizando-se De, dessa forma, se obtém um

1|J l”

ij(s+1

momento de corre¢ao ij , que deve ser somado a0 momento viscoso. Somando-se Mz( ) @

M;.'(M) se tem 0 momento total do sistema Mij(s+1) e, calculando-se as taxas das curvaturas de

Miv. e as multiplicando por At, o processo se reinicia com uma novo passo de tempo.
j(s+1)

Todos 0s passos descritos estdo esquematizados na Figura 6.22.
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Mije = Mij = Mi\jl(t=0)
(6.118)
\
Mij(t:o) = Wy
i _ (219-D,) v _ v
—> W At _AW'” - AWnJ- = AMH - Mij(s) ALY i Mii(5+1)
o v
g el o (6:113) (2.195D,)
M.. + AM L= M e ve ) @
2 i(s) i1 = Ve | 7> M= Wit T (W —Awy ) = M
o
% '
Q v v
§ Mij(s) - Mij(s+1)
\ _ \ c _ e v d el
Mij(s+1) = Mij(s+1) +M7 |- Mij(s+1) = Mij(s+l) + Mij(s+l) - Mij(s) = Mij(s+l)
(6.118)
v i :
Mij(s) = Wiy

Figura 6.22 — Processo de célculo ao longo do tempo

Portanto, através desta integragdo temporal sdo encontradas as curvaturas, 0S
momentos Viscosos, elasticos e totais no trecho viscoelastico para os pontos internos ao longo
do tempo. Para se calcular os esforcos e deslocamentos para o contorno da placa, devem-se
aplicar os momentos elasticos de cada instante de tempo na equacdo (6.109) e resolver o
sistema linear, e para os deslocamentos e as derivadas das curvaturas do dominio, é necessario
se aplicar os valores de contorno encontrados e 0s momentos elasticos em (6.106) e (6.108), e

ao se substituir as derivadas das curvaturas em (2.22), se tém as forgas cortantes.

6.3.5 Exemplos Numéricos

Neste item, a formulacdo desenvolvida para a andlise viscoelastica de placas pelo
modelo de Boltzmann é aplicada em alguns exemplos, que utilizam os mesmos valores

apresentados no item 6.2.5.
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6.3.5.1 Exemplo 1

Este € 0 mesmo exemplo apresentado no item 6.2.5.1, onde se tem uma placa
quadrada com dois lados opostos apoiados e engastada nos outros dois, com um carregamento
uniformemente distribuido. A discretizacdo utilizada é a mesma apresentada na Figura 6.9 e
os dados séo:

e Propriedades fisicas
E.=1,25x10'kN /m’

E. =2,5x10'kN / m’
v=0,3
y =17,14285 dias

e Carregamento
g =10kN

e Geometria
a=3m
t=0,06

e Parametros de analise
At =0,1 dias
interagdes = 1000

Os resultados para os deslocamentos w ao longo do tempo no ponto A séo
apresentados na Figura 6.23, os das curvaturas w,;1 € W,»; ha Figura 6.24 e para 0s momentos

M1 e My, nas Figuras 6.25 e 6.26, respectivamente.

0,0100
0,0090 - /
0,0080

0,0070 /

0,0060 -

0,0050 -

0,0040

Deslocamento (m)

0,0030

0,0020

0,0010 -

0,0000 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Tempo (dias)

Figura 6.23 — Deslocamento w do ponto A ao longo do tempo
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0,0000

-0,0020

-0,0040

-0,0060

-0,0080

-0,0100

Curvaturas

-0,0120

-0,0140

-0,0160

-0,0180
Tempo (dias)

Figura 6.24 — Curvaturas w,;; e W,», do ponto A ao longo do tempo

Momentos

Tempo (dias)
Figuras 6.25 — Momentos M;; do ponto A ao longo do tempo

3,5

Momentos
-
()

Tempo (dias)
Figuras 6.26 — Momentos M,, do ponto A ao longo do tempo
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Pode-se confirmar, através das Figuras 6.23 e 6.24, a deformacdo elastica inicial
instantanea e, em seguida, a deformacdo viscoelastica, caracteristicas do modelo de
Boltzmann. Observa-se, também, que os resultados finais obtidos para o deslocamento e as
curvaturas podem ser encontrados ao se somar os resultados elésticos de cada mola, que
formam a representacdo reoldgica.

Verifica-se que nas Figuras 6.25 e 6.26, como no modelo de Kelvin-Voigt, ocorre a
transferéncia da tensdo presente no amortecedor para a mola, sendo o primeiro representado
pelo momento viscoso e o segundo pelo momento eléstico para o trecho viscoelastico, e que a

soma desses momentos gera o total.

6.3.5.2 Exemplo 2

Neste exemplo tem-se uma placa quadrada engastada em dois lados adjacentes e livre
nos outros dois, com um carregamento uniformemente distribuido, conforme Figura 6.14. A
discretizagdo utilizada é a mesma apresentada na Figura 6.9 e os dados s&o 0s mesmos do
exemplo anterior, entretanto, ocorrerd a variagdo dos valores de At para que seja realizado um
estudo de convergéncia. Dessa forma, através das Figuras 6.27 e 6.28, respectivamente, pode
ser analisada a variagdo do tamanho do passo de tempo adotado para o célculo do

deslocamento w no ponto 5 e da curvatura w,1; ho ponto 10.

0,1000

0,0900 ~

0,0800 - s

0,0700
0,0600 - /

0,0500 -

— At=0,1 At=2,0
At=0,5 —— At=50
0,0300 - — At=10 —— At=10,0

0,0400 -

Deslocamentos (m)

0,0200 -

0,0100 ~

0,0000 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Tempo (dias)

Figura 6.27 — Deslocamento w no ponto 5 para diversos At
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0,0000 T T T T T
(l) 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
-0,0005 -

-0,0010
— At=01 At=2,0
-0,0015 At=0,5 —— At=50
—— At=10 —— At=10,0

-0,0020

Curvaturas

-0,0025 -

-0,0030 - =

-0,0035 -

-0,0040

Tempo (dias)
Figura 6.28 — Curvatura w,;; ho ponto 10 para diversos At
Verifica-se que a formulacdo proposta conduz ao mesmo valor final para qualquer
passo de tempo escolhido, porém ocorrem divergéncias para os passos de valor muito

elevado, como se observa para At igual a 5 e 10.

6.3.5.3 Exemplo 3

Considere uma placa retangular engastada nos quatro lados e submetida a um
carregamento linearmente distribuido (Figura 6.17). Neste exemplo, também, é realizado um

estudo de convergéncia ao se utilizar as discretizacdes da Figura 6.18 e os dados admitidos

~

Sao.

e Propriedades fisicas
E, =1,25x10"'kN /m’

E,. =2,5x0kN/m’
v=0,2
y =10 dias
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e Carregamento
q, = 80kN

e Geometria
a=2m
b=1Im
t=0,06

e Parametros de analise
At = 0,05 dias
interacdes = 3000

Assim, a curvatura w,,; no ponto A, para cada discretizacdo, pode ser analisada

através da Figura 6.29.

010000 L) L) L) L) L) L) L) L) L) L) L)
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
-0,0020
___ b4cel
128 cel.
-0,0040 __ 256cel.| |
4 512 cel.
5
% -0,0060 -
2
pl
O \
-0,0080 4
20,0100 - ‘
-0,0120

Tempo (dias)
Figura 6.29 — Curvatura w,,, para as quatro discretizacfes

Nota-se que a medida que a placa € mais discretizada, a curvatura tende a convergir
para um Unico valor, como se pode verificar para as dicretizagbes com 256 e 512 células. Os
momentos convergem da mesma forma, como se pode observar pela Figura 6.30, onde se tém
0s momentos Mj, no ponto A para as discretizacbes 1 e 4, sendo obtida nesta ultima os

melhores resultados.
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Momentos

Tempo (dias)

Figura 6.30 — Momentos M, para as discretizacGes 1 e 4
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7. FORMULACOES DO MEC PARA PLACAS VISCOELASTICAS COM

REPRESENTACAO NO CONTORNO

7.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, apresentam-se formulacGes para os modelos de Kelvin-Voigt e
Boltzmann com representacdes integrais apenas no contorno, baseadas nas de MESQUITA
(2002), que permitem a realizacdo de analises viscoelasticas discretizando-se apenas o
contorno do corpo, assim, evitam-se as integrais de dominio, que apresentam singularidades,
necessitam de células internas, de uma grande quantidade de dados de entrada, requerendo
portanto o calculo, um alto custo computacional. Todas as vantagens do MEC séo obtidas,

tornando a analise viscoelastica de placas mais pratica e elegante.

7.2 FORMULACAO PARA O MODELO DE KELVIN-VOIGT

Para se encontrar a formulacdo viscoelastica para 0 modelo de Kelvin-Voigt com
somente integrais de contorno, deve-se aplicar a relacdo constitutiva do modelo, equacgéo

(5.13), no teorema de Betti, expresso em (3.1). Com essa substitui¢cdo, a proporcionalidade
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entre o problema fundamental e o real € mantida, pois aos termos da equacdo (5.13) sdo

proporcionais ao modulo de elasticidade. Portanto, tem-se:

[oe,0v :'[(Ci'jmglm +yClé,, ) g,dv (7.2)
\% \%
ou seja,

Im™ij Im™ij

[ore,0v IC'mg g.adVv +I}/C'mg XY, (7.2)

Substituindo-se (2.13) e (2.16) em (7.2) e, em seguida, integrando-se ao longo da

espessura, encontra-se as seguintes integrais de dominio:

W, dQ - f;/C'mw w,. dQ (7.3)

ij Im Im " ij

-[Miw, dQ=-[C"w, w
Q Q

Escrevendo-se os momentos fundamentais do termo no lado esquerdo da igualdade em

funcdo das curvaturas fundamentais, vem:

= j C"w, W, dQ = j C"w,,, W, dQ - j yCI"W,,, W, dQ) (7.4)

Sabendo-se que:

C:lmw’lm W’Ij ClmW’l] W’Im Mle’; (75)

C"W,,, W, =C "W, w, =M w, (7.6)
yCW,, Wi = 7y CMW, W = 7MW, (7.7)
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A equacdo (7.4) pode ser reescrita da seguinte forma:

dQ = j M w,, dQ - j yM W, dQ (7.8)

ij ij

_IMUW’
Q

ou

—j M, w,, dQ—y j MW, ’

dQ=-[M,w, dQ (7.9)

Desenvolvendo-se os termos da equacdo anterior de forma semelhante ao que foi
exposto no item 3.2, se obtém a equacao integral do deslocamento de um ponto g do dominio

da placa para o modelo de Kelvin-Voigt com apenas integrais de contorno:

W(Q)+7W(O|)+1(Vn*(q, P)w(P)-M(q, P)Z_an(P)de(p)+
7J(Vn*(q, P)w(P)-M(q, P)Z%V(P)jdr(P)+i@( P)w, (P)+
) - (7.10)

+7§:R; (a, P)Wd(P):j(Vn(P)W*(q, P)- MH(P)%(q, P)]dl“(P)Jr

r

+ZR Ig (g, p)dQ, (p)

Em seguida, adotando-se os procedimentos apresentados no item 3.3 para a equacao

(7.10), encontra-se a expressdo da equacao integral para um ponto Q do contorno:
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K(QWQ)+7K (QWQ)+] (v:(Q, PYW(P)-M;(Q,P) Y

%(P)de(PH
4(%*(@ P)W(P)-M.(Q P)Z—V;]V(mjdrw)ﬁz;m P)w, (P)+

TER QP ()= [ V.(P)W ()M, (P) 2 (@ P) ()

r

(7.11)
+iRi )W, (Q,P)+ jg w'(Q, p)dQ, (p)

Observa-se que a unica diferenca entre as equagdes (3.20) e (3.36) em relacdo as
(7.10) e (7.11) é a presenca dos termos multiplicados por y, responsaveis pelo comportamento

VisCcoso.

7.2.1 Equac0es Integrais para os Esforcos nos Pontos I nternos

Para se obter os esforcos nos pontos internos da placa, primeiramente, deve-se
encontrar as curvaturas nestes pontos ao se derivar a equacdo (7.10), em relacdo as direcdes x;

e X, de um sistema cartesiano ortogonal, com origem no ponto g. Assim, tem-se:

aZW( ) 5 W( ) aZM; oW

ax@qq ana)c: I(axk@xl (P)_ﬁxka)(l (q’P)%(P)JdF(P)+

+7£(ai\2; (a.P)W(P) - gxkl\g; (. P)Z%V(P)Jdr(P)+

éa‘i?;(w) L(P)4r2 axka R (a.P)w(P)- (7.12)
o'W o (ow

l[ axkax(q’ P)- ”(P)ax@q( (a P)Ddr(P)Jr

- 0°W, oW

+§Rc( )axkax (q,F’)+QJgg(|o)axka)q (a0, p)dQ, (p)
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Todas as derivadas das solu¢des fundamentais foram expressas no item 4.6. e, deste
modo, para se calcular os momentos fletores nos pontos internos, é necessario substituir os
valores das curvaturas obtidas em (7.12) na equagao (2.19).

Com relagdo as forgas cortantes nos pontos internos, devem ser calculadas as

derivadas das curvaturas em relacdo a direcdo [ através de:

0 [ o°w(q) o [ 0*°w(q) o ( A
axﬁ(axma‘n]+7ﬁxﬂ(@ﬂn@xﬂ}l(axﬂ(axmaxn(q’P)JW(PH

{2 )| 2efar (e | 2 2 (ar) o)

ox, | ox,0X, OX,0X,
o (oM’ ow N R
(o far) e ar(e) 3 2 2R () )

32 28 4 )= [P L 22 ar) -

(P a (6&“@&“( m
J

S e

Qq

Todas as derivadas das solu¢es fundamentais, também, foram expressas no item 4.6.
e, assim, para se calcular as forcas cortantes nos pontos internos, € necessario substituir os

valores das derivadas das curvaturas obtidas através (7.13) na equacéo (2.22).

7.2.2 Sstema de Equagdes

A equacdo integral para um ponto Q do contorno, dada por (7.11), pode ser escrita na

forma matricial ao se aplicar os procedimentos expostos nos item 4.2.3. Dessa forma, tem-se:
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(7.14)

onde:

e Ué o vetor com os valores nodais das taxas dos deslocamentos, expresso por:

Ué o vetor com os valores nodais das taxas dos deslocamentos e das taxas de suas

derivadas em relacdo & normal, expresso por:

Utilizando-se do sistema de equagfes exposto no item 4.3 e considerando-se as
técnicas empregadas para que K(Q)seja distribuido em FI(Q), a reacao de canto I?cheja

nula e o deslocamento de canto W_seja fungéo dos deslocamentos dos nés vizinhos ao canto,
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expostas no item 4.2.3 e aplicando-as, também, nos termos referentes ao comportamento

viscoso. Assim, se obtém o seguinte sistema de equagoes:

HU +yHU =GP +T (7.15)

As equacdes integrais para os deslocamentos, curvaturas e derivadas das curvaturas
nos pontos internos, dadas por (7.10), (7.12) e (7.13), respectivamente, podem ser escritas da

seguinte maneira de forma geral, conforme o item 4.6:

+
M
ol
—_
L
o
~
=
—
o
~
+
R
M
ol
—_
L
o
~
=
—
o
~
Il
<l
~
L
i)
~
ol
—_
i)
~
o
—
—_
i)
~
+
-~
[
2

onde:

o*w(q
OXOX,

0 o*w(q)
X, \ OXOX )]

N—

(7.17)

(7.18)
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Empregando-se as simplificagdes para os termos referentes aos cantos, obtém-se o

seguinte sistema de equacdes, semelhante ao apresentado no item 4.6:

u(q)+yu(qg)+ HU+yHU=G'P+T" (7.19)

onde:

e Ué o vetor composto pelas taxas dos deslocamentos.

Os sistemas de equacdes (7.15) e (7.19) sdo resolvidos através de uma integracdo

temporal numérica, que sera explicada no préximo item do trabalho.

7.2.3 Integracédo Temporal Numérica

Para se resolver o sistema de equagdes (7.15), adotou-se uma simples aproximagao
linear para definir as taxas dos deslocamentos e as das derivadas dos deslocamentos em

relagdo a normal, assim, tem-se:

W —W
W=t (7.20)
At
ow - _ow
oW _ 0Ny ONgy (7.21)
on At

ou seja, matricialmente,
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G- Yen Y

s+1) s
onde:
H= (l+ Lj H
At
F="HU
s At (s)

(7.22)

(7.23)

(7.24)

(7.25)

Impondo-se as condi¢des de contorno, trocando-se as colunas das matrizes He G,

somando-se 0s vetores, pode-se resolver o sistema linear dado por (7.23), assim, encontrando-

se 0s deslocamentos e os esforcos para o passo de tempo atual. Com os valores dos

deslocamentos para o passo de tempo atual e anterior, calculam-se as taxas de deslocamento

através de (7.22).

Para o sistema de equacOes (7.19) dos deslocamentos, curvaturas e derivadas das

curvaturas adotam-se a aproximacao (7.20) e as seguintes:

Yij(s+1) Yij(s)

AL

(7.26)
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W, = W, kkﬁ(s+1)A4t'W’ kkp3(s) (7.27)
ou seja,

U= —_(S*”A; Yo (7.28)

Dessa forma, aplicando-se (7.28) em (7.19), obtém-se:

0., - (_H U HU+GPT T u(s)j / [1+ th (7.29)

Em seguida, substituindo em (7.29) os valores dos deslocamentos, das taxas dos
deslocamentos e dos esforgos ja encontrados, obtém-se os deslocamentos, curvaturas e
derivadas das curvaturas para 0s pontos internos e, consequentemente, as suas taxas ao se
aplicar os resultados em (7.20), (7.26) e (7.27). Os momentos elasticos sdo calculados ao
substituirem-se as curvaturas em (6.81), 0s momentos viscosos ao aplicarem-se as taxas das
curvaturas em (6.82) e os momentos totais se somarem os dois momentos anteriores. Os
esforcos cortantes séo obtidos substituindo-se os valores das derivadas das curvaturas e suas

taxas em:

0, = —D(W’kkﬂ +W,kkﬂ) (7.30)

Todos os passos que foram descritos para a integragdo temporal numérica estdo

esquematizados na Figura 7.1, onde Y é o vetor com os valores de contorno prescritos.
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U,=0.w,=0w, =0ew,, =0

_ troca __
H=G
= ¥ o _ - — —
B FS_E U(s) —| B=GY+T+F |>| HX=B |* (s+1)eF?s+l)
|
v
(7-22) - _ _ — (7.29)
U(s+1) =U |7 U(s+1) ! P(s+1)’ s Wi Waio 8 W) = Weaayr Whigorny & Woipsnn
2 |
3 v
% (7.26) (7.27) (6.81)
- —> —> e
g- le(s+1) = W’ij W’kk/?(s+1) = W’kkﬂ W’ij(s+1) = MI](S+1)
2 |
c
v
(6:82) A v . (7.30)
W’ij = er(sﬂ) - MIJ s+1) + I\/Iij(s,+1) — I\/Iij(s+1) - W’kkﬁ(s_\\_l)e W’kkﬂ = qﬂ
v
— U =U (1)’ Wie) = Wisir) r Waiji9) = Waijisi) € Waness) = Woiaep(sny)

Figura 7.1 — Processo de calculo ao longo do tempo

7.2.4 Exemplos Numéricos

Neste item, a formulacdo desenvolvida para a analise viscoelastica de placas pelo
modelo de Kelvin-Voigt com representacdo no contorno € aplicada em alguns exemplos,
sendo o valor da variavel y dos afastamentos dos pontos fora do dominio, equagéo (4.29),

definida igual a 0,5, para os nds duplos, admite-se o valor de w, expressdo (4.30), como sendo
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igual a 0,1665. Com relacéo a integracdo numerica, sdo utilizados 15 pontos de Gauss e para a

constante n, encontrada nas equagdes (4.50) e (4.51), é adotado o valor de 20.

7.2.4.1 Exemplo 1

Este é o mesmo exemplo apresentado no item 6.2.5.1, onde se tem uma placa
guadrada com dois lados opostos apoiados e engastada nos outros dois, com um carregamento

uniformemente distribuido. Esta placa foi discretizada em 24 elementos iguais (Figura 7.2).

10kN
J—— ——
SN— :>< n I n n n
X1

N
-~ \r Xo
3+

N * = y - '

N— A <

S

N
©

N— T T T T g

IVL /VL /[L
al2 al2

Figura 7.2 — Geometria e discretiza¢do da placa em 24 elementos

Os dados utilizados sdo 0s mesmos apresentados no item 6.2.5.1 e os resultados para
os deslocamentos w ao longo do tempo no ponto A sdo apresentados na Figura 7.3, os das
curvaturas w,;; € W,»; na Figura 7.4 e para os momentos M1 e My, nas Figuras 7.5 e 7.6,

respectivamente.
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Deslocamento (m)

Curvaturas
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0,0025

0,0020

0,0015
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0,0000

o

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Tempo (dias)

Figura 7.3 — Deslocamento w do ponto A ao longo do tempo
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()

-0,0008

-0,0016

-0,0024

-0,0032

-0,0040

-0,0048

-0,0056
Tempo (dias)
Figura 7.4 — Curvaturas w,;; e w,», do ponto A ao longo do tempo
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™

0,5
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Figuras 7.5 — Momentos M;; do ponto A ao longo do tempo
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Figuras 7.6 — Momentos M, do ponto A ao longo do tempo

Observa-se que em torno dos 50 dias, ja ocorre a convergéncia para os valores finais
do deslocamento e dos momentos elasticos no ponto A, que sdo idénticos aos apresentados
para a formulacdo com representacdo no dominio apresentados no item 6.2.5.1.

Verifica-se, também, nas Figuras 7.5 e 7.6 a transferéncia da tensdo presente no
amortecedor para a mola, sendo o primeiro representado nas placas pelo momento viscoso e 0
segundo pelo momento elastico, e que a soma desses momentos gera o total, o qual apresenta
0 comportamento esperado para 0 modelo reoldgico que é ser constante ao longo de todos 0s
passos de tempo, mesmo em discretizagdes medianas, ao contréario, da formulacdo com

representacdo no dominio, conforme o exposto no item 6.2.5.3.

7.2.4.2 Exemplo 2

Considere o exemplo dado no item 6.2.5.2, onde tem-se uma placa quadrada engastada
em dois lados adjacentes e livre nos outros dois, com um carregamento uniformemente

distribuido (Figura 7.7).
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10kN
:Xl 11
al6
o1 o5
al6 Ix,
o2 e 6
al6 -
e 3 x
al6 =
o7 9 10
al6
o 4 ° g
al6

a/6 al/6 al/6” al/6 al/6 alb

Figura 7.7 - Placa quadrada engastada em dois lados adjacentes e livre
nos outros dois

A discretizacdo e os dados utilizados sdo 0os mesmos para o0 exemplo anterior,
entretanto, ocorrera a variacdo dos valores de At para que seja realizado um estudo de
convergéncia. Dessa forma, através das Figuras 7.8 e 7.9, respectivamente, pode ser analisada
a variacdo do tamanho do passo de tempo adotado para o célculo do deslocamento w no ponto

6 e da curvatura w,;1 no ponto 9.

0,0250
0,0200 4 —
E
S 0,0150 4
IS
[}
£
®©
S
00100
a
— At=01 At=2,0
0,0050 | At=0,5 —— At=50
\ —— At=10 —— At=10,0
0,0000 +

0O 10 20 30 40 50 60 70 8 90 100 110
Tempo (dias)
Figura 7.8 — Deslocamento w no ponto 6 para diversos At
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0,0000

20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

-0,0001 4!
— At=01 At=2,0
-0,0002 - At=0,5 —— At=5,0
— At=10 —— At=10,0

-0,0003

Curvaturas

-0,0004 4

-0,0005 -

-0,0006 4 ——

-0,0007

Tempo (dias)

Figura 7.9 — Curvatura w,;; no ponto 9 para diversos At

Como pode ser observado, os resultados sdo bastante precisos até mesmo para grandes

passos de tempo e convergem para 0 mesmo valor final para qualquer At adotado.

7.2.4.3 Exemplo 3

Considere a placa retangular engastada nos quatro lados e submetida a um
carregamento linearmente distribuido do item 6.2.5.3 (Figura 7.10). Neste exemplo sdo
utilizados os mesmos dados apresentados neste item citado, sendo, primeiramente, realizado
um estudo de convergéncia de alguns resultados no ponto A para trés discretizagOes

diferentes, as quais possuem 12, 24 e 48 elementos, respectivamente, conforme a Figura 7.11.

80kN
N— <
X1
b/2
~ ¥ % o A E
o
o]
b/2
N—
AL al2 ﬁL al2 AL

Figura 7.10 - Placa retangular engastada nos quatro lados
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4 Iy 4 s 5 4 4 4 5 4
T . ! T T T I8 T T T T
Discretizagdo 1 Discretizagio 2

s00boboboboioibon
.

.
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T T T T T T T T T T T T T T T
Discretizacédo 3

Figura 7.11 — DiscretizacOes para a placa retangular

A curvatura w,,, para cada discretizagdo, e 0s momentos My, para as discretizagdes 1

e 3, podem ser analisados através das Figuras 7.12 e 7.13.
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o

-0,0005 -
_ disc.1
-0,0010 - disc.2

— disc.3
-0,0015 -

-0,0020 4

Curvaturas

-0,0025 4

-0,0030 4

-0,0035 4

-0,0040

Tempo (dias)
Figura 7.12 — Curvatura w,,, para as trés discretizaces
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1,8

1,6 4

1,4

1,2 4

1

0,8 1

Momentos

0,6

0,4 4

0,2

Mm,, disc.1
M, disc.1
my, disc.1
M,, disc.3
VS disc.3
MY, disc.3

0 T

20
-0,2

40

60

80

0

120

140

Tempo (dias)

Figura 7.13 — Momentos My, para as discretizagdes 1 e 3

Nota-se que os valores obtidos para as trés discretizagdes séo praticamente idénticos,

pois os resultados estdo sobrepostos nas figuras, portanto, verifica-se que mesmo em

discretizacdes pobres, se obtém resultados satisfatorios para esta formulagéo.

Agora, é realizado um estudo comparativo entre os resultados para a formulagdo com

representacdo no dominio e a com representacdo no contorno. Sendo assim, é adotada a

dicretizacdo 4, apresentada no item 6.2.5.3, para formulacdo no dominio e a 3 para a

formulacdo no contorno, exposta neste item. O deslocamento w, a curvatura w,;; € 0S

momentos My, no ponto A, para as duas formulagcfes, podem ser analisados atraves das

Figuras 7.14 a 7.16.

0,0003

0,0002
0,0002 -
0,0002 -
0,0002 -
0,0001 1

0,0001 1

Deslocamento (m)

0,0001 -
0,0001 -

0,0000 -

0,0000

cont.
—— dom.

Tempo (dias)
Figura 7.14 - Deslocamento w para as duas formulagdes

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
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Curvaturas

Observa-se que os resultados para as duas formulagbes se comportam de forma
idéntica ao longo do tempo e convergem para 0 mesmo valor final, ocorrendo uma pequena
divergéncia somente nos primeiros passos de tempo nos momentos My, para a formulagéo
com representacdo no dominio, causada pela falta de uma maior quantidade de células
internas na discretizagdo, conforme exposto no item 6.2.5.3. Dessa forma, mesmo ndo sendo
encontrado um exemplo analitico na literatura para se realizar um estudo comparativo, é

possivel verificar que ambas as formulacdes fornecem resultados validos para a analise de

0,0001

0,0000

-0,0001

-0,0001 4

-0,0002 4

-0,0002

-0,0003 1

-0,0003 4

-0,0004

Figura 7.15 - Curvatura w,;; para as duas formulacGes

1,8

1,6 4

1,4

1,2 4

Momentos

0,6

0,4 -

027

-0,2

10 20 30 4

0 50 60 70 80 90 100 110 120 1?0 140 150 1¢

o

cont.
— dom.

Tempo (dias)

1 4

0,8 1

M,, dom.
m:, dom.
My, dom.
M, cont.

M, cont.

M, cont.

0 |

80 100

140

1(150

Tempo (dias)

Figura 7.16 - Momentos My, para as duas formulacdes

placas viscoelasticas pelo modelo de Kelvin-Voigt.
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7.3 FORMULACAO PARA O MODELO DE BOLTZMANN

Para se obter a formulacdo viscoelastica para 0 modelo de Boltzmann com apenas
integrais de contorno, deve-se aplicar a relagdo constitutiva do modelo, equacdo (5.27), no

termo a direta do teorema de Betti, expresso em (3.1), e a deformacéo elastica do trecho

elastico gif no termo a esquerda do teorema, deste modo, garante-se a proporcionalidade entre

o0 problema fundamental e o real. Sendo assim, tem-se:

J gaVv =[ [ +EVEV C" (& + ¥em) — E7 EVEV ]g*dv (7.31)

ou seja,

Ia gadVv =] EE S Ce,&,dV +
vE +
e E\/e (7.32)

I C'm e, £.aV — jy—E"edl g.adV
) Y Ee+ E\, I

e

Substituindo-se (2.13) e (2.16) em (7.32) e, em seguida, integrando-se ao longo da

espessura, encontra-se as seguintes integrais de dominio:

dQ = I&C'”‘W W, dQ +

_IM Wy 2D +D_ o

ij

(7.33)
—j DD, C'm W, 40+ [ 7D 5o Mw] do
_+_

e ve

’Im

Escrevendo-se os momentos fundamentais do termo no lado esquerdo da igualdade em

funcdo das curvaturas fundamentais, vem:
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_J- D9C|IJmW’Im W,” dQ I%C'mw,lm W,” dQ+
+
. (7.34)
w, dQ

ij O ij

m Dve /
—j D.D, C' W W, A+ 7+D M

e ve

Sabendo-se que:

D.C"w,,, W, = D.C"w,; w,; = Mw,. =M, w, (7.35)

l” !”

Declljmw’lm W’IJ = Declljmw’u W’Im M ;W’ij (736)

A equacdo (7.34) pode ser reescrita da seguinte forma:

MW, dQ=—[— P Mw, d+
£ 1dQ=-]—

(7.37)

Lo M o+ [ 7D..

5 D,+D, " M,w, dO

l”

Reorganizando (7.37), vem:

- M;w,, dQ -y |M W, dQ =
J J

1jj 1ij

(7.38)
MJM”W,; dQ—yIM W, dQ
Q

’”
ve Q

Desenvolvendo-se os termos da equacao anterior de forma anéloga ao que foi exposto
no item 3.2, se obtém a equacéo integral do deslocamento total de um ponto g do dominio da

placa para o modelo de Boltzmann com apenas integrais de contorno:
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w(G) +7W(e) + | (v:(q, P)W(P)-M.(a, P)Z—Z]V(P)]dr(%

c

/1(V: @ P)W(P) - (0 P)2(P) ar () 3R (0P, (P)+

i=1

TER (@) (P)= O 2= [V, (i (P)- M, (P2 (0.P) ()

/I[P (@)W, ()2 (@) i (P)+ O PR (P (0.
YR (P)W,(a,P)+=:=2 | a(p)w (4, p)d (p)+
+ij g(p)w (q, p)dQ,(p) (7.39)

Em seguida, adotando-se os procedimentos apresentados no item 3.3 para a equacgao

(7.39), encontra-se a expressao da equacéo integral para um ponto Q do contorno:

K(QWQ +7K(QWQ)+] (v;(Q, P)w(P)-M,(Q F’)g‘—N(F’)onF(F’)+

7I(vn*(Q, P)W(P)-M,(Q,P) = (P))dF(P) +> R(Q.P)w,(P)+

r

TER QP (P) =2 B (v, (P)w ()M, (P)

71(V (P (Q.P)-M, (P) 2 (@ P)jdf(P) 2223 R ()W (QP)+
+7i’, R, (P)W;(Q.P)+ De; DV‘SJ 9(p)W (Q, p)dQ,(p)+

+7/_[ a(p)w (Q, p)dQ,( p)ve (7.40)
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Observa-se que a diferenca entre as equacdes (3.20) e (3.36) em relagédo as (7.39) e
(7.40) e a presenga de uma constante, que relaciona D¢ e Dy, € dos termos multiplicados por
v, 0s quais do lado esquerdo da igualdade séo responsaveis pelo comportamento viscoso e do
lado direito pelo comportamento instantaneo, porém estes ultimos podem contribuir
também para 0 comportamento viscoso, caso ocorra variacdes com o tempo da carga

aplicada.

7.3.1 Equagdes I ntegrais para os Esforgos nos Pontos Internos

Para se conseguir os esforcos nos pontos internos da placa, primeiramente, devem-se
encontrar as curvaturas totais nestes pontos ao se derivar a equacdo (7.39), em relacdo as

direcdes x; e X, de um sistema cartesiano ortogonal, com origem no ponto g. Assim, tem-se:

0 e £ e
/| 2 (arpup) -2 P)Z—Z’f(Pﬂdr(m SR (P (P):
y;a{; (@) (P) = 2L P [, (P) 2 (ap)-
M, ( Mx(;ﬂ D (P)+4[vn(p)aig;(q,p)+ (7.41)
w10 o125 S
+7;a.<P>§;ngi< PrRrD Jg(p)aig;(q,p)dﬂg(ph
iy
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Todas as derivadas das solucdes fundamentais foram expressas no item 4.6. e, deste
modo, para se calcular os momentos fletores nos pontos internos, é necessario realizar uma
integracdo temporal numérica em (7.41), que sera explica posteriormente.

Com relacdo as forcas cortantes nos pontos internos, devem ser calculadas as

derivadas das curvaturas totais em relacdo a direcdo [ através de:

)7 o o
X, \ OXOX OX, 0% r|\ OX axkax,

ol oy P o o) S e e
{2 a2 >+i Xﬂ(;;;; (a P>]wd<P>+
R L R L et

‘Mn(P)aiﬂ(axf;x@x(q )mdr( ) 71(V”(P) (axka‘ j

o255 aim o)

TERP) {2 () |+ 22 g<p>§(ai§; (a p)jdeg<p>+

)0 [ o
M g ( oron p)jdﬂg( p) (7.42)

Todas as derivadas das solugcfes fundamentais, também, foram expressas no item 4.6.
e, assim, para se calcular as forcas cortantes nos pontos internos, é necessario, também,

realizar uma integracao temporal numérica em (7.42).
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7.3.2 Sstema de Equactes

A equacao integral para um ponto Q do contorno, dada por (7.40), pode ser escrita na

forma matricial ao se aplicar os procedimentos expostos nos item 4.2.3. Dessa forma, tem-se:

K(Q)u(Q)+7K(Q)u(Q)+H(Q)U +yH(Q)U +H, (Q)w, +
+yH(Q)W, = D, S DVEG(Q)PWG(Q)PH%GC(Q)R+ (7.43)
7G(QR + 222 =T (Q)+/T(Q)

ve

onde:

e Ué o vetor com os valores nodais das taxas dos deslocamentos, expresso por:

e Ué o vetor com os valores nodais das taxas dos deslocamentos e das taxas de suas

derivadas em relacdo a normal, expresso por:

o \7vcé 0 vetor com os valores das taxas dos deslocamentos de canto, expresso por:
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e P é o vetor com os valores nodais das taxas dos momentos normais e das taxas das forcas

cortantes equivalentes, expresso por:

e R_é o vetor com os valores das taxas das reacées de canto, expresso por:

51 5 2 Sy N,
R,={R! R! .. RY|
o T(Q)é um vetor composto pelos valores resultantes da integragdo das taxas dos

carregamento na regiao € .

Utilizando-se o sistema de equacdes exposto no item 4.3 e considerando-se as técnicas
empregadas para que K(Q)seja distribuido em I:I(Q), a reacao de canto ﬁcseja nulae o
deslocamento de canto W _seja funcdo dos deslocamentos dos nos vizinhos ao canto, expostas

no item 4.2.3 e aplicando-as, também, nos termos referentes ao comportamento viscoso e

instantaneo. Assim, se obtém o seguinte sistema de equacdes:

A + AU :%ém VGP +%T‘+ﬁ (7.44)

ve ve
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As equacdes integrais para os deslocamentos, curvaturas e derivadas das curvaturas
totais nos pontos internos, dadas por (7.39), (7.41) e (7.42), respectivamente, podem ser

escritas da seguinte maneira de forma geral, conforme o item 4.6:

- Deg D, [u’(q,P)p(P)dr’(P)+y[u"(q,P) p(P)dI'(P)+ (7.45)
N De[‘;‘ D, gﬁc (q’ P) RC(P)+}/§;UC (q, P) RC(P)+
N Deg P [ () (g, p)d, (p)+7 [ (P (q p)de, (p)
onde:
w(a)
3(q)- 5@3@(3) (7.46)
0 o*w(q)
OX, \ OX.0X,

_[wP)
u(P)= g_\,r-]\,(P) (7.47)

e o) 7
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Empregando-se as simplificagdes para os termos referentes aos cantos, obtém-se o

seguinte sistema de equacdes, semelhante ao apresentado no item 4.6:

(7.49)

onde:

e ¢ o vetor composto pelas taxas dos deslocamentos.
e P é o vetor composto pelas taxas dos esforcos.

e T'éovetor formado pela integracdo das taxas do carregamento na regido Q.

7.3.3 Integracéo Temporal Numérica

Para resolver o sistema de equacfes (7.44), adotam-se as seguintes aproximacdes

lineares:
W W
w=—ot (7.50)
At
ow - ow
a_VV: 8n(s+l) an(s) (751)
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V =) s 752
" AL (7.52)
. M -M
M =20 10 (7.53)
At
. g(s+1) o g(s)
= 7.54
g AT (7.54)

Considerando as representacdes de U,PeT, apresentadas no item anterior, pode-se

reescrever (7.50) a (7.54) da seguinte forma matricial:

- U_,-Uu

U — ) T (7.55)
At

_ P -P

p=_6Y ' (7.56)
At

ST -T

7= (7.57)
At

HU,, =GP, +T+F (7.58)
onde:

H = (1+ lj H (7.59)
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G= (% +§]é (7.60)
~ D +D —

T:[ eD ve_l_ﬁj‘r(sﬂ) (7.61)
~ _ 7/ - _l__ _l_

R = At HU At GR, At Ty (7.62)

Impondo-se as condi¢Bes de contorno, trocando-se as colunas das matrizes HeG,
somando-se 0s vetores resultantes do lado direito da igualdade, pode-se resolver o sistema
linear dado por (7.58), assim, encontrando-se 0s deslocamentos e o0s esforgos para o passo de
tempo atual. Com os valores dos deslocamentos e esforcos para o passo de tempo atual e
anterior, calculam-se suas taxas através de (7.55) e (7.56), e com os valores do carregamento
atual e anterior, sendo estes definidos como um dado do problema analisado, calcula-se a sua
taxa por (7.57).

Para o sistema de equacOes (7.49) dos deslocamentos, curvaturas e derivadas das

curvaturas totais adotam-se a aproximacao (7.50) e as seguintes:

W’i' S+ +W’i' s
W’ij: i(s+1) i(s) (7.63)
At
W, S+ W, s
Wy = (7.64)
ou seja,
_ u..—-u
g=—9 (7.65)
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Dessa forma, aplicando-se (7.65) em (7.49), obtém-se:

U =[—|—‘|'U A -m%é-myé-h

+De Doy 7T+ l_(s) (1+ 7)
D, At At

Em seguida, substituindo em (7.66) os valores ja encontrados dos deslocamentos,

(7.66)

esforcos, carregamentos e de suas respectivas taxas, obtém-se os deslocamentos, curvaturas e
derivadas das curvaturas totais para 0s pontos internos e, consequentemente, as suas taxas ao
se aplicar os resultados em (7.50), (7.63) e (7.64).

Para se calcularem os momentos totais, deve-se definir a seguinte aproximagé&o:

M.. _ Mii(s+1) Mii(s) (7.67)

Reescrevendo a expressao (5.27) para placas, vem:

D.D. ~m . yD,.
Mij :mcilj (W’Im+7w’lm)_mMij (768)

e ve e ve

Substituindo-se (7.67) em (7.68), obtém-se:

M., = %C}”’(Wumﬂ/wum)JrilMi_ , 14 Pe 7
ij(s+1) De+ Dve ) De+ Dve At i( De+ Dve At

(7.69)
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Assim, aplicando-se as curvaturas totais, suas taxas e os valores dos momentos totais
para o passo de tempo anterior em (7.69), encontra-se 0S momentos totais atuais.

Observa-se que nado é possivel se calcular os momentos elésticos e viscosos de forma
direta, como no modelo de Kelvin-Voigt, pois os resultados encontrados sdo as curvaturas
totais e suas taxas, portanto, uma forma de resolver este problema seria escrever um novo
sistema de equagdes, de maneira que fosse possivel obter as curvaturas instantaneas. Deste
modo, se subtrairia das curvaturas totais as instantaneas e se encontraria as elésticas para o
trecho viscoelastico. Entretanto, esta abordagem é computacionalmente dispendiosa e pode-se
contornar esta dificuldade através de um procedimento proposto por MESQUITA & CODA
(2001), onde as tensdes ou 0s momentos, no caso deste trabalho, s&o obtidos pela solugdo de
uma equacdo diferencial. Esta equacdo € obtida ao se escrever a expressao (5.17) para placas,

em forma de taxa, do seguinte modo:

M i? = DveCinmwilvri = l7/Dvec:iljmv.vi;/:1 = % M i\j/ (770)
ou seja,
M) =yM? (7.71)

A equacdo (7.71) expressa uma relagdo entre as taxas dos momentos elasticos e o0s

momentos viscosos. Reescrevendo a expressao (5.22) para placas, vem:

M, =M7 + M/ (7.72)
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Em seguida, aplicando-se (7.71) em (7.72), tem-se a equacao diferencial:

yMI+M? —M, =0 (7.73)

1]
Adotando-se a seguinte aproximacao para as taxas dos momentos elasticos:

e e
M = M”(S*”A; Mya (7.74)

Substituindo (7.74) em (7.73), obtém-se:

d JEVE Y
M i) = (M i T A—t M i].(S)j/(l+ Atj (7.75)

Deste modo, encontra-se a resolugcdo numeérica para a equacdo diferencial (7.73) dos
momentos elasticos. Verifica-se que na expressao (7.75) necessita-se do valor dos momentos
totais que sdo calculados por (7.69) e, assim, encontrados 0os momentos totais e o0s elasticos,
pode-se obter os momentos viscosos aplicando-se a relacao (7.72).

Para se calcular os esforcos cortantes totais, deve-se substituir (7.68) em (2.21), dessa

forma, tem-se:

— DeDve f Q/Dve A
qﬂ ——m(w,kkﬂ +]/W,kkﬂ)—mqﬂ (7.76)
Adotando-se a seguinte aproximacao:
. q sil) q s
q,= A ) (7.77)

At

Em seguida, aplicando (7.77) em (7.76), vem:



Cap. 7 — Formulagdes do MEC para Placas Viscoel asticas com Representacdo no Contorno 205

g =[PPy e Ou g V1. D v
pea) = Tp p Ve T e )Ty gy A e D, + D, At
(7.78)

Dessa forma, substituindo-se as derivadas das curvaturas totais, suas taxas e os valores
dos esforgos cortantes totais para o passo de tempo anterior em (7.78), encontra-se os esforcos

cortantes totais atuais. Todos os passos que foram descritos para a integragdo temporal

numérica estdo esquematizados na Figura 7.17, onde Y sdo os valores de contorno prescritos.

U,=0,R,=0,w,=0,w,,=0,w,,,=0T,=0 M, =0, Mu »=0€q,,=
I
_ troca _
H=0G
v
o To[Petle 7\ L E_ PRy Y Gp LT |s| B=GY+T+E
D,  At) Y At 9 At AL :
|
v
- _ > — 5 > _ (7 55) o _ (7.56) _ o _ (7 57) —
HX =B (5+1)e (s+1) U(s+1) =U F?sa—l) = P -I-(s+1) =T
|
S v
5 _ _ _ —_ = = (7.66) (7.63) .
% U(s+1) g P(S+l) ’-r(s+1) U P ’T ’vv(s) 2 W’ii(s)ew’kkﬂ(s) :> Vv(s+1) U W’ij(s+1) eW’kkﬂ(s+1) i W’ij(5+1) :> W"J
|
Cgl v
2 (7.64) o (7.69) g 0
_>
Waigpsry) = Whias Wosiay Wo € My g = M, () Mie s Mig = My
|
v
VM M@ N (7.78)
i(s+) i(s+1) i(s+1) W’kkﬂ(s+1)’W’kkﬂ € qﬂ(s) - qﬂ(s+1)
|
v
U (s) U(m) ) P(s) Ffm) ’-r(s) T(su) W) = Wiy s Whii) = Waiey 0

L _ eI _ A€
W’kkB(S)_ W’kk/:(sn) J Mij(s) - M j(s+1) M MU s+1) e q/;

(s) — qﬂ(s+l)

Figura 7.17 — Processo de calculo ao longo do tempo
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7.3.4 Exemplos Numéricos

Neste item, a formulacdo desenvolvida para a analise viscoelastica de placas pelo
modelo de Boltzmann com representacdo no contorno é aplicada em alguns exemplos, 0s

quais utilizam os mesmos valores apresentados no item 7.2.4.

7.3.4.1 Exemplo 1

Considere a placa quadrada com dois lados opostos apoiados e engastada nos outros
dois, com um carregamento uniformemente distribuido, analisada no item 6.3.5.1. A
geometria e a discretizacdo, na qual sdo utilizados 24 elementos iguais, estdo expostas na
Figura 7.2, e os dados utilizados sdo os mesmos do item citado anteriormente.

Os resultados para os deslocamentos w ao longo do tempo no ponto A sédo
apresentados na Figura 7.18, os das curvaturas w,;1 € W, na Figura 7.19 e para 0s momentos

M1 e My, nas Figuras 7.20 e 7.21, respectivamente.

0,0100

0,0090 -
0,0080 -
0,0070 -
0,0060 A

0,0050

0,0040 -

Deslocamento (m)

0,0030 -
0,0020 -

0,0010

0,0000

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
Tempo (dias)
Figura 7.18 — Deslocamento w do ponto A ao longo do tempo
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Curvaturas

-0,0020

-0,0040

-0,0060

-0,0080

-0,0100

-0,0120

-0,0140

-0,0160

-0,0180

Momentos

Momentos
Lo
n

0,0000

Tempo (dias)
Figura 7.19 — Curvaturas w,1; € W, do ponto A ao longo do tempo

2,5

15

0,5

Tempo (dias)
Figuras 7.20 — Momentos My; do ponto A ao longo do tempo

3,5

Tempo (dias)
Figuras 7.21 — Momentos My, do ponto A ao longo do tempo
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Confirma-se, através das Figuras 7.18 e 7.19, a deformacdo elastica inicial instantanea
e, em seguida, a deformacéo viscoelastica, caracteristicas do modelo de Boltzmann. Verifica-
se, pelas Figuras 7.20 e 7.21, a transferéncia da tenséo presente no amortecedor para a mola,
sendo o primeiro representado pelo momento viscoso e o segundo pelo momento elastico para
0 trecho viscoelastico, e que a soma desses momentos gera o total, que € igual ao momento
elastico gerado pela mola responsavel pelo comportamento instantaneo. Nota-se, também, que

os valores obtidos sdo praticamente idénticos aos apresentados no item 6.3.5.1.

7.3.4.2 Exemplo 2

Este € 0 mesmo exemplo apresentado no item 6.3.5.2, onde tem-se uma placa
guadrada engastada em dois lados adjacentes e livre nos outros dois, com um carregamento
uniformemente distribuido (Figura 7.7). A discretizacdo e os dados utilizados sdo 0s mesmos
do exemplo anterior, entretanto, primeiramente, ocorrera a variacdo dos valores de At para
que seja realizado um estudo de convergéncia. Dessa forma, através das Figuras 7.22 e 7.23,
respectivamente, pode ser analisada a varia¢do do tamanho do passo de tempo adotado para o

calculo do deslocamento w no ponto 5 e da curvatura w,;; em 10.

0,0900

0,0800 A e

0,0700 A
4

0,0600 A

0,0500 A

0,0400 A

Deslocamento (m)

0,0300

— At=01 At=2,0
0,0200 At=05 —— At=50
— At=10 —— At=10,0

0,0100 A

0,0000 T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Tempo (dias)
Figura 7.22 — Deslocamento w no ponto 5 para diversos At
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Curvaturas

0,0000

-0,0005

— At=0,1 —— At=20
-0,0010 —— At=0,5 — At=50
— At=10 —— At=10,0

-0,0015

-0,0020

-0,0025

-0,0030

-0,0035
Tempo (dias)
Figura 7.23 — Curvatura w,;; no ponto 10 para diversos At

Como pode ser observado, os resultados sdo bastante precisos até mesmo para grandes

passos de tempo, porém, nestes casos, perde-se a no¢do dos valores instantaneos, pois o

primeiro At é muito distante do tempo t = 0. Nota-se, também, que os resultados convergem

para o mesmo valor final para qualquer At adotado.

Agora, é apresentado o comportamento da curvatura w,;; No ponto 7, para um At =

0,1, em uma situacdo mais geral de carregamento, onde a estrutura recebe a carga de 10 kN

até os 50 dias, quando esta é removida (Figura 7.24).

Curvaturas

0,0140

0,0120

0,0100

0,0080

0,0060

0,0040

0,0020

0,0000

0 20 40 60 80 100
Tempo (dias)

Figura 7.24 — Curvatura w,;; no ponto 7 com descarregamento
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Percebe-se que quando a carregamento € retirado, ocorre o0 retorno instantaneo da
curvatura do tempo t = O devido ao trecho elastico do modelo reoldgico e, em seguida,

acontece uma regressao viscosa da curvatura até zero, ocasionada pelo trecho viscoelastico.

7.3.4.3 Exemplo 3

Considere uma placa retangular engastada nos quatro lados e submetida a um
carregamento linearmente distribuido (Figura 7.10). Neste exemplo sdo utilizados os mesmos
dados apresentados no item 6.3.5.3, sendo, primeiramente, realizado um estudo de
convergéncia de alguns resultados no ponto A para trés discretizac6es diferentes, com 12, 24
e 48 elementos, respectivamente, conforme a Figura 7.11. Assim, a curvatura w,,,, para cada
discretizacdo, e 0s momentos My, para as discretizagdes 1 e 3, podem ser analisados através

das Figuras 7.25 e 7.26.

0,0000 T T T T T T T T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

-0,0020

__ disc.1
disc.2

-0,0040 - .
— disc.3

-0,0060

-0,0080 \

-0,0100 4 \\

-0,0120

Curvaturas

Tempo (dias)
Figura 7.25 — Curvatura w,,, para as trés discretizaces
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18
1,6
1,4 1 -
— M, disc.l
124 — M, disc.l
.1 — M, d!sc.l
g — M, disc.3
g 087 M, disc.3
o .
= 06 My, disc.3
0,4
0,2
0 T T . - - o —
20 40 60 80 100 120 140 160
-0,2

Tempo (dias)
Figura 7.26 — Momentos M,; para as discretizacbes 1 e 3

Nota-se que os valores obtidos para as trés discretizagdes séo praticamente idénticos,
pois os resultados estdo sobrepostos nas figuras, portanto, verifica-se que mesmo em

discretizacBes pobres, se obtém resultados satisfatorios para esta formulacao.

Agora, é realizado um estudo comparativo entre os resultados para a formulagdo com
representacdo no dominio e a com representacdo no contorno. Sendo assim, é adotada a
dicretizacdo 4, utilizada no item 6.3.5.3, para formulagdo no dominio e a 3 para a formulacéo
no contorno, usada neste item. O deslocamento w, a curvatura w,;; € 0S momentos My, no

ponto A, para as duas formulac@es, podem ser analisados através das Figuras 7.27 a 7.29.

0,0007

0,0006

0,0005 -
cont.

0,0004 - — dom.

0,0003 1

Deslocamento (m)

0,0002

0,0001 1

0,0000

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
Tempo (dias)
Figura 7.27 - Deslocamento w para as duas formulacGes
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0,0000
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160
-0,0002 -
-0,0004 L
cont.
8 — dom.
>
& -0,0006 A
2
3 [\
© \
-0,0008 - \
-0,0010 4 R
-0,0012
Tempo (dias)
Figura 7.28 - Curvatura w,; para as duas formulagdes
18
1,6 |
1,4 4
| —— M. dom.
124 22
21 — M, dom.
g 17 L — M, dom.
£ —— M.cont.
< 0,84 2
§ \ M, cont.
=
0,6 MY, cont.
22
0,4 4
0,2 1
0 . . - ; . —
20 40 60 80 100 120 140 160
-0,2

Tempo (dias)

Figura 7.29 - Momentos My, para as duas formulacdes
Observa-se que os resultados para as duas formulagbes se comportam de forma
semelhante ao longo do tempo e convergem praticamente para 0 mesmo valor final,
ocorrendo somente pequenas divergéncias, causadas pela falta de uma maior quantidade de
células internas na discretizacdo 4, conforme exposto no item 6.3.5.3. Dessa forma, mesmo
ndo sendo encontrado um exemplo analitico na literatura para se realizar um estudo
comparativo, é possivel verificar que ambas as formulacdes fornecem resultados validos para

a analise de placas viscoelasticas pelo modelo de Boltzmann.
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8. SISTEMA LINEAR SUAVE — MINIMOS QUADRADOS

8.1 INTRODUCAO

Respostas obtidas pelo método dos elementos de contorno podem apresentar
oscilacbes quando existem descontinuidades em certas condi¢des de contorno ou ocorrendo
grandes diferencas de modulo de elasticidade ao longo de interfaces de sub-regides ou em
acoplamento MEC/MEF. Para se evitar estas oscilagfes dos resultados, sem que se aumente
excessivamente a discretizacao, escreve-se um numero maior de equacdes algébricas para o
mesmo problema e, em seguida, aplica-se 0 método dos minimos quadrados, dessa forma,
suavizando o sistema linear. Nesta técnica, também, se obtém resultados que representam
melhor o problema analisado, pois sdo usadas mais equacdes algébricas para se encontrar 0s
resultados, sem que seja necessario se aumentar a discretizacao.

Neste trabalho é adotada a técnica dos minimos quadrados por sub-regido, sendo esta
aplicada somente nas formulagdes para Kelvin-Voigt e Boltzmann com representacdo no

contorno, por apresentarem uma maior eficiéncia na obtencéo dos resultados.
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8.2 CONCEITUACAO BASICA SOBRE O METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Considere uma funcao f aproximada por uma funcdo g de uma familia G, existe um

erro na aproximacdo denominado residuo, expresso por:

r(x)=f(x)—g(x) (8.1)

Encontrando-se Zr(x) =0, provavelmente, se teria uma aproximagéo correta para
X
f, entretanto, se existirem erros positivos e negativos com valores iguais ao aplicarmos a

equacdo (8.1), ndo se terd uma boa aproximacao e a condicéo Zr(x) =0 estara satisfeita.

Portanto, utilizando somente o valor absoluto dos residuos e exigindo que Z‘r(x)‘ =0 seja

minimo, se tem uma Gtima aproximacdo, mas obter o minimo desta funcdo gera complicacGes

matematicas. Uma outra condicdo que possui um tratamento matematico mais simples é exigir
que Zrz (X) = 0'seja minimo. O método para aproximar uma funcdo f por uma g, usando
X

este ultimo critério é denominado método dos minimos quadrados.

8.3 APLICACAO DO METODO DOS MINIMOS QUADRADOS

Para suavizar o sistema linear com a aplicacdo dos minimos quadrados,
primeiramente, deve-se escrever um numero maior de equacgdes algébricas para um mesmo
problema, para isso, adicionam-se mais pontos fontes na discretizacdo. Deste modo, nos

elementos escolhidos para possuir nés adicionais sdo posicionados dois pontos fontes novos,
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que estardo localizados, respectivamente, entre o no inicial e intermediario e entre este e 0
final, sendo, no caso da existéncia de n6 duplo, posicionados entre este e o intermediario,
conforme a Figura 8.1, onde se tem uma placa discretizada em 14 elementos que apresenta
descontinuidade das condigdes de contorno no meio de sua borda superior e inferior, sendo

posicionados nés adicionais nos elementos em torno desta descontinuidade.

-o [
© ®
) [ =

Figura 8.1 — Posicionamento dos nds adicionais em vermelho

Escrevendo-se as equacdes algébricas para os pontos fontes adicionais, 0s sistemas de

equacOes para a formulacdo de Kelvin-Voigt e Boltzmann podem ser expressos da seguinte

forma:
I-_IU+7/I:IJ:GI5+'T (8.2)
AU +7HU = 22 PGP 4GB 4+ 2 2T o 3

onde:
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H e G so de ordem (2Nn + 2Neg) X 2Np;

T tem ordem 2Np, + 2Ngg ;

T tem ordem 2N;, + 2Neg ;

U, P, U e P possuem 2N, elementos e sdo os mesmos do problema original;
N, corresponde ao nimero de nds do problema;

Neg € 0 NUMero de elementos que possuem nos adicionais.

Segundo VOLTERRA (1956), a solugdo de um sistema de equac¢des pelo método dos

minimos quadrados, dado por:
[A]rm{X}nz{B}m ,ondem>n (8.4)
Equivale a resolver o seguinte sistema de equacdes:
[A] [A]{X}=[A] {B} (85)
Assim, os sistemas (8.2) e (8.3) podem ser reescritos da seguinte maneira:

H'HU +yH"HU =H'GP + H'T (8.6)

ATAU + yAAU = 2= Pegrap 4 yATeP + 2 Pegrr oA
Dve Dve (87)

onde:
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H' ¢ atransposta de H, sendo de ordem 2N, X (2N, + 2Neq).

Em seguida, aplicando-se as integracOes temporais numericas em (8.6) e (8.7),

apresentadas nos itens 7.2.3 e 7.3.3, encontram-se sistemas semelhantes a (8.5).

8.4 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste item, a técnica para suavizagdo do sistema linear aplicada nas formulagdes de
Kelvin-Voigt e Boltzmann com representagdo no contorno para placas viscoelasticas €
apresentada em alguns exemplos, sendo o valor da variavel y dos afastamentos dos pontos
fora do dominio, equacao (4.29), definida igual a 0,5, para os nos duplos, admite-se o valor de
o, expressdo (4.30), como sendo igual a 0,1665. Com relacdo a integracdo numérica, sdo
utilizados 15 pontos de Gauss e para a constante n, encontrada nas equacdes (4.50) e (4.51), é

adotado o valor de 20.

8.4.1 Exemplo 1

Considere uma placa retangular com dois lados opostos livres e engastada nos outros

dois, com um carregamento uniformemente distribuido (Figura 8.2).

10kN

10kN

) a )

4 7
Figura 8.2 - Placa retangular com dois lados opostos livres e
engastada nos outros dois
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Para este problema, adotam-se os seguintes dados:

e Propriedades fisicas (formulacéo de Kelvin-Voigt)
E=2,5x10'kN /m’
v=0,3

y =7,14285 dias

e Propriedades fisicas (formulacdo de Boltzmann)
E.=1,25x10"kN /m’

E, =2,5X10'kN/m’

v=0,3

y =7,14285 dias

e Carregamento
g =10kN

e Geometria
a=2m
b=1m
t=0,06

e Parametros de analise
At =0,1 dias
interagdes = 1000

A discretizacdo foi realizada de duas formas diferentes, sendo utilizados 24 elementos

e 52 nds na primeira e 192 elementos e 388 nds na segunda, conforme Figura 8.3.

L L L L L L L L L L L L L L L L L L L]

LLLLLLLLLL L L L]

T T T T T T T I R R A R R N RN
Discretizacdo 1 Discretizacédo 2

Figura 8.3 — DiscretizacGes para a placa retangular

Os deslocamentos na borda inferior da placa para ambos os modelos reologicos,

considerando a discretizacdo 1 com a aplicacdo da técnica dos minimos quadrados e nds
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adicionais em todos os elementos e as discretizacdes 1 e 2 sem a técnica, estdo expostos nas

Figuras 8.4 e 8.5.

0,0010

0,0009 — disc.1 ¢/ mq
— disc.1s/ mq
— disc.2s/mq

0,0008
0,0007
0,0006
0,0005

0,0004

Deslocamento (m)

0,0003
0,0002

0,0001

0,0000
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00
Coordenada

Figura 8.4 — Deslocamentos na borda inferior da placa para 0 modelo de Kelvin-

Voigt
0,0030
— disc.1 ¢/ mq
0,0025 — disc.1s/mq
— disc.2s/ mq
E 00020
o
5
£ 0,0015
[
(8]
o
@
3]
QO 0,0010
0,0005
0,0000
000 025 050 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

Coordenada
Figura 8.5 — Deslocamentos na borda inferior da placa para o modelo de Boltzmann

Neste caso, verifica-se que a técnica ndo tem muita influéncia para os deslocamentos,
pois a dicretizacdo em 24 elementos ja apresenta um resultado satisfatorio em comparacao aos

valores obtidos através da rica discretizacdo em 192 elementos, que possui 0s resultados mais
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corretos. Portanto, a técnica somente proporcionou uma convergéncia um pouco melhor para
os resultados da discretizagéo 1.

As derivadas dos deslocamentos em relagdo a normal ou as rotagdes normais da borda
inferior da placa para ambos 0s modelos reol6gicos podem ser analisadas através das Figuras
8.6 e 8.7, considerando novamente a discretizacdo 1 com a aplicacdo da técnica dos minimos

quadrados e nds adicionais em todos os elementos e as discretizages 1 e 2 sem a técnica.

0,0005
— disc.1c/mq
0,0004 — disc.1s/ mq
— disc.2s/ mq
0,0003
T 0,0002
£
o
e
o 0,0001
us
O
8
& 0,0000
0,
-0,0001
-0,0002
-0,0003
Coordenada
Figura 8.6 — Rotagdes normais na borda inferior da placa para o modelo de
Kelvin-Voigt
0,0015
— disc.1 ¢/ mq
— disc.1s/mq
0,0010 — disc.2s/ mq
T
£ 0,0005
5
el
Q
(T
O
[
50,0000
@

0,

-0,0005

-0,0010

Coordenada

Figura 8.7 — RotagBes normais na borda inferior da placa para o modelo de
Boltzmann
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Observa-se que para as rotacbes normais, a discretizacdo 1 apresenta grandes
oscilagbes quando é empregada a técnica dos minimos quadrados, sendo obtidos os melhores

resultados através da discretizacdo 2, sem a utilizacdo da técnica.

8.4.2 Exemplo 2

Neste exemplo tem-se uma placa retangular com dois lados parcialmente apoiados, um
totalmente apoiado e o outro livre, com um carregamento uniformemente distribuido (Figura
8.8).

10kN
—
N— va
X1
Z
b \VXZ é
N—
|, al4 | 3al4 L

Figura 8.8 - Placa retangular com dois lados parcialmente
apoiados, um totalmente apoiado e o outro livre
Os dados sdo os mesmos utilizados no exemplo anterior e a discretizacdo foi realizada
de duas formas diferentes, sendo utilizados 24 elementos e 54 nds na primeira e 192
elementos e 390 nos na segunda, se diferenciando das discretiza¢cBes do exemplo anterior pela
existéncia de nds duplo nos pontos de descontinuidade das bordas inferior e superior (Figura
8.9).

Iy 4 4 4 Iy 4 L L L L L L L L

LU L L
TTTTTTTTITTTTTITT T T TTTT

T T T T T T T T T T T e T e e e e T T T e T T e T T T
Discretizagéo 1 Discretizagéo 2

Figura 8.9 — Discretizacdes para a placa retangular
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Os deslocamentos na borda inferior da placa para ambas as formulagGes,

considerando-se as discretizacdes 1 e 2 com a aplicacdo da técnica dos minimos quadrados e

nos adicionais em todos os elementos e, em seguida, sem a técnica, podem ser analisados nas

Figuras 8.10 e 8.11.
0,0250
0,0200
— 0,0150
£
e
5]
£ 0,0100
S
% ___ disc.1 ¢/ mq
O 0,0050 — disc.1s/mg
disc.2 ¢/ mq
— disc.2s/mq
0,0000
0,
-0,0050

Deslocamento (m)

Coordenada

Figura 8.10 — Deslocamentos na borda inferior da placa para o modelo de Kelvin-
Voigt

0,0700
0,0600
0,0500
0,0400

0,0300

0,0200 — disc.1 ¢/ mq
— disc.1s/ mq

0,0100 disc.2 ¢/ mq
— disc.2 s/ mq

0,0000
0,

-0,0100

Coordenada

Figura 8.11 — Deslocamentos na borda inferior da placa para o modelo de
Boltzmann

Neste exemplo é possivel notar pelas figuras a influéncia dos minimos quadrados na

melhora dos resultados para os deslocamentos, pois se verifica que os valores obtidos para a
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discretizacdo 1 com uso da técnica estdo mais proximos dos encontrados com a discretizacdo
2. Nota-se, também, que o0 uso da técnica na discretizacdo 2 ndo gerou grandes alteracdes
devido aos 6timos resultados obtidos ao se utilizar apenas esta discretizacdo sem nds
adicionais, assim sendo, somente proporcionou uma convergéncia um pouco melhor para os
resultados.

As rotacdes normais na borda inferior da placa para ambos os modelos reoldgicos
podem ser analisadas através das Figuras 8.12 e 8.13, considerando-se as mesmas condicdes

para as discretizacdes.

0,0020

0,0000 - T T T T
0,p0 0,50 0,75 1,00 1,25

-0,0020 A

-0,0040 -

-0,0060 A

Rotacdo normal

-0,0080 __ disc.1c/mql |
\/ — disc.1s/ mq
disc.2 ¢/ mq
— disc.2s/mq
-0,0120 |
Coordenada

-0,0100 -

Figura 8.12 — Rotagfes normais na borda inferior da placa para o modelo de
Kelvin-Voigt

0,0050

0,0000 T T T T T T T
0,p0 ,25 0,50 0,75 1,00 1,25

-0,0050 -

-0,0100 -

-0,0150

-0,0200 \ W
-0,0250 - \/\/ _ disc.lc/mg

Rotac&o normal

— disc.1s/ mq

-0,0300 disc.2 ¢/ mqf]
— disc.2 s/ mq

-0,0350

Coordenada

Figura 8.13 — Rota¢des normais na borda inferior da placa para o modelo de
Boltzmann
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Verifica-

grandes oscilagdes nas rotagdes normais, sendo obtidos os melhores resultados quando nao se

usa 0s minimos

mesmo comportamento com relacdo ao uso da técnica, conforme pode se observado nas

Figuras 8.14e 8

Cort. equivalente

-30000,00

-40000,00

-10000,00

-20000,00

se que a utilizacdo da técnica na discretizacdo 1 e principalmente na 2, geram

quadrados. Os resultados para as forgas cortantes equivalentes apresentam o

15.

30000,00
20000,00

10000,00

— disc.1 ¢/ mq
— disc.1 s/ mq

-50000,00 disc.2 ¢/ mq

-60000,00

Cort. equivalente

— disc.2s/ mq

Coordenada

Figura 8.14 — Forgas cortantes equivalentes na borda inferior da placa para o
modelo de Kelvin-Voigt

30000,00
20000,00
10000,00
0,00

0,
-10000,00

-20000,00

-30000,00

— disc.1 ¢/ mq
— disc.1 s/ mq

disc.2 ¢/ mq
— disc.2 s/ mq

-40000,00

-50000,00

-60000,00
Coordenada

Figura 8.15 — Forgas cortantes equivalentes na borda inferior da placa para o
modelo de Boltzmann
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Portanto, observa-se que a técnica dos minimos quadrados ou suavizacdo do sistema
linear proporciona bons resultados para os deslocamentos, ao contrario do que ocorre com as
demais varidveis de contorno, que apresentam grandes oscilacGes nos resultados quando se
utiliza a técnica. Estas oscilacGes obtidas nas demais varidveis de contorno foram inesperadas
e também ocorrem na formulagdo elastica, pois os valores encontrados na formulacdo

viscoelastica sdo os das molas presentes nos modelos reolégicos.
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9. CONCLUSOES

As formulagBes desenvolvidas neste trabalho sdo de grande importancia para a anélise
de placas viscoelasticas através do Método dos Elementos de Contorno, pois na literatura ndo
se encontra facilmente estudos especificos sobre este assunto, tanto que ndo foi possivel se
obter resultados analiticos ou numéricos de outros autores, de modo que fosse possivel
realizar um estudo comparativo.

Neste trabalho adotou-se a abordagem desenvolvida por MESQUITA (2002) para
problemas viscoelasticos, onde os modelos reoldgicos sdo introduzidos adequadamente nas
equacdes integrais, assim, evitaram-se os problemas comuns em formulagGes viscoelésticas
classicas, que sdo matematicamente complexas, dispendiosas computacionalmente ou
simulam somente o modelo de Kelvin-Voigt, desconsiderando o comportamento instantaneo.

As formulacBes para Kelvin-Voigt e Boltzmann com integrais de dominio
apresentaram a grande desvantagem de precisarem da discretizacdo de todo o dominio em
células internas, dessa forma, gerando a necessidade de um grande numero de dados de
entrada. Além disso, se 0 dominio ndo possuisse um grande numero de células internas,
ocorriam distor¢des nos valores obtidos ao longo do tempo, consequentemente, eram gerados

muitos pontos internos novos ao longo da borda da placa para se evitar as singularidades,
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deste modo, o custo computacional para se encontrar respostas precisas tornava-se muito
elevado.

J& as formulacGes com apenas integrais de contorno foram muito mais eficientes e
elegantes, pois permitiram executar analises viscoelasticas discretizando-se apenas o contorno
do corpo, evitando o uso de células internas e singularidades, assim, necessitava-se de poucos
dados de entrada e o custo computacional diminuiu drasticamente. Os resultados obtidos se
apresentaram muito mais estaveis e precisos em relacdo as formulacGes anteriores, até mesmo
em discretizagdes muito pobres. Outra vantagem foi a possibilidade de alteracdo do
carregamento ao longo do tempo para a formulacdo de Boltzmann, deste modo, permitindo

verificar situacGes mais gerais para as placas.

Observou-se que ao se comparar 0s resultados obtidos através das formulagdes com
representacfes viscosas no dominio e no contorno para um mesmo problema, os valores se
comportam de forma semelhante ao longo do tempo e convergem praticamente para 0 mesmo
resultado final. Dessa forma, verificou-se que estas formulagcdes com abordagens diferentes
fornecem resultados similares e validos para a analise de placas viscoelasticas.

Com relacédo a técnica de suavizacgdo aplicada nas formulagdes com representacdes no
contorno, verificaram-se bons resultados para os deslocamentos, pois se obteve valores mais
precisos e menores oscilagbes com discretizagdes mais pobres quando se utilizava a técnica,
ao contréario das demais varidveis do contorno que apresentaram um grande acréscimo nas
oscilacdes. Estas oscilacdes obtidas nas demais variaveis de contorno foram inesperadas e ndo
foi possivel encontrar o0 que as geravam, pois implementou-se esta técnica no final do trabalho
e, assim, nao houve tempo suficiente para realizar uma analise mais aprofundada dos motivos
que ocasionaram este erro. Este problema também ocorrera nas placas elasticas, pois, como
foi exposto neste trabalho, os resultados finais viscoelasticos sdo iguais aos elésticos

encontrados através das molas que compdem os modelos reolégicos.
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Como propostas de futuros trabalhos temos a implementacdo das formulacdes
viscoelasticas para placas 3-D, o estudo de placas viscoelasticas com enrijecedores e

elaboracéo de uma técnica eficiente de suavizagao de sistemas lineares para placas.
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