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RESUMO

MINSKI, R. L. (2008). Aprimoramento de formulacdo de identificacdo e
solucdo do impacto bidimensional entre estrutura e anteparo rigido. Dissertagéo
(Mestrado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, Sdo
Carlos, 2008.

Esta dissertagdo tem como objetivo principal o desenvolvimento de uma formulagéao,
via Método dos Elementos Finitos (MEF), para a identificacdo e solugdo do impacto
n&o linear bidimensional entre estruturas anelares reticuladas e anteparo rigido fixo.
O comportamento dindmico n&o linear geométrico é feito por meio de uma
formulagcdo posicional classificada como Lagrangiana total com cinematica exata.
Utiliza-se o integrador temporal de Newmark modificado para descrever o
comportamento dindmico, de forma a garantir a estabilidade na analise do impacto.
Desenvolveu-se um algoritmo de identificacdo da ocorréncia do impacto, utilizando-
se segmentos auxiliares que definem uma regidao formada por pontos passiveis de
impacto. A solugdo do impacto é feita com um algoritmo de retorno geométrico
segundo superficie curva com aproximagao qualquer para o anteparo rigido,
considerando situagbes com e sem atrito. Faz-se uma comparacao entre a técnica
adotada e a técnica dos multiplicadores de Lagrange e das penalidades, mostrando
a equivaléncia entre as mesmas. Por fim, sdo apresentados exemplos numeéricos
gerais utilizando a técnica desenvolvida, onde se fez um estudo de convergéncia

para discretizagdo geométrica e temporal.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, nao linearidade geométrica,

impacto, controle de posic¢oes.
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ABSTRACT

MINSKI, R. L. (2008). Improvement of formulation of identification and solution of the
bidimensional impact between structure and rigid wall. M. Sc. Dissertation (Mestrado)
— Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos,
2008.

This work has as main goal the development of a formulation, based on the Finite
Element Method (FEM), for the identification and solution of the bidimensional
nonlinear impact between reticulated cyclics structures and fixed rigid wall. The
dynamic geometrically nonlinear behavior is treated with a positional formulation
classified as total Lagrangean with exact kinematics. The time integrator of modified
Newmark is used, to describe the dynamic behavior, to assure the stability in the
analysis of the impact. An algorithm of identification of the occurrence of the impact
was developed, using auxiliary segments that define a region formed for feasible
points of impact. The solution of the impact is made with an algorithm of geometric
return as curve surface with any approach for the rigid wall, considering situations
with and without friction. A comparison between the technique adopted and Lagrange
multipliers and penalty is made. Finally, general numerical examples are presented,

where a study of convergence was made.

Key-Words: Finite Element Method, geometric non linearity, impact, position control.



Xii



Xiii

LISTA DE FIGURAS

Figura 2.1: Mudancga de configuragdo de um corpo qualquer ..............ueceeeeeeeeeeeeennes 20
Figura 2.2: Mudanca de configuragao para distorgao ..........cccoeeeeeeviiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeees 26
Figura 2.3: Configuracéo inicial e final do corpo e resultantes de tenséo ................. 32
Figura 3.1: Elemento de portico parametrizado na configuragéo inicial .................... 43
Figura 3.2: Linha média do elemento na configurag&o inicial..................eeveeeeiieeennnee. 44
Figura 3.3: Elemento de portico parametrizado na configuragao final....................... 47
Figura 3.4: Configuragcdes parametrizadas do mesmo espaco adimensional ........... 48

Figura 3.5: Energia potencial total para um corpo em duas configuragdes distintas. 52

Figura 4.1: Esquema massa suportada por mola com restricdo de deslocamento ...68

Figura 4.2: Configuragao da estrutura no impacto contra anteparo rigido ................ 73
Figura 4.3: Elemento triangular com 10 NOS........ccoovviiiiiiiiiiiieeeie e, 74
Figura 4.4: Modelo de identificagdo do impacto com trés trajetorias distintas........... 76
Figura 4.5: Possivel problema na identificagdo do impacto ...........ccoeeevviiiiiiiieiennnns 76
Figura 4.6: Modelo do procedimento alternativo para identificagdo do impacto........ 77
Figura 4.7: Dados pertinentes a analise do ponto de retorno..........cccccoooevviiiieeennnnnn. 79
Figura 4.8: Casos especiais de determinag&o do ponto de retorno ...............c.......... 83

Figura 4.9: Regides de estabilidade para as constantes de integracdo de Newmark85

Figura 4.10: Problema unidirecional com restriGao .............cceeieiiiiiiiiiiiiiccee e, 87
Figura 4.11: Problema unidirecional com restricao- Método posicional .................... 93
Figura 5.1: Dados de entrada do problema.................euiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeee 97
Figura 5.2: Configuragbes anelares para certos passos de tempo (sem atrito) ........ 98
Figura 5.3: Configuragbes anelares para certos passos de tempo (com atrito) ........ 98
Figura 5.4: Respostas de WRIGGERS (1990). Sem atrito (a) e com atrito (b).......... 99
Figura 5.5: Respostas de GRECO (2004). Casos: sem atrito (a) e com atrito (b)... 100
Figura 5.6: Convergéncia por discretizagdo temporal para o caso sem atrito......... 101
Figura 5.7: Convergéncia por discretizagdo temporal para o caso com atrito......... 101
Figura 5.8: Convergéncia por discretizacdo geométrica: caso sem atrito ............... 102
Figura 5.9: Convergéncia por discretizacdo geométrica: caso com atrito ............... 103

Figura 5.10: Configuragbes anelares para certos passos de tempo (sem atrito) .... 103

Figura 5.11: Configuragdes anelares para certos passos de tempo (com atrito) .... 104



Xiv

Figura 5.12: Configuragcdes anelares para certos passos de tempo (com atrito )... 105
Figura 5.13: Dados de entrada do problema .............ccccooiiiiiiiiiii e, 106
Figura 5.14: Configuragdes anelares para certos passos de tempo (sem atrito).... 107

Figura 5.15: Configuragdes anelares para certos passos de tempo (com atrito).... 108

Figura 5.16: Dados de entrada do problema ...............cccooeiiiiiiiiiiiiicieee e, 108
Figura 5.17: Configuragdes anelares para o caso de anteparo seccionado........... 109
Figura 5.18: Dados de entrada do problema ... 110

Figura 5.19: Configuragbes anelares obtidas no caso de anteparo seccionado em

duas partes iguais com elementos curvos em uma e elementos retos em outra.... 110

Figura 5.20: Dados de entrada do problema .............ccccooiiiiiii i, 112
Figura 5.21: Configuragbes anelares obtidas para o caso sem atrito..................... 112
Figura 5.22: Configuragdes anelares obtidas para o caso com atrito.................... 113
Figura 5.23: Relagao entre a posicdo X eotempoparaond 1.........ccoeevvvvvvnnnnnnnn.. 113

Figura 5.24: Relacéo entre a posicao Y e otempoparaond 1.......cccceeevvveeeennnnnnn. 114



LISTA DE SIMBOLOS

E

B
r,v
B,, P,
B,P
t

At

X, Xy, X
Y. Yo, Y
f,f,
fo, f,
R

R
Y.y
Y.y
Grad
A
Ags A
J

C

D

I

E

AI
u,v

Espaco Euclediano

Regido do espaco Euclediano

Configuragdes inicial e final

Configuragdes de um corpo qualquer na configuragao inicial
Configuragdes de um corpo qualquer na configuragao final
tempo

Intervalo de tempo

Pontos de um corpo na configuragao inicial
Pontos de um corpo na configuragao final
Fungdo mudanga de configuragéo
Fungdes mapeamento

Intervalo de tempo

Espaco dos reais

Velocidade

Aceleragao

Gradiente

Gradiente da fungdo mudancga de configuragéo
Gradientes das fungbes mapeamento
Jacobiano

Tensor de Cauchy-Green a direita

Tensor de Cauchy-Green a esquerda

Matriz identidade

Tensor de deformacdo de Cauchy-Green
Tensor de deformacgao de Almansi

Versores



XVi

Ay Alongamento relativo (descricdo Lagrangiana)

/1'a Alongamento relativo (descricdo Euleriana)

g Deformagao longitudinal de engenharia (descricdo Lagrangiana)
& Deformacao longitudinal de engenharia (descricdo Euleriana)
Y uu, Distorcao

€y, Deformacao distorcional

m Massa

Lo Densidade de um corpo na configuragao de referéncia

2, Densidade de um corpo na configuragao de atual
dv,,dA, Diferenciais de volume e area na configuragéo referéncia
dv ,dA Diferenciais de volume e area na configuracao atual

div Divergente

L Quantidade de movimento linear

Q Contorno de um corpo qualquer

P, Energia potencial das forgas externas

t, t; Forgas de superficie

b,b” Forgas de corpo

F oo Resultantes de forgas externas (vetor de forgas externas)
M .. Momento das forgas externas

M, Momento angular

n, n, Versores normais

dP, dP, Vetores de forgas resultantes

T Tensor de tensao de Cauchy

S Tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff de 12 espécie

S Tensor de tenséo de Piola-Kirchhoff de 22 espécie

G Tensor de tensdo de Kirchhoff-Treftz

Pext Poténcia mecanica



0.0,

&1

XVii

Energia cinética

Poténcia tensional

Tensor de tenséo

Taxa de deformacéao
Energia de deformacéo total

Energia de deformagao especifica

Forga externa aplicada

Matriz de massa
Poténcia térmica
Taxa de aquecimento

Densidade de fluxo térmico
Energia potencial total

Traco

Altura do elemento

Inclinagao do elemento em relacéo a normal

Funcbes de forma

Energia potencial das forgas externas

Variaveis adimensionais

Valor da variavel adimensional para o ponto de impacto (atrito total)
Valor da variavel adimensional para o ponto com atrito nulo

Valor da variavel adimensional para o ponto com atrito requerido
Delta de Kroenecker

Tensor de constantes elasticas

Coeficiente de Poisson

Vetor de forgas inerciais
Vetor de forcas de amortecimento

Coeficiente de amortecimento



XViii

Qa Energia dissipativa de amortecimento

C, Matriz de amortecimento

Fint) Vetor de forgas internas

Qs. Rg Variaveis do tempo passado

v, P Parametros de integragdo de Newmark

g Vetor de residuos

Vg Gradiente do vetor de residuos (matriz Hessiana)
AY Correcdes

K, U Parametros de penalidade

H Matriz dos gradientes das restricoes

Q Funcgéo penalidade

F Funcgao objetivo

C,q Funcdes restricao

g i Aceleragao da gravidade

Uy Deslocamento

F. Forca de contato

A Multiplicador de Lagrange

L, Funcgédo Lagrangiana

R, Matriz restricao de contato

R Coeficiente de retorno

a Coeficiente angular

b' Coeficiente linear

(O] Equacao de determinagao do ponto de impacto
A, B, Parametros auxiliares para determinacao do ponto de impacto
C..D, Parametros auxiliares para determinacéao do ponto de impacto
m, Ponto de impacto (ponto de retorno com atrito total)

n, Ponto de retorno para atrito nulo



Ponto de retorno entre atrito nulo e total

Area da secao transversal da estrutura anelar

Inércia da secao transversal da estrutura anelar

Velocidade da estrutura anelar

XiX



XX



XXi

SUMARIO
S 11 ] 1Y [ TR v
F = S 3 ¥ N PP vii
LISTA DE FIGURAS ... e iX
LISTA DE SIMBOLOS ...ttt ettt Xi
PR 1 (e o 18 o= o PP 1
1.1 ConSideragies INICIAIS ........ceeeieuuieeeeiie e eaa s 1
1.2 Organizagdo do trabalno .............ooovuiiiiii e 2
1.3 Revisdo BibliografiCa ..........oeuvviiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeee e 4
P2 \Y [=Toz=1 a1 To7= e [o I oo ] o { o T Lo 10U 17
P20 B O 01T o = (o S EEPPRPRIN 17
2.1.1 Movimento de corpos e mudancga de configuragdo...............cceevvvnnenn. 17
2.1.2 Medidas de deformacao .........ccceeeeeiiiiiiiiiiiiee e 21
2.2 LeiS de DAIANGO ... e eneee 28
2.2.1 CONSErvagao d€ MASSA .....uuuuuiieeeeeeieiiiiiniiaaeeeeeeeeeeeeannaaaeeeeeeeenennnnnnnns 28
2.2.2 Balango de quantidade de movimento...........cccccoeviiiiiiiiiiiiieiieeee 29
2.2.2.1 Balango de quantidade de movimento linear ............................ 29
2.2.2.2 Balango de quantidade de movimento angular ......................... 30
2.2.2.3 Tensores de tENSA0 ........cceeevueiiiiiiie e 31
2.2.3 Balango de eNergia.........coouuuiiiiiiiiiie et 35
2.3 Conjugados de tensao € deformagao..........cccooveveiiiiiiiiie i 38

3 Formulagdo nao linear geométrica do Método dos Elementos Finitos Posicional

(MEF = POSICION@I) ... 41
3.1 ConSIideragies iNICIAIS .........uuuieiiiiiiee et e e e 41
3.2 Nao linearidade geomMEtriCa..........cooeiiiiiiiiiiiiic e 42
3.3 Cinematica para um elemento de portico plano .........ccooeeeeiiiiiiiiiiieeee e 43
I 30\ 1=1 (oo [0 o [STK=To) Uo7~ [o RS ERPPRPPR 51
4 Técnicas de impacto/contato entre estruturas planas contra anteparo rigido ........ 63
4.1 ConSIideragies INICIAIS ....uuuieeeeeieiieiiice et e e e e 63
4.2 Método das Penalidades ...........ooouuuuiiiii i 64
4.3 Método dos Multiplicadores de Lagrange ..........ccoooeeeeieiiieeeeeeeieeeeeeeeeeeeeeeen 69

4.4 CoNtrole d€ POSICOES .....ccevvieeeeeie et 72



XXii

4.4.1 Determinagao da ocorréncia de impacto............cceevvieeeeeiiineens 73

4.4.2 Determinagao da posigao de retorno..........ccceeveeeeviiiieeeeeeiiinnnnn, 78

4.5 Parametros de integracao do algoritmo temporal de impacto...................... 84

4.6 JUSHIFICAtIVA ..o 86

5 EXEMPIOS NUMIEBTICOS. ... .coviiiiieeiie e et e e e et e e e e e e e e e et e e e e eaaans 96
5.1 Consideragies INICIAIS .........ccceiiiiiiiiiiiee e e 96

5.2 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido em formade V................ 96

5.3 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido em forma de ampulheta. 105
5.4 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido curvo................cccceeeeens 111
B CONCIUSOES ... ..ttt e e e e e e e e e et e e e e e e e e e e ees b e e e e eeeeeennnes 115

Referencia BibliografiCa...........ooooo oo 118



Introducéo

Capitulo

1.1 Considerag®es iniciais

O grande crescimento no desenvolvimento de novos materiais e técnicas de
manufatura, juntamente com a evolugao generalizada nas aplicagées da engenharia,
se fizeram necessarias para suprir necessidades como, evolugdo tecnoldgica,
padronizacao de novos materiais e custo/tempo na confeccéo de estruturas, que
levam a concepgao de materiais e mecanismos cada vez mais leves e versateis.
Logo, o intuito de conhecer as propriedades e o comportamento mecanico dos
materiais e das estruturas é essencial para criar critérios de segurangca que
garantam a integridade das mesmas, além de garantir a sua qualidade.

Portanto, o conhecimento de conceitos que envolvam n&o linearidade
geométrica, fisica, dindmica, impacto etc., € de grande importadncia no
desenvolvimento cientifico e tecnologico de ferramentas de calculo adequadas,
tentando simular o mais préximo possivel o comportamento real do material e da
estrutura.

Seguindo esta linha de raciocinio, este trabalho tem por objetivo a
implementagdo computacional, com o desenvolvimento de uma formulagdo para

problemas dindmicos de impacto bidirecional entre estrutura e anteparo rigido, tendo



este um grau de aproximagao geométrica qualquer, feita via Método dos Elementos
Finitos (MEF). Foram considerados dois tipos de comportamento nao linear, a ndo
linearidade geométrica, que descreve a influéncia das mudangas de configuragdo no
comportamento da estrutura com a determinacédo do equilibrio da mesma, e a nao
linearidade de contato, responsavel pela caracterizagdo da configuragcdo deformada
do contorno da estrutura apds um contato/impacto.

O tratamento da nao linearidade geométrica da estrutura se dara pelo cédigo
computacional do SET, baseado numa formulagdo posicional (Método dos
Elementos Finitos Posicional — MEF Posicional), desenvolvido em CODA (2003) e
CODA & GRECO (2004) para problemas estaticos, enquanto os problemas
dindmicos terdo embasamento em um algoritmo baseado numa familia de
integradores temporais de Newmark, aplicado em GRECO & CODA (2006).

Finalmente, os problemas de impacto serdo solucionados utilizando-se o
algoritmo de impacto desenvolvido, que consiste na interferéncia direta nas posi¢des
de cada n6 da estrutura que tenha sido identificado como impactante, onde sua
posicao final é definida por um modelo simplificado de atrito de Coulomb, sendo
estes conceitos integrantes dos objetivos gerais na implementacdo do cddigo
computacional.

Por fim todas as implementagdes computacionais provenientes desta
dissertagdo desenvolvidas durante o mestrado foram realizadas em linguagem de

programacgao FORTRAN 6.0.

1.2 Organizacéao do trabalho
Aqui se descreve como esta organizado o trabalho referente aos conteudos

apresentados nos seis capitulos do mesmo. Além da introducdo, que relata a



importancia das formulagdes numéricas para promover aproximagdes que
descrevam o comportamento mecanico das estruturas utilizando a nao linearidade
geométrica, o primeiro capitulo ainda apresenta a revisdo bibliografica que aborda
diferentes formulagdes para resolucdo de problemas ndo lineares dinamicos, feitas
com descricdes referenciais distintas. Este também aborda os métodos de solugao
mais utilizados na abordagem de problemas de contato/impacto.

O segundo capitulo é composto por uma breve revisdo dos conceitos da
mecanica do continuo descrevendo as medidas de deformacéao, funcdo mudanca de
configuracgao, leis de balango e tensores de tensdo, sendo este capitulo essencial
para formulacdo do método dos elementos finitos posicional.

A formulagao posicional ndo linear geométrica para problemas estaticos e
dinamicos, e a estratégia numérica adotada sdo apresentados no capitulo trés. Ja o
quarto capitulo trata de técnicas para solucido de problemas de impacto, onde se
descreve o método das penalidades e o método dos multiplicadores de Lagrange
além do método adotado neste trabalho, ou seja, controle de posi¢des, descrevendo
detalhadamente o algoritmo de detecgdo de impacto e o tratamento dos pontos
impactados segundo superficie curva com aproximagao geométrica qualquer.
Também neste capitulo comenta-se o uso do algoritmo temporal de Newmark em
relacdo a estabilidade do mesmo quanto aos valores adotados para seus
parametros de integracao.

Os exemplos numéricos, advindos da formulacdo adotada, sdo apresentados
no quinto capitulo, onde se fez um estudo de convergéncia para discretizagao
geométrica e para a discretizagao temporal.

Finalmente o dultimo capitulo apresenta as conclusbes e projecdes de

trabalhos futuros.



1.3 Revisao Bibliografica

A nao linearidade é abordada por diversos trabalhos comprometidos em
estudar o comportamento mecanico de um corpo qualquer submetido a diferentes
tipos de solicitagbes. Esta abordagem se faz necessaria em varios campos
cientificos, principalmente na area da Engenharia, por fornecer resultados onde as
aproximacodes lineares ndo sao validas e resultados que descrevem melhor a
realidade do comportamento do corpo, quando a teoria linear € valida. No entanto, a
complexidade apresentada na formulagdo matematica muitas vezes inviabiliza uma
formulagao analitica que descreva o comportamento nao linear geométrico de uma
estrutura, mostrando-se a necessidade de produzir formulacdes numéricas
baseadas em métodos iterativos. Porém, problemas envolvendo corpos com
geometria simples podem ser determinados analiticamente, como visto em
BISSHOPP & DRUCKER (1945) que desenvolveram solugdes para problemas de
vigas engastadas e MATTIASSON (1981) que, para o mesmo problema obteve
respostas utilizando integrais elipticas para quadro articulado e rigido.

Para descrever mudancas sofridas por um corpo qualquer como, por
exemplo, deslocamentos, deformacdes, tensdes etc.,, deve-se conhecer as
configuragbes exibidas por esse em determinado intervalo de tempo.
Consequentemente deve-se adotar uma dada configuragdo como sendo a
referencial e posteriormente mensurar as grandezas inerentes. Portanto, para
resolugcao de problemas envolvendo a nao linearidade geométrica em estruturas,
apresentam-se formulagdes nas quais existem diferencas na descricdo das
coordenadas referenciais.

Uma destas descrigdes é a chamada descrigao Lagrangiana, onde se adota

um referencial fixo no espago para determinar as mudangas de configuragbes



sofridas pelo corpo, tornando as operagées matematicas mais evidentes pelo fato de
ser conhecido o espago em que estas sdo aplicadas. Diferentemente, a descrigao
Euleriana determina as mudangas de configuracdo do corpo com base em um
referencial mével, ou seja, as operagées matematicas sao referenciadas no espago
que o corpo encontra-se em determinado momento.

A descrigdo Lagrangiana pode ser classificada em trés diferentes tipos, que
sao descritos em WONG & TINLOI (1990), e dependem do referencial adotado como
sendo o fixo. Se a referéncia for uma configuragéo fixa durante todo o tempo, ou
seja, a configuragao inicial, entdo a descricdo sera total, ja se esta for atualizada no
inicio de cada incremento de carga ou tempo a descricdo sera denotada por
parcialmente atualizada e caso for atualizada continuamente, ou seja, dentro dos
incrementos de carga ou tempo a descrigao € dita atualizada.

Vale a pena aqui comentar a contribuicdo do departamento de estruturas
(SET) em relagao ao desenvolvimento do Método dos Elementos Finitos Posicional
(MEF-Posicional), cuja formulagao é feita com uma descrigdo Lagrangiana total para
problemas estaticos e dinAmicos com ou sem contato/impacto. Esta formulacao foi
adotada neste trabalho, e detalhes referentes a mesma podem ser encontrados em
CODA (2004), CODA & GRECO (2004), GRECO & CODA (2006).

Podemos citar outras formulag¢des que utilizam a descricdo Lagrangiana total,
como as encontradas nos artigos de MONDKAR & POWELL (1977), SURANA
(1983) e SCHULZ & FILIPPOU (1990). Ja, trabalhos como os de PETERSON &
PETERSSON (1985) e WONG & TINLOI (1990) utilizam a descricdo Lagrangiana
parcialmente atualizada, enquanto que formulacbes que usam a descricao
Lagrangiana atualizada s&o vistas em MEEK & TAN (1984), GADALA et al. (1984),

GHATTASS & ABEL (1987) e GUZELBEY et al. (2005), entre outros.



Em se tratando de formulagdes desenvolvidas por meio da descrigao
Euleriana podem ser citados os artigos de, ORAN & KASSIMALI (1976) e 1ZZUDDIN
& ELNASHAI (1993), além de ser preferencialmente aplicada para aproximagdes
computacionais de dinamica de fluidos.

Trabalhando com os dois tipos de descrigdo (Lagrangiana e Euleriana),
SLONE et al. (2007) desenvolveram um algoritmo alternativo para colisdo com altas
velocidades entre estrutura rigida e projétil.

Como descrito, existem inumeras formulagdes envolvendo a nao linearidade
geométrica, desenvolvidas para diferentes tipos de problemas, dentre os quais se
podem citar o trabalho de RIKS (1979) para problemas de flambagem, que por meio
de um processo incremental buscou identificar os pontos limites (carga e
deslocamento) e pontos de bifurcagdo. Para esta identificagdo, adotou estratégias
numéricas desenvolvidas em RIKS (1972) junto com o classico método de Newton-
Raphson. Alguns outros trabalhos também apresentam inerentes estratégias
numeéricas, como os apresentados em BATOZ & DHATT (1979) e FUJII et al. (1992)
que utilizaram o método do controle de deslocamentos, CRISFIELD (1981) e
SOUZA NETO & FENG (1999) desenvolvido pelo método do controle do
comprimento de arco e YANG & McGUIRE (1985) formulado por meio do método do
controle de trabalho.

Utilizando estratégias de Newton-Raphson, método de deslocamento e
método do comprimento de arco, YANG & SHIEF (1990) apresentaram uma
estratégia unificada para resolugao de problemas estruturais com pontos criticos, o
que facilitou a incorporacgao de diversos métodos numeéricos conhecidos.

Uma outra formulacdo ndo linear de destaque € a formulacdo de cinematica

exata que pode ser encontrada em diversas produgdes, como os artigos de



REISSNER (1973), SIMO et al. (1984) e WRIGGERS & SIMO (1990), sendo estes
baseados na teoria nao linear de vigas de Reissner. Deve-se comentar que a
formulagao aqui utilizada se enquadra nesta categoria.

Em se tratando de formulagdes nao lineares para problemas de
contato/impacto, tem-se como objetivo determinar a configuragéo exibida pelo corpo
ao impactar. Logo, mudangas de configuragdes no contorno de um corpo material
qualquer ao sofrer contato ou impacto sdo objetos de estudo na analise nao-linear
de contato. Este problema de alto grau de complexidade tem uma vasta gama de
métodos numéricos desenvolvidos, que na sua grande maioria sdo baseados no
método dos elementos finitos, e dificilmente sdo gerais, ou seja, sado aplicaveis para
problemas especificos.

No ambito do estudo do comportamento, quanto a existéncia de restricdes de
contato, de problemas dindmicos com impacto, denota-se a grande quantidade de
métodos que podem ser praticamente englobados em dois grandes grupos
principais. O primeiro, € conhecido como o método dos multiplicadores de Lagrange,
sendo este utilizado no desenvolvimento de um grande marco em termos de
métodos numéricos para solucdo de problemas com contato/impacto, que foi o
trabalho de HUGHES et al. (1976), tendo uma significativa contribuicdo na
construcdo de aproximacgdes por meio de elementos finitos nas aplicagcdes de
impacto entre barras chegando até cascas, considerando problemas elasticos sem
atrito.

Sendo também um dos pioneiros em problemas de contato dindmico,
CHAUDHARAY & BATHE (1985) desenvolveram um método de analise de
problemas estaticos bidimensionais com grandes campos de deslocamentos, onde o

tamanho do sistema de equacbes € aumentado com a introdugcdo dos



multiplicadores de Lagrange. Em seguida desenvolveram um método dos
multiplicadores de Lagrange geral para o comportamento de problemas de contato
dindmico ou estatico tridimensional levando em consideragdo o atrito
(CHAUDHARAY & BATHE (1986)). Para tanto, utilizaram uma combinacao entre os
multiplicadores de Lagrange e o algoritmo de integracdo de Newmark com
parametros de integracao diferentes dos conhecidos, obtidos pela regra trapezoidal.
No entanto, quando o tamanho do incremento de tempo se torna pequeno, nota-se a
instabilidade do método para analisar problemas de contato dindmico com forgas
inerciais relativamente elevadas, embora ainda melhor do que a regra trapezoidal
extensamente usada.

Mais recentemente, esforcos eficientes foram feitos para superar esta
fraqueza em diferentes aspectos, como CARPENTER et al. (1991), que combinou o
algoritmo de diferenga central com o multiplicador de Lagrange para obter uma
melhor precisdo na estimativa das forgcas de contato, modificando a equacéo de
equilibrio dindmico, tornando-a singular, de modo que a solugdo desta na forma
iterativa se da pela utilizagdo do algoritmo de Gauss-Seidel. Ja TAYLOR &
PAPADOPOQOULOS (1993) apresentaram uma formulagao variacional, expressando
os multiplicadores de Lagrange em termos de velocidade e aceleragao, combinado
com um eficiente algoritmo de contato. Apesar de o método ser muito eficiente para
a solugao de problemas simples, este apresenta um alto grau de dificuldade ao se
tratar de problemas mais complexos, como problemas de contato dindmico
tridimensional entre corpos com superficies curvas e com atrito.

Como nas ultimas duas referéncias, onde procurou-se reverter a dificuldade
de aplicagdo do método dos multiplicadores de Lagrange no integrador temporal de

Newmark padrao, HU (1997) prop6s uma formulagdo baseada nos multiplicadores



de Lagrange, garantindo a condi¢géo de penetragao nula, combinado com um tipo de
algoritmo de Newmark modificado. Nesta levou-se em conta a influéncia direta
exercida na aceleragcdo, velocidade e deslocamento introduzida pelos
multiplicadores de Lagrange, assumindo-se, para pequenos incrementos de tempo,
que a aceleragdo no passo de tempo futuro pode ser controlada pela forgca de
contato (multiplicador de Lagrange) no tempo atual. Tal influéncia foi considerada
modificando-se a equagdao de equilibrio, produzindo um algoritmo
incondicionalmente estavel que resultou em um método eficiente para a analise
numérica de problemas dindmicos de contato. Por meio deste, pode-se corrigir
problemas de instabilidade no integrador temporal para problemas complexos de
impacto demonstrados na formulagdo de CHAUDHARY & BATHE (1986), ja que
este ndo era provido de algoritmo de amortecimento.

MIYAZAKI & PARK (2006), apresentaram uma nova formulagdo do método
dos elementos finitos para impacto com atrito de corpos elasticos, baseada na
introducdo de uma estrutura de contato que contém a superficie de contato,
utilizando para isto multiplicadores de Lagrange localizados, definidos nos ndés em
contato, considerando-os variaveis independentes.

O segundo grande grupo de métodos € chamado de método das penalidades,
onde as condicdes de contato sdo satisfeitas com a introducdo de parametros de
penalizagdo. GABRIEL et al. (2004) elaborou um algoritmo de contato tridimensional
baseado na pré-discretizacdo do método das penalidades que aumenta a qualidade
da discretizagao de contato por uma superficie de pontos de integracéo de Gauss.

Combinando o método das penalidades com uma formulagdo fraca para

discretizar o contato, WRIGGERS et al. (2001) desenvolveu um plano de



10

discretizacdo de contato para diferentes interpoladores, obtendo assim, campos de
planos normal e tangente para contato com atrito de corpos deformaveis.

Destas duas vertentes de métodos numéricos de solugcao de problemas de
contato/impacto com ou sem atrito, surgiram novas metodologias utilizando
conceitos determinados no método das penalidades e multiplicadores de Lagrange.
Um destes novos métodos seria o “augmented-Lagrangian”, aplicado por
BUSCAGLIA et al. (2001), que assumiu como hipodteses o comportamento elastico
linear e deformacao infinitesimal, definindo por meio destas, uma estimativa de erro
a posteriori para problemas de contato com atrito utilizando o método dos elementos
finitos para solugao aproximada.

Combinando o método das penalidades classico e os multiplicadores de
Lagrange, para interpretar a impenetrabilidade entre dois corpos por meio de um
parametro de controle, WANG et al. (2007) criou um algoritmo para computar a forga
de contato utilizando uma analise explicita, adotando os elementos finitos para
analise numérica. Para isto, a condicdo de penetragdo nula (CPN) e a interacéo
entre pontos de contato da vizinhanga sao consideradas, sendo o algoritmo
totalmente compativel com integracao temporal explicita.

No entanto, ndo existem apenas métodos de solugcdo que envolva
parcialmente ou inteiramente cada algoritmo ou ambos (multiplicador de Lagrange e
penalidade), mas sim outras técnicas que nado os aborda. Um destes é o algoritmo
de contato desenvolvido por FARAHANI et al. (2000), conhecido como “united
element method — UEM”, onde existe uma unido entre o né impactante da estrutura
movel e os elementos da estrutura alvo. O chamado “método dos elementos unidos”
pode ser utilizado para problemas nao lineares estaticos e dindmicos e é baseado

na transformacdo da rigidez e eliminagdo dos graus de liberdade da normal a
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superficie impactada do elemento alvo no ponto impactante, assumindo que a forca
de contato é desenvolvida entre os pontos da estrutura mével e da superficie alvo
que sofreram impacto. O método ¢é considerado de facil implementagao
computacional como mostrado em FARAHANI et al. (2001). Nesta referéncia séo
apresentados detalhes do método numérico (UEM), destacando que a técnica de
solucao nao linear é o Método de Newton-Raphson.

Logo, pelo relatado acima se sabe que a primeira dificuldade no
desenvolvimento de algoritmos para problemas de contato/impacto € determinar a
ocorréncia do mesmo.

Trabalhos precursores no desenvolvimento de algoritmos para a solugao de
problemas de contato foram os de HALLQUIST et al. (1985) e BENSON &
HALLQUIST (1987). A partir destes trabalhos, surgiu a técnica chamada de
algoritmo de superficie unica “slidelines” ou simplesmente de algoritmo de contato
de superficie unica. Neste a penetracdo € detectada entre cada ndé do elemento
movel “slave-node” préximo a superficie do elemento alvo, e por todos os “master-
segments” pertencentes a mesma, associado com um né vizinho adequadamente
proximo.

Podemos categorizar os algoritmos de busca de contato dentro de trés tipos,
dos quais, além da técnica da superficie Unica (“slave-node”) temos a tipo “master-
slave” e a tipo “hierarquia”.

A técnica tipo “master-slave” ou “mestre escravo”, foi utilizada por
HALLQUIST (1979) para analisar respostas estaticas e dindmicas de sdlidos
bidimensionais, enquanto CRISFIELD (2000) utilizou-a juntamente com o “contact
patch test”. Este utilizou o MEF associado com o “contact patch test” para propor

uma nova formulacdo de contato, usando a combinacdo de funcbes de contorno
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quadraticas e lineares. Utilizando a mesma técnica, “master-slave” com a
aproximacgao “node-to-segmento”, CZEKANSKI & MEGUID (2006) criaram uma
formulagdo baseada em inequagdes variaveis para o tratamento dinamico de
problemas de contato elastoplastico, onde a representacdo das condigdes de
contato cinematico é baseada em uma superficie intermediaria, entre as superficies
de contato “slave” e “master”, com normal singular. Para a solugdo do algoritmo
foram usados programacdo matematica e multiplicadores de Lagrange para
identificar uma candidata a superficie de contato e a tensdes de contato. Muitos
trabalhos fazem a utilizagdo da aproximagao conhecida como “node-to-segmento”
entre eles podemos citar ZHONG (1988), NILSSON et al. (1989), ZHONG (1993),
STUPKIEWICZ (2001) e WANG et al. (2001).

Um dos trabalhos recentes envolvendo a técnica “master-slave” foi o
apresentado por WANG et al. (2007), onde o par de contato é definido por um né
“slave” e um elemento “master”. O ponto de contato é definido em um segmento
“master” mais proximo possivel do né “slave” e calculado por meio da minimizagao
de uma funcgao descrita por um vetor posicéo, referenciado a certo espaco, e um
segmento que pode ser descrito por uma representagao paramétrica bilinear.

Por ultimo temos a técnica denotada por tipo “hierarquia”, que pode ser
caracterizada por conceitos de territorio de hierarquia ou conceitos de territério de
contato, vistos em ZHONG & NILSSON (1996). Esta apresenta uma expansao do
territério de hierarquia para reduzir a frequéncia de busca global. Outro conhecido
algoritmo desenvolvido pela mesma técnica € o tipo pinball apresentado em
BELYTSCHKO & NEAL (1991) e BELYTSCHKO & YEH (1993), onde sédo levadas
em conta as areas de influéncia do elemento alvo, que sao circulares ou esféricas,

no entanto estes tipos de algoritmos fornecem resultados nem sempre confiaveis.
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Porém combinando as vantagens da técnica “hierarquia” tipo pinball e a
aproximacao “node-to-segment”, PAPADOULOS & TAYLOR propuseram o algoritmo
de classificagao esférica, aumentando o rigor do mesmo.

Por ser solicitado por acdes que variam com o tempo, o comportamento
dindmico das estruturas € de grande importancia para descrever a configuragao que
um determinado corpo apresenta em um determinado passo de tempo. Portanto, a
utilizacdo de um algoritmo que faga o englobamento de variaveis referentes a um
instante de tempo passado e um instante de tempo atual se faz necessario.

Como o equilibrio dindmico é formado por diferenciais de posi¢cdes e tempo
ha necessidade de utilizar um algoritmo de integragdo temporal, que pode ser
classificado como explicito ou implicito. Segundo BATHE (1996), para um algoritmo
explicito as variaveis futuras dependem apenas das do passado, de modo contrario
um algoritmo implicito leva em consideragao tanto as variaveis do tempo passado
quanto as proprias variaveis do tempo atual.

Trabalhos como os de COOK et al. (1989) e KRYSL & BELYTSCHKO (1998),
utilizaram algoritmos explicitos, denotado de Método das diferengas centrais. Ja
para algoritmos implicitos existe uma infinidade de produg¢des que envolvem na sua
grande maioria a familia de integragcdo Newmark, tanto para uma aceleragao média
quanto linear entre intervalos constantes de tempo. O uso de At constante gera
dificuldades de identificacdo do tempo exato do impacto. Este problema pode ser
resolvido por uma discretizagdo temporal mais refinada ou utilizando algoritmos de
integracdo temporal descontinuos, como os apresentados em HULBERT (1992) e
KARAOGLAN & NOOR (1997), que utilizaram o método de Galerkin com a aplicagao
da técnica dos minimos quadrados, e CHO & KIM (1999) que apresentaram uma

integracao temporal utilizando a técnica de penalizagéo.
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Com a utilizagdo necessaria de um tipo de algoritmo de integragcdo temporal
dentro de algoritmos de impacto, problemas referentes a instabilidade numérica dos
mesmos, principalmente em casos onde é considerado atrito, sdo gerados. Por isto
leis referentes ao atrito devem ser impostas para produgcdo de um algoritmo de
retorno, definindo-se o ponto sobre a superficie de contato que o n6é impactante deve
ser levado. Neste trabalho iremos trabalhar com problemas de impacto contra
anteparo rigido com e sem atrito, utilizando uma técnica abordada em SIMO et al.
(1986) e GRECO (2004), que se baseia numa interpretagdo geomeétrica do modelo
de atrito de Coulomb classico.

Do mesmo modo, CZEKANSKI & MEGUID (2001) assumiram que os efeitos
do atrito sdo governados por uma relagdo do modelo de atrito de Coulomb, que
define as condicdes do mesmo. No entanto, sua formulagao é feita com inequacoes
variacionais para problemas de contato elasto-dindmicos, onde todas as forcas
envolvidas na equacgao de equilibrio, inclusive a forca de atrito, produzem uma taxa
de trabalho virtual. Este apresenta dois algoritmos de solugdo, onde um apresenta
um método iterativo utilizando os multiplicadores de Lagrange, e o outro resolve o
equilibrio diretamente usando um algoritmo de otimizagao nao diferenciavel.

Na formulagéo desenvolvida por MIYASAKI & PARK (2006) a forga de atrito é
definida pela componente tangencial da for¢ca de contato, onde o momento linear é
exatamente conservado enquanto o momento angular é aproximadamente
conservado apresentando um insignificante erro. Outro trabalho, que envolve o
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), foi o apresentado na formulacéo feita por
CHEN et al. (1993), onde utilizaram também uma funcéo de relaxagao viscoelastica.
Ja WRIGGERS et al. (2001) apresentou uma formulagao para corpos deformaveis

em aplicacdes bidimensionais, onde o modelo de atrito € derivado do elemento de
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contato com atrito de Bézier, que apresenta uma interpolagdo cubica (curvas de
Bézier). Anteriormente WRIGGERS et al. (1990) tinha produzido um modelo de atrito
complexo, que considerava a nao linearidade no comportamento da superficie de
contato. Esta técnica era baseada em um modelo de atrito micro-mecénico. Outros
trabalhos apresentam formulacbes nao lineares para o modelo de atrito, como
ODEN & PIRES (1983) que além de nao lineares séo nao locais, ODEN & MARTINS
(1985) com formulag¢des numéricas e SIMO & LAURSEN (1992) que se baseiam no
método dos multiplicadores de Lagrange.

No entanto, varios trabalhos desconsideram a existéncia de atrito na
superficie de contato como os apresentados por SOLBERG & PAPADOPOULOS
(1998) e LANDENBERGER & ELZAFRANY (1999), que utilizaram o método dos
multiplicadores de Lagrange e o método das penalidades, respectivamente.
Também sem considerar o atrito ARMERO & PETOCZ (1998) utilizaram a técnica da
penalizagao visando alcangar a conservacgao da energia total do sistema. Do mesmo
modo HEISTEIN et al. (2000) consideraram a conservagao de energia dos corpos
separadamente, considerando uma formulagdo fraca na regido de contato e forte
para o restante do sistema.

Como citado anteriormente, este trabalho sera destinado a analisar problemas
de impacto contra anteparo rigido com e sem atrito, utilizando uma representacgéao
geométrica do modelo de atrito de Coulomb para tanto, e os parametros de
integracdo modificados de HU (1997) no integrador temporal de Newmark. A
superficie alvo sera curva e modelada por elementos da ordem que se deseje.

Destaca-se que, conforme a revisao apresentada, o conhecimento cientifico

nesta area é muito disperso e a escolha de um determinado método para se aplicar
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€ muito dificil, dando-se, portanto neste trabalho, prioridade ao procedimento
iniciado no trabalho de GRECO (2004) no SET (Departamento de Estruturas).
Pretende-se mostrar, ainda que de forma simplificada, que o método dos
multiplicadores de Lagrange e o das penalidades, podem ser substituidos por
meétodo equivalente e mais simples chamada aqui de controle de posicoes. Neste, a
CPN é aplicado, tal como no método dos multiplicadores de Lagrange, porém as
forgas internas desenvolvidas no corpo sao consideradas (no limite) como as forgas

de contato entre os corpos impactados.



Mecanica do continuo

Capitulo

2.1 Cinemética

Tratando do movimento em si, ou seja, sem cogitar as causas que O
determinam nem a natureza dos objetos animados de movimento, a descrigdo
cinematica tera um carater universal, ndo dependendo de forcas e nem das
substancias constituintes do material, utilizando apenas nogdes primitivas de tempo,
lugar e corpo. Segundo ARIS (1989), os resultados providos do estudo da
cinematica sdo aplicados a todos os materiais e servem de base para construgao
dos resultados da dinamica.

O mapeamento, chamado de configuragdo nos permitira representar uma
particula do corpo por um ponto no espaco pontual euclidiano E , dando assim um
sentido geométrico concreto ao corpo e ao movimento, tendo o tempo como
parametro. Conceitos da fungdo mudanga de configuragdo serdo abordados, ja que

esta é fundamental no estudo da mecéanica do continuo em geral.

2.1.1 Movimento de corpos e mudanca de configuracao

Composto por um conjunto de particulas, o corpo B ocupa varias

configuragbes ao longo do tempo, que podem ser descritas em um espago
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euclidiano E . As particulas do corpo devem ser colocadas em correspondéncia
bijetiva com os pontos de uma regido B € E , para que se possa determinar a
classicamente chamada deformagédo do corpo B de uma configuragcdo até outra,
chamada aqui de fungdo mudanga de configuragdo, por meio de uma descrigéo
referencial. Esta fungdo descreve o movimento do corpo, tendo como parametro o
tempo, ¥ : B — B, e é chamada de configuragdo. O mesmo nome é dado ao seu
valor B=¥ (B), ou seja, regido ocupada pelo corpo em E .

O corpo so6 esta animado de movimento quando a mudanga de configuragao &
relevante, definindo assim uma familia de configuragdes que tem como parametro o
tempo t, num certo intervalo. Ou seja, existem varias configuragbes, como duas
configuragdes quaisquer¥ e I', que o corpo assume ao longo do tempo, que sao
expressas pelas relagdes:

y =¥ (X) X =¥ (y) (2.1)
x=T(X) X =T (x) (2.2)

Estas exprimem as posicdes de X, Y € E ocupadas pelo ponto X € B nas
configuragbes ¥ e I, respectivamente.

A composicdo de E sobre E

f=%or™ '(B) » ¥ (B) (2.3)
€ definida por:

y=f(x) (2.4)
onde Y é a configuragao atual e I' é a configuragao de referéncia.

Logo, o movimento é descrito num intervalo | < R por uma fungéo

f,=BA [ Y, (B), sendo "A” o produto vetorial, onde sua inversa no

mesmo intervalo de tempo | ", fica definida a partir da equacéo (2.4), como:
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y=f,(x)= f(x1) (2.5)

x="f7(y)=f7(y.1) (2.6)

Sendo f de classe Cz, para evitar assim descontinuidades nos campos
associados, segundo COIMBRA (1978) e OGDEN (1984).

De posse das posigdes ocupadas pela particula X € I'(B) no tempo, pode-

se determinar a velocidade e aceleracdo da mesma, denotando a derivada no tempo

por:
.0 d
y= )= f(X.1) (27)
2 d2

Consequente ao movimento ha realizagao de trabalho, no entanto a mudanca
de configuragdo ou mudancga de posi¢cao nao realiza trabalho por si s6, ou seja, em
um sistema de forgcas em equilibrio, onde as resultantes de forcas e momentos sao
nulas, aplicado em um corpo rigido ndo gera trabalho. Diferentemente, um sistema
de forcas aplicadas a um corpo elastico, ha devido a estas, realizacao de trabalho
que deve ser armazenado no proprio corpo, que por sua vez esta associada a
deformacédo do mesmo.

Para se quantificar adequadamente a energia armazenada, denominada
energia de deformacao, é necessario se avaliar a mudanga de configuragao ponto a

ponto do continuo.

Portanto, a funcdo mudanca de configuracdo, Y = f(X), relaciona no

espaco R ", as configuragdes inicial (Bo) e atual (B) do corpo, conforme Figura

2.1.
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» X1

Figura 2.1: Mudancga de configuragao de um corpo qualquer
Para um ponto aleatério X, , expande-se f em série de Taylor na vizinhanca
do mesmo, a qual pode ser escrito como:
y=f(x)= f(x, +Ax)= f(x,)+ Gradf ‘XOAX+OZ (2.9)
ou simplesmente:

y =Y, + Gradf

o AXH 0? (2.10)

O gradiente da fungdo no ponto X, indicara a mudanga de comprimento e

direcdo do vetor infinitesimal OX para uma nova posicdo dy , no ponto Y, da

configuragcédo genérica (atual), obtida aplicando-se o limite na equacao (2.10) quando

AX — 0, tal como:

dy = Gradf

dx (2.11)

Xo

A equacao (2.11) pode ser expressa na forma matricial, trabalhando no

2 ~
espago R “, em fungdo das componentes, como:



21

dy,| [of,/ox, of /ox, | [dx,
dy,| [of,/ox, of,/ox, | |dx, (2.12)
Em notagéo indicial esta expressao fica:

dy, = of, /ox,

. dx (2.13)

O gradiente da fungdo mudanga de configuragédo, agora sera denotado por
um tensor A , que descreve a mudanga de forma do corpo no ponto X, , quando ele
passa da configuragdo de referéncia X para a configuragdo atual (genérica) Y,
ficando a equacéo (2.13) expressa coletivamente por:

dy = A, dx (2.14)
onde:

A, = A=0f Jox,

X

(2.15)

Xo

Pode ser observado que toda a formulacdo esta sendo feita sobre uma
referéncia fixa (configuracdo de referéncia), portanto a descrigéo referencial é dita
Lagrangiana, consequentemente todas as operagdes integrais e diferenciais devem

ser feitas sobre o volume inicial do corpo.

2.1.2 Medidas de deformacéo

Definir medidas de deformagdo como, alongamento, deformacgao e extensao
de uma fibra, além da distor¢cao entre duas fibras quaisquer, sdo imprescindiveis
para a compreensao e fundamentagcdo de uma formulagdo ndo linear geométrica,
como a adotada. Para produzir as expressbdes de deformacdo, chamadas de
medidas de deformacdo né&o linear de engenharia, a qual € encontrada em livros

mais aplicados como CRISFIELD (1991) e BATHE (1982), onde esta é apresentada
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de maneira simplificada, necessita-se conceituar o alongamento relativo, que
também é determinado a partir do gradiente da fungdo mudanga de configuragao.

Antes de apresentar as grandezas de importancia, deve-se notar que uma
fibra (linha material) indicada por um vetor infinitesimal dx # 0 no ponto X, , na
configuragéo inicial, ndo pode ser aniquilado ao mudar de forma para dy em uma
nova posi¢ao, agora no ponto Y, da configuragdo genérica (Figura 2.1).

Desta forma, da equacao (2.14), tem-se:

dy =Adx=#0 V dx %0 (2.16)

Desta expressao é facil concluir que o jacobiano é diferente de zero, ou seja:
J=det( A)=0 (2.17)
Sendo o tensor A nao singular e de posse das propriedades de tensores de

segunda ordem é verificado que:

(ATA)" = ATA=C (2.18)
ou seja, C é simétrico.

Obedecendo a equacgéo (2.16), podemos escrever:

dx.(AT A)dx = (Adx ).(Adx) =dy.dy =dy* >0 (2.19)

Deste modo, C = AT A é um tensor simétrico definido positivo, nomeado
alongamento de Cauchy-Green (COIMBRA (1978)) ou tensor de Cauchy-Green a
direita, por estar relacionado com a configuragdo de referéncia, tendo extrema
importancia em dedugdes na analise ndo linear geométrica de meios continuos.

Sabe-se que a deformacdo longitudinal s6 ocorre se apdés a mudanga de
configuragdo houver alteragdo no comprimento de uma fibra arbitraria dx .
Utilizando a equacao (2.14) encontra-se o comprimento da fibra na configuragao

deformada como:
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y(x+ o) =y = |A dx|" (2.20)
onde ‘ : ‘representa a norma.

Por definicdo, aplicando-se o produto interno tem-se:

dy .dy :‘dy‘2 = (A dx).(Adx)=(Adx).Adx (2.21)
ou seja:

\dy\2 = dx.AT A dx = dx.C dx (2.22)

Logo, uma expressdo que mede a mudanga de comprimento de uma fibra
arbitraria imersa em um continuo, ou seja, que fornece uma quantificagcdo do seu

alongamento é:
dy* —|dx”* = A" Adxdx—1 dxdx=dx(A"A—I)dx=dx(C—1)dx (2.23)

Portanto, a deformacao longitudinal s6 ocorrera se o alongamento de Cauchy-
Green for diferente da identidade, ou seja, uma condigdo necessaria e suficiente de
indeformabilidade de um ponto é:

C=ATA=1 (2.24)
Ou seja, o gradiente de deformagao deve ser um tensor ortogonal, onde:

ATA=AA" =1 edet( A)=1 (2.25)

Conclui-se que, um corpo € indeformado pela fungdo mudanca de
configuragdo se e somente se esta constituir uma rotagdo ou translagado de corpo
rigido, ou mesmo combinacgdo das duas.

Por este motivo a ndo validade da igualdade na equacdo (2.24) em um

determinado ponto, acarreta em uma deformacgao, cuja intensidade € medida, de

certa forma, pelo tensor (A" A — 1), definindo o tensor de deformacdes de Green,

que é uma medida de deformac&o Lagrangiana.
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1 1
E==(C-1)==(ATA-1|
2(C ) 2( ) (2.26)

De maneira similar pode-se definir a medida de deformagdo a partir da
configuragcdo atual (final) do corpo. Para isto se escreve a posicdo de um ponto
nesta configuragdo utilizando uma fungdo inversa do gradiente, fazendo as

operacgoes integrais e diferenciais em relagdo ao volume final do corpo. Portanto, se

dy = A dx  tem-se:

dx = A 'dy (2.27)

sendo:

\dx\z = (A’ldy) . (A’ldy)
x| = ay (&) Aoy ]
\dx\z = dy.(A AT )_1 dy
\dx\2 = dy.D 'dy

(2.28)

onde, D = A AT éo tensor de Cauchy-Green a esquerda, definindo, por exemplo,
uma grandeza de deformacdo Euleriana, chamada de tensor de deformacdo de

Almansi.

1 -1 1 _
A= -(aa)]-1(-p") (2.29)
2 2
Voltando a conceitualizagdo do alongamento relativo tem-se, adotando dois
versores Ue V no sentido de dxe dy respectivamente, entdo utilizando a

equacgao (2.14), se escreve:

dy = A dx
dy| v=A|dx| u

ldy| v |dy| v=A [dx| uT A |dx| u



25

\dy\szv =Au'Au \dx\z

\dy\2 =u'ATAu \dx\z

ur(ATA U = 2, ) (2.30)

sendo 4, (U)o alongamento relativo ou estiramento, dado pela razdo entre o

comprimento final de uma fibra na direcdo de V, na configuracdo atual, e o
comprimento inicial da mesma na direcdo de U, na configuracdo de referéncia.

Logo, se o material constituinte do corpo for indeformavel o seu alongamento relativo
de acordo com as equacdes (2.24) e (2.26)é A, (u) =1.

Com o alongamento relativo pode-se determinar a chamada nos textos
classicos de razdo de extensdo na diregcdao U , e entendida aqui como deformagao

longitudinal de engenharia em relagdo a configuragcao inicial, sendo dada pela

seguinte equacao:
(u)-1 (2.31)

Por sua vez \dy\— ‘dX‘ € chamada de extensdo. Podemos também escrever a

medida de deformag&o em fungédo da configuragao atual, analogamente ao processo

anterior, de modo que o alongamento relativo fica determinado por:

. d 1
A, (V) = % = {v".(oD V) = (0 (2.32)

Logo, a deformacgdo longitudinal de engenharia em relagdo a descrigao

Euleriana fica determinada como:

1

=1—/1a(V)=1—T(U) (2.33)
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Para determinar a expressdo da distorcdo, devemos determinar
primeiramente o angulo de distorcdo formado apdés a mudanga de configuragao.
Para isto, tomam-se dois vetores com diregdes quaisquer (ndo coincidentes), na
configuracéo de referéncia, e os mesmos ocupando novas diregdes na configuragao

final, vistos na Figura 2.2, logo:

du, = |[du,| u, e du, =|du,| u, (2.34)
dv, =|dv,| v, e dv, =|dv,| v, (2.35)
Xz
A

> X

Figura 2.2: Mudanga de configuragao para distorcao

Como o cosseno de um angulo ¢ entre dois versores quaisquer Ue Vé
dado por:

cos( @) = u.v (2.36)

Tem-se entéo para configuragao inicial e final o seguinte:

cos( @) = u,.U, (configuracdo inicial) (2.37)

cos( ) = V,.V, (configuragao final) (2.38)
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Pela equacao (2.14), pode-se escrever um vetor na configuragcao final em

relacdo ao da configuragao inicial como:

v=AUu — (2.39)

Consequentemente a equacéao (2.38) fica definida em fungdo de U; e U,.

|, | dx,|  Au,  Au,
cos(y)=Au Au, = : (2.40)
‘dyl‘ ‘dyz‘ ﬂ“a(ul) ﬂ“a(uz)
concluindo que:
u .(A"Au,)
cos(y) =— : (2.41)

A ()4, (U,)
A diferenca (a —l//) € o0 angulo de distor¢do, que depende apenas da

configuragdo inicial e do alongamento de Cauchy-Green, denotando a

independéncia em relagdo ao movimento de corpo rigido. Por fim, a partir das
equagbes (2.37) e (2.41) vem a definicdo de distorcdo de engenharia 7, ,, , sem
limitacbes impostas a estas quando associada a pequenas deformacdes. Partindo

da idéia de reproduzir deformagdes em diregdes ortogonais, define-se U; e U, como

ortogonais (a = 7r/2), deste modo a distor¢cédo é dada por:

u .(ATAu
VY, = 7/2 -y = /2 - arccos ( 1 Z)J

(2.42)
Aq(Up) A, (Uy)
sendo a deformacéo distorcional dada por:
1
guluz = 57/”1”2 (2.43)
Observa-se na equacado (2.42) que se AT A =1 também ndo ha distorgao,

confirmando as observagoes feitas apos a equacao (2.23).
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2.2 Leis de balango

Tendo uma aplicagao geral em sélidos e fluidos, os balangos de massa, de
quantidade de movimento e de energia, que serao resumidamente apresentados a
seguir, resultam em equacgdes de equilibrio e movimento além de forgcas e tensdes,
que serao escritas em suas representagdes Eulerianas e Lagrangianas. Portanto,
estas sao essenciais para formulagdo numérica de analises dinamicas, ja que a

mesma se fundamenta nestas leis, onde a variavel tempo é indispensavel.

2.2.1 Conservacao de massa

Sendo um corpo B (arbitrario), assume-se a existéncia, sobre este, de uma
funcdo escalar me R ", chamada de massa. A massa de um corpo P < B é
conservada durante um processo fisico, consequentemente é independente do
tempo, ou seja, independe da configuragdo que o corpo venha a exibir ao longo do
tempo, isto é:

om(P) _

~— - m(P)=0 (2.44)

Assume-se também a continuidade do corpo B . Define-se um campo escalar
continuo p (densidade), para uma configuragdo qualquer P, chamado densidade

massica, tal que:

m(P)= fp(y,t)dV (2.45)

Agora, utilizando o principio de conservagao de massa e fazendo a troca da
variavel de integracdo, a equacéao integral (equagao (2.45)) fica expressa por uma

integral sobre uma regido fixa P, = B, .

m(P,)=m(P) (2.46)
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ou seja:

[ o)AV, = [ p(f(x,1),1)J aV, (2.47)

Py Py
onde a densidade P, se refere a da configuragédo de referéncia estatica. Utilizando o
teorema da localizagdo (OGDEN (1984)), determina-se que:

po=Jp (2.48)
sendo o um campo espacial (escalar) suave. Usando o teorema de transporte de

Reynolds (OGDEN (1984)), a equacéo de balangco na forma integral fica expressa

por:

m(P)=[(p(y.t)+ p(y.t) div y) dv =0 (2.49)

Podendo ser expressa também na forma local como:
p(y.t)+ p(y,t) div y=0 (2.50)

Como os campos relacionados na ultima equacdo dependem das

coordenadas espaciais e do tempo, esta € uma relagao Eureliana.

2.2.2 Balanco de quantidade de movimento
2.2.2.1 Balanco de quantidade de movimento linear

A quantidade de movimento linear L em uma regido qualquer P de um
corpo continuo é dada pela soma da quantidade de movimento de cada particula
que o constitui. Esta grandeza pode ser escrita na forma Lagrangiana ou Euleriana,

conforme a seguinte expressao:

L(P)= jpo(x) V. (x,t)dv, = Ip(y,t) v, (y,t)v (2.51)

onde, V, (X,t) = Va(y,t): Y(X’t)-
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Assumindo-se a existéncia de dois tipos de forgas atuando sobre a descricdo

do corpo P , pode-se distingui-las como forgas de corpo, exercidas sobre pontos

interiores do corpo P , definida pela densidade de forgca de corpo b(y, t) e forgas

de superficie ts(ya t), exercidas sobre o contorno Q2P , definidas por unidade de

superficie. Assim, aplicando a segunda Lei de Newton estabelece-se o balang¢o da

quantidade de movimento para toda regido material P como:

Feoe (P)=L(P) (2.52)
Portanto, a expresséo integral do balango da quantidade de movimento fica definida
pela resultante de forgas F (P) como:

Forma Lagrangiana

J.Po (X) vr (X’t) dv, = IpO(X) b*(X,'[) dV, + Jt:(x,t) dA, (2.53)

QPR

Forma Euleriana
[p(y.) v.(y.t) av = [ p(y,t) b(y,t) dV + [t,(y,t) dA (254)
P P QP

onde, V, (y,t)= y(x,1) .

2.2.2.2 Balanco de quantidade de movimento angular
Aplicando os principios da dinamica em meios continuos, escreve-se 0

momento angular como a soma (integral) das parcelas referentes a cada diferencial
de volume que o forma. Desta maneira, para qualquer regido material P = f (PO )

tem-se:
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Ma(P)=[o(y.t) yAv,(y.t) aV = [ p(x) f(xt)AV,(xt) dV, (2.55)

P R

O momento das forgas externas aplicadas M ., , também pode ser expresso

na forma Euleriana e Lagrangiana.

Mo (P)=[p(y.t) yab(y,t) dV + [yt (yt) dA (2.56)
P QP

Meo(P)= [ 25(x) Fxt)ab"(xt) dVo + [ F(xt)Ati(xt) dA  (257)

Ry
Por outro lado, a lei de balango da quantidade de movimento estabelece que

o momento das forcas externas € a taxa de variagdo do momento angular

M a(P): M .., portanto as expressdes integrais do balanco do momento

angular Euleriana e Lagrangiana sao respectivamente definidas por:

[p(y.t) yav,(yt) dv=[p(yt) yab(y,t) dv+ [yat(yt) dA (258
P P P

jpo(x) f(x,t)AV,(x,t) dV, =

= [po(x) T(xt)A b (x.t) dV, + [ tOxt)ati(xt) dA, (2.50)

R QR

2.2.2.3 Tensores de tensao

Sendo relacionada a configuragdo deformada (atual), portanto desconhecida,
as equagodes de equilibrio da analise nao-linear geométrica podem ter, como neste
trabalho, suas integrais relacionadas com medidas da configuragdo indeformada
(inicial). Consequentemente surgem diferentes definicbes para os tensores de

tensao.
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Para definicdo destes tensores, considera-se uma regidao do corpo na suas

configuragdes inicial e final (Figura 2.3).

Figura 2.3: Configuracao inicial e final do corpo e resultantes de tensao

Definido a partir da medida Euleriana o tensor de Cauchy T , um tensor de
tensdo simétrico, é utilizado para determinar o vetor de forga resultante dP no

ponto Y do elemento de area dA , pela relagéo:
dP =T n dA (2.60)

onde N é o versor normal a superficie imaginaria no ponto considerado. A
expressao (2.60) é usualmente conhecida como postulado fundamental de Cauchy.

Para exprimir a equacao (2.60) em termos da area elementar indeformada
dAO, coloca-se esta em correspondéncia com a posicao atual por meio do

gradiente de deformacdo A, definindo-se um novo tensor de tensdo (tensor de

tensdo de Piola-Kirchhoff de 12 espécie S):

dP =S n,dA, (2.61)
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Fazendo a relagdo de Nanson (n dA = (det A)A‘T nOdAO), pode-se
determinar a relagdo entre os tensores de Cauchy e Piola-Kirchhoff de 12 espécie
(n&o simétrico), dada por:

S=(det ATAT=JTA =G A"’ (2.62)
onde G ¢ o tensor de tenséo de Kirchhoff-Treftz.

Outro tensor de tensao existente é o tensor de tensado de Piola-Kirchhoff de 22

espécie, S”, também descrito na configuragéo inicial, porém diferentemente do
anterior este € simétrico, entretanto ele ndo esta associado a uma interpretagao
fisica.
Utilizando a propriedade do tensor em questao o vetor forga resultante fica:
dP ,= S'n,dA, (2.63)
Aplicando a relagado de Nanson obtem-se:
S"=A"'S (2.64)
Consequentemente o tensor tensido de Piola-Kirchhoff de 22 espécie fornece
com referéncia a configuragdo inicial o vetor tensdo atual pela relagéo

dP ,= A~'dP . Pode-se também definir diferentes expressoes para os tensores de

tensdo em relagao ao gradiente de deformagé&o, como:

S=AS’ (2.65)

ST=JA'T=S'AT (2.66)

S =J AT AT=S'A"T (2.67)
1

T = 7 AS AT (2.68)
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Sendo S’ fundamental para facilitar a definicdo de funcionais de energia
usualmente empregados no Método dos Elementos Finitos.

Determina-se a Lei de movimento de Cauchy pela substituicdo da equagao

(2.60) na equacgao (2.54), sabendo-se que dP = ts(y, t)dA :

[y ) vi(y.thav = [ p(y.t) b(y.t)av + [T(y.t)n dA  (2.69)

Pelo teorema da divergéncia e localizagédo tem-se:

[[o(y.) by, t)+ div (T (y.t))- p(y.t) v,(y.)] &V =0 (270

Assumindo a continuidade do nucleo integral chegamos a expressao final da

Lei de movimento de Cauchy, definida pela expressao (2.70).
p(y.t) b(y,t)+div(T7 (y,t))- p(y.t) v,(y,t)=0 (2.71)

Logo, reunindo as equagdes (2.50), (2.71) e sabendo que T = T,
conhecida como a segunda Lei de movimento de Cauchy, fica definido as equagdes
Eulerianas de campo. Ja as equacdes Lagrangianas de campo sao definidas a partir
da equacao (2.53), e seus termos sao escritos em fungdo da configuracao de
referéncia e pela definicdo do tensor de tensdo de Piola-Kirchhoff de 12 espécie,

CcOmo segue:

jpo V. (x,1) dv, jpo b"(x,t) dV, + IS(X t).n,dA,  (2.72)

QPR

Aplicando novamente o teorema da divergéncia e da localizac&o, chega-se:

[1os(x) b"(x, 1)+ div(ST (x,1) )~ po(x) V. (x,t) ] dv, = 0 (2.73)

PO
Analogamente, a equagao Lagrangiana de movimento fica definida por:

po(x) b7 (%, 1)+ div(ST (x,1))— py(X) V, (x,t)=0 (2.74)
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Usando agora a quantidade de movimento angular (equagao (2.58)), pode-se

definir as seguintes relagdes:

AST=AJAT =JIT=JT=JT"=SA"

2.75
SSAT=JATAT=AJTAT=A"'S (.75)
A equacao de conservagao de massa fica dada por:
det( A)=J=p,/p (2.76)

Portanto, as equag¢des Lagrangianas de campo ficam determinadas pelas

expressoes (2.74), (2.75) e (2.76).

2.2.3 Balango de energia

No contexto dos meios continuos, definimos em uma regido
material P qualquer a poténcia mecanica P, (P) produzida pelo trabalho

realizado pelas forcas externas.

P (P)= jp(y,t) b(y,t) v.(y,t) dv + Its(y,t) v, (y.t) dA (2.77)

Por consequéncia da aplicacao de trabalho exterior a um corpo continuo, este
se transforma em outras formas de energia. Uma destas é a energia cinética K em

uma regido material P , obtida a partir da energia de cada uma de suas partes

diferenciais, tal que:

K(P)= [Zp(y ) v,* (y.t) av 78

P

Pode-se referenciar a energia cinética pela descrigdo Lagrangiana, ficando:

K(P)= [ 2 po(x)V,* (x,1) @V, 279

Po
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Define-se também a poténcia tensional P, , pela seguinte expresséo:

Pa (P)=[o(y,t) . d"(y,t) av (2.80)

P

onde o é o tensortensdo e d é a taxa de deformacéo.

A poténcia externa fica entdo expressa por:

Pe (P)=K(P)+ P, (P) (2.81)

Do primeiro principio da Termodindmica, define-se a existéncia de uma
energia referente ao estado (configuragdo) do corpo, sendo esta a energia interna

U e(P) obtida a partir da integral sobre o volume, tal que:

U.(P)= Jp(y,t) u.(y, t)v (2.82)

onde, ue(y, t)é a energia interna por unidade de massa.

Pelo mesmo principio obtemos a poténcia térmica, dada por:

Pe (P)= fp(y,t) r(y,t) v + Ih*(y,t) dA (2.83)

onde, I (y,t)é a taxa de aquecimento por unidade de massa devido a distribuicao

de fontes térmicas e h*(y, t)é a densidade de fluxo térmico, que mede a taxa de
transmissao de calor por unidade de area.

A soma da energia cinética com a energia interna resulta na energia total I1
de uma regido material qualquer P , expressa por:

n(P)=K(P)+U.(P) (2.84)
Com sua variagao no tempo definida como:

1nP)=pr,(P)+P, (P) (2.85)
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Substituindo a equacgao (2.81) na (2.85), fica determinado que:
(P)=K(P)+ P, (P)+ Py (P) (2.86)
Pela equacéo (2.84) define-se:
U.(P)=Pe(P)+ Py (P) (2.87)
Portanto a equacédo de balango de energia na substancia que atualmente
ocupa a regido P fica expressa pela variagdo da energia total, como visto abaixo.
1m(P)=K(P)+U (P)=pP,(P)+ P, (P) (2.88)
Pode-se também determinar a equagdo do balango de energia mecanica a
partir da equacdo do movimento (2.74), apenas multiplicando-se escalarmente esta
pela velocidade, escrevendo o balango em relagédo a configuragao de referéncia pela

equivaléncia das equagbes de campo Euleriana e Lagrangiana, ficando expressa

por:

po(X) b7 (xt) Y0xt)+div(ST (1) .¥(xt)= oy (XN, (x1) ¥(x1)=0 (2.89)

Utilizando as propriedades vetoriais e tensoriais, e escrevendo o ultimo termo

da esquerda da equagao (2.89) de uma outra forma, obtem-se:

pob”.y + div(Sy) —tr(S Grad (y))- %”OTV'V =0 (2.90)

Como o gradiente de velocidade Grad (y)é representado por um referencial

Lagrangiano apesar de Y ser uma grandeza Euleriana, tem-se:

: oy O (oy oA .
Grad =—=—|—|=—=A
(y) OX  OX ( 8xj OX (2.91)

Utilizando o teorema da divergéncia e integrando a equagao (2.90) no volume

tem-se:
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jpob*.y dv, + IS n,.y dA, = Itl’ (SA) dv, +%jp°Ty'deO (2.92)
R R

P QR
O primeiro termo do lado direto da igualdade, na equacgao (2.92) é a poténcia

tensional P, , e o segundo termo define a variagdo temporal da energia cinética

K , enquanto os termos da esquerda representam a poténcia mecanica P., das

forgas atuantes no corpo, logo a equacgao (2.81) fica verificada.

2.3 Conjugados de tenséo e deformacgéo

Para determinar a relagcédo tensdo-deformacao, pode-se expressar o equilibrio
com a aplicagdo do Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), determinando
posteriormente o principio da estacionariedade que é crucial para o desenvolvimento
de um codigo computacional consistente. Logo, para se obter a expressao do PTV

basta seguir os mesmos passos seguidos na determinagdo do balango de energia

mecanica, ponderando a equacéo de equilibrio por dY , ficando esta expressa por:

[ pob™ 0y v, + [ S ny.dy dA, = [tr(SSA) dV, + [ po§.0y AV, (2.93)

P QR P Py

Os termos da esquerda na expresséo (2.93) definem o trabalho virtual das
forcas externas, enquanto o primeiro termo da direita define a energia de
deformacgéo virtual, introduzida no material constituinte, e o ultimo termo é o trabalho
virtual das forgas inerciais.

Para definir o funcional de energia potencial total, deve-se escrever
oY infinitesimal, para expressar a variacdo de energia de deformagdo 0 U ., onde

o tensor de Piola-Kirchhoff de 12 espécie ficara definido como a derivada da energia

de deformagado em relagédo ao gradiente de deformacéao.
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ouU
SU_=tr e SA
3 ( A j (2.94)

Portanto a equagao (2.93) fica agora definida por:

[Py dvy + [Sne.dy dA, = [ U AV, + [ po¥.dy dV,  (2.05)
R P P

QPR

sendo SN, =t".

Como nos problemas a serem tratados, as forcas de superficie e de volume

nao dependem da funcdo mudanca de forma, se escreve diretamente:
b".6y = 5(b".y) (2.96)

t2.oy = o(t.y) (2.97)

. 1..
Rearranjando a parcela da aceleracdo como Y.0Y = 5(5 Y-YJ , determina-

se, substituindo as equagdes (2.96) e (2.97) na (2.95), a condicdo de
estacionariedade da energia potencial total (principio da estacionariedade), pela

seguinte expressao:

. . 1
ST=5| [pb"y dVy+ [tly dAb—juedvo—jEpoy.y dVv, =0 (2.98)
Py R

QR R

Consequentemente pode-se quantificar a energia mecéanica total do sistema

considerado (sélido elastico) para uma configuragado Y , da seguinte forma:

= [ pob"y dVo + [tly dA, - [UdV, - j%pos'/-y dv,  (2.99)
P Ro

QP, P

Para obter a expresséo da energia, em termos da deformagdo de Green,

pode-se trabalhar a variagao de energia (equacao (2.94)), com o tensor de Piola-
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Kirchhoff de 22 espécie, bastando substituir a equacéao (2.65) na (2.93), ficando esta

expressa por:

jpob*.ay dv, + js n,.8y dA, = jAs* SA dV, + jpoy.ay dV, (2.100)
P0 P0 PO

QP,
onde, AS”:5A=tr(AS 5A).
No entanto, pela simetria do S” demonstra-se que:

AS™ 1 6A = A S 0A, = ASAS, = 6A, AS, 2101
AS*:6A=ATSA:S =SATA:S '

Ou seja, S é conjugado da deformacgao de Green na elasticidade linear, pois:

oA+ AT

AS :0AdV, = :SdV,=|E:SdV,=|S :E dV, (2102
0 0 0 0 ( )
R

R

Consequentemente pode-se escrever o funcional de energia de deformacao,
para a deformagdo de Green, com o conjugado Piola-Kirchhoff de 22 espécie,

calculando assim as tensdes reais utilizando a equagao (2.68).



Formulacao nao linear geométrica do

Método dos Elementos Finitos

Capitulo

Posicional (MEF - Posicional)

3.1 Consideracoes iniciais

Aqui sera descrito o desenvolvimento da formulagdo ndo linear geométrica
para problemas estaticos e dindmicos baseado na descricdo de posicdes
considerando grandes deslocamentos e rotagdes em estruturas planas. Logo o
equacionamento se dara através das posicées nodais do corpo € nao dos
deslocamentos.

Desenvolvida para problemas estaticos em CODA (2003), nesta formulagao
utiliza-se a descricdo Lagrangiana total para a determinagdo das medidas de
deformagdo e tensdo. Ja a formulagdo dinamica original considera distribuicdo
discreta de massa nas estruturas com amortecimento proporcional a mesma
GRECO (2004).

O equacionamento é feito via minimizacao posicional e temporal do funcional
de energia potencial total, resultando na equacgao de equilibrio dinadmico.

A resolugdo do equacionamento diferencial se faz utilizando o integrador
temporal de Newmark, associado ao método iterativo de Newton-Raphson para

incrementos de tempo.
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A versdo apresentada neste trabalho se basea na cinematica de Reissner, tal

como mostrado em MACIEL & CODA (2005).

3.2 Nao linearidade geométrica

Formulagdes desenvolvidas utilizando a analise n&o-linear geométrica (NLG)
tém o seu equilibrio feito na configuracao atual (final) da estrutura, ou seja, a partir
das posigdes finais do corpo, independentemente da magnitude dos deslocamentos
desenvolvidos.

Logo, a descricdo da configuragdo do corpo em varios passos de carga ou
passos de tempo leva a definicdo de uma trajetéria de equilibrio, onde as forgas
externas ao corpo estdo balanceadas com as forgas internas do mesmo. No entanto,
pontos criticos poderao ser identificados na mesma devido a trechos de equilibrio
estavel e instavel. Estes pontos recebem a denominacdo de ponto de bifurcacéo,
onde configuragdes equilibradas deixam de ser Unicas (instabilidade de 12 espécie),
ou ponto limite, onde se encerra uma sucessdo de configuragbes com
caracteristicas de equilibrio antes do surgimento de bifurcagéo (instabilidade de 22
espécie). Mas deve-se comentar que tanto a instabilidade por aparecimento de
ponto limite pode preceder a instabilidade de bifurcagdo ou de modo contrario, pode
ocorrer a instabilidade de bifurcacido previamente a instabilidade por ponto limite. Tal
estudo nao é objeto direto deste trabalho, no entanto, a formulagado proposta pode

ser estendida para tal.

3.3 Cinemética para um elemento de pértico plano
Seja um elemento de pértico plano com geometria qualquer representado no

espaco bidimensional, conforme a Figura 3.1.
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Observando a Figura 3.1 se escreve:

X, = X"=u

1
ou
Xz_xzm_uz

X
I

X"+ U,
. (3.1)
X, +u,

V\hOﬁ
%

-~ Linha média

Ponto analisado (X1,X2)
*®

Ponto sobre linha média [XT(g),x?(g)]

» Xi
Figura 3.1: Elemento de podrtico parametrizado na configuragao inicial

—

Onde ||U

€ a distancia entre o ponto sobre a linha média (X m) e o ponto

analisado (X ) segundo direcdo normal. Define-se pela Figura 3.2, que:
u, = —dsen «,

u, =dcos «, (3.2)

a, =0, —90°

(3.3)
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e d a fracdo da semi-espessura, sendo seu sinal melhor explicado na equacéo

(3.11).

Xo
A

Tangente

v Linha média

> X1
Figura 3.2: Linha média do elemento na configuracgao inicial
Por trigonometria, temos: SeN a, = — C0S @, e COS a, = Sen 6, , portanto:
u, = dcos 6,
u, = dsen 6, (34)
Logo:

X, =X"=dsen a, = X" + dcos 6,

3.5
X,=X+dcos a, = X,"+dsen 6, (3:9)

Pelo fato da formulacdo nao linear ser baseada no Método dos Elementos
Finitos, as coordenadas dos pontos da linha média e consequentemente a funcao
mudanga de configuragdo necessitam ser parametrizadas por valores nodais e
funcdes de forma, sendo esta com aproximag¢ao qualquer advinda do polinbmio de

Lagrange, como mostrado na equagao (3.6),
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¢n: é:n+1_é: §k+1_§ gk—l_cf 51_6&

‘ Sl — Sk Ski1 ~ Sk Sk — Sk & =& (3.6)

para 1< k<n+1, onde Nindica o grau do polindbmio e K a fungédo de forma
referente ao parametro nodal. A variavel adimensional & varia entre -1 e 1.

Deste modo as coordenadas da linha média ficam determinadas indicialmente

por:

Xim =9 XiI (3.7)
onde os indices | e | representam a coordenada e o nd do elemento
respectivamente.

Substituindo-se a equacgao (3.7) em (3.5), tem-se:

X, =¢ X, +dcos 6,

(3.8)
X, = ¢ X, + dsen 6,
Do mesmo modo a aproximagao para @, é feita, ou seja:
Hom = ¢|‘9(|) ou 6, = ¢|0(; (3.9)

| . . o~ e s ~ .
onde 8, , é a inclinag&o inicial, em relagdo a normal, para cada né do elemento.

Logo, substituindo-se a equacgéo (3.9) na (3.8), tem-se:

X, = ¢, (£)X, +dcos g, (£ ]
X, = ¢, (&)X} + dsen [, (£)6! ]

Considerando-se uma determinada sec¢ao transversal do elemento com altura

(3.10)

h, (5) e sendo d a distancia da coordenada da linha média ao ponto genérico,

esta pode ser escrita por:

d(é,ﬂ)=ho(5)% (3.11)
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sendo 77 (variando entre -1 e 1), outra variavel adimensional para parametrizar a

funcao altura da secao transversal em questao, definindo que:

se 17 >0, entdo o ponto genérico encontra-se na fibra superior

se 17 <0, entdo o ponto genérico encontra-se na fibra inferior

Considerando-se h, (é,’) constante, a equagéo (3.11), fica entdo definida por:

d()= ho% (3.12)

Por consequéncia um ponto genérico na configuragao inicial fica determinado, como:

X, = ()X + hy Leos [p (£ Do

(3.13)
X, =9 (E)x}+ hy Lsenly, ()63
Projetando-se a mesma idéia para aproximagao da configuragao final do

elemento, obtem-se a partir da Figura 3.3, as coordenadas do ponto genérico na

configuracao atual, por:

Y, =Y," +V,

m (3.14)
Y, =Y, +V,
Analogamente a formulagédo da configuracéo inicial, tem-se que:
Y, 86 + () Loos i ()0']
1= 6 (N +h(£)7cos g ()0
(3.15)

Y, =6} +h(e) T senlp ()0

onde (Yl,Yz) e 0 séo as coordenadas e o giro do ponto genérico, enquanto h(§)
€ a funcao altura da secédo transversal, todos na configuragcdo atual. Esta variavel
poderia ser diferente de h, , ou seja, h(§ ) = ¢,h' como mostrado na equaggo (3.7),

no entanto se acrescentariam mais incégnitas ao sistema. Sendo assim, uma
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restricdo adicional a cinematica € imposta, ou seja, considera-se que nao ha

variagdo na altura do elemento na mudangca de configuragdo, portanto

h(¢)=h=h, = cte .

Y
A

---- Linha média 4
Ponto analisado (Y1,Y2) %

*  Ponto sobre linha média [Y1(£),Y2()]

>Y1

Figura 3.3: Elemento de portico parametrizado na configuragao atual

Assume-se uma Lei constitutiva simplificada, adotando-se v = 0 (coeficiente
de Poisson), evitando qualquer problema de travamento. Logo, a equagao (3.15)

torna-se:
Yi= 6 (N + by Leos g ()0

(3.16)
Yo =)} +hy Tsenlp(e)o']



48

Seja um elemento finito com aproximagao qualquer, cujo mapeamento do

continuo é feito com as fungdes de forma a partir das posi¢des (configuragao inicial

e final) dos pontos nodais, tendo um espago adimensional como base para o

mapeamento numérico, como mostra a Figura 3.4.

Xz,Yz
A

fo, A

f

A

P

'

s

(1.1

(-11)

43

(_11_1)

(11'1)

fl, 1

}Xl,Yl

Figura 3.4: Configuragbes parametrizadas do mesmo espago adimensional.

Utilizando-se a equacao (2.15) pode-se determinar o gradiente de deformacao

criando dois mapeamentos fo(f,ﬂ)e fl(ﬁ,ﬂ)para a configuragao inicial e final

do corpo, respectivamente. Desta forma, temos:

0t /05
6f02 /85

of,, /6¢
81:12 /ag

81:01/877
8f02 /877

ofy, /877
of,, /877

}:
}:

[0X, /0
| 0X, /08

0Y,/0¢

[0, /08

X, /o 1

oX.. /07 (3.17)
oY, /o7 L
oY, /o (3.18)
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Substituindo as equacdes (3.13) e (3.16) na (3.17) e (3.18) respectivamente,

obtemos as componentes das matrizes.

OX ! ! |
651 =X, =@ X! - hogsen[gé, (5)90] (¢|,§‘90)

T8 Xas = Xd e Teosl (€] (6,.01)

axl X, = ho Ccos [¢| (5)‘9(;]

on Ln = o
oX h
S Xy - 2sen g (£)61] (3.19)

oYy =Y, = ¢|,§Y1I - hogsen[(él (g)el] (¢|,§9|)

%Y; =Y, = ¢|,§Y2| + hy %COS [¢l (f)el] (¢"§H|)

oY, _hy |
5=V =yl (€]

oY, _hy |
o il A

Portanto, a fungdo mudanca de configuracdo f e seu gradiente A ficam

definidos como:

f="f(&n)e £, (&7m) (3.20)

A=AEn)A () (3.21)
Para exemplificar a organizagao das variaveis nodais, utiliza-se um elemento
finito de quatro nés (aproximacgao cubica), como visto nas Figuras 3.1 e 3.3, sendo

suas fungdes de forma parametrizadas obtidas pela equacéao (3.6).
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(982 +9¢% +£-1)

) 1
5 - (27£° -9£2 —27£ +9) (3.22)
16
4 - (-27£°% —9£2 +27£ 4 9)
i 16
4, = (9&° +9£%-£-1)

16

Logo, suas primeiras derivadas ¢|,§ , em relagdo a variavel adimensional

¢ sé@o

4 = (-27§2 +18& +1)

e 16

(812 -18& - 27)

Py = 1 (3.23)
4. = (-81§2 -18& + 27)

e 16

¢4,§ _ (27&£° +18£-1)

16

Consequentemente de posse das fungdes de forma e suas derivadas e os
valores dos parametros nodais da configuracéo inicial
(XE, X208 X2, X202, X5, X3,08, X}, X2,08) e final
(VY00 Y2, Y207 Y2, Y2,0° Y, Y, 0*) fica determinado, a partir
das expressdes (3.19), as componentes das matrizes dos gradientes de

deformacéo, posteriormente a mesma, sendo que 0 mapeamento da posicdo de um

ponto qualquer é feito pelas equacgdes (3.13) e (3.16), do modo mostrado a seguir:
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XM(E) = A (E)XE+ $,(E)X 2+ 4, (E) X+ 8,(E) X, (€)

XT(E) = 4 (E)XE+ $, ()X + 85 (E)X] + 4,(E) X4

0,(8) = $,(E)03 + $,(£)02 + $,(£)0¢ + 6,(£)0,

V" (&) = g (EYS + 8, (6,2 + 5 ()Y + 6, (E)Y,H (&) (3.24)
Y, (€) = (E)YE + 6, (E)YE + 4, (E)YF + 4, (£)Y,

0(8) = 4,(£)0" + 4,(£)0% + $,(£)0° + ¢,(£)0*

3.4 Método de solucao
A formulagédo do (MEF-Posicional) para problemas de porticos planos, utiliza o

Principio da Minima Energia Potencial Total, e tem como parametros nodais, para
. ~ Ly e | . |
um elemento com aproximagédo geométrica qualquer, as posi¢cdes Y; e giro 6,

para cada né | e direcéo i .
Para um problema estrutural associado com um sistema de referéncia fixo,

mostrado na Figura 3.5, o funcional de energia potencial total, pode ser escrito como

a composicdo da energia de deformacgéo total U _, a energia potencial das forgas

conservativas (externas) aplicadas P; e a energia cinética K , como segue:

[I=U,-P, +K (3.25)

A energia de deformacdo total do corpo é considerada armazenada no
volume inicial e assumida como sendo nula na configuragao de referéncia (inicial). A

forma integral da energia de deformacéo € escrita como a integral da energia de

deformagao especifica U, em V, (volume inicial), expressa por:

U, = [u.av, (3.26)

Vo
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A energia de deformacao especifica Lagrangiana pode ser determinada
utilizando qualquer conjugado tensado-deformagdo. Neste trabalho, utiliza-se a

deformacéao de Green e sua tensio conjugada de Piola-Kirchhoff de 22 espécie.

Yo

Figura 3.5: Energia potencial total para um corpo em duas configuragdes distintas

Como apresentado na equacgao (2.26) o tensor de deformacdo de Green é

derivado do gradiente de deformagdo A e, conforme OGDEN (1984), pode ser

escrito como:
1 1
Eij = E(Ak Akj - 5”‘) = E(Cij - 5”‘) (3.27)

onde as variaveis Cij e 5”- sado o alongamento de Cauchy-Green a direita e o delta

de Kroenecker, respectivamente. A energia de deformagédo quadratica, por unidade

de volume inicial, foi adotada neste trabalho, sendo este expresso por:

1
Ue = P E;Ciu Ex (3.28)

A relagdo entre a deformacdo de Green e o tensor de tensdo de Piola-
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Kirchhoff de 22 espécie, apresentado na equacéao (2.102), é usualmente conhecida

como lei elastica de Saint-Venant-Kirchhoff, isto é:

« _0ug
" BE,

1

= Cijkl Ey (3.29)

O tensor elastico C;y é dado por:

C = 12_G—ZVV(5ij 54 )+G(6,5, +5,5,) (3.30)

onde, G = (E*/2(1+ V)) é o mddulo de cisalhamento (mddulo de elasticidade
transversal), definido pelo modulo de Young E (médulo de elasticidade
longitudinal) e o coeficiente de Poisson Vv .

Consequentemente de uma lei constitutiva elastica linear, equacao (3.30), e

com v = 0, a energia de deformacéo especifica fica determinada por:

*

Ue = E?(Elzl + E222 )+ GE122 + GE221 (3.31)

A energia potencial das for¢as externas é escrita como:

P, = F°Y, (3:32)
onde Y, representa o conjunto de parametros nodais (posi¢cdes e giros) que o corpo

pode exibir, sendo independentes entre si, posicionados onde atuam as forgas Fie,

na direcdo i . Nota-se que esta energia pode ser diferente de zero na configuragéo
inicial.

A energia cinética é dada por:

1 ...
K= SPoYYidV, (3.33)

Vo

onde Y, é a velocidade e p, a densidade de massa no volume inicial.
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Substituindo-se as expressodes (3.26), (3.32) e (3.33) na (3.25) tem-se:

1= ju dv, — F°Y, +j “p,Y.Y.dV, (3.34)

Escrevendo a equagao da energia (3.34) em termos de aproximacgao, descrito

no item 3.3, tem-se:
1 . .
IT = jue(éiYi )dVo - FieYi + IEpoYi (§’Yi )Yi (§’Yi )dVo (3.35)
V, V,

Minimizando-se o funcional de energia em relagdo a uma posi¢ado genérica
| - o . . . .
Y, , com K indicando a direcdo e | o n, obtem-se a condi¢éo de estacionariedade,
isto é:

Jau gt Y
aY' oY,

dV '+ j D ALY = (3.36)

onde YI € a aceleragdo. A equacao (3.36) pode ser escrita em uma forma
simplificada, como:

ou .
oY,

g = ext + I:iner = O (3-37)

de forma que as variaveis 0U . /Y, , F, e F,. representam o vetor de forcas

internas, o vetor de forgcas externas e o vetor inercial, respectivamente.
A conservagao da energia em um sistema mecanico € garantida se o
acréscimo e decréscimo de energia forem iguais na equagao do balango. No

entanto, pode haver alguma dissipagao de energia total ao longo do tempo. Um
termo de energia dissipativa Q, , que representa perda devido ao amortecimento, &

dado na sua forma diferencial, em relagdo aos parédmetros nodais globais, por:
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oQ,
oY,

= Jﬂ“mp0¢ll<¢ijdVOY'ij (3.38)
Vo

A expresséao (3.38) representa o vetor de forgas referentes ao amortecimento

F.or ,Onde /1m é o coeficiente de amortecimento.

Sendo a matriz de massa para cada elemento definida por:
— y
M = jp0¢k¢i dv, (3.39)
VO
Tém-se o vetor de forgas inerciais e o vetor de forgas referentes ao

amortecimento escritos como:

F.. = MY (3.40)

ner
I:amort = CaYi (3-41)
onde Ca representa a matriz de amortecimento proporcional a massa.

Consequentemente, a equagao de equilibrio dinamico (3.36), ou equacéo de

balanceamento, torna-se:

ol _ ,_ oy,
oY, oY,

~-F,, +MY +C.Y, =0 (3.42)

Para determinar o vetor de forgas internas, primeiramente determinam-se as

derivadas primeiras da energia de deformacéao especifica, dadas por:

18(ECE)18(ECE)8E B, o OB,

=C_smEi =S
26Y' jkim™=im 26Eaﬁ jkim™=im 6Yk' afim™—im aY| af aY| (3 43)

Logo, o vetor de forgas internas fica determinado como sendo:

oE
| _ ap d
Fk(int) = IcaﬂimEim oY, Vo (3.44)
Vv, k
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Portanto, fica definida a equacéao de equilibrio dinamico. Como esta apresenta

diferenciacdo em relacdo as variaveis, posicdo Y e tempo t se faz necessario

adotar um algoritmo de integragdo. Adotando-se o algoritmo de Newmark, necessita-

se, devido a formulagédo ser referente a um intervalo de tempo At , apresentar duas

configuragbes em instantes de tempo diferentes. Logo, a equagéo (3.42) é escrita,

de maneira simplificada, para um instante de tempo atual (S + 1) , COMO:

_en

g AV
oY

S+1 aY

o I:Se+1 + M Y”S+1 + CaYS+1 =0 (3.45)

S+1

Aplicando-se a aproximagao de Newmark para um instante atual de tempo,

na descricdo posicional, tem-se:
. (1 . .
YS+1 = Ys + AtYs + At E_ ol Ys + IBYS+1 (3.46)

YS+1 = Y-s + At(l - V)Y“s +7 AtYNS+1 (3.47)
onde B e y sdo parametros de integracdo de Newmark, e definem a variavel

aceleracdo no intervalo de tempo At . Expressando-se a aceleragdo para o passo

tempo atual a partir do rearranjo da equacao (3.46), chega-se:

y Y Y Y 1 y
Yoo =t ——=2o— —=—— — 1Y, (3.48)
BAtE  BAtE BAt | 28

Substituindo as equacdes (3.47) e (3.48) na (3.45) resulta em:

0 oJ
Y = —] = e
g( S+1) a\;ﬂ oY

com Qs e Rg representando as variaveis do passo de tempo passado, mostrando

. M 7 G
ot Yor MQUIGR+ 06, -8CQ =0 (3.49)

S+l

a contribui¢cado destas no equilibrio dindamico, dadas por:
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YS YS 1 *;
- —11lY
Qs BAL. | BAL +£2,B J s (3.50)
R = Yo + At(l—y )Y, (3.51)

Assegurando a igualdade da expressao (3.49), esta fica dita em equilibrio
dindmico, de modo contrario g(YSﬂ) sera um vetor de residuos, sendo J uma

funcao vetorial nao-linear.
Para solucionar o sistema nao-linear o método de Newton-Raphson é
utilizado por meio de uma expansao da série de Taylor, trucando a mesma nos

termos de 12 ordem, ou seja:
g(Y)=0=g(Y° )+ vg(Y° Ay (3.52)
A partir do gradiente do vetor de residuos Vg(YO) chega-se a matriz
Hessiana para problema dindmico, que esta relacionada com o instante de tempo

0
atual, logo Y? representa a ultima configuragdo de equilibrio (Ys+1 =Y ) sendo

determinada com a equacéo (3.53).

_o e,
v, oY,

M 7C,
+ +

2
N

vg(v°) (3.53)

S+l

Determinam-se com a equacao (3.52) as corre¢gdes das posicoes AY |, de

forma a corrigir as posi¢gdes nodais em cada iteragdo, com:

YS+1 =YO +AY (3.54)

0 ¢~ . .
onde Y~ assume os novos valores para as posi¢des no processo iterativo.

Em seguida corrigem-se as aceleragoes.

.. Ye,
YS+1 = > 12
BAt

- Qs (3.55)
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Posteriormente as velocidades.
Yo = Rg+ 7 AtYg, (3.56)
Para o encerramento dos lagos de iteragdes, ou seja, que os residuos de

posi¢cdes sejam suficientemente pequenos em relacdo a uma tolerancia (TOL), faz-

se 0 uso de um critério de parada que utiliza o conceito da norma Euclidiana (norma

vetorial) H . H ou seja:

HQ(YOM <TOL ou |AY|<TOL (3.57)

Logo, obtendo a convergéncia pelo critério de parada para um determinado
passo de tempo passa-se para 0 passo subsequente. Por fim, o processo de
iteragdo de Newton-Raphson e a esquematizacdo do algoritmo temporal de

Newmark s&o resumidamente apresentados.

. ~ . 0
|. Assume-se a configuragéo indeslocada (inicial) Y " ;

Il. Adota-se um intervalo de tempo At e o vetor velocidade \A :

J

IV. Calcula-se o vetor de residuos g(Ys.; ), fazendo-se Ys., = Ys = Y para

ou
oY

lll. Calcula-se a aceleragao Y°=M 1( I:oe - CaYO -

o inicio do processamento;

V. Determina-se a matriz Hessiana (gradiente do vetor g );

VI. Resolve-se o sistema de equagdes AY:—(VQ(YO ))719<Y0), determinando

as corregoes;
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YS+1
BAL?

_Qs,e

VII. Atualiza-se a posicao st1 =Y’ +AY , aceleracao Yo =

posteriormente velocidade Yg,; = Rg + 7 AtYg,,;
VIIl. Verifica-se a convergéncia Hg(YOMSTOL ou [aY[<TOL , caso

confirmado vai para IX de modo contrario volta para IV;

IX. Atualizam-se as variaveis do passado;

Ys = YS+1
Y.s = YS+1
Y”s = Y..5+1

X. Retorna a IV com um novo passo de tempo.

Por fim, para concluir a apresentacdo do método adotado, descrevem-se a
obtencdo das segundas derivadas da energia de deformacéo referidas as posi¢des
nodais, utilizada no calculo do gradiente do vetor de residuos. A partir das equagdes

(3.43) e (3.44) escreve-se:

j %, 2V, = j 'mc aEME OE, dv,
aY aY 50 CapmEim aY Ay aYaY (3.58)

Consequentemente a primeira e segunda derivada da deformacgao de

Cauchy-Green, referidas as posigdes nodais, devem ser determinadas. Para isto,
primeiramente é necessario calcular a derivada do tensor de Cauchy-Green a direita
(equacao (2.18)). Recalculando o alongamento de Cauchy-Green com omisséo, por

simplicidade, de indices extras, substituindo a equacao (3.21) na (3.19), tem-se:

c=|A) Ay AN (A) (3.59)
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Como A, é constante, a primeira derivada é dada por:

[y AT Ay (a) AT Taren WA (a): g0

J

Utilizando-se as equagdes (3.18) e (3.19), pode-se determinar as primeiras

derivadas do gradiente de deformacao, como:

= Yo = 0 (€)

Zﬁii ~Y,, =0

Zﬁ—lz; Y, =0

2\% =Y, =0 (3.61)
Zﬁzﬁ ~Y,,, =0

= Yess = 45 )

ovE ™Yo =

o =y Loy (60 (o ()0' ]y Lsenl € )o' B-(0)

5'0’12 _Y

PY: L =—h %Sen[¢| (5)9|]¢k(§)
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v, =, Leenlp (0Bl (00" ]+ by Leosl ()0 B (0)

% ~Y,, =h, gcos[¢| (&)o' ]¢k(§)

A segunda derivada do alongamento de Cauchy-Green é entao:

-15('01 52 P*(ANY) (42
(A A) AT AT () ee

Portanto, € necessario determinar as segundas derivadas do gradiente de
deformacgéo. Utilizando as expressodes de (3.61) determina-se que:

0% A,
oY/ ‘ON

=0 com i,j=12 (3.63)

onde N= (Ylk Y 6"‘). Os termos nao nulos s&o:

O°A,

ke = Yo =y Tl ()0 (W (Ol +

cos[¢| o', ( (&), (&)-hy COS[¢| 6' s, ( (&) (&)

azAiz _ I/ N | |
00%00" =Y, =Py 5 C03_¢k(6&)9 ]¢z(§) k(é:)

(3.64)

%:ngeez_hogcosﬂ( ) ]¢ éZ)¢k [¢'§ 6)']

~hy T senld (£)0' i (€)9...(6) e T-senlg ()0 . () (6)

*A,
50007 Yigeo =N = Sen[¢| ]¢ (&)p (&)
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Pode-se entdo determinar a primeira e segunda derivada da energia interna e

consequentemente o vetor de forgas internas, sabendo-se que, pela equacgéao (3.27),

tem-se:
oY, 20y, ° aveY, 20YV, (3.65)

Finalizando assim a formulacdo numérica adotada neste trabalho. E de
grande importancia comentar que a presente técnica pode ser aplicada para

qualquer medida de deformacgao baseada no alongamento de Cauchy-Green.



Técnicas de impacto/contato entre

estruturas planas contra anteparos rigido

Capitulo

4.1 Consideracdes iniciais

Devido a grande diversidade de técnicas adotadas para resolver problemas
dinamicos de impacto entre estruturas e estrutura/anteparo rigido, este capitulo
abordara os mais conhecidos e utilizados métodos de resolugao.

Sera apresentado o método das penalidades e o0 método dos multiplicadores
de Lagrange com suas formulagdes e imposicoes feitas para restricdes prescritas.
ApOs sera apresentado o método desenvolvido neste trabalho, ou seja, um algoritmo
de retorno do ponto impactante da estrutura, utilizando o controle de posi¢des, para
0 segmento alvo rigido de geometria qualquer. Além disso, desenvolveu-se um
algoritmo geométrico de identificagdo da ocorréncia do impacto.

O algoritmo de retorno levara em conta a existéncia de atrito na superficie de
contato do anteparo por meio de uma interpretacdo geomeétrica do modelo de atrito
de Coulomb, definindo um coeficiente de retorno no intervalo delimitado (atrito nulo e
atrito total) na superficie da estrutura alvo.

Um exemplo unidirecional sera resolvido analiticamente para demonstrar a
equivaléncia entre a técnica proposta e a técnica que utiliza o método dos

multiplicadores de Lagrange e das penalidades.
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4.2 Método das Penalidades
Sendo considerado o precursor de outros métodos, como o método dos

multiplicadores de Lagrange, o método das penalidades é constituido pela troca da

funcdo objetivo F(X) do problema original por uma nova fungdo onde estdo

inclusos os vinculos (restricdes) C,; , para quando esta for extremizada de um modo
sem vinculos, fornecer a solugdo para o problema vinculado. Esta nova funcao é
denominada de funcdo penalidade Q (equacdo (4.1)), que tem um termo adicional,

parametro de penalidade x para cada restricdo, sendo este positivo quando a

restricdo é excedida e igual a zero de modo contrario.

Q=Fx)+> x(c;) comze® (4.1)
Ou seja, quando as restrigdes forem excedidas a nova fungao objetivo tende a
diminuir em virtude das penalidades, levando a busca da solug¢do girar em torno da
regido admissivel e, consequentemente, aproximando-se dela. As restricbes podem
ser dadas por equagdes de vinculo ou por inequacdes de vinculo representadas por

dois conjuntos de indices finitos 7 e 7 respectivamente, de forma que a equacéao

(4.1), para Z = 1, torna-se:

Q(x, 1) = F (x)+ %z € )+ =3 o, (T “2)

1
ic: H ier
Sendo agora o parametro de penalidade denotado por um escalar positivo 4
e com [X]_ referindo-se ao Max (0,— X). Esta funcdo € chamada de fungéo
penalidade exata porque para uma escala de valores de parametros de penalidade,
a solucdo de problemas de programac&o nao-linear € uma minimizacéo local de Q ,

ou seja, para uma escolha certa do parametro £ , a solugédo exata € obtida por meio
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de um campo unico de minimizagdao. No entanto, esta ndao é diferenciavel e sua
minimizagao requer uma sequéncia de solugcdes de subproblemas.

Varios métodos sao propostos para a funcao penalidade, sendo um destes a
funcdo penalidade quadratica (método de penalidade externa). Esta tem os seus
termos de penalidade representados pelo quadrado dos vinculos e suas restricoes
sdo consideradas infactiveis, de modo que o caso geral fica expresso a partir da

equacao (4.2) por:

Q(x, )= F(x>+—z 2(x>+—z (e T ) 43

ier ier

Para dirigir &4 para zero penaliza-se a violagdo da restricdo por meio de
incrementos. Portanto considera-se uma sequéncia de valores {ﬂw} com

U, = 0 quando W — o© e minimiza-se a aproximagdo de Q(X,,uw) para
cada W.
Minimizando a fungdo penalidade quadratica (equacdo (4.3)) para | € 1

obtem-se:

v, Q00 u,)=vF()+ Y S8ve (x) wa

i€t w
Assumindo-se H (X) como sendo a matriz dos gradientes das restrigbes,

tem-se:

H(x)" =[ve(x)]

Consequentemente a matriz Hessiana é dada pela equagao abaixo.

(4.5)

e

VZ Q(xuy)= VIE()+ Y Gy c(x)+ —H () H () )

iet w
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Por ser um problema irrestrito pode-se aplicar o método de Newton-Raphson

para resolugdo numérica, obtendo-se o seguinte sistema:

V2Q(x, u)p=-V ,Q(x, u) (4.7)

No entanto, devido a problemas de mau condicionamento da matriz Hessiana
quanto ao seu numero de condigdes, ja que este se aproxima do finito quando o
parametro de penalidade tende ao infinito, pode-se usar uma formulagao alternativa

sugerida por NOCEDAL & WRIGHT (1999), introduzindo um vetor “dummy” ¢ e
usando a equacéo (4.6) chega-se a uma expressao equivalente a (4.7), vista abaixo.
C (X
VIEG)+ Y Svie (x) H(x) {p} {_ VXQ(x,u)} .
IEI ILl = -
H (x)' A °
Outro método de penalizacdo € chamado de método da penalidade interna,

onde para | € 7 , a fungdo penalidade tem a seguinte forma:

Qx,u)= F(x)+ u),

= c (X 9

Um dos métodos de penalidades interna € conhecido como o método da
barreira (obstaculo), introduzido por FRISCH (1955) e CARROL (1961), onde se
evita que os pontos factiveis tornem-se infactiveis por meio de algum tipo de fungéo

que penaliza os pontos que se aproximam do limite de factibilidade.

A mais importante fungdo barreira € a fungdo barreira logaritmica, que é
definida para o grupo de restricbes C; (X)Z O com i € 7. Esta tem a fungdo

objetivo e barreira combinada e dada por:

Q(x, u)=F(x)+ ) log c,(x) (4.10)

ier

onde log () denota o logaritmo natural e 4 é referido ao pardmetro de barreira.
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Analogamente ao procedimento feito para a funcdo penalidade quadratica,

pode-se minimizar Q (X, ,u) para se obter a solugcdo aproximada quando ¢ — 0,

utilizando-se o método de Newton-Raphson, sendo o seu gradiente e Hessiana
dados por:

VXQ(x,u)=VF(X)+Z$VCi(X) 4.11)

ier

V2 Q(x, )= V?F(x)- ;ﬁvzq (x)+ %‘,C_ZL(X)VQ (Ve (x)' (4.12)

Porém devido ao mau condicionamento da Hessiana quando seu parametro

M tende a zero tornaram inviaveis as investigacbes dos métodos de barreira por

muitos anos. Considerados os mais antigos métodos de pontos interiores so
voltaram a ter destaque com o método de KARMARKAR (1984) para programacgéao
linear.

Devido ao problema relatado acima outras formulagdes melhoradas foram
propostas. Uma delas € o método da Lagrangiana aumentada desenvolvida por
HESTENES (1969) e POWELL (1969), combinando o método da Lagrangiana dual e
o0 método das penalidades externa. Outra formulagdo conhecida como o método da
barreira modificada foi introduzida por POLYAK (1992) onde se inseriu 0s
multiplicadores de Lagrange e uma relaxacao nas restricbes em relagcdo ao método
da barreira classico, permitindo-se que o método operasse com pontos factiveis.

Por fim, para exemplificar o método apresentado, suponha-se um conjunto

formado por um corpo de massa M com uma mola de rigidez K sujeito a

aceleragcao da gravidade g*, visto na Figura 4.2, onde existe uma restrigdo. A

energia potencial total fica entdo escrita, utilizando-se a fungcédo penalidade

quadratica como:
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1 * 1
[M(u,)==ku -mg u, + —c*(u,) (4.13)
2 2 1

Ud 0

1/
Figura 4.1: Esquema massa suportada por mola com restrigdo de deslocamento

Como pode ser visto na Figura 4.1 o inverso do parédmetro de penalidade
pode ser interpretado como uma rigidez de mola na interface de contato entre o
corpo de massa M e o anteparo rigido.

Minimizando a energia potencial total, se determina a condig&o de equilibrio.
« 1
kug-mg —=c(uy)=0 (4.14)
y7j
Aplicando-se a restrigao C(Ud ) = 0 — U, na equacdo (4.14), para quando

Uy = 0 , obtem-se:

mag u+do
u, = g u

P (4.15)

Consequentemente o valor da equacéo restricao é:
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oto,)- 2o m8)

T (4.16)

Logo,se M g = K & o caso ¢ de contato, ou seja, ocorreu a violagédo da

CPN, que é equivalente a uma compressdo da mola na Figura 4.1. Nota-se que a
penetracao depende do parametro de penalidade.
A forca de contato (reagao) é dada por:

(k(S—m g*)
K u+1

F. = —iC(U)= - (4.17)
Y7,

onde o sinal negativo é adotado por convengao para que a forca de contato seja

positiva.

4.3 Método dos Multiplicadores de Lagrange
Sendo uma funcéo objetivo F (Xl, Xy ey Xn) cujo seus argumentos sao

definidos por variaveis de controle (controlaveis), na qual se tem vinculos (restricoes)
gue no caso de impacto sdo devido-as leis fisicas da natureza. Logo de uma forma

mais matematica generalizada tem-se:
Fungéo objetivo: F (X, X,y X;,)
Variaveis de controle: X;, X, ,..., X,
Restrigéo: qj(xl,xz,..., Xn)= Ocom j=1,2,...,1 paral < n

Devido ao método de Lagrange € possivel obter uma solugdo explicita em

problemas indesvinculaveis, adicionando-se uma incognita A (multiplicador de
Lagrange) que é introduzida para determinar os valores 6timos para as variaveis de

controle, tratando o problema como se fosse desvinculado, tornando-o:
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L, = F (X, Xp e Xn)_z A4, (4.18)

onde L, é denominada a Lagrangiana, da qual podemos determinar os seus pontos

estacionarios para posterior exame dos mesmos no cumprimento da funcdo F |,
garantindo que g = O pela escolha adequada de A e dos pontos estacionarios.

Por definicdo um ponto estacionario de uma fungdo € determinado quando o seu

diferencial total é nulo.

% OF

= —d = (4.19)

1 OX X
Com os dX; independentes entre si, a expressao (4.19) fica:
oF
— =0
ox (4.20)
Diferenciando-se a Lagrangiana em relagao aos termos X, , tem-se:
oL, _ 0q; .

A —L=0 i=1,2,..,n .

ox ZJ: ax com (4.21)
E comrelagdoa 4,
aLa—q =0 j=1,2,.., |
EY) i com ] =1,Z,..., (4.22)

j
Consequentemente o numero de equagbes algébricas sera de (n + |), o}

mesmo que o numero de incdgnitas X e A , que em muitas vezes resulta em um
sistema de dificil resolugcdo. Este problema pode ser suprimido por um método
qualquer de iteragdo, onde se faz um ajuste no valor do multiplicador de Lagrange

pré-estabelecido extremizando-se a Lagrangiana, repetindo o processo até que a

restricdo seja cumprida otimizando assim as variaveis X .
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Portanto para um problema dindmico com impacto, temos a fungcédo objetivo
representada pelo funcional de energia potencial total enquanto os vinculos sao
denominados pelas restricbes na posicdo dos ndés na regidao de contato
(estrutura/obstaculo) sendo ambas definidas por varidveis de controle que no caso
sao as posicdes dos nos da estrutura. Convenientemente os multiplicadores de
Lagrange representariam a forga de contato atuante na superficie comum entre
Corpos.

Para uma situagcdo genérica, segundo GRECO (2004) os nds submetidos a
contato/impacto estdo associados a uma matriz de restricdo de contato R. para

representar a interferéncia no movimento que o impacto em uma direcdo pode

ocasionar nas outras, consequentemente o equilibrio dindmico numa regiao de
contato = , com o vetor posicdo Y € E |, num certo instante S é dado pela
equacgao (4.18).

oIl
oY,

Ils

-R.4,=0 (4.23)

Pela substituicdo da equacédo (3.53) na (4.23) e utilizando a expansao de
Taylor em primeira ordem (método de Newton-Raphson) para um determinado

instante s+1 chega-se a seguinte forma matricial do algoritmo iterativo:

C 2 . .
M +7/ a+8 Ye ~R. || AX Fyl—(aU9+MYs+l+CaYs+lj
LAY AL OXP = oX (4.24)
RC ™ 0 A XE - RCXS+1

S+l

Onde XFé a posigdo do elemento alvo. Por fim as forcas de contato sdo

calculadas com a equacao (4.25).

ouU
FSS?NT = I:s+1 - €
oX

+M Y“s+1 + CaY.s+1j (425)

s+1



72

4.4 Controle de posicoes

Como o proprio nome sugere o modelo de identificagdo e solugdo de impacto
apresentado neste trabalho, se da pela interferéncia direta nas posi¢cdes dos nds da
estrutura mével (projétil) referentes ao impacto da mesma contra um anteparo rigido
(estrutura alvo), sendo ambas analisadas num plano bidimensional. Esta técnica
teve inspiracdo na formulacdo desenvolvida por GRECO (2004), onde se
considerada o equilibrio dindmico a uma condi¢cao de penetragado nula (CPN) entre
corpos impactados. Naquele trabalho, ampliou-se o sistema de equacbes
introduzindo o calculo do multiplicador de Lagrange que se igualaria, no limite, as
forgcas internas desenvolvidas no corpo impactante na regido do contato (equacéao
(4.24)). Aqui, como sera visto nos desenvolvimentos, ndo se aplica o multiplicador
de Lagrange, mas se considera a forca de contato como aquela calculada a partir da
energia de deformagao no corpo.

Considerando-se um problema unidirecional de impacto como o apresentado

na Figura 4.2, que mostra uma estrutura unidimensional com sua configuragdo num

certo tempo 1 a uma distancia horizontal ¢ do anteparo rigido e, apds um intervalo

de tempo At em uma outra configuragdo (t + At) representando a posicdo da
estrutura violando a CPN. Logo se pode definir que o impacto so6 ira acontecer
quando X — 0 > 0. Consequentemente, a interferéncia na posicdo do no
impactante se dara pela imposicéo nesta, eliminando-se AX . Isto provocara uma
alteragdo no equilibrio dinamico do corpo, j4 que a mudanca de configuragcao
modifica o vetor de forgas internas, gerando o desequilibrio do vetor de residuos,
forcando assim a busca de uma nova configuragdo equilibrada, com o uso do

integrador temporal de Newmark.
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Logo, a anulagdo de AX se faz necessaria para reconstituir a condicdo de
penetragcao nula, ou seja, retornar o né impactante num ponto sobre a superficie da
estrutura alvo (anteparo rigido), chamado de ponto de retorno, podendo este ser o

proprio ponto impactado.

t

t+At || |

X
Figura 4.2: Configuracao de estrutura no impacto contra anteparo rigido

4.4.1 Determinacao da ocorréncia do impacto

Muitas técnicas séo propostas para a identificagcdo do impacto, uma delas foi
desenvolvida em GRECO (2004), que se baseou nas equacgdes integrais de um
problema potencial relacionado ao contorno da estrutura alvo. Para isto, teve-se que
identificar o tipo de dominio de integracao e apds fazer a discretizagdo do corpo alvo
em elementos finitos lineares. A identificagcdo da ocorréncia do impacto foi feita por
meio do parametro livre, determinado pelo potencial e fluxo, variaveis principais
envolvidas no problema potencial usual. Tal trabalho serviu como uma fonte de
pesquisa sobre identificagcdo do impacto.

Para desenvolver a técnica proposta neste trabalho, alguns estudos para a

identificacdo do impacto foram feitos. Em um destes procedeu-se da determinagao
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do jacobiano de um elemento triangular, como visto na Figura 4.3, sendo este
composto por dez nds, simulando-se uma aproximagao cubica para o anteparo
rigido (nés 2, 3, 4 e 5), onde as posigdes dos nos 6, 7, 8, 9 e 10 sdo determinadas
geometricamente.

O jacobiano é obtido pelas derivadas primeiras das fungdes de formas do

elemento triangular em relacéo as variaveis adimensionais £, e &5, aplicando-as

no né da estrutura (ponto 1), ou seja, &; = 1. Logo, a identificagdo do impacto se

daria quando, o produto dos valores do jacobiano, calculados em uma configuragéo
passada e atual, fosse negativo. No entanto, percebeu-se que isto ocorre se
somente se, um ponto passa de um semi-plano para outro, determinados pela reta
que contém os pontos 2 e 5, da Figura 4.3.

Consequentemente, este procedimento fica impraticavel para anteparo rigido
curvo, pelo fato da nao identificagdo do impacto em pontos que estejam na regiao

determinada pela curva do anteparo e a reta supracitada.

2 —elemento do anteparo rigido
¢ no daestrutura
« nos do anteparo rigido
» nos a determinar

» X
Figura 4.3: Elemento triangular com 10 nos
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Finalmente, apds muitas dificuldades, neste trabalho foi desenvolvido um
algoritmo simples de identificacdo de impacto, porém eficiente quando aplicado aos

problemas aqui estudados. Neste utilizam-se segmentos auxiliares lineares,
parametrizados pela variavel adimensional & que varia entre -1 e 1, para
determinar uma regido que facilitara a identificagdo do ponto impactante. Conforme
mostra a Figura 4.4 para trés possiveis trajetorias de penetragdo, um ponto dentro
desta regido sera denotado como impactante quando:
(da;) (dr;)< 0 (4.26)
A identificagdo do segmento auxiliar a ser usado é um dos problemas da
formulagcado. Este se faz na primeira iteracdo de tempo, apds o primeiro movimento,
adotando-se aquele que ndo seja solugdo para a inequagdo (4.26), e dentro os
quais, se houver, o que esteja contido no intervalo prescrito para ¢ do segmento
auxiliar. Este procedimento sé € adotado para nos cujas trajetorias cruzem com um
ponto qualquer do anteparo rigido.
Um problema que pode surgir na formulagdo proposta, ocorre no encontro
entre o elemento do anteparo rigido e o0 segmento auxiliar, como visto na Figura 4.5,
onde um no da estrutura movel cruza tanto o anteparo rigido quanto o segmento
auxiliar. No entanto, pelo fato de se utilizar o algoritmo de integragdo temporal de
Newmark modificado, este dificilmente ocorrera, devido a adocdo de passos de
tempo At pequenos. Mas no algoritmo desenvolvido, para solucionar o mesmo,

guardou-se o valor calculado entre as diferengas de posi¢des, do n6 da estrutura e o
ndé do segmento auxiliar, da iteragdo anterior ] para comparar com a atual | +1,

determinando-se que o impacto ocorre quando:

(da/ ) (da/*)< 0 (4.27)
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10, ¢ — anteparo rigido

@ — segmentos auxiliares
i
- - — trajetorias de impacto

» X

Figura 4.4: Modelo de identificagao do impacto com trés trajetdrias distintas

Figura 4.5: Possivel problema na identificacdo do impacto
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Devido as atuais dificuldades na identificacdo do segmento auxiliar a ser
usado na determinacdo da ocorréncia do impacto, uma proposta simplificada foi
desenvolvida, onde se denota os segmentos auxiliares como elementos de
comparacgao. Diferentemente do caso anterior ndo ha necessidade de identificar o
segmento (auxiliar-comparagao), mas este é fornecido pelo usuario.

Logo, o procedimento se torna mais direto, adotando-se vetores distancias

(dxl; dx, )e (dyl; dy, )paralelos aos eixos coordenados, visto na Figura 4.6.

« ’ — anteparo rigido
@ —segmentos de comparagao
- _ trajetoria de impacto

» X
Figura 4.6: Modelo do procedimento alternativo para identificagdo do impacto

O par de vetor distancia a ser utilizado depende do segmento de comparagéao
que é utilizado para cada elemento da estrutura. Sendo assim, o impacto é dito

ocorrido quando:
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dx, dx, < 0 (4.28)
ou:
dy, dy, <0 (4.29)

Apesar de ter a desvantagem de fornecer todos os segmentos de
comparagao para cada elemento da estrutura, esta abordagem tem a vantagem de

tornar o tempo de processamento menor.

4.4.2 Determinacao da posicao de retorno

Para se determinar num plano bidimensional o ponto de retorno do né
considerado impactante, desenvolveu-se um algoritmo de retorno com a
possibilidade da existéncia de atrito entre estrutura e superficie de contato da
estrutura alvo, baseando-se em uma interpretacdo geométrica do modelo
simplificado de atrito de Coulomb. Para isto, se estabeleceu uma proporgao
geométrica entre forgcas normais e forgas tangenciais que ocorrem na regido de
contato, sendo as forgas tangenciais originadas pelo atrito de contato.

Logo o ponto supracitado depende para sua determinagdo de um coeficiente

de retorno R , estabelecendo-se assim um intervalo de posi¢cbes possiveis de
retorno entre a posicdo sem atrito e a com atrito total, sendo este intervalo
representado pela variagdo do coeficiente de retorno entre 0 e 1.

Portanto, como exemplo ilustrativo, um elemento de aproximagao cubica da
estrutura alvo, lembrando que a formulacdo do método dos elementos finitos
posicional trabalha com uma aproximacao qualquer para o elemento, € mostrado na
Figura 4.7, onde todos os dados requisitados para o desenvolvimento do algoritmo

de retorno sdo fornecidos.
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}X

Figura 4.7: Dados pertinentes a analise do ponto de retorno

Nesta figura os pontos P e PP representam os nos da estrutura mével numa
configuragdo anterior e numa configuragdo posterior ao impacto, respectivamente.

Os pontos 1, 2, 3 e 4 sdo os nos da linha do anteparo rigido, e por fim os pontos
m,, n, e fi representam o ponto de impacto, o ponto de retorno para uma

superficie considerada sem atrito e o ponto de retorno dado pelo valor do coeficiente
de retorno, respectivamente.

A partir das fungdes de forma dadas pela equagédo (3.22), que sao
parametrizadas pela variavel adimensional &, variando entre -1 e 1, pode-se
determinar o mapeamento dos pontos do anteparo rigido segundo a equacéao (3.24)
por:

X=X +¢,X*+¢,X°+¢,X* (4.30)

Y=gY' +6,Y +4Y%+4,Y* (4.31)
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Além de se conhecer a discretizacdo do elemento alvo, a trajetoria
(aproximada por uma reta) do ponto impactante € também conhecida, ja que estas
correspondem a posigcdo do né da estrutura na configuragdo passada e atual

representadas na Figura 4.7 pelos pontos P e PP respectivamente.
Consequentemente, a determinagcdao do ponto de impacto M, é obtida

facilmente a partir das equagdes que regem a trajetoria do né do elemento movel e a
superficie do elemento rigido.

A equacéo da reta é dada por:
y=ax+b' (4.32)

. . | ~
Onde, os coeficientes angular a e linear b da mesma séo:

YPP _YP

a=—"_" —tan(a) (4.33)
XPP o XP

b =Y, —aX, (4.34)

Deve ser observado que os sentidos adotados para os angulos na Figura 4.7
denotam o sinal que estes levam, ou seja, para o sentido horario o sinal é negativo,
de modo contrario é positivo.

Substituindo as equacgdes (4.30) e (4.31) na (4.32), temos:
aY' +a Y+ Y+ Y =A@ X+, X* + 3, X+, X*) +0 (4.35)
Trabalhando a equacgéo (4.35) chega-se na seguinte equagao nao linear para
se determinar o valor de &£ que satisfaz o cruzamento da trajetoria reta com o
anteparo curvo:
On=0=¢A, +¢,B,+4,.C, +4,D, -0 (4.36)

onde:



81

RV 2
By =Y"—aX (4.37)

Expandindo-se em & a equacao (4.36) por uma série de Taylor até primeira

ordem e aplicando-se o Método de Newton-Raphson, o mesmo procedimento

adotado para determinacdo da configuracado de equilibrio, determina-se a corregéo
para a variavel adimensional & (equacéo (4.38)) dando por encerrado o processo ao

se atingir uma determinada preciséo definida pela norma euclidiana desta corregéo

ou residuo. Desta forma tem-se:

A+ 4B+ #:C, +¢,D, —b (4.38)

AE=—(Vg,) gn = 4 A, + 4B, +$.Co + 4Dy,

Consequentemente a determinagdo de <&, (referida ao pontoM, ), e com a

utilizacado das equagdes (4.30) e (4.31) determinam-se as coordenadas da posigao

do ponto.
Xm:¢1mX1+¢2”‘X2+¢3'“X3+¢4{“X4 (4.39)
Y. =™+ Y+ Y+ Y (4.40)

De posse do ponto de impacto, podemos determinar as direcdes dos vetores
U e V, tangente e normal a superficie do elemento alvo, respectivamente. Logo o
coeficiente angular da reta tangente (direcdo de U ) ao elemento alvo no ponto M, é
obtido com a equacéao (4.41), onde os valores das primeiras derivadas das fungdes

de forma dadas na equacéo (3.23) devem ser determinados para & = &,,,.

oY

AP AT AT A ST AN

Xlm oX|  gX +@EXE+aX + g X"
0¢ |,

ag = tan(y)= (4.41)
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Como o coeficiente angular de uma reta ortogonal a outra é o inverso do
oposto desta, temos o coeficiente angular da reta normal (dire¢éo de V ) a superficie
do elemento rigido, ou seja:

_HXTHH X+ X+ 4, X
AT ASEIASETAS

g, = tan(p) = (4.42)

—

Determinado este, pode-se determinar o coeficiente linear da reta PPn |

como:
bll?N = 8y Xpp — Yep (4.43)
Apods determinados estes dois coeficientes (linear e angular) procede-se a
determinacao das coordenadas do ponto de cruzamento N; entre a reta de retorno
sem atrito com a mesma direcéo do vetor V , e a superficie curva do anteparo rigido.
Isto é feito determinando-se o novo valor da variavel adimensional &, obtida pelo

processo de iteracdo de Newton-Raphson.

De posse do intervalo de posigcdes sobre a superficie do corpo rigido

indicando a variagao de atrito nulo (ponto N, ) e atrito maximo (ponto M, ) estima-se

pela variavel R (coeficiente de retorno) um novo valor para & chamado de & , que
aplicado nas fungbes de forma e posteriormente nas equacgdes (4.39) e (4.40)
(referidas ao ponto fi ) determina as coordenadas do ponto de retorno f para o
valor requerido de atrito.

Deve-se tomar cuidado para situagbes onde as equacdes (4.33), (4.41) e

(4.42) nao sdo validas, sendo estas nos casos em que Xp = Xpp, 7== e

(SIS
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T . ~ ..
0= onde se devem fazer pequenos ajustes nas equagdes para suprimir estes

eventuais casos. A Figura 4.8 apresenta estes trés casos.

caso 1 caso 2

caso3

Figura 4.8: Casos especiais de determinacao do ponto de retorno

O primeiro é definido quando a trajetéria do elemento mével tem abscissas
constantes, neste teremos X, = X = X e as expressdes (4.35) e (4.36) sdo
substituidas por:

X=X+ X2+, X% +¢,X* (4.44)

On=0=X, =X +8,X*+4,X° +¢,X* (4.45)

Definindo £, e consequentemente pela equacdo (4.40) a coordenada Y,,,.

No caso 2 para ¢ =%, teremos apenas a substituicdo da variavel X, por X, nas

equacdes (4.44) e (4.45), ou seja, X, = X pp definindo posteriormente &, que
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fornecera a coordenada Y,, . O terceiro caso dispensa comentarios pelo motivo que

o coeficiente angular da reta tangente ao ponto M, é dispensavel no calculo da

posicao de retorno, sendo a equacao (4.41) desconsiderada.

4.5 Parametros de integracdo do algoritmo temporal de Newmark aplicado ao
impacto
O integrador temporal de Newmark apresenta uma familia de solugbes

referentes & suas constantes £ e ¥, sendo estas definidas pelo comportamento

adotado para a aceleragéo no intervalo de tempo At entre as configuragdes dadas

nos tempos te t+ At e estd diretamente ligada a estabilidade dos métodos
adotados.

A partir da Figura 4.9, que apresenta as regides de estabilidade para as
constantes de integracdo de Newmark, podem-se observar os diferentes métodos
adotados para a solugdo de problemas de impacto. A formulagdo classica (regra

Trapezoidal) encontra-se no limite da regido de estabilidade e é denotada pela

interseccdo da reta ¥ e a curva £, onde se considera uma aceleracdo média

constante atuante no intervalo de tempo At , onde a eficiéncia da formulagéo se da
para a solucao de problemas dinadmicos de estruturas convencionais. Porém em
problemas onde haja impacto, principalmente com altas frequéncias, a técnica
apresenta-se ineficiente de acordo com os trabalhos de CARPENTER et al. (1991),

TAYLOR & PAPADOPOULOS (1993) e SOLBERG & PAPADOPOULQOS (1998).
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1,5 1 'L\b(

7=0,5

1,25 incondicionalmente
estavel

1,0
instavel

0,75

condicionalmente
0,5 estavel

0,25

instavel

025 05 075 10 125 15 175 20

Figura 4.9: Regides de estabilidade para as constantes de integragdo de Newmark

Portanto solugbes alternativas para a resolugdo de problemas de impacto

foram propostas. Uma destas foi apresentada por CHAUDHARY & BATHE (1986)
modificando o parametro £ = 0,5, mas permanecendo no limite da regido de

estabilidade sobre a reta (7/ = 0,5)e consequentemente geraram um algoritmo

estavel para problemas usuais. No entanto, segundo GRECO (2004) a estabilidade
de um algoritmo se da por este apresentar solugédo para qualquer discretizagao

temporal, logo s6 a estabilidade ndo garante a qualidade da resposta numérica, ja
que tanto para aplicacdo da forma classica (ﬂ =0,25;y = 0,5) quanto
CHAUDHARY & BATHE (£ = 0,5;7 = 0,5) para pequenos valores de intervalo

de tempo At podem produzir respostas oscilatorias para o campo de forgas de

contato.
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Outra alternativa foi proposta por HU (1997), sendo esta utilizada neste
trabalho, onde os parametros de integragdo (8 =1,0;7 =1,5) encontram-se

sobre a regi&o limite de estabilidade sobre a curva f , que segundo ARGYRIS &

MLEJNEK (1991) apresenta o maximo amortecimento numérico de frequéncias altas
de vibragdo, causando erros numéricos nas respostas em problemas de impacto.
Este algoritmo de integracdo modificado pode ser classificado como

incondicionalmente estavel, ja que para qualquer discretizacdo temporal existe

sempre uma resposta. No entanto quanto menor for o valor de At aumenta-se a
probabilidade de captar as frequéncias de vibracdo mais relevantes do problema
obtendo assim uma resposta que converge para solugdo esperada, pois a
formulagdo gera um pequeno amortecimento numérico que pode resultar em um
pequeno erro na fase.

Também existem outros valores conhecidos adotados para os parametros de

integracdo de Newmark como os da aceleracéo linear (8 =1/6;y = 0,5), Fox-

Goodwin (8 =1/12 ;5 = 0,5) e da diferenca central (8 = 0;y = 0,5)onde se
pode notar que estes se encontram na regiao limite de estabilidade sobre areta ) .

Uma explanagdo mais detalhada sobre a estabilidade de algoritmos de

integracédo temporal pode ser encontrada ARGYRIS & MLEJNEK (1991).

4.6 Justificativa

Para se fazer um comparativo entre o método de impacto adotado e o dos
multiplicadores de Lagrange e o das penalidades resolve-se um pequeno exemplo
ilustrativo unidimensional mostrado na Figura 4.10, composto por dois corpos.

Aplica-se uma forga externa lentamente (problema quase estatico) em cada corpo. O
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sistema também apresenta uma restricdo linear de deslocamento, devido a um

obstaculo, dada por 6 — X, =20 |

l
l

Figura 4.10: Problema unidirecional com restricao

Portanto, a equagdo de equilibrio do sistema quando X, <0 é

simplesmente dado pelas forgas produzidas pelas molas F, ;e F,,, diminuida das

forcas externas, mostrada abaixo na forma matricial.

(k1+k2) _kz Xl _ Fl
_ kz kz X2 F2 (4.46)

Ao se aplicar a técnica dos multiplicadores de Lagrange quando X, > o

surge mais uma equacao algébrica devido & imposigéo da restricado X, =0 . O

novo sistema fica escrito como:

O (k1+k2)x1_k2x2_|:1 0
92 =< — k2X1 + kzx2 — F2 +A:=+0 (447)
95 X, =6 0

Onde A é o multiplicador de Lagrange que neste caso ira representar a forca
de contato necessaria para satisfazer a CPN e o vetor J; é chamado de forca

residual. Logo, o gradiente da forca residual fica definido por:
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o9, 99, 99, |

0X, 0X, 04 (k,+k,) -k, 0

Vg — agZ agZ 692 — _k2 k2 1
X, oX, 02

09; 99, 09,

oX, oX, 94 |

(4.48)

Para produzir um resultado numérico para o exemplo definem-se os valores

das constantes de rigidez k1 =1 k2 =1, logo o gradiente e a inversa do mesmo

ficam dadas por:

2 -1 0 . 1 0 1
vg=|-1 1 1 Vg‘1=§ 0 0 (4.49)
0 1 2 -1

Para se definir a posi¢cao de equilibrio do sistema primeiramente se procura
uma solucdo para o caso em que X, < 0 . Adotando F, =0,5, F, =0,5,
0 =1e considerando que X, = X, =0, a equagdo de equilibrio fica agora

definida como:

a) Primeiro passo:

B e

Isto acarreta em:

X,=1e X, =15

Como o resultado mostra que a restricao foi excedida (X 5 > 5), ou seja, a

condicdo de penetragdo nula foi descumprida, deve-se partir para a segunda

condigdo de equilibrio (equacédo (4.47)), onde se encontra a nova solugdo a partir
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daquela do passo (a), ou seja, o0 passo (a) € a primeira tentativa para o passo (b),
logo:

b) Utilizando-se a expansdo de Taylor (método de Newton-Raphson) até a
primeira ordem sabe-se que:

g=0g,+AX'Vg™'=0

. 4.50
AX'=-Vgg, (4.50)
sendo 0, sempre o vetor de forca residual do passo anterior e i indicando o

, . ~ . . . ~ H . ~ 1
numero de iteragbes. Para a primeira iteracdo | = 1 determina-se a correcdo AX ™,

utilizando os mesmos valores para as variaveis adotadas no passo (a) e sendo

A =0, tem-se:
1 0 1 (2*1-1*1,5-0,5)
AXl:—%-O 0 2 |{(-1*1+1*1,5-0,5+0)
1 2 -1 1,5-1)
0 17(0 0,5 -0,25
AXlz—%O 0 250 :—% 1 t=4-05
1 2 -1/|05 -0,5 0,25
Portanto:

X}=X"+AX!=1-0,25=0,75
X=X2+AX:=15-05=1
A=2"+A2=0+0,25=0,25

Os valores obtidos da primeira iteracao para Xll , X; e A' devem equilibrar

o sistema, ou seja, resultar em ( = 0 ou num valor determinado dentro de certo

erro, caso contrario calculamos as corre¢gdes para a segunda iteracdo e assim
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sucessivamente. Logo substituindo-se os valores obtidos para as variaveis na

equacgao (4.47) tem-se:

g, 2*0,75-1*1-0,5 0
g, =9-1*0,75+1*1+0,25-0,5, =40
g, 1-1 0

Portanto, como o equilibrio foi garantido logo na primeira iteragdo, os valores

das incégnitas do sistema sao dados por:

X, =0,75
X, =10
A =0,25

Para se comprovar que o resultado satisfaz totalmente a estacionariedade do

sistema retorna-se a equagéo (4.46) com estes valores, lembrando que A4 esta no

sentido contrario a F, , e se verifica a igualdade.

AT st
{0(?’255} i {00255}

Logo a igualdade foi confirmada e consequentemente o sistema esta em
equilibrio.
Utilizando o método das penalidades externas, mais especificamente a funcéo

penalidade quadratica, tem-se, como no caso dos multiplicadores, o mesmo sistema
de equilibrio (equacdo (4.46)), quando X, < 0 . Logo a alteracdo se dara no
equilibrio para quando X, > 0 , utilizando-se para o primeiro passo de iteragéo os

deslocamentos determinados no sistema sem violagdo da restricdo, ou seja,

X,=10e X, =15
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Aplicando-se a técnica da funcédo penalidade quadratica impondo a restricao

c(X) = 0 — X, = 0, para garantir a CPN, esta fica definida por:
1 2
Q(x, 1) =TI +-—2>" c*(x) (4.51)
2/” et
onde IT é o potencial de energia total.
Com a minimizacdo da funcdo penalidade determina-se o vetor de forca

residual, dado abaixo:
g, (k1+k2)X1—k2X2—F1 0
= 1 =
g, _k2X1+k2X2_F2__(5_X2) 0 (4.52)
y2i
Percebe-se que, diferentemente do método dos multiplicadores de Lagrange

o método das penalidades ndo gera nenhuma equacgado algébrica a mais. No

entanto, é necessario adotar valores para o parametro de penalidade 4 , que

dependendo da escolha podem levar a resultados improvaveis, mostrando a

dificuldade em escolher valores do 4 adequado para um problema qualquer.

O gradiente da forca residual e sua inversa ficam determinados por:

8g1 891 (kl + kz) - kz
Voo % X, |_ .
9=16g, og, || -k, (kz + _J (4.53)
| 0X, oX, | H
1
1 1 [k +—j k
Vg =- " 2 (4.54)

kK, + (kl—i_kZ] K, (kl + kz)
7,

Utilizando-se os mesmos valores, para as variaveis do problema, adotados no

método dos multiplicadores de Lagrange, com ¢ =1, pela equacéo (4.50) tem-se:
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i1 (H%] 1 (1+1)*1—1*1,510,5
—1*1+1*1,5—o,5—1(1—1,5)

1*1+[1+11j 1 (@+1

i L 2 1]{0] 1[05] [-01666
311 2llos] 3|1 ]-03333

Portanto:

Xl=X02+AX!=1-01666 = 0,8333
Xl=X?+AX!=15-0,3333 =11666

Sabendo-se que a resposta converge para a solugdo quando 4 — O,

acelera-se o processo iterativo utilizando-se 4 =0,00001, obtendo-se:

. Lo 1 (1+1)*08333-1*1,1666-05
AXE = r07) ¢ 08333+11666- L 1-11668
-0, 1666-0.5- 1-1166

+(111+;5J 1 (L+1) : 105

A2 L [t00001 1[0 ] 1 [16665833 _[-0,0833
© 200001 1  2|16665833)  200001|33331666] |-0.666

Portanto:

X2 =X2+AX}!=0,8333 - 0,0833 = 0,75
X2=X0+AX!=11666 —0,1666 =1,0

Sendo o resultado aproximadamente igual ao obtido no método dos
multiplicadores de Lagrange, pelo fato de se poder diminuir ainda mais o parametro

de penalidade fazendo-se C — 0 . A forca de contato é determinada por:

1 1
F.=-—c(x)=-=(-k,X, +k,X, — F, )u (4.55)
7 7
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Portanto:
F,=-(-1*0,75+1*1-0,5)= 0,25

Mesmo resultado obtido pelo método dos multiplicadores de Lagrange.

Agora se resolve o0 mesmo exemplo pelo método do controle de posig¢oes,
adotada neste trabalho. Primeiramente sabe-se que o método adotado utiliza as
posicdes dos nds como parametros nodais, sendo assim estipulam-se um eixo para

delimitar a origem do sistema, como visto na Figura 4.11.

B Li | Li _
k1 » X1 k2 o X2 X5
—WWWN—— 1 ——AAWWWN—— 2
L L]
—» X F. F.
S

Figura 4.11: Problema unidirecional com restricdo - Método posicional

O equilibrio do sistema para X, < X5 = 2L, + 0 fica agora determinado

pela seguinte forma matricial:
(k1+k2) -k || %=L | |FR
“k, k, ||x,-2L[ |F (4.56)
Consequentemente as equacdes de balanceamento ficam determinadas por:
9. _ (k1+k2)(Xl_Li)_kZ(XZ_ZLi)_Fl _ 0 457
g, _kz(xl_Li)+k2(X2_2Li)_ F, 0 4.57)

O gradiente da equacgao (4.57) fica entdo igual a:

k, + k -k
Vg = {( k) 2} (4.58)
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Aplicando-se o método e Newton-Raphson utilizando os mesmos valores para

as variaveis usados anteriormente e com L; =1 obtem-se:

it L (2*(1-1)-1*(2-2)-05)] [1 1][-05] (1
1 2||(-1*(@-1)+1*(2-2)-05)] |1 2]||-05] |15
Logo o resultado obtido era esperado para a primeira corregao. Atualizando

as posigdes tem-se:

X =X +AX =1+1=2
X; =Xy +AX; =2+15=35

Como a restricdo foi infringida aplica-se o método do controle de posigoes,

retornando a posigédo do ponto X, para a superficie do obstaculo, ou seja, toma-se
X, = X5, e faz-se o equilibrio para o ponto X; como segue:

9 :(k1+ kZ)(Xl_ Li)_ kz(xz _2Li)_ F,=0
9, = 2*(X1_1)_(3—2*1)—0,5=O

Portanto, tem-se:

X, =175
X, =3

Expressando o deslocamento para comparar os resultados, tem-se:

X,=%-1=175-1=0,75
X,=X,-2=3-2=1

Sendo este resultado igual ao obtido pelo método dos multiplicadores de

Lagrange e pelo método das penalidades. Determinar-se a forga de contanto

exercida sobre o corpo 2, fazendo-se o equilibrio para J, , ou seja:
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g, = _kz(xl - Li)+ kz(xz - 2Li)_ F,
g,=-1*(1,75-1)+1*(3-2*1)-0,5
g, =-0,25

Consequentemente comprova-se a equivaléncia em termos de resultado entre

os trés meétodos, sendo a forga residual (forga de contato) obtida com sinal negativo

indicando o sentido contrario da forga externa F,.



Exemplos numéricos

Capitulo

5.1 Consideracdes iniciais

Neste capitulo faz-se a validagdo do método abordado na programagao nao
linear geométrica dindmica implementada referente ao impacto entre estrutura e
anteparo rigido curvo tendo este uma aproximagao qualquer, por meio da
comparacdo de exemplos numéricos da literatura cientifica. E feito também um
estudo de convergéncia para a discretizacdo geométrica da estrutura e para a
discretizagdo temporal (passo de tempo), buscando o ponto étimo para as duas

discretizacdes.

5.2 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido em forma de V

Este exemplo servird como validagdo do algoritmo desenvolvido, sendo esta
feita por meio de uma comparagdo com artigos onde o mesmo exemplo é
encontrado, WRIGGERS et al. (1990) e GRECO et al. (2004), que adotam devido a
simetria do anel e da estrutura rigida como é visto na Figura 5.1, uma discretizacao
de apenas a metade da estrutura em 30 elementos finitos lineares. Ja aqui a
estrutura foi discretizada em 20 elementos com aproximagao cubica, enquanto o

anteparo rigido tem 2 elementos rigidos e 3 segmentos auxiliares vistos na Figura
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5.1. Como nas referencias, utilizaram-se varidaveis adimensionais e velocidade

constante. Utilizou-se também uma discretizacdo temporal constante igual de

GRECO (2004) At =0,05. Foram adotadas as constantes de integracédo

modificadas de HU (¥ = 1,5; 8 = 1,0), no integrador temporal de Newmark.

Legenda

1 —— Estrutura

—— Anteparo rigido
—— Segmento auxiliar

35

46 E*=100
In=0,08333333
Ar=1,0
p=0,01

25,48

Figura 5.1: Dados de entrada do problema

As respostas obtidas pela formulacdo nao linear posicional para a situagao
sem atrito e com atrito sdo mostradas nas Figuras 5.2 (a) e (b), e Figuras 5.3 (a) e

(b), sendo que a ultima configuragado dada para cada uma destas, esta em negrito.
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Figura 5.2: Configuragdes anelares para certos passos de tempo (sem atrito R
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Figura 5.3: Configuragcdes anelares para certos passos de tempo (com atrito R
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A resposta apresentada em WRIGGES et al., vista na Figura 5.4, mostra
apenas as configuragdes deformadas em alguns instantes sem maiores detalhes,

diferentemente dos apresentados em GRECO (Figura 5.5).

(a)

Fd A

(b)
Figura 5.4: Respostas de WRIGGERS (1990). Casos: sem atrito (a) e com atrito (b)

Como podem ser observados, os graficos das posicoes deformadas
encontrados, para o caso sem atrito, foram bem semelhantes aos obtidos pelas
referéncias, no entanto para o caso com atrito os resultados obtidos diferem das
mesmas. Por este motivo, com intuito de refinar os resultados na busca de uma
melhor precisdo dos mesmos, optou-se por fazer um estudo de convergéncia tanto
para diferentes valores da discretizagdo temporal, diminuindo estes e

consequentemente obtendo uma atualizagdo das posicdes que descrevem uma
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curva mais suave, e também para uma discretizagcdo da estrutura mais refinada,

aumentando o numero de elementos e consequentemente preservando a geometria

real da mesma.

25 25
30 -30
T T T T T T
20 = I -1 Bl 30 35
(a) X
104 10
5= 5+ i
0 B
5= 6=
5 104 . -1n-_
15 15
20 204
1 +=8.75
25 25
=30+ =30 |
T T T T T T T T T T T T T T T
=20 0 38 2 45 -0 5 0 5 10 15 20 25 3 38
X (b) X

Figura 5.5: Respostas de GRECO (2004). Casos: sem atrito (a) e com atrito (b)

A Figura 5.6 apresenta trés discretizacdes temporais (At = 0,05,

At = 0,01 e At = 0,001 ), para a mesma estrutura, discretizagdo e constantes de

integracédo da Figura 5.1, mostrando a posigao vertical do n6 46 ja que a estrutura é

simétrica e, portanto a posicdo horizontal permanece constante. Observa-se que a

convergéncia é muito boa, fazendo coincidir as curvas para At =0,0le

At =0,001 .
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0 T T T T T T T !
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Tempo
Figura 5.6: Convergéncia por discretizagdo temporal para o caso sem atrito (R=0)

No entanto, a Figura 5.7 mostra que a convergéncia para o caso com atrito é

mais lenta, além de produzir resultados posicionais discrepantes, que estdo bem

evidenciados entre a curva para uma discretizacdo temporal com At = 0,05 e as

curvas das demais discretizagées (At = 0,01, At = 0,001 ¢ At = 0,005 ).

45
40 -
35
30
25
20
15
10
5

— 0,001

—0,0005
0 T T T T T 1 1 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16

Tempo
Figura 5.7: Convergéncia por discretizagdo temporal para o caso com atrito (R=0,6)
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Por consequéncia dos resultados vamos adotar para o estudo de

convergéncia da discretizagdo para geometria da estrutura um intervalo de tempo
At = 0,001 para ambos os casos, sem atrito e com atrito. J& os resultados

apresentados nas Figuras 5.8 e 5.9, caso sem atrito e com atrito respectivamente,
evidencia-se novamente a maior velocidade de convergéncia do caso sem atrito,

sendo que suas curvas para uma discretizagao de 120 e 240 nds sao coincidentes.

50 -
45 -
40
35
30

> 25
20
15
10

5

0 T T T T T T T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16

Tempo

Figura 5.8: Convergéncia por discretizacdo geométrica: caso sem atrito (R=0)

Ap0ds a verificagao das curvas de posi¢coes do né mais proximo a base do funil
com relagdo aos dois estudos de convergéncia, sdo apresentados os resultados

onde se adotou para o caso sem atrito (Figura 5.10 (a) e (b)) uma estrutura de 240
nés e um intervalo de tempo At = 0,001 e o caso com atrito (Figura 5.11), 480 nds

e At = 0,0005 .



21 - — 60 noés
— 120 nés
19 - —— 240 ndés
— 480 nds
17 -
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Figura 5.9: Convergéncia por discretizacdo geométrica: caso com atrito (R=0,6)

50 4

45 |

40 |

35 +

30 A

20 4

15 4

10 +

(@)

50 -

(b)

Figura 5.10: Configuragdes anelares para certos passos de tempo (sem atrito R=0)
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50 -

45 |

40 1

35 -

30 -

20 4

Figura 5.11: Configuragdes anelares para certos passos de tempo (com atrito R=0,6)

As Figuras 5.10 (a) e (b) evidenciam que o caso sem atrito resulta em valores
que sao aproximadamente idénticos aos obtidos pelas referéncias supracitadas. De
modo contrario o caso com atrito (Figura 5.11) demonstra uma grande discrepancia
nas posi¢oes resultantes de cada passo de tempo em relagéo as referéncias, ja que
a estrutura fica entrando e saindo do anteparo em forma de funil, logo o coeficiente
equivalente de atrito deve ser avaliado por este ter interferéncia direta nas posi¢des
de retorno do né impactante. Buscando obter resultados mais condizentes aos
obtidos por GRECO (2004), por mera comparagao entre os coeficientes de atrito
adotados, fizeram-se varios testes até encontrar uma trajetéria de equilibrio
aproximada ao da referéncia. A Figura 5.12 (a) mostra, para uma mesma
discretizacdo da estrutura e temporal do ultimo exemplo mostrado, que as

configuragdes de equilibrio, se aproximam da Figura 5.5 (b), no entanto o coeficiente
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equivalente de atrito adotado € R=0,1 enquanto o adotado pela referéncia é de
R=0,6. No entanto, a Figura 5.12 (b) ndo mostra a mesma igualdade de resultados
obtidos pela referéncia.
50 -
45
40 4
35 4

30

20
15 -

10 A

0 5 10 15 20 25 30 0 5 10 15 20 25 30

(@) (b)

Figura 5.12: Configuragcbes anelares para certos passos de tempo (com atrito R=0,1)

5.3 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido em forma de ampulheta
Este exemplo trata do impacto de uma estrutura reticulada anelar em um
anteparo rigido em forma de ampulheta. A estrutura foi discretizada em 40 e 160
elementos finitos, sendo estes aproximados por uma funcéo cubica o que totaliza
120 ndés e 480 nés, para o caso sem e com atrito respectivamente, onde o
movimento da estrutura tem velocidade constante na direcdao do anteparo. Ja o

anteparo rigido foi discretizado em 25 elementos, 24 com a mesma funcéo
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aproximacao da estrutura além de um elemento linear que compde a base da
mesma e 5 segmentos auxiliares lineares, como pode ser visto na Figura 5.13,
juntamente com as propriedades utilizadas. Utilizou-se uma dicretizagao temporal

constante igual At = 0,01 para o caso de impacto sem atrito e At = 0,001 para

o caso com atrito, sendo os coeficientes de atrito equivalentes R=0 e R=0,2,

respectivamente. Foram adotadas as constantes de integragdo modificadas de HU

( =1,5; 8 = 1,0), no integrador temporal de Newmark. As respostas obtidas s&0

apresentadas na Figura 5.14 (a) e (b) (sem atrito) e Figura 5.15 (com atrito), sendo o
movimento em sentido a base (a) da ampulheta e sentido contrario (b),
respectivamente. No caso com atrito a estrutura para de se movimentar no passo

1600 de tempo, sendo configuragao final indicada em negrito.

20

Legenda
—— Estrutura
—— Anteparo rigido
—— Segmento auxiliar

40,7

91 361
sem atrito com atrit

E*=100
In=0,08333333
Ar=1,0
p=0,01

22,8

Figura 5.13: Dados de entrada do problema
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60 -

55 -

50 -

45

40 1

35

30 A

X X

Figura 5.14: Cors%uragées anelares para certos passos de(tt)(z,mpo (sem atrito)

Na busca de resultados mais coerentes com a realidade e com intuito de
verificagdo dos mesmos, podendo assim avaliar o desempenho do algoritmo
desenvolvido pelo comportamento observado, optou-se por produzir mais dois
exemplos com o exemplo anterior. O primeiro foi construido fazendo-se um corte um
pouco abaixo da metade da altura da ampulheta, de maneira que a estrutura
pudesse continuar seu movimento apds passar por um afunilamento. Devido ao
corte 0 numero de elementos rigidos (do anteparo) foi reduzido para 8 com
aproximagao cubica de cada lado, ja que existe simetria, no entanto permaneceu
com as mesmas discretizagdes da estrutura e temporal, visto juntamente com os
dados de entrada na Figura 5.16. Foram produzidos resultados para o caso sem
atrito (Figura 5.17a), quanto para o caso com atrito (Figura 5.17 b), cujos

coeficientes de atrito sdo R=0 e R=0,15 respectivamente.
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10 -

Figura 5.15: Configuragdes anelares para certos passos de tempo (com atrito)
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Legenda
—— Estrutura
1 —— Anteparo rigido
—— Segmento auxiliar

24,71

E*=100
In=0,08333333
Ar=1,0

91 361 p=0,01

‘ 13,81 ‘

‘ 22,8 ‘
\ \

Figura 5.16: Dados de entrada do problema
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40 |

35
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25
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15

10

0 5 10 15 20 25 30 35

(a) (b)

Figura 5.17: Configuragdes anelares obtidas para o caso de anteparo seccionado

Ja, o segundo exemplo é composto por 7 elementos rigidos de cada lado
devido a simetria, no entanto ha 6 curvos (aproximacgao cubica) e 1 linear, de forma
que a metade superior do anteparo permaneca igual ao anteparo original, enquanto
a metade inferior seja vertical, como pode ser observado juntamente com os dados
de entrada na Figura 5.18. As posi¢des deformadas com relagdo ao tempo sao
mostradas na Figura 5.19 (a) e (b), onde foram considerados coeficientes de atrito
R=0 e R=0,1, sendo que a ultima configuracdo em negrito corresponde a um tempo
de t=12,0 para o caso sem atrito e t=25,2 para o caso com atrito. A discretizagao da

estrutura e temporal é a mesma dos exemplos anteriores.
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20,35

Legenda
—— Estrutura
—— Anteparo rigido
—— Segmento auxiliar

361

40,7

E*=100
In=0,08333333
Ar=1,0
p=0,01

11,81

Figura 5.18: Dados de entrada do problema
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Figura 5.19: Configuragdes anelares obtidas para o caso de anteparo seccionado
em duas partes iguais com elementos curvos em uma e elementos retos em outra
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5.4 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido curvo

Com intuito de demonstrar a resposta da estrutura quando esta sofre impacto
com um coeficiente de atrito ndo nulo, este exemplo mostra a trajetéria percorrida
por um dado no (1) no decorrer do tempo, tanto para um coeficiente equivalente de
atrito R=0 como para R=0,3, como visto nas Figuras 5.21 e 5.22, respectivamente.
As configuragdes do corpo mostradas nestas figuras demonstram o grau de
implicagao que o atrito causa na trajetdria, ja que para o caso sem atrito o angulo de
rotacdo do n6 analisado até a ultima configuragdo, em negrito, € aproximadamente
nulo para um tempo de t=34,0, enquanto o caso com atrito o angulo é 6=-383,57°,
com um tempo na sua configuracao final em negrito de t=50,0. A estrutura anelar
tem a sua discretizagdo igual ao do exemplo anterior, ja o anteparo contém 11
elementos com aproximagao cubica e 4 segmentos auxiliares lineares. Utilizou-se a
mesma discretizacdo temporal dos exemplos anteriores. No entanto, diferentemente
do exemplo anterior, neste usou-se as constantes de integracdo classicas de
Newmark (regra do trapézio) y = 0,5e S = 0,25, o qual se da para uma
aceleracgéo constante igual a média entre a aceleracdo do passo anterior e atual. Os
dados do problema podem ser vistos na Figura 5.20. A comparagdo entre as
posicdes do n6 (1) em relagdo ao tempo para a situagcdo sem e com atrito é

apresentado nas Figuras 5.23 e 5.24.
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Legenda
—— Estrutura
—— Anteparo rigido
—— Segmento auxiliar

N
0
E*=200
In=0,08333333
Ar=1,0
p=0,01
1 \,,,,777/,4 114
85,8
Figura 5.20: Dados de entrada do problema
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Figura 5.21: Configuragdes anelares obtidas para o caso sem atrito
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Figura 5.22: Configuracdes anelares obtidas para o caso com atrito
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Figura 5.23: Relagao entre a posicéo X e o tempo para o no 1
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Figura 5.24: Relac&o entre a posi¢cao Y e o tempo para o n6 1



Conclusodes

Capitulo

Tendo como foco o comportamento dindmico ndo linear geométrico de
estruturas reticuladas anelares planas, esta dissertacdo aborda principalmente
problemas de impacto bidirecional entre essas e anteparos rigidos.

Baseada no Método dos Elementos Finitos (MEF), a formulagdo posicional
nao linear geométrica utilizada neste trabalho foi implementada por CODA (2003),
para problemas estaticos, considerando grandes deslocamentos e rotagdes, tendo
sua formulagao validada por exemplos desenvolvidos por CODA & GRECO (2004) e
GRECO (2004) sendo estes abordados pela literatura cientifica, além de apresentar
resultados excelentes comparados com solucdes analiticas.

Ja a formulacédo nao linear geométrica dinamica é apresentada em GRECO
(2004) e GRECO & CODA (2006), a qual utiliza o integrador temporal de Newmark
para descrever o comportamento dinAmico da estrutura adotando a cinematica de
Euler/Bernoulli. De modo contrario aqui se apresenta uma formulacdo alternativa
baseada na cinematica de Reissner.

Logo, como supracitado o objetivo principal deste trabalho foi desenvolver um
algoritmo que identifique o impacto, e um algoritmo geométrico de retorno,

considerando o atrito na superficie de contato, para problemas dindmicos com
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impacto entre estruturas bidimensionais e anteparos rigidos com aproximagao
geométrica qualquer.

Os resultados obtidos dos exemplos numéricos mostraram a eficiéncia na
convergéncia e estabilidade da formulacdo com a utilizagdo do algoritmo temporal
de Newmark modificado por HU (1997), mostrando sua propriedade de ser
incondicionalmente estavel para qualquer intervalo de tempo utilizado. No entanto
resultados obtidos aqui comparados com a literatura mostraram a grande
importancia na discretizacdo geométrica e temporal na busca da convergéncia para
a resposta esperada, ou mais precisa. Outro fato importante de discussdo ¢é a
dificuldade de correlacionar o atrito real da superficie de contato utilizando-se
modelos numéricos de atrito, ja que existem poucos dados experimentais
quantificando esta propriedade.

Deve-se comentar o excelente comportamento geral do Método dos
Elementos Finitos Posicional (MEF-Posicional) equiparando resultados com relagao
a outras técnicas implementadas.

Portanto, definem-se como trabalhos futuros o desenvolvimento de modelos
de contato-impacto do tipo mestre-escravo (controle de posi¢cdes) e sua
implementagdo em software de analise dindmica nao linear geométrica de estruturas
tridimensionais compostas por elementos de barra geral e casca. Além disto,
estudos tedricos que verifiquem a equivaléncia do método apresentado aqui e o
método dos multiplicadores de Lagrange para a analise de contato-impacto e
ligacbes deslizantes no interior de estruturas, maquinas ou mecanismos.

Em se tratando da parte pratica, validar a técnica em aplicacdes de estruturas

de antenas de satélites, garras mecanicas e biomecanicas, baldes para exploragéao
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cientifica, absorvedores de energia para estruturas aeronauticas além de considerar

impacto entre duas ou mais estruturas.
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