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Resumo

PEDRINI, R. A. A. Analise de propagacio arbitraria de descontinuidades fortes
em sélidos bidimensionais pelo método dos elementos de contorno. Dissertagdo de

Mestrado, Departamento de Estruturas, Escola de Engenharia de Sdo Carlos. Séo

Carlos, 2008.

O trabalho tem como objetivo trazer contribuigdes a simulagdo numérica pelo método
dos elementos de contorno (MEC) de formagdo e propagacdo de descontinuidades no
campo de deslocamentos (descontinuidades fortes) em solidos bidimensionais. A
formagdo de descontinuidades fortes caracteriza o processo de falha material, que pode
estar associado ao fraturamento em materiais quase frageis ou a superficies de
deslizamentos de materiais ducteis. Apresenta-se uma formulagdo do MEC baseada na
incorporacdo de interfaces de descontinuidade no interior de células internas, que
possibilita propagacdo arbitraria de descontinuidades usando uma malha de células
internas fixa, definida antes da andlise. Comparam-se diferentes alternativas
provenientes do relaxamento dos requisitos de consisténcia estitica e analisa-se a
influéncia do alinhamento da malha. Apresenta-se também um possivel esquema de
construgcdo adaptativa de células internas com interface incorporada para capturar a
trajetoria arbitraria da descontinuidade que se propaga durante o processo de
carregamento. Este esquema visa aumentar a robustez e reduzir o esforco
computacional. As caracteristicas geométricas das células internas geradas sdo
estabelecidas em fun¢do da orientacdo da descontinuidade fornecida pelo critério de
falha, de maneira a proporcionar melhor eficiéncia numérica. Os estudos sdo levados a

cabo através da simula¢do numérica de testes experimentais colhidos da literatura.

Palavra-chave: Método de Elementos de Contorno, Mecdnica da Fratura, Modelos

Coesivos, Descontinuidades Fortes, Concreto






Abstract

PEDRINI, R. A. A. Analysis of arbitrary propagation of strong discontinuities in
bidimensional solids using the boundary elements method. Dissertacdo de Mestrado,

Departamento de Estruturas, Escola de Engenharia de Sdo Carlos. Sdo Carlos, 2008.

Abstract

This work has the objective of bringing contributions to the numeric simulation using
the boundary elements method (BEM) to model the initiation and propagation of strong
discontinuities in the displacement field in bidimensional solids. The initiation process
of strong discontinuities characterizes the failure process of material, which can be
associated with the fracture of quasi-brittle materials and slip lines in ductile materials
such as metals. The effect of the displacement jump of a discontinuity interface
embedded in an internal cell is provided by an equivalent strain field over the cell. This
model allows the study of arbitrary crack growth using a fixed mesh defined before the
analysis. The dissipative process in the cell interface is described by an isotropic
damage model in the continuum approach of strong discontinues. Alternatives that
come from relaxing the static consistencies and the influence of the mesh alignment are
analyzed. An adaptative algorithm for internal cells creation is also presented to capture
the path of the crack growth during the loading process. This algorithm intends to
overcome some convergence problems found in models with predefined meshes and
also to reduce the computational efforts. The geometric characteristics of the generated
internal cells are defined using the crack orientation, given by the failure criterion, to
provide a better numerical efficiency. The results obtained with the proposed
formulation are compared with the ones obtained with other numerical methods and

also from experiments.

Keywords: Boundary Element Method, Fracture Mechanics, Cohesive Model, Strong

Discontinuities, Concrete
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Capifulo

1 Introducao

1.1 Objetivos

Com o advento da informatica e o avango das técnicas numéricas, problemas antes
tratados com certas simplificagdes passaram a poder ser tratados com melhores modelos
e métodos. Busca-se uma melhor compreensdo e entendimento de fendmenos antes nio
levados em consideragdo (por falta de ferramentas praticas), tais como ndo-linearidade
fisica, descontinuidades fortes, fenomenos de dano entre outros. Este trabalho visa
contribuir com a proposi¢do de um modelo capaz de representar o comportamento de
materiais quase-frageis, tais como o concreto, caracterizados pelo processo de formagao

de fissuras durante o processo de carregamento.

O comportamento mecanico do concreto vem sendo alvo de intensa pesquisa por
engenheiros de todo o mundo durante varias décadas. O concreto tornou-se o principal
material empregado em estruturas civis no século passado, e cada dia mais passa a ter
novas aplicagdes, devido a avangos, tanto na area de calculo das estruturas quanto na
tecnologia do material. Estes avangos nos permitem a utilizacdo de estruturas cada vez
mais arrojadas e esbeltas, e com isso fendmenos antigamente desconsiderados ou

simplificados passam a ter importancia no célculo de estruturas de concreto.

Assim, sdo de profunda importancia os estudos dos modelos fisico-matematicos que
irdo representar o comportamento do material a nivel macroscopico, traducdo de

fendmenos dissipativos de natureza e escala microscopicas.

No ambito dos fendmenos de dano se insere parte importante desta dissertagdo. A
localizag@o e propagacgdo das deformagdes ineldsticas € o principal enfoque, pois se sabe
que a formagdo e o crescimento de micro-fissuras, aliados a heterogeneidade do

concreto, sdo responsaveis pelo comportamento ndo-linear deste material. Existem
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diversos modelos propostos para representar tais fendomenos, e, dentre os modelos
classicos utilizados na previsdo do comportamento mecanico de materiais estruturais no
contexto da mecanica dos meios continuos, os fundamentados na teoria mecéanica do

dano sdo de comprovada utilidade na representagdo do concreto.

Para efeito da formulagdo ndo-linear implicita do Método dos Elementos de Contorno
(MEC) utilizada neste trabalho, as deformag¢des inelasticas associadas aos efeitos da
ndo-linearidade material sdo tratadas como deformagdes iniciais, que sdo aproximadas
sobre 0 dominio do corpo. A formulagdo € escrita com base nas varidveis do campo de
deformacdes, as quais sdo relacionadas as deformacgdes iniciais por meio de um modelo
constitutivo ndo-linear. Para qualquer que seja o modelo constitutivo adotado, a

formulacdo baseada no campo de deformagdes iniciais pode ser aplicada.

O principal objetivo da presente dissertagdo & trazer contribuigdes para a nova
formulagdo do Método dos Elementos de Contorno, desenvolvida por MANZOLI &
VENTURINI (2004 e 2005), utilizada na representagdo de descontinuidades fortes em
solidos bidimensionais e baseada na incorporagdo de interfaces de descontinuidade no
interior de células internas existentes. Para tanto, analisam-se as vantagens e
desvantagens da relaxacdo das condi¢cdes simétricas estaticas e cinematicas, cujo estudo
associa-se a geometria das células de dominio e a linha de fratura. O resultado dessa
analise, como mostrado nessa dissertagdo, leva ao desenvolvimento de um algoritmo de
geracdo de células internas inovador, o qual melhora a estabilidade numérica de

resolugdo do problema.

Assim, como alternativa a inclusdo de interfaces descontinuas em células existentes,
desenvolve-se um procedimento de construgdo adaptativa de células internas com
interface incorporada para capturar a trajetdria arbitrdria da descontinuidade que se
propaga durante o processo de carregamento. Busca-se com isso, limitar a discretizag@o
espacial as regides vizinhas as superficies (linhas, no caso bidimensional) de
descontinuidades que propagam durante a analise. Os critérios para a definicdo do
tamanho e orienta¢do das células internas sdo estabelecidos de maneira a proporcionar
melhor eficiéncia numérica. A validacdo da formulacdo proposta ¢é efetuada

contrastando as respostas numéricas com resultados experimentais colhidos da literatura
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ou provenientes de outras metodologias numéricas, tais como o método dos elementos

finitos.

A dissertagdo divide-se em capitulos para uma melhor visualizagdo dos tdpicos nesse
trabalho enfocados. O capitulo 2 apresenta uma introducdo a teoria do dano continuo e o
modelo utilizado. No capitulo 3 expdem-se as formula¢des do método dos elementos de
contorno para solidos elasticos e inelasticos, desenvolvidas a partir do Teorema de
Betti. Apresentam-se também neste capitulo as consideragdes utilizadas quando da
presengca de campos iniciais de deformacgdo, as equacdes algébricas e o método de
controle da resposta. O capitulo 4 tem por objetivo a explicitagdo das aproximagdes
realizadas na simulag@o de descontinuidades fortes, sua cinematica e regularizagdo. Este
capitulo trata também do problema do relaxamento das condigdes estaticas do modelo.
O capitulo 5 expde as técnicas numéricas utilizadas, algoritmo de geragdo de células
internas, métodos de integragdo numéricos e subintegracdo. O capitulo 6 mostra os
resultados obtidos com a modelagem apresentada. O capitulo 7 apresenta as

consideragdes finais e sugestdes para continuidade deste trabalho.

Encontram-se ao final desta dissertagdo quatro apéndices com informagdes relativas a
teoria classica de solidos elasticos, formulacdo do MEC para solidos elasticos e delta de

Kronecker e delta de Dirac.

1.2 Revisao bibliografica

Este capitulo trata do atual estdgio de desenvolvimento cientifico sobre o tema neste
trabalho abordado: a simulagdo numérica de formag¢do e propagacdo de
descontinuidades fortes em sdlidos. Esta previsdo sempre foi um desafio para os
pesquisadores e ¢ uma preocupagdo real entre os engenheiros estruturais. O Método de
Elementos de Contorno (MEC) é uma poderosa ferramenta numérica de calculo, e vem
sendo cada vez mais utilizado por suas vantagens associadas a redugdo das
aproximacgdes envolvidas, possibilitando maior precisdo e menor esforgo

computacional.
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Entendem-se como descontinuidades fortes os saltos no campo de deslocamentos
através de uma superficie material (ou linha material em problemas bidimensionais),
tais como ocorrem em processos de fraturamento em materiais frageis ou quase-frageis
(ceramicas, rochas, concreto, etc.) ou formagdo de superficies de deslizamentos em
solos. O correspondente campo de deformagdes, obtido mediante o gradiente material

dos deslocamentos, deixa de ser limitado ao longo da superficie de descontinuidade.

No campo teodrico, destacam-se duas correntes distintas para modelar a formagdo das
descontinuidades fortes. Por um lado encontram-se os modelos fundamentados na
mecanica do continuo, nos quais se considera que a descontinuidade é o caso limite da
localizagdo de deformag¢des em bandas estreitas. Nesses modelos continuos, os
conceitos macroscopicos de deformagdes e tensdes sdo mantidos para representar o
comportamento constitutivo do material. Em meios sélidos convencionais, locais e
independentes da velocidade (rate independent), interpreta-se que a localizagdo decorre
da formacdo de descontinuidades fracas, caracterizadas por campos de deslocamentos
continuos, mas de deformagdes descontinuos. Associam-se as referidas
descontinuidades a instabilidade do material, conduzindo a perda de elipticidade local
das equagdes de equilibrio incrementais, conhecida como bifurcacdo descontinua
(OTTOSEN & RUNESSON, 991 e RUDINICK & RICE, 1975). A auséncia de um
comprimento intrinseco nos meios solidos convencionais faz com que a largura da
banda de localizagdo fique indefinida, causando as indesejadas dependéncias da
discretiza¢do do dominio nas solu¢des numéricas. No ambito do Método dos Elementos
Finitos (MEF), diversas estratégias foram propostas com o intuito de resolver a
dependéncia em funcdo da orientacdo e do tamanho dos elementos da malha por autores
como ORTIZ et. al. (1987), ORTIZ & QUIGLEY (1991) e ZIENKIEWICZ et. al
(1995). Os meios so6lidos regularizados - tais como meios continuos ndo-locais descritos
por BAZANT et. al. (1984) e PIJAUDIER & BAZANT (1987), meios continuos de
ordem superior (AIFANTIS, 1984 ¢ BORST & MUHLHAUS, 1992), meios continuos
de Cosserat (BORST, 1991 e MUHLHAUS & VARDOULAKIS, 1987), e meios visco-
plasticos (SLUYS & BORST, 1992) - sdo capazes de gerar solugdes objetivas,
independentes da discretizagdo, uma vez que apresentam intrinsecamente a dimensdo da
largura da banda. Entretanto apresentam um elevado custo numérico, ja que necessitam

de discretizagdo muito fina para representar adequadamente a zona de localizacdo.
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J4 nos chamados modelos discretos (HILLERBORG et. al., 1976), substitui-se a zona
de localizagdo por uma superficie de descontinuidade. Nesses modelos, o
comportamento ndo-linear da zona de localizacdo fica reduzido a uma relagdo
constitutiva discreta entre tensdes e deslocamentos relativos (saltos) na interface. A
partir do trabalho de SIMO et. al. (1993), ficou demonstrado que o comportamento de
descontinuidades fortes (saltos de deslocamentos) também pode ser representado por
relagdes constitutivas do tipo continuo (entre tensdes e deformagdes) que cumpram
certos requisitos que as tornem compativeis com campos de deformagdes ilimitados

(OLIVER, 1996,1999 e 2000).

A forma mais comum de tratar numericamente tais modelos envolvendo
descontinuidades fortes consiste em considerar os labios da descontinuidade como

fronteiras de sub-regides elasticas do dominio do problema.

No contexto do MEF, esse tipo de tratamento exige o conhecimento prévio da linha de
descontinuidade ou técnicas sofisticadas para adaptar a malha de elementos finitos aos
novos contornos que se formam durante o processo de carga (INGRAFFEA &
SAOUMA, 1984 ¢ BOCCA et. al., 1990). Para evitar os processos de adaptacdo da
malha pode-se realizar o enriquecimento do campo de deslocamentos da malha de
elementos finitos existente (DOLBOW et. al., 2000 e BELYTSCHKO & MOES, 2003)
ou utilizar elementos que incorporam fungdes interpoladoras descontinuas, capazes de
representar o comportamento da interface no interior do elemento JIRASEK (2000).
Uma generalizacdo da técnica para incorporar interfaces descontinuas no interior de
elementos finitos convencionais foi proposta por MANZOLI & SHING (2005 e 2006),
na qual, ao invés de considerar fun¢des interpoladoras descontinuas, adicionam-se
componentes inelasticas ao campo de deformagdes do elemento, capazes de reproduzir

de forma distribuida os efeitos da interface descontinua.

J& no ambito do MEC, os referidos problemas de adaptagdo da discretizacdo sdo
reduzidos drasticamente, visto que nas alternativas do método para simula¢do de
fraturas so se torna necessario a adaptagdo de poucos elementos. Aliado a ja conhecida
diminui¢do da malha propiciada pelo MEC frente ao MEF, isto pode se uma grande

vantagem neste tipo de simulagdo.
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Dentro do Método dos Elementos de Contorno existem alternativas para a analise de
fraturas. Os estudos da simulag@o deste problema fisico pelo MEC se iniciam na década
de setenta por CRUSE & VAN BUREN (1971). Eles tentaram utilizar elementos de
contorno usuais na modelagem, considerando sua forma eliptica. Os resultados optidos
foram tdo discrepantes que a linha de pesquisa foi abandonada. Mostrou-se depois que a
utilizacdo da aplicagdo direta do MEC leva a uma matriz singular no sistema, pela

existéncia de nés de contorno coincidentes em superficies opostas da fissura.

Na década de oitenta inicia-se uma nova linha no MEC, que trata da fissura¢do entre
sub-regides, com a utilizagdo de uma equagdo singular. Este processo, utilizado por
VENTURINI (1982) objetiva a simulacdo de uma separacdo ou deslizamento entre dois
contorno e encarna um problema ndo-linear por ser possivel a considera¢do de modelos
elasto-plasticos. O mesmo método, utilizando a equacdo singular foi utilizado mais
tarde por LIANG & LI (1991) e por CEN & MAIER (1992) na modelagem de fraturas
coesivas. Este método foi bastante utilizado, mas sua utilizagdo em casos nos quais nao
se conhecia o caminho da fissura era trabalhosa, posto que era preciso realizar a
tentativa com uma interface e, com a resposta, modificd-la para tentar representar o

problema real.

Outras possibilidades de utilizacdo surgiram com a utilizacdo da solug¢do fundamental
de Green como ponderadora por CROUCH (1976) e com a utilizagdo das fungdes de
Green por CRUSE (1988) na modelagem de fissuras, aplicado principalmente no estudo
dos fatores de intensidade de tensio. MEWS (1987) e TELLES & GUIMARAES
(2000) utilizam este método, propondo a utilizagdo da forma numérica da funcdo de
Green, o que resulta em um método que possui a capacidade de simular o avanco da

fissura independentemente de sua geometria.

Uma alternativa ao emprego de sub-regides consiste em usar o processo de colocagdo
no qual se utiliza a equacdo integral dos deslocamentos em um labio da descontinuidade
e a equacdo hipersingular das forcas superficiais no labio oposto (PORTELA &
ALIABADI, 1992, SALEH & A. M. 11, 1995 e ALIABADI & SALEH, 2002). Foram
desenvolvidos até trabalhos tridimensionais com este método, como o de GRAY et. al.
(1990). Surge entdo o método conhecido como Método de Elementos de Contorno

Dual, o qual também utiliza as equagdes singulares e hipersingular, mas de uma maneira
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mais versatil, de modo a obter resultados melhores. O algoritmo de geragcdo de
elementos de contorno (ele modifica o contorno, abrindo-o no caminho da fissura) foi
otimizado por PORTELA et. al (1991,1992) e ¢ até hoje utilizado como referéncia
obrigatéria para este método de andlise de fissuragdo. Este método foi também
estendido a trabalhos tridimensionais que envolviam a propagacdo de fraturas, como
pode ser visto nos trabalhos de MI & ALIABADI (1992 *° , 1994 ** ¢ 1995). Pode-se
dizer que este método ¢ o mais difundido e utilizado atualmente. O método que utilizam
apenas e a equacdo em forcas de superficie ¢ o método que utiliza as equacdes
singulares e hipersingulares foram comparados por VICENTINI (2006). Mostrou-se que
o método que utiliza as duas equagdes apresenta uma estabilidade muito superior, além

de produzir respostas de precisdo.

Este trabalho utiliza uma outra op¢do para modelar descontinuidades fortes, sem a
necessidade de considerar interfaces que separam os corpos em duas partes.
Corresponde a formulagdo do MEC baseada em tensdes iniciais, na qual as integrais de
dominio sobre as regides estreitas de localizagdo sdo transformadas em integrais sobre
uma superficie de descontinuidade forte idealizada (LOPES & VENTURINI, 1997 e
VENTURINI, 1994). Esta técnica tem como vantagem a facil adapta¢do de um modelo
ineldstico para um modelo de fissura. Assim, codigos que simulam a nio-linearidade

podem representar problemas de fratura sem ser alterados de forma significativa.

Seguindo a mesma técnica generalizada para incorporar interfaces descontinuas em
elementos finitos empregada por MANZOLI & SHING (2005 e 2006), MANZOLI &
VENTURINI (2004 e 2005) propuseram uma nova formulacio do MEC para
representar propaga¢do de descontinuidades no interior de células internas triangulares.
Nessa nova proposta, os efeitos da interface descontinua sdo transformados em
deformacdes ineldsticas equivalentes sobre o dominio de cada célula interna, permitindo
que a solu¢do do problema possa ser obtida mediante o procedimento implicito do
Método dos Elementos de Contorno (TELLES & CARRER, 1991 ¢ BONNER &
MUKHERIEE, 1996). Isso permite que a analise de problemas envolvendo propagagéo
de descontinuidades possa ser realizada com ferramentas ja consolidadas para a analise
de meios continuos ndo-lineares, tais como o emprego de operadores constitutivos
consistentes para a obten¢do de taxas de convergéncia quadriticas, e métodos de

controle do processo de carregamento para efetuar andlises além do limite de resisténcia
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estrutural. Além disso, é possivel aproveitar as conhecidas vantagens oferecidas pelo
MEC para a solu¢do de problemas ndo-lineares, tal como a reducdo significativa do
esfor¢o computacional proporcionado pelo fato de o sistema de equagdes nio-lineares
ser formado apenas pelas aproximagdes das variaveis do contorno e das células internas

que contém a interface de descontinuidade.

Os bons resultados presentes nos recentes trabalhos de MANZOLI & VENTURINI
(2004 e 2005) abrem uma perspectiva promissora para o desenvolvimento de uma nova
maneira de analise numérica de problemas envolvendo descontinuidades fortes no
ambito do MEC. Este trabalho pretende explorar e trazer contribuigdes a essa recente

linha de estudos aberta.

Nos trabalhos pioneiros de MANZOLI & VENTURINI (2004 ¢ 2005) o dominio
bidimensional do problema ¢ discretizado em células internas triangulares previamente
a andlise. Ao longo do processo de carregamento, segmentos de interface descontinua
vao sendo inseridos no interior das células internas existentes, de acordo com os
critérios de iniciagdo e orientacdo estabelecidos pela lei constitutiva adotada para a
interface. A continuidade da interface entre segmentos ¢ garantida através do uso de um
algoritmo de tracado de uma linha poligonal de descontinuidade. As varidveis
correspondentes a aproximacdo do campo de deformacdes inelasticas das células que
passam a conter um segmento de interface sdo adicionadas ao sistema de equagdes ndo-

lineares em um processo de solu¢do incremental e iterativo.

Nesse trabalho pretende-se desenvolver um procedimento de construg@o progressiva das
células internas, a medida que a linha de descontinuidade se propaga durante o processo
de carregamento, ao invés de se inserir segmentos de descontinuidade em uma malha de
células internas pré-existente. Dessa maneira, a discretizagdo espacial serd limitada ao
contorno do problema (previamente a andlise) e as células internas criadas na regido da
descontinuidade durante a andlise. Aspectos relacionados ao tamanho e alinhamento dos
contornos das células internas poderdo ser controlados, de maneira a otimizar a

discretizagdo espacial.

A incorporagdo de segmentos de descontinuidade no interior de elementos finitos ou

células internas envolve duas premissas basicas, associadas a consisténcia cinematica e



Capitulo 1 - Introducio 9

a estatica da formulagdo (JIRASEK, 2000). A consisténcia cinematica ¢ assegurada
quando o campo de deformagdes inelasticas introduzido no dominio da célula (ou
elemento finito) corresponde aos mesmos deslocamentos relativos entre os vértices da
célula (ou nds dos elementos) que seriam decorrentes do deslocamento de corpo-rigido
entre as duas partes da célula dividida pela interface de descontinuidade (MANZOLI &
SHING, 2005). Nesse caso, a correta constru¢do do campo de deformagdes inelasticas
“equivalentes” exige o conhecimento da maneira como a linha de descontinuidade
separa os vértices da célula. Por outro lado, a consisténcia estatica ¢ assegurada
mediante a imposi¢do da continuidade das for¢as de superficie no interior da interface e
na parte continua da célula. Para isso, intervém a orientacio do segmento de
descontinuidade no interior da célula. No contexto do MEF, o cumprimento dos
requisitos estatico e cinematico gera formulagdes envolvendo matrizes de rigidez ndo-
simétricas. Formulagdes alternativas simétricas, mais adequadas para a solug¢do de
problemas fortemente nio-lineares, podem ser obtidas relaxando-se uma das exigéncias
de consisténcia. Essa simplificagdo pode proporcionar o aparecimento de travamento de
tensdes, comprometendo muito a resposta estrutural. Esse problema somente aparece

quando o segmento de descontinuidade ndo ¢ alinhado com um dos lados do elemento

finito.

O presente trabalho avalia as conseqiiéncias decorrentes da relaxa¢do da condi¢do de
consisténcia estatica ou cinematica no contexto do MEC. Também estuda as vantagens
que podem decorrer da construg¢do de células internas alinhadas com o segmento de
descontinuidade. Note que, como exposto anteriormente, a formula¢do pelo MEC
permite a discretizagdo espacial progressiva adaptada a posi¢do de descontinuidade.

Essa facilidade sera a principal linha a ser explorada neste trabalho.






Capifulo

2 Mecanica do Dano Continuo

2.1 Introducgao

Este capitulo tem por objetivo uma explanagdo sobre a teoria da mecanica do dano
continuo e sua aplicagdo no campo da engenharia. Expdem-se adiante conceitos basicos
sobre a teoria em si e também o modelo empregado, o modelo de dano continuo

isotropico.

Segundo LEMAITRE (1996), o dano em materiais é o processo fisico progressivo pelo
qual os materiais se degradam e rompem. A mecanica do dano ¢ o estudo, por meio das
variaveis mecanicas, dos mecanismos envolvidos nesta deterioracdo dos materiais
submetidos a carregamentos. Em um nivel de micro-escala, o dano provém do acumulo
de microtensdes ao redor de defeitos ou interfaces inerentes ao material, levando ao
rompimento das ligagdes naquele ponto existentes, o que resulta no dano ao material.
Em um volume representativo do corpo do material, isto representa o crescimento de
microfissuras e microvazios, podendo resultar no nascimento e crescimento de uma

macrofissura.

Os modelos contendo a mecanica do dano continuo tém sido, ao longo dos ultimos
anos, utilizados e amplamente aceitos em todo o mundo. Sdo utilizados para a
representacdo de comportamentos constitutivos dos materiais que apresentam uma
perda de rigidez com o decorrer da evolugdo de fissuragdo interna e conseqiiente

surgimento de macrofissuras, caso esse perfeitamente aplicavel ao concreto.

Como descrito por LEMAITRE (1996), a degradacdo e perda de propriedades
mecanicas sdo oriundas do surgimento de microdefeitos em micro-escala, os quais

surgem devido aos conhecidos processos de retragdo e cura do concreto.
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Baseada nos processos irreversiveis da termodindmica, a teoria da mecanica do dano
continuo aplicada ao concreto deve levar em consideracdo varios fatores, tais como a
direcdo de orientagdo de fissuras, forma das fissuras, crescimento, anisotropia existente,
entre outros. O acimulo e consideragdo de tantos pardmetros podem levar a
formulacdes deveras complexas. Pode-se trabalhar com formulagdes de alta
complexidade, onde as varidveis internas sdo representadas por tensores de até 8* ordem
ou pode-se optar por impor-se simplificagdes e trabalhar-se com formulagdes mais
simples, relevando-se certos aspectos, como por exemplo, a anisotropia, chegando-se a
variaveis internas escalares. Estas formulagdes, apesar de mais simples, possuem

grande aplicabilidade e relacdo com os fendmenos fisicos reais.

O modelo de dano continuo mais simples ¢ o chamado modelo de dano isotrépico. O
modelo de dano isotropico representa a nao-linearidade do material com uma variavel
interna de dano de ordem escalar. Sua simplicidade conceitual e aplicabilidade, bem
como sua eficiéncia em muitos casos praticos fazem deste modelo um dos mais aceitos
e aplicados na engenharia. Por ser fundamentado rigorosamente na teoria das equagdes
termodinamicamente consistentes e por possuir capacidade de representar as
caracteristicas basicas do comportamento mecanico do concreto, este modelo figura

entre os mais utilizados e consagrados

O modelo constitutivo de dano continuo ¢ fundamentado pelos principios gerais da
termodindmica e possui as caracteristicas necessdrias para representar materiais com
defeitos micro-estruturais. Sdo admitidas como hipdteses fundamentais o fato dos
processos irreversiveis serem levados em conta por um numero definido de varidveis

internas, também denominadas variaveis de estado.
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2.2 Conceitos fundamentais

2.2.1 Natureza fisica do estado sélido e do dano

Todos os materiais sdo compostos de atomos, os quais se agrupam por ligacdes
decorrentes de interagdes entre campos magnéticos. A elasticidade estd diretamente
ligada a0 movimento relativo dos atomos. O estudo da fisica envolvida nestas “treligas”
atomicas leva a teoria da elasticidade, mas é muito mais facil, matematicamente,
escreverem-se as equagdes constitutivas a partir de uma meso-escala, utilizando-se o

principio da reversibilidade da deformagao.

Quando as ligagdes entre os a&tomos comegam a se romper tem inicio o fendmeno do

dano. Em diferentes tipos de materiais as ligagdes que se rompem sdo distintas:

e Em polimeros o dano ocorre pela quebra das ligagdes nas grandes cadeias
poliméricas.

e Em compdsitos o dano geralmente ocorre nas ligagdes entre as fibras e a matriz
polimérica.

e Nas ceramicas o dano ocorre principalmente do rompimento da coesdo existente
entre a matriz e inclusdes.

e Nas madeiras o ponto fraco onde o dano se apresenta é a separacdo entre as
c€lulas de celulose.

¢ Finalmente, no concreto, o processo de dano ocorre, na maioria dos casos,
devido ao descolamento entre a matriz cimenticia e os agregados, ou seja, o

rompimento da zona de transi¢c@o existente entre eles.

2.2.2 Representacao mecénica do dano

Antes da formula¢do do modelo de dano isotrdpico existe a necessidade de explanagdo
sobre os conceitos envolvidos na formulacdo deste. Sdo trés os conceitos principais: a
variavel unidimensional de dano, o conceito de tensdo efetiva e o principio da

deformacio equivalente, sem os quais o0 modelo proposto ndo pode ser desenvolvido.
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2.2.2.1 Variavel unidimensional de dano

Considera-se um volume representativo (dv) de um sélido submetido a efeitos de dano
em um ponto M cortado por um plano de vetor normal #, como mostra a Figura 2.1.

Considera-se que:

e A ¢aarea formada no volume representativo quando da intersec¢do do plano.

e AD ¢ aarea com defeitos (microfissuras ou microcavidades).

Figura 2.1 — Definicdo de dano.

O dano pode entdo ser simplesmente representado pela variavel d(M, n), e constitui-se
da proporgdo existente entre a drea com defeitos (4p) e a 4rea nominal (4) dependente
da posicdo M e orientagdo n do plano. Pode variar de um material completamente so,
onde d ¢ nulo, pois a drea com defeitos ¢ nula, até o material totalmente degradado,
onde d ¢ 1 devido ao fato da area com defeitos ser igual a éarea total. Estados

intermedidrios correspondem ao material em processo de degradag@o.
O modelo de dano isotrdpico propde que, independente da dire¢do, o comportamento

mecanico das microfissuras e microporos sdo os mesmos. A relagdo para o caso de dano

isotropico unidimensional independe obviamente de n, e esta explicitada na Eq. (2.1).

d=2=L 2.1)
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2.2.2.2 Conceito de tensdo efetiva

Considerando-se um elemento unidimensional submetido a uma forca axial F, a tensao

uniaxial nominal ¢ definida por:
F
y (

Para a representacdo do dano ¢ exigido entdo um novo conceito de tensdo. Caso haja
microdefeitos presentes a area resistente a F deixa de ser representada pela area total
(4), passando a ser representada por uma area efetiva (A4 ). Esta area é a diferenga entre
a area total e a area com microporos ¢ microfissuras (4p). Torna-se conveniente a

introduc¢do da chamada tensdo efetiva (& ), conceito representado pela Eq. (2.3).

_ F
O ==
A
onde (2.3)
A=(A-4,)

2.4)

Esta ¢ a defini¢do de tensdo efetiva em fungdo da tens@o nominal. Este conceito pode

ser estendido ao estado triaxial de tensdes, sendo entdo definido como:

_ O
-9 2.5
o —d (2.5)

onde & ¢ o tensor de tensdes efetivas e o ¢é o tensor de tensdes de Cauchy.
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2.2.2.3 Principio da deformacgao equivalente

Aplicando-se conceitos da termodindmica e segundo a representacdo dada ao dano pela
Eq. (2.1), LEMAITRE (1986) propos a hipdtese do principio da deformacdo
equivalente. Este principio determina que “qualquer equacgio de deformagio constitutiva
para materiais danificados pode ser derivada do mesmo modo que sdo derivadas para
materiais virgens, exceto pela substituicdo da tensdo nominal pela tensdo efetiva”.

Desse modo temos:

Material virgem (d=0) Material danificado (0 <d<1)

&= f(o,.) 5= f(i j

Isto é considerado um principio por ter sido demonstrado em apenas alguns casos
particulares de dano por técnicas de homogeneizagdo. Este principio pode ser aplicado

tanto a regimes elasticos quanto a regimes ineldsticos.
Considerando-se uma relacdo eldstico-linear, temos:
Material virgem (d=0) Material danificado (0 <d<1)

o__ o
E E(-d)

o)
E=—
E

Com o exposto acima € possivel fazer a ligag@o entre os dois estados, do material sdo ao

danificado por meio da redu¢@o do médulo de elasticidade, como segue na Eq. (2.6).

E,=(1-d)E 2.6)

onde E ¢ o médulo de elasticidade e Ep ¢ o mddulo de elasticidade degradado.
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Outra consideragdo ainda pode ser tomada: o mesmo conceito aplicado no caso das
tensdes efetivas pode ser aplicado as deformagdes. Estendendo-se para o caso triaxial, €

possivel chegar a conclusdo de que:

g=(-d)e 2.7

onde & e & representam os tensores de deformagdes do material degradado e o de

deformacdes efetivas respectivamente.

2.3 Modelo constitutivo de dano isotropico

Agora se dispde de todas as premissas para a elaboragdo do modelo de dano
anisotropico. Como visto, a varidvel de dano sempre representa uma razao entre a area
real resistente e a total. Com a inclusdo dos conceitos de tensdes e deformacgdes efetivas
e com o auxilio e da defini¢do do mddulo de elasticidade degradado chega-se a seguinte

relacdo constitutiva para o modelo de dano isotrdpico no caso uniaxial:

o=FE,¢
ou (2.8)
oc=(0-d)Ee

A Eq. (2.8) pode ser generalizada para o caso bi e tridimensional, chegando-se a Eq.

(2.9).

o=(1-d)C:e=(1-d)o (2.9

onde o e ¢ sdo os tensores de tensoes e deformagdes respectivamente e C ¢ o tensor
de quarta ordem das constantes eldsticas. Nota-se claramente que a isotropia do material
¢ conservada com a utilizagdo da relacdo constitutiva da Eq. (2.9), introduzindo-se
apenas um multiplicador escalar (1 - d) de redu¢do nos casos onde a varidvel d ndo for

nula.
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O modelo constitutivo que aqui foi definido fica totalmente determinado se for possivel
obter o valor do parametro de dano a cada passo do processo de carga e deformagdo.

Assim sendo, o modelo conta com a seguinte estratégia:

e as deformagdes e tensdes sdo calculadas para pequenos incrementos de carga
denominados passos;

e a cada incremento, por meio de um critério em fungdo da norma escalar 7 do
tensor de deformagdes (ou do tensor de tensdes efetivas), verifica-se se o
processo ¢ de carregamento, descarregamento ou recarga;

e se¢ verificado um processo de descarregamento, ndo ha aumento dos
microdefeitos, permanecendo assim d constante;

e caso 0 passo ndo represente uma descarga, ele representa um carregamento ou
recarregamento. Verifica-se entdo o inicio do processo de deformacao inelastica
através do critério de dano formulado no espaco de deformagdes ou tensdes
efetivas;

e matematicamente, este critério pode ser escrito como uma fungdo F(z,r)<0,
onde 7 ¢ a deformagdo equivalente e » o valor limite de dano. Seu valor inicial

r, ¢ uma propriecdade do material definida em fungdo da resisténcia

caracteristica deste;

e para simular a degradacgdo, a lei de evolug@o do valor limite de dano r assume o
maior valor da norma 7 ao longo do processo de carga;

e existindo entdo a evolugdo do processo de deformacédo inelastica, aplica-se a lei
de evolugdo para a variavel dano d, em fungio do valor limite de dano . Esta lei
pode ser escrita na forma incremental ou integrada, permitindo-se definir o

processo da evolugdo da deformacdo inelastica.

Uma curva de tensdo versus deformagio ¢ apresentada esquematicamente na Figura 2.2.

Nesta pode-se claramente notar os trechos de carga, descarga e recarga do material.



Capitulo 2 — Mecanica do Dano Continuo 19

O A

(d#0, d#0)
carga
Oy limitec eléstico A B
(d=0, d=0)
| descarga
(d#0, d=0) carga ou
‘ recarga .
E| E=(1-d)E (40, d=0)
\
| recarga
\
\
0 | >
| £
d \
\
A \
1+ |

A 4

Figura 2.2 — Diagrama de tensio deformacao uniaxial com modelo de dano.

Na Figura 2.2 vemos representados o trecho correspondente ao regime elastico linear
sem a evolugdo do dano (O_A —d =0), o trecho correspondente ao carregamento que
corresponde ao regime ineldstico com evolugdo de dano (E —d #0) e os trechos BO
¢ 0B, que correspondem, respectivamente, as situagdes de carga e recarga sem

evolugdo do dano (d =0).

E importante detalhar aqui a notagdo utilizada. O ponto sobre a variavel representa sua
derivada com relacdo ao tempo, ou seja, sua taxa de variagdo com o tempo. Em
problemas quase-elasticos utiliza-se na verdade um pseudotempo, usado para definir a
historia de carga. Assim a taxa de variacdo ¢ na verdade relacionada ao processo de

carga.
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2.3.1 Critério de dano

O critério de dano ¢ proposto de forma semelhante ao critério aplicado a andlise de
solidos inelasticos. O critério tem como objetivo estabelecer as condi¢des de carga,

descarga e recarga do processo de degradacdo. Para tanto, pode-se escrever:

F(r,r)=7r(c)-r<0 (2.10)

onde 7 ¢ a funcdo que retorna um valor escalar conhecido como tensdo efetiva
equivalente, similar ao critério J2 de Von Mises, por exemplo. Esse valor nos permite
entdo a comparagdo com diferentes estados de tensdes efetivas tridimensionais (ou,
indiretamente de deformacgdes, visto que as tensdes efetivas dependem exclusivamente

das deformagdes). A fungdo 7 deve possuir a seguinte propriedade:

r(ao)=ar(6) VaeR' (2.11)

Oliver et. al. (1990) propde uma norma escalar que satisfaz plenamente este requisito.

Nesta ¢ empregada uma norma energética em deformagdes, definida como:

r1=Ve:C:e =\G:C":6 =7(F) (2.12)

No caso unidimensional teriamos simplesmente:

s JE- e.13)

A variavel interna do limite de dano corrente r controla a dimensdo do dominio elastico

no espago das tensoes efetivas, e ¢ delimitado pela relagdo F'(z,r)=0, conhecida como
superficie de dano. Antes da aplica¢do do carregamento, o material apresenta um valor

inicial 7, atribuido ao seu limite de dano. Com base no caso uniaxial descrito na Eq.

(2.13), o valor inicial é caracteristica do material e pode ser adotado como:

= (2.14)



Capitulo 2 — Mecanica do Dano Continuo 21

onde f, representa a resisténcia uniaxial a tragdo.

Pode-se multiplicar a Eq. (2.10) por (1-d), fazendo com que o critério passe a ser

escrito no espago das tensdes, como na Eq. (2.15).

F(r,r).(1-d)=(r(6)-r).(1-d)=1(0)—¢ <0 (2.15)

A variavel g ¢ a varidvel interna tipo tensdo e é dada pela multiplicacdo de » por (1-d).

Na Eq. (2.15) leva-se em conta a defini¢do de tensdo efetiva da Eq. (2.9) e a propriedade

da fungdo 7 exposta na Eq. (2.11).

Neste ponto cabe uma analogia a teoria da plasticidade e pode-se, portanto, definir a lei

de evolucdo do limite de dano pela Eq. (2.16).

=2 (2.16)

O parametro A representa o pardmetro de consisténcia de dano, o qual tem como
objetivo definir as condi¢gdes de carga, descarga e recarga de acordo com as conhecidas

relagdes de Kuhn-Tucker, chegando-se deste modo a condi¢do de consisténcia:

120
F(&,r)<0 (2.17)
AF(&,r)=0

De acordo com estas relacdes acima expostas, estabelece-se que:

Se F <0 = A1=0=d =0 (ndo hd evolugdo de dano)

Se F<0= A=0=>d=0 (descarga) 2.18)
Se F=0 '

A=0=d=0 (carga neutra)

Se F=0= _
A>0=d >0 (carga)
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2.3.2 Lei de evolugao da variavel de dano

A evolucdo do dano pode ter comportamentos distintos dependendo da caracteristica do
material. Do mesmo modo que na teoria da plasticidade, o material pode apresentar
distintos comportamentos depois de atingida a tensdo que limita seu estado elastico.
Estes comportamentos podem ser atribuidos a uma varidvel H chamada moédulo de
endurecimento/abrandamento. A Figura 2.3 mostra algumas dos possiveis
comportamentos do material submetido ao regime elastodegradavel. Em (a) tem-se o
regime elastodegraddvel perfeito, em (b) o encruamento linear positivo
(endurecimento), em (c) o encruamento linear negativo (abrandamento) e finalmente no

item (d) o abrandamento exponencial.

o A C A H>0
H=0
H = constante H = constante
> >
e e
(a) (b)
Ca Ca
H<0
H = constante H = exponencial
> >
c e
(©) (d)

Figura 2.3 — Comportamentos distintos de endurecimento/abrandamento.

Segundo o modelo de dano isotrdpico a regra de comportamento inelastico pode ser
descrita pela relagdo entre as varidveis internas do tipo tensdo e deformagdo, como

mostra MANZOLI (1998):

; (2.19)
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Utilizando-se a regra de endurecimento da Eq. (2.19) e levando-se em conta que
qg=0-d)r, MANZOLI (1998) obteve uma lei de evolugdo varidvel de dano para

carregamentos monotonicos, dada na Eq. (2.20).

d =( ! —dji (2.20)
1+ H r

Novamente, voltando aos principios da termodindmica que regem o fendmeno do dano,

o processo de deformagdo deve ser irreversivel (d >0). Desse modo, para que a Eq.
(2.20) seja verdadeira e cumpra os principios termodindmicos, o modulo de
endurecimento/ abrandamento H deve estar dentro de um intervalo que fica delimitado

da seguinte forma:

-1<H<(1-d) (2.21)

Supondo o modulo de endurecimento como fungdo de r, pode-se obter a expressio

fechada da evolugdo da variavel de dano, por meio da solugdo da relagdo diferencial da
Eq. (2.20).

d(r) zl—M (2.22)
r
onde:
_[(_H® —
q(r)= f L H ) ar e q|,, =1 (2.23)

Em um processo incremental que utiliza passo de cargas, » pode obtido em um
determinado tempo ¢ a partir da integragcdo da Eq. (2.16) em conjunto com as equacdes

de Kuhn-Tucker, que levam a seguinte lei de evolugéo de r:

F=1420
F>0=r=7(5)=>r=max(7(G;).,) Te[0] (2.24)

o=
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Assim, r assume o maior valor da fung¢éo 1(6) ao longo do processo de carga. E como

a tensdo efetiva ¢ fungdo da deformagdo, » consequentemente é determinada por meio

das deformagdes no momento do dado passo.

Desse modo, conhecidas as deformagdes &, por meio da Eq. (2.24) conhece-se r, e por

meio das Egs. (2.22) e (2.9) a varidvel dano d e as tensdes podem ser obtidas.

Para um modulo H constante, obtém-se, por meio das Egs. (2.22) e (2.23), a lei linear

de dano:
d=- IH (1 _r_oj (2.25)
+ r

onde H pode ser definido em fungdo das caracteristicas intrinsecas do material.

Optando em utilizar a expressdo exponencial de H fornecida pela Eq. (2.26) obtém-se a

Eq. (2.27) — OLIVER et. al. (1999).

Hry=—t

o

d=1- i) eA[l_’ZJ (2.27)
r

A ¢ um parametro que depende da energia de fratura do material e define a forma da

parte inelastica da curva tensdo versus deformacdo com lei exponencial.

2.3.3 Energia consumida

Para a aplicagdo do modelo na simulagdo de fraturas, necessita-se definir uma regido de
localizag@o de deformagdes de largura k& ao longo da linha de fratura. Esta largura deve
ter pequena dimensdo em relacdo ao problema, e no limite, a regido tende a propria

linha de descontinuidade S dentro do sélido.
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<

Figura 2.4 — Largura de banda de localizacio k.

O tratamento desse pardmetro ¢ de suma importancia e sera tratado com mais detalhes
durante o detalhamento das células internas utilizadas no MEC para a simulacdo de
descontinuidades fortes. Por hora basta a definicdo da regido de espessura k e sua

ligacdo com as varidveis inerentes ao modelo de dano.

O processo de criagdo de fraturas ¢ regido pela energia especifica de fratura G,

caracteristica do material que representa a quantidade de energia necessdria para a total

separa¢do de uma unidade de area na regido da fratura.

Para um caso unidimensional de tracdo simples, tem-se a seguinte curva entre a forca de

tracdo aplicada o e o salto no campo de deslocamentos [[u]] A integral dessa curva

fornece a energia G, desprendida, conforme mostra a Figura 2.5.
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>
[u]

Figura 2.5 — Modelo discreto coesivo.

No caso de se trabalhar com as variaveis de tensdo, deformacdo ¢ com a distribuig¢do do
salto de deslocamento sobre k, a relacdo entre estas varidveis muda, originando a

variavel g,, que representa a dissipagdo de energia volumétrica. Quando multiplicada

pela espessura k , retorna o valor do proprio G, ou seja:

=gk (2.28)

A curva, neste caso, pode ser representada pela Figura 2.6.

A

— £o0

Figura 2.6 — Modelo de localizagdes de deformacdes (continuo).
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Esse balanceamento da energia é requerido em fun¢do da distribui¢do realizada sobre
k , de modo a permitir que se mantenha a mesma quantidade de energia no processo de
fratura. O mddulo de abrandamento deve ser influenciado pela espessura dessa banda.

Para uma lei de dano linear (Eq.(2.25)), o modulo de endurecimento deve se expresso

CcOomo.:
H = Hk (2.29)
com
2 2
_ E
go-to __J / (2.30)
26, 26,

onde 7, ¢ o valor inicial do limite de dano e Gf ¢ a energia de fratura do material. O

mddulo de abrandamento intrinseco, H , € negativo e estd relacionado com a energia

consumida na formag¢do da unidade de superficie de descontinuidade.

Optando-se por trabalhar com a expressdo de evolug¢do de dano exponencial (Eq.(2.27))

tem-se
2
g ti g LE 2.31)
G, G,

sendo o médulo H dado pela Eq. (2.26).






3 MEC Implicito para
Problemas Inelasticos

Capifulo

3.1 Introducgao

Neste capitulo ¢ abordada a formulagdo e resolugdo dos problemas inelasticos com o
Método de Elementos de Contorno (MEC). Em primeiro lugar ¢ apresentada a equagio
integral para sélidos elasticos, cuja deducdo pode ser vista com mais detalhes no
Apéndice 2. A partir desta equagdo integral com a consideracdo dos campos de
deformacdes iniciais (ou tensdes iniciais) € possivel a resolugdo de problemas
inelasticos, podendo-se assim simular-se descontinuidades fortes. Aqui sdo apresentadas
suas equagdes integrais, algébricas, o método de resolugdo implicito do sistema gerado
pelo método e o método de controle da resposta. Esta formulagdo é aqui abordada, pois,
como serd visto no Capitulo 4, com algumas consideracdes simples o MEC implicito
para problemas inelasticos pode ser adaptado para a resolucdo de problemas que
simulam descontinuidades fortes. Assim, preferiu-se desenvolver primeiramente o
modelo do MEC ineléastico, mostrando suas peculiaridades, tratamento das deformagdes
inelasticas, tratamento do sistema ndo-linear e resolugdo numérica deste, para,

posteriormente, dissertar sobre os problemas envolvendo descontinuidades fortes.

3.2 Equacées integrais do MEC para a elasticidade

A formulacdo do método dos elementos de contorno para problemas de elasticidade
pode ser desenvolvida a partir do teorema da reciprocidade de Betti. A equacdo integral

que representa o problema ¢ dada por:

cs-u=-J.rp*-u aT+J;_p-u*dF+Lb-u*dQ @3.1)
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onde u, P e b sdo respectivamente deslocamentos, forcas de superficie e forcas de

corpo. A deducdo desta equagdo pode ser vista com detalhes no Apéndice 2. A este caso
mais simples ¢ possivel a adicdo de termos os quais tratardo de problemas mais

sofisticados, como a introdug@o de um campo inicial de tensdes ou deformagdes.

3.3 Formulacédo do MEC para solidos inelasticos

Figura 3.1 —Definicio do dominio e condicdes de contorno.

Considera-se o corpo Q de contorno I' com vetor » normal ao contorno. I,

representa a regido do contorno que possui restrigdes quanto ao campo de

deslocamentos e ', restri¢des de for¢as de superficie.

Pode-se escrever para este solido a equacdo de equilibrio (Eq. (3.2)), as condi¢des de
contorno (Eq. (3.3)), a relagdo entre deformagdo e deslocamento (Eq. (3.4)) e a relagdo

constitutiva do material (Eq. (3.5)).

Vo+b=0 em Q (3.2)

(3.3)

e=V'u (3.4)

o=3"(s) (3.5)
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onde o ¢ o tensor de tensdes. Os valores # e p correspondem aos deslocamentos e

forgas de superficie prescritos no contorno em I', e I' | respectivamente (I'=I", UT" e

@=T,NT,). A fungdo X° representa, de maneira genérica, a relagdo constitutiva do

material, que depende localmente das deformacdes &, assim como da histéria de

deformacdes ao longo do processo de carga.

De acordo com a formulag@o ndo-linear do Método dos Elementos de Contorno baseada
em deformagdes iniciais, as expressdes integrais relativas ao deslocamento e as
deformacdes sdo praticamente idénticas ao da formulacdo linear (Apéndice 2),
acrescidas apenas de um termo integral sobre o dominio que leva em conta estas
deformacdes iniciais. Como serd visto posteriormente, a propaga¢do de fissuras ¢ levada
em conta através de uma banda de localizacdo de deformacgdes inelasticas. As

expressdes de deslocamentos e deformagdes podem ser descritas como:
c, -u=-.Lp* u dl + Lp-u*dl"+ Lb-u*dQ— Lein 1o dQ (3.6)

g=-jr,3*-u dar + jrp-ﬁ*dnLb-ﬁ*dQ—Lem:z*dmgm:&* (3.7)

As constantes contidas em ¢, dependem do ponto de colocagdo, € pode ser visto
detalhadamente no item A2.3.1 do Apéndice 2. Os termos com asterisco correspondem

a solugdo fundamental de Kelvin. As deformagdes inelasticas & no nucleo das integrais

sobre o dominio Q sdo definidas por:
e"=C":X(e)-¢ (3.8)
onde C ¢ o tensor constitutivo elastico de quarta ordem que ¢ definido pela Eq. (3.9).

C=M®1+2ul (3.9)

sendo 1 o tensor identidade de segunda ordem, I o tensor simétrico de quarta ordem e

A e u as constantes de Lamé, designadas por:
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4o EBO
(1+v)(1-20)

u=G

_E
2(1+0)

Sendo que E, G e v representam respectivamente os conhecidos médulo de elasticidade
longitudinal, médulo de elasticidade transversal (ou de cisalhamento) e o coeficiente de
Poisson.

r

E importante notar que nas regides de Q onde o comportamento ¢ elastico, as

deformacdes &” sdo nulas. Assim, a principio, basta que se efetuem as integrais sobre a
parte do dominio que apresenta comportamento plastico. Dai nasce a necessidade de se

discretizar com células internas apenas as regides submetidas a ndo-linearidades.

3.4 Equacées algébricas

Para que as equagdes integrais possam ser resolvidas, ¢ necessario que se discretize o
contorno em elementos. E importante lembrar que quando falamos de aproximagio do
contorno em elementos, estamos falando de dois tipos distintos de aproximagao: fungdo
de aproximacgdo das varidveis do problema e funcdo de aproximagdo da geometria do
contorno. Além disso, o dominio que apresentar deformagdes inelasticas e forcas de
corpo também deve ser discretizado. Os elementos utilizados (suas funcdes de

aproximacao) sao descritos com mais detalhes no Capitulo 5.

E importante ressaltar que a aproximagdo geométrica escolhida influencia diretamente a
resposta obtida pelo Método dos Elementos de Contorno, do mesmo modo como isso
ocorre em outros métodos. A malha interna e discretizacdo do dominio devem ser feitas
com critério, e a resposta obtida deve ser comparada com a de malhas mais refinadas,
para verificar a convergéncia da resposta. Esse trabalho busca como meta a otimizagéo
da discretizagdo do dominio sob regime ineldstico, de modo a evitar singularidades que

podem ser causadas por malhas inconsistentes com a zona de localizagdo de
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deformagdes. Um exemplo ilustrativo de discretizagdo de contorno e parte do dominio ¢

apresentado na Figura 3.2

——————————— Contorno original
——— Contorno discretizado

Figura 3.2 — Discretizacio do contorno em elementos e das células internas.

A discretizag@o pode ser matematicamente escrita como:

r=3r.
e=1

Q*:ZQC

ro_. * ~ ;. . P
Sendo que o dominio € ndo corresponde ao dominio todo, mas sim ao dominio de
interesse onde ocorreram ou podem ocorrer deformacdes inelasticas. I', representa cada
um dos ne elementos de contorno, ao passo que € representa cada uma das nc

células do dominio em questao.

Assim sendo, € possivel aproximar as variaveis e a geometria do problema em termos
dos valores nodais, como detalhado no Capitulo 5. Escrevendo-se a forma discreta da
expressdo integral do deslocamento — Eq. (3.6) — para cada n6 do contorno, obtém-se o

seguinte conjunto de equagdes algébricas:

[H]{u} =[G]{p}+{b} Jr[Q]({C*1 :2°(e)} —{g}) (3.10)
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Os vetores {u} e {p} contém os valores nodais dos deslocamentos e forgas superficiais
no contorno, respectivamente. O vetor {8} agrupa as deformag¢des nodais das células

internas. Agrupando-se entdo as incdgnitas do contorno em um vetor { y} na Eq. (3.10)

chega-se a Eq.(3.11).

[Ally} = {t)+[Q]({Cc =)}~ {s}) (3.11)

O termo ({C‘I:ZC(S)}—{S}) representa o vetor das componentes inelasticas das

deformacgdes. Trata-se da diferenga entre a deformacio e sua parte elastica. Quando da
inexisténcia de deformagdes inelasticas esse termo se torna nulo, pois a equagao eldstica

¢ igual a deformagio total.

Por um procedimento analogo, pode-se escrever a forma discretizada da equagdo

integral de deformacgdes (Eq. (3.7)) para cada célula, obtendo-se:

(6} = [1 Jfuy [ o} + o)+ [Q (I sz @) )
{e} = —[Al{y} +{f'} +[Q'J({C’1 :Z°(8)} —{8})

(3.12)

Substituindo-se o vetor { y} da Eq. (3.11) na Eq. (3.12), obtém-se a seguinte equacio

ndo-linear em termos das deformacdes regulares:

{€} ={n}+[S]({C’1 :Z°(8)}—{8}) (3.13)

onde:
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E importante notar que o vetor {n} denota a solu¢do puramente eldstica, ou seja, aquela
obtida para a mesma carga quando X°(€)=C:¢g, visto que nesse caso o fator que

multiplica a matriz [S] na Eq. (3.13) torna-se nulo.

O MEC Dual, técnica atualmente empregada por varios pesquisadores, altera o contorno

do solido durante a abertura das fissuras, consequentemente as matrizes [H] e [G] sdo

aumentadas, visto que cada novo nd criado no contorno possui deslocamentos e forgas
de superficie a ele ligados. Isso gera um sistema cada vez maior, visto que o niimero de

equacdes do sistema é proporcional ao numero de valores discretizados no contorno.

O método de dominio se comporta de uma maneira diferente. Como pode ser visto no
Capitulo 5, o dano e a propagagdo das fissuras ocorre por meio da discretizagdo do

dominio (geragdo de células ou ativacdo do modelo de dano sobre células pré-

existentes). Desse modo, o contorno ndo ¢ alterado, e as matrizes [H] e [G]

permanecem com a mesma dimensdo durante todo o processo. As deformagdes
inelasticas nos elementos e sua alteragdo em relagdo ao sistema do passo anterior sdo
levadas em conta na ultima parcela da Eq. (3.11). Antes da ocorréncia de deformagdes

inelasticas, o sistema se apresenta com a seguinte dimensao:

] 7
X y = f
2ix2i 2i i

Figura 3.3 — Dimensio do sistema antes da ocorréncia de deformacdes inelasticas.

onde i representa o numero de nds pertencentes ao contorno.

A aproximagdo sobre as células para a introducdo de deformacdes ineldsticas sobre o
dominio foi tomada como a mais simples possivel: a constante. Assim, cada célula que

possui deformacgdo inelastica apresenta um no ficticio no meio dela onde as trés
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componentes de deformacdes (caso bidimensional) sdo tomadas. Ou seja, o acréscimo
de uma célula ao sistema gera o acréscimo de trés posi¢des ao vetor de deformagdes que

antes era considerado nulo.

A ndo-linearidade do sistema se encontra na Eq. (3.13), pois é impossivel isolar as
deformagdes. A resolucdo desse sistema pelo método de Newton — Raphson gera uma
resposta que pode entdo ser levada a Eq. (3.11), sendo esse que esse sistema, montado
apds o conhecimento das deformagdes ineldsticas, pode ser resolvido de modo

tradicional, pois ndo apresenta ndo-linearidades (as deformagdes ja sdo conhecidas).

O sistema da Eq. (3.13) pode ser representado por:

—

— ™
I
— 5 |
+
X
— O

31 L3I 31x31 131

Figura 3.4 — Dimensio do sistema nio-linear das deformacdes.

onde [/ representa o numero de células no dominio com deformagdes ineldsticas e

{sin} = ({C’1 : 2“(8)} - {8}) .

Ap0s o inicio da ocorréncia de deformagdes inelasticas sobre o dominio, o sistema antes

representado pela Figura 3.3 passa a ser representado pelo sistema da Figura 3.5.

=<

I

.

+

}
— O

N
N

21x 21 2i 2i 2ix 31

Figura 3.5 — Dimenséo do sistema apos a ocorréncia de deformacgdes inelasticas.
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3.5 Método implicito de solugao de problemas inelasticos

3.5.1 Método de Newton-Raphson

O método iterativo de Newton-Raphson ¢ um método numérico utilizado para se achar
raizes de fungdes. Esse método apresenta velocidade de convergéncia bem superior a
métodos como o da bissecdo. Porém, ao mesmo tempo, apresenta algumas
desvantagens, pois envolve a derivada da fungdo, o que nem sempre ¢ simples de ser
calculado e, dependendo do valor inicial dado, o método pode nio convergir, por esse

ndo estar na vizinhanga da raiz.

O método parte da expansdo de Taylor da fungdo, utilizando os dois primeiros termos
da série. A partir da equagdo de reta gerada pela série e de um valor inicial estimado da
raiz, por meio de iteragdes, procura-se um novo valor melhorado da raiz da fungdo até

que a tolerancia estipulada seja atingida.

A expansdo de Taylor para uma fungdo f(x)qualquer em torno de um ponto x, é:

| +... (3.14)

R

J ()= f(x) +(x=x,)

dar N (x—x,)" d*f
dx|, 2! dx’

0

Mantendo-se os dois primeiros termos da expansdo obtemos:

)= f(x)+(x=x0) f (%))

(3.15)

TR
f(xo)—dx

Xo

Trata-se da equacdo de uma reta que passa pelo ponto f(x,)com inclinag¢do igual a

tangente da curva no ponto X, .
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Supondo que a funcdo f(x) seja bem aproximada por uma reta, o ponto em que essa

reta cruza o eixo x deve estar proximo ao ponto em que a fungdo cruza o eixo x. Este

ponto X para o qual a reta cruza o eixo das abscissas sera:

0= f(x0)+(x—x0)f'(x0)

(3.16)

S (%)

[ (%)

0

Esse ponto x € entdo usado no lugar de x, como um novo valor inicial, melhorando

assim a aproximac¢do, dando inicio a uma nova iteragdo. Genericamente pode-se

€SCrever:

R f(xi)

= S 3.17)
7o) (

sendo i a iteragdo. Graficamente podemos analisar o método para uma fungdo qualquer,

por meio da Figura 3.6 abaixo.

f(x) A

Figura 3.6 — Método de Newton-Raphson.

Como se pode ver na figura, os valores convertem rapidamente para o zero da fungao,

sendo essa uma caracteristica marcante deste método.
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3.5.2 Estratégia de solugado incremental iterativa

Para a resolucgdo de sistemas ndo-lineares como o apresentado pela Eq. (3.13), utiliza-se
a técnica incremental, na qual a carga ¢ incrementada de maneira proporcional. Assim,

para cada nivel de carga, tem-se:

{f} =2, {f} (3.18)

onde A representa o fator de carga para o dito n-ésimo incremento.

O processo incremental consiste em encontrar o termo das deformagdes {¢,,,} que
satisfaz a Eq. (3.13) para o passo de carga n+1, sendo conhecida a deformagao {sn} do

passo imediatamente anterior. Para o fator de carga 4 ,, pode-se reescrever a equagio

n

ndo-linear da Eq. (3.13) como:

(R(&,)}=—([S]+[1]){g0ur} + 2 {n} +[S]{C 2% (e, )} =0 (3.19)

Na Eq. (3.19), {R} representa o residuo. A incognita neste caso ¢ o vetor de

deformagdes do passo n+1, que serd encontrado com o incremento do passo de carga

A

n+l >

de modo a satisfazer a condi¢do do residuo nulo. Obviamente o valor nulo na

verdade é tomado como uma tolerancia, ou seja, um valor proximo de zero.

Aplicando-se o método de Newton-Raphson a Eq. (3.19), gera-se uma resposta com

uma convergéncia rapida. Ele consiste na obten¢do da melhor aproximagdo da solugdo

i+l
n+l?°

exata, €, a partir da aproximagdo anterior €, (onde n+1 é o passo de cargae i a

iteracdo), mediante a Eq. (3.20).

i+l i i
€l T8 T {58n+l} (3.20)
Na primeira iteragdo a deformagdo ¢!, usada como parimetro inicial ¢ a deformagdo

do passo de carga anterior. Ela é levada a Eq. (3.19), e caso seu residuo seja maior que a

tolerancia estabelecida, uma nova deformagao da iteracdo i+1 ¢ exigida. O incremento
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dado ao valor da deformacdo utilizada na primeira iteracdo ¢ calculado a partir do

sistema formado pela expansdo de Taylor da Eq. (3.19). Chega-se portanto ao sistema

da Eq. (3.21), que tem como incégnita {Sain+l} :

—G{R} 5! R (¢!
n+l f — n+l (3.21)
a{8n+l} {gi } { } { ( )}

n+l

O processo segue até que se encontre uma deformacdo que satisfaga o critério de

0
n+l

convergéncia adotado. Em suma, ele se inicia com i nulo e com {¢ ., } iguala {¢_ } ¢

termina quando o critério de convergéncia previamente estabelecido ¢ cumprido.

Desse modo, quando determinadas as deformagdes para um dado passo de carga, as

incdgnitas do contorno podem ser encontradas pela simples aplicagdo da Eq. (3.11).

A matriz tangente presente no sistema linear da Eq. (3.21) tem papel fundamental na

velocidade de convergéncia do método. Derivando-se a Eq. (3.19) tem-se:

ORE ([ [S)fe o (e, )} =0 62

8{Sn+1}
ondedx®/0(g,,, ) corresponde ao operador constitutivo tangente associado a lei

constitutiva X°.

3.6 Método de controle de resposta

O processo classico de passos de carga utilizado nos métodos computacionais, como
visto anteriormente, consiste em se estabelecer uma histéria do processo de carga,
fixando-se os fatores A a cada passo de carga. Em processos envolvendo abrandamento
de tensdes (softening), o processo se torna incapaz de produzir respostas de equilibrio

estrutural além do ponto de ocorréncia da carga critica. Um outro processo € entdo
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utilizado, baseado no método de controle indireto de deslocamentos, freqiientemente

utilizado no MEF.

Estabelece-se dessa maneira uma historia de uma componente do vetor de deformagio

(Eq. (3.19)) no lugar da histéria de cargas. Impondo-se que no passo de carga n+1 a

K-ésima componente de deformagio (8n+1 ) « deve ser igual ao valor previamente

fixado (8n+1 )K , surge como nova varidvel incognita o fator de carga 4, . Assim

estabelece-se o controle por meio de uma variavel com evolugdo previsivel (no caso
uma componente de deformagdo sempre crescente em algum ponto). Assim,

indiretamente, acha-se o novo A4 , que inclusive pode decrescer. Essa nova incdgnita

modifica a Eq. (3.19), que se torna um sistema do tipo:

. R (2w M)} | J0
(R (&0 M)} = (8n+l)K1— (§n+11)K =16 (3.23)

Assim, do mesmo modo que anteriormente e de acordo com o processo de Newton-
Raphson, uma aproximag¢do melhorada das varidveis do problema pode ser encontrada

mediante a Eq. (3.24).

| | oRy
81?:11 _JE 8{8n+1} ) {I_{(eim, KLH)} (3.24)
}\':;1 }\‘;H T
| {dp 0

Onde os elementos do vetor {d} sdo dados por d; =9,;, sendo que J; representa o

proprio delta de Kronecker (ver Apéndice 4).






4 Aproximagao Continua
de Descontinuidades Fortes

Capifulo

4.1 Introducéao

Este capitulo apresenta solugdes para o tratamento de problemas sélidos com saltos no
campo de deslocamentos através da superficie do material. No caso bidimensional ora
estudado, tal superficie corresponde a uma linha de descontinuidade, que enquanto em
problemas unidimensionais resumir-se-ia a um ponto. O tratamento de tais saltos pode
ser feito através de duas vertentes de representacdo: a fundamentada na mecénica do
continuo e a baseada em modelos discretos. Aqui se utiliza um modelo baseado nas
relagdes constitutivas locais e independente da velocidade, tratado dentro da mecanica

do continuo convencional.

4.2 Cinematica de descontinuidades fortes

O tratamento das descontinuidades fortes aqui apresentado se baseia a principio na
separa¢do do campo de deslocamentos em uma parte regular e uma descontinua. Para
apresentar os conceitos envolvidos nessa decomposi¢do, na Figura 4.1 mostra-se um
dominio bidimensional descontinuo, com a linha de descontinuidade S e o sistema de

eixos curvilineo 7 e & definidos sobre S, sendo que S corresponde a linha

coordenada 7=0. A linha de descontinuidade S divide o dominio 2 em duas partes,
Q" e Q. Define-se também um dominio Q, tal que Q, cQ e S < Q,. Nas proximas

expressdes, “\” representa exclusao.
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Figura 4.1 — Dominio bidimensional descontinuo.

Essa decomposi¢do permite que as variaveis relativas ao salto interfiram apenas na
regido adjacente a linha de descontinuidade, regido essa arbitraria. O campo de
deformacdes compativel com deslocamentos tem carater distribucional sobre a regido

definida, e deixa de ser limitado sobre a linha S .

4.2.1 Campo de deslocamentos descontinuos

Considere-se o dominio bidimensional Q, representado na Figura 4.1, constituido pelos
pontos materiais x . Pode-se decompor o campo de deslocamentos em uma parte regular

(continua) e uma parte descontinua, conforme a Eq. (4.1).

u(x,t)= A(x,l)+(HS(x)—¢(x))[[u]](§,t) 4.1)

Na Eq. (4.1), u ¢ a parte regular do campo de deslocamentos, sendo o ultimo termo da

expressdo a parte descontinua.
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Define-se a fun¢ao [[u]] como continua em todo o dominio, representando o salto do

campo de deslocamentos ao longo de §. H ¢ a fung¢do conhecida como Heaviside,

estando esta situada sobre a linha de descontinuidade, tal que:

H;=0VxeQ)©
4.2)
H,=1VxeQ"
J& ¢ é uma fun¢lo continua que deve satisfazer as seguintes condi¢des:
=0 VxeQ \Q,
¢ ’ 4.3)

p=1VxeQ ' \Q,

Desse modo, segundo o ultimo termo da Eq. (4.1), a regido de influéncia do salto do
campo de deslocamentos resume-se ao subdominio arbitrario €, ficando o resto do
dominio representado apenas pela parte regular #. De acordo com o mesmo termo, o
salto de deslocamentos provém da operacdo da fung¢do Heaviside sobre a fungdo

continua [[u].
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=SV

=SV

>
Figura 4.2 — Decomposi¢do do campo de deslocamentos.

O desmembramento do campo de deslocamentos pode ser melhor visualizado pela

Figura 4.2, a qual representa a variagdo de suas componentes ao longo da coordenada

curvilinea 7.
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4.2.2 Campo de deformacées

A parte simétrica do gradiente do campo de deslocamentos (Eq.(4.1)) corresponde ao
campo de deformagdes, o qual também pode ser decomposto de maneira similar, em

uma parte regular e uma parte descontinua, da seguinte forma:

e=Vu=é+g,+5, (4.4)
onde
£=Vn

g,=—(Vo®[u]) +(Hy~¢)V* [u]
£ =0 (n®[[u]])s

S . ,, . ’ L. R B
O operador (0) representa a parte simétrica de (0) , n ¢ o vetor unitario normal a linha

de descontinuidade S e J ¢ a distribui¢@o de Dirac situada sobre a linha S, ou seja:

.1
S = g %gl(}; (heR) 4.5)
Sendo y a fungdo de colocagdo situada sobre a linha de descontinuidade, tal que:

Uy =0 VxeQ\S
Ug=1vvxeS

A aplicacdo do gradiente sobre o deslocamento gera trés termos distintos. A deformagéo
regular £ ¢ derivada da parte regular dos deslocamentos, continua e limitada em todo o

dominio. A parte da deformagdo &, pode ser descontinua, porém se limita a0 dominio
Q,, apresentando valores nulos fora deste. O ultimo termo (&) contém a distribui¢do

de Dirac. Ela ¢ oriunda da aplicacdo do gradiente material sobre a funcio Heaviside.
Este termo introduz uma caracteristica distribucional ao campo de deformagdes, que

deixa de ser limitado sobre S .
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4.2.3 Identificagcdo das diferentes escalas

As partes regulares dos campos de deslocamento e de deformagao sdo, no contexto dos
problemas de multiplas escalas, associadas a escala grosseira. Os demais termos,
representam os efeitos microestruturais na regido onde ha a concentragdo de deformacgao
sendo associados a escala refinada. O desenvolvimento tedrico a partir deste ponto
busca equacionar o problema das descontinuidades apenas utilizando as varidveis
regulares, obtendo-se um modelo expresso em termo da escala grosseira, mas contendo

informagdes da escala refinada.

4.2.4 Equacées basicas

Para tornar as equacdes adequadas a aplicagdo de solugdes numéricas do problema, ¢
necessario que elas sejam reescritas apenas em fungdo da parte regular dos campos de
deslocamento e deformagdo, eliminando-se as variaveis associadas aos saltos. Elas
podem ser reescritas a partir da cinematica proposta e da equagdo de equilibrio na

interface da descontinuidade.

Quando existe uma descontinuidade forte, as equagdes de governo do problema (de
equilibrio, relacdo deslocamento-deformagdo, relacdo constitutiva e condicdes de
contorno) devem ser acrescidas da condi¢do de equilibrio na face da descontinuidade

S

nec, =n-o._
(4.6)
ps =hec, ou (py=heo_)

onde o, € o_ sdo as tensdes nos labios da descontinuidade e pg € o vetor de forga de

superficie de Cauchy (fraction) nos pontos materiais de S .

Procura-se entdo estabelecer a lei constitutiva que rege o comportamento mecanico do
material pertencente a linha de descontinuidade. Abrem-se dois possiveis enfoques para
o tratamento desta regido. Existem os chamados modelos de fratura coesiva,

amplamente difundidos na simulagdo de aberturas em concreto e materiais quase-
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frageis. Este modelo considera uma zona de processo na frente da ponta da fratura, onde
ocorrem forcas coesivas ou ficticias relacionadas com a abertura da fissura. A
resisténcia € perdida aos poucos, existindo uma tensao coesiva decrescente, simulando a
degradacdo do material. O modelo coesivo ¢ uma aproximac¢ido de uma zona de fratura
localizada, adotada com o objetivo principal de simplificar matematicamente a
representacdo fendmeno fisico envolvido, preservando seus aspectos mais relevantes. O
fendmeno na zona de processo ¢ descrito por um comportamento ndo-linear com
abrandamento entre a for¢a de superficie e as componentes do salto de deslocamentos

da descontinuidade, como expresso na Eq. (4.7).

ps =2 ([u]) 47

A relagdo entre o salto e a forca de superficie no labio da descontinuidade ¢ entdo

definida diretamente, por meio de uma lei constitutiva X.¢ .

A outra opc¢do utiliza a mesma lei constitutiva do dominio continuo para representar o
comportamento dos pontos no interior da descontinuidade. Esta segunda opcdo foi
introduzida no trabalho de SIMO et. al. (1993). Demonstrou-se que, sob certas
condi¢des, as leis constitutivas do continuo sdo compativeis com deformagdes ndo
limitadas, permitindo o tratamento de descontinuidades fortes dentro do contexto da

mecdnica do continuo. Nesse caso, as tensdes em § também sdo obtidas a partir da

relagdo constitutiva do continuo 2, ou seja:

ps =m0y =ny (&) (4.8)

onde o, e¢ & representam os tensores de tensdo e de deformagdo nos pontos

pertencentes a S .
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4.2.5 Equacées basicas em termos das variaveis regulares

Para um melhor tratamento numérico, as equagdes basicas sdo entdo escritas somente
em termos das partes regulares da cinematica proposta nas Eq. (4.1) e (4.4). Isso é feito
com o intuito de se utilizar a segunda op¢do para o tratamento da regido da
descontinuidade. Esta opg¢do se torna interessante por utilizar a mesma relagdo
constitutiva que ¢ utilizada para materiais inelasticos, enfocando o tratamento das
componentes da deformacdo e deslocamento, permitindo que programas que ja possuam
implementadas ferramentas usuais de ndo-linearidade fisica possam ser modificados, de

maneira mais simples, para a simulagdo de descontinuidades fortes.

Considerando-se a mesma relacdo constitutiva para representar o comportamento dos
pontos internos e externos a descontinuidade, a condi¢do de equilibrio na interface (Eq.

(4.6)) ¢ dada por:

nd 3 (g5)-2(£,)]=0 (4.9)

sendo que &, representa as deformagdes em um dos labios da descontinuidade. Tem-se

que:

& =&, + liml(n ® [[u]])s

=0 h
(4.10)

g =é+2,([u])

Considerando-se a Eq. (4.8), que relaciona a for¢a de superficie com a deformagdo, e
levando-se em conta as expressdes que definem as deformagdes (Eq. (4.4) e (4.10)),
pode-se se reescrever o equilibrio local (Eq.(4.9)) em fung¢do da deformagdo regular £ ¢

das componentes do salto [[u]]:

n.{zc (g +&,([u])+ girg%(n@[[u]])sj—zc (+¢, ([[u]]))} =0 @.11)
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Na Eq. (4.11), as deformagdes ¢, foram escritas como fungdes dos saltos de

deslocamentos. As funcdes ¢ ¢ H, bem como a normal n podem ser definidas a

priori, considerando-se a descontinuidade uma linha material previamente estabelecida.

Assim sendo, a Eq. (4.11) estabelece uma relacdo entre as componentes do salto de

deslocamentos e a parte regular das deformagdes do tipo:

[u]=r(€) (4.12)

A forma explicita de tal relacdo pode ser de dificil obtengdo, mas, para fins de aplicacdo
numérica tal forma nio se mostra essencial, pois se pode trabalhar com a relagdo de

modo implicito.

Desse modo, podem-se obter, localmente, as componentes do salto na interface,

mediante a resolu¢do numérica da equacio nio-linear apresentada na Eq. (4.11).

Mediante a Eq. (4.12), pode-se também eliminar as componentes do salto das equacdes
de governo. O problema passa a ser tratado entdo com base na parte regular dos

deslocamentos e das deformagdes, sendo regido entdo pelo seguinte conjunto de

equagdes:
Vo+b=0 em Q\S (4.13)
u=u=u em I,

(4.14)
p=o-n=p em ',
E=V'u em Q\S (4.15)
o=2(8) (4.16)

nec,_=nc_ecm S 4.17)
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As Egs. (4.13) a (4.17) correspondem, respectivamente, a equacdo de equilibrio, as
condicdes de contorno, a relagdo entre deformagdo e deslocamento, a relagdo

constitutiva regularizada e a equacdo de equilibrio na interface de descontinuidade.

Deve-se chamar a ateng¢do para o fato de que nessas equacdes de governo se utiliza
apenas a parte regular do campo de deslocamentos e de deformagdes. Para se chegar a

relacdo constitutiva regularizada utilizou-se a seguinte manipulagcdo matematica:

o=X(¢)

o =3 (&(&[u]))

o=X(e(2./(4))

o=5(8) (4.18)

4.3 Equacées do MEC

Esta secdo tem por objetivo apresentar a introdugdo do equacionamento das
descontinuidades no MEC. Para tanto, considera-se como ponto de partida a equagdo de

residuos ponderados usual:
L(V0'+b)-u*dQ+J; (ﬁ—p)-u*dF+J:_ (u—ﬁ)-p*dfzo em Q\S (4.19)

* * .
sendo u e p os deslocamentos e forgas de superficie correspondentes ao campo

ponderador. Integrando-se por partes a primeira integral da Eq. (4.19) tem-se:

LVO'-u*dQ =— LO‘ Vu'dQ+ J;p-u*dF (4.20)

O problema, para ter sentido fisico, deve apresentar tensdes limitadas em seu dominio.
Isso ¢ garantido pela lei de abrandamento do modelo constitutivo imposto, que, com
deformacdo crescente tende assintoticamente a zero, mantendo-se assim sempre
limitada. Como a linha de descontinuidade S corresponde a um dominio de medida
nula (ndo possui espessura) e as tensdes sobre S sdo limitadas , a integral sobre ela pode

ser desconsiderada, e a Eq. (4.20) pode ser reescrita como:
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LVO'-u*dQ =— L\Sa Vu' dQ+ J;_ pou’ dl (4.21)

Integrando-se por partes a primeira integral do segundo membro da Eq. (4.21), chega-se
a Eq. (4.22). Note que a integral sobre o contorno, gerada pela integracdo por partes,
anula-se com o segundo termo do segundo membro da Eq. (4.21) e o restante pode ser

agrupado na forma da segunda integral do segundo membro da Eq. (4.22).

LVO'-u*dQ = —L\SVO' cudQ+ Ln-(o; —a_)u*dF (4.22)

Levando-se em conta a Eq. (4.22), a equagdo de residuos ponderados (Eq. (4.19)) pode

ser reescrita por:

[ (Vo+b)uwdQ+ jr (p—p)ou'dl +
(4.23)
+J;_ (u—ﬁ)-p*aTJr _Ln-(O'+ —o:)u*dl“ =0

A Eq. (4.23) corresponde a forma fraca da equacdo de equilibrio (Eq. (4.13)), das
condi¢des de contorno (Eq. (4.14)) e da equagdo de equilibrio na interface (Eq. (4.17)).
As outras equacdes que definem o problema — as equagdes basicas de relagdo entre
deformacdes e deslocamento (Eq. (4.15)) e a relagdo constitutiva (Eq. (4.16)) — séo

empregadas no célculo de tensdes.

4.3.1 Equacgées integrais da formulagcdo nao-linear do MEC

No caso em que o material do sdlido apresenta comportamento ndo-linear, as tensoes

podem ser obtidas de maneira genérica por:
o= C:(s—s”’) (4.24)

onde &” ¢ a parte inelastica do tensor de deformagdes e C ¢ o tensor constitutivo

elastico de quarta ordem simétrico, tal que Cy, =C,,;, =C,, =C ;. A simetria deste

tensor permite certa liberdade na manipulagdo matematica das equagdes.
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Levando-se em conta a descricdo das deformagdes (Eq. (4.4)), a Eq. (4.24)
particularizada para os pontos do dominio externo a linha de descontinuidade fica dada

por:

oc=C:(Va+g,—€") em Q\S (4.25)
¢

Para a obtencdo das equagdes integrais do MEC, tomam-se como campos ponderadores
as solugdes fundamentais eldsticas de Kelvin. Os campos ponderadores devem entdo

satisfazer a condi¢do da Eq. (4.26).

Vo' =Ve(C:Vu)=-6.e (4.26)

onde e agrupa os vetores unitarios da base ortogonal e J, representa a distribuigdo de

Dirac situada sobre o ponto de colocagdo singular & tal que:

§§(x):O se x#¢
5.(x)=0 sex=¢

[o(x)5.d2=0(¢)

sendo @ uma fun¢do continua. Substituindo-se a Eq. (4.25) na Eq. (4.21) pode-se,

mediante a considera¢do da simetria do tensor constitutivo elastico, fazer o seguinte

desenvolvimento:
LVO'ou*dQ =- L\Sa Vu'dQ+ jr peu'dl

[Vou'dQ=-[ C:(Vi+e,—&"):Vu'dQ+ [ pou'dl
[VouwdQ==[ (Vi+s,—&"):C:Vu'dQ+ [ pou'dl

LVO'-u*dQ =— L\S(Vﬁ+ g,—&" ) o dQ+ _[_ peu'dl
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Chegando-se a:

LVa-u*dQ = —L\S o Vi dQ- L\S o :(e¢ —gi”) dQ+ J;_p-u*dr 4.27)

Levando-se em conta a Eq. (4.26) e a Eq. (4.27), a Eq. (4.19) fornece a expressdo

integral dos deslocamentos regulares, que, de forma genérica, pode ser escrita como:

c o= J:_p-u*dl" - L iep dl + Lb-u*dQ + L\S<—g¢ + gi") o dQ (4.28)

onde ¢, depende da posi¢do do ponto de colocagio &, como pode ser visto no Apéndice

2. Chama-se a atencdo para o fato da expressdo integral dos deslocamentos regulares
(Eq. (4.28)) ser similar a empregada na formulacdo usual do MEC com deformagdes
iniciais, como visto no Capitulo 3. As deformagdes iniciais no nucleo da integral sobre
Q\S s3o constituidas pela componente ndo-linear e pela parte nio regular das

deformagdes, &,. Essa tltima € a componente que introduz o efeito do comportamento

nio-linear da interface.

Pode-se optar por se trabalhar com um modelo em que as deformagdes ineldsticas em
Q\S sejam nulas, com o intuito de se simplificar a analise. Com a componente &” =0
em Q\S a ndo-linearidade do modelo fica contida apenas na parte nio-regular das

deformagdes, &,. Sabe-se que a deformagdo ndo-regular ¢ limitada e possui como

suporte a regido 2, (definida na Figura 4.1). A Eq. (4.28) pode ser entdo reescrita como

na Eq. (4.29).
ool = J:_p-u*dl“— J.rit-p*dl“+ Lb-u*dQ— L¢ g 1o dQ (4.29)

Essa aproximacdo representa a distribui¢do consistente do salto localizado na linha de

descontinuidade § sobre toda a regido €, mediante a componente das deformagdes

E;-
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Levando-se em conta as expressdes da relagdo constitutiva regularizada (Egs. (4.16) e
(4.25)) e a relagdo entre as deformagdes e deslocamentos regularizados da Eq. (4.15),

pode-se reescrever a Eq. (4.29) como:

Cc ol = J:_p-u*dF— J.rft-p*dl“+ Lb-u*dQ— L (C'l :i(é‘)—é):a*dQ (4.30)
4

A Eq. (4.30), como se pode notar, estd escrita somente como fungdo das varidveis
regulares do problema de descontinuidade. Porém, esta formulacdo, apesar de ser
funcdo apenas de varidveis da escala grosseira, representa também os efeitos das

varidveis presentes na escala refinada.

A expressdo integral das deformagdes regulares de um ponto interno, compativel com a

Eq. (4.30) ¢ dada pela Eq. (4.31).

jr U'dl - Lu-P dF+Lb U'dQ+

- (€ E(8)-8):xda (C"2(4)-4):6 0

U, P e X representam, respectivamente, as derivadas espaciais das solugdes
fundamentais #°, p* e o . Ja o termo independente & provém da derivada da integral
b

de dominio da Eq. (4.30).

Desse modo, chega-se a uma formulacgio integral, proposta por meio das Eqgs. (4.30) e
(4.31), que representa o problema de descontinuidades fortes em termos de varidveis
regulares, ou seja, em termos da escala grosseira. Mas, como dito anteriormente, as
informacdes relativas a escala refinada estdo contidas na formulagdo por meio da

componente de deformagdo ¢&,, a qual, de certa forma, distribui o efeito do salto em §
sobre a regido ;. Novamente, ressalta-se a grande similaridade entre as Eq. (4.30) e

(4.31) do problema de descontinuidades fortes e as Eqgs. (3.6) e (3.7) para problemas
ineldsticos convencionais. Dessa semelhanga resultam as vantagens deste tratamento das
descontinuidades fortes. Assim sendo, com modificagdes relativamente simples pode-se
adaptar o tratamento computacional dado ao problema inelastico para resolver

problemas de saltos de deslocamento. A partir deste ponto, o tratamento algébrico dado
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ao problema ¢ andlogo ao mostrado no Capitulo 3 para solidos inelasticos, inclusive
utilizando o método de Newton-Raphson na resolugdo dos sistemas ndo-lineares. Pode-
se inclusive mesclar o modelo de regime ineldstico com o modelo de descontinuidades

fortes, como mostram claramente as Egs. (4.28), (4.30) e (4.31)

4.3.2 Descontinuidades fortes no contexto da mecénica do continuo

Como apresentado anteriormente, 0 comportamento ndo-linear da descontinuidade forte
pode ser representado de duas maneiras distintas. Nesta dissertagdo o tratamento a ela
dispensado ¢ o baseado na relagdo constitutiva continua (deformacdo versus tensdo).
Este tratamento proporciona uma analise que acaba por recair sobre o contexto da
mecanica do continuo. Considerando-se o modelo de dano isotropico apresentado no
Capitulo 2, podem-se analisar descontinuidades fortes de maneira similar a utilizada por

MANZOLI et. al. (1999) e por OLIVER ( 1996) para o modelo elastoplastico.

Pode-se optar pela utilizagdo da lei linear de evolugdo de dano ou pela lei de evolugdo
exponencial, ambas apresentadas no Capitulo 2. Frisa-se aqui novamente que o
tratamento numérico dessa opg¢ao requer a consideracdo de uma banda de largura &, que
dever ser muito pequena com relacdo ao dominio do problema. Essa banda corresponde

a superficie de descontinuidade quando a espessura k tende a zero.

4.4 Analise numérica

4.4.1 Aproximag¢ao numérica

Seja um corpo bidimensional de dominio Q e contorno I (Figura 4.1), atravessado por

uma linha de descontinuidade S no interior de uma sub-regido arbitraria Q;, tal que

Q¢EQ.

A aproximag¢do numérica pode ser feita a luz do tratamento dispensado as equacdes

integrais no Capitulo 3, bastando substituir a relacdo constitutiva pela relagdo
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constitutiva regularizada .. Além do contorno, verifica-se que ¢ suficiente a

discretizagdo do dominio €, apenas, por meio de células internas (€2.). Assim, o

restante do dominio, onde ndo hé incidéncia de linhas de descontinuidades, ndo precisa

ser discretizado, conforme mostra a Figura 4.3.

Figura 4.3 — Discretizacdo do contorno e da regido €2 s em células internas.

4.4.2 Modelo constitutivo regularizado

Na estratégia de solu¢do da equagdo ndo-linear apresentada no capitulo 3, é necessaria a
obten¢do das tensdes no interior da célula para as sucessivas deformagdes regulares do
processo iterativo. A formulagdo apresentada pode ser empregada para qualquer tipo de
modelo constitutivo, bastando a substituicdo da relagdo entre deformacdes e tensdes

pela do modelo desejado.

Destaca-se aqui que, ao se trabalhar com modelos convencionais, que ndo contemplem
o comportamento da linha de descontinuidade, as deformagdes regulares se igualam as

deformagdes totais e €, representa a regido onde o material apresenta comportamento
ndo-linear. Dai a principal diferenga entre a formulagdo apresentada e a convencional

esta contida na relacdo constitutiva utilizada, no caso a regularizada 2. . Esta relagdo,
como previamente dito, retorna as tensdes em fun¢do das deformag¢des regularizadas,
levando-se em consideragdo a escala refinada (comportamento microestrutural no

interior da linha de descontinuidade forte).
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4.4.2.1 Regularizagao da distribui¢ao

Objetivando o adequado tratamento numérico, a funcdo delta de Dirac sobre S, J;,
presente na componente de deformagdo ndo regularg; deve ser definida em fungdo de

um parametro de regularizagdo k (largura da banda onde o salto de deslocamentos sera
distribuido), sendo que quando este tende a zero converge para a propria fungdo delta de

Dirac, tal que:
Js (4.32)

l VxeS
Se=3k (4.33)
0 VxeQlS

Trabalhar com valores de k& de ordem de grandeza muito inferior ao do problema ja é o

suficiente para aplicagdes praticas.

Em conseqiiéncia dessa regularizacdo, o médulo de abrandamento deve ser substituido

por sua forma regularizada também.

4.34)

= k.H VxeS
o0 VxeQlS

onde H é o mddulo de abrandamento intrinseco.

4.4.2.2 Construgao da funcao ¢

Observa-se que a componente das deformagdes &, descrita na Eq. (4.4) tem como parte
integrante a fun¢do ¢ descrita na Eq. (4.3). Desse modo, &, ¢ nulo fora de Q, e

portanto basta a defini¢do da fun¢do ¢ no dominio de cada célula. Desse modo:
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6= ¢ (4.35)

onde ¢, representa a fungdo definida no dominio da célula 2, e onde nc ¢ o nimero de

células que contém descontinuidade.

Utilizando-se células triangulares, ¢, pode ser definida com uma fung¢éo linear expressa

em termos das coordenadas dos vértices da célula. A Figura 4.4 ilustra as fungdes para

os diferentes modos em que a linha de descontinuidade pode atravessar a célula.

\‘CI:

(a) (b)

Figura 4.4 — Construcio da fun¢io ¢ no dominio da célula.

4.4.2.3 Aproximacao da fung¢ao salto

Utiliza-se a forma mais simples de aproximag¢do da fungdo [[u]] em €, que consiste na

aproximacao constante sobre todo o dominio da célula:

[u]= Z ax. (4.36)

c=l,nc

onde ¢« representa as componentes do salto no campo de deslocamentos

correspondente a célula Q_, sendo y, a funcdo de colocagdo definida como:
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=1 VxeQ
{ZC ¢ 4.37)

2.=0VxegQ,

4.4.2.4 Eliminag¢do da escala refinada

Com a defini¢cdo das fungdes ¢ e da fungdo salto [[u]] nas Eqgs. (4.35) e (4.36) pode-se

escrever as deformagdes (Eq. (4.4)) em um ponto x dentro do dominio de uma célula

com uma linha de descontinuidade, conforme o desenvolvimento a seguir.

Para x € Q_\S,

= E+E,

é—(vo ®u]) +(Hs—4,)V* [u],

€

gc
Da Eq. (4.36)
[[”]]c = ch =1'ac :ac

Vo [u] =Vie x. =0

g, :é—(V¢C®ac)S

Para x €S,

g, =E+e,té&

6.=6-(Vg ®u]) +(H,~4,)V*[u], +5 (n ®[u])
£.=6-(V4,9a,) +6!(n,®u] )

4

N

e =£-(Vg, ®ac)s +%(nc ®ac)s

N
£, :é+[(%nc —V¢C]®a6j
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Pode-se entdo resumir as deformacdes pela Eq. (4.38).

€. é_(v¢c®ac)s para x€Q\S,

. ((1 s (4.38)
g, €+([;"C—V¢cj®acj para xe8,

S_. ¢ o segmento de linha de descontinuidade dentro do dominio da célula €, enquanto

n, ¢ o vetor unitario normal a linha.

Na implementagdo computacional, ao invés de se trabalhar com os tensores simétricos

de deformagdo e tensdo, utilizam-se os seguintes vetores:

XX O-xx
£=1¢, e 0=490, (4.39)
7xy ny

Pode-se entdo reescrever a Eq. (4.38) segundo um sistema cartesiano de coordenadas

(x,y) como:
— A 1 M
G para xeQ\S,
61 | (4.40)
€C=é‘+(;Nc—l—Mc}ac para x€S,
com
0¢,/0, 0 m. 0 n. 0

X X o
MC = IC O 8¢C/ay O I’I’ly ; NC = 0 l’ly ; ac :{ x} (441)
0¢,/0, 04,/0, m, m, n, n,



Capitulo 4 — Aproximacio Continua de Descontinuidades Fortes 63

onde n, e n, sdo as componentes de n,, enquanto que «, € @, sdo as componentes do
salto de deslocamentos através da linha de descontinuidade sobre a célula. A matriz M,
¢ composta pelas componentes m, ¢ m do vetor normal m,_, na base do tridngulo da

célula (Figura 4.5). Este provém da multiplicagdo de /. (distancia entre o n6 que fica

isolado pela linha de descontinuidade e a base do tridngulo da célula) pela aplicagdo do

operador diferencial v sobre a fungdo ¢.

no 1solado

S.

lc

Figura 4.5 — Célula interna com descontinuidade incorporada.

Considerando que os pontos externos as descontinuidades permanecem no regime

elastico e que o comportamento dos pontos do interior é ndo-linear, as tensdes sdo dadas

por:
=Co € 1M
T = 8_]_ e "% para xeQ\S,
1 1 (4.42)
o, =€+ ;NC—Z—MC ‘a, | para xeS,

onde C ¢ a matriz das constantes elasticas e 2. representa, de maneira genérica, as
relagdes constitutivas de dano com abrandamento regularizado (ou outro modelo

usado).

As forcas de superficie calculadas no interior de S devem estar em equilibrio com as

calculadas em pontos externos pertencentes aos labios da descontinuidade (o, ). Em

termos de vetor de tensdes temos:
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[N] «(o5-0,)=0 em S (4.43)

Combinando a Eq. (4.43) com a (4.42) chega-se a:

[N, ]T{Z“ [a + (%N —%Mcj-ac]— C-(é —%ancj] =0 (4.49)

Considerando que o ponto de colocagdo seja sobre a linha de descontinuidade S,, para
uma dada deformagdo regular da célula £, a equagdo de equilibrio ndo-linear (Eq.
(4.44)) pode ser resolvida numericamente fornecendo os valores do salto (a,)
correspondentes. Uma vez determinadas as componentes do salto, as tensdes em
qualquer ponto da célula podem ser calculadas mediante a Eq. (4.42). Observa-se aqui
que as matrizes M, e N, sdo consideradas constantes, visto que ¢ depende da
geometria da célula e que as componentes de n, permanecem inalteradas apds a

formag@o da descontinuidade forte.

Para a solugdo da Eq. (4.44) em um determinado estado de deformagdes €., adota-se o

esquema iterativo de Newton-Raphson, buscando-se a solugdo da Eq. (4.45) mediante a

formula recursiva da Eq. (4.46).

F(ac)=[Nc]T{2‘ Lé{%m—%MCJ-aCJ—C-[é—%MC-aCB=0 (4.45)

c c

.\ -1
al' =al- %‘7) F(al) (4.46)

Esta tiltima permite a obtengdo de uma aproximagdo melhorada o'

c

da solugéo, a partir

da resposta da iteragdo anterior &' . Da Eq. (4.45) obtém-se:

——=N! {CC-[— N -——M, j +C—M, j (4.47)
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onde C°=0X° /68 ¢ a matriz constitutiva de dano (ou outro modelo qualquer, tal

como o elastoplastico). Observa-se que a partir do equilibrio na interface é possivel a
determinagdo das componentes do salto em fun¢@o das partes regulares das deformacgdes

da célula.

As tensdes podem ser calculadas com a Eq.(4.42), gerando a seguinte relagdo

constitutiva regularizada:

i(éc) = C(s -—M -, (éc)j (4.48)

O operador tangente associado a esta ultima relagdo apresentada, necessdria para a

construcdo da matriz tangente (Eq. (3.22)) pode ser obtido da Eq. (4.45), conduzindo a:

C se xe Q\Q¢

(4.49)

_=\"e) _ -1
0€, C+lC-MC{ aF} (N]o(c-C)  se xeq,
oa

c

4.5 Formulagao simétrica e parcialmente simétrica

O tratamento aqui dispensado as células internas pode ser comparado diretamente com o
dos elementos finitos com descontinuidades fortes incorporadas, pois se trata do mesmo
processo. A semelhanga do encontrado no MEF, existem certas peculiaridades da
incorporacdo de descontinuidades que também aparecem no MEC. A principal refere-se
a instabilidade que a diferenga entre as dire¢cdes dos vetores m, ¢ n, (Figura 4.5) pode
causar na solu¢do do sistema local das deformagdes (Eq. (4.45)). A expressdo da Eq.

(4.50) mostra uma influéncia desses vetores supracitados na constru¢do da matriz

Jacobiana do método iterativo de Newton-Raphson:

O _Inrcen, ~Inrceor v InTecom, (4.50)
da, k I [,
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Segundo SANCHO et. al. (2006), a estabilidade do sistema ¢ dependente da simetria do
tensor OF / Oz, , que s6 ocorre quando m_, e n, sdo paralelos. O primeiro vetor
corresponde ao gradiente da funcdo ¢. empregada na composi¢do do campo de
deformacgdes na célula, sendo por isso associado a consisténcia cinematica. Esse vetor
depende basicamente da geometria da célula. O vetor n, depende da orientagdo da linha
de descontinuidade e tem um papel importante na imposi¢do da condi¢do de equilibrio
da Eq. (4.9), sendo por isso associado a consisténcia estatica. Obviamente, em geral
esses vetores ndo sdo paralelos em malhas pré-definidas. Esta assimetria inerente se

transfere a matriz de rigidez tangente da Eq. (4.49). Esse tipo de formulagdo ndo-

simétrica é conhecida como SKON (Static and kinematically optimal non-symmetrical).

Apesar de ser estdtica e cinematicamente consistente, um inconveniente atribuido a
formulacdo ndo-simétrica ¢ que, em caso de orientagdo desfavoravel da malha em
relacdo a linha de descontinuidade, podem-se gerar casos extremos nos quais uma célula

interna possua um vetor m_ praticamente ortogonal a n, . Isso faz com que o tensor

oF / O, tenda a ser singular, agravando a instabilidade na resolu¢do do sistema (Eq.

(4.46)) pelo método de Newton-Raphson.

Alguns subterfugios podem ser adotados para contornar tal inconveniente. Pode-se
forcar a condi¢do cinematica sobre a estética, fazendo que durante a resolugdo o vetor

n, seja considerado igual ao vetor m,, ou alterado de maneira a reduzir o angulo entre

eles. Isto ¢ comumente utilizado no MEF. Do mesmo modo que no MEF, ao se utilizar
esse recurso no MEC, podem ocorrer distor¢des na resposta, pois se trata de mais uma
aproximacao introduzida. Observa-se que o contrario também pode ser feito, alterando-

se o vetor m, (relaxamento das condi¢des cinematicas — Figura 4.6 (a)), mas, do mesmo

modo que no MEF, essa opg¢ao pode levar a resultados piores, com fortes travamentos

de tensdes.

A simetria pode ser forcada de algumas maneiras diferentes. Pode-se for¢a-la sobre
todas as células que possuem descontinuidade (totalmente simétrico — Figura 4.6 (b)).
Esse caso apresenta um aumento significativo do erro na resposta, pois muitas vezes

aproximam-se células onde ndo havia tal necessidade.
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Para diminuir tal erro, pode-se atribuir uma condicdo limite, um angulo maximo entre
os dois vetores citados. Nessa alternativa, s6 se aproximam os casos onde ha a real
necessidade de se fazé-lo (Figura 4.6 (c)). Neste trabalho adotou-se como angulo limite
o valor de 45°. Esse método pode ser chamado de quase-simétrico. Visando diminuir

ainda mais tais aproximagdes, no caso limite exposto, pode-se aproximar o vetor n,
pelo vetor mais proximo que forma o angulo limite com m,_, € ndo por m_, como visto

na Figura 4.6 (d). A aproxima¢do neste caso fica mais proxima aquela totalmente
consistente, e, portanto, o erro também diminui. Esse relaxamento das condicdes
estaticas objetiva impedir o mau acondicionamento do sistema gerado pelo método,

evitando a interrupg¢do da analise numérica por falta de convergéncia.

As possibilidades de relaxamento das condigdes estéticas e cinematicas acima descritas
podem ser mais bem observadas na Figura 4.6. No capitulo 6 avaliam-se os efeitos
dessas diferentes formulacdes alternativas na estabilidade e precisdo das solucdes

numéricas.
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¢
mg
Célula interna Posigao original dos vetores
N =1,
Ne.=1N¢
(a) Totalmente simétrica (b) Totalmente simétrica
(condigdo cinematica) (condigdo estatica)
(todas as células) (todas as células)
- ‘\\
Ned
o o
Ne.=1¢ me
(c) Quase-simétrica (d) Quase-simétrica
(condigdo estatica) (condigéo estatica)
(s6 células com onde m, * n, > QL) (s6 células com onde m, " n,> Q1)

Figura 4.6 — Relaxamento das condicdes estaticas e cinematicas.



Capifulo

5 Téecnicas Numeéricas

5.1 Introducao

Este capitulo tem por objetivo expor e explicar as técnicas e os algoritmos em uso no
programa computacional desenvolvido. Pretende-se expor o tipo de elemento de
contorno utilizado, o algoritmo desenvolvido para a geragdo das células internas, as
técnicas de integrag@o em elementos do contorno e em células do dominio e a técnica de

subintegraco.

5.2 Elemento de contorno descontinuo

O elemento de contorno utilizado pelo programa em desenvolvimento apresenta dois
nds situados em seu interior, proporcionando aproximacdes descontinuas das varidveis
de contorno, como ilustra a Figura 5.1. As fung¢des aproximadoras das varidveis u e p
(respectivamente o deslocamento e a forca de superficie sobre nds do contorno) podem

ser descritas pela Eq. (5.1), segundo a coordenada adimensional ¢&. A fungdo
aproximadora ¢ associada ao n6 1 vale 1 nesse n6 (para & =&, ) e € nula no n6 2 para

(& =¢,). Ja a fungdo aproximadora ¢, , associada ao n6 2, vale 1 em &, e é nulaem &, .

u, =4U, +¢U;
Dx :¢1'Pkl+¢2'Pk2

onde:
5.1
1
¢1_§2_§1 (52 5)
b= (&)

é:l _é:z
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U, e P, sdo os valores nodais do deslocamento e da forga de contorno.

Figura 5.1 — Elemento linear descontinuo.

5.3 Algoritmo de geracado de células sobre o dominio

Como ja comentado, para a simulagdo do modelo constitutivo de dano sobre sélidos
bidimensionais aplicados ao MEC, ¢ necessdrio que nas regides onde haja a ndo-
linearidade existam células internas. Pode-se previamente gerar uma malha inicial em
certa regido do dominio, mesmo ndo se sabendo exatamente onde ocorrerd a ndo-
linearidade. Como visto no item 4.5, isso pode acarretar algumas singularidades
numéricas. Usando esse método cria-se também um numero de células maior do que o
necessario, pois a regido da malha ¢ maior do que a regido onde de fato ocorre o
fendmeno em estudo. Os resultados apresentados no Capitulo 6 justificam a adog¢do de

um algoritmo de geracdo de células internas.

Aproveita-se aqui uma vantagem do MEC em relagdo ao MEF. O MEC s6 necessita da
discretizagdo do contorno, sendo o dominio discretizado apenas nas regides que
apresentam ndo-linearidades ou forcas de corpo. Tem-se entdo ampla liberdade para a
discretizacdo das células internas, podendo-se alinhar a malha da melhor maneira

possivel, fazendo com que os vetores n, e m_(Figura 4.5) sejam naturalmente quase

paralelos.
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Na Figura 5.2 apresenta-se esquematicamente uma chapa com uma linha de fratura e
duas discretizacdes distintas para simula-la. A primeira discretizagdo é do tipo pré-
definida, a qual conta com um grande nimero de células e problemas como a passagem
da linha de fratura por vértices, gerando problemas como os destacados no item 4.5. A
segunda apresenta a cria¢do de células segundo o algoritmo desenvolvido, o que conta

com um numero reduzido de elementos de dominio.

(a) Malha pré-definida

(b) Malha segundo o algoritmo desenvolvido

Figura 5.2 — Malhas para simulacfo de nio-linearidades.

O algoritmo ¢ acionado quando as tensdes alcancam o critério de dano, e hd a
necessidade de criagdo das células internas para simulagdo das descontinuidades fortes.
Optou-se pela criagdo de células em pares, pois esta forma de criagdo mostrou-se mais
estavel e menos sujeita a problemas de ordem geométrica, tais como diminui¢do
excessiva da area das células e problemas com mudangas bruscas de direcdo. Varias
tentativas de algoritmos geométricos foram executadas, sendo que o algoritmo aqui

descrito ¢ o que melhor funcionou, ndo apresentando nenhum dos problemas
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mencionados acima. A criacdo dos pares de elementos de dominio ¢ orientada pelas
diregdes principais calculadas a partir do estado de tensdes de um ponto localizado na
ponta da fratura, durante o processo de carregamento. Assim, a dire¢do de crescimento
da fratura ¢ totalmente determinada pela evolugdo do problema, sendo que essa dire¢do

ndo ¢ imposta, mas sim calculada antes da criagdo de cada par de células.

Caso a descontinuidade ndo atravesse o sdlido bidimensional completamente, como
esquematizado na Figura 5.2 (a), ndo existe a necessidade da diferencia¢do na criacio

das ultimas duas células, visto que estas nio estardo ligadas a nds do contorno.

Sabendo-se a dire¢do r da evolugdo da descontinuidade, acha-se um ponto no meio do
lado do ultimo tridngulo gerado, e a partir deste projeta-se outro ponto na dire¢do dada
com uma distancia / fornecida pelos dados de entrada do programa. A partir deste
segundo ponto geram-se outros dois, 0s quais serdo os dois nos criados para o proximo
par de células, ortogonais a dire¢do dada e distanciados de metade da distancia / do
segundo ponto. Deste modo forma-se um quadrilatero a frente da ponta da fissura, o
qual, ao ser dividido ao meio, d4 origem ao novo par de células criado. O processo pode

ser visualizado na seqiiéncia apresentada na Figura 5.3.

Figura 5.3 — Seqiiéncia de criacfio de par de células internas.

O processo acima descrito se repete indefinidamente até que se pare a andlise ou até que
o avango da fissura chegue perto do contorno. O algoritmo verifica, a cada novo par, se

os dois nds criados estdo dentro do contorno. Caso um dos nds se encontre fora do



Capitulo 5 — Técnicas Numéricas 73

dominio ou sobre o contorno, o algoritmo gera o ultimo par de células que, como dito
anteriormente, ¢ gerado de forma diferente para se adaptar a malha do contorno

existente.

Para isso, verifica-se qual elemento do contorno mais proximo a ultima célula ¢
atravessado pela reta formada entre o primeiro e o segundo pontos projetados ( a reta na
direcdo r mostrada na Figura 5.3). Desse modo, utilizam-se os nds do elemento de
contorno existentes para que os ultimos dois elementos do contorno sejam fechados, tais

como na Figura 5.4.

No externo ao Células ligadas a nos do
m contorno /
| I -

L T T X
/\\

+7 N\
\\\ r
\\ \
\

Figura 5.4 — Seqiiéncia de criacio do ultimo par de células internas.

A verificagdo quanto a posi¢do do né criado ¢ feita em duas etapas: a primeira verifica
se 0 nd se encontra sobre o contorno, e a segunda, se ele estd no dominio ou nio. A
verificagdo do ponto sobre o contorno ¢ de simples execug@o. Acha-se a equagdo da reta
de cada elemento do contorno e, caso o n6 em verificagdo pertenca a reta, checa-se se
este estd dentro do intervalo formado pelos dois nds do elemento de contorno. Se todas
estas verificagdes voltarem positivas, significa que o nd se encontra sobre o contorno,
portanto a criacdo de células segue o mesmo processo de quando o n6 ¢ externo ao

dominio.

Caso o0 né em verificagdo ndo esteja sobre o contorno, ¢ necessario saber se este se
encontra ou ndo no dominio. Existem varios métodos para esta verificagdo, dentre eles
um de facil aplicacdo, o qual consiste na soma de angulos formados pelo n6 e os

elementos de contorno. Calcula-se o angulo formado por eles, partindo do primeiro nd
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do elemento de contorno em dire¢do ao segundo. Caso esse angulo seja medido no
sentido horario, seu valor é considerado negativo, € caso seja no sentido anti-horario,
positivo. Calculam-se todos os angulos relativos a todos os elementos de contorno e faz-
se o somatorio destes com seus respectivos sinais impostos. Caso a soma resulte em
360° o ponto encontra-se no dominio. Se esta soma apresentar valor nulo, o ponto ¢

externo ao contorno.

Para melhor exemplificar este conceito, apresenta-se na Figura 5.5 um simples contorno
formado por quatro elementos de contorno. Angulos em azul sio os considerados
positivos (sentido anti-hordrio) ao passo que os em vermelho sdo negativos (sentido
horério). Nota-se claramente que a soma dos angulos na Figura 5.5 (a) ¢ igual a 360°,
enquanto a soma em (b) ¢ nula. Este exemplo ¢ simples, mas o processo funciona

independentemente do formato do contorno.

-[98°%\
4 9 OO 3
a *}(70 03(50
S S
(@) (@)
90° 38°
| 2 1 2
(a) (b)

Figura 5.5 — Verificacdo quanto a posicio de um ponto em relaciio ao contorno.

Assim, o esquema pode ser resumido do modo como ¢ apresentado no Algoritmo 1.
Neste apresentam-se os principais passos para a criacdo de elementos de dominio
mediante as técnicas anteriormente apresentadas neste item, levando-se em conta que
durante a criag@o, gera-se inicialmente uma célula, e, apos esta, pares. No Algoritmo 1,
{X} e {Y} representam os vetores com as coordenadas X e Y de cada n6. Nnos
representa o nimero de nds existentes na discretizagdo. [Cel] ¢ uma matriz de tamanho
Ncel x 3 que armazena a conectividade correspondente aos trés nds necessarios para a

caracterizacdo da célula interna (tridngulo) e, finalmente, Ncel o numero de células
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existentes. O algoritmo sé é acionado enquanto o par de células final ndo for criado, ou

seja, apos a criagdo do ultimo par, nenhum outro € criado.

Algoritmo 1 - Criacéo de células internas

{Yh{Xy

Entrada :
_— [Cell > Par de células final ja foi criado L/
Nnos;
Ncel F
v Cria par de células inicial
Nnos=Nnos+2
F Ncel=Ncel+2
‘Cria par de células‘
{Yh{X)
[Cell: Saida
Usa par de células criado Nnos:
os criados pertencema () NNnos=Nnos+2 '
Ncel
Ncel=Ncel+2 T
Atualizacéo dos dados
* se par de células final
Cria par de células final »  Atualizar [Cel];
Ncel=Ncel+2 " Senao
Atualizar {Y};{X};[Cel];

5.4 Integracées

Como mostrado nos capitulos anteriores, o equacionamento do problema bidimensional
pelo método dos elementos de contorno gera integrais sobre todos os elementos do
contorno e dominio. Existem varios modos de se resolver estas integrais, seja de modo

analitico, seja de modo numérico

5.4.1 Integragées sobre elementos do contorno

As integrais sobre elementos do contorno podem ser calculadas de duas maneiras
distintas. O ponto de colocagdo Q desempenha um papel fundamental sobre o tipo de
integracdo que deve ser utilizado. Pontos fonte sobre o contorno geram singularidades,
exigindo que as integrais sejam resolvidas analiticamente. Caso o ponto fonte esteja fora
do contorno, tal singularidade desaparece, sendo possivel o uso de um método numérico

de integragdo. A Figura 5.6 ilustra elementos com pontos fonte sobre o contorno e
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pontos fonte externos ao contorno, sendo o vetor # o vetor unitdrio normal a superficie

externa do elemento de contorno.

n

=

2: * =1 2= ‘ =1

S S

(a) Pontos fonte sobre o contorno (b) Pontos fonte fora do contorno

Figura 5.6 — Localiza¢do dos pontos fonte.

Caso o ponto fonte se encontre dentro do elemento em questio, a integragdo sobre o
elemento ¢é obtida de modo analitico, pois apresentam singularidades do tipo 1/r. J& nos
demais casos, as integrais s@o calculadas numericamente pelo método de Gauss,

conforme a Eq. (5.2).

=3 fxm, 52)

A integracdo numérica de uma fungio pelo método de Gauss consiste na substituicdo da
integral por um somatdrio ponderado de valores da fungdo em alguns pontos do
elemento. Obviamente, quanto maior o numero de pontos de integragdo, maior a
precisdo obtida. Esta integracdo com numero adequado de pontos apresenta um

resultado preciso.

As integrais associadas a pontos fonte sobre os elementos podem ser calculadas
analiticamente através das manipulacdes matematicas das equagdes do Método dos
Elementos de Contorno e com base na utilizagdo do valor principal de Cauchy. Como
neste trabalho os pontos singulares sdo sempre colocados fora do contorno, como ilustra
a Figura (5.6 (b)), estas expressdes analiticas ndo serdo utilizadas, e por isso ndo sdo
apresentadas. O trabalho computacional que seria poupado por estas integracdes
analiticas ndo chega a ser de grande monta, visto que em suas expressdes aparecem
termos que sdo calculados pelo computador pelo meio de séries, tais como termos

logaritmicos.
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5.4.2 Integragcao sobre células do dominio

A integrag@o sobre as células do dominio ¢ na verdade executada sobre seus contornos.
Por meio de uma transformagdo de diferenciais ¢ possivel que a integral sobre a area
seja levada ao contorno, e sobre este integrada. Assim simplifica-se todo o processo, de
modo que numericamente as integrais sdo calculadas pelo mesmo método de Gauss

exposto no item 5.4.1.

Para que a integral sobre a area seja levada para o contorno, deve-se observar a relagio

geométrica existente na Figura 5.7. A partir desta, as dedugdes da mudanga serdo
definidas.

Figura 5.7 — Diferenciacio de area e contorno

A Figura 5.7 apresenta varios elementos infinitesimais: angular (d@ ), de area (dA4 ), da
distancia polar do ponto de referéncia (dr) e de contorno (dI"). Apresenta também r,
que representa a distancia do ponto de referéncia até o infinitesimal de area, R, a
distancia do ponto de referéncia ao contorno e os vetores unitdrios n ¢ r, na direcdo

normal ao contorno e na direcdo da reta onde r é medido, respectivamente.

Apresentadas as varidveis, parte-se para as relagdes existentes entre elas. Pode-se

claramente notar que:

dA =r.dr.db

(renm) (5.3)

dod = ar



78 Capitulo 5 — Téenicas Numérieas

Chega-se entdo a seguinte relagdo

dA = % dr.dl (5.4)

onde (r e n) representa o produto escalar dos vetores unitarios n e r.

Com esta relagdo diferencial é possivel transformar uma integral de area em uma
integral de linha. Deve-se levar em conta que a fung¢do de aproximacgdo utilizada sobre
os elementos de dominio sdo constantes. Isso permite que a fungdo de aproximacio

( f(x,y) = f =cte) seja levada para fora da integral sem a necessidade de integragcdo. A

partir deste simples raciocinio pode-se chegar a seguinte conclusio:

[ Feayda=| ( LR fen ;n)r.drjdr

se f(x,y)=f=cte
R R?
L frdr=f—
€ portanto
Lf(x,y)dA = % J:_ (ren).RATC (5.5)

A partir deste termo final pode-se simplesmente efetuar a integral sobre o contorno da
célula do mesmo modo ja apresentado, tornando o processo muito mais simples e rapido

de ser executado.

5.4.3 Subintegracao

O programa ja possui implementado um algoritmo para a subintegracdo. Esse

procedimento é executado quando o ponto fonte da integragdo numérica se encontra a
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uma distancia muito préxima do elemento sobre o qual ele sera integrado. Quando o
ponto fonte se encontra longe do elemento, a integral por Gauss apresenta um erro
muito baixo, mas se o ponto fonte se encontra préximo a este, o erro aumenta de
maneira consideravel. Como ja visto antes, quanto maior o nimero de pontos de Gauss,
maior a precisdo. Desse modo, a subelementacdo ¢ uma maneira eficiente de se
aumentar a precisdo sem aumentar o trabalho computacional em todas as integrais, ou

seja, aumenta-se o nimero de pontos de Gauss apenas onde este aumento for necessario.

A técnica da subintegracdo consiste em dividir os elementos que se encontram proximos
demais do ponto fonte em trechos, ou subelementos. Nestes subelementos calculam-se
as integrais com o numero de pontos de Gauss definido na entrada do programa. Os
resultados das integragdes de cada subelemento sdo somados, chegando-se assim a

contribui¢do do elemento em questao:

N,

sub

fdr=>Y J'r 7dr (5.6)
k=1

subelem

|

Ou seja, um elemento que seria integrado com 8 pontos de Gauss, se dividido em dois

elem

subelementos passa a ser integrado com 16 pontos de Gauss, ganhando-se assim

precisdo na resposta.

Existem alguns modos diferentes de se realizar a subintegra¢do. Ela pode ser definida
medindo-se a distancia entre o ponto fonte e o ponto médio do elemento, e, caso essa
distancia seja menor que um valor prescrito, divide-se o elemento em um numero pré-
definido de trechos de igual tamanho. O programa computacional ja apresenta este tipo

de subintegracio.

Foi implementado no programa um método de subintegracdo adaptativa, o qual ndo
divide o elemento em trechos iguais, mas sim gera trechos maiores ou menores
conforme a necessidade. O critério para a aplicacdo ou nio da subintegracdo adaptativa

consiste no célculo da distancia d (ver Figura 5.8).

A Figura 5.8 mostra um elemento de contorno com nd inicial i e nd final j, de

comprimento ;. Sdo calculados a distancia entre o n6 inicial do elemento de contorno e
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o ponto fonte (R,) e o angulo « formado, como mostrado na Figura 5.8. Caso o

cosseno do angulo « seja maior que meio, ele ¢ considerado como sendo meio. Com
esses dois pardmetros € possivel o calculo do comprimento d. Um novo parametro de
entrada, n, pode ser introduzido para aumentar ou diminuir o nimero de divisdes
efetuadas pelo método. A cada nova integragdo, um novo valor de d ¢ calculado, até que
a integral seja calculada sobre todo o elemento. O calculo do comprimento d é dado pela

Eq. (5.7).

Caso o primeiro valor de d calculado seja maior que o comprimento do elemento, ndo

ha a necessidade de subintegragéo.

o
-
—

Figura 5.8 — Subelemento.

(5.7)

A Figura 5.9 ilustra a diferenga entre a subintegrag¢do simples e a executada com um
método adaptativo, mostrando a diferenca na divisdo dos trechos para integracdo. Nota-
se que os quatro subelementos da Figura 5.9 (a) possuem mesmo comprimento,

enquanto que os de 5.9 (b) so menores quando se aproximam do ponto de colocacio s.
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S S
(a) subintegracio simples (b) subintegracio adaptativa

Figura 5.9 — Técnicas de subintegracio






Capifulo

6 Analises Numeéricas

6.1 Introducao

Esse capitulo apresenta-se divido entre as andlises preliminares e as andlises que
envolvem o algoritmo de criagdo de células propriamente dito. As andlises preliminares
foram realizadas com uma malha fixa, definida a priori, sem empregar o algoritmo de
geracdo de células. Essas andlises tiveram o objetivo de avaliar a influéncia do
relaxamento da condi¢do estatica no resultado numérico. Visam também mostrar que
uma malha alinhada a fratura produz resultados melhores, e a utilizagdo da formulagdo

simétrica sobre essa ndo causa grande variacdo dos resultados.

Ap0s a comprovagdo pelas andlises preliminares do efeito positivo do alinhamento da
malha, o algoritmo de geracdo de células adaptadas a fratura foi empregado na andlise

de alguns exemplos, com o proposito de avaliar sua viabilidade.

6.2 Analises preliminares

Baseado em todo o conteudo exposto nos capitulos anteriores, as andlises aqui
apresentadas vem corroborar as hipoteses apresentadas. Primeiramente mostra-se que a

relacdo de simetria entre os vetores m_ e n_ realmente influencia os resultados de

maneira indubitavel. Sdo avaliadas as diferentes alternativas de relaxacdo da condig@o

estatica apresentadas na Figura 4.6. Para tanto utiliza-se um teste de tra¢@o simples.

Comprovado que a posi¢do das células internas realmente influencia nos resultados
numéricos, foi analisada entdo uma viga submetida a for¢cas em quatro pontos com uma
malha pré-definida, alinhada a fratura, de modo similar ao que seria criado pelo

algoritmo de geracdo de células internas. Isso para se avaliar, antes da implementagdo



84 Capitulo 6 — Andlises Numéricas

do algoritmo de geracdo, quais os possiveis ganhos dessa técnica. Avalia-se também o

efeito do relaxamento da condig@o estética para o caso dessa malha alinhada.

6.2.1 Tracdo uniaxial com mualtiplas fraturas em concreto

Deve-se frisar que, nos resultados numéricos, embora todo o dominio do problema
tenha sido subdividido em células triangulares, somente participam da analise da

solugdo ndo-linear as que fazem parte do dominio €, ou seja, as que contém a linha de

descontinuidade que progride durante o processo de carga e as células do entalhe, que
sdo tratadas como uma linha de descontinuidade pré-definida (estas omitidas nas
imagens de pos-processamento). As demais células somente servem para auxiliar na

apresentacdo grafica dos resultados.

Para o estudo dos efeitos da relaxagdo da condi¢do estatica, optou-se pela analise de um
elemento de concreto entalhado submetido a tragdo simples. Esta andlise pode ser entdo
comparada com os resultados numéricos (obtidos pelo MEF) e experimentais colhidos
da literatura (SANCHO et. al. 2006) . Varios autores utilizaram este teste como
referéncia (benchmark) para validacdo de modelos numéricos. A geometria condigdes
de contorno e a malha de células internas adotada para o problema sdo ilustradas na

Figura 6.1.
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Figura 6.1 — (a) Geometria (unidades em mm) e condicdes de contorno; (b) Malha utilizada.
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A Figura 6.2 apresenta os resultados numéricos de SANCHO et. al. (via MEF) e

experimentais de resultante de carregamento de tragdo vs. deslocamento axial medido

no topo do corpo de prova.
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As condi¢des de contorno consistem em impedir os deslocamentos verticais e
horizontais da base e em se aplicar um carregamento na dire¢do vertical crescente na
face superior, provocando a abertura simultdnea de duas fissuras laterais, a partir dos
entalhes. Para efeitos numéricos, aplicaram-se deslocamentos ao invés de carga, € os
incrementos de carga foram controlados mediante controle de deformagdes nas
aberturas das fissuras (conforme item 3.6). As caracteristicas adotadas para o material
(concreto) sdo dadas na Tabela 6.1, e sdo as mesmas adotadas por SANCHO et. al.

(2006), onde G, ¢ a energia especifica de fratura do material, f, ¢ a resisténcia a

tragdo, £ ¢ o mddulo de elasticidade e v ¢ o coeficiente de Poisson.

Tabela 6.1 — Dados do concreto.

G, (N.m’l) f, (MPa) | E (GPa) v
80 3.0 31 0.2

A Figura 6.3 (a) apresenta as diversas respostas para o MEC, utilizando as varias
possibilidades de relaxamento das condigdes estaticas propostas no final do Capitulo 4.
A curva MECI representa o modelo sem relaxamento algum da condicdo estética.
MEC?2 representa uma aproximagao totalmente simétrica, onde todas as células tém sua
condi¢do estatica for¢ada (Figura 4.6 (a)). MEC3 apresenta a resposta quase-simétrica,

com a condigdo estatica for¢ada apenas sobre a células onde o angulo entre n, e m,_ seja
maior que o angulo limite (45°), igualando-se n, a m, (Figura 4.6 (c)). Por ultimo,
MEC4 apresenta a curva quase-simétrica onde n, ¢ aproximado, apenas quando

necessario, para a dire¢do do angulo limite (Figura 4.6 (d)).

A configuragdo do corpo deformado encontrada pela andlise via MEC (Figura 6.3 (b))
apresenta-se coerente com os resultados experimentais e via MEF, sendo que a abertura
das fissuras ocorreu como o esperado. Abriram-se duas fissuras simultaneamente, a
partir das extremidades internas dos entalhes laterais, que se propagaram quase

horizontalmente para o interior do painel.
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Figura 6.3 — (a) Curvas de carregamento vs. deslocamento via MEC; (b) Malha deformada.

A andlise via aproximag¢do MECI1 (sem simetria alguma) ¢ interrompida por problemas
de convergéncia quando o deslocamento se aproxima de 0,02 mm. O problema ocorre
devido ao mau posicionamento da malha pré-definida em relagdo a linha de fratura.
Esse problema ¢ sanado com o relaxamento da condi¢do estatica, que como se pode ver,
faz com que a andlise avance mais, entretanto desviando da curva original. Observa-se
que, no caso extremo MEC2 (totalmente simétrico), o desvio ¢ de grande monta,
inclusive havendo um aumento consideravel do ponto de maximo da curva. Como dito
anteriormente, esse erro ja era esperado e, como previsto, aumenta conforme o grau de
relaxamento da condi¢do estatica. Nota-se que o desvio em MEC2 ¢ superior ao MEC4
e este superior ao de MEC3. Este ultimo caso apresenta-se praticamente igual ao MECI,

provando ser uma aproximagao viavel, ndo distorcendo os resultados.

Mostra-se entdo que o relaxamento das condi¢des estaticas consegue resolver parte dos
problemas, ao custo de algum erro. O ideal seria alinhar a malha a linha de fratura.
Dessa premissa parte a idéia para o algoritmo de geragdo de malha que acompanhe a
linha de fratura a medida que essa ¢ calculada, fazendo com que o problema da simetria
seja resolvido sem que seja necessario qualquer relaxamento das condigdes estaticas ou

cinemadticas ou que, mesmo com a utilizacdo destes, o custo na precisdo seja irrisorio.
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6.2.2 Flexao de viga entalhada submetida a forcas em quatro pontos
de GALVEZ et. al. com malha alinhada

Analisa-se o problema proposto por GALVEZ et. al. (1998), que tem como objetivo
verificar a eficiéncia de uma malha pré-definida colocada em uma orientagdo favoravel
a fissura, de modo similar ao proposto para o algoritmo de geracdo de células. Essa
analise busca fundamentar a aplicagdo de tal algoritmo como um ganho na andlise das
descontinuidades, de modo que mesmo com a relaxacdo das condi¢des estaticas o erro

encontrado seja de uma grandeza tal que possa ser considerado praticamente nulo.

Trata-se de uma viga submetida a for¢as em quatro pontos. Sua geometria e condi¢cdes
de contorno estdo expostas na a Figura 6.4. Sua espessura ¢ 50 mm e os pardmetros

experimentais do material estdo expostos na Tabela 6.2

Para se comparar os ganhos, realizou-se a andlise com duas malhas. Uma malha ndo
estruturada, sem nenhuma orientacdo especifica. E outra, supracitada, orientada
favoravelmente a fratura, simulando o que seria gerado pelo algoritmo de criagdo de
células. A defini¢do da malha orientada baseou-se na linha de fissura obtida da analise
com a malha ndo estruturada, e limitou-se a criagdo de elementos sobre essa linha. O
relaxamento da condi¢do estdtica ¢ também avaliado nas duas malhas e seus resultados

comparados aos colhidos da literatura.

150

o
150
=
'|4 vy Yl
A Gl A A
37.5 225 300 375

Figura 6.4 — Geometria (unidades em mm) e condicdes de contorno de GALVEZ et. al. (1998).
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Tabela 6.2 — Dados do concreto.

G, (Nm™) | f, (MPa) | E (GPa) | V
69 3.0 37 0.2

Foram monitorados experimentalmente os deslocamentos no ponto de aplicagdo da
carga P e o carregamento aplicado. Os resultados obtidos em laboratério por GALVEZ

et. al. (1998) correspondem as envoltorias apresentadas na Figura 6.6.

A malha nlo-estruturada M1 ¢é definida previamente e mantida constante durante a
analise. A malha M2 ¢ similar a que seria gerada pelo algoritmo de gerag¢do de células

internas, mas também ¢ gerada previamente.

Sabendo-se o caminho da fratura (da analise feita com a malha M1), alinharam-se
elementos internos sobrepostos a malha M1, dando origem a malha M2 (Figura 6.7). A
Figura 6.5 apresenta as distintas malhas e suas correspondentes configuracdes
deformadas apds a propagacdo da fratura. O método de controle consistiu no
monitoramento da componente horizontal da deformagdo da célula situada na ponta do

entalhe.

Na Figura 6.6, pode-se ver que as curvas utilizando a malha M2 se adaptam melhor a
envoltéria experimental. Nota-se ainda que a utilizagdo da formulagido totalmente
simétrica com a malha M2 ndo propicia um elevado desvio com relagdo a ndo simétrica,

visto que os vetores m, € m_ sdo praticamente paralelos. Comparando-se com os

desvios de resultados apresentados no item 6.1, esta variagdo ¢ infima. A malha M1 foi
analisada por meio da formulag@o simétrica, pois a andlise ndo simétrica ndo convergiu.
A utilizagdo da formulagdo simétrica sobre a malha M1 resultou na convergéncia, mas
como se pode observar na Figura 6.6 (que apresenta a curva do carregamento P aplicado
vs. 0 deslocamento no ponto de aplicacdo da carga), a curva apresenta uma grande

diferenca em relag@o as encontradas com a malha M2.
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M1 — Malha pré-definida
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Figura 6.5 — Malhas M1 e M2 originais e deformadas
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Figura 6.6 — Curvas de carregamento vs. deslocamento.

A Figura 6.5, que apresenta a malha M2, na verdade exibe apenas os elementos que
foram incorporados a analise ndo-linear. O pds-processamento foi feito com a malha
mostrada na Figura 6.7. Nota-se que da mesma maneira que no caso de M1, as células
que ndo entram na andlise sdo usadas apenas para efeitos de apresentacdo grafica dos
resultados. O entalhe também ¢ simulado com células que representam uma linha de
descontinuidade pré-definida e suas células encontram-se omitidas em todos os pos-
processos, a excecdo do da Figura 6.7. O método de controle de respostas exposto no
item 3.6 pode ser utilizado em uma das componentes de deformag@o de uma das células
do entalhe. Durante o processo de resolu¢do do problema, a andlise numérica utiliza

apenas as c¢lulas mostradas na Figura 6.5 e as do entalhe.
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Figura 6.7 — M2 com elementos para pos-processo e células internas que participam da analise nio-
linear.

6.3 Analises com o algoritmo de geracao de células

O item 6.2 mostra que a implementagdo de um algoritmo de geragdo de células ¢
realmente vidvel e que a orientagdo da malha produz os beneficios esperados. Desse
modo, foi implementado o algoritmo, como descrito no Capitulo 5. Sua implementagéo
requereu atengdo especial, pois 0 modo de montar as matrizes e o seqiienciamento de
nds e células foi totalmente alterado. Similarmente a analise exposta no item 6.2.2, a
malha ¢ gerada automaticamente e sobreposta a malha existente (que ¢ utilizada
somente no pos-processo). A diferenga em relagdo ao item 6.2.2 é que, neste caso, a
malha € criada durante o processo, enquanto que anteriormente as cé¢lulas foram criadas

previamente, com o conhecimento do caminho da fratura.

6.3.1 Flexao de viga entalhada submetida a forcas em quatro pontos
de GALVEZ et. al. com geragdao de células internas

Para um primeiro teste foi usada a mesma viga proposta por GALVEZ et. Al (1998).
Trata-se de um procedimento de verificacdo. Pretende-se com isso avaliar se o
crescimento da malha serd feito de modo a proporcionar os mesmo resultados das
analises anteriores, € se o caminho da descontinuidade permanecerd inalterado ou

proximo ao ja verificado.
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Assim sendo, utilizou-se o mesmo modelo, caracteristicas do material (Tabela 6.2),
geometria e condigdes de contorno (Figura 6.4). Realizou-se uma analise tendo como
base a malha M1, sobre a qual foi gerada a malha adaptada a fissura, que participou da
analise ndo-linear. A simulacdo numérica requer que a aplica¢do da carga seja guiada
pelo controle de deformagdes. Esse foi aplicado a uma célula da extremidade do entalhe

(ndo exibida nos pds-processos).

A andlise envolveu células de diversos tamanhos. Foram criadas malhas com células de
2, 3, 5 e 8 milimetros (distancia /, do item 5.3), e seus resultados comparados aos
experimentais ¢ aos numéricos, ja apresentados. E interessante notar que a aplicagdo da
formulacdo simétrica praticamente ndo altera os resultados, e portanto sua analise nesse
ponto ja ndo merece mais destaque, sendo ja demonstrada ser uma justificativa valida

para o desenvolvimento do algoritmo.

A malha mais refinada (2 mm) apresentou um limite de resisténcia maior que as demais
malhas (Figura 6.8). Isso se deve ao processo propagacdo da fratura, que ¢ muito rapido
nesse caso. Por serem muito pequenas as células e pelo fato de apenas um par de células
ser criado por incremento de carga, o processo de criacdo foi defasado com relagdo a
progressdo da fratura que demanda o problema, retardando a abertura dessa. Salienta-se
que isso ndo possui qualquer relacdo com a questdo da utilizacdo da formulacio
simétrica ou ndo-simétrica. A utilizagdo de incrementos de carga menores certamente
deve corrigir tal distor¢do, pois permitird a criagdo de células no momento correto,
impedindo o ganho de resisténcia indevido observado. Esse assunto encontra-se mais
detalhado no item 6.1.2.1. Todas dimensdes de células forneceram curvas dentro da
envoltoria experimental da curva do carregamento P vs. o deslocamento no ponto de

aplicacdo, como se pode verificar na Figura 6.8.
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Figura 6.8 — Curvas de carregamento vs. deslocamento.

As malhas geradas pelos diferentes tamanhos de células apresentaram trajetdrias
similares. Obviamente as células menores captam melhor as mudangas de dire¢do do
avang¢o da descontinuidade, mas mesmo com as células maiores ndo hé problemas, visto
que a descontinuidade estd embebida nas células internas. Por isso as configuragdes

deformadas apresentadas na Figura 6.10 praticamente ndo diferem.

A evolucdo do avango da descontinuidade em cinco momentos da analise pode ser vista
na Figura 6.9, representando a evolucdo da malha (de 3 mm) em conjunto com a
evolucdo da fratura. J& a figura 6.10 apresenta as diversas malhas geradas para os

diferentes tamanhos de células e suas respectivas configuragdes deformadas.
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Figura 6.9 — Evolucio da malha de 3 mm durante o processo de abertura da fratura.
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-\

Malha 8 mm - Original Malha 8 mm - Deformada

Figura 6.10 — Diversas malhas geradas em configuracio original e deformada.

Pode-se ver claramente que as células criadas representam praticamente o caminho da
fissura. A criacdo com células mais refinadas capta melhor as pequenas variagdes das
diregcdes do avango da descontinuidade. Com auxilio das isolinhas de deslocamentos na
direcdo vertical (Figura 6.11) é possivel ver nitidamente o caminho da descontinuidade,
e sua notdria semelhanga com a da malha gerada pelo algoritmo desenvolvido. As
isolinhas de deslocamento concentram-se na regido da descontinuidade, mostrando que

14 ocorrem grandes deformagdes.

O algoritmo mostrou-se apto a construir a malha da maneira proposta, e a andlise de

seus resultados realmente aponta para o que se esperava desse desenvolvimento.
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Figura 6.11 — Isolinhas de deslocamentos verticais (malha com elementos de 3 mm).

6.3.1.1 Estudo de convergéncia da resposta com a reducao dos
incrementos de carga

Como visto acima, a malha mais refinada (elementos de 2 mm) apresentou um
acréscimo de resisténcia inesperado, discrepante com a resposta obtida com elementos
de dominio maior. A explicagdo de tal fendmeno reside no fato da criagdo de células
ndo ter avancado com a “velocidade” necessaria, imposta pelos incrementos de carga.
Apenas um par de células ¢ criado durante cada itera¢do (quando necessario). Ou seja,
se durante essa iteracdo a fratura avancar mais do que o comprimento desse par de
células, a criacdo ficard defasada em relacdo a carga aplica. Essa inércia resulta em um
acréscimo de resisténcia do conjunto. Resumindo, uma regido que deveria estar fora do
regime elastico ainda se encontra nesse, pois ndo hd células criadas na regido que
deveria estar em processo de degradacdo. Essas células so6 serdo criadas na proxima
iteragdo. O problema tende a diminuir com células maiores, pois o par criado com essas

células abrangem uma maior regido durante o processo.

Tal problema pode ser facilmente corrigido com a diminui¢do dos passos de carga
utilizados. Diminuindo os incrementos de carga, essa regido, que ainda continua em
regime elastico quando deveria conter a descontinuidade, deixa de existir. Uma analise
de convergéncia, diminuindo-se os passos, leva-nos a resposta esperada. A partir de tal
ponto, mesmo diminuindo-se mais ainda os incrementos de carga, a resposta ndo ¢

alterada.

A analise de convergéncia foi executada para o caso apresentado, utilizando-se a malha
de 2 mm. Foram utilizadas quatro incrementos de carga distintos. Como mencionado

anteriormente, foi controlada a componente horizontal da deformacdo de uma das
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células do entalhe, no caso a célula localizada na parte inferior do entalhe. Ou seja, o
incremento de carga ¢ calculado em fun¢@o da histéria de deformacdo fixada para essa
célula. Isso nos permite ver as curvas intermedidrias entre a obtida no item 6.1.2 ¢ a
resposta esperada (obtida com as malhas de células maiores). As quatro respostas
numéricas sdo contrastadas na Figura 6.12, onde as curvas estdo numeradas de 1 a 4,
sendo 1 a com incrementos maiores ¢ 4 a com 0s menores incrementos, a qual se
ajustou as respostas previamente encontradas com malhas de elementos maiores. Os
incrementos de deformagao horizontal da célula controlados no entalhe relacionados aos

numeros de 1 a 4 estdo na Tabela 6.3.

Tabela 6.3 — Incrementos de deformacao horizontal.

Curva | Incremento de deformagao horizontal
1 1.50E-04
2 1.25E-04
3 1.00E-04
4 0.75E-04

14 5

1-(1.50E-04
S )
— 2-(1.25E-4)

12 4
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3- (1.00E-04)
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u

Figura 6.12 — Convergéncia numérica — malha com elementos de 2 mm — Curvas de carregamento
vs. deslocamentos para diferentes incrementos de deformacéio horizontal.
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Uma das curvas acima (curva 2) se destaca, pois mostra claramente o problema da falta
de sincronia decorrente do atraso na criagdo das células. Nota-se na Figura 6.13 que
ocorre um pico de resisténcia, e assim que a criagdo de células alcanga o ponto correto
durante a andlise, a resisténcia cai, ¢ a curva tende para a resposta correta. Esse
fendmeno ja havia sido observado em algumas andlises preliminares realizados durante

a implementagdo desse algoritmo.
14 4

7 - (1.25E-04]

.,

12 4

10

Carregamento (kN)
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— MEC

D T T T T T
0 0.0z 0.04 0.06 0.05 0.1 012 0.14

Deslocamentos (mm)

Figura 6.13 — Detalhe do processo de convergéncia — malha com elementos de 2 mm — Curvas de
carregamento vs. deslocamentos para incremento de deformacéo igual a 1.15E-04.

6.3.2 Flexao de viga entalhada submetida a forcas em trés pontos

Na Figura 6.14 ilustra-se a geometria e na Tabela 6.4 as caracteristicas do concreto da
viga de concreto proveniente dos ensaios experimentais realizados por PETERSON
(1981). Novamente, durante o ensaio numérico, controlou-se a componente horizontal

da deformacdo de umas das células do entalhe.
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Figura 6.14 — Geometria (mm) e condi¢des de contorno do ensaio de PETERSON (1981).

Tabela 6.4 — Dados do concreto.

G, (Nm") | f, (MPa) | E (GPa) | V
124 3.33 30.0 0.2

Pela simetria do problema a dire¢do da fratura a partir do entalhe foi pré-determinada na
vertical. A resposta estrutural encontrada corresponde com os resultados experimentais

(do carregamento P vs. o deslocamento no ponto de aplicagdo da carga) de PETERSON
(1981), conforme mostra a Figura 6.15.
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Figura 6.15 — Curva de carregamento vs. deslocamento.
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Novamente o algoritmo de geragdo de células se mostrou aplicavel, gerando uma malha
coerente com o esperado. O detalhe da malha gerada (caminho da descontinuidade) e

sua configuracdo deformada podem ser vistos na Figura 6.16.

(@)

(b)

Figura 6.16 — Resultados numéricos no estagio final do processo de carga: (a) Posiciio da linha de
descontinuidade; (b) Configuracio deformada.

6.3.3 Flexao de viga entalhada submetida a forgas em quatro
pontos de ARREA & INGRAFFEA com geragao de células
internas

Apresentam-se aqui os resultados numéricos do ensaio da viga entalhada submetida a
forcas em quatro pontos contrastados com os resultados experimentais obtidos por
ARREA & INGRAFFEA (1982). Essa viga de 155 mm de espessura tem suas
caracteristicas geométricas destacadas na Figura 6.17, além do caminho encontrado
experimentalmente para a descontinuidade. Suas caracteristicas materiais estdo na

Tabela 6.5.
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Figura 6.17 — Geometria (mm) e condi¢des de contorno de ARREA & INGRAFFEA (1982).

Tabela 6.5 — Dados do concreto.

G, (N.m'l) f, (]\ﬂ’a) E (GPa) 4
100 3.5 32.0 0.18

Essa viga apresenta uma fissura com grande mudanga de dire¢do, que representa um
desafio maior ao algoritmo de geracdo de células internas. Como pode ser visto na
Figura 6.18, na qual sdo apresentadas as configuragdes original e deformada da malha

no final da andlise, obteve-se sucesso na captura do caminho da fissura.

A estratégia de controle foi alterada durante o processo de carga. Primeiramente
aplicou-se a carga até o final do regime elastico. Apds o inicio da fratura, controlou-se

primeiramente a componente de cisalhamento da célula na ponta do entalhe e entdo a

componente horizontal da deformacdo da mesma célula.
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(b)

Figura 6.18 — Resultados numéricos no estagio final do processo de carga: (a) Posiciio da linha de
descontinuidade; (b) Configuracio deformada.

A Figura 6.19 mostra a evolugdo da carga P em relacdo ao deslizamento relativo da
abertura da fissura — crack mouth sliding displacement (CMSD) — indicado na Figura
6.17. A curva estrutural reproduz bem o comportamento do experimento, apesar de ndo
se ajustar perfeitamente a envoltoria experimental. O calculo numérico do CMSD pode
ser afetado pelo efeito local do apoio préximo ao entalhe, resultando em um valor maior
do que o esperado. Para um exemplo complexo como esse 0 método demonstra notavel

potencialidade.
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Figura 6.19 — Curva de carregamento vs. CMSD.
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7 Conclusoes

Abre-se com esse trabalho uma linha de pesquisa importante voltada principalmente a
exploragdo de vantagens das formulagdes do MEC com relagdo ao MEF. A principal
delas decorre do fato de que o MEC somente requer discretizagdo do dominio em
células internas nas regides nas quais o comportamento do material deixa de ser elastico
linear. Segundo a formulacdo proposta para problemas envolvendo propagacdo de
descontinuidade, essas regides correspondem a uma banda de largura arbitraria,

contendo a superficie de falha.

Os conceitos basicos das formulagdes de elementos finitos com descontinuidades
incorporadas puderam ser adaptados para representar descontinuidades mediante o
método dos elementos de contorno (MEC), que atualmente constitui uma importante
ferramenta de andlise estrutural. Essa nova maneira de tratar descontinuidades no
contexto do MEC ndo requer grandes alteragdes dos codigos computacionais implicitos
existentes, desenvolvidos para solucdo de problemas envolvendo nao-linearidade
material. Além disso, dada a similaridade das aproximagdes envolvidas, esse tratamento
propicia a integracdo praticamente direta ao MEC dos avancos que estdo sendo

desenvolvidos no contexto do método dos elementos finitos (MEF).

Constatou-se que a formulagdo implicita do MEC para propagacdo de descontinuidades
fortes, em sua versdo ndo-simétrica, estitica e cinematicamente consistente, proposta
por MANZOLI&VENTURINI (2005), apesar de fornecer boa precisdo, pode apresentar
problemas de estabilidade, traduzidas em falta de convergéncia da solu¢do das equacdes

nio-lineares.

Mostrou-se que tais problemas associam-se a falta de simetria da matriz Jacobiana das

equacdes de equilibrio locais (similares aos do MEF). Evidenciou-se que o relaxamento
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da consisténcia estdtica acaba gerando sistemas simétricos (ou mais simétricos),
melhorando a estabilidade, mas com prejuizo de precisdo. Entre as diferentes formas
possiveis propostas de relaxar a consisténcia estatica, a que muda o vetor normal a
descontinuidade, com base em um angulo limite de desvio relativo ao vetor normal a

base da célula, ¢ a que menos interfere na precisdo da resposta.

Para solucionar tal problema, optou-se pela discretizagdo do dominio de modo alinhado
a fratura durante a analise, incluindo-se novas células a medida que a descontinuidade
avanca. Diferentemente do MEF, a geometria dessa regido arbitrdria contendo a
superficie de falha pode ser construida de maneira mais ajustada a orientagdo da falha,
proporcionando maior precisdo e estabilidade dos calculos ndo-lineares. Ao invés de um
algoritmo de construgdo da trajetéria da descontinuidade sobre elementos finitos pré-
estabelecidos, o MEC requer um esquema de construgdo progressiva da malha de
células internas adaptadas a superficie de falha. Assim, objetivando realizar uma analise
com menos problemas de convergéncia numérica e sem a necessidade de aproximagao
nas condigdes estaticas, também foi proposto um algoritmo de geracdo de células

internas.

O algoritmo de geracdo de malha mostra-se funcional, desempenhando seu esperado
papel em resolver os problemas associados a assimetria das equagdes de equilibrio
locais. Assim, pode-se deixar de lado o relaxamento das condig¢des estaticas e utilizar-se
a formulacdo ndo-simétrica (consistente) com convergéncia praticamente garantida,
visto que o alinhamento das células internas geradas ¢ adaptado ao tracado da fratura
enquanto esta se propaga, sendo posicionado da maneira mais conveniente possivel. A
aplicag¢@o do algoritmo em conjunto com a formulacdo apresentada é capaz de predizer
bem os resultados experimentais dos testes escolhidos. Mesmo a utilizagdo do

relaxamento das condigdes estaticas praticamente ndo introduz imprecisdes.

O algoritmo de geracdo de células adaptadas a descontinuidade mostrou-se preciso, mas
no caso de malhas com elementos muito pequenos pode ocasionar um acréscimo
espurio na curva de resposta estrutural, em fun¢@o do tamanho dos incrementos de
carga. Sugere-se que a criacdo de células seja modificada para a criacdo de ndo apenas
um par de células por incremento de carga, mas sim o total de pares de células

necessario para o avango da fratura durante o processo incremental, seja ele qual for.
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Tal processo requer mais estudos e tempo para a implementacdo, mas ¢ totalmente

viavel.

Com esse trabalho fica evidente que o método dos elementos de contorno também se
constitui uma promissora ferramenta numérica para analise de so6lidos envolvendo
localizagdo de deformagdes e descontinuidades fortes. Assim, nesse tipo de andlise,
também se pode tirar proveito das conhecidas vantagens que o MEC apresenta com

relacdo a outros métodos numéricos na solugdo de alguns tipos de problemas.

O presente trabalho abre caminho para futuras linhas de pesquisa, dentre as quais se

destacam:

e utilizacdo de modelos constitutivos discretos, que estabelecam a relagdo direta

entre componentes do salto e for¢as de superficie;

e claboragdo de um algoritmo para a construcdo de células internas contendo a
linha de descontinuidade que progrida ao longo do processo de carga, com o

nimero de pares necessarios para a evolucdo da fratura em cada passo de carga;

e adaptacdo do algoritmo de criacdo de células para a simulagdo de multiplas

fraturas simultaneas;

e introducdo de células internas quadrilaterais, com aproximag¢do ndo-uniforme

dos saltos de descontinuidade;

e desenvolvimento de métodos de controle da resposta estrutural baseados nas

componentes dos saltos de deslocamentos;
e inclusdo de modelos constitutivos capazes de representar o comportamento de
materiais sob acdo de cargas ciclicas, a fim de modelar abertura e fechamento de

fissuras e progressdo de fissuras por fadiga;

e extensdo da formulagdo a problemas tridimensionais.
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Assim, o algoritmo proposto apresenta-se como uma promissora técnica para andlise de
fraturas, podendo ser expandido para andlise de multiplas fraturas e futuramente para

analises em trés dimensdes.

A flexibilidade na discretizacdo do dominio, mediante geracdo adaptativa de células,
pode substituir os esquemas de construgdo da trajetoria da falha em malhas fixas (pré-
estabelecidas), que, principalmente em problemas tridimensionais, adquirem um

elevado grau de complexidade.

Outra notoria vantagem provém da possibilidade de sobreposicdo de células internas
associadas a distintas superficies de falha. Isso permite descrever mecanismos de
colapso estrutural complexos com intersec¢do de distintas superficies de falha, tipicos

de situagdes envolvendo carregamentos ndo-proporcionais.
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A1 Teoria da Elasticidade -2

A1.1 Introducao

No Apéndice 1 s@o apresentadas as equacdes e conceitos basicos relativos a teoria da
elasticidade e os conceitos de estado plano de tensdo (EPT) e estado plano de

deformagdo (EPD).

A1.2 Equacgées da teoria da elasticidade

A teoria da elasticidade aqui aplicada requer que algumas hipdteses basicas sejam

aplicadas. Estas hipdteses sdo:

e Hipotese de pequenos deslocamentos

e O material ¢ isotropico, linear e homogéneo

As equagdes do problema eldstico podem ser resumidas em 15 equagdes e 15

incognitas:

Equacdes:
e 3 equacgdes de equilibrio
o 6 relagdes entre deformagdes e deslocamentos

e 6 relagdes entre tensdes e deformacdes
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Incégnitas:

e 3 componentes do campo de deslocamentos

e 6 componentes do campo de tensdes (considerando a simetria do tensor)
O Op Oy
031 Oy Oy
031 O3 O3

e 6 componentes do campo de deformacdes (novamente considerando a

simetria do tensor)

€n € i3
&y &n &n

83 1 832 833

O problema ¢ determinado pelas condi¢des de contorno, as quais podem ser em

deslocamentos ou em forga.

A1.2.1 Equacées diferenciais de equilibrio (Navier)

Para a deducdo da equagdo de equilibrio, toma-se como ponto de partida um

paralelepipedo infinitesimal de um corpo em equilibrio, apresentado na Figura Al.1.

012

Figura Al.1 — Componente de tensio de um volume infinitesimal em equilibrio (WUTZOW, 2003).
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A partir do equilibrio paralelepipedo infinitesimal apresentado ¢ possivel chegar a

seguinte equagao:

V.o+b=0
o, =0, (simetria do tensor de tensoes) A(1.1)
i,j=12,3

onde o representa o tensor de tensdes € b o vetor de cargas de corpo.

Para a definicdo de forgas externas aplicadas a um corpo em equilibrio é necessario que
se parta do volume infinitesimal da Figura Al.2, que representa um ponto do corpo na

superficie deste.

Figura Al.2 — Infinitesimal de um corpo em equilibrio com forcas externas (WUTZOW, 2003).

Estabelecendo o equilibrio deste volume infinitesimal chega-se a relagdo entre as forcas

externas e as tensdes internas:

p:o’.n A(1.2)

onde p representa as forcas externas por superficie de area e n representa os vetores
direcionais da superficie de aplicacdo de p .
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A1.2.2 Relagbes entre deformagao e deslocamento

Com a hipdtese de continuidade do meio e pequenas deformagdes (aproximagio

Lagrangiana), chega-se a seguinte expressao:

e=V'u
em notagdo indicial: A(1.3)

& = 1/2(uj,i +ui,j)

onde & representa o tensor de tensdes e # o vetor deslocamento e V* a parte simétrica

do gradiente aplicado.

A1.2.3 Lei de Hooke

A relagdo entre o tensor de tensdo e o de deformacio ¢ feita pelo tensor de quarta ordem
C (tensor constitutivo de constantes eldsticas), conforme mostram as Eqs. A(1.4) e

A(L.5).

oco=C:¢

A(l.4
e=C':0o 14
C=11+2ul A(1.5)

onde 1¢ o tensor identidade de segunda ordem e I ¢ o tensor identidade de quarta

ordem. As constantes de Lamé sdo entdo designadas por:

4o EBO
(1+0)(1-20)
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Sendo que E, G e v representam respectivamente os conhecidos médulo de elasticidade
longitudinal, médulo de elasticidade transversal (ou de cisalhamento) e o coeficiente de

Poisson.

A1.3 Estados planos de tensao

Os estados planos de tensdes constituem uma simplificagdo das tensdes do dominio
tridimensional (Figura Al.1) para um dominio bidimensional, independente de z. O
estado plano pode ser idealizado para corpos com espessura muito pequena ou muito
grande em relag@o as outras dimensdes, gerando respectivamente as simplificagdes do
estado plano de tensdes (EPT) e do estado plano de deformacdes (EPD). Estas
simplificagdes sdo muito utilizadas, pois diminuem o nimero de varidveis e, se
corretamente aplicadas, proporcionam resultados coerentes e precisos, sendo portanto

vastamente aplicadas.

A1.3.1 Estado plano de tensao (EPT)

Se uma chapa fina ¢ carregada por forcas paralelas ao plano, aplicadas no contorno e

distribuidas uniformemente ao longo da espessura, as componentesc,,, O,; € O,

(considerando-se a simetria dos tensores deformagdo e tens@o) sdo nulas em ambas as
faces da chapa (Figura A1.3). O estado plano de tensdo fica entdo definido apenas em

fun¢do de o,,, 0,, € 0,,. Sendo assim, para chapas suficientemente finas, essas trés
componentes de tensdo sdo independentes da direcdo x,, dependendo apenas de x, e

x,.

2

A

Figura A1.3 — Estado plano de tensio (EPT).
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A1.3.2 Estado plano de deformag¢ao (EPD)

Semelhante simplificagdo pode decorrer de uma outra situacdo extrema, inversa a esta ja
apresentada. Caso um corpo longo cilindrico ou prismatico seja solicitado por forcas
perpendiculares ao seu eixo longitudinal e que n3o variam ao longo deste, pode-se
admitir que todas as se¢des transversais estdo nas mesmas condigdes. Considera-se que
as segdes nas extremidades estejam confinadas por planos rigidos fixos sem atrito, ou
seja, os deslocamentos no eixo longitudinal estdo impedidos. Assim, desde que ndo haja
deslocamento axial nos extremos, e por simetria, na secdo do meio, chega-se a

conclusdo de que isto ocorre em todas as seg¢des transversais.

Sendo as condigdes ao longo do corpo as mesmas, basta considerar uma fatia de largura
unitria para a andlise no EPD. Os deslocamentos u, e u,s3o fung¢des apenas das
diregdes x, e x,. Considerando-se o deslocamento axial na dire¢do x, como nulo,

como dito anteriormente, obtém-se das equagdes das componentes de deformagdes as
Eqgs. A(1.6).

o _Lfom Ouy|_
Po2lox, oy
1 Ou, Ou,
En=—| —=+— (=0
2 o2(ox,  ox, A(L.6)
ou
{;'33:8—;:0
3

No EPD a tensdo oy, ndo é nula, apenas a deformagdo &,, o é. A partir das Eqs A(1.6) e

da Lei de Hooke chega-se as expressdes das tensdes na dire¢do z, conforme mostrado

nas Eqgs. A(1.7). Assim € possivel calcular a tensdo o, em fun¢do de o, ¢ o, e de

acordo com as Eqs A(1.6) e a lei de Hooke, as 7. e 7, tensdes sdo nulas.
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0, =2G¢g; =0
0y =2GE,, =0
1 A(L.7)

&3 25[0-33 —-v(oy, +O—22)] =0

033 =0(0y, +0y,)

Viérios problemas da engenharia podem ser representados pelo EPD, como os

problemas de barragens, muros de arrimo, tineis e tubulagdes entre outros. A Figura

Al.4 representa esquematicamente um problema de EPD.

PG
»2020202020202020202020{:::1
o]

o

Figura A1.4 — Problema do Estado plano de deformacdes (EPD).






A2 MEC para Soélidos Elasticos &f =

A2.1 Introducao

Durante as ultimas décadas, a evolucdo dos computadores permitiu o amplo avango de
métodos numéricos de resolugdo de equagdes ou sistemas de equagdes diferenciais nos

campos da engenharia e outras ciéncias.

O método dos elementos finitos, o qual foi precedido pelo método das diferencas finitas,
surgiu com muita forca em meados do século passado, devido a simplicidade e
elegancia de sua formulagdo. Este método aproxima a equagdo diferencial do problema
fisico em questdo por fungdes que utilizam os valores das varidveis basicas do problema

dentro do dominio deste. Dai ser denominado como um “método de dominio”.

O MEF utiliza fung¢des continuas por elementos. Divide-se o dominio em elementos e
os equaciona individualmente como sub-regides continuas, reunindo-os para a solugdo

do problema como um todo.

As técenicas de resolug@o de equagdes integrais de contorno permitiram a criacdo de uma
alternativa ao MEF. O método de elementos de contorno (MEC), desenvolvido em

meados da década de 70 mostrou-se uma ferramenta viavel e confiavel.

Pode-se perguntar o porqué de outro método além do MEF, o qual ja4 mostrou toda sua
potencialidade e facilidade de aplicag@o. Isto pode ser justificado pelo fato de que o
MEF nio se mostra adequado a certos tipos de problemas da engenharia, como
problemas de dominio infinito, por exemplo, nos quais é necessario uma discretizagdo
com muitos elementos finitos, ao passo que, com o MEC, o numero de elementos ¢
reduzido drasticamente. Consequentemente, o sistema linear gerado pelo MEC ¢ de

dimensdes reduzidas se comparado ao gerado pelo MEF. Mas o sistema ¢ composto por
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uma matriz esparsa, ¢ ndo em banda, como no MEF. Problema este que vem sendo

resolvido com novos métodos de resolugdo de sistemas lineares com matrizes esparsas.

No método de elementos de contorno, como nos demais, a solu¢do do problema fisicos
sera calculada em pontos discretos, os chamados nos, agora definidos apenas sobre o
contorno. Por causa desta caracteristica, o método leva a uma redugdo das dimensdes
dos problemas analisados, significando, além de menor numero de dados de entrada, um

menor tempo de processamento e menor uso de memoria computacional.

Segundo BREBBIA & DOMINGUEZ (1992), o método de elementos de contorno pode
ser classificado dentro da familia dos métodos aproximados, pois, a partir de relagdes do
método dos residuos ponderados ¢ possivel obterem-se as equagdes integrais
necessarias. Dessa maneira o MEC tem a mesma origem das demais técnicas numéricas,

obtidas pelo principio de minimizagdo dos erros.

Apesar dos avangos obtidos no MEC, ainda existem muitos aspectos a serem
explorados, desenvolvidos e pesquisados, como andlises tridimensionais, nio
linearidades, anisotropia e, como descrito anteriormente, propagacdo de

descontinuidades em so6lidos.

Neste apéndice as equagdes sdo demonstradas por meio da notacdo indicial, pois torna-

se de mais facil entendimento com esta.

A2.2 Formulacao do MEC para problemas elasticos

A2.2.1 Variaveis do problema e condi¢ées de contorno

O dominio e o contorno de um meio continuo podem ser definidos conforme mostra a

Figura A2.1.
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(a) Dominio interno (contorno anti-horario) (b) Dominio externo (contorno horario)

Figura A2.1 — Dominios e contornos de um meio continuo.

Pelo método dos elementos de contorno o sentido da discretizagdo do contorno (horario
ou anti-horario) distingue a posicdo do dominio s6lido em relagdo ao contorno. Caso o
sentido seja horario, o dominio ¢ considerado externo ao contorno. No sentido anti-
horéario este é considerado interno. O vetor m representa a dire¢do normal a superficie

do solido elastico.

Em um so6lido de dominio Q e contornoI", as variaveis envolvidas correspondem aos
campos de deslocamentos u,, de tensdes o, e de deformagdes & , assim como as forgas
de superficie p, e as forgas de corpob,. A Figura A2.2 mostra os valores de contorno ¢

as variaveis de interesse no dominio, sendo ¢ um ponto dentro do dominio e Q um

ponto sobre o contorno. I', representa trechos do contorno com deslocamentos

conhecidos, ao passo que I', representa um contorno com carregamento conhecido.

Figuras A2.2 — Variaveis do problema e condi¢des de contorno.
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A2.2.2 Equagao de Navier

No Apéndice 1 sdo apresentadas todas as expressdes referentes ao problema eldstico que
sdo utilizadas para a formulagdo do MEC para problemas elasticos. Seguindo o
procedimento andlogo ao que VENTURINI (1988) utiliza para a formulagdo do MEC
aplicado aos problemas potenciais, pretende-se neste item apresentar as equacdes

integrais envolvidas.

As equacdes aqui apresentadas sdo desenvolvidas a partir do teorema de Betti, embora
estas possam muito bem ser obtidas a partir da técnica dos residuos ponderados. E

importante ressaltar que a simetria dos tensores de tensdo e deformagdo (o, =0 €

&; = &;;) desempenha um papel importante nas dedugdes.

Nos desenvolvimentos, o ponto fonte (source point) sera representado pela letra s € o
ponto campo (field point) pela letra g, sendo que letras maiisculas representam pontos
sobre o contorno enquanto letras mintsculas representam pontos dentro ou fora do

dominio do problema.

As equagdes aqui descritas se aplicam ao Estado Plano de Deformacgdo (EPD). Os
estados planos de tensdo e deformacdo sdo descritos detalhadamente no Apéndice 1.

Para a representacdo do Estados Plano de Tensdo (EPT), o coeficiente de Poisson (v) ¢

substituido na formulag¢@o por um coeficiente aparente (;):

v=—-—

Como as deformagdes podem ser escritas em fung¢do dos deslocamentos e as tensdes
elasticas podem ser escritas em fun¢do das deformagdes (Apéndice 1), as tensdes podem

ser expressas em funcdo dos deslocamentos como na Eq. A(2.1):

2Gv
o :Eé‘ijul’l +G[ui’j +uj’i] AQ2.1)
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onde G representa o mddulo de elasticidade transversal do solido elastico (Apéndice 1)

e Jy; representa a fungdo delta de Kronecker (Apéndice 4).

A substituicdo de Eq. A(2.1) na equagdo de equilibrio interno (Apéndice 1, Eq. A(1.1))
permite a obtencdo da equagdo diferencial do problema eldstico em termos de

deslocamentos.

I
S

AQ2.2)

Qls

u, ;+ ot +

A2.2.3 Solugbes fundamentais

Na formulagdo das equagdes integrais do problema eldstico é necessario o emprego de
solugdes fundamentais da equacdo diferencial Eq. A(2.2). A solugdo aqui empregada foi
desenvolvida originalmente em meados do século 19 por Lord Kelvin (William
Thomson), um matematico e fisico irlandés. E, portanto, conhecida como solugdo de
Kelvin. Esta solugdo representa o efeito de uma carga unitaria e concentrada atuando em
um ponto de um dominio infinito (ponto fonte). Tal solucdo pode ser deduzida
resolvendo-se a Eq. A(2.2), substituindo-se o termo independente da for¢a de corpo pela

fun¢do delta de Dirac (Apéndice 3), resultando:

1 « « 1
Eukj,ij(saq)-i_uki,jj(saq)+E5(S9q)5ki =0 A(2.3)

onde Jy; representa a fungdo delta de Kronecker (Apéndice 4), empregada para indicar
Cesko

as componentes da forca unitdria atuando apenas na direcdo k. O simbolo

corresponde a solugdo do problema fundamental e s € o ponto fonte.
Para problemas eldsticos planos a solucdo fundamental ¢ dada pela Eq. A(2.4), sendo

que i e j variam de 1 a 2. A varidvel r representa a distdncia entre o ponto fonte e o

ponto campo, r; e rj representam os versores de r nas diregdes 1 e j respectivamente.

" 1 1
. =———(3-4v)In| — |[d. +1.T.
u;(5.) 8nG(1_V){(3 V)n(rj&ﬁﬂ AQ4)
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A solugdo fundamental para problemas tridimensionais ¢ mostrada na Eq. A(2.5), com i

e j variando de 1 a 3.

u;(s,q) = T [ (3-4v)3, +rr] AQ2.5)

162G (1-v

A expressdo das deformagdes para o caso bidimensional ¢ encontrada derivando-se a

Eq. A(2.4) com relagdo a xi, chegando-se assim a:

. -1
eijk(s,q):m[(l-2v)(r O +rJ81k) 1,8, +2r,;1;1, } A(2.6)
Na forma geral tem-se:
* '1 .
€. (8,qQ) =— =| (1-2v)(r,8; +1;8; )—1;0;, +Pr;r;r '
>4 8anG (1-v)r* [( )( ! k) O P ’kJ A7)

onde a e P sdo constantes. No caso bidimensional, o ¢ iguala 1 e B ¢ igual a 2. Para

o caso tridimensional o ¢ iguala2 e B € igual a 3.

Os campos de tensdes compativeis com os campos de deformagdes, expressos pelas
equacdes Eq. A(2.6) e Eq. A(2.7), podem ser obtidos mediante a lei de Hooke, obtendo-

se para o caso bidimensional:

1
1Jk (8,q) = ﬁ[(l‘zv) (r,kaij + r,jBik - r,iajk ) + 2r,ir,jr,k ] A(2.8)

e, na forma geral:

-1

4o (1-v)r* [(129)(58, v, —x8, ) B, | AQ2.9)

1_]k( 9q) =
Por fim, a expressdo das forcas de superficie no contorno para o caso bidimensional ¢
expressa por:

P, (s,9) :Wiv)r{[(l-zv)sij +2rr, ]r —(1 2\/)( rn;—rmn, )} A(2.10)
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Na forma geral tem-se:

-1

P (s,q) = m

{[(1 2v) 8, + 1, }r ~(1-2v)(r;n;—1pn, )} AQ.11)

A2.3 Representacées integrais basicas do problema elastico

bidimensional

De acordo com o teorema da reciprocidade de Betti, desenvolvido por SOMIGLIANA
(1886), pode-se escrever:

oy (a)ey (s.9) =0 (,9) 85 (a) AQ.12)

Visto que a Eq. A(2.12) vale para todo o dominio, sua forma integral expressa pela Eq.

A(2.13) também vale.

Iﬁjk g5 (5,q)dQ = J%k (s.0)e; (q)dQ AQ2.13)

Integrando-se por partes em ambos os termos da Eq. A(2.13), chega-se a expressao:
J.ij kuudQ+ J.iju n, dl' = J.Guk u;dQ + IGUku n, dl’ AQ.14)
sendo que na Eq. A(2.14) que:
P,=o,n,
P, =oyn,
obtém-se:

IGJk kuudQ + IPu dl' = J‘Gljk u;dQ + Iu P dl’ A(2.15)
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Utilizando na expressdo A(2.15) a equagdo de equilibrio, tanto do problema real como o

do fundamental , descrita por:

Ok =
Uk kK~ 8(S q)81_|

chega-se a equagdo:
J-b uUdQ+ qu dl' = IS(S q)8 u dQ+ J.u P. “dr A(2.16)

Rearranjando a Eq. A(2.16) e levando-se em conta que para um ponto s pertencente ao
dominio d;u; IS(S q)dQ =9d.u., tem-se:

iy

'[Pju;dl“— Iu PdlM + jb u,dQ =3,u, AQ.17)
r

r

Como d;u; =u; tem-se:

u,(s) = - [P} (s, @)u, ()dl + [uj(s, )P (@)l + [b;(q)uj(s,q)dQ AQ.18)
r r Q

Para pontos fontes situados fora do dominio, u;(s) € nulo na Eq. A(2.18).

A partir da expressdo integral dos deslocamentos mostrada na Eq. A(2.18), as equacdes

integrais de deformagdes e tensdes para pontos internos podem ser expressa por:

GU(S)Z_J. %SUPWI G(Rk] +P_]k1):|ukdr
rL
+J‘ 12_G o. u,k1+G( +u§k,i)}Pde A(2.19)
rLb
+ I 12G2 3. ulkl +G( +ujk)i)}bkd§2
Qb

A2.3.1 Equacées integrais para pontos do contorno

A expressdo na Eq. A(2.18) ¢ a representagdo integral para deslocamentos de pontos no
interior de um so6lido, também chamada de “Identidade Somigliana”. Com esta equacio

¢ possivel a determinacdo de deslocamentos internos a partir de valores de



Apéndice 2 — MEC para Sélides Elastices 133

deslocamentos e de forcas de superficie dos pontos do contorno. Mas, para tanto, ¢
necessario que todos os valores de deslocamentos e forgas de superficie sejam
conhecidos no contorno. Assim, é imperativo que se escreva uma equagdo integral que

relacione deslocamentos e forgas de superficie apenas de pontos de contorno.

Seja entdo um ponto S pertencente ao contorno de um dominio Q qualquer. A
Eq. A(2.18) sera valida para este se ao dominio Q for adicionado um dominio
infinitesimal complementar Q. (Figura A2.3). Assim resolve-se a singularidade da

equacdo integral quando o ponto fonte encontra-se sobre o contorno.

T
AN

I}

Figura A2.3 — Dominio acrescido de complemento infinitesimal.

Desse acréscimo infinitesimal e fazendo-se com que o raio e tenda a zero, obtém-se a

Eq. A(2.20).

u(S)= 1;;10{— [ PISQu@dr+[ _ ui(S,QPQ)dr
’ ’ A(2.20)
+]o Di@uUS, q)dQ}

Fazendo-se os limites tomando-se todos os devidos cuidados, pode-se chegar a seguinte

expressdo:
¢;(S)u;(8) =~ [P} (S,Q)u;(Q)dI + [u;(S,Q)P,(Q)dI + [b;(q)uj(S,q)dQ AQ2D)

onde c; vale (1/2)0, para pontos do contorno com uma unica tangente; em casos de

pontos em contornos ndo suaves, ¢; ¢ definida segundo a Eq. A(2.22).
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o cos(2y)sen(a) sen(2y)sen(a)
271 4n(1-v) 4n(1-v)
%)= sen(2y)sen(a) o cos(2y)sen(a) AR.22)
47(1—v) 2 4n(l-v)

No corpo da tese a Eq. (2.21) € escrita em sua forma reduzida, pois esta ¢ mais
compacta e apresenta uma maior facilidade de visualiza¢do da expressdo, como segue

na Eq. (2.23).

cs-u=-J.rp*-u aT+J;_p-u*dF+Lb-u*dQ A(2.23)

onde u, P e b sdo respectivamente deslocamentos, forcas de superficie e forcas de

COTpo € ¢, =C;.

A Figura A2.4 mostra os angulos o e y envolvidos no célculo de c¢; para pontos S

situados sobre contorno suave (a) e contorno com angulosidade (b), sendo o o angulo

interno definido pelas tangentes ao contorno ¢ y o angulo definido pela bissetriz de o

como indicado.

Xz
A
n X,
o/2
¥y
o/2
a) Contorno suave b) Contorno com angulosidade

Figura A2.4 — Definiciio dos Angulos y e o para pontos do contorno.

Pode-se obter também a equacdo integral para pontos fora do contorno, diretamente da

Eq. A(2.18), como mostra a Eq. A(2.24).
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0=~ [P} (s, q)u;(@dI + [u;(s,Q)P,(@)dl + [b,(q)u;(s,q)d AQ.24)

A2.3.2 Determinag¢do das componentes de tensao internas

Para a determinagdo das componentes de tensdo internas e de deformagdes ¢é
interessante a obtencdo de suas respectivas equagdes integrais. Determina-se uma destas
duas grandezas, vista que a outra pode ser facilmente encontrada pela Lei de Hooke. A
partir da diferenciagdo da Eq. A(2.18) em um ponto s do dominio 2 mostra-se na Eq.
A(2.25) a representagdo integral das tensdes, conforme ¢ usualmente mostrado na

literatura.
04 (5) = =[S (5, Qu; ()T + [Dj, (5,Q)P,(Q)T + [b;(q)D} (s, q)dQ AQ.25)

* * ~
onde os tensores S, e D, sdo dados por:

. G
Sijk :m{h’n |:(1_2V)8jkr,i +v(8jir’k +81kr,j)+
A(2.26)
—4(i(j(k]+2v [nj(k(i +nk(jpi]+(l—2v)[ni(jr’k +n,8,; +nj8ki}
~(1-4v)n3,}
. 1
Dijk = 475(1—\/)1‘ {(1'2\’)[1‘,1«63' +I;jaik _r,isjk]"'zr,ir,jr,k} A2.27)

onde r, indica a derivada do raio r na dire¢do do versor normal ao elemento.



136 Apéndice 2 — MEC para Sdlides Eldsticos

A2.3.3 Determinagcao das componentes de tensdo no contorno

A determinag@o das tensdes nos nds dos elementos do contorno ¢ de simples calculo,
visto que, no contorno, duas das trés componentes de tensdo ja sdo conhecidas,
mediante o conhecimento das forcas de superficie no contorno. A Figura A2.5 (a)

mostra um elemento de contorno com suas forgas de superficie B, e P, nas dire¢des x,
e x,. Pode-se decompor estas forgas nas direcdes normais e tangentes ao elemento de

contorno, conforme mostrado na Figura A2.5 (b), originando as componentes de forca

de superficie P, e P,. Define-se o elemento infinitesimal do dominio ds (Figura A2.5

(c)) como um elemento que possui um de seus lados pertencente ao elemento de

contorno indicado. As duas componentes de tensdo nesta superficie (o, e 7,,) de ds sdo
iguais as forgas de superficie decompostas sobre o elemento (£, e P,), bastando assim a

determinagdo da terceira componente de tensdo (o, ).

¥
Ll
2 «— 62 T —
4

X [ Oof L\ _

ds — P1 1 T12 GZ
s »X;
(a) (b) (©

Figura A2.5 — Definicdo das tensdes no contorno.

Para o calculo de o, ¢ necessaria a determinacdo da deformacdo do elemento de
contorno da diregdio X, (&,) a qual é dado pela Eq. A(2.28), na qual u, representa o

deslocamento nodalnondé i (i=1,2) e, L,,, o comprimento do elemento:
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=2  —I

— u, —u

g, =———2 A(2.28)
L12

Desta maneira ¢ possivel o célculo do tensor de tensdes em nds pertencentes ao

contorno sem muito esfor¢co, conforme mostra a Eq. A(2.29).

c, =P
T, =P,

A(2.29)

5, —i(u&l +2G%,)
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A3 Delta de Dirac

A3.1 Funcéao Delta de Dirac

A funcdo Delta de Dirac tem suas propriedades estudadas na Teoria de Fungdes
Generalizadas e constitui uma ferramenta capaz de representar for¢as concentradas na
Teoria da Elasticidade ou fontes concentradas na Teoria de Potencial. Ela pode ser
facilmente deduzida a partir da diferenciacdo da fung@o “Heaviside” ou fung¢do degrau.

A fun¢do Delta de Dirac esta representada na figura abaixo :

A(S(E)(X)
/e T
T R
-El£ TEIZL X

Figura A3.1 — Funcéo Delta de Dirac.

Sendo a fungdo 5 (X), podendo ser definida da seguinte forma:

/e, para -&/2<x<¢g/2

(£ () =
g (x)_{O , Ppara |x|>g/2

onde & ¢ um numero positivo.

Tem-se a integral:

I=["6 )./ (x)dx
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onde f(x) ¢ uma fun¢do qualquer bem definida em x=0. Se & for suficientemente
pequeno, a variagdo de f(x) no intervalo efetivo de integracdo [—¢/2,6/2] ¢

negligencidvel e f{x) permanece praticamente igual a f(0), de forma que:

1= f(0) [ 8(x).dx = £(0)

A aproximagdo ¢ tanto melhor quanto menor for &. Na passagem ao limite,

quando ¢ — 0, obtém-se a definicdo da fun¢do Delta de Dirac pela seguinte relagio:

[T 6.1 (x)dx = £ (0)

valida para qualquer fun¢éo f(x) definida na origem, uma defini¢do mais geral seria:

'[;w§(x-x0).dx =f(x,)

O conceito da fungdo Delta de Dirac pode ser facilmente estendido a dominios
n-dimensionais. Considerando-se uma func¢do f que depende da localizagdo de cada

ponto no corpo, define-se J(p,Q), como a fung¢do Delta de Dirac, quando sdo validas

as seguintes propriedades:

»,5ep=0

§(p’Q):{0,sep¢Q

[2(0)5(p,0)d2=g(p)

A fungdo Delta de Dirac também pode ser representada da seguinte maneira:

5(p,0)=A"
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A4 Delta de Kronecker

A4.1 Delta de Kronecker

O simbolo 6, (7, j =1,2,...,n) € conhecido por delta de Kronecker e definido como:

I, sei=j
5,=0,=
770, sei#

Como i e j sdo indices livres no termo &, e ambos variam de / a n, tem-se um

total de n” valores dados segundo a definicdo de o, pela expressdo acima. Assim:

S, Oy Sy,

521 522 52m
[511] o :

5711 5n2 5nm

onde [J;] € equivale & matriz identidade [/], ou seja, toda sua diagonal principal ¢

preenchida por valores unitarios, enquanto as demais posi¢des da matriz sdo nulas.

De imediato verifica-se que, qualquer que seja a matriz quadrada M, e o vetor 4,, tem-

S€:

0.4 =4

[/ i

S,M =M, =M,

i~ jk
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é‘iké‘k‘ =9,

j ij

sendo a ultima expressdo indicativa de que o simbolo de Kronecker ¢ uma

multiplicidade simétrica.
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