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Resumo

FREITAS, J.C.A. (2008). Método dos Elementos de Contorno Aplicado a Andlise de Escavacdo
em Tuneis Utilizando Modelos Aproximados Bidimensionais. Dissertacdo (mestrado) — Escola
de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

O método dos elementos de contorno (MEC) surgiu como uma poderosa alternativa ao método
dos elementos finitos (MEF) principalmente em casos como problemas de concentracdo de
tensoes ou onde o dominio se estende para o infinito. Em virtude das potencialidades j4 iden-
tificadas do MEC para a solugdo de problemas da geotecnia, em especial para problemas de
tuneis, este trabalho tem como objetivo desenvolver um programa que seja capaz de analisar
as varidveis envolvidas na constru¢do de tineis profundos através de um modelo numérico bi-
dimensional baseado no MEC, implementando técnicas numéricas tais como: subelementagao,
técnica da sub-regido e modelagem de inclusdo e enrijecedores. O modelo numérico bidimensi-
onal foi calibrado para considerar o efeito tridimensional do problema de tiineis no que se refere
ao avanco da frente de escavagdo, para dois casos a saber: 1) tlneis sem suporte e ii) tineis
com suporte. Os resultados mostraram grande precisdo quando comparados com os resulta-
dos analiticos mesmo utilizando um nimero pequeno de elementos, provocando uma reducdo
significativa no tempo de processamento se comparado com outros métodos. A técnica da
subelementacdo produziu uma suavizacao nos resultados dos pontos internos localizados muito
proximos do contorno. A técnica da sub-regido, bem como a modelagem de inclusdo e enrije-
cedores apresentaram resultados consistentes dando ao programa uma versatilidade maior. Na
calibracdo dos parametros para a considerac¢do do efeito tridimensional na escavacdo de tlneis
sem suporte, foi proposto o método da reducao do carregamento com a constru¢ao do perfil de
deformacdo longitudinal do tunel - LDP (Longitudinal Deformation Profile). Para a escavagdo
de tuneis com suporte foram propostos quatro métodos de andlise: i) Método da redu¢do do car-
regamento sobre o tdnel, ii) Método da reducdo de rigidez do suporte, iii) Método do acréscimo
do carregamento sobre o tinel e iv) Método do alivio de carga sobre o suporte. Todos esses
métodos foram desenvolvidos a partir do modelo Kappa (k), elaborado neste trabalho a par-
tir dos resultados encontrados na simulacao numérica tridimensional realizado nos programas
BEFE e BEFE++, e comparado com o modelo de Schwartz e Einstein. Por fim, o método
para a constru¢do do gréfico de deslocamento radial para tineis circulares suportados, conside-
rando o atraso na instalacdo do suporte, utilizando um método numérico ou resultado andlitico
do estado plano de deformagdo se mostra como uma alternativa simples para andlise do efeito
tridimensional contido no problema de tiineis.

Palavras-chave: Tuneis; Método dos Elementos de Contorno; Método dos Elementos Finitos;
Andlise tridimensional; Suporte.
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Abstract

FREITAS, J.C.A. (2008). Boundary Element Method Applied to the Analysis of Tunnel Using
Two-dimensional Approach Models. Master Thesis — Escola de Engenharia de Sdo Carlos,
Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2008.

The boundary element method (BEM) has appeared as a powerful alternative to the finite ele-
ment method (FEM) mainly in the cases where a good accuracy is required, as for problems with
strain or stress concentration and problems with domain extending to infinite. The objective of
this work is to develop a formulation and the corresponding computational code to analyse the
variables in a design of deep tunnels, using a improved BEM two-dimensional numerical model,
in which the following techniques were implemented: sub-elementation, sub-region technique,
reinforcements introduced by modifying locally the domain rigidity. The two-dimensional mo-
del was calibrated to take into account the three-dimensional effects appearing around the tunnel
face advance for two cases: 1) tunnel without support and ii) tunnel with support. The results
showed good accuracy when compared with analytical results even when obtained by using
coarse discretizations and therefore requiring less computer time in comparison with other nu-
merical procedures. The sub-elementation technique has smoothed the results for internal points
near the boundary. The sub-region technique and the reinforcement inclusions lead to accurate
making the computer code reliable. For the parameter calibration to take into account the three-
dimensional effects applied to non lined tunnels the method of loading reductions was proposed
obtaining a tunnel longitudinal deformation profile - LDP. For the excavation of lined tunnels
four methods of analysis were proposed: 1) load reduction model, ii) reduction support stiffness
model, iii) additional load model, and iv) decrease of lining load model. All these methods
were developed from the kappa (k) model, developed in this work using three-dimensional re-
sults obtained by using the computational systems BEFE and BEFE++ and compared with the
Schwartz-Einstein method. Finally the method used to build the radial displacement graphic for
lined circular tunnels, taking into account the support insertion delay, using either a numerical
method or plane strain analytical solutions, was developed.

Key-words: Tunnels; Boundary Element Method; Finite Element Method; three-dimensional
Analysis; Support.
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1 Introducao

O Método dos Elementos de Contorno (BEM-Boundary Element Method) € uma técnica
numérica geral que resolve equacdes integrais no contorno. Diferentemente do Método dos
Elementos Finitos (FEM-Finite Element Method) que basicamente promove uma divisdo no
dominio de integracdo do problema considerado, passando de um meio continuo para um meio
discreto provendo uma discretizacdo do dominio da integragdo criando uma rede de elemen-
tos finitos que cobre todo o dominio (ver Fig. 1.1(a),1.1(b)). No Método dos Elementos de
Contorno (MEC) essa rede cobre somente o contorno, ou seja, no MEC, como nos demais
métodos numéricos, a solu¢do dos problemas fisicos serd calculada em pontos discretos, nos,
agora definidos apenas sobre o contorno. Essa caracteristica do método leva sempre a uma
redu¢do das dimensdes dos problemas analisados, o que significa menor quantidade de dados
de entrada, diminui¢do do tempo de processamento € menor area auxiliar para armazenamento
das informagdes necessdrias no processamento. Essa é uma caracteristica basica do Método
dos Elementos de Contorno que promove uma vantagem considerada em relacao aos outros
métodos, principalmente em relagdo ao Método dos Elementos Finitos (MEF) uma vez que este
¢ ainda comparativamente um processo lento que necessita de defini¢do e redefini¢cdo de malhas

na peca ou dominio em estudo.

Segundo Brebbia e Dominguez (1992) o MEC tem surgido como uma poderosa alter-
nativa ao MEF principalmente em casos como problemas de concentracdo de tensdes ou onde
o dominio se estende ao infinito. Portanto assim, existem dominios bem definidos onde o MEC
atua de forma bastante eficiente, entre eles: mecanica da fratura, tineis, interagcdo solo-estrutura,

perfuracdo, analise acustica, andlise de fluidos: plataformas maritimas, aerondutica etc.

Um dos grandes feitos do MEC € que em problemas tridimensionais a discretizagdo €
requerida somente na superficie que contem o s6lido e ndo em todo o seu volume, como em ou-
tros métodos. De acordo com Brebbia e Dominguez (1992) Engenheiros de corrosao tem usado
o método para melhor projetar sistemas de prote¢do catddica para estruturas offshore, barcos
e tubulacdes. Muita dessas estruturas sao basicamente tridimensionais e a regido de dominio

onde elas se encontram se estende para o infinito. Conseqlientemente elas ndo poderiam ter



(a) malha em elementos finitos (b) malha em elementos de contorno

Figura 1.1: Malha utilizada para o problema de tineis

sido efetivamente analisadas antes do desenvolvimento do Método dos Elementos de Contorno.
Em um modelo de protecdo catddica seguramente o que interessa € a acdo do mar ao redor da
estrutura bem como a interface entre elas. Com uma andlise sendo feita em MEF o problema
necessitaria de uma subdivisdo do dominio que cerca a estrutura, ou seja, de um dominio que

tende para o infinito o que inviabilizaria qualquer processamento.

Apesar do MEC apresentar algumas vantagens sobre o MEF em muitos casos o MEF
€ ainda o mais apropriado como método de aproximacdo, principalmente em dominios hete-
rogéneos onde € necessdria a sua discretiza¢do para uma melhor resposta global do sistema, sem
mencionar que MEC apesar de ser um método matematicamente mais elegante ¢ um método
que manipula equagdes que possuem uma dificuldade maior em sua formulagdo. Muitas ve-
zes esse aspecto inibi a sua utilizacdo como ferramenta numérica amplamente utilizada. Hoje
muitos pesquisadores fazem acoplamentos entre os dois métodos, chamados de acoplamentos

MEC-MEEF, aproveitando assim as potencialidades de cada um (ver Fig. 1.2).

Em virtude das potencialidades j4 identificadas do método dos elementos de contorno
para a solu¢do de problemas da geotecnia, em especial para problemas de tineis, este trabalho

tem como objetivo:

- desenvolver um programa que seja capaz de analisar as varidveis envolvidas na
constru¢do de tuneis profundos através de um modelo numérico bidimensional baseado no

método dos elementos de contorno;

- implementar no programa técnicas numéricas de refinamento: subelementagao, técnica

da sub-regido e modelagem de inclusdo e enrijecedores;



Figura 1.2: Malha em: a) elementos finitos, b) elementos de contorno e ¢) acoplamento MEC-
MEF

- calibrar os parametros que levam em consideracdo o efeito tridimensional do pro-
blema de tuneis no avanco da frente de escavacao, para dois casos a saber: 1) sem suporte € ii)

com suporte.
- validar os resultados encontrados do método numérico com resultados analiticos.

Assim, o presente trabalho apresenta uma rapida revisao bibliogrifica no segundo
capitulo. No terceiro apresenta os métodos numéricos de andlise bidimensionais para tineis:
1) método da reducdo de rigidez do nucleo, ii) método da redugdo do carregamento e iii) método
da reducdo de rigidez do nicleo modificado. No quarto capitulo estd descrito o problema que
envolve a interagao macico-suporte com a descricao do método da convergéncia-confinamento

de Panet e o método de Schwartz-Einstein.

Os capitulos 5, 6, 7 e 8 discorrem do Método dos Elementos de Contorno. O capitulo 5
descreve os elementos da teoria de elasticidade necessarios ao desenvolvimento do trabalho, até
chegar as solucdes fundamentais de Kelvin e teorema da reciprocidade de Betti. No capitulo 6
estao as equagdes integrais utilizadas para a formulacdo do MEC. No capitulo 7 trata especifica-
mente do Método dos Elementos de Contorno. No final deste capitulo esta descrita as técnicas
de subelementagdo e sub-regido. Finalmente no capitulo 8 contém a Técnica de Modelagem de

inclusdo e enrijecedores implementados no programa.



O capitulo 9 trds os exemplos de validacdo do modelo numérico bidimensional imple-
mentado, aplicado a andlise de problemas de tuneis; verificando: i) a potencialidade do modelo
para andlise bidimensional de tiineis sem suporte e ii) a validacdo do modelo de sub-regido para

andlise bidimensional de tineis com suporte.

O capitulo 10 trata especificamente dos parametros que levam em considerag¢do o efeito
tridimensional do problema de escavagdo. Sdo propostos neste capitulo, a partir de um estudo
criterioso, métodos para andlise de tineis com suporte usando um modelo numérico bidimen-
sional, principalmente no que se refere ao alivio das forcas de superficie devido ao atraso na
instalacdo do suporte. Por fim, na dltima se¢do do capitulo ha uma descri¢do de um método de
construcdo do grafico de deslocamento radial para tineis suportados considerando o atraso na

instalacdo do suporte.



2 Revisao Bibliografica

Este capitulo representa uma breve revisao bibliografica dos trabalhos com maior re-
levancia, sendo explorado os temas especificos relacionados a métodos numéricos aplicado a

andlise de problemas que envolvem tuneis.

Muitos sao os trabalhos que utilizam os métodos numéricos para a andlise de proble-
mas que envolvem tineis. Kim e Eisenstein (2006) estudaram fatores de correcdo para uma
melhor determinacdo dos carregamentos que atuam sobre o suporte, considerando o alivio na
pressao provocado pelo atraso na instalacdo do suporte, bem como o acréscimo de pressao de-
vido a plastificagdao do macico. Os autores desse trabalho reviram o método de Schwartz e Eins-
tein (1980a) e Schwartz e Einstein (1980b) que levam em consideracao o atraso na instalacao do
suporte e plastificacdo do macigo através dos fatores A, e A, respectivamente, e propdem uma
pequena altera¢do na equagao que determina A; em virtude do processo de escavagio seqiien-
cial. Os fatores A, e A, sdo determinados pela formulagdo de Schwartz e Einstein (1980b) que
através de equacdes empiricas definem a sua variacdo. As equagdes foram definidas a partir dos
resultados das simulacdes realizadas através de um modelo 3-D em elementos finitos. O fator
A4 representa fisicamente o decréscimo de carregamento sobre o tinel provocado pelo atraso na
instalacdo do suporte e A, representa o acréscimo de carregamento provocado pela plastificagdo

do macico.

Karakus (2007) avaliou métodos de anélises bidimensionais, no estado plano de deformacao,
de tuneis através de elementos finitos levando em consideragdo o efeito tridimensional do pro-
blema. Foram avaliados os métodos convergéncia-confinamento (PANET; GUENOT, 1982),
método GAP (ROWE; LO; KACK, 1983) (LEE; ROWE, 1991), o método do disco (SCHI-
KORA; OSTERMEIER, 1988), o método do amolecimento progressivo (SWOBODA, 1979)
(SWOBODA; MARENCE; MADER, 1994), o método da perda de volume controlado (POTTS;
ZDRAVKOVIE, 2001) e o método da elasticidade hipotética (HME) (POWELL; BEVERIDGE,
1997) (KARAKUS; FOWELL, 2005). De acordo com as analises realizadas os melhores resul-
tados foram encontrados para o método convergéncia-confinamento usando elementos de viga

para modelar o suporte.



Nam e Bobet (2007) estudaram, através do método dos elementos finitos, deformacoes
radiais influenciadas pelo escoamento de dguas subterraneas em tineis circulares profundos. O
objeto principal desse artigo foi estudar os efeitos da infiltracdo nas deformagdes radiais em
tineis profundos. Os autores concluiram que a infiltragdo tem uma influéncia significativa na
deformacdo radial aumentando a sua magnitude e distribuicdo na frente e na prépria face de

escavacao, 0 mesmo nao ocorrendo na regido atras da face.

A resposta elastoplastica de macigos rochosos, utilizando o critério de ruptura de Hoek-
Brown, foi estudado por Carranza-Torres e Fairhurst (1999). Este trabalho ilustra a relacdo entre
os parametros de Hoek-Brown e a resposta mecéanica de obras subterraneas. Sdo construidas
curvas de reacdo do macigo para projetos de tineis cilindricos, utilizando o método da con-
vergéncia-confinamento. E discutido um caso de andlise de estabilidade de cavidades esféricas,

produzidos por explosdes nucleares no macigo ocorridos na Polinésia Francesa.

Bernaud e Rousset (1996) propde um 'novo’ método implicito para andlise de tineis
baseado na interacao macigo-suporte. Os autores do trabalho propdem um novo método deno-
minado de NIM (New Implicit Method) que usa os mesmos principios utilizados pelo método
da convergéncia-confinamento. O desenvolvimento deste método € baseado nos resultados de
um tinel axissimétrico modelado em elementos finitos que leva em consideragdo o efeito tridi-

mensional do problema de tuneis.

Em um outro trabalho, que demonstra as potencialidades do Método dos Elementos de
Contorno, Beer e Diinser (2000) utilizam o Método dos Elementos de Contorno na analise de
problemas de tuneis usando células internas e multiregides (sub-regides) aplicado a problemas
elastopléstico e viscoplastico envolvendo a escavagao seqiiencial. O trabalho identificou gran-
des vantagens desse método em relacdo ao Método dos Elementos Finitos. Entre eles: tempo

de processamento, precisdo nos resultados e remodelagem da malha.

Gomes (2006) realizou andlises tridimensionais em tineis considerando o comporta-
mento dependente do tempo na interacdo macigo-suporte. Neste trabalho o autor obteve ex-
pressoes genéricas dos esfor¢os de compressdo e flexdo em tineis profundos, considerando
coeficientes de empuxo em repouso k # 1. As andlises consideraram ainda o endurecimento do
concreto ao longo do eixo do tinel. Mostrou-se, por meio de andlises numéricas tridimensio-
nais mais complexas e bem definidas, que a solucdo proposta por Schwartz e Einstein (1980a)
para levar em conta o efeito do atraso de instalacdo do suporte no mecanismo de transferéncia
de carga do macigo para a estrutura incorre em erros significativos ao nio levar em conta a
dimensdo do lance de escavacdo, e a rigidez do maci¢o na regido da frente de escavacdo do

tanel.



Outros trabalhos de relevancia sdo encontrados em Galli, Grimaldi e Leonardi (2004);
Sterpi e Gioda (2007); Augarde e Burd (2001); Kontogianni e Stiros (2002); Graziani, Boldini
e Ribacchi (2005); Pan e Hudson (1988); Eberhardt (2001); Alonso et al. (2003); Beer, Watson
e Swoboda (1987).

Um trabalho importante daqueles citados € o trabalho de Karakus (2007), nele esta
contido todas as referéncias de relevancia para o entendimento claro desse trabalho, bem como

uma revisdo bibliografica completa sobre o assunto.






3 Métodos Numéricos para Analise Bidimensional de
Tuneis

3.1 Introducao

Modelagem numérica para a analise de construcao de tineis se iniciou com um modelo
bidimensional chamado de Modelo de Carregamento Completo. O Modelo de Carregamento
Completo € baseado em um suporte de protecdo rigido sobre o tiinel que sofria a agdo de um
campo de tensdes iniciais. Assim protegido, o suporte primério (concreto projetado) era er-
guido sem tensdo. Somente, entdo, era removido o suporte de protecdo imagindrio, com a
pressao estdtica sendo completamente redistribuida no concreto projetado. Este tipo de modelo

€ conservador sendo favoravel a seguranca. Entretanto, ele ndo pode ser usado em tineis com
grande sobrecarga (SWOBODA, 1979).

Por esta razdo, foram desenvolvidos trés modelos bidimensionais que levam em consideragdao
o efeito tridimensional do alivio de deformacdo na frente de escavagdo. Os trés métodos am-

plamente usados para simular este efeito, sdo:
- Método da Reducao da Rigidez do Niicleo;
- Método da Redugdo do Carregamento;

- Método da Reducdo de Rigidez do Nucleo Modificado.

3.2 M¢étodo da Reducdo de Rigidez do Nucleo

O método da Reducdo da Rigidez do Nucleo usa um miolo, ou seja, um nucleo de su-
porte com um moédulo de elasticidade modificado. Para simular o efeito dos diferentes estagios
da escavacdo o campo de tensdes € aplicado sobre o miolo que, dependendo do estigio da

escavacgdo, possui um moédulo de elasticidade especifico.

A modificagdo do médulo de elasticidade original, E, para o médulo de elasticidade



10

do nucleo, E,, € dado por:

E,=o,E (3.1)

Quando o valor de @ € infinito, ¢, = o, 0 mddulo de elasticidade do niicleo € infinito
e ndao ha deslocamento radial nesse estdgio, portanto a secdo simulada se encontra na frente
da face de escavacao. Quando o valor de ¢ € igual a zero,a, = 0, 0 mddulo de elasticidade
do nucleo € zero e o deslocamento radial € total (cdlculo de tunel aberto). Neste caso a sec@o

simulada se encontra atrds da face de escavacao.

i 77

777777777777777777777777777777 %
7 /:/ ya
oy = oo 0< oy <o o, =0
E, = E, = o,E E,=0

Figura 3.1: Fator de reducdo do mddulo de elasticidade do nucleo E,

3.3 M¢étodo da Reducao do Carregamento

No método da Reducdo do Carregamento, principalmente usado na Alemanha, o car-
regamento € inteiramente aplicado. Ao mesmo tempo, contudo, um carregamento (1 —1)cp é

aplicado no suporte, assim o carregamento efetivo é —A 0.

Quando o valor de A € igual a zero, A = 0, o alivio é nulo e ndo hd deslocamento radial
nesse estagio, a se¢ao simulada se encontra na frente da face de escavacao. Quando o valor de
A éigual aum,A = 1, o alivio é total e nesse estigio a se¢do simulada se encontra atras da face

de escavacao.
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Figura 3.2: Fator de Redug¢do do carregamento A

3.4 Método da Redugao de Rigidez do Nucleo Modificado

O método da Reducdo de Rigidez do Nicleo Modificado € uma sintese dos dois outros
métodos anteriormente descritos. Neste método o fator de descarregamento € aplicado de forma

suplementar ao fator de reducdo do modulo de elasticidade do nucleo.

i, 27

Figura 3.3: Reducdo da rigidez do nicleo modificado
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4 Interacao Macico-Suporte para Tuaneis

4.1 Introdugao

Neste capitulo serdo tratados os métodos utilizados para estimar o carregamento sobre
o suporte a ser considerado no projeto de tuneis. A estimativa da real carga atuante sobre o
suporte € um dos grandes assuntos ainda nao totalmente solucionados e, portanto, por conta de
sua importancia € objeto bastante estudado por diversos autores. O problema ndo € facilmente
resolvido devido a incertezas que cercam as condicdes do macico, a redistribui¢do de tensdes
provocado pela deformagao do solo antes e depois da instalacdo do suporte e ainda a influéncia

dos diferentes procedimentos construtivos que podem ser adotados.

Os carregamentos podem ser calculados usando diferentes métodos existentes para o
projeto de suportes em tuneis. Esses métodos podem ser divididos em quatro grupos: modelos
empiricos e semi-empiricos, modelos de placa e anéis, modelos de molas e anéis, e modelos

numéricos.

Neste capitulo serdo descritos os modelos mais utilizados. Eles levam em consideragdo
uma das trés caracteristicas fundamentais de um bom método de previsio de carregamento sobre

O suporte:

i - o método deve ser simples para ser usado. Simples o necessario para aplica¢des
praticas;

ii - o método deve considerar o alivio de tensd@o que ocorre antes da instalacdo do

suporte;

111 - o método deve levar em conta o comportamento plastico do macico e suporte, bem

como o seu comportamento elastico;

Existem varios métodos propostos por varios autores. Nesse trabalho serdo mostrados
dois: 1) o método da convergéncia-confinamento proposto por Panet, por sua simplicidade e

i1) o método de Schwartz-Einstein por possuir as trés caracteristicas fundamentais de um bom
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método, anteriormente mencionado.

4.2 Método Convergéncia-Confinamento Panet

O método da convergéncia-confinamento, introduzido por Panet e Guenot em 1982,
¢ um dos métodos utilizados para considerar o efeito tridimensional no avango da frente de
escavacao assumindo um estado plano de deformacdo. De acordo com esse método, a tensao

radial, o,, na borda do tinel simulado é dado por:

o,=(1-2)o° 4.1)
A=) (4.2)
ur
w L1+V 4.3)
u, = TG r .

frente de escavacao

Figura 4.1: Deslocamento radial (Panet,1982)

onde r é o raio do tinel e o pardmetro A é o fator de reducio da tensdo inicial (¢°) e
varia entre 0 e 1. O problema bidimensional de tuneis € ilustrado na fig. 4.1. No problema de
estado plano de deformagdo, que ocorre na secdo transversal, uma forca de superficie equiva-

lente a uma tensao radial, o, € aplicado na borda do tinel e decresce de uma tensao inicial (0'0)
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até zero, no caso de um tinel sem suporte (KARAKUS, 2007).

1y (x) frente de escavacao

Figura 4.2: Deslocamento radial u,(x)

Na eq. 4.2, u,(x) é o componente radial do deslocamento a uma distancia x, positivo
atrds da face de escavacdo e negativo a frente, u;° é o deslocamento radial a uma distancia
infinita da face, no sentido posito do eixo X. Plotando os valores de A versus a distancia em
relacdo a face do tanel, parametrizada em relacdo diametro, pode-se encontrar o fator de tensao
inicial que age sobre a face do tinel. Aplicando este fator em uma andlise de estado plano de
deformacdo € possivel determinar a deformagao radial. Entretanto, o campo de aplicaciao da

metologia de Panet € restrita as seguintes condicoes:

- maci¢co que possui comportamento eldstico, isotrépico e homogéneo; pressdo hi-

drostatica sobre 0 macico;

- suporte elastico, homogéneo e circular.

4.3 Método Convergéncia-Confinamento Schwartz-Einstein

Einstein e Schwartz (apud KIM; EISENSTEIN, 2006) apresentaram uma solugao fe-
chada analitica para a estimativa dos carregamentos sobre o suporte, solu¢des que dependem
principalmente do mddulo de rigidez do suporte e taxa de tensdo no local da escavacdo. O
método de Einstein e Schwartz por sua simplicidade tem sido largamente usado na pratica de
construcdo de tdneis. Entretanto, o método original de Einstein e Schwartz superestima o carre-
gamento sobre o suporte porque o método € calculado baseado na pressao total exercida sobre o
suporte desconsiderando o alivio na tensdo provocado pelo atraso na instalacao do suporte. Isto

foi corrigido por Schwartz e Einstein (1980a) e Schwartz e Einstein (1980b).
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Schwartz e Einstein (1980a) incluiram em sua solucdo analitica fechada original o
alivio no carregamento sobre o suporte devido ao atraso em sua instalacdo e o acréscimo de
carregamento devido a plastificacio do macigco. Esses fatores foram denominados de fator de
atraso na instalac@o do suporte A, e fator de plastificagdo A,. O fator de atraso na instalagio do

suporte pode ser expresso como:

P UY-U
L=t =] 4.4
Pg UJJCV d ( )

onde P; € o carregamento sobre o suporte obtido da analise em estado plano de deformacdo

como sugerido por Einstein e Schwartz (1979) e P, é o carregamento sobre o suporte reduzido

devido ao efeito de atraso na instalagao do suporte como mostrado na fig. 4.3.

P
A

Pi

curva caracteristica do suporte: f;(P;)

Pyl 3 \/

plastico,
. 4
Pl o N
P/ o --»”77”””—:# ,,,,,,,,, 3 2a4s . .
g elastico/ c(quva caracteristica do macico: f, (F;)
R T

Ja(Aa)

Figura 4.3: Efeito do atraso na instalagdo do suporte

Na fig. 4.3 U; € o deslocamento no macico ocorrido antes da instalacdo do suporte, U,f
¢ o deslocamento radial final no macigo caso nao seja feito a instalacdo do suporte, considerando
que o macigo sofre uma deformacdo plastica. U }V € o deslocamento final do macigo atras da
frente de escavacao quando este sofre uma deformagdo elastica, ou seja, U}V ¢ o resultado da
andlise do estado plano de deformacao, caracterizado como o deslocamento em um ponto x — oo
atras da frente de escavagao. O fator A, foi obtido através de uma andlise utilizando o Método
dos Elementos Finitos. A distancia L; é definida como a distancia entre a face do tinel e o

ponto médio do passe de instalagdo do suporte como mostrado na fig. 4.4.
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macico

Figura 4.4: Comprimento L; no modelo de Schwartz e Einstein (1980)

A fig. 4.5 mostra a relagdo entre A; e 0 comprimento no atraso da instala¢do do suporte
normalizado,L,;/r, determinado através dos resultados obtidos de uma andlise axisimétrica em
elementos finitos usando valores de L;/r de 0,25, 0,75 e 1,25 (SCHWARTZ; EINSTEIN,
1980a apud KIM; EISENSTEIN, 2006). A relacdo pode ser expressa como:

Aa=0,98—0,57(Ly/r) 4.5)

0,9 1
0,8
0,7
0,6
A'd 0,5
0,4
0,3
0,2

0,1

0 T T T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8
Ld/r

Figura 4.5: Fator A; de atraso na instalagdo do suporte

onde r € o raio do tunel. Schwartz e Einstein sugeriu ndo usar a eq. 4.5 para casos em

que L;/r é menor que 0, 15 e maior que 1,5.
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O equilibrio na pressdo sofrida pelo suporte considerando que o macico deforma plas-

ticamente, deve satisfazer a equagao:

fe(Ps) = fs(Ps) — fa(Aa) =0 (4.6)

Como mostrado na fig. 4.3, f,(P;) € a curva caracteristica do macigo e f;(Ps) é a curva
caracteristica do suporte. O f;(P;) pode ser obtido de qualquer modelo padrdo que considere
uma plasticidade axisimétrica para o problema de tuneis. Schwartz e Einstein (1980a) usaram
para a determinagdo de f,(Ps) o critério de plastificagdo de Mohr-Coulomb sem variagio de
volume na zona de plastificacdo. fs(Ps) é a curva caracteristica do suporte e pode ser expressa,

para um suporte eldstico-linear, como:

P (1—v3)
P :—S
f5(Fs) E A

onde Vv, € o coeficiente de Poisson, Es; é o modulo de elasticidade do suporte e Ag € drea da

4.7)

secdo transversal. f;(Ay) é o deslocamento da curva caracteristica do suporte devido ao atraso

na instalacdo do suporte. f;(A4,) pode ser expresso como:

Pr(1—v)

fa(Aq) = (1-24) (4.8)

Se ndo existe atraso na instalag@o do suporte, ; = 1 e f;(A4,) é igual a zero. O fator de
plastificacdo do macigo A, é diretamente dependente da pressdo que é exercida sobre o macigo
e indiretamente dependente da rigidez e atraso na instalagdo do suporte. Para calcular A,, a
eq. 4.6 é resolvida duas vezes. Primeiro, P; é determinado para o caso onde o maci¢o tem um
comportamento pléstico. Segundo, P, € obtido para caso onde 0 maci¢o tem um comportamento
eldstico. O fator de plastificagdo A, do macico é, portanto, a razdo entre P, /P;. Assim, o esfor¢o

de compressao no suporte, 7', reduzido pelo efeito do atraso na instalacao do suporte € dado por:

T = AATh (4.9)

onde 77 € o esfor¢o bésico de compressao sobre o suporte calculado pela solug¢do analitica de
Einstein e Schwartz (1979).
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5 Teoria da Elasticidade

5.1 Introducao

Neste capitulo serdo abordadas as equacdes basicas que dardo sustentacdo ao Método
dos Elementos de Contorno, aplicado a andlise de problemas bidimensionais no campo da teoria

da elasticidade. Para tanto, € necessario admitir algumas hipéteses simplificadoras, a saber:

1- os corpos que suportam a acdo de forcas externas sdo perfeitamente elasticos, ou
seja, um corpo ao sofrer uma deformacao devido a acdo de uma forga externa, retorna a sua

forma indeformada quando essa a¢do deixa de atuar;

2- € admitido que a matéria de um corpo eldstico é homogénea, ou seja, todo o seu
volume é preenchido de forma que qualquer elemento infinitesimal do corpo possui as mesmas

propriedades fisicas especificas que caracterizam esse material;

3- o material eldstico também € considerado isotrépico, ou seja, suas propriedades

eldsticas sao as mesmas em todas as direcoes.

Os materiais encontrados na natureza estdo longe de se comportarem dessa forma,
entretanto, para as aplicacdes em engenharia, a experiéncia mostra que as solugdes da teoria da
elasticidade baseada nas hipdteses da homogeneidade e da isotropia, podem ser usadas em uma

grande variedade de problemas sem grandes penalizacdes nos resultados (SECHLER, 1952).

Este capitulo se inicia com uma revisdo das equagdes bdsicas da elasticidade linear,
através dos itens dispostas ao longo do capitulo e nomeadas como: equacgdes de equilibrio,
equacgoes de deformacao, equacdes de compatibilidade e relagdo tensdo/deformacao. Um item

referente a notacao indicial se faz necessaria e antecede a todas aquelas.

Em seguida, como arcabolso para a introducdo do Método dos Elementos de Con-
torno, foi acrescentado neste mesmo capitulo as equagdes de Navier, uma explicacdo sucinta
sobre o delta de Dirac, uma secido dedicada as equacdes da solucdo fundamental de Kelvin

que € aplicado a problemas da elasticidade e finalmente a tltima se¢do descreve o teorema da
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reciprocidade de Betti.

5.2 Notagdo Indicial

Considere simbolos que sdo caracterizados por um ou mais indices que podem ser
tanto sobrescrito como subscrito, como A;, B, Ajj, B’J etc. Algumas vezes € necessario decidir
a ordem dos indices quando uma varidvel qualquer € definida usando indices sobrescritos e
subscritos juntos, por exemplo, quando escreve-se Af j» 0 ponto antes do j indica que j € o

segundo indice e i é o primeiro.

Os indices Latinos sdo representados por 1,2,3. Assim, Al representa algum dos trés
elementos A, A2, A3, e A;j representa algum dos nove elementos Ay, A1z, A13, A1, Az, A2s,
A3y, Az, Ass.

Sistemas de elementos que, como A’, dependem somente de um indice, sdo chamados
de sistemas de primeira ordem, os seus termos Al, A%, A3 sdo chamados de componentes do

sistema. Sistemas de primeira ordem possuem duas formas caracteristicas de se apresentarem:

Al B; (5.1)

Sistemas de segunda ordem dependem de dois indices e podem se apresentar de trés

formas:

Aij,A'; ou AV A (5.2)

Similarmente, 0 mesmo ocorre aos sistemas de 3, 4, etc ordens, chamados de sistemas

de ordem superior. O elemento ¢, que nao possui indice, ¢ chamado um sistema de ordem zero.

Expressoes que consistem de um somatdrio sao formados a partir de uma convengao.
Quando os indices aparecem repetidos, eles representam o somatério dos componentes daquele

sistema. Os exemplos abaixo ilustram esta conversao:

. 3
A'B; = Z A'B; = AIBI +A232 +A3B3
50 (5.3)
A= .ZIAZ’ = Al +A%5 4+ A%
=

.l
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Ajjx ) = Z Z A;jx! = Apxxl +Apxl +ApxlBs+
i=1 j=1
A 2x + Agax® + Aga2 i+ (5.4)

+A31x3x1 —I—A32x3x2 +A33x3x3

Desde de que os indices permane¢am iguais € possivel substituir um particular indice,
identificado por um letra qualquer, por qualquer outro que o valor da expansao continua inalte-

rado:

A'B; = A’B,; (5.5)

Um significado especial é dado ao simbolo J;;, chamado de delta de Kronecker. O

delta de Kronecker tem os seguintes valores:

6lj =0 (17&]> (56)
51] = (l = ])
Dessa forma tem-se:
12=013 =01 = 03 = 831 = 83, =0, 5.7)

Ol1=0n=03=1

O delta de Kronecker € também algumas vezes utilizado para substituir um operador,

por exemplo:

5,~jaj = dai, 5,~kaij = dgj (58)

Pode-se também introduzir uma convencao para as derivadas parciais de uma fung¢ado

em relacdo a varidvel independente representado através de uma virgula. Por exemplo,

oA
A,l = (9_0,
(5.9)
. 8Ajk
Ajki = 3o

Textos que trazem mais detalhes da notacdo indicial sdo: (GREEN; ZERNA, 1968),
(BEER, 2001), (BANERIJEE, 1994), (HARTMANN, 1989) e (KANE, 1994).
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5.3 Equagodes de Equilibrio

Considere um elemento infinitesimal, de um corpo que possui um comportamento
elastico, com dimensodes dx, dy e dz. As tensdes normais e de cisalhamento atuam nesse ele-
mento como indicado na fig. 5.1, onde também aparecem as variacdes dessas tensdes ao longo
dos eixos de coordenadas. Por exemplo, no plano XZ, passando na origem, existe a acao das
tensoes Oy, Tyy, Tz, €nquanto no plano paralelo a uma distancia dx da origem existird a acdo da

mesma tensdo acrescentado uma variacdo, nomeado como:

do, doy
y Oy + 5, dy Oy + 5, dy y
$Txy+ aTx\d TyZ+ 8T}2d¢
9Ty o7
b Ty + 5y dX Tyt 5, dz b
yL J y
d d
oy Y by o +5 ’96‘ dx o.+5 90; =dz b, Y o,
Ty dx dz Tz
X z
T Ty
Xy Gy Gy yZ
4 ot =dz
T+ 52 BT” dz Y
9T
T+ ;x* dx d
b
dz ‘ 5 X
Oy b, Ox + S2dx dy
Tox dx s / dx
X
Tox
GZ
Figura 5.1: Campo de tensdes nao uniforme em coordenadas cartesianas
JTyy
Wiy gy Py (5.10)

respectivamente. Em adicdo as tensdes apresentadas, pode-se considerar as forcas de corpo,
gravidade ou inércia, no equilibrio do elemento. Essas sdo nomeadas por by, by € b,, agindo
nas direcoes dos trés eixos coordenados. Essas forcas de corpo tem como dimensao forca por

unidade de volume.
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Escrevendo-se as equacdes para estabelecer o equilibrio nas dire¢des x, y e z, tem-se:

Y F, = bdxdydz + (ox + 92 dx) dydz — o.dydz
+ (TU + 2% dz) dxdy — T,dxdy = 0

¥, = bydxdydz+ ( 0y + 52 dy) drdz — oydxdz
+ (‘L'yz + a;‘zdz> dxdy — Ty.dxdy (5.11)
+ (7 + G2dx) dydz — tydydz =0

LF, = b.dxdydz+ (0. + 5% dz) dxdy - o.dxdy
+ (sz + “dx) dydz — Txdydz
+ (Tyz + 3—;Zdy> dxdz — TydedZ =0

Trabalhando-se com essas equacdes e fatorando o termo comum dx dy dz, elas se

reduzem a:

0 ’L'xy

8ox+ +‘9T”‘+bx—0

d rx)

+22 aa} + 2 Ty, —|—by -0 (5.12)

o 0 9% 4 b, =0

Essas equagdes sao chamadas de equacdes de equilibrio para um estado de tensdes nao

uniforme nas trés dire¢des. Se ndo existe a acdo das forcas de corpo, as equagdes se reduzem a:

do, | 9Ty | Oty

Tty T =0

9Ty , 00y | dT;

x Ty T =0 (5.13)
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e, para o caso bidimensional, as equagdes de equilibrio se tornam, com a acdo das forcas de

Corpo:

86,(_1_3% +b —0

(5.14)
81:”_*_86)_{_b -0
e, se as forgas de corpo ndo estdo presentes,
ggx + 817)0 -0
arxy 1 aay 0 (5.15)

Por fim, as equacdes de equilibrio podem também ser representadas em notacao indi-

cial como:

0ijj+bi=0 (5.16)

5.4 Deformacgoes

Considere a figura bidimensional representada no plano cartesiano da fig. 5.2. Consi-
dere um quadarado como sendo um elemento infinitesimal do sélido constituido de um material
que possui um comportamento elastico no plano XY e sujeito a um campo de tensdes bidimen-
sional. Esse elemento infinitesimal sofrerd deformagdes como mostrado na figura. Os desloca-
mentos na direcdo x serdo denotados por u e na dire¢do y por v. Para o caso tridimensional, os

deslocamentos na direcao z serdo denotados por w. Da fig. 5.2 pode-se ver que:
_ du _
up=u+3; vi=v+g;

(5.17)

e que o novo comprimento do lado a é dado por:
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Uty | dy / A7
/ / / PR
~ /
/ / / _ )
/ / / p /
(XZ/ 1 / -
/)/&ﬁ\ A ) / //\a) //
- V—f—@ / // —
/o dx / - I R v
v =T ox
_ -
u 1 u1:u+% }

> X

Figura 5.2: Deslocamentos em coordenadas cartesianas

du\> [Iv\?
a2:(1+8—1) +(£) (5.18)

Expandindo-se a eq. 5.18 e desprezando-se os termos de ordem superior da expansao,

por conta da hip6tese de pequenas deformacdes, a eq. 5.18 entdo se reduz:

a= l—l—@ (5.19)
ox

A deformacgdo, dado pela razdo entre a varia¢ao sofrida pelo lado do quadrado (Aa) e

a, na dire¢ao x € dado por:

du
E = =— 5.20
Da mesma forma pode-se encontrar a deformagao unitaria na direc¢do y.
dv
E = — 5.21

Finalmente para descrever a posicao deslocada do elemento € necessario, ainda, deter-
minar a diferenga entre o novo angulo 8 e o Angulo de 90° original. Essa diferenga é chamada

de deformacdo transversal, ¥, assim:

BV@

Yo = I + Jy (5.22)

Desta forma, generalizando-se para o caso tridimensional as componentes do estado
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de deformacdo de um corpo que sofre pequenas deformagdes, em notagao indicial, é dado por:

&ij = o (uij+uji) (5.23)

N =

Para o caso tridimensional essa equacao corresponde a seis componentes de deformacao,
admitindo-se &;; = €;, escritas em notagdo indicial, i, j = 1,2, 3; no plano cartesiano &,y €

€, sdo as deformagOes normais € &yy,€,; € &, sdo as deformagdes transversais.

5.5 Equagdes de Compatibilidade

As relacOes entre as seis deformagdes sdo definidos em termos dos deslocamentos u,,

uy € u;. Derivando-se a componente &, da eq. 5.23 em relacdo a x e a y tem-se:

82£xy 0?2 duy 2% [ du,
zaxay ~ dxdy ( dx ) * dxdy ( dy ) (5:24)

arranjando-se os termos:

e, gy Iy

-2 =0 5.25
dxdy  dx? + dy? (5-25)
similarmente as outras equagdes podem ser obtidas:
d’s,, %, d’¢
—2-—== > > =0 5.26
dydz 972 * dy? (5-26)
_2328xz 0%e., 0%ey 0 (5.27)

dxdz  0x? + 072

% 0 0€,, J&, J&y
dydz  dx (_ ox * dy * dz ) (5.28)
d*ey 9 [ Ogy; ey  OEy
dxdz  dy (‘ ax 9y oz > (5.29)
d’e, d [dey, de, Jey
Ixdy $< ax " ay oz ) (5.30)

As equagdes 5.25 a 5.30 sdo as seis equacdes de compatibilidade e podem ser escritas

em notag¢do indicial como:
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2 2 2
0 &ij d & 0 Ejj _

“axox; Taa T o2

0 (5.31)

1

2 _ , y
0%€;; d (078]k+9€zk+a£u) —0 (5.32)

8xj8xk B a_x, ax,- 8xj 8xk

ondei,j,k=1,2,3¢ei# j#k.

5.6 Relacoes Tensao-Deformacao

Corpos sujeitos a campos de tensao se deformam. A primeira formulacdo que relaciona
forcas aplicadas e deformacao foi feita por Hooke (WANG, 1953). Estudos experimentais do
comportamento de materiais foram feitos por Robert Hooke em 1678 e mostraram que, até um
certo limite, a deformacao de barras eram diretamente proporcionais aos carregamentos axiais
submetido a elas (ALIABADI, 2002). Em outros trabalhos, a aplicacdo de um carregamento

normal sobre a barra, chamada de o, produziam deformag¢des dadas pelas equacdes:

Ex=F Ey=-VE E=-VF (5.33)

onde £ é uma constante conhecida como mdédulo de elasticidade ou médulo de elasticidade
de Young; v € um termo constante chamado de coeficiente de Poisson. A equagdo 5.33 é
uma representacdo da lei de Hooke. Para um elemento sujeito a um carregamento geral, as

deformagdes siao dadas por:

Exx = %[Gxx — V(o +0z)]  &y= ITny

&y = %[ny — V(O +0)] &y, = lJjg_vaz (5.34)
&z = %[Gzz — V(Ox + Oyy)] Ex = lz_vazx

A lei de Hooke generalizada acima, pode ser escrita através de sua relagio inversa:
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Ou =Ae+2UE, Oy =2GEy,
Oyy = Ae+2Ue, Oy, =2Gg, (5.35)
O, = Ae+2UE, Oy, = 2GE,,

onde A = 2vG/(1 —2v) é chamada constante de Lamé, G = E/2(1 + v) é o mddulo de elas-
ticidade transversal e e = (& + &, + &) € a deformacdo volumétrica. As equagdes tensdo-
deformacgdo ou chamadas equagdes constitutivas da elasticidade podem ser escritas em notacdo

indicial como:

Ojj = l5ij€kk+2G8ij (5.36)

5.7 Equagodes de Navier

A equagdo de tensdo de Navier dado em fun¢@o dos deslocamentos é:

2Gv

1
Olj = Ty, Wkk01j+2G {— (g, + uj,,)} (5.37)

2

Derivando-se a equacao de Navier em relagao a j e substituindo-se a equacao equilibrio

nela, chega-se a equacao:

1

b
T oyt t i+ =0 (5.38)

G

Para encontrar as for¢as sobre a superficie do sélido basta aplicar a férmula de Cauchy,

ou seja, P, = 071, entdo:

2Gv 1
P = { 0 _2vuk,k51j+2G [E (Ml7j+l/lj7[):| }nj (5.39)
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5.8 Delta de Dirac

O Delta de Dirac ou, como costuma ser chamada, a fun¢do Delta de Dirac, introduzida
por Paul Dirac, € uma fun¢ao nula em todo o seu dominio exceto em x = 0, ponto no qual seu
valor € infinito . Esta func¢@o é normalmente representada por A(X) e o andlogo desta func¢@o no
dominio discreto € o Delta de Kronecker. Note-se que o Delta de Dirac ndo € uma fung¢do mas

sim uma distribuicdo. O Delta de Dirac é dado por:

am={ = 70 (5.40)
X) = .
0, x#0
[ A® )z = £(0) (5.41)
possuindo a seguinte propriedade:
/ A=) f(®)dx = F(X) (5.42)

08f .
0.6F ]
04F ]

o2k ]

0.0f

02k L
-2 -1 0 1 2
X

Figura 5.3: Distribuicao Delta de Dirac

5.9 Solucao Fundamental de Kelvin

A formulacao das equagdes integrais para o Método dos Elementos de Contorno, apli-
cado a teoria da elasticidade, requer o conhecimento de solugdes de problemas eldsticos que
correspondem a dominios infinitos com aplicagdo de um carregamento unitdrio. Essas solucoes

sdo conhecidas como solu¢des fundamentais da elasticidade ou solu¢des fundamentais de Kel-
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vin. William Thomson (Lord Kelvin) derivou a solucdo fundamental da equacdo de equilibrio
de Navier-Cauchy para um sélido eldstico tridimensional que se estendia ao infinito (GAO;

DAVIES, 2002).

A solucdo de Kelvin € obtida da equacao (5.38) quando um carregamento unitario

(Delta de Dirac) € aplicado em um ponto ’i’ na dire¢do do vetor unitdrio ey, isto é:

by =Ae (5.43)

Uma forma de computar a solu¢ao fundamental € usar a representacao dos deslocamen-
tos em relacdo ao vetor de Galerkin. Assumindo-se (t como vetor de Galerkin, as componentes

de deslocamento podem ser escritos como:

1
i — Mjmm — 577 . \Mm,jm 44
uj = Mj, 21— v).“ J (5.44)

Substituindo-se as equagdes (5.43) e (5.44) na equagdo (5.38), tem-se:

1 .
Himmjj + ~A'ep =0 (5.45)
ou melhor:
1 .
V%V%ﬂ+axq:o (5.46)

Considerando-se F; = V2, a equagio (5.46) pode ser reescrita, para analise tridimen-

sional ou para o estado plano de deformacao, como:

1 .
WE+5Nq:0 (5.47)

A solucdo da equagdo (5.47) é bem conhecida do problema potencial e é dado por:

1
k= 4
! 47z7rGel (5.48)
para o problema tridimensional, e:
1 1
F=——=In| - 5.49
1= 5g" <r> er (5.49)

para o problema bidimensional. Substituindo-se as equagdes (5.48) ou (5.49) na expressao
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F; = V21, e sabendo-se que L; = [Le;, encontra-se:

1
= 5.50
H=8n6" 20
para o problema tridimensional, e:
I 5 1
= In| - 5.51
817G < r) SR

para o bidimensional. Substituindo-se as derivadas dos resultados de p em (5.44) e sabendo

que u; = uj e, tem-se:

. 1
Y= T6xG(1—v)r [

para problemas tridimensionais, e:

(3—4V) 8y +riry] (5.52)

Uy = m |:<3 —4\/)1” (;) 5[k+r7lr’k:| (553)

para problemas bidimensionais. A tensdao em qualquer ponto interno pode ser escrita usando-
se as relagdes tensdo-deformacao (5.36) e as equacdes de deformacdo (5.23). Elas podem ser

expressas como,

Oy = Sixjel (5.54)

onde Sy ; pode ser obtido de uj;. As forgas de superficie no contorno I" com a normal 7 podem
ser escritas aplicando-se Cauchy e sabendo que p; = pj,e;. Assim, a solu¢do fundamental de

Kelvin para as forgas de superficie para o caso tridimensional é:

1 or

Pl = TSRl {% [(1=2v) 8+ 3r ] + (1 =2v) (mr i — nkr,z)} (5.55)

e para o caso bidimensional, estado plano de deformacao:

* —
Pik=—

1 or
on

a1 =v)r | 9n [(1=2V) 8+ 2rr ] + (1 —=2v) (myr g — nkr,l)} (5.56)

Mais detalhes sobre a obten¢do das solugdes fundamentais podem ser encontrados em
(DOMINGUEZ; ABASCAL, 1984).
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5.10 Teorema da Reciprocidade de Betti

Para obterem-se as equagdes integrais de contorno parte-se do teorema de reciproci-
dade de Betti (BETTI, 1872), usando o método de integracdo por partes. Para a deducao da
reciprocidade de Betti considere dois estados de tensdo possiveis em equilibrio em um sé6lido
de dominio Q e contorno I'. As tensdes e deformacdes nesses dois estados sdo definidas por
(Okj.€xj) € (G,fj,slfj), respectivamente. Usando a lei de Hooke (eq. 5.36) e multiplicando-se em

ambos os lados por g i obtém-se:

k€ ; = AOkjii€y; + 2GE € ;

ije,jj = A¢giig,, + 2G£kjs,jj
(5.57)

ijs,jj = (l Ok j€mm + 2G8,fj> Ekj

* ok .
Okj€j = O j€kj

Considerando-se a igualdade acima véalida em um ponto do sélido, pode-se integra-la

no dominio Q deste sélido chegando-se a:

lo] ~£*~dQ:/ 0, & dQ 5.58
/Q kj k] o k] kj ( )

Este resultado, conhecido como primeiro teorema de Betti, implica que o trabalho
realizado pela tensdo no primeiro sistema sobre a deformacdo do segundo sistema € igual ao

trabalho realizado pela tens@o no segundo sistema sobre a deformagdo do primeiro sistema. E

possivel agora integrar por partes o lado esquerdo (Lg) da igualdade:
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LE:/ O & .dQ
Q J€kj

= [ opu; dQ
/Q kj“k,
- G-uﬂrdF—:/LﬁG--dQ
/1_ ki) o kOkj,j
:/pku,’:dl“+/ u;bde
r Q

Em ambas as equagdes, utilizam-se as relagdes tensdo-deformagdo, simetria do tensor
de tensoes e equagdes de equilibrio. De forma andloga o lado direito (Lp) da equagdo (5.58)

fica:

@:/ﬁww+/wwm (5.59)
r Q

Assim, igualando-se os dois lados da igualdade contidas na equacdo (5.58), obtem-se

a seguinte identidade reciproca:

/mﬁﬁ+/ﬁWmZ/ﬁwﬁ+/WWm (5.60)
r Q r Q

Esta equacdo representa o segundo teorema do trabalho reciproco de Betti, que ex-
pressa a igualdade do trabalho reciproco realizado entre dois sistemas equilibrados em relagao
ao dominio Q em termos, principalmente, dos valores de contorno. Este teorema forma as ba-
ses da identidade Somigliana que da suporte a formulacdo direta para se chegar ao Método dos

Elementos de Contorno.
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6 Equacoes Integrais

6.1 Introducdo

Neste capitulo € apresentada a formulacdo das integrais de contorno através da equagao
conhecida como identidade Somigliana. A identidade Somigliana € obtida a partir do teorema
da reciprocidade de Betti, detalhado no capitulo anterior. Estas equagdes integrais nao sao as
mesmas se integradas em relacdo a pontos fontes que se localizam sobre o contorno ou dentro

do dominio do problema.

Em virtude disso ha um item que trata dessa particularidade, intitulado: equacao inte-
gral para pontos do contorno. O tltimo item € dedicado as regides infinitas e semi-infinitas que

requerem atengao especial.

6.2 Formulacdo das Integrais de Contorno

As equagdes integrais de contorno para problemas eldsticos podem ser obtidas, como
dito antes, através do teorema da reciprocidade de Betti (eq. 5.60). Levando-se em consideragao
uma forca de corpo b} correspondente a uma forga unitdria aplicada em um dominio infinito,

representado utilizando a distribuicio Delta de Dirac,
by = A(x—x)e

onde o componente vetorial e; corresponde a forca unitdria positiva na direcao / e aplicada em
x' com x,x’ € Q. Usando a propriedade da distribui¢do Delta de Dirac (eq. 5.42), o Gltimo termo

da equacao integral (5.60) pode ser escrita como:

/bzude:/b}‘uldQ:/A()_c—x/)eluldQ:ul(x/)el (6.1)
Q Q Q
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Figura 6.1: Regido infinita Q* contendo a regido finita Q

Os campos de deslocamento e tragdo correspondentes a solu¢do da forca aplicada pode ser

escrita como:

uy = uj (X', X)e; (6.2)

pi = P X)e (6.3)

substituindo-se as solucdes (6.1),(6.2) e (6.3) na equagdo (5.60) chega-se a equagdo:

u;(x/) :/Fu;‘k(x/,x)pk(x)dr—/Fp;‘k(x/,x)uk(x)dl"—k/Qu;‘k(x',)_c)bk(f)dﬁ (6.4)

onde x € I'. Esta equagdo € conhecida como identidade Somigliana para os deslocamentos. Ela
relaciona os valores de deslocamento uf, em um ponto interno x’, com os valores de contorno
uy € pr. A equagio (6.4) é valida para qualquer ponto particular i’ onde as forgas sdo aplicadas

e podem ser escrita em forma matricial como:
u ut ul
O / 11 U2 Py
uz U w5 us P2
_/ P11 P2 U4y 11 U ' Luo
Tl ps Py ) Q| uy uy, by
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para o problema bidimensional, e:

* * *
u Upp Upp Ugs P1
J— *k * *
u = /1_ Upp Uy Uy p2 pdl'+
* * *
u3 Uy Uzp U3z p3
* * * * * *
P11t P12 Pi3 uj Upp Uy Ugs b
—_ * * * * * *
/r P21 P P23 up o dl'+ /Q Upyp Uy Uy by dQ
* * * * * *
P31 Pz P33 u3 Uzp Uzp Usg b3

para o problema tridimensional. As tensdes em qualquer ponto no interior do dominio podem
ser obtidas derivando-se a equacdo (6.4) de deslocamento em relagdo ao ponto fonte x'. A
equacdo de tensdo serd obtida posteriormente na se¢ao ‘“Equacdes Integrais de Deslocamento e

Tensao para os Pontos Internos*

6.3 Equacao Integral para Pontos do Contorno

A equagdo integral de contorno (6.4) é vélida para qualquer ponto fonte que esteja
dentro do dominio . Para se obter a solucdo da equacgdo para pontos localizados sobre o

contorno I' é necessario considerar o limite x’ — s € T.

Considere que no dominio do problema foi acrescentado um contorno sobre o ponto
fonte s através de uma regiao semicircular no problema bidimensional e uma semi-esfera para
o problema tridimensional, com contorno Ff{, raio € e centro localizado em s, como ilustrado

nas Figuras (6.2) e (6.3). Agora o contorno I'* é representado por:

M= (C—Te)+ I (6.5)
onde ['¢ € por¢do do contorno original que foi removida. O comportamento pode ser estudado
impondo o limite € — 0, ou seja, M _T.

Considere-se a primeira integral da equagdo (6.4). No limite, quando € — 0, a equagao

integral pode escrita:

! I'=1l * '+l 0 r .
[t ape(ar=tim [ s @pla)dr+ lim [ aifs apa)ar (60

a segunda integral do lado direito da igualdade da equacgdo (6.6) contem integrais singulares
de ordem O(Inr) no bidimensional e O(r— 1) no tridimensional; entretanto, essa integral tende a

zero quando € — 0. A primeira integral depois da igualdade pode ser tratada como uma integral
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Figura 6.2: Ponto fonte s localizado no contorno inscrito no semicirculo

Figura 6.3: Ponto fonte s localizado no contorno inscrito na semi-esfera

regular e resulta em:
[ wits.a)pe(g)ar 6.7)

Considerando-se agora o limite formado pela segunda integral da equacao (6.4), a
integral pode ser escrita como:

/ Pl (s,q)ur(q)dl = lim Pii(s,q)ur(q)dl + lim / Pi(s,q)ur(q)dl (6.8)
T e—0.Jr-r, e=0JTF

ambas as expressoes limites do lado direito da igualdade contém integrais hipersigulares de
ordem O(r~!) no bidimensional e O(r~2) no tridimensional. A primeira integral pode ser tra-
tada como um valor principal de Cauchy e pode ser resolvida de forma direta utilizando cer-
tas transformacdes de coordenadas e pode ser encontrado nos trabalhos de (GUIGGIANI; GI-
GANTE, 1990), (GUIGGIANI et al., 1992) e (KARAMI; DERAKHSHAN, 1999). A segunda
integral € regularizada pelo primeiro termo da série de Taylor para equagcdo dos deslocamentos

em relacdo ao ponto fonte, dado por:

tiy [ pitssartaar=tim { [ pis.a) o) - wolar by i { [ pits.apar|
(6.9)

a primeira integral (eq. 6.9) do lado direito da igualdade € igual a zero como garantia da conti-
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nuidade dos deslocamentos (ALIABADI, 2002). A segunda integral é dado por:

ur(s) im [ pr(s,q)dl = Cp(s)ug(s) (6.10)

£—0 rg

Assim, de forma generalizada a equacao (6.4) pode ser reescrita como:

Cii(s)ux(s) = /r up (s,9) pi(q)dl’ — /r Pi(s,q)ur(q)dl + /Q i (5, %) by (X)dQ (6.11)

s,q €L}

e Q,

onde os pontos s € ¢ estdo no contorno I" e o ponto x estd dentro dominio Q. A equacdo (6.11)

€ a equacdo integral do deslocamento para pontos localizados sobre o contorno do problema.

Os componentes da matriz C dependem das caracteristicas do contorno onde o ponto

fonte s estd localizado. Para um contorno suave, ou seja, um contorno que nao possui canto, a
matriz C é dada por:

Ci(s) = %5& (6.12)

Para um contorno com canto, como mostrado na figura (6.4), a matriz, para o caso
bidimensional, é dado por:

1

Clk(s) = m X

2(1=v)(@1 — @2) + 3 (sin2¢; — sin2¢,) sin® Q| — sin’> @,
sin> @y — sin> @, 2(1=v)(@1 — @) — %(sinZ(pl —sin2¢;)
(6.13)

Figura 6.4: Geometria de um contorno com canto
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6.4 Equacgoes Integrais de Tensao para os Pontos Internos

A tensdo interna em um meio isotrépico pode ser obtido derivando-se a equagdo in-
tegral para os deslocamentos em pontos internos e substituindo-se a deformacdo na equagao

tensao-deformacao, isto é:

Oij =

2Gv . du (8ul (9uj) (6.14)

1-2v Y ox ax,+a,~

ou seja,

2Gv . Ju our, Oy \ |
- S .—1tk o & ik J dr
Oij /1“ 1-2v Y 8xl + ( 8)6]' + 3)6,' Pk

[ 2Gv ap; apt, 9Py ]
. S lk G ik J drC
/1“ 1-2v Y 8)61 * ( 8)6]' + 8x,~ ik

| 2Gv . dujy ou;,  Ou
A —1_2v5wa—x,+G(ax,+a—x,

brd€)

reescrevendo a equacdo acima e utilizando a solu¢ao fundamental para o cédlculo das derivadas,

tem-se:

Gij = /r Dyijprdl’ — /r Skijurdl + /Q Dy by dQ (6.15)

os componentes dos tensores Dy;; € Sy;; sdo dados por:

1

4an(1—v) (6.16)

1
Dklj {(1 —2V) [Bk, ]—i—skj}’l azﬂ”k] —|—[3r mrk}

Skij = i—g {ﬁ% [(1 — 2\/)6,']'}’7/( + V(6ikl’7j —+ 5jkr7,~) — ’}/r’il’7jl’7k} +[3v(n,~r7jr7k —f—njr,,-ryk)
—|—(1—2V)(ﬁl’lkr7ir7j+l’lj6ik+l’l55jk) (1—4V I’lk&]}m
(6.17)

Ambas as equacdes sdo vélidas para o problema bidimensional e tridimensional. Para

o caso bidimensional @ = 1, B =2 e Y =4 e para o caso tridimensional « =2, § =3 e y=5.
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6.5 Regides Infinitas e Semi-Infinitas

Uma das caracteristicas especiais do Método dos Elementos de Contorno (MEC) é
satisfazer as condi¢Oes de contorno automaticamente para regioes infinitas (ALIABADI, 2002).
A solucao fundamental de Kelvin descrito no capitulo 5 para dominios com contorno bem
definidos pode ser usado para regides infinitas somente se certas condi¢des de regularidade sdao
satisfeitas em contornos que tendem ao infinito. Considere a cavidade com superficie I' em um
meio infinito (ver fig. 6.5). Considere ainda, ry o raio da esfera (ou do circulo para o problema
bidimensional) com superficie '« € centrado no ponto s. A equacgdo integral de contorno para

o deslocamento (eq. 6.11), desconsiderando-se as forcas de corpo, pode ser escrita como:

Culsyuls) = [[uils.)pula)dr+ [ wi(s.a)pela)dr (©18)

~ [ pics.ayu(@)dr = | pis(s,qJuclg)dr (6.19)
r | S

onde s € I'. Pode-se ver que, como ry — oo, ambas as integrais que contém a regido infinita

(I') podem ser expressas em termos de I, isto €:

lim [ (s,0) P (q) — Pii(s,q)ur(q)] AT = 0 (6.20)

(ro—00) JTw

Em (6.20) esta contida a condi¢do de regularidade para o problema com o dominio I'.

Para o problema tridimensional, as seguintes propriedades sao asseguradas:

uj(s.q) = O(ry ")
p?k(sv q) = O(raz)
dT'(q) = |J|d¢de

(6.21)

onde |J| = O(rp)? é a transformada Jacobiana. As condigdes de regularidade da equacio (6.20)
sdo satisfeitas se o deslocamento u;, e forca p; forem proporcionais 1/r e 1/r?, respectiva-
mente. Assim, os dois termos da equacgao (6.20) desaparecem. Para o problema bidimensional,
as solugdes fundamentais sdo proporcionais /nr e 1/r para o deslocamento e forca respectiva-
mente. A condi¢do de regularidade para uma regido infinita neste caso implica que u;, também
depende de Inrg e pj, de 1/ry. Assim, os dois termos na equacdo integral (6.20) cancelam-se

um ao outro quando ry — oo.

Considere agora uma regido semi-infinita (ver fig. 6.6), com o contorno localizado
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Figura 6.5: Dominio infinito com uma cavidade

no infinito e denotado por I'.. As integrais sobre o contorno I'., desaparecem em fun¢ao das
condicoes de regularidade contidas na eq. 6.20. A equacdo integral para os deslocamentos

(eq. 6.11), desconsiderando-se as forgas de corpo, podem ser escritas como:

Chi ()i (5) = /r uji (s,q)pi(q)dTl + /F ujy (s,q)pi(q)dl — /r Pit(s,q)u(g)dl  (6.22)

0

onde u}5(s,q) e p;i(s,q) sdo as solugdes fundamentais para uma regido semi-infinita. Pode-
se notar também que a solu¢do fundamental para forca p;‘ks (s,q) = 0 no contorno plano I'yy e
as solucoes fundamentais satisfazem as condi¢Oes de regularidade. Para o caso onde ndo sdo

aplicados carregamentos no plano 'y, a equacdo (6.22) se reduz para:
Cir(s)ur(s) = /r wj (5,4)pe(q)dl — /r Piic (5, @)ux(q)dT (6.23)
0 0

A solucdo fundamental para regides semi-infinitas pode ser encontrado em (MIN-
DLIN, 1936), (MINDLIN; CHENG, 1950) e (TIMOSHENKO; GOODIER, 1980).



Figura 6.6: Dominio semi-infinito com uma cavidade
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7 Meétodo dos Elementos de Contorno

7.1 Introdugdo

Este capitulo foi elaborado a partir dos conhecimentos adiquiridos pelo autor com
contribui¢do dos trabalhos de Aliabadi (2002), Banerjee (1994), Brebbia e Dominguez (1992),
Brebbia, Telles e Wrobel (1984), Venturini (1988), Venturini (1983), Gao e Davies (2002),
Hartmann (1989), Kane (1994), Gaul, Kogel e Wagner (2003) e Wutzow (2003).

As equacdes integrais de contorno apresentadas no capitulo anterior geram a descri¢ao
exata do comportamento de um sélido em meio continuo, e em principio € capaz também de
gerar, para um problema qualquer, a solu¢do que pode ser encontrada para qualquer conjunto
de condig¢des de contorno bem posta. Na prética, a solu¢do analitica fechada ndo € possivel para
a maioria dos problemas postos, dai nasce a necessidade da aplicacdo de técnicas de solucdo

numérica.

As técnicas de solucdo numérica sao técnicas de aproximacao, ou seja, sao técnicas
que fornecem solugdes aproximadas de uma possivel solucdo, mas nio menos conveniente do
que estas, como dito antes, dependendo da aplicagdo a busca por uma solucdo analitica crite-
riosa € impossivel. Nestas aplicacdes os métodos numéricos encontram um grande campo de
atuacdo e entre eles estd o Método dos Elementos de Contorno. A precisdo dos resultados uti-
lizando as técnicas de solu¢cdo numérica sao dependentes, dentre outras coisas, principalmente:
1) das fun¢des de interpolacao, também chamadas de funcdes aproximadoras e i1) da integra¢ao

numérica implementada.

Neste capitulo apresenta-se a formulacao do Método dos Elementos de Contorno, para
problemas da elasticidade bidimensional, a partir das equagdes integrais mostradas no capitulo
anterior, apresentando no inicio os diferentes tipos de func¢des de interpolagdo, bem como a
discretizacao numérica implementada, descrevendo logo depois os processos de integracdao. Em
seguida € mostrado o enriquecimento da formulacdo utilizado neste trabalho, apresentando: 1)

a técnica de subelementagdo, ii) técnica para o calculo das tensdes no contorno, iii) técnica de
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sub-regides. Este tltimo (iii), implementado com o objetivo de melhor representar, no MEC, as

particularidades contidas no problema de tineis.

Por fim um programa € elaborado em linguagem de programacao Fortran e um capitulo

especifico € dedicada aos exemplos de validagao.

7.2 Funcoes de Interpolagao

Como serd visto no proxima item, as fungdes de interpolacdo sdo utilizadas também
como ferramenta de discretizacdo. Esta caracteristica de relagdo reciprocamente dependente
(tipo de elemento-discretizacao) esta presente em todos os tipos de métodos numéricos, apesar
de haver algumas particularidades inerentes a cada método. No caso do Método dos Elemen-
tos de Contorno (MEC), a particularidade inerente ao método reside na dimensdo fisica do

elemento.

Figura 7.1: Discretizacao do contorno

A dimensao do elemento, no MEC, é n — 1, onde n € a dimensdo do problema, ou
seja, problemas bidimensionais o elemento utilizado é unidimensional, para problemas tridi-
mensionais o elemento € bidimensional. Essa peculiaridade observada pode ser entendida a
partir de sua formulacdo integral que transforma equacdes diferenciais no volume, que gover-
nam um problema especifico no espago 3-D, em equacdes integrais sobre a superficie, ou, para
o caso 2-D, transformando equacdes diferenciais sobre o dominio em equagdes integrais sobre
o contorno. O tratamento do problema utilizando equagdes integrais diminui a uma unidade
a dimensao das equacgdes. Assim, como neste trabalho o modelo numérico formulado € bidi-

mensional, descrevem-se nesta secdo as fungdes de interpolagdo: i) constante, ii) linear e iii)
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quadratica.

Considere, por exemplo, a aproximagdo da geometria de um problema eléstico bidi-
mensional (fig. 7.1). O contorno I' do dominio Q € dividido em E elementos de contorno Iy,
I, ..., I'e. Todos os elementos possuem um ou mais nds. Para o n6 m, do elemento e, o
valor de u € U™ e o valor de p é P"'. A fun¢do de interpolagdo, também chamada de funcdo de
forma, ¢, descreve a distribuicdo espacial dos valores nodais ao longo do elemento. Com M
nds no elemento e, as fungdes aproximadas u{(g) e pf(¢g) podem ser obtidas por interpolacio

dos valores nodais, como:

M
ul =Y U"0u(q) = 01U+ U2 +...+ oy UM

m

Il
_

(7.1

M=

Pp=

1P,i”<z>m(qr) = ¢ P+ P+ + oy PM

m

As equacdes contidas em (7.1) podem ser melhor representadas de forma matricial:

(

Uy
U
u, =101 ¢ ... oOul :
M
\ Ui J
() (7.2)
g
) R
pi=lo 0 .. oul {
M
\ Py )
escrevendo-se de forma mais compacta:
up = [91{Ui}
pi=[01{rd) 73

onde {U;} e {P} sdo vetores coluna de dimensdo Mx1 e [¢] é um vetor linha de dimensdo
1xM. As funcdes de forma mais simples sdo as func¢des de interpolagdo constante e linear, que

possuem 1 e 2 nés por elemento respectivamente.
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7.2.1 Funcao de Interpolacao Constante

Considere o sistema de coordenadas do elemento constante mostrado na figura (7.2).
No elemento constante sé existe um né para cada elemento, os valores de u{(q) e p}(gq) sdo
constantes ao longo do elemento, sendo seu valor dado pelo n6. Isso significaque M =1 e

¢ =1, ou seja:

(7.4)

pi(q)

\ \

} “i(Q) }

| { |

\ 1 . \

| noi |

@, Q
é‘: -1 ; =0 I § =1

I L | L |

2 2 |

Figura 7.2: Sistema de coordenadas do elemento constante

Como mostrado no sistema de coordenadas do elemento (fig. 7.2), o elemento é des-
crito em fungdo de suas coordenadas intrinsecas (£), portanto para a mudanga de coordenadas

basta aplicar a equacio:

r=¢= (1.5)

onde L € o comprimento do elemento.

7.2.2 Funcao de Interpolacao Linear

Considere o sistema de coordenadas do elemento linear mostrado na figura (7.3), dife-
rentemente do elemento constante, esse elemento possui dois nés i e j. Como nesse elemento
existem dois valores nodais, os valores de u{(q) e pf(q) sdo lineares ao longo do elemento,
variando de um valor nodal ao outro. Isso significa que M = 2 e as funcdes de forma ¢; e ¢,

sdo dadas por:
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(7.6)

u;(q) |
\ n Uk2
\
né i |10 j
@ )
E=-1 E=0 T E=1
I L I L |
1 2 2 |
L

Figura 7.3: Sistema de coordenadas do elemento linear

O elemento linear pode se apresentar também como mostrado na figura (7.4). Esse tipo
de elemento € chamado de elemento linear descontinuo. A sua variacdo € linear ao longo do
elemento sendo dada pelos valores nodais nos nds que nao estdo localizados obrigatoriamente

nas extremidades do elemento, mas a uma distancia £ da origem.

P} e
W
[ Ul [

e |
| k uk(q) | Uk2
! n
| |
'nd i ''nod
o J

§=—1 §=0T E=1
I L I L |
2 ! — 2
g g

Figura 7.4: Sistema de coordenadas do elemento linear descontinuo

As fungdes de forma sdo dadas por:

(7.7)
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7.2.3 Funcao de Interpolacao Quadratica

Considere o sistema de coordenadas do elemento quadratico mostrado na figura (7.5),
diferentemente do elemento constante e do linear, esse elemento possui trés nés i, j e k. Como
nesse elemento existem trés valores nodais, as fungdes u{(g) e pj(q) sdo, portanto, fungdes

quadraticas. Isso significa que M = 3 e as funcdes de forma ¢, ¢, e @3, sdo dadas por:

b= H(14+8) - 4(1-8?) (78)

Figura 7.5: Sistema de coordenadas do elemento quadratico

O elemento quadratico, assim como o linear, pode ser também descontinuo, como

apresentado na figura (7.6).

As funcdes de forma sdo dadas por:

p=10+5H-1)1-(%) (7.9)
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Figura 7.6: Sistema de coordenadas do elemento quadratico descontinuo

7.3 Discretizagdo Numérica

Tendo-se definido as funcdes aproximadoras em termo dos diferentes tipos de ele-
mento, considera-se agora como a expressdo (6.11) pode ser discretizada em fungdo desses
elementos. Sendo possivel, assim, determinar um sistema de equagdes lineares com o qual
pode-se calcular todos os valores das incognitas, forca e/ou deslocamento, contidas no con-
torno do problema. Admite-se um contorno bidimensional (fig. 7.7) dividido em N segmentos

de reta ou, assim chamados anteriormente, elementos lineares.

elementos ——n0ds

Figura 7.7: Elementos Lineares

Os valores das incégnitas do problema sdao calculados nos nés e localizadas, para o
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caso do elemento linear, nos extremos do elemento, como mostrado na Figura (7.7). Para o
elemento linear o contorno é dividido em N elementos. Considera-se que os valores de U e
P variam linearmente ao longo de cada elemento (ver fig. 7.8). Levando em consideracdo a
discretizacdo, portanto as consideracdes contidas nas equacoes (7.1),(7.2) e (7.3), a equagdo

(6.11), desconsiderando-se as forcas de corpo, pode ser reescrita como:

M

MZ

E[ M NE
Cii(s)ur(s) = [ P,T/F “7k<574)¢m(4)dFS] - Z
j 1 j j=1

1 |m= J

U/Zn /l" A p?k(sv Q) (pm (Q)drs]

m=1 J
(7.10)

PZ
z
s

U2/

7/
/
7/
2 £ ~p!
//Ul
7/
//
1
Xi

Figura 7.8: Aproximacao Linear

X>

Adotando-se uma aproximacgdo linear tanto para o deslocamento como para a forga,

tem-se:

ue = UL+ ¢U? , pr=¢:1P + ¢ P} (7.11)

Reescrevendo-se novamente a equacao (7.10), tem-se:

NE NE
Cre =Y { /F u?‘k¢)mdl“s] Py [ / p;‘kq)mdrsl Uy (7.12)
; .

j=1 j=1 J

escrevendo-se de forma mais compacta:



53

NE _ NE .
m m
Cun =Y. |G| =Y (AR U (7.13)
= =

onde:

ﬁlrzj:A p}kkqudrs
J

Gl = /F W OmdTs
J

Assumindo-se que a posi¢ao de i varia de 1 até nimero de nés . Entdo quando o né i

estiver sobre o elemento j o termo referente a matriz Cy, serd somado:

‘ Hy!, i
Hy =3 " T (7.14)
H;, "+ Cy, 1=

A equagdo (7.13), com as consideragdes contidas em (7.14), pode ser reescrita de forma

matricial como:

[H]{U} =[G]{P} (7.15)

Com i variando de 1 até o numero de nds e j variando de 1 até o nimero de elemen-
tos. No caso de elemento com aproximacao linear o nimero de nds € o dobro do nimero de
elementos, assim as matrizes [H] e [G] sdo matrizes 2N x 2N onde N é o nimero total de nds
e os vetores U e P sdo de tamanho 2N. Note que 2N; valores de u e 2N, valores de P sdo co-
nhecidos (condi¢des de contorno prescritas) em I'; e I', respectivamente. Portanto, ha no total
2N incdgnitas no sistema de equacgdes (7.15). Para introduzir essas condi¢des de contorno no
sistema de equagdes (7.15), é possivel rearranjar o sistema movendo as colunas de [H] e [G] de
um lado para o outro, fazendo com que as incdgnitas fiquem todas do lado esquerdo do sistema,

assim pode-se escrever:

[A{X}={F} (7.16)

onde X € o vetor dos valores de contorno de u e p desconhecido . F € o vetor resultante
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2N, valores de p conhecidos
2N, valores de u desconhecidos

a

Iy
2N; valores de u conhecidos
2N valores de p desconhecidos

N=N{+N,

/

Figura 7.9: Incognitas do problema eléstico

da multiplica¢do das matrizes [H] e [G] com o vetor com os valores de contorno u e p prescritos.
ApOs a solucdo do sistema e conhecido todos os valores de u e p sobre o contorno € possivel
calcular em qualquer ponto interno do dominio Q os valores de deslocamento e de tensdes
internas. Os valores de u sdo calculados nos pontos internos, como mostrado anteriormente,

usando a equacao (7.18). O mesmo acontece para o cdlculo das tensoes.

A equacdo (7.18) € a equacdo do deslocamento para pontos internos (u'). Apds a
resolugdo do sistema (7.16) todos os valores de u € p no contorno sdao conhecidos. Como 0s
pontos se encontram dentro do dominio as integrais mudam, conseqiientemente € necessario o

cdlulo das matrizes [H] e [G] determinadas agora para os pontos internos.

A identidade Somigliana (eq. 6.4) permite o cdlculo do deslocamento em qualquer
ponto interno em relacdo aos esforcos e deslocamentos do contorno. Considerando-se nova-
mente a representacao integral, como mostrado anteriormente, pode-se apresentar a equagao

COmo.:

u":jVZEI U u (pdl"} {pi) - Z [/rjp*(pdl"} {uj}-l-s:i{/gxu*bdg} (7.17)

onde I'; corresponde a superficie do elemento j e i € agora um ponto interno. ¢ € a fungado apro-
ximadora adotada na formulagdo numérica. Assim, os deslocamentos para os pontos internos

em termos de deslocamento nodal pode ser escrito na forma:

= R[] 1) £ (1] () + X 1 1)

J=1
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—ij =—ij . . . 5
onde os termos de G e H" sdo calculados a partir de integrais sobre os elementos em relagdo ao

no i. Essas integrais podem ser calculadas facilmente usando métodos de integragdo numérica.

7.4 Integracao de Gauss

A integracdo de Gauss é um método de integracao numérica amplamente utilizada no
Método dos Elementos de Contorno e possui um papel importante em sua formulacdo como

serd demonstrado no préoximo item deste capitulo.

Tomando-se como base as propriedades do método de Gauss no tratamento numérico

para calculo das integrais, pode-se aproximar a integral / por um somatdrio, isto é:

+1

N
1= [ 7(&ag~ Y Wi (&) (7.19)

“ i=1
onde W; sdo os chamados pesos de Gauss e &; as coordenadas intrinseca dos pontos de integragio.
O método de Gauss permite utilizar um numero varidvel de pontos de integragdo permitindo,
dessa maneira, um resultado numérico mais preciso para a integral /. Neste método, a fun¢do a

ser integrada € substituida por uma func¢do polinomial do tipo:

f(&)=ap+ai& +al*+...+ayE? (7.20)

onde os coeficientes sdo ajustados de forma a se aproximar da melhor forma da funcdo original.
Determinam-se o nimero e a localiza¢cao dos pontos de Gauss e os pesos. O numero de pontos
de Gauss cresce a medida que o grau polinomial p também cresce. A tabela 7.1 apresenta o
nimero de pontos de Gauss N necessdrio para integrar um polindmio de grau p até p =5. A
localizacdo dos pontos de Gauss e respectivos pesos sdo dados na tabela 7.2 para até trés pontos

de Gauss.

Tabela 7.1: Pontos de Gauss e grau do polindomio

No de pontos de Gauss N | Grau do polindmio p
1 1 (linear)
2 3 (cubico)
3 5

Aplicando-se uma integragdo numérica sobre elementos bidimensionais, entdo apare-

cerd um somatoério duplo:
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Tabela 7.2: Coordenadas dos pontos de Gauss € pesos

N Gi Wi

1 0,0 2,0

2 0,57735; -0,57735 1,0; 1,0

3 | 0,77459; 0,0; -0,77459 | 0,55555; 0,88888; 0,55555

+1+1

= [ [ r&magan= ZZWWf &) o)
—1-—1

i=1j=

Os pontos de integracao de Gauss para um elemento bidimensional sdo localizados no

elemento como mostrado na figura (7.10). O nimero de pontos de Gauss determina a ordem de

sua integracao.

1 S
§=-5 £=1
Figura 7.10: Pontos de integracdo de Gauss para elementos bidimensionais

7.5 Processos de Integracao

As integrais podem ser calculadas usando féormulas de integracio numérica como a
regra de quadratura de Gauss demonstrada anteriormente. Substituindo-se as solucdes funda-
mentais uj; (eq. 5.52 ou eq. 5.53) e pj; (eq. 5.55 ou eq. 5.56) nas integrais contidas em (7.13),
respeitando, entretanto, a mudanca de coordenadas (eq. 7.5), pode-se escrever as equagdes que

representam o cdlculo dos termos das matrizes H,” e G’ para i # j:
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i L [S(1]9
Hy! = 8m(1 - V) 7;1 {? {8_; [(1=2V) &+ 2rri] + (1 =2v) (mr i — n"r’l)l WT%} (722
mj Lj v 1
le = m Tg’] { |:(3 — 4V)ll’l (;) 6[k + r71r’k:| WT¢m} (723)

onde L; € o comprimento do elemento j, r o raio entre o ponto i e o ponto de Gauss 7', formado
dentro do elemento; Wr € o peso de Gauss e NG € o nimero de Gauss considerado na integracao.

Considera-se que o sistema local de referéncia localiza-se no meio do elemento (ver fig. 7.11).

ol £
—_

& elemento j

pontos de Gauss

S
ponto i

Figura 7.11: Pontos de Gauss sobre o elemento

Quando, o ponto de colocagdo, i estiver sobre o elemento j aparecerd uma singulari-
dade. Essa singularidade pode ser eliminada transladando-se o ponto fonte s na mesma direcao
do vetor normal ao elemento, sendo integrado numericamente ou resolvendo a integral analiti-
camente como feito por (Wutzow, 2003), que determinou as expressoes analiticas das integrais
para o elemento linear quando o ponto fonte s estiver sobre o elemento. Tais expressoes levam
em consideracao trés casos distintos: i) quando o ponto fonte s coincidir com o primeiro n6 do
elemento a ser integrado, ii) quando o ponto fonte s coincidir com o segundo n6 do elemento a
ser integrado e iii) quando o ponto fonte estiver em algum ponto intermediério aos dois nés do

elemento.

7.6 Tensdes no Contorno

As tensdes no contorno podem ser calculadas de duas maneiras: i) escrevendo a equacao

integral correspondente; ii) utilizando diferencas finitas para determinar as deformacdes na
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direcdo do contorno. No primeiro caso € necessdrio cuidados especiais na aproximagao dos
deslocamentos, pois terdo que ser continuos e com primeira derivada continua nos nés. Pela
segunda alternativa se conhece a priori duas componentes de tensdo: a normal e a tangencial
ao contorno. Falta portanto apenas uma que € a tensdo normal paralela ao contorno. Utiliza-se

portanto diferencas finitas locais para o cdlculo da deformacao na direcdo paralela ao contorno.

Portanto, nesse caso se conhecem as componentes: o5 e Tgy, NO sistema de coordenados

locais do elemento que sdo obtidas diretamente através das forcas de superficie (ver fig. 7.12(a)).

o =P, 5 =5 (7.24)

J
U5
i 7/
O3 Xy
(a) Tensdes oz € Tg (b) Deformacao de &;

Figura 7.12: Tensdes no contorno

Para determinar as tensdes no contorno no sistema de referéncia local é necessario
multiplicar as forcas de superficie, que estdo no sistema de referéncia global, pela matriz de

rotacdo [R| transposta.

O3 Pf Px
= = [R]" (7.25)
Ty P)A, P,

A tenséo Oy, para o estado plano de deformagéo, € dado por:

O =
S

(voz+2Gsy) (7.26)

A deformag@o de & pode ser calculado por diferengas finitas, assim:
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&= —— (7.27)

Para voltar ao sistema de referéncia global basta multiplicar pela inversa da matriz de

rotacdo, sendo dados por:

{c}=[R]""{o} (7.28)
onde: ) )
cos*a —2cosaseno. 1 —cos*a
[R]_l = | cosasena  cos*o— 1 —cososenol (7.29)
| 1- cos*a 2cosQsena cos*a ]

7.7 Subelementacao

A subelementacdo divide um mesmo elemento em diversas partes menores, chama-
dos de subelementos. Uma recomendagdo interessante é garantir que o comprimento (d) do
subelemento ndo seja maior que a metade da distancia do ponte fonte s ao ponto médio do su-
belemento. Admitindo-se que comprimento do subelemento seja duas vezes a distincia entre o
ponto fonte e o ponto médio do subelemento, tem-se um triangulo isésceles, como estd ilustrado

na Fig. 7.13.

A expressdo que permite o cdlculo de d, que da origem a subdivisdo do elemento, é

dada por:

1 R

d=
n2coso

(7.30)

onde foi introduzida uma constante de subdivisdo do elemento, n, a ser escolhida de acordo
com a precisdo desejada. A expressdo acima € aplicada quando o angulo entre o elemento e
a dire¢do do raio Ry, tomado no inicio do subelemento até o ponto fonte, for menor que 60°,
portanto d é dado por:

Ro
2cosat?
d= (7.31)

%Ro, se 2cosa <1

se 2coso > 1

1
n
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elemento j

L* comprimento do subelemento ‘

Figura 7.13: Desenho esquematico do processo de subelementagcao

E possivel verificar regularidade nos resultados dos pontos internos localizados muito
préximos do contorno, onde a singularidade € maior, implementando a subelementacdo. Essa
verificacao foi observada nos exemplos onde foi implementado a subelementa¢do em um pro-

blema potencial.

7.8 Técnica da Sub-regido

Em alguns casos o dominio da regido do problema em estudo pode ser composto por
multiregides, cada uma definida pelas suas caracterisiticas eldsticas. Nestes casos, o sélido deve
ser analisado separando o dominio em sub-regides com caracterisiticas especificas. O método
dos elememntos de contorno € entdo aplicado em cada sub-regido como se fossem independen-
tes umas das outras. O conjunto de equagdes finais do sistema global pode, portanto, ser obtida
por acoplamento do conjunto de equagdes respeitando-se a compatibilidade de deslocamentos

e equilibrio de for¢as nos pontos das interfaces entre sub-regides.

Considere o problema, com diferentes regides, apresentado na figura (7.14) onde &'
s3o as sub-regides, I parte externa do contorno da sub-regido Q/, I'”/ ¢ a interfase entre as sub-
regides Q' e Q/; ', p' sdo os deslocamentos nodais e forcas de superficie nos nés do contorno
I" da sub-regido &, e finalmente u'/, p'/ sdo os deslocamentos nodais e forgas de superficie nos

n6s do contorno I'V da sub-regido Q;.
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Ql ANE

,Q3

g
o
W

12 2

Figura 7.14: Sub-regides

O problema apresentado contém trés zonas de diferentes caracteristicas tratados, dessa
forma, como sub-regides. Um dominio bidimensional foi apresentado por simplicidade; en-
tretanto, o procedimento aplica-se tanto para caso bidimensional como para o tridimensional.
Na sub-regido Q! defini-se, através do Método dos Elementos de Contorno, as matrizes H' e
G' que estdo respectivamente relacionadas as condi¢des de contorno u' e p'; da mesma forma
definimos também as matrizes H'/ e G'/ que estdo respectivamente relacionadas as condigdes

de contorno u" e p".

Trabalhando-se com as equacdes do Método dos Elementos de Contorno de forma
matricial (eq. 7.15), pode-se, primeiramente, encontrar o sistema de equagdes para as trés sub-

regides separadamente. Assim, para a sub-regidio Q! tem-se:

U! P!

[Hl HIZ H13} U12 — [Gl GIZ GB} P12
(7.32)

U13 P13

Para sub-regido Q2 o sistema é mais simples:
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(2] { U2 }: [G?] {le }

(7.33)

Finalmente, para sub-regido Q> tem-se:

U’ P’
H3 H31 — 3 31
[ ) { Ut } Lol { p3! } (7.34)

As condig¢des de equilibrio de forgas de superficie e compatibilidade dos deslocamen-

tos, nos elementos de contorno sobre a interface (I'/), que devem ser respeitadas, sdo:

U2 — U21, U3 — 3l (7.35)

pi2—_p2  pl3__p3l (7.36)

Trabalhando-se com equagdo (7.33):

(2] { U2 }_ [G21] {P21 }:0

(7.37)
substituindo-se U2 = U2 ¢ P2! = — P12 tem-se:
(2] { U2 }+ (G?] { pl2 } —0
(7.38)
assim:
12
[HZI G21] Y =0
p12 (7.39)

Trabalhando-se com a equacao (7.34):

) { v e w1 {or}- @ ()= @ {7

(7.40)
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substituindo-se U3! = U3 ¢ P31 = — P13 tem-se:

[H3] { U3 }+ [H31] { U3 }+ [G*] { pI3 }: %) {P3 }

(7.41)
assim:
U3
[H3 H3 1 G3 1 ] U 13 =0
(7.42)
P13

Utilizando-se as equagdes (7.32), (7.39) e (7.40) € possivel obter um conjunto de

equacgoes finais por acoplamento, ou seja:

1
gl 0 H?2 _Gg2 g3 _gB v e
U3
U12 Pl
0 0 H G* o0 0 =/ 0 0 (7.43)
P12 P3
U13
0 H> 0 o H' G 0 G
L _ P13 L i
\ Vs
O sistema pode ser reescrito como:
[H]"{U}" = [G]"{P}" (7.44)

Aplicando-se as condigdes de contorno (ou seja, sobre a superficie externa I'! e I'?), é
possivel rearranjar o sistema de equagdes movendo as colunas de [H]" e [G]" de um lado para
o outro, fazendo com que as incégnitas do problema fiquem todas do lado esquerdo do sistema,

ou seja:

A {X} = {F}" (7.45)

onde {X}"* é o vetor que contém os valores de contorno u e p desconhecidos que estdo sobre

a superficie externa do problema, assim como sobre a superficies de interfase. {F}" é o vetor
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resultante da multiplicagdo da matriz [G]* e o vetor dos valores de contorno u e p prescritos

sobre a superficie externa I'! e .

Ap6s a solugdo do sistema global e conhecido todos os valores de u e p sobre o con-
torno do problema é possivel calcular em qualquer ponto interno do dominio Q' os valores de

deslocamento e tensdes internas.
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8 Técnica de Modelagem de Inclusao e Enrijecedores

8.1 Introducao

Nesta capitulo sdo apresentadas as equagdes integrais, bem como a formulacao numérica,
da técnica de modelagem de inclusdo e enrijecedores. Essa técnica foi implementada tendo
como objetivo a sua utilizagdo como uma outra op¢ao, além do modelo de sub-regides, na mo-

delagem bidimensional dos elementos estruturais de suporte, entre eles o tirante.

(a) Tineis perfeitamente (b) Tuneis atirantados
circulares

Figura 8.1: Tipos de tuneis

O modelo a ser apresentado leva em consideracio a determinagdo das for¢as normais
na estrutura a ser modelada, portanto considera as pecas lineares sem rigidez a flexdo. O caso
completo com a possibilidade de determinar momentos fletores ndo foi implementada. O mo-
delo implementado no programa, contempla apenas os problemas onde ha somente esforcos
normais, como € caso dos tuneis perfeitamente circulares e/ou atirantados. Apesar de nao ter
sido implementado no programa o modelo completo, sdo apresentados, neste capitulo os dois

casos, considerando: i) for¢as normais; ii) for¢as normais e momentos fletores.
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8.2 Equagdo integral dos deslocamentos para pontos dentro do
dominio e para pontos no contorno

Considere um dominio isotrépico Q e contorno I" enrijecido por um dominio interno
Q. e contorno I',. Admitindo-se haver um carregamento conhecido. Utilizando-se o teorema
da reciprocidade (eq. 5.58) e admitindo-se a presenca de esfor¢os iniciais devido a presenca do

enrijecedor. A reciprocidade de Betti pode agora ser escrita como:

/ch}kejkdﬂz/Qe;‘jk(cijrGﬁ{)dQ (8.1)

ou seja:

Ot dQ:/ €50 dQ+/ er,00d0, 8.2
/Q ijk<jk o ijk© jk Q, ijk™ jk (8.2)

onde Gﬁ( € o campo de tensdes “danificado”, gerado devido a presenca do enrijecedor. Reescrevendo-

se a equacao (8.2) em func¢ao dos deslocamentos e integrando-se por partes, chega-se a equagao:

Aaijkujnkdl“—/gcijhkujdﬂ:/Fu?‘jajknkdl“—/Qu?‘jcjk,deJr/Q slf;kaﬁdﬂe (8.3)

usando-se Cauchy, ou seja, P, = 0;;1;, entdo:

* * * * * D
/Fpij”jdr_/gcijk,kujdg:/r”ijpjdr_/guijajhkdg"‘/gg & 0xdQe  (8.4)

utilizando-se as relagdes de equilibrio, onde 0y = —b; € O;jx k = —b;j, tem-se:

Levando-se em consideragdo uma forca de corpo b?‘j correspondente a uma forca unitaria

aplicada em um dominio infinito, representado a distribui¢do delta de Dirac,
b;; = A(Q —5)§;

para o segundo termo da equagdo (8.5) sabendo-se que 0;ju; = u;, tem-se:
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ui(s), seQ

1 dQ = [y A(Q— 8)udQ =
Jo bijujdQ = [o A(Q —s)uid { 0 ¢ 56

Assim, a equagdo do deslocamento u;(s) para pontos dentro do dominio, ou seja, s € Q,

¢ dado por:

u(s) == [ i@+ [ ui(sa)pi@)dl+ [ uisls.a)b )@+ | eipofdo

Desconsiderando-se as forcas de corpo, e integrando-se por partes o ultimo termo da equagao,

ela pode ser reescrita como:

u(s) = [ pijls.aui(@dT + [ uiis.q)pila)ar+ [ wzohml.~ [ uiol ac,

o ultimo termo, |, Q, u;-"j 0']1.?(_ «d€2,, refere-se ao dano provocado pelo enrijecedor dentro do dominio
Q.. Devido a diferenca de rigidez entre as regides e por conta do enrijecedor possuir um com-
portamento eléstico Gﬁc ¢ = 0. Assim, finalmente a equagdo integral dos deslocamentos, para

pontos no interior do dominio, é dado por:

u(s) == [ pists.0u@ar+ [ ap@dr+ [ wgolhmar. 6D

Da mesma forma, a equacdo integral dos deslocamentos para pontos no contorno, se-
guindo o mesmo procedimento das integrais limite descritas anteriormente na se¢do 6.3, é dado

por:

Clhus(s) == [ pists.lus@ar + [[u(s.a)ps(@ar+ [ wiolmare  88)

onde C;; € uma matriz onde os valores de suas componentes sdo definidas a partir das carac-

teristicas da superficie de contorno (ver secao 6.3).
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8.3 Equacao integral da tensdao no dominio do enrijecedor

Para que as equagdes de deslocamento possam ser resolvidas € necessdria a determinagao
da equacao integral da tensdo no dominio do enrijecedor. Para tanto, a equacdo integral da
tensdo no dominio do enrijecedor pode ser obtida derivando-se a equacdo integral para os des-
locamentos em pontos internos e substituindo-se a deformacdo na equagao tensdo-deformacgao
através do mesmo procedimento realizado para o cdlculo das equacdes integrais de desloca-

mento e tensdo para os pontos internos. Assim, chega-se a equagao:

Simplificando-se, o esfor¢o na direcao longitudinal s do enrijecedor, pode-se reescrever a equagao
(8.9):

Gy = — /F §* udl + /F DYy prdT+ /r D! oLn,dT, (8.10)

kt kt °

onde D € o componente de dano (ou flexibilidade) contido no material eldstico que constitui o

enrijecedor.

8.4 Equacodes algébricas

As equagdes algébricas estao ligadas a forma de aproximac¢ao adotada na consideragao
do esforco para a tensdo (Os). Neste trabalho apresentam-se duas aproximacoes para a tensao
longitudinal: 1) considerando a acdo do esfor¢o normal e ii) considerando a a¢do do esforco

normal e momento.

8.4.1 Considerando a acao do esforco normal

Aproximando-se a tensdo longitudinal do enrijecedor a partir do esforco normal, tem-

Se:

Oy = — (8.12)
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onde A, é a drea transversal ao eixo do enrijecedor. A equacgdo do deslocamento (eq. 8.8),
levando em consideragao apenas o esfor¢o normal no enrijecedor e incorporando a componente

de dano (eq. 8.11), é dado por:

Cij( ) ]( ) /pl_](s q)uj dr+/ l] S q pj dr+/ ul]D nkdr (813)

e algebricamente em forma de matriz, tem-se:
[H|{U} = [G]{P}+[A]{N} (8.14)

A equacdo integral da for¢a normal, para aproximacdo adotada é dada por:

N
Ns:Ae{ /Ssskude+/Dsskpde—|—/ D; kD ntdl“ } (8.15)
e algebricamente em forma de matriz, tem-se:
[N] = = [SIH{U} + [DI{P} + [A"]{N} (8.16)

[N] é o vetor que contém os esfor¢cos normais ao longo do eixo longitudinal s do enrijecedor.
Efetuando-se as mudancgas de coluna referente aos pontos de contorno obtém-se, juntamente

com as equacgao das forcas normais, o seguinte sistema:
[A{X} = {F} +[A]{N} (8.17)
NI+ [AT{X} = {F*} + [AT]{N} (8.18)
resultando no seguinte sistema matricial final:

A -2 X F
- (8.19)
A T N F*

Resolvendo-se o sistema de equagdes lineares determinam-se os deslocamentos e forcas
de superficie do problema, contidas no contorno do problema, bem como os esfor¢os normais

na dire¢do longitudinal s do enrijecedor.
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8.4.2 Considerando a acao do esforco normal e momento

Aproximando-se a tensdo longitudinal do enrijecedor a acdo do esfor¢o normal e mo-

mento, tem-se:

NS MSS
Oy = —
SS Ae + Ie

onde I, ¢ o momento de inércia e y a distancia transversal do eixo do enrijecedor ao ponto a

y (8.20)

ser integrado. A equagdo do deslocamento, levando-se em consideracdao o esfor¢o normal e

momento agindo sobre o enrijecedor, € dado por:

C5)us(s) = = [ (s yusa)ar+ [t )psla)dr+ [ wpimaris [ DT ymar
(821)

e algebricamente em forma de matriz, tem-se:
[H]{U} = [G]{P}+ [A]{N} + [y]{M} (8.22)

A equagdo normal, para aproximag¢do adotada € dada por:

. M
{ / S* ukdl + / D, prdl + / DSSkD n,dl"e+ /F DsskD—IssyntdFe} (8.23)
e e

e algebricamente em forma de matriz, tem-se:

[N] = = [S{U} + [DI{P} + [A"]{N} + [y ] {M} (8.24)

A equacgdo do momento pode ser obtida através da curvatura, ou seja:

dug

My =FEl,——
5 ¢ 9x,0x,

(8.25)

assim:

N, . M
Mg =EI, { / Stttk dl + / D prdl + / DmkD ntdl“e+ /F DssskDI—”yntdFe}
‘ (8:26)

e algebricamente em forma de matriz, tem-se:

[M] = = [STHU} + [D']{P} + AN} + [y ] {M} (8.27)
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onde [N] e [M] sdo os vetores que contém os esforcos normais e momentos fletores ao longo
do eixo longitudinal s do enrijecedor. Fazendo as mudangas de coluna referente aos pontos
de contorno, juntamente com as equagdes de esfor¢co normal e momento, obtém-se o seguinte

sistema:

[AJ{X} = {F} + [A[{N} + [w]{M} (8.28)
[N+ [AT]{X} = {F"} + AN} + [y {M} (8.29)
[M]+[A7]{X} = {F7}+ AN} + [y ] {M} (8.30)

resultando no sistema matricial final:

B N ( ) ( )

A=A -y X F
AY T —y N p=4{ F* (8.31)
i A** A{** I_ll/** ] \ M ) \ F** )

Resolvendo-se o sistema de equacdes lineares determinam-se os deslocamentos e forcas
contidas no contorno do problema, bem como os esfor¢os normais € momentos na direcao lon-

gitudinal s do enrijecedor.
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9 Exemplos de Validacao

9.1 Introdugdo

superficie
%‘

E=31.62 x 10 kPa
o - v=0.25 s :
ol - 4=29.41 kN/m
-8 k=1

:q"

Figura 9.1: Ttnel em rocha

O objetivo deste capitulo €, através de exemplos, validar o modelo numérico bidimensi-
onal, aplicado a andlise de problemas de tuneis, implementado; verificando: 1) a potencialidade
do modelo para anélise bidimensional de tineis sem suporte e ii) a validagdo do modelo de

sub-regido para andlise bidimensional de tineis com suporte.
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* Nos no contorno

+ Pontos internos- - ° .

(a) Discretizag¢do no contorno e localiza¢do dos pontos internos

27 elementos 10 elementos 7 elementos

(b) Discretizag¢do implementada

Figura 9.2: Discretizagdo

9.2 Determinacdo dos estados deformacao/tensao em um tunel
circular - sem pressao interna

Esta aplicac@o consiste em verificar as potencialidades do Método dos Elementos de
Contorno no estudo dos estados deformacao e tensao gerado em um macico rochoso provocado
pela escavacdao de um tinel sem suporte. O tinel que possui um diametro de 8m e estd a uma
profundidade de 2000m. O macigo rochoso € considerado ter comportamento eléstico, linear e
coeficiente de empuxo em repouso k = 1,0 na situacio (i) e k = 0,5 na situagdo (i1). O peso
especifico (A) darocha é de 29,41kN/ m> o médulo de elasticidade E = 31,62GPa e coeficiente

de Poisson € assumido 0,25 (ver fig. 9.1).
As hipéteses admitidas para este problema sao:

1. O tunel € considerado circular e profundo, ou seja, o estado originario de tensdes €

mesmo para todos os pontos localizados na periferia do tinel;
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2. O problema se caracteriza como estado plano de deformacao;

3. O descarregamento € aplicada de modo uniforme sobre o contorno do tiinel;

k o 1 O Analitico
) = MEC-27
160000 ; % MEC-10
s * MEC-7
X
120000 o
NA \
2 §\§
22 ¥
S 80000 4 2N
xg * ? %; 60
= gy
° R . e
M
¥ B
40000 ~ = Oy
-
=
X/
%/
0 o
i T T T T T T T T T T T T T T T T T T 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
r(m)
(a) Tensao radial e tangencial
Analitico
k - 170 n  MEC-27
MEC-10
* *  MEC-7
25
X
2,0 ¢
o 154 z\y
c B \E\\Eog /Oy
¥
104 FER Eww g
: ke [PRTIR RS E
S
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></
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T T T T
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dir

(b) Tensao radial e tangencial parametrizado

Figura 9.3: Tensoes

4. As deformacdes plasticas sdo consideradas pequenas, portanto foram desprezadas;

5. O macigo € considerado continuo, isétropo, homogéneo e possui comportamento

elastico-linear.

O problema foi resolvido usando trés malhas de elementos de contorno que contém 27,
10 e 7 elementos lineares ao longo de todo o perimetro do tinel. Os resultados encontrados fo-
ram comparados com os resultados analiticos obtidos a partir das equacdes de Kirsch (KIRSCH,

1898), para tanto foram analisados as tensdes radiais e tangenciais, bem como os deslocamentos
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radiais nos pontos internos localizados ao longo do eixo positivo x (ver fig. 9.2(a)).

Trés tipos de discretizagdo foram implementadas: uma simétrica e duas nao-simétricas.
Foram escolhidos com objetivo de avaliar os resultados das tensdes sobre o contorno, ou seja, no
caso das malhas ndo simétricas esse valor sobre o contorno € obtido através da tensdo calculada
sobre o elemento que intercepta o ponto x =4 e y = 0, enquanto que no caso da malha simétrica
o valor de contorno calculado é determinado sobre o valor obtido no né que por consequéncia

da simetria se encontra no pontox =4 ey =0.

—— Analitico

k=1,0 = MEC-27

_ x  MEC-10

* MEC-7
0,008
g i
=

0,004 ]

Figura 9.4: Deslocamento radial

Os resultados das tensdes e deslocamento radial calculados nos pontos internos, para
o caso k = 1,0, encontram-se nas fig. 9.3(a), fig. 9.3(b) e fig. 9.4. No gréfico sdao apresentados
os resultados analiticos de tens@o e deslocamento radial, obtidos a partir de (KIRSCH, 1898),
plotados conjuntamente com os resultados numéricos encontrados usando uma discretizag¢ao do
contorno com 27 elementos, denominado MEC27; com 10 elementos, denominado MEC10; e

finalmente com 7 elementos, denominado MEC7.

Na fig. 9.3(b) sdo apresentados os resultados de tensdo radial (o,) e circunferencial
(tangencial) (0g) parametrizados em relacao a tensao provocada pelo campo de tensoes iniciais
do macig¢o (0,). O comportamento desse grafico é bem definido na mecanica das rochas. A

tensdo radial, o,, sobre a parede do tdnel, ou seja, em d/r = 1, € igual a zero. Quando a
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Figura 9.5: Tensao radial e tangencial

distancia d, em relag@o a parede do tunel, tende ao infinito o valor da tensiao o, tende a tensdao

provocada pelo campo de tensdes iniciais do maci¢o ¢,. Em contrapartida a tensdo tangencial,

Oy, sobre a parede do tinel € igual a 26,. Quando d tende ao infinito oy tende a G,,.

Os resultados das tensoes e dos deslocamentos radiais calculados nos pontos internos,

agora para o caso k = 0,5, encontram-se nas fig. 9.5, fig. 9.6 e fig. 9.7. No grafico sdo apresenta-

radial.

dos, da mesma forma como no caso k = 1,0, os resultados analiticos de tensao e deslocamento
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9.3 Determinagdo dos estados deformacgao/tensao em um tunel
circular - com pressao interna

Este estudo consiste em verificar a aplicacio do método dos elementos de contorno
no problema de estados de deformacao e tensao gerado em um maci¢o rochoso com suporte,
provocados pela aplicacdo de uma pressdo interna sobre um tunel ja escavado, admitindo-se o

suporte como sendo uma sub-regido. O tinel, com revestimento, possui um didmetro de 4, 60m.

O revestimento € de concreto, com mddulo de elasticidade E = 25,70GPa e coeficiente

de Poisson 0,15, sendo nele aplicada uma pressio radial e constante de p = 1000kN /m?. A



espessura do revestimento € de 0,30m.

Figura 9.8: Discretizacao - MEC20
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Figura 9.9: Discretizacdo - MEC40

(b) sub-regido 2

(b) sub-regido 2
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O macico rochoso € considerado ter comportamento eldstico-linear, com maédulo de

elasticidade E = 12,85GPa e coeficiente de Poisson 0,20 (ver fig. 9.10).

O problema foi resolvido usando duas malhas de elementos de contorno contendo 20

e 40 elementos lineares (tomando como referéncia a sub-regido 2) ao longo de todo o perimetro

do tinel. Os resultados encontrados foram comparados com os resultados analiticos obtidos
a partir da teoria da elasticidade (TIMOSHENKO; GOODIER, 1980), lembrando que tanto o

revestimento do concreto como a rocha possuem comportamento eldstico-linear. Foram anali-

sadas as tensoes radiais (ver Tab. 9.1) e deslocamentos radiais (ver Tab. 9.2) nos pontos internos

indicados na fig. 9.10.
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Figura 9.10: Tunel com pressao interna

Os resultados mostram:

- um decréscimo da forca aplicada sobre a superficie do tinel devido a pressao radial

interna p = 1000kN / m?2, tendendo a zero em um ponto distante do tinel;

- apesar do revestimento de concreto ser considerado esbelto (espessura de 0,30m)
os resultados para tensdo mostram-se muito proximos do resultado analitico, gerando um erro
de menos de 3%, no ponto interno 7, tanto para a discretizagao com 40 elementos como a

discretizacdo com 20 elementos;

- os resultados em relagcdo ao deslocamento (ponto 7), quando comparados com o re-
sultado analitico, indicam um erro de menos de 1% para a discretizagdo com 40 elementos e

menos de 2,5% para a discretizagdo com 20 elementos;.

- a discretizagdo com 20 elementos, apesar de possuir um nimero pequeno de elemen-
tos, apresentam resultados satisfatorios para um anélise de esforcos e deslocamentos para um

problema de mesma natureza;

- os resultados numéricos quando comparados com os resultados analiticos mostram a

acurdcia do método validando a implementa¢do da sub-regido;



Tabela 9.1: Tensao radial - tiinel com pressdo interna

ponto | solucdo teérica | MEC20 | MEC40
1 1000 913 978
2 656 642 651
3 291 284 289
4 217 212 215
5 96 94 96
6 54 53 54
7 35 34 34

Tabela 9.2: Deslocamento radial 10~*m - tiinel com pressio interna

ponto | solucdo tedrica | MEC20 | MEC40
1 1,533 1,528 1,530
2 1,409 1,399 1,404
3 0,939 0,917 0,932
4 0,810 0,791 0,804
5 0,540 0,527 0,536
6 0,405 0,396 0,402
7 0,324 0,316 0,322
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9.4 Determinacdo dos estados deformacao/tensao em um tunel
circular - com suporte

Esse estudo consiste em verificar a aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno
no estudo dos estados de deformacdo e tensao em um macico rochoso com suporte, provocado
pela aplicacdo de uma pressao sobre o suporte que foi obtida a partir do campo de tensdes

iniciais do maci¢o, admitindo-se o suporte como sendo uma sub-regido.

Esse estudo abre caminho para o inicio da andlise tridimensional das acdes de deformacgao

e tensdo a partir de modelos bidimensionais, que sera mais detalhado posteriormente.

O tunel, com revestimento, possui um didmetro de 4,60m e esta a uma profundidade de
340m da superficie. O revestimento € de concreto com mdédulo de elasticidade E = 25,70GPa
e coeficiente de Poisson 0,15. O macico rochoso é considerado ter comportamento isotrépico
elastico-linear, com modulo de elasticidade £ = 31,62GPa e coeficiente de Poisson 0,25 (ver

fig. 9.11). O peso especifico (7) da rocha é de 29,41kN /m> .

O problema foi resolvido usando duas malhas de elementos de contorno que contém
20 e 40 elementos lineares ao longo de todo o perimetro do tinel. Como validacao da técnica de

sub-regido implementada no programa, primeiramente foi feito uma simulagcdo desse problema
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superficie

.. E=31.62x10kPa:
- v=0.25 ;
C oo ¥=29.41 kKN/m
c=ko

Figura 9.11: Tunel em macico rochoso com suporte

considerando o médulo de elasticidade do concreto préximo de zero (E = 1) e seus resultados
comparados com os resultados das tensdes e dos deslocamentos nos pontos internos calculados

considerando o tunel sem o revestimento.

Nos dois casos, tinel sem suporte e tinel com suporte de concreto com mddulo de
elasticidade proximo de zero (E = 1), os resultados dos deslocamentos e tensdes nos pontos
internos devem ser os mesmos. Os resultados encontrados para a situacao 1 (sem suporte) e
para a situacdo 2 (com suporte, £ = 1) foram obtidos numericamente utilizando uma malha
com 20 elementos (MEC20). As localiza¢des dos pontos internos sao 0s mesmos mostrados no

problema anterior.

Os resultados encontrados estdo em total acordo com a solug@o analitica obtida através
das equagodes de Kirsch. Os valores encontrados entre as solu¢des obtidas sem suporte (situacdao
1) e com suporte (situagdo 2) foram os mesmo tanto para os deslocamentos como para as

tensoes, apresentando dessa forma a validade da técnica de sub-regido implementada.
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Figura 9.12: Discretizagdo

Tabela 9.3: Deslocamento radial 10~%m

ponto | situacdo 1 | situac@o 2 | analitico

1 - - -

2 9,068 9,068 9,092
3 5,931 5,931 6,062
4 5,116 5,116 5,228
5 3,41 3,41 3,485
6 2,558 2,558 2,614
7 2,046 2,046 2,091

Foi realizado também uma simulagao desse problema considerando o médulo de elas-
ticidade do concreto infinitamente rigido. Os resultados dos deslocamentos nos pontos internos
devem ser, para esse caso, nulos (proximo de zero) e as tensdes sobre o macico devem permane-
cer inalterados. Os resultados encontrados foram obtidos numericamente utilizando uma malha
com 20 elementos (MEC20). As localiza¢des dos pontos internos sao os mesmos mostrados no

problema anterior.

Os resultados encontrados estdo em total acordo com a solucdo antes prevista. Uma
vez que o suporte é considerado infinitamente rigido os deslocamentos provocados pela a¢ao do
macic¢o sobre o suporte € aproximadamente zero e o campo de tensdes no macico permanecem

praticamente inalterados.
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Tabela 9.4: Tensdo radial kN /m?

ponto | situagdo 1 | situagdo 2 | analitico

1 _ _ -

2 651 651 0

3 5649 5649 5555
4 6765 6765 6693
5 8562 8562 8530
6 9191 9191 9173
7 0482 9482 9471

Tabela 9.5: Deslocamentos e tensdes considerando o suporte infinitamente rigido

ponto | deslocamento radial (m) | tensdo radial (kN/ m?)

1 - _

2 6,80.10~° -999,9258
3 4,46.107° -999,9672
4 3,85.107° -999,9756
5 2,56.107° -999,9891
6 1,92.107° -999,9939
7 1,54.107° -999,9961

Agora admitindo-se as caracteristicas reais do revestimento, ou seja, E = 25,70GPa e
coeficiente de Poisson 0, 15. Foram encontrados os resultados para as tensoes e os deslocamen-
tos nos pontos internos no macico e no suporte. Os resultados das tensdes estdo contidas na Fig

9.13 e os resultados dos deslocamentos na Fig 9.14.

No gréfico de deslocamento radial (Fig 9.14) os resultados mostram uma pequena
variagdo na inclinagdo da curva na interfase entre as duas estruras. Essa pequena variagao
se deve a variacdo dos modulos de elasticidade do concreto e macico rochoso. No gréfico de
tensdo radial (Fig 9.13) as tensdes tendem ao valor do campo de tensdes inciais do macico a

uma distancia longe do tinel, da mesma forma como os deslocamentos radiais tendem a zero.

Tragando as curvas caracteristicas do suporte e do macig¢o utilizando respectivamente

as equagoes eq. 9.1 e eq. 9.2 € possivel determinar analiticamente o ponto de equilibrio.

Pr?(1—v2)
U= %) 9.1
s EA. 9.1
Pri(1+v
v, = Fr+vu) 9.2)
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Figura 9.13: Tensdo radial - tinel com suporte
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Figura 9.14: Deslocamento radial - tunel com suporte

onde Pi a pressdo sofrida pela parede do tdinel e r o raio do tinel; v, , Es e A 0s
coeficiente de Poisson, mddulo de elasticidade e drea da secdo transversal do suporte respecti-
vamente; Vy e Ey o coeficiente de Poisson e mddulo de elasticidade do macico. U e Uy s@o

respectivamente os deslocamentos finais do suporte e do macico sujeitos ao carregamento Pi.

A tabela 9.6 indica o resultado obtido da interagdo macico-suporte. A interacdo macigo-
suporte determina o ponto de equilibrio provocado pela interagdo entre essas duas estruturas.
Esse ponto determina o deslocamento e a carga final necessdria para o estabelecimento do
equilibrio sobre a interface entre os dois sistemas, ou seja, em nosso exemplo sobre o ponto
interno numero 2. Os valores encontrados para o ponto de equilibrio (U,, P,) calculado analiti-

camente em confronto com o resultado numérico utilizando o MEC40 se encontram na Tabela
9.6.
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Tabela 9.6: Ponto de equilibrio do sistema macigo-suporte

analitico | MEC40
U,(mm) 0,8048 | 0,7914
P.(kN/m?) | 1147 1376

O mesmo problema foi resolvido considerando o caso de k # 1. Admitindo-se k = 0,5
e duas malhas de elementos de contorno com 20 e 40 elementos, nomeados como MEC20 e
MEC40 respectivamente. Foram calculados os esfor¢os e deslocamentos nos pontos internos

indicados na figura 9.15.

— + 14
— + 13 _kG
Gh Y
— + 12
B 11
— + 10
5 6 7

Figura 9.15: Localiza¢do dos pontos internos



Tabela 9.7: Deslocamento radial 10~*m: caso k = 0,5
ponto | MEC20 | MEC40

1 -1,930 | -1,926
2 -1,175 | -1,770
3 -0,518 | -0,536
4 -0,337 | -0,350
5 -0,107 | -0,112
6 -0,049 | -0,052
7 -0,028 | -0,030
8 -10,100 | -10,130
9 -10,100 | -10,100
10 -7,241 | -7,345
11 -6,355 | -6,447
12 -4,354 | -4,419
13 -3,297 | -3,346
14 -2,649 | -2,689

Tabela 9.8: Tensdo radial kN /m?: caso k = 0,5

ponto | MEC20 | MEC40
1 327 82
2 1773 1485
3 4836 4817
4 5086 5077
5 5187 5187
6 5134 5135
7 5094 5095
8 94 18
9 713 579
10 4476 4405
11 5682 5624
12 7932 7902
13 8807 8790
14 9228 9217
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10 Calibracao dos Parametros que Levam em
Consideracao o Efeito Tridimensional do Problema de
Escavacao

10.1 Introducao

O objetivo deste capitulo € a calibrag@o de pardmetros que possam ser utilizados em um
modelo de analise bidimensional em tuneis, utilizando o Método dos Elementos de Contorno e
levando em considerando o efeito tridimensional do problema. Os parametros sao definidos para
cada método e estdo descritos ao longo de cada um dos itens. Para a calibracdo dos parametros
foram levados em consideracao dois casos distintos para o problema de escavagdo: i) escavagao
do tinel sem suporte e ii) escavacio do tinel com suporte considerando o atraso na instalacdo

do mesmo.

O trabalho de simula¢do numérica foi desenvolvido durante um periodo de 3 meses
junto ao Departamento de Anélise Estrutural da Universidade Técnica de Graz (Austria) so-
bre a orientagdo do professor Gernot Beer. Os programas utilizados foram as versdes BEFE
(Boundary Element/Finite Element Program) e BEFE++ que se encontra atualmente em desen-

volvimento. Esse programa € direcionado principalmente para problemas aplicados a tineis.

10.2 Escavagdo sem Suporte

Nessa secdo serd elaborado um método que seja capaz de incorporar, dentro de uma
andlise numérica bidimensional, os efeitos tridimensionais contidos no problema de escavagao
de tineis sem suporte. E necessario, portanto, quantificar e qualificar os pardmetros envolvidos

nesse problema entendendo sua influéncia e variagc@o para os diversos casos que possam existir.
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10.2.1 Objetivo

Para o problema da escavacao de tineis sem suporte o objetivo principal € poder des-
crever detalhadamente o andamento do deslocamento radial em secdes logo a frente e logo a
atrds da frente de escavacdo. Isto é, obter o campo de deslocamentos do problema 3D utilizando

a solugdo do problema 2D.

10.2.2 Método da Reducao do Carregamento

Usando o método da reducdo do carregamento, descrito na se¢ao 3.3, € possivel desen-
volver um procedimento capaz de descrever com precisdo, em um modelo numérico bidimensi-
onal, os efeitos tridimensionais contidos no problema da escavacao de tineis sem suporte (ver
fig. 10.1).

/ |
——————— S M -
7z 1
/ |
% 9 i i e //(,‘///
A=0 0<A<l1 A=1
o, = 0y o,=(1-21)op o, =0

Figura 10.1: Fator de Redu¢éo do carregamento A

Na regido proximo a frente de escavagdo o carregamento € reduzido através de um
fator A que varia de 0 a 1. O fator A € nulo a uma distincia 2D depois da face, toda tensado

residual do maci¢o permanece, portanto, sem haver descarregamento.

Numa regido intermedidria entre a distancia 2D antes e 2D depois da face a tensao
residual que permanece é o, = (1 — A)op. Portanto, as for¢as de superficie para simular o

descarregamento sao:
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P=—A0y (10.1)

Na regido a uma distincia 2D antes da face o descarregamento é completo, A = 1 e

P =—oy.

No problema de estado plano de deformacao (2-D) uma tensao radial, o,, é aplicado
na periferia do tunel provando um decrescimento na tensao inicial 6y. Admitindo-se um tanel
circular profundo de raio r, submetido a um campo de tensodes iniciais isotrépico, escavado em
um macic¢o rochoso homogéneo e que possui um comportamento elastico linear, pode-se definir

P; como a pressao inicial sobre a parede do ttinel, assim:

0y = —P. (10.2)

Para um carregamento P;, o deslocamento radial pode ser descrito por Kirsch (1898):

APr
U, = 10.3
"= 3Gy, (10.3)
Normalizando-se o deslocamento radial (U,) em rela¢do ao diametro do tdnel:
Uy P;
—=A— 104
D 4Gy ( )

Como visto anteriormente, A é um fator de descarregamento que varia em funcao da
distancia da se¢@o analisada em relacao a frente de escavagdao. Quando a se¢do em estudo esta
distante, atrds da frente de escavacdo, U, = U,f el =1. U,f € o deslocamento final do macico
rochoso. Quando a secdo em estudo estd distante, adiante da frente de escavagdo, U, =0 e
A = 0. Ajustando-se a eq. 10.4, isolando A, é possivel visualizar dois conjuntos de pardmetros

que definem a variavel A:

conjunto de parametros geométricos

O conjunto de parametros fisicos contém as caracteristicas fisicas do problema: car-

regamento (P;) e mddulo de rigidez transversal do maci¢co (Gys). O conjunto de pardmetros
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geométricos contém o deslocamento radial, na se¢do em estudo, normalizado pelo didmetro

adotado para a escavacao.

Estudo do Conjunto de Parametros Geométricos

Foram modelados tineis usando um modelo numérico tridimensional para o estudo
do deslocamento radial (U,) ao longo do eixo longitudinal do tinel para se¢des localizadas a
frente e a atrds da face de escavagdao. O modelo numérico 3-D foi implementado usando o
programa BEFE que esta em constante desenvolvimento no departamento de anélise estrutural
da Universidade Técnica de Graz, Austria. O modelo numérico foi implementado usando o
Método dos Elementos de Contorno. A malha de elementos de contorno tipica utilizado na

modelagem pode ser visto na fig. 10.2

Figura 10.2: Malha em Elementos de Contorno

Para a malha mostrada na fig. 10.2 foram utilizados dois tipos de elementos: a) ele-
mento de contorno parabdlico, com oito nés por elemento; b) elemento de contorno infinito,
com 6 nds por elemento. O elemento de contorno infinito € uma elemento especial desenvol-
vido no programa BEFE e recomendado para problemas onde o contorno do dominio da regiao
modelada se estende para infinito. Os deslocamentos neste elemento sdo assumidos constantes

na dire¢do de 1.

Foi verificado nos casos simulados, que para taneis profundos com diferentes valores

de diametro, o deslocamento radial na regido proxima a frente de escavagcdo é o mesmo, iSso se
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Figura 10.3: Tipos de elementos de contorno utilizados

o deslocamento radial for normalizado em rela¢ao ao didmetro do tinel (U, /D) para um mesmo

material e valor de carregamento.

Tracando-se o grafico do deslocamento radial, admitindo-se como sendo na dire¢dao
Z, ao longo do eixo longitudinal em funcdo da distancia em relagdo a frente de escavacgao,
admitindo-se como sendo na direcao X, ambos normalizados em relagdo ao didmetro, € possivel
construir o grafico de Z/D (deslocamento radial normalizado em rela¢do ao diAmetro), para um
dado conjunto de parametros fisicos, que ndo varia independente do valor do diametro adotado
(ver fig. 10.4).

Esse resultado € importante porque € possivel descrever o comportamento do desloca-
mento radial longitudinal ao eixo do tinel para um conjunto de parametros fisicos especificos

independente do valor do diametro.

Estudo do Conjunto de Parametros Fisicos

O conjunto de parametros fisicos contém as caracteristicas do maci¢o rochoso e o valor
do carregamento. A é uma fungdo que ndo é varidvel com esse conjunto de parimetros. Para
cada problema definido o conjunto de parametros fisicos se comporta como uma constante do
problema. A varia em fung¢ao da distincia da secdo em andlise em relagdo a frente de escavagao

(X /D), substituindo-se o deslocamento total U‘rf na equagdo que defini A encontra-se a relacdo:

A=— (10.5)

E possivel, com a relacio contida na eq. 10.5, determinar a variagio de A para qual-
quer problema independente do conjunto de parametros fisicos € o conjunto de parametros

geométricos adotados.

Para ratificar essa observacdo foram modelados trés casos com diferentes conjuntos de
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Figura 10.4: Deslocamento radial para um conjunto de parametros fisicos especificos

parametros fisicos. As caracteristicas de cada caso estdo contidas na tabela 10.1.

Tabela 10.1: Casos modelados

caso | E(MMN/m*) | v | Gy(MN/m?) | P(MN/m?) | p = *3¥
1 1000 [ 030 | 384,62 10 153,85
2 500 0,30 192,31 20 38,46
3 500 015| 217,39 30 28,99

Para o trés casos estudados, o grafico de A determinado pela modelagem numérica

tridimensional implementada foi o mesmo (ver fig. 10.5).

Com os valores de A é possivel agora utilizar um método numérico bidimensional
para analisar qualquer se¢do que se encontre a frente ou atrds da face, sendo necessario apenas

aplicar o fator de descarregamento A mudando as condi¢des de contorno do problema.



95

1,0 1 S 6-8-8-0=0=0-0-0

0,8

)

06
044
024
0,04
| ! | ! | ! | ! | ! | ! | !
3 2 A 0 1 2 3
X/D

Figura 10.5: Variag¢do de A

10.3 Escavagdao com Suporte

A proposta principal deste item € adotar um método simplificado que seja capaz de re-
produzir o efeito tridimensional para o problema de tineis com suporte, de forma a ser possivel
analisa-lo aplicando um método numérico desenvolvido para o espago 2D. Para tanto € ne-

cessario:

1- Desenvolver, através de um estudo especifico (estudo do gréfico de interacao macigo-
suporte), um método que seja capaz de quantificar e qualificar cada parametro que descreve o

problema;
ii - Verificar se o método incorpora outros métodos amplamente utilizados;

iii - Desenvolver um método que seja capaz de incorporar os efeitos tridimensionais

em um modelo numérico bidimensional de andlise de escavagdo de tineis.
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Figura 10.6: Fator de Reduc¢do do carregamento para o tiinel sem suporte

10.3.1 Objetivo

No problema da escavacdo de tineis com suporte o objetivo € determinar o ponto de
equilibrio para o problema de escavacdo em tuneis considerando-se o efeito do suporte sobre
o equilibrio do sistema, levando-se em consideracdo o atraso na instalacao do suporte. Para a
andlise desse problema foi necessdrio um estudo paralelo para a elaboracdo de um modelo que
possa representar na anélise bidimensional as particularidades contidas nesse problema. Entre

essas particularidades duas precisam ser destacadas:

i - O problema € essencialmente tridimensional: na face de escavacdo do tinel o des-

locamento tem uma forma complexa;

ii - E um problema acoplado de interacdo entre duas diferentes estruturas que possuem
geometrias e comportamentos distintos: o suporte que pode ser admitido como sendo um anel

em torno da escavagdo e o macigo rochoso onde € realizado a escavagao.

10.3.2 Estudo do Grafico de Interacao Macico-Suporte

Considere um tdnel circular profundo de raio r, escavado em um macico rochoso ho-

mogéneo e isotrépico sujeito a um campo de tensdes geostaticos {op }:

op=—h (10.6)

{P;}:Pressio inicial sobre a parede do tinel. com P; = pgz, onde: z é a distincia entre o eixo
longitudinal do tunel e a superficie. O suporte possui um comportamento eldstico linear e uma

espessura constante {e}. {L,} representa o atraso na instalagio do suporte em relacdo a face de
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escavacao do tinel. A face € admitida plana e vertical.

Macico Rochoso I/

Figura 10.7: Tinel modelo

Se a face do tunel estiver longe da secdo em estudo, ou seja, no caso onde x — o 0
campo de deslocamentos € radial (estado plano de deformacgdo). Neste caso todos 0s parametros

que descrevem a estrutura dependem somente da distancia radial em rela¢do ao eixo do tinel.

suporte macico
Py
U’r/
€7
j: + + T T + n +
+ o+ o+t o+

Figura 10.8: Representacdo esquemadtica das varidveis envolvidas na interacio entre as duas
estruturas, suporte e macigo respectivamente.

A interacdo entre as duas estruturas pode ser definida através do parametro de confi-
namento P; comum a elas (fig. 10.8). O parametro associado € o deslocamento radial da parede
do tinel U,. Pode-se, assim, tracar as curvas das duas estruturas no diagrama convergéncia-

confinamento P, - U, (fig. 10.9).

A curva Cy; € a chamada curva caracteristica do macico ou curva de convergéncia,
dado a pressao interna P; exercida sobre a parede do tinel versus o deslocamento radial (con-
vergénciada) parede U,. A curva Cs € a chamada curva caracteristica do suporte ou curva de

confinamento, ilustra a relacdo entre a pressao interna P; versus o confinamento do suporte U,..

O ponto de equilibrio (7., U,) entre essas duas estruturas € dado pela intersecao das

curvas Cys e Cs. P, € a pressdo exercida pelo maci¢co rochoso sobre o suporte no fim do processo
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v U ul U
Figura 10.9: Diagrama Convergéncia-Confinamento

de construcao e U, € o fechamento total da parede do tunel. U; representa a abscissa inicial da

curva Cs sendo fungdo do atraso na instalagdo do suporte L,. Urf € o deslocamento méximo do

macic¢o caso ndo houvesse o suporte, € dado por (para o caso do carregamento isotrdpico):

Pr

Ul =
ey

(10.7)

Trabalhando-se com o gréifico de interacdo macigo-suporte € possivel determinar as
equagdes que representam matematicamente o comportamento de cada estrutura. Definindo-se

para o suporte uma func¢@o f(x) e para o macigo rochoso uma fungéo g(x), tem-se:

suporte — f(x) = ax+b (10.8)

maci¢o — g(x) = cx+d (10.9)

Para determinar os coeficientes a, b, ¢ e d basta aplicar as condi¢des contidas em cada
func¢do separadamente. Uma vez que sdo quatro o nimero de incdgnitas € necessirio no minimo
quatro condi¢Oes linearmente independentes. Através do grafico de interacdo macigo-suporte

(fig. 10.9) é possivel determinar as seguintes condi¢oes:

f(x)=0,x=U; (10.10)
oy EsAs

f<x>_—r2(1—v3)’x20 (10.11)

gx)=P,x=0 (10.12)

gx)=0x=U/ (10.13)

r
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A condicdo 10.11 representa o angulo de inclinagdo da reta da curva Cs que é a mesma
obtida pela andlise bidimensional de um anel solicitado por um carregamento radial. A equacgdo
da reta que representa a curva Cs € a mesma equacado utilizada pelo modelo de Schwartz e
Einstein (eq. 4.7). Aplicando-se as condig¢des acima e substituindo-se o valor de U/ contida na

eq. 10.7 € possivel chegar facilmente as fungdes:

ES‘AY ESAS
= Ui 10.14
fO = aavy AV (10.14)
~2G
g)=—""Mxip (10.15)
r

Para o ponto de equilibrio as duas fungdes se igualam, ou seja, parax = U, — f(x) =

g(x):

EA, EA, —2Guy
= X

_ L P 10.16
20" 21— ;T (10.16)

Substituindo-se a valor de x na eq. 10.16 e definindo Gg como sendo o médulo de

elasticidade transversal do suporte, pode-se isolar o valor U;:

PA(1- V)
E A

r Gy

U=|——"—(1-vV 11U, — 10.17
i ASGS( s)+ e ( )

O primeiro termo da eq. 10.17 € o produto entre um parametro adimensional referente
as caracteristicas fisicas do problema, geometria e material, que serd chamada de uma constante
Kappa {x} e o ponto de deslocamento final do sistema equilibrado U,. O segundo termo,
observando-se a (fig. 10.10), é o deslocamento final do suporte {U;} trabalhando como uma

estrutura isolada se a ela fosse aplicada uma forca de carregamento F;.

Desta forma a eq. 10.17 pode ser reescrita como:

Ui=«xU,—U; (10.18)

E possivel fazer algumas consideracdes em relacio ao intervalo de Kappa (k), levando

em conta o problema fisico envolvido. K, como definido anteriormente, € dado por:

r Gy
=|——(1—-vV 1 10.19
K A Gs( s) + ( )

Se forem analisados todos os problemas que fisicamente podem ocorrer, em especial os
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Figura 10.10: Curva caracteristica do suporte trabalhando como uma estrutura isolada

seus extremos, pode-se definir o intervalo de varia¢do de k cobrindo todos os tipos de problema,
sempre respeitando as hipSteses antes definidas. E ficil observar que o primeiro termo da
eq. 10.19 define esse intervalo, podendo ser zero, para o caso onde o produto A;G; tende ao
infinito em relacdo ao produto rGyy; ou infinito oo, para o caso onde o produto rGy, tende ao

infinito em relac@o ao produto A;G;. Desta forma consegue-se verificar que o intervalo de x é:

1 <k<o (10.20)

Pode-se analisar ainda a variacdo de U, em relacdo a esses extremos, para tanto precisa-

se trabalhar com a eq. 10.18. Primeiro isolando U, e parametrizando em relacao a rf , tem-se:

U, U
U o of
Ze U LU (10.21)
ul kK

Substituindo-se o valor de U?, contido na fig. 10.10, e Urf , contido na eq. 10.7, é

possivel chegar facilmente na equacao:

U, 1 /U
—;: 1+ — (—}—1) (10.22)
U; K\U;}
A eq. 10.22 representa o valor do deslocamento equilibrado dos dois sistemas estrutu-
rais parametrizado em relagdo ao valor de deslocamento final do maci¢o sem suporte. Agora

fica facil observar a variacao de U, para o intervalo definido anteriormente para K:
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k=1,U,=U; (10.23)

K — oo, U, = U/ (10.24)

A verifica¢do dessa constatacdo pode ser observada para o caso onde U; € igual a zero,
ou seja, para o caso onde o atraso na instalacdo do suporte € nulo. A eq. 10.22 para U; igual a

zero é:

U, 1

—= 1— - (10.25)

r

Tracando-se o grafico adimensionalisado do deslocamento U, versus a variacdao de

Kappa, tem-se (para o caso onde o atraso da instalacdo é nulo):

1 K — oo

Figura 10.11: Gréfico de variacdo de U, em relagcdo a k

Generalizando-se o grafico acima para diferentes valores de atraso na instalacao do
suporte, ou seja, U/ # 0 pode-se deduzir que o grafico de variagdo de U, em relagdo a K possui

um comportamento como mostrado na fig. 10.12.

1 K — oo

Figura 10.12: Gréfico de variacdo de U, em relacdo a k generalizado
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As trés curvas (U; =0,U; #0e U; > Urf ) representam o intervalo dos valores possiveis

de U; (ver fig. 10.13). Pode-se analisar as trés curvas separadamente:

- U; = 0: quando k¥ =1 o valor de U, = 0, o que de fato concorda com o problema
fisico, uma vez que para Kk = 1 o produto A;G;, tende ao infinito em relacdo ao produto rGy
(ver eq. 10.19). Por exemplo, quando o mddulo de elasticidade do suporte tende ao infinito,
seria o caso de um suporte infinitamente rigido colocado imediatamente apds a escavagao (é
uma situacao idealizada sobre um campo de andlise matematica). Para esse caso a curva Cg
do suporte no diagrama convergéncia-confinamento tenderia a ficar na vertical aproximando
assim o valor U, = 0 e portanto o tinel ndo sofreria nenhum deslocamento. Quando Kk — o 0
produto rGy, tende ao infinito em relagao ao produto A;Gy (ver eq. 10.19). Portanto quando o
modulo de elasticidade do suporte tende zero, seria o caso de um suporte infinitamente flexivel.
Para esse caso a curva Cs do suporte no diagrama convergéncia-confinamento tenderia a ficar
na horizontal aproximando assim o valor U, = Urf ; 0 deslocamento no tdnel ocorre como se o

suporte ndo existisse;

- U; # 0: quando k¥ = 1 o valor de U, = U; (ver eq. 10.23) o que de fato fisicamente
também esta de acordo, uma vez que para k¥ = 1, portanto o caso do médulo de elasticidade
do suporte infinitamente rigido, a curva Cs do suporte no diagrama convergéncia-confinamento
tenderia a ficar na vertical aproximando assim para o valor U, = U; (ver fig. 10.13). Para o caso

do suporte infinitamente flexivel (kK — o), U, = Urf .

-U; > Urf : para todo valor de U; > Urf o valor de U, vai ser sempre igual ao valor de

,f , uma vez que todo o deslocamento do macico ja ocorreu.
P
B

infinitamente rigido

Ui =0 Ui #0 U; > U/l

infinitamente flexivel

Figura 10.13: Possiveis valores U; no grafico de interagdo macico-suporte

Métodos numéricos usando andlises tridimensionais sobre condi¢Oes de axisimetria

ou ndo, permitem o calculo com uma boa aproximagao dos valores de U; # 0 para uma dada
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familia de parametros. Utilizando a metodologia simplificada acima descrita é possivel estimar
os valores de U, e U; para qualquer familia de parametros, ou seja, para qualquer valor de x.
Na verdade U; € um parametro que nao depende das caracteristicas fisicas do material ou da
geometria das estruturas envolvidas, mas do valor de L, que representa o atraso na instalagdo
do suporte, como definido no inicio desta secdo. Em virtude disso, U; para diferentes valores de
Lii foram estimados utilizando um modelo numérico tridimensional. E necessario, entretanto,
atentar para algumas particularidades do problema de simula¢do em tdneis, principalmente no

que se refere ao processo de escavacgado seqiiencial.

10.3.3 Descricao do Modelo de Escavacao Seqiiencial

O modelo numérico tridimensional foi analisado usando o programa BEFE (Boundary
Element/Finite Element Program). A sua versao BEFE++ se encontra em constante desenvol-
vimento sobre a coordenacio do Prof. Gernot Beer da Universidade Técnica de Graz, Austria.

Esse programa € direcionado principalmente para problemas aplicados a tineis.

.".‘ " 16 e z 1
|‘ + |
| 2
H} ! L/ b
|

Figura 10.14: Elemento Finito tridimensional de 20 n6s

O modelo foi analisado em elementos finitos usando elementos parabdlicos de 20 nés
com trés graus de liberdade por né (ver fig. 10.14) tanto para a modelagem do maci¢co como
para o suporte. Diferentemente do caso sem suporte, ndo foi possivel implementar elemen-
tos de contorno para este problema, isso porque a rotina necessaria para modelar a escavagao
seqiiencial para o Método dos Elementos de Contorno nao se encontra ainda implementada no

programa.

Foi implementado, para a modelagem e validagdo da escavagdo seqiiencial, primei-
ramente a simulacdo de uma escavagao seqiiencial de um tunel sem suporte e confrontado o
resultado do deslocamento longitudinal z com o resultado para o estado plano de deformacgao

(plane strain solution).
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Figura 10.15: Escavacdo seqiiencial sem suporte

Em virtude da malha, foram adotados 8 loadcase (casos de carregamento) gerados pelo
processo de escavagdo seqiiencial. O avanco adotado para frente de escavacgdo foi de 0,25D
(para cada caso de carregamento). No final do oitavo caso, em 2D, todo o deslocamento terda
ocorrido e gerard o grafico do deslocamento vertical necessario para a andlise. Os resultados

para essa simulacdo estdo contidos na fig. 10.15.

Para o caso do tinel com suporte o mesmo procedimento foi realizado incorporando
0 avanc¢o na instalacdo do suporte para cada caso de carregamento. A escavacdo se localizava

sempre 0,25D a frente do suporte. Os resultados obtidos (ver fig. 10.18) foram bastante satis-

Figura 10.16: Malha completa
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(a) Detalhe da malha sobre o ttinel (b) Vista frontal

Figura 10.17: Malha usada na simulacdo numérica

fatérios e suficientes para adocao dessa metodologia usando o programa BEFE para andlise de

diferentes casos, considerando diferentes valores para o atraso na instalacdo do suporte.

10.3.4 Determinando U;/ U;f Considerando o Atraso no Suporte LZI

Usando-se o modelo de escavacdo seqiiencial descrito na se¢do anterior € possivel en-
contrar os valores de U;/ Urf reescrevendo-se a eq. 10.22 em fung@o dos valores U,/ Urf obtidos

da simulagdo numérica. Por conveniéncia U;/ Urf serd chamado de Beta {f}, assim, tem-se:

ﬁKzi}:HK(i;_l) (10.26)
U; U;

Beta foi calculado considerando-se diferentes valores de L/, (atraso na instalagdo do
suporte) cobrindo um intervalo de LZI entre 0 e 2D (duas vezes o didmetro). Os resultados estdo
mostrados na fig. 10.19. No eixo das abscissas os valores de L/, foram normalizados em relagéo
ao diametro. O deslocamento final do maci¢o (Urf ) utilizado para a normalizac¢do de U; foi o

encontrado pela simula¢do numérica (U }V ), considerando o tunel construido sem suporte.

Os valores discretos de Beta para os diferentes valores L), foram ajustados por uma
curva exponencial, como indicado na fig. 10.19, obtendo um coeficiente de determinagdo
R? =0,99972:

-L' /D -L,/D

B = 1,232 —0,389¢ 35 —0,843¢ 05 (10.27)
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Figura 10.18: Escavacao seqiiencial com suporte

Substituindo-se a equagdo exponencial de B (U;/U }V )naeq. 10.22 € possivel encontrar
qualquer curva de U, /U }V para qualquer valor de L/, /D, ou seja, para qualquer que seja o atraso

na instalac@o do suporte, basta utilizar a eq. 10.28.

U, 1 -L,/D -L,/D
— = 1+—10,232-0,389¢ 3% —0,843¢ 02 (10.28)
Uf K

A fig. 10.20 apresenta algumas dessas curvas para diferentes valores no atraso da

instalacdo suporte, com a indicacdo do referido valor da variavel Beta.

Na simula¢@o numérica implementada, para valores de LZJ > 2D, o deslocamento total
do macigo ji ocorreu o que implica que para valores maiores de L), > 2D, o deslocamento U,
é igual U }V . O suporte ndo estd sofrendo nenhuma ac¢do do maci¢o, uma vez que este tltimo ja

estabilizou o sistema equilibrado ap6s o seu deslocamento total.

E importante notar que o valor de Beta, descriminado no gréfico, corresponde exata-
mente ao valor de U,/ U}V (encontrado na simulagdo numérica implementada) quando x = 1.
Todas as curvas tendem para U, = U}V para valores em que kappa € muito grande (kK — o),

resultado esperado tendo em vista a discussdo desse grafico na secao anterior.

Este método desenvolvido, da forma que estd apresentado, por si s6 ja € uma ferra-

menta poderosa para andlise bidimensional considerando o efeito tridimensional do problema
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Figura 10.19: Variacdo de B em relagdo a L},/D

de tineis com atraso na instalacdo do suporte, é necessario, entretanto, saber ainda:

i - Se o método incorpora dentro dele outros métodos amplamente utilizados e exclui
imprecisdes que possam existir, principalmente sobre intervalos extremos do problema, ou seja,

para o caso do atraso na instalagdo do suporte para L, =0e L), > 2D.

i1 - Como desenvolver uma metodologia que seja capaz de incorporar esses efeitos em

um modelo numérico bidimensional de andlise de escavacao de tineis.

10.3.5 Comparacao com o Modelo de Schwartz-Einstein

Os resultados encontrados na secdo anterior foram comparados com dois modelos: um
amplamente conhecido, desenvolvido por i-) Schwartz e Einstein (1980a) e Schwartz e Einstein
(1980b) e um outro posterior desenvolvido por ii-) Hutchinson (1982) que no fundo é o mesmo
modelo proposto por Schwartz-Einstein com uma pequena correcao no que se refere ao processo

de escavacdo seqiiencial.

Os modelos acima definem o atraso na instalacao do suporte {L,;} como a distancia en-
tre a face de escavacdo e o centro geométrico do suporte colocado (ver fig. 10.21). Enquanto que
no método que utiliza Kappa, a varidvel que defini o atraso na instalagao do suporte (L) é defi-
nido como a distancia entre a face do tinel e o final da instalagdao do suporte. Compatibilizando

essa diferenca, levando-se em consideracdo o modelo de escavagdo seqiiencial implementado na
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Figura 10.20: Gréfico Kappa

simulacao numérica, € possivel comparar os resultados entre os dois modelos, seja em funcao

de Ly, seja em fungdo de L.

Macico Rochoso Ly

Figura 10.21: Tunel modelo de Schwartz-Einstein

Analisando-se os resultados, primeiramente em relagdo a L, foi tragado um gréfico
(ver fig. 10.22) de B¢ = U;/U ;V em funcdo de L, /D. Para tanto foi necessdrio utilizar a férmula

de Schwartz-Einstein substituindo-se o valor de A; na equagdo abaixo e isolando U;/U }V :

Pl UN_U
e ey (10.29)

R U

onde A, é dado por:
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Aa =0,98—0,57(Ly/r) (10.30)

—a— thiswork
—e— SchwartzEinstein

y : —aA— Hutchinson

0,25
0,00 o / ...... O HUUUUDUUVOR OVOPOS SOPOPS SOVPOS OPOOR ODPOOE UUOIOS NOTOOS SUPOTS RN NS NUUOON SOOOS N

00 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20
Ld'/D

Figura 10.22: Avaliagdo do método Kappa em relagio a L,

Os resultados mostram que o método que utiliza Kappa é compativel com o modelo
de Schwartz-Einstein para um intervalo de L/, entre 0 e 0,5D, 0 mesmo ndo acorre em relagio
ao modelo Hutchinson. Para os resultados extremos, ou seja, para L, = 0 e L), > 2D pode-se

considerar:

a) Para L, = 0 os resultados entre o método que utiliza Kappa e o modelo de Schwartz-
Einstein sdo praticamente iguais e contém a consideracao de suporte sendo construido imedi-
atamente no mesmo instante em que a escavagao estd sendo feita (essa extrapolacdo é apenas

matematica nao podendo ser fisicamente possivel);

b) No método que utiliza Kappa para L/, > 2D os valores de U; € igual a U N ou seja, a
influéncia do suporte € nula sobre o equilibrio do sistema quando o atraso na instalacao € maior
ou igual a 2D. Para o modelo de Schwartz-Einstein U; € igual a U }V ocorre, aproximadamente,
em L/, = 0,58D, ou seja, a influéncia do suporte € nula sobre o equilibrio do sistema em qualquer
atraso na instala¢ao do suporte maior que 0,58D. Verificando-se a fig. 10.20 percebe-se que isso

nao foi constatado na simulagao numérica implementada.
As consideracdes a) e b) nos leva a concluir que:

1 - Foi identificado uma imprecisdo no modelo de Schwartz-Einstein para um dos
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extremos do problema (L), > 2D) ;

2 - O método Kappa incorpora dentro dele o modelo de Schwartz-Einstein e exclui a

imprecisdo identificada sobre um dos extremos do problema (Lﬁi > 2D).

A mesma andlise foi realizada agora tracando o gréfico de A; em funcdo de L;/r, da

mesma forma como apresentado originalmente por Schwartz-Einstein (ver fig. 10.23).

—a— thiswork
—e— SchwartzEinstein
—4A— Hutchinson

o g

Figura 10.23: Avaliacdo do método Kappa em relagdo a Ly

Os resultados mostram que o método Kappa € compativel com o método de Schwartz-
Einstein para um intervalo de L; entre 0 e 1,57, o mesmo ndo acorre em relagdo ao método

proposto por Hutchinson.

As simulagdes realizadas consideraram as velocidade de avancgo de escavacgdo e avango
do suporte como sendo iguais. A cada lance de escavagao feita um lance de suporte da mesma
medida era instalado. Desta maneira as varidveis L; e L/, possuem uma dependéncia linear:
Ly = 1,5L!,. Como verificado nas simulagdes numéricas, a influéncia de L, s6 se faz presente
em L/, < 2D, dessa forma fica ficil de entender o motivo pelo qual o grafico do método Kappa
cruza o eixo das abscissas em L; = 6r. Substituindo-se L& = 2D = 4r encontra-se L; = 6r para
o ponto onde A = 0, ou seja, o suporte ndo esta sendo solicitado pelo maci¢co uma vez que este

ultimo j4 atingiu seu deslocamento total neste ponto.

Essa afirmagdo pode ser comprovada utilizando a eq. 10.29 paraA =0 — P, =0. P,

representa o fator de reducdo do carregamento do suporte provocado pelo efeito de atraso na
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instalacdo do suporte, o que seria, para o método Kappa a varidvel P, (ver fig. 10.9).

Os resultados poderiam nos levar a propor uma modificagdo na equagdo de A; em

fungdo de L;/r, mas antes é necessdrio uma andlise entre Ly e L.

10.3.6 Estudo Comparativo entre L; e L,

As simulacdes feitas até entdo, consideraram as velocidades de avanco da frente de

escavacgdo e avango da instalacdo do suporte como sendo iguais. Nao permitindo, dessa maneira,

uma avaliacdo mais criteriosa dessas duas varidveis, uma vez que elas em todas as andlises

possuam uma dependéncia linear igual a L; = 1,5L],.

Para a avaliac@o levando-se em consideracdo as diferentes dependéncias entre essas

varidveis e sua influéncia nos resultados € necessdrio a ado¢ao de diferentes velocidades de

avango, tanto para o suporte como para a escavagao.

Caso 1

loadcasel

—— 025D

| loadcase?2

0,50D

Caso 2
0,25D
l loadcasel
| 025D
‘& ==
| loadcase?2
= =y
0,625D

Figura 10.24: Casos simulados

Caso 3

loadcasel

_

| 025D

NS

| loadcase?2

NN

0,75D

A simulacdo que utiliza métodos numéricos considerando-se diferentes avangos, se

configura como um problema complexo envolvendo outros efeitos a serem considerados, sendo,

portanto, necessdrios outros estudos mais aprofundados e uma metodologia capaz de considerar

todos esses efeitos. Porém para efeito de avaliacdo qualitativa desses dois pardmetros (Lg, L))
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¢é possivel fazer uma pequena andlise com aplicacdo de diferentes velocidades, tanto para o
avanco da frente de escava¢do como para avango na instalagdo do suporte. Na metodologia
foram empregados dois loadcase (ver fig. 10.24) para representar as velocidades de avango
das duas estruturas (para uma avaliacdo mais criteriosa o nimero de casos deveria ser maior,

fazendo assim uma representacdo melhor do processo de escavagdo seqiiencial).

Tabela 10.2: Casos simulados
caso | Ly L, |Lg/L,
1 05D | 025D | 2,0
2 10,625D | 025D | 25
3 0,75D | 0,25D | 3,0

Os casos simulados encontram-se na tabela 10.2. Em todos os casos as caracteristicas
fisicas dos materiais € a geometria do problema foram conservadas. Para cada caso simulado
foi plotado o deslocamento longitudinal (z) em funcdo da distancia em relacdo a face do tdnel
(X /D) (ver fig. 10.26) e verificou-se que para diferentes valores de L, o deslocamento segue o
mesmo caminho. Isso leva a admitir que L; ndo € representativo para caso onde as velocida-
des de avanco da frente de escavacdo e avango na instalacdo do suporte sejam diferentes. Os

resultados apresentados leva as seguintes conclusdes:

1 - L, é mais representativo do que Ly, principalmente para problemas que consideram

velocidades diferentes entre o avango na frente de escavacdo e o avango na instalagdo do suporte;

2 - A expressdo de B =U; /U ]1}' (ver eq. 10.27), do método Kappa, em contraposi¢ao a

A4, do método de Schwartz-Einstein, € mais representativo porque contém L, em sua defini¢do.

Defini-se A, como a razdo entre a fator de descarregamento do suporte P, e P;, obtido

da andlise do estado plano de deformacdo, tem-se:

_ - L (10.31)
P U]
Substituindo-se B na equagdo acima, encontra-se para A:

-L,/D -L,/D

A = —0,23240,389¢ 35 1+ (),843¢ 05 (10.32)

Chega-se finalmente:
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oo N

v U ul U
Figura 10.25: Diagrama Convergéncia-Confinamento

oy =1 (10.33)

—=— Ld'=0,25D Ld=0,5D
—o— Ld"'=0,25D Ld=0,625D
0,005 —— Ld'=0,25D Ld=0,75D
0,000 :

-0,005 o
-0,010

-0,020 o

-0,025

-0,030

-0,035

displacement - Z (m)

-0,040

-0,045

-0,050 -

-0,055 ; ;

Figura 10.26: Avaliacdo L, em relagdo a L,

10.3.7 Métodos Propostos Para Analise do Tinel com Suporte Usando
um Modelo Numérico Bidimensional

Existem vérios métodos na literatura disponiveis para a andlise de tineis usando um

modelo numérico bidimensional, por exemplo: método da reducgdo da rigidez do ndcleo, método
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da reducdo do carregamento, método da reducdo da rigidez do nicleo modificado etc. Todos
eles entretanto aplicdveis somente para o caso do tinel com suporte sem considerar o atraso na

sua instalacao.

Em virtude de todo estudo antes elaborado neste capitulo é possivel desenvolver um
método capaz de permitir uma andlise para o problema de tuneis com suporte, considerando o
atraso na instalacdo do suporte, usando um modelo numérico bidimensional. Para o problema de
tineis com o suporte as possibilidades sao maiores do que aquelas encontradas para o problema

do tunel sem suporte, serdao, entretanto, descritos neste trabalho quatro métodos:
i - Método da reducdo do carregamento sobre o tinel;
ii - Método da reducdo de rigidez do suporte;
iii - Método do acréscimo do carregamento sobre o tinel;

v - Método do alivio de carga sobre o suporte.

Método da Reducao do Carregamento sobre o Tinel

Analisa-se o diagrama convergéncia-confinamento considerando o efeito de atraso na
instalacao do suporte (ver fig. 10.27). Pode-se, por semelhanga de triangulos (tridngulos rachu-
rados na fig. 10.27), encontrar a relagéo P, /P,. P, representa o descarregamento provocado pela

instalag@o do suporte sobre o tinel se transladar o eixo das abscissas até a ordenada P, = P..

v U ul U
Figura 10.27: Diagrama Convergéncia-Confinamento para o método da reducdo do carrega-
mento
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/ ;o
K _U-Ue_,_ U (10.34)
P f f

l r U;

Para ser possivel utilizar os resultados da simulagdo numérica implementada € ne-

cessario incluir um fator de correc¢ao:

P Ue
S oL 10.35
P éU}V ( )
Uy
E= —ff (10.36)

fl
onde U, rf € resultado analitico encontrado pela férmula fechada do deslocamento total do macico
na andlise de estado plano de deformacgdo e U J’)’ € o resultado numérico 3-D do deslocamento
maximo calculado. O resultado de U }V depende do método numérico escolhido e a malha uti-
lizada. Nesse trabalho foi utilizado o Método dos Elementos Finitos com a malha apresentada
na fig. 10.16. Assim P, é dado por:

Ue

Esse método considera apenas o maci¢co como estrutura. A influéncia do suporte é

incorporada como um fator de descarregamento sobre o macico (ver fig. 10.28).

+
+ o+ o+ F + ot

Ue
Figura 10.28: Redug¢do do carregamento

E possivel, ainda, definir um fator de descarregamento do macico (¢,) em fungdo de

P;, assim:

o,P, =P, —P, (10.38)
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Ue (10.39)

ou seja,

1
O = & (1 - E’I’C) (10.40)

+ +
T+ Ty
+ o+ o+ F o4

Figura 10.29: Fator de Reducdo do carregamento para o tinel com suporte

Método da reducao de Rigidez do Suporte

Analisando-se o grifico de interagdo, da mesma forma como no método anterior,

€ possivel estabelecer um método para a andlise numérica bidimensional provocando uma
variagdo sobre a rigidez do suporte (ver fig. 10.30).

Diferentemente do método anterior, esse método considera as duas estruturas. A in-

fluéncia do suporte € incorporada na variagdo do médulo de rigidez do suporte (Gg). Estabele-
cendo a razdo entre U,, determinado através da nova curva caracteristica (x) do suporte, e Urf

através da curva caracteristica do macico, chega-se a equagao:

U Ps/rz(lfvxz) P/ G
_jc:E;)'_{:s:_sL M1 —vy) (10.41)
Ur 2G1M PIAS GS

Trabalhando-se com eq. 10.41, substituindo-se o valor de P, /P; encontrado na eq. 10.37,

¢ possivel determinar o valor de G§;:
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u U ul U
Figura 10.30: Diagrama Convergéncia-Confinamento para o método da reduc¢do de rigidez do
suporte

1
Gi=| == —1| —Gu(1—vy) (10.42)
Sov ) As
f
ou seja,
Gl = ! 1 —Gp(1—vy) (10.43)
N 5(1_%11() As M s .

Método do Acréscimo do Carregamento sobre o Tiinel

Da mesma forma como no método da reducdo da rigidez do suporte é possivel esta-
belecer um método para a andlise numérica bidimensional aplicando uma sobrecarga sobre o

sistema macigo-suporte (o, F;) (ver fig. 10.31).

Definindo-se oy P; o fator de sobrecarga o sistema maci¢o-suporte, tem-se:

axP =P+ (P] —P)) (10.44)
onde, isolando o, tem-se:
P// P/
o =14+-=2>-= (10.45)

kP
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P
A
oucP;
P —F Gy
P
P/l N\
Gs
Po=P - f
v U U uls U

Figura 10.31: Diagrama Convergéncia-Confinamento para o método do acréscimo do carrega-
mento

Pode-se encontrar P, /P; através da razdo entre U,/ Urf :

P/ (1+v])

U P'rG
_? _ E;és = DMy (10.46)

E possivel observar, através da equacdo de Kappa (eq. 10.19), que:

r Gy

———(l—-vy)=x—-1 10.47
e a=w) (10.47)
Assim:
P’ 1 U,
2= — (10.48)
P \x-1)y/

Substituindo-se as equagdes eq. 10.48 (P//P,) e eq. 10.37 (P./P;) na equagdo de a,

finalmente obtém-se:

aK:( K )& (10.49)
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Incorporando-se o fator de correcdo do método numérico implementado:

K U,
O = — 10.50
ou seja,
K 1
O = < )é <1——?t,<) (10.51)
K—1 K
+ + + +
vt ++++++++ " o+
Figura 10.32: Fator de Sobrecarga
O valor de £ encontrado na simulagio numérica implementada neste trabalho foi de
0,95.

Método do alivio de carga sobre o suporte

Os métodos anteriores descritos (i, ii e iii) foram desenvolvidos tendo a preocupacgdo
de determinar, da melhor forma possivel, o deslocamento final U,. Para o dimensionamento do
suporte a preocupacdo maior € identificar a carga que estd sendo aplicada sobre o mecanismo
de suporte. Em virtude disso, se faz necessirio um método que identifique a real carga aplicada
sobre o suporte tendo em vista o atraso na sua instalacdo. Nesta secao serd visto que a carga
total do macico € aliviada, segundo uma relacdo simples, devido ao atraso na instalacdo suporte

provocado por um deslocamento inicial do maci¢o antes da instalagdo do suporte.

Analisando-se o diagrama convergéncia-confinamento, considerando o efeito de atraso
na instalacdo do suporte (ver fig. 10.33), pode-se, por semelhanca de tridngulos (triangulos
hachurados na fig. 10.33) , encontrar a relagdo P;/P,. P; representa o alivio provocado pelo

atraso na instalacdo do suporte (U;) sobre o tinel transladando-se o eixo das ordenadas.
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R et

P I BN N NN NN :

7 U,
]

Figura 10.33: Diagrama Convergéncia-Confinamento para o alivio de carga

R f
P Ul -U; U;
S = =1 : (10.52)

p oyl Ul

i’, é, de acordo com eq. 10.26, Bi. Assim P, é dado por:

P{=(1-Px) P (10.53)
+ +
Jr
P - S+ 7
Jr
Jr
+ T + +
Jr
P | ‘ + i +
N 3 i
| +
| +
+
u; ‘ .

Figura 10.34: Alivio da carga

E possivel, ainda, definir um fator de alivio de carregamento sobre o suporte () em

funcao de P;, assim:
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Py = 0,P,; (10.54)
o, =1— P (10.55)
onde,
-L)/D -L,/D
B = 1,232 —0,389¢ 385 —(,843¢ 029 (10.56)

T+t 4
+ o+t o+

oo

Figura 10.35: Fator de alivio do carregamento para o tinel com suporte

Neste método se considera como estrutura o macico e o suporte, diferentemente do
método de descarregamento que considera apenas o macico. U, é o deslocamento sofrido pelo
suporte quando o sistema macico-suporte atinge o equilibrio. O fator de alivio de carregamento
sobre o suporte (0,) varia em fungdo do atraso na instalagéo do suporte (L, /D). A variagio de

o, em fungdo de L), /D é mostrado na fig. 10.36.

10.3.8 Construcao do grafico de deslocamento radial para tdaneis circu-
lares com suporte utilizando um método numérico ou resultado
analitico do estado plano de deformacao

Esta secdo tratard da constru¢ao do gréafico de deslocamento radial para tineis circula-
res com suporte, considerando o atraso na sua instalacdo e utilizando um método numérico ou
o resultado analitico do estado plano de deformacdo. A construg¢do do grifico de deslocamento

radial se baseia em duas caracteristicas verificadas nas simulacdes realizadas:

i - A deformacdo radial na frente de escavacdo € a mesma, para diferentes atrasos na
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L,/D

Figura 10.36: Fator de alivio o, em fungéo do atraso na instalagdo do suporte (L, /D)

instalacdo do suporte, sendo diferente para a drea atrds da frente de escavacgao;

i1 - Os graficos de deslocamentos radiais normalizados em relacdo a Ue sdo 0os mesmos

para diferentes atrasos na instalacao do suporte.

Através dos resultados encontrados e mostrados na fig. 10.38 pode-se considerar que:

DY _ ) v/ (1057)
ou seja,
U,(x/D) = A(x/D)U, (10.58)

substituindo-se a eq. 10.33 na equacao acima, tem-se:

Uy(x/D) = A(x/D)UY {1 - %AK] (10.59)

onde:
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-0,2 4

0,4 -

A(x/D)
U,(x/D) - L,;/D=0,25
uy L,/D=0,75

-0,6

-0,8 4

.
.
.
. .
-------------
-----

Figura 10.37: Deslocamento radial para diferentes L, /D

K= A48 (1-v)+1
(10.60)
~L/D ~Ll/D
Ae = —0,232+0,389¢ 38 +0,843¢ 09
As equacgoes eq. 10.59 e eq. 10.60 sdo para o caso de usar os resultados encontrados
utilizando métodos numéricos 3-D (UjrV ), que nao levam em consideracdo a simulacdo do su-
porte. Para o caso de usar os resultados analiticos da anélise do estado plano de deformacgao

(U'rf ) ou modelo numéricos bidimensionais, as equacdes sao:

U,(x/D) = A(x/D)US [0,948 — %/IK] (10.61)

onde:
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-0,2 4

-0,4

A(x/D)
U, (x/D)

U,

- L,/D=0,25
L,/D=0,75

-0,6

-0,8

.o
.........
Sess

Figura 10.38: Deslocamento radial para diferentes L), /D parametrizado em relagdo a U,

(10.62)
-L,/D -L,/D

Ak =—0,220+0,369¢ 35 +0,799¢ 0.5

z

onde A; é obtido por: A2 = EA,. O fator £ é o fator de corregdo (eq. 10.36).

O A(x/D) é chamado de perfil de deformagéo longitudinal ou LDP (Longitudinal De-
formation Profile). O LDP € a representacdo grifica ou analitica do deslocamento radial ao
longo do eixo do tinel em secdes localizadas a frente e atrds da face, obtidas por regressoes
feitas a partir resultados numéricos em tuneis sem suporte. Varios autores propdem expressoes
para o LDP: Panet e Guenot (1982), Panet (1995), Corbetta, Bernaud e Minh (1991) e Carranza-
Torres e Fairhurst (1999). Neste trabalho A (x/D) foi calculado através do Método dos Elemen-

tos de Contorno e sua representacdo grafica estd mostrado na fig. 10.5.
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11 Conclusoes

Os resultados deste trabalho mostraram que o Método dos Elementos de Contorno pos-
sui uma grande potencialidade para problemas aplicados a tineis. Os resultados mostrados nos
exemplos de validacdo: 1) Determinacdo dos estados deformac¢do/tensdo em um tunel circular
- sem pressao interna, ii) determinacdo dos estados deformacgdo/tensdao em um tinel circular -
com pressao interna e iii) determinacao dos estados deformagao/tensdao em um tanel circular -
com suporte, apresentam grande precisao, mesmo nos casos de se usar um numero reduzido de
elementos, quando comparados com os resultados analiticos. O nimero pequeno de elementos
produziu, em virtude disso, um redugio significativa no tempo de processamento se comparado
com outros métodos. A grande precisao nos resultados encontrados para aplicagdes em tuneis,
se deve, dentre outras coisas, pela propria natureza das equacdes que constituem o Método dos
Elementos de Contorno. As equagdes utilizam solucdes fundamentais que tendem ao infinito.
Para aplicacdes em que as regides modeladas tendem ao infinito, com é o caso de tuneis, o
método apresenta resultados bastantes satisfatorios. Este aspecto mostra que a Geotecnia € um
campo fértil para aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno. Vale ressaltar que o método
nao possui limitagdo quanto ao tipo de tinel, podendo ser utilizado tanto para tdneis profundos
como para tineis rasos. Para este segundo caso as equacdes integrais para regidoes semi-infinitas

€ o mais adequado.

A implementagdo do método numérico bidimensional com diferentes técnicas apre-
sentou uma melhoria significativa. A técnica da subelementac¢do produziu uma suavizagao nos
resultados dos pontos internos localizados muito préximos do contorno. Essa melhoria se deve
a reducao da singularidade provocado pela técnica da subelementagdo. A técnica da sub-regidao
apresentou resultados suficientemente precisos para a andlise numérica pretendida, dando, por-
tanto, ao programa uma versatilidade maior, podendo, assim, aumentar a gama de problemas
que podem ser modelados, como por exemplo: tineis com suporte, tineis atirantados, tineis
com n camadas de diferentes caracteristicas geotécnicas, etc. A técnica de modelagem de in-
clusdo e enrijecedores € uma técnica moderna e tem o mesmo objetivo da técnica da sub-regidao

em dar maior versatilidade ao programa, sendo esta técnica mais adequada para a modelagem
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de tirantes, suportes muito delgados, técnicas de enrijecimento sobre o suporte e/ou macigo etc.

A calibracdo dos parametros que levam em consideracio o efeito tridimensional do
problema de escavacdo foi realizado de forma bastante criteriosa. Usando os resultados de um
modelo numérico tridimensional, baseado no Método dos Elementos de Contorno, para o caso
do tinel sem suporte; e no Método dos Elementos Finitos, para o caso do tinel com suporte,
foi possivel determinar metodologias capazes de considerar o efeito tridimensional em modelos
numéricos bidimensionais. Para escavacido de tineis sem suporte foi proposto o método da
reducdo do carregamento com a constru¢ao do perfil de deformacgao longitudinal do tdnel -
LDP (Longitudinal Deformation Profile). Para a escavagdo de tuneis com suporte, baseado
no método convergéncia-confinamento, foram propostos os seguintes métodos de andlise: 1)
Método da reducao do carregamento sobre o tinel, i) Método da reducao de rigidez do suporte,
1i1) Método do acréscimo do carregamento sobre o tinel e iv) Método do alivio de carga sobre o
suporte. Os trés primeiros (1, 11, ii1) com foco na determinac¢ao do deslocamento final do sistema
macico-suporte (U,). O dltimo método (iv) com foco principal no real carregamento aplicado
sobre o suporte e o seu deslocamento radial final (U}). A grande contribui¢do do método iv)
€ a construcao do grafico do fator de alivio (&) em fun¢do do atraso na instalagdo do suporte
(L,/D). Todos esses métodos foram desenvolvidos a partir do modelo Kappa (¥), elaborado
neste trabalho a partir dos resultados encontrados na simulacdo numérica tridimensional. Os
resultados desse modelo foram comparados com o modelo de Schwartz e Einstein (1980a), as
analises mostram que o modelo Kappa contém o modelo de Schwartz e Einstein (1980a). Por
fim, o método para a construcao do grafico de deslocamento radial para tineis circulares com
suporte, considerando o atraso na instalacdo do suporte, utilizando um método numérico ou
resultado analitico do estado plano de deformacdo se mostra como uma alternativa simples para

andlise do efeito tridimensional contido no problema de tuneis.
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