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Resumo

PRADO, E. B. T. (2008). Estudo Numérico sobre a Determinacao de Pardmetros em um
Solido Eldstico-Linear e Incompressivel. Dissertagdo (Mestrado) — Escola de Engenharia
de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

A teoria de elasticidade linear clédssica é utilizada no modelamento de problemas da Fisica
Médica relacionados com a determinagao de parametros elasticos de tecidos biolégicos a
partir da medicao in vivo, ou, in vitro dos deslocamentos, ou, das deformacoes. Basea-
dos em observacoes experimentais, as quais revelam que os tecidos biolégicos anomalos
tém comportamento mecanico diferente dos tecidos bioldgicos sadios, os pesquisadores
tém modelado estes tecidos como solidos elastico-lineares, isotrépicos, heterogéneos e in-
compressiveis. Neste trabalho, analisa-se uma classe de problemas planos relacionados a
determinacao do médulo de elasticidade ao cisalhamento p de tecidos bioldgicos e propoe-
se um procedimento numérico nao-iterativo para obter solucoes aproximadas para estes
problemas a partir de campos de deslocamentos conhecidos de ensaios possiveis de serem
realizados em laboratério. Os ensaios sao estaticos e sao simulados numericamente via
Método dos Elementos Finitos. Apresentam-se resultados obtidos das distribuigoes de u
em cilindros retos, longos e de seccao retangular contendo inclusoes cilindricas circulares
centradas, ou, exceéntricas. Consideram-se inclusoes mais, ou, menos rigidas do que o
meio elastico circundante. Adicionalmente, os resultados obtidos no presente trabalho
sao comparados com resultados de outros pesquisadores que utilizam ensaios dinamicos.
Neste sentido, dois casos de inclusao circular centrada sao resolvidos com as condigoes de
contorno adaptadas do caso dinamico para o caso estatico. Resolve-se finalmente o caso
de uma inclusao de forma geométrica complexa e seis vezes mais rigida do que o entorno.
O cilindro contendo esta inclusao esta submetido as condigoes de contorno propostas neste
trabalho e também a condi¢ao de contorno adaptada do caso dinamico. Em todos os casos
analisados os resultados sao satisfatorios, apesar do emprego de uma quantidade reduzida
de elementos finitos na reconstrucao de p. Deve-se ressaltar que nenhum método de regu-
larizacao foi utilizado para tratar os deslocamentos obtidos dos ensaios simulados. Este
trabalho é de grande interesse na deteccao de tumores cancerigenos, tais como tumores
nos seios e na prostata, e no diagnostico diferenciado de tecidos biolégicos.

Palavras-chave: elasticidade linear classica; método dos elementos finitos; problema in-
verso; tecidos bioldgicos; elastografia.
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Abstract

PRADO, E. B. T. (2008). A Numerical Study about the Determination of Parameters in
an Incompressible and Linearly Elastic Solid. M.Sc Dissertation — Sao Carlos School of
Engineering, University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2008.

The theory of classical linear elasticity is used to model of problems in Medical Physics
that are related to the determination of elastic parameters of biological tissues from the
measurement in vivo, or, in vitro of either displacements or strains. Based on experi-
mental observations, which indicate that the abnormal biological tissues have different
mechanical behavior from normal biological tissues, researchers have modeled these tis-
sues as an incompressible, heterogeneous, and isotropic linear elastic solid. In this work
a class of plane problems related to the determination of the shear elastic modulus u
of biological tissues is examined. A non-iterative numerical procedure to obtain an ap-
proximate solution to these problems from known displacement fields is proposed. The
displacement fields are obtained from experiments that are possible to reproduce in labo-
ratory. The experiments are quasi-static and are simulated numerically using the Finite
Element Method. Results for the distribution of i in long, straight cylinders of rectangu-
lar cross-sections, containing either centered or eccentric circular inclusions that are more,
or, less stiff than the surrounding elastic medium, are presented. Additionally, the results
obtained in this study are compared with results of other researchers who use dynamical
experiments. In this sense, two cases of centered circular inclusions are solved by using
an adaptation of the dynamical case to the static case. Finally, the case of an inclusion
with a complex geometry that is six times more rigid than the surrounding medium is
solved. In all cases analyzed, the results are satisfactory, despite the fact that they were
obtained with a reduced number of finite elements. It should be noted that no method of
regularization has been used to treat the displacement data obtained from the simulated
experiments. This work is of great interest in the detection of cancerous tumours, such
as those in the breasts and in the prostate, and in the differential diagnosis of biological
tissues.

Key-words: classical linear elasticity; finite element method; inverse problem; biological
tissues; elastography.
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1 Introducao

Esta dissertacao apresenta um procedimento numérico para a determinacao do
modulo de elasticidade ao cisalhamento, g, em um sdélido elastico-linear, heterogéneo,
incompressivel e sob estado plano de deformacao a partir do campo de deslocamento

conhecido no interior do sélido.

O procedimento numérico baseia-se no método dos elementos finitos aplicado na
formulacao fraca das equacgoes de equilibrio que governam os deslocamentos do sélido em
dois experimentos cléssicos da mecanica. Os dois experimentos sao escolhidos de forma
a garantir que, sem o conhecimento das forcas atuantes no contorno, u seja determinado

com a excecao de quatro constantes (BARBONE; GOKHALE, 2004).

Neste trabalho, o sélido é um cilindro reto, longo e de seccao transversal retan-
gular que esta submetido aos ensaios de tragao-compressao e de cisalhamento, conforme

descrito na Segao 5.

Nos 1ltimos anos houve o desenvolvimento de modalidades de diagnostico por
imagem, tais como o ultra-som, imagem por ressonancia magnética (MRI) e tomogra-
fia computadorizada por raios-x com o proposito de auxiliar o diagndstico por imagem
de lesoes em tecidos bioldgicos, originando um novo método para analise de imagens, a
elastografia (OPHIR et al., 1991, 1999; PARK; MANIATTY, 2006). Este método permite a
identificagao de estruturas com diferentes niveis de rigidez em um meio elastico tomando
por base informagoes sobre os campos de deslocamento no interior do corpo. O procedi-

mento numeérico proposto neste trabalho permite quantificar estes niveis de rigidez.

O procedimento proposto pode ser empregado também na analise de problemas
de engenharia que necessitam o conhecimento de propriedades elasticas de materiais sem
o uso de técnicas invasivas, tais como a investigagao geoldgica de areas para a prospeccao
de petréleo e gés, na deteccao de inclusoes em membros estruturais aeronduticos, navais,

etc (RAMM, 2005; ISAKOV, 2006; KIRSCH, 1996; BONNET; CONSTATINESCU, 2005).



1.1 Motivacao

Em problemas de interesse tanto da engenharia estrutural como da medicina, a
impossibilidade de inspecoes invasivas, seja porque a estrutura encontra-se em servico,
seja porque a analise necessita ser feita em tecido vivo, motiva o desenvolvimento de uma

metodologia de analise remota.

Nota-se de alguns procedimentos propostos na literatura (BONNET; CONSTATI-
NESCU, 2005; JI et al., 2003; KALLEL et al., 1998; OPHIR et al., 1999), para a determinagao
de parametros elasticos, os quais estao fundamentados no MEF, ou, no MEC por meio de
experimentos quase-estaticos, ou, dinamicos, uma lacuna na determinacao quantitativa
dos resultados obtidos, uma vez que as avaliagoes finais estao baseadas em resultados

qualitativos de andlise da imagem.

Assim, esta pesquisa justifica-se ao apresentar um procedimento estatico nao-
iterativo de avaliagao nao-invasiva para a determinacao das constantes elasticas de mate-

riais lineares, isotropicos e incompressiveis.

Questoes relacionadas as condicoes de contorno também sao discutidas neste tra-
balho, pois o problema de determinagao de parametros em um sélido elastico-linear pode
nao ter solugao unica para condi¢oes de contorno que sejam possiveis de serem impostas

em ensaios de laboratério. Neste caso, condigoes adicionais devem ser fornecidas.

Soma-se ao exposto acima que a principal vantagem apresentada pela metodologia
proposta ¢é a de possibilitar a determinacao do médulo de elasticidade ao cisalhamento, p,
no interior de um corpo elastico-linear, isotrépico e incompressivel, a partir de campos de
deslocamento conhecido no interior do corpo e de resultantes de forgas conhecidas sobre
partes complementares do contorno. Deste modo, nos problemas de engenharia acima,
pode-se adaptar a metodologia proposta para determinar a localizacao e forma de falhas,
ou, inclusoes no substrato prejudiciais ao bom desempenho estrutural. No campo da
aplicagao médica, tecidos biolégicos poderao ser analisados, tendo-se suas propriedades

elasticas calculadas e, assim, avaliando-se a sanidade do tecido em exames preventivos.

1.2 Objetivos

O objetivo principal desta dissertacao é propor um procedimento numérico para a
determinacao do modulo de elasticidade ao cisalhamento em um sélido eléstico, isotrépico

e incompressivel, sob estado plano de deformagao, no contexto da teoria de elasticidade



linear cléssica.

O procedimento numeérico baseia-se em uma metodologia de elementos finitos que
utiliza ambos, o conhecimento de campos de deslocamento no interior do soélido medidos
por meio de técnicas nao-invasivas e o conhecimento de forcas resultantes atuantes no con-
torno do sélido. Deste modo, o trabalho representa uma contribuicao para a determinacao

unica de parametros elasticos em estruturas biolégicas e de engenharia.

Outros objetivos também foram alcancados, tais como o estudo, o entendimento
e a proposicao dos problemas direto e de determinagao de parametros com as corretas
condicoes de contorno; o estudo de métodos experimentais utilizados na obtencao dos
campos de deslocamento interno de materiais como a ultra-sonografia; a proposicao de
experimentos simples e exeqiiiveis em laboratoério; a utilizacao de programas simbodlicos
como o Mathematica, linguagem de programacao como o Fortran, e pacotes comerciais

de elementos finitos como o Ansys.

1.3 Organizacao da Dissertacao

Na Secao 2 apresenta-se uma revisao bibliografica sobre o estado da arte na area

de determinagao de parametros materiais em tecidos biolégicos.

Na Secao 3 apresentam-se os fundamentos tedricos da teoria de elasticidade linear
classica, a qual serve para formular o problema direto de determinagao de deslocamentos
nas formas forte e fraca e também o problema inverso de determinacao de parametros,
este ultimo apresentado na Secao 4. O problema direto consiste em determinar os campos
de deslocamento e de pressao 7 que satisfacam simultaneamente as equagoes de equilibrio
para um material elastico-linear, isotrépico e incompressivel, a restricao cinematica de
dilatagao volumétrica nula e as condigoes de contorno. Aqui o médulo de elasticidade
ao cisalhamento, p, é conhecido. O problema de determinagao de parametros, também
chamado de problema inverso, consiste em determinar p e m que satisfacam as mesmas
equagoes de equilibrio para um campo de deslocamento conhecido, o qual satisfaz a res-
tricao cinematica de dilatacao volumétrica nula. Em geral, este problema nao tem solugao
Unica.

Na Secao 4 apresenta-se uma introducao a teoria de problemas inversos. A-
presentam-se uma classificagao destes problemas e alguns métodos de regularizagao que
permitem obter solugao tnica para a classe de problemas tratados neste trabalho. Ao

final desta se¢ao, encontram-se as formulagoes forte e fraca do problema inverso de deter-



minacao de parametros elasticos. Apresenta-se também uma discussao sobre a unicidade
de solucao deste problema inverso no contexto da teoria de elasticidade linear cldssica

apresentada na Secao 3.

Na Secao 5 apresenta-se uma visao geral sobre as técnicas aplicadas em elastogra-
fia. Apresentam-se também alguns problemas que podem ser realizados em laboratério e

que permitem a determinagao dos parametros elasticos de forma tnica.

Na Secao 6 apresenta-se a fundamentacao tedrica do Método de Elementos Fi-
nitos (MEF), o qual é aplicado nas solugoes aproximadas dos problemas direto e inverso
descritos acima. Apresenta-se também a formulacao do procedimento desenvolvido com
um fluxograma do coédigo computacional para resolver os problemas de determinacao de

parametros.

Na Secao 7 apresentam-se e discutem-se resultados obtidos das solugoes aproxi-
madas de problemas bidimensionais propostos nas secoes anteriores. Comparam-se estes
resultados aos resultados obtidos por outros pesquisadores, os quais empregam metodolo-
gias distintas na determinagao dos parametros elasticos. Estas metodologias baseiam-se
em experimentos dinamicos, ao invés de estaticos, para a obtencao de campos de deslo-

camento.

Na Secao 8 apresentam-se as pricipais conclusoes sobre a pesquisa desenvolvida

e algumas sugestoes para trabalhos futuros.



2 Revisao Bibliografica

Nesta secao realiza-se uma revisao bibliografica de trabalhos relevantes na area de
determinacao de parametros elasticos em tecidos biologicos. Observa-se desta revisao que
a maioria da referéncias sao dos ultimos dez anos e que os autores sao de diferentes areas
do conhecimento, tais como medicina e engenharia. O assunto é, portanto, de interesse

atual e multidisciplinar.

2.1 Deteccao de Inclusoes e Identificacao de Parametros

O mais antigo problema de identificacao de parametros que se tem noticia diz res-
peito a pergunta “Arquimedes, esta coroa é de ouro?”, feita pelo rei Hieron ao matematico

grego nascido em Siracusa em 287 a.C. (SILVA NETO, 2005).

Pode-se imaginar pergunta semelhante em muitas aplicacoes atuais, tais como
na determinacao de propriedades eldsticas de tecidos bioldgicos. No caso de tumores
cancerigenos, observacgoes experimentais revelam que os tecidos biologicos anomalos tém
comportamento mecanico diferente dos tecidos biol6gicos sadios (FUNG, 2004; OPHIR et
al., 1991; LIU et al., 2003). Este comportamento é utilizado no diagnéstico do cancer
de mama, pois os tumores malignos apresentam rigidez diferente da rigidez dos tecidos
sadios (SARVAZYAN, 1993; SARVAZYAN et al.,, 1998; KROUSKOP et al., 1998). De fato,
cerca da metade de todos os casos de cancer de mama detectados nos Estados Unidos no
periodo 1988-1990 foram descobertos pelo proprio paciente ao apalpar os seios e constatar

a presenca de um nédulo em seus seios (REEVES et al., 1995).

Uma técnica utilizada na Fisica Médica para a deteccao de tumores cancerigenos
consiste em pressionar levemente uma sonda ultra-sonica sobre uma superficie externa
do corpo humano, ocasionando deformacao da parte do corpo localizada em uma regiao
proxima da drea pressionada (OPHIR et al., 2002). A deformc¢ao dever ser pequena para
que o comportamento nao-linear do tecido bioldgico seja ignorado e, assim, este possa ser

tratado como um sélido eldstico-linear (MRIDHA; ODMAN, 1986).



Ao se medir o campo de deslocamento nesta regiao, determina-se o campo de
deformagao infinitesimal, o qual esta relacionado ao campo de tensao através da Lei de
Hooke generalizada. Ao se impor a condi¢ao de que o corpo deve satisfazer as leis de ba-
lanco da Mecanica do Continuo, obtém-se expressoes para a determinacao dos parametros
elasticos da parte do corpo sob andlise. Os valores destes parametros dependem do ponto
material; especialmente se os tumores cancerigenos estiverem dispersos no tecido bioldgico

sadio.

O exame de toque ainda é o método padrao usado por profissionais da area médica
para determinar a presenca de lesoes da mama e préstata. Em muitos casos, porém,
mesmo havendo diferenca de rigidez entre o tecido lesionado e o tecido sadio, a lesao pode
nao ser detectada devido ao seu tamanho reduzido, ou, devido a sua localizagao em regioes
muito profundas do corpo, mesmo com o auxilio dos exames de ultra-som convencionais

(OPHIR et al., 2001).

O procedimento aqui desenvolvido insere-se no estudo de problemas de elasto-
grafia, termo cunhado por Ophir et al. (1991), cujo inicio data dos primeiros anos da
década de 1990. A elastografia tem como objetivo determinar de forma quantitativa as
deformagoes e a distribuicao do moédulo de elasticidade ao cisalhamento em tecidos moles

por meio da analise de imagem obtida com o auxilio de aparelhos de ultra-som.

Em um contexto mais amplo, o problema elastografico é um problema inverso,
pois trata da determinacao de parametros a partir de campos de deslocamento. A im-
portancia dos problemas inversos esta em encontrar propriedades desconhecidas de um
meio solido pela obervagao da resposta deste meio a um sinal de sondagem. Assim, a
teoria dos problemas inversos serve de base tedrica para a deteccao remota de inclusoes,
vazios e trincas e para a avaliacao nao-destrutiva de estruturas bioldgicas e de engenharia
(RAMM, 2005).

O uso de equipamentos modernos, tais como os aparelhos de ultra-som utilizados
em Elastografia, permite a captacao dos campos de deslocamento internos do corpo em
regioes de interesse de modo que nao se fique restrito ao conhecimento apenas de dados
referentes a fronteira do dominio de andlise, tal como ocorre em muito problemas inversos

de investigacao de parametros.

Zhu, Hall e Jiang (2003) apresentam uma discussao sobre duas técnicas de ultra-
som utilizadas na reconstrucao do médulo de elasticidade ao cisalhamento p em tecidos
bioldgicos, os quais sao considerados incompressiveis. A primeira técnica utiliza um vibra-

dor em contato com a superficie externa do corpo para propagar ondas de baixa freqiiéncia



para o interior do corpo. Medindo-se a velocidade de propagacao de ondas de cisalha-
mento, ou, o comprimento destas ondas, estima-se p via sistema de equagoes que fornecem
a direcao de propagacao da onda em termos de seus cossenos diretores. Varios fatores
podem, no entanto, influenciar na precisao das medicgoes, limitando a aplicabilidade da
técnica. Dentre os fatores, destacam-se ruidos de medigoes elevados, baixa resolugao
espacial, dificuldade de propagacao da energia das ondas de cisalhamento através dos

contornos do tecido.

Com relagao a categoria dos métodos de compressao estaticos, a distribuicao de
é estimada das deformagoes internas e de medidas de forgas impostas no contorno. Pode-
se fazer a medicao dos deslocamentos internos, por exemplo, segundo as técnicas descritas
em Ophir et al. (1991) e Kybic e Smutek (2005). Além da medicao dos deslocamentos
internos para estimar a distribuicao do médulo de Young, é necessario o conhecimento
das forcas no contorno. Na pratica, as forcas nao podem ser medidas ponto a ponto no
contorno. As resultantes destas forcas podem, contudo, ser facilmente obtidas em partes

complementares do contorno segundo Zhu, Hall e Jiang (2003).

No trabalho realizado por Zhu, Hall e Jiang (2003) utiliza-se o método dos ele-
mentos finitos e faz-se um relaxamento das condigoes de contorno para tornar o método
mais pratico quando da reconstrucao do moédulo elastico ao cisalhamento para materiais

considerados elastico-lineares, isotrépicos e incompressiveis.

Este autores realizam um tnico experimento para obter o campo de distribuicao
de p. Devido a isto, os autores nao conseguem mostrar a unicidade de solugao para um
unico campo de deslocamento advindo da compressao do corpo sob andlise. Os autores
ressaltam, no entanto, que o processo de minimizacao empregado utilizando os minimos
quadrados conduz sempre a uma tnica solucao algébrica. Zhu, Hall e Jiang (2003) ainda
utilizam uma rede de elemetos finitos uniforme por considerar nao ser possivel predizer a

forma das inclusoes imersas no substrato.

Aqui, deseja-se obter uma unica solugao da distribuicao do parametro material no
interior do corpo. Assim, resulta naturalmente a questao: se existe uma distribuicao do
parametro material e esta é tnica, qual é o nimero minimo de experimentos necessarios
para prover dados em quantidade suficiente para determinar univocamente o moédulo de

elasticidade ao cisalhamento?

A questao precedente é tratada em Barbone e Gokhale (2004). FEstes autores
consideram um material elastico-linear, isotrépico e incompressivel ocupando um dominio

bidimensional, o qual corresponde a uma chapa retangular em EPD, e apresentam uma



discussao sobre a determinagao do moédulo elastico quando o corpo é submetido a forgas
quase-estaticas e dinamicas. Em particular eles mostram que a equagao que rege o pro-
blema de determinacao de parametros para materiais elastico-lineares, isotrépicos e in-
compressiveis em dominio bidimensional é uma equagao diferencial parcial de segunda

ordem do tipo hiperbdlica, EPDH, com coeficientes variaveis.

Barbone e Gokhale (2004) apresentam entao a formulagdo de dois problemas
classicos da mecanica, tracao-compressao biaxial e cisalhamento simples que fornecem
dois campos de deslocamento. As caracteristicas da EPDH para determinacao de p do
problema de tragao-compressao biaxial nao sao paralelas as caracteristicas da EPDH do
problema de cisalhamento. Assim, estes problemas sao denominados de problemas linear-
mente independentes. Com relacao as caracteristicas da equagao diferencial hiperbdlica,
Barbone e Gokhale (2004) afirmam que estas sdo paralelas ao eixos de deformagoes prin-

cipais.

A substituicao do campo de deformacao do problema de tragao-compressao bi-
axial na equacao que rege o problema de determinacao de parametros deve obdecer a
solugao geral do problema inverso. Esta solucao geral é composta de duas fungoes ar-
bitrarias, f(z) e g(y). A substitui¢do do campo de deformagao do problema de cisalha-
mento nesta mesma equacao que rege o problema de determinagao de parametros também
deve obedecer a solucao geral do problema inverso. Deste procedimento resultam duas
equagoes que satisfazem a solucao geral do problema inverso. Substituindo-se a solugao
geral do problema inverso na equacao resultante do problema de cisalhamento obtém-
se que as derivadas de segunda ordem das fungoes arbitréarias, f(x) e g(y), s@o iguais e
constantes. Integrando estas constantes para encontrar as fungoes f(z) e g(y) mostra-se
que resultam na determinacao de p com excecao de quatro constantes arbitrarias. Es-
tas constantes podem ser obtidas com poucas informagoes adicionais; por exemplo, pelo

conhecimento de p em quatro pontos distintos do dominio.

Barbone e Gokhale (2004) optam pelo estudo considerando o material incom-
pressivel diferentemente de McLaughlin e Yoon (2004) que consideram o estudo da de-
terminagao de p para o caso compressivel. Barbone e Gokhale (2004) dizem que a in-
compressibilidade é mais apropriada na aproximacao do problema de imagem de tecidos
moles, pois na compressibilidade, ou, préximo a esta, o problema inverso é altamente
sensivel aos pequenos erros de medigao da dilatacao (V - u), enquanto que, assumindo a

hipétese de incompressibilidade, o problema inverso é insensivel a estes erros.

No trabalho de Barbone e Gokhale (2004) menciona-se a necessidade de uma



quantidade determinada de informacoes a prior: sobre o contorno e de forma nao arbitraria
para obter a distribuicao de ¢ no dominio bidimensional, assumindo-se ainda uma variagao
suave de p e obedecendo as equagoes de equilibrio e compatibilidade restritivas para

materiais incompressiveis no regime eldstico.

Barbone e Gokhale (2004) mencionam ainda que para um tnico campo de deslo-
camento exige-se uma grande quantidade de informacoes relacionadas ao proprio médulo
de elasticidade ao cisalhamento. O conhecimento de tais informacgoes a priori no problema
inverso poderia permitir entao que apenas um tinico campo de deslocamentos viesse a ser
suficiente para determinar a solugao de forma tnica (BARBONE; BAMBER, 2002). Porém,
na préatica do diagndstico por imagem prescrever as duas fungoes arbitrarias, f(x) e g(y),

obtidas da solugao geral no caso de um tnico campo de deslocamentos nao é factivel.

Barbone e Oberai (2007) consideram alguns problemas de identificacao dos para-
metros de Lamé, fornecendo a solugao exata para o caso compressivel. Foram considerados
problemas, por exemplo, em que o parametro de Lamé A\ é conhecido a priori e p é
determinado de um tnico campo de deformagao a menos de uma constante. Quando A —
oo tem-se a instabilidade dos resultados com erros muito amplificados na determinacao
de p; mais precisamente, o valor do erro pode implicar em g multiplicado por um fator
de 1000 (mil) vezes o valor de referéncia. O valor de referéncia é o valor da propriedade

elastica conhecido no problema direto.

Outro exemplo foi trocar A, conhecido a priori, por u, e dai determinar A de
um unico campo de deformagao, o que resultou na determinacao de A a menos de uma
constante. Finalmente, Barbone e Oberai (2007) consideram o caso em que nenhum
destes dois parametros sao conhecidos a priori, porém sabe-se o coeficiente de Poisson, v,
e pede-se que sejam determinados p e A de um tnico campo de deformacao. Novamente
os resultados da determinagao de pu e A sao dependentes de uma constante quando se
utiliza um tnico campo de deslocamento. Todas as consideracoes neste trabalho supoem

conhecida a densidade com os deslocamentos dependentes do tempo.

Park e Maniatty (2006) apresentam um procedimento para a determinagao do
modulo de elasticidade ao cisalhamento que utiliza o Método dos Elementos Finitos, sem
recorrer a processos iterativos, em que o corpo é submetido a forcas dinamicas. Utilizou-
se neste trabalho um tnico ensaio dinamico. A abordagem do trabalho é computacional.
Pode-se citar como um exemplo de processo iterativo para a busca de p o trabalho desen-

volvido por Doyley, Meaney e Bamber (2000).

Em Park e Maniatty (2006), fez-se o experimento de cisalhamento com um tnico
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pulso de excitacao de baixa freqiiéncia utilizado para estimular o tecido, medindo-se os
campos de deslocamento a partir de um sistema de ultra-som de alta velocidade. O experi-
mento de cisalhamento é realizado engastando-se a base do corpo cuja secgao transversal
do soélido é um quadrado de 50 mm de lado. Aplicam-se forgas tangenciais na borda
superior com amplitudes méaximas de 1 mm. As bordas laterais sdao mantidas livres de

carregamento. O corpo se encontra em estado plano de deformacoes.

O algoritmo desenvolvido por Park e Maniatty (2006) é testado e simulado com o
uso de uma malha de elementos finitos muito refinada que fornece para o problema direto
dados que estao proximos da solucao exata. Assim, o problema inverso que é resolvido
com uma malha mais grosseira, mas também regular, utiliza os deslocamentos obtidos nos
pontos coincidentes da malha refinada. Os autores adicionam ruido para que se verifique
a validade do procedimento em uma situacao real, a qual esta sujeita a erros de medidas

nos campos de deslocamento.

Este estudo apresentado por Park e Maniatty (2006) pretende também mostrar a
importancia de se considerar os termos de pressao hidrostatica, os quais sao desprezados
em diversos trabalhos como, por exemplo, em Oliphant et al. (2001). Nestes trabalhos,
para desprezar os termos de pressao a justificativa é que estes termos estao associados
com as ondas longitudinais (compressdo) que possuem comprimento muito grande quando
comparadas com as ondas de cisalhamento. No entanto, esta justificativa é valida somente
para meios homogéneos e nao se aplica aos meios heterogéneos como, por exemplo, os

tecido moles.

O problema de identificagdo de parametros em Park e Maniatty (2006) é resolvido
como um problema de otimizacao. Foi escolhido o método de minimos quadrados para
obter a solucao 6tima entre os deslocamentos calculados e os medidos experimentalmente.
Estes autores mencionam, no entanto, que os parametros de ponderacao da funcao campo
de deslocamento a ser minimizada podem nao ser 6timos e que seriam investigados pos-
teriormente. No entanto, bons resultados sao obtidos para p quando comparados com a
literatura e mostram nao sé o efeito do ruido na reconstrucao do médulo elastico, mas
que i dependente da area da inclusao e de sua rigidez em relagao a rigidez do meio cir-
cundante. Mostra-se também neste trabalho a necessidade de se considerar os termos de

pressao.

Park e Maniatty (2006) discutem ainda o fato de que regides situadas imediata-
mente atras da inclusao nao sao bem detectadas quando se utilizam os métodos baseados

nas equacoes de Helmholtz, sendo tipico encontrar nos resultados para estas regioes um
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grande ruido. Nao obstante, a reconstrucao do modulo elastico com o uso de filtros espe-
ciais para dados coletados das medig¢oes podem provocar a perda da detectabilidade de
inclusoes atras de outras inclusoes. Por este motivo, os autores nao utilizaram filtro de
regularizagao para os dados. Park e Maniatty (2006) afirmam ainda que as equagoes de

Helmoholtz nao sao boas aproximagcoes nestas regioes devido a heterogeneidade.

O algoritmo desenvolvido por Park e Maniatty (2006) tem a necessidade da dife-
renciabilidade do campo de deslocamento. Neste algoritmo requer-se as trés componentes
do campo de deslocamento e também seus gradientes por se tratar de um método de

inversao direta.

Franga (2007) apresenta uma formulagao inversa para resolver o problema de
determinacao de 1 em inclusoes circulares para um material elastico-linear e istotrépico.
Ao corpo ¢ aplicado um carregamento quase-estatico em tensao plana levando-o a adquirir
uma configuracao deformada com um campo de deslocamentos axiais associado. O campo
de deslocamento obtido é entao regularizado com a utilizagao de funcoes de penalizacao
e de regularizacao de Tikhonov. O processo de inversao empregado para obter u na
inclusao apoés a regularizacao é iterativo utilizando-se o algoritmo de Levenberg-Marquardt
e informagoes a priori a cerca dos parametros elasticos. Destaca-se que o moédulo de
elasticidade ao cisalhamento na matriz é conhecido a priori para solucao do problema
inverso. Também sao obtidas solugoes com o método de inversao estatistica, sendo que
para obter p utiliza-se o algoritmo de Metropolis-Hastings. Os resultados obtidos sao

considerados bons quando comparados com os resultados da literatura.

Com relagao aos métodos explicitos, ou, de inversao direta, em sua maioria nao
sao métodos gerais, existindo mais um interesse académico do que um esquema meto-
doldgico geral a ser seguido (CAMPOS VELHO, 2002; KIRSCH, 1996; ENGL; HANKE; NEU-
BAUER, 2000; RAMM, 2005; SILVA NETO; MOURA NETO, 2005; LIU; HAN, 2003). Ce-
ralmente estes métodos de inversao direta sao sensiveis a erros nas medigoes dos dados.
Portanto, em se tratando de dados experimentais opta-se por métodos de regularizacao
e suavizacao consagrados na literatura a fim de reduzir o mal comportamento das ma-
trizes geradas para a inversao, citando-se, como exemplo, o método de regularizacao de

Tikhonov, filtro Tikhonov, métodos de molificagao, etc.
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3 Conceitos Basicos da Mecanica

Nesta secao apresentam-se os conceitos basicos de cinematica, forca, relagoes
constitutivas e leis de balanco, os quais serao aplicados na determinacao de parametros
elasticos. Maiores detalhes sobre a teoria podem ser encontrados em Gurtin (1981) e

Aguiar e Fosdick (1993).

3.1 Cinematica

Seja B uma regiao regular e compacta em R? e seja X um ponto material perten-
cente a B. Uma deformacio de B é um mapeamento suave y : B — R3 com det Vy > 0,
onde V(o) = 0(e)/0X. O ponto x = y(X) é o lugar ocupado por X na deformagao y,

conforme ilustrado na Fig. 1.

y:B >R

(0]

Figura 1: As configuragoes de referéncia e deformada de um corpo B.
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O campo

F =Vy (3.1)

¢ um membro do conjunto Lin de todas as transformacoes lineares de R?® em R? e é
conhecido como o gradiente de deformagao; se P é uma parte de B com dimensdes infi-
nitesimais, entao det F é a razao entre o volume de y(B) e o volume de P e representa o

valor local da dilatagao volumétrica de B. A deformagao é isocérica se

detF — 1 = 0. (3.2)

Em aplicagoes, é conveniente trabalhar com o tensor de deformacao de Cauchy-

Green a direita, definido por

C=F'F. (3.3)

Segue de (3.2) e (3.3) que deformagdes isocéricas satisfazem

detC —1=0. (3.4)

Em termos do campo de deslocamento u : B — R3, definido pela relacao

u=y-X (3.5)

e ilustrado na Fig. 2, obtém-se de (3.1), (3.3) e (3.5) que

C-1=(Vu)' + Vu+ (Vu)'Vu, (3.6)

onde 1 € Lin é o tensor identidade. Esta diferenga é uma medida do desvio de forma entre
uma dada deformacgao e uma deformagcao de corpo rigido, para a qual C = 1. Devido a

isto, é comum introduzir o tensor deformacao de Green-Saint Venant

1

E=(C-1). (3.7)
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u(X + dX)

dx =dX + u(X + dX) —u(X)
0 & dx =dX + (Vu) dX

Figura 2: Deformacao de um corpo.

Assumindo pequenas deformagoes, segue de (3.6) e (3.7) que

E = V,u + O(|Veul?), (3.8)
onde
1 T
Vou = 5 [(Vu)" + Vu] , (3.9)
O(e?)

é a parte simétrica do tensor Vu e O(+) é um simbolo de ordem que satisfaz liII(l) 6—2‘ <
E—>

oo. Na teoria de elasticidade linear, despreza-se o termo de ordem superior em (3.8).

Agora, seja (e, ey, e3) uma base ortonormal associada a um sistema de co-
ordenadas cartesianas retangulares com origem em O (sistema CCR), conforme ilus-
trado na Fig. 2. Neste sistema de coordenadas, X = X;e; e x = x;e;, onde X; e x;,
i = 1,2,3, sao as componentes de X e x, respectivamente. Uma vez que x = y(X),
tem-se entao que x; = y;(Xy,Xq,X3), onde y, =y -e;, i = 1,2,3. Além disso, u = u;e; e

. ou, ~ ~ . . .
Viu = g;5e; ®e;, onde %( g;? %) = g;; sao as componentes de deformacao infinitesimal
J 7

e (e, ®ej)ep = djpe;, 1,7,k =1,2,3, define o produto tensorial entre e; e e;.



16

3.2 Forca e Tensao

Forgas representam a agao de um corpo sobre o outro. Esta acao pode se mani-
festar por contato entre partes de um corpo, ou, entre um corpo e o meio exterior a este.

Aqui, consideram-se trés tipos de forca, a saber:
i) forgas de contato entre partes distintas de um corpo;

i1) forcas de contato exercidas sobre o contorno de um corpo pelo meio ex-

terior a este;

iii) forgas de corpo exercidas sobre todos os pontos de um corpo pelo meio

exterior, tais como a forga gravitacional da Terra.

As forgas de contato i) e ii) sdo também chamadas forcas de superficie internas

e externas, respectivamente, pois sao transmitidas através de uma superficie de contato.

Seja x um ponto arbitrario no interior de y(B) e seja S um plano contendo x e
que divide y(B) nas partes y(B;) e y(B2), conforme ilustrado na Fig. 3.a. Na superficie
da face plana que pertence a y(B;) atuam forgas de contato internas que correspondem a
acao da parte y(Bs) sobre a parte y(B;). Seja n o vetor normal unitario exterior a face
plana e seja AF a resultante no ponto x da forga de contato que atua em uma superficie

de area AA ao redor do ponto x. A expressao

t= lim —

AA—0 AA

define o vetor tensao t no ponto x.

Pela hipdtese de Cauchy (GURTIN, 1981), o vetor tensdo é independente da su-
perficie que passa pelo ponto x, desde que a normal a esta superficie seja a mesma normal

em X do plano S e que a superficie seja suave no ponto x. Assume-se, portanto, que

t=t(x,n). (3.10)

Por outro lado, as forgas de corpo, medidas por unidade de volume em x € y(B),

sao representadas pelo mapeamento b : y(B) — R3, onde x — b(x) é continuo.

Assume-se que t e b estao consistentes com o balan¢o de momentum linear
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F,

a. Corpo deformado seccionado por

b. Parte do corpo deformado sob a a¢do
um plano S.

de forgas internas ¢ externas.

Figura 3: Plano S seccionando corpo deformado.

/ t(n) dS+ / bdV =0, (3.11)
dy(P) y(P)
onde P é uma parte arbitraria de B e y(P) estd em equilibrio, e com o balan¢o de momento

de momentum linear

/ r/\t(n)dS—l—/r/\de:O, (3.12)
oy (P) y(P)
onde “A” denota o produto vetorial. Apesar de existir a dependéncia explicita em x de

t, b e r nas expressoes (3.11) e (3.12), esta foi omitida.

As leis de balango (3.11) e (3.12), juntamente com a hipdtese de Cauchy (3.10),
garantem a existéncia de um campo tensorial suave e simétrico T, o tensor tensao de

Cauchy, tal que

t(x,n) =T (x)n (3.13)
para todo versor n e para qualquer ponto x € y(B).

Substituindo (3.13) nas leis de balanco (3.11) e (3.12), utilizando o teorema da
divergéncia e considerando P arbitrario para que se faga uso do teorema da localizagao

(GURTIN, 1981), pode-se mostrar que
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div'T(x)+b(x)=0 paratodox €y (B). (3.14)

Um procedimento alternativo comumente empregado em engenharia, (TIMOSHENKO;

GOODIER, 1980), para obter as expressoes (3.13) e (3.14) é apresentado no Apéndice A.

3.3 FElasticidade Linear Classica

Assume-se que na configuracao nao deformada, y(X) = X para todo X em B, a
tensao residual é nula, ou seja, T = 0. Neste caso e considerando a teoria de pequenas

deformagoes, pode-se considerar que todas as grandezas dependem de X (ao invés de
x =y(X)).

Em particular, reescreve-se (3.13) na forma

t(X,n)=T(X)n, VXeB (3.15)

e considera-se que a equacao de equilibrio (3.14) é satisfeita em B, ou seja,

div T(X) +b(X) =0, VX eB. (3.16)

3

No sistema CCR, X = >  X;e; e a equacdo vetorial 3.16 é reescrita em termos de suas
i=1

componentes, dadas por

+b=0, emB, i=1,223. (3.17)

Além disso, segue de (3.4) juntamente com (3.7) que deformagoes isocéricas sa-

tisfazem

trE =0, (3.18)

onde, aqui,
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E = V,u, (3.19)

é o tensor deformacao infinitesimal, o qual é obtido de (3.7) juntamente com (3.6) ao se

desprezar termos de ordem superior, O(|Vul?).

Um corpo incompressivel oferece uma resisténcia interna infinita a mudancas
locais de volume ao ser deformado. Para um material elastico-linear e isotrépico, a relagao

constitutiva de um corpo incompressivel é dada por

T =—71+2u(X)V,u, (3.20)

onde p : B — R é o mddulo de elasticidade ao cisalhamento. A dependéncia explicita de p
em X na relacao (3.20) representa uma possivel heterogeneidade material. Para tal corpo,
qualquer campo de deslocamento deve satisfazer a restricao de dilatagao volumétrica nula,

dada por

trViau=divu=0 (3.21)

a qual foi obtida de (3.18) juntamente com (3.19). A tensao de Cauchy é entdo determi-
nada do campo de deslocamento e do tensor esférico arbitrario —n1, onde 7 é chamado

parte reativa de T, ou também, pressao reativa.

3.4 O Problema Direto para a Determinacao do Deslocamento

Na Secao 3.4.1 considera-se o problema direto, o qual consiste em determinar os
campos de deslocamento u: B — R? e de pressao m: B — R que satisfacam ambas, a res-
trigdo cinemadtica (3.21) e a equagao de equilibrio (3.26), onde p é conhecido, juntamente

com as condigoes de contorno (3.23).

Adianta-se que o problema inverso tratado na Secao 4.4 consiste em determinar
o modulo de elasticidade ao cisalhamento p: B — R e o campo de pressao 7: B — R
que satisfacam a equagao de equilibrio (3.26), onde u é conhecido. Obviamente, o termo
Vsu satisfaz a restri¢do cinemética (3.18) e u satisfaz a condigao (3.23.b). Assume-se, no

entanto, que a condigao de contorno (3.23.a) nao é conhecida.

Na Secao 3.4.2 apresenta-se uma formulagao integral do problema direto que per-

mite introduzir na Se¢ao 6 uma formulagao numérica baseada no Método dos Elementos
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Finitos para o calculo aproximado dos campos u e 7.

3.4.1 Formulacao Forte

Deseja-se resolver a equacao diferencial parcial

divT+b=0 emB (3.22)

juntamente com condic¢oes de contorno da forma

Tn=g sobrell,
(3.23)

u=1 sobre I,

onde n é a normal exterior a I'y e ambos I'y e I, sao partes regulares do contorno de B,

0B, tal que

OB=T,UT,, 0=rIzNT. (3.24)

O circulo acima de I' denota conjunto aberto. Lembra-se da Secao 3.3 que na teoria de
Elasticidade Linear Classica todas as grandezas envolvidas estao definidas na configuracao

nao deformada B.

Por simplicidade, assume-se que b = 0. Se I', = 0, entao g deve satisfazer a

condicao de equilibrio global

/ gdA =0, (3.25)
oB

a qual é necessaria para a existéncia de solugoes.

No caso de material isotropico e incompressivel, lembra-se da Se¢ao 3.3 que a
relagdo constitutiva é dada por (3.20) e que o campo de deslocamento deve satisfazer a

restrigao (3.21).

Substituindo a expressdo (3.20) na equacao de equilibrio (3.22), sem b, e na
condicao de contorno (3.23.a), obtém-se o problema de achar o campo de deslocamento

u: B — R3 e o campo de pressio 7 : B — R que satisfagam as equagoes (3.21) e

-V +2div(pVsu) =0 em B, (3.26)
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juntamente com as condigoes de contorno

—mm+2pu(Vsu)n=g sobre Iy,
(Vaw) s (3.27)
u=1u sobre T',,.

A formulagao acima é chamada formulagdo forte (HUGHES, 1987).

Neste trabalho, o corpo estd em estado plano de deformacgao paralelo ao plano
XX, em um sitema C.C.R. (X3, X5, X3), de modo que as componentes de u neste sistema

de coordenadas sao dadas por

u; = ui(Xl, XQ), 1= 1, 2, us = 0. (328)

Além disso, o corpo B é uma regiao regular em R? com Iy e I, denotando novamente

partes complementares do contorno 0B.

O problema de valor de contorno associado ao estado plano de deformacao do
corpo consiste em achar u: B — R? e 7 : B — R que satisfacam as equacoes diferenciais

(3.26) juntamente com as condigoes de contorno (3.27).

Na proxima segao apresenta-se uma formulagao integral do problema direto que
permite construir um procedimento numérico simples e eficiente para o calculo de u na

Secao 6.2.

3.4.2 Formulacao Fraca

Seja agora L2(B) o conjunto de todas as fungoes quadrado-integraveis, ou seja,

LX(B) = {p: B —R;|pl|, < oo}, (3.29)

onde a norma |e|, é dada por

2

oy 2 / ePdA | = (o))
B

N[

(3.30)

Seja (H'(B))? um espago de Hilbert definido por

(H'(B))* = {v : B — R*%||v||, < oo}, (3.31)
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onde a norma |/e||; e a semi-norma |e|, sao dadas por

2

Iv]l, 2 /(v.v+vV-vV) dA | =(v,v), (3.32)
B
lv|, & /(Vv-vV) dA | (3.33)

B

respectivamente.

Seja u € (H'(B))? um deslocamento cinematicamente admissivel, de modo que
u = 1 sobre I'y, e seja v : B — R? uma funcao vetorial que satisfaca v = 0 sobre T',.
Sejam também A o conjunto de todos os deslocamentos admissiveis e V' o conjunto de

todas as variagoes admissiveis.

Utilizam-se estas definigdes para obter a forma integral das equagdes (3.26) no
caso plano. Para isto, toma-se o produto interno da equacao (3.26.a) com um elemento
arbitrdrio v € V, integra-se sobre B C R? e aplica-se o teorema da divergéncia sobre a
equacao resultante, lembrando que V7 = div(nl) e que Tn = g sobre I'y. Multiplica-se
também a equagao (3.26.b) por um elemento arbitrario p € £L%(B) e integra-se a equacao

resultante sobre B C R2.

O problema de valor de contorno pode entao ser reformulado como segue: Achar

ue Adenw e L2B) tal que

a(u,v)=b(mv)=(gv), VveV, (3.34)
b(p,u) =0, p e L2(B),

onde

a(u,v) = Q/MVSU - Vv dA,
5 (3.35)
b(m,u) = /7T trVsu dA.
B

A formulagao acima é chamada formulagdo fraca (HUGHES, 1987).

Introduz-se agora uma formulacdo alternativa de (3.34) juntamente com (3.35)
que fornece um procedimento numérico simples e eficiente para o calculo aproximado de

u e 7. Para isto, seja
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DN | —

co(m,p) =

/ p dA. (3.36)

B

Para € > 0, considere o problema de achar u. € S e 7. € L(B) tal que

a(ug,v)—b(m,v)=(g,v), Vvevy,

(3.37)
ec(me,p) +b(p,u.) =0 VpeL*(B).

Uma vez que p é arbitrario, pode-se resolver a segunda equagao para 7. e substitui-lo na

primeira equagao. Obtém-se assim o problema de achar u. € § tal que

~

a(u,v)—>b(u,v)=(g,v), WYWe, (3.38)
onde
~ 2
b(u.,v) = B / (tr Vsu.)(tr Vsv) dA. (3.39)
B

A formulacao deste problema é equivalente a formulacao fraca do problema de valor de

contorno para um material elastico-linear compressivel, para o qual

T = Adivul +2puVu, (3.40)

onde \ e i sao as constantes de Lamé, sendo que A é tomado constante e igual a 271

neste trabalho. E bem conhecido da teoria de elasticidade linear cldssica que para € > 0
e it > 0 o problema de achar ambos u. € S que satisfaga (3.38) juntamente com (3.39)
e m. € L?(B) que satisfaca (3.37.b) tem uma tnica solugao que converge para a solugao

(u,7) de (3.34) juntamente com (3.35) a medida que ¢ — 0.

No caso especial de p constante e da condi¢ao de contorno na forma u = 0 sobre

I'y, é possivel obter a seguinte estimativa de erro para € pequeno:

lu—ue|ly < are
O T (3.41)

| —7elly < aze,
onde oy, ay sdo constantes positivas que nao dependem de €, (veja, por exemplo, Mer-
cier (1979)). As estimativas (3.41) verificam-se essencialmente porque as duas condigoes

abaixo sdo satisfeitas:
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G(V,V)+E(V,V) 2 2:“ ||V||?7 VV € V’

j (3.42)
inf M 2 ﬂ?
peL:(B) vey HVH1||p”0

onde # é uma constante positiva independente de €. A condigao (3.42.b) é conhecida

como a condigao LBB (HUGHES, 1987).
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4 Problemas Inversos

Este capitulo apresenta conceitos gerais de problemas inversos e algumas clas-
sificagoes para situar o leitor no contexto do estudo de problemas de determinacao de

parametros, os quais pertencem a uma classe de problemas inversos.

4.1 Consideragoes Gerais

A distincao entre o que seja um problema direto, ou, inverso para um dado
fendmeno estd ligada a nossa interpretagao de causa e efeito (CAMPOS VELHO, 2002).
Segundo este autor, é atribuido a O. M. Alifanov, proeminente pesquisador russo na
area de problemas inversos, a afirmacao “a solucao de um problema inverso consiste em

determinar causas baseado na observacao dos seus efeitos”.

Do ponto de vista pratico, convenciona-se chamar problema direto aquele em que
o estudo antecedeu-se historicamente. Tal ambigiiidade sobre a definicao de problema
direto, ou, inverso pode ser exemplificada do seguinte modo: Se o modelo direto é expresso
por Au = f, o modelo inverso pode ser representado por A~!f = u. Por outro lado,
definindo-se B = A~!, o problema direto é representado por Bf = u, enquanto que
o problema inverso é representado por B~'u = f. Logo, qual é o problema inverso?

(CAMPOS VELHO, 2002).

O termo problema inverso, PI, deve-se ao astrofisico georgiano V. A. Ambart-
sumian (CAMPOS VELHO, 2002). No entanto, Engl, Hanke e Neubauer (2000) fornecem
uma definicao bastante abrangente dizendo que resolver um problema inverso é determinar
causas desconhecidas a partir de efeitos desejados, ou, observados, devendo-se notar ainda

que a area de projeto 6timo, ou, projeto inverso também esta incluida nesta defini¢ao.

Deve-se atentar para o fato de que, em geral, as observagoes sao imprecisas (da-
dos contaminados com ruidos, ou, erros experimentais) e incompletas. Diferentemente,

problemas diretos requerem um conhecimento completo das causas para a determinacao
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dos efeitos (CAMPOS VELHO, 2002).

Também é preciso ter em mente que causas, em um modelo matematico, sao
as condigoes iniciais e de contorno, termos de fontes, ou, sumidouro e propriedades do
sistema analisado. FEfeitos sao as propriedades calculadas a partir de um modelo direto,

como o campo de temperatura, concentracao, corrente elétrica, etc.

Matematicamente, problemas inversos pertencem a classe de problemas mal-
postos. Segundo Hadamard (1952), um problema bem-posto satisfaz as trés propriedades

abaixo:

1.Existéncia de solugao;
2.Unicidade de solucao;

3.Estabilidade da solugao, ou seja, a solu¢ao tem uma dependéncia continua (suave)

com os dados de entrada.

Logo, o problema ¢é dito mal-posto se alguma das condi¢oes acima nao ¢ satisfeita.
Problemas discretos e finitos sdo chamados mal-condicionados, se a condi¢ao (3) nao se
cumpre (SILVA NETO; MOURA NETO, 2005). Em geral, um problema inverso nao satisfaz
a nenhuma das condigoes de Hadamard; maiores detalhes em Kirsch (1996), Morozov
(1984), Romanov (1987), Tikhonov (1977) e Tikhonov e Goncharskis (1987).

O requerimento de estabilidade é importante. Se um problema nao é estavel,
entao é praticamente impossivel calcular a solug¢ao porque uma medida ou calculo numérico
é poluido por um erro inevitavel: os dados do problema sempre serao perturbados por
sinais aleatorios. Se a solucao de um problema nao depende continuamente dos dados,
entdao, em geral, a solu¢do computada nao tem semelhanga com a solugao real (KIRSCH,
1996).

Se nao for possivel obter as informacoes que possibilitaram o calculo dos dados
no problema direto e que servirao de entrada no problema inverso, entao nao existe meio

para gerar esta informagao perdida.

Sendo assim, as condi¢oes envolvidas na solugao de um problema inverso depen-
dem de informacoes a respeito da existéncia de solucao, a estabilidade desta e a unicidade.
Neste contexto, a falta de informacao para obtencao da solucao de um problema inverso

nao pode ser remediada com a utilizacdo de um “artificio” matematico (KIRSCH, 1996).
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Exemplos simples podem ser usados para ilustrar os conceitos acima mencionados.

Por exemplo, considere a solucao da equacao do 12 grau:

2z — 8 =0.

O problema (direto) algébrico acima tem a solugdo tnica x = 4. O problema

algébrico inverso relativo a equacao anterior pode ser expresso por

ar+b=0

onde a e b sao coeficientes a determinar quando x = 4. No caso deste problema inverso a

solugao nao ¢é unica.

O problema de estabilidade é exemplificado por uma equacao algébrica do 2°

grau:

ar® — 2z +1=0. (4.1)

Se a = 1, a equaga@o polinomial (4.1) possui a raiz dupla z = 1. Introduzindo um erro
de 1% no coeficiente a, de modo que a = 1,01, as raizes da equagao (4.1) sao dadas por
r1=1+0,1iexy=1-—0,11¢, sendo ¢ a unidade dos niimeros imaginéarios. Ou seja, com

1% de ruido em a, a equagao (4.1) nao tem mais solu¢ao no campo dos niimero reais.

Mesmo apresentando um franco desenvolvimento, a area de estudo de problemas
inversos é um capitulo recente na ciéncia. Ha legitimos problemas inversos que nao eram
reconhecidos como tal. Contudo, existem varias outras areas da ciéncia que estao correla-
cionadas com esta nova area, seja pela natureza do objetivo de estudo, seja pelo ponto de
vista metodolégico (CAMPOS VELHO, 2002). A lista a seguir apresenta as dreas correlatas

aos problemas inversos:

1.Identificacao de Sistemas;

2.Controle Otimo em Sistemas Estocasticos;

S.Algebra Linear Computacional em Problemas de Posto Incompleto;
4.Reconstrucao de Imagens;

5.Teoria de Filtragem;
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6.Assimilagao/Iniciacao de Dados;

7. Teoria de Estimagao.

Quanto ao tipo de causa a ser determinada, esta pode ser usada para classificar
os problemas inversos (CAMPOS VELHO, 2002). Estas classificagbes serao apresentadas

nas Segoes 4.1.1 e 4.2.

4.1.1 Exemplos de Problemas Inversos em Elasticidade Linear Classica

Comenta-se a seguir dois problemas inversos em engenharia estrutural, salien-
tando pontos relevantes do problema direto e do problema inverso no contexto da elasti-

cidade linear cléssica.

Considere o caso de uma barra composta por dois materiais, conforme ilustrado
na Fig. 4, na qual pode-se observar na extremidade esquerda a vinculacao que impede
os deslocamentos nas direcoes X; e Xy e a rotacao no plano X;X, em torno do ponto
1. Na extremidade direita, a barra nao sofre restricoes em deslocamentos. Note ainda
que o ponto 2 representa uma seccao transversal que divide a barra em duas partes com

propriedades materiais e geométricas distintas entre si.

Para este exemplo, surgem diversas condi¢oes no que diz respeito ao conhecimento
dos dados a priori, resultando em diferentes tipos de sistemas classificados com relacao
ao numero de incégnitas a resolver e o numero de equacoes disponiveis na solucao do

problema inverso.

Estes casos encontram-se na Tab. 1. Nesta tabela, os dados estao dispostos
do seguinte modo: Na primeira coluna no lado esquerdo da tabela encontram-se casos
relativos a Fig. 4; as demais colunas contém os dados disponiveis e os dados que se desejam
calcular para cada caso. Na primeira linha encontram-se os dados para o problema direto,
o qual corresponde ao primeiro caso. As demais linhas contém os casos de problemas

1nversos.

Para exemplificar dois casos da Tab. 1, sera utilizado a seguir o Método dos
Elementos Finitos na solu¢ao de problemas unidimensionais, sendo este explicado com
maiores detalhes na Secao 6.1. A intengao aqui é montar o sistema a ser resolvido e as
discussoes geradas pelo conhecimento de um dado, ou, a falta deste, sem se preocupar com
o entendimento do método numérico neste momento. Sendo assim, assuma as expressoes

elementares para uma tunica barra reta submetida a forcas em suas extremidades como
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segue:

onde

ke = (4.3)

Os subindices i e j representam o nimero de intervalos na barra e os pontos,

denominados nés, que dividem os intervalos, respectivamente.

§——> b 1—
Uy Uy Uz

I]_ B, A, In 2 E2, A, |2 3 f

Figura 4: Barra reta engastada e composta de duas partes com propriedades materiais e
geométricas distintas.
Fonte: Liu e Han (2003).

As equagoes governantes do sistema para a Fig. 4 sao obtidas da montagem dos

dois membros da barra com o uso de (4.2) e (4.3). Para o caso discreto, obtém-se

ky —ky 0 Uy Ji
—k1 ki + ke —ko uz =94 f2 ¢ (4.4)
0 —ky ko (] E
onde
by — E1lA17
- EQIAQ. (4.5)

Ly

Utilizando a condigao de contorno u; = 0, pode-se reescrever (4.4) na forma

]%1+7%2 —];’2]{1@}:{]62} (4.6)
—1232 ]%2 Uus f?, ' |
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Tabela 1: Casos de problemas para uma barra composta por dois materiais

- Parametros Efeitos
Condiges R Causas
Parametros da (Deslocamentos,
Casos de e . Externas L
Contorno Geometricos  Propriedade (Forcas) Fregiéncia
do Material ¢ Natural/Modos)
Problema Direto  u; =0 A=A =l B=E fo=f 2 =
' A=A, =1, E,=E fs=1; Us="?
Probggs :Terso o A=A 1= 1 E, = E, f, =2 U, =0,
igual-posto 1 A=ho, b=l B =B fa=7? Us = U3
Problema Inverso ) A=A, l= il E, =B £, =2 B
Caso I-2 up =0 A 4 A a —s Uz = U3
sub-posto A=A, I2=1; E, = E fz=
igual-posto ' A=A, =1, E, =7 f3=1; Us = (3
Problema Inverso " . I A A
Caso 11-2 U =0 A=A, = 1y Ei=E; f, =1, Uy =Up
- 1 - ~ a ~ A “
sobre-posto A=A, =1, E.=7? fa=13 Uz = U3
Prot;:rsrcl)al::\ierso o A=7, 1= i E, = E f, =1, U, =0,
igual-posto 1 Ae=7, 1=l B, = E fa=1s Us = 03
Protézrsr;al:t\;erso o A=A, =2 E, = E f, =1, u, = 0,
igual-posto ' A=Ay, I2=7 E: = B fa=13 us = Os
Problema Inverso A A - - » R
Caso IV- up =7 A=A, = 1 Ei=E f, =1, up =0,
igual-posto fi=? A=A, L= E,=E f3="f3 uz =03

Fonte: Adaptado de Liu e Han (2003).
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O Problema Direto

Inicialmente, para a estrutura que se apresenta na Fig. 4, deve-se realizar uma
discussao elementar sobre a solugdo do problema direto. Resolvendo a equacao (4.6) para

os deslocamentos dados e considerando as condicoes presentes na Tab. 1, segue que

~ ~ ~ -1 ~
Usg _ ki +ky —ko fo _
Us _]%2 ];2 f3

JE RN g o
N i % fs N i[fz%—(%)fs}

Tomando a primeira equagao de (4.4), encontra-se a forca de reagdo no né 1, a

qual é dada por

fi=—k Xﬁ2=—<f2+f3>~ (4.8)

Mostra-se que, conhecidos os parametros geométricos, as condi¢oes de contorno
e as causas externas, pode-se determinar unicamente os deslocamentos na barra reta. A

solugdo que se apresenta em (4.7) pode ser escrita na forma geral como segue:

Y =SX, (4.9)

Y:{ = } (4.10)

. | £

x=17 411
f (a1

onde

é o vetor de deslocamentos,

¢ o vetor de forgas e

ERY

S=| & k. 4.12
1 hth (4.12)
k1 k1ka

¢ a matriz de flexibilidade, a qual depende das propriedades do material e dos parametros
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geométricos do sistema.

No problema direto, o vetor X é um vetor de entrada, S é uma matriz de trans-

formacao e o vetor Y é o vetor de saida, como ilustrado na Fig. 5.

Se a equagao (4.4) for resolvida sem o uso das condiges de contorno, o problema
direto é mal-posto e nao apresenta solucao tunica. Além disso, se ki e ko forem iguais a
zero, a equagao (4.7) ainda nao podera prover solucao tnica. O ponto fundamental aqui é
que o problema direto também pode ser mal-posto, sendo neste caso usualmente chamado

de nao bem-definido (LIU; HAN, 2003).

Problema Direto: Y= SX

Sistema formulado
| Entrada X > como uma matriz | [ Saida Y >
de transformagao S

Problema Inverso: X=S"Y

Figura 5: Esquema simples ilustrando o problema direto e o problema inverso.
Fonte: Adaptado de Liu e Han (2003).

Pretende-se agora, apos a discussao acima sobre as condigoes para a obtencao de
solugao do problema direto, selecionar dois casos na Tab. 1 para discutir alguns aspectos

relacionados as solugoes de problemas inversos.

1.Problema Inverso II-1: Identificacao de Propriedade do Material com

Solucao Unica (Nimero de Equagoes Igual ao Niimero de Incégnitas)

Considere agora o caso do problema inverso II-1, com suas respectivas condigoes
apresentadas na Tab. 1. Neste caso, conhece-se todas as varidveis com excecao
dos médulos de Young dos dois membros da barra. Os médulos E; e Fsy estao

relacionados as constantes k; e ky através de (4.5).
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Tendo em vista a discussao que segue abaixo, pode-se escrever a equacao matricial

k1
{ N } . (4.13)

Neste tipo de problema, a matriz de transformacio S depende dos deslocamentos

(4.6) na forma

medidos. O vetor de saidas é o vetor de forcas externas e o vetor de entrada contém

as propriedades do material e os parametros geométricos do sistema.

Resolvendo a equagao matricial (4.13) para a entrada X, tem-se
X=S5"1Y, (4.14)
onde

11
Q-1 U2 U2
S [ ; ] . (4.15)

—do+1i3

Substituindo (4.15) em (4.14), obtém-se

X = %2<"j2+f3> . (4.16)

Gi3—1ig fs

Usando a expressao (4.16) juntamente com (4.5), determinam-se os médulos de

Young dos dois membros da barra, os quais sao dados por

{El }: i | [ (bt ) .

E L p Ll
2 Ay 2 Ag (ti3—1i2) 13

Neste ponto, dicutem-se as condigoes para que a equacao (4.15) apresente solugao.
Assim, se 1y = w3, nao é possivel determinar Fs, e se 4y = 0, nao é possivel
determinar F;. Este fato revela um ponto importante sobre os problemas inversos:

existem situacoes nas quais o processo de solucao falha.

Além disso, quando uy (ou, Us — U3) é muito pequeno e incorreto, pode-se ver
facilmente que o erro em estimar E; (ou, Fs) pode ser significativo e até mesmo
instdvel (uma pequena mundanga no valor de iy poderia resultar em uma grande

mudanca em FE;). Nao obstante, revela-se deste fato outro ponto importante a
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respeito dos problemas inversos: os erros na solucao podem ser ampliados, ou, a
solugao pode ser instavel. Esta instabilidade é responsavel pela mé-colocagao dos
problemas inversos. Segundo Liu e Han (2003), classifica-se este tipo de problema

como problema inverso mal-posto do Tipo II.

Para a discussao seguinte, defina posto de uma matriz A € R"™*", sendo m x n as

dimensoes desta matriz, como o segue

posto (A) = min{ng,nc},

onde ny e ng sao, respectivamente, os nimeros de linhas e colunas linearmente

independentes da matriz A.

Em outras palavras, o rank de uma matriz A, m X n, é a dimensao da maior

submatriz quadrada B nao singular (B # 0) que puder ser obtida de A.

Diz-se que o posto da matriz A é completo quando posto (A) é igual & menor das
dimensodes de A; caso contrério, o posto da matriz é chamado deficiente (GOLUB;

LOAN, 1996).

Retornando a discussao anterior, a causa da ma-colocagao de um problema inverso
é 0 posto da matriz de transformacao S na equacio (4.13). Isto é visto claramente
quando 4y = 0, ou, 1y = U3, pois neste caso S tem o posto igual a 1, ou seja, o posto
da matriz é deficiente segundo a definicao acima. Fisicamente, esta méa-colocacao
estd no fato de Ey nao ser sensivel a qualquer medida que produza i, = 3, porque
tal medida nao causara deformacao na parte a direita da barra reta. Portanto, nao
existe maneira de determinar Fs se estes forem os valores medidos. Similarmente,
FE nao é sensivel a qualquer medicao que produza i, = 0, porque tal medida nao

provocara qualquer deformagao na parte a esquerda da barra reta.

Como as incognitas e as varidveis conhecidas sao iguais em ntimero, este problema
é dito igual-posto, ou, determinado. Observe que um sistema igual-posto nao ga-
rante necessariamente a estabilidade da solucao para o problema inverso devido a
possibilidade de ma-colocacao do Tipo II de problema inverso que se mencionou

previamente (LIU; HAN, 2003).

Observe que a ma-colocacao do Tipo II no problema direto ocorre quando a solugao
da equacdo (4.7) tem como condigbes ki, ou, ks igual a zero. Veja a discussao

anterior sobre a solucao do problema direto para maiores detalhes.
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2.Problema Inverso II-2: Identificacao de Propriedade do Material com

Solucgdo Nao-Unica (Ntimero de Equagoes Superior ao Nimero de Incégnitas)

Neste caso F; = E‘l, onde E’l ¢ conhecido. O sistema (4.6) pode ser reescrito na

forma matricial

(_712‘1‘@3)?_2 N—— f3
~ 2 X N - s
S Y

Observa-se que este sistema ¢ do tipo sobre-determinado, porque para uma incégnita
existem duas equacoes. Para obter a entrada X, é necessério realizar a inversao da

matriz de transformacao S, cuja dimensao é 2 x 1, encontrando-se a solugao

X=579Y (4.19)

onde S79 é uma matriz inversa generalizada de Soy1, a qual pode ser obtida com o

uso do Método dos Minimos Quadrados, MMQ, como segue

§0= (87 s)l g (4.20)

O que se deseja enfatizar neste ponto é o fato de sistemas sobre-determinados po-
derem ser mal-postos. Claramente, é possivel ver isto da equagao (4.18) quando
Uy = u3. Em tais casos, Fy nao é definido e podera ser instavel ao se usar os dados

de 15 e u3 com ruidos, ou seja, um tipico problema inverso do Tipo II mal-colocado.

Para uma visao mais geral sobre outros problemas inversos que surgem no con-
texto da elasticidade linear, em especial os que se referem a identificacao de parametros,

sugere-se a leitura do trabalho desenvolvido por Bonnet e Constatinescu (2005).

4.2 Classificacao dos Problemas Inversos

Como havia sido adiantado na Secao 4.1, pode-se classificar os problemas inver-
sos conforme a causa a ser determinada, ou, segundo Liu e Han (2003), pelo tipo de
ma-colocagao do sistema a ser resolvido, conforme apresentado na Tab. 1. A seguir

apresentam-se algumas classificagoes:

1.Quanto a natureza matematica do método:
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Explicito (inversao direta)

Implicito

2.Quanto a natureza estatistica do método:

Aqui a expressao “natureza estatistica” deve ser entendida como o grau de conhe-

cimento da solucao obtida pelo método empregado. Deste modo, tem-se
Determinista
Estocéstico (veja maiores explanagoes sobre este método em Tarantola (2005))

Observe que as classificagoes 1 e 2 estao ligadas aos métodos de solugao do PI.

3.Quanto a natureza da solucao:

Estimacao de parametros
Estimagao de fungao

Esta classificagao foi formulada por Beck, Blackwell e Clair (1985).

4.Segundo (SILVA NETO; MOURA NETO, 2000) e (SILVA NETO, 2005):

Esta classificacao estd baseada na dimensao do modelo do fenomeno fisico (problema
direto — PD) e na dimensao de quantidade a ser estimada (problema inverso — PI)

se finita (f), ou infinita (c0).

Tipo-1 Estimagao de um nimero finito de parametros em um modelo de di-
mensao finita (PD-f e PI-f); por exemplo a solugdo de um sistema de n equagoes a
m incégnitas. Os problemas inversos do tipo reconstrucao de imagens sao exemplos
de PI do Tipo-1.

Tipo-2 Estimagao de um nimero finito de parametros em um modelo de di-
mensao infinita (PD-0co e PI-f). Como exemplo de dimensdo infinita tem-se o caso
de um problema de valor inicial para uma equacao diferencial parcial. Se o objeto a
ser estimado for de dimensao finita, esta dimensao serd dada por alguns parametros,

ou, constantes do modelo.

Tipo-3 Estimacao de um nimero infinito de parametros, ou, de uma funcao em

um modelo de dimensao infinita (PD-co e PI-00).

Na classificagao do item 4 pode-se classificar a estimacao de parametros como do

Tipo-2, ou, Tipo-3. A estimacgao de funcao continua é sempre um problema do Tipo-3

(CAMPOS VELHO, 2002).
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4.3 Métodos de Solugao e Regularizacao

Sao vérios os métodos utilizados para resolver problemas inversos, (CAMPOS VE-

LHO, 2002), dentre os quais citam-se:

1.Inversao direta;

2.Decomposicao em valores singulares;

3.Minimos quadrados e variantes (minimos quadrados ponderados);
4.Métodos de regularizacao;

5.Métodos variacionais;

6.Outros (molificacdo, métodos bayesianos, filtros digitais, redes neurais, etc).

O procedimento numérico desenvolvido nesta pesquisa utiliza um método de
pseudo-inversao baseado na Decomposicao em Valores Singulares mencionado no item

2 da lista anterior. Na Secao 4.3.1 encontram-se maiores detalhes sobre este método.

Liu e Han (2003) descrevem um procedimento geral para resolver problemas in-
versos. O procedimento consiste nos passos apresentados no fluxograma da Fig. 6, os

quais estao descritos brevemente a seguir.

* Definicao do problema - definir a finalidade e os objetivos do projeto, com
uma analise sobre os recursos e o tempo disponiveis. Uma estratégia global e exeqiiivel
deve ser determinada para mais tarde ser efetivamente executada. Deve-se realizar tenta-
tivas a qualquer momento para (1) reduzir o nimero de incdgnitas a serem inversamente
identificadas e (2) definir claramente os parametros a serem utilizados. Estas duas tentati-
vas podem levar a uma reducao efetiva ds possibilidades de problemas inversos mal-postos
(por exemplo, condigoes de contorno mal definidas) e assim, aumentar a chance de sucesso

e melhorar a eficiéncia e a precisao da operacao de inversao.

x Formulagao do modelo direto - um modelo fisico deve ser estabelecido para
capturar a fisica do problema definido. Os resultados, ou, efeitos do sistema devem ser
sensiveis aos parametros do sistema a serem inversamente identificados. Os parametros
deverao ser independentes dos resultados, ou, dos efeitos do sistema. Impor condigoes
adicionais pode contribuir para a boa colocacao de problemas inversos. Modelos ma-

tematicos e computacionais devem ser desenvolvidos para resolver o problema direto.
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Podem-se empregar métodos computacionais padroes, tais como o MEF (Método dos
Elementos Finitos), MDF (Método das Diferencas Finitas), MVF (Método dos Volumes

Finitos), métodos sem malhas, solucionadores de ondas, etc.

x Andélise da sensibilidade entre os dados de entrada e os dados de saida
(resultados)- Certifique-se de que os resultados do problema e os parametros (incluindo
os dados de entrada) para serem inversamente identificados estao bem correlacionados.
Garantir a alta sensibilidade dos resultados para os parametros é uma das estratégias mais
eficazes para reduzir mas-posicoes nos estagios futuros da andlise inversa. A andlise deve
ser realizada utilizando o modelo direto criado sem a necessidade de experimentos que
possam ser dispendiosos. Baseado na analise da sensibilidade, pode-se fazer modificagoes

no modelo direto e nas escolhas dos parametros.

x Concepcao do experimento - decidir sobre os métodos de medicao, tipo
de equipamento para ensaios e gravagao e andlise de dados. O numero de medigoes,
ou, leituras deve ser, pelo menos, maior do que o numero de incdgnitas a ser inver-
samente identificadas, o que pode conduzir a um problema igual-posto. Um sistema
sobre-determinado (utilizando mais saidas), é geralmente preferido, de forma a melho-
rar a propriedade do sistema de equacgoes e reduzir a méa-colocacao do problema. Uma
formulagao sobre-determinada pode acomodar normalmente niveis mais elevados de con-
taminagao por ruidos em dados experimentais. No entanto, sistemas com um nimero
de equagoes muito maior do que o numero de incognitas podem resultar numa saida de
dados com reprodutibilidade pobre, podendo ser verificados mais tarde pela computacao

da reprodutibilidade dos dados de saida apds a obtencao da solucao inversa.

* Minimizagao dos erros de medi¢ao (por exemplo, por meio de filtragem) -
erros na medicao de dados devem ser eliminados, tanto quanto possivel, porque eles podem
acionar as mas-colocacoes do problema, fazendo com que os erros possam ser ampliados
na solucao inversa, ou mesmo, resultar em uma solucao instavel. Existe a possibilidade de
utilizar filtros adequadamente concebidos para filtrar os erros antes que dados de medicao

sejam usados para a analise inversa.

x Andlise inversa, ou, obtencao da solucao inversa - se o sistema pode ser
formulado em uma matriz de forma explicita, a inversa generalizada (veja Golub e Loan,
1996) da matriz do sistema pode ser efetuada de modo a obter a solucao inversa. Para
sistemas complexos que nao podem ser formulados em uma matriz na forma explicita,
um funcional de erro sempre pode ser estabelecido por meio de uma norma apropriada,

e técnicas de otimizac¢do/minimizacado devem ser utilizadas para a pesquisa da solugao
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que minimiza a norma do erro. Pode-se usar técnicas de regularizagao apropriadas para
problemas inversos mal-postos. Técnicas de regularizagao sao muito importantes para
obter solucoes estaveis para problemas inversos mal-postos. Observe também que a uti-
lizacao de algumas das técnicas de regularizagao deve ser o ultimo recurso para sanar as
mas-colocacoes do problema. Alguns efeitos colaterais irao ocorrer ao se usar muitos dos
métodos de regularizacao. Além disso, o uso inadvertido destas técnicas de regularizacao

pode também levar a resultados completamente incorretos.

x Verificagao da solugao - isto é importante para garantir que a solucao
inversa obtida é fisicamente plausivel. Todos os métodos possiveis com o apropriado
julgamento de engenharia deverao ser empregados para certificar-se de que a solucao
obtida é confiavel. Verificagoes sobre a reprodutibilidade dos dados de saida e de entrada
das matrizes podem dar algumas indicagoes sobre a qualidade da solucao. Podem ser
necessarias modificagoes das estratégias experimentais e de inversao, sendo possivel repetir
0s passos anteriores até que a solucao inversa seja satisfatoria. Note que podem-se realizar

muitas verificagoes computacionais com a necessidade de verificagoes experimentais na fase

final.

4.3.1 Solugao com o uso do método SVD (Singular Value Decomposition)
e Limitacoes

. . . T
Considere o modelo linear discreto expresso pord = Gm, onded = [dy, da, ..., dp]

, ~ T , ~

¢ o vetor de dados, ou, observagoes, m = [my, ma, ..., my| ¢é o vetor de parametros a

ser determinado e

g --- 91im

gp1 --- 9dpm

é uma matriz D x M.

Se D = M a solucdo formal é dada pela inversdo direta: m= G~ 'd. Na pratica,
porém, a matriz G ¢ freqiientemente quase-singular, ou, mesmo singular e o procedimento
¢ inaplicavel (CAMPOS VELHO, 2002). Para avaliar como uma matriz mal condicionada
pode levar a uma degeneracao da solucao do PI, realiza-se a decomposi¢ao de G em valores

singulares (SVD). Veja maiores detalhes em Golub e Loan (1996). Assim,
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Defini¢do do problema

Y

Formulagao do modelo direto | s

Y

Analise da sensibilidade entre os dados de entrada e os dados de saida

N

Concepcdo do experimento| ——e

v

Minimizac¢do dos erros de medigdo (por exemplo, filtragem)

v

Analise inversa
Inversao geral, ou, otimizagdo, ou, redes
neurais; técnicas de regularizacao
podem ser usadas

Y

Verificagdo da solugdo

@ SIM

FIM

Figura 6: Esquema geral para a solugao de problemas inversos.
Fonte: Adaptado de Liu e Han (2003).
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G= U [diag(w;)] VI=UQ VT,

onde U e V sao matrizes quadradas ortogonais, isto é: UTU =1p,p e VIV =1 . As
colunas de U sao autovetores de GTG. Os w; sao autovalores ordenados (W > we > .. >wy)

da matriz GTG. A inversa da matriz G ¢é dada por

G '=V [diag(wj_l)} U’

Inicialmente, defina o espago nulo de uma matriz G € R™*", denotado por N (G),

como o conjunto de vetores x tais que Gx = 0, ou, de outro modo,

N(G)={xeR":Gx=0}.

Se G é uma matriz quase singular, ou seja, existe r > 0 tal que w,411 = W40 =

.~ wy = 0, entao, aproximadamente, posto (G) = r e dim(N(G)) = M — r. Erros
experimentais em d (erros de arredondamento, etc) serdo muito amplificados e conta-
minarao a solugao inversa. A andlise pode ser repetida para problemas indeterminados

(D < M) . A indeterminagao neste caso aparecerd de forma explicita na decomposicao de

G:

G U [ diag(w;)

VT
0 )

implicando que a inversa de G nao existe.

4.3.2  Solugao por Minimos Quadrados e Limitagoes

Consieram-se as trés técnicas abaixo.

a) Método de Minimos Quadrados (padrdo). Se a matriz G ¢é singular ou quase-
singular, uma abordagem natural (mas nao tnica e nem sempre a mais correta) é determi-
nar a solucao do sistema Gm= d pelo método dos minimos quadrados. Segundo (CAMPOS

VELHO, 2002) deseja-se determinar o ponto de minimo m do problema de minimizagao
min ||ld - Gm|?,
m

onde, do exposto anteriormente, d é o vetor de dados. Uma condicao necesséaria para a
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existéncia de m é que Gm = d. Esta condi¢ao pode ser escrita na forma

m = (G'G) ' G"d = G*dq,

onde G ¢ a inversa generalizada de Moore-Penrose, também chamada de pseudo-inversa
(veja Golub e Loan (1996)). Antes de prosseguir, é importante destacar algumas ob-

servagoes relevantes:

1.Se N (G) = {0}, entdo m existe e é tinico para sistemas lineares.

2.Se os erros associados as medidas experimentais d forem independentes, aditivos e

gaussianos, m corresponde ao estimador de méxima verossimilhanca . Resumindo:

Maxima Verossimilhanca + Hipétese Gaussiana = Minimos Quadrados.

b) Minimos Quadrados Ponderados. E somente uma generalizagao da funcao

custo J (m) expressa como segue:

= min ||[d - Gm|3,,
m

ou,

Jm)=(d — Gm)"W(d — Gm)

onde a matriz W é a matriz diagonal dos pesos que definem a contribuicao relativa de
cada erro individual ao erro total. W é uma matriz simétrica e positiva definida, com

dimensao D x D (CAMPOS VELHO, 2002).

Dois importantes casos de problemas lineares finitos que podem ser resolvidos

com as técnicas apresentadas nas Secoes 4.3.1 e 4.3.2 sao:

- Problemas indeterminados(D < M): solucao é dada pela norma minima de

minimos quadrados: Minimos Quadrados + min (mT ) .

- Problemas mal-condicionados: Este é o caso mais simples: se w,11 X Wyrio =

.~ wy ~ 0. A solugdo ¢ obtida fixando-se w,.'; = ... =w;; = 0 e obtendo-se a inversa

generalizada, por exemplo, via minimos quadrados, ou, SVD (CAMPOS VELHO, 2002).

10 método de méxima verossimilhanca é utilizado para estimativa dos valores dos parametros da
distribuigdo que maximiza a func¢ao de verossimilhanca. A fungio de verossimilhanga é baseada na fungao
densidade de probabilidade conhecida para uma dada distribuigdo (veja maiores detalhes em Cordeiro
(1992)).
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4.3.3 Métodos de Regularizacao

No caso particular de sistemas lineares indeterminados (D < M), a solugao pro-
posta apresenta o termo adicional m?’m. A partir deste caso pode-se generalizar: para
resolver problemas mal-postos é necessario fornecer informacao adicional. Na década de
60 varios pesquisadores também notaram este fato. No entanto, o destaque é dado ao tra-
balho de Tikhonov (1963), que iniciou uma formulagao geral para problemas mal-postos,

chamada regulariza¢ao, ou, método de regularizagio (CAMPOS VELHO, 2002).

O método de regularizagao consiste em determinar a solucao aproximada mais
suave compativel com os dados de observagao para um certo nivel de ruido (CAMPOS
VELHO, 2002). A busca da solu¢do mais suave (regular) é uma informagao adicional que
transforma o problema mal-posto em um problema bem-posto, conforme ilustrado na Fig.

7.

Problema I nformacdo Problema
mal-posto + apriori |:> bem-posto
Reelidade
fisca

Figura 7: Idéia do Processo de Regularizacao.
Fonte: Campos Velho(2002).

Formula-se o PI como um problema de otimizacao com restrigoes:

2
min HA(u) — f5H2

ucU
sujeito a

Q] < p,

onde § é um limite para os erros de medicio, Au = f° representa o modelo direto e [u]
é o operador de regulariza¢do (TIKHONOV; GONCHARSKIS, 1987). A técnica dos multi-
plicadores de Lagrange permite reunir na mesma fungao custo os objetivos de fidelidade

dos parametros com o modelo direto e a regularidade (suavidade) exigida da quantidade
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desconhecida (CAMPOS VELHO, 2002). Utilizando esta técnica, reescreve-se o problema

de minimizacao na forma

2
iy { [ -]+ ot}
ueU 2

onde « é o parametro de regularizacao. Deve ser observado que se @« — 0 o termo de
fidelidade dos dados na funcao objetivo é superestimado, enquanto que se & — oo toda a

informagao contida no modelo matematico é perdida (CAMPOS VELHO, 2002).

4.4 O Problema Inverso de Determinacao de Parametros Elasticos

Esta secao trata do problema inverso de determinacao de parametros e traz al-

gumas consideragoes sobre a unicidade da solucao.

4.4.1 Formulacao Forte

Assim, o problema inverso consiste em determinar o moédulo de elasticidade ao
cisalhamento p: B — R e o campo de pressao 7 : B — R que satisfacam a equacao de
equilibrio (3.26), onde E est4 relacionado a um campo de deslocamento u através de (3.19),
sendo u conhecido. Obviamente, E satisfaz a restrigdo cinemética (3.21) e u satisfaz a
condigao (3.23.b). Assume-se, no entanto, que a condi¢do de contorno (3.23.a) nao é
conhecida. Esta formulacao do problema inverso é dita forte uma vez que as equagoes
governantes deste problema devem ser atendidas em todos os pontos de B juntamente
com o seu contorno 9B. Na Secao 4.4.3 é apresentada uma formulacao fraca do problema

Inverso.

4.4.2 Consideracoes sobre a Unicidade de Solucao

Considere que B ¢ a secgao transversal de um cilindro reto e longo sob estado
plano de deformagao (EPD) paralelo ao plano desta secgdo. Assuma que ambos, o médulo

de elasticidade ao cisalhamento p: B — R e a pressao 7 : B — R sao campos suaves.

Seja entao (e 1,e9,€3) uma base ortonormal em R? associada a um sistema de
coordenadas cartesianas retangulares com a origem em O (sistema CCR). Os vetores e 1,
e, sao paralelos ao plano que contém B, enquanto que e 3 é paralelo ao eixo do cilindro

reto. Neste sistema de coordenadas, um ponto do cilindro é representado por X + X3 es,
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onde X = X1e; +Xge0€ Be X;€R, 1=1,2,3. Além disso,u =v; e +vq e,

onde v, R, i=1,2,e E = Z?jzl ci;e;®ej, ondee; ® e, éo produto tensorial

entre e e e, o qual é definido por (e; ®e,;) ep = 0, e, e segue de (3.19) que
€ij = % (g;;‘ + BUJ>. Segue de (3.21) que 99 = —eq1, uma vez que o cilindro estd
sob EPD.

Tomando o rotacional de (3.26.a), elimina-se 7 e obtém-se a equagao diferencial

N o2
Lipl = I X2 (M€12)—2m(ﬂﬁ11)=07 (4.21)

onde L [p] é um operador linear em .

Agora, considera-se uma transformacao inversivel de coordenadas, possivelmente
nao-linear, dada por X,; = Xi(nl, ny), ¢ = 1,2, onde (1, n,) sdo as coordenadas
em um novo sistema, de modo que n, = n,( X4, X3), i = 1,2. Introduzindo esta

transformagao em (4.21), obtém-se

e, DO (O 20
ox, oX, "2\ ox,) |0
2 Oy . [ Ony\?| 9%
512( ax1 X, 512(@)(2 o
1ol 2, Oy Oy | Ony Oy . Ony Oy i,
ax1 axl X, 09X, T X, 0%, 20Xy 0Xo | 00,01,
+ L i,
(4.22)

onde p =p(ny, ny), €ij ==Eij(m,me), 4, 7 =1,2, ¢ Ly[p] é um operador linear que
contém somente termos de ordem inferior a 2 em f. Assumindo que € 15 # 0, examina-
se o caso em que os dois primeiros coeficientes da expressao (4.22) sao nulos, ou seja,

examinam-se as equacoes

A on ; ? . On, On, . n 2_ o
612(8X1) 2y ax,  celex,) TUiELE (4.23)

As solugoes destas equacoes sao dadas por

on ; on ; 11 VA o o, ‘
: = A= —1.2. (424
8X1/ 0Xy € 1o (E11)" 4+ (€12)7, i , ( )
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O operador L é chamado hiperbdlico se A > 0 (WEINBERGER, 1965). Observe de (4.24)
juntamente com o Jacobiano da transformacao de coordenadas que esta condicao é ne-
cessdria para que a transformacao seja inversivel. Umavez que E = > f j—1 €ijei®e; #*
0, A > 0 e, portanto, a equagao que governa a distribuicao de p no cilindro, dada por

(4.21), é hiperbdlica. Analisa-se agora algumas conseqiiéncias desta conclusao.

Sem perda de generalidade, reescreve-se (4.24) na forma

on a771:i'f11+\/z on 5 3772:511—\/Z (4.25)
0X, 0X4 €12 7 0Xy 0Xs €12 ‘ .

Ao longo de uma reta n; = 7;, i = 1,2, onde 77; € R é constante, tem-se que

dn; = g—nxi' d X, + g;;’ d X5 = 0. Segue desta expressao que

on, / on, d X :
i . ~1,2. 1.26
axl/ 0Xs  dXy e (426)

Substituindo (4.26) em (4.25), obtém-se

dX27_511+\/Z dX2:_€11—\/Z (4.27)
dX;y €19 ’ dX, €12 7 '

onde A é dado por (4.24.b) e ;5 = €, ( X1, X2). As expressoes (4.27) sao equagoes
diferenciais ordinarias de primeira ordem em uma das variaveis; por exemplo, X,. In-
tegrando (4.27) com respeito a outra varidvel, Xj, obtém-se as curvas Xy = Xg; ( X;)
e Xy = Xy (Xy), as quais correspondem as retas 1, = 771 € N, = 72, respectiva-
mente. As expressoes (4.27) fornecem também as inclinagoes das retas tangentes as curvas
Xo= Xo1(Xy)e Xyg= Xy (Xj). Denota-se por 3, e [, os angulos correspondentes

a estas inclinagoes.

Por outro lado, as deformagoes principais de E em um dado ponto X = X e+
X5 e sao dadas por €1 = VA e €9 = —VA e as diregdes principais correspondentes

sao dadas por

o, = atan <M), oy = ozl—i. (4.28)
€12 2

Observe de (4.27.b) e do exposto no pardgrafo anterior que
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A (51 - 511)

€12

2

e que, portanto, a reta tangente a curva Xogo ( X;) é paralela a diregao principal corres-

tan oy

pondente a ¢4. Similarmente,

g &
goalertean), o

€12
e a reta tangente a curva Xy ( X;) é paralela a dire¢@o principal correspondente a ¢ 5.

O exposto acima esta de acordo com o que foi visto na Secao 2.1, em que Bar-
bone e Gokhale (2004) afirmam que as caracteristicas da equagao diferencial hiperbélica
sao paralelas ao eixos de deformacoes principais para os dois problemas linearmente in-
dependentes, tracao-compressao biaxial e cisalhamento. Quando estes problemas sao

combinados resultam na determinacao de p com excecao de quatro constantes arbitrarias.

Consideram-se agora dois ensaios possiveis de serem realizados em laboratorio.
Deseja-se elucidar o fato de que p nao pode ser determinado de um tinico ensaio quando
I', =0 em (3.24), ou seja, quando o carregamento é desconhecido e somente o campo de
deslocamento é conhecido em cada ensaio. Para isto, considere um cilindro reto de seccao
transversal retangular sob EPD perpendicular ao eixo do cilindro. O material do cilindro
é elastico-linear, isotrépico e incompressivel. Submete-se o cilindro aos ensaios biaxial de
tragao-compressao e de cisalhamento, os quais estao ilustrados na Fig. 8. Observe desta
figura que X ;, i = 1,2, sdo os comprimentos dos lados do cilindro, e que 71 e 75 sd0 0s
moédulos das forgas resultantes que atuam sobre os lados verticais do cilindro nos ensaios

biaxial (ensaio I) e de cisalhamento (ensaio II), respectivamente.

Assume-se que os campos de deformacao obtidos de ambos os ensaios sao ho-

mogéneos e dados por

Ensaio I: e (Xy, Xo)=—eW0 (X1, Xo)=¢,, D (X4, Xa)=0, (4.29)
Ensaio IT: (P (X, Xo)= e (X1, Xo) =0, ¥ (Xy, Xo) =2, (4.30)

Claramente, os campos de deformagao (4.29) e (4.30) satisfazem a restrigao (3.21)
identicamente e referem-se ao mesmo estado de cisalhamento simples se £; = £,. Neste
caso, as direcoes principais associadas a estes campos de deformacao estao relacionadas

entre si por uma rotacao de eixos de 45 graus. Além disso, infere-se que m = 0, pois
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lembra-se do exposto na Secao 3.3 que 7 representa a reacao do corpo a mudancas de
volume. Este conhecimento a priori de m nao é utilizado na exposicao a seguir, pois
deseja-se mostrar que, conhecendo-se somente o campo de deformacao, p nao pode ser

determinado de um unico ensaio.

- {kX/xyr T
1 2/ Y :(>
T,
<= =>— :@ ‘ﬁn
<" |
77777 >>(1 o >>(1
X 1
|
I) Ensaio Biaxial de II) Ensaio de
Tracao-Compressiao Cisalhamento

Figura 8: Ensaios para a determinacao de pu.

Substituindo o campo de deformagao (4.29) em (4.21) e resolvendo para pu, obtém-

Se

p(Xp, Xo)= ¢ (X)) +9¢ (X)), (4.31)

I . ~ ~ . ;. ~
onde ¢ E ), 1 = 1,2, sao fungoes arbitrarias de seus argumentos e nao podem ser deter-

minadas unicamente do ensaio I.

Considera-se agora a transformacao de coordenadas linear

771(X1> XQ):

%
%

(X114 X)), ny( Xy, Xy) = (—X14 Xy), (4.32)

a qual corresponde a uma rotacio de 45° entre os eixos de coordenadas no sistema
(X1, X3) e os eixos de coordenadas no sistema (7, 75). Substituindo o campo de

deformacao (4.30) juntamente com (4.32) em (4.22) e resolvendo para f no novo sistema
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de coordenadas, obtém-se

i(nn =06 (n) +6 37 (ny), (4.33)

i . ~ ~ . o
onde ¢ E ), 1 = 1,2, sao funcgoes arbitrarias dos seus argumentos e, similarmente ao
exposto no paragrafo anterior, nao podem ser determinadas unicamente do ensaio II.

Para obter (4.33), verificou-se que L4 [i] = 0.

Se, no entanto, realiza-se ambos os ensaios sobre o mesmo cilindro reto e substitui-
se (4.31), obtido do ensaio I, juntamente com o campo de deformacao (4.30) do ensaio
IT em (4.21), obtém-se uma expressao para p que depende somente de quatro constantes

arbitrarias. Esta expressao é dada por

p( Xy, Xo)=pg +py X1 +py Xo 4 g (X3+X§), (4.34)

onde pu,; € R, i=0,...,3, sdo constantes a determinar. A expressao (4.34) é apresentada
por Barbone e Gokhale (2004) para elucidar o fato de que p nao pode ser determinado

de um tunico ensaio quando somente o campo de deslocamento é conhecido.

Substituindo (4.34) em (3.16), desprezando a for¢a de corpo b(X) e resolvendo

1

para os campos de pressao w1 e 72 dos ensaios I e II, respectivamente, obtém-se

(X, Xo)=2¢e1 [py X1 —py Xo +py (XT-X3)+7"], (4.35)
T2 (X, Xo)=2 ¢ [py X1 +py Xo +2p3X, X, +77], (4.36)
onde 7 € R, i=1,2, sdo constantes a determinar.

Assume-se agora que as forgas resultantes 7;, i = 1,2, (veja Fig. 8) sdo conhe-
cidas de, por exemplo, medi¢oes experimentais. Integrando (3.13) sobre partes comple-

mentares de 0 B e utilizando (3.20), obtém-se o sistema de equagdes abaixo.

Ensaio I: O campo de deformacgao para este ensaio é dado por (4.29). Assim,
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X2
7‘1:/ (-7T+2,LL§1)(O,X2)CZX2
0

X9 B
:/ (—7T+ 2#8_1)(X1,X2) dXQ,
0 (4.37)

X1
—7'1:/ (—71'1 —2N§1)(X1,0) Xm
0
X1 3
:/ (—7T1 —2[1,51)<X2,X1) Xm
0

Ensaio II: O campo de deformacao para este ensaio é dado por (4.30). Assim,

X9 XQ _
T o9 = 2 €9 / M(O, XQ) dXQZ 252 / M(Xl, XQ) ng,
0 0

Xg X2 _
0—/ W(O,XQ) dXQ—/ 7T(X1,X2) ng,
0 i 0 (4.38)

X1 Xl _
—17'2:252/ /.L(Xl,O) dX1:2&:2 / ILL(XQ,Xl) Xm,
0 0

X1 Xl _
0:/ 7T(X1,0) Xmz/ 7T(X1,X2) Xm
0 0

Substituindo (4.34) — (4.36) em (4.37) — (4.38), obtém-se um sistema de equagoes sobre-
determinado para a determinagao dos coeficientes p,, i =0,...,3, e #?, i = 1,2. A

solugao deste sistema ¢é dada por

Segue de (4.34) — (4.36) que u é constante (portanto, o cilindro é homogéneo)
eque 7 =0, i = 1,2, o que estd consistente com o nosso conhecimento a priori dos

campos de pressao para estes ensaios.

O procedimento utilizado para a determinacao de p a partir dos campos de
deformagao conhecidos (4.29) e (4.30) e das forgas resultantes sobre partes complementares
dos lados do cilindro pode ser generalizado para o caso em que o cilindro nao é homogéneo.
Neste caso, a solugao da equagao de equilibrio (3.26) para os campos e 7% = 1,2, nio
é trivial e exige a utilizagao de métodos numéricos que possibilitem construir aproximagoes
para estes campos. Na préxima secao apresenta-se uma formulagao fraca do problema de

determinacdo de pe 7% i= 1,2, que, juntamente com o Método dos Elementos Finitos
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(MEF), possibilita a construgao destas aproximagoes.

4.4.3 Formulagao Fraca

Novamente, lembra-se da Secao 4.4.1 que o problema inverso consiste em determi-
nar u: B — R e o campo de pressao 7 : B — R que satisfacam a equacao de equilibrio
(3.26), onde o termo V,u satisfaz a restrigdo cinemética (3.21) e estd relacionado ao
campo de deslocamento u por meio de (3.19). Assume-se que u € A é conhecido e que
I'y =0 em (3.24). Assume-se também que forgas resultantes sdo conhecidas em r partes

complementares de d B, de modo que

0; B

onde 9B = U;_,0,B,0;BN0; B+#0para i# j, en; éa normal exterior a 9; B.
Obviamente, > 7 R; =0.

A formulacdo fraca do problema inverso consiste em achar u € L ?(B)e 7 €

L ?( B) que satisfacam

—/ WtervdA—l—Q/ wVeu - -VyvdA=0, Vv € V, (441)
B B

juntamente com as expressoes (4.40). Segue da discussao realizada na Segao 4.4.2 que a
solugao deste problema nao pode ser determinada de um tnico campo de deslocamento.
Ainda segundo esta discussao, assume-se o conhecimento de dois campos de deslocamento,
u! € Aeu? ¢ A, linearmente independentes. Considera-se entdao o problema da
determinacio de u€ L ?*(B)e n'€ L ?(B), i =1,2, que satisfacam (4.40) e (4.41)

para os campos de deslocamento u?, i = 1,2, respectivamente.
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5 Elastografia

5.1 Fundamentos da Elastografia

No estudo de tecidos bioldgicos o parametro de rigidez nao pode ser medido dire-
tamente (OPHIR et al., 1999). Um estimulo mecénico precisa ser propagado no interior do
tecido de modo a provocar movimentos internos deste. Técnicas de ultra-som, resonancia
magnética, ou, alguma outra modalidade de diagndstico por imagem sao entao utilizadas

para medir estes movimentos.

Existem dois grandes grupos de métodos de medicao baseados em ultra-som:

1.Métodos ditos quase-estaticos em que uma compressao é aplicada ao tecido e as
componentes do tensor deformacao sao estimadas (OPHIR et al., 1991, 2001; KALLEL
et al., 1998; DOYLEY; MEANEY; BAMBER, 2000).

2.Métodos em que se aplicam ao tecido vibragoes de baixa freqiiéncia e se inspeciona

o comportamento resultante do tecido (WU et al., 2006).

O mais importante é o fato de que em ambos os métodos os deslocamentos locais
do tecido sao estimados do intervalo entre dois sinais de eco, um de pré e outro de pds-
compressao, cujo gradiente axial é entao computado para estimar e exibir a deformagao

local.

Sendo assim, elastografia é um método nao-invasivo que utiliza as imagens de pré
e pos-compressao de tecidos, para a determinacao de campos de deslocamentos internos

que possibilitem inferir as propriedades eldsticas destes tecidos.

Uma hipétese restritiva que se utiliza na técnica elastografica é a analogia de um
modelo fisico simplificado de molas para predizer o comportamento mecanico de tecidos
moles isotrépicos e homogeéneos. Basicamente, o comportamento considerado para estes

tecidos é semelhante ao de um sistema com trés molas colocadas em série, cada qual
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identificada com uma constante elastica, e submetidas a uma forca de compressao. Caso
as constantes elasticas sejam iguais, apds a compressao, as molas apresentarao as mesmas
deformagoes. Detalhes dessa hipétese encontram-se em Ophir et al. (1991) e Ophir e
Yazdi (1992).

No caso de tecidos moles, se uma regiao possui uma inclusao, mesmo que esta
apresente uma constante elastica bem maior do que o entorno, é provavel que sofra uma
contracao. Em elastografia, o fato fundamental é que a inclusao sofre uma contracao

diferente do meio circundante, permitindo a sua identificacao.

Em Fung (2004), encontra-se a justificativa para a afirmacao dada acima, uma vez
que dependendo de sua composicao estrutural os tecidos possuem propriedades mecanicas
variaveis. Sendo assim, quando submetidos a forcas similares, as partes dos tecidos que
possuem modulos elasticos menores deformam-se mais do que as partes que apresentam

modulos eldsticos maiores.

No que tange a diferenciacao de estruturas com maédulos eldsticos distintos, a
elastografia apresenta um grande potencial de vir a se tornar um excelente método com-
plementar aos exames jd existentes, principalmente aqueles convencionais (ultra-som, to-
mografia computadorizada, ou, ressonancia magnética) em que tais estruturas nao podem

ser distiguidas, ou, sdo consideradas invisiveis a estes métodos (OPHIR et al., 2001).

5.2 O Processo Elastografico

A elastografia difere de alguns métodos vibracionais em aspectos importantes,

dentre os quais mencionam-se:

1.A tensao aplicada ao tecido nao é vibratoéria, mas sim quase-estatica. Isto tende a
evitar problemas devido as reflexdes, ondas estacionarias e modos permanentes que
possam ser criados no tecido e, em conseqiiéncia, venham a interferir na qualidade

da imagem.

2.A tensao uni-axial quase-estatica que se aplica reduz a complexidade da equacao

viscoeldstica do movimento unidimensional. Esta equacao possui a forma

d?x dx it

A equacao (5.1) contém os termos de inércia M, de viscosidade R e de rigidez K,
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sendo ainda x o deslocamento, F a amplitude da for¢a e w a freqiiéncia vibracional
angular. A forma reduzida mais simples é a equacao Hookeana Kx = F{; desde que
w = 0, os termos de velocidade e aceleracao sejam despreziveis. Em principio, isto
permite isolar e extrair o parametro de rigidez local do tecido (K) da medi¢ao da
forca diferencial aplicada Fj e as conseqiientes mudancas locais no deslocamento x.
Para o caso continuo, a equacao equivalente torna-se e = ¢, onde £ é o mddulo

elastico, F é a deformacao e o é a tensao aplicada.

3.0s niveis médios de deformagao produzidos no tecido sao normalmente muito pe-
quenos (da ordem de 0,1%, ou, 0,001). Dentro destes niveis, a equagao Hookeana
é considerada valida. Chegou-se a estes niveis de deformacao através de estudos de
relacao tensao-deformacao lineares em géis e tecidos musculares in vivo feitos por
Mridha e Odman (1986), cuja validade estendeu-se até niveis de deformacao de 2,5%
(ou 0,025). Estas deformagoes sdo pequenas para manter as distor¢oes no tempo
de mudanga dos sinais de eco (antes das corregoes) a um minimo; por conseguinte
mantendo um baixo nivel de ruido de descorrelacao no elastograma. Ao se fazer
as correcoes adequadas, no entanto, é possivel aumentar a tensao aplicada e obter
ganhos no contraste da imagem, respeitando os limites dos métodos de correcao,

sendo isto talvez o mais importante segundo Ophir et al. (1999).

4.A elastografia é capaz de produzir imagens de alta resolugao (elastogramas) (OPHIR
et al., 1991, 2001). O termo “elastograma” é utilizado como um descri¢ao genérica
de todos os diferentes tipos de imagens que mostram alguns parametros que estao
relacionados com o comportamento eldstico, ou, natureza do tecido. Nesse sentido,
elastogramas sao descritos como imagens que exibem deformagoes axiais, ou, late-
rais, a distribuicao do médulo elastico ao cisalhamento, ou, o coeficiente de Poisson

nos tecidos.

O processo geral para a produgao de elastogramas convencionais pode ser descrito
como o que se apresenta na Fig. 9. O processo inicia-se com a distribui¢ao do contraste
do modulo tissular e finaliza com um elastograma da distribuicao do moédulo elastico ao
cisalhamento correspondente, sendo o tecido submetido a processos de compressao quase
estaticos e restrito a condigoes de contorno mecanicas. A obtencao do elastograma do
modulo de elasticidade ao cisalhamento por meio da solucao do problema inverso é um

ponto de contribui¢ao 6tima ao processo (OPHIR et al., 1999).

Deve-se a Ophir et al. (1991), Ophir e Yazdi (1992) a idealizacdo da instru-

mentacao para obter os elastogramas tal qual se apresenta na Fig. 10. Resumidamente,
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Figura 9: Processo de geracao de elastogramas de deformagao e do moédulo elastico ao
cisalhamento do tecido.
Fonte: Adaptado de (OPHIR et al., 1999).

o sistema é composto de uma estrutura rigida com um motor acoplado. O membro axial
possui duas extremidades, sendo a primeira acoplada ao motor e podendo-se variar a
posicao axial com o uso deste. A segunda extremidade do membro axial liga-se ao emis-
sor de ultra-som que transmite as ondas ultra-sonicas por meio de uma superficie que é
dita sonicamente acoplada ao corpo alvo, ou, phantom. Um transmissor é conectado ao
emissor, ou, fonte de ultra-som e a um receptor de seqiiéncia de sinais de ecos vindas do
corpo alvo em resposta aos sinais transmitidos pela fonte no corpo alvo. Um digitaliza-
dor conectado ao receptor e operavel digitaliza as seqiiéncias de ecos e um processador
conectado ao digitalizador, e também operavel, converte a seqiiéncia de sinais de eco em

um perfil de deformacao.

A Fig. 11 apresenta um exemplo de montagem experimental para ensaio de corpos
de prova em elastografia in vitro presente no trablho de Doyley, Meaney e Bamber (2000).
Estes autores mesmo tendo feito um ensaio com carregamento quase-estatico, uma vez
que a deformacao total aplicada na diregao vertical de 2% foi dividida em passos de 0, 2%,
regularam o receptor de ultra-som para geracao dos quadros de imagens, denominados
frames, para um carregamento dinamico. Deste modo foi possivel obter mais detalhes

sobre cada passo de carga e o comportamento do phantom. Este aparato experimental
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Figura 10: Instrumentacao para gerar elastograma a partir da compressao de um corpo
de prova denominado phantom.
Fonte: Adaptado de (OPHIR; YAZDI, 1992).

esta de acordo com o esquema que se apresenta na Fig. 10.

Citando Yang e Huang (2003), pode-se dar outro exemplo de estudo com phan-
toms. Estes autores propoem uma outra metodologia na andlise de comportamento de ma-
teriais usando técnicas de correlagao cruzada; por exemplo, fungoes de correlacao cruzada
por partes, para estimar o perfil de deformacao axial nestes phantoms. Adicionalmente,
usam o que se denomina filtro harmonico secundario, do qual obtém-se o sinal de eco
secundario, para auxilio na obtenc¢ao do perfil de deformagoes em casos dinamicos, tanto
para phantoms homogéneos como para aqueles formados por dois materiais distintos. As
metodologias mais correntes que se empregam em andlise de elastogramas estao listadas

na préxima subsecao.

5.2.1 Métodos de Processamento de Elastogramas

As técnicas mencionada abaixo sao usualmente empregadas na andlise de elasto-

gramas para a obtencao dos campos de deslocamento.

1.Técnicas de Correlacao - A elastografia padrao utiliza a técnica de correlagao cruzada

coerente, ou, fungao correlagao cruzada por partes para estimar os deslocamentos em
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Figura 11: Phantom indicado pela seta no centro da ilustracao em posicao de pré-
deformacao no sistema elastografico experimental.
Fonte: Doyley, Meaney e Bamber (2000).

tecidos e a deformacao dos tecidos com o uso subseqiiente de um operador gradiente.
Enquanto que os métodos de estimativas ditos coerentes tém a vantagem de serem
altamente precisos, os estimadores ditos incoerentes sao menos precisos, porém mais
robustos, além de facilitar o seu uso pratico. Um grafico de fluxo ilustra os conceitos

bésicos de ambas as técnicas elastograficas, coerente e incoerente, na Fig. 12.

2.Métodos Baseados na Fase - Utilizam a mudanca de fase dos sinais de eco do trans-

dutor de ultra-som para medir os pequenos deslocamentos do tecido.
3.Estimador de Deformacao por Minimos Quadrados.

4.Método Butterfly Search - Método deterministico baseado na desigualdade de Schwartz
para determinacao de deslocamentos vindos de um envelope de sinais complexos, ou

seja, faz a andlise de mais de dois pares de linhas A! por vez.

'Em processamento de imagem pode-se descrever um par de linhas do seguinte modo: seja um fundo
branco com linhas pretas e espacadas. Serd considerado um par de linhas a uniao da linha preta com o
espaco em branco que a intercala de outra linha preta. Quando os fotégrafos dizem “linhas de defini¢ao”,
estao falando destes pares de linhas por milimetros da imagem. Na televisao e video, um par de linhas
é igual a duas linhas da tevé, ou, pixels, de definicdo. Veja mais detalhes em Koyama (2006). Em
Elastografia um par de linhas A é o conjunto formado pelos sinais de pré e de pds-deformagao adquiridos
pelo transdutor de recepgao (YANG; HUANG, 2003). Sendo assim, para o processamento de imagem, o
par é formado de linhas do mesmo quadro, enquanto que em elastografia o par é formado de elementos
vindos de quadros distintos.
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Figura 12: Fluxograma para ilustrar os conceitos basicos e estratégias de processamento
de sinais de métodos elastograficos coerentes e incoerentes.
Fonte: Adaptado de Hoyt (2005).
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5.Estimadores de Deformacao Espectral - Métodos usados para estimativa direta da
deformagao sem o uso de operadores gradientes amplificadores de ruidos na anélise,
podendo a deformagao ter seu calculo feito por correlagao cruzada espectral, ou, por

mudanca do centroide espectral. Pode-se citar como exemplo de uso destes métodos
o trabalho de Hoyt (2005).

6.A Técnica Block Matching - Os padroes de speckles pré e pés-deformagcao constituem
o que se de define como block matching. Esta técnica consiste em comparar regioes,
ou, kernels, no mapa de pré-deformacao com regioes de mesmo tamanho no mapa
de pés-deformacao. O tamanho do kernel, na técnica block matching, é um dos
principais parametros para melhorar a precisao das medidas de deslocamento. Esta
comparacao € feita pela minimizacao de uma funcao custo, detre as quais citam-

se:
* SAD (Sum Absolute Differences)
* SSD (Sum Square Differences)

* NCC (Normal Cross-Corelation)

A funcao custo NCC é a que fornece os melhores resultados por reter mais in-
formacoes do sinal; porém, é a que apresenta o maior custo computacional quando
comparadas com as fungoes SAD e SSD. J4 as fungoes custo SAD e SSD possuem
desempenho muito semelhante. Um breve resumo sobre estas técnicas aplicadas no

processamento de elastogramas é apresentado em Neves (2007).

Maiores detalhes sobre procedimentos para a medi¢ao de campos de deslocamentos
com o uso de ultra-som encontram-se nos trabalhos de Hall e Zhu (2003) e Radulescu
(2007).

5.2.2 Aplicagoes da Elastografia

Segundo Ophir et al. (2001), a elastografia pode ser aplicada a qualquer sistema
de tecidos que seja acessivel por ultra-som e que possa ser sujeito a pequenas compressoes
estaticas. Esta compressao pode ser aplicada externamente, ou, internamente. A elasto-
grafia é aplicada na analise in vivo de imagens de mama, prostata e tecidos vasculares.
Muitos estudos in vitro demostram o potencial da elastografia no estudo de imagens da
anatomia normal. Demonstra-se o potencial de utilidade da elastografia também em mo-

nitoracao terapéutica térmica.
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Como exemplo, a Fig. 13 apresenta a anatomia normal de um rim ovino, cuja
imagem elastografica apresenta uma riqueza de detalhes muito superior a imagem de ultra-
som em modo B convencional para diferenciacao das estruturas do tecido que compoem

o 6rgao, perdendo somente em detalhes para a fotografia.

Sonograma Elastograma Fotografia

Figura 13: Da esquerda para a direita: sonograma longitudinal, elastograma e fotografia
de um corte longitudinal de um rim ovino.
Fonte: http://www.uth.tmc.edu/schools/med/rad/elasto/.

5.3 Proposicao de Experimentos em Elastografia

5.3.1 Consideragoes Iniciais

Esta secao trata da proposicao de alguns experimentos para a determinacao
das constantes de Lamé de forma tnica. Em geral, o problema da determinacao dos
parametros elasticos é mal-posto, pois as equagoes governantes sao do tipo hiperbdlico e
nao se conhecem os valores destes parametros no contorno do corpo. Demonstra-se em
Barbone e Gokhale (2004), no entanto, que a realizagao de diferentes ensaios mecanicos so-
bre o mesmo corpo, com a conseqiiente determinacao de diferentes campos de deformacao,
é suficiente para a determinacao do modulo de elasticidade ao cisalhamento p de um corpo
elastico-linear, isotropico e incompressivel sob EPD e sob condigoes particulares de carre-
gamento. Segundo estes autores, a realizacao de dois experimentos que produzam campos
de deslocamento linearmente independentes entre si é suficiente para determinar p com
excecao de quatro constantes. Se quatro experimentos forem utilizados, entao p é deter-

minado com exce¢ao de uma constante.

Neste trabalho consideram-se os ensaios biaxial de tracao-compressao e de cisa-

lhamento de um cilindro reto sob EPD perpendicular ao seu eixo para a determinacao
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do moédulo de elasticidade ao cisalhamento p. Considera-se que o material do cilindro
é elastico-linear, isotrépico e incompressivel. Estes ensaios estao descritos na préxima

secao.

Deste modo, os experimentos propostos visam a medicao do campo de desloca-
mento utilizando, por exemplo, a técnica desenvolvida por Neves (2007), com a deter-
minacao do campo de deformacao infinitesimal correspondente, o qual é proporcional a
rigidez interna do material. Logo, ao se relacionar as deformagcoes com as tensoes por meio
da Lei de Hooke Generalizada e ao se impor a condicao de que o corpo deve satisfazer as

leis de balango da Mecanica do Continuo, obtém-se expressoes para a determinagao de pu.

5.3.2 Ensaios Biaxial de Tragao-Compressao e de Cisalhamento

Os ensaios biaxial de tracao-compressao e de cisalhamento em um corpo isento
de inclusoes fornecem campos de deformacao uniformes, conforme visto na Secao 4.4.2.
Além disso, estes ensaios fornecem campos de deslocamento linearmente independentes

(BARBONE; GOKHALE, 2004).

Considera-se um cilindro reto, longo e de seccdo retangular, cuja largura é X; =
50mm, a altura é X, =50mm contendo uma inclusdo cilindrica reta, longa de seccio
circular de raio r, o qual pode assumir os valores 0, 2, 4 e 6 mm. O cilindro reto esta sob
estado plano de deformagao (EPD) paralelo ao plano X;X,. Assume-se que a forca de
corpo é nula. Estes problemas, devido a presenca da inclusao, nao fornecem os campos de
deslocamento uniformes, resultando em variacao dos termos de pressao ao longo de todo

o dominio.

Inicialmente, consideram-se os dois ensaios ilustrados na Fig. 14. No lado es-
querdo mostra-se o ensaio biaxial de tracao-compressao. Neste caso, o carregamento

sobre as bordas da chapa é dado por
Xo
i) /Telngle e; sobre X; =0 e X; = Xy,
0
X,

X _
i1) /Tengl = _}_(_1 T1 €9 sobre Xy =0 e Xy = X,

2

(5.2)

0

onde 7;, 1 = 1,2, sao resultantes de forca, por unidade de comprimento na direcao axial

do cilindro reto, obtidas experimentalmente.
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No lado direito da Fig. 14 mostra-se um ensaio de cisalhamento para o qual o

carregamento sobre as bordas do cilindro reto é dado por

X
i) /TelngzTg € sobre X; =0 e X; = Xj,
(5.3)

Xy

/ engl —7'2 (S31 sobre XQ =0e Xg = Xg,
2

0

onde F' é uma forca resultante, por unidade de comprimento na direcao axial do cilindro

reto, obtida experimentalmente.

Além das forcas resultantes, estes ensaios possibilitam obter dois campos de des-
locamento independentes segundo Barbone e Gokhale (2004). Estes campos de deslo-
camento sao obtidos experimentalmente através de técnicas experimentais discutidas na
Secao 5. Neste trabalho, utiliza-se o programa de elementos finitos ANSYS 5.5 para si-
mular os dois ensaios a) e b) da Fig. 14 e para calcular as forcas resultantes 7, e 5. As

condicoes nas bordas do cilindro reto para realizar estas simulacoes sao dadas a seguir.

i) Ensaio biaxial de tracao-compressao:

a)Bordas Verticais:

uy (0,X3) =0, Uy (Xsz) =& Xy, (5.4)
(62 : Tel) (O,Xg) = (62 : Tel) (Xl,Xg) = 0.
b)Bordas Horizontais:
U2 (Xl, O) = O, U2 (Xl,Xg) = —£&1 (g, (5 5)
(€1 -Tey) (X1,0) = (e - Tey) (X1, Xa) =0.
Ensaio de cisalhamento:
a)Bordas Verticais
up (0,X2) =uy (X1,Xs) =25 Xo, (5.6)
up (0,X2) = us (Xq,Xz) =0,
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b)Bordas Horizontais

U9 (Xl,O) = U2 (Xl,Xg) = 0, (57)
2

X X,

1

IT) Ensaio de

I) Ensaio Biaxial de
Cisalhamento

Tracdo-Compressio

Figura 14: Ensaios para a obtengao dos campos de deslocamento independentes e das

forcas resultantes sobre as bordas da chapa.

Na proxima secao apresenta-se a formulagao numérica utilizada na obtencao de

valores aproximados para e 7 a partir de campos de deslocamento conhecidos.
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6 Formulacao Numérica

Na Secao 6.1 apresentam-se os conceitos basicos sobre o método dos elementos
finitos (MEF) para o caso unidimensional. Na Sec¢ao 6.2 desenvolve-se a formulagao
discreta via MEF para o problema direto bidimensional. A Secao 6.3 apresenta o MEF
aplicado ao estudo da determinacgao de p e m utilizando os conceitos desenvolvidos nas

secoes anteriores.

6.1 Aspectos Basicos do Método dos Elementos Finitos-MEF

Nesta secao apresentam-se conceitos basicos do Método dos Elementos Finitos
(MEF), a partir da formulagao fraca apresentada na Secao 3. Para facilitar a exposicao,

consideram-se somente problemas uni-dimensionais lineares.

Os principais constituintes do Método dos Elementos Finitos classico para a

solucao de um problema de valor de contorno sao:

i. A formulacao variacional, ou, fraca do problema;

ii. A aproximacao das equagoes variacionais correspondentes utilizando série
finita de fungoes continuas com suportes que tendem a pontos a medida que o nimero de

termos na série tende ao infinito.

6.1.1 Formulacao Forte, ou, Classica

Considere uma barra prismatica de comprimento unitario sujeita a um carrega-
mento axial de intensidade b(X), conforme ilustrado na Fig. 15. A barra é homogénea com
modulo de elasticidade E. Sob as hipdteses de pequenos deslocamentos e deformagoes,

tem-se que



66

c=FEu (Lei de Hooke), (6.1)

ox+b=0 (Equagao de equilibrio) ,
no intervalo aberto ]0,1[, onde o é a tensdo normal a segao transversal da barra, u é o

campo de deslocamento que se deseja calcular e (-) x denota diferenciacao com respeito a

X € ]0,1[, de modo que o x = do/dX.

b (X)

=

|
J
x )
! 1 ! %

Figura 15: Barra prismatica de comprimento unitério.

Assuma que b : ]0,1[ — R é uma fungao escalar suave e definida no intervalo

fechado [0, 1]. Tomando E = 1 e eliminando o entre as duas equagoes de (6.1), obtém-se

uxx +b=0 em |0,1]. (6.2)

Além da equagao (6.2), deve-se impor condigoes em u, ou, em suas derivadas no
contorno da barra para determinar u de forma tnica em [0,1]. Aqui, assume-se que u

deve satisfazer

u(l) =g,
—UuUx (0) =/,

onde, por razoes ébvias, as condigdes de contorno do tipo (6.3) conduzem ao chamado

(6.3)

problema de valor de contorno de dois pontos. A formulacao forte deste problema é dada

abaixo.

([ Dados b : [0,1] — R suave ege f constantes, acharw : [0,1] — R tal que
uxx +b=0 em ]0,1]

u(l) =y,

—ux (0) = f.

\

A solucao exata de (S) é dada por
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u(X):g+(1—X)f+/Xl{/OYb(Z)dZ}dY. (6.5)

6.1.2 Formulacao Fraca, ou, Variacional

Para obter a forma fraca, ou, variacional de (.S), necessita-se caracterizar duas
classes de funcoes. A primeira é a classe de funcoes admissiveis, a qual é composta de
fungoes que satisfazem a condigdo de contorno u(1) = g. A outra condi¢ao de contorno,

dada por —ux (0) = f ndo é requerida na definicdo. Impde-se também que

1
/ [u? 4 (ux)’]dX < oo, (6.6)
0
onde u é uma funcao admissivel.

As fungoes que satisfazem (6.6) sio denominadas funcgoes H' em (0, 1). Assim, o

conjunto de fungoes admissiveis é dado por

v={ulueH u(1) = g}. (6.7

A segunda classe de fungoes é chamada classe de fungoes de teste e é dada por

¢ ={wjweH wl) =0}. (6.8)

Ambas as defini¢oes, (6.7) e (6.8), sdo particularizagoes para o caso unidimensi-

onal das defini¢oes de A e V), respectivamente, introduzidas na Secao 3.4.

Em termos das defini¢oes anteriores, pode-se agora estabelecer uma forma fraca

apropriada, (W), do problema de valor de contorno (S).

Dadosb : [0,1] — R suave e f constante, acharu € v talque

(W) 1 1 (6.9)
/ w7Xu7XdX:/ wbdX +w(0) f, Vw € .
0 0

Mostra-se no Apéndice B que as formulagoes forte (S) e fraca (W) sdo equivalentes.

A condigao de contorno u x (0) = f nao aparece na definicdo de v em (6.7). No
entanto, observe de (6.9) que esta condigdo aparece naturalmente na formulagao fraca

(W). Por este motivo, esta condi¢ao é chamada condi¢do de contorno natural. Por outro
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lado, a condi¢ao de contorno u(1l) = g faz parte da definigao de v em (6.7). Por este
motivo, esta condi¢ao é chamada condi¢cao de contorno essencial.

O Método dos Elementos Finitos permite obter uma solucao aproximada do pro-
blema (W) em (6.9). A idéia basica do método é aproximar v e ¢ por conjuntos de fungoes

convenientes de dimensoes finitas.

Introduz-se agora algumas defini¢oes que serao utilizadas a seguir na apresentacao

do Método dos Elementos Finitos. Sejam, portanto,

1
a(w,u):/ w xu xdX, (6.10)
0

(w,b) = /OlwbdX. (6.11)

formas bilineares simétricas. Claramente, a(-,-) e (-,-) sdo simétricos, pois, dadas as

funcoes u, v € H!,

a(u,v) =a(v,u)

(u,v) = (v,u)

Além disso, dadas as constantes ¢;, ¢, € R e as fungoes u,v,w € H!, as expressoes (6.10)

(6.12)

e (6.11) sao bilineares, pois elas satisfazem as relagoes

a(cru + cov,w) = cra (u,w) +cza (v,w), a(u, v+ cow) = cra (u,v) + coa (u, w)

(cru + v, w) = ¢ (u, w) +c2 (v,w), (u,c1v + cw) = ¢ (u,v) + ¢ (u, w)

Em termos de (6.10) e (6.11), a equagao variacional (6.9) toma a forma

a(w,u) = (w,b) +w(0) f, Vw € g. (6.13)

6.1.3 Método de Aproximacao de Galerkin

Descreve-se agora um método para obter solugoes aproximadas de (W) em (6.9).
O primeiro passo no desenvolvimento do método é construir subconjuntos de dimensoes

finitas de ~y e ¢, os quais sao denotados por v e ¢" | respectivamente. O indice h refere-se
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A associacao de " e ¢" com uma divisao, ou, discretizacdo do dominio ]0,1[, a qual é
parametrizada por um comprimento caracteristico h.

Uma vez que

Yoy, cy (6.14)

segue de (6.7), (6.8) e (6.14) que se u" € 4" e se w" € ¢", entdo

u" () =g,  w"(1)=0 (6.15)

Claramente, os conjuntos ¢ e ¢" sdo espacos lineares de funcoes, pois se ¢; e ¢,
sao constantes e v e w estao em ¢, entao c;v + cow também esta em ¢. Contudo, essas
propriedades nao sio claramente compartilhadas por v e v devido & ndo homogeneidade
das condigoes de contorno. Por exemplo, se u; e uy sdo membros de 7, entao uy +us ¢ 7,
uma vez que u; (1) +us (1) = g + g = 29, em violagao a defini¢ao de . Os conjuntos 7 e
7" sdao chamados espacos lineares afins.

h

Assume-se dado o conjunto v". Por conseguinte, para cada membro v" € <",

constréi-se uma funcio u € v" tal que

u = ot + ¢, (6.16)

onde ¢" é uma funcao conhecida que satisfaz a condicdo de contorno essencial

g"(1)=g. (6.17)

Note de (6.17) que (6.16) satisfaz também as requeridas condicoes de contorno:

W (1) = o (1) + g" (1) = g, (6.18)
Assim, define-se 4" como o conjunto de todas as fungoes da forma (6.16).

Tomando u" € 4" e w" € ¢", escreve-se a equacao variacional (6.13) na forma

a (wh,uh) = (wh,bh) +w" (0) f, Vuh e ¢t (6.19)

Substituindo (6.16) em (6.19) e utilizando a bilinearidade de af(-, ), obtém-se:
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a(w" ") = (w",b) +w" (0) f —a(w", ¢"), vVu' e ¢ (6.20)

O lado direito consiste de termos associados com dados fornecidos, ou seja, b, g,
e f. A equacao (6.20) é usada para obter v", a parte desconhecida de u”. Obtém-se assim

a formulacao de Galerkin do problema (W) em (6.9) como segue:

Dadosb : [0,1] — R suave e f constante, achar v" € ¢" tal que

6.21
a(w" ") = (w",b) + " (0) f —a (v, ¢"), V' e " e

Note que (G) é uma versio discreta de (W) que utiliza uma colegao finita ¢"
de fungoes de base continuas. Denomina-se a equagao (6.20) de Equacao de Galerkin.
Ver-se-a a seguir que o método de Galerkin fornece um sistema de equacoes algébricas

lineares que permite determinar v" € ¢".

6.1.4 Sistema de Equacoes Lineares

Seja

0=X; <Xg<...< X1 =1 (6.22)

uma parti¢ao do intervalo [0, 1] em sub-intervalos

7y = (X;,Xj51), j=12,....n, (6.23)

de comprimento

hj:Xj+1_Xj7 j:1,2,...,n. (624)

Os subintervalos sao chamados elementos finitos do dominio, ou simplesmente,
elemento. Note de (6.24) que o comprimento dos elementos nao sao necessariamente
iguais. O parametro da malha, h, é geralmente tomado como sendo o comprimento
méximo de um subintervalo (isso é, h = max h; , i = 1,2,...,n). Assim, uma malha
refinada possui h pequeno. Se os comprimentos dos subintervalos sao iguais, entao h =
1/n.
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Considere agora fungoes N;, i =1,2,...,n 4+ 1, com a propriedade

NZ(X]> = (L‘j, Z,] = ]_,27 o, n A+ ]_, (625)

onde ¢;; é o delta de Kronecker. Estas funcoes sao chamada funcoes de forma.

h

Claramente, N; € ¢ para i = 1,2,...,n, e uma funcao w” € ¢ pode ser repre-

sentada na forma

n

wh (X) =Y N (X). (6.26)

i=1

Além disso, pode-se representar ¢ na forma

de modo a satisfazer (6.17).

Com essas definicoes, uma funcao admissivel u" € v* pode ser escrita como

Uh = 'Uh + gh = Z dzNz +g Nn+1, (628)

i=1
onde os d;’s sdo parametros a determinar. Substituindo (6.26), (6.27) e (6.28) na equagao

de Galerkin (6.21) tem-se

a (i C,L'Ni, iCij) = <i CiNi,b)

i=1 j=1 i=1
Z ;N (O)] f—a (Z CiNi>9Nn+1>
=1 i=1

(6.29)
_l’_

Com o uso da bilinearidade de ambos, a(-,-) e (-, -), (6.29) torna-se

0=> &G, (6.30)
=1
onde

G; = Y a(N;, N;)d;j — (N;,b) — N; (0) f —a(N;, Noy1) g (6.31)

J=1
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Uma vez que o0s ¢;’s sao arbitrérios em (6.30), pois w"

e (6.31) que G; = 0,71 =1,2,...,n. Isto implica de (6.31) que

é arbitrario, segue de (6.30)

n

> a(Ni, Ny dj = (N;,b) = Ni (0) f —a (N, Nuya) g, i =1,2,...,n. (6.32)
j=1
Note que todos os termos sdo conhecidos em (6.32), exceto d;, j =1,...,n. As

equagoes (6.32) constituem um sistema de n equagoes a n incdgnitas. Este sistema pode

ser escrito em uma forma mais concisa como segue.

Sejam

Kij = a(NZ-, N]) s (633)

F = (Niyb) +N;(0) f —a(Ni, Ny g (6.34)

para i,j = 1,2,...,n. Entao, (6.32) torna-se

Y Kydj=F, i=12.. n (6.35)
j=1
Agora, defina as matrizes

Ky K o . . K,
Ky Ky . . . Ky

, (6.36)
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F
Fy

F=| |, (6.37)

d=| ~|. (6.38)

dy,

As definigoes (6.36)-(6.38) permitem escrever (6.35) na forma matricial

Kd =F. (6.39)
Chama-se K de matriz de rigidez, F de vetor forca e d de vetor deslocamento.

O problema de Galerkin (G) em (6.21) pode entdo ser escrito na forma abaixo.

() Dados a matriz K e o vetor F, achar o vetor d tal que
Kd=F.
Uma vez que K é inversivel, a solugao de (M) é d = K~'F. Conhecido d, obtém-se a
solucao u" de (G) em qualquer ponto X € [0, 1] empregando (6.28). Por conveniéncia,

reescreve-se (6.28) na forma

n+1

u' (X) =Y d;N;, (6.40)
=1
onde d; 11 = g.

Ressalta-se que a solugao de (G) é uma solugao aproximada de (W). Conseqiien-

temente, a equacao diferencial e as condigoes de contorno naturais sao aproximadamente
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satisfeitas. A qualidade da aproximacao depende da escolha dos N,;’s e do numero de

particoes n.

6.1.5 Funcoes de Forma Lineares por Partes

Neste trabalho, consideram-se fungoes de forma lineares por partes, as quais sao

definidas por

(X —X;_
( Joox,<xex,
hi—y
: — X1 — X
N; (X) = (‘il—')7 X; € X € Xyu, (6.41)
L0, caso contrario,
para os noés interiores, ou seja, para t = 2,3,...,n, €
Xy —X
w) Xl < X g X27
M (X) = hy
0, caso contrario,
(6.42)
X —-X,
( >7 Xn g X g Xn+1
Nn+1 (X) = hn
0, caso contrario,

para os nés do contorno.

Note de ambos, (6.41) e (6.42), que as fungoes de forma sdo continuas com deri-

vadas continuas por partes e satisfazem a propriedade (6.25).

6.1.6 Propriedades da Matriz K

Observe de (6.41) e (6.42) que a fungao de forma NV; é nula fora da vizinhanca do

né X;, conforme ilustrado na Fig. 16. De fato,

1
K’L] = / Niijj’XdX =0 para |j — 'll > 1, (643)
0
resultando em uma matriz K esparsa.

Observe de (6.43) que K é semi-diagonal, pois os seus valores diferentes de zero

estao em uma banda sobre a diagonal principal, ou seja,
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i i+1 ]

Figura 16: Funcoes de base quando |j —i| > 1 em que os suportes de N; e N, ndo se
sobrepoem.
Fonte: Adaptado de Hughes (1987).

K1 Ko 0 0
Ky Kz Ka 0
0 Kip Kz Ky 0
K= 0o - 0 (6.44)

0 Kn—Z,n—3 Kn—Z,n—Q Kn—Q,n—l
0 anl,n72 anl,nfl anl,n
0 T 0 Kn,n—l Kn,n

Matrizes semi-diagonais do tipo mostrado em (6.44) tém vantagens significativas,
uma vez que os elementos nulos fora da banda nao sao armazenados e nem operados
pelos computadores. Em geral, a matriz de rigidez obtida do método de elementos finitos
possui uma banda estreita. Esta propriedade permite armazenar somente os elementos

diferentes de zero, o que conduz a solugoes com menos custo computacional.

Observe de (6.33) juntamente com (6.10) que a matriz K é simétria, uma vez que
n

a(-,-) é simétrico, e positiva definida, pois se w"(X) = > ¢;N; (X) é uma funcao arbitrdria
i=1

de ¢ (portanto, com coeficientes arbitrarios ¢;), entao

z”: z": ca(Ni,Nj)cj=a (i: ¢iN;, z”: ch]) =aq (wh,wh) > 0. (6.45)
j=1

i=1 j=1 i=1

Se a(w", w") = 0, entdao w" deve ser constante em |0, 1[. Uma vez que w" € ¢, w"(1) = 0.

Portanto,

0=w"(X) = Z ¢ N; (X) (6.46)
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para w" constante em ]0,1[. Admitindo que o conjunto {N;} é uma base para s (veja,

por exemplo, Johnson (1987)), segue de (6.46) que ¢; = 0 para i = 1,2,...,n. Portanto,

verifica-se a igualdade em (6.45) somente se w" = 0.

Segue do exposto acima que K possui n auto-valores reais e positivos (HOFFMAN;
KUNZE, 1971). Portanto, K é inversivel, ou seja, existe K™! tal que KK™' = K7'K = 1,

onde 1 é a matriz identidade.

6.1.7 O MEF do Ponto de Vista do Elemento - Coordenadas Locais e
Globais.

Até o momento, adotou-se o ponto de vista global, segundo o qual consideram-se
as fungoes de forma como definidas em todo o dominio do problema de valor de contorno.
Este ponto de vista global é muito usado para estabelecer as propriedades matematicas

do Método dos Elementos Finitos.

Agora, deseja-se discutir o ponto de vista local, o qual, neste estudo, corresponde
ao estudo do elemento finito no intervalo [X;, X;1]. Este ponto de vista é tradicional em
engenharia e é muito usado na implementacao computacional do Método dos Elementos

Finitos e no desenvolvimento de elementos finitos.

Comeca-se o tratamento do ponto de vista local com uma questao: O que é um

elemento finito?

Tenta-se dar uma resposta em termos do espaco de fungoes lineares por partes
definido acima. Para isto, apresenta-se a descrigao global de um elemento finito através

das componentes:

(g1) Dominio: [Xi, XHJ ,

(g2) Nés: {Xi, Xipq}s

(g3) Graus de liberdade: {d;,d; .},
(g4) Fungoes de forma: {N;, N},
(g5) Fungoes de aproximagao:

u" (X)=N; (X)di+ N1 (X)diy1, X € [Xy, Xipq] -

Cada elemento finito contendo as componentes (gl) a (gh) pode ser mapeado em

um unico elemento finito cuja descricao, chamada local, contém as seguintes componentes:
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(11) Dominio: [&;, &],

(12) Nos: {&, &2}

(13) Graus de liberdade: {d;,d,},

(14) Fungoes de forma: {Ny, Ny},

(15) Funcdes de aproximacao: u” (&) = Ny (€) di+Ny (€) dy

Na Fig. 17 ilustram-se as descrigoes local e global do e-ésimo elemento de uma

malha de elementos finitos.

h /// d2 uh /// d+]
- _— ///
e — ///
d, [ d,
1 N] Nz 1N1 N+1
0 : 0"
§ X : e
f o g f 4 X
&=-1 g,=+1 X, (=X} X, =X)

Figura 17: Lado esquerdo: Descricao local do e-ésimo elemento. Lado direito: Descricao
global do e-ésimo elemento.
Fonte: Adaptado de Hughes (1987).

Relacionam-se os dominios da descrigao global e local por uma transformagao
afim € 1 [X;, Xpq] — [&1, &), tal que £(X;) = & e {(Xi41) = &. Padroniza-se este
procedimento na pratica tomando & = —1 e & = +1. Entao, representa-se & pela

expressao

E(X)=c1+ X (6.47)

sendo ¢; e ¢y constantes a determinar do sistema de equacgoes
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—1= c + CQXZ',
(6.48)
+1 = c1 + CQXZ‘+1.
Solucionando este sistema, chega-se a
2X - X; = X;
£(X) = —, (6.49)

onde lembra-se de (6.24) que h; = X; 11 — X;. O mapeamento inverso de (6.49) é dado por

_ hiE =X — X

X(©) :

(6.50)

Na seqiiéncia, adota-se a notagao convencional, segundo a qual os sub-indices
a,b,c,...pertencem ao sistema de numeracao local. Os sub-indices i, j, k, . . . pertencem ao
sistema de numeracao global. Para controlar a proliferacao de notagoes, usa-se a mesma
notacdo para o sistema local e global (por exemplo, d, e d;, ou, N, e N;). Se houver
perigo de confusao, introduzir-se-4 um sobre-indice e para denotar uma quantidade com
descrigao local associada ao elemento e (por exemplo, d5 = d;, N¢ (&) = N; (X°(£)), sendo

X [617 52] - [XT’ Xg] = [Xiv XHJ’ etc.).

Em termos de &, as funcoes de forma na descricao local, N,, sao dadas por

N, (6) = (H—;Q a—=1,2. (6.51)
Utilizando (6.51), reescreve-se (6.50) na forma
2
X =D Na ()X, (6.52)

onde Xi = Xl e XS = Xi+1-

Assim, a expressao (6.52) tem a mesma forma das fungdes de aproximagao (15).

Para referéncia futura, notam-se os seguintes resultados:

Nog = = = , (6.53)
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onde h* = X§ — X7 e

c=(Xg) = (6.55)

6.1.8 A Matriz de Rigidez e o Vetor de For¢ca de um Elemento Genérico
Realiza-se agora uma particao do intervalo com n,.; elementos, numerados como

na Fig. 18. Evidentemente, para o modelo uni-dimensional, n,; = n. Seja e a varidavel

indice para os elementos; entao 1 < e < ngy.

Numerag¢ao dos elementos (e =1, 2, ..., n,)

1 2 3 ) ng
X 1 X 2 X 3 X4 h X n X n+l
Y
Coordenadas
nodais

Figura 18: Numeracao dos elementos e coordenadas dos nés da malha.
Fonte: Adaptado de Hughes (1987).

Agora, segue de (6.33) e (6.34) que
1
Kij = CL(Ni,Nj) = / Ni,X Nj’XdX, (656)
0

Fy = (Ni,b)+ a1 f —a (Nian—l-l)g =
! ! (6.57)
_/ NibdX+5i1f_/ N;ixNpy1xdX g.
0 0

E possivel escrever as integrais sobre [0,1] em (6.56) e (6.57) como a soma de

integrais sobre os elementos do dominio. Deste modo resulta as expressoes seguintes

Nel

K=> K- K= K], (6.58)

v
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Nel

PoY P = (7] (650
e=1
onde
K%:/Ni,XNj7XdX <660)
Qe
Ff = /NibdXJréﬂ f—/NZ-,anH,x X g, (6.61)
Qc QE

e Q° = [X], X§]. Observe de (6.58) e (6.59) que pode-se construir K e F, respectivamente,
pela soma das contribuicoes das matrizes K¢ e vetores F¢ definidos sobre os elementos.
Pela defini¢do dos N;’s em (6.41) e (6.42), segue de (6.60) e (6.61) que

Ki;=0, sei#e, ou, i£e+1, ouj#e, ou, j#£e+1 (6.62)

Ff=0,sei#e, ou, i#e+ 1. (6.63)

A situacao para um dado elemento e apresenta-se na Fig. 19. Na pratica, somente
os termos diferentes de zeros, indicados por X na Fig. 19, sao armazenados. Para esse
proposito, é muito til definir a matriz de rigidez para o e-ésimo elemento e, k¢, e o vetor

forca do elemento e, f¢, como segue:

k¢ = [kgbL £ = [ 2]7
~—~
2X2 2x1

onde
kS = /NwX Ny« dx
Qe

daf se e=1,
f;:/Nbdx—f- 0 se e=23,...,ng—1,
Qe

—kiyg se e=mng.

Aqui, definem-se k¢ e f¢ com respeito a ordenacao local e K¢ e F¢ com respeito
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a ordenacao global.

Para determinar onde as componentes k¢ e f¢ serao armazenados em K¢ e F¢,

respectivamente, requerem-se informagoes adicionais a serem discutidas no préximo item.

Coluna Coluna

() (e+1)
— l l -—
0 0 0
Do X X N — Linha (e) — X
Ke — Fe —
P X X P — Linha(e+1) — X
0 0 [ 0 )
~— ~ - N—_——
nxn nx1

Figura 19: Notagao: X denota valores diferentes de zero na matriz de rigidez e no vetor
de forgas.
Fonte: Adaptado de Hughes (1987).

6.1.9 A Montagem da Matriz Global de Rigidez e do Vetor de Forca.

Em um programa computacional de elementos finitos, uma sub-rotina produz
k¢ e f¢ e =1,2,...,n,, dos dados fornecidos. A sub-rotina de montagem necessita
de informagao adicional, tal que se possa adicionar os termos em k® e f¢ nas posi¢oes
apropriadas em K¢ e F¢, respectivamente. Armazenam-se estas informacoes para mon-
tagem em uma matriz chamada My, a matriz de localizagoes. Constréi-se uma matriz
M, para o problema considerado abaixo. As dimensoes de My, sao n.,, o numero de nés
dos elementos, pelo nimero de elementos. Por exemplo, considere os valores n., = 2 e
ne;, respectivamente. Dado o grau de liberdade a e o elemento e, o valor retornado pela
matriz M é correspondente ao numero global da equacao, A, do sistema formado por
Kd =F. Paraa=1e a =2, obtém-se

e sea=1,
A =M, (a,e) = (6.64)
e+1 se a = 2.
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A matriz completa M} é mostrada na Fig. 20. Note que M (2, ny) = 0. Isto
indica que o grau de liberdade 2 do elemento de nimero n.; é prescrito e nao é uma
incégnita na equacao da matriz global. Portanto, os termos ks, kb, kst e fr<! ndo sao

montados em K e F, respectivamente.

Elementoe, 1<e<n,

1 2 3 e Ny, Ny
NO 1 123 .. e ..n=1n
Local {2 2 3 4 e+l n 0
(nen = 2) flen el

Figura 20: Matriz de locacao para os dados propostos acima.
Fonte: Adaptado de Hughes (1987).

Como um exemplo, deseja-se adicionar a contribuicao do e-ésimo elemento, onde

1 <e < ng_1, para as matrizes K e F. Utilizando M, obtém-se

Kee & Kee + ki
Keer1 — Keer1 + ki
e
Keyre — Kevre + k5 (6.65)
Ketier1 — Kevi e + k5
Fo— F.+ f}
Fopr — Fooi+ fy
onde a seta («—) denota “é substituido por”. Devido a simetria, kS, nao serd montado na

pratica.

Para o elemento n,;, tem-se apenas

Knn — Knn —"_ k"?lllel7
(6.66)
F, «— F, + fi.

Tendo-se em mente este procedimento, pode-se esbogar um modelo de algoritmo para
montar K e F na Fig. 21. O fluxograma da Fig. 21 d4 uma idéia de como sao empregados
estes conceitos na Se¢ao 6.3 para a montagem das matrizes do problema de determinagao

de parametros.



Inicio

<5

Leitura dos dados de
entrada

<5

Montagem da matriz M|

<5

Chamada e zeragem das aloca¢des em K e F

Formacdo de k°e f¢ Utilizacio da matriz

M, para adicionar as componentes de ke

f°para as alocacdes apropriadas em K e F,
respectivamente.

Y%

eeect 1

Y%

e>ngy

Y

FIM

Figura 21: Diagrama de fluxo de algoritmo para a montagem das matrizes K e F.
Fonte: Adaptado de Hughes (1987).
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6.1.10 A Resolucao do Sistema de Equacoes

Os problemas discretizados pelo Método de Elementos Finitos recaem em grandes

sistemas lineares da forma

(
a11X1+a12X2 + ... Q1Xn = by
a21X1+a0Xs + ... A%, = by
(6.67)
L an1X1+an2X2 + ... ApnXy = bn
Matricialmente, o sistema (6.67) é reescrito como
AX =B
onde ~ _ ) \
ajx G412 ... QGip by X1
G21 Q22 ... Q2p by X9
A = , B= , X = _ . (6.68)
Al Gpa .. Gpn \ by, ) X,

Em (6.68), A é a matriz de coeficientes, B é vetor dos termos independentes e X é o vetor

das incégnitas.

Diversos métodos numéricos estao disponiveis para a resolucao de um sistema
linear. Destacam-se as duas classes abaixo devido a facilidade de implementacao compu-

tacional e a simplicidade matematica:

Métodos Diretos (Baseados no Escalonamento de Matrizes):

- Método de Jordan;
- Método de Gauss;
- Método da Pivotacao Parcial e

- Método da Pivotagao Completa.
Métodos Iterativos:
- Método de Jacobi;

- Método de Gauss-Seidel e
- Método SOR (Successive Quver Relazation).
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Certos casos extremos podem exigir a andalise de sistemas mal-condicionados e
refinamento de sistemas lineares que nao sao abrangidos pelos métodos expostos acima.
Menciona-se, por exemplo, o procedimento descrito na Secao 6.3, o qual fornece um
programa para a obtencao de parametros elasticos em um dominio bidimensional. O
programa emprega rotinas de decomposicdo em valores singulares (SVD) e Inversa Ge-
neralizada da matriz final, delineadas na Secao 4.3, a qual contém os coeficientes para a

determinacao dos parametros elasticos.

Antes de fornecer a formulacao em elementos finitos para o problema inverso,
pretende-se na Secao 6.2 apresentar a formulacao discreta do problema direto em elemen-
tos finitos para o caso bidimensional. Esta formulacao é semelhante ao que foi explicado
até o momento para a formulacao numérica unidimensional em elementos finitos. Isto per-
mitira ao leitor familiarizar-se mais com o procedimento desenvolvido via MEF quando

for desenvolvida a formulacao para o problema inverso.

6.2 O Problema Direto Discreto via MEF

Deseja-se obter aproximacoes para as solugoes u. € S do problema direto dado
por (3.38) e (3.39). Na Segao 6.3 emprega-se abordagem andloga para obter as solugoes
peLlL?(B)en € L2(B),i=1,2, do problema inverso formulado na Segao 4.4.3.

Para este fim, constréi-se um dominio de discretizacao By, composto de m su-

bregioes Ky € R?, k = 1, 2, ..., m, nao vazias, de modo que

By =K, (6.69)
k=1

onde Ky, [ Ky,, ki # ko, é vazio, um ponto, ou, uma reta. O sub-indice “h” em (6.69)
refere-se a um comprimento caracteristico do conjunto {Ky}, o qual pode ser tomado
como o raio do circulo circunscrito a subregiao Ky de maior drea. Deseja-se construir um
dominio de discretizagao By que aproxime B a medida que h — 0; ou seja, para algum
X € 0B, desejamos que llllir(l) |IX — Y|=0paraY € 0By, onde |o| é a norma Euclidiana

usual em R2.

Assume-se que a subregiao I, k =1, 2, ..., m, contém um conjunto de n pontos,
ou, nés Ny = {Xk 1, Xga, ..., Xg n} Sobre cada subregiao Ky introduz-se um conjunto

de fungoes de base normalizadas {¢y;: K — Rji= 1, 2, ..., i} tal que
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Saki <ij> = 6ija i) J = 17 27 sy ﬁ7 (670)

onde Xy ; é o i-ésimo n6 de K. Estas funcoes de base permitem definir um conjunto de

fungoes continuas sobre Ky, dado por

Pr = {@: Ki = Rlg(X) = ) 45 (X), ¥ (41,60, ..., 45) € Rﬁ}. (6.71)
i=1

Para uma dada funcio ¢ (X) € Py, estd claro de (6.71) que &; = ¢ (X;) sdo escalares que
formam o conjunto de graus de liberdade 3 = {¢(Xy), i = 1, 2, ..., n}. Note que &;
¢é similar a d; definido em 6.1.7 para o caso unidimensional. A ordenacao (ICk, 751(, f]k>
chama-se elemento finito Lagrangeano e ao conjunto de elementos finitos definidos sobre
By, chama-se malha de elementos finitos. Estes conceitos estao de acordo com o explicado

na Secao 6.1 para o caso unidimensional.

O conjunto {in, k=1,2,...mi=1,2, ,ﬁ} possui n noés distintos que defi-
nem o conjunto N' = {Xy, Xy, ..., X} € By, de modo que, para j € {1,2,...,n}, existem
ke{l,2,..,m}eie{1,2,.., 1} tal que X; = Xy . Define-se agora o conjunto de funcoes
{¢;: Bn — R,j= 1, 2, ..., n} tal que ¢; (X) =¢x; (X) para X € KNBy, j = 1, 2, ..., n,
i= 1, 2, ..., 0. Além disso, assume-se continuidade de ; através da borda comum a dois
elementos adjacentes. Assim, ¢; é uma funcao continua em By, que satisfaz ¢; (X;) = 0.
De fato, o conjunto destas fungoes é uma base de dimensao finita sobre By, que permite

introduzir o conjunto de fungoes continuas definido por

P = {cp: By, — Rle(X) = Zajapj (X),V (a1, 09,...,04) ERH}. (6.72)

i=1

Utilizando (6.72), introduz-se o espago finito-dimensional V;, como segue

Vi = {v e (C"(By)”:ve((By)?, v = 0sobre rhu}, (6.73)

onde C° (By) é o conjunto de fungdes continuas definidas sobre By, e seu contorno 9By, =
o o

Ihg Uy, Thg N Ty = 0. Aqui, I'g € 'y, sdo partes complementares de 0By, sobre as

quais atuam aproximagoes de g, g, e de u, uy, respectivamente. Observe de (6.73) e da

definicao de V na Secao 3.4.2 que V,, C V se B, C B.
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Note de (6.72) e (6.73) que uma fungao vy, € V), é representada por

2n
Vi (X) = Z ¥ wy (X) , X € ByU th, (674)

i=1

onde ¥J; € R e w; € R? é dado por

W21—1:(90ia0)7 WZi:(())gOi)a 1= ]-7 27"'7n7 (675)

com ¢; sendo a fungdo de base associada ao i-ésimo né X;. Observe de (6.74) e (6.75)
que vy, (X;) = (¥2i-1, ¥5;) parai= 1, 2, ..., n. Denomina-se 9; de grau de liberdade do
campo vy. Assim, considerando que cada né em N tem dois graus de liberdade e que
vy € Vy, decompoe-se o conjunto completo de 2 n graus de liberdade em dois conjuntos

complementares de inteiros, Z* e Z, tais que ¥; =0,Vie Z* e Z={1, 2, ..., n} \Z".

De maneira similar ao realizado com o conjunto V,, introduz-se o conjunto A}

definido por

Ay = {v e (C"(By)”:ve((By)?, v =y sobre rhu} . (6.76)

Observe de (6.72) e (6.76) que um deslocamento uy, € A}, é representado por

w, (X) =) viw; (X)), X e B,UdB,, (6.77)

onde, para cada indice i € Z*, o valor correspondente de v; é prescrito e dado por v; = ;.

Neste trabalho, B, = B e Ky, k = 1, 2, ..., m, sao quadrilateros cujos nés
estao localizados nos vértices destes quadrilateros. O problema direto discreto associado
ao espago W, e obtido da formulagao de penalidades em (3.38) e (3.39) consiste em achar

o deslocamento u, € A}, tal que

a (uh, Vh) + l;(uh, Vh) = (gh, Vh) , Vv, € Vh, (678)

onde a (e, ) ¢ dado por (3.35.a) ¢ b (e, e) ¢ dado por (3.39). Lembra-se da Secao 3.4 que

no problema direto os parametros eldsticos p em (3.35.a) e € em (3.39) sao conhecidos.

Uma vez que uy, é dado por (6.77) e vy, é dado por (6.74), onde os coeficientes ¥;,

i= 1, 2, ..., n, sao arbitrarios, pode-se reescrever (6.78) na forma
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D (ks + Ay vy =, ie Z, (6.79)
=1
onde
2
Kij = 2/ p Vswi - Vow; dA, Rij = g/ (tr Vsw;) (tr Vow;) dA, (6.80)
B B
7= (gn, Wi)- (6.81)

Assume-se que as fungoes de base normalizadas em (6.70) sao bilineares, ou seja,
estas fungoes sao polinémios de primeiro grau em cada uma das coordenadas. Resolve-se
o problema direto discreto com o pacote de elementos finitos ANSYS 5.5. Este pacote
permite gerar malhas de elementos finitos sobre geometrias complexas e possui uma bi-
blioteca ampla de elementos finitos. Em particular, utiliza-se o elemento finito PLANE42

devido a simplicidade da sua formulagao.

Utiliza-se a formulacao discreta apresentada acima para simular numericamente
os ensaios que fornecem os dois campos de deslocamento u' e u? necessdrios para a
determinacao de p, conforme descrito no final da Secao 4.4.3. Estas simulacoes fornecem

também as forgas resultantes R} e R? da forma (4.40) sobre partes complementares 9,8

de 0B = Ui, 9;B.

6.3 MEF Aplicado ao Problema de Determinacao de Parametros

Nesta secao discute-se um procedimento numérico baseado no MEF que foi de-
senvolvido e implementado com o objetivo de determinar os parametros elasticos para
o conjunto de experimentos ilustrados na Fig. 14. Para isto, considera-se um material
eléstico-linear, isotrépico e incompressivel. Seja V = {v € (H'(B))? : v|,z = 0}, com
B C R? e considere 2 experimentos linearmente independetes, tendo-se ¢ = 1,2 para os

termos de pressao, 7.

Portanto, pode-se expressar ainda no caso continuo desconsiderando-se as forgas

de corpo e relembrando da Segao 3.4.2 de (3.34) e (3.35) para material incompressivel
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COmo segue:

/(—ﬂ'q trVev+2uE?-Vv)dA =0, Vv eV (6.82)
B

Analogamente ao que foi realizado no caso uni-dimensional, aproxima-se v na

forma
2n
v=> uw, (6.83)
i=1
onde (vg;_1,v95), 7 = 1,2,...,n, é o deslocamento no né j e
Woj—1 = (ijao)a W2]:<O’¢])’ j:]-a"'7n7
com ¢;, j =1,2,...,n, sendo a fungao de forma.

Os gradientes simétricos de w; calculam-se como segue:

Opi 1 0¢;
Vowyo=| 70,
- 2% - (6.84)
o 1
J— 1
VoWzy = 10pi  Opi
L 20Xy 0Xy
Substituindo (6.83) em (6.82), obtém-se
2n 2n
/ [—ﬂ'q trV, (Z Wivi) +2uE?-V, (Z wivi> dA = 0. (6.85)
i=1 i=1

By,

Uma vez que o traco de um tensor é um operador linear e que o produto escalar

entre dois tensores é linear com respeito a cada um dos seus argumentos, obtém-se de
(6.85) que

2n

Z /(—7Tq tr Vew; + 2uE? - Vow;) dA| v; =0, Vv € R. (6.86)

=1
h

A equagao (6.86) é vélida para valores arbitrarios de v;; portanto,
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/ (=7l trVew; + 2uE? - Vow,;)dA =0, i=1,...,2n. (6.87)
By,

Defina o conjunto

Ly={pm: By — R:p, ¢é continuo por partes sobre By} . (6.88)

Um elemento uy, € L, é representado por

m

pn (X) =) e (X) X € B,UdBy, (6.89)

k=1
onde lembra-se da Segao 6.2 que m é o nimero de elementos finitos na malha, pu, € R e
Tk é uma funcao de base escalar constante por partes, a qual assume valor unitario sobre
o elemento Ky e é nula sobre By, \ K.
o N
Utilizando-se (6.89) pode-se escrever as aproximagoes lz [T € lz: T} @y para o
=1 =1
moédulo p e para os termos de pressao (¢ = 1,2), respectivamente, onde p; e w} sdo
parametros a determinar, n, e f, fornecem o numero de graus de liberdade para as
aproximagoes de p e w9, respectivamente, e 7; e ¢; sao fungoes de formas. Neste trabalho,

71 = @;. Substituindo estas aproximagoes em (6.87), resulta

/ [— (Z 7r§1n> tr Vow; + 2 (Z /Lm) E?.-V,w;
=1

By, =1

dA=0, i=1,...,2n, (6.90)

onde n = n, = M.

Novamente, utilizando a linearidade do operador trago e do produto escalar, segue
de (6.90) que

3 /[—(wlqn)trvswi+2(um)Eq~sz7;]dA —0, i=1,...2n  (691)
=1 By,

m

Agora, seja By, = |Jk; a unido de todos os elementos finitos k; que formam a
j=1
malha sobre o dominio de andlise, similar a (6.72), conforme ilustrado na Fig. 22. Segue
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de (6.91) que

7

> Z/[—(ﬂfn)trvswi—i—2(,ul7'l)Eq-szi]dA =0, i=1,...,2n. (6.92)
kJ

=1 | j=1

Figura 22: Representagao dos dominio B e do dominio de aproximagao por elementos
finitos quadrilaterais, By,.

Lembrando novamente que 7, [ = 1,2,...,n, é constante por partes, de modo

que N =ng € que

1 se Xy € ki,
7(Xy) = (6.93)

0, caso contrario.

Inserindo (6.93) em (6.92), obtém-se

Nel

Z —W?/t?“ Vsw; dA + 2 1y /Eq -Vew; dA| = 0. (6.94)

=1 k; K

Com o intuito de clarificar mais as idéias expostas acima para o caso bidimensio-
nal, segue um desenvolvimento matricial das expressoes apresentadas até a determinacao

dos termos locais das matrizes dos elementos.
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Exemplo 1

Assim, considere uma malha formada por um elemento finito quadrilateral com
quatro nés, um em cada vértice do retangulo, com dois graus de liberdade em cada no,
conforme ilustrado na Fig. 23. Este elemento ocupa todo o dominio bidimensional sem
inclusoes. O leitor deve notar que a construcao das funcoes de forma para este elemento
bidimensional com fungoes de forma bilineares segue da multiplicagao da funcao de forma
linear em X; pela funcao de forma linear em X,, sendo estas ja explicadas no estudo

unidimensional da Secao 6.1.

Fungao de
/ forma
X,
Graus de
liberdade Superficie P s
gerada por
U, u, ¢,
% 0
4 Y, 3| U,
4 3
H 1,0
u no u
2 1/ 2 4 H
u, u, X, 1 2
L J L

Figura 23: Elemento retangular com funcoes de forma bilineares.

Agora, controem-se as fungoes de forma bilineares sobre o elemento para cada né

indicado na Fig. 23. Estas funcoes sao dadas por

X1 X5 Xy Xq
-1 _2 A2
AT TIHE T H] 01
[ XX X —L
p2 = |1 — Xz | & ) 025,
T LH L
X, (6.95)
3 = T 1 0355
[ XXy | (X — H)
pg= |1 e T 04,

onde 0;;, ¢,7 =1, 2, 3, 4, é o delta de Kronecker.
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A matriz local de cada elemento finito para a resolucao dos parametros eldsticos
mantendo-se separados o problema biaxial de tracao-compressao e o problema de cisalha-

mento, tem a forma:

Coefn!  Coefr? Coefp
N AN AN

1 [ Q11 0 a3 ]
' { 2 Q91 0 Q23
)3 Q31 0 Q33
’ { 4 0y 0 Qg3
L { 5 Qs 0 Qs3
6 Q61 0 Q63
l { 7 a1y 0 Q73
3 g1 0 g3 (6.96)
» { 9 0 Qg2 Qg3
' 10 0 a2 Qios
j{ 11 0 Q112 Q113
12 0 Q22 (123
" { 13 0 a3z i3z
14 0 a2 Qs
] { 15 0 a1z Qiss
6 | 0 Q162 (163 |
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O célculo de cada termo em (6.96) encontra-se na forma matricial a seguir:

Coef ! Coef 2 Coef
—_— —_—— —_—
1 [ = ferV,widA 0 2[E'- V,wdA |
' { 2 — [trVswadA 0 2[E'- VywadA
|3 — [trV wsdA 0 2[E!'- VywsdA
/ {4 — [trV,wydA 0 2[E'- V,wydA
B { 5 | = [trv,wsdA 0 2[E'- V, wsdA
6 — [trV wedA 0 2[E!'- VywgdA
, { 7| = [trV,wrdA 0 2[E'- V, wrdA
8 — [trV,wsdA 0 2[E'- V,wgdA
19 0 — [trVswidA 2[E? -V widA
' { 10 0 — [trVswedA 2[E? - V,wadA
|11 0 — [trVswidA 2[E? - V,w3dA
/ { 12 0 — [trVswydA 2[E? -V wydA
. { 13 0 — [trV,wsdA 2[E2.V,wsdA
14 0 — [trVswedA 2[E? -V, wedA
1{ 15 0 — [trVowsdA 2[E2.V, wrdA
16 | 0 — [trVswsdA 2[E?- V wgdA |

Enfatiza-se ainda que na concepcao da matriz local do elemento retangular bi-
linear reservou-se as primeiras oito linhas para o problema de tragao-compressao e as
demais linhas para os termos associados ao problema de cisalhamento. O sobre-indice
em 7 da forma matricial anterior indica a coluna da matriz local em que se localizara o

coeficiente multiplicador das pressoes dos ensaios propostos, 1 e 2, respectivamente.
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Agora, considere uma malha de 16 elementos finitos retangulares. O primeiro

elemento desta malha, por exemplo, pode ter os valores nodais das fung¢oes de forma

calculados em cada né analogamente ao calculado para o Exemplo 1 e sao dadas no caso

do primeiro elemento da malha por

P1 =

P2 =

Y3 =

Pq =

XXy Xy Xy
1+ — — — —| 01,
I % 4 4
XX, (Xi—1%)
1 - LH 5237
6 L
- (6.97)
XXy 5
LH 37
L 16
LoXiXy (X - %)] 5
T LH H 47
16 4

onde 0;;, t,7 =1, 2, 3, 4, é o delta de Kronecker.

As derivadas da fungao de forma obtidas com relagao as direcoes X; e Xy para

cada funcao de forma ¢;, i =1, 2, 3, 4 em (6.97) sdo dadas por

o1x, =1+ %Xz — %
¢1X2—1+%X1—%
pax, =1+ %XQ + L
Yox, =1+ %)Q
P3.% %Xz
©3,X, %Xl
4,5, E_EIXQ
P4.Xs %X1 IZ_lI
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A 4rea do elemento finito resulta em

Al — LH
16
Para cada elemento, cujo nimero ¢ indicado pelo indice sobrescrito, calcula-se

os coeficientes da matriz local padrao e eliminam-se aqueles que pertencam aos graus de

liberdade de nés que estao sobre o contorno do corpo.

Desse modo, para o exemplo proposto acima pode-se escrever (6.96) para o pri-
meiro elemento que possui dois lados pertencentes ao contorno. Apresenta-se a seguir a
lista dos coeficientes «; ;, para cada nd, que por pertencerem ao contorno (neste caso, nds

i, j, e 1) serdao eliminados na alocagao global:

Lo 1 1 1 1 1 1 1 1

no (i) — ayy, g, Qgg, Qfgg, O 3, Aa3, Ag 3, Ao 3
Lol 1 1 1 1 1 1

no (j) — Q31,041,112 X199, 0113, X3

=

. 1 1 1 1 1 1
6 (1) — azq, a5y, 159, Ay, Q153 Q63

Do exposto, conclui-se que é necessario computar apenas os termos do né k deste
elemento. A seguir, como ilustragao, apresentam-se os calculos dos coeficientes o}, e ad 5,

pertencentes ao referido né como segue

Xo=2 ( X;=L
0
at, = - / trV,ws dA = — / 8—;2 X, % dX,
K1 X2=0 X1=0
Xo=4 ( Xy=% Xo=7 <=L
= / 0 x,) ax, b ax, = / 6 ox| lax
- LH 2 1 2 — LH 2431 - 2
Xo=0 |X1=0 Xp=0 =
XZZ% XQZE 9
- / 16 LY v 16X5177°72  2H? H_
- LH™4) 777 |H 24],_, HI6 8
Xo=0
at, =—0,125
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K1
%

Xo= :—
: el el Ops 1 0p3
_ X1X1 X1Xa2 . 0X1 2 0Xo dX dX
el el 193 ' ’
Xo=0 =0 X1X2 X2Xa2 2 X2

Xo=8 ( x,=L

i Dip
=9 / / {€§(1X1 an + e X1X2 an

Xo=0 X1=0

RTINS
[ AL o]} o
X2=0 X

=i
_ 1077 16 XL (1070 16 HPL 9108
|l L LH24], "\ L LH324/

oty = 0,250 x 107°.

A formulagao do problema inverso e o procedimento de montagem do sistema
obtido pelo método dos elementos finitos pode entao ser resumido da seguinte maneira.
O problema inverso discreto associado aos espacos L, e V, e obtido da formulagao fraca

em (4.41) consiste em achar u, € Ly, e 7, € L1, i = 1,2, que satisfacam

— / 7'('%1 tr Vyvy, dA + 2 /Mh Vel - Vevy dA = 0, Vvi € Vi,
5 5 (6.98)
Ri=[ (-m1+ 2 V') ndL

0B
Uma vez que By, = B neste trabalho, assume-se que cada parte 9;B ¢ dada pela

uniao de bordas dos elementos préximos ao contorno de By, ou seja, ;B = Up ez, D,,

onde D, é a borda do elemento K}, contida em ;5 e Z; é o conjunto de nimeros inteiros que

identificam os elementos com bordas contidas em 0,8. Utilizando (6.89), pode-se escrever

h =D o MkTk €T =Y b M7k, i=1,2,onde yy € Renml e R, k=1, 2, ..., m, sao

coeficientes a determinar. Uma vez que u', i = 1,2, sdao da forma (6.77) e vy, é dado por

(6.74), onde os coeficientes ¥, i = 1, 2, ..., n, sdo arbitrarios, pode-se reescrever (6.98)

na forma
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2m
Za;qwil:(), peE Z,
! (6.99)
Zﬁawa: _}7 j:1727"'7r7
qe ZJ
respectivamente, onde i = 1,2, e
O{; (2(171) é 2 / Vsul . VSWP dA, O[i) (2q) é —/ tI‘ VSWp dA,
Kq Kq
G 1 22 / (Vo ) g dA, g &~ / n, dA (6.100)
Dy .
i A i A i
w2q71 = /1’017 qu = 7Tq'

Para calcular os coeficientes a; , desenvolveu-se um programa para determinagao

dos parametros eldsticos em linguagem FORTRAN, versao FORTRAN 10.1.

O célculo de cada a; , depende da escolha do tipo de elemento finito, do conhe-
cimento dos campos de deslocamento e geometria do dominio de analise para montar a
matriz global do problema, ou, matriz de locagao M. Veja os exemplos 1 e 2 descritos

anteriormente para recordar como estes termos sao calculados no presente trabalho.

Apods a colocacao e reordenacao de todos os coeficientes da matriz do elemento
finito para os nos interiores adicionou-se a esta matriz as linhas correspondentes as
condigoes de contorno sendo que os coeficientes sao colocados na matriz para cada lado
do cilindro. Por exemplo, considere um lado qualquer da se¢ao retangular. Tem-se para
o problema 1 os coeficientes relativos ao contorno ocupando as primeiras duas linhas
contiguas e em seguida adicionam-se os coeficientes do problema 2 e assim sucessivamente

até completar as dezesseis linhas relativas as partes complementares do contorno.

O enderecamento de cada coeficiente na coluna da matriz global é feito segundo

) ] 3
o numero do elemento, tal que um elemento o qualquer sera representado por ozj] =
2,1,0; 7=1,2,...,m,onde 35 — i é o nimero da coluna e j é o nimero do elemento finito

a que o coeficiente o pertence, finalizando a montagem da matriz global para inversao.

A matriz global resultante para inversao tem a dimensao 4 X numero de nés
mais dezesseis equacoes relacionadas ao equilibrio das resultantes de forcas em partes
do contorno por 3 X numero de elementos no caso de se adotar elementos retangulares

bilineares.
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Em geral, o sistema linear formado por (6.99) e (6.100) é sobre-determinado. Para
resolver este sistema é necessario utilizar técnicas especiais de inversao. Aqui, utilizamos
um algoritmo de pseudo-inversao, ou, inversao generalizada via decomposicao SVD (Sin-
gular Value Decomposition; veja Golub e Loan (1996). Este algoritmo foi implementado
utilizando rotinas do IMSL 10.1 para FORTRAN 10.1.

Os principais dados de entrada destas rotinas sao os coeficientes R}, a matriz W,
que é uma composigdo da matrizes locais dadas por (6.96), formada pelos coeficientes
que multiplicam wa no sistema (6.99) e (6.100), as dimensées de W e uma tolerancia que
fornece a maior matriz quadrada nao singular de W. Neste trabalho, a tolerancia é um
numero nao-negativo abaixo do qual um valor singular de W é considerado nulo. Os
valores singulares de W sao a raizes quadradas dos autovalores do produto da transposta
de W pelo proprio W e sao ordenados em ordem decrescente. O ntimero de valores
singulares nao-nulos ¢é igual ao posto de W. Um estudo preliminar da influéncia da
tolerancia sobre os valores de p permitiu concluir que, para tolerancias menores do que
1078, todos os valores obtidos para u eram fisicamente plausiveis e diferiam pouco entre
si.

A seguir, na Fig. 24, apresenta-se o esquema geral do programa desenvolvido
para a determinacao dos parametros elasticos. Ainda sobre o programa desenvolvido,
fez-se os arquivos de entrada para resolver o problema inverso de determinacao de pu com

o auxilio do software ANSYS 5.5, o qual serviu para gerar a malha de elementos finitos.

Adicionalmente, arquivos que compoem dados essenciais a solugao do problema
inverso, tais como o conhecimento dos campos de deslocamentos nodais, as forgas re-
sultantes em partes complementares do contorno e as deformacoes nestas partes foram
determinados a partir da solucao do problema direto também com o auxilio deste software,

colocando-se os campos de deslocamento no arquivo principal de entrada.

Ressalta-se do exposto acima que o procedimento para resolver p e a pressao no
problema inverso é do tipo nao iterativo, ou seja, os parametros elasticos sao determinados
sem que haja necessidade da atualizacao dos valores destes para atender a um erro minimo

cujo propésito é servir de critério de parada.

Outro aspecto que merece ser lembrado é quanto a escolha do tipo de elemento
finito quadrilateral com quatro pontos de integracao para o deslocamento. O autor do
presente trabalho utilizou o elemento finito mencionado acima devido a simplificacao
proporcionada nos cédlculos, mas poderia ter sido usado o elemento finito tipo P2 que é

livre de qualquer efeito tabuleiro de xadrez, (veja Tab. A.1 em Aguiar e Fosdik, 1993).
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Inicio

Y

Leitura dos dados de
entrada

Y

Montagem das Matrizes
Locais dos Elementos

Y%

Montagem da Matriz Global

v

Escolha do Método de Inversao (Por exemplo,
] uso de Decomposi¢do SVD combinado com
Inversa Generalizada)

Faca até¢ o nimero de @

posicdes do vetor de

tolerancias I i —
l Caélculoden,n e p

v

Célculo dos erros absolutos para 7 , 7 "e erros
relativos para p. Em seguida eterminagdo dos
desvios padrdes dos valores de 7, 7' 1 em
cada tolerancia usada no método SVD.

v

Determinagdo dos valores
dos parametros elasticos

Figura 24: Diagrama de fluxo elementar do programa desenvolvido para a determinacao
de parametros elasticos.
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7 Apresentacao e Discussao de Resultados

7.1 Cilindro Reto de Seccao Retangular com Inclusao Cilindrica
de Seccao Circular

Para resolver os dois problemas diretos, tracao-compressao biaxial e cisalhamento,
simulam-se a realizacao dos ensaios em laboratério como experimentos propostos na Se¢ao
5.3.2. Em ambos, (5.4) e (5.5), assume-se que £; =0,01. Em (5.7), assume-se que &, =
0,01. Assume-se também que o cilindro reto é quase-incompressivel com coeficiente de
Poisson ve = 0,499999 e com moédulo de elasticidade ao cisalhamento pue = 36 KPa.
Ressalta-se que v¢o = 0,499999 é um valor tipico encontrado na literatura para tecidos
moles (MANDUCA, 2005). A inclusdo também ¢é quase-incompressivel com v; = vg e
iy = Cruc, onde Cr pode assumir os valores 0, 1, 2, 4 e 6. Ressalta-se que Cr = 0
corresponde a um furo no cilindro; neste caso, adotou-se v; = 0,3 e Cr = 107?° ao invés
de com v; = 0,499999 e C'r = 0, respectivamente para efeito de simulacao via ANSYS
5.5. Ressalta-se também que Cg > 1 corresponde a uma inclusao mais rigida do que a

chapa.

Segue do exposto acima que, para o caso de Cg = 1 (s6lido homogéneo), as

solugoes de equilibrio dos problemas diretos sao dadas por:

1) u(Xy,Xs) =& X;e; — & Xyey (tragao-compressao), -
i) u(Xy,Xs) =283 Xye; (cisalhamento). (71)
Para ambas as solu¢oes homogéneas em (7.1), note que tr Vsu = 0. Ou seja, se o
solido é homogeneo, a dilatagao volumétrica é nula independentemente do material ser

incompressivel, ou, nao. Observe de ii) que
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(e; - Tey)(0,Xy) =(e; - Tey) (a1,Xs) =0 sobre as bordas verticais,
(eg - Tey)(X1,0) = (e - Tey) (Xy,az) =0 sobre as bordas horizontais.

Portanto, se a inclusao estiver distante das bordas do cilindro, pode-se assumir que estas

relagoes sao aproximadamente satisfeitas no caso de C'gr # 1.

No problema direto resolvido numericamente pelo Ansys 5.5 existem residuos de
forcas de cisalhamento influenciando o problema biaxial de tragao-compressao, mesmo
no caso de Cg = 1. Ja no problema de cisalhamento, aparecem residuos de forcas de
tracao e de compressao. Conseqiientemente, as resultantes de forcas correspondentes a
estes residuos nao sao identicamente nulas. Espera-se que estes residuos tendam a zero a
medida que a malha é refinada, pois observa-se de (5.4.b) e (5.5.b) que eles sdo nulos no

problema continuo.

Neste trabalho consideram-se todas as 16 equagcoes relacionadas a imposicao das
forcas resultantes no contorno, mesmo as residuais. O objetivo em manter as forcas

residuais na formulacao do problema inverso ¢é simular, por exemplo, erros de medicao.

7.2 Influéncia da Malha de Elementos Finitos no Problema Direto
Discreto

A influéncia da malha de elementos finitos pode ser verificada da resolugao do
problema direto para o cilindro reto de seccao quadrada de 50 mm de lado. Considerou-
se 0 caso Cgr = 1 com uma malha uniforme e duas outras malhas nao uniformes para os
raios r = 2 mm e r = 6 mm. As condi¢oes nas bordas do cilindro para os experimentos

de trac@o-compressao e de cisalhamento simples sao dadas por (5.4)—(5.7).

Apresenta-se na Fig. 25.(a) a malha uniforme obtida do pacote computacional
ANSYS 5.5 e nas figuras 25.(b), (c) as deformagoes por tragdo-compressao e cisalhamento
simples. As linhas continuas indicam a posicao indeformada do cilindro. Os valores das
deformacgoes calculadas sao constantes em todo o cilindro e sao representadas nas figuras
25.(b), (c) por uma tnica cor. Verificou-se que a diferenga entre o valor calculado pelo

ANSYS e o valor analitico dado por (7.1) para a deformagao é desprezivel

Agora, consideram-se dois cilindros retos contendo uma inclusao circular centrada

em cada cilindro. Os raios das inclusoes sao r = 2 mm e r = 6 mm, respectivamente.
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(a)

(b) (©)

Figura 25: Malha uniforme em (a) e redes deformadas por tragao-compressao em (b) e
por cisalhamento em (c).
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Considera-se ainda que o cilindro é homogéneo, de modo que C'r = 1. Utilizando o ANSYS
5.5, constréi-se uma malha de elementos finitos para cada cilindro, conforme ilustrado na

Fig. 26. Observe desta figura que a malha nao é uniforme.

o
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Figura 26: Exemplo de malha nao uniforme de elementos finitos com inclusao centrada
de raio r = 6 mm.

Utilizando malhas nao uniformes resolveu-se numericamente o par de problemas
diretos descritos acima para cada cilindro. A Fig. 27 mostra as diferencas entre as
deformacoes cisalhantes calculadas pelo ANSYS 5.5 e a deformagdo cisalhante (4.30.b) no
caso do problema de cisalhamento simples para Cr = 1, com inclusoes de raio 2 mm em
(a) e raio 6 mm em (b). As legendas a direita de cada caso apresentam os valores minimo
e maximo nos extremos da escala de cores. O menor valor é indicado em vermelho e o
maior valor é indicado em azul. Observe destas legendas que os valores apresentados nas

7

escalas devem ser multiplicados por 10 ~*. Note da Fig. 27.(b) que as diferengas séo

pequenas, mas perceptiveis. As maiores diferengas ocorrem em (b) para o caso r = 6 mm.

7.3 Influéncia da Malha de Elementos Finitos no Problema In-
verso Discreto

Quando da reconstrucao do médulo eldstico ao cisalhamento, u, e também dos
termos de pressao, fez-se uso de uma seqiiéncia de malhas nao uniformes de elementos
finitos. Na Tab. 2 apresentam-se o niimeros de nés e de elementos para o caso de inclusao

centrada com raio de 6 mm para um cilindro reto de seccao quadrada de lado 50 mm.

Algumas das malhas geradas no ANSYS 5.5 presentes na Tab. 2 apresentam
problemas com a razao de aspecto dos elementos. Uma analise preliminar demonstrou,

no entanto, que estes erros sao localizados, tendo uma regiao de influéncia que nao afeta
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VALORES X 1E-7 VALORES X 1E-7
Legenda: Legenda:
17 97671 11.17040
1308558 752654
B.19445 4 48328
3.30333 1.13972
-1.56780 -2 20353
-6.47893 -5.54739
=11.37006 ~5.89095
-16.26118 -12.23451
-21.15231 -15.57807
(a) (b)

Figura 27: Diferenca entre a deformagao calculada pelo ANSYS 5.5 e o valor analitico
para os raios (a) r = 2 mm e (b) r = 6 mm.

Tabela 2: Malhas de elementos finitos para o cilindro reto com inclusao centrada.

Inclusao Centrada, r = 6 mm

numero de nds | numero de elementos
malha 1 803 738
malha 2 1016 951
malha 3 1148 1083
malha 4 1380 1315
malha 5 1544 1479

consideravelmente a determinacao de p.

Inicialmente, considera-se uma inclusao circular de raio 6 mm centrada no cilindro
reto de secgao quadrada com lado de 50 mm. Consideram-se também as condi¢oes nas
bordas dadas por (5.4)—(5.7), com &; e &, iguais a 0.01 em ambos os ensaios. Obteve-se
para o caso em que o C'r = 1, ou seja, para o caso em que o material da inclusao é igual
ao material do cilindro, os resultados apresentados na Fig. 28 para as pressoes reativas.
Neste caso, ambos os problemas correspondem a um estado de cisalhamento puro, o que

implica que ambas as pressoes sao nulas.

A Fig. 28 apresenta os resultados das pressoes em escala de cores com o uso
do programa desenvolvido neste trabalho. Na Fig. 28.(a) mostram-se os resultados das
pressoes para o ensaio biaxial de tra¢do-compressao. Na Fig. 28.(b) mostram-se os resul-
tados das pressoes para o ensaio de cisalhamento. Cada figura possui uma legenda com

valores minimo e maximo.
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Legenda:
002337
001455
000573
-0.00309
001152
-0.02074
-0.025856
. -003638
-0.04720

a) Tracdo-Compressdo Biaxial b) Cisalhamento

Legenda:
0.02058
0.01405
0.00753
0.00100
-0.00552
-0.01205
-0.01857
-0.02510

-0.03162

Figura 28: Distribuigao da pressao reativa no cilindro com inclusao de 6 mm de raio e Cg
=1

Observando as figuras 28.(a)—(b), nota-se da leitura das legendas que os valores
oscilam proximo a zero. Verificou-se que os valores extremos de oscilagao tanto na Fig.
28.(a) como na Fig. 28.(b) sao inferiores a 7x107 vezes o valor das tensoes calcula-
das pelo ANSYS no problema direto para ambos os ensaios. Portanto, os valores das
pressoes apresentadas nestas figuras estao em conformidade com os resultados analiticos

apresentados acima.

Considerando o mesmo cilindro reto de se¢ao quadrada, submetido as mesmas
condigoes nas bordas dadas por (5.4)—(5.7), com uma inclusao centrada de raio r = 6 mm

e Cr = 0, resolveu-se o problema da determinagao de 7 e y para as malhas da Tab 2.

Utilizando escala de cores, mostra-se no lado esquerdo da Fig. 29, ou seja, Fig.
29.(al), (bl) e (cl), a distribuigdo da pressao obtida para o ensaio de tragdo-compressao
com as malhas 1, 3 e 5 da Tab 2. Similarmente, mostra-se no lado direito da Fig. 29, ou
seja, 29.(a2), (b2) e (c2), a distribuigao de pressao obtida para o ensaio de cisalhamento.
Pode-se ver claramente que o uso da malha menos refinada, correspondendo as figuras (al)
e (a2), nao forneceu uma distribuigao precisa de pressao. Nota-se, entretanto, do conjunto
de figuras (al)—(cl) e (a2)—(c2) que existe uma seqiiéncia convergente de distribuicoes de
pressao a medida que a malha é refinada. Além disso, os valores calculados aqui estao de

bom acordo com valores calculados pelo Ansys 5.5 no problema direto.

Deve-se notar também que nos problemas de cisalhamento e de tragao-compres-
sao o campo de pressao ¢ homogéneo somente quando C'r = 1. Nos demais casos em que
Cgr # 1 o campo da pressao no problema de tragao-compressao indica um estado de cisa-

lhamento. Este estado estda em um plano paralelo ao plano do cilindro reto, rotacionado



107

de aproximadamente 45° no sentido anti-horario com Cr = 0. E reciproca a afirmacao
para o problema de cisalhamento com Ci = 0, porém a rotacao do plano é de aproxi-
madamente 45° no sentido horario. Estes fatos apoiam a idéia de que as configuracoes

apresentadas na Fig. 29 estao corretas.

Chama-se a atencao neste ponto para o fato de que, para as demais figuras desta
subsecao, preferiu-se, por questoes de maior riqueza de detalhes, colocar a escala de cores
invertida para C'z > 1, como pode ser observado das leituras das escalas que acompanham

suas respectivas figuras.

A Fig. 30.(a) apresenta os valores de referéncia de p para a inclusao de raio 6
mm centrada com Cr = 0. No extremo inferior da legenda da Fig. 30.(a) encontra-se o
valor de referéncia zero para a inclusao e no extremo superior da legenda encontra-se o
valor de referéncia 36 kPa para a chapa. Os valores de referéncia sao constantes na chapa
e na inclusdo. Nas figuras 30.(b), (c), (d), (e) e (f) encontram-se os valores de p obtidos

das solucoes numéricas. Note que as legendas de cada figura variam.

Pode-se notar na Fig. 30 que a seqiiéncia de resultados obtidos para p converge
para o valor de referéncia mostrado na Fig. 30.(a) & medida que o nimero de elementos

finitos na malha aumenta.

Deve-se notar ainda da Fig. 30.(e) que o aumento do nimero de elementos
resultou em uma pequena regiao afetada pela razao de aspecto deficiente dos elementos
proximos ao circulo da inclusao. Esta deficiéncia ocorre devido ao fato de que o angulo
entre dois lados adjacentes de um elemento é muito fechado (préximo de 0°). Esta
regiao contendo elementos com razao de aspecto deficiente nao afetou substancialmente

a construcao de uma seqiiéncia convergente para f.

Observa-se tanto nas figuras das pressoes quanto nas figuras de p um efeito do tipo
tabuleiro de xadrez (HUGHES, 1987). No entanto, os célculos para as malhas uniformes
e para as malhas nao uniformes resultam em um coeficiente de travamento r ~ 2 em
ambos os experimentos. O coeficiente r é a razao entre o ntimero total de equacoes de
deslocamentos apds as imposicoes de contorno dividido pelo niimero total de restricoes de
incompressibilidade. Este coeficiente indica a tendéncia ao efeito tabuleiro de xadrez. Se
r < 1, o elemento finito estd sujeito ao travamento, se r < 2, existem muitas restri¢coes de
incompressibilidade. Se r > 2 entao existem poucas restrigoes de incompressibilidade. A

condicao 6tima ocorre quando r = 2.

Isto indica que para o tipo de elemento finito adotado, quadrilateral com um né
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Legenda: Legenda:
536 36597 75010852
B31.39149 59335845
426 41402 406 61009
221.43654 21986172
1645907 3311336
-155.51541 -193.63301
—-393.449555 =340.35335
59547336 -527.13174
-503.45085 =713.88011
Legenda: Legenda:
1064 21052 1021 47348
THa F265T TET 525923
52524304 514 37695
255.75909 26082873
-13.72485 7 2B048
-253.205879 —-246. 26776
-552 B9274 -4599 51601
-522 17663 -753.36426
-1081 BEOG2 -1008 81251
(b2)
Legenda: Legenda:
1127 50618 1067 90735
54551049 80052810
56351451 53314885
28151912 265 76554
-0.47656 -1 B096E
-252.47225 -2h65 85592
-564 46754 -536.36517
—G4E 46362 -803.74742
-1125.455351 -1071.12665

(cl) (c2)

Figura 29: Lado esquerdo: Reconstrucao das pressoes (Pa) obtidas do problema de tracao-
compressao. Lado direito: Reconstrucao das pressoes obtidas do problema de cisalha-

mento. Caso de inclusao circular centrada com Cr = 0 e r = 6 mm. Utilizaram-se as
malhas 1, 3 e 5 da Tab.2
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Legenda: Legenda:

3600000000 45531.00000
3150000000 3965537500
2700000000 F3785.75000
2250000000 2791312500
18000.00000 - 2204050000
13500.00000 16167 57300
S000.00000 1025525000

. 4500.00000 . 4422 52500
0.00000 = 1430.00000

(b)

Legenda: Legenda:
3500000 3733200000
33699.50000 3313050000
2862400000 2542300000
23548.50000 23677 50000
18473.00000 18926 00000
13397.50000 14174 50000
§322.00000 842300000
3246 50000 467150000
-1829.00000 -50.00000
(©) (d)
Legenda: Legenda:

37357 .00000 37089.00000

F2BET 50000 32444 25000

2787500000 27799 50000

23233 50000 2315475000
18599,00000 18510.00000
1390950000 13865.25000
922000000 H220.50000
4530.50000 457575000
-159.00000 —E9.00000

(e) ®

Figura 30: Resultados da reconstrucao de p (Pa) para Cr = 0: (a) Valor de referéncia; (b)
a (f): Reconstrucao de pu com as malhas 1 a 5 da Tab. 2, respectivamente, para inclusao
circular centrada com Cr = 0 er = 6 mm.
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por vértice e dois graus de liberdade em cada né para o campo de deslocamento, o efeito
percebido nas figuras 29 e 30 nao deve ser significativo na determinacao dos parametros

elasticos a menos das regioes proximas ao contorno, ou, a inclusao.

Agora considere o caso de uma inclusao centrada com r = 6 mm e Cr = 6.
Resultados numéricos obtidos para este caso permitiram gerar as figuras 31 e 32, as quais

estao apresentadas abaixo.

A Fig. 31 foi obtida de forma andloga a Fig. 29. Um detalhe que deve ser notado
é a troca de sinais das pressoes, ou seja, as regioes com pressoes negativas na Fig. 29 tem
agora valores positivos na Fig. 31 e vice-versa. Isto se explica pelo fato de que antes a

inclusao era menos rigida do que o cilindro reto e agora ocorre justamento o contrario.

Obteve-se a Fig. 32 de forma andloga a Fig. 30. Deve-se notar que a escala de
cores foi invertida por razoes de detalhes de valores, pois agora a inclusao é mais rigida
do que o cilindro reto. Os valores conhecidos, ou, de referéncia para a chapa e inclusao

sao 36 kPa e 216 kPa, respectivamente, e estao apresentados na Fig. 32.(a).

A Fig. 32.(b) mostra a distribui¢cdo de p no cilindro reto. Observe a grande
diferenca de valores no cilindro e na inclusao e como se distanciam dos valores de referéncia
na Fig. 32.(a). No entanto, quando se aumenta o nimero de elementos esta variagao
diminui. A Fig. 32.(f), correspondente a malha mais refinada, mostra que p do cilindro
e da inclusao convergem para seus respectivos valores de referéncia. Nota-se ainda que a

geometria da inclusao foi corretamente identificada.

Considera-se agora o caso de uma inclusao excéntrica com raio r = 6 mm e
centro em (x,y)=(37,5 mm; 37,5 mm). Optou-se por utilizar as malhas ndo uniformes de

elementos finitos apresentadas na Tab. 3 para obter a reconstrucao de p e das pressoes.

Todas as figuras que serao apresentadas até o final desta subsecao foram obtidas
de modo similar ao que foi explicado para as figuras anteriores nas reconstrugoes das
pressoes e de p. Deve-se notar que valem todas as observagoes anteriores desta secao
sobre a construcao das legendas, no que concerne a divisao e a cor das escalas, quando a

inclusao é menos rigida do que o cilindro reto e vice-versa.

Os resultados para as pressoes em um cilindro reto contendo uma inclusao circular
de raio r = 6 mm e excéntrica simulando um furo com Cr = 0 (ou seja, um cilindro com
furo circular excéntrico) estao apresentados na Fig. 33. Nela, pode-se notar mais uma vez
que o refino da malha fornece resultados qualitativamente condizentes para as pressoes

obtidas da solucao do problema inverso utilizando os ensaios de tragao-compressao e



Legenda:
856 53700
£32 37550
.\ 407 51400
153 45250
\ -41.00900
—265 47050
-459 93200
-714.39350
838 55500

(al)

Legenda:
854.70181
742.81582
500.92952
25904383
1715783
-224 72816
466 61415
70350015

95035614

(bT)

Legenda:
1022 92700
7EE EI413
51446125
260 22835
585550
-248.23736
-502.47025
-75B 70313

(cl)

-1010.93800

(c2)
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Legenda:
g22.30400
604 02675
385.74350
16747225
-50.80500
-269.08225
-457 35950
=705 63673

—-H23.91400

Legenda:
1065 75593
F97.08125
528 40656
259731890
—-5.84277
=277 61745
54625212
-514 56830
108364147

Legenda:
1123 5600
543 .83500
564.02000
24 20200
435400
=275.43400
-555.25200
—&35.07000
111455800

Figura 31: Lado esquerdo: Reconstrucao das pressoes (Pa) obtidas do problema de tragao-
compressao. Lado direito: Reconstrucao das pressoes obtidas do problema de cisalha-
mento. Caso de inclusao circular centrada com Cr = 6 e r = 6 mm. Utilizaram-se as

malhas 1,3 e 5 da Tab.2
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Legenda:
21800000000
193500.00000
17100000000
148500.00000
126000.00000
10:3500.00000
£1000.00000
3550000000

3600000000

(a)

Legenda:
223217.00000
199107 52500
1748498 25000
150558557500
1267758.50000
10267012500
7E5E0.75000
54451 37500

3034200000

(©)

Legenda:
215736.00000
1531 06.62500
170477 25000
1475847 57500
125215.50000
1025849.12500
79959 75000
IFF30.37500

3470100000

(e)

®

Legenda:
195159.00000
177603.00000
156047 00000
134491 00000
112435 00000
5137900000
B9523.00000
45267 00000

26711.00000

Legenda:
216305.00000
193411 62500
170518.25000
147624 57500
124731 50000
10183512500
78944 75000
5E051.37500

33158.00000

Legenda:
216014.00000
193291 62500
170569.25000
1475846 57500
125124 50000
10240212500
7679 75000
SESET. 37300

34235.00000

Figura 32: Resultados da reconstrucao de p (Pa) para Cr = 6: (a) Valor de referéncia; (b)
a (f): Reconstrucao de pu com as malhas 1 a 5 da Tab. 2, respectivamente, para inclusao

circular centrada com Cr = 6, r = 6 mm.
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Tabela 3: Malhas de elementos finitos para o cilindro reto com inclusao excéntrica.

Inclusao Excéntrica, r = 6 mm

numero de nds | numero de elementos
malha 1 733 668
malha 2 931 866
malha 3 1077 1012
malha 4 1218 1153
malha 5 1535 1470

cisalhamento simulados numericamente.

Na proxima seqiiéncia, mostrada na Fig. 34, estao os resultados da reconstrucao
de p para o cilindro com furo circular excéntrico da Fig. 33. Note que o valor de u

converge para o valor de referéncia que se encontra na Fig. 34.(a).

Agora, considera-se o caso de um cilindro com inclusao excéntrica de raio r = 6
mm e com Cg = 6. A Fig. 35 apresenta os valores da reconstrugao das pressoes para este
caso. Note que, a medida que a malha é refinada, os valores de pressao tendem no lado
superior direito do cilindro a um estado de pressoes semelhante ao verificado na Fig. 31

para o mesmo Cg no caso centrado.

A Fig. 36 apresenta em (a) os valores de referéncia de p. Estes valores de
referéncia sdo novamente 36 kPa para p do cilindro e 216 kPa para p da inclusao. De (b)
a (f) mostram-se as reconstrugoes dos valores de p. Os valores de p obtidos em regioes
préximas a inclusao e ao contorno estao distantes do valor de referéncia quando a malha é
menos refinada. Observe, no entanto, da seqiiéncia apresentada na Fig. 36 que os valores
de p obtidos préoximo ao encontro dos lados junto a inclusao sofrem atenuagao a medida
que a malha é refinada. A atenuacao pode ser notada principalmente quando o nimero de
elementos finitos aproximadamente dobra, ao passar do niimero de elementos da malha 1

para o numero de elementos da malha 5 na Tab. 3.

Observa-se das figuras 36.(b)—(f) que artefatos esptrios no encontro da borda
vertical direita com a borda horizontal superior tendem a desaparecer a medida que a
malha é refinada. Observa-se ainda que o efeito semelhante do tabuleiro de xadrez esta

significativamente atenuado na Fig. 36.(f).

Agora, defina o erro relativo de p em relagao ao valor de referéncia no cilindro

(fora da inclusao) para cada elemento finito como segue
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Legenda: Legenda:
GEAEHRIT 158541100
G403 1600 RS
42335800 1188.09550
207 g0ood 539.43775
-8.75800 490.78000
-225.11800 142.12225
—441 47400 ~205 53550
-G57.83200 -555 15325
-574.15000 —803 85100
(a2)
Legenda: Legenda:
100015612 90429895
T47 69452 EE4.00429
4495 23352 423 70965
242 77221 183.41497
-9 63909 0B 87959
-262.150349 —297 17435
-514 61169 =537 46501
=7E7.072949 =777 FR3ET
-1019.53429 -1015.05533
(b2)
Legenda: Legenda:
107047000 33165100
a02 04525 F2F 73300
533 G2E50 46381500
265 20475 19989700
-3.21700 -G4.02100
=271 B3875 =327 93800
-S540 05050 -591 85700
-G08.48225 —555. 77500
=TEBEITIT -1119.63300
(cl) (c2)

Figura 33: Lado esquerdo: Reconstrucao das pressoes (Pa) obtidas do problema de tragao-
compressao. Lado direito: Reconstrucao das pressoes obtidas do problema de cisalha-

mento. Caso de inclusao circular excéntrica com Cr = 0 e r = 6 mm. Utilizaram-se as
malhas 1, 3 e 5 da Tab.3
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Legenda: Legenda:
3600000000 459400000
31500.00000 74078 37500
2700000000 B3262. 75000
2250000000 52447 12500
1800000000 41631 50000
1350000000 3081587500
4000.00000 2000025000
450000000 918462500
0.00000 -1631.00000
(b)
Legenda: Legenda:
43951 .00000 4525400000
42760.50000 3857587500
36540.00000 3389775000
30319.50000 28219.62500
2409800000 22541.50000
17575.50000 1686:3.37500
116585.00000 1118525000
543750000 550712500
=7&3.00000 =171.00000
(©) (d)

Legenda: Legenda:
4352400000 4236400000
3840587500 37057 37500
32857 72000 3173075000
2736962500 2644412500
215851.50000 21137 50000
1633337500 1583087500
10815.25000 10524 25000
526712500 5217 £2500
-221.00000 -§9.00000

(e) ®

Figura 34: Resultados da reconstrucao de u (Pa) para Cg = 0: (a) Valor de referéncia; (b)
a (f): Reconstrucao de p com as malhas 1 a 5 da Tab. 3, respectivamente, para inclusao
circular excéntrica com Cr = 0, r = 6 mm.
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(cl)

Legenda:
3064 52800
2251 50613
143508425
524 BE23T
-186.75450
-1002.18138
-1815 60325
-2629 02513

=3442. 44700

Legenda:
11491 53200
892 34300
593.15400
293 95500
-5.22400
-304.41300
-603 60200
-902.79100
~1201 55000

Legenda:
117266200
G71.91400
571.16600
27041500
-530 33000
-331 07500
-531 52600
-932 57400

=-1233.32200

(c2)

Legenda:
7144 56&00
547374563
360292325
2132100358
461 27850
-1209.54357
-2830 36625
-4551 18863

—g2z2z2.01100

Legenda:
1464 67700
1107 59675
745 51650
3343625
21.35600
-J340.72425
-702.50450
—1064.53475
~1426 96500

Legenda:
1525.07200
1145 43557
7ES FAYTS
38616362

£ 52750
-373.1 0863
-752 74475
-1132 38085

=1512.01700

Figura 35: Lado esquerdo: Reconstrugao das pressoes (Pa) obtidas do problema de tracao-
compressao. Lado direito: Reconstrucao das pressoes obtidas do problema de cisalha-
mento. Caso de inclusao circular excéntrica com Cr = 6 e r = 6 mm. Utilizaram-se as

malhas 1, 3 e 5 da Tab.3
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Legenda: Legenda:

218000.00000 293145.00000

19350000000 237323.50000
17100000000 1814595.00000
14550000000 125674 50000
12600000000 B9350.00000
10350000000 14023.50000
S1000.00000 —=417358.00000

58500 00000 —97E23.50000

B000 00000 —153445.0000
Legenda: Legenda:
20566600000 215134.00000
154411 73000 1513539.00000
160157 50000 165554.00000

135903.25000 145309.00000

11164900000 122034.00000
67394 75000 95759.00000
£3140.50000 75484.00000
3000625000 5220900000
14632.00000 285934.00000
Legenda: Legenda:
216270.00000 21775100000
192943 50000 194178 62500
169617 00000 17060625000
146290.50000 14703387500
12296400000 12348150000
9637 50000 9E5359.12500
FE311.00000 FE318.75000
52954 50000 52744 37500
2965500000 29172.00000

(e) ®

Figura 36: Resultados da reconstrugao de p (Pa) para Cr = 6: (a)Valor de referéncia; (b)
a (f): Reconstrucao de pu com as malhas 1 a 5 da Tab. 3, respectivamente, para inclusao
circular excéntrica com Cr = 6, r = 6 mm.
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R _
Ec= M 100 %, (7.2)

He

onde pd é o valor de referéncia de p no cilindro e pe é o valor aproximado de p no cilindro

(calculado numericamente).

Analogamente, o erro relativo de p em relagao ao valor de referéncia na inclusao

para cada elemento finito é dado por

R _
E; = M 100 %, (7.3)

Ky

onde &} é o valor de referéncia de p na inclusao e iy é o valor aproximado de p na inclusdo.

Considera-se novamente o caso da inclusao centrada (vide Fig. 32.(a)) de raio r =
6 mm com valor de referéncia 36 kPa no cilindro e Cr = 6. Para cada malha de elementos
finitos na Tab. 2, calculou-se o erro relativo maximo de p em relagao ao valor de referéncia
no cilindro utilizando a expressao (7.2). Estes erros sdo apresentados na Fig. 37, cujos
valores do erro relativo maximo de p estao apresentados no eixo das ordenadas em escala
logaritimica e a numeragao da malha de elementos finitos na Tab. 2 estd apresentada no

eixo das abcissas.

Similarmente, repetiu-se o procedimento descrito acima para o caso em que a
inclusao é excéntrica com Cr = 6 (vide Fig. 36.(a)), considerando as malhas de elementos

finitos da Tab. 3. Os valores dos erros maximos no cilindro apresentam-se também na
Fig. 37.

Pode-se perceber na Fig. 37 que o erro decai de forma réapida com o aumento
do nuimero de elementos finitos no cilindro reto de seccao quadrada. Apenas a malha 5
com inclusao exceéntrica apresenta um pequeno aumento do erro relativo. Este aumento
pode ter ocorrido porque ao se construir a malha nao uniforme com o uso do ANSYS 5.5,
dois elementos finitos no cilindro apresentaram razao de aspecto deficiente e houve uma
mensagem de alerta. Nao foi possivel modificar a forma destes elementos na malha para

melhorar o calculo da solucao aproximada do problema direto.

De modo analogo a descricao da Fig. 37, calculou-se o erro relativo maximo de
p na inclusdo utilizando a expressao (7.3) para os casos de inclusao centrada e excéntrica
com valor de referéncia 216 kPa na inclusao, ou seja, Cr = 6. Os valores dos erros
maximos para cada malha das tabelas 2 e 3 permitiram construir a Fig. 38, onde os

valores do erro relativo maximo de p estao apresentados no eixo das ordenadas em escala
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Convergéncia no Cilindro Reto

1000

-

o

o
L

=
o
L

Erro Relativo Maximo (%)
-

1 T T T
1 2 3 4 5

Malhas

‘—0— Inclusdo Centrada —— Inclusdo Excéntrica ‘

Figura 37: Erro relativo maximo de p em relagao ao valor de referéncia no cilindro versus
malha de elementos finitos.

logaritimica e a numeragao da malha de elementos finitos estd apresentada no eixo das

abcissas.

Observa-se da Fig. 38 que, tanto para a inclusao excéntrica quanto para a inclusao
centrada, o erro relativo maximo de p em relacao ao valor de referéncia sofre decréscimo
com o refinamento da malha. O decréscimo do erro que ocorre entre a malha 4 e a malha
5 é imperceptivel na Fig. 38 para os dois casos porque o aumento do ntimero de elementos
finitos foi pequeno. O erro relativo maximo de p na inclusao centrada é inferior a 1% e
encontra-se em torno de 5% no caso da inclusao excéntrica, considerando o mesmo Cr =

6.

7.4 Influencia do C'z na Convergencia do Problema Inverso Dis-
creto

Para saber qual a influéncia da variagao do Cr sobre o aumento do erro relativo
maximo na chapa e na inclusao, resolveram-se os problemas de determinacao de p con-
siderando as condicoes de prescricao de deslocamento em todo o contorno em ambos os

experimentos para duas inclusoes circulares excéntricas com raios r = 2 mm e r = 6 mm,
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Convergéncia na Incluséo

100

&

10 4

Erro Relativo Maximo (%)

4

1 2 3 4 5
Malhas

‘—O—Inclusﬁo Centrada —— Incluséo Excéntrica ‘

Figura 38: Erro relativo méximo de p em relagao ao valor de referéncia na inclusao versus
malha de elementos finitos.

fazendo Cr = 0, 1, 2, 4 e 6. Considera-se ainda a malha mais refinada para cada raio.

Assim, o valor de referéncia de p na inclusao também varia, assumindo os valores 0, 36,
72, 144 e 216 kPa.

Para a inclusdo com raio r = 2 mm, utilizou-se uma malha nao uniforme com
1240 nés e 1175 elementos. Ja para o raio r = 6 mm, utilizou-se uma malha nao uniforme

com 1535 nos e 1470 elementos, sendo esta a malha 5 da Tab. 3.

Na Fig. 39 mostram-se os valores dos erros relativos maximos versus os valores
de Cr. Os célculos para gerar esta figura sao analogos aos realizados para gerar a Fig 7.2.
No entanto, ao invés de considerar que a malha sofre variagao, considerou-se que C'r é o
valor variavel para gerar cada curva. Nota-se claramente na Fig. 39 que quanto maior a

inclusao e maior o C'r, mais rapidamente os valores calculados para p se distanciam do

valor de referéncia de p no cilindro.

J& no caso da inclusao, visto na Fig. 40 com os erros relativos méaximos versus
os valores de C'g, nota-se um distanciamento nao tao acentuado do valor de referéncia de
i na inclusao. E interessante observar que, para o raio r = 2 mm, o comportamento é do

tipo parabdlico enquanto que para r = 6 mm, o comportamento é proximo ao linear.
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Estudo do Cr (Cilindro Reto)
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Figura 39: Erro relativo méximo em relacao ao valor de referéncia de p no cilindro versus
Cr parar =2 mm er = 6 mm.

A Fig. 41 mostra os valores de p reconstruidos para cada Cg considerado acima
para o raio r = 2 mm. As cores das legendas de cada resultado representam a variacao do
valor de u para cada Cg. A variacao de cor é dada pelo pds-processador grafico utilizado
para captar os detalhes de cada caso, o que explica as maiores variagoes de cores quando
os valores extremos estao mais proximos um do outro. Verifica-se que a variagao de p em
fungao do Cg estd em concordancia com os valores nas curvas deste caso apresentados

nas figuras 39 e 40.

O mesmo pode ser feito para a inclusao excéntrica com r = 6 mm, resultando na
Fig. 41. Em (a) houve mudanga da escala de cores para gerar uma visualizacao melhor
da variagao de p no cilindro reto de secgdo quadrada. Compare a Fig. 41.(b) com a Fig.
42.(b) e note que para o raio r = 6 mm os valores de p sofrem maiores variagoes apesar
das duas figuras serem para o mesmo Cg. Observe que quanto mais distante de 1 o valor
de C'g, mais significativo se tornam as diferencas, ocasionando artefatos espurios entre a

inclusao e o encontro das bordas vertical direita e borda superior.

Deve-se notar também que nas figuras 41.(a) e 42.(a), cujo Cr = 0, ocorrem
valores negativos para p na inclusao onde p deveria ser nulo. Estes valores, no entanto,
sao pequenos quando comparados com os valores de referéncia de p no cilindro. A razao

entre estes valores negativos maximos de p na inclusao e os valores de referéncia de p no
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Estudo do Cr (Inclusé&o)

3.5

3.0

——r=2mm
——r=6mm

Erro Relativo Maximo (%)

Cr

Figura 40: Erro relativo maximo em relacao ao valor de referéncia de p na inclusao versus
Crparar =2 mm er = 6 mm.

cilindro é menor do que 5x 1073, para ambos os casos.

7.5 Comparacao do Método Proposto com o Método de Park e
Maniatty (2006)

7.5.1 Apresentacao e Resultados do Método de Park e Maniatty (2006)

Relembrando da Segao 2, Park e Maniatty (2006) apresentam um método para a
determinacao do médulo de elasticidade ao cisalhamento baseado em elementos finitos sem
recorrer a processos iterativos em que o corpo ¢é submetido a forgas dinamicas. Utilizou-se
neste trabalho um tnico ensaio dinamico. Assim, considere o problema de determinacao
de parametros resolvido por Park e Maniatty (2006) e um tinico problema de cisalhamento
dinamico para uma inclusao centrada de raio r = 6 mm em um cilindro de sec¢ao quadrada
de 50 mm de lado e C'r = 6. O problema direto com as condicoes de contorno para
encontrar u(X) e a pressao m(X) no problema de cisalhamento no dominio 2 é dado em

notacao indicial por
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Legenda:
39079.00000
34179.50000
29250.00000
2433050000
1945100000
14581.50000
SE52.00000
4782 50000
7 =117.00000

(a)

Legenda: Legenda:

3600400000 F25E7.00000

3600323000 G7564.12500
3E002.50000 B3161.25000
360071 75000 5545537500
36007 .00000 53755.50000

3600025000 45052 62500

355995 50000 44348 75000
39E5G 73000 FH646 67500

355995 .00000 3454400000

Legenda:
Legenda:

218404.00000
14553000000

195320 37500
13180025000

172236 75000
117670 50000

14915312500
10374075000

126089 50000
G9511.00000

102985 87500
7588125000

FAS02 25000
61451 50000

SEE18.62500
43021 75000

33735.00000

34092 00000

Figura 41: Resultados da reconstrucao de p com Cr =0, 1, 2, 4, 6 de (a) a (e), respecti-
vamente, para uma inclusao excéntrica de raio r = 2 mm.
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Legenda:
42364 00000
37057 37500
31750.75000
26444 12500
21137.50000
1583067300
1052425000
5217 62500

—33.00000

(2)

Legenda: Legenda:
FE003.00000 7232200000
JE5002.12500 G7634.50000
35001 25000 E2947 00000
36000 37500 55258 50000
35998 50000 53572 00000
359595 B2500 45854 50000
35997 75000 44197 00000
F5896 57500 F5505.50000
35995 00000 S4E22 00000
Legenda: Legenda:
145124 00000 21775100000

1350952.50000 194173 62500

116781.00000 170606 25000
10260550000 14703387500
843500000 123461 50000
426650000 99539.12500
B0095.00000 FE31E.75000
455923 50000 52744 37500
31752.00000 2917200000

(d) (e)

Figura 42: Resultados da reconstrucao de p com Cr =0, 1, 2, 4, 6 de (a) a (e), respecti-
vamente, para uma inclusao excéntrica de raio r = 6 mm.
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[k (i + ug)] ;7 = —pwiu; em )
T = AUk em
u; = U; sobre 0y,
[ (i 4+ uji) + o n; = T sobre 0 €)y;

onde p(X) é o médulo de elasticidade dependente da posicao, p é a densidade, w é a
freqiiéncia angular da excitagao harmonica e A(X) é um parametro material de Lamé. Os
sub-indices indicam as coordenadas cartesianas, cuja repeticao indica a soma. A derivada

espacial é indicada por (-)

O valor da deformacao por cisalhamento é 0,01 na maxima amplitude. O deslo-

camento na amplitude maxima é de 1 mm, uma vez que o ensaio é dinamico.

A Fig. 43 apresenta imagens extraidas de Park e Maniatty (2006). Nesta figura
estao colocados, da esquerda para a direita, os resultados de p quando os campos de

deslocamento sao propositalmente afetados com um erro, cujos valores adotados sao 0%,

1%, 3% e 5%.

O deslocamento calculado no problema direto foi obtido em um quadrado de 40
mm de lado centrado no interior do cilindro de 50 mm de lado, ou seja, retirou-se faixa

ao longo de todo o perimetro do contorno.

220 220 220 220

Figura 43: Resultados de p para diferentes erros adicionados quando a inclusao tem raio
r = 6 mmm e esta centrada em um cilindro de seccao quadrada de 50 mm de lado.
Fonte: Extraido de Park e Maniatty (2006).

A Tab. 4 apresenta na primeira coluna os valores do erro aleatorio médio intro-

duzido no campo de deslocamento e na segunda coluna apresenta o correspondente valor

mnc

médio de p calculado na inclusao e denotado por pis,.
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Tabela 4: Erros aleatérios introduzidos nos campos de deslocamento e valores médios do
modulo de elasticidade ao cisalhamento () na inclusao centrada.

Park e Maniatty (2006)
(2500 Elementos)

Erro Introduzido no Campo de Deslocamento (%) /Lfggd (kPa)
0 191,2
] 184.4
3 1821
5 164,0

7.5.2 Adaptacdo do Ensaio de Park e Maniatty (2006) ao Caso Estdtico

Nesta secao resolve-se o problema de determinacao de p combinando o ensaio
de compressao uniaxial, ficando as bordas verticais do cilindro reto de seccao retangular
livres de forcas aplicadas, com o ensaio de cisalhamento proposto por Park e Maniatty
(2006) adaptado ao caso estatico. Para isto, considera-se somente a amplitude maxima
do deslocamento na borda superior do cilindro reto. Utiliza-se o ensaio de compressao
uniaxial, ao invés do problema de tracao-compressao, porque a intencao é nao interferir

com a condigao de borda vertical livre adotada por Park e Maniatty (2006).

Assim, as condigoes nas bordas do cilindro para os dois problemas diretos resol-

vidos sao dadas a seguir:

i) Ensaio de compressao uniaxial:

a)Bordas Verticais:

(T el) (0, Xg) = (T el) (041, Xg) = 0. (74)

b)Bordas Horizontais:

uy (X1,0) =0, uy (X1, ) = —&1 g,
(61 . Teg> (Xl,O) = (e1 . Teg) (Xl,OéQ) =0.
O valor de &; em (7.5), é 0,01.

Ensaio de cisalhamento de Park e Maniatty (2006) adaptado ao caso estatico:

a)Bordas Verticais:
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(T (S31 ) (0, Xg) = (T el) (O[l, Xg) = O (76)
b)Bordas Horizontais:
Ug (Xbo) = Uz (X1;Oé2) =0,

Uy (Xl,O) = O, Uy (Xl,ag) = 252 Q9.
O valor de &, em (7.7) é 0,01.

(7.7)

Considere uma inclusao circular centrada de raior = 2 mm e com C'r = 2. Na Fig.
44 apresentam-se os valores de referéncia de p em (a) e a reconstrucao de p em (b). Os
valores de referéncia sao 36 kPa para p do cilindro e 72 kPa para p da inclusao. Observe
da Fig. 44.(a) que estes sao os valores extremos da legenda. A malha nao uniforme de
elementos finitos utilizada para reconstruir g possui 1311 nés e 1246 elementos. Observe
que a maior variagao ocorre nas bordas verticais, as quais estao livres de carregamento.

Nestas bordas observa-se o efeito tabuleiro de xadrez.

Legenda: Legenda:

F2000.00000 T2611.00000
£7500.00000 67746 25000
5300000000 B2531.50000
5850000000 5801675000
54000.00000 53152.00000
4350000000 45287 25000
45000.00000 43422 50000
40500.00000 38557 75000
3E000.00000 F3693.00000

(a) (b)

Figura 44: Resultado da reconstrucao de p: (a)valor de referéncia; (b) inclusao centrada
de raio r = 2 mm com Cg = 2.

Agora, considera-se uma inclusao circular centrada de raior = 6 mm e com Cg =
6. Na Fig. 45 apresentam-se os valores de referéncia de p em (a) e a reconstrucao de p em
(b). Valem as mesmas observagoes feitas sobre os valores da legenda da Fig. 44.(a) para
a Fig. 45.(a). Construiu-se a Fig. 45.(b) utilizando uma malha nio uniforme de 1544 nés
e 1479 elementos. Esta é a malha 5 da Tab. 2 utilizada para construir uma seqiiéncia

convergente de valores aproximados de p na Secao 7.3. Observe desta figura que nao ha
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o efeito tabuleiro de xadrez ao longo das bordas verticais. Lembre-se do exposto acima

que este efeito é visivel na Fig. 44.(b).

Pode-se comparar os resultados mostrados na Fig. 45 em que se utilizou dois
problemas no cédigo computacional desenvolvido nesta pesquisa e os valores médios de p
dados na Tab. 4 da Segao 7.5.1, cujos resultados sao de Park e Maniatty (2006). Uma
analise feita para a inclusao neste caso demostrou que o valor de p calculado numerica-
mente que estd mais distante do valor de referéncia de p na inclusao é o valor 213,933
kPa, que corresponde ao valor minimo. Este valor é novamente mais préximo do valor
de referéncia de p na inclusao do que qualquer valor médio apresentado na Tab. 4. Este
fato aponta para a necessidade de mais de um problema para se obter a reconstrucao de

(4 com maior precisao.

Legenda:
21800000000
19350000000
17100000000
14850000000
12600000000
10350000000
100000000
SE500.00000
600000000

(@) (b)

Legenda:
215621.00000
192806 25000
189991 50000
14717675000
124362 00000
101547 25000
FEv32.50000
S5917 75000

33103.00000

Figura 45: Resultado da reconstrugao de p: (a)valor de referéncia, (b) inclusao centrada
de raio r = 6 mm com Cg = 6.

7.6 Influéncia dos Ensaios na Determinacao de Parametros

7.6.1 Inclusao Centrada

Retomando, para comparacao, a malha 5 da Tab. 2 com as condigoes nas bordas
do cilindro reto dadas por (5.4)—(5.7) e o caso de inclusao centrada com raio 6 mm e Cr =

6, obteve-se a Fig. 46 que ¢ um detalhamento da Fig. 32.(f).

A Fig. 46 apresenta no lado direito detalhes da distribuicdo de p no cilindro
(excluindo a inclusao). O valor minimo é 34,235 kPa e o maximo ¢é 37,777 kPa. No lado

direito da Fig. 46 apresenta-se a distribuigao de p na inclusao. O valor minimo é 214,500
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kPa e o maximo é 216,014 kPa. O efeito tabuleiro de xadrez é perceptivel devido ao maior
grau de detalhamento proporcionado na obtencao das figuras utilizando os limites superior
e inferior da distribui¢ao de p para cada regiao (cilindro e inclusao) separadamente. Uma
comparacao preliminar com outras malhas da Fig. 32 revelou, no entanto, que o efeito do

tabuleiro de xadrez é atenuado quando a malha é refinada.

Legenda: Legenda:

FFFFT.00000 216014.00000

37334 25000 215824 75000

3ESS1 50000 2156835 50000

36445 75000 215446 25000

36006 00000 215257 00000

E585E3 25000 215067 75000

3512050000 214878.50000

3467775000 214859 25000

214500.00000

34235 00000

Chapa Inclusdo

Figura 46: Detalhes da reconstrugao de p via malha 5 da Tab. (2) para o cilindro e a
inclusao centrada com Cr = 6 e r = 6 mm.

No cilindro reto de seccao quadrada o valor de i calculado que esta mais préximo
do valor de referéncia, 36 kPa, é o valor minimo com erro relativo, segundo (7.2), igual a
4,90 %. O valor méaximo de pu calculado no cilindro reto apresenta erro relativo de 4,93
%. Ja na inclusao, o valor mais proximo do valor de referéncia 216 kPa é o valor méximo
com erro relativo, segundo (7.3), igual a 6,5x107° %. O valor minimo de x na inclusao

apresenta erro relativo de 7x1073 %.

Estes valores atestam que p foi determinado com precisao em todo o dominio.
Aqui, nenhuma parte do contorno foi retirada para eliminar perturbacoes do campo de
deslocamento, ou, porque se assumiu que a distribuicao de  no contorno é semelhante a

distribuicao de p préximo ao contorno.

Agora comparando os valores mencionados logo acima para p da inclusao com os
valores da Tab. 4, nota-se que o valor minimo na inclusao apresentado na Fig. 46 esta
mais préximo do valor de referéncia do que o valor médio de p encontrado no problema
de Park e Maniatty (2006) quando estes autores consideram um erro de 0% adicionado

no campo de deslocamento apresentado na Fig. 43.
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7.6.2 Inclusao Excéntrica

A Fig. 47 apresenta um cilindro reto de secao quadrada com inclusao excéntrica
de raior = 6 mm e C'r = 6. Para construir esta figura utilizou-se uma malha de 1380 nods
e 1315 elementos. Veja ainda nesta figura o aparecimento de artefatos esptrios nas bordas
verticais livres. Este pode ser um indicativo de que nao impor restrigoes nas bordas do

cilindro leve a uma determinacao de 1 com menos precisao no contorno.

Legenda:
216468 56930
190643 53639
1645913 50345
139143 47036
113368 43765
7553.40474
B18158.37183
3604333891

10265 30800

Figura 47: Reconstrucao de p no cilindro reto de seccao de 50 mm de lado com inclusao
exceéntrica de raio r = 6 mm e Cr = 6, combinando os ensaios de compressao uniaxial e
de cisalhamento proposto por Park e Maniatty (2006) adaptado ao caso estético.

7.6.3 Inclusao Cilindrica com Secgao Complexa

Novamente, os valores conhecidos para o cilindro reto de seccao quadrada e in-
clusao sao 36 kPa e 216 kPa, respectivamente. Utilizou-se o programa desenvolvido neste
trabalho de pesquisa para solucionar o problema de determinacao de parametros com
relagao as condigdes de contorno propostas no trabalho de Park e Maniatty (2006), adap-
tadas ao caso estatico, juntamente com compressao uniaxial. Também resolveu-se o pro-
blema da determinacgao de p com o programa desenvolvido considerando as condicoes nas

bordas da chapa dadas por (5.4)—(5.7). Estes resultados foram reunidos na Fig. 48.

A Fig. 48.(a) apresenta o valor de referéncia de p constante para o cilindro e o
valor de referéncia de p constante para a inclusao. Estes valores aparecem nos extremos

da legenda desta figura.

A Fig. 48.(b) apresenta a reconstrucao de p considerando uma inclusao cilindrica

de seccao geométrica complexa com Cr = 6 e localizada proxima do contorno, utilizando
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as condigoes nas bordas do cilindro dadas por (7.4)—(7.7).

Note que a reconstrugao utilizando o cisalhamento proposto por Park e Maniatty
(2006) e adaptado ao caso estatico juntamente com a compressao uniaxial levam & recons-
trucao de p em regioes préximas ao contorno de forma menos precisa. Isto ocorre porque
as condic¢oes de contorno sao mais severas, com descontinuidades nas funcoes de tensao,
visto que as laterais estao livres da aplicacao de forgas, e some a estas condigoes a pre-
senca de uma inclusao bem mais rigida do que o substrato proximo aos lados do cilindro
de sec¢@o quadrada. Ja no caso das condigbes dadas por (5.4)—(5.7), tragdo-compressao
e cisalhamento, este efeito acontece com uma magnitude consideravelmente menor como

pode ser visto na Fig. 48.(c).

Legenda:

216000.00000
19350000000
17100000000
14550000000
12600000000
10350000000

100000000

58500.00000

3E000.00000

()
Legenda: Legenda:
22250300000 21861700000
196507 12500 1495231.50000
17050525000 171558600000
14450337500 14552050000
118501 50000 12515500000
92489 52500 101783 50000
BE487 75000 7842400000
40453 57300 S505F.50000
14484 00000 31683.00000
(b) (c)

Figura 48: Resultado da reconstrucao de p; (a) valor de referéncia, (b) condigoes de Park
e Maniatty (2006), (c) condigdes de contorno propostas no presente trabalho
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Deve-se observar, no entanto, que os erros relatados anteriormente sao significa-
tivos no contorno, onde ocorrem com magnitude consideravel para as condicoes de Park
e Maniatty (2006), adaptadas ao caso estético, na primeira coluna de elementos em cada
parte do contorno livre. Isto sugere que uma melhor discretizagao possa minimizar estes
erros na determinacao do moédulo eldstico nestas partes do contorno. Observando as figu-
ras 48.(b) e 48.(c) quase nao se nota a presenga de artefatos na regiao central do cilindro
gerados pela presenca da inclusao de geometria complexa proxima ao contorno, o que
demonstra novamente o potencial do método desenvolvido na determinagao do modulo

elastico, mesmo em condi¢oes mais severas.

Destaca-se ainda que todas as malhas de elementos finitos utilizadas na obtencao
do médulo i sao inferiores em nimero de elementos finitos em relacao as malhas utili-
zadas, por exemplo, no trabalho de Zhu, Hall e Jiang (2003) em que se utilizam 25.000
elementos finitos e 32 graus de liberdade em cada né para os deslocamentos em uma rede
uniforme de elementos finitos quadrilaterais. Estes autores simulam o caso de duas in-
clusoes excéntricas cuja diferenca de rigidez entre o cilindro e as inclusoes é de trés vezes.
O nimero maximo de elementos no presente trabalho é de 1479 elementos em uma rede
nao uniforme (ou seja, cerca de 15 vezes menos elementos) e utiliza 2 graus de liberdade

em cada né para os deslocamentos.
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8 Conclusao

O procedimento numérico desenvolvido no presente trabalho ¢ uma nova ferra-
menta para a determinacao do modulo de elasticidade ao cisalhamento de um material
elastico-linear, isotréopico e incompressivel. Uma vez que os tecidos bioldgicos moles sao
considerados quase incompressiveis e tém sido modelados sob leis lineares quando se aplica
uma deformacao inferior a 2,5%, o procedimento desenvolvido neste trabalho torna-se uma
ferramenta com grande potencial de aplicagao no diagnéstico de possiveis tumores imersos
no tecido sadio e na identificacao de diferentes tecidos compondo um determinado érgao
a partir do conhecimento de campos de deslocamento internos do corpo em conjunto com

as resultantes de forgcas em partes complementares do contorno.

Verificou-se a influéncia da escolha de malhas nao-uniformes de elementos finitos
quadrilaterais, com dois graus de liberdade em cada nd, para aproximar o campo de
deslocamento do meio elastico. A utilizagao destas malhas fornece erros localizados, em
regioes discretizadas por elementos finitos com lados adjacentes que formam angulos muito
fechados entre si. Estes erros nao prejudicam de forma significativa a determinacao dos

valores do médulo de elasticidade ao cisalhamento pu.

Estudaram-se os casos de inclusao circular centrada e inclusao circular excéntrica,
permitindo verificar a dependéncia de p em relacao a regiao abrangida pela inclusao
(através da consideracao de diferentes raios), a sua posicao e também a influéncia da
rigidez da inclusao no meio bidimensional. Constatou-se pelas figuras apresentadas na
Secao 7 que os maiores erros ocorrem para inclusoes excéntricas com raio r = 6 mm e com

a maior razao de rigidez, Ckg.

Os valores maximo e minimo de p obtidos na inclusao centrada com raior = 6
mm e Cr = 6 e utilizando os experimentos propostos neste trabalho foram comparados
com o valor médio na inclusao para o mesmo caso centrado resolvido por Park e Maniatty
(2006). Verificou-se que o valor mais proximo ao valor de referéncia, dado pelo valor

minimo de p na inclusao, é menor do que o valor médio de i obtido para a mesma regiao
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no trabalho de Park e Maniatty (2006) no caso mais favoravel, ou seja, quando o erro
aleatorio é zero. Isto indica que os erros obtidos com os experimentos propostos neste

trabalho sdo menores do que os obtidos em Park e Maniatty (2006).

Compararam-se também os valores minimo e maximo da reconstrucao de p na
inclusao centrada de raio r = 6 mm e C'r = 6 utilizando os experimentos de compressao
uniaxial e o cisalhamento proposto por Park e Maniatty (2006), adaptado ao caso estético,
com os valores médios de p na inclusao obtidos por Park e Maniatty (2006). Calcularam-
se os valores minimo e maximo na inclusao, cuja distribuicao de u é apresentada na Fig.
45.(b). O valor mais préximo do valor de referéncia de p na inclusao é dado pelo valor
minimo e este é menor do que qualquer valor médio apresentado na Tab.4. Este fato
aponta ainda para a necessidade de mais de um problema para obter a reconstrucao de u

com maior precisao.

Estudou-se também o caso de inclusao de forma complexa localizada proxima ao
contorno, cujos resultados obtidos foram bastante satisfatérios e atestam o potencial do
procedimento desenvolvido. Em todos o casos analisados nesta pesquisa os valores da
reconstrucao de p foram satisfatérios quando comparados com seus respectivos valores
de referéncia. Os valores obtidos de p utilizando o programa desenvolvido nesta pesquisa
para resolver o problema inverso apresentam erros menores quando comparados com 0s

valores obtidos para p na literatura.

Além disso, observou-se das figuras apresentadas na Secao 7 que o efeito espurio
do tabuleiro de xadrez diminui com o refino da malha. Este efeito é mais evidente préximo
as regioes do contorno do corpo e depende das condicoes de deslocamento e de carrega-
mento nas bordas do cilindro reto e da presenca de elementos finitos com razoes de aspecto
deficientes. No entanto, nao houve prejuizo significativo na determinagao de pu, eviden-
ciando que o método de inversao adotado para obter a solucao desta constante eldstica

mostrou-se adequado, mesmo sem o uso de técnicas de regularizacao dos dados de entrada.

Os graficos dos erros maximos versus o tipo de malha utilizada mostram dimi-

nuicao dos erros com o aumento do ntimero de elementos finitos.

8.1 Sugestoes para a Continuacao da Pesquisa

O procedimento numérico proposto nesta dissertagao forneceu resultados satis-
fatérios relacionados a determinacao do médulo de elasticidade ao cisalhamento p de um

sélido elastico-linear, isotrépico e incompressivel sob estado plano de deformagao (EPD).
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Estes resultados foram obtidos com malhas pouco refinadas, contendo menos de 5.000
elementos, quando comparadas as malhas utilizadas por outros autores (e.g. Park e Ma-
niatty (2006)). Além disso, a razao de aspecto deficiente e o efeito espirio do tabuleiro

de xadrez contribuiram negativamente na obtencao destes resultados.

Os resultados satisfatorios indicam, portanto, que o procedimento numérico pro-
posto nesta dissertagao possui grande potencial de aplicagao na determinagao de parametros
materiais em sélidos viscoelasticos. Apresentam-se a seguir algumas sugestoes para a re-

alizacao deste potencial.

1.No caso de material elastico-linear incompressivel, utilizar elemento finito adequado
para melhor aproximar a restricao tr V,u = 0 na formulacao discreta do problema
direto. Espera-se que a utilizacao de um elemento mais adequado evite o apareci-

mento do efeito espurio do tabuleiro de xadrez.

2.Utilizacao de pacote numérico especifico para a geracao de malhas nao-uniformes
que contenham todos os elementos finitos com razoes de aspecto satisfatorios. Neste
trabalho, utilizou-se o gerador de malhas do ANSYS 5.5, o qual forneceu malhas

com elementos finitos que tinham razoes de aspecto deficientes.

3.0timizacao do programa de elementos finitos para possibilitar a utilizagao de malhas

refinadas contendo um numero elevado de elementos.

4.Investigar a influéncia das condigoes de contorno em termos das resultantes de forcas
sobre as solucoes dos problemas de determinacao de parametros. Em particular,
investigar a unicidade e a estabilidade de cada uma destas solugoes. Obviamente,
estas condicoes asseguram a existéncia de solugoes, pois estas foram obtidas de forma

aproximada neste trabalho.

5.Considerar relagoes constitutivas nao-lineares que permitam a andlise de proble-
mas de determinacao de parametros materiais em tecidos moles, para os quais as
deformagoes sao grandes. Neste trabalho, a relagao constitutiva é linear e esta

limitada a deformacoes inferiores a 2,5%.

6.Desenvolver codigo computacional considerando outros estados de deformacgao além
do EPD.
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APENDICE A - O Tensor Tensao

A Fig. 49 apresenta um tetraedro de dimensdes infinitesimais retirado de um
corpo deformado y(B) e com o ponto x em um de seus vértices. O volume do tetraedro
aproxima-se de zero a medida que o plano inclinado que contém a face ABC aproxima-se

do ponto x.

Seja t; = t(—e;), i = 1,2, ou, 3, o vetor tensdo atuante na face i correspondente

e seja t,, o vetor tensao atuante na face ABC, conforme ilustrado na Fig. 49.

Figura 49: Tetraedro de tensoes.

Seja AA; a area da face i correspondente para ¢ = 1,2,3 e seja AA a area do
plano inclinado ABC. Uma vez que o tetraedro esta em equilibrio, o somatério das forcas

resultantes atuando sobre as faces é nulo, ou seja,
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t1 AA; + to AAy +t3AA3+t, AA = 0. (A1)

O vetor unitario n que define o plano inclinado passando por ABC é dado por

n = nje; + npey + nzes, (A.2)

onde n;, 1 = 1,2, 3, sao cossenos diretores dados por

AA,;
AA

n; =

(A.3)

Resolvendo (A.3) para AA;, i = 1,2, 3, e substituindo AA; ns expressoes corres-

pondentes em (A.1), obtém-se

tn = tl nq +t2 N9 +t3 ns. (A4)

Uma vez que n; = €; - n, pode-se reescrever (A.4) na forma

t, = Tn, (A.5)

onde, utilizando a soma implicita,

¢ o tensor tensdo de Cauchy. Note de (A.6) que T nao depende de n, o que implica de

(A.5) que t,, ¢ linear em n.

Em particular, observe de (A.6) que Te; = t; para i = 1,2,3, onde t; é dado

pelas suas componentes normal e tangenciais T;;, j = 1,2, 3, na forma

Segue, portanto, de (A.6) e (A.7) que a representacao tensorial de T na base {e;, es, €3}

¢ dada por
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T = Tij €; X e;. (AS)

Matricialmente, T é representado por

Ty T2 Tis
[T] = | Toy Toy Toz | - (A.9)
T Tap Tss

Considere agora um paralelepipedo de dimensoes infinitesimais extraido da vizi-
nhanga de um ponto x € y(B), conforme ilustrado na Fig. 50. Os vetores tensao atuantes
em cada face do cubo também estao mostrados na Fig. 50. Sejam b = b;e; a forca de
corpo por unidade de massa e p a densidade de massa em x. Uma vez que o corpo esta
em equilibrio, tem-se que a resultante de todas as forgas atuantes sobre o paralelepipedo

deve ser zero, ou seja,

[tl(X —+ AXl el) — tl(X)] AXQAXg =+ [tQ(X + AXQ eg) — tQ(X)] AXlAXg =+
[tg(X -+ AXg 83) - tg(X)] AXlAXQ + pbAXlAXQAXg = 0,

(A.10)

onde Ax;, i = 1,2, 3, sao os comprimentos dos lados do paralelepipedo.

t:(X)

t,(x + Ax,e,)
\

t(x +Ax,e)

t;(x + Ax,e,) t, (x)\

Figura 50: Paralelepipedo de dimensoes infinitesimais com vetores tensao.
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Dividindo a equagao (A.10) por Ax; AxsAxs e tomando o limite quando Ax; — 0,

1 =1,2,3, obtém-se

oty Oty 0Ots
b = A1l
8}(1 + an + 8X3 +p 0 ( )

Substituindo (A.7) em (A.11) obtém-se

oT; .
Iy by =0, i=1,2,3. (A.12)
an

As equagoes (A.12) podem ser escritas na forma vetorial

divT+pb=0 (A.13)
onde div'T é definido por a - div T = div (TT a) para a € R? constante.

A equagao (A.13) deve ser satisfeita em todos os pontos x € y(B) para que o

corpo esteja em equilibrio.
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APENDICE B - Equivaléncia entre as Formas Forte
(S) e Fraca (W)

Mostra-se aqui que as formulagoes forte (S), dada por (6.4), e fraca, dada por
(6.9), sdo equivalentes. Isso se estabelece assumindo que todas as fungdes envolvidas sao

suaves.
Proposicao:

a) Seja u uma solucao de (S). Entao u é também uma solugao de (W).

b) Seja u uma solugao de (W). Entao u é também uma solugao de (.5).
Prova Formal:

a) Assuma que v é uma solucao de (.5), entao pode-se escrever

oz—/olw(u,xﬂb)dx (B.1)

para qualquer w € . Integrando (B.1) por partes resulta em

1

1 1
0= / w7xu7XdX—/ wbdX —wux]| . (B.2)
0 0 0

Rearranjando (B.2) e usando ambos, —ux (0) = f e w (1) = 0, resulta em

1 1
/ w it xdX — / w fdX +w (0) f. (B.3)
0 0

Além disso, u(1l) = g e, portanto, u estd em 7. Por fim, desde que u também

satisfaca (B.3) para todo w € ¢, u é uma solucao de (W).

b) Agora, assuma que u é uma solucao de (W). Entao u € v, e
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1 1
/ wxuxdX = / wbdX +w(0) f
0 0

para todo w € v. Integrando por partes e usando w(1) = 0, resulta em

0= /O w (. xx-+b) dX-+w (0) [ux (0) 4] (B.4)

Para provar que u é uma solucao de (.S), é suficiente mostrar que (B.4) implica

nas Equacoes de Euler-Lagrange:
i uxx +b=0em ]0,1[,

Primeiro, prova-se (i). Defina w em (B.4) por

w = ¢ (u7xx—|—b) s (B5)

onde ¢ ¢é suave, ¢(X) > 0 para todo X € Q =|0,1] e ¢(0) = ¢(1) = 0. Por exemplo,
pode-se tomar ¢(X) = X(1 — X), o qual satisfaz todos os requisitos estipulados. Segue
que w(1l) =0 e entdo w € ¢. Assim, (B.5) define uma fungao de . Substituindo (B.5) em
(B.4) resulta em

1
0= / ¢ (uxx+b)* dX + 0. (B.6)
0 N’
>0
Uma vez que ¢ > 0 em |0, 1[, segue de (B.6) que (i) deve ser satisfeito. Agora

que se tem estabelecido (i), passa-se a usar (B.4) para provar (ii). Desse modo, segue de
(B.4) que

0= w (0) fux (0)+1]. (B.7)

Nota-se que nao ha qualquer restricao no valor de w em X = 0. Portanto, pode-se
escolher w tal que w(0) # 0. Entao (ii) estd também satisfeita, a qual completa a prova

da proposicao.





