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RESUMO

SANTOS, A. P. F. (2008). Aprimoramento de formulacdo do MEF para barra geral
laminada tridimensional pela consideracdo da cinematica de empenamento para sec¢ao
qualquer. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o

Paulo, S&o Paulo, 2008.

O presente trabalho consiste no aprimoramento de formulacdo do Método dos Elementos
Finitos (MEF) para barra geral laminada tridimensional pela consideracdo da cinemaética de
empenamento para secdo qualquer. Desenvolve-se um codigo computacional para se
solucionar o empenamento, considerando-se uma derivada do giro em relacdo ao eixo
longitudinal de valor unitario, do problema de tor¢éo livre de Saint-Venant para uma secdo
transversal de geometria qualquer, homogénea e ndo-homogénea. Posteriormente o cddigo
desenvolvido é adaptado de forma a ser acoplado a um programa com formulacdo de barra
geral tridimensional laminada, que segue a cinematica de Reissner-Timoshenko generalizada,
enriquecendo-0 com a consideragdo do empenamento. A primeira contribuigédo significativa
do desenvolvimento do trabalho € a inclusdo de geometrias quaisquer para a se¢do transversal,
possibilitando, por exemplo, a consideracdo de nicleos estruturais mistos em edificios,
abertos e fechados por trechos. A segunda contribuicédo € referente a consideracdo de material
laminado, possibilitando considerar nlcleos estruturais de materiais compostos. Exemplos

gerais sdo resolvidos para a verificacdo e validacdo da formulacéo proposta e implementada.

Palavras Chaves: Elementos Finitos; Empenamento; Barras gerais; Laminados.






ABSTRACT

SANTOS, A. P. F. (2008). An Improved Finite Element formulation for the analysis of
general three-dimensional laminated bars with consideration of warping for any cross-
section. Dissertation (Master) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de S&o

Paulo, Séo Paulo, 2008.

In the present work an improved Finite Element formulation for the analysis of three-
dimensional laminated bars is presented. The improvement is made by introducing the
warping mode into the previous model that follows a general Reissner-Timoshenko
kinematics hypotesis. In order to do so, a two-dimensional code is developed, based on Saint
Venant’s Torsion Problem; to find the warping mode for any considered cross-section,
including non-homogeneous material. Each warping mode is achieved for unitary rotation by
unit of length. This warping mode is weighted by a new parameter, the intensity of warping,
and then added to the Reissner-Timoshenko kinematics, resulting into the enhanced
formulation. The existent computational code is modified accordingly to this new kinematics
and tested regarding its capacity of reproducing analytical results for Saint-Venant torsion and
Vlasov bending-torsion theories. Some results for laminated cross sections are also provided.
It is worth stressing that the main contributions of this work are two. The first is the
consideration of warping for general 3D bars with any cross section, i.e., not limited to thin-
walled cross sections. The second is the consideration of laminated materials for any cross

section.

Keywords: Finite Elements; Warping; General Bars; Laminated.
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1.1 DESCRICAO DOS CAPITULOS DA DISSERTACAO

Esta dissertacdo € composta por seis capitulos, nos quais se expde de forma detalhada
o trabalho desenvolvido durante este mestrado académico. Apresentam-se resumidamente 0s
topicos abordados na presente dissertacdo, de forma que o leitor tenha uma idéia prévia do
que serd exposto nos proximos capitulos.

e Capitulo 1: INTRODUGCAO. E o capitulo atual. Apds a descricdo dos capitulos da
dissertacdo apresenta-se um breve historico da teoria da torgéo livre de Saint-Venant.
Comenta-se também sobre a origem da teoria de flexo-tor¢do atribuida a Vlasov.
Aborda-se resumidamente o desenvolvimento inicial do Método dos Elementos
Finitos (MEF), que é o meétodo numérico utilizado para a implementacéo
computacional da formulagdo exposta no presente trabalho. Alguns trabalhos
importantes no desenvolvimento da teoria de barra geral submetida a flexo-torgdo

serdo citados. Apresentam-se também 0s objetivos, organizacdo, metodologia e

Aprimoramento da formulacdo do MEF para barra geral laminada tridimensional .
. ~ . J ~ Ana Paula Ferreira Santos
pela consideracdo da cinemética de empenamento para secdo qualquer.



18 Capitulo 1: Introdugéo

justificativas para este trabalho. Finalmente listam-se os programas utilizados na
elaboracdo deste trabalho.

e Capitulo 2: TORQAO LIVRE DE SAINT-VENANT PELO MEF. Explana-se a
cinematica de empenamento estudada e implementada computacionalmente. Refere-se
a teoria da torcdo livre de Saint-Venant pelo Método dos Elementos Finitos.

e Capitulo 3: EXEMPLOS DE TORCAO LIVRE DE SAIN-VENANT.
Apresentam-se resultados de exemplos obtidos pela cinematica descrita no Capitulo 2,
que sao validados através da comparacdo com valores fornecidos por analises
efetuadas por outros autores, possibilitando a avaliacdo da eficiéncia computacional da
cinematica implementada e descrita no capitulo anterior. Além de exemplos de sec¢des
homogéneas, apresentam-se outros, cujas se¢des sdo ndo-homogéneas.

e Capitulo 4: CINEMATICA ENRIQUECIDA DO ELEMENTO DE BARRA
GERAL. Trata-se da descricdo do acoplamento da cinematica desenvolvida no
Capitulo 2 ao programa com formulagdo de barra geral tridimensional laminada,
desenvolvido em PACCOLA (2004);

e Capitulo 5: EXEMPLOS DO ELEMENTO DE BARRA GERAL. Expoem-se 0s
resultados obtidos através do programa desenvolvido em PACCOLA (2004), ap06s
acoplamento do codigo computacional desenvolvido no presente trabalho, descrito no
Capitulo 2. Apresentam-se exemplos de flexo-tor¢do, nucleos estruturais nao-
laminados e laminados. Os resultados sdo validados atraves da comparacdo com a
teoria técnica. Adota-se um exemplo cujo resultado € comparado com 0 programa
ANSYS. Depois de confirmada a eficiéncia do presente trabalho, sugere-se que outros
autores que se interessem por este assunto, comparem seus futuros trabalhos com o

exemplo de nucleo estrutural de concreto armado apresentado no final do Capitulo 5.

Aprimoramento da formulacdo do MEF para barra geral laminada tridimensional

Ana Paula Ferreira Santos X " . b ~
pela consideracdo da cinemética de empenamento para se¢do qualquer.



Capitulo 1: Introducéo 19

e Capitulo 6: CONCLUSOES E DESENVOLVIMENTOS FUTUROS. Discutem-se
as conclusdes relativas ao presente trabalho, de acordo com o0s objetivos propostos
inicialmente e os resultados alcancados. Também se sugere tdpicos para 0s

desenvolvimentos futuros, relacionados com o tema abordado neste trabalho;

Apos os capitulos desta disserta¢do listam-se as fontes consultadas, em ordem alfabética, para
a elaborago desta dissertacdo em REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS, trata-se de um
levantamento bibliografico sobre o tema abordado no presente trabalho e com ele relacionado,

sugerindo-se ao leitor obras para um aprofundamento maior deste assunto.

1.2 RESUMO HISTORICO

O presente trabalho engloba a teoria de torcdo livre de Saint-Venant ou torgdo
uniforme, que foi o fundamento para o desenvolvimento do coédigo computacional
bidimensional referente a sua primeira parte, o qual tem como resultado o empenamento
(deslocamento na direcdo longitudinal) para qualquer sec¢do transversal, homogénea e ndo
homogénea, de uma barra com eixo longitudinal unitério.

Apo6s o acoplamento ao programa com formulacdo de barra geral tridimensional
laminada, este trabalho passa a justificar-se nas hipoteses da flexo-tor¢do de Vlasov, que

considera a torgdo nao uniforme.
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Portanto apresenta-se um breve histérico do desenvolvimento do problema de torcéo
uniforme e ndo uniforme. E também do Método dos Elementos Finitos (MEF), que é o

método numeérico escolhido para o desenvolvimento do presente trabalho.

1.2.1 TORCAO UNIFORME

O problema da torcdo uniforme, também é conhecido como torcdo livre de Saint-
Venant. Trata-se do problema em que uma barra prismatica de secdo transversal constante €
submetida a um conjugado de momentos torcores em suas extremidades, onde o
empenamento das se¢des transversais ocorre livremente e ndo varia ao longo da barra.

C. A. Coulomb (1736-1806) nasceu em Angouléme. Estudou em Paris e entrou para o
corpo militar de engenheiros. Ele foi enviado para a ilha de Martinique, onde durante nove
anos, estudou as propriedades mecanicas dos materiais e diversos problemas de engenharia
estrutural. A primeira tentativa de se solucionar problemas de tor¢do em pecas homogéneas de
secdo circular foi feita por Charles Augustin Coulomb em 1784.

O problema da torcéo foi estudado posteriormente por Louis Marie Navier, em 1864,
que adotou hipdteses que levavam a resultados erréneos.

O desenvolvimento da teoria de torcdo em barra com sec¢do genérica deve-se a Barré
de Saint-Venant, que em 1855 apresentou sua famosa memdria sobre torcdo a Academia
Francesa de Ciéncias, com a solucéo correta para a torcdo de barras prismaticas.

Ludwig Prandtl, em 1903, apresentou uma formulagdo matematica para a solugdo de

problemas de tor¢do utilizando a analogia da membrana. Este modelo estabelece relagbes
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particulares entre a superficie deformada de uma membrana sob carregamento uniformemente

distribuido, e a distribuicdo de tensdes em se¢Oes submetidas a tor¢éo.

1.2.2 TORCAO NAO-UNIFORME

LIMA, GUARDA & PINHEIRO (2007) afirmam que
em geral, os estudos sobre tor¢cao desconsideram a restricdo ao empenamento,
como nas hipdteses de Saint-Venant, mas, na pratica, as proprias regides de
apoio (pilares ou outras vigas) tornam praticamente impossiveis o livre
empenamento. Como conseqiiéncia surgem tensGes normais (de coacdo) no
eixo da peca e ha certa redistribuicdo da tensdo cisalhante. Esse efeito pode
ser desconsiderado no dimensionamento das se¢des mais usuais de concreto
armado (perfis macicos ou fechados, nos quais a rigidez a torcéo é alta), uma
vez que as tensdes de coacdo tendem a cair bastante com a fissuracédo da peca
e 0 restante passa a ser resistido apenas pelas armaduras minimas. Assim, 0S
principios basicos de dimensionamento propostos para a torcdo classica de
Saint-Venant continuam adequados, com certa aproximacdo, para varias
situagdes praticas. No caso de secOes delgadas, entretanto, a influéncia do
empenamento pode ser consideravel, e devem ser utilizadas teorias mais
gerais, como por exemplo, as hipéteses da flexo-torcdo de Vlasov, para o

dimensionamento.
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Vasilii Zakharovich Vlasov nasceu em 24 de fevereiro de 1906, na vila de Kareevo, na
antiga Unido Soviética. Em 1930 ingressou na Faculdade de Engenharia Civil de Moscou e,
em 1953, foi eleito membro da Academia de Ciéncias da Unido Soviética.

V. Z. Vlasov dedicou toda a sua vida ao estudo de elementos estruturais constituidos
por paredes delgadas. Estes elementos estruturais séo utilizados em estruturas modernas e
otimizadas, projetadas com um peso minimo e uma maxima rigidez. S&o aplicados em
coberturas de edificios industriais, estruturas de aeronaves ou submarinos, foguetes, etc.

Os principais resultados de suas investigacdes sdo encontrados em VLASOV (1940).
A principal versdo consultada sobre esta teoria é a do livro Thin-walled Elastic Beams, de
1961.

VLASOV (1961) desenvolveu uma teoria para barras com segdo transversal aberta e
paredes delgadas, na qual é apresentada a definicdo de bimomento, que é o esforco, e

empenamento que é o deslocamento.

1.2.3 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Os principais artigos que descrevem o desenvolvimento inicial do MEF, segundo
GRUPTA & MEEK (2003), sdo: COURANT (1942), ARGYRIS (1955), TURNER et al.
(1956), CLOUGH (1989, 1960 e 1962) e ZIENKIEWICZ & CHEUNG (1965).

Em resumo, os artigos de COURANT (1942) mostram que ele utilizou o Principio da
Minimizacdo da Energia Potencial e interpolacdo polinomial por elementos, aplicados sobre

sub-regides triangulares, para resolver o problema da tor¢ao de Saint-Venant.
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A série de artigos com o titulo Energy Theorems and Structural Analysis por
ARGYRIS (1955) e talvez um dos mais significantes marcos da mecénica estrutural de todos
os tempos. Esta publicacdo desenvolve a teoria matricial de estruturas para elementos
discretos e mostra que este € somente um caso particular do continuo geral em que as tensdes
e deformacdes devem ser especificadas. Esta descoberta conduz ao conceito de flexibilidade e
rigidez. Este método matricial torna-se a base para a maioria das aplicacdes de analises de
tensdes do MEF.

Reconhece-se que o artigo de TURNER et al. (1956) foi escrito sem o conhecimento
do trabalho de ARGYRIS (1955). Eles desenvolveram independentemente a teoria para a
rigidez de um elemento triangular plano em estado de tensédo constante e estudou as
caracteristicas da convergéncia deste elemento.

CLOUGH (1989) esboga o programa de pesquisa empreendida na Boeing Company
em 1952-1953 para o célculo dos coeficientes de flexibilidade para a anélise dindmica de
estruturas de asa. Clough deu crédito a Turner pela criacdo do elemento plano de tensdo
triangular no estado de tensdo constante. Clough referiu-se a primeira invencdo com o nome
método dos elementos finitos, mostrando a diferenca entre analise continua e método matricial
em anélise estrutural.

A técnica da minimizagdo do funcional, descrita indiretamente por COURANT
(1942), foi finalmente generalizada por ZIENKIEWICZ e CHEUNG (1965) e abriu caminho

para andlises gerais pelo MEF.
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1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é, sem duvida, a ferramenta numérica mais
difundida e adequada para o calculo estrutural da atualidade. Sua habilidade em modelar
elementos soélidos, de superficie (cascas e placas) e de linha (barras gerais e simples) por um
conjunto de equacg6es natural e unico demonstra sua superioridade quando comparado a outras
técnicas, como por exemplo, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) e o Método das
Diferencas Finitas (MDF).

Para se obter este conjunto de equacdes algébricas, usualmente se parte do principio da
minima energia potencial total que pode ser expresso em diversos formatos, como 0s
apresentados via Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), Calculo das Variagdes (CV), pela
minimizacao diferencial direta do potencial ou mesmo pela técnica dos residuos ponderados
(SORIANO (2003), SAVASSI (2000), BATHE (1996), REDDY (1993), COOK (1989),
BREBBIA & FERRANTE (1975) etc.).

Segundo ASSAN (2003), o0 Método dos Residuos Ponderados e o Método de Galerkin
diferem dos métodos ditos variacionais por ndo necessitar da existéncia de um funcional,
utilizando diretamente a equacdo diferencial (forma forte) do problema a ser resolvido.
Independentemente do formato adotado, o ponto de partida para a construcdo do MEF é a
aproximacdo do continuo, dividido em subdominios (elementos finitos), através de
parametros nodais de deslocabilidades (graus de liberdade) e de fungdes interpoladoras
(funcdes de forma).

Elementos de barra geral tridimensional de material laminado, seguindo a cinemética

generalizada de REISSNER-STAVSKY (1961), usualmente chamada no caso de barras de
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Reissner-Timoshenko, possuem como graus de liberdade os deslocamentos e giros nodais. A
partir desses valores nodais, determinam-se 0s deslocamentos para cada ponto do elemento,
seguindo a hipotese de Reissner-Timoshenko, encontrando-se as deformacbes e,
conseqiientemente, o potencial de energia de deformacgédo. Associando-se este potencial ao
trabalho das forcas externas, resulta o potencial de energia total e a solucdo do problema é
calculada com a minimizacao deste ultimo em relacdo aos parametros nodais incognitos.

REISSNER-STAVSKY (1961) estuda estruturas laminadas considerando os efeitos do
cisalhamento na deformacdo. Considera material anisotropico. A cinemética utilizada
considera a rotacdo da secdo transversal como pardmetro independente da derivada do
deslocamento vertical no ponto.

De maneira similar ao que foi apresentado para o elemento de pértico e desenvolvido
em PACCOLA (2001), com base nos trabalhos de MENEZES & DEVLOO (2000) e
DEVLOO et al. (1999), para o elemento de placa quadrilateral com aproximacéo linear e
quadrética de variaveis, PACCOLA (2004) propbe o desenvolvimento de um elemento de
casca (foliculos triangulares planos) com cinematica de laminados ou Reissner geral e de
barra tridimensional.

MENEZES, PACCOLA & DEVLOO (2001) tratam da formulagdo tedrica de placas
laminadas apoiadas sobre base elastica. Adotam hipdteses de Reissner-Mindlin de placas
espessas com cinematica de pequenos deslocamentos. Utiliza-se de técnicas de integracdo
reduzida para o calculo das contribuicbes dos esforcos de cisalhamento, melhorando os
resultados do problema de enrijecimento conhecido na literatura com o nome de efeito de
travamento. A base elastica é considerada segundo as hipoteses de Winkler e sua contribuicdo

na formulacéo é levada em conta no célculo do Principio dos Trabalhos Virtuais.
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E sabido, porém, que esta cinematica de REISSNER-STAVSKY (1961) quando
aplicada a barras ndo permite 0 empenamento das segOes transversais tornando o elemento de
barra geral excessivamente rigido a tor¢do. Na literatura se encontram diversos trabalhos que
consideram o empenamento na cinematica do elemento de barra geral (ndo laminado). Esses
trabalhos, em sua maioria, tratam de se¢des abertas de parede fina aplicados na solucdo de
nacleos estruturais de edificios altos. Sua primeira versdo numérica foi apresentada por
TARANATH (1968) inspirado na teoria proposta por VLASOV (1961 e 1940) dedicada
exclusivamente para a solucdo de problemas de torcdo e flexo-tor¢cdo de barras com secoes
abertas de parede fina.

Com o objetivo de reduzir drasticamente o volume de dados de entrada, para o caso
especifico de nucleos de rigidez, TARANATH (1968) formulou um elemento elastico de
barra que possui sete graus de liberdade por nd, considerando, assim, 0 empenamento. Este
elemento estd associado a técnica de analise matricial de estruturas que diferentemente do
MEF, ndo parte do funcional de energia, mas estuda diretamente o equilibrio estatico de
estruturas.

COSTA (1982) estudou, através dos tratamentos continuos e discretos, a determinagédo
dos esforcos nas paredes constituintes de nucleos estruturais de edificios, contraventados por
lintéis, sobre fundagdo flexivel.

ROCHA (1985), utilizando a técnica do meio continuo, apresentou um estudo de
nacleos estruturais sujeitos a tor¢do. Considerou o nucleo estrutural formado por dois pilares
de concreto armado unidos por lintéis ao nivel dos andares e considerando engastada a sua
base em uma fundagdo rigida.

MORI (1992), baseado em BECKER (1989), estudou os nucleos estruturais de secao

aberta e a nao-linearidade geométrica na analise de estruturas tridimensionais de edificios
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altos via analise matricial de estruturas. Para a analise em segunda ordem ele desenvolveu
uma formulacdo adaptando as equagOes diferenciais usuais para o estudo de npilares,
permitindo a inclusdo de termos adicionais originados da flexo-tor¢do, obtendo delas as
convenientes matrizes de rigidez que viabilizam a andlise levando em conta a influéncia das
deformacdes no equilibrio.

DIOGO & ISHITANI (1993) apresentaram um roteiro para o calculo de perfis de
secdo delgada, considerando a flexo-torcdo e a ndo linearidade geométrica, utilizando o
meétodo dos elementos finitos e elementos de casca cilindrica.

ANTUNES, MORI & SOUZA (1995) desenvolveram uma extensdo da teoria de
flexo-torcdo em analise matricial de estruturas, levando em conta ndo s6 a analise em 12
ordem, como em 22 ordem, para elementos de nicleos em secdo aberta ou semi-fechada.

BADIE, SALMON & BESHARA (1997) apresentaram uma analise de nucleos
estruturais sobre fundacdo eléstica. Analisaram tanto o nicleo quanto o solo pelo método dos
elementos finitos. Observaram que ao calcular o nucleo sem interagcdo com o solo, os efeitos
no nucleo sdo subestimados.

MATIAS JUNIOR (1997), em sua dissertagdo de mestrado, acrescentou ao programa
desenvolvido por MORI (1992) procedimentos para considerar as fundacfes do edificio sobre
base elastica.

TORRES (1999) apresenta, no ambiente de analise matricial de estruturas, a matriz de
rigidez de nucleo levando-se em conta a deformacao por esforco cortante.

MARTINS (2001) estudou a andlise de estrutura tridimensional de edificios de
andares multiplos considerando a interacdo de deslocamentos e esforgcos entre 0s Varios
elementos que formam a estrutura, levando-se em consideracdo a rigidez transversal a flexao

das lajes. Desenvolveu este estudo através de um modelo que compatibiliza o elemento que
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discretiza o nucleo com sete graus de liberdade (analise matricial de estruturas), baseado na
teoria da flexo-torcdo de Vlasov, com o restante da estrutura tridimensional de edificios de
andares multiplos formada pelos nucleos, pilares, vigas e lajes.

SOUSA JUNIOR (2001) apresenta um estudo sobre a analise de edificios altos
enrijecidos com nucleos estruturais utilizando-se processos discretos. A ligacdo do ndcleo
estrutural com as lajes do pavimento do edificio é o ponto principal deste estudo. As vigas,
pilares e lajes sdo analisados utilizando-se o Método dos Elementos Finitos. Os nucleos
estruturais, que podem ser de secdo aberta ou semi-fechada, foram analisados em analise
matricial de estruturas incluindo a teoria da flexo-tor¢do em que é levada em conta a analise
em 12 ordem. Na teoria de flexo-torcdo é levada em consideracdo o empenamento do
elemento de nacleo, dessa forma aparece o esfor¢co denominado bimomento.

BASAGLIA, CAMOTIM & SILVESTRE (2008) observam que

nos anos mais recentes, ha uma crescente utilizacdo de perfis metalicos de
elevada esbeltez (e.g., perfis de aco formados a frio) na construcéo de pdrticos
destinados a edificios industriais. Este fato deve-se a producéo corrente de
acos com cada vez maior resisténcia, o que conduz a obtencdo de solugcbes
estruturais muito leves e econdmicas. No entanto, essa mesma caracteristica
torna os porticos extremamente suscetiveis a ocorréncia de fendmenos de
instabilidade, bem como ao acoplamento entre eles - deste modo, uma
avaliacdo rigorosa do seu comportamento geometricamente ndo linear so
pode ser conseguida através do método dos elementos finitos, discretizando as
barras do portico com elementos de casca. Apesar de conceitualmente
possivel, esta abordagem tem ainda custos computacionais proibitivos para

aplicagdes correntes, sobretudo se envolverem fendmenos de instabilidade
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local. Uma alternativa extremamente promissora, tanto computacional como
de interpretacdo dos resultados, sdo as analises baseadas na Teoria
Generalizada de Vigas (GBT - "Generalised Beam Theory").
Neste artigo, eles abordam a formulacdo e implementacdo computacional de um elemento
finito de barra baseado na GBT que permite analisar o comportamento global, plano e
espacial, de podrticos metalicos a trabalhar em regime eléstico. Para isso, torna-se
indispensavel estabelecer relagcbes cinematicas que permitam assegurar a compatibilidade
entre deslocamentos e rotacdes nas ligacGes que unem duas ou mais barras com orientacoes
distintas (principalmente no que diz respeito aos deslocamentos de empenamento). Ap6s uma
breve revisdo dos conceitos fundamentais envolvidos em uma anélise estrutural baseada na
GBT, apresenta-se em detalhe a formulacdo e implementacdo numérica de um elemento finito
baseado na GBT que inclui apenas os quatro modos globais de deformacéo (i.e., extensdo
axial, flexdo em torno do eixo de maior/menor inércia e tor¢do). Em particular, descrevem-se
os procedimentos envolvidos na determinacao das matrizes de rigidez, linear e geométrica, do
elemento finito e do portico (as ultimas incorporam a influéncia das ligacGes e condi¢des de
apoio do pértico). Em seguida, abordam-se os modelos cinematicos para simular a
transmissdao do empenamento em ligacdes de porticos que unem duas ou mais barras com
secdo em U ou | e exibem trés configuracGes diferentes: continuidade da mesa e continuidade
da alma com refor¢co em diagonal ou em caixa. Finalmente, validam os resultados obtidos
através da comparacdo com valores fornecidos por analises efetuadas via elementos finitos de
casca, as quais possibilitam também avaliar a eficiéncia computacional da abordagem baseada
na GBT.
No presente trabalho, introduz-se a cinemética de empenamento em elemento de barra

geral para secdo transversal de geometria qualquer, aprimorando os modelos usuais de barra
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geral. Este aprimoramento é feito através de uma técnica de enriquecimento cinematico e ndo
impde que o empenamento seja proporcional a taxa de giro de tor¢do. Tal contribuicdo
significa um avanco, ainda que modesto, nas técnicas usuais de analise estrutural via MEF,
principalmente naquelas disponiveis no Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia

de Sdo Carlos da Universidade de Séo Paulo.

1.4 OBJETIVOS

O principal objetivo deste trabalho é o desenvolvimento e a implementacao
computacional de uma formulagéo de elemento finito de barra geral tridimensional laminado,
seguindo uma cinematica de Reissner-Timoshenko generalizada incluindo a consideracédo do
empenamento a tor¢do. Desta forma, o elemento finito resultante deve ser capaz de simular,
com precisdo, problemas de torcéo e flexo-torcédo para seces de geometria qualquer incluindo
materiais ndo homogéneos e barras com se¢des constantes por trechos.

Para se atingir tal objetivo geral, desenvolveu-se e implementou-se um programa
computacional para a solugdo da torcdo livre de Saint-Venant para barras com segéo
transversal ndo homogénea, criando-se 0 modo de empenamento generalizado, tornando-se
um dos objetivos secundarios deste trabalho.

Finalmente, entender, dominar e acoplar o modo de empenamento ao cédigo de barra
geral tridimensional laminada em PACCOLA (2004) foi o ultimo objetivo e desafio do

presente trabalho.
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A contribuicdo significativa do desenvolvimento do trabalho € seus objetivos
atingidos, resultando na inclusdo de geometrias quaisquer para as secOes transversais,
possibilitando, por exemplo, a consideracdo de nicleos estruturais mistos em edificios,
abertos e fechados por trechos. Incluindo a consideracdo de material laminado, possibilitando

analises de ndcleos estruturais de materiais compostos.

1.5 ORGANIZACAO DO TRABALHO

A base do presente trabalho foi o desenvolvimento da formulacdo tedrica e sua
implementacdo computacional, de acordo com a cinematica de Reissner-Timoshenko para
elementos de barra geral e com o problema de torcdo livre de Saint-Venant. Este Gltimo
fornece, para uma secdo transversal qualquer, as equacdes diferenciais necessarias para se
encontrar a funcdo modo de empenamento. Deve-se mencionar que 0s deslocamentos
longitudinais presentes na teoria de flexo-tor¢cdo, ou tor¢do ndo-uniforme, usual
(empenamento real) sdo proporcionais a grandeza definida pela derivada do giro da se¢do em
relagdo ao eixo longitudinal.

A cinemética de empenamento adotada foi encontrada criando-se o pardmetro nodal
“empenamento” (similar a derivada do giro em relagdo ao eixo longitudinal) adotado como
pardmetro livre. Tal como o giro a flexdo é aproximado independentemente da derivada do
deslocamento transversal em relacdo ao eixo longitudinal na cinematica de Reissner-
Timoshenko. O empenamento real do problema acoplado é proporcional a este novo

parametro, seguindo modo de empenamento adimensional, ou seja, 0 empenamento obtido na
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solucdo da torcdo livre de Saint-Venant para uma derivada do giro em relagdo ao eixo
longitudinal de valor unitério.

Desta forma, definiu-se o procedimento numérico para se solucionar o problema de
torgéo livre para uma secéo transversal de geometria qualquer, homogénea e ndo-homogénea.
Baseou-se esta metodologia na técnica dos residuos ponderados aplicado sobre a equacdo de
Poisson de empenamento, transformando a equacdo diferencial em sistema algébrico. Neste
processo, aplicou-se a discretizacdo secundaria, previamente gerada, que descreve a
cinematica de Reissner-Timoshenko para material laminado. Apos a determinacao dos valores
de empenamento, para uma origem qualquer, determinaram-se as coordenadas do centro de
cisalhamento, de forma que as tensdes normais resultantes apenas da tor¢do ndo causassem
momento fletor. Analogamente se corrigiram 0s valores de empenamento adimensional para
que as tensdes normais vindas da tor¢do ndo gerassem forga normal.

Apos todas essas consideracdes o eixo de referéncia da cinematica total é inicialmente,
0 eixo que passa pelo centro de cisalhamento da peca. Outros eixos foram testados para
verificar a influéncia desta posicdo nos resultados esperados. Resultados analiticos dos mais

variados foram utilizados para verificar a programagéo.

16 METODOLOGIA OPERACIONAL

As implementacBes numéricas foram feitas, como j4 comentado, em software de
analise estrutural aberto disponivel no SET. Este codigo computacional esta programado em

ambiente visual utilizando a linguagem Delphi® em plataforma Windows®. No qual a
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consideracao de elementos de barra geral e casca laminados com material em comportamento
viscoplastico se encontram disponiveis. Sua entrada de dados é feita através de pré-
processadores comerciais (PATRAN® e ANSYS®) e seu pds-processamento visual (in
House) o tornam ambiente Otimo para desenvolvimentos de pesquisa em mecéanica
computacional.

Comenta-se que o autor do software é o Dr. Rodrigo Ribeiro Paccola que acompanhou
0 desenvolvimento do presente trabalho na qualidade de co-orientador. Providenciando os

comentérios, no programa fonte, necessarios para a boa implementacao da formulagéo.

1.7  JUSTIFICATIVA

O presente trabalho contribui originalmente para a analise estrutural, pois ndo se
conhecem na literatura, ou pacotes comerciais, elementos de barra geral que considerem
automaticamente o empenamento e a flexo-tor¢cdo para materiais laminados e secdes de
geometria qualquer, bem como, diferentes tipos de secOes transversais ao longo do
comprimento da barra.

Além disso, o Departamento de Engenharia de Estruturas (SET) da Escola de
Engenharia de Séo Carlos (EESC) da Universidade de S&o Paulo (USP) vem desenvolvendo
um software de analise estrutural aberto. Sua utilizacdo por grande parte dos pesquisadores
(alunos de pds-graduacao) e alunos de graduacdo vem se incrementando desde sua criagdo. A
implementacdo de elemento de barra geral com a consideracdo de empenamento serd muito

importante para se incrementar as pesquisas aplicadas em analise estrutural. Além disso,
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trabalhos desenvolvidos anteriormente, por pesquisadores importantes do SET estdo sendo
resgatados pelo presente projeto, apesar da formulagéo proposta aqui ser mais abrangente que
as anteriores, que abordavam barras de secdo aberta de parede fina seguindo metodologia de

programacao em analise matricial de estruturas.

1.8 SOFTWARES UTILIZADOS

Além do software utilizado para a programacdo computacional, utilizaram-se outros
para pds-processamento e validacdo de resultados, sendo que alguns sdo comerciais e outros
académicos. Listam-se os softwares empregados no desenvolvimento do presente trabalho,
bem como a sua funcgéo:

— DELPHI 6.0. Software utilizado para o desenvolvimento computacional da
cinemaética proposta neste trabalho. Escolheu-se essa ferramenta para atender com
maior facilidade ao acoplamento proposto inicialmente, visto que o programa que
recebeu o presente codigo computacional esta programado nesta linguagem e versao.

— ANSYS 10.0. Serviu como gerador da malha para os exemplos apresentados no
Capitulo 2. O elemento utilizado foi do tipo Shell 63. E também na validagcdo de
resultados de um exemplo no Capitulo 5.

— GMEC Visualizador 1.0. Desenvolvido pelo Grupo de Mecanica Computacional,
coordenado pelo Prof. Humberto Breves Coda, foi usado para a apresentacdo grafica
dos resultados relativos ao empenamento, Capitulo 3. Usado também para ilustrar os

resultados referentes aos elementos de barras gerais apresentados no Capitulo 5.
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— FLEXO Il 3.0. Programa para o célculo de propriedades de seces delgadas
desenvolvido por Mauricio C. Antunes e utilizado, a versdo 3 (1999), para a
comparacdo dos resultados referentes a este tipo de secOes, apresentados no
Capitulo 3.

— MICROSOFT OFFICE 2003. Conjunto de programas da Microsoft, dos quais o
EXCEL, WORD e POWER POINT foram uteis na apresentacao deste trabalho.

— ACADSOFT. Software de analise estrutural com formulacdo de barra geral
tridimensional laminada desenvolvido em PACCOLA (2004), ao qual foi acoplada a
cinemaética de empenamento desenvolvida no presente trabalho.

— PORTICO 3D. Programa desenvolvido por Rodrigo Ribeiro Paccola para a geracio
da entrada de dados de PACCOLA (2004) e proveitoso na criacdo dos dados
referentes a barra geral apresentados no Capitulo 5.

— AUTOCAD 2002. Usado na geracdo do arquivo de extensdo dxf necessario na

leitura do PORTICO 3D. E também na apresentacio das figuras ao longo desta

dissertacéo.
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2.1 INTRODUCAO

O segundo capitulo refere-se ao desenvolvimento da cinematica da torcdo livre de
Saint-Venant pelo Método dos Elementos Finitos, considera-se a secdo transversal qualquer,
homogénea e ndo homogénea. Portanto, descrevem-se as bases teodricas e a formulacao
implementada computacionalmente.

Antes da formulagdo da tor¢do livre de Saint-Venant aborda-se o conceito de
centréide, necessario na implementacdo computacional. O programa que calcula o
empenamento aceita como dado de entrada uma origem qualquer para a sec¢do transversal,
desta forma o célculo do centroide € necessario, porque posteriormente o centro de
cisalhamento é calculado em relagdo ao centréide. Adicionalmente, calculam-se também os
momentos de inércia das areas planas, que ndo interferem na cineméatica do empenamento.

Aborda-se a cinematica da tor¢do livre de Saint-Venant, necessaria para a sua

implementacdo computacional.
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Apresenta-se 0 método dos elementos finitos de forma sucinta, baseado na formulacéo
do problema da torcéo livre de Saint-Venant, para o estado plano de tensdo, cuja equagéo
diferencial é do tipo Poisson. O Método dos Elementos Finitos é atualmente definido como
um método matematico para a solucdo de equacBes diferenciais parciais tal como a Equacao
de Poisson e Laplace. Devido as suas caracteristicas de flexibilidade e estabilidade numérica,
ele pode ser facilmente implementado em um sistema computacional, fato que explica a sua
utilizacdo neste trabalho.

Ap0s toda a cinematica de empenamento apresentada, traga-se um esquema geral da
sua implementacdo computacional.

Finalmente descreve-se a forma usada para os célculos das integrais provenientes da
cinemaética do empenamento, que sdo calculadas numericamente em dominios triangulares,

através dos pontos e pesos de Hammer.

2.2 PROPRIEDADES DE AREAS PLANAS

Determinaram-se as propriedades de &reas planas, ou seja, as propriedades da secdo
transversal. Considerou-se qualquer secdo transversal, composta por apenas um ou por
diferentes tipos de materiais. Apresenta-se apenas a formulacdo utilizada, maiores detalhes e
conceitos encontram-se em TIMOSHENKO & GERE (1994) e BEER & JOHNSTON (1995),

ou outros autores que abordam resisténcia dos materiais.
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2.2.1 MOMENTO ESTATICO E CENTROIDE DE UMA AREA

A Figura 2.1 mostra uma area A situada no plano xy. Apesar de ndo indicado, esta

area foi dividida em sub-areas triangulares que coincidirdo com os elementos finitos a serem
aplicados na solucéo do problema de torcdo. Estas sub-areas serdo chamadas simplesmente de

elementos.

Figura 2.1. Plano de area com o elemento dA.

Se x e y forem coordenadas de um elemento infinitesimal de area dA, resulta:

ijf% E.dA,

e 2.1
A, = . (2.1)

0

onde A, € a area equivalente da segdo transversal, M € o numero de elementos, E, o

modulo de elasticidade variavel de cada elemento finito triangular e E, o mddulo de

elasticidade do material predominante na secdo transversal. Por exemplo, dada uma viga de
concreto armado, considerando-se um elemento situado em uma regido que corresponda a

area de aco, o E, sera o modulo de elasticidade do aco e E, o médulo de elasticidade do

concreto; se 0 elemento pertencer a area correspondente ao concreto E, seraigual ao E, .
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Define-se 0 momento estatico de area A em relagdo ao eixo X como a integral:

E.vd
;j& LydA, 22
E

0

Q =

De maneira analoga, 0 momento estatico da area A em relacdo ao eixo y é definido

como a integral:

ZJ'% E xdA,
Qy _ &=l E

0

(2.3)

A Ye

%1

Figura 2.2. Plano de area com o centroide.

O centroide da area A é definido como o ponto C de coordenadas X e y

(Figura 2.2), que satisfazem as relacdes:

_Q _ Q&
X, = A Y, = A (2.4)

Tendo-se as coordenadas do Centréide (C), muda-se o sistema de coordenadas que

inicialmente tinha uma origem qualquer para o centroide da secdo transversal, fazendo-se o

sistema de coordenadas inicial menos as coordenadas do centrdide, ou seja:

(2.5)
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Com o novo sistema de coordenadas calcularam-se 0s momentos de inércia da secao

transversal, bem como a cinematica do problema da torcéo livre de Saint-Venant.
2.2.2 MOMENTO DE INERCIA DE UMA AREA E RAIO DE GIRAQAO

Considerando-se novamente a area A situada no plano xy (Figura 2.1) e o elemento
infinitesimal de area dA de coordenadas X e y . O momento de inércia da area A em relagdo
ao eixo X e o momento de inércia de A em relacdo ao eixo y sdo definidos,
respectivamente, como

M M
2 2
}e:lj j R E,y%dA }e:lj j& E.x2dA,
T B ly B

0 0

| (2.6)

Define-se agora 0 momento de inércia polar da area A em relacdo ao ponto O

(origem do sistema de coordenadas) (Figura 2.3) como a integral:
_ 2

3= pidA 2.7)
onde p éadistanciade O ao elemento infinitesimal dA.

Pode-se estabelecer uma relacdo entre 0 momento de inércia polar J de certa area e 0s
momentos de inércia retangulares 1, e |, dessa area. Observa-se que p? =x*+y?, portanto:

J=1+1, (2.8)

O raio de giragdo de uma &rea A em relagdo ao eixo X é definido pela grandeza r,,

que satisfaz a relacao:
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| =r2A (2.9)
onde I, ¢ o momento de inércia de A em relagéo ao eixo X. Calculando o valor de r, na

Equacdo (2.9), tem-se:

= | (2.10)

Figura 2.3. Distancia da origem ao elemento infinitesimal de area.

De maneira analoga, define-se o raio de giracdo em relacdo ao eixo y :

o=, (2.11)

2.2.3 PRODUTO DE INERCIA

O produto de inércia de uma area plana em relacdo aos eixos X e y (Figura 2.3) é

definido pela integral:
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M
2., ExydA
_ el
Xy E

0

(2.12)

Na qual cada elemento infinitesimal de area, dA, é multiplicado pelo produto das

coordenadas e a integracao ¢ estendida sobre toda a area.

2.2.4 ROTACAO DE EIXOS E EIXOS PRINCIPAIS

Deseja-se determinar as quantidades correspondentes 1, , I, referentes aos eixos

principais (Figura 2.4), de uma area qualquer. Isto é feito diretamente com:

I I e P
b =—5— % 5 |ty (2.13)

onde I, representa 0 maior dos dois momentos e I, o menor.

Xy

0

Figura 2.4. Rotacgéo de eixos.

Localizam-se 0s eixos principais, pela seguinte equacao:
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21,
19260, = | (2.14)

y X

onde @, representa o angulo & que define os eixos principais.

2.3 TORCAO LIVRE DE SAINT-VENANT

Segundo ZAGOTTIS (1979)
0 Método Semi-Inverso, criado por Saint-Venant, consiste em pesquisar a
solucdo do sistema geral, ndo dentro do conjunto de todas as fungdes possiveis

de trés variaveis x, y, e z, mas sim dentro de um conjunto mais restrito, o

conjunto das funcdes que possuem derminada forma. A forma de tais funces é
sugerida pela experimentacdo ou pela intuicdo, mediante hipoteses gerais
feitas no inicio do processo. Se for encontrada, dentro desse conjunto restrito,
uma solucéo, tera sido encontrada a Unica solugdo do problema, o que €
garantido pelo teorema da unicidade. Se ndo for encontrada a solucdo, a
forma adotada de inicio deve ser revista. O estudo da torcao livre de barras
prismaticas é um exemplo do Método Semi-Inverso.

A cinematica da torcdo livre de Saint-Venant é obtida aplicando-se as hipoteses
estabelecidas por Saint-Venant, de forma a atender as Equagfes Gerais da Elasticidade no
dominio (equacgdes diferenciais do equilibrio, componentes de deformacgdo, equacdes de
compatibilidade de deformacdes, equacbes constitutivas — Lei de Hooke generalizada) e no

contorno (condicOes de contorno) da barra. Essas equagOes sdo apresentadas de forma
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resumida, apenas com o objetivo de formular o problema elastico da torcao livre de Saint-
Venant. Seus conceitos e dedugdes encontram-se em varias outras bibliografias que abordam
a teoria da elasticidade, entre elas se destacam LAIER & BARREIRO (2005), VILLACA &
GARCIA (1996), CHOU & PAGANO (1992) e TIMOSHENKO & GOODIER (1980).

O desenvolvimento, do modulo computacional de identificacdo da funcgdo
empenamento, sera inicialmente independente, do programa final. Resolve-se assim, 0
problema de torcdo livre de SAINT-VENANT (1855) em ambiente bidimensional para o
estado plano de tensdo. O problema a ser resolvido é descrito a seguir de acordo com
PAGANO (1992).

A tensdo cisalhante no cilindro de se¢do circular homogénea sob torcdo é dada por
uma foérmula elementar de torcdo. E mostrado que satisfeita estas tensdes que governam as
equacOes da elasticidade, bem como as condic¢Bes de contorno, elas representam a solucgéo
exata para um cilindro circular. O comportamento do cilindro de segéo transversal circular
sob torcdo € semelhante em todas as secOes transversais normais aos eixos restantes do plano.
Ou seja, a hipotese de que as se¢des transversais da barra permanecem planas e giram sem
distorcdo durante a torcdo leva a solucdo exata do problema. Esta teoria desenvolvida por
COULOMB (1787) foi aplicada posteriormente por NAVIER (1864) a barras de secdo
transversal ndo circular.

Para barras de secdo transversal qualquer, sujeitas a momento torcor, esta condi¢éo
ndo prevalece e acontece 0 empenamento. Deve-se considerar agora uma barra com algumas
secdes transversais e momentos torcores aplicados nas extremidades. A solucdo exata para
este problema foi formulada primeiramente por SAINT-VENANT (1855) usando o método

semi-inverso. Fazendo inicialmente certas hipOteses quanto ao empenamento da barra
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submetida a torcdo, e demonstrando que com tais hipdteses poderiam ser atendidas as
equacdes de equilibrio e as condicbes de contorno.

TIMOSHENKO (1980) descreve que, Kirchhoff, baseado na hip6tese de que a energia
de deformacdo e, conseqlientemente, as tensdes no corpo desaparecem, quando ele é liberado
das acOes de forgas externas, provou a unicidade das equacdes da elasticidade. Pelo teorema
da unicidade, as hipdteses de Saint-Venant estdo corretas e a solucdo obtida é exata para o

problema de torgé&o livre.

2.3.1 CINEMATICA

Orientando-se pelas deformacg6es que surgiam na barra circular, Saint-Venant assumiu
que as deformacdes da barra de secdo qualquer submetida a torcdo obedece aos seguintes
principios:

1. A projecdo de qualquer secdo transversal deformada no plano x—y (Figura 2.5) gira
como um corpo rigido e, o angulo de torcdo por unidade de comprimento é constante;
2. Cada ponto é deslocado na direcdo longitudinal (ocorre empenamento).
Ele ainda assumiu que este empenamento € o mesmo para todas as se¢des transversais, ou
seja, 0 deslocamento w é independente da direcdo z. Este comportamento pode ser
visualizado considerando os deslocamentos nas hipdteses 1 e 2 ocorrendo separadamente. A
rotacdo considerada em 1 é a mesma que ocorre no cilindro circular. Acompanhando esta

rotacdo entdo, tem-se o deslocamento longitudinal descrito em 2.
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Figura 2.5. Torcdo de uma barra cilindrica. Figura 2.6.Deslocamento gerado pela rotagéo.

Esta condicdo de carregamento é mostrada na Figura 2.5. Os eixos X e ysdo
considerados no plano inferior da secdo transversal. A direcdo z é paralela ao comprimento
do cilindro. O momento torcor T na extremidade do plano é positivo se o vetor que
representa T (pela regra da méo direita) atua na direcdo da normal para fora deste plano.

O deslocamento de um ponto P qualquer gerado pela rotacdo € mostrado na
Figura 2.6. A linha OP girada de um pequeno angulo A em torno de O. O corpo €
posicionado tal que o centro de tor¢do coincida com a direcdo z. Desde que o angulo de
torcdo £ seja pequeno, o arco PP é definido como sendo uma linha reta normal a OP.
Portanto, as componentes X e y de deslocamento de P, sdo escritas como:

u=-rpgsend =-py

V=rpcosed = px

Estes sdo acompanhados pelo deslocamento w na direcdo z (empenamento), onde:

w=w(x,Y)

Desde que o empenamento de cada secdo transversal seja considerado 0 mesmo, w é
funcdo s6 de x e y, ndo e funcdo de z. Observa-se que a Figura 2.6 é a vista da extremidade

de uma secdo transversal mostrando a posicdo deformada de OP . Por conveniéncia, para a
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secdo transversal na origem, assume-se que u=v=0. Assim se a secdo transversal da
Figura 2.6 esta a uma distancia z da origem, o angulo de torcéo é dado por:

p=az
onde o € o0 angulo de rotacdo por unidade de comprimento ao longo da direcdo z.
Consequentemente, os deslocamentos podem ser escritos da seguinte forma:

u=-—ayz

V=oxz (2.15)

w=w(x,y)

De acordo com teoria da elasticidade, as Equacfes (2.15) podem ser consideradas
como parte da solucdo do problema no método semi-inverso. Deve-se mostrar agora que a
solucéo para os estados planos de tensdo e deformacéo — que tem origem nas Equacdes (2.15)
e gue também satisfazem as equacdes de equilibrio e as condicBes de contorno — podem ser
obtidas.

As hipdteses estabelecidas anteriormente representam a solucdo do problema e este
tem uma Unica solucdo. Tem-se os deslocamentos descritos pelas Equacbes (2.15) e o
problema de torcdo livre pode ser formulado em termos das tens6es ou dos deslocamentos w.

Para a formulacdo do problema da tor¢éo livre é necessario definir as equacdes gerais

da elasticidade para este problema especifico.
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As componentes de deformacao, para o problema da elasticidade linear de um solido,

sdo constituidas pelas seguintes equagdes:

ou ou ov
& =—— yxy =—+t—
OX oy oX
ov oV oW
gy = j/yz =—+t— (216)
oy oz oy
ow ow au
&, =— Vx = —t—
0z OoX 01

onde ¢ ¢ a deformacdo linear especifica (ou alongamento relativo) em uma direcdo e y a
deformacéo angular (ou distorcao) associada a um par de direcdes ortogonais. Onde os indices
referem-se ao sistema cartesiano global xyz .

Combinando as Equacbes (2.16) com as Equacgdes (2.15), tém-se as componentes de
deformacdao para o problema da tor¢éo livre de Saint-Venant:

E,=6,=6=7,=0

Ve = w_ ay
Yox 2.17)
Ve = tOX
A Lei de Hooke, para o problema de um solido elastico-linear, é dada por:
1 1
gx:E[O-x_V(Gy+O-Z)] ]/XyZETXy
- £loy-vlo 40 -3
& = E o,—vio, +o, Vo= Eryz (2.18)
1 1
&, :E[Gz_v(ax-‘ray)] 7zxzarzx
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onde G é o modulo de elasticidade transversal, o a tensdo normal e = a tensdo cisalhante. O

maodulo de elasticidade transversal é calculado pela equacao:

As Equacodes (2.18) podem ser resolvidas para as componentes de tensdo em termos

das componentes de deformacao, que resulta na Lei de Hooke generalizada:

o, =2Geg, +/1(8X +e,+ 82) Ty =Gy,
o, =2Gg, + /1(5X +e,+ gz) 7, =Gy, (2.19)
o, =2Geg, + ﬂ(gx +e,+ gz) 7, =Gy,

onde A é a constante de Lame, dada por:

VE
@+v)1-2v)

Aplicando as componentes de deformacéo, Equacdo (2.17) na Equacdo (2.19) tém-se
as expressdes que permitem encontrar as tensdes para o problema da torcéo livre de Saint-

Venant em funcdo do deslocamento w e do angulo de torcéo por unidade de comprimento « :

oW
Ty, = nyz = G(&_ay)

7, =Gy, = G(%Hxx] (2.20)

Apesar da solucdo numeérica desenvolvida nesta dissertacdo nao fazer uso de todo o
procedimento matematico descrito a seguir, este sera mantido de forma a completar as

informacdes técnicas para 0 bom entendimento do problema estudado.
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Das duas primeiras Equacfes (2.20), observa-se a permanéncia das componentes de

tenséo, z,, € 7,,, e que sdo funcdes somente de x e y .

Pode-se agora eliminar w das Equacgdes (2.20), derivando a primeira equacdo em

relacdo a y e asegundaem relacdoa X:

2
or,, _G o°'w _Ga
oy Oxoy
a 2
Tn g W gy
OX OyOoX

e subtraindo-as, tem-se a equacao de compatibilidade para o estado plano de tenséo:

0
_5;; __;Xﬂ - _%Ga (2.21)

A equacdo de compatibilidade tridimensional, para o problema sélido elastico-linear, é
escrita da seguinte forma:

825X 628y 627/Xy
+ =
oy ox*  oxoy

azey 6252 sz/yz

2+ 2
0z oy oyoz

o’e, 0¢, 0y,

ox2 012 01ox

(2.22)

Zazgx :i _ayyz_i_aj/xz_i_a]/xy
oyoz  Ox OX oy oz

28283’:2 a]/}/Z_aj/xz_+_ay><y
0zox oy\ ox oy oz

26282 _i a}/yz +a}/xz _ayxy
oXxoy 0z\ OX oy 0z
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A equacdo de compatibilidade em termos de deformacéo para o problema de torcao livre
também pode ser obtida integrando as equacGes de compatibilidade tridimensional, Equacgdes

(2.22) e substituindo nas Equagdes (2.17), resultando:

87 Xz _ 87/ yz
oy  oX

=—2a

As equacoes de equilibrio gerais sdo:

0
6GX+ Txy+aTXZ+FX:0
x oy

Jr, Oo, Ort,
ay+ 6'yy+ ay +F, = (2.23)
X z

0
aTXZ+ Tyz+aGZ+FZ=0
oXx oy oz

onde F s&o as forgas de massa (por unidade de volume).
Reescrevendo a terceira equacdo de equilibrio, com forca de massa igual a zero, tem-

se a equacdo de equilibrio para o estado plano de tensdes envolvendo apenas tensdes

cisalhantes:
or 5Tﬂ
—X4+——=0
x oy (2.24)

Como o, =0,=0,=1,,=0, as duas outras equacbes de equilibrio com forgas de

massa iguais a zero, também sdo satisfeitas.

Inserindo uma funcéo de tensédo ¢, introduzida por PRANDTL (1903), onde ¢ é

funcéo de X e de y, tais como:

sz = %
2 (2.25)
0
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A Equacdo (2.24) é satisfeita, lembrando-se que ¢ =0 no contorno. Substituindo a Equagéo

(2.25) na Equacéo (2.21) resulta:

2 2
99,99 _ 26a

ox*  oy®
ou:
Vip=-2Ga (2.26)
onde:
V226_2+8_2
ox>  oy?

Esta equacdo representa a solucdo do problema, ja que se ela for satisfeita, conseqlientemente

as equac0es de equilibrio e as condicbes de contorno também estardo satisfeitas.

Figura 2.7. Superficie de forcas.

Considerando o corpo mostrado na Figura 2.7. A distribuicdo de forca na superficie

(tensdo) € especificada pelas componentes T/, T e T/, quando x € um vetor unitario

normal a superficie e com direcdo oposta a ela. As coordenadas dos pontos na superficie do

contorno séo denotadas por X,,Y,,Z, , estas sdo relacionadas com as equagdes na superficie de

contorno.
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Isolando um tetraedro infinitesiamal OABC mostrado na Figura 2.8, onde a face inclinada
encontra-se no contorno, e expressando o equilibrio de forcas, encontram-se as condicfes de

contorno para qualquer solido elastico-linear, dadas pelas relaces:
T/ = Oy My + Ty My + Ty L
T =0y i+ 0y py + Ty 11, (2.27)
T/ = Ty My Ty, My + 0, M,

onde o, ,7, , etc. sd0 componentes de tensdo determinadas no contorno (X,,Yy:2,), €

Xy, !
s by, 11, S30 as direcOes dos cossenos diretores do vetor unitario normal, com direcdo
oposta a superficie, 4 em relacdo a X, y e z, respectivamente (ou simplesmente as

componentes de x ao longo das trés direcdes coordenadas).

(B4

Figura 2.8. Equilibrio no contorno.

Considerando as condic¢Ges de contorno dadas pelas Equacdes (2.27). Na superficie

lateral, onde ndo ha forcas externas; conseqientemente, nestas superficies T/ =T/ =T/ =0.

Desde que as normais a estas superficies sejam perpendiculares a dire¢cdo z, u, deve ser

igual a zero.
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rﬁrvqﬁo\.s' T,
vi i

b
i #

dy
-,
1 a

» dx
ds

.

e

Figura 2.9. Tensdes cisalhantes no plano z, préximo do contorno.

As duas primeiras das EquacOes (2.27) sdo satisfeitas e a terceira, dada pela relacdo (o

subscrito “0” é omitido para o estado plano de tenséo):
Tkl + T pt, =0 (2.28)

Como 7,, € componente de tenséo cisalhante no plano x atuando na dire¢cdo z, z, € no

X

plano z atuando na dire¢édo X, e 7,, =7,,.

Pela Figura 2.9, elemento bidimensional, verifica-se que o lado esquerdo da Equacéo (2.28) é
igual a componente de tensdo cisalhante no plano z normal a superficie de contorno lateral,

ou:

Ty = Tybdy + Tyt =0 (2.29)
Desde que seja exigido que esta componente desapareca, a resultante da tensdo cisalhante na
secdo transversal (plano z) deve ser tangente ao contorno. Novamente, de acordo com a
Figura 2.9:

_dy _ &
Hx ds Hy ds

supondo S o aumento de a para b. Usando estas relaces e as Equacdes (2.25), a Equacao
(2.28) é reescrita da seguinte forma:

%ﬂ_k%%:()
oy ds ox ds
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e aplicando a regra de diferenciacéo:

4 _
ds

Assim a fungdo de tensdo ¢ deve ser constante ao longo do contorno da segéo transversal. Se

0 contorno é simplesmente apoiado, a constante pode ser escolhida arbitrariamente (esta
constante ndo interfere nas componentes de tensdo, é somente a causa do deslocamento de
corpo rigido), de modo que no seguinte problema ela é suposta igual a zero ou:

=0 n ntorn
7/ 0 contorno (2.30)

Se esta condic¢do for atendida, logo, a Equacéo (2.28) é satisfeita.

Tem-se, para este ponto, que a tensdo estabelecida é definida por ¢, atendendo a
Equacdo (2.26) e a Equacdo (2.30), representa a solucdo do problema em elasticidade para
este caso particular de barra cilindrica sem forcas aplicadas na superficie lateral. O objetivo
agora é determinar quais forcas (por unidade de area) devem ser aplicadas nas extremidades
das superficies planas tais que estas tensdes existam. Desde que as extremidades planas sejam
normais a dire¢do z:

Hy =, =0 H,=-1
paraoplano z=0, e:

ty =, =0 i, =+1
para o plano z = L. Substituindo estes valores dos cossenos diretores nas Equaces (2.27),
tém-se as componentes de for¢as de superficie distribuidas de acordo com:

T/ =%z, T/ =Fr T/=0 (2.31)
devem ser aplicadas nas extremidades planas para atender as condi¢fes de contorno. Aqui 0s

sinais superiores referem-se ao plano z =0, e os sinais inferiores ao plano z= L.
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vi W

dy| U -7
de |y

=1

Figura 2.10. TensBes no contorno das extremidades planas.

Da Figura 2.10, verifica-se que a componente y da resultante de forca em cada extremidade

plana, tendo em vista as Equacdes (2.25), é:
T/dxdy =F dxdy =+ a¢dd
” y OX y—+”Tyz X y——”& xay (2.32)

A (ltima integracdo dupla pode ser tirada da primeira execucao da integracdo interna ao longo

da direcdo X como mostrado na Figura 2.11, ou:

[[r ey =+ L( J-W%dedyzi jc( jxx_:dqzﬁjdy:i J (¢, ~#)ay =0 (2.33)

X=X OX
onde x=x(y) é a equacdo da parte esquerda do contorno da curva C e x=Xx,(y) é a

equacdo da parte direita.

Figura 2.11. Integragdo sobre o plano da extremidade.
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Desde que ¢, e ¢, sejam avaliados ao longo de x, e x, (no contorno), ambos desaparecem.
Essa observacgdo é feita caso suponha-se ¢ =c no contorno onde ¢ é uma constante diferente

de zero, ¢, —¢, também séo eliminados. Da mesma forma, pode ser mostrado que:
JJ T dxdy =0 (2.34)
Assim, as componentes X e y da resultante de forcas em cada extremidade do plano sédo

iguais a zero e a carga de superficie aplicada que age sobre cada extremidade € estaticamente

equivalente ao momento sobre a direcdo z . O momento T , como mostrado na Figura 2.10, é:
T =F[[(T/x-T/y)ixdy (2.35)
Este pode ser expresso em termos da fungédo de tenséo ¢ . Substituindo as Equacges (2.25) e
as Equacdes (2.31) na Equacao (2.35):
T=- I j% xdxdy —”% ydxdy (2.36)
Fazendo a integracdo interna do primeiro termo por partes:

r:xz 9 yix = X¢

X=X OX

X=X, X2 X X2
= [ g =X, — g — [ gdx == gelx
1 1

desde que ¢, =¢ =0 no contorno. Consequentemente, o primeiro termo da Equacéo (2.36)

pode ser escrito da seguinte forma:
- ”% xdxdy = — J'J'¢dxdy
Da mesma forma:
- ”% ydxdy = —”qﬁdxdy

Portanto, 0 momento torcor para o estado plano de tensao é:

T= 2” gdxdy (2:37)
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Observa-se que as duas integrais na Equagdo (2.36) sdo iguais; assim cada uma das

componentes de tensao z,, e z,, contribuem para a metade do momento.

A forca aplicada na superficie por unidade de &rea na extremidade plana como nas
Equacgbes (2.31) sdo formulas completamente restritas que raramente serdo encontradas em
aplicacOes praticas. Devido ao principio de Saint-Venant, entretanto, a solugdo para torcao
dada para esta se¢do pode ser usada para qualquer carga aplicada na extremidade, contanto
que a resultante da carga da extremidade satisfaca as condic¢Ges das Equacgdes (2.33), (2.34) e
(2.37). Em outras palavras, se a carga aplicada ¢ um momento de valor T, contudo sua
distribuicdo sobre a extremidade plana, em se¢fes a uma pequena distancia dos planos da
extremidade (se as dimensdes da secdo transversal forem pequenas em relacdo ao
comprimento) tem as tensdes dadas pelas Equag0es (2.25), Equacédo (2.26) e Equacdo (2.30).

Voltando a anélise, nota-se que a solucdo do problema de torgdo livre, bem como
qualquer problema estrutural em elasticidade linear, devem satisfazer as 15 equacOes
dominantes da elasticidade. Desde que também sejam satisfeitas as condi¢des de contorno, a
solucdo € Unica.

Para o desenvolvimento da formulagdo numerica, resolver-se-a4 a Equacédo diferencial
de Equilibrio (2.24) com a Condi¢do de Contorno (2.29). Resolvendo-se diretamente o
empenamento W utilizando-se a Equacdo (2.20). Tal empenamento serd proporcional ao
pardmetro « que € o giro por unidade de comprimento e que sera chamado parametro de
empenamento. Este pardmetro sera uma varidvel incognita do elemento de barra geral e o

empenamento da secdo, no caso geral, ndo sera constante no comprimento da barra, mas sim

aproximado como «(&)=¢'al, onde ! sdo os valores nodais e ¢4 as fungdes de forma.
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Para completar o texto referente aos processos matematicos descreve-se
resumidamente a teoria para o estado plano de deformacdo. Neste caso restard uma equacéao
em termos de w:

Viw=0 (2.38)
Esta é a equacdo de Laplace, que é mais facilmente solucionada do que a equagdo do tipo
Poisson, Equacdo (2.26), na formulagdo para o estado plano de tensdo. As condigdes de
contorno para o estado plano de deformacéo, entretanto, ndo sdo simples como a Equacéo

(2.30). Substituindo as Equacoes (2.20) nas Equaces (2.28), as condic¢bes de contorno ficam:
(@— ya] + v _ Xa @, =0 no contorno 2.39
o Hy oy Hy (2.39)

e 0 momento ¢é dado por:

T =G”[x2a+ y2a+x%—y;—a\:(vjdxdy (2.40)

2.3.2 PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO (RESUMO E NOTACAO

INDICIAL)

O problema da torgéo livre de Saint-Venant, considerando o estado plano de tenséo,
no qual a deformacdo na direcdo z ndo é impedida, se compde da equacdo de Poisson,
Equacdo (2.26). A Figura 2.12 mostra uma barra prisméatica com comprimento na direcéo z e

secdo transversal no plano x-y, com dominio Q e contorno I'. No contorno I" h&a um

sistema ortogonal com vetor tangente n e normal u = [,uX, yy]T .
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Vi

Figura 2.12. Tor¢do de uma barra prismatica.

A superficie lateral da barra tem torcdo livre. Conseqlientemente, o vetor z deve ser

perpendicular & « no contorno I'". Negligenciando as forgas de massa, o problema de valor
de contorno fica:

7y; =0 i=(L2) noQ
(2.41)
Tyt =75, =0 i=(L2) noT

de acordo com as Equacdes de Equilibrio (2.24) e CondicGes de Contorno (2.29),
respectivamente. O sistema de coordenadas cartesianas em notagdo indicial é escrito
assumindo-se a relacédo:

x<1l, y<2,2<3 (2.42)

2.4 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Uma vez definido o problema de valor de contorno que se deseja resolver passa-se

para a solugdo do mesmo por meio do Método dos Elementos Finitos. O problema definido
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anteriormente é um problema do tipo continuo, uma vez que todos os pontos do dominio sdo
incluidos tanto na descricdo quanto na solucao do problema. O MEF transforma este dominio
continuo em um dominio discreto, onde a solu¢do € encontrada em pontos discretos do
dominio de calculo, por exemplo, em pontos de unido de uma malha triangular (nés).

O caminho utilizado aqui, para se derivar o MEF mais rapido, é a aplicacdo de
métodos residuais para a obtencdo das equacdes discretas. Neste caso, sera empregado 0
método dos residuos ponderados (Galerkin), também com a particularidade de que as

equacdes de aproximacdo se referem a subdominios discretos (elementos da malha).

2.4.1 EQUACAQ DE EQUILI'BRIO EM FORMA FRACA PELA
APLICACAO DE RESIDUOS PONDERADOS

Escrevendo-se a Lei de Hooke generalizada (2.20), de acordo com a Notacdo Indicial

mostrada em (2.42), tem-se:

Ty = G(WY1 - axz) (2.43)

Ty = G(W'2 + axl) (2.44)
A Equacdo de Equilibrio (2.24) é a primeira das Equaces (2.41), que pode ser escrita na
forma variacional, multiplicando-se a equacao diferencial pela variagdo éw, onde w(x, y) éa
funcéo peso:

MW7y, =0 (2.45)

Integrando-se ambos os lados da Equacéo (2.45) sobre o dominio Q resulta:
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[owz, da =0 (2.46)
Q

Integrando por partes, tem-se:

Wz, . dQ=|W 7, dI'—|ow,7,dQ2=0

S_[ 3i,i '1[ Tsuul i A3 (247)

Como a fungdo w(x,y) é arbitréria pode-se escolher w(x,y) de tal forma que a
seguinte Condicéo de Contorno seja satisfeita:

ow = cte sobre T’ (2.48)

Assim, da segunda equacdo (2.41), tem-se que a integral no contorno em (2.47) é

eliminada. Logo, a Equacdo (2.47) pode ser escrita da seguinte forma:

£ oW, 7,dQ =0 (2.49)
Substituindo (2.43) e (2.44) em (2.49), tem-se:
[ ow,Glw, - ax, )+ o ,G(w, - ax, JdQ =0
o
ou ainda, apos fazer as simplificacBes possiveis:
£ Gl(ow,w, )+ (6w, w, )jaer = aiG(ﬁN,lxz — 8w, X, O (2.50)

A Equacdo (2.50) é a forma fraca da Equacdo de Equilibrio e das Condi¢des de Contorno
naturais (2.41) que deve atender as condi¢des de contorno essenciais (em deslocamentos). A
forma é dita fraca por ser uma equacdo menos geral, com ordens de derivacdo menores que a
original. O Método dos Elementos Finitos serd reconstruido sobre a Equacdo (2.50)

aplicando-se a discretizacdo do dominio descrita como se segue.
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2.4.2 DISCRETIZACAO DO DOMINIO

A préxima etapa na aplicacdo do MEF é a subdivisdo do dominio original em uma
série de subdominios menores, este processo € chamado de discretizacdo. Os subdominios
podem ser de uma forma geométrica qualquer, tais como triangulos, retdngulo, quadrilateros,
pentagonos, etc. Pode-se também misturar subdominios de formas geométricas distintas, tais
como triangulos e retdngulos. Cada subdominio é chamado de elemento. A forma mais
simples de elemento utilizado na préatica é o triangulo, ele pode aproximar dominios de formas
quaisquer com boa precisdo. Em cada elemento sdo definidos pontos caracteristicos, nos quais
a solucdo sera determinada. No caso mais simples de elementos triangulares sdo escolhidos o0s
trés vértices dos mesmos como pontos caracteristicos, 0s quais sdao chamados de noés. O
namero de elementos utilizados na pratica depende da natureza do dominio em estudo e do
comportamento particular da solugdo. Em geral a precisdo da solu¢do aumenta com o nimero
de elementos utilizados, havendo, no entanto um limite para o nimero de elementos, a partir
do qual os erros de arrendodamento se acumulam de tal forma que um aumento do ndmero de
elementos ndo traz uma melhora na precisdo. Por outro lado, a precisdo da solucdo depende
também muito do tipo da fungdo de aproximacéo utilizada (funcédo linear, funcdo quadrética,
funcdo clbica, exponencial, etc.), do tipo de elemento utilizado (triangular, retangular, etc.).

O dominio discretizado é comumente designado por malha, do inglés mesh, quando
deveria ser denominado como uma rede de malhas. E a rede é subdividida em elementos
(subdominios), os quais sdo as malhas da rede (dominio).

No presente trabalho, optou-se por um elemento triangular com variacdo quadratica

para os deslocamentos, que resulta em variacdo linear para as tensdes e deformacdes.
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Quando expressa em coordenadas cartesianas, as funcdes de interpolacdo para o
elemento triangular sdo complexas algebricamente. As coordenadas de area (coordenadas
homogéneas) sdo uma forma de simplificar as fungdes de interpolacdo. Apesar de adotar-se o
elemento triangular com variacdo quadratica para os deslocamentos, descreve-se 0 elemento
finito triangular linear com o objetivo de introduzir-se o conceito de coordenadas

homogéneas, procedendo-se de acordo com ASSAN (2003).

2.4.2.1 Elemento finito triangular linear

O elemento triangular linear tem como funcéo interpoladora para o empenamento
(deslocamento na direcdo z ) o seguinte polindbmio de primeiro grau:
W(X,y)=a, +a,x+a,y (2.51)

sendo o elemento mostrado na Figura 2.13.
E(-\':-J':)

. l{.\',.}'l)

o )
L
Figura 2.13. Elemento finito triangular linear.
O elemento triangular esta inicialmente em coordenadas cartesianas e serd formulado
em coordenadas triangulares ou homogéneas.

O elemento finito triangular € numerado no sentido anti-horario e seus lados tém o

numero do nd oposto.
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O sistema de coordenadas homogéneas ¢ mostrado na Figura 2.14. Estas coordenadas

relacionam-se ao lado do elemento triangular, variando de 0 a 1. Portanto, as coordenadas
homogéneas sdo definidas da seguinte forma: & é a distancia relativa entre os n6s 1 e 3 ao

longo do lado 2 de comprimento |,;, definem-se as outras coordenadas de forma analoga.

Figura 2.14. Coordenadas homogéneas.
Introduz-se um ponto P, interno ao tridngulo, com coordenadas X e y para se obter

as relagOes entre as coordenadas cartesianas e homogéneas.

Figura 2.15. Representacéo vetorial.

A Figura 2.15 mostra a representacdo das bases vetoriais i, j e f,, f, definidas

respectivamente em relagdo aos sistemas X, y e &, &,. Portanto, escreve-se o vetor posicio
do ponto P:

Tevi (2.52)
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Os vetores P e Q podem ter essa representacgao:
- - -

Pp=X I+ Y3 J
(2.53)

q=1& fi+1,8 1,

Substituindo-se as Equaces (2.53) na Equacéo (2.52):
? = XS ?+ y3 ?_’_ I13§1 ?l—l_ |23§2 F2 (254)

— -
Os vetores |, f, e |,; f, projetados nas dire¢cdes X e y séo:

(2.55)

Substituindo as Equacdes (2.55) na Equacado (2.54), tem-se:

- - -

XT+Y =% i+ Y, 4500 =%) i+ 506 -%) i +&( = V5) I+ & (Y, - vs) ] (2.56)
resultando:

X=X +§1(X1 - X3)+§2(X2 - X3)= &iX + 8%, +(]-_681 _52))(3
(2.57)
y=Y;+ 981()'1 - Y3)+ fz(yz - y3)= GYit+EY, + (1_51 _ng)ys

As coordenadas homogéneas também podem ser explicadas como relagdes entre as

areas dos triangulos definidos pelos nos 1,2,3 e o ponto P, de acordo com a Figura 2.16.

_:-{r.J.I_r.:]

."Uu,u_l] B

=0 1(1,00)

x

Figura 2.16. Triangulo dividido em areas.
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A altura do tridngulo 1P3 é igual & &,h, . Da Figura 2.14, verifica-se que se o ponto P
coincidisse com o né 3, o produto &,h, seria nulo, ja que nesse né &, =0; porém, se o0 ponto
P coincidisse comond 2, o produto &,h, seriaigual a h,, jaque nond 2 tem-se &, =1.

Portanto a area A, do tridngulo 1P3 é dada por:

A, = %Ilefzhz (2.58)

Analogamente, tem-se para a area A do triangulo 2P3:

1
A = E|23§1h1 (2.59)

De acordo com a Figura 2.14 tem-se o valor da area A do triangulo 123:

1 1
A:EIth :E|23h1 (2.60)

Dividindo-se A e A, por A obtém-se:

_A _h
b= & &= (261)

E a seguinte relagdo deve ser obedecida:
A=A +A +A (2.62)
Dividindo-se a Equacéo (2.62) por A, tem-se:

_ A
l=g+&+) (2.63)

Portanto, define-se:

&= % (2.64)
Substituindo-se a relacédo (2.64) na Equacdo (2.63):
1=6+&+ & (2.65)
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Lembra-se que as expressdes para as areas A, A, e A,, em termos das coordenadas

dos vértices do triangulo 123:

1 1 x vy . 1 X V 1 x Vv
A=§1 X, Y, %=§1 Xy %=§1 X, Y, (2.66)
1 X3 Y, 1 X Y, 1 x vy

Substituindo as Equacbes (2.66) nas Equacgdes (2.61) e (2.64) encontram-se as

coordenadas homogéneas em relacdo as coordenadas cartesianas:

1
51 :ﬂ[xzys — XY, + X(Yz - ys)"' Y(X3 - Xz)]

1
& = ﬂ[xa)ﬁ — XY+ X(Ya - Y1)+ y(xl - Xs)] (2.67)

1
&= ﬁ[xﬂlz — XY, t X(yl - y2)+ y(Xz - Xl)]
onde A é a area do elemento triangular, dadas pelas coordenadas dos trés vértices do

triangulo 123, e pode ser obtida da relacéo:

1 x %
1
A=51 X Y (2.68)
1 X Y
ou seja:
1
AZE[Xzys T XY XY, — XY — X Y3 _X3y2] (2.69)
Substituindo-se a Equagéo (2.65) nas Equacdes (2.57):
X=EX + 5%, + EX
(2.70)
y= §1Y1 + égzyz + fsys
Que séo as relagdes entre as coordenadas cartesianas e homogéneas.
De acordo com a Equacgdo (2.51):
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W, = a, +a,X + a5y, com i=123.
que leva ao seguinte sistema de equacdes:

X || W,
X Yo Na r =W,
1 X Y|l W

Resolvendo os coeficientes polinomiais do sistema (2.72) encontram-se:

1
a = _[Wl(X2Y3 - X3y2)+ Wz(X3Y1 - X1Y3)+ W3(X1y2 - Xzyl)]

2A
1

a, =ﬁ[Wl(y2 - Y3)+W2(y3 - y1)+W3(Y1 - Y2)]
1

a; = ﬂ[wl(x?; - X2)+W2(X1 - X3)+W3(X2 - Xl)]

Substituindo a Equacgéo (2.73) na Equagéo (2.51):

[(Xz Y3~ X3Y2)+ (yz - Y3)X + (X3 ) )Y]Wl +
W(X’ y): ﬂ [(XSyl - X1Y3)+ (ys - yl)X+ (Xl — X3 )Y]Wz +
[(X1Y2 =X, y1)+ (yl —Y, )X + (Xz —X )Y]Wa

Escrevendo-se:

1
¢1 zﬂ[xzys — XY, + X(yz - y3)+ y(x3 - Xz)]

1
¢2 = ﬁ[xﬂﬁ —XY;+ X(Ys - Y1)+ y(Xl - Xs)]

1
¢3 = ﬂ[xlﬁ - XY+ X(yl - y2)+ Y(Xz - X1)]

(2.71)

(2.72)

(2.73)

(2.74)

(2.75)

Levando-se em consideracdo as defini¢des (2.75), a Equacdo (2.74) pode ser escrita:

3

w=> gw,

i=1

ou gw em notagéo indicial.

(2.76)

Ana Paula Ferreira Santos
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Esta equacdo expressa 0s deslocamentos em um ponto sobre o elemento em termos dos

deslocamentos nodais do elemento. Para este elemento, as funcdes ¢ devem ser polindmios
de primeira ordem em &, &, e &,. A variacdo das fungbes de forma estd representada na

Figura 2.17, permitindo visualizar como os deslocamentos variam. Por exemplo, para & =1

tem-se &, =&, =0, e os deslocamentos W tem a variagdo mostrada na Figura 2.17.

[T

Figura 2.17. Funcgdes de forma para o elemento triangular linear.

Comparando-se as EquacBes (2.75) com as Equacdes (2.67) chega-se a seguinte

conclusao:

¢1 = 51 ¢2 = 52 $ =5, (2.77)
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2.4.2.2 Elemento finito triangular quadratico

Neste caso, a localizacdo do comportamento do elemento é definida por meio do
campo dos deslocamentos continuos aproximados por polinémios completos do segundo grau
emXxey:

W(x,y)=d, +d,x +d,y+d,x* +d;xy + dgy’ (2.78)
Nos lados do elemento, 0s deslocamentos também tém variacdo quadratica. Considerando-se
somente dois nds em cada lado, a compatibilidade dos deslocamentos entre os elementos
poderia ndo existir, porque um ndmero infinito de parébolas passaria pelos dois pontos.
Entretanto, desde que sejam 6 parametros desconhecidos em (2.78), o elemento deve ter 6
nos. Colocando trés n6s adicionais, cada lado tera trés nds. Desde que seja somente uma
parabola que passe através dos trés pontos, a compatibilidade dos deslocamentos entre 0s
elementos é assegurada. O elemento finito triangular com variagdo do deslocamento

quadrética é ilustrado na Figura 2.18.

2(0.,1.0)
-

(1/2.1/2.0)
L]

(01/2,1/2) o 5
a ® 1(1.0.0})
L

L (1/2,0,1/2)

v
[ 3(0.0.1)
L.

Figura 2.18. Elemento finito triangular com variacdo quadratica.

Escrevendo-se a Equacao (2.78) em coordenadas de area tem-se:
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W= C, +Co&, + C&, +C, &8+ CEE, +CoEL (2.79)
Assim tém-se as fungées W(&,,&,):

no 1: £=1 &=0 &=0 Ww=C+C,+¢C,

no 2: §=0 &,=1 &=0 Ww,=C +C;+¢C,

né 3: £=0 &=0 &=1 w,=¢

, 1 1 c, € C, C ¢C
no 4: flzz 9“’2:5 & =0 W4:Cl+?2+?3+f+f+f (2.80)

. 1 1 C;  C
no 5: & =0 52:5 5325 W5=C1+?3+ZG

1 1 0 1 0 0] W,
10 1 0 0 1llc| |w
10 0 0 0 0]llc| |w
1 Y2 Y2 ya y4 yal|lc,[ |w,
1 0 Y2 0 0 Ya|le| |w
112 0 v4 0 0]lc) |w

Resolvendo-se o sistema de equacdes chega-se aos resultados dos coeficientes c;, com

i igual ao nimero de nos do elemento e variando de 1 a 6:

¢] [0 0 1 0 0 O0]lw
¢, |[-1 0 -3 0 0 4w,
| |0 -1 -3 0 4 o0]w
[ |2 0 2 0 0 -4|w,
G| |0 0 4 4 -4 —4f|w
) L0 2 2 0 -4 0w
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Substituindo os valores de c, na Equagdo (2.79) e explicitando-se as funges
aproximadoras em relagdo aos deslocamentos nodais escreve-se:

W= W, (2.81)
com as funcdes de forma ¢, dadas pelas relagdes:

b =287 -&=4(25-1)

b, =28 — &, = (25, -1)

¢, =257 +28] +488, -85, -3 +1=&,(2¢, 1)

(2.82)

¢, =488, =458,

¢ =48, 488, — A8, =488,

b =48, — 48 — 458, =488

As funcges de forma do elemento finito triangular quadratico tem a variacdo mostrada

na Figura 2.19.

1 ¢

¢1 ‘/ ' ’
. _ . 9‘6}. //. .'-.
é \
b
A\ g 6\
H/1~ 4 . - & —

4=

Figura 2.19. Funcdes de forma para o elemento triangular quadratico.

Analogamente as Equacdes (2.70) e (2.77) tém-se as relacfes entre as coordenadas

cartesianas e homogéneas para o elemento finito triangular quadrético:
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X=X + $X; + PoXs + Gy X, + G Xs + DX
(2.83)
y= ¢1y1 + ¢2y2 + ¢3y3 + ¢4Y4 + ¢5y5 + ¢ey5

onde as funcgdes de forma (¢) encontram-se nas Equacdes (2.82).

2.4.3 EQUACOES DISCRETAS

Uma vez que o dominio em estudo foi discretizado, podem-se escrever as equagdes
aproximadas para cada subdominio do elemento designado por Q,, chamadas de equagdes

discretas. Considerando-se a subdivisdo do dominio original em M elementos, pode-se

inicialmente escrever a Equacéo (2.50) na seguinte forma:

ifg G, (G, w, )+ (6w, w, JoQ, = i“fg G, (w,y — dw,x)de, (2.84)

e=1 ¢ e=1 €
A Equacdo (2.84) estabelece simplesmente que a integral foi divida em uma soma de
integrais parciais, abrangendo todos os M elementos que compdem o dominio. A fim de

avaliar as integrais na Equacdo (2.84), é preciso substituir as funcdes ponderadora (&N) e
incégnita (W) por suas aproximacOes discretas. Para que a andlise seja mais precisa

admitiram-se funcBes quadréticas e elementos triangulares. No método de Galerkin, tanto as
fungdes incognitas quanto as fungdes peso sdo aproximadas de forma idénticas em cada

triangulo. Com estas considerages resulta a matriz de rigidez do elemento [K] como a

integral sobre um elemento de dominio Q, :
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(o} KL w)= [, &, + o, o, 25

onde {Dw} s&o valores nodais arbitrarios da ponderadora e {w} o vetor incégnito.

Analogamente, o vetor de forcas é dado por:
{Dwf{F, =af, G, (o, y — dw,xde, (2.86)

Neste caso, as solucBes aproximadas sdo encontradas por uma subdivisdo do dominio de
integracdo do problema em M elementos de tamanhos finitos, cada um tendo 6 pontos
nodais.

Resolve-se a Equacdo (2.84) pelo MEF empregando o elemento finito triangular
quadratico. A funcdo empenamento é dada pela Equacao (2.81) e as fungdes de forma pelas
Equacdes (2.82). Expandindo-se a Equacéo (2.81):

W= @W, + §,W, + gW, + @,W, + W, + g W; (2.87)

e escrevendo-a na forma vetorial:

w=lg ¢ 4 ¢ 4 &k (2.88)

Da Equacéo (2.87) encontram-se as derivadas da funcdo empenamento em relagdo as

direcOes 1 e 2, respectivamente:

Vv,l = ¢.I.,1Wl + ¢2,1W2 + ¢3,1W3 + ¢4,1W4 + ¢5,1W5 + ¢6,1W6
(2.89)
\N,2 = ¢1,2W1 + ¢2,2W2 + ¢3,2W3 + ¢4,2W4 + ¢5,2W5 + ¢6,2W6

Generalizando as Equaces (2.89), afirma-se que a derivada da funcdo empenamento

(w) em relag&o a uma diregéo qualquer (j) é dada por:
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6
W =Z:1:¢%,;V\’i (2.90)

que na forma vetorial fica:

Wl
W2
W3
W, = [¢1,j i B Pui Ps ¢6,j]< W (2.91)
4
W5
WG
O mesmo é feito para a ponderadora:
6
W = ZWW (2.92)
i=1
e na forma vetorial:
4
é,
Sw=[ow, S, Sw, S, Sw, Jw,] Z3 (2.93)
4
&5
&s

Analogamente ao descrito para a derivada da funcdo empenamento, a derivada da

ponderadora é escrita da seguinte forma:
;= Z¢i,15"’i (2.94)

ou na forma vetorial:
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.
.
B, |
éWJ = [&Nl o, Ay o, AW, §N6]< (;J (2.95)
4,
%5
Ps.j
Multiplicando a Equacdo (2.95) pela Equagéo (2.91) e fazendo j=1, tem-se:
_Ml_T _¢1,1¢1,1 ¢l,1¢2,1 ¢1,1¢3,1 ¢1,1¢4,1 ¢1,1¢5,1 ¢l,1¢6,1_ Wl
§N2 ¢2,1¢1,1 ¢2,1¢2,1 ¢2,1¢3,1 ¢2,1¢4,1 ¢2,l¢5,1 ¢2,1¢6,1 W2
&/V‘]_W’l _ &N:-} ¢3,1¢1,1 ¢3,1¢2,1 ¢3,1¢3,1 ¢3,1¢4,1 ¢3,1¢5,1 ¢3,1¢6,1 W3 (296)
&N4 ¢4,1¢1,1 ¢4,1¢2,1 ¢4,1¢3,1 ¢4,1¢4,1 ¢4,1¢5,1 ¢4,1¢6,1 W4
&NS ¢5,1¢1,1 ¢5,1¢2,1 ¢5,1¢3,1 ¢5,1¢4,1 ¢5,1¢5,l ¢5,1¢6,1 WS
_§‘N6_ _¢6,1¢1,1 ¢6,1¢2,1 ¢6,1¢3,1 ¢6,1¢4,1 ¢6,1¢5,1 ¢6,1¢6,1_ W6
Multiplicando a Equacdo (2.95) pela Equacéo (2.91) e fazendo j =2, tem-se:
_aNl T _¢1,2¢1,2 ¢l,2¢2,2 ¢1,2¢3,2 ¢l,2¢4,2 ¢1,2¢5,2 ¢1,2¢6,2 | Wl
aN2 ¢2,2¢1,2 ¢2,2¢2,2 ¢2,2¢3,2 ¢2,2¢4,2 ¢2,2¢5,2 ¢2,2¢6,2 W2
&N _ aN3 ¢3,2¢1,2 ¢3,2¢2,2 ¢3,2¢3,2 ¢3,2¢4,2 ¢3,2¢5,2 ¢3,2¢6,2 WS
2W2 -
&N4 ¢4,2¢1,2 ¢4,2¢2,2 ¢4,2¢3,2 ¢4,2¢4,2 ¢4,2¢5,2 ¢4,2¢6,2 W4 (297)
aNS ¢5,2¢1,2 ¢5,2¢2,2 ¢5,2¢3,2 ¢5,2¢4,2 ¢5,2¢5,2 ¢5,2¢6,2 W5
_aNfS_ _¢6,2¢1,2 ¢6,2¢2,2 ¢6,2¢3,2 ¢6,2¢4,2 ¢6,2¢5,2 ¢6,2¢6,2_ W6
Multiplicando-se a Equacéo (2.95) por y e fazendo j=1:
$.Y
$1Y
&N ]J ¢3,1y
Y= [&Nl o, Ay Sw, g AW é (2.98)
1Y
G5y
Pe1Y

Multiplicando-se a Equacdo (2.95) por X e fazendo j=2:
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&NYZX=[§N1 MW, Wy W, AW éwe]

i1 X
¢2,1X
31X
Ps1X
51X
¢6,1X

(2.99)

Substituindo as Equacfes (2.96) e (2.97) na Equacdo (2.85) e relembrando-se os

valores nodais tem-se a matriz de rigidez do elemento:

(2.100)

onde a matriz de rigidez do elemento [K]e é dada pela integral no dominio dos seguintes

coeficientes:

Kin =101, + 61,01,
Kot = $r16h1 + 022012
Ky = B5.101 + 05201
Kiy = Ga1ths + 281
Ks; = 51001 + 65,015
Ker = Po 1011+ P5.2012
Koo = 021051+ 02202

Ko = 51001 + 5202
Kiz = 31021+ $1.202.2
Ksp = 1051+ 052052
Koo = G5.1051 + 052952
Kgs = Gs1051 + P3205
Kiz = @s1051 + 412052
Kes = s 1031 + 0520

Kes = o131 + P5.20s.
Kig = $110ss + Pu 2942
Ky = G51001 + b52042
Kea = Gs10a1 + P5.2912
Kes = Gs 151 + P5.2052
Kes = P51051 + 05,2052
Koo = o151 + P5.205.2

(2.101)

Substituindo as Equacdes (2.98) e (2.99), na Equacdo (2.86) e eliminando-se 0s

valores nodais da ponderadora tem-se 0 vetor de cargas para o elemento:
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fl 1:1 = ¢11y - ¢1,2X
f, f,= ?,1Y — &, ,X
f fo =5,y — @5 ,X
Ff.= |G, 3 dQ, ,onde: 3o 32 2102
{ } (‘2[ f4 f4 =¢4,1y—¢4,2x ( )
fs fs = ¢5,1y - ¢5,2X
fq fo = ¢6,1y_¢6,2x

Escrevendo-se a Equacdo (2.84) sem os parametros nodais arbitrarios da Ponderadora

na forma matricial:

Ky ke K Ky kg K W f,
Ko Koo Ko Ky Kys Ky W, f,
M Ky Ky Ky Ky Ky K W, M f
G, 31 M2 a3 Paa Ras Rge o, sl_ gy G, 3 do, (2.103)
ezﬂ: g'!.e Kip Ko Kig Ky Kis Ky W, ez:l: 52[ fs
Ks Kep Keg Key Kes Ks Ws fs
L Koo Koo Koz Koy Kes  Kgg i We fs

Pela equacdo (2.103) afirma-se que o empenamento é proporcional ao angulo de

rotacéo por unidade de comprimento («).

Considerando todos os elementos, obtém-se um sistema local semelhante ao seguinte:

k191 klez klea kle4 kles k1es W, fle
k§1 k§2 kzes kze4 kzes kge W, fze
ksel kgz kses k3e4 kses ksee Wy _ fse
k:1 ka k:3 k:4 kZS k:e W, f4e
kgl ksez k§3 k§4 kses ksee Ws fse
L k<§1 kgz kg3 kg4 kgs kge 1(Ws fee

para cada elemento, onde a matriz de coeficientes locais € simétrica. A fim de se obter a
matriz global do sistema, devem-se somar todos os sistemas locais, de acordo com a
Equacdo (2.84), obtendo-se desta forma um sistema uUnico de equagdes chamado sistema

global. Os indices 1,2,3,4,5,6 nas equagdes locais de cada elemento possuem uma

correspondéncia com a numeracdo global dos nds. Deve-se avaliar a contribui¢do de cada um

dos elementos e adiciona-la a matriz global. Por exemplo, supondo que o elemento 1 de uma
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malha contendo 15 nds esteja sendo considerado e que exista a seguinte correspondéncia
entre 0s nads locais e globais:

1-5 257 359 4511 5-513 6->15
Ao ser processado o elemento em questdo, a sua contribuigdo sera adicionada a matriz global

da forma esquematizada abaixo:

0000 0O0OOOOTOTOT OO O0]fw) (0
0000 0O O0OOOOTOTOUO O Oflw| |0
0000 0O OOOOTOU OUO O Oflw| |0
0000 0O OOOOTOTOU OO0 Oflw| |0
0000K, 0k, 0ki 0Kk, 0Kk, 0K, ||lw| |f
0000 0O0OOOOTOTOT O O Oflw| |0
0 000K, 0Kk, 0K, 0K, 0ki 0 Kki|lw| |f
0000 0O OO0 OO OUOT OO0 O0Hwt={0 (2.104)
0000 K, 0k, 0ki 0ki 0Kki 0 Killw]| |f
0000 0O OOOOTOTO OO O Oflw| |0
0000K, 0k, 0 kL 0 ki 0 ki 0 killw,| |f
0000 O0O0OOOOTO OO OO O Ofw| |0
0000 K, 0k, O0kh 0K, 0 ki 0 Kkil|lws| |f}
0000 0O0OOOOTOT OO O Oflw| |0
0000 K, 0 ki 0 ki 0 ki 0 ki 0 Kilw] [f2

De acordo com a Equacéo (2.104) as contribuicGes locais sao colocadas nas linhas e colunas
da matriz global dadas pelo nimero de nés globais; k;, por exemplo sera colocado na linha 5
e coluna 7, ki, nalinha 5 e coluna 9, etc.

Repetindo-se o procedimento ilustrado para todos os elementos da malha obtém-se um

sistema de equacdes lineares global, Equacdo (2.103), do tipo:
[KJw}=1{F} (2.105)
Observa-se que a matriz de coeficientes [K] é simétrica, com poucos elementos fora

da diagonal principal.
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Apds montada a matriz de coeficientes, solucionou-se o sistema de equagdes resultante
(global) obtendo-se os empenamentos (W)

Antes de resolver o sistema de Equacdes (2.103) é necessario solucionar as integrais.
Resolvem-se estas, utilizando integragdo numérica com 7 pontos de Hammer, como sera
descrito posteriormente, ainda neste capitulo.

Ao se resolver o sistema de equacgdes (2.105) encontra-se um empenamento com eixo
de referéncia arbitrario. Este empenamento n&o ¢ o ideal a ser aplicado no programa geral. E
importante se escolher uma origem com significado fisico. Neste trabalho adota-se o Centro

de Cisalhamento (CC) ou o Centro de Gravidade (CG) da secdo. O segundo é de

determinacdo trivial. Assim a determinacdo do CC € descrita no proximo sub-item.

2.4.4 CENTRO DE CISALHAMENTO

O Centro de Cisalhamento é um ponto caracteristico da secdo transversal, pelo qual
deve passar o plano de aplicacdo da resultante das cargas transversais e, conseqientemente
das forcas cortantes, de modo que néo ocorra torcao, apenas flexao.

Calculou-se o Centro de Cisalhamento a partir da funcdo empenamento através do
Método dos Elementos Finitos. O célculo do centro de cisalhamento é necessario na presente
cinematica desenvolvida, visto que ao contrario os resultados apresentariam movimento de
corpo rigido.

As tensdes de cisalhamento para uma origem qualquer sdo calculadas a partir das

Equacdes (2.20).

Aprimoramento da formulacdo do MEF para barra geral laminada tridimensional

Ana Paula Ferreira Santos X " . b ~
pela consideracdo da cinemética de empenamento para se¢do qualquer.



Capitulo 2: Torcéo livre de Saint-Venant pelo MEF 83

Determina-se uma nova origem (x,, y, ), substituindo-se em todos os calculos:

X por X-—X,
(2.106)
y por y-y,

Lembra-se que os operadores ndo séo alterados de acordo com as coordenadas da nova

origem, pois valem as relagoes:

o 0
ox o(x—X,)
(2.107)
o__ 90
oy ay-Y,)

Dadas relacgdes (2.106), (2.107) e substituindo-as nas Equagdes (2.20) encontram-se as

tensdes de cisalhamento para uma nova origem:

7, :G(%+a(x—xO)J
(2.108)
Ty = G(;ﬂ_a(y - yo)j
X

Pelas expressdes (2.107) sabe-se que a matriz de rigidez para o calculo de w néo se
altera. Assim, para esta nova origem, tem-se a seguinte equagcdo em elementos finitos a

resolver, apds substituicdo das Equaces (2.106) e (2.108) na Equacéo (2.50):
[ Gllow,w,)+ (6w w, Joa=a] clow,(y-y,)-dw, (x-x, )iA (2.109)
O novo empenamento genérico para a origem (x,, yo) é calculado como:

[ Gllow,w,)+ (ow,w, oA =
(2.110)
af Glow,y - ow,x)dA—a[ Gow,y,dA+a[ Gow,x,dA

Analogamente a Equacdo (2.84), a Equacdo (2.110) pode ser escrita em relagdo ao

ndmero de elementos:
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5., Gllow.w, )+ i, Jon -

M M M (2.111)
a). [ Glow,y—dw XA —a) [ Gow,ydA +ad [ Gow xdA

e=1 e=1 e=1
A Equacéo (2.111) pode ser escrita particularizando-a para cada elemento:
[kLiw}=afF}, +ay,{F}, + o, |F, }‘e (2.112)

Da Equagéo (2.111) e da Equagéo (2.112) tem-se que a matriz de rigidez [K], é dada

por:
{Ow)'lkl. = [, G.[low,w, )+ (ow,w, Joa (2113)

E encontra-se escrita na forma matricial nas Equacdes (2.100) e (2.101).

O vetor de cargas {F}, fica:
{DW}{F}, = I% G, (8w, y - dw X )dA, (2.114)

E esta escrito na forma vetorial nas Equacdes (2.102). A parcela correspondente ao vetor de

cargas {F, |, é:
{Dw}t {Fx }e = _J-Ae GeﬁN,die (2.115)

e escrito na forma vetorial, eliminando-se os valores nodais arbitrarios da Ponderadora, fica:

A
B

{F.), =—fGe %y dA, (2.116)

A ¢4,1

P51
5.

E a parcela correspondente ao vetor de cargas {Fy} é:
e

{DW}t {Fy }e = J;\e GeﬁN‘ydAe (2.117)
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que pode ser escrito na forma vetorial, eliminando-se {Dw}t, como apresentado na equacao

abaixo:

{Fy}e = J'Ge ¢3’2 dA% (2.118)

A ¢4,2

Pode-se dividir a solugéo da fungio empenamento (W) como:

W= oz{w0 +y W, + xowy} (2.119)

Lembra-se que w é funcdo da nova origem de acordo com a relagéo (2.106):

w = w[(x=x, ) (y = ¥,)] (2.120)

Da Equacéo (2.112) apds a contribuicdo de todos os elementos, tem-se o sistema de
equac0es global:

[kJiw} = a{F -+ ay, (R, )+ o, {F, | (2.121)

Substituindo-se a Equacéo (2.119) na Equacéo (2.121), conclui-se que:

wh=[KI'F}  (w)=KI"F) )= K] (2.122)

Dada a cinematica do empenamento considerando-se uma mudanga de origem,
Equacdo (2.110), necessita-se determinar o Centro de Cisalhamento da secdo transversal.
Portanto, relembra-se a hipdtese ja citada e que também foi descrita por ABRAMENTO
(1981), de que cada secdo transversal, inicialmente plana, sofre um empenamento com a
aplicacdo de um momento torcor, deixando de ser plana. Admite-se que este empenamento é

tal que a secdo mantém sua projecdo no plano xy com a forma inicial da secdo, e que todas as

secBes empenam do mesmo modo, sendo que o valor do empenamento é proporcional ao giro
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por unidade de comprimento (a). O empenamento da secdo corresponde aos deslocamentos
z de uma secdo e, assim, pode-se escrever:
w=a(z)w(x,y) (2.123)

op

onde « =5 e S é mostrado na Figura 2.6. Existindo impedimento ao livre empenamento
z

das secOes, as fibras longitudinais sofrerdo variacdo de comprimento, de modo que um

elemento de comprimento dz tem seu comprimento variado de dw, sendo o alongamento

correspondente:
ow
= 2.124
&=, (2.124)
Substituindo-se a Equacéo (2.123) na Equacéo (2.124) tem-se:
g, =a'W(x,y) (2.125)

Sendo o, e o, identicamente nulos, as se¢des girando em torno do eixo de torgao

estardo, portanto, sujeitas a tensdo:
o,=E¢, =Ea'w (2.126)
Que devera ser auto equilibrada na secdo, enquanto apenas o momento torcor for aplicado,

desse modo, pode-se afirmar que:

jAaZdA =0 jAaZdi =0 jAaz ydA=0 (2.127)
Ou seja, nesse caso, a tensdo o, ndo possui resultante em forca normal (N = IAszA) eem

momentos fletores (M, :_[Aazdi e M, :_[AazydA). De onde decorre que segundo MORI

(1978), adotando-se a origem no Centro de Gravidade (CG) ou no Centro de Cisalhamento

(CC), as seguintes condigdes sdo verdadeiras:
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.[AwdA:O Lyvdi:O .[AwydA:O (2.128)
Para se calcular o Centro de Cisalhamento (CC), adota-se a origem inicial no Centro

de Gravidade (CG) e aplicam-se as duas ultimas Equacdes (2.128). Relativas a nova posicao

(centro) de referéncia para o qual a condicdo é valida tal como em (2.120), ou seja, o CC.

Assim:
[ EWl(x = %0 ) (Y = oo )Ny - Yoo JdA = [ EwydA -y, [ EwdA =0 (2.129)
Substituindo-se a primeira das Equaces (2.128) na Equacéo (2.129):
[ EWlx=x ). (y = ¥ )y - oo JdA = [ EwydA=0 (2.130)
Da Equacéo (2.130) pode-se afirmar que:

J-A EW[(X e )’ (y —Ye )]ydA =0
(2.131)
IA EW[(X = Xee )’ (y ~Yee )]XdA =0 2.131

Portanto, reescreve-se a Equacdo (2.119), considerando-se a nova origem como sendo

o Centro de Cisalhamento (CC):

WI(X =X ) (Y = Voo )] = oW, + Yoo W, + %W, | (2.132)

Substituindo-se a Equacdo (2.132) na primeira das Equagdes (2.131), levando-se em
consideracdo a Equacdo (2.122) e particularizando-a de acordo com o numero total de

elementos (M ) tem-se:
M
Z;IAe ELa{AWE + Yo WS + X AWE JydA, =0 (2.133)
Simplificando-se a Equacdo (2.133) e reorganizando-a tem-se:

XCCZI gt Jyda, + ychj pwe Jyda, = Z I W JydA, (2.134)
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Particularizando a Equacdo (2.134) para cada elemento, tém-se 0s seguintes

coeficientes:

a5, = [ E.(gw; Jyda
ap, = Lb E, (#.w; ydA, (2.135)

F; = _I% Ee (¢eW§ )ydAe

Integrados os coeficientes (2.135), a Equacéo (2.134) pode ser escrita na forma global,

apos a contribuicdo de todos os elementos:

a11XCC + a12 ycc = I:y (2136)
Analogamente substituindo-se a Equacdo (2.132) na segunda das Equacbes (2.131)

fica:
if% E,alWe + Yo W5 + X, AW A, =0 (2.137)
A Equagéo (2.137) pode ser assim reescrita:
XCCZJ. ¢ewy XAA, + yCCZJ' (zﬁewX die z j die (2.138)

Particularizando a Equacdo (2.138) para cada elemento, tém-se 0s seguintes

coeficientes:
= ¢ewy die
= [ E,(gwe xdA, (2.139)

er = _IAE Ee (¢eW§ )XdAe

Integrados os coeficientes (2.139), a Equacgéo (2.138) pode ser escrita na forma global,

apos a contribuicdo de todos os elementos:
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Ay Xee T ApYe = Fx (2.140)

Da Equacéo (2.136) e da Equacao (2.140) tem-se o sistema de equagdes global:

;A |[ % Fy}
= 2.141
|:a21 azj{ycc} {Fx ( )

Resolvendo o sistema de Equacdes (2.141) encontram-se as coordenadas do Centro de

Cisalhamento CC(x,; Y., ).

Muda-se o sistema de coordenadas fazendo:

X=X-X

cc

(2.142)
y=y- ycc

A partir do novo sistema de coordenadas encontram-se 0S empenamentos para 0
problema da torcdo livre de Saint-Venant, para qualquer secdo transversal, homogénea ou

ndo-homogénea, cuja origem do sistema de coordenadas € o Centro de Cisalhamento,

independente da origem inicial adotada.
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2.45 INTEGRACAO NUMERICA

Uma forma de solucionar as integrais relativas a matriz de rigidez e ao vetor de cargas
nodais do elemento finito triangular é calcula-las numericamente.

De acordo com ASSAN (2003), a integracdo numérica é realizada no dominio descrito
pelas coordenadas homogéneas e, entdo, 0 mapeamento € feito de modo a transformar todas
as grandezas para o dominio real do elemento, cujas coordenadas sao as cartesianas (x, y). No
presente trabalho calcularam-se as integrais numericamente, utilizando-se sete pontos de
Hammer.

A relacdo entre as coordenadas cartesianas e as coordenadas homogéneas para o
elemento finito triangular quadratico sdo dadas pelas Equacgdes (2.83). Que ap6s substituicdo

das funcdes de forma encontradas nas EquagOes (2.82) sao escritas apenas em funcédo de & e

&,, como:

x=(267 - & 0 + (257 - & Jx, + (257 + 287 + 45, -3, - 35 +1x, +
A58, )X, + (88, — 42, — 422 I + (a8 — 422 —4£E Jx,

(2.143)
y=(28 - &)y + (28 - &)y, + (28 + 28 + 458, -3¢, -35,+ 1y, +
(428, )y, + (a2, - 48, - 42 )y, + 4z, - 427 - 428, )y,
Chamando J a matriz Jacobiana dada por:
ox oy
0 0
J- a_il & (2.144)
9g, 04,
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Em ASSAN (2003) encontra-se a representacdo geométrica do Jacobiano. Os coeficientes da
matriz Jacobiana sdo encontrados derivando-se as Equagdes (2.143) em relacdo as

coordenadas & e &,:

X
x %
oG | _|4a-1 0 45 +45,-3 45 -4¢, 445, -85 || %
X 0 45,-1 45,+45, -3 45 4-45 -84, —-4g X,
8652 X5
XG

(2.145)
Y1
] Y.
a‘fl _ [451 -1 0 4661 + 4652 -3 4652 - 4652 4- 4‘52 _8‘51} Y3
oy 0 45,-1 45,+45 -3 45 4-46-86, -4 Ya
0%, Ve
Ye

e 0 determinante do Jacobiano é:
X oy X ayj
detJ = - 2.146
(851 acfzj (acfz ol (2149
a matriz inversa da matriz jacobiana é:
oy 9
-1 1 652 aé:l
[9] “detd| ox o (2.147)

0g, 04
Das Equac0es (2.145) escrevem-se as derivadas das fungdes de forma em relacéo ao

sistema local (L):

((0.), @), @) (@) (4), (%;)ﬁ_
(6.). (@), @) @), @), @) |~
45 -1 0 A5 +4E -3 45, -4E, 445,84
0 45,-1 4&+45-3 45 4-45-85, -4 }

onde:
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o4

¢|,j =5§j

comi=123456 e =12

Para transformar a derivada das fungdes de forma do sistema local para o global, deve-
se multiplicar a matriz inversa do determinante do jacobiano pelas derivadas das fungdes de

forma:

¢1,l ¢2,l ¢3,1 ¢4,1 ¢5,1 ¢6,1
¢1,2 ¢2,2 ¢3,2 ¢4,2 ¢5,2 ¢6,2

1 % _a% {(@,JL (o) (0 () () (%;)ﬁ 2149

detd| x| (d,) (o) (@2), @), @) (4.),
08, 0L

Considerando o elemento finito triangular com coordenadas homogéneas, Figura 2.20,

tém-se que as matrizes e vetores formulados no presente trabalho podem ser escritos através

da area do triangulo.

2(0.1,0)

hds

fe

L1

bt~

<2 0
3(0,0.1) L: 1(1,0,0) 3

=1

Ge

Figura 2.20. Elemento triangular com coordenadas  Figura 2.21. Pontos de integracdo do elemento
homogéneas. triangular.

Portanto tem-se:

[ f(xy)A= Z 9(5.6.5) 0, detI(&,,,5) (2.149)

A integral é calculada referente aos sete pontos de integragdo internos, Figura 2.21, da

Tabela 2.1.
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Tabela 2.1 - Pontos e pesos (Hammer) para —1< & <1 (i=1,2,3), ASSAN (2003).

n(grau) Pontos & & & o,
a 0,3333333 0,3333333 0,3333333 0,1125000
b 0,7974270 0,1012865 0,1012865 0,0629696
C 0,1012865 0,7974270 0,1012865 0,0629696
7(quintuplo) d 0,1012865 0,1012865 0,7974270 0,0629696
e 0,4701420 0,4701420 0,0597160 0,0661971
f 0,0597160 0,4701420 0,4701420 0,0661971
9 0,4701420 0,0597160 0,4701420 0,0661971

Sendo n o numero de pontos tomados no intervalo [—1,1], & e acoordenada do ponto i e w,

s80 0s pesos associados ao ponto i .

2.4.6 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Apresentou-se nos sub-itens anteriores a solugdo do problema da torcao livre de Saint-

Venant pelo MEF, com o objetivo de determinar o empenamento, para qualquer secéo

transversal, homogénea ou ndo-homogénea, cuja origem do sistema de coordenadas é o

Centro de Cisalhamento, independente da origem inicial adotada. Agora se apresenta um

fluxograma (Figura 2.22) da sua implementacdo para uma maior compreensao da estrutura do

codigo computacional referente ao presente trabalho.

Descrevem-se as fases da implementacdo computacional de forma sucinta e

esquematica, visto que a cinematica do empenamento foi descrita detalhadamente nos sub-

itens anteriores.
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[Ka]
{wo}
{Fo}
(K]
- Dados CG_(Xcg;ycg) s} CC_(ch;ycc)
Entrady [ X=X "X (] el X =X - Xet
Y=Y Yo Y=Y- e

Figura 2.22. Fluxograma do c6digo computacional referente a tor¢do livre de Saint-Venant pelo MEF.

Para a implementacdo computacional da solugdo da torcdo livre, primeiramente
informam-se ao programa os dados da estrutura (denominados dados de entrada) para a qual
se deseja calcular o empenamento. Os dados de entrada sdo: numero de elementos, numero de
nés, modulo de elasticidade longitudinal do elemento e do material predominante,
coordenadas nodais, incidéncia do elemento (n6s que formam determinado elemento) e
coeficiente de Poisson. Os dados de entrada do elemento referem-se a um elemento finito
triangular linear, no codigo computacional executam-se calculos de forma a adicionar um no
no meio de cada lado do elemento, obtendo-se assim um elemento finito triangular quadrético.
Também se calcula o modulo de elasticidade transversal do elemento e do material
predominante na secdo transversal.

Depois da leitura de dados, calcula-se a posicdo do Centro de Gravidade da secédo
transversal, cujo objetivo é a mudanca da origem do sistema de coordenadas, inicialmente
qualquer, para o Centro de Gravidade da se¢do. Determinam-se outras propriedades da secéo,
gue ndo interferem na cinematica do empenamento, para que estas sejam comparadas com
outro autor no Capitulo 3.

A etapa seguinte é a solucdo dos seguintes sistemas de equac0es lineares globais:
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K, Jw, }=1{F} (2.150)

Como ja comentado tem-se que a formulacdo das matrizes de rigidez ndo se altera, ou
seja:

[K]=[K]=[K,]=|K,] (2.151)
As matrizes de rigidez dos elementos sdo dadas pelas Equacdes (2.100) e (2.101).

O vetor de cargas do elemento {F} é dado pelas Equacdes (2.102), considerando-se o
vetor apos a contribuigdo de todos os elementos, tem-se a igualdade:

Fi=1{r) (2152)

Os vetores de cargas globais {FX} e {Fy} tem 0s seus vetores correspondentes, para

cada elemento, descritos na Equacdo (2.116) e na Equacéo (2.118), respectivamente.

Da solugdo dos sistemas de equagBes (2.150) encontram-se {w,}, {w,} e {w,|

necessarios para o célculo das coordenadas do Centro de Cisalhamento de acordo com o
sistema de equages (2.141).

Determinadas as coordenadas do Centro de Cisalhamento muda-se novamente a
origem do sistema de coordenadas, do Centro de Gravidade para o Centro de Cisalhamento.

Finalmente resolve-se o sistema de equacg6es global:

[KJw}=1{F} (2.153)
Obtendo-se como resultado o empenamento do problema da tor¢cdo livre de Saint-Venant,
objetivo deste cddigo computacional. Observa-se que o usuario pode entrar com uma sec¢éo
transversal de geometria qualquer e considera-la composta por quaisquer materiais,

homogénea ou nao.
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Lembra-se ainda que o empenamento obtido para « =1 €é chamado modo de
empenamento e sera adicionado a cinematica de Reissner-Timoshenko de barra geral

laminada 3D de forma a incluir o parametro “intensidade de empenamento”.
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3.1 INTRODUCAO

Este capitulo tem como objetivo comprovar a eficiéncia da cinematica desenvolvida
no presente trabalho e descrita no Capitulo 2, no calculo do empenamento para o problema da
torcdo livre de Saint-Venant. Portanto, a partir de exemplos de barras submetidas a torgcdo
livre de Saint-Venant comprova-se a eficacia do procedimento numérico desenvolvido em
solucionar este problema para uma secdo transversal de geometria qualquer, homogénea e
ndo-homogénea.

O empenamento € verificado a partir da comparacdo de resultados provenientes da

teoria técnica e de solucGes analiticas conhecidas para exemplos de tor¢do livre de Saint-
Venant com se¢Oes transversais fechadas e abertas com paredes delgadas, compostas por um
ou diferentes tipos de materiais.

O eixo de referéncia desta cinematica € o eixo que passa pelo centro de cisalhamento

da pega. Mostram-se os resultados em outro eixo (CG) verificando-se a influéncia desta

posicao nos resultados esperados, no exemplo do Perfil U simples, Figura 3.28 e Figura 3.29.
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3.2 SECAO TRANSVERSAL HOMOGENEA

Para as secOes transversais homogéneas verificaram-se os resultados do empenamento

para secOes abertas e fechadas.

3.2.1 FECHADA

Apresentam-se as aplicacdes da torcdo livre de Saint-Venant, comparando-se com
outros autores os resultados obtidos para o problema da tor¢do uniforme em barras com se¢éo
transversal em forma de elipse, circulo, tridngulo equilatero, retangulo e quadrado.

A solucdo deste problema, considerando secGes fechadas, é apresentada por varios
autores, tais como SILVA (2005), ABRAMENTO (1981), TIMOSHENKO & GOODIER
(1980), ZAGOTTIS (1979), cujos resultados sdo semelhantes. Eles resolvem o problema da
torcéo livre no contexto da teoria da elasticidade, pelo método semi-inverso, de acordo com as
hipdteses de Saint-Venant. Comprova-se 0 bom resultado do presente trabalho ao resolver
esse problema comparando-se 0 empenamento obtido em SILVA (2005) para a elipse, o
circulo, o retangulo e o quadrado. Os resultados para a secdo transversal na forma de triangulo
equilatero sdo comparados com ABRAMENTO (1981).

Os resultados referem-se ao centro de cisalhamento da secdo transversal, que para

estes exemplos coincidem com o centro de gravidade.
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3.2.1.1 Eliptica

A funcdo empenamento para a secdo transversal eliptica de SILVA (2005), referentes

a tor¢do livre Saint-Venant é:

2.2
b—aznyrw0 3.1)

wixy)=

onde w é o empenamento; X e y sdo as coordenadas cartesianas; a e b sdo as dimensfes

mostradas na Figura 3.1. Adotou-se a=20 e b=10.

Yi

Figura 3.1. Secdo transversal eliptica. Figura 3.2. Malha da sec¢do transversal eliptica
adotada no Presente Trabalho.

Gerou-se uma malha com 906 elementos e 1.891 nés, como ilustra a Figura 3.2.
A Figura 3.3 apresenta 0 mapa de deslocamentos e a configuracdo deformada,

referentes ao Presente Trabalho, para a se¢do transversal eliptica.
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2 GMEC - Yisualizador - v1.0 - [novo 1]

@Arquivos Janela  Ajuds
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59 91365
I 44 93524

29 95683

14 897543
0.00002

—-14.57838

-2 85679

l —44 53520

-549.91360

Figura 3.3. Mapa do empenamento e configuracdo deformada da secéo transversal eliptica referente ao
Presente Trabalho.

E a Figura 3.4 é o mapa de deslocamentos e a configuracdo deformada relativo aos resultados

de SILVA (2005).

> GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 2]

@Arquivos Janela  Ajuda
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55 96272
I 44 57204

2895138

14.99063
0.00000

=14 99065

—28 85136

l —d4 87204

-89 86272

Figura 3.4. Mapa do empenamento e configuracdo deformada da secéo transversal eliptica referente a
SILVA (2005).

A razdo relativa entre o Presente Trabalho e SILVA (2005), para a elipse, é

apresentada na Tabela 3.1.

Os resultados encontrados sdo aproximadamente iguais, com uma diferenca

desprezivel, em situacdes praticas de engenharia.
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Tabela 3.1 - Comparagdo do empenamento relativo da se¢do transversal eliptica.

Presente Trabalho SILVA (2005) Raz30
Relativa
Winax Winin Winax ~ Winin Winax Winin Winax ~ Winin (%)
59,91365 -59,91360 119,82725 59,96272 -59,96272 119,92544 0,08

3.2.1.2 Circular

De acordo com SILVA (2005), para a secdo transversal circular utiliza-se a mesma
funcdo usada para a elipse, Equacdo (3.1), e faz-se a=Db, obtendo-se a seguinte funcao:
w(x, y)=w, (3.2)

Admitiu-se a=b=20.

EC - Visualizador - ¥1.00 - [novo 1]

rguivos Janela
DB = 5@ ad@a) w2 o| oo~
Legenda:

000000
I 000000
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AVaY 000000

p 0.00000

2 0.00000

) =l . 000000

Figura 3.5. Malha da sec¢éo transversal circular Figura 3.6. Empenamento da se¢&o transversal
adotada no Presente Trabalho. circular referente ao Presente Trabalho e a SILVA
(2005).

T

>

K
X

Aprimoramento da formulagdo do MEF para barra geral laminada tridimensional

. ~ . e n Ana Paula Ferreira Santos
pela consideracdo da cinemética de empenamento para secdo qualquer.



102 Capitulo 3: Exemplos de Torcéo Livre

Para a implementacdo numérica adotou-se uma malha com 200 elementos e 441 nos,
mostrada na Figura 3.5.

A Figura 3.6 apresenta a configuracdo deformada, do Presente Trabalho e de SILVA
(2005), para a sec¢do circular.

A razdo relativa entre o Presente Trabalho e SILVA (2005) é apresentada na Tabela
3.2. Como esperado, para a se¢do circular, de acordo com a teoria de Coulomb, ambos os
trabalhos ndo apresentam empenamento, ou seja, estdo de acordo com a hipotese de que as
secOes transversais da barra permanecem planas e giram sem distor¢do durante a torcéo,

levando a solucéo exata do problema da barra com se¢éo transversal circular.

Tabela 3.2 - Comparacdo do empenamento relativo da secdo transversal circular.

Presente Trabalho SILVA (2005) Razao
Winax Wiin Wiax = Whin Wiax Wiin Wiax = Winin Relativa
(cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (cm) (%)
0 0 0 0 0 0 0
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3.2.1.3 Triangular

Quando a secdo transversal € um triangulo equilatero, segundo ABRAMENTO (1981),

tem-se a seguinte funcdo empenamento para a tor¢éo livre Saint-Venant:
- Ll
w(x, y)= ooV 3yz (3.3)

onde a € a dimensdo mostrada na Figura 3.7. Adotou-se a=230.

Figura 3.7. Secdo transversal triangular. Figura 3.8. Malha da sec¢do transversal triangular
adotada no Presente Trabalho.

Calculou-se 0 empenamento neste trabalho utilizando-se uma malha com 150
elementos e 331 nos, apresentada na Figura 3.8.
A Figura 3.9 apresenta 0 mapa do empenamento e a configuracdo deformada, do

Presente Trabalho, para a secéo transversal triangular.
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Figura 3.9. Mapa do empenamento e configuragdo deformada da secéo transversal triangular referente
ao Presente Trabalho.

E a Figura 3.10 é o mapa do empenamento e a configuragdo deformada referentes aos

resultados ABRAMENTO (1981).

2 GMEC - Visualizador, - ¥1.0 - [novo, 2]
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Figura 3.10. Mapa do empenamento e configuragdo deformada da secdo transversal triangular
referente 8 ABRAMENTO (1981).

A razdo relativa entre o Presente Trabalho e ABRAMENTO (1981), para a se¢édo
transversal que corresponde ao tridngulo eqilatero, é apresentada na Tabela 3.3. A diferenca

existente entre os dois trabalhos pode ser desconsiderada, uma vez que os resultados sdo

muito semelhantes.
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Tabela 3.3 - Comparagdo do empenamento relativo da secdo transversal triangular.

Presente Trabalho ABRAMENTO (1981) Raz3io
Relativa
Winax Wiin Winax ~ Wnin Winax Wiin Winax ~ Winin (0/0)
33,26012 -33,2601 66,52024 33,25541 -33,25541 66,5082 0,02

3.2.1.4 Retangular

A funcdo empenamento para a secédo retangular de SILVA (2005), referentes a torcéo
livre Saint-Venant é:

(a° +19a'h? ~19a%* - bG)xy+fga2b2 (~4xCy +4xy?)

a® +14a’b® +14a’b* +b°

(3.4)

W(X,y)=w,—

onde a e b sdo as dimensfes mostradas na Figura 3.11. Adotou-se a=20 e b=10.
Deve-se observar que esta funcédo ndo é completa, pois segundo Timoshenko (1982) a solucéo

completa é dada por série de Fourrier.

- ™ ™ ™,
AN ., ™,
N N
- ™ ™,
o X N N ™, ™, ™, N ™,
hS AS ™
N ™
™ ™
At S ™, ™
b |
Figura 3.11. Secdo transversal retangular. Figura 3.12. Malha da secéo transversal

retangular adotada no Presente Trabalho.
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Criou-se uma malha com 400 elementos e 861 nds, para o presente trabalho, que esta

representada na Figura 3.12.

A Figura 3.13 apresenta 0 mapa do empenamento e a configuragdo deformada, do

presente trabalho, para a se¢do retangular.
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Figura 3.13. Mapa do empenamento e configuracdo deformada da secéo transversal retangular
referente ao Presente Trabalho.

E a Figura 3.14 é o mapa do empenamento e a configuragdo deformada referentes aos

resultados de SILVA (2005).
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Figura 3.14. Mapa do empenamento e configuracdo deformada da secéo transversal retangular
referente a SILVA (2005).
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A razdo relativa entre o Presente Trabalho e SILVA (2005), para a secdo retangular, é
apresentada na Tabela 3.4. Para esta secdo ha uma pequena diferenca entre os resultados,

sendo que o presente trabalho é mais preciso, por ser menos aproximado.

Tabela 3.4 - Comparacdo do empenamento relativo da secao transversal retangular.

Presente Trabalho SILVA (2005) Raz3o
Relativa
Wmax Winin Wmax — Whin Wmax Wiin Wmax ~ Whin (%)
104,99478 -104,99478 209,98956 101,19420 -101,19420 202,38840 3,62

3.2.1.5 Quadrada

A funcdo empenamento para a secdo transversal quadrada de SILVA (2005) é a
mesma Equacao (3.4), e neste caso, adotou-se a=b=20.

Gerou-se uma malha com 800 elementos e 1.681 nds, como exibe a Figura 3.15.

Figura 3.15. Malha da secéo transversal quadrada adotada no Presente Trabalho.

A Figura 3.16 apresenta o mapa do empenamento e a configuracdo deformada, do

Presente Trabalho, para a se¢éo transversal quadrada.
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MEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 1]

gnrquivos Janela  Ajuda

D|E| 2{am «fele] Mofclo]a]a]e] HHAY Y| X
Legenda: \

5E6.47323
43.85452
2823661
14 61831
0.00000
-14 61831

—29 23661

l -43.85492
55 47323

Figura 3.16. Mapa do empenamento e configuragdo deformada da secéo transversal quadrada referente
ao Presente Trabalho.

E a Figura 3.17 € o mapa do empenamento e a configuracdo deformada, de SILVA (2005),

para a secao transversal quadrada.
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Figura 3.17. Mapa do empenamento e configuragcdo deformada da secéo transversal quadrada referente
a SILVA (2005).

A razdo relativa entre o Presente Trabalho e SILVA (2005), para a se¢do quadrada, é
apresentada na Tabela 3.5. A secdo quadrada apresenta uma diferenca entre os resultados

menor do que a sec¢do retangular.
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Tabela 3.5 - Comparagédo do empenamento relativo da secdo transversal quadrada.

Presente Trabalho SILVA (2005) Raz3io
Relativa
Winax Wnin Winax ~ Wnin Winax Winin Winax ~ Winin (0/0)
58,47323 -58,4732 116,94646  59,73333 -59,73333 119,46666 2,11

Com esses exemplos de torgéo livre para secOes transversais fechadas, confirmam-se
as implementagcfes computacionais seguindo as hipoteses de Saint-Venant e verifica-se a
capacidade deste codigo computacional em solucionar este tipo de problema de forma

satisfatéria.

3.2.2 ABERTAS E PAREDES DELGADAS

Segundo VLASOV (1961) uma barra é considerada de se¢do delgada quando suas

dimensGes relativas satisfazem as seguintes ordens de grandeza:
g <01 <01 (3.5)

onde & é aespessura, d € a largura ou altura da secéo transversal e L o comprimento, como

mostra a Figura 3.18.

Figura 3.18. Barra com se¢do delgada.
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Os resultados numéricos do Presente Trabalho, referentes ao MEF baseados na teoria
de tor¢do livre de Saint-Venant, serdo comparados com a Teoria Técnica para barras com
paredes abertas e secOes delgadas, desenvolvida por Vasilii Zakharovich Vlasov (1961).
Encontram-se publicagdes referentes a esta teoria em datas anteriores a esta, como em
VLASOV (1940).

Explicar o que seja uma secdo transversal aberta com paredes delgadas e quais suas
particularidades de calculo estdo além dos objetivos dessa dissertacdo. Tais informacGes
podem ser encontradas nos seguintes trabalhos: VLASOV (1961), RACHID (1975), MORI
(1978), MORI (1988) e MUNAIAR NETO (2006).

Comparou-se a formulacdo desenvolvida com os resultados, das propriedades das
secBes delgadas e os valores da area setorial na linha esqueleto da secdo transversal, obtidos
através do programa FLEXO IlI, desenvolvido por ANTUNES (1999) com base nas
referéncias supra-citadas.

Procurando-se testar a formulagdo com dimensdes reais adotaram-se alguns perfis
estruturais de aco formado a frio, com secdo transversal aberta, extraidos da NBR 6355/2003.
Escolheram-se as espessuras paras os perfis U simples, conforme a tabela A.2 (NBR
6355/2003). E perfil Z enrijecido a 90°, conforme a tabela A.4 (NBR 6355/2003). Também se
considerou o perfil I, a partir de dois perfis U.

Pela teoria de Vlasov, o empenamento (w) é dado por:

W=wa (3.6)
onde o é a &rea setorial e & 0 giro por unidade de comprimento. Através da Equacéo (3.6)
calcularam-se os valores para 0s empenamentos das se¢des transversais abertas e com paredes
delgadas, referentes a teoria técnica. Os valores de « foram adotados com o objetivo de

simular situagdes usuais na pratica do trabalho com estruturas metalicas.
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Para efeito de calculo desprezou-se a curvatura formada por elementos adjacentes nos
perfis formados a frio. Considerou-se que todos esses angulos sdo iguais a 90° e ocorrem
abruptamente.

A teoria de Vlasov considera a linha esqueleto da secdo transversal para a
determinacdo do diagrama de area setorial. Portanto os valores do empenamento, obtidos por
ambas as teorias, serdo comparados para a linha esqueleto.

A unidade dos deslocamentos (empenamento) para 0s exemplos com secdes

transversais abertas e paredes delgadas é o milimetro (mm).

3.2.2.1 Andlise de convergéncia

O objetivo da analise de convergéncia é determinar o numero de elementos a partir do

qual os resultados ndo apresentem alteracdes significativas.
Dado o perfil Z4, 100x50x17x 2,00 (Tabela 3.7), verificou-se 0 empenamento no

ponto 1 (Figura 3.21) para malhas com diferentes quantidades de elementos. Estes resultados

encontram-se na Tabela 3.6.

Tabela 3.6 - Analise de convergéncia do Perfil Zq, 100x50x17 x2,00.

N© Wy
elementos (mm)

18 22,98754
120 22,99513
228 22,99625
616 22,99716
904 22,99745
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E a verificacdo e feita através de exemplos que serdo apresentados posteriormente.
Representou-se a analise de convergéncia graficamente como mostra a Figura 3.19, na
abscissa tem-se 0 nimero de elementos e na ordenada os valores do empenamento no ponto 1.
Em relacdo aos resultados, a partir da analise de convergéncia para as se¢des
transversais abertas e com paredes delgadas pode-se afirmar que por mais pobre que seja a
malha, a diferenca no resultado é desprezivel, em situacGes praticas de engenharia, como se
observa na Tabela 3.6 e Figura 3.19. Portanto, para exemplos com se¢des transversais desse
tipo considerou-se a dimensdo maxima possivel para o elemento triangular (dois elementos
para cada trecho triangular), garantindo-se a conformidade dos elementos, respeitando a
dimensdo do perfil, e impondo a existéncia de nds na linha esqueleto. J& que os resultados sdo

pouco sensiveis a malha adotada.

24,0
238
236
T 234
E
T 23,2

&
g 230 - + +

]

G 228

E

22,6
22,4 -
22,2

220 . . . .
18 120 228 616 904

N” elementos
—+ Empenamento

Figura 3.19. Representacédo gréfica da andlise de convergéncia do perfil
Z,,100x50x17 x2,00.

Aprimoramento da formulacdo do MEF para barra geral laminada tridimensional

Ana Paula Ferreira Santos X " . b ~
pela consideracdo da cinemética de empenamento para se¢do qualquer.



Capitulo 3: Exemplos de Torcéo Livre 113

3.2.2.2 Perfil Z enrijecido a 90°

As dimensdes adotadas para o perfil Z,4, foram obtidas a partir da NBR 6355/ 2003,

procurando-se verificar a formulagdo desenvolvida em casos de dimensdes reais (Tabela 3.7).

Tabela 3.7 - Série comercial do perfil estrutural Z e respectiva designacdo (NBR6355/2003).

Série Secado transversal Designacéo®

Zy, b, xb, xDxt,
Exemplos:
Zy, 100x50x17 x1,20

Zy, 100x50x17 x 2,00
Z4o 100 x50 x17 x 3,00

Z enrijecido a 90°

' As dimens6es s&o apresentadas em milimetros.

Analisou-se 0 empenamento dos Perfis Zy,, com malhas constituidas por 18

elementos e 57 nos, como ilustra a Figura 3.20.

6

5 4

Figura 3.20. Malha adotada para o Perfil Z,. Figura 3.21. N6s do vértice da linha esqueleto
do Perfil Z,.

Os nds, cujos empenamentos da secéo transversal Z , que pertencem a linha esqueleto
e foram escolhidos para a comparacao entre a teoria técnica e os resultados numericos, estdo

representados na Figura 3.21.
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Flexo Il - Z_100_50 17 _1_20.ssd

Arquivo  Ajuda

@ [Tx[ElelE .7l Dpell El/ Nl

458 Area: 275.04
4= 574576
015 537 ] 481511 1 Zhgy . ly=B17138
T I ¥ T2 164 [CG-488,494)
228551 e x 1 4 tetaw= -29 57
i P Jt=132.019
D=[45.6. 49.4)
-815.532 38.8 -
CG
49.4 1.2
2265 51 E
1 16.4 1.2 x
14951 9 -915.532 iz
(0,0)

Area Setorial
Flexo Il -Z_100_50_17_2 00.ssd

Propriedades

Arquivo  Ajuda

@ [T odF@|hd | FlwopeEl Mo

Area= 452
— 454 = 923672
-B86.93 01 465.06 Tt ly= 98157.2
| I o ¥ 2 16 [CG=(48.49)
ciaill A Y Ul a9
. Ji= 602,657
D= (48, 49)
-B86.938 ag
CG
49 &) =
7232.06
1 1% 3 z
145506 e 806,938 . |_2J
(0.0}
48

Area Setorial
Flexo Il - #_100_50_17_ 3 00.ssd

Propriedades

Arquiva  Ajuda

BRE AN B ) S = 2 Rl
Area= BB
— T —¢ li=1.32248+08
851 760 e 427.73 e ly= 138597
. ¥ 3155 [ (CG=[47.4&5)
: PR 3 i tetax= -28.75°
' Jt=1998
D= (47, 435]
-8451 769 a7 :
CG
48.5 3 Tl
2156.23 .
] 15.5 3 =
1427 73841 760 JRN N
(0,0)
— 4 4

Area Setorial Propriedades

Figura 3.22. Propriedades e area setorial do Perfil Z,,, ANTUNES (1999).
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Lembra-se que a secdo Z é ponto - simétrica, portanto tem-se a area setorial e 0
empenamento de forma que os valores do né 1 sdo iguais aos do né 6, 2 iguais aos 5 e 3 iguais
aos 4, Figura 3.21.

Do programa FLEXO 11, desenvolvido por ANTUNES (1999) tém-se as propriedades
(Figura 3.22, a direita) e valores de area setorial (unidade: mm?) dos Perfis Z,, (Figura 3.22,
a esquerda), para diferentes espessuras. Onde D é o Centro de Torcdo, CG o Centro de
Gravidade e (0,0) a origem do sistema de coordenadas. Como a secdo Z € ponto - simétrica,
o centro de torcéo (D) ou de cisalhamento (CC) coincide com o centro de gravidade (CG),
conforme resultados obtidos através do programa FLEXO Il. Os valores na linha esqueleto
sdo as espessuras das secdes (Figura 3.22, a direita - Propriedades). As cotas sdo em relagédo
ao eixo da secdo transversal, ou seja, na linha esqueleto. A unidade de referéncia é o
milimetro (mm).

Apresentam-se na Tabela 3.8 os resultados das propriedades dos Perfis Zg,, para
diferentes espessuras, obtidos a partir do Presente Trabalho e de ANTUNES (1999), bem

como, a comparacdo destes resultados. A diferenca encontrada é desprezivel em situacdes

praticas de engenharia.
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Tabela 3.8 - Comparagdo das propriedades do Perfil Z,.

Razéao
. Presente ANTUNES .
Propriedades Trabalho (1999) Re(l;ot)lva

Zop 100 x50 x 17 x 1,20
Area (mm? 275,04 275,04 0,00
Iy (mm”?) 575.068,55 574.976,00 0,02
ly (mm?) 61.748,41 61.713,80 0,06
X(CG) (mm) 48,80 48,80 0,00
y(CG) (mm) 49,40 49,40 0,00
0, ) -29,57 -29,57 0,00
Ji (mm*) 133,83 132,02 1,35
x(D) (mm) 48,80 48,80 0,00
y(D) (mm) 49,40 49,40 0,00

Zgo 100 x 50 x 17 x 2,00
Area (mm2) 452,00 452,00 0,00
Iy (mm”?) 924.098,42 923.672,00 0,05
ly (mm*) 98.355,10 98.197,20 0,16
X(CG) (mm) 48,00 48,00 0,00
y(CG) (mm) 49,00 49,00 0,00
0, ) -29,22 -29,22 0,00
J; (mm?) 615,49 602,67 2,08
x(D) (mm) 48,00 48,00 0,00
y(D) (mm) 49,00 49,00 0,00

Zg0 100 x 50 x 17 x 3,00
Area (mm2) 666,00 666,00 0,00
Iy (mm?) 1.323.903,94 1.322.480,00 0,11
ly (mm?) 139.419,83 138.897,00 0,38
X(CG) (mm) 47,00 47,00 0,00
y(CG) (mm) 480,50 48,50 0,00
0, @) -28,78 -28,78 0,00
Ji (mm*) 2.056,70 1.998,00 2,85
x(D) (mm) 47,00 47,00 0,00
y(D) (mm) 48,50 48,50 0,00

A Figura 3.23 mostra o mapa do empenamento e a configuracdo deformada dos perfis
Z , para diferentes espessuras, no centro de gravidade da secéo transversal, que coincide com
o centro de cisalhamento, para este exemplo de perfil Z ponto - simétrica. Estes resultados

referem-se ao presente trabalho.
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2 GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 1]

Zop 100 x50 x 17 x 1,20

9 Arquivos  Janela

D|B| =a|m afeje) Mol ofofafofa] H HAY VY] X

Legenda:

108 67802 | ]

9037116

71.08431

51 75745 ko N /
. 32 45060 B

13.14374

-5.16312 \ |

. —-25 46957
—44 FTEES

= GMEC - Visualizador, - ¥1.0 - [novo 1]

Zop 100 x 50 x17 x 2,00

9 Arquivos  Janela

D8] =a|m afela) Mo|ofofofofof H HAY V5] X

Legenda:
p—
2333019
| N

1920827

1508834

10.96741 b 1 /
. £ 54646 R

272555

-1.30533 \
. -5.51630 I

-9 83723

= GMEC - Visualizador, - ¥1.0 - [novo 1]
9 Arquivos  Janela

DB =a|m afele) Mofofofafo]of 4 HAY V5] X

Z9p 100 x 50 x 17 x 3,00|

Legenda:

679134 I
I 5 58656

438178

347700

. 187222

076744

,u
E

-0.43734 l

. -1.64212
-2 54650

Figura 3.23. Mapa de deslocamentos e configuracéo deformada do Perfil Zy,, no CG=CC.

Os resultados dos empenamentos, referentes aos nés representados na Figura 3.21,

para os valores obtidos a partir da teoria técnica (Vlasov) e do presente trabalho (Saint-

Venant), para diferentes espessuras, encontram-se na Tabela 3.9. Os resultados da &rea

setorial s&o de ANTUNES (1999) e encontram-se na Figura 3.22.
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Tabela 3.9 - Comparacéo do empenamento do Perfil Zg,.

Presente Trabalho Teoria Técnica ~
Area Razao
Nos Empenamento Setorial Giro Empenamento Relativa
(mm) (mm?) (rad/mm) (mm) (%)
Zgp 100x50x17x1,20
1 108,737 2.295,510 0,0473849287 108,773 0,03
2 70,829 1.495,190 0,0473849287 70,849 0,03
3 -43,372  -915,532  0,0473849287 -43,382 0,02
290 100 x50x17 x 2,00
1 22,987 2.233,060 0,0103030517 23,007 0,09
2 15,083 1.465,060 0,0103030517 15,095 0,08
3 -9,132  -886,938 0,0103030517 -9,138 0,07
290 100 x50 %17 x 3,00
1 6,636 2.156,230 0,0030833181 6,648 0,19
2 4,395 1.427,730 0,0030833181 4,402 0,16
3 -2,623  -851,769 0,0030833181 -2,626 0,12

A Figura 3.24 é a representacdo grafica dos valores dos empenamentos nos pontos 1, 2
e 3 da linha esqueleto, ilustrados na Figura 3.21. Os nés 4, 5 e 6 foram omitidos por serem
simétricos.

O presente trabalho apresenta o calculo do empenamento em toda a secéo transversal
como mostra a Figura 3.23. A teoria técnica calcula o empenamento apenas na linha
esqueleto, que sdo os resultados comparados com o presente trabalho. Apesar da cinematica
do presente trabalho ser menos simplificada e apresentar resultados mais proximos dos reais,
a teoria técnica também apresenta uma precisao aceitavel na linha esqueleto como mostram a

Tabela 3.9 e a Figura 3.24.
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120 25 -
~ 100 - —_ |
€ g0 g2
£ E 15
g 601 s
E 40 S 104
E 20 £ s
c c
g 0~ 2 g4
g -20 - £
w40 - w 54
60 - ~10 -
1 2 3 1 2 3
Nés Nés
Zag 100 x 50 x 17 x 1,20~ Presente Trabalho - Teoria Técnica 7o 100 x 50 x 17 x 2,00~ Presente Trabalho - Teoria Técnica
8 .
€ 6
E
2 4
8
g 2
2
o O
o
& 2
4
1 2 3
Nés
Zoo 100 x 50 % 17 x 3,00  —+ Presente Trabalho = Teoria Técnica

Figura 3.24. Representacéo grafica do empenamento do Perfil Z,.

3.2.2.3 Perfil U simples

As dimensbes adotadas para o Perfil U simples foram obtidas a partir da
NBR6355/2003, procurando-se verificar a formulacdo desenvolvida em casos de dimensdes

reais (Tabela 3.10).

Tabela 3.10 - Série comercial do perfil estrutural U e respectiva designacdo (NBR6355/2003).

Série Secdo transversal Designacéo”

_itn U b, xb, xt,
N Exemplos:

U 100x 75x 2,65
U 100x75x 3,00
U 100x75% 3,75
U 100x75x8,00

U simples

' As dimens6es sdo apresentadas em milimetros.
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Analisou-se 0 empenamento dos Perfis U simples com malhas constituidas por 10

elementos e 33 nos, como ilustra a Figura 3.25.

3 4

Figura 3.25. Malha adotada para o Perfil U simples. Figura 3.26. Nos do vértice da linha esqueleto
do Perfil U simples.

Os nds, cujos empenamentos da secdo transversal U , que pertencem a linha esqueleto
e foram escolhidos para a comparacao entre a teoria técnica e os resultados numericos, estdo
representados na Figura 3.26.

Do programa FLEXO 11, desenvolvido por ANTUNES (1999) tém-se as propriedades
(Figura 3.27, a direita) e valores de érea setorial (unidade: mm?) dos Perfis U simples
(Figura 3.27, a esquerda). Onde D € o Centro de Torcdo, CG o Centro de Gravidade e (0,0)
a origem do sistema de coordenadas. Os valores na linha esqueleto sdo as espessuras das
secdes (Figura 3.27, a direita - Propriedades). As cotas sdo em relagdo ao eixo da secédo

transversal, ou seja, na linha esqueleto. A unidade de referéncia é o milimetro (mm).

Apresentam-se na Tabela 3.11 os resultados das propriedades dos Perfis U simples,
para diferentes espessuras, obtidos a partir do Presente Trabalho e de ANTUNES (1999), bem
como a comparacao destes resultados. A diferenca € desprezivel em situacdes praticas de

engenharia.
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Flexo Il - U_100_75_2 65.ssd

Arquivo  Ajuda

sle] IXEa% [ B JplE LHE Mo

-1 4689 2 11 719

0.0003017486 97.35

1 465, 9 p— 211718

Area Setorial
Flexo Il - U_100_75_3_00.ssd

Y 55
48675 265 i
. LA
D G
48.675 265
2.5 e
(0,0)

* 73673 +

Propriedades

Area= 648 455
Ix=1.12911e+06

lp= 387582

ChG= (221823, 48675)
tetax= 0

Ji=1517.93

D= [-30.1786 , 48.675)

Arquivo  Ajuda

8¢ T % [ FleYPEl 2 e

1460, 36 p—— 10 4. 33

-2.27374e-13 ar

1460, 36 — 2 1 04,349

48.5

Area= 732
Ix=1.26584e+06

ly= 435526

CG= (22,1404 , 485
tetax= 0"

Ji= 2196
D=(-30.1104 , 48.5)

Flexo |l -U_100_75_ 3 75.ssd
Arquivo  Ajuda

a|e| Tl 8% [+ = peElE olHE 0@

-1441 497, 207717

0.000299631 96.25

1441 57 e 207 7.1 7

Area Setorial
Flexo I - U_100_75_8_00.s5d

Y T
45125 375
- i ----------------
D CG b4
48125 375
3.7
(0.0)

- 73125 -

Propriedades

Area= 909.375
l«=1.54948=+06

ly= 535807
Cl=(22.0606 , 48.125)
tetax= 0"

Jt= 42627
D=[-29.9631 , 43.725]

Arquivo  Ajuda

e IXF sk [ EePPER s

133814, 1927 .86
-0.0002909 22
13381 e 1927 8

Area Setorial

Figura 3.27. Propriedades e érea setorial do Perfil U simples, ANTUNES (1999).

Propriedades

Area= 1572

l4= 2.92896e+05
ly=1.04401e+08
CG=[21.5427, 46)
tetaw=0°

Ji= 39938
D=(-29.09. 48]
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Tabela 3.11 - Comparacéo das propriedades do Perfil U simples.

Razéao
. Presente ANTUNES :
Propriedades Trabalho (1999) Relativa
(%)

U 100 x 75 x 2,65
Area (mm2) 648,455 648,455 0,00
Iy (mm?) 1.129.560,857 1.129.110,000 0,04
ly (mm*) 387.787,307  387.582,000 0,05
Xx(CG) (mm) 22,175 22,182 -0,03
y(CG) (mm) 48,675 48,675 0,00
0x ©) 0,000 0,000 0,00
J; (mm?) 1.539,510 1.517,930 1,40
x(D) (mm) -30,101 -30,179 -0,26
y(D) (mm) 48,675 48,675 0,00

U 100 x 75 x 3,00
Area (mma2) 732,00 732,00 0,00
Iy (mm?) 1.266.496,23 1.265.840,00 0,05
ly (mm?) 435.824,48 435.526,00 0,07
x(CG) (mm) 22,13 22,14 0,04
y(CG) (mm) 48,50 48,50 0,00
O« ) 0,00 0,00 0,00
i (mm?) 2.230,85 2196,00 1,56
x(D) (mm) -30,01 -30,11 -0,33
y(D) (mm) 48,50 48,50 0,00

U 100 x 75 x 3,75
Area (mm?2) 909,375 909,375 0,00
Iy (mm?) 1.550.747,356 1.549.480,000 0,08
ly (mm?) 536.387,624  535.807,000 0,11
Xx(CG) (mm) 22,036 22,051 0,07
y(CG) (mm) 48,125 48,125 0,00
Ox ) 0,000 0,000 0,00
J; (mm?) 4.344,742 4.262,700 1,89
x(D) (mm) -29,779 -29,963 0,62
y(D) (mm) 48,125 48,125 0,00

U 100 x 75 x 8,00
Area (mma2) 1.872,00 1.872,00 0,00
I (mm*) 2.940.736,55 2.928.960,00 0,40
ly (mm*) 1.049.514,94 1.044.010,00 0,52
x(CG) (mm) 21,47 21,54 0,32
y(CG) (mm) 46,00 46,00 0,00
Oy ®) 0,00 0,00 0,00
Ji (mm*) 41.325,56 39.936,00 3,36
x(D) (mm) -28,42 -29,09 2,34
y(D) (mm) 46,00 46,00 0,00

A Figura 3.28 mostra o mapa do empenamento e a configuracdo deformada dos perfis

U simples, para diferentes espessuras, no centro de gravidade da secao transversal.
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5> GMEC - Visualizador - v1.0, - [novo 1] U100x75x2,65 2 GMEC - Visualizador - v1.0 - [novo 1] U100x75x2,65

%Arquivos Janela  Ajuds %Arquivos Janela  Ajuda
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-G B9576
-4.515580
l -10.04365 I l [
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340735 lessl ¥ Ty
I | SR V I ogee7a 7. :
_____ Z..4 0.00007 i
0.00000 i
' -0.52864
-1.70367
-1.65736
—-3.40735
-2.48607
l -s.ioe — l -331479
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DB B m atele] K| ofwo|c(oa 4 Y D| B ®E(m ofae] Mo ofofo|ofe| H HA
Legenda: Legenda:
067887 Dusicy
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I ......... " I 0.00006
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Figura 3.28. Mapa de deslocamentos e Figura 3.29. Mapa de deslocamentos e
configuracdo deformada do Perfil U simples, configuracdo deformada do Perfil U simples,

origem no CG. origem no CC.
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E a Figura 3.29 ilustra 0 mapa do empenamento e a configuracdo deformada para os perfis U
simples, com origem no centro de cisalhamento da secdo transversal. Estes resultados
referem-se ao presente trabalho. Observam-se na Figura 3.28 e Figura 3.29 que os valores do
empenamento obtidos considerando-se a origem no CG séo diferentes daqueles para a origem

no CC, porque ocorre movimento de corpo rigido. Visto que a diferenca entre 0 empenamento

maximo e minimo de cada sec¢do coincide para ambas as origens.

Os resultados dos empenamentos, referentes aos nos representados na Figura 3.26,
para os valores obtidos a partir da teoria técnica (Vlasov) e do presente trabalho (Saint-

Venant), para diferentes espessuras, encontram-se na Tabela 3.12. Os resultados da area

setorial sdo de ANTUNES (1999) e se encontram na Figura 3.27.

Tabela 3.12 - Comparacdo do empenamento do Perfil U simples no CC.

Presente Trabalho

Teoria Técnica

x Razéo
N6 Empenamento Setrc?r?al Giro Empenamento Relativa
(mm) () (rad/mm) (mm) (%)
U 100 x 75 x 2,65
1 8,72371 2.117,19 0,0041191443 8,72101 0,03
2 -6,04166 -1.468,94 0,0041191443 -6,05078 0,15
3 6,04160 1.468,94 0,0041191443 6,05078 0,15
4 -8,72356 -2.117,19 0,0041191443 -8,72101 0,03
U 100 x 75 x 3,00
1 5,98441 2.104,39 0,0028426203 5,98198 0,04
2 -4,14323 -1.460,36 0,0028426203 -4,15125 0,19
3 4,14316 1.460,36  0,0028426203 4,15125 0,19
4 -5,98426 -2.104,39 0,0028426203 -5,98198 0,04
U 100 x 75 x 3,75
1 3,03376 2.077,17 0,0014595719 3,03178 0,07
2 -2,09832 -1.441,97 0,0014595719 -2,10466 0,30
3 2,09826 1.441,97 0,0014595719 2,10466 0,30
4 -3,03362 -2.077,17 0,0014595719 -3,03178 0,06
U 100 x 75 x 8,00
1 0,29689 1.927,86 0,0001534514 0,29583 0,36
2 -0,20251 -1.338,14 0,0001534514 -0,20534 1,38
3 0,20245 1.338,14 0,0001534514 0,20534 1,41
4 -0,29676 -1.927,86 0,0001534514 -0,29583 0,31

Ana Paula Ferreira Santos
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A Figura 3.30 é a representacdo grafica dos valores dos empenamentos nos pontos

ilustrados na Figura 3.26.

Empenamento (mm)
-
OO bERNONLE®®D

Empenamento (mm)
o dhhAmOoONME®®
1

T A ]

1 2 3 4 1 2 3 4
Nés Nos
U 100 x 75 x 2,65 ~+ Presente Trabalho - Teoria Técnica U 100 x 75 x 3,00 ~+ Presente Trabalho -+ Teoria Técnica
4 0,4
z 3 £ 03 -
E2 E 02
s 1 2 01 -
5 5 0 0 4
E 0 E ()
e -1 201 -
5 g 024
g-2 g-02
u g w03 -
4 0,4 -
1 2 3 4 1 2 3 4
Nos Nés
U 100 x 75 x 3,75 ~+ Presente Trabalho - Teoria Técnica U 100 x 75 x 8,00 ~+ Presente Trabalho - Teoria Técnica

Figura 3.30. Representacdo grafica da comparacdo do empenamento do Perfil U simples.

O presente trabalho apresenta o calculo do empenamento em toda a se¢do transversal
como mostra a Figura 3.29. A teoria técnica calcula o empenamento apenas na linha
esqueleto, que sdo os resultados comparados com o presente trabalho. Apesar da cinematica
do presente trabalho ser menos simplificada e apresentar resultados mais proximos dos reais,
a teoria técnica também apresenta uma precisdo aceitavel na linha esqueleto como mostram a

Tabela 3.12 e a Figura 3.30.
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3.2.2.4 Perfil |

A secdo | considera a unido de dois Perfis U simples. As dimensdes sao as descritas

na Tabela 3.13.

Tabela 3.13 - Série do Perfil | adotado a partir de dois perfis estruturais U e
respectiva designagéo.

Série Secado transversal Designacéo®

I =2x (U b, xb, xtn)
Exemplos:

| =2x (U 100x75x2.65)
| =2x (U 100x75x3.00)
| =2x (U 100x75x3.75)
| =2x (U 100x75x8.00)

D As dimens6es sdo apresentadas em milimetros.

Analisou-se 0 empenamento dos Perfis I com malhas constituidas por 14 elementos e
45 nds, como ilustra a Figura 3.31.

Os nds, cujos empenamentos da secdo transversal | , que pertencem a linha esqueleto
e foram escolhidos para a comparacao entre a teoria técnica e os resultados numericos, estdo

representados na Figura 3.32.
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Figura 3.32. NGs do vértice da linha esqueleto

Figura 3.31. Malha adotada para o Perfil 1| . do Perfil | .

Do programa FLEXO 11, desenvolvido por ANTUNES (1999) tém-se as propriedades
(Figura 3.33, a direita) e valores de area setorial (unidade: mm?) dos Perfis | (Figura 3.33, a
esquerda), para diferentes espessuras. Onde D é o Centro de Torcdo, CG o Centro de
Gravidade e (0,0) a origem do sistema de coordenadas. Os valores na linha esqueleto s&o as
espessuras das se¢Oes (Figura 3.33, a direita - Propriedades). As cotas sdo em relagdo ao eixo
da secdo transversal, ou seja, na linha esqueleto. A unidade de referéncia € o milimetro (mm).

Apresentam-se na Tabela 3.14 os resultados das propriedades dos Perfis |, para
diferentes espessuras, obtidos a partir do Presente Trabalho e de ANTUNES (1999), bem
como, a comparacdo destes resultados. A diferenca encontrada é desprezivel em situacdes

praticas de engenharias.
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Flexo Il - 1=2U_100_75_2_65.s55d
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- ¥
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48675 513
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48675 5.3
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Arquivo  Ajuda
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48.125 735
R R R R I
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360037 e 1. 364 2481 7 360038 a7 37
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Area Setorial
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Area= 104688
Ix= 3.16413e+06
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tetan= 0°
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sle| ol |FfeIPEE wlE e |
-34480 0 3450 I ¥
‘ 46 1H6
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CG b4
‘ 46 16
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lx=6.12945e+06
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D=(75. 46)

Figura 3.33. Propriedades e &rea setorial do Perfil | , ANTUNES (1999).

Ana Paula Ferreira Santos
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Tabela 3.14 - Comparacao das propriedades do Perfil | .

Razao
. Presente ANTUNES i
Propriedades Trabalho (1999) Relativa
(%)

I =2 x (U 100 x 75 x 2.65)
Area 1296,910 1310,960 1,08
Ix 2259121,714 2291500,000 1,43
ly 1491800,137 1491830,000 0,00
X(CG) 75,000 75,000 0,00
y(CG) 48,675 48,675 0,00
0y 0,000 0,000 0,00
Ji 6742,979 6692,020 0,76
x(D) 75,000 75,000 0,00
y(D) 48,675 48,675 0,00

I =2x (U 100 x 75 x 3.00)
Area 1464,00 1482,00 1,23
Ix 2532992,46 2574040,00 1,62
ly 1689192,28 1689250,00 0,00
X(CG) 75,00 75,00 0,00
y(CG) 48,50 48,50 0,00
0, 0,00 0,00 0,00
Ji 9765,01 9684,00 0,83
x(D) 75,00 75,00 0,00
y(D) 48,50 48,50 0,00

I =2x (U100 x 75 x 3.75)
Area 1818,750 1846,880 1,55
Ix 3101494,711 3164130,000 2,02
ly 2112627,309 2112760,000 0,01
X(CG) 75,000 75,000 0,00
y(CG) 48,125 48,125 0,00
0y 0,000 0,000 0,00
Ji 18993,119 18808,600 0,97
x(D) 75,000 75,000 0,00
y(D) 48,125 48,125 0,00

I =2 x (U 100 x 75 x 8.00)
Area 3744,00 3872,00 3,42
IX 5881473,10 6129450,00 4,22
ly 4528672,78 4531400,00 0,06
x(CG) 75,00 75,00 0,00
y(CG) 46,00 46,00 0,00
0, 0,00 0,00 0,00
Ji 179392,09 176811,00 1,44
x(D) 75,00 75,00 0,00
y(D) 46,00 46,00 0,00

A Figura 3.34 mostra 0 mapa do empenamento e a configuracdo deformada, referente
ao presente trabalho, dos perfis | , para diferentes espessuras, no centro de gravidade da secéo

transversal, que para este perfil coincide com o centro de cisalhamento.
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2 GMEC - Yisualizador, - v1.0. - [novo 11 S-JLURIVIS- QR4 2,65)'

2 GMEC - Yisualizador - v1.0 - [novo 1) URLITE KD < 3,00]

gnrquivus Janela %Arquivos Janela
DR B{s[m afelal Ko o wfof ool H YA DR Bs[m ofalal Kol ofwf o ala] H YA
Legenda: Legenda

I 352061 I 242892 —_
264046 — 152244
1.76030 1.21496
083015 060743

. 0.00000 ~H . 0.00000
-0.53015 -0.60745
-1.76030 -1.21496
siote -1.52244

. -3.52061 .

-2.42992

%Arquwus Janela %Arquivos Janela
DI =e|m «dejef Mu|ala|afolo] 4 HA DI =elm «@jef Mofo|afcfo|of HHA
Legenda: = Legenda: .
124783 0.13063
I 093587 = I 0.08797 o
0E2331 0.08532
031196 0.03266
. 000000 . 0.00000
-031196 003266
-062391 — -0.08532 -
-0.93387 -0.08797
. -1.24733 .

-0.13083

Figura 3.34. Mapa de deslocamentos e configuragdo deformada do Perfil 1 no CG =CC.

Os resultados dos empenamentos, referentes aos nés representados na Figura 3.32,
para os valores obtidos a partir da teoria técnica (Vlasov) e do presente trabalho (Saint-
Venant), para diferentes espessuras, encontram-se na Tabela 3.15. Os resultados da area
setorial sdo de ANTUNES (1999) e se encontram também na Figura 3.33.

A Figura 3.35 é a representacdo grafica dos valores dos empenamentos nos pontos
ilustrados na Figura 3.32.

O presente trabalho apresenta o calculo do empenamento em toda a se¢do transversal
como mostra a Figura 3.34. A teoria técnica calcula o empenamento apenas na linha

esqueleto, que séo os resultados comparados com o presente trabalho.
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Tabela 3.15 - Comparacéo do empenamento do Perfil I.

Presente Trabalho

Teoria Técnica

Area . Razéo
N6 Empenamento Setorial Giro Empenamento  Relativa
(mm) (mm?) (rad/mm) (mm) (%)
I=2x (U100 x 75 x 2.65)
1 -3,42727 -3650,62  0,0009404543 -3,43324 0,17
2 3,42727  3650,63  0,0009404543 3,43325 0,17
3 3,42727  3650,62  0,0009404543 3,43324 0,17
4 -3,42727  -3650,63  0,0009404543 -3,43325 0,17
I=2x(U100x 75 x3.00)
1 -2,35699 -3637,50 0,0006494066 -2,36222 0,22
2 2,35699 3637,50 0,0006494066 2,36222 0,22
3 2,35699 3637,50  0,0006494066 2,36222 0,22
4 -2,35699 -3637,50 0,0006494066 -2,36222 0,22
I=2x(U100x75x3.75)
1 -1,20100 -3609,37  0,0003338822 -1,20510 0,34
2 1,20100 3609,38 0,0003338822 1,20511 0,34
3 1,20100 3609,37 0,0003338822 1,20510 0,34
4 -1,20100 -3609,38 0,0003338822 -1,20511 0,34
I=2x(U100x 75 x8.00)
1 -0,12016  -3450,00 0,0000353497 -0,12196 1,48
2 0,12016  3450,00  0,0000353497 0,12196 1,48
3 0,12016  3450,00  0,0000353497 0,12196 1,48
4 -0,12016  -3450,00  0,0000353497 -0,12196 1,48

Apesar da cinemética do presente trabalho ser menos simplificada e apresentar resultados
mais proximos dos reais, a teoria técnica também apresenta uma precisdo aceitavel na linha

esqueleto como mostram a Tabela 3.15 e a Figura 3.35.

Empenamento (mm)
Ed S0 2wk
S
Empenamento (mm)
w 5] —- o — 8] (5]
-

1 2 3 4 1 2 3 4
Nés

1= 2x(U100x 752,65 — Presente Trabalho - Teoria Técnica 1=2x(U 100x75x3,00) -+ Presente Trabalho - Presente Trabalho

15 - 015

£ 0,10
/ N E
< 005
/ \ 5 0001 \
g o,
/ g .

/ \ an,os

w 0,10
3 4

1 2 3 4 1 2
Nés

-+ Presente Trabalho - Teoria Técnica

Empenamenta (mm)
S - - T -
w (=] w =]

o o o

Mos

|=2x{L) 100x75x3,75) I=2x(U 100x75x8,00) ~+ Presente Trabalhe -+ Teoria Técnica

Figura 3.35. Representacdo grafica da comparacdo do empenamento do Perfil | .
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3.3 SECAO NAO-HOMOGENEA

Para a verificacdo da formulacdo da torcdo livre considerando-se a secdo transversal
composta por diferentes materiais analisaram-se alguns exemplos.

Primeiro considerou-se um Perfil U simples constituido por dois materiais diferentes.
No segundo exemplo, analisou-se o comportamento de uma se¢do transversal formada por
concreto armado. E finalmente observaram-se secOes transversais correspondentes as

estruturas aeronduticas.

3.3.1 PERFIL U LAMINADO

O Perfil U simples foi obtido da NBR 6355 (Tabela 3.16), procurando-se testar a

formulacéo desenvolvida para o empenamento em casos de dimensoes reais:

Tabela 3.16 - Série comercial do perfil estrutural e respectiva designacdo (NBR6355/2003).

Série Secado transversal Designacéo®
, It
K 43:' —,rn
U b, xb; xt,
U simples Pw
U 150x75x8
:

D As dimens6es sdo apresentadas em milimetros.
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A malha foi discretizada em 46 elementos finitos triangulares com variacdo do
empenamento quadratica e 109 nos (Figura 3.36).
Considerou-se a secdo transversal laminada (Figura 3.36), sendo que o material da

maioria dos elementos é a borracha, com o seguinte moddulo de elasticidade

E=2x10"°kN/m? e coeficiente de Poisson v =0,5. O material adotado para quatro

elementos foi 0 aco (E=2,05x10"kN/m?,y =0,3). Os elementos constituidos por aco

encontram-se nas extremidades do perfil U como mostra o detalhe A da Figura 3.36.

2 GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 1]

@ Arquivos  Janela

DI 2e(m afele| Mu|a|o[ofafef HHAIY VY| X
o Legenda
z " Il Ago
]\\?’/I Il Borracha
Detalhe A
3.5 1.0 38
..... LA
05}
o
Detalhe A =
;/_\\ 2
—.
CR
Malha Detalhe A
sem escala sem escala

Figura 3.36. Malha para o perfil U 150 x 75 x 8 laminado.

O perfil U, com as caracteristicas descritas anteriormente, apresenta 0 mapa de
deslocamentos e a configuracdo deformada ilustrados na Figura 3.37.

Com o Unico objetivo de ilustrar, a Figura 3.38 apresenta 0 mapa de deslocamentos e a
configuracdo deformada (em milimetro) do perfil U 150x75x8, formado por um Unico
material, 0 aco.

Aqui ndo serdo verificados os valores dos empenamentos para a se¢do constituida por

apenas um material, uma vez que essa validacdo de resultados j& foi feita anteriormente.
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Portanto, considera-se o0 giro da secdo transversal por unidade de comprimento (a) unitario,

uma vez que 0s empenamentos reais também ja foram verificados anteriormente, e o objetivo

é ilustrar o comportamento de um perfil laminado.

2= GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 1]

9 Arquivos  Janela

D8] =is(m| aqefe) M o|o|ofo|ofof 4 HAY VY] X
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527245112 a
I 3854 32755
2636 20454 ¥ o
131808140 7% z
B o414 '

—1315.16507
2636 25531

. —3954 41155
—5272.53479

Figura 3.37. Mapa de deslocamentos e configuragio deformada do Perfil U 150x75x8 — borracha e
aco.
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. -2646 B37493
—3528 90870

Figura 3.38. Mapa de deslocamentos e configuracdo deformada do perfil U 150x75x8 — aco.

A origem do sistema de coordenadas representada nas Figura 3.37 e Figura 3.38 sdo 0s
centros de cisalhamento, das respectivas secfes transversais. Através dessas figuras verifica-
se a mudanca da posi¢do do centro de cisalhamento. Obviamente ocorre também mudanca nas

posicdes dos centros de gravidade.
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Através da Figura 3.37 e da Figura 3.38 percebe-se uma mudanca da posi¢do onde 0s
empenamentos nodais sao nulos, exceto, € claro, a posicao que pertence ao eixo de simetria, ai
se tem empenamento igual a zero nos dois casos. As posi¢des onde o empenamento nodal é
zero, para o perfil ndo laminado, sdo conhecidas da teoria de Vlasov e ja foi mencionada
anteriormente. Ja para o perfil laminado verifica-se que o empenamento nodal é igual a zero
na regido onde o material é o aco (Figura 3.36). Se a situacdo fosse invertida, e se colocasse
aco na maioria dos elementos e nos 4 elementos detalhado na Figura 3.36 o material
considerado fosse a borracha, o resultado tenderia ao encontrado para o perfil ndo laminado.
Também se verifica a mudanca de valores do empenamento relativo, de acordo com a Tabela

3.17. Os valores desta tabela estdo em relagdo a uma origem (0,0) localizada na extremidade

inferior esquerda do perfil U .

Tabela 3.17 - Comparacéo entre o do perfil U 150x75x8 laminado e ndo laminado.

secdo U 150x75x8 aco borracha e ago
CG (mm) (21,693;75,0) (70,0,75,0)

CC (mm) (-22,169;75,0) (-62,811,75,0)
W, —W... (mm) 7058174 10544,986
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3.3.2 CONCRETO ARMADO

Para este exemplo considerou-se uma secdo transversal constituida por concreto

armado, cuja armadura longitudinal inferior é igual & 2¢10mm .

20
20
18

2810
2 <] 2 2 ) z
10 10
Figura 3.39. Secdo transversal de concreto Figura 3.40. Secdo equivalente de concreto
armado, cotas: cm. armado, cotas: cm.

Detalhou-se a disposi¢cdo de tais armaduras na Figura 3.39. A Figura 3.40 ilustra a secédo
transversal equivalente adotada para este exemplo.
Discretizou-se a malha em 120 elementos e 273 nds, sendo que a parte

correspondente ao aco foi dividida em 4 elementos, que estdo destacados na Figura 3.41.

39 Feutrs. sk = GMEC - Visualizador, - v1.0 - [novo 1]
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B 0.00000
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0.00000
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. 0.00000

Figura 3.41. Malha para a secdo de concreto Figura 3.42. Mapa do empenamento na origem do
armado. sistema de coordenadas.
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A Figura 3.42 é o mapa de deslocamentos na origem do sistema de coordenadas da

secdo considerada.

= GMEC - ¥isualizador - ¥1.0. - [novo 1]
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Figura 3.43. Mapa de deslocamentos e configuragédo deformada do concreto armado.

A Figura 3.43 é o mapa de deslocamentos e a configuracdo deformada para a secédo
transversal correspondente ao concreto armado.

E para comparar os resultados, ttm-se na Figura 3.44 o mapa do empenamento e a
configuracdo deformada para a secdo transversal correspondente, considerando-a constituida

por concreto.
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Figura 3.44. Mapa de deslocamentos e configura¢éo deformada do concreto.
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A Tabela 3.18 é a comparacéo entre os resultados da secdo transversal correspondente
ao concreto e ao concreto armado. Os valores do CG e CC estdo em relacdo a origem do

sistema de coordenadas mostrada na Figura 3.42.

Tabela 3.18 - Comparacéo entre o concreto e concreto armado.

secdo U 150x75x8 concreto concreto armado
CG (cm) (5,0010,00) (5,00;9,34)
CC (cm) (5,00:10,00) (5,00;9,56)
W, —W, .. (cm) 52,481 56,852

Através da Figura 3.43, da Figura 3.44 e pela Tabela 3.18 verificam-se as diferencas
entre as secOes consideradas. Para a secdo com apenas um material o centro de gravidade
coincide com o centro de cisalhamento e estdo situados exatamente no centro da secdo. O
mesmo nao ocorre para a secdo de concreto armado, na qual o centro de gravidade ndo
coincide com o centro de cisalhamento e o centro de cisalhamento esta mais proximo do eixo
da peca e o centro de gravidade mais abaixo. A diferenca relativa do empenamento maximo é
maior para a se¢do de concreto armado.

Neste ponto se mostra uma aplicacdo interessante que € a informacédo da posicdo do

Centro de Cisalhamento de secdes transversais de concreto armado para projetistas.
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3.3.3 ESTRUTUTRAS DE AERONAVES

As estruturas de uma aeronave sdo basicamente compostas de barras com secdes
transversais fechadas e barras com sec¢des transversais abertas e paredes delgadas sujeitas a
esforcos de flexd@o, cisalhamento, torcao e axial (Figura 3.45). MEGSON (2005) afirma que 0s
Perfis T, Z ou | s&o alguns dos que constituem as partes da estrutura referentes as secoes
abertas e paredes delgadas, garantindo rigidez a superficie delgada externa da aeronave e
servindo de apoio para as cargas externas dos pisos, fixacdes do motor etc.

Como exemplo de aplicacdo, apresenta-se a comparacdo da posicdo do centro de

cisalhamento (CC) de seces de asas e fuselagens idealizadas de acordo com a teoria técnica.

PROENCA (2007) afirma que a analise referente a teoria técnica é simplificada, por fazer uso
de uma idealizacdo da secdo, tanto em relacdo a sua geometria quanto a capacidade resistente
e de transmissdo de tensbes dos seus elementos constituintes. E adverte que esta analise deve
ser usada apenas para uma avaliacdo rapida de estudo preliminar de projetos. Maiores
detalhes sobre tensdes normais e fluxos de cisalhamento em secOes de asas e fuselagens sob

flex&o encontram-se em MEGSON (2005) e PROENCA (2007).

Figura 3.45. Estrutura de uma aeronave (MEGSON, 2005).
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Na idealizacdo feita em MEGSON (2005), ele representa um reforco na estrutura, na
forma circular. A comparacdo com o presente trabalho é feita considerando-se a estrutura,
com o reforco em forma circular e, também, considerando a estrutura laminada (reforco

concentrado) e, nesse caso, relaciona-se a area do circulo a um mddulo de elasticidade

equivalente:
AE. = AEg ou
(3.7)
ER — ACEC

Aq

onde Aé aéareae E o modulo de elasticidade longitudinal. O indice ¢ refere-se ao circulo e
0 R ao retangulo equivalente a area do reforco, considerando o modulo de elasticidade
equivalente.

Em relacdo aos resultados encontrados para o presente trabalho a discretizacdo da
malha quando a secédo é considerada laminada sempre é menor do que a com reforco circular,
0 que ocorre em decorréncia da necessidade de um maior numero de elementos triangulares
necessarios para a aproximacao do circulo. Lembra-se que a malha é a menor possivel, uma
Vez que nesse caso, 0 aumento no numero de elementos apresenta uma alteracdo desprezivel
nos resultados. llustram-se as malhas apenas com o objetivo de visualizar a se¢do transversal

com dimenséo de reforco.
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3.3.3.1 Exemplo 1

O primeiro exemplo é a idealizacdo de um perfil de uma asa conforme ilustrado na

Figura 3.46.

0,001
0,001

R 0,0101 RO0101

~, R 0,0143
S L

0,001 0,0018

0,25

= -
= (=]
R00101 5| RODIDM =
—

| 0125 0,25 0,25

R 0,0143

cotas emm

Figura 3.46. Dimensdes da secdo do exemplo 1.

A Figura 3.47 mostra a localizacéo do Centro de Cisalhamento (CC) a partir de uma

distancia (d) do eixo da extremidade direita da segao.

Figura 3.47. Posicdo do CC da secdo do exemplo 1.

Para o presente trabalho, considerando-se o reforco com dimensdo como em
PROENCA (2007), discretizou-se a secdo em uma malha com 642 elementos e 1670 nds,

Figura 3.48.
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2 GMEC - Visualizador - v1.0 - [novo 1]
@ Arquivas  Janela

D|R| =islml ofeje] ko«

Figura 3.48. Malha da secdo do exemplo 1 com o reforco.

Ja para a secdo laminada (reforco com menor dimensédo) discretizou-se a se¢do em

uma malha com 408 elementos e 1200 no6s, Figura 3.49. Adotou-se 0 médulo de elasticidade
da maior parte da secéo igual a E. =1kN / m? . Nas posicdes onde se encontram os reforgos,
representados pelos circulos de raio igual a 0,0101m, consideraram-se em seus lugares
quadrados de lado 0,001m (mesma espessura da segdo) com E, =320kN / m®. E para as
areas com raio igual a 0,0143m adotaram-se retangulos de dimensdes (0,0016><0,001)m2 e
E, =400kN/m?. Os mddulos de elasticidade equivalentes ao reforco foram calculados de

acordo com a Equacao (3.7).

2 GMEC - Visualizador, - ¥1.0/ - [novo 2]
@ Arquivos  Janela
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Figura 3.49. Malha da sec¢do ndo-homogénea do exemplo 1.
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A Tabela 3.19 é a comparacéo da posicdo do Centro de Cisalhamento entre o presente
trabalho e PROENCA (2007), do exemplo 1. A teoria técnica é simplificada para secdes
fechadas, ndo sendo sempre precisa. Acredita-se que o presente trabalho apresenta resultados

bem préximos dos reais, tendo em vista todos os testes feitos anteriormente.

Tabela 3.19 - Posicéo do CC do exemplo 1.

Posicio do PROENGCA  Secdes do Presente Trabalho

CC (2007) Laminada Reforco
d 0,278 0,237 0,230
(m)

Razdo Relativa

14,75 17,27
(%)

3.3.3.2 Exemplo 2

A Figura 3.50 ilustra a estrutura referente ao segundo exemplo e as suas dimensdes.

Os reforgos representados por circulos sdo todos iguais, com areas iguais a 0,000625m?.

. P
L
DA_
S
D_\-
— S
L 01y 015 L
1 1 il
t=0,001m
cotas emm

Figura 3.50. Dimensdes da secdo do exemplo 2.
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A Figura 3.51 mostra a localizacdo do Centro de Cisalhamento (CC) a partir de uma

distancia (d ) & esquerda da aba vertical.

5

$CC
i

O——0

1

Figura 3.51. Posicdo do CC do exemplo 2.

Para o presente trabalho, considerando-se o reforco com as dimensdes dadas em
PROENCA (2007), discretizou-se a secdo em uma malha com 490 elementos e 1.169 nos

(Figura 3.52).

2 GMEC - Visualizador, - v1.0 - [novo 1]
9 Arguivos  Janela
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5 6
? ?

Figura 3.52. Malha da sec¢do do exemplo 2 com o reforco.

Para a secdo laminada discretizou-se a se¢cdo em uma malha com 38 elementos e 117

nos (Figura 3.53). Adotou-se o0 mddulo de elasticidade da maior parte da secdo igual a
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E. =1kN / m? . Substituiram-se os reforgos por quadrados de lado 0,001m (mesma espessura

da segdo) com E, =625 kN/m2 , de acordo com a Equacéo (3.7).

X GMEC - Visualizador - v1.0 - [novo 1]

@ Arquivos  Janela

D8l =/Bm «da/al Mol

Figura 3.53. Malha da sec¢do ndo-homogénea do exemplo 2.

A Tabela 3.20 é a comparac¢do da posicdo do Centro de Cisalhamento entre o presente
trabalno e PROENCA (2007), do exemplo 2. Para este exemplo, apesar da maior
simplificacdo da teoria técnica quando comparada ao presente trabalho, ambos apresentam 0s

mesmos resultados.

Tabela 3.20 - Posicéo do CC (exemplo 2).

Posiciodo ~ PROENGCA  Secoes do Presente Trabalho

cC (2007) Laminada Reforco
d 0,025 0,025 0,025
(m)
Razdo Relativa
0,00 0,00
(%)
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3.3.3.3 Exemplo 3

A Figura 3.54 ilustra a estrutura referente ao terceiro exemplo e as suas dimensdes. Os

reforcos representados por circulos sdo todos iguais, com areas iguais a 0,000625m?.

—
ha
=
=)
-
@

t=0,002m
cotas emm

0,05

0,1

0,05

01 | 015 |

Figura 3.54. Dimensdes da secdo do exemplo 3.

A Figura 3.55 mostra a localizag&o do Centro de Cisalhamento (CC) a partir de uma distancia

(d) & esquerda das abas verticais.

cc
-

1

Figura 3.55. Posi¢do do CC do exemplo 3.

Para o presente trabalho, considerando-se o reforco com as dimensfes dadas em

PROENCA (2007), discretizou-se a secdo em uma malha com 524 elementos e 1.301 nos

(Figura 3.56).
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2 GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 1]
@ Arguivos  Janela
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Figura 3.56. Malha da secdo do exemplo 3 com o reforgo.

Para a secdo laminada discretizou-se a se¢do em uma malha com 218 elementos e

605 nds (Figura 3.57). Adotou-se o modulo de elasticidade da maior parte da secdo igual a

E. =1kN / m? . Substituiram-se os reforcos por quadrados de lado 0,002m (mesma espessura

da segdo) com E. =156,25 kN/m2 , de acordo com a Equacéo (3.7).

2 GMEC - ¥isualizador - ¥1.0 - [novo 1]
@ Arquivos  Janela

DR =8 m o
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Figura 3.57. Malha da sec¢éo ndo-homogénea do exemplo 3.

A Tabela 3.21 é a comparacgéo da posi¢do do Centro de Cisalhamento entre o presente
trabalho e PROENCA (2007), do exemplo 3. A analise da teoria técnica é simplificada e os

resultados do presente trabalho devem representar melhor os valores reais.
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Tabela 3.21 - Posicdo do CC do exemplo 3.

Posicio do PROENCA  Secles do Presente Trabalho

cC (2007) Laminada Reforco
(r?]) 0,4412 0,4229 0,4211

Razado Relativa

415 4,56
(%)

3.3.3.4 Exemplo 4

A Figura 3.58 ilustra a estrutura referente ao quarto exemplo e as suas dimensées. Os

reforgos representados por circulos sdo todos iguais, com areas iguais a 0,000625m”.

t=0,001m
cotas emm

0,1e

016

004 012

Figura 3.58. Dimensdes da se¢do do exemplo 4.

A Figura 3.59 mostra a localizacdo do Centro de Cisalhamento (CC) a partir de uma distancia

(d) & esquerda do reforgo situado sobre o eixo de simetria.
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Figura 3.59. Posicdo do CC do exemplo 4.

Para o presente trabalho, considerando-se o reforco com as dimensdes dadas por
PROENGCA (2007), discretizou-se a secdo em uma malha com 304 elementos e 718 nos

(Figura 3.60).

£ GMEC - Visualizador - v1.0 - [novo

9 Arquivos  Janela

D|R =elm ofele] s

Figura 3.60. Malha da secdo do exemplo 4 com o reforgo.

Para a secdo laminada discretizou-se a secdo em uma malha com 128 elementos e

270 nos (Figura 3.61). Adotou-se 0 modulo de elasticidade da maior parte da secdo igual a

E. :1kN/m2. Substituiram-se os reforcos por quadrados de lado 0,0005m com

E, = 2500 kN/m2 , de acordo com a Equacao (3.7).
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2 GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo
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DIE =em aelel x

Figura 3.61. Malha da se¢éo ndo-homogénea do exemplo 4.

A Tabela 3.22 é a comparacdo da posicdo do Centro de Cisalhamento entre o presente
trabalho e PROENCA (2007), do exemplo 4. A diferenca apresentada entre os resultados ¢

pequena.

Tabela 3.22 - Posicdo do CC (exemplo 4).

Posicdodo  ppopNcA  Secdes do presente trabalho
CcC )
(2007) Laminada Reforco
d 0,035 0,034 0,0357
(m)
Razéo Relativa
2,66 2,00
(%)

Nestes exemplos observa-se que a utilizacdo do software desenvolvido traria
informacgdes mais confidveis do que aquelas fornecidas pelas teorias simplificadas de célculo

de Centro de Cisalhamento de perfis laminados reforgados.
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4.1 INTRODUCAO

O elemento finito desenvolvido em PACCOLA (2004), utilizado no programa
ACADSOFT do SET, é um elemento de barra geral reto com aproximacdo quadratica para
deslocamentos e rotacGes (lineares) no espago tridimensional. Este elemento utiliza a
cinematica de Reissner-Timoshenko no que diz respeito ao comportamento da barra geral a
flexdo. Entretanto, ao considerar giros de tor¢do, aplicou-se uma cinematica semelhante a de
Reissner-Timoshenko, ou seja, 0s pontos da secdo se movimentavam proporcionalmente ao
giro de torcdo e a sua distdncia ao eixo de referéncia. Com esta simplificacdo a secdo
transversal era impedida de empenar, resultando em elemento muito mais rigido a torcdo do
que aquele que se pretendia modelar. Naquele trabalho adotou-se coeficiente de penalizagédo
da rigidez a tor¢8o para contornar este travamento indesejado.

O modo de empenamento a tor¢do livre, desenvolvido no Capitulo 2 deste trabalho,

foi utilizado como fungdo enriquecedora da cineméatica de Reissner-Timoshenko, e
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introduzido no programa ACADSOFT melhorando seu desempenho no que diz respeito ao
comportamento a torg&o.

Neste capitulo serd feita uma breve revisdo da cinemética adotada originalmente,
mostrando-se a introducdo do modo de empenamento na formulacéo, que é ponderada por um
pardmetro livre (incognito) chamado de intensidade de empenamento. Este é o sétimo
parametro nodal da formulagdo e é semelhante (se confundindo com este em casos extremos)
a taxa de giro por unidade de comprimento longitudinal, apresentada nas teorias classicas de

flexo-torgéo.

4.2 CINEMATICA ORIGINAL E ENRIQUECIMENTO PROPOSTO

A cinematica proposta se baseia no enriguecimento da cinematica de Reissner para
barras gerais laminadas tridimensionais. Inicialmente serd apresentada a cinematica original
discutindo o que ocorre com relagéo a rigidez a tor¢do caso nao seja enriquecida.

As laminas que possibilitam a inclusdo de material ndo homogéneo na secédo
transversal apresentam geometria triangular. A hipotese cinematica de Reissner implica que
secBes planas e ortogonais a linha de referéncia do elemento, antes da aplicacdo das
solicitacBes externas, permanecerdo planas apos a aplicacdo das mesmas, porém ndo mais
ortogonais a linha de referéncia. Em termos praticos isto significa que a aproximacdo dos
deslocamentos transversais € feita de maneira totalmente independente da aproximacgdo dos

giros de flexdo. Por simplicidade o elemento adotado é reto. As coordenadas locais do
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elemento e a localizacdo de uma lamina genérica podem ser vistas, juntamente com 0s

esforcos solicitantes (conjugados dos graus de liberdade), na Figura 4.1.

z
Mz
y Vxz

o
’ X VXy

My

fz f | MX
‘ y
e e
7Y
a — Coordenadas locais e ldamina genérica dn

Figura 4.1. Configuracdo para determinacdo da cinematica do elemento 3D e esforcos solicitantes
(PACCOLA, 2004).

Uma vista lateral da cinematica de Reissner € apresentada na Figura 4.2 para auxiliar o

entendimento do que se segue.

Y
y=h/2
h % oy P -
X
f y=-h/2

Figura 4.2. Vista lateral da cinematica de Reissner (PACCOLA, 2004).

A partir de uma anélise da Figura 4.1 e da Figura 4.2 pode-se escrever a cinematica
original de Reissner, utilizada em Paccola (2004), para uma barra geral 3D que desenvolve

pequenos deslocamentos como:
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Us (X,Y,2) =y (X) =67 (X)(f, +y)+6; (X)(f, +2)
Vo (X,y,2) =V (X)) =65 (X)(f, +2) (4.1)
W, (X,Y,2)=w, (X)+6, (X)(f, +y)
onde u,, v, € w, sdo os deslocamentos do elemento na linha de referéncia, 6, 65 e 6; sdo
0s giros em torno dos eixos X, Y e Z com origem na linha de referéncia e f, e f, sao as

distancias do baricentro das fibras triangulares ao eixo de referéncia. Os eixos X, Yy, € z séo
paralelos aos eixos locais X, Y e Z. Deve-se comentar que, ao se fornecer as coordenadas Y"

e Z' dos vértices das fibras, calculam-se as coordenadas correspondentes y* e z' como:

yV :YV _fy

4.2)
7' =27" -1,

Antes de substituir as aproximagdes usuais do MEF, sobre o elemento finito,

calculam-se as deformacdes no ponto genérico P como:

gxzaup(x,y,z)
OX
e _1(3,(X..2) o, (X.y.2)
Ey=—"=— +
YT 2 dy ox (4.3)

p _&zl[a“p(x,y,2)+8wp(x,y,z)j

= T o1 ox

Deve-se observar que se derivar uma grandeza em relacdo as coordenadas maiusculas

ou minusculas é indiferente.

E obvio que, ao se aplicar um momento tor¢or M, constante em uma barra com esta
cinematica, a varidvel 65 serd ndo nula, entretanto o deslocamento u,(x,y,z) sera

identicamente nulo, ou seja, ndo haverd empenamento, gerando uma distribuicdo de
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deformacéo ¢, e €, ndo nulas, mas erradas, ou seja, associadas a um problema de torgao

Xy
com o empenamento totalmente restrito. Este elemento apresentara rigidez a tor¢do muito
superior ao problema real. Como comentado na introducdo deste capitulo, nas aplicacGes
correntes se faz uma penalizacdo desta rigidez para atenuar seu efeito na deslocabilidade
global da estrutura, poréem as distribuicdes de deformacdes e tensdes continuam apresentando
resultados ndo satisfatorios.

Para corrigir esta deficiéncia propBe-se enriquecer a cinematica de Reissner
introduzindo-se um modo de deslocamento proporcional ao empenamento da segédo
transversal quando submetida a torcdo livre de Saint Venant, Capitulo 2. Isto é feito como

segue:
Up (X,Y,2) =Up (X) =65 (X)(f, +y)+6; (X)(f,+2)+ay (X )u,(Y.2)
Vo (X,y,2) =V, (X)) =65 (X)(f, +2) (4.2)
W, (X,Y,2)=w, (X)+6, (X)(f, +y)

onde o (X), que serd escrito em fungdo de novos pardmetros nodais, representa a

intensidade do empenamento que ocorre na sec¢do transversal localizada na coordenada X e

u,(y,z) & o modo de empenamento (warping) da secdo transversal em questdo, vetor

resultado do sistema de equacdes descritos pelas Equacdes (2.85) e (2.86). Este modo de
empenamento é conhecido, pois, tal como mostrado no Capitulo 2, é -calculado
independentemente para qualquer secdo transversal e material constituinte.

Neste ponto, a diferenca entre a formulacdo proposta e os desenvolvimentos anteriores

encontrados na literatura deve ser destacada. Deve-se lembrar que na cinematica de Euler-

Bernoulli as igualdades ov,/o0X =0 e ow,/0X =0, sdo impostas, da mesma forma se

impde a igualdade 90, /60X =a, na cinematica de Vlasov. Na cinemética de Reissner as
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desigualdades ov,/oX =07 e ow,/0X =0, ocorrem e no enriquecimento aqui proposto a

desigualdade 00} /0X #a) estd presente, ou seja, garantindo maior abrangéncia da

formulacdo aqui proposta em relacdo a cinematica de Vlasov.

Adotando-se relacdo constitutiva elastica linear com modulo de elasticidade
longitudinal E e mddulo de elasticidade transversal G, aplicando-se a definicdo das
componentes de deformacdo dadas pelas Equacdes (4.3), a luz da cinematica proposta, se

escreve a energia de deformacéo para a barra geral como:

1 Uy (X) 982(X) 26, (X) e (X) 2
u_zj{ E( < (fY+Y)+—6X (fz+z)+—ax uwp(y,z)J+

oX 0
Lo (X)) a8X(X) U (¥.2) o)
G(—@O(X)+ a§< ) o (fz+2)+T%(X)] + (4.5)
G(Hg(x)ﬁwo(x)ﬁeox(x)(fY+Y)+6uwp(y,z)%X(X)] }dv
oX oX o

E as componentes de tensdo como:

_ [ 0u(X) g7 (X) 06y (X) day (X)

o, = E( X v (f,+Y)+ X (f,+z)+ 5 uwp(y,z)j
_6[-g(x )+ 2eX) 26 (X) W(y2)

7, =G| —60;(X )+ x X (f,+z)+ Y a; (X )j (4.6)

ow, ( X X
r,=G|O)(X)+ o )+660(X)
oX oX

(f,+Y)+

ou,,(Y,2)
— 5 % (X )]

Unificando-se a notacdo das componentes de deslocamento, pode-se escrever:

fuo vo wo 05 00 6w} ={u u v oug g ou) ={u

E assim a energia de deformagdo fica escrita de forma matricial, facilitando as

implementagdes computacionais, como:

Aprimoramento da formulacdo do MEF para barra geral laminada tridimensional

Ana Paula Ferreira Santos L " . b o
pela consideracdo da cinemética de empenamento para se¢do qualquer.



Capitulo 4: Cinemética enriquecida do elemento de barra geral 157
0000 0 0 0 1
0000 0 0 0
0000 0 0 0
0000 0 0 0
1 T ou,,(y.z)
-1 0000 G 0 26, T 0t
U, Py {U} X2 e oz {U}Jr
0000 0 G, ZG”MVW)
(o)
2 P 2
00 0 0 ZGH@UWD(V,Z) 26, ou,,(y,2) G, ou,,(Y,z) 16, ou,,(y,z)
| oz Yoy oz Y oy |
fo 0 0 0 00 0]
0 0 0 0 000
0 0 0 0 000
o 0 0 0 00 0ffau
U |o 0 26, 26, (1, +y) 000 {&}*
0 -2G, 0 26, (f,+2) 000
o o
0 Znycqu(y,z) 26, My 5 [ Nup(¥.2) (f, +y)-2G, M2 ¢ 2y 0 0 0
L oy oz oz oy ]
000 0 0 0 0 1 (4.8)
ou ,Z
0000 0 26, 26, Luwl¥:2)
oy
au,,(y.2)
o000 26, 0 2G,,
+{a—u} o {u}+
) ou ,z ou ,Z
10 0 0 0 -26,(f, +y) 26,(f,+2) ZGXZ(%](R+y)7zew[%](fz+z)
oz
0000 0 0 0
0000 0 0 0
0 000 0 0 0 |
E 0 0 0 2E(f,+2) —2E(f, +y) 2Eu,,(y,z)
0 G, 0 26, (f,+2) 0 0 0
0 0 G, 26, (f, +y) 0 0 0
+{%U}T 0 226, (f,+2) 26, (f,+y) Gy (f, +y)+G,(f, +2) 0 0 0 {%U} v
| 2E(t,+2) 0 0 0 E(f,+2)  -2E(f+2)(f+y) 2Eu,(v.2)(f,+2) |'&
—2E(f, +y) 0 0 0 —2E(f, +2)(f, +y) E(fVer)2 —2Eu,,(y.2)(f, +y)
| 2EU,,(v.2) 0 0 0 2Eu,,(y.2)(f, +2) —2Eu,(y.2)(f, +Y) (Euwp(y,z))2

Os esforgcos solicitantes sdo calculados conforme indicado em Paccola (2004)

eliminando-se entretanto a constante de correcdo para momento torcor 14 indicada.
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43  APROXIMACAO POR ELEMENTOS FINITOS

A cinematica apresentada no item anterior sera escrita em funcdo dos parametros
nodais. Os parametros por né ¢ do elemento finito sdo trés translagdes (U',V',W' ou
U;, U5, U3), trés rotagdes (@;,0,,0; ou U,,U;,U;) e uma intensidade de empenamento
(A" ou U)}). Utilizando-se polindmios de Lagrange ou funges de forma, usuais nas

aplicacdes do MEF, as aproximaces sdo escritas em notagdo indicial como:

u;(X) =¢,(X) U;
(4.9)

ou,(X) _ 30,(X)
oX ox

onde ¢, é funcdo de forma associada a cada n6 ¢ e i é o grau de liberdade de cada no,

variando de 1 até 7. As aproximacGes (4.9) sdo ao longo do elemento de barra geral e os
pardmetros nodais associados sdo, efetivamente, as variaveis do problema.

Os valores das excentricidades (distancia da linha de referéncia ao baricentro da fibra)
fy e f; sdo Gnicos para cada lamina A. Os valores y, z, u,(y,z), du,,(y,z)/dy e
auwp(y,z)/az sdo escritos para cada lamina triangular utilizando fungdes de forma para

pseudo-elementos finitos triangulares planos de fibra. Utilizam-se coordenadas triangulares

adimensionais (&,,&,,&,) tal como escrito no Capitulo 2, como base de geragéo das fungdes

de forma, resultando em mapeamento quadratico. Definindo x como um ponto geneérico

(equivalentemente a um né em elementos finitos) da lamina se escreve:
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yx = ¢K (‘21’ E.‘zygs)YKk _fz;
7" =,(5,,8,,8,) 2% —f;

u7\;\lp (yv Z) = ¢K(§1’ iZ’ gs)Uva);)
(4.10)

0L, (¥,2) 0, (£,,8,.8;) U
oz 0z "

Wi ¥2) _ 00, (50.85 E) o
oy v "

onde Y** e Z* s&o coordenadas dos pontos que formam o ‘pseudo-elemento’ de fibrae Uy

séo os valores do modo de empenamento para cada ponto nodal da fibra.

Estes valores ndo caracterizam variaveis incognitas do problema estudado e séo
calculados independentemente, para cada tipo de secdo transversal, conforme descrito no
Capitulo 2 e testado no Capitulo 3. Deve-se comentar que este conjunto de valores
(empenamento) é caracteristica que depende apenas da geometria e dos materiais que
constituem a secdo transversal. Portanto, as variaveis incognitas do metodo proposto séo o0s 6
graus de liberdade usuais dos elementos de barra geral e as intensidades de empenamento

nodais U, de cadano /.

De posse do mapeamento da cinematica da secdo transversal dado pelas EquacGes
(4.10) e substituindo-se as Equacdes (4.9) na equacéo (4.8) resulta a energia de deformacéo da
barra geral em funcdo dos sete pardmetros nodais e dos nds do elemento finito, fica dada

como:
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0000 O 0 0
0000 O 0 0
0000 O 0 0
1 TroT
u=gHrjecoo oo ° [elte} |+
0000 G, 0 26Uy,
0000 0 G, ~2G U,
000 0 2G,u,, -2G,u,, G,(uy,) +G,(uy.)
o o 0 0 000
0o 0 0 0 000
0 o 0 0 000
u'el|jo o 0 0 0 0 0f¢]{u}|+
0 o 2G, -2G, (f,+Y) 000
0 26, 0 26, (f,+2) 000
|0 2G,u,, 2G.u,, -2G,(f,+z)u,, +2G,(f +y)u,, 0 0 O
0000 0 0 0 (4.11)
0000 0 -26,, 26,u,,,
0000 2G 0 2G,U,,,
W eT||0 0 0 0 -26,(f,+y) 26,(f,+2) —2G,(f, +2)u,,+2G,(f, +y)u,, [[#]{u} |+
0000 0 0 0
0000 0 0 0
0000 0 0 0
E 0 0 0 2E(f,+2) —2E(f, +y) 2Eu,,
0 G, 0 -2G,,(f, +2) 0 0 0
0 0 G, 26, (f, +Y) 0 0 0
W' [T 0 ~2G,,(f,+2) 26,(f,+y) G, (f, +2)'+G,(f, +y)° 0 0 0 [#](u} [bav
2E(f, +2) 0 0 0 E(fz+z)2 —2E(f, +y)(f,+2) 2Eu,(f,+2)
—2E(f, +Y) 0 0 0 —2E(f, +y)(f, +2) E(f, +y) —2Eu, (f, +Y)
2Eu,, 0 0 0 2Eu,, (T, +2) —2Eu,, (f, +Y) (Eu,)’

Diferenciando-se a expressdo (4.11) duas vezes em relagdo aos pardmetros nodais
encontra-se a integral sobre o volume do elemento que resulta na matriz de rigidez para o
elemento finito proposto de ordem sete vezes 0 numero de nés adotados para aproximar o
elemento. Deve-se lembrar que a primeira derivada da energia de deformacédo em relagcdo aos
pardmetros nodais é o vetor de forga interna.

As integrais necessarias sdo feitas na area da secdo transversal e no comprimento do
elemento finito. Na area da secdo transversal segue-se exatamente o que foi descrito no
Capitulo 2, enquanto no comprimento do elemento aplicou-se aproximacdo quadréatica (trés

nos) com as funcdes de forma dadas por:

¢1(§)=%(§2—5) $,(¢)=(1-¢7) 4:(5)=2(5"+¢) (4.12)

E suas derivadas:

¢i(§)=%(2§—1) %,(&)=-2¢ ¢é(§)=%(25+1) (4.13)
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E sua integracéo foi feita usando pontos e pesos de Gauss. As formas destas funcgdes

séo dadas na Figura 4.3:

¢ ()
e £) #5(5)
0.75
0.5
0.25¢
-1 : : 15

Figura 4.3 Func¢bes de forma para o elemento quadratico (PACCOLA, 2004).

Comenta-se ainda que os parametros nodais de intensidade do empenamento possuem
0 seu conjugado energético natural, ou seja, a grandeza bimomento, definida na teoria técnica
de flexo-torcéo, i.e., teoria de Vlasov.

Como comentado anteriormente, a diferenca entre a proposta deste trabalho e a
referida teoria € na forma de como a intensidade do empenamento se relaciona com a taxa
longitudinal de giro em torno do eixo da barra geral e ndo na natureza do empenamento e de
sua relacdo com o bimomento. Isto ocorre semelhantemente na cinematica de Reissner onde
os momentos de flexdo continuam sendo conjugados energéticos dos giros da secdo
transversal, tal como na cinematica de Euler-Bernoulli, apesar da diferenca de como o giro da
secdo transversal se relaciona com a taxa do deslocamento transversal ao longo do eixo do

elemento.
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5.1 INTRODUCAO

Este capitulo tem como proposito demonstrar que os objetivos deste trabalho foram
atingidos de forma satisfatoria, para tanto, apresentam-se os resultados de alguns exemplos
referentes as barras tridimensionais, com diferentes tipos de se¢des transversais por trechos,
abertas e fechadas e com a consideracéo de material laminado.

Primeiramente, para a verificacdo da programacdo, utilizaram-se resultados analiticos
de flexo-torcdo de barras de secdo aberta de parede fina descritos no sub-item “Exemplos
flexo-torc@o™. Comprova-se 0 bom resultado obtido na resolucdo de nucleos estruturais como
mostrado no primeiro exemplo referente ao sub-item “Exemplos de nucleos estruturais”.

Através destes exemplos tem-se o0 intuito de demonstrar as contribuigdes significativas
obtidas com o desenvolvimento deste trabalho. A primeira, que é a inclusdo de geometrias
quaisquer para a secdo transversal, possibilitando, por exemplo, a consideracdo de nucleos
estruturais mistos em edificios, abertos e fechados por trechos, é verificada no segundo

exemplo referente ao sub-item “Exemplos de nicleos estruturais”. A segunda contribuicdo é
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164 Capitulo 5: Exemplos do elemento de barra geral

referente a consideracdo de material laminado, possibilitando considerar barras gerais de
materiais compostos para varias aplicagdes, é confirmada no terceiro exemplo deste capitulo,

relativo a “Exemplos de nucleos estruturais”.

5.2 EXEMPLOS DE FLEXO-TORCAO

A teoria referente a flexo-torcdo de barras com secdo transversal aberta e paredes
delgadas pode ser encontrada em inimeros trabalhos. Entre eles destacam-se alguns trabalhos
desenvolvidos no SET/EESC/USP (Departamento de Engenharia de Estruturas da Escola de
Engenharia de Sdo Carlos pertencente a Universidade de Séo Paulo), tais como: MORI (1978)
& (1988), RACHID (1975) e RACHID & MORI (1993). LANGENDONCK (1960) &
(1959), também descreve esse tema. Entretanto, destaca-se o trabalho de VLASOV (1961),
que foi quem desenvolveu a teoria de barras com paredes abertas e se¢do delgada. Observa-se
que este assunto iniciou-se antes de 1961, ha referéncias em VLASQOV (1940).

O objetivo aqui é comprovar a eficiéncia do presente trabalho na resolugdo de
estruturas de barras com sec¢éo transversal aberta e paredes delgadas sujeitas a tor¢do néo-
uniforme ou flexo-torcdo. Portanto, questionar os métodos e conceitos de flexo-tor¢do esta
além da proposta deste trabalho.

Neste capitulo, serdo apresentadas as formulas imediatas, para o célculo dos
resultados, relativos a flexo-tor¢do, necessarios para a validacdo do presente trabalho. Essa
formulacdo € particular para cada exemplo, uma vez que é resultado da consideracdo das

condicdes de contorno na formulacdo geral, em cada situacdo especifica. A resolucdo
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detalhada destes exemplos encontra-se nas notas de aula de MUNAIAR NETO (2006) e
também em MORI (1988) & (1978).

Os conceitos fisicos, bem como as formulacGes gerais podem ser encontrados nos
trabalhos mencionados, ou em outra bibliografia referente a flexo-tor¢do de barras com se¢édo

transversal aberta e paredes delgadas.

5.2.1 EXEMPLO 01

O exemplo 1 é a viga indicada na Figura 5.1. Trata-se de uma barra engastada com

forcas F aplicadas na extremidade livre.
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Figura 5.1 Representacdo da estrutura do exemplo 1.

Os valores necessarios para o calculo desta estrutura sao:
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F =50kN L =200cm t =0,8cm h=12cm b=10cm

E = 21.000kN /cm? G =8.000kN /cm?

O objetivo, neste exemplo, é a comparacao do angulo de rotacdo ao longo da direcdo

X em radianos (¢); do angulo de rotacdo por unidade de comprimento ao longo da diregdo x
(#'); da tensdo normal na extremidade livre (o, ); da tensio méaxima de cisalhamento (z,, );

e do empenamento (u) nos pontos 1, 2, 3 e 4, destacados na Figura 5.1.

5.2.1.1 Teoria Técnica

O diagrama de area setorial para o perfil | é representado na Figura 5.2. Para este
exemplo, em decorréncia do sentido adotado para o eixo X, a area setorial apresenta os valores

ilustrados na figura.

30

30

30

30

Figura 5.2. Diagrama de area setorial principal do perfil 1 do exemplo 1 (Cm2 )

Os momentos de inércia a tor¢do e setorial sdo determinados da seguinte forma:
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3
I, =1jt3ds :£(2x10+12):5,46cm4
3 3

1, =[o’dA= = 4.800cm”

A

10°x122x0,8
24

E o comprimento de comparacéo ¢ calculado pela expressédo abaixo:

- [EL. _ [2L000x4800 00,
GI, \ 8.000x546

As condigdes de contorno para este exemplo sao:
- extremidade engastada

o, #0 B0

- extremidade livre com tenséo normal o, ou carga P, aplicada

B:Jaxa)dA ou B=) Fo
A i

(5.1)

Onde o, € atensdo normal, B o bimomento, ¢ o angulo de rotagdo ao longo da diregdo X,

¢' 0 angulo de rotacdo por unidade de comprimento ao longo da dire¢cdo X, A aarea, U 0

empenamento, o a area setorial, F a carga concentrada e i 0 ponto considerado.

A partir das Condigdes de Contorno (5.1) determina-se o bimomento aplicado. O

produto entre as forcas aplicadas e os valores de area setorial principal produzird um

bimomento negativo localizado na mesma segdo, em resposta a ocorréncia de parcelas

negativas, produzidas por forca positivas (Figura 5.1) multiplicada por area setorial negativa

(Figura 5.2) e vice-versa.

A equacéo geral do bimomento é:
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B= Clsenh(ij +C, cosh(?j +r’m (5.2)
r

Para este exemplo a parcela de carga de torcao distribuida é desconsiderada (m = O).
Analisando o carregamento aplicado na barra e a solicitacdo na viga, é possivel
considerar que o momento de torcdo total resulta nulo, ou seja, M,=0. Como
M,=M_+M,, para esse exemplo M, =-M, e M =Gl ¢, onde M, € o momento
devido a flexo-torgdo e M, 0 momento devido a torcéo livre.
Pela condigdo de contorno ¢'(x=0)=0, tem-se que B'(x=0)=0 e determina-se a
constante C, .

Por outro lado, tem-se B(x = L):Z:Fia)i =—Fhb. Substituindo essa condicdo na

equacao do bimomento, determina-se C,.

Portanto, substituindo-se as constantes e desconsiderando-se m=0, a equacdo do

bimomento resulta na forma:

Fhb

B=—-| —— cosh(fj
L r
cosh( J

r
(5.3)

50%x12x10

X
—~ ———————|cosh| ——
( 200 j (4&04j

Logo, determinam-se os momentos de torcdo livre e flexo-torcdo, ja que

M, =-M,=B"
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Fhb

= | ) -
rcosh[}

r
Sendo M, =Gl,¢', integrando a Equacéo (5.4), aplicando a condicdo de contorno
#(x=0)=0 eisolando ¢:

o= F—th{l— cosh(fﬂ
Gl, cosh( j '

r

4 50x10x12 - {1_C05h(4sxo4ﬂ
8.000x5,46xcosh| ——— ’
48,04

(5.5)

Como cosh(x/r) resultam sempre maior ou igual & unidade, os valores de ¢ s&o

sempre negativos, isto é, as secdes sofrem rotacdes no sentido horario para um observador

posicionado com viséo no sentido positivo de X. Derivando-se ¢, determina-se o angulo de

rotacdo por unidade de comprimento ao longo da dire¢do x:

Fbh

P . —
Gltrcosh(j r

r

(5.6)
5= 50x10x12 — senh( 48X04]
8.000x 5,46 x 48,04 x cosh| ——— '
48,04
Como:
U=awg¢' (5.7)

e ¢' resulta sempre negativo, para os pontos 1, 2, 3 e 4, tém-se:
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u,=u, <0
u,=u;>0

Por fim, as tensdes normais o, sdo dadas por:

o, =)
(5.8)
50x12x10 X 0]
o, = sh —
200 48,0 I
cosh| —— @
48,04
Como, nesse caso, B<0 e I, >0, paraospontos 1, 2, 3 e 4, resultam:
Oy) = Ox(a) <0
(5.9)
O'X(Z) = O-x(3) >0
O valor do momento estético setorial é calculado pela seguinte equacéo:
S, = J'codA:tJ'a)ds = 60cm? (t x area da figura) (5.10)
A 5

Portanto S, € o produto da espessura pela area da figura formada no diagrama de area

setorial.

A tensdo de cisalhamento maxima por flexo-torcédo é dada por:

r __MftS(u - _B'Sm
§ tl, o,
(5.11)
50x12x10 X 60
fe =" 200 " 28,04 J[ 08 4.800
48,04 x cosh| ——— ’ ’ '
48,04

A tensdo de cisalhamento mé&xima por torcéo livre € escrita pela seguinte formula:
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(5.12)
50%x12x10 X 0,8
200 senh 48,04 )| 5,46
48,04 x cosh(j ' ’

T
48,04
A partir das Equacdes, para este exemplo, obtidas para o giro em radianos (5.5), giro
por unidade de comprimento (5.6), tensdo normal (5.8), tensdo de cisalhamento (5.11) e (5.12)
e empenamento (5.7) para valores de coordenadas x, de 0 a 200cm, obtiveram-se 0s

resultados numéricos para posterior comparagao com o presente trabalho.

5.2.1.2 Resultados obtidos pela formulagdo do presente trabalho

Para obter os resultados do presente trabalho, para o exemplo em questdo, entrou-se no
programa, apos acoplamento ao ACADSOFT, com os dados desta estrutura. Para a geracgéo
dos dados de entrada utilizou-se um aplicativo desenvolvido em PACCOLA (2004).

Primeiro, desenhou-se a secéo transversal no programa AutoCAD, Figura 5.3.

Com a se¢do transversal, criaram-se as camadas, sempre no sentido anti-horario,
através do 3D face, Figura 5.4.

Salvou-se o0 arquivo em extensdo dxf , Figura 5.5.
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AutoCAD 2002 - [Drawing1. dwg]
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Figura 5.3. Segdo transversal do exemplo 1.
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Figura 5.4. 3D Face do exemplo 1.
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utoCAD 2002 - [Drawing1. dwa]
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Figura 5.5. Salvar o arquivo do exemplo 1 em extenséo dxf .

Abriu-se o aplicativo que gera os arquivos de entradas de dados e digitaram-se 0s tipos

de secéo transversal, como na Figura 5.6.

s Partico 3D - gerador de anquivo de entrada de dados

Tipes de 1 3, Avancall Leitura | Secio | Diidi | Avan;arl Dadaos | EEechar I

Segdo Transversal

Figura 5.6. Tipos de secéo transversal do exemplo 1.

Determinou-se a origem da secdo transversal, Figura 5.7.
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;:!{__Pliru:[:u 3D - gerador de arquivo de entrada de dados

Leitura Serao Divicy Swangar Dada Fechar
W e e W W=
fyec_cg fzec_cq l
Sec. 1 0.00 0.0
Confima

Figura 5.7. Origem da secdo transversal do exemplo 1.

Abriu-se o arquivo das camadas da secdo transversal em extenséo dxf , previamente

definidas, Figura 5.8.

;:!f:_Pﬁni_m 3D - gerador de arquivo de entrada de dados

Leia | gecae | o | ewenesr | padee | Eechar |

fibri RIx
Examinar, | () entrada_ de_dadas - & £ Bl

Documentos
recentes

Deskiop

Meus
documentas

Meu computador

-

Meus locais d i
eus';:eals ® Nome do arquivo: |exempln1 dxf ;] Abrir i
Arguivos do tipo: |dgf ‘:J Cancelar
d

Figura 5.8. Leitura das camadas em extensdo dxf do exemplo 1.
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O gerador desenha essas camadas na tela. Subdividiram-se as camadas (4 divisdes em
y e 4 em z) de forma a melhorar a discretizacdo da secdo transversal a fim de obter

melhores resultados para este exemplo, Figura 5.9.

I Portico 3D - gerador de arquivo de entrada de dados !n
SecBo Transversal 1/1 | Seco | Dividir | Avangar ‘ | Fechar |
Nome Fiegizo Tipo b h Div. Y ‘Div. z |Materia| |v1 ‘21 |Y2 |22 ‘YB |«~
i 3 2 4 4 1 460000000 0.00000000 |540000000  0.80000000 4 BOO0OO00
[ 4 z 4 4 i “T4EOOOOOOD 000000000 540000000 | 0O0OOO000 540000000
i 5 z 4 4 1 540000000 0.00000000 1000000000 |0.80000000  5.40000000
i 6 2 4 4 1 540000000 0.00000000 | 10.00000000 | 0.00000000  10.00000000
i 7 2 4 4 1 460000000 0.80000000 540000000 1200000000 460000000
i ] 2 4 4 1 460000000 0.80000000 540000000  0.80000000  5.40000000
3
= - — e e e =

Figura 5.9. Divis&o da secdo transversal do exemplo 1 em elementos.

Apos a subdivisdo, avangou-se para as proximas telas do programa onde se definiram
as caracteristicas geométricas e dos materiais deste exemplo, bem como as condicBes de
contorno envolvidas.

Na tela seguinte digitaram-se os dados da estrutura, como ilustrado na Figura 5.10.
Tais como, nimero de elementos; ndmero de nos; diregdes vinculadas, carregadas e
deslocadas; nimero de materiais e trecho. Coordenadas nodais, rotagdo da secdo transversal e

propriedades dos materiais.
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I Portico 3D - gerador de anguivo de entrada de dados

Constantes elasticas ‘ | | {hvangar | | Fechar ‘

Mumero de Passos Coordnadas Nodais Elementos
Miimero de Mas o Coord % |CDDrd ¥ |Cunrd S M 1 |Né2 |Né3 |‘|‘rs ‘x ‘v |z | ~
49 171 4286770 i L 0 1 i
MNumero de Elementos ’7 —
50 174.99993¢0 0 21 |1 42 43 N 0 1 0
Mt ey (i 51 1785714240 0 2 |45 44 4 1 0 1 o
DirecBes Vinculadas 52 162.14285.0 1] 23 45 46 47 1 0 1 1]
Diregfies Caregadas |1 53 1857142880 0 24 |47 48 43 N 0 1 0
54 189.28671:0 i 25 |49 B0 m1 N 0 1 i
Diregies Deslocadas —
33 192.8571410 0 P [ L R 0 1 0
Nimera de Materials 56 1964285770 0 27 |53 B4 85 N 0 1 0
Mimero de Trechos [T 57 200 i _ 28 5 (56 |57 |1 0o _
v — v
haterias
E Gixy Gixz ks
Sigma |kl epsl H
1 21000 8000 5000 08333333

2000000001000 0 1nan

=
© 2000000001000 0

Figura 5.10. Dados 1 da estrutura do exemplo 1.

A Figura 5.11 mostra a entrada de dados das condi¢cdes de contorno e carregamento.
Observa-se que para este exemplo substituiram-se as quatro cargas concentradas na
extremidade pelo bimomento aplicado equivalente, na direcdo correspondente a esse esforco
solicitante. Tal direcdo € a 7 e corresponde ao giro por unidade de comprimento.

Este aplicativo para a geracdo do arquivo de entrada de dados ndo esta ligado ao
ACADSOFT, ele apenas gera um arquivo de entrada de dados, que pode ser alterado
posteriormente. Sendo assim, executou-se 0 ACADSOFT ap0s gerar 0 arquivo de entrada de

dados.
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+I Partico 3D - gerador, de arquivo de entrada de dados

Carregarmentos | | | [Bvangar | Eechar |

Direcfies Yinculadas Direcies Carregadas

alor NG Dir. “alor
a7 7

Figura 5.11. Dados 2 da estrutura do exemplo 1.

Adotou-se uma sec¢do transversal com 224 elementos e 513 nés, como ilustrada na

Figura 5.12.

2 GMEL - Vinwalizadur - 1.0 - [move 1]

Figura 5.12. Malha da secdo transversal da secdo | do exemplo 1.

Definida a malha da secdo transversal, com o objetivo de se determinar a malha da
barra que levaria a resultados mais precisos, realizou-se uma analise de convergéncia,
encontrada na Tabela 5.1 e representada graficamente na Figura 5.13. Nesta analise,
compararam-se 0s valores obtidos pela teoria técnica e pelo presente trabalho. Para a
extremidade livre (x=200cm) compararam-se os resultados do giro por unidade de

comprimento, para diferentes discretizacbes da barra. E para a mesma posicdo de X,
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escolhendo-se 0 ponto 3 da secdo transversal (Figura 5.1), compararam-se o0s valores da

tensdo normal.

Tabela 5.1 - Anélise de convergéncia do exemplo 1.

¢ ou « . o, .
. 4 ) razao ) razao
n (radianos/cm relativa (kN/ cm ) relativa
elementos ~ presente teoria (%) presente  teoria (%)
trabalho técnica trabalho  técnica
1 -0,0017960 -0,0028577 37,15 6,19 37,5 83,50
2 -0,0024968 -0,0028577 12,63 16,21 37,5 56,77
3 -0,0027009  -0,0028577 5,49 22,38 37,5 40,32
4  -0,0027823  -0,0028577 2,64 26,53 37,5 29,24
8 -0,0028576  -0,0028577 0,00 33,96 37,5 9,45
10  -0,0028642  -0,0028577 0,23 35,32 37,5 5,80
20 -0,0028699  -0,0028577 0,43 37,23 37,5 0,71
25  -0,0028702  -0,0028577 0,44 37,43 37,5 0,18
26  -0,0028702  -0,0028577 0,44 37,46 37,5 0,11
28  -0,0028703  -0,0028577 0,44 37,50 37,5 0,00
32  -0,0028703  -0,0028577 0,44 37,56 37,5 0,15
40  -0,0028704  -0,0028577 0,44 37,62 37,5 0,32
100 -0,0028704  -0,0028577 0,44 37,69 37,5 0,51

Lembra-se que para a teoria técnica, o giro por unidade de comprimento e a tensao
normal para a secdo transversal da extremidade livre (x =200cm), independe do numero de
elementos e depende somente da posicdo X, ao contrario do presente trabalho.

O interesse aqui é a comparacdo da técnica desenvolvida com a teoria técnica e pelos
dados da Tabela 5.1 observa-se uma alteracdo pequena nos valores de tensdo, para a
guantidade superior a 25 elementos finitos.

Observando-se a analise de convergéncia, tanto na Tabela 5.1 quanto na Figura 5.13,
conclui-se que a resposta mais proxima da teoria técnica para a tensdo normal é aquela que
corresponde a malha de 28 elementos.

Comparando-se a teoria técnica e o presente trabalho verifica-se que para 28

elementos tem-se 0 mesmo valor para a tensdo normal (o, ), ap6s esse nimero ainda ocorre
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uma variacdo nos resultados do presente trabalho, mas trata-se de uma diferenca insignificante
por ser extremamente pequena e praticamente imperceptivel como mostra a Figura 5.13. Em

relacdo ao giro por unidade de comprimento (¢) apos 25 elementos a diferenca mantém-se

constante e desprezivel. Observa-se, entretanto, que os resultados devem convergir para valor
pouco diferente da teoria técnica, resultando em uma analise ainda mais realista do problema

real.

40,00 -
39,50 A
39,00 A
38,50

38,00
37,50 A . . = e ———————

0, (kNiem?)

37,00 A
36,50 A
36,00
35,50 -

35,00 T T T T
25 26 28 32 40 100

n® elementos
—+Presente Trabalho

-#-Teoria Técnica

Figura 5.13. Representacdo grafica da analise de convergéncia do exemplo 1.

5.2.1.3 Resultados ao longo do comprimento da barra

Finalmente podem-se comparar os resultados do presente trabalho com a teoria
técnica. Obtiveram-se os resultados da teoria técnica, apresentados anteriormente, resolvendo
suas respectivas formulagdes. E, tém-se os resultados do presente trabalho ao longo da barra,

obtidos da forma e com as malhas, transversal e longitudinal (28 elementos), descritas no item
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anterior. Lembrando que a comparacdo dos resultados refere-se ao ponto 3 (Figura 5.1), da
sec¢do transversal ao longo da barra.

A Tabela 5.2 é a comparacdo do giro e do giro por unidade de comprimento entre a
teoria técnica e o presente trabalho, observa-se uma pequena diferenca entre eles. Para a
comparacdo entre os resultados, a Tabela 5.2 mostra-se alguns dos 57 nés ilustrados na

Figura 5.14.

Tabela 5.2 - Angulo de rotac&o e angulo de rotacéo por unidade de comprimento do exemplo 1.

o N ¢ ou « ~
X (radianos) razao (radianos/cm) razao
relativa relativa
(cm) presente teoria (%) presente teoria (%)
trabalho técnica trabalho técnica

0,0 0,0000000  0,0000000 0,00  0,0000000  0,0000000 0,00
14,3 -0,0001874 -0,0001902 1,51 -0,0000266 -0,0000268 0,83
28,6 -0,0007663 -0,0007778 1,49 -0,0000556  -0,0000560 0,80
42,9 -0,0017887 -0,0018152 1,46 -0,0000896 -0,0000903 0,74
57,1 -0,0033466 -0,0033947 1,42 -0,0001316 -0,0001325 0,67
71,4 -0,0055798  -0,0056572 1,37 -0,0001855 -0,0001866 0,58
85,7 -0,0086890 -0,0088043 1,31 -0,0002560 -0,0002573 0,48
100,0 -0,0129536 -0,0131164 1,24 -0,0003495  -0,0003509 0,38
114,3 -0,0187567 -0,0189777 1,16  -0,0004745 -0,0004757 0,27
128,6 -0,0266196 -0,0269106 1,08 -0,0006420 -0,0006430 0,16
142,9 -0,0372487 -0,0376220 0,99 -0,0008673 -0,0008676 0,04
157,1 -0,0515990 -0,0520663 0,90 -0,0011704 -0,0011695 0,08
171,4 -0,0709598 -0,0715307 0,80 -0,0015787 -0,0015756 0,20
185,7 -0,0970702 -0,0977498 0,70 -0,0021289  -0,0021221 0,32
200,0 -0,1322764 -0,1330598 0,59 -0,0028703 -0,0028577 0,44

A Figura 5.14 e a Figura 5.15 séo os graficos do angulo de rotacdo ao longo da direcéo
X, em radianos e por unidade de comprimento, respectivamente. Esses graficos mostram uma
diferenga praticamente imperceptivel entre os dois trabalhos. Lembra-se aqui que se

comparou diretamente o parametro intensidade de empenamento « com o giro por unidade
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de comprimento ¢', pois sdo grandezas que praticamente se confundem. Tal procedimento é

adotado em todos os exemplos.

x (em) X (cm)
= | —
00 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000 00 250 500 750 1000 1250 150,0 175,0 200,0
0,00 0.0000 : - | :
-0,03 £ -0.0005
o
@ -0,05 @ -0,0010 -
§ 8
g 008 | § 0.0015 |
= -010 - s -0,0020 -
013 4 -0,0025 -
015 4 -0,0030

- Presente Trabalho
~=Teoria Técnica

~+Presente Trabalho
~Teoria Técnica

Figura 5.14. Representacdo grafica do angulo de  Figura 5.15. Diagrama do angulo de rotacéo por
rotacdo do exemplo 1. unidade de comprimento do exemplo 1.

Como B(x = 200)= —6000kNcm? . Substituindo esses valores na Equagcéo (5.8), tem-se

para a teoria técnica:

6000
0 (s (X =200) = —m(— 30) = 37,50kN /cm?

Para o presente trabalho, considerando-se uma malha com 224 elementos para a secéo
transversal e 28 elementos para a barra, tem-se o,,)(x = 200)=37,50kN/cm?, ou seja, 0

mesmo valor encontrado na teoria técnica. A Figura 5.16 ilustra 0 mapa de tensdes normais,
para o presente trabalho no ponto 3 ao longo da barra.
Para a determinacdo da maxima tensdo de cisalhamento pela teoria técnica deve-se

determinar a tensdo de cisalhamento maxima por flexo-tor¢do, no X que corresponde ao

maximo M. Da Equag&o (5.11):
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7 (x = 200) =1,95086 kN /cm?

E a tensdo de cisalhamento maxima por torcéo livre que corresponde ao maximo M,
de acordo com a Equacdo (5.12):

|z, (x = 200) =18,28928 kN /cm’

O valor da tensdo de cisalhamento méxima € o seguinte:

Toee = [Ta| |71 | = 20,24014 kN /cm? (5.13)

Para o presente trabalho, como mostram os mapas de tensdes de cisalhamento
ilustrados na Figura 5.17 e na Figura 5.18, a tensdo de cisalhamento maxima é igual a

21,44265kN/cm? . A diferenca entre os dois trabalhos é igual a 5,61% .

2 GMEC - Yisualizador - v1.0/- [novo 2]

= GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo, 2] 2 GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 2]

%Arquivns Janela %Arquivos Janela %Arquivos Janela
DR ®Em felel Molalolo DR ®am dalel Molc(o[o D[R BEm el kool
Legenda: [ . Legenda - Legenda: B
39.82713 21.44265 = 18.29460 — — )
I 2987143 I 16.05149 I 1372110
19.91573 10.72133 9.14740
9.96003 B " 5 36066 457370 .
| o004z B oooooo I o.ooooo
-9.85138 -5 36086 -4 57370
-19.90708 -10.72133 -9.14740
-29.598278 -16.08199 -13.72110 | -
. -39 1849 - = . e . .

—21.44265 —15.28480

Figura 5.16. Mapa de o, do Figura 5.17. Mapa de z,, do Figura 5.18. Mapa de 7,, do
exemplo 1, unidade: kN/cm2.  exemplo 1, unidade: kN/cm2.  exemplo 1, unidade: kN/cm2.

Os valores do empenamento para 0os pontos destacados na Figura 5.1, para a teoria

técnica, sdo 0s seguintes:
u, =u, =-0,08573cm

u, =u; =0,08573cm
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E para o presente trabalho:
u, =u, =-0,08579cm
u, =u, =0,08579cm
Portanto, hd uma diferenca de 0,07%, entre os dois trabalhos. Lembrando que a teoria técnica

so fornece os valores do empenamento nodal na linha esqueleto. O mapa de deslocamentos e
configuragdo deformada para x=200cm, referente ao presente trabalho, relativo a este

exemplo, encontram-se na Figura 5.19.

2 GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 1]

@ Arquivos  Janela

DIR| =alm afele] M o|ofo|afofa] H HAY VY] X

Legenda:

ooatia - —
I 006534

0.04556

002275 el ELLH

0.00000

002275

-0.04556

—0.06554 L -
. -0naiiz

Figura 5.19. Mapa de deslocamentos e configuracéo deformada do exemplo 1,
unidade: kN /cm2.

5.2.2 EXEMPLO 2

O exemplo 2 é a viga esquematizada na Figura 5.20, admitiram-se vinculacdes nas
extremidades do tipo “vinculos de garfo” e cargas axiais de tracdo aplicadas nas secGes
transversais no centro de tor¢do que coincide com o centro de cisalhamento. Trata-se de uma

barra com secdo transversal “Z ” ponto-simétrica:
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O objetivo, neste exemplo, é a comparacdo do angulo de rotacdo ao longo da direcédo
X em radianos (¢) do angulo de rotacdo por unidade de comprimento ao longo da direcdo X

(¢), da tensdo normal (o), da tensdo maxima de cisalhamento (z, ) e do empenamento

(u) nos pontos 1, 2, 3 e 4, destacados na Figura 5.21, em x = 225cm .

215%\ 10cm 10cm N
e T D3y, 1 1
— le_ . e q__:' e |
o h ) I t=1em
' £
e T . _|D=CG |
H“"‘-h--._h__ T — ——a |
T T F |
F=200kN e T _—— |

Figura 5.20. Representacdo da estrutura do exemplo 2.

5.2.2.1 Teoria Técnica

O diagrama de area setorial para o perfil Z é representado na Figura 5.22.

Os momentos de inércia a tor¢éo e setorial sdo determinados da seguinte forma:
l, =1jt3ds =113(4x10)=13,33cm4
31 3

|, =t[@’ds = 20x 252 +2[%(752 —75x 25+ 257 )} — 41.666,67cm’

A érea da secdo transversal desse perfil Z é igual a 40cm?.
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a8 ]
Y
[\~]
4]

L 25 |2

= W
g 75
O]
—125

R o 257

75
Figura 5.21. Pontos da secdo transversal do Figura 5.22. Diagrama de area setorial principal
exemplo 2. do perfil Z do exemplo 2 (cmz).

E o comprimento de comparacéo ¢ calculado pela expressédo abaixo:

. \/Elm \/21.000><41.666,67 _9057cm

Gl, | 8.000x1333
As condicgdes de contorno para este exemplo sao:
- extremidade com vinculo de garfo
$=0
B =0 (se ndo houver bimomento aplicado na extremidade) (5.14)
- extremidade livre com tenséo normal o, ou carga P, aplicada

B=[o,dA ou B=)Fo
A i

Onde o, € atensdo normal, B o bimomento, ¢ o &ngulo de rotagdo ao longo da diregdo X,

A adrea, o aarea setorial, F a carga concentrada e i 0 ponto considerado.
Dadas as Condicbes de Contorno (5.14), tem-se o valor do bimomento aplicado nas

extremidades:
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d(x=L/2)=0 B(x = L/2)=200(- 25)= —5.000kNcm?
#(x=-L/2)=0  B(x=-L/2)=200(-25)=—5.000kNcm?

A equacdo geral do bimomento é:
X X )
B= Clsenh(?] +C, cosh(?j +r°m (5.15)

Para este exemplo a parcela de carga de torcdo distribuida é desconsiderada (m = O).

Portanto:

B'= %cosh@} +&senh(§j (5.16)

r r r
Pelas condigdes de contorno sabe-se que B'(x=0)=0 e encontra-se C, =0. E da

condigdo  B(x=L/2)=-5.000kNcm?, tem-se C,.  Substituindo-se as constantes na

Equacdo (5.15), chega-se a equacdo do bimomento e de sua derivada, para este exemplo:

—5000 X —5000 X
B=——————cosh| - |= cosh
( L j r 450 90,57
cosh] — coshf —————
2r 2x90,57
(5.17)

B=—"—— 500?_ senh(ij = — 5000 150 senh( 90X57j

r cosh(j r 90,57 xcosh| ———— ’

2r 2x90,57

A viga deste exemplo € vinculada, nas extremidades por vinculos de garfo. Este
vinculo impede a rotacdo da secdo, porém sem interferir nos deslocamentos longitudinais (ndo
restringe 0 empenamento). Ao restringir a rotacdo, o vinculo de garfo pode solicitar a se¢do
com um momento de tor¢do que, nesse caso pode ser admitido, como igual em mddulo,

porém com sentidos contrarios.

Dessa forma, é possivel considerar que M, seja constante ao longo do comprimento

da barra. Portanto, permanece valida a igualdade M,=M +M,. Substituindo-se
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M, =Gl,¢' e M, =-B' em M, e integrando-se em X, encontra-se uma equagdo para ¢
com uma constate ainda incégnita. Das condicBes de contorno ¢(x:L/2):0 e

¢(x=-L/2)=0, a constante é determinada e igual a —5.000kNcm?, concluindo-se que
M, =0. A nulidade obtida para 0 momento de torgdo confirma a consideracéo desse esforgo

como constante, inicialmente assumida. Entéo, a equacgéo da rotacéo resulta:

X X
cosh| — cosh| ————
b= -5000 r) .l_ -5000 90,57 B 5 18
Gl, ( Lj 8.000x13,33 450 (5.18)
cosh| — cosh| ———
2r 2x90,57

e sua derivada:

X X
senh| — senh] ——
. —5000 r)| —5000 90,57 510
rGl, ( LJ 90,57 x8.000x13,33 450 (5.19)
cosh| — cosh| ———
2r 2x90,57

Como ¢ é positivo, a secdo central gira no sentido anti-horério, para um observador
no sentido positivo de X.

Para a tensdo normal, tem-se:

(5.20)
200 —5000 X —5000 X @
o= + cosh| = | = cosh
40 ( L j r 450 90,57 ) | 41.666,67
cosh| — cosh| ———
2r 2x90,57
O valor do momento estatico setorial é calculado pela seguinte equacéo:
S, = [ @dA=t[ eds = 281,25cm? (5.21)
A s

A tenséo de cisalhamento maxima por flexo-torcéo é dada por:
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_ B,
o
(5.22)
— 5000 X 28125
= 250 3" 5057 | | Tx 4166667
90,57 x cosh| ———— ' ' '
2% 90,57

A tensdo de cisalhamento mé&xima por torcéo livre € escrita pela seguinte formula:

T = ﬂt
It
senh(j (5.23)
7 = —5000 90,57 8.000x1
90,57x8.000x13,33 450
cosh| ————
2x90,57
O empenamento é dado pela equacéo:
U= g’ (5.24)

A partir das Equacdes, para este exemplo, obtidas para o giro em radianos (5.18), giro
por unidade de comprimento (5.19), tensdo normal (5.20), tensdo de cisalhamento (5.22) e
(5.23) e empenamento (5.24) para valores de coordenadas X, de —225 a 225cm, obtiveram-
se 0s valores numéricos para posterior comparagdo com o0s resultados obtidos pela técnica

apresentada no presente trabalho.
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5.2.2.2 Resultados obtidos pela formulagéo do presente trabalho

A entrada de dados para esta estrutura foi feita da mesma forma descrita no exemplo 1.
Com o aplicativo para a geragédo do arquivo de entrada de dados desenvolvido em PACCOLA
(2004), fez-se a leitura das camadas previamente definidas em um editor de arquivo “dxf ” e
desenharam-se estas camadas na tela. Com o aplicativo subdividiram-se estas camadas de

forma a melhorar a discretizagcdo da secdo transversal a fim de se obter melhores resultados

para este exemplo.

Subdividiram-se as camadas em 4 divisbesem y e 4 em z (Figura 5.23).

+I Partico, 3D - gerador, de arquivo de entrada de dados Q@El
Sec8o Transversal. 1/1 | Segdo | Dividir | Avangar ‘ | Fechar |
Mame Regizo Tipo b h Div. ‘Div z |Materia| B2l 1 2 |22 ‘va ~
Layerl 3 2 4 4 1 950000000  0.00000000 1050000000 000000000 1050000000
Layerl 4 2 4 4 1 950000000  0.00000000 1050000000 1.00000000  9.50000000
Layerl 5 2 4 4 1 9.50000000  7.00000000  10.50000000 7.00000000 1050000000
Layerl [} 2 4 4 1 9.50000000  1.00000000  10.50000000 | 20.00000000  9.50000000
Layerl 7 2 4 4 1 950000000 2000000000 1050000000 | 20.00000000 1050000000
Layerl g 2 4 4 1 950000000  20.00000000 1050000000 21.00000000 9.50000000
S = = . e T e e =
e =

— o

Figura 5.23. Divisdo da secdo transversal do exemplo 2 em elementos.

Avancou-se no programa, definindo-se as caracteristicas geométricas e dos materiais deste

problema, bem como as condic¢des de contorno (Figura 5.24).
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Observa-se que o vinculo de garfo impede duas translacdes, sendo elasem y e z (v e
w, respectivamente); e trés rotacdes as rotagdes (6, , 6, e 8,); ficando livre a translagdo em

X (u) e o angulo de rotacdo por unidade de comprimento ao longo da direcdo X (¢' ou « ).

Em relacdo ao carregamento aplicado, observa-se que além da carga axial na direcdo U,

entrou-se com o bimomento gerado por essa carga na variavel nodal associada a « (Figura

5.25).

I Partico 3D - gerador de anquivo de entrada de dados

Constantes elasticas

| [y

| Eechar ‘

Mumero de Passos Coordnadas Nodais Elementos
Nimero de Nis o Coord. % |Coord. ¥ |Coord. Z |~ Noi [Nez [Me3 [TTs [« v |z
193 432 i i 92 [183 184 185 |1 i 1 i
Nimero de Elementos  [100 S
194 43425 0 0 93 [185 186 187 1 i 1 0
e ey E B iERD 195 4%5 0 0 a4 167 @e 188 1 0 1 0
Diregiies Vinculadas 198 43875 |0 i a5 [189 190 191 1 0 1 i
Diregfies Canegadas |1 197 441 i i 96 (191 [192 [193 |1 il 1 i
198 44325 |0 i 97 [193 [194 [195 |1 i 1 i
Diregies Deslocadas —
199 4455 i i 95 [195 196 197 1 i 1 i
Nimero de Materials 200 44775 |0 0 93 [197 198 193 1 0 1 0
e 201 450 0 100 (199 200 201 1 i 1
— B b |
Materias
E Gy Gixz ks
Sigma |kl epsl H
1 2000 8000 183333333
T 20000000(1000 il 1000
20000000(1000 i 1000

Adotou-se uma malha para a secéo transversal com 160 elementos e 369 nos, como

ilustra a Figura 5.26.

Figura 5.24. Dados 1 da estrutura do exemplo 2.

Ana Paula Ferreira Santos
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+I Pdrtico 3D - gerador, de arquivo de entrada de dados

Carregamentas | | | [Avangar | Eechar |
Diregdes Yinculadas Diregides Carregadas
Ma Dir. \alor | re ‘Dir. ‘Valor ‘
1 z il 1 1 -200
1 3 1] 1 7 5000
1 4 1] 20 1 200
1 5 0 201 7
1 B 1]
20 z il
20 3 1]
zm 4 1]
zm 5 1]

Figura 5.25. Dados 2 da estrutura do exemplo 2.

Definida a malha da secdo transversal, com o objetivo de determinar-se a malha da
barra que levaria a resultados mais precisos, realizou-se uma analise de convergéncia,

encontrada na Tabela 5.3 e representada graficamente na Figura 5.27.

2 GMEC - Yiualizador - v1.0 - [nove 1]
B fequvis Jatels

o[l ®/s|mf sdeia) W] afalajo] H HAIY VY| X

Figura 5.26. Malha da secéo transversal Z do exemplo 2.

Nesta anélise, compararam-se 0s valores obtidos pela teoria técnica e pela formulagao
proposta no presente trabalho. Para X =225cm compararam-se os resultados do giro por

unidade de comprimento (« ou ¢') e para a mesma posicdo de X, escolhendo-se o ponto 3
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(w=-25) e 0 4 (w=75) da secdo transversal (Figura 5.21 e Figura 5.22), compararam-se 0s

valores da tensdo normal, para diferentes malhas da barra.
O interesse ¢ a comparagdo dos resultados obtidos aqui com aqueles calculados
utilizando a teoria técnica usando os dados da Tabela 5.3. Na tabela observa-se uma rapida

convergéncia para todos os valores.

Tabela 5.3 - Anélise de convergéncia do exemplo 2.

¢' ou a razao ’ (3)2 razéo 7 (4)2 razéo
n° (radianos /cm) relativa (ke ) relativa (/e ) relativa
elementos presente teoria (%) presente teoria (%) presente  teoria (%)
trabalho técnica trabalho técnica trabalho técnica

1 -0,0004196 -0,0005104 17,79 5,977 8,0 25,29 2,064 -4,0 151,60
2 -0,0004237 -0,0005104 16,99 6,042 8,0 2447 1,867 -4,0 146,67
6 -0,0005002 -0,0005104 2,00 7,257 8,0 9,29 -1,785 -4,0 55,36
8 -0,0005052 -0,0005104 1,02 7,501 8,0 6,24 -2,518 -4,0 37,05
10 -0,0005074 -0,0005104 0,60 7,653 8,0 4,34 -2,977 -4,0 25,59
12 -0,0005084 -0,0005104 0,39 7,752 8,0 3,10 -3,273 -4,0 18,17
15 -0,0005091 -0,0005104 0,25 7,842 8,0 1,98 -3,544 -40 11,41
16 -0,0005093 -0,0005104 0,22 7,862 8,0 1,72  -3,605 -4,0 9,88
18 -0,0005094 -0,0005104 0,19 7,893 8,0 1,33 -3,699 -4,0 7,53
20 -0,0005096 -0,0005104 0,17 7,916 8,0 1,05 -3,766 -4,0 5,85
24 -0,0005097 -0,0005104 0,14 7,944 8,0 0,70  -3,852 -4,0 3,69
25 -0,0005097 -0,0005104 0,14 7,949 8,0 0,63 -3,867 -4,0 3,32
30 -0,0005098 -0,0005104 0,13 7,967 8,0 0,42 -3,919 -4,0 2,03
40 -0,0005098 -0,0005104 0,12 7,982 8,0 0,23 -3,965 -4,0 0,87
60 -0,0005098 -0,0005104 0,12 7,991 8,0 0,11  -3,993 -4,0 0,18
100 -0,0005098 -0,0005104 0,12 7,995 8,0 0,07 -4,003 -4,0 0,09
120 -0,0005098 -0,0005104 0,12 7,995 8,0 0,06 -4,005 -4,0 0,12
150 -0,0005098 -0,0005104 0,12 7,996 8,0 0,06 -4,006 -4,0 0,15
Observando a analise de convergéncia, tanto a Tabela 5.3 quanto a Figura 5.27,

conclui-se que a resposta mais proxima da teoria técnica para a tensdo normal é aquela que
corresponde a malha com 100 elementos. Destaca-se que a cinematica desenvolvida no
presente trabalho é mais precisa que a teoria de Vlasov.

Para encontrar o resultado mais proximo possivel do real deve-se refinar a malha,

tanto da secdo transversal quanto da barra, até que os valores obtidos sejam constantes.
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Comparando-se a teoria técnica e o presente trabalho verifica-se que para 100 elementos tém-
se resultados aproximadamente iguais. Em relacdo ao giro por unidade de comprimento (a

ou ¢'), apos 40 elementos a razdo relativa mantém-se constante e desprezivel. Para a tensdo
normal (4) tem-se a menor diferenca para 100 elementos e depois esta aumenta. E para a
tensdo normal (3) apos 100 elementos, observa-se uma diferenca desprezivel (Figura 5.27).

Portanto, para fazer comparagdes ao longo da barra assume-se a discretizacdo com 100

elementos finitos.

05
04
03
0,2
011 ————— -

-0,1
-0,2
034
-0.4
-0,5 -

Razéo Relativa (%)

60 100 120 150
n° elementos
- ¢' (rad/cm)
=G (3)
G4

Figura 5.27. Representacdo grafica da andlise de convergéncia do exemplo 2.

5.2.2.3 Resultados ao longo do comprimento da barra

Finalmente podem-se comparar 0s resultados do presente trabalho ao longo do
comprimento da barra com a teoria técnica. Obtiveram-se os resultados da teoria técnica,
apresentados anteriormente, resolvendo suas respectivas formulacdes. E, tém-se os resultados

do presente trabalho, obtidos da forma e com as malhas descritas no item anterior (100
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elementos). Lembrando que a comparacdo dos resultados refere-se ao ponto 3 e 4
(Figura 5.21), da secdo transversal.

A Tabela 5.4 é a comparacdo do giro e do giro por unidade de comprimento,
respectivamente, entre a teoria técnica e o presente trabalho. Calcularam-se os giros para 100
elementos, ou seja, 201 nos. Esta tabela mostra a comparagdo dos resultados em alguns

desses nos.

Tabela 5.4 - Angulo de rotac&o e angulo de rotacdo por unidade de comprimento do exemplo 2.

¢ ) ¢ ou « i

X . razao . razao
(em) (radianos) relativa (radianos/cm) relativa

presente teoria (%) presente teoria (%)

trabalho técnica trabalho técnica

-225,00 0,0000000 0,0000000 0,00 0,0005098 0,0005104 0,12
-202,50 0,0100931 0,0101488 0,55 0,0003956 0,0003963 0,18
-180,00 0,0179157 0,0180193 0,57 0,0003061 0,0003069 0,24
-157,50 0,0239556 0,0240997 0,60 0,0002357 0,0002364 0,29
-135,00 0,0285896 0,0287673 0,62 0,0001800 0,0001806 0,35
-112,50 0,0321066 0,0323116 0,63 0,0001355 0,0001360 0,39
-90,00 0,0347260 0,0349525 0,65 0,0000995 0,0000999 0,44
-67,50 0,0366111 0,0368538 0,66 0,0000696 0,0000700 0,47
-45,00 0,0378794 0,0381334 0,67 0,0000441 0,0000444 0,50
-22,50 0,0386101 0,0388708 0,67 0,0000214 0,0000215 0,51
0,00 0,0388487 0,0391116 0,67 0,0000000 0,0000000 0,00
22,50 0,0386101 0,0388708 0,67 -0,0000214 -0,0000215 0,51
45,00 0,0378794 0,0381334 0,67 -0,0000441 -0,0000444 0,50
67,50 0,0366111 0,0368538 0,66 -0,0000696 -0,0000700 0,47
90,00 0,0347260 0,0349525 0,65 -0,0000995 -0,0000999 0,44
112,50 0,0321066 0,0323116 0,63 -0,0001355 -0,0001360 0,39
135,00 0,0285896 0,0287673 0,62 -0,0001800 -0,0001806 0,35
157,50 0,0239556 0,0240997 0,60 -0,0002357 -0,0002364 0,29
180,00 0,0179157 0,0180193 0,57 -0,0003061 -0,0003069 0,24
202,50 0,0100931 0,0101488 0,55 -0,0003956 -0,0003963 0,18
225,00 0,0000000 0,0000000 0,00 -0,0005098 -0,0005104 0,12

A Figura 5.28 e a Figura 5.29 sdo os graficos do angulo de rotacdo ao longo da direcéo

X, em radianos e por unidade de comprimento, respectivamente. Os valores dos angulos sédo
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definidos para as mesmas posi¢Oes de X, em ambos os trabalhos. Observa-se uma pequena

diferenca entre os valores do giro, da teoria técnica e do presente trabalho.

0,045 0,0006 -
0,040 - £ 0,0004
0,035 - Q2
.-h;. w0
2 0,030 - 2 0,0002 4
]
g 0oy 8 0,0000 -
£ 0,020 | £ 5
<0015 | < 10,0002 -
0,010 - p—
0,005 - —
0,000 +4—— -0,0006 -
-225-180 -135 -90 -45 0 45 90 135 180 225 -225-180-135 -90 -45 0 45 90 135 180 225
X (cm) X (cm)
~+Presente Trabalho ~+Presente Trabalho
~Teoria Técnica -=Teoria Técnica

Figura 5.28. Representacdo grafica do angulo de Figura 5.29. Representacéo grafica do angulo de
rotacdo do exemplo 2. rotacdo por unidade de comprimento do exemplo2.

Como B(x =225)=-5.000kNcm?. Com base nesses valores resultam para a teoria

técnica, da Equacao (5.20):

200 5000
= 225)= 22 _ _25)=8,0kN/cm?
X =225) == "= eeer 2 fom
200 5000
= 225)=22 _ 75)= —4,0kN/cm?
X =225)= = eseer ) fom

Para o presente trabalho, considerando-se uma malha de 160 elementos para a secéo

transversal e 100 elementos para a barra, tem-se ax(3)(x:225):7,99468kN/cm2 e
Oy)(X = 225)=-4,00347kN/cm® . Ou seja, uma diferenca de 0,07% e 0,09%, para
0,s(X=225) e o, (x=225), respectivamente. A Figura 5.30 ilustra 0 mapa de tensdes

normais, para o presente trabalho.
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Para a determinacdo da maxima tensdo de cisalhamento deve-se determinar a tensao
de cisalhamento méxima por flexo-tor¢cdo, no X que corresponde a0 maximo M. Da
Equacao (5.22):

7 (x = 225) = 0,36749 kN /cm’

A tenséo de cisalhamento méxima por torgdo livre corresponde ao maximo M, . Da
Equacdo (5.23):

|7, (x = 225) = 4,08327 kN /cm?

O valor da tenséo de cisalhamento maxima € o seguinte:

Toex = |T| +[7.] = 4,45076 kN /cm? (5.25)

Para o presente trabalho, como mostram os mapas de tensdes de cisalhamento

ilustrados na Figura 5.31 e na Figura 5.32, a tensdo de cisalhamento maxima é igual a

4,42834 kN/cm2 . A diferenca entre as duas abordagens é igual a 0,50% .

3 GMEC - Yisualizador, - ¥1.0 - [novo 1] 2 GMEC - Visualizador - v1.0 - [novo 1] 3 GMEC - Visualizador, - ¥v1.0 - [novo 1]
@ Arguivos  Janela 9 Argquivos  Janela @ Arguivos  Janela
DR ®Em ele) Moo~ DR ®em el Mollclo DR REm oee) K o] o]w] o
Legenda: Legenda: Legenda:
558723 - 435576 — 4 4253
I 585015 I 3.26907 I 332125
£.30307 217938 | 221417 I
355589 B . 3 110708 '
B 2o0em | [.00000 B 0.ooooo
0.36183 -1.08969 -1.10708
1 28525 —2.17835 -2.21417
—2.53234 —328807 — -3.32125
. -4 57842 = . -4.35676 . -4.42834

Figura 5.30. Mapa de o, do Figura 5.31. Mapa de 7,, do Figura 5.32. Mapa de z,, do
exemplo 2, unidade: KN/cm2.  exemplo 2, unidade: kN/cm2.  exemplo 2, unidade: kN/cm?.

Os valores do empenamento para os pontos destacados na Figura 5.21, para a teoria

técnica, sdo 0s seguintes:
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u, =u, =-0,03828cm
u, =u, =0,01276cm
E para o presente trabalho:
u, =u, =-0,03819cm
u, =u, =0,01271cm
Portanto, ha uma diferenca de 0,23% entre os empenamentos u, e 0,39% entre u,, em

relagdo aos dois trabalhos. Lembrando que a teoria técnica s6 fornece os valores do
empenamento nodal na linha esqueleto. A Figura 5.33 e a Figura 5.34 ilustram o mapa de

deslocamentos (empenamento) e configuracdo deformada, do presente trabalho, para

X=225cm e x =-225cm, respectivamente.

> GMEC - Visualizador. - ¥1.0 - [novo 1] >+ GMEC - Visualizador, - ¥1.0 - [novo 1]
% Arquivos  Janels % Arquivos  Janela

DIR| =elm afela o] of oo HHAY VY| ¥ O =He(m of@&fef s sfofo]alo] HHAD [My] X

= Legenda

Legenda:

= .
0.01527 0.03865
0.00328 I 0.03200
0.00123 0.02536
—-0.00570 K oo01en #
B 001263 B oo1208
-0.01963 0.00542
—-0.02667 -0.00123
—0.03365 -0.00753
. 004085 e - . -0.01452 —
Figura 5.33. Mapa de deslocamentos e Figura 5.34. Mapa de deslocamentos e
configuracdo deformada do exemplo 2, para configuragdo deformada do exemplo 2, para
X =225cm, unidade: kN/cmz2. X = —225cm, unidade: kN/cm2.
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5.2.3 CONCLUSAO

Analisando-se os resultados de ambas as abordagens encontram-se diferengas, como
era esperado. As diferencas acontecem devido as simplificacbes adotadas em cada teoria.
Sendo que as hipoteses adotadas para a teoria técnica sdo mais simplificadas que as do
presente trabalho.

Além da teoria da Vlasov impor um comportamento linear das tensdes de
cisalhamento ao longo da espessura das secOes transversais, esta considera que o0

empenamento da secdo transversal é proporcional a ¢', ou seja, a taxa de giro por unidade de

comprimento. Semelhante ao que ocorre na hip6tese de Bernoulli onde o giro da secdo
transversal é a derivada do deslocamento transversal com relacdo ao eixo da barra analisada.

Na formulacdo proposta as tensdes de cisalhamento séo aproximadas por elementos
finitos na secdo transversal, deixando maior flexibilidade de acomodacdo energética. Além
disso, o pardmetro « (intensidade de empenamento) ndo estd amarrado & derivada
longitudinal do giro, tal como ocorre na cinemética de Reissner-Timoshenko na analise de
barras fletidas.

Portanto, acredita-se que os resultados do presente trabalho estdo mais proximos dos

valores reais, uma vez que a sua cinematica € menos simplificada que a da teoria de Vlasov.
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5.3 EXEMPLOS DE NUCLEOS ESTRUTURAIS

Apesar dos nucleos estruturais serem barras de secdo de parede fina com maltiplas
secOes, adotou-se este nome para esta secdo devido a grande importancia deste elemento

estrutural em aplicacdes na engenharia civil.

5.3.1 SECAO TRANSVERSAL ABERTA

Este exemplo refere-se a um nacleo estrutural isolado e encontra-se em SOUSA
JUNIOR (2001). Ele analisou a estrutura em trés programas. O primeiro foi o desenvolvido
por SOUSA JUNIOR (2001), que apresenta um estudo sobre a analise de edificios altos
enrijecidos com nucleos estruturais analisados pela teoria da flexo-torcdo. O segundo
programa utilizado foi o apresentado em MATIAS JUNIOR (1997) que também modela o
nucleo estrutural como sendo formado por barras de nucleos de secdo delgada analisadas pela
teoria de Vlasov. E o terceiro programa, foi o programa ANSYS versao 5.4 que faz a analise
pelo método dos elementos finitos de casca.

O presente trabalho objetiva comprovar a eficiéncia do processo de célculo descrito
nos capitulos anteriores. Portanto, maiores detalhes sobre os métodos utilizados para o calculo

desta estrutura, referentes aos outros trabalhos, encontram-se em SOUSA JUNIOR (2001).
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L 210 L

—=] 3 &
| 7
| @
| | 5 6
Figura 5.35. Secdo transversal da estrutura. Figura 5.36. Localizacdo dos pontos na se¢ao

transversal da estrutura.

A estrutura deste exemplo representa 0 pogo de um elevador de vinte andares. A
Figura 5.35 ilustra a secdo transversal desta estrutura. A altura do ndcleo é igual a 60 metros e
as espessuras das paredes sdo 15 centimetros. Adotou-se Coeficiente de Poisson igual a 0,25,
Moédulo de Elasticidade Longitudinal igual a 2.000 kN/cm?, e Modulo de Elasticidade
Transversal igual a 800 kN/cmz2. Considerou-se a estrutura totalmente engastada na base.
Aplicaram-se 20 cargas horizontais F de valor unitario (LkN) exatamente no ponto indicado
na Figura 5.35, variando-se a cota de 3 em 3 metros de tal forma que a carga mais alta esta

aplicada no topo da estrutura, 60 metros.

Pavimento  Cota MNé  Elemento
(em)
20" 60005201
5970+—200 100
5.940 199
! 300411
270——10 5
240—8— 9
210 8 4
180—8—7
150 —%— 6 3
120 5 —
90 —4%— 4 2
60 3—
0 —-—2 1
g —1
Figura 5.37. Malha da se¢&o transversal. Figura 5.38. Malha da barra.
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Neste trabalho discretizou-se a malha da secéo transversal em 288 elementos finitos
triangulares quadraticos e 657 nds, como mostra a Figura 5.37. Discretizou-se a barra em 100
elementos e 201 nos, Figura 5.38.

A Tabela 5.5 mostra os resultados dos deslocamentos verticais do perfil do nucleo
medidos na parte mais elevada da estrutura e os pontos referenciados nesta tabela s&o os

indicados na Figura 5.36.

Tabela 5.5 - Deslocamento vertical em centimetros no topo da estrutura.

Presente SOUSA
Ponto Trabalho JUNIOR ANSYS
(2001)
1 -0,0997 -0,1003 -0,1002
2 -0,0997 -0,1003 -0,1002
3 0,0793 0,0798 0,0797
4 0,0793 0,0798 0,0797
5 0,0793 0,0798 0,0797
6 -0,0997 -0,1003 -0,1002
7 -0,0997 -0,1003 -0,1002

A Tabela 5.6 contém os resultados dos deslocamentos horizontais na dire¢cdo do
carregamento medido no ponto 4 da Figura 5.36.

A coluna pavimento da Tabela 5.6 refere-se a altura onde se aplicou as cargas.
Considerou-se que a cada 3 metros ha um pavimento de um edificio de 20 andares. O
pavimento 20 refere-se a cota de 60 metros.

Observa-se que os resultados obtidos no presente trabalho e nos outros sao
praticamente iguais, como mostram as tabelas Tabela 5.5 e Tabela 5.6 e a representacédo

gréafica do deslocamento horizontal no ponto 4, Figura 5.39.
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Tabela 5.6 - Deslocamento horizontal em centimetros no ponto 4.

SOUSA MATIAS

Pavimento ?:zggms JUNIOR JUNIOR ANSYS
(2001)  (1997)
0 0,000 0,000 0,000 _ 0,000
1 0019 0018 0018 0,021
2 0071 0071 0071 0,075
3 0,155 0,154 0,154 0,159
4 0265 0,264 0264 0,270
5 0,400 0,399 0,399 0,406
6 0556 0,555 0,555 0,563
7 0730 0,731 0,731 0,739
8 0921 0922 0922 0,931
9 1126 1,128 1,128 1,137
10 1343 1345 1345 1355
11 1569 1,573 1,573 1,582
12 1,804 1,808 1,808 1,818
13 2,044 2,050 2050 2,060
14 2290 2297 2297 2,307
15 2540 2,548 2548 2,558
16 2792 2,802 2802 2811
17 3,046 3,057 3057 3,066
18 3,301 3314 3314 3,323
19 3557 3571 3571 3,580
20 3,812 3828 3828 3,839

20
18 -
16 -

14 -

Pavimento
— —
o ™

[o:]

-+ Presente Trabalho

-+ SOUSA JUNIOR (2001)
MATIAS JUNIOR (1997)

ol |— ANSYS

00 10 20 30 40
Deslocamento horizontal (cm)

Figura 5.39. Representacéo grafica do deslocamento horizontal no ponto 4.
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5.3.2 SECOES TRANSVERSAIS COM GEOMETRIAS QUAISQUER

Este exemplo objetiva verificar a capacidade da técnica apresentada no presente
trabalho em calcular estruturas de nucleos estruturais compostas por secdes transversais

abertas e fechadas ao longo do seu comprimento.

Tabela 5.7 - Série comercial do perfil estrutural U e respectiva designacdo (NBR 6355/2003).

Série SecAo transversal Designagéo®
it
i U b, xb, xt,
Exemplo:

U simples
P U 100x75x3,00

' As dimens6es s&o apresentadas em milimetros.

A secdo transversal 1 é o perfil U simples, U 100x75x 3,00, a unidade é o milimetro
(Tabela 5.7). Para efeito de célculo desprezaram-se as curvaturas formadas por elementos
adjacentes nos perfis formados a frio. Considerou-se que todos esses angulos sdo iguais a

90°. E a sec¢do transversal 2, tem as dimensfes da secao 1, porém é um perfil fechado.

im im im

-

secdo 1 segdo 2 secdo 1

Figura 5.40. Representacédo da estrutura do exemplo 2.
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A estrutura é uma viga engastada de comprimento total igual a 3 metros, Figura 5.40.
Imaginando-se a barra dividida em trés partes iguais, tem-se nos tercos das extremidades o
perfil U, e no terco médio a secdo retangular fechada com as mesmas dimens@es do perfil U
simples.

Os valores necessarios para o calculo desta estrutura séo:

L =300cm E = 21.000kN/cm? v=0,3

De ANTUNES (1999) tém-se os valores da area e Momento de Inércia Setorial

necessarios para a resolucdo desta estrutura. O diagrama de area setorial para o perfil U

100 x 75x 3,00 esta representado na Figura 5.41.

21,0439 21,0439

% ks
14,6036
N\L@ 14,6036

Figura 5.41. Diagrama de area setorial do perfil U 100 x 75x 3,00, unidade: cm?.

E o valor do seu Momento de Inércia Setorial (1) € igual a 719,595¢cm®.

Para resolver esta estrutura deve-se determinar o valor do Bimomento que é definido

da seguinte forma:

A

Como:

Aprimoramento da formulacdo do MEF para barra geral laminada tridimensional

Ana Paula Ferreira Santos L " . b o
pela consideracdo da cinemética de empenamento para se¢do qualquer.



Capitulo 5: Exemplos do elemento de barra geral 205

o, =Ewg (5.27)
Substituindo-se a Equacéo (5.27) na Equacéo (5.26):

B=Eg [ w’dA (5.28)

Figura 5.42. Malha da secéo transversal 1. Figura 5.43. Malha da se¢éo transversal 2.

Como |, = szdA, que é o Momento de Inércia Setorial e denominando-se a=Eg¢ , escreve-
A

se a Equacdo (5.28) da seguinte forma:

B=al, (5.29)
Substituindo-se a constante a na Equacéo (5.27):

o, =a (5.30)
Ou seja, a tensdo é proporcional aos valores da area setorial. Portanto, a carga por unidade de

comprimento é encontrada multiplicando-se a tensdo normal pela espessura da secdo

transversal:
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q=anl (5.31)

Adotou-se a =1/t . Substituindo-se os valores de 1, e a na Equagéo (5.29) encontra-

se B =-2.398,65kNcm?. E substituindo-se a na Equacéo (5.31) tem-se que g =, OU Seja,
para este exemplo, as cargas por unidade de comprimento sdo iguais aos valores da area
setorial e a unidade de g é kN/cm.

Aplicou-se o valor do Bimomento na dire¢cdo 7, que corresponde ao parametro « ,
encontrando-se os resultados para esta estrutura. Para a técnica proposta, discretizou-se a
malha da secdo transversal 1 e 2 em 160 elementos e 369 nos (Figura 5.42), e 256
elementos e 576 nds (Figura 5.43), respectivamente.

Tem-se para a malha da barra 150 elementos e 301 nds, como esclarece a Figura 5.44.
A malha descrita para o presente trabalho corresponde a 2.107 graus de liberdade, ja que

apresenta 7 graus de liberdade por né e os nds da secdo transversal ndo geram equacao de

equilibrio.

elementos 1 2 e 150
- ' (X8
nés J g m
|1 2 3 4 2 $h 299 300 301
g 5| 5
[&]
cotas 5 5 5| §| B o sl @
Q| o S || e 2 2| 8
o -— o o = o ™~ o

Figura 5.44. Malha da barra.

A carga aplicada no programa ANSYS que produz apenas deslocamento devido ao
empenamento nesta estrutura, corresponde a uma tensdo proporcional aos valores da area
setorial do perfil U 100x75x 3,00, de acordo com a Equacéo (5.31). Aplicou-se a carga por

unidade de comprimento. Para a modelagem no ANSY'S adotou-se o elemento Shell 63. Os
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resultados finais apresentados correspondem a subdivisdo das areas da estrutura em 75.902
elementos e 38.421 nos, o que corresponde a 230.526 graus de liberdade, ou seja, 6 graus de
liberdade por né.

Fez-se uma analise de convergéncia em empenamento para a formulacdo proposta e a
partir de 150 elementos finitos a solucdo se manteve estavel, ou seja, a convergéncia foi
atingida.

Assim, os valores referentes a formulacdo proposta apresentada na Figura 5.45 séo

para esta discretizacao, ou seja, 2.107 graus de liberdade.

0,270000 -
0,267000 -
0,264000 -

+ Resposta para 2.107 graus de liberdade
0,261000 - / do Presente Trabalho
~+ ANSYS

0,258000 -

Empenamento maximo (cm)

0,255000 ~+ T r . . r |
56442 69954 88608 118404 158790 230526
N® de graus de liberdade do ANSYS

Figura 5.45. Representacdo grafica do empenamento méaximo.

A Figura 5.45 é a representacdo grafica do empenamento méximo em funcdo do
namero de graus de liberdades. Os dados referem-se tanto aos resultados obtidos por este
trabalho quanto aos resultados do ANSYS. Como pode se observar para que o ANSYS
apresentasse valor de empenamento proximo ao obtido pela formulagdo proposta foram
necessarios 100 vezes mais graus de liberdade.

A Tabela 5.8 mostra que os valores do empenamento méximo, da secao transversal
situada na extremidade livre, obtidos tanto através do presente trabalho quanto do ANSYS séo

aproximadamente iguais para o niamero de graus de liberdade igual a 230.526 do ANSYS.
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Tabela 5.8 - Empenamento no maximo da secdo transversal, unidade: (Cm).

Presente Razéo

Trabalho ANSYS relativa
(%)

0,265118 0,263016 0,79

= GMEC - Visualizador - ¥1.0/- [novo 1]

@Arquivos Janela  Ajuds

DB ={s(m eal Mo|a|a|alalo| HHAY M| X

Legenda:

026512 = mmh.
I 0.19884

0.13256

ooess z.x
0.00000 :

—0.06625

—0.13256
l —0.19354 | e —
-0.26512

Figura 5.46. Mapa de deslocamentos e configuragdo deformada na extremidade livre.

NODAL SOLUTION AN

- bEC 14 2007
STER=L 15:42:27
BUE =1
TIME=1
uz (AvE)
Ravs=0
DMz =5. 92
s =- . 263017
GMz =.263016

T
~.263017 . 146121 -.028224 a7ETz 204568
-.2na569 087673 .029234 12812 .363016

Figura 5.47. Representacdo do empenamento, ANSYS (10.0), unidade: cm.
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O mapa do empenamento e configuracdo deformada, unidade em centimetros (cm),
referente ao presente trabalho, para a secdo transversal na extremidade livre, é ilustrado na
Figura 5.46. A Figura 5.47 ¢é o resultado do programa ANSYS para 0 empenamento desta
estrutura. A partir da Figura 5.46, da Figura 5.47 e da Tabela 5.8 observa-se que os resultados
do ANSYSS estdo em boa concordéancia com os resultados do presente trabalho.

Foram feitas andlises semelhantes para tens6es normais maximas e de cisalhamento

maximas e encontraram-se diferengas relativas de 2,23% e 13,46%, respectivamente. Para a

discretizacdo do ANSYS com 230.526 graus de liberdade.
Para se comparar melhor os resultados em tensbes seriam necessarias melhores
discretizacbes. Como no momento, as andlises com o ANSYS ficam limitadas pelos

computadores disponiveis, contentou-se com os resultados apresentados.

5.3.3 MATERIAIS COMPOSTOS

Propde-se um exemplo de um nucleo estrutural composto por secdes abertas e
fechadas por trecho, considerando-se como material o concreto armado. Como se trata de uma
contribuicdo, ainda que modesta, apenas os resultados referentes ao presente trabalho seréo
apresentados.

Neste exemplo serd analisada a estrutura de um edificio (Figura 5.50) de vinte
pavimentos com 2,80m de pé direito, constituida exclusivamente por um nucleo de secdo

transversal constante ao longo da sua altura, todas as suas paredes possuem 0,15m
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(Figura 5.48), sendo ainda contraventada por lintéis (Figura 5.49) ao nivel de cada andar, com

a mesma espessura das paredes e altura de 0,45m.

1,00
2,00
(4]

0,15

2,00
1,70 )15

o
0

o

otas em metr {m)
cotas em metros (m) cotas em melros

Figura 5.48. Secdo transversal Figura 5.49. Secdo transversal Figura 5.50. Nucleo estrutural.
aberta. dos lintéis.

Para o concreto, o0 mddulo de elasticidade longitudinal adotado é igual a

21x10°kgf /m2 e transversal 8,75x10°kgf /m2. Para o ago, o médulo de elasticidade

longitudinal adotado é igual a 2,1x10"kgf /m? e transversal 8,08x10°kgf /m2. As agGes
aplicadas foram um momento torgor de 3.756,10kgfm atuando ao nivel da cobertura e

3.182,20kgfm nos demais pavimentos.

Distribuiu-se armadura na secdo transversal da forma indicada na Figura 5.51,
considerando-se ¢8,0mm c¢/10cm e cobrimento igual a 2cm. Lembrando que a armadura tem
o comprimento do lintél (viga no nivel do pavimento) na regido correspondente a esse tipo de

estrutura e que a outra secéo é aberta.

36 ¢ 8,0 C=2,80m

18 $8,0 C=2,80m

36 § 8,0 C=2,80m 36 48,0 C=0,45m

{

18 $ 8,0 C=2,80m
36 ¢ 8,0 C=2,80m

Figura 5.51. Detalhe de armadura (x20).
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A malha foi gerada de acordo com a dimensdo minima da armadura idealizada em um
quadrado de lado igual a oito milimetros. Discretizou-se a malha da secéo transversal aberta
em 1.370 elementos finitos triangulares quadraticos e 3.028 nds, como mostra a Figura 5.52.
E na secdo ilustrada na Figura 5.53 tem-se uma malha com 1.560 elementos finitos

triangulares quadraticos e 3.435 nos.

Figura 5.52. Malha da secéo transversal aberta. Figura 5.53. Malha do lintél.

O ndcleo foi discretizado ao longo do seu comprimento por uma malha com 40
elementos e 81 nds, de 0 a 56m. Sendo que existem dois elementos em cada pavimento, um
elemento de comprimento igual a 2,35m e outro de comprimento igual a 0,45m, formados
por nds nas extremidades e o terceiro no ponto médio do elemento.

Na Tabela 5.9 estdo os valores das rotacbes em torno do eixo longitudinal. Estes
também sdo representados pela curva do grafico da Figura 5.54. O parametro de intensidade

de empenamento esté representado na curva do grafico da Figura 5.55.
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Tabela 5.9 — Rotagdes (rad) no ndcleo e deslocamento na dire¢do do empenamento (rad/m).

Pay Cota ¢ o
' (m)  (rad)  (rad/m)
0 0 0,000000 0,000000000
1 2,8 0,000516 0,000309229
2 5,6 0,001546 0,000405591
3 8,4 0,002735 0,000428235
4 11,2 0,003942 0,000421539
5 14 0,005112 0,00040316
6 16,8 0,006223 0,000380128
7 19,6 0,007266 0,000355245
8 22,4 0,008238 0,000329624
9 25,2 0,009136 0,00030371
10 28 0,009961 0,000277683
11 30,8 0,010713 0,000251615
12 33,6 0,01139 0,000225546
13 36,4 0,011995 0,000199511
14 39,2 0,012525 0,00017358
15 42 0,012983 0,000147913
16 44,8 0,013368 0,000122913
17 47,6 0,013685 0,0000995896
18 50,4 0,013941 0,0000804773
19 53,2 0,014153 0,0000722016
20 56 0,014377 0,0000836917
1 20 | 20
$
t 18 | 18
2 16 L 16
\ 14 ‘
\ 9 [
\ v |5 S12 8
10 £ 5
X @ i 10 £
s & i | @
\ / 3 o
\ 6 #

0,02 0015 001 0005 O

¢ (rad)

0.0006 0.0004

a (rad/m)

Figura 5.54. Representagdo grafica a rotacdo
(radianos).

Figura 5.55. Representacédo grafica da intensidade
do empenamento (rad/m).
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A Figura 5.56 € o0 mapa de deslocamentos para 0 empenamento no topo do edificio. A

Figura 5.57 refere-se a0 mapa da tensé&o normal (ax) maxima que ocorre no penultimo

pavimento, na cota x =53,20m.

2 GMEC - Visualizador - v1.0 - [novo 1] 2 GMEC - Visualizador - ¥1.0 - [novo 2]

gnrquivos Janela gnrquivos Janela
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Figura 5.56. Mapa empenamento, unidade: m. Figura 5.57. Mapa de &, maximo,

unidade: kgf /m?.
O mapa da tensdo de cisalhamento z,, € ilustrado na Figura 5.58, este ocorre no

penudltimo pavimento, na cota x =53,20m. Para z,, 0 mapa da tensdo de cisalhamento é

ilustrado na Figura 5.59, que ocorre no penultimo pavimento, na cota x = 53,20m.

2 GMEC - Visualizador, - v1.0 - [novo 2] 2 GMEC - Visualizador, - v1.0 - [novo 2]
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. -74012,19282 . —1961 94,4700
Figura 5.58. Mapa de z,, maximo, Figura 5.59. Mapa de z,, maximo,
unidade: kgf /m?. unidade: kgf /m?.
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Os objetivos deste trabalho foram atingidos de forma satisfatoria. Ou seja,
desenvolveu-se e implementou-se computacionalmente uma formulagéo de elemento finito de
barra geral tridimensional laminado, seguindo uma cinemética de Reissner-Timoshenko
generalizada incluindo a consideragdo do empenamento a torcdo. Desta forma, o elemento
finito resultante é capaz de simular, com precisdo, problemas de torcéo livre e flexo-torgcédo
para secdes de geometria qualquer incluindo materiais ndo homogéneos e barras com secoes
constantes por trechos. A eficacia deste codigo em solucionar problemas de torcao livre é
demonstrada no Capitulo 3 desta dissertacdo a partir da comparagdo de exemplos, com outros
autores, de problemas com secOes transversais fechadas, abertas e com paredes delgadas,
considerando-se secGes homogéneas e ndo-homogéneas. O mesmo foi feito com relagdo aos
problemas de flexo-tor¢do, conforme apresentado no Capitulo 5.

Como descrito ao longo da dissertagdo, bem como no seu titulo, trata-se de um
aprimoramento que resultou na melhora dos modelos usuais de barra geral, com a introducao
da cinemética de empenamento para secdo transversal de geometria qualquer. Destaca-se
ainda a originalidade da obten¢é@o do Centro de Cisalhamento pelo MEF. Com esse trabalho,

houve um avango, nas técnicas usuais de anélise estrutural via MEF disponiveis no SET. Essa
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contribuicdo, ainda que modesta, foi de nivel compativel com o mestrado académico e trara
beneficios para trabalhos futuros.

Como desenvolvimentos futuros sugere-se a implementacdo de ndo-linearidade
geomeétrica na formulacdo. Bem como o acoplamento barra geral/ casca e a consideragdo de

todas as partes estruturais do edificio, além do nucleo estrutural.
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