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RESUMO 
 

 

 

WUTZOW, W.W. (2008). Formulação do método dos elementos de contorno para materiais 

porosos reforçados. São Carlos. 315p. Tese (Doutorado) – Escola de Engenharia de São 

Carlos, Universidade de São Paulo/École Normale Supérieure de Cachan. 

 

 

Neste trabalho, propõe-se uma formulação não linear baseada no Método dos 

Elementos de Contorno, para representação de domínios poro-elasto-plásticos reforçados. 

Esta formulação é apresentada para os casos saturado e não saturado. Para o problema 

poroso enrijecido um acoplamento com o Método dos Elementos Finitos é empregado, e a 

técnica de mínimos quadrados permite a regularização dos deslocamentos e do vetor de 

forças de superfície ao longo das interfaces de acoplamento. São empregadas expressões 

analíticas para o tratamento das integrais de contorno e de domínio presentes na formulação 

do Método dos Elementos de Contorno. A formulação de Biot é empregada para a descrição 

de meios porosos saturados e uma formulação energética baseada nos trabalhos de Coussy é 

adaptada para a extensão ao caso não saturado. Neste caso, a pressão capilar e energia das 

interfaces são levadas em consideração. O nível de saturação é descrito pelo modelo de Van 

Genuchten e o comportamento do esqueleto é descrito ou pelo modelo de Drucker-Prager ou 

pelo modelo de Cam-Clay modificado. O problema não linear obtido por uma descrição 

temporal associada a discretização espacial é resolvido pelo método de Newton-Raphson. No 

caso saturado, o operador tangente consistente é definido e utilizado para obtenção da 

solução do sistema. Exemplos numéricos são apresentados para validar a formulação 

proposta. 

 

 

 

Palavras-chaves: Poro-elasticidade, Poro-elasto-plasticidade, Sólidos não saturados, 

Enrijecedores, Método dos Elementos de Contorno, Acoplamento MEC/MEF. 
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RESUME 
 

 

 

WUTZOW, W.W. (2008). Formulation de la Méthode dès Éléments de frontière aux 

milieux poreux renforcés. São Carlos. 315p. Thèse (Doctorat) – Escola de Engenharia de 

São Carlos, Universidade de São Paulo/École Normale Supérieure de Cachan. 

 

 

Dans ce travail, on propose une formulation non linéaire de la Méthode des Eléments 

de Frontière pour les milieux poro-élastoplastiques renforcés. Cette formulation est présentée 

dans les cadres saturé et non saturé. Pour prendre en compte le renforcement, un couplage 

avec la Méthode des Eléments Finis est utilisé et une technique de moindres carrés permet la 

régularisation du déplacement et du vecteur contrainte le long des interfaces. La formulation 

de Biot est utilisée pour la description des milieux poreux saturés et une formulation 

énergétique basée sur les travaux de Coussy est adoptée pour son extension au cadre non 

saturé. Dans ce cas, la pression capillaire et l’énergie d’interface sont prises en compte. Le 

niveau de saturation est modélisé par le modèle de Van Genuchten et le comportement du 

squelette est décrit soit par le modèle de Drucker-Prager, soit par un modèle Cam-Clay 

modifié. Le problème non linéaire obtenu par une discrétisation temporelle associée à la 

discrétisation spatiale est résolu par la méthode de Newton-Raphson. Dans le cadre saturé, 

l’opérateur tangent cohérent est défini et utilisé pour obtenir la solution. Des exemples 

numériques sont présentée pour la validation de la formulation proposée. 

 

 

 

Mot-clés : Poro-élasticité, Poro-plasticité, milieu saturé, milieu non saturé, 

Renforcement, Méthode des éléments de frontiére, Couplage Méthode des éléments de 

frontière/Méthode des éléments finis. 
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ABSTRACT 
 

 

 

WUTZOW, W.W. (2008). Boundary element method formulation for reinforced porous 

material. São Carlos. 315p. Doctoral Thesis – Escola de Engenharia de São Carlos, 

Universidade de São Paulo/École Normale Supérieure de Cachan. 

 

 

In this work a nonlinear formulation of the boundary element method (BEM) is 

proposed to deal with saturated and unsaturated poro-elasto-plastic 2D reinforced domains. 

To model reinforced porous domains a BEM/FEM (Finite Element Method) modified 

coupling technique is employed. The coupling is made by using the least square method to 

regularize the displacement and traction distributions along the interfaces. Analytical 

expressions have been derived for all boundary and domain integrals required for the 

formulation. The Biot formulation is used for the description of the saturated porous 

environments and an energetic consistent formulation based on work of Coussy is adopted 

for its extension to the framework of unsaturated porous media. In this case, the capillar 

pressure and the interface energy are taken into account. The Van Genuchten model is used 

for the determination of saturation level in non-saturated poro-elasto-plastic problems. The 

Drucker-Prager modified model if used for the saturated poro-elasto-plastic problems and the 

modified Cam-Clay model for the representation of non-saturated poro-elasto-plastic 

problems. For the saturated case, the consistent tangent operator is derived and employed 

inside a Newton procedure to solve non-linear problems. Numerical solutions are presented 

to validate the proposed models. 

 

 

 

Keywords: Poro-elasticity, Poro-elasto-plasticity, non-saturated solids, 

Reinforcements, Boundary Elements Method, BEM/FEM couplings. 
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INTRODUÇÃO  

 
 

 

 

 

1.1 – Considerações Gerais e motivação 

 

 Os modelos de acoplamento hidromecânico buscam descrever a percolação 

de um ou mais fluidos em meios porosos deformáveis. O movimento dos fluidos 

induzido por um gradiente de pressão provoca variações de tensões na matriz porosa 

que por sua vez se deforma. Conseqüentemente propriedades da rocha (matriz 

porosa), tais como porosidade e permeabilidade, são alteradas modificando o 

escoamento. Essa interação entre hidrodinâmica e análise de tensões e deformações 

na matriz porosa consiste na forma do acoplamento hidromecânico adotado, o qual 

necessita ser modelado com boa precisão, a fim de obtermos respostas confiáveis das 

simulações numéricas. 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 

 Os modelos de acoplamento hidromecânico são fundamentais para o 

entendimento e previsão de diversos fenômenos relacionados com a mecânica de 

solos e rochas (MARSILY, 1986; FREDLUND e RAHARDJO, 1993). Dentre eles, 

segundo (MENDES, 2008), podemos salientar o problema da subsidência da 

superfície terrestre originado pela extração de fluidos confinados em um reservatório 

na subsuperfície (MARSILY, 1986; BELL et al., 2005; TEATINI et al., 2006). 

Inicialmente, o peso das formações geológicas acima do reservatório é suportado 

pela pressão do fluido intersticial e pelas tensões de contato no esqueleto poroso. À 

medida que o processo extrativo evolui, o peso vai gradualmente sendo transferido 
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para a matriz porosa, causando a compactação do reservatório e a subseqüente 

acomodação das camadas geológicas superiores, acompanhadas pela subsidência da 

superfície terrestre. Apesar de não muito freqüente, esse fenômeno pode acarretar 

grandes prejuízos financeiros e ambientais para a sociedade. Por exemplo, a extração 

de água do aqüífero subsuperficial da cidade do México resultou em subsidência de 

até 9m danificando construções e causando alagamentos em algumas regiões durante 

épocas chuvosas (GUERRERO et al., 1999). 

 Segundo (MENDES, 2008) a subsidência também pode acarretar sérias 

instabilidades estruturais nas plataformas petrolíferas sobre o assoalho oceânico ou 

comprometer os poços de produção de petróleo. Em 1984 constatou-se que a 

extração de óleo e gás do reservatório Ekofisk, situado no mar do Norte, havia 

provocado uma subsidência de 3 metros ao longo de 13 anos de exploração, o que 

fez baixar perigosamente o nível das plataformas petrolíferas em relação ao nível do 

mar, forçando o fechamento de 6 instalações e fazendo com que as autoridades 

cobrassem da operadora responsável um remanejamento do campo de produção. A 

necessidade de monitoramento constante do reservatório Ekofisk produziu uma 

enorme quantidade de dados experimentais, amplamente utilizados e referenciados 

na literatura da engenharia de petróleo (SULAK e DANIELSEN, 1989; 

ABDULRAHEEM et al., 1994; ARNES et al., 1996). 

 Dado o vasto leque de aplicações do acoplamento hidromecânico, em 

particular na simulação de reservatórios, o desafio científico consiste no 

desenvolvimento de modelos computacionais capazes de reproduzir satisfatoriamente 

os fenômenos mencionados anteriormente. 

 

 

1.2 – Metodologia de trabalho 

 

 Tem-se o objetivo de abordar teórica e numericamente modelos que 

descrevem o comportamento em ruptura de meios porosos saturados e não saturados. 

Desenvolveu-se formulações numéricas para a aplicação em problemas de 

engenharia, tais como análise de escavações de túneis e poços, onde a interação com 

elementos estruturais é parte importante do conjunto. 
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 A modelagem da interação foi feita combinando-se o método dos elementos 

finitos para as estruturas de menor dimensão com o método dos elementos de 

contorno para o domínio principal. O acoplamento é feito com uso da técnica de 

mínimos quadrados que evita as oscilações espúrias na forças distribuídas ao longo 

da interface. Esta formulação engloba também: a formulação de equações integrais 

mais adequadas para o tratamento do caso do material bifásico não-linear em meio 

poroso saturado; a formulação das equações algébricas do modelo incremental 

incluindo operador tangente; cálculo exato das integrais de contorno, interfaces e 

domínio; expressões analíticas das integrais obtidas simbolicamente; formulação das 

equações algébricas para o modelo que contempla o acoplamento MEC/MEF; 

desenvolvimento de modelos de interação para a regularização das forças de 

superfície.  

O desenvolvimento da tese seguiu um cronograma dividido em duas etapas, sendo a 

primeira desenvolvida no Brasil no Departamento de Estruturas da Escola de 

engenharia de São Carlos onde, além das disciplinas cursadas, desenvolveu-se a 

formulação teórica do problema poro-elásto-plástico com enrijecimento. 

Na segundo fase desenvolvida no “Laboratoire de mécanique et technologie (LMT-

Cachan)” na “École normale supérieure de Cachan”, França, foi desenvolvida a 

formulação poro-elásto-plástica não para o problema não saturado. 

 Sobre o enrijecimento pode-se dizer que este foi implementado através do 

acoplamento MEC/MEF com regularição, sendo esta empregada para representação 

de enrijecedores que influenciam apenas de forma indireta no comportamento dos 

fluidos do meio poroso. Sobre este tipo de acoplamento ainda é importante salientar 

(será visto mais adiante) que o modelo adotado para a representação do enrijecedor 

segue a cinemática geral de Reissner-Mindlin de laminados, mas particularizado para 

vigas, que se adequava bem ao tipo de enrijecedor que se buscava simular. 

 Seguiu-se o modelo de Biot para meios porosos saturados com fluido 

compressível. Formulação esta desenvolvida algebricamente de forma que o sistema 

a ser resolvido ficasse em função das deformações dos pontos internos do meio. 

 Com relação às integrais, tanto as de domínio quanto as de contorno 

(singulares ou não) foram avaliadas analiticamente. 
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 Procurou-se avançar na pesquisa nos seguintes aspectos: estudo de modelos 

de poroelasticidade e poroplasticidade mais gerais, com formulações consistentes 

com a termodinâmica dos processos irreversíveis, considerando-se compressibilidade 

do fluido. No caso da poroplasticidade, estudo do critério de Drucker-Prager, com 

influência direta da poro-pressão nas funções que o definem. Consideração da 

plasticidade geral, não-associativa. Formulação de procedimentos implícitos para 

atualização das variáveis do problema poro-elasto-plástico, com duas alternativas 

possíveis, uma baseada na pressão e outra na variação volumétrica, em função da 

escolha das variáveis independentes. 

 Do ponto de vista numérico, foi elaborada no caso da poroplasticidade, uma 

formulação do método dos elementos de contorno não-linear com campos corretivos 

de tensão e de poro pressão. A formulação, ao final, fica escrita somente em termos 

das deformações do esqueleto. Sua resolução é incremental no tempo e iterativa 

dentro dos incrementos. Foi também deduzida a matriz tangente consistente com o 

modelo não-associativo de Drucker-Prager, utilizada na linearização das equações de 

equilíbrio no processo iterativo. 

 As formulações citadas foram implementadas computacionalmente e testadas 

numericamente com vários exemplos. Os algoritmos mostraram ser bem estáveis e os 

resultados numéricos bem precisos. Os exemplos de poroplasticidade testados foram 

com parâmetros de “hardening”, ou seja, em problemas incondicionalmente estáveis. 

 No caso da formulação para problemas compostos por meios poro-elasto-

plásticos não saturados foi desenvolvido um estudo teórico do modelo levando-se em 

conta a capilaridade. Levou-se em consideração também a compressibilidade dos 

dois fluidos que compunham o meio. Devido à consideração da compressibilidade 

dos fluidos constituintes, bem como a variação da permeabilidade intrínseca em 

função da variação da porosidade e da variação da permeabilidade relativa que está 

diretamente ligada ao nível de saturação de cada ponto do meio, fez-se necessário 

manipular de forma coerente as equações integrais do problema potencial a fim de 

considerar corretamente a não homogeneidade da constante explicitada na lei de 

Darcy. A modelo que rege a variação do nível de saturação em função do nível de 

pressão capilar é o modelo de Van Genuchten (GENUCHTEN, 1980). 
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 Alguns resultados diretos do programa desenvolvido durante este 

doutoramento podem ser observados nos 8 artigos publicados em congressos e 2 em 

revista: (WUTZOW e PAIVA, 2003; 2004b; a; WUTZOW e VENTURINI, 2004; 

BOTTA et al., 2005; WUTZOW et al., 2005; WUTZOW, W.W. et al., 2006; 

WUTZOW e PAIVA, 2006; WUTZOW, WILSON WESLEY et al., 2006; 

WUTZOW e PAIVA, 2008) 

 

 

 

1.3 – Breve Revisão Bibliográfica 

 

 O primeiro a pesquisar a poroelasticidade foi (TERZAGHI, 1936). Através de 

sua teoria, para problemas unidimensionais de adensamento de meios porosos 

elásticos saturados por um único fluido e microscopicamente incompressíveis, ele 

explicou o mecanismo de transferência de uma carga aplicada para o solo 

conjecturando que a pressão hidrostática do fluido intersticial não produzia 

compactação da matriz porosa. Assim, Terzaghi estabeleceu o pilar central do 

acoplamento hidromecânico postulando a decomposição da tensão total aplicada 

sobre a mistura em duas componentes: uma dada pela pressão hidrostática do fluido, 

também chamada de pressão do poro, e outra parcela de natureza constitutiva 

governante da deformação da matriz porosa denominada de tensão efetiva, 

explicando assim o seu adensamento. No entanto, apesar de seu pioneirismo, sua 

teoria ficou restrita a explicar o adensamento de uma coluna de solo carregada 

axialmente, sem prever deformações laterais. 

 Subseqüentemente (BIOT, 1941) generalizou o modelo de Terzaghi para três 

dimensões incorporando à formulação os efeitos distorcionais induzidos pelas 

tensões de cisalhamento no esqueleto poroso. Além desta generalização, Biot incluiu 

no modelo geomecânico o efeito de compressibilidade da fase sólida na escala do 

poro dando origem ao coeficiente de Biot-Willis que surge na decomposição de 

Terzaghi, multiplicando a pressão do poro (BIOT e WILLIS, 1957). 

 En (BIOT, 1955) ele estendeu sua teoria para o caso geral de anisotropia, 

agora considerando o fluido compressível. Nesta teoria, a anisotropia é geral, 
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considerada tanto nas propriedades elásticas do sólido quanto na generalização da lei 

de Darcy. Mais adiante, (BIOT, 1956) adicionou em sua teoria anisotrópica efeitos 

de viscoelasticidade linear na parte sólida do meio, o que a tornou mais geral ainda, 

levando em consideração fenômenos dissipativos até então desconsiderados. Mais 

recentemente, (COUSSY, 1995) apresentou modelos poro-elásticos e poro-plásticos 

descrevendo o comportamento de materiais porosos saturados, com intenso enfoque 

nos processos termodinâmicos envolvidos. 

 Desde que Biot elaborou sua teoria, inúmeros trabalhos foram publicados 

apresentando soluções analíticas para problemas de meios porosos com geometrias e 

carregamentos simples. (CHENG e LIGGETT, 1984b), por exemplo, citam os 

trabalhos (MCNAMEE e GIBSON, 1960; GIBSON e MCNAMEE, 1963; 

SCHIFFMAN e FUNGAROLI, 1965; GIBSON et al., 1970; BABU et al., 1978). 

Devido à complexidade do problema, nestes trabalhos foi considerado o caso de 

fluido incompressível. Para a maioria dos problemas de aplicação prática, entretanto, 

não existem soluções analíticas, devendo ser desenvolvidas soluções numéricas. 

Neste campo, trabalhos desenvolvidos com o método das equações integrais de 

contorno ou método dos elementos de contorno têm despertado grande interesse pelo 

uso desta técnica numérica, cujos resultados são reconhecidamente precisos e 

confiáveis, conforme se constata a partir de suas bem-sucedidas aplicações em outros 

problemas da engenharia. 

 Seguindo as primeiras formulações diretas do MEC para elastostática 

propostas por (RIZZO, 1967), (CLEARY, 1977) propôs as primeiras equações 

integrais para a poroelasticidade. (ARAMAKI e YASUHARA, 1981) e (KUROKI et 

al., 1982) apresentaram trabalhos para análise da consolidação de solos com soluções 

fundamentais dependentes do tempo. O já citado trabalho de (CHENG e LIGGETT, 

1984b) faz uso da transformada de Laplace para formular as equações integrais do 

problema poro-elástico. Os mesmos autores, (CHENG e LIGGETT, 1984a), mostram 

uma formulação do método das equações integrais com aplicações em propagação de 

fratura em meios poro-elásticos. 

 Outros trabalhos onde formulações diretas do MEC são apresentadas são: 

(CHENG e PRENDELEANU, 1987); (NISHIMURA e KOBAYASHI, 1989); 

(DARGUSH e BANERJEE, 1989) e (DARGUSH e BANERJEE, 1991). Um tratado 
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mais completo e abrangente sobre equações integrais e soluções fundamentais em 

poroelasticidade é apresentado por (CHENG e DETOURRNAY, 1998). (PAN e 

MAIER, 1997) apresentam uma formulação simétrica baseada em Galerkin para 

poroelasticidade. (PAN, 1999) utiliza as funções de Green para modelar o semi-

espaço poro-elástico subdividindo-o em camadas. Utilizando soluções fundamentais 

independentes do tempo, (CAVALCANTI e TELLES, 2003), apresentaram algumas 

aplicações do MEC para meio poro-elástico saturado com teoria de Biot. Em 

problemas hidromécânicos aplicados a processos de extração de petróleo de 

hidrocarbonetos empregando a modelagem pelo método dos elementos de contorno 

pode-se citar os trabalhos de (BORBA, 1992; MESQUITA et al., 1993; CAMPOS, 

1995; CAMPOS e MESQUITA, 1996; MESQUITA e CAMPOS, 1996). (PARK e 

BANERJEE, 2002) analisaram problemas planos e tridimensionais de consolidação 

de solos com o MEC via integral particular. 

 No campo da poroplasticidade, existem menos trabalhos publicados que em 

poroelasticidade. Podem ser citados os trabalhos de (MAIER e COCCHETTI, 2000) 

e (MAIER e COCCHETTI, 2002). No primeiro, eles apresentam o modelo poro-

plástico convencional com uma formulação em elementos finitos. No segundo, 

analisam os mesmos conceitos aplicando-os em problemas de terremotos com 

programação linear. Outros trabalhos interessantes podem ser citados: 

(MANOHARAN e DASGUPTA, 1995), o próprio livro já citado de (COUSSY, 

1995), (LEWIS e SHREFLER, 1998), (FAUCHET, B. et al., 1992), (FAUCHET, B.  

et al., 1992), (MAIER e COMI, 1997). Outros trabalhos que não versam 

exclusivamente sobre poroplasticidade, mas que relacionam de alguma maneira essa 

teoria com outros efeitos são: (SCHREFLER, 2002), (GIRAUD et al., 1998), 

(ZHANG et al., 1999) e (ZOHDI et al., 2002). 

 A questão do estudo da instabilidade em materiais elasto-plásticos, quando 

estes estão em presença de comportamento com “softening” (ou não-associatividade) 

tem despertado intenso interesse na comunidade científica. Citam-se os trabalhos de 

(BENALLAL e COMI, 2002; 2003a; b), onde aspectos ligados à localização e 

instabilidade, teóricos e numéricos, são apresentados tanto para problemas quase 

estáticos quanto dinâmicos, com modelo associativo e não-associativo. Nos referidos 

trabalhos, são citados vários outros que tratam do mal condicionamento das soluções 
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em materiais porosos, devido ao “softening” ou não-associatividade (LORET e 

HARRIRECHE, 1991; RUNESSON et al., 1996; RUNESSON et al., 1998; RIZZI e 

LORET, 1999). Também são citados trabalhos que apresentam diversos 

procedimentos de regularização da solução para materiais multi-fásicos. (LORET e 

PREVOST, 1991; LARSSON et al., 1996; VARDOULAKIS, 1996; EHLERS e 

VONK, 1997; ARMERO e CALLARI, 1999; LARSSON e LARSSON, 2000).  

 A formulação macroscópica das leis de comportamento dos solos saturados 

deformáveis é baseada em um conceito geral bem estabelecido. Sendo a variação de 

volume das partículas sólidas constituintes do solo ser negligenciadas diante da 

deformação volumétrica total, a deformação do solo, ijε , é então governada pelas 

tensões efetivas , no esqueletoij ijpσ + δ ijσ  são as tensões totais e  a pressão 

intersticial. Esse resultado já conhecido (TERZAGUI, 1925) é confirmado pela 

pratica. Ele permite a aplicação do modelo clássico da mecânica dos sólidos 

(elástico, plástico, visco-plástico, etc.) aos solos saturados, utilizando-se o tensor de 

tensões efetivas. Baseando-se neste princípio podemos desenvolver modelos de 

comportamento mais específicos adaptando-os a complexidade de cada tipo de solo 

(areia, argila, etc.). 

p

 Entretanto, a formulação macroscópica das leis de comportamento dos solos 

não saturados ainda não possui unanimidade em seus conceitos gerais, mesmo que 

grandes avanços tenham sido realizados (ALONSO e DELAGE, 1995). A 

aproximação energética pode ajudar a esclarecer os conceitos do modelo poro-

elástico não saturado.  

 Embora o princípio das tensões efetivas seja bem estabelecido para 

escoamento monofásico, suas extensões para escoamento multifásico não foram 

unificadas, seguindo diferentes caminhos que deram origem a diversas formulações e 

interpretações, em particular para o caso bifásico água-ar. Nesse contexto (BISHOP, 

1959) generalizou a forma do princípio das tensões efetivas de Terzaghi postulando a 

dependência do coeficiente de Biot-Willis com a saturação. Modificações da teoria 

de Bishop foram sendo gradualmente propostas, destacando-se o trabalho de 

(FREDLUND e MORGENSTERN, 1977) os quais consideram a dependência da 

deformação da matriz porosa em duas variáveis termodinamicamente independentes: 
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a tensão líquida, definida pela diferença entre a tensão total e a pressão do ar, e a 

pressão capilar. A utilização destas duas variáveis para descrever o estado de tensões 

efetivas da matriz porosa representou avanço significativo no desenvolvimento de 

leis constitutivas entre tensão-deformação para meios porosos não saturados 

(FREDLUND e RAHARDJO, 1993). 

 Generalizações do modelo de Fredlund e Morgenstern para meios porosos 

elastoplásticos foram obtidos por (ALONSO et al., 1990) os quais propuseram um 

modelo constitutivo geral para meios não saturados incorporando a dependência da 

superfície de plastificação da matriz porosa com a pressão capilar. Posteriormente 

esse modelo foi denominado de Modelo Básico de Barcelona, sendo estendido e 

modificado em diversos trabalhos subsequentes que objetivavam atualizá-lo às novas 

observações experimentais e avanços da área (SHENG et al., 2004). 

 O princípio de Terzaghi estendido para escoamentos multifásicos 

conjuntamente com as leis de conservação de quantidade de movimento e de massa 

das fases envolvidas compõem o sistema de equações governantes do acoplamento 

geomecânico na escala de laboratório. O modelo é usualmente segmentado em dois 

subsistemas de naturezas bem diferentes. O subsistema da Poromecânica possui um 

caráter estritamente parabólico composto pelas equações de massa global, de 

equilíbrio de tensões e pelas leis constitutivas para a tensão efetiva e para a 

velocidade de percolação total da mistura fluida. Em contrapartida, o subsistema da 

Hidrodinâmica que rege o escoamento parcial dos fluidos é composto por equações 

de transporte predominantemente convectivas advindas do balanço de massa dos 

fluidos e da lei de Darcy. Para problemas onde o efeito difusivo da pressão Capilar 

pode ser desprezado, o subsistema da Hidrodinâmica passa a ser regido por uma 

equação hiperbólica não linear com o campo de saturação exibindo ondas de choque 

(CHAVENT e JAFFRÉ, 1986). 

 A decomposição do modelo em subsistemas é herdada naturalmente pelas 

técnicas de discretização das equações governantes. De fato, a necessidade de 

metodologias numéricas precisas para os modelos de acoplamento Geomecânico 

constitui um desafio ao desenvolvimento de simulações computacionais mais 

realistas. 
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 Algoritmos de desacoplamento têm sido propostos com o intuito de reduzir o 

esforço computacional e aumentar a estabilidade numérica. Nesses casos, os 

subsistemas não lineares da Hidrodinâmica e da Poromecânica são iterados 

sequencialmente em cada passo de tempo e a comunicação entre eles é feita através 

da comutação entre as soluções numéricas. Dependendo do algoritmo de 

seqüenciamento adotado, a solução parcialmente acoplada pode atingir níveis de 

precisão semelhante à obtida por um esquema completamente acoplado onde as 

equações da Poromecânica e da Hidrodinâmica são resolvidas simultaneamente 

(SETTARI e WALTERS, 1999). As vantagens do desacoplamento são a 

flexibilidade de adotar métodos numéricos apropriados para cada subsistema que 

herdem naturalmente suas peculiaridades, além da comodidade de aproveitar 

simuladores robustos e eficientes já desenvolvidos para cada um dos subsistemas 

(DAVID e SETTARI, 2002; ONAISI e SAMIER, 2002). Em contrapartida, a 

abordagem totalmente acoplada constitui uma alternativa importante quando 

desejamos capturar numericamente a forte interação entre a Poromecânica e a 

Hidrodinâmica. No entanto, a necessidade do desenvolvimento de métodos 

numéricos robustos para o sistema acoplado aliado ao elevado custo computacional 

torna essa classe de algoritmos pouco competitiva para aplicações de grande porte 

que utilizam malhas muito refinadas. Como exemplos de implementações numéricas 

que utilizam essa abordagem citamos (SCHREFLER e ZHAN, 1993; OLIVELLA et 

al., 1996; LEWIS et al., 1998; CHARLIER e SAMIER, 2002; OETTL et al., 2004). 

 As implementações numéricas dos modelos de acoplamento geomecânico 

geralmente discretizam espacialmente o subsistema da Poromecânica nas variáveis 

de pressão e deslocamento via método de elementos finitos em conjunção com 

diferenças finitas implícitas na aproximação no tempo (YALE, 2002; MINKOFF et 

al., 2003; MERODO et al., 2004). Apesar dessa abordagem apresentar instabilidade 

numérica nos instantes iniciais para algumas combinações de espaços aproximantes 

devido à resposta incompressível do meio poroso (MURAD e LOULA, 1994), ela 

possui propriedades ótimas de convergência para os campos de pressão e 

deslocamento. Além desta aproximação dos campos potenciais, para satisfazer 

localmente a conservação de massa e a condição de equilíbrio do sistema, é 

necessário que a discretização da Poromecânica seja capaz de fornecer campos de 



CAPÍTULO 01 – INTRODUÇÃO 11
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

velocidade e de tensões efetivas conservativos. No entanto, tal propriedade não se 

verifica na formulação clássica do método de Galerkin quando calculamos os 

gradientes a partir dos campos potenciais (MOSE et al., 1994). Esse problema tem 

sido contornado fazendo uso de métodos mistos e dos espaços discretos de Raviart-

Thomas que já foram empregados com grande sucesso para problemas de 

escoamento em meios porosos rígidos heterogêneos (DOUGLAS et al., 1983; 

ABREU, 2007). Porém, para problemas em meios deformáveis, essa abordagem 

resulta em soluções numéricas que violam a simetria do tensor de Cauchy 

(ARNOLD et al., 2007), além de apresentar maior custo computacional em relação 

ao método de Galerkin devido ao fato da formulação variacional resultante ser posta 

em quatro campos (tensões efetivas, deslocamento, pressão do poro e velocidade). O 

procedimento alternativo proposto neste trabalho consiste em utilizar uma técnica de 

pós-processamento inicialmente sugerida por (LOULA et al., 1995) para o problema 

de Poisson. Tal metodologia baseia-se em projetar os gradientes dos campos 

potenciais de pressão e deslocamento nos espaços de Raviart-Thomas através de uma 

formulação de Petrov-Galerkin a qual adicionamos os resíduos do balanço de massa 

global e do equilíbrio das tensões efetivas. 

 Ao contrário das equações de natureza estritamente parabólica da 

Poromecânica cujos efeitos difusivos são preponderantes, as equações de transporte 

que governam o movimento das fases fluidas são predominantemente convectivas e 

caracterizadas por frentes de onda com surgimento de camadas limites difíceis de 

serem capturadas adequadamente pelos métodos numéricos clássicos (JOHN e 

KNOBLOCH, 2007). É bem sabido que, para problemas predominantemente 

convectivos, o método de Galerkin apresenta oscilações espúrias com estabilidade 

condicionada à magnitude do número de Peclet, tornando necessário o uso de malhas 

excessivamente refinadas à medida que o caráter convectivo das equações de 

transporte aumenta (JOHNSON, 1990). Para superar estas dificuldades métodos 

estabilizados baseados em formulações variacionais de Petrov-Galerkin com termos 

de captura de choque têm sido propostos onde destacamos os métodos SUPG 

(BROOKS e HUGHES, 1982), CAU (GALEÃO e CARMO, 1988), GLS (HUGHES 

et al., 1989), Unusual (MIZUKAMI e HUGHES, 1985; FRANCA e VALENTIN, 

2000). O principal objetivo desses métodos é eliminar as oscilações espúrias 
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adicionando difusão artificial de forma consistente `a formulação variacional (JOHN 

e KNOBLOCH, 2007). Apesar de serem um grande avanço em relação ao método de 

Galerkin, tais técnicas ainda apresentam pequenas oscilações na resolução de 

problemas puramente hiperbólicos, em particular nas proximidades das regiões de 

choque onde as soluções apresentam descontinuidades. Uma alternativa consiste em 

aliar os esquemas de estabilização com o método de Galerkin Descontínuo (CALLE 

et al., 2005). Nesta abordagem, os espaços aproximantes são gerados por funções 

descontínuas nas fronteiras dos elementos, de forma que os fluxos nas faces são 

aproximados por fluxos numéricos como os de Godunov, Lax-Friedrichs, Roe e 

Engquist-Osher, dando origem a diversas formulações (Cockburn e Shu, 2001). 

Como aplicações do método de Galerkin Descontínuo para equações hiperbólicas 

escalares destacamos os trabalhos de (AIZINGER et al., 2000); (COCKBURN e 

SHU, 1989); (CALLE, DEVLOO et al., 2005); (BAUMANN e ODEN, 1999). 

 Em particular, o método de Galerkin Descontínuo com funções testes 

constantes por partes reproduz os chamados métodos de volumes finitos 

(COCKBURN e SHU, 2001) que foram originalmente desenvolvidos com o objetivo 

de satisfazer a lei de conservação no nível de cada elemento. Tais métodos 

aproximam a forma integral da equação de transporte e exibem boas propriedades 

numéricas sendo entrópicos, explícitos no tempo e baratos computacionalmente. De 

forma análoga ao método de Galerkin Descontínuo, a determinação do fluxo 

numérico na fronteira dos elementos é crucial para a caracterização dos métodos de 

volumes finitos. Dentre as diversas aproximações ressaltamos (ver (LEVEQUE, 

2002)) Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, Upwind, KT (RIBEIRO, 2007) e o método de 

(NESSYAHU e TADMOR, 1990). Este último é uma evolução do método Lax-

Friedrichs com convergência quadrática, onde as derivadas da solução da equação de 

Transporte são aproximadas por esquemas de diferenças finitas estabilizados por 

funções limitadoras MinMod ( slope limiters) e a integração da lei de conservação é 

feita na malha deslocada, não sendo necessário a caracterização do fluxo numérico 

na fronteira dos elementos. Apesar dos métodos de volumes finitos serem projetados 

para a resolução de equações puramente hiperbólicas, eles podem ser estendidos para 

equações de transporte predominantemente convectivas através da técnica de 

decomposição de operadores (Operator Splitting) em que os termos difusivos, 
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reativos e convectivos da equação são computados separadamente em cada passo de 

tempo (DOUGLAS et al., 1997; LEVEQUE, 2002). 

 Uma outra família de técnicas para equações hiperbólicas predominantemente 

convectivas teve origem no método modificado das características proposto por 

(DOUGLAS e RUSSEL, 1982) e baseia-se na idéia de evoluir a solução a partir da 

condição inicial seguindo as linhas características. No entanto, ao contrário das 

formulações de volumes finitos, tais técnicas não preservam as leis integrais de 

conservação de massa levando a resultados numéricos irrealistas. Tal dificuldade 

motivou o surgimento de uma nova linha de pesquisa conhecida como“Eulerian 

Lagrangian Localized Adjoint Method” ou ELLAM (CELIA et al., 1990). Esta 

família de métodos conserva a massa localmente, porém possui maior custo 

computacional do que o método modificado das características (MMOC). 

Recentemente, (DOUGLAS et al., 2000) propuseram um método conservativo do 

tipo Euleriano-Lagrangiano baseado na formulação integral da equação de transporte 

cuja eficiência computacional é equiparável ao método MMOC apresentando, 

inclusive, melhores taxas de convergência.  

 A formulação desenvolvida para o caso não saturado é baseada nos últimos 

desenvolvimento apresentados por Dangla em alguns capítulos de (COUSSY e 

FLEUREAU, 2002) fazendo-se uma extensão do caso saturado de Biot(TERZAGUI, 

1925; BIOT, 1962; 1972; 1977; ALONSO, GENS et al., 1990) juntamente com o 

modelo termodinâmico de meios porosos deformáveis descrito por Coussy. 

 

1.4 – Organização da Tese 

 

 O presente relatório está organizado em 7 capítulos. 

 No capítulo 1, encontra-se uma breve introdução ao tema a ser abordado. 

 No capitulo 2, são apresentados alguns conceitos fundamentais da poro-

elasticidade. 

 No capitulo 3, são apresentadas as equações constitutivas da poroelasticidade 

e da poroplasticidade. Para esta última, as relações são apresentadas em taxas e em 

incrementos das variáveis. Apresenta-se toda a dedução do algoritmo implícito para a 

atualização das variáveis do problema poro-elasto-plástico. 
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 No capítulo 4, são apresentadas as equações integrais da poroelasticidade e da 

poroplasticidade. A partir delas, são apresentadas as formulações do método dos 

elementos de contorno para os dois casos. Para a poroplasticidade, apresenta-se o 

procedimento de Newton-Raphson para resolução do problema não-linear com 

matriz tangente consistente. 

 No capítulo 5, são apresentadas as formulações do método dos elementos de 

contorno para a poro-elasto-plasticidade enrijecida através do acoplamento 

MEC/MEF. 

 No capítulo 6, é apresentado um resumo sobre a formulação poro-elástica 

para meios não saturados levando-se se em consideração a influencia da pressão 

capilar no nível de saturação bem como o efeito da energia nas interfaces sobre a 

pressão resultante da mistura fluida. 

 No capítulo 7, é apresentado o desenvolvimento do método dos elementos de 

contorno para o problema não saturado. 

 No capítulo 8, são apresentados alguns exemplos de aplicação numérica das 

formulações do MEC para poroelasticidade e poroplasticidade, poroelasticidade 

enrijecida e poro-elasto-plasticidade enrijecida. 
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INTRODUÇÃO A MECÂNICA DOS MEIOS POROSOS 
SATURADOS  

 
 

 

 

 

 Neste capítulo são apresentados alguns conceitos básicos da mecânica dos 

meios porosos, necessários para compreensão do conteúdo deste trabalho. O 

desenvolvimento deste capítulo foi baseado em (COUSSY, 1991) 

 

2.1 – Introdução à mecânica dos meios porosos 

 

 A mecânica dos meios porosos é uma disciplina que tem aplicações nos mais 

diversos campos da engenharia. Como exemplos, podem ser citados problemas de 

engenharia civil envolvendo mecânica dos solos e mecânica das rochas, problemas 

de percolação de materiais indesejados em depósitos de dejetos, problemas de 

biomecânica, de geofísica e de engenharia agronômica, entre outros. Os meios 

porosos apresentam constituição formada por duas ou mais fases. Uma das fases é 

sólida e deformável. A outra fase pode ser líquida, gasosa ou no caso não saturado 

tanto a gasosa como a líquida, podendo ser elas de um ou mais tipos. Um meio 

poroso é dito saturado se os vazios que o constituem, ou seja, a parte não ocupada 

pelo sólido estiver totalmente preenchida com líquido. Neste capitulo, serão tratados 

apenas os meios porosos saturados. 

 A mecânica dos meios porosos estuda como o meio poroso se deforma 

submetido aos diversos tipos de ações externas. Um meio poroso saturado, apesar de 
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ser constituído por duas fases distintas, pode ser tratado da mesma forma que um 

sólido convencional utilizando-se as equações provenientes da mecânica dos meios 

contínuos. Assim, consideram-se apenas as variáveis macroscópicas para formular o 

problema, desconsiderando-se a natureza microscópica dos fenômenos envolvidos na 

cinemática da deformação de cada fase e da interação entre elas. 

 Através dos poros é que o fluido se movimenta. A matriz também pode 

conter, além da parte sólida, vazios ou oclusões de bolhas de ar em seu interior, 

mesmo sendo um meio poroso saturado. A presença destes vazios na parte sólida não 

será considerada como uma fase distinta, sendo que sua contribuição deverá aparecer 

nas propriedades mecânicas médias da matriz como um só conjunto. 

 Considerando-se um volume elementar em torno de um ponto identificado 

pela posição x num sistema de referência adotado, a matriz (parte sólida + oclusões) 

e o espaço ocupado pelos poros formam a partícula do esqueleto na posição x. O 

fluido que permeia os poros forma a partícula do fluido na posição x. As duas 

partículas ocupam o mesmo ponto material definido pelo vetor x. Assim, um meio 

poroso saturado pode ser entendido como a superposição, no tempo e no espaço, de 

dois meios contínuos distintos, o esqueleto e o fluido (ver figura 2.1). 

 

 

Figura 2.1 – Definição do meio poroso como a soma das partículas do esqueleto e do 

fluido. 

 

 Para que a hipótese de continuidade possa ser admitida, o meio poroso, que é 

heterogêneo por natureza, deve ser analisado numa escala macroscópica. Um 

exemplo diz respeito ao tamanho do volume elementar que deve ser utilizado para 

definir as partículas do esqueleto e do fluido. O volume elementar deve ser de um 

tamanho tal onde se possa incluir material suficiente para que sejam definidas 
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um ponto material a outro vizinho em todo o corpo 

cupado pelo meio poroso. 

 

.2 – Descrição da deformação do esqueleto 

tes

variáveis macroscópicas representativas deste volume. Na escala microscópica, por 

exemplo, a matriz pode ser localmente sólida ou não, em função da presença das 

oclusões de ar em seu interior. O esqueleto, ao contrário, só pode ser definido numa 

escala macroscópica. A hipótese de continuidade permite simplificar o tratamento do 

meio poroso a partir das definições de volume elementar, de partícula do esqueleto e 

de partícula do fluido. Por continuidade, entende-se que as variáveis macroscópicas 

variam continuamente de 

o

 

2

 

 Considere-se a deformação sofrida por um meio poroso ao longo do tempo. 

No instante de tempo 0t = , o corpo ocupa uma posição de referência, e um dado 

ponto material do esqueleto pode ser representado pelo vetor X de componen iX , 

dadas segundo um sistema cartesiano de coordenadas adotado. No instante 0t

 

≠ , o 

mesmo ponto material do esqueleto ocupa a posição dada pelo vetor x de 

componentes jx . A função que relaciona os vetores x e X, para todos o  

ateriais do corpo, é denominada função de deformação. Ela é dada por: 

 

   ou   (2.1) 

O gradiente da função de deformação (2.1) é dado por: 

 

   ou   

s pontos

m

x )t,X(x= )t,X(xx ijj =  
 

 

i

j
ji X

x
F

∂

∂
=    ou   ( )ijji eeFF ⊗=  F x∇= (2.2) 

 

 Observa-se na (2.2) a natureza tensorial de F. Os versores na base ortonormal 

são representados por ie  e o símbolo ⊗  representa o produto tensorial. O tensor F 

m transposta e inversa, definidas, respectivamente, por: te
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   e   
i

j
ji

1

x
X

F
∂

∂
=−

jiij
T F=F   (2.3) 

imal d

 

 Com o tensor gradiente da deformação (F), pode-se descrever localmente a 

deformação de um ponto material. Considere-se um vetor infinites X ligando os 

pontos vizinhos X e (X+dX) na configuração de referência ( )0t = . Depois da 

deformação, os pontos X e (X+dX) ocupam, respectivamente, as novas posições 

definidas por x e (x+dx), conforme a Figura 2.2. O vetor dx relaciona-se com o vetor 

X através de F, ou seja: 

 

(2.4) 

ação de ref ência ), como 

d

dXF ⋅=  dx
 

 Assim sendo, F é uma aplicação linear que transforma qualquer vetor dX com 

origem em X no vetor dx com origem em x. Definindo-se o volume elementar 0dΩ , 

na configur er 321 dXdXX( 0t = 0 dd =Ω , onde são definidos 

s vetores 111 edXXd = , 22edX2Xd =  e 33edX=3Xd , outro resultado o importante é: 

 

d 00t Jdd)Fdet( Ω=Ω=Ω   (2.5) 
 

 
Figura 2.2 – Gradiente da deformação F. 
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)

ou seja, o determinante de F, ou o jacobiano J, transforma  em 0dΩ

( 321 xdxdxdd ∧⋅=Ω , sendo que o símbolo ∧  representa o produto vetorial e os 

vetores ,  e  são definidos, respectivamente, como 1xd 2xd 3xd 1Xdxd 1 F ⋅= , 

22 XdFxd ⋅= 3xd e 3XdF= ⋅ . Segundo a equação (2.4), o determinante de F 

transforma um volume na configuração inicial num outro volume na configuração 

final.  

 Definindo-se dX  e Xd ′  como sendo dois vetores infinitesimais com origem 

no ponto  da configuração inicial, após a deformação, eles se transformam, 

respectivamente, nos vetores  e 

X

dx xd ′  com origem no ponto  da configuração 

atualizada. Define-se o tensor de Green  através da expressão: 

x

E

 

[ ] ( ) XdIFF
2
1dXXdEdXXddXxddx

2
1 T ′⋅⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ −⋅=′⋅⋅=′⋅−′⋅  (2.6) 

 

onde  é o tensor identidade e I ( ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= IFF
2
1E T ) . É interessante expressar o tensor E 

em função do vetor dos deslocamentos )Xx()X(uu −== . Ele resulta na expressão: 

 

( ) ( )TSTT uu
2
1uuuuu

2
1E ∇∇+∇=∇∇+∇+∇=  (2.7) 

 

sendo 
X
uu

∂
∂

=∇  e ( )TS uu
2
1u ∇+∇=∇  o gradiente simétrico do vetor dos 

deslocamentos u. O tensor das deformações de Green pode ser simplificado ou 

aproximado em primeira ordem se 1u <<∇ . Esta hipótese é valida somente se as 

deformações e os deslocamentos forem bem pequenos. O tensor de Green fica 

aproximado então pelo tensor linear de deformações, dado por: 

 

uS∇=ε  (2.8) 
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 Note que a deformação ε  expressão (2.8) tende a E  da eq. (2.7) se 1u <<∇ . 

Com esta hipótese, outra simplificação possível é admitir que as derivadas do vetor 

 tomadas em relação às coordenadas na configuração inicial (u 0t = ) sejam iguais às 

derivadas de  tomadas em relação às coordenadas na configuração (u 0t ≠ ). Ou seja, 

as componentes de  ficam dadas por: ε

 

ugrad
x
u

x
u

2
1

X
u

X
u

2
1u S

i

j

j

i

i

j

j

iS
ij =

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂

∂
+

∂
∂

≅
⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡

∂

∂
+

∂
∂

=∇=ε  (2.9) 

 

 Note que na (2.9), a notação ∇  é utilizada para as derivadas tomadas em 

relação à configuração inicial enquanto  é utilizada para as derivadas tomadas 

em relação à configuração atual. 

grad

O tensor de Green é uma medida referenciada à configuração inicial. Por isso foi 

escrito com  ou Grad ( ) na ∇ (2.7). Uma outra medida de deformação pode ser 

definida, referenciada à configuração atualizada. Assim, define-se o tensor de 

deformações de Almansi  a partir da expressão: AE

 

[ ] ( ) xdFFI
2
1dxxdEdxXddXxddx

2
1 1T

A ′⋅⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −⋅=′⋅⋅=′⋅−′⋅ −−  (2.10) 

 

ou seja, ( )⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ −= −− 1T

A FFI
2
1E . 

 Em termos do gradiente dos deslocamentos, o tensor de Almansi fica dado 

por: 

 

( ) ( )TSTT
A gradugradu

2
1ugradgradugradugradugradu

2
1E −=−+=  (2.11) 

 

sendo ( TS gradugradu
2
1ugrad += ). Da mesma forma, pode-se definir o tensor linear 

de deformações  referido à configuração atual, se *ε 1gradu << . Assim, tem-se: 
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(2.12) 
 

Observando-se as equações (2.7), (2.8), (2.9), (2.11) e (2.12), conclui-se que, 

ara

ugradS* =  ε

 

p  1u <<  e ∇ 1gradu << , os tensores definidos tendem ao mesmo valor, ou seja: 

 
*

AEE ε≅≅≅  ε (2.13) 
 

Ressalta-se novamente que as relações na (2.13) somente são válidas em 

(2.14) 

 

O determinante de , ou seja, o jacobiano da transformação de  em

 

teoria de pequenos deslocamentos e pequenas deformações. Pode-se estabelecer uma 

relação entre os tensores de Almansi e de Green conhecendo-se somente o tensor F . 

Assim, têm-se: 

 

1T
A

A
T

FEFE

FEF
−− ⋅⋅=

⋅⋅=
 

E

F 0dΩ  Ωd ,  

onform

 

c e a expressão (2.5) pode ser escrito em função do vetor dos deslocamentos 

u  como: 

, 

0

0

d
dd)u(div1J

Ω
Ω−Ω

=+=  (2.15) 

 

A expressão (2.15) é válida admitindo-se a hipótese de pequenos  

deslocamentos e pequenas deformações. Por definição, 

31 2 uu udiv(u) tr∂∂ ∂
= + + = ε . Ou seja, o traço do tensor ε  da equação (2.8) 

 Num meio poroso, a medida de deformação que 

1 2 3X X X∂ ∂ ∂

representa a variação de volume provocada pela deformação. 

pode ser diretamente 

ensurm ável é a do esqueleto (matriz + poros vazios). No entanto, muitas vezes 

pretende-se conhecer a mudança de volume da parte sólida do esqueleto, ou seja, da 

matriz que o compõem. Desse modo, pretende-se conhecer a relação: 

 



CAPÍTULO 2 – INTRODUÇÃO A MECÂNICA DOS MEIOS POROSOS SATURADOS  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

22

S
0

S
0

S

S d
dd

Ω
Ω−Ω

=ε  (2.16) 

 

Sendo  o volume da matriz do esqueleto ocupado na configuração inicial 

em ambas config

(2.17) 
 

2.3 – Cinemática da deformação do esqueleto 

O tensor gradiente das deformações (F), conforme definido no item (2.2), é 

escrição da cinemática da deformação. Na 

  S
0dΩ

dΩde referência e S  o volume ocupado na configuração atual. A porosidade, também 

sendo uma variável macroscópica, pode ser definida nas duas configurações, 

respectivamente, como 0φ  e φ . Sendo assim, valem as relações 00
S
0 d)1(d Ωφ−=Ω  e 

Ωφ−=Ω d)1(d S  entre o volume ocupado pela matriz e o volume total do esqueleto 

urações. Com as equações (2.15) e (2.16), obtém-se a relação entre 

a mudança de volume da matriz e a deformação do esqueleto, dada por: 

 

)(tr)1()1 0S0 φ−φ−εφ−=εφ−  (

 

 

 

 

função da posição inicial X  do ponto material e do tempo t . A cinemática da 

deformação mostra como a deformação evolui no tempo. Desse modo, as derivadas 

são tomadas em relação ao tempo t . 

 Definem-se dois tipos de d

descrição Lagrangiana, as variáveis físicas são definidas em função da posição dos 

pontos ocupada na configuração inicial de referência. Sendo assim, as derivadas são 

tomadas em relação à configuração inicial. Como as variáveis físicas são definidas 

em função da posição inicial, e esta não varia no tempo, as derivadas a serem 

tomadas são sempre derivadas totais em relação ao tempo t . Na descrição Euleriana, 

as variáveis físicas são descritas na configuração atual, ou seja, são funções de 

( )x X, t  e do tempo t . Na descrição Euleriana define-se o campo de velocidades 
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V(x, t)

t

t

, do ponto que ocupa a posição  na configuração atual, no instante de tempo 

. 

x

 A descrição Lagrangiana envolve somente uma derivada total em relação ao 

tempo . Derivando-se, por exemplo, a equação (2.6) em relação ao tempo , tem-

se: 

t

 

dt
d [ ] Xd

dt
dEdX2xddx ′⋅⋅=′⋅  (2.18) 

 

ou seja, 
dt
dE  é a taxa do tensor de deformações de Green. 

 A descrição Euleriana, ao contrário, utiliza como referência a configuração 

atual. Assim, define-se o vetor de velocidades  de uma partícula que ocupa a 

posição  na configuração atual, no instante de tempo , como: 

)t,x(V

x t

 

dt
dx)t,x(V =  (2.19) 

 

( ) FVgrad
X
x

x
V

X
V Sabendo-se que ( )VGrad ⋅=

∂
∂
⋅

∂
∂

=
∂
∂

= , e que 

( ) ( )
dt
dFxGrad

tt
xGradVGrad =

∂
∂

=⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
∂
∂

= , chega-se a: 

 

1F
dt
dF)V(grad −⋅=  (2.20) 

 

 Sendo, por definição, dXFdx ⋅= , tem-se: 

 

[ ] [ ]
dt
dXFdX

dt
dFdXF

dt
ddx

dt
d

⋅+⋅=⋅=

 Substituindo-se a equação  na (2.21), e sabendo-se que 

 (2.21) 

 

0
dt
dX

=(2.20) , a 

(2.21) fica: 
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[ ] ( ) dxVgraddx
dt
d

⋅  (2.22) 

 Com a equação (2.22), pode-se derivar a (2.6) utilizando-se as coordenadas 

da configuração atual. Assim, tem-se: 

=

 

 

[ ] ( ) ( )[ ] xdVgradVgraddxxdddx2xd
dt
d T ′⋅+⋅=′⋅⋅=′  dx ⋅ (2.23) 

ou seja, o tensor d vale: 

 

 

( ) ( )[ ]
2

d = VgradVgrad T+  (2.24) 

 Observando-se as expressões (2.10) e (2.23), conclui-se que 

 

( ) ( )xdEdx
dt
dxdddx A ′⋅⋅=′⋅⋅ , sendo  o tensor de deformações de Almansi já 

 

imento do fluido 

 Para a completa descrição do movimento de um meio poroso saturado, deve-

ido em relação ao esqueleto. Sendo 

 uma área infinitesimal em torno de um ponto material do esqueleto e com vetor 

AE

definido anteriormente. 

2.4 – Descrição do mov

 

se conhecer o movimento das partículas do flu

ad

unitário normal a ela dado por n , na configuração atual, define-se, no instante de 

tempo t , e por unidade de tempo, a quantidade de massa que flui através de 

n da=  como: 

 

( )fl flJ da da n w n da= ⋅ = ⋅  (2.25) 

da

m mJ
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 A variável  da equação (2.25) representa o fluxo de massa fluid

nidade de área. O rva-se que o fluxo é relativo ao esqueleto. Portanto, o vetor 

fl
mJ

bse

a por 

u

)t,x(w , na descrição Euleriana, é o vetor do fluxo de massa fluida no ponto material 

em consideração. Define-se, para um ponto x  na configuração atual, no instante de 

, o vetor )t,x(Vr  da velocidade relativa da partícula do fluido em relação à 

partícula do esqueleto, como: 

 

tempo t

φρ
= fl

r w)t,x(V  (2.26) 

 

 Lembrando que as duas partículas ocupam em  a mesma posição 

.26)  e  são, respectivamente, a densidade de massa do fluido e a 

lo f

a relação: 

 t x . Na 

(2 , )t,x(flρ )t,x(φ

porosidade no ponto considerado. O termo φρfl  representa a densidade de massa 

macroscópica do fluido, ou seja, a densidade de massa aparente do fluido, referida ao 

volume elementar ocupado pelo esqueleto e pe luido. 

 As variáveis w  e rV  podem, da mesma forma, ser representadas segundo a 

descrição Lagrangiana. Definindo-se o vetor M  através d

 

danwdANM ⋅=⋅  (2.27) 

 Sendo 

 

dANAd =  a área, na configuração inicial de referência, orie

egundo o ver  correspondente à área 

ntada 

sor N , danad =s , orientada segundo o versor , n

na configuração atual. As variáveis do fluxo de massa fluida w  e da velocidade 

relativa do fluido r , com a V (2.27), ficam da

 

das por: 

φρ
⋅

=
⋅

= r MF,MFw  flJ
V

J (2.28) 

 

sendo  o jacobiano da transformação de volume definida pela (2.5). J
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.5 – Conceitos de derivada particular e derivada material 

 Qualquer que seja um campo definido sobre o domínio de um corpo 

 meio poroso, tanto na descrição Lagrangiana quanto na Euleriana, 

 relação ao esqueleto e em

definida como: 

2

 

constituído de um

as derivadas deste campo podem ser tomadas em relação ao esqueleto ou em relação 

ao fluido. Neste caso, elas são denominadas derivadas particulares. 

 Supondo um campo )t),t,X(x(g , escrito em termos das variáveis de Euler, a 

derivada particular deste cam  relação ao tempo t  é 

 

po em

Vggrad
t
g

dt
dg

⋅+
∂
∂

=  (2.29) 

 

nde 
t
xV
∂
∂

=o  é o vetor velocidade da partícula do esqueleto que ocupa a posição 

efinida

. Por exemplo, admitindo-se , tem-se a expressão da aceleração da partícula 

 dada por: 

 

atual d  por x . A derivada na (2.29) é válida para qualquer que seja o campo 

do esqueleto em x

g Vg =

VVgrad
t
VdV ∂

dt
⋅+

∂
==  (2.30) 

 

 Da mesma maneira que a derivada na (2.29) foi definida tendo-se como 

ferência o esqueleto, define-se a derivada particular em relação ao fluido do campo 

 aqu

γ

re

g i denominada de , dtgdfl , como:  

 

fl
fl

Vggrad
t
g

dt
gd

⋅+
∂
∂

=  (2.31) 

 

 é a velocidade absoluta da partícula do fluido ocupando a posição 

em ter os das variáveis de Euler. A velocidade do fluido  pode ser expressa por: 

 

onde )t,x(Vfl

m

x  
flV
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2
 

m  definida na (2.26). Ou seja, a velocidade da partícula do fluido é a 

soma da velocidade da partícula do esqueleto e da velocidade relativa entre as duas 

artículas. Comparando-se as expressões (2.29), (2.31) e (2.32), chega-se a: 

rVV +  flV = (2.3 ) 

r Co  V

p

 

r
fl

Vggrad
dt
dg

dt
gd

⋅+=  (2.33) 

 

ou seja, a derivada temporal do campo ( )t),t,X(xg

g

ade relativa 

 escrita em relação à partícula do 

fluido é igual à derivada temporal de  escrita em relação à partícula do esqu

ais um termo que é função da velocid  entre as duas partículas. 

eleto 

m rV

Usando a equação (2.26) na (2.33), tem-se: 

 

φρ
⋅+= fl

fl wggrad
dt
dg

dt
gd  (2.34) 

 

 A aceleração da partícula de fluido  fica definida substituindo-se g por 

na (2.31), ou seja: 

flγ flV  

 

flfl
flflfl

VVgrad
dt

dV
dt
V

⋅+=γ  (2 ) 

 

fl d
= .35

A aceleração na (2.35), levando-se em conta a (2.32), também pode ser dada 

pelas: 

 

 

( ) rr
r

VVVgraddV
⋅+++γ  (2.36) 

 

fl

dt
γ=

( ) ( ) rrrfl VVVgradVV
dt
d

⋅+++=γ  (2.37) 
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r
rfl

fl VVgrad
dt
Vd

⋅++γ=γ  (2.38) 

 

 Usando a definição de  da (2.26) na (2.37), tem-se: rV

 

φρ
⋅⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
φ

++⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
φρ

+γ flfl

wVgradwV  
ρ

= fl
fl w

dt
d

(2.39) 

 Em algumas aplicações, recai-se na necessidade de derivar uma integr

volume, em geral a integral de uma variável representativa da densidade de volume 

a quantidade física. Considere a densidade de volume representada por 

 nas variáveis de Euler. Define-se en

(2.40) 

 Da mes a maneira como feito anteriormente, pode-se definir a derivada 

particular da (2.40) em relação tanto ao esqueleto quanto ao fluido. Em relação ao 

plo, a derivada particular da (2.40) segue o volume , ocupado 

(2.41) 

nde o volume  corresponde na configuração de referência, ao volume  na 

onfiguração atual. A de ivada da (2.40), com a (2.41), fica: 

 

al de 

de algum

)t,x(g tão a integral: 

 

td)t,x( Ω  
t

gI = ∫
Ω

 

m

esqueleto, por exem t

a cada nova posição pelo esqueleto em seu movimento. Considere a densidade de 

volume nas variáveis de Lagrange )t,X(G , obtida da )t,x(g  pela relação

 

td)t,x(gd)t,X(G Ω=Ω  
 

Ω

: 

Ω tΩo

c r

 

Ω=⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

Ω= ∫∫ d
dt
dGdg

dt
d

dt
Id

t  
⎠⎝ ΩΩt

(2.42) 

 A última integral na (2.42) está escrita nas variáveis de Lagrange. A pri

integral nas variáveis de Euler. Neste último caso, a derivada do volume  deve ser 

 

meira 

tΩ
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mada, já que este varia com o tempo. Por definição, [ ] ( ) tt dVdivd
dt

to d
Ω=Ω . 

Aplicando-se a derivada sobre o produto tgdΩ  e utilizando-se os co ceitos da 

 

n

álgebra tensorial, pode-se escrever: 

tt d)Vg(ivd)V(divgVggrad
t
gd

dt
dG

Ω⎤⎡ ⊗
∂

=Ω
⎦
⎤

⎣
⎡ +⋅+
∂
∂

=Ω  (2.43) 

 

d
t
g
+

∂

 a 

⎥⎦⎢⎣⎥⎢

 representa o produto tensorial. Com (2.43), a integral da (2.42) nas 

variáveis de Euler fica: 

onde ⊗

 

∫
Ω

Ω⎥
⎤

⎣
⊗+

∂
∂

=
t

td)Vg(div
t
g

dt
Id  (2.44) 

⎦⎢
⎡

 Utilizando-se o teorema da divergên (2.44) se transforma na: 

 

 

cia, a 

∫∫ ⋅+Ω
∂ atdt
∂

=
Ω

t danVgdgI

t

 (2.45) 

onde a é a superfície que engloba o volume 

d

 

tΩ . 

lhantes às 

nada de 

 Pode-se obter expressões seme (2.44) e (2.45) para a der

articular em relação ao fluido, denomi

ivada 

dtId fl . Neste caso, as (2.44) e p

(2.45) ficam, respectivamente, dadas pelas: 

 

∫
Ω

Ω
⎦
⎤

⎣
⎡ ⊗+
∂
∂

=
t

t
fl

fl

d)Vg(div
t
g

dt
Id  ⎥⎢ (2.46) 

 

∫∫ ⋅+Ω
∂
∂

=
Ω a

fl
t

fl

danVgd
t
g

dt
Id

t

 (2.47) 

 

 A definição de derivada particular em relação ao esqueleto, ou em relação ao 

fluido, somente em parte representa e de volume deg   a variação da densidad  uma 
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uantidade física qualquer, entre os instantes  e t dtt +q . Na realidade, tomar uma 

erivad

,  pode ser decomposta 

nde  são, respectivamente, as densidades da partícula do esqueleto e da 

partí o do por unidade de volum  macr

d a em relação ao esqueleto, por exemplo, acaba por desconsiderar a influência 

das partículas fluidas na variação temporal da integral de g . O contrário também é 

válido quando se toma apenas a derivada par r em relação ao fluido, 

desconsiderando a influência do esqueleto.  

 A variável g , definida na equação (2.40), é uma densidade de volume. Por 

definição, uma partícula do esqueleto e uma partícula do fluido ocupam a mesma 

posição x  no instante de tempo t . Assim

ticula

 a variável 

oscópico d

g

t

aditivamente em duas, uma representando a partícula do esqueleto e outra a do 

fluido. Assim, define-se: 

 

t
fl

t
esq

t d)t,x(gd)t,x(gd)t,x(g Ω+Ω=Ω  (2.48) 
 

 esqg  e

cula d

 flg

 flui

o

e Ω . Por exemplo, se 

ensi d ssa de um meio poroso saturado,  e  sendo 

g  é a 

d dade e ma )φ−1(s

Dt

gesq ρ= φρ= flflg ,
sρ  a densidade da matriz sólida do esqueleto. 

 Considere o intervalo infinitesimal de tempo dt = . A variação da integral 

 consideração a (

da

I , definida pela (2.40), no intervalo Dt , e levand 2.48), é 

da pela expressão: 

o-se em

 

t
fl

fl
esq

t

d)t,x(gdd)t,x(g
dt
d

Dt
I

+Ω= ∫∫
Ω

 t

t
dt

D
Ω

Ω

(2.49) 

 Considerando-se as equações (2.45) e (2.47) das derivadas particulares em 

relação ao esqueleto e ao fluido, respectiv m (2.48), a (2.49) fi

 

a ente, e a equação ca: 

 

adnVgadnVgd
t
g

Dt
D

a

flfl

a

esq
t

t

∫∫ ⋅+⋅+Ω
∂
∂

Ω

 (2.50) 
I
∫=

ou 
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( ) adnVVgadnVgd
t
g

Dt
ID

a

flfl

a
t

t

∫∫∫ ⋅−+⋅+Ω
∂
∂

=
Ω

 (2.51) 

Lembrando-se . A última integral da (2.51) tem um 

importante significado de a antidade da variável física,

 que atra uperfície que envolve o volume

 

que flesq ggg −=

 físico. Ela me

vessa a área a da s

 

qu  cuja 

densidade é flg ,  tΩ . 

Definindo-se mg  como a densidade por unidade de massa fluida da mesma 

quantidade física de flg , tem-se: 

 

fl

( ) danwgnVVg m ⋅=⋅−  (2.52) 
 

 Com a 

da flflfl

(2.52), a (2.51) pode ser reescrita como: 

 

adnwgadnVgd
t
g

Dt
ID

a

fl
m

a
t

t

∫∫∫ ⋅+⋅+Ω
∂
∂

=
Ω

 (2.53) 

Observando-se a (2.45), a (2.53) fica: 

 

 

 

adnwg
dt

Id
Dt

ID

a

fl
m∫ ⋅+=  (2.54) 

u seja, a variação da quantidade física cuja densidade é representada por 

, no volum , no tempo infinitesimal , é igual à derivada particular 

 relação ao esqueleto da integral de  mais a quantidade de fluido que atravessa a 

 

 

o
flesq ggg +=

em

e tΩ Dt

 g

superfície que envolve tΩ . 

2.6 – Princípio da conservação de massa 
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assa é fundamental na descrição da 

inemática dos meios porosos. Desde que não haja criação de massa fluida, vale a 

lação

 O princípio da conservação de m

c

re : 

 

daJd
dt
d fl∫ φρ

a

fl
mt

t

∫−=Ω
Ω

 (2.55) 

 

ou seja, a variação no tempo da massa fluida que se encontra dentro do volume

presentada pela integral sobre  do produto  da densidade volum

 como: 

 tΩ , 

re  tΩ φρfl étrica de 

massa pela porosidade, é igual ao fluxo de massa pela superfície a, representada pela 

integral sobre a do fluxo de massa por unidade de área fl
mJ . Deve-se lembrar que o 

fluxo definido por fl
mJ  é sempre relativo ao esqueleto. 

 Admitindo-se que o campo g  na equação (2.40) seja substituído por φρfl , e 

observando-se a (2.45), pode-se reescrever a equação (2.55)

 

( ) ( ) daJdVdiv flflfl ∫∫ −=Ω⎤⎡ φρ+φρ
∂  
t a

mt

t

⎥⎦⎢⎣∂
(2.56) 

 

ou, sabendo-se que , co o:  

Ω

danwdaJfl
m ⋅= m

 

( ) ( dandiv flfl ⋅⎡ φρ+φρ
∂  ) wdV
t a

t

t

∫∫ −=Ω⎥⎦
⎤

⎢⎣∂
(2.57) 

 

 Utilizando-se o teorema da diverg ncia, a (2.57) pode ser reescrita como

Ω

ê : 

 

( ) ( ) 0dwVdiv flfl =Ω⎤+φρ+φ  
t t

t

⎥⎦⎢⎣
⎡ ρ
∂
∂

∫ (2.58) 

 

 A equação (2.58) é válida para qualquer que seja o volume 

Ω

tΩ . Para qu

ondição seja atendida, o integrando necessariamente deve ser nulo, ou seja: 

 

e esta 

c
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( ) ( ) 0wVdiv
t

fl =+φρ+
∂
∂  (2.59) 

 

flφρ

A equação (2.59), localmente definida, é conhecida como equação da 

continuidade. Uma outra for a de expressá-la é: 

 

m

 

( ) 0wdivVdiv
dt
d fl =+φρ+  (2.60) 

 

flφρ

Alternativamente à equação (2.55), pode-se expressar o princípio da 

conservação de massa utilizando-se a derivada particular em relação ao f

ssim, tem-se: 

 

luido. 

A

 

0d
dt
d

t
fl

fl

t

=Ωφρ∫
Ω

 (2.61) 

 

 Com a equação (2.47), a (2.61) reescreve-se como: 

 

( ) 0danVd
t aΩ

 

flfl
t

fl

t

=⋅φρ+Ωφρ
∂
∂

∫  (2.62) 

ou localmente como: 

 

∫

( ) ( ) 0Vdiv
t

flflfl =φρ+φρ
∂
∂  (2.63) 

As equações (2.59) e (2.63) são equivalentes. Igualando-as, conclui-se: 

 

(2.64) 

ada pela equação (2.26). 

 As equações (2.55)-(2.64) dizem respeito à conservação de massa fluida. É 

portante também escrever as equações da conservação de massa total do m

 

 

flflfl VwV φρ=+φ  ρ
 

que é confirm

im eio 
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-se r como a função densidade de volume do 

eio p

poroso (esqueleto + fluido). Definindo

m oroso, a massa contida num volume infinitesimal tdΩ  pode ser expressa 

como: 

 

[ ] t
fls

t d)1(dr Ωφρ+φ−ρ=Ω  (2.65) 
 

 Na ausência de criação de massa, vale a equação do balanço global de massa: 

 

0dr
Dt
D

t (2.66) 
t

=Ω∫
Ω

 

 Fazendo-se  na equação (2.53) da derivada material, a (2.66) fica 

reescrita como: 

 

1gfl
m =

 

( ) 0danwVrd
t
r

a
t

t

=++Ω
∂
∂

Ω

⋅∫∫  (2.67) 

 Aplicando-se o teorema da divergência, chega-se à equação da continuidade 

do meio poroso saturado, dada pela: 

 

 

( ) 0wVrv
t

=+
∂
∂  (2.68) 

 

dir
+

 

ou 

( ) ( ) 0wdivVdivrdr
dt
 

=++  (2.69) 

A conservação de massa somente do esqueleto fica expressa pela equação: 

 

 

[ ] 0d)1(
dt
d

t
s

t

=Ωφ−ρ∫
Ω

 (2.70) 
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u, equivalentemente, pela: 

 

o

[ ] [ ] 0danV)1(d)1(
t a

s
t

s

t

=⋅φ−ρ+Ωφ−ρ
∂
∂

∫∫
Ω

 (2.71) 

Neste caso, a equação da continuidade resulta: 

 

 

 

[ ] [ ] 0V)1(div)1(
t

ss =φ−ρ+φ−ρ
∂
∂  (2.72) 

.7 – Balanço da quantidade de movimento 

 

Na mecânica dos meios contínuos, isolando-se um domínio  de um dado 

 

2

 tΩ

contínuo, dois tipos de forças podem atuar sobre tΩ . Existem as forças de corpo, 

expressas pela densidade de massa , de tal modo que a força resultante num 

olume

F

v  infinitesimal tdΩ  é dada por tFdr Ω , sendo [ ]φflρ+φ−ρ= )1(r  a densidade 

do meio poroso. A densidade F  depende do tempo  e da posição x  ocupada pelo 

s

)t

 t

,x(Fponto material na configuração atual, ou seja, F = . Existem

a  que envolve o dom

 também as forças 

 diretamde superfície, que agem ente sobr ínio te a superfície Ω . 

São representadas pela força por unidade de área )n,t , dependente do tempo t , 

da posição x  e do versor n  normal à superfície to x . 

 A equação do balanço da quantidade de movim nto postula que a resultan

,x(T

no p a  on

e te 

de todas as forças atuantes em tΩ  deve ser igual à taxa de variação da quantidade de 

movimento, ou seja: 

 

( ) adTFdrdVrV
Dt a

t
rfl ∫∫∫ Ω=Ωφρ+

ΩΩ

 (2.73) 

 

D
t

tt

+

uando se trata do balanço da quantidade de movimento linear e 

 

q
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( )[ ] adTxFdrxdVrVx
Dt
D

a
tt

rfl

tt

∫∫∫ ∧+Ω∧=Ωφρ+∧
ΩΩ

 (2.74) 

 

quando se trata do balanço da quantidade de movimento angular, onde o símbolo 

presenta o produto vetorial. Nas (2.73) e (2.74)

∧  

, re

[ ] [ ]flflsrfl VV)1(VrV φρ+φ−ρ=φρ+

partícula do meio poroso, constituído pela 

 fluido. Deve ser observado que as e

tΩ  valem para o conjunto, não sendo dis

 é a quantidade de movimento linear da 

superposição das partículas do esqueleto e 

quações (2.73) e (2.74) valem para o conjunto 

no esqueleto de forças que atuam no fluido. 

do

esqueleto-fluido que compõem o meio poroso, bem como as forças F  e T  que atuam 

sobre tinguidas, portanto, forças que atuam 

 Voltando à equação (2.53) da derivada material e fazendo nela 
rfl VrVg φρ+=  e rflfl

m VVVg +== , tem-se: 

 

( ) ( )dVrV
t

dVrV
Dt

rfl
t

rfl ∫∫ Ωφρ+
∂

=Ωφρ+

( ) ( )[ ] adnwVVnVVrV rrfl

t

∫ ⋅++⋅φρ+

Ω  (2.75) 

D

a

t

t

+
∂

Ω

ou seja, a variação da quantidade de movimento linear das partículas do meio poroso 

(membro esquerdo da (2.75)) é igual à variação da quantidade de movimento das 

partículas dentro do volume  mais o fluxo através da superfície  de 

quantidade de movime do esqueleto e do fluido que entram ou 

 pela  (mem (2.75)). 

 

t  da  tΩ

nto das partículas 

bro direito da 

a Ω

deixam Ω t

 Fazendo agora 

a

( )rfl VrVxg φρ+∧=  e ( )rflfl
m VVxVxg +∧=∧=  na 

equação (2.53), tem-se: 

 

( )[ ] ([ rVx
t

dVVx
Dt
D fl

t
rfl ∫∫ φρ+∧

∂
∂

=Ωρ+∧ )]

] ( )[ ]} adVVxn

dVr

r

t
r

t

+∧+⋅

+Ωφ
ΩΩ  

 

( )[{ nwVVrVx
a

rfl

t

∫ ⋅φρ+∧
(2.76) 
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Substituindo-se as (2.73) e (2.74), respectivamente, nas (2.75) e (2.76), 

chega-se ao seguinte enunciado: a resultante das forças e dos momentos que atuam 

num volume 

 

tΩ  de um meio contínuo é igual, respec ente, à resultant

forças e dos momentos dos vetores 

tivam e das 

 

( ) ( ) t
flfls

t
rfl dVV)1(

t
dV

t
Ωφρ+φ−ρ

∂
∂

=Ωφρ+
∂
∂  (2.77) 

 

distribuídos sobre o volume 

rV

tΩ  e dos vetores 

 

([ ) ( ) ]
( ) ( )[ ]danVVnVV)1(

danwVVnVVrV
flflfls

rrfl

⋅φρ+⋅φ−ρ

=⋅++⋅φρ+
 (2.78) 

 

distribuídos sobre a área a  do domínio tΩ . 

 Utilizando-se o teorema da divergência, as integrais sobre a superfície , que 

aparecem nas equações (2.75) e (2.76), são transformadas em integrais sobre o 

domínio .  As equações (2.75) e (2.76) podem ser reescritas, respectiv

omo: 

a

amtΩ  ente, 

c

 

( ) ( )

( )[ ] ( )[ ]∫

∫
ΩΩ

Ω⊗++⊗φρ+

+Ωφρ+
∂
∂

=Ωφρ+
tt

t
rrfl

t
rfl

t
rfl

dwVVdivVVrViv

dVrV
t

dVV
Dt

 (2.79) 

 

{ }
∫

Ωt

d

rD

( )[ ] ( )[ ]

( )[ ] ( )[ ]{ }[ ] t
rrfl

t
rfl

t
rfl

dwVVdivVVrVdivx

dVrVx
t

dVrVx
Dt
D

t

tt

Ω⊗++⊗φρ+∧

+Ωφρ+∧
∂
∂

=Ωφρ+∧

∫

∫∫

Ω

ΩΩ  (2.80) 

 

A expressão (2.79) pode ser manipulada utilizando-se a identidade 

, sendo  e  dois vetores quaisquer. Assim, o 

integrando do segundo membro da (2.79) fica dado por: 

 

( ) BdivABAgradBAdiv +⋅=⊗ A B
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( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }

( )

( ) ( ) ( ) ⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅++φρ+⎤+φρ+φρ rr

r
flflfl VVVgrad

dt
dVwVdivV

 

⎥⎦⎢⎣
⎡
∂
∂

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ++
∂
∂

+⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡ ⋅+
∂
∂

⊗++⊗φρ++φρ+
∂
∂

r

rrflrfl

t

wrVdiv
t
rVVVgrad

t
Vr

wVVdivVVrVdivVrV
t

 (2.81) 

Utilizando-se a equação da continuidade (2.59) e lembrando que  

a (2.81) fica: 

 

=

φρ= flrVw , 

( ) ( )[ ] ( )[ ]{ }
( ) flflsflfl

rrflrfl

)1(r

wVVdivVVrVdivVrV
t

φγρ+γφ−ρ=γ−γφρ+γ

=⊗++⊗φρ++φρ+
∂
∂

 (2.82) 

 

endo γs  e  as acelerações absolutas das partículas do esqueleto e do fluido, 

spect

(2.83) 

 

 A equação equivalente à (2.83) para o caso do balanço da quantidade de 

ovimento angular fica dada por: 

(2.84) 

 

 O significado da (2.83) é bem clar , ou seja, a resultante das forças de vo

 de superfície que atuam sobre 

flγ

re ivamente. Com as (2.73), (2.79) e (2.82), chega-se a: 

 

( )[ ] ∫∫∫ +Ω=Ωγ−γφρ+γ
ΩΩ a

tt
flfl daTdFrdr

tt

 

m

 

( )[ ]{ } ∫∫∫ ∧+Ω∧=Ωγ−γφρ+γ∧ tt
flfl daTxdFrxdrx  

Ω attΩ

o lume 

e tΩ  é igual à resultante das forças dinâmicas 

emen

. O significado da equação (2.84) 

(2.83), no entanto relativo à resultante dos momentos elementares. 

el tares, representadas, no caso do meio poroso saturado, pela soma das parcelas 

do esqueleto s d)1( Ωγφ−ρ  e do flt uido t
flfl dΩφγρ

é equivalente à da 
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O princípio da conservação da quantidade de movimento é utilizado para 

emon

 

d strar a existência do tensor de tensões σ . Aqui não será mostrada a prova da 

existência de σ . No entanto, ela pode ser encontrada nos livros-texto de mecânica 

dos meios contínuos. A prova utiliza um diagrama de corpo livre sobre um tetraedro 

elementar e resulta na definição: 

 

T  (2.85) 
 

que relaciona, num ponto x  e no instante de tempo t , o vetor da força de superfície 

T  com o tensor σ  através do versor n . O tensor 

n =⋅σ

σ  é o tensor de tensões totais, ou 

seja, é a soma das tensões que atuam no esqueleto e no fluido, do ponto de vista 

macroscópico. 

Substituindo-se a (2.85) na (2.83), tem-se: 

 

( )[ ] ( )∫∫ ⋅σΩ−γ−γφρ+γ
Ω a

t
flfl dandrFr  (2.86) 

 Com o teorema da divergência, obtém-se: 

 

=
t

 

(2.87) 

 

 Desde que a equação (2.87) deve ser válida para qualquer que seja o do

, o integrando deve necessariamente ser nulo, ou seja: 

( ) ( )[ ] 0dFrdiv t
flfl =Ωγ−γφρ−γ−+σ∫  

Ωt

mínio 

Ω t

 

[ ( ) ( )] 0Frdiv flfl =γ−γφρ−γ−+σ  (2.88) 
 

equação (2.88) é a equação diferencial do equilíbrio dinâmico, que difere 

das partículas do esqueleto e do fluido. 

 A 

da de um meio contínuo monofásico por considerar distintamente as forças de inércia 



CAPÍTULO 2 – INTRODUÇÃO A MECÂNICA DOS MEIOS POROSOS SATURADOS  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

40

A simetria do tensor de tensões é provada substituindo-se a (2.85) na equação 

.84) 

 

(2 da resultante dos momentos dinâmicos, fazendo o volume tΩ  infinitesimal. A 

simetria de σ  pode ser assim expressa: 

 

jiijσ  ou Tσ=σ  (2.89) 
 

σ=

2.8 – Princípio das potências virtuais 

 

O princípio das potências virtuais é assim enunciado: para um dado volume 

 de um meio contínuo, num certo instante de tempo , e para todo e qualquer 

dos esforços ex  mais a potência 

al dos esforços internos  é igual à soma al das forças de 

 representa um campo qualquer de velocidades virtuais definido sobre .  

A potência virtual dos esforços externos é definida como: 

 

(2.91) 

A potência virtual das forças de inércia, considerando-se as partículas do 

esqueleto e do fluido, é dada pela expressão: 

 

(2.92) 

ia virtual dos esforços internos é definida pela: 

 

tΩ

inér

t

ternos 

 da potência virtu

movimento virtual, a potência virtual extP

virtu int

cia aP , ou seja: 

 

aintext (2.90) 
 

onde V

P

)V(P)V(P)V(P *** =+  

*
tΩ

 

daTVdFrV)V(P *
t

**
ext ∫∫ ⋅+Ω⋅=  

atΩ

 

 

( )[ ] t
flfls**

a d1V)V( Ωφγρ+γφ−ρ⋅= ∫  P
tΩ

 

e a potênc
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t
*

int dD̂:)V(P
t

Ωσ−= ∫
Ω

 (2.93) 

 

onde [ ]*T* VgradVgrad1D̂ +=  é a taxa de deformaç
2

ão associada ao vetor de 

velocidades 

 Utilizando-se os resultado da (2.85) e da (2.88), a (2.91) pode ser rees

omo: 

*V . 

crita 

c

 

( )[ ] ∫ ⋅σ⋅+Ωγ−γφρ+γ+σ−⋅=
a

*
t

flfl** danVdrdivV)V(P
t

 ∫
Ω

ext (2.94) 

O teorema da divergência e a simetria do tensor de tensões permitem 

screver: 

 

 

 

e

( ) t
*

a

*

t

ddivVD̂:danV Ωσ⋅+σ=⋅σ⋅ ∫
Ω

 ∫ (2.95) 

m a (2.95) substituída na (2.94), e levando-se em conta as (2.92) e (2.93), 

ca verificada a equação (2.90) do princípio das potências virtuais. 

 

 

 

 Co

fi
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. 
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INTRODUÇÃO A POROELASTICIDADE E 
POROPLASTICIDADE  

 
 

 

 

 

3.1 – Introdução e conteúdo 

 

 Neste capítulo, além dos conceitos básicos da poroelasticidade são 

apresentadas as relações constitutivas que descrevem o comportamento mecânico de 

meios porosos. Inicialmente para poroelasticidade. Depois para poroplasticidade, 

onde serão considerados efeitos plásticos. As relações constitutivas são 

fundamentadas na teoria de (BIOT, 1955) e os efeitos plásticos seguem a descrição 

dada em (COUSSY, 1995).  

 No caso da poroplasticidade, considerar-se-á o critério de plastificação de 

Drucker-Prager, com influência direta da poro pressão nas equações. Será 

considerada a não-associatividade na dedução das equações, partindo-se da definição 

de uma função diferente da função de plastificação para o potencial plástico. 

Serão apresentadas, para o critério de Drucker-Prager (com Hardening linear), as 

relações constitutivas em taxas e em incrementos. Neste último caso, apresentar-se-á 

a dedução da expressão fechada do multiplicador plástico, considerando-se uma 

formulação implícita para o retorno à superfície de plastificação, com direção normal 

à função do potencial plástico. Duas expressões distintas para o multiplicador 

plástico serão deduzidas, tendo-se em vista as formulações do MEC a serem 

apresentadas no capítulo 4. Numa delas, o retorno é feito mantendo-se a poro pressão 

constante, em outra, mantendo-se a variação da quantidade de fluido constante. 
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 Ao final, serão deduzidas as expressões dos módulos tangentes consistentes 

de rigidez para os dois casos citados. 

 

 

3.2 – Equações Gerais da Poroelasticidade 

 

 Neste item, serão apresentadas as equações constitutivas da poroelasticidade 

linear, segundo a teoria da consolidação proposta por (BIOT, 1955). Serão assumidas 

as seguintes condições: processo isotérmico e geometria de pequenas deformações. 

Efeitos de inércia serão desconsiderados, sendo as equações válidas para o caso 

quase estático. Admite-se que o meio poroso esteja completamente saturado. 

 Segundo (COUSSY, 1995), pode-se definir o seguinte potencial de energia 

livre: 

 

( ) ( )( ) ( )2d 2 21 1 1, : E : b M Tr M bM Tr
2 2 2

ρΨ ε ζ = ε ε + ε + ζ − ζ ε  (0.1) 

 

onde ρ  é a densidade de massa do meio poroso (fases sólida mais líquida), dE  é o 

tensor elástico do material drenado, M  é o módulo de Biot, b  é o coeficiente de Biot 

da tensão efetiva, ε  é o tensor das deformações da parte sólida do meio e ζ  

representa a variação da quantidade de fluido, ou seja, a variação no volume de 

fluido por unidade de volume do meio poroso (mistura sólido-líquido). As variáveis 

associadas às variáveis internas ε  e ζ  são, respectivamente, o tensor das tensões 

totais σ  e a poro pressão p , dados por: 

 

( )( )dE : bM bTr i∂ψ
σ = ρ = ε + ε − ζ

∂ε
 (0.2) 

 

( )( )p M bTr∂ψ
= ρ = ζ − ε

∂ζ
 (0.3) 
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onde, na (0.2), i  representa o tensor identidade de segunda ordem. Substituindo-se a 

poro pressão p  da (0.3) na equação das tensões totais (0.2), chega-se a: 

 
dE : bpiσ = ε −  (0.4) 

 

ou seja, a tensão total σ  é composta por uma parcela que depende das propriedades 

elásticas da parte sólida e outra parcela que depende da poro pressão p , cujos 

valores, por convenção, são sempre positivos. O tensor dE , assumindo 

comportamento isotrópico, é dado por: 

 

d d 2GE K i i 2GI
3

⎛ ⎞= − ⊗ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.5) 

 

sendo dK  e G , respectivamente, os módulos de compressibilidade volumétrica e de 

cisalhamento do material drenado. O tensor identidade de quarta ordem é 

representado por I . Do conjunto das equações (0.1) à (0.5), observa-se que a 

resposta elástica do meio poroso fica determinada conhecendo-se os quatro seguintes 

parâmetros independentes: M , b , dK  e G . 

 Outros parâmetros igualmente importantes são o módulo de 

compressibilidade volumétrica do material sob condição não-drenada uK  e o 

coeficiente de Skempton B . Estes parâmetros são definidos pelas expressões: 

 

( )
( )

u

0

Tr1K
3 Tr

ζ=

∂ σ
= −

∂ ε
 (0.6) 

 

( )
0

pB 3
Tr

ζ=

∂
= −

∂ σ
 (0.7) 

 

 Note que, nas (0.6) e (0.7), foi assumido variação nula da quantidade de 

fluido por unidade de volume ( )0ζ = . Isto significa que os parâmetros uK  e B  
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devem ser obtidos de ensaios sob condição não-drenada. Pode ser mostrado que as 

relações entre os parâmetros M  e b  com os parâmetros uK  e B  são dadas por: 

 
u d

u

K Kb
BK
−

=  (0.8) 

 

( )22 u

u d

B K
M

K K
=

−
 (0.9) 

 

 As relações entre as taxas das variáveis do problema poro-elástico são 

definidas nas (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13). 

 
dE : Fpσ = ε −  (0.10) 

 

F : Jpζ = ε +  (0.11) 

 

u 1E : F
J

σ = ε − ζ  (0.12) 

 

1 1p F :
J J

= − ε + ζ  (0.13) 

 

 Na expressão (0.10), dE  (definido na (0.5)) é o módulo tangente drenado 

(tensor de quarta ordem) que relaciona a taxa de deformação com a taxa de tensão 

sob condição drenada ( )p 0= . F  é um tensor de segunda ordem, enquanto J , nas 

(0.12) e (0.13), são escalares. A partir das expressões (0.3) e (0.4), estas variáveis são 

definidas como: 

 

F bi=  (0.14) 
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1J
M

=  (0.15) 

 

 O tensor uE  na (0.12) é chamado de tensor elástico não-drenado, sendo sua 

expressão dada por: 

 

( )u d 2 u 2GE E b M i i K i i 2*GI
3

⎛ ⎞= + ⊗ = − ⊗ +⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.16) 

 
u d 2K K b M= +  (0.17) 

 

 

3.3 – Equações Gerais de Poroplasticidade 

 

3.3.1 – Relações Constitutivas 

 

 Na poroplasticidade, os fenômenos plásticos precisam ser levados em conta 

nas leis constitutivas, conforme apresentado por (COUSSY, 1995). O 

comportamento do material segue a mesma formulação descrita por (BIOT, 1955), 

acrescentado do efeito da plastificação da fase sólida do meio poroso. As relações 

constitutivas são dadas em termos das relações entre as variáveis estáticas (tensão 

total de Cauchy σ  e poro pressão p ) e as variáveis cinemáticas (deformação do 

esqueleto ε  e variação da quantidade de fluido ζ ). 

 De acordo com (COUSSY, 1995), no caso poro-plástico, as variáveis 

cinemáticas são particionadas aditivamente em duas, ou seja: 

 
e pε = ε + ε  (0.18) 

 
e pζ = ζ + ζ  (0.19) 
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nas quais o índice superior e  diz respeito à parte elástica e p  à parte plástica das 

variáveis cinemáticas ε  e ζ . O potencial de energia livre a ser considerado nesta 

formulação é dado por: 

 

( ) ( )( ) ( )

( )

2 2p p e d e 2 e e

e e

1 1 1, , : E : b M Tr M
2 2 2

1bM Tr h
2

ρΨ ε − ε ζ − ζ α = ε ε + ε + ζ

− ζ ε + α α
 (0.20) 

 

onde α  representa o vetor com as variáveis internas que estão relacionadas com 

outros fenômenos dissipativos, enquanto h  armazena os parâmetros de “hardening” 

ou “softening” do material. Note que, por simplicidade, a dependência do potencial 

de energia com as variáveis internas tem a forma quadrática e desacoplada. Outras 

dependências mais complexas poderiam ser consideradas, sem prejuízo dos 

resultados. A tensão σ , a poro pressão p  e as forças termodinâmicas χ  associadas a 

α  são dadas, respectivamente, por: 

 

( )( )d e e eE : bM bTr i∂ψ
σ = ρ = ε + ε − ζ

∂ε
 (0.21) 

 

( )( )e ep M bTr∂ψ
= ρ = ζ − ε

∂ζ
 (0.22) 

 

h∂ψ
χ = ρ = − α

∂α
 (0.23) 

 

 A partir das relações (0.21) e (0.22), pode-se escrever: 

 
d ebpi E :σ+ = ε  (0.24) 
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sendo dE  o mesmo dado pela (0.5). Define-se como tensão efetiva efσ  a tensão 

verdadeira que atua no esqueleto sólido, ou seja, ( )ef d e d pE : E :σ = ε = ε − ε . Logo, a 

(0.24) fica: 

 
ef bpiσ = σ+  (0.25) 

 

 As leis de evolução das variáveis internas são definidas a partir de um 

potencial plástico conhecido ( )F ,p,σ χ , escrito em função das variáveis associadas 

σ , p  e χ . Assim, têm-se: 

 

p F∂
ε = λ

∂σ
 (0.26) 

 

p F
p
∂

ζ = λ
∂

 (0.27) 

 

F∂
α = λ

∂χ
 (0.28) 

 

onde λ  é o multiplicador plástico que satisfaz obrigatoriamente as condições de 

Kuhn-Tucker: 

 

0λ ≥ , f 0≤ , f 0λ =  (0.29) 

 

sendo ( )f , p,σ χ  a função de plastificação que delimita, no espaço das variáveis 

associadas, as regiões com comportamento poro-elástico e poro-elasto-plástico. A 

dependência das funções F  e f  com as variáveis associadas é, em princípio, 

arbitrária. No entanto, muitas vezes, elas podem depender diretamente da tensão 

efetiva pela relação (0.24), ou seja, passam a ser dadas como ( )efF ,σ χ  e ( )eff ,σ χ . 
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 Assumindo-se que o material esteja sofrendo um “carregamento plástico”, ou 

seja, que esteja sobre a superfície de plastificação, no limite da região de 

comportamento elástico, a partir das expressões (0.18), (0.19), (0.21), (0.22), (0.23) e 

(0.25) e da condição de consistência f 0= , chegam-se às seguintes equações 

constitutivas em taxas: 

 
dH : Kpσ = ε −  (0.30) 

 

L : Dpζ = ε +  (0.31) 

 

ou, escritas de outra forma: 

 

u KH : F
D

σ = ε − ζ  (0.32) 

 

L 1p :
D D

= − ε + ζ  (0.33) 

 

 Na (0.30), dH  é o módulo tangente drenado que relaciona a taxa de 

deformação com a taxa de tensão sob condição drenada ( )p 0= . Nas (0.30), (0.31), 

(0.32) e (0.33), K  e L  são tensores de segunda ordem e D  é um escalar. O tensor 
uH  na (0.32) é o módulo tangente não-drenado que relaciona as taxas de deformação 

e tensão sob condição não-drenada ( )0ζ = . 

 Para se determinar as expressões dos tensores dH  e K , deve-se partir da 

condição de consistência, ou seja: 

 

f f ff p 0
p

∂ ∂ ∂
= σ+ + χ =
∂σ ∂ ∂χ

 (0.34) 

 

 Da expressão (0.24) com a (0.18) e da (0.23), obtêm-se, respectivamente: 
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( )d pE : bpiσ = ε − ε −  (0.35) 

 

hχ = − α  (0.36) 

 

 Com a (0.26) na (0.35), chega-se a: 

 

d FE : bpi∂⎛ ⎞σ = ε −λ −⎜ ⎟∂σ⎝ ⎠
 (0.37) 

 

e, com a (0.28) na (0.36): 

 

Fh ∂
χ = − λ

∂χ
 (0.38) 

 

 Com os resultados das (0.37) e (0.38), a (0.34) fica: 

 

( )df F f f f Ff : E : : bpi p h 0
p

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂⎛ ⎞= ε −λ + − + −λ =⎜ ⎟∂σ ∂σ ∂σ ∂ ∂χ ∂χ⎝ ⎠
 (0.39) 

 

 Da (0.39), obtém-se a seguinte expressão para λ : 

 

d d

d
d

f f f f f f: E : b : i p : E : b : i p
p p

Ff F f F: E : h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ε + − ε + −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ ∂ ∂σ ∂σ ∂ ∂σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠λ = =

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
+⎜ ⎟∂σ ∂σ ∂χ ∂χ⎝ ⎠

 (0.40) 

 

sendo d d df FF : E : h∂ ∂
= +
∂σ ∂σ

 para d f Fh h∂ ∂
= ⋅ ⋅
∂χ ∂χ

. 

 Substituindo-se λ  da (0.40) na (0.37), tem-se: 
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d

d
d

f f f F: E : b : i p
p

E : bpi
F

⎛ ⎞⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
ε + −⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂σ ∂ ∂σ ∂σ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟σ = ε − −⎜ ⎟

⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.41) 

 

ou, rearranjando-se os termos: 

 

dd d

d
d d

f f FF f b : i E :E : : E p
E : bi p

F F

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂∂ ∂⎛ ⎞ −⎜ ⎟⎜ ⎟⊗⎜ ⎟ ∂ ∂σ ∂σ⎝ ⎠∂σ ∂σ ⎜ ⎟σ = − ε − +⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (0.42) 

 

 Observando-se as (0.30) e (0.42), conclui-se que: 

 

d d

d d
d

F fE : : E
H E

F

∂ ∂
⊗

∂σ ∂σ= −  (0.43) 

 

d

d

f f Fb : i E :
p

K bi
F

⎛ ⎞∂ ∂ ∂−⎜ ⎟∂ ∂σ ∂σ⎝ ⎠= +  
(0.44) 

 

 O tensor L  e o escalar D  são obtidos da (0.22) em taxas, ou seja: 

 

( )( ) ( ) ( )( )e e p pp M bTr M bTr bTr= ζ − ε = ζ −ζ − ε + ε  (0.45) 

 

na qual se utilizou as (0.18) e (0.19). Isolando-se ζ  na (0.45), tem-se: 

 

( ) ( )p pp bTr bTr
M

ζ = + ζ + ε − ε  (0.46) 

 

ou, com as (0.26) e (0.27): 
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( )p F FbTr b Tr
M p

∂ ∂⎛ ⎞ζ = + λ + ε − λ ⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠
 (0.47) 

 

 Substituindo-se λ  da (0.40) na (0.47), obtém-se: 

 

( )

d

d

f f f: E : b : i p
pp F FbTr bTr

M F p

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂
ε + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂σ ∂ ∂σ ⎛ ⎞∂ ∂⎛ ⎞⎝ ⎠⎝ ⎠ζ = + ε + −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠⎝ ⎠

 
(0.48) 

 

ou, rearranjando-se os termos: 

 

d

d d

F F f F F f fb i : E b i b i
p p p1bi : p

F M F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
− − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂σ ∂σ ∂ ∂σ ∂ ∂σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎜ ⎟ ⎜ ⎟ζ = + ε + +

⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (0.49) 

 

que, a partir da (0.31), permite concluir: 

 

d

d

F F fb i : E
p

L bi
F

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
−⎜ ⎟∂ ∂σ ∂σ⎝ ⎠= +  

(0.50) 

 

d

F F f fb i b i
p p1D

M F

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂− −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂σ ∂ ∂σ⎝ ⎠⎝ ⎠= +  
(0.51) 

 

 O módulo não-drenado uH  relaciona-se com os demais tensores e com o 

escalar D  através da expressão: 

 

u d K LH H
D
⊗

= +  (0.52) 
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 A prova da (0.52) pode ser facilmente obtida substituindo-se a (0.33) na 

(0.30), resultando: 

 

d d L 1H : Kp H : K :
D D

⎛ ⎞σ = ε − = ε − − ε + ζ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.53) 

 

a qual, pode ser reescrita como: 

 

d uK L K KH : H :
D D D
⊗⎛ ⎞σ = + ε − ζ = ε − ζ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (0.54) 

 

 Manipulando-se algebricamente a (0.52), pode-se escrever: 

 

u u
u u

u u
u

F bM F f bM fE : i i : E
3K p 3K p

H E
F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂− ⊗ −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ ∂ ∂σ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −  
(0.55) 

 

com uE  e uK  já definidos nas (0.16) e (0.17) e uF  dado por: 

 

u u u
u u

f bM f F bM FF h i : E : i
3K p 3K p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂
= + − −⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ ∂ ∂σ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (0.56) 

 

sendo 
d

u d
u

K f Fh h M
K p p

∂ ∂
= +

∂ ∂
. 

 

 

3.3.2 – Modelo elastoplástico de Drucker-Prager para meio poroso saturado 

 

 Neste item, as relações constitutivas da poroplasticidade, apresentadas no 

item (3.3.1), serão revistas para um tipo particular de critério, o de Drucker-Prager.  

 A função de plastificação f  e o potencial plástico F , do critério de Drucker-

Prager a ser considerado, são definidos, respectivamente, como: 
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( )*
2 1 yf J I 3 p= +μ + μ −χ −σ  (0.57) 

 

( )*
2 1 yF J I 3 p= +β + β −χ −σ  (0.58) 

 

onde 2
1J s : s
2

=  é o segundo invariante do tensor desviador de tensões s , definido 

por ( )1s Tr i
3

= σ− σ , sendo s s : s= , ( )1I Tr= σ  é a tensão hidrostática, χ  é o 

tamanho da superfície de plastificação e μ , *μ , β  e *β  são parâmetros do material. 

Os parâmetros μ  e β  são os coeficientes de atrito e de dilatação, respectivamente, 

enquanto *μ  e *β  são os coeficientes das tensões efetivas na função de carregamento 

e no potencial plástico. 

 Note que as funções f  e F  nas (0.57) e (0.58) dependem do tensor de tensões 

totais σ  e da poro pressão p . Essa forma geral das funções pode ser, em alguns 

casos, particularizada para que sejam direta e unicamente dependentes do tensor de 

tensões efetivas efσ , conforme já salientado anteriormente. No entanto, os próximos 

desenvolvimentos serão feitos com as funções gerais das (0.57) e (0.58). 

 Deste ponto em diante, serão calculados os tensores dH , K , L  e uH , 

juntamente com o escalar D , das equações (0.30), (0.31), (0.32) e  (0.33), utilizando-

se o critério de Drucker-Prager definido pelas (0.57) e (0.58). Para auxiliar os 

cálculos, definem-se as derivadas: 

 

f 1 s i
s2

∂
= +μ

∂σ
 (0.59) 

 

F 1 s i
s2

∂
= +β

∂σ
 (0.60) 
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*f 3
p
∂

= μμ
∂

 (0.61) 

 

*F 3
p
∂

= ββ
∂

 (0.62) 

 

f 1∂
= −

∂χ
 (0.63) 

 

F 1∂
= −

∂χ
 (0.64) 

 

 Os seguintes produtos tensoriais podem ser determinados para o critério de 

Drucker-Prager: 

 

d d

d d

F 2G 1 sE : K i i 2GI : i
3 s2

2G s 2G 2G s3 K i 2G i 3 K i
s 3 s2 2

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − ⊗ + +β =⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ ⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎛ ⎞= + β − + β = + β⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.65) 

 

d d df F 1 s 2G s: E : i : 3 K i G 9 K
s s2 2

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂
= +μ + β = + μβ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ ∂σ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (0.66) 

 

d f Fh h h∂ ∂
= =
∂χ ∂χ

 (0.67) 

 

 Com os resultados das (0.65), (0.66) e (0.67), tem-se dF  da (0.40), dado por: 

 

d d d df FF : E : h G 9 K h∂ ∂
= + = + μβ +
∂σ ∂σ

 (0.68) 

 

 O tensor dH  da (0.43) passa a ser dado por: 
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d d
d d

d d d
d d

2G s 2G sF f 3 K i 3 K iE : : E s s2 2
H E E

F F

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ + β ⊗ + μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⊗
⎝ ⎠ ⎝ ⎠∂σ ∂σ= − = −  

(0.69) 

 

ou, em termos do invariante 2J , por: 

 

( )

d d

d d
d

G Gs 3 K i s 3 K i
2 2H E

G 9 K h

⎛ ⎞ ⎛ ⎞+ β ⊗ + μ⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠= −

+ μβ +
 (0.70) 

 

 Os tensores K  e L  das (0.44) e (0.50) ficam dados por: 

 

( )
( )

*
d

d

3 3b GK s 3 K i bi
G 9 K h 2

μμ − μ ⎛ ⎞= + β +⎜ ⎟+ μβ + ⎝ ⎠
 (0.71) 

 

( )
( )

*
d

d

3 3b GL s 3 K i bi
G 9 K h 2

ββ − β ⎛ ⎞= + μ +⎜ ⎟+ μβ + ⎝ ⎠
 (0.72) 

 

sendo que, para encontra-los, foram utilizadas as seguintes expressões: 

 

*f fb : i 3 3b
p

⎛ ⎞∂ ∂
− = μμ − μ⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠

 (0.73) 

 

*F Fb : i 3 3b
p

⎛ ⎞∂ ∂
− = ββ − β⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠

 (0.74) 

 

 O escalar D  da (0.51) é dado por: 
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( )( )
( )
* *

d

3 3b 3 3b1D
M G 9 K h

⎛ ⎞ββ − β μμ − μ
⎜ ⎟= +
⎜ ⎟+ μβ +⎝ ⎠

 (0.75) 

 

 

3.3.3 – Algoritmo de Integração – Modelo de Drucker-Prager 

 

 Na mecânica dos sólidos, a resolução numérica de um problema não-linear de 

valor de contorno se baseia em procedimentos iterativos. As equações de equilíbrio 

(estática ou dinâmica) precisam ser discretizadas no tempo e no espaço. Subentende-

se o termo “tempo” como o tempo real nos problemas de análise dinâmica e como 

um “pseudo-tempo” nos problemas estáticos, este último referindo-se à marcha de 

evolução das variáveis com o carregamento estático. Nos problemas com meios 

porosos, o tempo é sempre o real, mesmo na análise quase estática. 

 Um dos importantes passos na análise numérica não-linear é o de determinar, 

para um dado incremento de deformação, conhecendo-se sua história ao longo do 

carregamento, novos valores das variáveis do modelo (no caso do modelo poro-

elasto-plástico p p, p, , , , ,σ χ ε ζ ζ α ), mediante integração das equações constitutivas 

locais, a partir de condições iniciais dadas. 

 Este problema, crucial na análise numérica, diz respeito diretamente ao uso 

das equações constitutivas de um dado modelo não-linear físico (por exemplo, o do 

item (3.3.2)). Um fato importante desta etapa da análise numérica é que este 

problema depende do conhecimento da história da deformação ao longo do 

carregamento, sendo referido portanto de “strain-driven problem”. 

 Neste item, apresentar-se-á um procedimento implícito que permite calcular 

expressões fechadas do multiplicador plástico no caso de hardening linear, em 

situação de “carregamento plástico”, com retorno radial à superfície definida pela 

função do potencial plástico de Drucker-Prager (modelo não-associativo). Dois 

algoritmos distintos serão considerados. Num deles, o retorno é obtido mantendo-se a 

poro pressão invariável, no outro, mantendo-se a variação da quantidade de fluido 

invariável. Conforme será visto, as expressões do multiplicador plástico serão 

diferentes para os dois casos. 
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 Seja [ ]0,T R⊂  o intervalo de tempo de interesse. Num dado instante de 

tempo [ ]nt 0,T∈ , admite-se que as seguintes variáveis do modelo poro-elasto-

plástico de Drucker-Prager do item (3.3.2) sejam conhecidas: nσ , np , nχ , nε , p
nε , 

nζ , p
nζ  e nα . Note que existe uma dependência entre o tensor de tensões nσ , a poro 

pressão np  e as forças termodinâmicas nχ  com as demais variáveis internas, através 

das relações: 

 

( ) ( )( )d p p p
n n n n n n nE : bM bTr iσ = ε − ε + ε − ε − ζ + ζ  (0.76) 

 

( )( )p p
n n n n np M bTr= ζ − ζ − ε − ε  (0.77) 

 

n nhχ = − α  (0.78) 

 

ou seja, conhecendo-se as variáveis internas em nt , calculam-se, de forma direta, as 

variáveis associadas a elas com as expressões (0.76), (0.77) e (0.78). O problema 

básico consiste em se determinar estas mesmas variáveis no instante de tempo 

[ ]n 1t 0,T+ ∈ , de uma maneira consistente com as equações constitutivas do modelo 

poro-elasto-plástico, dadas pelas expressões (0.26), (0.27) ,(0.28), pelas condições de 

Kuhn-Tucker expressas na (0.29) e pelas condições iniciais 

{ } { }
n

p p p p
n n n n nt t

, , , , , , , ,
=

ε ε ζ ζ α = ε ε ζ ζ α . 

 Este problema pode ser resolvido expressando-se o modelo constitutivo em 

forma incremental. As seguintes equações podem ser escritas: 

 

n 1 n n+ε = ε + Δε  (0.79) 

 

n 1 n np p p+ = + Δ  (0.80) 
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( )d p
n 1 n 1 n 1 n 1E : bp i+ + + +σ = ε − ε −  (0.81) 

 

p p
n 1 n

n 1

F
+

+

∂
ε = ε + Δλ

∂σ
 (0.82) 

 

p p
n 1 n

n 1

F
p+

+

∂
ζ = ζ + Δλ

∂
 (0.83) 

 

n 1 n
n 1

F
+

+

∂
α = α + Δλ

∂χ
 (0.84) 

 

( )p pn 1
n 1 n 1 n 1 n 1

p bTr
M
+

+ + + +ζ = + ζ + ε − ε  (0.85) 

 

n 1 n 1h+ +χ = − α  (0.86) 

 

n 1f 0+ ≤ , 0Δλ ≥ , n 1f 0+ Δλ =  (0.87) 

 

onde ( ) ( ) ( )n 1 n+
Δ • = • − •  representa a variável incremental de “• ”. A (0.87) é a 

forma incremental das condições de Kuhn-Tucker. Deve-se obervar que, nas (0.79) e 

(0.80), admite-se que os incrementos de deformação nΔε  e de poro pressão npΔ  

sejam conhecidos. Estas variáveis são calculadas a partir das equações de equilíbrio 

da estrutura discretizada, pelo método dos elementos de contorno. Esta formulação, 

onde são conhecidos nΔε  e npΔ  a cada novo incremento, segue a mesma estrutura 

das equações (0.30) e (0.31), que têm, como variáveis independentes, ε  e p . 

 As equações (0.79) - (0.87) formam um sistema não-linear, cuja resolução 

possibilita encontrar as variáveis em n 1t + . Para a resolução deste sistema, propõe-se, 

a seguir, uma formulação implícita, com solução fechada para o problema, se 

obedecida a condição de serem lineares as leis de encruamento (caso aqui adotado). 
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 Como ponto de partida, imagine um estado de tentativa elástico, de tal 

maneira que todo o acréscimo de deformação no incremento seja elástico, ou seja: 

 
e

n n 1 n n+Δε = ε − ε = Δε  (0.88) 

 

onde e
nΔε  representa o incremento de deformação elástica. Como conseqüência da 

(0.88), têm-se: 

 
t p p

n 1 n+ε = ε  (0.89) 

 
t p p

n 1 n+ζ = ζ  (0.90) 

 
t

n 1 n+α = α  (0.91) 

 

onde o índice superior t  representa o estado de tentativa. Observe que as variáveis 

internas, nas (0.89) - (0.91), do estado de tentativa, são iguais às suas 

correspondentes do instante nt . Lembrar também que nΔε  e npΔ  são valores 

conhecidos a priori, que vêm do método dos elementos de contorno. Com as (0.89) - 

(0.91), determinam-se as seguintes variáveis do estado de tentativa: o tensor de 

tensões t
n 1+σ  a partir da (0.81), as forças t

n 1+χ  a partir da (0.86) e a variação da 

quantidade de fluido t
n 1+ζ  a partir da (0.85), resultando: 

 

( )t d p
n 1 n 1 n n 1E : bp i+ + +σ = ε − ε −  (0.92) 

 
t

n 1 nh+χ = − α  (0.93) 

 

( )t p pn 1
n 1 n n 1 n

p bTr
M
+

+ +ζ = + ζ + ε − ε  (0.94) 
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 A partir das variáveis associadas nas (0.92) e (0.93), pode-se determinar a 

função de plastificação do estado de tentativa ( )t t t t
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1f f , p ,+ + + + += σ χ , a partir 

da (0.57). Assim, tem-se: 

 

( )( )t t t t * t
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 y

1f s : s Tr 3 p
2+ + + + + += +μ σ + μ − χ −σ  (0.95) 

 

 De acordo com o sinal de t
n 1f + , pode-se inferir: 

 Se   t
n 1f 0+ <    →   passo poro-elástico             →   0Δλ =  (0.96) 

 Se   t
n 1f 0+ >    →   passo poro-elasto-plástico   →   0Δλ >  (0.97) 

 

 Um conhecido lema, que aqui não será provado, diz: se a função de 

plastificação f  é convexa, então se pode afirmar que: 

 
t

n 1 n 1f f+ +≥  (0.98) 

 

 De acordo com a (0.96), a condição t
n 1f 0+ <  implica que e

n nΔε = Δε , ou seja, 

a tentativa elástica é correta. Neste caso, pode-se afirmar que n 1f 0+ < , de acordo com 

a (0.98), e 0Δλ = , de acordo com as condições de Kuhn-Tucker expressas na (0.87). 

No caso de t
n 1f 0+ >  (0.97), conclui-se que e

n nΔε ≠ Δε , ou seja, deve existir 

deformação plástica não nula ( 0Δλ > e n 1f 0+ = ). No primeiro caso, a solução para as 

variáveis em n 1t +  do sistema de equações (0.80) – (0.87) é encontrada de forma 

direta fazendo-se 0Δλ = . No segundo caso, utilizando-se uma formulação implícita, 

pode-se chegar a uma expressão fechada para Δλ , desde que obedecidas certas 

condições (encruamento linear). A partir de agora, apresentar-se-á a dedução da 

expressão de Δλ  para o critério de Drucker-Prager (0.57) e (0.58). Será deduzido o 

caso geral de plasticidade não-associativa ( f F≠ ). 

 O tensor de tensões t
n 1+σ  da (0.92), com a definição de dE  dada na (0.5), 

fica: 
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( )

( ) ( )

t d p
n 1 n 1 n n 1

d p p
n 1 n n 1 n n 1

2GK i i 2GI : bp i
3

2GK Tr i 2G bp i
3

+ + +

+ + +

⎡ ⎤⎛ ⎞σ = − ⊗ + ε − ε − =⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎛ ⎞− ε − ε + ε − ε −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.99) 

 

O traço do tensor t
n 1+σ  da (0.99) é dado por: 

 

( ) ( ) ( )

( )

t d p p
n 1 n 1 n n 1 n n 1

d p
n 1 n n 1

2GTr 3 K Tr 2GTr 3bp
3

3K Tr 3bp

+ + + +

+ +

⎛ ⎞σ = − ε − ε + ε − ε − =⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε − ε −
 (0.100) 

 

 A partir das (0.99) e (0.100), o tensor desviador das tensões do estado de 

tentativa, ( )t t t
n 1 n 1 n 1

1s Tr i
3+ + += σ − σ , passa a ser dado por: 

 

( ) ( )

( )( )

t d p p
n 1 n 1 n n 1 n n 1

d p
n 1 n n 1

2Gs K Tr i 2G bp i
3

1 3K Tr 3bp i
3

+ + + +

+ +

⎛ ⎞= − ε − ε + ε − ε − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε − ε −
 (0.101) 

 

ou, simplificando-se: 

 

( ) ( )t p p
n 1 n 1 n n 1 n

2Gs 2G Tr i
3+ + += ε − ε − ε − ε  (0.102) 

 

 Com as (0.102), (0.100) e (0.93), determina-se t
n 1f +  expresso na (0.95). 

Quando houver “carregamento plástico”, ou seja, quando 0Δλ > , a expressão para 

n 1f +  fica: 

 

( )( )*
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 y

1f s : s Tr 3 p
2+ + + + + += +μ σ + μ −χ −σ  (0.103) 
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 Todas as variáveis da (0.103) podem ser colocadas em função de suas 

correspondentes do estado de tentativa. Com a (0.82), o tensor de tensões totais da 

(0.81), por exemplo, fica dado por: 

 

d p
n 1 n 1 n n 1

n 1

2G FK i i 2GI : bp i
3+ + +

+

⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞σ = − ⊗ + ε − ε − Δλ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂σ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 (0.104) 

 

ou, observando-se a (0.99), dado em função de 1
t

nσ +  através de: 

 

t d
n 1 n 1

n 1

2G FK i i 2GI :
3+ +

+

⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞σ = σ + − ⊗ − Δλ⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂σ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
 (0.105) 

 

 Conhecendo-se a expressão da derivada dada pela (0.60), a (0.105) fica: 

 

t d n 1
n 1 n 1

n 1

s2G3 K i 2G 2G i
3 s

+
+ +

+

⎡ ⎤⎛ ⎞σ = σ + Δλ β − − − β⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

 (0.106) 

 

ou 

 

t d n 1
n 1 n 1

n 1

s3 K i 2G
s

+
+ +

+

⎡ ⎤
σ = σ −Δλ β +⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (0.107) 

 

 O traço de n 1+σ  da (0.107) fica: 

 

( ) ( )t d
n 1 n 1Tr Tr 9 K+ +σ = σ − βΔλ  (0.108) 

 

 Com as (0.107) e (0.108), o tensor desviador das tensões, 

( )n 1 n 1 n 1
1s Tr i
3+ + += σ − σ , fica dado por: 
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( )t d t dn 1
n 1 n 1 n 1

n 1

s 1s 3 K i 2G Tr i 3 K i
s 3

+
+ + +

+

⎡ ⎤
= σ −Δλ β + − σ + βΔλ⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (0.109) 

 

ou, em função de t
n 1s + , dado por: 

 

t tn 1
n 1 n 1 n 1 n 1

n 1 2

s Gs s 2G s s
s J

+
+ + + +

+

= − Δλ = −Δλ  (0.110) 

 

 Isolando-se t
n 1s +  na (0.110), chega-se a: 

 

t
n 1 n 1

2

Gs 1 s
J+ +

⎛ ⎞
= + Δλ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.111) 

 

 Da definição de norma de um tensor, dada por s s : s= , sendo s  um tensor 

arbitrário, e sabendo-se que 2
2 n 12J s += , conclui-se, a partir da (0.111), que: 

 

t
n 1 n 1

n 1

2Gs 1 s
s+ +

+

⎛ ⎞
= + Δλ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.112) 

 

ou, simplificando-se: 

 
t

n 1 n 1s s 2G+ += + Δλ  (0.113) 

 

 Seguindo-se o mesmo raciocínio, a força termodinâmica n 1+χ  é dada por: 

 

t
n 1 n 1 n n 1

n 1

Fh h h+ + +
+

⎛ ⎞∂
χ = − ⋅α = − ⋅ α + Δλ = χ + ⋅Δλ⎜ ⎟

∂χ⎝ ⎠
 (0.114) 
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na qual se utilizou a derivada da (0.64). 

 A partir dos resultados expressos pelas (0.108), (0.113) e (0.114), que 

relacionam, respectivamente, as variáveis ( )n 1Tr +σ , n 1s +  e n 1+χ , da função de 

plastificação n 1f + , na (0.103), com as variáveis do estado de tentativa elástico 

( )t
n 1Tr +σ , t

n 1s +  e t
n 1+χ , da função de plastificação t

n 1f + , na (0.95), pode-se 

reescrever a (0.103) como: 

 

( ) ( )( )t t d * t
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1

y

1f s 2G Tr 9 K 3 p
2

h

+ + + + += − Δλ +μ σ − βΔλ + μ − χ

−σ − ⋅Δλ
 (0.115) 

 

 A partir da definição de t
n 1f +  na (0.95), rearranjando-se os termos da (0.115), 

ela fica: 

 
t d

n 1 n 1f f G 9 K h+ + ⎡ ⎤= − + βμ + Δλ⎣ ⎦  (0.116) 

 

 Para que sejam obedecidas as condições de Kuhn-Tucker, expressas na (0.87)

, deve-se ter n 1f 0+ = . Assim, igualando-se a (0.116) a zero, obtém-se: 

 
t

n 1
d

f
G 9 K h

+Δλ =
⎡ ⎤+ βμ +⎣ ⎦

 (0.117) 

 

 A (0.117) é a expressão fechada para Δλ  com endurecimento linear. Uma 

vez determinada, num dado ponto, o valor da função de plastificação do estado de 

tentativa elástico, t
n 1f + , determina-se o valor do multiplicador plástico Δλ , 

conhecendo-se os parâmetros físicos do material e os parâmetros das funções de 

plastificação e do potencial plástico, que aparecem no denominador da (0.117). 

 Assim, uma vez determinado Δλ , o sistema de equações (0.79) – (0.87) fica 

resolvido para uma situação de “carregamento plástico” com modelo não-
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associativo. As variáveis internas, expressas pelas (0.82) – (0.84), ficam assim 

determinadas: 

 
t

p p n 1 n 1
n 1 n d

n 1

f s1 i
sG 9 K h 2

+ +
+

+

⎡ ⎤
ε = ε + +β⎢ ⎥

⎡ ⎤+ βμ + ⎣ ⎦⎣ ⎦
 (0.118) 

 
* t

p p n 1
n 1 n d

3 f
G 9 K h

+
+

ββ
ζ = ζ +

⎡ ⎤+ βμ +⎣ ⎦
 (0.119) 

 
t

n 1
n 1 n d

f
G 9 K h

+
+α = α −

⎡ ⎤+ βμ +⎣ ⎦
 (0.120) 

 

 Este procedimento é implícito pois todas as derivadas da função de 

plastificação foram calculadas em n 1t + . Para se recuperar a plasticidade associativa 

com o critério de Drucker-Prager, faz-se μ = β  e * *μ = β  em todas as expressões 

anteriores. 

 Todo o procedimento que acaba de ser apresentado (da equação (0.79) até a 

(0.120)) diz respeito à integração das equações constitutivas locais. Como já 

conhecido o ponto de partida, ou seja, as variáveis de entrada do problema 

representado pelas (0.79) – (0.87) foram os incrementos de deformação Δε  e de poro 

pressão pΔ . Estas variáveis vêm da resolução do sistema de equações linearizado do 

método dos elementos de contorno, numa dada iteração. 

 A segunda alternativa adotada aqui é o caso em que as variáveis de entrada 

são os incrementos de deformação Δε  e da variação da quantidade de fluido Δζ  ao 

invés de pΔ . Neste caso, a integração das equações constitutivas resulta numa 

expressão diferente da (0.117) para o multiplicador plástico Δλ . Apresentar-se-á, 

deste ponto em diante, a determinação explícita de Δλ  prescrevendo-se Δε  e Δζ . 

 O sistema de equações a ser resolvido, neste caso, é dado a seguir, pelas 

equações (3.121) – (3.129). 
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n 1 n n+ε = ε + Δε  (0.121) 

 

n 1 n n+ζ = ζ + Δζ  (0.122) 

 

( ) ( )d p p p
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1E : bM bTr i+ + + + + + +

⎡ ⎤σ = ε − ε − ζ − ζ − ε − ε⎣ ⎦  (0.123) 

 

p p
n 1 n

n 1

F
+

+

∂
ε = ε + Δλ

∂σ
 (0.124) 

 

p p
n 1 n

n 1

F
p+

+

∂
ζ = ζ + Δλ

∂
 (0.125) 

 

n 1 n
n 1

F
+

+

∂
α = α + Δλ

∂χ
 (0.126) 

 

( )p p
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1p M bTr+ + + + +

⎡ ⎤= ζ − ζ − ε − ε⎣ ⎦  (0.127) 

 

n 1 n 1h+ +χ = − ⋅α  (0.128) 

 

n 1f 0+ ≤ , 0Δλ ≥ , n 1f 0+ Δλ =  (0.129) 

 

 Esta formulação ((0.121) – (0.129)), onde são conhecidos nΔε  e nΔζ  a cada 

novo incremento, segue a estrutura das equações (0.32) e (0.33), cujas variáveis 

independentes são ε  e ζ . De novo, as (0.121) – (0.129) formam um sistema de 

equações não-lineares nas variáveis em n 1t + , que será resolvido utilizando-se um 

procedimento implícito, com expressão fechada para Δλ  no caso do endurecimento 

linear. 

 Comenta-se ainda que nos desenvolvimentos seguintes algumas equações se 

repetem, porém são mantidas para simplificar o entendimento. 
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 De início, supõe-se um estado de tentativa puramente elástico no incremento, 

ou seja, um estado onde se admite que todo o acréscimo de ε  e de ζ  seja dado 

somente pelas suas respectivas parcelas elásticas e
nΔε  e e

nΔζ . Assim, têm-se: 

 
e

n n 1 n n+Δε = ε − ε = Δε  (0.130) 

 
e

n n 1 n n+Δζ = ζ −ζ = Δζ  (0.131) 

 

 As variáveis internas plásticas do estado de tentativa t  são as mesmas das 

(0.89) – (0.91), ou seja, t p p
n 1 n+ε = ε , t p p

n 1 n+ζ = ζ  e t
n 1 n+α = α . O tensor de tensões t

n 1+σ , 

a poro pressão t
n 1p +  e as forças termodinâmicas t

n 1+χ  do estado de tentativa são 

dados, respectivamente, por: 

 

( ) ( )t d p p p
n 1 n 1 n n 1 n n 1 nE : bM bTr i+ + + +

⎡ ⎤σ = ε − ε − ζ − ζ − ε − ε⎣ ⎦  (0.132) 

 

( )t p p
n 1 n 1 n n 1 np M bTr+ + +

⎡ ⎤= ζ − ζ − ε − ε⎣ ⎦  (0.133) 

 
t

n 1 nh+χ = − α  (0.134) 

 

 Com as (0.132) – (0.134), determina-se a função de plastificação do estado de 

tentativa ( )t t t t t
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1f f , p ,+ + + + += σ χ , conforme expressa na (0.95). Verifica-se o 

sinal de t
n 1f + . Caso seja menor que zero, o passo é poro-elástico e 0Δλ =  (de acordo 

com as condições de Kuhn-Tucker da (0.129)). Caso t
n 1f +  seja maior que zero, o 

passo é poro-elasto-plástico e 0Δλ > . Como feito anteriormente, para o caso de nΔε  

e npΔ  prescritos, utilizando-se uma formulação implícita, pode-se chegar a uma 

expressão fechada para Δλ  no presente caso de nΔε  e nΔζ  prescritos. Utilizar-se-á o 

mesmo critério de Drucker-Prager (0.57) e (0.58) não-associativo. 

 Da definição de dE  na (0.5), obtém-se: 
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( )

( ) ( )

t d p
n 1 n 1 n

p p
n 1 n n 1 n

2GK i i 2GI :
3

bM bTr bTr i

+ +

+ +

⎡ ⎤⎛ ⎞σ = − ⊗ + ε − ε −⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
⎡ ⎤ζ − ζ − ε + ε⎣ ⎦

 (0.135) 

 

 O traço do tensor t
n 1+σ  da (0.135) é dado por: 

 

( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( ) ( )

t d p p
n 1 n 1 n n 1 n

p p
n 1 n n 1 n

d 2 p p
n 1 n n 1 n

2GTr 3 K Tr 2GTr
3

3bM bTr bTr

3 K b M Tr 3bM

+ + +

+ +

+ +

⎛ ⎞σ = − ε − ε + ε − ε −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤ζ − ζ − ε + ε =⎣ ⎦

+ ε − ε − ζ − ζ

 (0.136) 

 

 Com as (0.135) e (0.136), o tensor desviador das tensões do estado de 

tentativa, t
n 1s + , fica: 

 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

t d p p
n 1 n 1 n n 1 n

p p
n 1 n n 1 n

d 2 p p
n 1 n n 1 n

2Gs K Tr i 2G
3

bM bTr bTr i

1 3 K b M Tr 3bM i
3

+ + +

+ +

+ +

⎛ ⎞= − ε − ε + ε − ε −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎡ ⎤ξ − ξ − ε + ε −⎣ ⎦

+ ε − ε − ζ − ζ

 (0.137) 

 

ou 

 

( ) ( )t p p
n 1 n 1 n n 1 n

2Gs 2G Tr i
3+ + += ε − ε − ε − ε  (0.138) 

 

 Assim sendo, t
n 1f +  fica determinada com as (0.138), (0.136), (0.134) e 

(0.133). Se 0Δλ > , da (0.129), deve-se necessariamente ter 

( )( )*
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 y

1f s : s Tr 3 p 0
2+ + + + + += +μ σ + μ −χ −σ = . As variáveis da n 1f +  
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podem ser escritas em função das variáveis da t
n 1f + . O tensor de tensões totais n 1+σ  

fica dado por: 

 

( )

d p
n 1 n 1 n

n 1

p p
n 1 n n 1 n

n 1n 1

2G FK i i 2GI :
3

F FbM bTr bTr i
p

+ +
+

+ +
++

⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞σ = − ⊗ + ε − ε − Δλ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂σ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
ζ − ζ − Δλ − ε + ε + Δλ⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (0.139) 

 

ou, em função de t
n 1+σ  da (0.135), dado por: 

 

t d
n 1 n 1

n 1

n 1n 1

2G FK i i 2GI :
3

F FbM bTr i
p

+ +
+

++

⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂⎛ ⎞σ = σ + − ⊗ − Δλ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂σ⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠
⎡ ⎤⎛ ⎞∂ ∂
Δλ − Δλ⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (0.140) 

 

 Com as derivadas dadas pelas (0.60) e (0.62), a (0.140) fica: 

 

t d n 1
n 1 n 1

n 1

*

s2G3 K i 2G 2G i
3 s

bM 3 3b i

+
+ +

+

⎡ ⎤⎛ ⎞σ = σ + Δλ β − − − β +⎢ ⎥⎜ ⎟
⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤Δλ ββ − β⎣ ⎦

 (0.141) 

 

ou 

 

( )( )t * d n 1
n 1 n 1

n 1

s3bM b 3 K i 2G
s

+
+ +

+

⎡ ⎤
σ = σ + Δλ β β − − β −⎢ ⎥

⎣ ⎦
 (0.142) 

 

 O traço de n 1+σ  da (0.142) é dado por: 

 

( ) ( ) ( )( )t * d
n 1 n 1Tr Tr 9 bM b K+ +σ = σ + βΔλ β − −  (0.143) 
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 O tensor desviador das tensões n 1s +  fica: 

 

( )( )

( ) ( )( )

t * d n 1
n 1 n 1

n 1

t * d
n 1

ss 3bM b 3 K i 2G
s

1 Tr i 3 bM b K i
3

+
+ +

+

+

⎡ ⎤
= σ + Δλ β β − − β − −⎢ ⎥

⎣ ⎦

σ − βΔλ β − −

 (0.144) 

 

ou, em função de t
n 1s + : 

 

t tn 1
n 1 n 1 n 1 n 1

n 1 2

s Gs s 2G s s
s J

+
+ + + +

+

= − Δλ = − Δλ  (0.145) 

 

 Observe que a (0.145) é idêntica à (0.110). Portanto, para o presente caso, são 

também válidos os resultados das (0.111) – (0.113). 

 Observando-se as (0.82) e (0.83), a poro pressão n 1p + , dada pela (0.127), fica 

escrita como: 

 

p p
n 1 n 1 n n 1 n

n 1n 1

F Fp M bTr
p+ + +

++

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= ζ − ζ − Δλ − ε − ε − Δλ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (0.146) 

 

ou, em função de t
n 1p +  na (0.133), como: 

 

t
n 1 n 1

n 1n 1

F Fp p M bTr
p+ +

++

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= − Δλ − Δλ⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂σ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (0.147) 

 

 Substituindo-se as derivadas das (0.60) e (0.62), a (0.147) reduz-se a: 

 

( )t *
n 1 n 1p p 3 M b+ += − β Δλ β −  (0.148) 

 

 A força termodinâmica n 1+χ  é a mesma da (0.114), ou seja:  
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t

n 1 n 1 h+ +χ = χ + ⋅Δλ  (0.149) 

 

 Com as (0.149), (0.148), (0.145) e (0.143), a n 1f +  fica dada por: 

 

( ) ( ) ( )( )( )
( )( )

t t * d
n 1 n 1 n 1

* t * t
n 1 n 1 y

1f s 2G Tr 9 bM b K
2

3 p 3 M b h

+ + +

+ +

= − Δλ +μ σ + βΔλ β − − +

μμ − β Δλ β − − χ −σ − ⋅Δλ
 (0.150) 

 

ou, em função da t
n 1f + : 

 

( ) ( )t d 2 * * *
n 1 n 1f f G 9 K b M bM 9 M b h+ +

⎡ ⎤= − + βμ + − β + μμ β β − + Δλ⎣ ⎦  (0.151) 

 

 Igualando-se a (0.151) a zero, obtém-se: 

 

( ) ( )
t

n 1
d 2 * * *

f
G 9 K b M bM 9 M b h

+Δλ =
⎡ ⎤+ βμ + − β + μμ β β − +⎣ ⎦

 (0.152) 

 

 Com Δλ  da (0.152), o sistema de equações (0.121) – (0.129) fica resolvido. 

Comparando-se as expressões de Δλ  da (0.152) e da (0.117), nota-se que são 

diferentes. Também é fácil notar que, fazendo-se * bβ = , a expressão (0.152) 

simplifica-se, recaindo na (0.117). A diferença entre os dois algoritmos pode ser 

melhor compreendida através da interpretação geométrica do retorno à superfície de 

plastificação, que ocorre segundo uma direção normal à superfície definida pela 

função do potencial plástico. No algoritmo da (0.117), o retorno ocorre mantendo-se 

a poro pressão constante. No algoritmo da (0.152), o retorno ocorre permitindo-se 

variação da poro pressão, no entanto, mantendo-se constante a variação da 

quantidade de fluido. Assim, sendo, em função dos parâmetros escolhidos, as 

superfícies de retorno n 1f +  podem ser diferentes nos dois casos, assim como também 

as direções de retorno.  
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3.3.4 – Linearização do Algoritmo. Módulo Elastoplástico tangente consistente 

 

 A expressão para o tensor de tensões totais n 1+σ  pode ser escrita de duas 

maneiras: em função de n 1+ε  e n 1p +  ou em função de n 1+ε  e n 1+ζ , ambas em n 1t + . Elas 

são dadas, respectivamente, como: 

 

( )d p
n 1 n 1 n n 1 n 1E : n bp i+ + + +σ = ε − ε − Δλ −  (0.153) 

 

( )
( ) ( )

d p
n 1 n 1 n n 1

p p
n 1 n n 1 n 1 n n 1

E : n

bM m bTr bTr n i

+ + +

+ + + +

σ = ε − ε − Δλ −

⎡ ⎤ζ − ζ − Δλ − ε + ε + Δλ⎣ ⎦
 (0.154) 

 

nas quais n 1
n 1

n 1

sF 1n i
s2

+
+

+

∂
= = +β
∂σ

 e *
n 1

Fm 3
p+

∂
= = ββ
∂

. Com 
dE  dado pela (0.5), 

as (0.153) e (0.154) ficam, respectivamente, dadas por: 

 

( ) ( )( )
( )

d d p
n 1 n 1 n n 1

p
n n 1 n 1

2GE : K Tr Tr n i
3

2G n bp i

+ + +

+ +

⎛ ⎞σ = ε − − ε + Δλ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ε + Δλ −
 (0.155) 

 

( ) ( )( )
( ) ( )

d d 2 p
n 1 n 1 n n 1

p p
n n 1 n 1 n n 1 n 1

2GE : K b M Tr Tr n i
3

2G n bM m bTr i

+ + +

+ + + +

⎛ ⎞σ = ε − − + ε + Δλ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎡ ⎤ε + Δλ − ζ −ζ −Δλ − ε⎣ ⎦

 (0.156) 

 

 Sabendo-se que ( )n 1Tr n 3+ = β , diferenciando-se a equação algorítmica 

(0.155), obtém-se: 

 

( )d d
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1

2Gd E : d 3 d K i 2G d n dn bdp i
3+ + + + +

⎛ ⎞σ = ε − β Δλ − − Δλ + Δλ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (0.157) 
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que também pode ser escrita como: 

 

d d n 1
n 1 n 1 n 1

n 1 n 1 n 1

n 1

n2Gd E 3 K i 2G n : d
3

b dp i

+
+ + +

+ + +

+

⎡ ⎤⎛ ⎞∂∂Δλ ∂Δλ⎛ ⎞σ = − β − ⊗ − Δλ + ⊗ ε⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟ ∂ε ∂ε ∂ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎣ ⎦
−

 (0.158) 

 

 Diferenciando-se agora a (0.156), chega-se a: 

 

( )

( )

d d 2
n 1 n 1 n 1 n 1

n 1 n 1 n 1

2Gd E : d 3 d K b M i 2G d n dn
3

bM d d m bTr d i

+ + + +

+ + +

⎛ ⎞σ = ε − β Δλ − + − Δλ + Δλ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

ζ − Δλ − ε⎡ ⎤⎣ ⎦

 (0.159) 

 

ou 

 

( )

d d 2
n 1

n 1
n 1 n 1

n 1
n 1

n 1 n 1

n 1

2GE 3 K b M bMm i
3

d : d
n2G n b i i

bM d i

+
+

+ +

+
+

+ +

+

⎡ ⎤⎛ ⎞⎡ ⎤ ∂Δλ⎛ ⎞− β − + − ⊗ −⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥ ∂ε⎝ ⎠⎣ ⎦ ⎝ ⎠⎢ ⎥σ = ε⎢ ⎥⎛ ⎞∂ ∂Δλ⎢ ⎥Δλ + ⊗ + ⊗⎜ ⎟∂ε ∂ε⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦
− ζ

 (0.160) 

 

 O tensor entre colchetes na (0.158) é o módulo elasto-plástico tangente 

consistente do material drenado d
n 1C + , enquanto o tensor entre colchetes na (0.160) é 

o módulo elasto-plástico tangente consistente do material não-drenado u
n 1C + , ambos 

determinados a partir da derivada n 1

n 1

+

+

∂σ
∂ε

. Os módulos d
n 1C +  e u

n 1C +  dependem 

diretamente das derivadas 
n 1+

∂Δλ
∂ε

 e n 1

n 1

n +

+

∂
∂ε

. A primeira delas é dada por: 

 
t

n 1

n 1 n 1

f1
K

+

+ +

∂∂Δλ
=

∂ε ∂ε
 (0.161) 
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sendo dK G 9 K h⎡ ⎤= + βμ +⎣ ⎦  caso a derivada seja utilizada na (0.158) e 

( ) ( )d 2 * * *K G 9 K b M bM 9 M b h⎡ ⎤= + βμ + − β + μμ β β − +⎣ ⎦  caso ela seja utilizada na 

(0.160). A derivada 
t

n 1

n 1

f +

+

∂
∂ε

, na (0.161), é diferente para os casos em que se prescreve 

ε  e p  e ε  e ζ . No primeiro caso, a função t
n 1f +  depende de n 1+ε  somente através de 

t
n 1+σ , enquanto que, no segundo caso, t

n 1f +  depende de n 1+ε  através de t
n 1+σ  e de 

t
n 1p + . 

 Inicialmente, encontraremos a derivada para o caso de ε  e p  prescritos. 

Utilizando-se a regra da cadeia, obtém-se: 

 
t t t t t

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
t t

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1

f f s f
s

+ + + + +

+ + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ σ
= ⋅ + ⋅

∂ε ∂ ∂ε ∂ σ ∂ε
 (0.162) 

 

 As derivadas da (0.162) são dadas por: 

 
t t

n 1 n 1
t t

n 1 2

f s
s 2 J

+ +

+

∂
=

∂
 (0.163) 

 

( ) ( )

( ) ( )

t
dn 1

n 1

s 2G 1K i i 2GI I i i
3 3

2G 12GI i i 2G I i i
3 3

+

+

∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − ⊗ + − ⊗ =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ε ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤− ⊗ = − ⊗⎢ ⎥⎣ ⎦

 (0.164) 

 
t

n 1
t

n 1

f i+

+

∂
= μ

∂ σ
 (0.165) 

 

( )
t

dn 1

n 1

2GK i i 2GI
3

+

+

∂ σ ⎡ ⎤⎛ ⎞= − ⊗ +⎜ ⎟⎢ ⎥∂ε ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (0.166) 
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 Com as (0.163) – (0.166), a (0.162) fica: 

 
t

t dn 1
n 1t

n 1 2

f G s 3 K i
J

+
+

+

∂
= + μ

∂ε
 (0.167) 

 

 Para o caso de ε  e ζ  prescritos, a derivada de t
n 1f +  em relação à n 1+ε  passa 

também a depender de t
n 1p + . Assim sendo, com a regra da cadeia, obtém-se: 

 
t t t t t t t

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1
t t t

n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 n 1

f f s f f p
s p

+ + + + + + +

+ + + + + + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ σ ∂ ∂
= ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ε ∂ ∂ε ∂ σ ∂ε ∂ ∂ε
 (0.168) 

 

 As derivadas da (0.168) são agora dadas por: 

 
t t

n 1 n 1
t t

n 1 2

f s
s 2 J

+ +

+

∂
=

∂
 (0.169) 

 

( ) ( )

( ) ( )

t
d 2n 1

n 1

s 2G 1K b M i i 2GI I i i
3 3

2G 12GI i i 2G I i i
3 3

+

+

∂ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎡ ⎤= − + ⊗ + − ⊗ =⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥∂ε ⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤− ⊗ = − ⊗⎢ ⎥⎣ ⎦

 (0.170) 

 
t

n 1
t

n 1

f i+

+

∂
= μ

∂ σ
 (0.171) 

 

( )
t

d 2n 1

n 1

2GK b M i i 2GI
3

+

+

∂ σ ⎛ ⎞⎛ ⎞= − + ⊗ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (0.172) 

 
t

*n 1
t

n 1

f 3
p

+

+

∂
= μμ

∂
 (0.173) 
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t
n 1

n 1

p bMi+

+

∂
= −

∂ε
 (0.174) 

 

 Com as (0.169) – (0.174), a (0.168) fica escrita como: 

 

( )
t

t d 2 *n 1
n 1t

n 1 2

f G s 3 K b M bM i
J

+
+

+

∂
= + μ + −μ

∂ε
 (0.175) 

 

 Com as (0.161), (0.167) e (0.175), conclui-se que: 

 

t d
n 1t

n 1 2

1 G s 3 K i
K J

+
+

⎛ ⎞∂Δλ ⎜ ⎟= + μ
⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠

 (0.176) 

 

para ε  e p  prescritos, com dK G 9 K h⎡ ⎤= + βμ +⎣ ⎦  e 

 

( )t d 2 *
n 1t

n 1 2

1 G s 3 K b M bM i
K J

+
+

⎛ ⎞∂Δλ ⎜ ⎟= + μ + −μ
⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠

 (0.177) 

 

para ε  e ζ  prescritos, com  

( ) ( )d 2 * * *K G 9 K b M bM 9 M b h⎡ ⎤= + βμ + − β + μμ β β − +⎣ ⎦ . 

 A derivada n 1

n 1

n +

+

∂
∂ε

 tem a mesma expressão para as duas situações em estudo. 

Pode-se provar, com as expressões (0.111) – (0.113), que é verdadeira a relação 
t

n 1 n 1
t

n 1 n 1

s s
s s

+ +

+ +

= . Assim sendo, pode-se dizer que 
t

t n 1
n 1 n 1 t

n 1

s1n n i
s2

+
+ +

+

= = +β . Logo, 

a derivada n 1

n 1

n +

+

∂
∂ε

 fica dada por: 

 



CAPÍTULO 03 – INTRODUÇÃO A POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE 
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

79

t t
tn 1 n 1 n 1

n 1t t t
n 1 n 1 n 1 n 1n 1 n 1 n 1

n s s1 1 1 1i s
s s s2 2

+ + +
+

+ + + ++ + +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂∂ ∂⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= +β = ⊗ +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε ∂ε ∂ε ∂ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠

 (0.178) 

 

 Calculando-se 
t

n 1 n 1

1
s+ +

⎛ ⎞∂ ⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠

 na (0.178), obtém-se: 

 

t t
tn 1 n 1

n 13 3t t t
n 1 n 1n 1 n 1 n 1

s s1 2G s
s s s

+ +
+

+ ++ + +

⎛ ⎞⎛ ⎞ ∂∂ −⎜ ⎟⎜ ⎟ = − =
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ε ∂ε⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (0.179) 

 

 Com a (0.179), o produto tensorial na (0.178) fica dado por: 

 

( ) ( )t t t
n 1 n 1 n 1t t

n 1 n 1 n 1

1 4Gs n i n i
s s+ + +

+ + +

⎛ ⎞∂ −⎜ ⎟⊗ = −β ⊗ −β
⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠

 (0.180) 

 

 Com as (0.180) e (0.170), a (0.178) fica dada por 

 

( ) ( ) ( )t tn 1
n 1 n 1t t

n 1 n 1 n 1

n 2G 1 1 2I i i n i n i
3s s2

+
+ +

+ + +

⎛ ⎞∂ ⎛ ⎞⎜ ⎟= − ⊗ − −β ⊗ −β⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (0.181) 

 

 Finalmente, os resultados anteriores permitem determinar os módulos 

tangentes consistentes d
n 1C +  da expressão (0.158) e u

n 1C +  da expressão (0.160), 

resultando: 

 

( ) ( ) ( )d 2 t t
n 1 n 1t t

n 1 n 1d
n 1

t
d dn 1

n 1 t
n 1

2 1 2 2E 2G I i i n i n i
3s s

C
s1 2G2Gn 3 K i 2G 3 K i

K 3 s

+ +
+ +

+

+
+

+

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎥⎜ ⎟− Δλ − ⊗ − −β ⊗ −β⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎝ ⎠⎢ ⎥=
⎢ ⎥⎡ ⎤⎡ ⎤⎛ ⎞⎢ ⎥⎢ ⎥− + β − ⊗ + μ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

 (0.182) 

 



CAPÍTULO 03 – INTRODUÇÃO A POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

80

( ) ( ) ( )

[ ] ( )

( )

( )

d 2 t t
n 1 n 1t t

n 1 n 1

t
d 2 *n 1

n 1u t
n 1 n 1

t
d 2 * d 2 *n 1

t
n 1

2 1 2 2E 2G I i i n i n i
3s s

s1 2Gn 2G 3 K b M bM i
KC s

s1 2G3 K b M b M 2G 3 K b M bM i
K 3 s

b i i

+ +
+ +

+
+

+ +

+

+

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞⎢ ⎜ ⎟− Δλ − ⊗ − −β ⊗ −β⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎝ ⎠⎝ ⎠⎢
⎢ ⎡ ⎤
⎢ ⎢ ⎥− ⊗ + μ + −μ

= ⎢ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢
⎡ ⎤⎢ ⎡ ⎤⎛ ⎞ ⎢ ⎥− β − + − β ⊗ + μ + −μ⎢ ⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠ ⎢ ⎥⎣ ⎦⎢ ⎣ ⎦

⎢
+ ⊗⎢⎣ ⎦

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

 
(0.183) 

 

 Dois outros resultados importantes, que serão utilizados nas formulações do 

MEC do capítulo 3, são as seguintes derivadas: 
p
n 1

n 1
n 1 n 1

m+
+

+ +

∂ζ ∂Δλ
=

∂ε ∂ε
 e 

p
n 1 n 1

n 1
n 1 n 1 n 1

n n+ +
+

+ + +

∂ε ∂ ∂Δλ
= Δλ + ⊗

∂ε ∂ε ∂ε
. Elas são dadas por: 

 

p *
t dn 1

n 1t
n 1 2

3 G s 3 K i
K J

+
+

+

⎡ ⎤∂ζ ββ ⎢ ⎥= + μ
∂ε ⎢ ⎥⎣ ⎦

 (0.184) 

 

e 

 

( ) ( ) ( )
p

t tn 1
n 1 n 1t t

n 1 n 1 n 1

t d
n 1 n 1t

2

1 1 22G I i i n i n i
3s s

1 Gn s 3 K i
K J

+
+ +

+ + +

+ +

⎛ ⎞∂ε ⎛ ⎞⎜ ⎟= Δλ − ⊗ − −β ⊗ −β +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥⊗ + μ
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (0.185) 

 

para ε  e p  prescritos, com dK G 9 K h⎡ ⎤= + βμ +⎣ ⎦  e 

 

( )
p *

t d 2 *n 1
n 1t

n 1 2

3 G s 3 K b M bM i
K J

+
+

+

⎡ ⎤∂ζ ββ
⎢ ⎥= + μ + −μ

∂ε ⎢ ⎥⎣ ⎦
 (0.186) 

 

e 



CAPÍTULO 03 – INTRODUÇÃO A POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE 
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

81

 

( ) ( ) ( )

( )

p
t tn 1

n 1 n 1t t
n 1 n 1 n 1

t d 2 *
n 1 n 1t

2

1 1 22G I i i n i n i
3s s

1 Gn s 3 K b M bM i
K J

+
+ +

+ + +

+ +

⎛ ⎞∂ε ⎛ ⎞⎜ ⎟= Δλ − ⊗ − −β ⊗ −β +⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠⎝ ⎠
⎡ ⎤
⎢ ⎥⊗ + μ + −μ
⎢ ⎥⎣ ⎦

 (0.187) 

 

para ε  e ζ  prescritos, com ( ) ( )d 2 * * *K G 9 K b M bM 9 M b h⎡ ⎤= + βμ + − β + μμ β β − +⎣ ⎦  
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. 
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FORMULAÇÃO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE 
CONTORNO PARA POROELASTICIDADE E 
POROPLASTICIDADE  

 
 

 

 

 

4.1 – Introdução 

 

 O objetivo deste capítulo é o de apresentar formulações numéricas baseadas 

no método dos elementos de contorno para a resolução de problemas utilizando-se os 

modelos de comportamento mecânico dos meios porosos apresentados no capítulo 3.  

 Inicialmente, serão introduzidas as equações de campo (equações 

diferenciais) que dizem respeito às relações de equilíbrio, de compatibilidade, de 

conservação de massa e de fluxo interno do fluido, para os meios porosos saturados. 

A partir das equações de campo, utilizando-se teoremas de reciprocidade, serão 

apresentadas as equações integrais das poroelasticidade e poroplasticidade. Nesta 

última, será introduzido o campo de tensões iniciais. Serão discutidas as 

aproximações das variáveis de contorno e de domínio, bem como apresentadas as 

formas discretizadas das representações integrais. 

 Em seguida, são apresentadas as discretizações temporal e espacial para a 

resolução do problema de valor de contorno com os modelos poro-elástico e poro-

elasto-plástico. Na discretização espacial, serão mostradas as equações algébricas do 

método dos elementos de contorno. No caso particular da poroplasticidade, duas 

formulações distintas serão abordadas. Cada formulação apresentando variáveis 

independentes diferentes. Ao final, apresentar-se-á a estratégia de solução iterativa 

para a poroplasticidade.    
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4.2 – Equações de Campo 

 

 O comportamento mecânico de um meio poroso saturado, elástico ou elasto-

plástico, com domínio Ω  e contorno Γ , em regime quase estático e assumindo 

geometria de pequenas deformações, é descrito pelas relações constitutivas 

apresentadas no capítulo 3, complementadas pelas equações de campo (conservação 

de massa, equilíbrio e compatibilidade) e pelas condições de contorno. 

 Para o caso quase estático, que será considerado neste capítulo, a equação de 

equilíbrio local é dada por: 

 

( )div b 0σ + =  (4.1) 

 

sendo b  a força de volume da mistura sólido-fluido do meio poroso. O campo de 

deformação é dado em função do deslocamento do esqueleto sólido (u) como: 

 

( ) ( )( )T1u u u
2

ε = ∇ + ∇  (4.2) 

 

sendo u  o campo de deslocamentos do esqueleto sólido. 

 Admitindo-se a hipótese de escoamento laminar do fluido nos poros do meio, 

considerada bastante razoável dentro dos campos de aplicação deste trabalho, será 

assumido como válida a clássica lei de Darcy linear, dada por: 

 

( )q k grad p f= − −  (4.3) 

 

onde q  representa o vetor do fluxo de fluido, k  o tensor de permeabilidade e f  o 

vetor da força de volume do fluido. A equação da continuidade (conservação de 

massa) é dada por: 
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( )div q
t

∂ζ
+ = γ

∂
 (4.4)

 

sendo γ  a fonte de fluido com a derivada de ζ  tomada em relação ao tempo t . 

 As (4.1)-(4.4), em notação indicial, ficam, respectivamente: 

 

ij, j ib 0σ + =  (4.5)

 

( )ij i, j j,i
1 u u
2

ε = +  (4.6)

 

( )i ij , j jq k p f= − −  (4.7)

 

i,iqζ + = γ  (4.8)

 

 Para simplificar o estudo, deste ponto em diante, a permeabilidade do meio 

será considerada isotrópica, ou seja, ijk k=  escalar na (4.7). Aplicando-se o operador 

divergente à equação (4.7), obtem-se: 

 

( )i,i ,kk m,mq k p f= − −  (4.9)

 

 Substituindo-se a (4.9) na (4.8), chega-se a: 

 

( ),kk m,mkp kfζ − = γ −  (4.10)

 

 

4.3 – Representações Integrais para Poroelasticidade e Poroplasticidade 

 

 Neste item, será apresentada a dedução das equações integrais para as teorias 

da poroelasticidade e da poroplasticidade. Inicialmente, serão abordadas as equações 
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integrais da elastostática, que dizem respeito à parte sólida deformável do meio 

poroso. Em cada equação da elastostática, irá aparecer uma integral de domínio com 

o campo de poro pressões. No caso da poroplasticidade, uma integral de domínio a 

mais, com o campo de tensões iniciais, deverá aparecer. Em seguida, será mostrada a 

equação integral das poro pressões, que será relacionada com a equação da 

continuidade (4.8) através de uma integral de domínio. 

 As soluções fundamentais de Kelvin da elastostática, para uma carga unitária 

concentrada i ib (s) (s, p)e= δ , aplicada no ponto fonte s  do domínio infinito *Ω , 

sendo p  o ponto campo, ie  o vetor unitário da base ortonormal na direção i  e δ  o 

delta de Dirac , são dadas por: 

 

( ){ }*
ij ij ,i , j

1u (s, p) 3 4 r r
16 G(1 )

= − ν δ −
π − ν

 (4.11) 

 

( ) ( )( )*
ij ij ,i , j , j i ,i j

1 rT (s, p) 1 2 2r r 1 2 r r
4 (1 )r

⎡ ⎤− ∂ ⎡ ⎤= − ν δ + + − υ η − η⎢ ⎥⎣ ⎦π − ν ∂η⎣ ⎦
 (4.12) 

 

( )( )*
ijk ,k ij , j ik ,i jk ,i , j ,k

1(s, p) 1 2 r r r 2r r r
8 (1 )Gr

− ⎡ ⎤ε = − ν δ + δ − δ +⎣ ⎦π −ν
 (4.13) 

 

( )( )*
ijk ,k ij , j ik ,i jk ,i , j ,k

1(s, p) 1 2 r r r 2r r r
4 (1 )r

− ⎡ ⎤σ = − ν δ + δ − δ +⎣ ⎦π −ν
 (4.14) 

 

onde *
iju (s, p) , *

ijT (s, p) , *
ijk (s, p)ε  e *

ijk (s, p)σ  são, respectivamente, as soluções 

fundamentais para os deslocamentos, as forças de superfície, as deformações e as 

tensões. O índice i , nas (4.11)-(4.14), representa a direção de aplicação da carga 

unitária, δ  é o delta de Kronecker, G  o módulo de elasticidade transversal do 

material, ν  o seu coeficiente de Poisson, η  o vetor unitário normal à superfície no 

ponto em consideração e r  a distância entre os pontos fonte s  e campo p . 
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 No campo da poroelasticidade, as equações de equilíbrio (4.5) e de 

compatibilidade (4.6), no ponto fonte s , ficam escritas, derivando-se a eq.(3.4), 

respectivamente, como: 

 

( ) ( ) ( ) ( )ef
ij, j i ij, j ij , j is b s s b p (s) b s 0σ + = σ − δ + =  (4.15)

 

( ) ( ) ( )( )ij i, j j,i
1s u s u s
2

ε = +  (4.16)

 

onde, na (4.15), fez-se uso da expressão (3.4), com ef E :σ = ε . As forças de 

superfície iT (S) , no ponto S  de Γ , são dadas por: 

 

( )ef
i ij j ij ij jT (S) (S) (S) b p(S)= σ η = σ − δ η  (4.17)

 

e a lei de Hooke expressa pelas: 

 
ef
ij ijkl kl(s) C (s)σ = ε  (4.18)

 

( )ijkl ij kl ik jl il jk
2GC G

(1 2 )
υ

= δ δ + δ δ + δ δ
− υ

 (4.19)

 

com ijklC  representando o tensor constitutivo elástico de quarta ordem. O tensor de 

tensões totais, com as (4.18) (4.19), é dado pela seguinte expressão: 

 

ij ij ij kk ij
2G(s) 2G (s) (s) b p(s)

(1 2 )
ν

σ = ε + δ ε − δ
− ν

 (4.20)

 

 Diferenciando-se a (4.20) e aplicando-se a(4.16), obtém-se a equação de 

Navier a partir da (4.15), com a derivada da poro pressão p , dada por: 
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i, jj j,ij i ij , j
1G u (s) u (s) b (s) b p (s) 0

(1 2 )
⎡ ⎤

+ + − δ =⎢ ⎥− υ⎣ ⎦
 (4.21) 

 

 Para se obter as representações integrais de deslocamentos, tensões e 

deformações da elastostática, será utilizado o teorema da reciprocidade de Betti. A 

aplicação do teorema pressupõe dois estados elásticos distintos (o fundamental e o 

real). O fundamental é dado pelas equações (4.11)-(4.14). O estado elástico real é 

dado pela (4.18), que relaciona linearmente e proporcionalmente efσ  com ε . Assim, 

sendo, o teorema se expressa como: 

 
ef * *
ij ij ij ijd d

Ω Ω

σ ε Ω = σ ε Ω∫ ∫  (4.22) 

 

ou, para se introduzir o termo da poro-pressão, utiliza-se a relação (4.20), ou seja: 

 

( ) * *
ij ij ij ij ijb p d d

Ω Ω

σ + δ ε Ω = σ ε Ω∫ ∫  (4.23) 

 

 Com a equação de compatibilidade (4.16), aplicando-se o teorema da 

divergência na (4.23), chega-se a: 

 
* * * * *

ij j i ij,i j ij ij ij j i ij,i ju d u d b p d u d u d
Γ Ω Ω Γ Ω

σ η Γ − σ Ω+ δ ε Ω = σ η Γ − σ Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (4.24) 

 

 Sabendo-se que a equação de equilíbrio do problema fundamental é dada por 
*
ji,i j(s, p) e 0σ + δ = , a (4.24) fica: 

 
* * * *

j j j j ij ij j j j jT u d b u d b p d T u d (s,p)e u d
Γ Ω Ω Γ Ω

Γ − Ω + δ ε Ω = Γ + δ Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (4.25) 

 

na qual foi utilizada a (4.17). Por definição, ( )j j j(s, p)e u d u s
Ω

δ Ω =∫ . Portanto, a 

(4.25), desprezando-se as forças de volume jb , fica: 
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* *

ik k ij j ij j

*
jk ijk

C (s)u (s) T (s,P)u (P)d u (s,P)T (P)d

b (s,p)p(p)d
Γ Γ

Ω

= − Γ + Γ +

δ ε Ω

∫ ∫

∫
 (4.26)

 

 A (4.26) é a equação integral dos deslocamentos escrita em taxas. O termo 

ikC  depende da posição do ponto fonte (se pertence ou não ao domínio Ω ). Caso ele 

pertença ao contorno Γ , ikC  depende da geometria deste no ponto em consideração. 

As letras minúsculas entre parênteses na (4.26) indicam que o ponto pertence ao 

domínio, enquanto as maiúsculas que ele pertence ao contorno. A equação integral 

das tensões totais é obtida diferenciando-se a (4.26) para se obter as deformações, e 

aplicando-se no resultado obtido a (4.20). Assim sendo, tem-se: 

 

( ) ( )

ij ijk k ijk k

kl ijkl ij kl

(s) S (s, P)u (P)d D (s, P)T (P)d

b E (s,p)p(p)d g p(s)
Γ Γ

Ω

σ = − Γ + Γ

+ δ Ω+ δ

∫ ∫

∫
 (4.27)

 

sendo que as soluções fundamentais na (4.27) são dadas por: 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ijk , ij ,k ik , j jk ,i ,i , j ,k2

i , j ,k j ,i ,k k ,i , j j ik i jk k ij

2GS (s, p) {2r 1 2 r r r 4r r r
4 (1 )r

2 r r r r 1 2 2 r r 1 4 }

η
⎡ ⎤= − ν δ + υ δ + δ −⎣ ⎦π −ν

+ ν η +η + − ν η +η δ +η δ − − ν η δ

 (4.28)

 

( ){ }ijk ik , j jk ,i ij ,k ,i , j ,k
1D (s, p) 1 2 r r r 2r r r

4 (1 )r
⎡ ⎤= − ν δ + δ − δ +⎣ ⎦π −ν

 (4.29)

 

( )ijkl il jk jl ik ij kl ij ,k ,l2

ik , j ,l jl ,i ,k il , j ,k jk ,i ,l kl ,i , j ,i , j ,k ,l

1E (s, p) { 1 2 2 r r
4 (1 )r

2 r r r r r r r r 2 r r 8r r r r }

⎡ ⎤= − ν δ δ + δ δ − δ δ + δ⎣ ⎦π −ν

⎡ ⎤+ ν δ + δ + δ + δ + δ −⎣ ⎦

 (4.30)

 

enquanto que o termo livre ( )ij klg p(s)δ  é dado por: 



CAPÍTULO 4 – FORMULAÇÃO DO MEC PARA POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

90

 

( ) ( ) ( )[ ]{ }ij kl ij ij
1g p(s) 2 p(s) 1 4 2p(s)

8 1
⎡ ⎤δ = − δ + δ − ν⎣ ⎦− ν

 (4.31) 

 

 

 

 As (4.15)-(4.31) são as equações da poroelasticidade. Deve-se observar que, 

nas (4.26) e (4.27), aparecem duas integrais de domínio com o campo de poro 

pressões. No caso da poroplasticidade, algumas definições e notações novas são 

necessárias. Assim, definem-se tensão elástica e
ijσ , tensão efetiva ef

ijσ  e tensão total 

ijσ  como: 

 
e
ij ijkl klCσ = ε  (4.32) 

 
ef p e p
ij ijkl kl ij ij ijCσ = ε −σ = σ −σ  (4.33) 

 
ef p

ij ij ij ijkl kl ij ijbp C bpσ = σ − δ = ε −σ − δ  (4.34) 

 

 Na figura (4.1), pode-se visualizar as definições dadas nas (4.32), (4.33) e 

(4.34), no caso de um modelo unidimensional. A tensão elástica eσ , determinada 

com a lei de Hooke, conhecendo-se a deformação ε , é dada pela soma das tensões 

efetiva efσ  (que é a tensão elasto-plástica na parte sólida do meio) e corretiva pσ . 

Por outro lado, a tensão total da (4.34) é a soma das parcelas que atuam na parte 

sólida do meio poroso ( efσ ) e na líquida (poro pressão). 
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Figura 4.1 – Definições das tensões do modelo poro-elasto-plástico. 

 

 Com estas definições, pode-se adotar o par ( e ,σ ε ) para representar o estado 

real do teorema da reciprocidade de Betti. O estado fundamental continua sendo dado 

pelas soluções elásticas de Kelvin já apresentadas. Assim sendo, a equação de 

equilíbrio e a equação das forças de superfície, utilizando-se as definições das (4.32), 

(4.33) e (4.34)ficam, respectivamente, dadas por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )e p
ij, j i ij, j ij, j ij , j is b s s s b p (s) b s 0σ + = σ −σ − δ + =  (4.35)

 

( )e p
i ij j ij ij ij jT (S) (S) (S) (S) b p(S)= σ η = σ −σ − δ η  (4.36)

 

 O tensor de tensões totais e a equação de Navier ficam, respectivamente: 

 

p
ij ij ij kk ij ij

2G(s) 2G (s) (s) (s) b p(s)
(1 2 )

ν
σ = ε + δ ε −σ − δ

− ν
 (4.37)

 

p
i, jj j,ij i ij, j ij , j

1G u (s) u (s) b (s) b p (s) 0
(1 2 )

⎡ ⎤
+ + −σ − δ =⎢ ⎥− υ⎣ ⎦

 (4.38)
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 A reciprocidade, representada por e * *
ij ij ij ijd d

Ω Ω

σ ε Ω = σ ε Ω∫ ∫ , com as (4.32), (4.33) 

e (4.34), fica: 

 

( )p * *
ij ij ij ij ij ijb p d d

Ω Ω

σ + σ + δ ε Ω = σ ε Ω∫ ∫  (4.39) 

 

 Aplicando-se o teorema de Green na (4.39), chega-se nas representações 

integrais dos deslocamentos e das tensões, após diferenciação. Elas são dadas, 

respectivamente, pelas: 

 
* *

ik k ij j ij j

* * p
jk ijk ijk jk

C (s)u (s) T (s, P)u (P)d u (s,P)T (P)d

b (s,p)p(p)d (s, p) (p)d
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ +

δ ε Ω+ ε σ Ω

∫ ∫

∫ ∫
 (4.40) 

 

( )

( ) ( )

ij ijk k ijk k

p
kl ijkl ijkl kl

p
ij kl ij kl

(s) S (s, P)u (P)d D (s, P)T (P)d

b E (s, p)p(p)d E (s, p) (p)d

bg p(s) g (s)

Γ Γ

Ω Ω

σ = − Γ + Γ +

δ Ω+ σ Ω+

δ + σ

∫ ∫

∫ ∫  (4.41) 

 

 As soluções fundamentais, nas (4.40) e (4.41), são as mesmas já mostradas. O 

termo livre ( )p
ij klg (s)σ  é dado por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }p p p
ij kl ij mm ij

1g (s) 2 s 1 4 s
8 1

σ = − σ + − ν σ δ
−ν

 (4.42) 

 

 Observe que surge uma integral de domínio a mais nas (4.40) e (4.41), com as 

tensões de correção pσ . Na realidade, pσ  pode ser associado a qualquer campo de 

tensões iniciais aplicado no domínio Ω . No presente caso, ele representa a correção 

das tensões do modelo poro-elasto-plástico (ver figura (4.1)). 
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 A partir da lei de Darcy, dada pela (4.7), chega-se na representação integral 

das poro pressões. Da mesma forma que na elastostática foi utilizada a reciprocidade 

de Betti, será utilizada uma outra relação de reciprocidade para a dedução da equação 

integral das poro pressões. A (4.7) com permeabilidade isotrópica, fica: 

 

( )i ,i iq k p f 0+ − =  (4.43)

 

 Observa-se, na (4.43), que a relação entre o fluxo iq  e o gradiente da pressão 

,ip  é linear. No entanto a equação não é proporcional devido ao terno ikf . Para que a 

reciprocidade seja válida, define-se o fluxo proporcional p
iq  como: 

 
p
i i i ,iq q kf kp= − = −  (4.44)

 

de tal modo que p
iq  seja proporcional a ,ip . O gráfico da figura (4.2) ilustra a 

situação, mostrando as relações lineares de iq  e p
iq  com ,ip . 

 

 

Figura 4.2 – Relações lineares entre fluxos e gradiente da poro pressão. 
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 A reciprocidade, dada pela (4.45), deve ser aplicada com p
iq  como o estado 

real. 

 
p * *
i ,i i ,iq p d q p d

Ω Ω

Ω = Ω∫ ∫  (4.45) 

 

 Na (4.45), *
,ip  e *

iq  são as soluções do problema fundamental definido pela 

equação: 

 

( ) ( )*
,ii

s, p
p s,p

k
δ

=  (4.46) 

 

com δ  representando o delta de Dirac. Uma vez encontrada a solução fundamental 

para a poro pressão *p , o fluxo é determinado através da lei de Darcy * *
i ,iq kp= − . A 

solução da equação (4.46) para poro pressão é dada por: 

 

( )* 1p (s, p) ln r
2 k

=
π

 (4.47) 

 

lembrando que r  é a distância entre os pontos fonte e campo. Com a (4.47), o fluxo 

fundamental fica: 

 

,i*
i

r
q (s, p)

2 r
= −

π
 (4.48) 

 

 Um outro resultado importante é o do fluxo perpendicular ao contorno 
*q (s, P) , dado, a partir da (4.48), por: 

 

,* r
q (s, P)

2 r
η= −
π

 (4.49) 
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sendo η  o vetor unitário normal ao contorno no ponto considerado. Substituindo-se a 

(4.44) na (4.45), obtém-se: 

 

( ) * *
i i ,i i ,iq kf p d q p d

Ω Ω

− Ω = Ω∫ ∫  (4.50)

 

 Utilizando-se o teorema de Green na (4.50), obtém-se: 

 
* * * * *

i i i i i,i i,i i ,ip q d q p d p q d pq d kf p d 0
Γ Γ Ω Ω Ω

η Γ − η Γ − Ω+ Ω− Ω =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (4.51)

 

 Tendo-se em vista que ( )*
i,iq s, p= −δ  e que ( )p s,p d p(s)

Ω

δ Ω =∫ , chega-se 

finalmente na equação integral das poro pressões, dada por: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *

* *
i,i ,i i

c s p s q s, P p P d p s,P q P d

p s, p q p d p s,p kf p d
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ −

Ω− Ω

∫ ∫

∫ ∫
 (4.52)

 

sendo ( )c s  uma variável escalar dependente da posição de s . Duas integrais de 

domínio aparecem na (4.52). Na primeira integral, o termo i,iq  pode ser substituído 

de acordo com a (4.8), resultando: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

* *

* * *
,i i

c s p s q s, P p P d p s,P q P d

p s, p p d p s,p p d p s, p kf p d
Γ Γ

Ω Ω Ω

= − Γ + Γ −

γ Ω+ ζ Ω− Ω

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (4.53)

 

 As integrais de domínio com os termos γ  e if  podem ser integradas 

diretamente se estas variáveis forem constantes. Nos desenvolvimentos que se 

seguirão, γ  e if  serão desprezados. 
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 A variável ζ , variação da quantidade de fluido, conforme apresentado no 

capítulo 3, é diferente para os modelos poro-elástico e poro-elasto-plástico. No 

modelo poro-elástico, se ζ  for substituída, na (4.53), pela expressão (3.3), chega-se 

na seguinte equação integral: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )( )

* *

*

c s p s q s, P p P d p s,P q P d

p p
p s, p bTr p d

M

Γ Γ

Ω

= − Γ + Γ +

⎛ ⎞
+ ε Ω⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫
 (4.54) 

 

 Para o modelo poro-elasto-plástico, observando-se as (3.18), (3.19) e (3.22), 

chega-se a: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

* *

p
*

c s p s q s, P p P d p s,P q P d

p p p p
p s, p bTr p d

M

Γ Γ

Ω

= − Γ + Γ +

⎛ ⎞+
+ ε Ω⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫
 (4.55) 

 

sendo ( ) ( ) ( )( )p p pp p M p bTr p⎡ ⎤= ζ − ε⎣ ⎦ .  

 

 A utilização das equações (4.53) ou (4.54) na poroelasticidade e das equações 

(4.53) ou (4.55) na poroplasticidade, em conjunto com as equações da elastostática, 

leva a formulações distintas de elementos de contorno. Nos próximos itens, esta 

questão será discutida com maiores detalhes. 

 

 

4.4 – Discretização no Tempo 

 

 As equações integrais dos deslocamentos, das tensões e das poro pressões, do 

item 4.3, devem ser, integradas no tempo. As (4.40), (4.41) e (4.55), por exemplo, 

seriam reescritas como: 
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2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

t t t
* *

ik k ij j ij j
t t t

t t
* * p

jk ijk ijk jk
t t

C (s) u (s)dt T (s, P)u (P)d dt u (s, P)T (P)d dt

b (s, p)p(p)d dt (s, p) (p)d dt

Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ +

δ ε Ω + ε σ Ω

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 (4.56)

 

( )

( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

2 2

1 1

t t t

ij ijk k ijk k
t t t

t t
p

kl ijkl ijkl kl
t t

t t
p

ij kl ij kl
t t

(s)dt S (s, P)u (P)d dt D (s,P)T (P)d dt

b E (s,p)p(p)d dt E (s,p) (p)d dt

b g p(s) dt g (s) dt

Γ Γ

Ω Ω

σ = − Γ + Γ +

δ Ω + σ Ω +

δ + σ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫

 (4.57)

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

2 2 2

1 1 1

2

1

t t t
* *

t t t

t p
*

t

c s p s dt q s,P p P d dt p s, P q P d dt

p p p p
p s, p bTr p d dt

M

Γ Γ

Ω

= − Γ + Γ +

⎛ ⎞+
+ ε Ω⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (4.58)

 

com 1t  e 2t  representando dois instantes distintos de tempo. Chamando 2 1t t tΔ = − , 

e efetuando-se as integrais no tempo, obtêm-se, das (4.56)-(4.58): 

 

[ ]

[ ]

*
ik k 2 k 1 ij j 2 j 1

* *
ij j 2 j 1 jk ijk 2 1

* p p
ijk jk 2 jk 1

C (s) u (s, t ) u (s, t ) T (s,P) u (P, t ) u (P, t ) d

u (s,P) T (P, t ) T (P, t ) d b (s,p) p(p, t ) p(p, t ) d

(s, p) (p, t ) (p, t ) d

Γ

Γ Ω

Ω

⎡ ⎤− = − − Γ +⎣ ⎦

⎡ ⎤− Γ + δ ε − Ω+⎣ ⎦

⎡ ⎤ε σ −σ Ω⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫

 
(4.59)

 

[ ]

[ ] ( ) [ ]

[ ]( )

ij 2 ij 1 ijk k 2 k 1

ijk k 2 k 1 kl ijkl 2 1

p p
ijkl kl 2 kl 1

p p
ij kl 2 1 ij kl 2 kl

(s, t ) (s, t ) S (s, P) u (P, t ) u (P, t ) d

D (s, P) T (P, t ) T (P, t ) d b E (s, p) p(p, t ) p(p, t ) d

E (s,p) (p, t ) (p, t ) d

bg p(s, t ) p(s, t ) g (s, t ) (s

Γ

Γ Ω

Ω

σ −σ = − − Γ +

− Γ + δ − Ω+

⎡ ⎤σ −σ Ω+⎣ ⎦

δ − + σ −σ

∫

∫ ∫

∫

( )1, t )⎡ ⎤⎣ ⎦

 
(4.60)
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

* *

p p
2 1 2 1*

2 1

c s p s t q s,P p P d t p s,P q P d t

p p, t p p, t p p, t p p, t
p s, p bTr p, t p, t d

M

Γ Γ

Ω

Δ = − ΓΔ + ΓΔ +

⎛ ⎞− + −
+ ε − ε Ω⎜ ⎟

⎝ ⎠

∫ ∫

∫
 (4.61) 

 

 Imaginando que n n 1 nt t t+Δ = −  seja um típico intervalo de tempo da 

discretização temporal, e que o incremento da variável • , dentro do passo de tempo, 

seja dado por ( ) n 1 n+Δ • = • −• , as equações integrais (4.59)-(4.61) ficariam, 

respectivamente, dadas por: 

 
* *

ik k ij j ij j

* * p
jk ijk ijk jk

C (s) u (s) T (s, P) u (P)d u (s, P) T (P)d

b (s, p) p(p)d (s, p) (p)d
Γ Γ

Ω Ω

Δ = − Δ Γ + Δ Γ +

δ ε Δ Ω+ ε Δσ Ω

∫ ∫

∫ ∫
 (4.62) 

 

( )

( ) ( )

ij ijk k ijk k

p
kl ijkl ijkl kl

p
ij kl ij kl

(s) S (s,P) u (P)d D (s,P) T (P)d

b E (s, p) p(p)d E (s, p) (p)d

bg p(s) g (s)

Γ Γ

Ω Ω

Δσ = − Δ Γ + Δ Γ +

δ Δ Ω+ Δσ Ω+

δ Δ + Δσ

∫ ∫

∫ ∫  (4.63) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

* *

p
*

c s p s q s, P p P d p s, P q P d

p p p p1 p s, p bTr p d
t M

Γ Γ

Ω

= − Γ + Γ +

⎛ ⎞Δ + Δ
+ Δε Ω⎜ ⎟

Δ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫
 (4.64) 

 

 

4.5 – Discretização Espacial: Aproximação das Variáveis no Contorno e no 

Domínio 

 

 Através da discretização espacial, obtêm-se as equações algébricas do método 

dos elementos de contorno. Em conjunto com a discretização temporal, pode-se obter 

soluções numéricas do problema de valor de contorno. As equações integrais dos 

deslocamentos, tensões e poro pressões possuem integrais de contorno e de domínio. 
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Conseqüentemente, o contorno Γ  do corpo deverá ser discretizado em eN  

elementos, de modo a se ter Ne
j 1 j=Γ = Γ∪ , enquanto seu domínio Ω  deverá ser 

discretizado em cN  células, com Nc
j 1 j=Ω = Ω∪ . 

 No contorno discretizado em elementos, são definidos nós. A cada nó, 

associa-se um conjunto de variáveis de contorno: deslocamentos e forças de 

superfície, provenientes das equações da elastostática, e poro pressão e fluxo normal, 

provenientes da equação das poro pressões. Assim sendo, definem-se: 

 
j j m

k m ku (P) (P) U= φ  (4.65)

 
j j m

k m kT (P) (P) T= φ  (4.66)

 
j j m

m Cp(P) (P) P= φ  (4.67)

 
j j m

m Cq(P) (P) Q= φ  (4.68)

 

onde o índice j  representa o elemento jΓ , m  representa os nós de jΓ , mφ  são as 

funções de forma e k , nas (4.65) e (4.66), indica a direção segundo as coordenadas 

globais. As variáveis nodais de deslocamentos, forças, poro pressão e fluxo normal 

estão representadas, respectivamente, por U , T , CP  e CQ  nas (4.65), (4.66), (4.67) e 

(4.68), enquanto j
ku (P) , j

kT (P) , jp(P)  e jq(P)  representam estas mesmas variáveis 

calculadas num ponto P  qualquer de jΓ . 

 Da mesma forma, no domínio discretizado, são definidos nós e as variáveis 

são aproximadas por células. As variáveis de domínio, nos modelos poro-elástico e 

poro-elasto-plástico, são: a poro pressão p , as tensões corretivas p
klσ , as deformações 

klε , a poro pressão corretiva pp  e a variação da quantidade de fluido ζ . Assim, 

definem-se: 
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j j m
m Ip(p) (p) P= φ  (4.69) 

 
j p j p m

kl m kl(p) (p)σ = φ σ  (4.70) 

 
j j m

kl m kl(p) (p)ε = φ ε  (4.71) 

 
j j m

m(p) (p)ζ = φ ζ  (4.72) 

 

onde agora o índice j  representa a célula jΩ , m  relaciona-se com os nós de jΩ  e 

com as funções de forma adotadas e IP , p
klσ , klε , pP  e ζ  são as variáveis nodais 

internas utilizadas para se calcular, respectivamente, a poro pressão jp(p) , as tensões 

corretivas j p
kl (p)σ , as deformações j

kl (p)ε , a poro pressão corretiva j pp (p)  e a 

variação de fluido j (p)ζ , do ponto p  de jΩ . As cinco aproximações não são 

necessariamente utilizadas todas de uma vez numa formulação, somente as que 

forem necessárias entre elas. 

 As aproximações das variáveis adotadas neste trabalho são lineares, tanto nos 

elementos de Γ  quanto nas células de Ω . Os nós de contorno são considerados 

contínuos, localizados nas extremidades dos elementos retos, prevendo-se, 

entretanto, a possibilidade de consideração de nós duplos nos cantos ou entre 

elementos com descontinuidade de carga ou de qualquer outra variável de contorno 

prescrita. Os nós de célula também são considerados contínuos, localizados nos 

vértices das células triangulares. Excetua-se, entretanto, o caso de células com um ou 

dois vértices pertencentes ao contorno. Neste caso, o nó passa a ser interno à célula, 

deslocado do vértice em direção ao centróide da célula de uma distância pré-fixada 

(ver figura (4.3)). 

 Uma vez discretizado o corpo e aproximadas as variáveis do problema, as 

equações integrais passam a ser representadas por somatórios de integrais sobre as 

unidades discretizadas. As (4.62)-(4.64), por exemplo, ficariam expressas como: 
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Figura 4.3 – Nós de contorno e de célula. Contínuos e descontínuos. 

 
e e

j j

c c

j j

N N
* j m * j m

ik k ik m k j ik m k j
j 1 j 1

N N
* j m * j p m

kl ikl m I j ikl m kl j
j 1 j 1

C (s) u (s) T (s,P) (P) U d u (s, P) (P) T d

b (s,p) (p) P d (s, p) (p) d

= =Γ Γ

= =Ω Ω

Δ = − φ Δ Γ + φ Δ Γ +

δ ε φ Δ Ω + ε φ Δ σ Ω

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

 
(4.73)

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

e e

j j

c c

j j

N N
j m j m

pq pqk m k j pqk m k j
j 1 j 1

N N
j m j p m

kl pqkl m I j pqkl m kl j
j 1 j 1

s s p
pq kl I pq kl

(s) S (s,P) P U d D (s,P) P T d

b E (s,p) p P d E (s,p) p d

bg P g

= =Γ Γ

= =Ω Ω

Δσ = − φ Δ Γ + φ Δ Γ +

δ φ Δ Ω + φ Δ σ Ω +

δ Δ + Δ σ

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫
 (4.74)

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

e e

j j

c

j

N N
s * j m * j m

I m C j m C j
j 1 j 1

N j m j pm
* j mI

m j
j 1

c s P q s, P P P d p s, P P Q d

P p1 p s, p p bTr d
t M

= =Γ Γ

= Ω

= − φ Γ + φ Γ +

⎛ ⎞Δ + Δ
φ + Δ ε Ω⎜ ⎟Δ ⎝ ⎠

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫
 (4.75)
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 Na (4.74) , s
IPΔ  e s p

klΔ σ  são, respectivamente, as variáveis de poro pressão 

interna e de tensão corretiva do nó s , assim como tem o mesmo significado s
IP  na 

(4.75). Supõe-se, é claro, que o ponto fonte coincida com o nó s .  

 

 

4.6 – Equações Algébricas do MEC para Poroelasticidade 

 

 A partir das equações integrais discretizadas, obtêm-se as equações algébricas 

do método dos elementos de contorno. As equações são escritas em função das 

variáveis incrementais no tempo. Com o modelo poro-elástico, o sistema de equações 

algébricas fica linear. Neste item, serão apresentadas as equações algébricas do MEC 

para poroelasticidade. As equações são de dois tipos: de contorno (deslocamentos e 

poro pressão) e de domínio (tensões e poro pressão), de acordo com a posição do 

ponto fonte. 

 Seja 2N  o número de variáveis de contorno de deslocamento e de força de 

superfície, sendo N  o número de nós de contorno (simples e duplos). Escrevendo-se 

2N  equações algébricas a partir da equação integral dos deslocamentos (4.26) da 

poroelasticidade, chega-se ao sistema: 

 

[ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ }iH U G T Q D pΔ = Δ + Δ  (4.76) 

 

onde [ ]H , [ ]G  e [ ]Q  são matrizes de influência determinadas integrando-se, na 

(4.26), as soluções fundamentais multiplicadas pelas funções de forma adotadas, 

enquanto { }UΔ , { }TΔ  e { }ipΔ  são, respectivamente, vetores com os incrementos 

das variáveis de contorno de deslocamento e de força e de domínio de poro pressão. 

Observe que os vetores { }UΔ  e { }TΔ  têm 2N  componentes e { }pΔ  tem M  

componentes, sendo M  o número de nós internos de célula. Escrevendo-se 3M  

equações algébricas com a (4.27) (a partir deste momento os termos livres das 

equações das tensões serão omitidos, pois eles já estarão embutidos dentro das 

matrizes dos sistemas algébricos), chega-se a: 
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{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ }iH U G T b Q D p′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ  (4.77)

 

sendo [ ]H′ , [ ]G′  e [ ]Q′  matrizes de influência também obtidas por integração e 

{ }Δσ  o vetor de dimensão 3M  com as tensões totais nos nós internos. 

 Prescrevendo-se, para cada coordenada de cada nó, deslocamento ou força de 

superfície, e reunindo-se as incógnitas de contorno no vetor { }XΔ , as (4.76) e (4.77) 

ficam, respectivamente, dadas por: 

 

[ ]{ } { } [ ][ ]{ }iA X F b Q D pΔ = Δ + Δ  (4.78)

 

{ } [ ]{ } { } [ ][ ]{ }iA X F b Q D p′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ  (4.79)

 

sendo [ ]A  e [ ]A′  matrizes de influência das variáveis de { }XΔ  e { }FΔ  e { }F′Δ  

vetores conhecidos, com as influências das variáveis de contorno prescritas. 

 Isolando-se { }XΔ  na (4.78), obtém-se: 

 

{ } [ ] { } [ ][ ]{ }{ }1
iX A F b Q D p−Δ = Δ + Δ  (4.80)

 

 Substituindo-se a (4.80) na equação das tensões (4.78), obtém-se: 

 

{ } [ ][ ] { } [ ][ ]{ }{ } { } [ ][ ]{ }1
i iA A F b Q D p F b Q D p−′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δ  (4.81)

 

ou, reunindo-se os termos em comum: 

 

{ } [ ][ ] { } { } [ ][ ] [ ] [ ] [ ]{ }1 1
iA A F F b A A Q Q D p− −⎡ ⎤′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + − + Δ⎣ ⎦  (4.82)

 

 Simplificando-se a (4.82), tem-se: 
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{ } { } [ ][ ]{ }iN b S D pΔσ = Δ + Δ  (4.83) 

 

com 

 

{ } [ ][ ] { } { }1N A A F F−′ ′Δ = − Δ + Δ  (4.84) 

 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ]1S A A Q Q−′ ′= − +  (4.85) 

 

 Escrevendo-se N  equações de contorno com a equação integral das poro 

pressões (4.53), obtém-se o sistema: 

 

[ ]{ } { } { }f c f c fH P G Q Q⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + Δζ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.86) 

 

 Alternativamente à (4.53), pode-se utilizar a (4.54), na qual está implícita a 

relação constitutiva do modelo poro-elástico ( )p,ζ = ζ ε . Assim, como alternativa à 

(4.86), tem-se a equação: 

 

[ ]{ } { } { } [ ] { }T
f c f c f i f

1 bH P G Q Q p Q D
M t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ
 (4.87) 

 

 Nas (4.86) e (4.87), [ ]fH , fG⎡ ⎤⎣ ⎦  e fQ⎡ ⎤⎣ ⎦  são as matrizes de influência obtidas 

calculando-se as integrais da equação discretizada das poro pressões ((4.53) ou (4.54)

). Os vetores { }cP , { }cQ , { }Δζ  e { }Δε  reúnem, respectivamente, as variáveis de 

contorno de poro pressão e fluxo normal e as variáveis incrementais de domínio de 

variação de fluido e de deformação. 

 Escrevendo-se agora M  equações para as poro pressões dos pontos internos 

(com as mesmas equações integrais dependentes de ζ  ou de p  e ε ), chega-se nos 

sistemas: 
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{ } [ ]{ } { } { }i f c f c fP H P G Q Q′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + Δζ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.88)

 

{ } [ ]{ } { } { } [ ] { }T
i f c f c f i f

1 bP H P G Q Q p Q D
M t t

′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ
 (4.89)

 

sendo { }iP  o vetor de M  componentes com as poro pressões internas e [ ]fH′ , fG′⎡ ⎤⎣ ⎦  

e  fQ′⎡ ⎤⎣ ⎦  as correspondentes matrizes de influência, com tΔ  implícito nas três 

últimas. O primeiro índice de cada matriz, c  ou i , nas (4.86)-(4.89), indica se a 

equação foi escrita para pontos de contorno ou de domínio, respectivamente. Deve-se 

observar que as aproximações para a poro pressão são independentes, ou seja, são 

diferentes no contorno (variáveis em { }CP ) e no domínio (variáveis em { }iP ), sem 

que haja, com isto, prejuízo na formulação. Esta escolha independente das 

aproximações é muito prática, pois permite escrever dois sistemas distintos de 

equações para a poro pressão ((4.86)-(4.87) e (4.88)-(4.89)).   

 Chamando de { }cX  o vetor com as incógnitas de contorno de poro pressão ou 

fluxo normal, as (4.86)-(4.89) ficam, respectivamente, dadas por: 

 

[ ]{ } { } { }f c c fA X F Q⎡ ⎤= + Δζ⎣ ⎦  (4.90)

 

[ ]{ } { } { } [ ] { }T
f c c f i f

1 bA X F Q p Q D
M t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ
 (4.91)

 

{ } [ ]{ } { } { }i f c c fP A X F Q′ ′ ′⎡ ⎤= − + + Δζ⎣ ⎦  (4.92)

 

{ } [ ]{ } { } { } [ ] { }T
i f c c f i f

1 bP A X F Q p Q D
M t t

′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ
 (4.93)

 

sendo [ ]fA  e [ ]fA′  matrizes de influência de { }CX , { }cF  e { }cF′  vetores conhecidos 

dependentes das variáveis prescritas de contorno. Deve-se observar que, nas (4.86)-
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(4.93), foi admitido que os valores de contorno prescritos de poro pressão e de fluxo 

são invariáveis no tempo, ou seja, { }cF  e { }cF′  não mudam com os incrementos de 

tempo. Isolando-se { }cX  nas (4.90) e (4.92) e substituindo-se, respectivamente, nas 

(4.91) e (4.93), obtêm-se: 

 

{ } [ ] [ ] { } { }{ }{ } { } { }1
i f f c f c fP A A F Q F Q−′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + Δζ + + Δζ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.94) 

 

{ } [ ] [ ] { } { } [ ] { } { }

{ } [ ] { }

1 T
i f f c f i f c

T
f i f

1 bP A A F Q p Q D F
M t t

1 bQ p Q D
M t t

−⎧ ⎫⎧ ⎫′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + Δ + Δε + +⎨ ⎨ ⎬⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ⎩ ⎭⎩ ⎭

′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ

 (4.95) 

 

ou, reescritas de outra maneira: 

 

{ } { } [ ]{ }i d fP F S= + Δζ  (4.96) 

 

{ } { } [ ]{ } [ ][ ] { }T
i d f i f

1 bP F S p S D
M t t

= + Δ + Δε
Δ Δ

 (4.97) 

 

onde, nas (4.96) e (4.97), definem-se: 

 

{ } [ ][ ] { } { }1
d f f c cF A A F F−′ ′= − +  (4.98) 

 

[ ] [ ][ ] 1
f f f f fS A A Q Q−′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.99) 

 

 Os pares de equações (4.83)-(4.96) ou (4.83)-(4.97) definem o problema 

poro-elástico nas variáveis ζ  e ε  ou p  e ε , respectivamente. No próximo item, 

estas equações serão manipuladas para se obter um sistema compacto escrito em 

função de ε . 
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4.7 – Formulação do MEC para Poroelasticidade 

 

 Os sistemas de equações algébricas apresentados no item (4.6) para as teorias 

da poroelasticidade, permitem chegar a diferentes formulações do MEC, de acordo 

com a escolha das variáveis independentes. Nesse quesito, duas opções são possíveis: 

escolhendo-se os pares (Δζ ,Δε ) ou ( ipΔ ,Δε ). No caso da poroelasticidade, o 

sistema final de equações é linear. Assim, é indiferente usar um ou outro par de 

variáveis independentes. 

 Como ponto de partida das formulações, é necessário se expressar a equação 

das tensões, (4.83) da poroelasticidade, em função das deformações nodais. Sabe-se 

que, no modelo poro-elástico, por definição, { } [ ]{ } [ ]{ }iE b D pΔσ = Δε − Δ , sendo 

[ ]E  a matriz global com os módulos de rigidez locais dispostos em sua diagonal e 

[ ]b D  a matriz de influência das poro pressões nas tensões totais, que depende do 

coeficiente de Biot das tensões efetivas b  (ver equação (3.4)). Somando-se o termo 

[ ]{ }ib D pΔ  nos dois membros da (4.83), obtém-se: 

 

[ ]{ } { } [ ]{ }iE N b S D p⎡ ⎤Δε = Δ + Δ⎣ ⎦  (4.100)

 

sendo [ ] [ ]S S i⎡ ⎤ = +⎣ ⎦ . Observando-se a (3.3), pode-se escrever que 

{ } { } [ ] { }T
ip M b D⎡ ⎤Δ = Δζ − Δε⎣ ⎦ , sendo [ ]TD  a matriz transposta de [ ]D . Logo, uma 

maneira alternativa de se escrever a (4.100) é: 

 

[ ]{ } { } [ ]{ } [ ][ ] { }TE N Mb S D Mb S D D⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + Δζ − Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.101)

 

 Nas (4.96) e (4.97), se for subtraído, de cada membro de cada equação, o 

vetor { }i n 1
P

−
, onde n  indica o instante de tempo anterior, obtêm-se, respectivamente: 
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{ } { } { } { } [ ]{ }i i i d fn n 1
P P p F S

−
− = Δ = + Δζ  (4.102) 

 

{ } { } { } { } [ ]{ } [ ][ ] { }T
i i i d f i fn n 1

1 bP P p F S p S D
M t t−

− = Δ = + Δ + Δε
Δ Δ

 (4.103) 

 

com { }iP , nas (4.96) e (4.97), reescrito como { }i n
P  e { } { } { }d d i n 1

F F P
−

= − . A poro 

pressão { }ipΔ , na (4.102), pode ser substituída pela sua relação constitutiva do 

modelo, resultando: 

 

{ } [ ] { } { } [ ]{ }T
d fM Mb D F SΔζ − Δε = + Δζ  (4.104) 

 

 Os dois possíveis conjuntos de equações que resolvem o problema são 

formados pelas (4.100)-(4.103) e (4.101)-(4.104). Os conjuntos de equações são 

reescritos, de forma compacta, no que segue. 

 

[ ]{ } { } [ ]{ }iE N b S D p⎡ ⎤Δε = Δ + Δ⎣ ⎦  (4.105) 

 

[ ] [ ] { } { } [ ][ ] { }T
f i d f

1 bI S p F S D
M t t

⎡ ⎤− Δ = + Δε⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦
 (4.106) 

 

 

[ ] [ ][ ] { } { } [ ]{ }TE Mb S D D N Mb S D⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ Δε = Δ + Δζ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦  (4.107) 

 

[ ] [ ] { } { } [ ] { }T
f dM I S F Mb D⎡ ⎤− Δζ = + Δε⎣ ⎦  (4.108) 

 

 Observe que, nas (4.105)-(4.106), as variáveis são { }ipΔ  e { }Δε . Já nas 

(4.107)-(4.108), elas são { }Δζ  e { }Δε . As equações do problema poro-elástico são 

lineares. A utilização de uma ou outra formulação, neste caso, é indiferente em 



CAPÍTULO 4 – FORMULAÇÃO DO MEC PARA POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE 
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

109

termos de custo computacional. Para agilizar o processo de busca de solução a cada 

novo incremento de tempo, pode-se eliminar { }ipΔ  da (4.106) na (4.105) ou { }Δζ  

da (4.108) na (4.107), resultando em sistemas lineares menores, dependentes 

somente de { }Δε . Entretanto, a cada mudança do valor do incremento de tempo tΔ , 

estas substituições precisariam ser refeitas, pois as matrizes sofrem alterações. Os 

sistemas lineares escritos em termos das deformações ficam: 

 

{ } { } { }p pE N N⎡ ⎤ Δε = Δ +⎣ ⎦  (4.109)

 

{ } { } { }E N Nζ ζ⎡ ⎤ Δε = Δ +⎣ ⎦  (4.110)

 

sendo 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ][ ]
12

T
p f f

b 1E E S D I S S D
t M t

−
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

 (4.111)

 

{ } [ ] [ ] [ ] { }
1

p f d
1N b S D I S F

M t

−
⎡ ⎤⎡ ⎤= −⎣ ⎦ ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦

 (4.112)

 

[ ] [ ][ ] [ ] [ ] [ ] [ ]1T T2 2
fE E Mb S D D M b S D M I S D

−

ζ
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦  (4.113)

 

{ } [ ] [ ] [ ] { }1
f dN Mb S D M I S F

−

ζ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦⎣ ⎦  (4.114)

 

 

4.8 – Equações Algébricas do MEC para Poroplasticidade 

 

 Com o modelo poro-elasto-plástico, o sistema de equações algébricas fica 

não-linear, devendo neste caso ser empregado procedimentos do tipo Newton-

Raphson para sua resolução. Neste item, serão apresentadas as equações algébricas 



CAPÍTULO 4 – FORMULAÇÃO DO MEC PARA POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

110 

do MEC para poroplasticidade. Novamente, as equações são de dois tipos: de 

contorno (deslocamentos e poro pressão) e de domínio (tensões e poro pressão), de 

acordo com a posição do ponto fonte. 

 No caso da poroplasticidade, surge uma integral a mais de domínio nas 

equações dos deslocamentos e das tensões da elastostática, com as variáveis de 

tensão inicial p
ijσ  (ver as (4.40) e (4.41)). Assim, a partir das equações discretizadas 

dos deslocamentos e das tensões, obtêm-se, respectivamente, as seguintes equações 

algébricas: 

 

[ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }p
iH U G T b Q D p QΔ = Δ + Δ + Δσ  (4.115) 

 

{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }p
iH U G T b Q D p Q′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δσ  (4.116) 

 

sendo [ ]Q  e [ ]Q′  matrizes de influência das variáveis nodais de tensão inicial (ou 

tensão corretiva), reunidas no vetor { }pΔσ . As demais matrizes e variáveis são as 

mesmas das (4.76) e (4.77). As (4.115) e (4.116) podem ser reescritas como: 

 

[ ]{ } { } [ ][ ]{ } [ ]{ }p
iA X F b Q D p QΔ = Δ + Δ + Δσ  (4.117) 

 

{ } [ ]{ } { } [ ][ ]{ } [ ]{ }p
iA X F b Q D p Q′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δσ  (4.118) 

 

lembrando-se que { }XΔ  reúne as incógnitas de contorno. Isolando-se { }XΔ  na 

(4.117) e substituindo-o na (4.118), obtêm-se: 

 

{ } [ ] { } [ ][ ]{ } [ ]{ }{ }1 p
iX A F b Q D p Q−Δ = Δ + Δ + Δσ  (4.119) 
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{ } [ ][ ] { } { } [ ][ ] [ ] [ ] [ ]{ }

[ ][ ] [ ] [ ] { }

1 1
i

1 p

A A F F b A A Q Q D p

A A Q Q

− −

−

⎡ ⎤′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + − + Δ +⎣ ⎦
⎡ ⎤′ ′+ − + Δσ⎣ ⎦

 (4.120)

 

ou 

 

{ } { } [ ][ ]{ } [ ]{ }p
iN b S D p SΔσ = Δ + Δ + Δσ  (4.121)

 

sendo { }NΔ  e [ ]S  os mesmos definidos nas (4.84)-(4.85).  

 Dicretizando-se as equações das poro pressões (4.53) e (4.55), os seguintes 

sistemas algébricos são obtidos: 

 

[ ]{ } { } { }f c f c fH P G Q Q⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + Δζ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.122)

 

[ ]{ } { } { }f c c fA X F Q⎡ ⎤= + Δζ⎣ ⎦  (4.123)

 

ou 

 

[ ]{ } { } { } { }( ) [ ] { }Tp
f c f c f i f i f

1 bH P G Q Q p Q p Q D
M t t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + Δ + Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ
 (4.124) 

 

[ ]{ } { } { } [ ] { } { }T p
f c c f i f f i

1 b 1A X F Q p Q D Q p
M t t M t

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + Δ + Δε + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ Δ
 (4.125)

 

sendo fQ⎡ ⎤⎣ ⎦ , nas (4.124)-(4.125), a matriz de influência obtida calculando-se a 

integral de volume da (4.55), enquanto { }p
ipΔ  representa o vetor com as pressões 

corretivas nodais, cujas componentes são dadas, localmente, por: 

 

( )p p p
ip M bTr⎡ ⎤Δ = Δζ − Δε⎣ ⎦  (4.126)
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 Para os pontos internos, obtêm-se as seguintes equações: 

 

{ } [ ]{ } { } { }i f c f C fP H P G Q Q′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + Δζ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.127) 

 

{ } [ ]{ } { } { }i f c c fP A X F Q′ ′ ′⎡ ⎤= − + + Δζ⎣ ⎦  (4.128) 

 

ou 

 

{ } [ ]{ } { } { } [ ]{ }

{ }

i f C f c f i f

p
f i

1 bP H P G Q Q p Q D
M t t

1 Q p
M t

′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ

′⎡ ⎤+ Δ⎣ ⎦Δ

 (4.129) 

 

{ } [ ]{ } { } { } [ ] { }

{ }

T
i f c c f i f

p
f i

1 bP A X F Q p Q D
M t t

1 Q p
M t

′ ′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + Δ + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ Δ

′⎡ ⎤+ Δ⎣ ⎦Δ

 (4.130) 

 

sendo fQ′⎡ ⎤⎣ ⎦ , nas (4.129)-(4.130), a correspondente matriz de influência. Continua 

valendo a hipótese na qual se admitem constantes as pressões e fluxos prescritos de 

contorno. 

 Calculando-se { }cX  nas (4.123) e (4.125), e substituindo-os, 

respectivamente, nas (4.128) e (4.130), obtêm-se as equações: 

 

{ } { } [ ]{ }i d fP F S= + Δζ  (4.131) 

 

{ } { } [ ]{ } [ ][ ] { } [ ]{ }T p
i d f i f f i

1 b 1P F S p S D S p
M t t M t

= + Δ + Δε + Δ
Δ Δ Δ

 (4.132) 

 

onde, na (4.132), define-se: 
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[ ] [ ][ ] 1
f f f f fS A A Q Q−′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.133)

 

 Os pares (4.121)-(4.131) ou (4.121)-(4.132) definem o problema poro-elasto-

plástico com dois pares de variáveis independentes (ζ  e ε  no primeiro caso e p  e ε  

no segundo). No próximo item, será mostrado como se obtém um sistema 

equivalente com uma única variável, nos dois casos. 

 

 

4.9 – Formulação do MEC para Poroplasticidade 

 

 Os sistemas de equações algébricas apresentados no item (4.8) para a teoria 

da poroplasticidade, permitem chegar a diferentes formulações do MEC, de acordo 

com a escolha das variáveis independentes. Nesse quesito, duas opções são possíveis: 

escolhendo-se os pares (Δζ ,Δε ) ou ( pΔ ,Δε ). Na poroplasticidade, o sistema de 

equações final de equações é não-linear. Portanto, neste caso, as duas formulações 

são diferentes, conforme será discutido com detalhes neste item. 

 Para o modelo poro-elasto-plástico, por definição (ver figura (4.1) e 

expressões (4.32)-(4.34)), { } [ ]{ } { }ef pEΔσ = Δε − Δσ  e { } { } [ ]{ }ef
ib D pΔσ = Δσ − Δ . 

Assim sendo, somando-se o termo { } [ ]{ }p
ib D pΔσ + Δ  nos dois membros da (4.121), 

chega-se a: 

 

[ ]{ } { } [ ]{ } { }p
iE N b S D p Sσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + Δ + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.134)

 

com [ ] [ ]S S Iσ σ⎡ ⎤ = +⎣ ⎦ , sendo [ ]I  a matriz identidade. No modelo poro-elasto-

plástico, observando-se a (3.22), tem-se a seguinte relação de { }ipΔ  com as variáveis 

internas { }eΔζ  e { }eΔε : 
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{ } { } [ ] { }
{ } [ ] { } { } [ ] { }

Te e
i

T Tp p

p M b D

M b D M b D

⎡ ⎤Δ = Δζ − Δε⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Δζ − Δε − Δζ − Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (4.135) 

 

 Sabendo-se que { } { } [ ] { }Tp p p
ip M b D⎡ ⎤Δ = Δζ − Δε⎣ ⎦ , substituindo-se a (4.135) 

na (4.134), obtém-se: 

 

[ ]{ } { } [ ]{ } [ ][ ] { } [ ]{ }
{ }

T2 p

p

E N Mb S D Mb S D D Mb S D p

Sσ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + Δζ − Δε − Δ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤+ Δσ⎣ ⎦

 (4.136) 

 

 As expressões (4.134) e (4.136) são válidas para o modelo poro-elasto-

plástico. Com estas expressões que acabam de ser deduzidas e mais as equações 

algébricas das poro pressões internas, chega-se a duas formulações distintas do MEC, 

na teoria da poroplasticidade. 

 Subtraindo-se o vetor { }i n 1
P

−
 dos dois membros das (4.132) e (4.131), obtêm-

se, respectivamente: 

 

{ } { } { } { } [ ]{ }i i i d fn n 1
P P p F S

−
− = Δ = + Δζ  (4.137) 

 

{ } { } { } { } [ ]{ } [ ][ ] { }

[ ]{ }

T
i i i d f i fn n 1

p
f i

1 bP P p F S p S D
M t t

1 S p
M t

−
− = Δ = + Δ + Δε +

Δ Δ

+ Δ
Δ

 (4.138) 

 

com { }dF  já definido anteriormente. Substituindo-se a (4.135) na (4.137), obtém-se: 

 

{ } [ ] { } { } [ ]{ } { }T p
d f iM Mb D F S pΔζ − Δε = + Δζ + Δ  (4.139) 

 

 Os dois conjuntos de equações da poroplasticidade são, portanto, formados 

pelas (4.134)-(4.138) e (4.136)-(4.139). Reescritos convenientemente, ficam: 
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[ ]{ } { } [ ]{ } { }p
iE N b S D p Sσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + Δ + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.140)

 

[ ] [ ] { } { } [ ][ ] { } [ ]{ }T p
f i d f f i

1 b 1I S p F S D S p
M t t M t

⎡ ⎤− Δ = + Δε + Δ⎢ ⎥Δ Δ Δ⎣ ⎦
 (4.141)

 

ou 

 

[ ] [ ][ ] { } { } [ ]{ } [ ]{ }
{ }

T2 p
i

p

E Mb S D D N Mb S D Mb S D p

Sσ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ Δε = Δ + Δζ − Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤+ Δσ⎣ ⎦

 

(4.142)

 

[ ] [ ] { } { } [ ] { } { }T p
f d iM I S F Mb D p⎡ ⎤− Δζ = + Δε + Δ⎣ ⎦  (4.143)

 

 Note que, nas (4.140)-(4.141) e (4.142)-(4.143), têm-se, respectivamente, as 

variáveis independentes { }ipΔ  e { }Δε  e { }Δζ  e { }Δε . Neste caso, pela presença dos 

corretores { }pΔσ  e { }p
ipΔ  nas equações dos sistemas, o problema poro-elasto-

plástico fica não-linear. Os vetores com as correções dependem das variáveis 

plásticas através das relações: 

 

{ } { } { } [ ]{ } [ ]p e ef p

n

FE E
⎧ ⎫∂

Δσ = Δσ − Δσ = Δε = Δλ⎨ ⎬∂σ⎩ ⎭
 (4.144)

 

{ } { } [ ] { } [ ]T Tp p p
i

nn

F Fp M b D M b D
p

⎡ ⎤⎧ ⎫ ⎧ ⎫∂ ∂⎪ ⎪⎡ ⎤Δ = Δζ − Δε = Δλ − Δλ⎢ ⎥⎨ ⎬ ⎨ ⎬⎣ ⎦ ∂ ∂σ⎪ ⎪ ⎩ ⎭⎢ ⎥⎩ ⎭⎣ ⎦
 (4.145)

 

 Pode-se isolar { }ipΔ  na (4.141) e substituí-lo na (4.140), assim como { }Δζ  

na (4.143) e substituí-lo na (4.142). Dessa forma, resultam, respectivamente, os 

seguintes sistemas escritos em termos das deformações: 
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{ } { } { } { } { }p p
p p p iE N N S D pσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤Δε = Δ + + Δσ + Δ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.146) 

 

{ } { } { } { } { }p p
iE N N S D pζ ζ σ ζ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + + Δσ + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.147) 

 

sendo 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]
1

p f f
b 1D S D I S S

M t M t

−
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤= −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎢ ⎥Δ Δ⎣ ⎦

 (4.148) 

 

[ ] [ ] [ ] [ ]1
fD Mb S D M I S Mb S D

−

ζ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= − −⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.149) 

 

e as demais matrizes e vetores dados pelas (4.111)-(4.114).  

 

 

4.10 – Estratégia de Solução para Poroplasticidade 

 

 As equações (4.146) e (4.147) do MEC para poroplasticidade são não-lineares 

no incremento de tempo. Portanto, elas devem ser resolvidas por algum tipo de 

procedimento iterativo para cada incremento de tempo. Usualmente, utiliza-se o 

procedimento de Newton-Raphson com suas variantes. A estratégia da solução 

iterativa, dentro de um incremento de tempo, é formada pelos seguintes passos: 

linearização da equação de equilíbrio, resolução do sistema linear linearizado, 

atualização das variáveis do modelo poro-elasto-plástico e verificação do equilíbrio 

com as variáveis atualizadas. O processo se repete a cada nova iteração, até que o 

equilíbrio, dentro de uma dada tolerância, seja verificado. 

 Na primeira linearização da equação de equilíbrio, admite-se que o 

comportamento seja poro-elástico, ou seja, não haja evolução das variáveis plásticas. 

Após a primeira atualização das variáveis, caso haja plastificação, a linearização 

passa a ser feita com matriz tangente consistente algorítmica para as demais iterações 
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do incremento. As equações de equilíbrio (4.146) e (4.147) podem ser reescritas 

como: 

 

{ }( ){ } { } { } { } { } { }p p
p p p iY E N N S D pσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤Δε = − Δε + Δ + + Δσ + Δ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.150)

 

{ }( ){ } { } { } { } { } { }p p
iY E N N S D pζ ζ σ ζ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = − Δε + Δ + + Δσ + Δ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (4.151)

 

 Sabe-se que, por definição, { } [ ]{ } { } [ ]{ }p
iE b D pΔσ = Δε − Δσ − Δ  ou 

{ } [ ]{ } { } [ ]{ } [ ][ ] { } [ ]{ }Tp 2 p
iE Mb D Mb D D b D pΔσ = Δε − Δσ − Δζ + Δε + Δ . 

 Utilizando-se a primeira definição na (4.150) e a segunda na (4.151), têm-se, 

respectivamente, as seguintes derivadas: 

 

{ }( ){ }
{ } p p p

Y
E S S D Dσ

∂ Δε
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦∂ Δε

 (4.152)

 

{ }( ){ }
{ }

Y
E S S D Dζ σ ζ ζ

∂ Δε
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦∂ Δε

 (4.153)

 

com 

 

[ ] { }
{ }pS E

⎡ ⎤∂ Δσ⎡ ⎤ = −⎢ ⎥⎣ ⎦ ∂ Δε⎣ ⎦
 (4.154)

 

[ ] { }
{ } [ ][ ] [ ] { }

{ }

p
T2

p
S E Mb D D b Dζ

⎡ ⎤∂ Δ∂ Δσ⎡ ⎤ ⎢ ⎥= − + +⎣ ⎦ ∂ Δε ∂ Δε⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4.155)

 

{ }
{ }

pp
D

⎡ ⎤∂ Δ
⎡ ⎤ ⎢ ⎥=⎣ ⎦ ∂ Δε⎢ ⎥⎣ ⎦

 (4.156)
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 As matrizes 
{ }( ){ }
{ }

Y∂ Δε

∂ Δε
, tal como definidas nas (4.152) e (4.153), são 

chamadas de tangente consistente algorítmica. A derivada { }
{ }

∂ Δσ
∂ Δε

, na (4.154), é o 

módulo tangente consistente d
n 1C +  que está definido na (3.182). A mesma derivada, 

na (4.155) está definido na (3.183). A derivada 
{ }
{ }

pp∂ Δ

∂ Δε
 é calculada através de: 

 

{ }
{ }

{ }
{ } [ ] { }

{ }

p p p
Tp

M b D
⎡ ⎤∂ Δ ∂ Δζ ∂ Δε
⎢ ⎥= −

∂ Δε ∂ Δε ∂ Δε⎢ ⎥⎣ ⎦
 (4.157) 

 

sendo que as derivadas que aparecem no seu segundo membro estão expressas nas 

(3.184)–(3.187). Utilizando-se as (3.184)–(3.187), as expressões das matrizes nas 

(4.154)-(4.155) podem ser consideravelmente simplificadas, facilitando a 

implementação computacional. 

 As equações (4.150) e (4.151) estão escritas em função das deformações 

{ }Δε . No entanto, elas vêm de formulações diferentes. Na primeira, a formulação foi 

escrita com { }Δε  e { }ipΔ . Na segunda, com { }Δε  e { }Δζ . Isto significa que, uma 

vez linearizada e resolvida a (4.150) para { }Δε , calcula-se { }ipΔ , por recorrência, 

com a (4.141). O mesmo vale para a (4.151). Ou seja, conhecendo-se { }Δε , calcula-

se { }Δζ  com a (4.143). 

 Na solução iterativa, a deformação na iteração ( i 1+ ), { }n
Δε , é dada por: 

 

{ } { } { }n n 1 n 1− −
Δε = Δε + δΔε  (4.158) 

 

com { }n 1−
δΔε  obtido da resolução do sistema de equações que vem da linearização 

das (4.150) ou (4.151), ou seja: 
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{ }( ){ } { }( ){ } { }( ){ }
{ } { }n 1

n n 1 n 1
n 1

Y
Y Y 0−

− −
−

∂ Δε
Δε = Δε + δΔε =

∂ Δε
 (4.159)

 

 Observe que 
{ }( ){ }
{ }

n 1

n 1

Y
−

−

∂ Δε

∂ Δε
, na (4.159), é a matriz tangente consistente, 

obtida com as (4.152) ou (4.153), na iteração n 1− . O vetor { }( ){ }n 1
Y

−
Δε  é 

calculado com as (4.150) ou (4.151), conhecendo-se { }n 1−
Δε . O número de iterações, 

num incremento, é aquele necessário para que se tenha { }( ){ }n
Y 0Δε ≅ , para uma 

tolerância pré-fixada. 
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FORMULAÇÃO DO MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA 
ESTUDO DE MEIOS PORO-ELASTO-PLÁSTICOS ENRIJECIDOS 

 
 

 

 

 Apresenta-se neste capítulo o modelo empregado para representação de 

domínios poro-elasto-plásticos enrijecedos será sempre considerado em regime 

elástico representado pelo Método dos Elementos Finitos e o domínio onde ele está 

inserido representado pelo Método dos Elementos de Contorno. O modelo não linear 

empregado é semelhante ao descrito nos capítulos anteriores. Para melhorar a 

qualidades dos resultados obtidos é empregado a técnica de mínimos quadrados que 

pondera adequadamente numero de equações superior ao necessário para fazer o 

acoplamento resultando em um sistema de equações que melhor representa os 

esforços na interface do problema a ser simulado 

 

5.1 – Enrijecedor 

 

 Para a modelagem dos enrijencedores, empregou-se a cinemática geral de 

Reissner desenvolvida para elementos laminados de casca segundo (PACCOLA et 

al., 2003b; a; PACCOLA, 2004; PACCOLA e CODA, 2006 ) adaptada aqui para 

representar elementos de viga, já utilizadas anteriormente por (WUTZOW e 

VENTURINI, 2004).  

 Para um ponto P qualquer de uma viga (Fig. 5.1) a componente horizontal e 

vertical dos deslocamentos é dada por: 

 

( ) ( ) ( )p 0 0u x, y u x x .y= + θ  (5.1)
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( ) ( )p 0v x, y v x=  

 

sendo (x,y) o sistema cartesiano de referência no centro da camada.  

 

y=h/2 

h 

y=-h/2 

y 

x
P 

y 

P'
v0

u0

y
x

0θ

y

 
Figura 5.1 – Cinemática de um ponto aleatório “P” da viga. 

 

 A partir dos deslocamentos obtêm-se as deformações: 

 

( )

( )

( )

p
x

y

p p
xy

u (x, y)
x, y

x
x, y 0

u (x, y) v (x, y)xy 1x, y
2 2 y x

∂
ε =

∂
ε =

∂ ∂⎛ ⎞γ
ε = = +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

 (5.2) 

 

 E as tensões: 

 

x x

y

xy xy

E.
0

G.

σ = ε
σ =

τ = γ

 (5.3) 

 

 O equilíbrio é introduzido a partir do Princípio da Mínima Energia Potencial 

Total. Portanto, tem-se: 

 

( )e x x y y xy xy
1U dV
2

⎛ ⎞= ε σ + ε σ + γ τ⎜ ⎟
⎝ ⎠∫  (5.4) 
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( ) ( ) ( ) ( )( )22
h/2 1 0 00

e 0 2h/2 1

4E u ' y '2v ' LU G d dy
L L 2− −

⎛ ⎞ξ + θ ξξ⎛ ⎞⎜ ⎟= θ ξ + + ξ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ ∫  (5.5)

 

 A parcela de energia referente ao carregamento distribuído é dada por: 

 

( )x y
P x 0 y 0U t u t U dx= +∫  (5.6)

 

 Sendo xt  e yt  as forças atuantes na interface de acoplamento. 

 Portanto o funcional de energia completo, contendo a parcela de 

carregamento distribuído, é descrito por: 

 

e pU UΠ = −  ou ( ) ( )x y
x x xy xy x 0 y 0

1 dV t u t u dx
2

⎛ ⎞Π = ε σ − γ τ − +⎜ ⎟
⎝ ⎠∫ ∫  (5.7)

 

 Aproximações cúbicas independentes para os deslocamentos 0u , 0v  e 0θ  são 

adotadas: 

 
4 4 4

u i v i i
0 i 0 0 i 0 0 i 0

i 1 i 1 i 1
u u , v v , θ

= = =

= φ = φ θ = φ θ∑ ∑ ∑   onde  u v
i i i i

θφ = φ = φ = φ  (5.8)

 

sendo 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )

1

2

3

4

9 1 1 1
16 3 3
27 11 1
16 3
27 11 1
16 3
9 1 1 1

16 3 3

⎛ ⎞⎛ ⎞φ ξ = − ξ + ξ − ξ −⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞φ ξ = + ξ + ξ − ξ −⎜ ⎟
⎝ ⎠
⎛ ⎞φ ξ = − ξ + ξ + ξ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞φ ξ = + ξ + ξ − ξ +⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

    com    1 1− ≤ ξ ≤ +  (5.9)

 



CAPÍTULO 5 – FORMULAÇÃO DO MEC PARA ESTUDO DE MEIOS PORO-ELASTO-PLÁSTICOS ENRIJECIDOS  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

124 

 Para as forças na interface do acoplamento ( xt  e yt ) são adotadas 

aproximações lineares: 

 

yx

2 2
tt i i

x i x y i y
i 1 i 1

t t , t t
= =

= φ = φ∑ ∑   onde  yx tt
i i iφ = φ = φ  (5.10) 

 

sendo ( )1
1

2
− ξ

φ ξ =   e  ( )2
1

2
+ ξ

φ ξ =     com    1 1− ≤ ξ ≤ +  (5.11) 

 

 Utilizando-se as aproximações acima e minimizando-se o funcional de 

energia, Eq. (5.7), chega-se ao sistema algébrico de equações dado na seguinte 

forma: 

 

[ ]{ } [ ]{ }f f f fH u G t=  (5.12) 

 

onde [ ]fH  é a matriz de rigidez, [ ]fG  a matriz referente às cargas distribuídas, 

{ }fu  o vetor de deslocamentos e { }ft  vetor de forças distribuídas. 

 

 

5.2 – Equações algébricas do problema poro-elasto-plástico enrijecido 

 

 A seguir, apresenta-se a formulação empregada para o equacionamento do 

problema poro-elasto-plástico enrijecido através do acoplamento MEC/MEF. 

Apresenta-se inicialmente a discretização espacial do corpo com as aproximações 

das variáveis do contorno, do domínio e da interface de acoplamento com os 

enrijecedores. A formulação proposta resulta numa equação final de acoplamento 

esqueleto-fluido-enrijecedores escrita somente em termos das variáveis de 

deformação do domínio. As variáveis de poro-pressão do domínio e as incógnitas de 

contorno são todas calculadas a partir das deformações, em cada incremento de 

tempo.  
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5.2.1 – Discretização espacial das equações integrais: equações algébricas.  

 

 As equações integrais do problema poro-elástico referentes à parte sólida são 

apresentadas de forma de incremental. Considerando-se a solução fundamental 

clássica de um problema elástico (solução fundamental de Kelvin), as equações 

integrais para deslocamentos e tensões são (CAVALCANTI e TELLES, 2003; 

BOTTA et al., 2005): 

 

LF

* *
ik k ij j ij j

* * p * LF
jk ijk ijk jk ij j

C (s) u (s) T (s, P) u (P)d u (s, P) T (P)d

(s, p) p(p)d (s, p) (p)d u (s, P) T (P, t)d
Γ Γ

Ω Ω Γ

Δ = − Δ Γ + Δ Γ +

δ ε Δ Ω+ ε Δσ Ω+ Δ Δ Γ

∫ ∫

∫ ∫ ∫
 (5.13)

 

( )

( ) ( )
LF

ij ijk k ijk k

p
kl ijkl ijkl kl

p LF
ij kl ij kl ij

(s) S (s,P) u (P)d D (s, P) T (P)d

b E (s,p) p(p)d E (s, p) (p)d

bg p(s) g (s) D (s,P) T (P, t)d

Γ Γ

Ω Ω

Γ

Δσ = − Δ Γ + Δ Γ +

δ Δ Ω+ Δσ Ω+

δ Δ + Δσ + Δ Δ Γ

∫ ∫

∫ ∫

∫

 (5.14) 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )( )

* *

p
*

c s p s q s, P p P d p s, P q P d

p p p p1 p s, p bTr p d
t M

Γ Γ

Ω

= − Γ + Γ +

⎛ ⎞Δ + Δ
+ Δε Ω⎜ ⎟

Δ ⎝ ⎠

∫ ∫

∫
 (5.15) 

 

onde o sobrescrito LF significa linha de força. 

 Para-se obter a forma discretizada das equações acima, divide-se o contorno 

Γ  em Ne  elementos ( Ne
j 1 j=Γ = Γ∪ ), o domínio em Nc  células ( Nc

j 1 j=Ω = Ω∪ ) e as 

linhas dos enrijecedores Γ  em NLf elementos de linha. 

 Em cada elemento de contorno, são definidos nós (não necessariamente nas 

extremidades) e as variáveis do problema são aproximadas por polinômio conhecido 

a partir dos valores nodais associados aos elementos: 
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j j m

k m k
j j m

k m k
j j m

m C
j j m

m C

u (P) (P) U

T (P) (P) T

p(P) (P) P

q(P) (P) Q

= φ

= φ

= φ

= φ

 (5.16) 

 

 O índice j representa o elemento de contorno jΓ  considerado, o índice m 

representa os nós do elemento e o índice k a direção da componente da variável. A 

função m (P)φ  é o polinômio aproximador; as variáveis j m
kU , j m

kT , j m
CP  e j m

CQ  são, 

respectivamente, as variáveis nodais dos nós do contorno (deslocamentos e de forças 

de superfície) do nó m do elemento j na direção k, e as variáveis nodais de pressão e 

de velocidade de fluxo normal do nó m do elemento j. 

 As variáveis de domínio são também aproximadas em cada célula 

empregando-se  valores nodais associados a nós (podendo ser internos) e funções 

aproximadoras:  

 
j j m

kl m k
j j m

m I

(p) (p)

p(p) (p) P

ε = φ ε

= φ
 (5.17) 

 

 O índice j representa a célula jΩ , o índice m representa os nós da célula e os 

índices k  a componente do tensor de deformações ε . As variáveis nodais de 

domínio j m
klε  e j m

IP  são, respectivamente, as variáveis de deformação do nó m da 

célula j de componente k , e as variáveis de pressão do nó m da célula j; as funções 

m (p)φ  são as funções de forma. A tensão volumétrica, volσ , é aproximada 

indiretamente através das deformações.  

 A Figura 5.2 apresenta o corpo discretizado em elementos de contorno, 

células de domínio e linhas de carga na interface de acoplamento dos enrijecedores, 

bem como as aproximações adotadas para o problema.  
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Figura 5.2 – Discretizações do contorno, domínio, enrijecedores e aproximações das 

variáveis. 

 

 É importante enfatizar que a aproximação adotada para os deslocamentos e 

para as forças de acoplamento ao longo da interface entre o enrijecedor e o domínio 

são diferentes. 

 Para as equações do MEC não há aproximação dos deslocamentos (pois se 

tratam apenas de pontos internos, evidentemente que indiretamente o campo de 

deslocamentos do domínio é aproximado pela aproximação dos deslocamentos do 

contorno do mesmo), enquanto que para a formulação do MEF a ser acoplada, os 

deslocamentos são aproximados com polinômios cúbicos. Com aproximações 

diferentes para deslocamentos e forças para domínio 2D e enrijecedor, torna-se 

conveniente a utilização da técnica de acoplamento com regularizações descrita em 

(WUTZOW e VENTURINI, 2004; WUTZOW et al., 2005; WUTZOW et al., 2006). 

 As equações redundantes são eliminadas com a utilização da técnica dos 

mínimos quadrados a qual também melhora significativamente os resultados 

deixando-os mais suaves e eliminando-se perturbações nas respostas observadas em 

acoplamentos MEC-MEF usuais (LEITE et al., 2003). 
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5.2.2 – Equações algébricas do MEC para poroelasto-plasticidade enrijecida. 

 

 As equações integrais (5.13) dos deslocamentos, (5.14) das tensões totais e 

(5.15) das pressões no fluido definem o problema poro-elasto-plástico baseado no 

modelo de (BIOT, 1955). A partir da discretização do corpo e admitindo-se as 

aproximações já descritas obtêm-se a representação algébrica do problema. Essas 

equações combinadas com a equação algébrica (5.12) do MEF, que representa os 

enrijecedores, formam um conjunto que representam os meios poro-elasto-plasticos 

enrijecidos. 

 Assim, escrevendo-se a equação integral dos deslocamentos incluindo um 

número suficiente de pontos do contorno do corpo, juntamente com pontos internos 

posicionados sobre as linhas de enrijecimento, utilizando-se as equações do MEF 

(5.12), chega-se ao sistema de equações algébricas descrito abaixo (a partir deste 

momento os termos livres das equações das tensões serão omitidos, pois eles já 

estarão embutidos dentro das matrizes dos sistemas algébricos): 

 

 

{ } [ ]{ } { }
b b b b b b

P
f f f b I

i i i f i i i

H 0 S U G Q Q
0 H G U 0 T b 0 D p 0

H C S T G Q Q

Δ⎡ ⎤ ⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥− Δ = Δ + Δ + Δσ⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥Δ⎣ ⎦ ⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (5.18) 

 

onde [ ]D  é a matriz empregada em (5.18) para problema plano, que estabelece quais 

componentes do tensor de tensões totais são influenciadas pelo campo hidrostático de 

poro-pressão, ou seja, a matriz [ ]D  (da representação matricial) faz a função do delta 

de Kronecker (da representação integral). 

 

[ ]T
1 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0

D

0 0 0 0 0 0 1 0 1

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥=
⎢ ⎥
⎢ ⎥
⎣ ⎦

 (5.19) 
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 Lembrando-se que na Eq.(5.18) já foram aplicadas as condições de equilíbrio 

e compatibilidade geométrica (no acoplamento com os enrijecedores) descritos na 

Eq. (5.20). 

 

{ } { } { } { }i f i fT T   e  U UΔ = − Δ Δ = Δ  (5.20)

 

 Nesta equação também já está considerada a técnica de mínimos quadrados 

aplicada às equações de deslocamento dos pontos internos posicionados sobre as 

linhas de acoplamento com os enrijecedores descritas na Eq. (5.21) como 

desenvolvido e implementado em (WUTZOW e VENTURINI, 2004; WUTZOW, 

VENTURINI et al., 2005; WUTZOW, BOTTA et al., 2006). 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ]

T T T
i i i i i i i i i

T T
i i i i i i

H S H      ,    C S C     ,    S S S     ,

G S G     e    Q S Q

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ = = =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= =⎣ ⎦ ⎣ ⎦
 (5.21)

 

 Aplicadas às condições de contorno na Eq. (5.18), obtém-se então o seguinte 

sistema de equações: 

 

[ ] [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }
b

P
f b I

f

X
A U B Y b Q D p Q

T

Δ⎧ ⎫
⎪ ⎪Δ = Δ + Δ + Δσ⎨ ⎬
⎪ ⎪Δ⎩ ⎭

 (5.22)

 

onde [ ]A contém termos das matrizes correspondentes as incógnitas e 

[ ]B coeficientes relativos aos valores prescritos; { }bXΔ  representa as incógnitas do 

contorno; { }bYΔ  contém os valores prescritos no contorno. 

 Invertendo-se a matriz [ ]A e isolando-se as incógnitas, chega-se a: 

 



CAPÍTULO 5 – FORMULAÇÃO DO MEC PARA ESTUDO DE MEIOS PORO-ELASTO-PLÁSTICOS ENRIJECIDOS  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

130 

{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }
b

P
f I

f

X
U M b R D p R
T

Δ⎧ ⎫
⎪ ⎪Δ = Δ + Δ + Δσ⎨ ⎬
⎪ ⎪Δ⎩ ⎭

 (5.23) 

 

sendo    { } [ ] { }1M A F−Δ = Δ ,   [ ] [ ] [ ]1R A Q−=   e  { } [ ]{ }bF B YΔ = Δ  (5.24) 

 

 A equação (5.14) para a representação da equação das tensões totais, após a 

aproximação leva ao seguinte sistema algébrico: 

 

{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ } [ ]{ }P
i i b i b i I i i iH U G T b Q D p S T Q′ ′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δ + Δσ  (5.25) 

 

 Rearranjando-se os termos e aplicando-se as condições de equilíbrio na 

interface chega-se a: 

 

{ } [ ] [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }
b

P
i i i f i b i I i

f

U
H 0 S U G T b Q D p Q

T

Δ⎧ ⎫
⎪ ⎪′ ′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δσ⎨ ⎬
⎪ ⎪Δ⎩ ⎭

 (5.26) 

 

 Separando-se, na Eq. (5.26), os valores incógnitos de contorno dos valores 

prescritos, têm-se: 

 

{ } [ ] { } [ ][ ]{ } [ ]{ }
b

P
f I i

f

X
A U F b Q D p Q

T

Δ⎧ ⎫
⎪ ⎪′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δσ⎨ ⎬
⎪ ⎪Δ⎩ ⎭

 (5.27) 

 

onde [ ] [ ]i iA A 0 S′ ′ ′=     ,    { } [ ]{ }i bF B Y′ ′Δ = Δ     e    [ ] iQ Q⎡ ⎤′′ =
⎣ ⎦

 (5.28) 

 

 Substituindo-se a Eq. (5.23) na Eq. (5.27) obtém-se: 

 

{ } { } [ ][ ]{ } [ ]{ }P
IN b S D p SΔσ = Δ + Δ + Δσ  (5.29) 
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sendo 
{ } [ ][ ] { } { }
[ ] [ ][ ] [ ] [ ]

1

1

N A A F F

S A A Q Q

−

−

′ ′Δ = − Δ + Δ

′ ′= − +
 (5.30)

 

 Lembrando-se que a relação entre tensões totais e efetivas e pressões é dada 

por: 

 

{ } { } [ ]{ } { }ef P
i i Ib D PΔσ = Δσ − Δ − Δσ  (5.31)

 

 A equação (5.29) fica sendo: 

 

{ } [ ][ ]{ } [ ]{ } { } [ ]{ } { }P ef P
I i IN b S D p S b D PΔ + Δ + Δσ = Δσ − Δ − Δσ  (5.32)

 

 Rearranjando-se os termos e aplicando-se a lei constitutiva poroplástica pode-

se escrever: 

 

[ ]{ } { } [ ]{ } { }P
i IE N b S D p Sσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + Δ + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (5.33)

 

onde [ ] [ ]S S I⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦⎣ ⎦  e [ ] [ ]S S Iσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= +⎣ ⎦⎣ ⎦ . 

 Na formulação proposta, as variáveis de poro-pressão serão aproximadas 

separadamente e independentemente sobre o contorno e sobre o domínio. As 

variáveis dessa última aproximação, definidas pelo vetor { }IpΔ , aparecem nas 

equações dos deslocamentos (5.23) e das tensões totais (5.29). Escrevendo-se a 

equação (5.15) somente para pontos do contorno, resulta o seguinte sistema 

algébrico: 

 

[ ]{ } { }
{ } { } [ ] { }

P
TI

f c f c f

p p1H P G Q Q b D
t M

⎧ ⎫Δ + Δ⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + + Δε⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭
 (5.34)
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sendo 

 

[ ]

[ ]

w
f f

w
f f

G G
k

Q Q
k

γ⎛ ⎞⎡ ⎤ = −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
γ⎛ ⎞⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 (5.35) 

 

onde [ ]fH , [ ]fG  e [ ]fQ  são matrizes com os coeficientes de integração da (5.15), 

{ }CP  e { }CQ  são vetores com as incógnitas de contorno de poro-pressão e de fluxo 

normal, respectivamente, e { }volΔσ  é o vetor com as variáveis de domínio referentes 

ao incremento da tensão volumétrica { } { } { }vol vol f vol 0(t ) (t )Δσ = σ − σ . Os valores em 

{ }CP  e { }CQ  referem-se ao instante de tempo final ft . 

 A equação integral (5.15) também pode ser escrita para pontos internos. 

Nesse caso, a representação algébrica representa o equilíbrio no tempo nt . Assim, as 

derivadas temporais da equação integral são substituídas por IpΔ . Foi adotada uma 

aproximação linear para o tempo dada pela equação n n 1t t t −Δ = − , como 

conseqüência para a aproximação da derivada do tempo foi adotado o algoritmo 

“backward Euler” dado pela equação: n n 1x x / t (x x ) / t−= Δ Δ = − Δ .  

 

( ){ } [ ]{ } { }
{ } { } [ ] { }

P
TI

i n f c f c f

p p1P t H P G Q Q b D
t M

⎧ ⎫Δ + Δ⎪ ⎪′ ′ ′⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + + + Δε⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭
 (5.36) 

 

sendo 

 

[ ]

[ ]

w
f f

w
f f

G G
k

Q Q
k

γ⎛ ⎞′ ′⎡ ⎤ = −⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠
γ⎛ ⎞′ ′⎡ ⎤ = ⎜ ⎟⎣ ⎦ ⎝ ⎠

 (5.37) 
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onde [ ]fH′ , [ ]fG′  e [ ]fQ′  são as matrizes de influência e { }Ip  é o vetor com as 

variáveis de poro-pressão, definidas nos nós internos de domínio, no instante final 

ft . Separando-se, na (5.34), os valores incógnitos de contorno dos prescritos, chega-

se na equação: 

 

[ ]{ } { }
{ } { } [ ] { }

P
TI

f c c f

p p1A X F Q b D
t M

⎧ ⎫Δ + Δ⎪ ⎪′⎡ ⎤= + + Δε⎨ ⎬⎣ ⎦Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭
 (5.38)

 

onde { }CX  representa as poro-pressões e o fluxo desconhecidos e { }CF  a 

contribuição dos valores prescritos.  

 A Equação (5.36) pode ainda ser convenientemente reescrita da seguinte 

forma: 

( ){ } [ ]{ } { }
{ } { } [ ] { }

P
TI

i n f c c f

p p1P t A X F Q b D
t M

⎧ ⎫Δ + Δ⎪ ⎪′ ′⎡ ⎤= − + + + Δε⎨ ⎬⎣ ⎦Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭
 (5.39)

 

 Isolando-se { }CX  na Eq. (5.38), tem-se: 

 

{ } [ ] { } [ ]
{ } { } [ ] { }

P
1 1 TI

c f c f f

p p1X A F A Q b D
t M

− −
⎧ ⎫Δ + Δ⎪ ⎪⎡ ⎤= + + Δε⎨ ⎬⎣ ⎦Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭

 (5.40)

 

 Substituindo-se na Eq. (5.39) chega-se à expressão: 

 

( ){ } { } [ ]
{ } { } [ ] { }

P
TI

i n d f

p p1P t F S b D
t M

⎧ ⎫Δ + Δ⎪ ⎪= + + Δε⎨ ⎬Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭
 (5.41)

 

sendo: 

 

{ } [ ][ ] { } { }{ }1
D f f C CF A A F F−′ ′= − +    e   [ ] [ ][ ] [ ] [ ]1

f f f f fS A A Q Q−′ ′= − +  (5.42)
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 Na (5.41), se for subtraído, de cada membro da equação, o vetor { }i n 1
P

−
, onde 

n  indica o instante de tempo anterior, obtem-se: 

 

( ){ } ( ){ } { } { } [ ]
{ } { } [ ] { }

P
TI

i n i n 1 I d f

p p1P t P t p F S b D
t M−

⎧ ⎫Δ + Δ⎪ ⎪− = Δ = + + Δε⎨ ⎬Δ ⎪ ⎪⎩ ⎭
 (5.43) 

 

com { }iP , nas (5.43), reescrito como { }i n
P  e { } { } { }d d i n 1

F F P
−

= − .   

 O conjunto de equações que resolve o problema é formado então por (5.33) e 

(5.43). O conjunto de equações é reescrito, de forma compacta como: 

 

[ ]{ } { } [ ]{ } { }P
i IE N b S D p Sσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + Δ + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (5.44) 

 

[ ] [ ] { } { } [ ][ ] { } [ ]{ }T P
f I d f f

1 b 1I S p F S D S p
M t t M t

⎡ ⎤− Δ = + Δε + Δ⎢ ⎥Δ Δ Δ⎣ ⎦
 (5.45) 

 

ou seguindo-se o mesmo procedimento adotado para o problema não enrijecido 

pode-se chegar ao seguinte sistema não linear:  

 

{ } { } { } { } { }p p
p p p iE N N S D pσ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤Δε = Δ + + Δσ + Δ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

 

Podendo este ser resolvido da mesma forma que o sistema não enrijecido. 
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MODELO PARA DOMÍNIOS NÃO SATURADOS  

 
 

 

 

 

6.1 – Balanço energético 
 

6.1.1 – Equações de estado 

 

 O objetivo principal deste texto é descrever um modelo para meios porosos 

composto inicialmente por quatro constituintes: sólido, líquido, vapor e ar seco. Mas 

descrito em três fases distintas: sólida, líquida e gasosa. O ar pode ser encontrado 

dissolvido na fase líquida (mas tal caso não será tratado neste texto) e a água pode 

transformar em vapor tornando-se um gás e vive versa. Foram consideradas três fases 

distintas, fase sólida descrita nas equações pelo índice “s”, a água composta por água 

pura e ar dissolvido descrita pelo índice “ ” e finalmente a fase gasosa composta por 

ar seco e vapor de água descrita pelo índice “g”, que ocupam a mesma fração de 

volume e estão completamente misturados e homogeneizados. Supõe-se que o solo 

assuma um comportamento plástico de maneira independente e todos os fluídos são 

considerados barotrópicos. 

 Neste contexto, as variáveis estáticas básicas consideradas são as tensões 

totais de Cauchy da mistura “σ ”, a pressão líquida “ p ”, e a pressão gasosa “ gp ”. 

Faz-se necessário ainda para fazer os desenvolvimentos das equações que descrevem 

o meio, a pressão parcial do ar seco “ ap ” e a pressão do vapor “ pυ ” na mistura 
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gasosa. Outra definição fundamental para os meios porosos não saturados é a pressão 

capilar definida por: 

 

 c gp p p= −  (6.1) 

 

 As variáveis cinemáticas empregadas são as deformações macroscópicas “ε ” 

do sólido, a porosidade Euleriana “ n ” ou sua equivalente Lagrangiana φ . Tendo esta 

o intuito de representar o volume poroso atual por unidade de volume da mistura na 

configuração atualizada e a outra o intuito de representar o mesmo volume poroso 

atual, mas agora por unidade de volume da mistura na configuração inicial {Coussy, 

2002 #36. Estas duas medidas de porosidade, através do jacobiano da deformação 

( )J det F= , podem ser relacionadas por 

 Jnφ =  (6.2) 

 Ambas as medidas de porosidade podem ser divididas nas medidas de 

porosidade referentes às fases liquida e gasosa: 

 gn n n= + ,     gφ = φ + φ  (6.3) 

Pode-se ainda definir o grau de saturação S  e gS  respectivamente relativos à fase 

líquida e gasosa por: 

 nS
n

φ
= =

φ
,   

g g
g nS

n
φ

= =
φ

 onde gS S 1+ =  (6.4) 

Tomando-se sv v= , v , vυ , av  respectivamente como as velocidades do sólido, 

líquido, vapor e ar, pode-se definir a velocidade média da fase gasosa “ gv ”: 

 ( )g a
a

g

1v v vυ
υ= ρ +ρ

ρ
 (6.5) 

onde  

 g a υρ = ρ +ρ  (6.6) 

é a densidade do gás gρ , aρ  e υρ são respectivamente a densidade do ar e a 

densidade do vapor. 

 No contesto poro plástico as variáveis cinemáticas são todas particionadas nas 

parcelas elásticas e irreversíveis: 
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 e pε = ε + ε ,    e pn n n= + ,    g ge gpn n n= + ,    e pφ = φ + φ ,    g ge gpφ = φ + φ (6.7) 

Comportamento semelhante pode também ser atribuído a saturação, ou seja: 

 e pS S S= + ,     g ge gpS S S= +  (6.8) 

 Juntamente com as variáveis de estática e cinemática, uma grande quantidade 

de variáveis internas suplementares de várias naturezas tensoriais (escalares, vetores 

ou tensores de segunda ordem) é introduzida. Além desse grupo de variáveis 
p p p

1 , ,⎡ ⎤α = ε φ φ⎣ ⎦  (ou alternativamente p p p
1 , ,S⎡ ⎤α = ε φ⎣ ⎦ ) já mencionados em (6.7) e 

(6.8), outras variáveis internas, representadas pelo vetor 2α , são necessárias para 

descrever os mecanismos físicos complementares, que governam a deformação 

plástica, enrijecimento, capilaridade e efeitos da histerese juntamente com os 

fenômenos dissipativos associados. Entretanto, para simplificar a notação usaremos o 

vetor [ ]1 2,α = α α  de todas as variáveis internas. 

 Para completar a descrição dos meios porosos sujeitos a esforços 

termodinâmicos, faz-se necessário ainda especificar dois pontos: 

• O movimento relativo dos fluidos com respeito ao sólido, mas é necessário 

definir para isto os fluxos dos fluidos (com respeito ao esqueleto contínuo). 

Estes se realizam para cada constituinte fluido ou fase fluida 

 ( )i i i sM n v v= − ,     i , , a,g= υ  (6.9) 

 Nota-se que para a fase gasosa empregou-se o fluxo médio calculado com 

“ gv ” definido em (6.5). 

• Com respeito aos efeitos térmicos e ao processo da condução do calor: 

introduziu-se a temperatura absoluta “ T ” e o vetor usual “ q ” de fluxo de 

calor. Supôs-se também o equilíbrio térmico para as partículas contínuas e 

fluidas situadas numa mesma posição num mesmo tempo tendo assim a 

mesma temperatura. 

 

6.1.2 – Equações constitutivas 

 

 Uma das idéias interessantes contida no modelo apresentado por (COUSSY e 

FLEUREAU, 2002) é que se supormos que as interações microscópicas que são 
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exercidas em um fluido no meio poroso não saturado ocorram somente através de 

suas interfaces com os outros constituintes, então as leis de estado usuais são válida 

ainda para o fluido. Enquanto estas leis são conhecidas independentemente do meio 

poroso, resta ainda obter o comportamento constitutivo do esqueleto quando 

considerado sozinho. Entretanto, este esqueleto é considerado como sendo formado 

não somente pelo esqueleto contínuo usual, mas também pelas várias interfaces entre 

o sólido e os fluidos ou entre um fluido e outro fluido. 

 

6.1.2.1 – Equações constitutivas dos fluidos 

 

 Recordando-se as leis dos estados para os fluidos (água em estado líquido, 

vapor de água e ar seco). Para uma transformação qualquer de um fluido, a variação 

de energia interna específica (por unidade de massa) ( )e ,sρ  é dada por: 

 

 1de pd Tds⎛ ⎞
= − +⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 (6.10) 

 

onde “ p ” é a pressão, “ρ ” a massa volumétrica, “ T ” a temperatura e “ s ” a entropia 

específica, a partir desta relação pode-se escrever as leis de estado como: 

 

 

s

ep
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎛ ⎞
∂⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

,     
1

eT
s

ρ

∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (6.11) 

 

 Pode-se inverter parcialmente estas leis de estado com respeito às variáveis 

1 ,T⎛ ⎞
⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

, através da introdução da entalpia específica ph e= +
ρ

, as leis de estado 

ficam sendo: 
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T

1 dh
dp

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟ρ ⎝ ⎠

,     
1

dhT
ds

ρ

⎛ ⎞= ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.12) 

 

 De outra forma pode-se inverter parcialmente se usada a energia livre 

específica e Tsψ = − , que faz com que seja possível obter: 

 

 1d pd sdT⎛ ⎞
ψ = − −⎜ ⎟ρ⎝ ⎠

 (6.13) 

 

sendo que as equações de estado se tornam: 

 

 

T

p
1

⎛ ⎞
⎜ ⎟∂ψ⎜ ⎟= −
⎜ ⎟⎛ ⎞
∂⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

,     
1

s
T

ρ

∂ψ⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
 (6.14) 

 

 E finalmente, pode-se inverter a relação (6.11) introduzindo-se a entalpia 

livre específica pg h Ts= ψ + = −
ρ

 obtendo-se as leis de estado na seguinte forma 

alternativa: 

 

 
T

1 g
p

⎛ ⎞∂
= ⎜ ⎟ρ ∂⎝ ⎠

,     
p

gs
T
∂⎛ ⎞= −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

 (6.15) 

 

 

 Em todo o resto do texto, a análise é restrita a uma transformação 

“infinitesimal” e “quase estática”. Considerando-se um volume elementar de um 

meio poroso não saturado composto como apresentado anteriormente por um 

esqueleto que é saturado por uma fase líquida e outra gasosa. Quando sujeita a cargas 

externas, este volume dΩ  se deforma e altera a massa líquida. O balanço de energia 

e entropia pode ser escrito respectivamente (COUSSY e FLEUREAU, 2002) por: 
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 dE d: grad h w q bw
dt dt

α α
α

α α

ε ⎛ ⎞
= σ − + +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑  (6.16) 

 

 dS qgrad s w
dt T

α
α

α

⎛ ⎞
≥ − +⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑  (6.17) 

 

onde “ E ” e “S ” são as densidades totais de energia e de entropia por o unidade de 

volume. ε  são os componentes do tensor de deformação do esqueleto sólido, σ  os 

componentes do tensor de tensões totais. wα  o fluxo mássico relativo lagrangiano da 

fase α (= , υ  ou a ) por unidade de volumes do elemento dΩ . wα  podendo ser 

escrito em função do fluxo volumétrico ou velocidade relativa da fase com respeito 

ao esqueleto pela expressão w Mα α
α= ρ  onde αρ  é a densidade de massa e Mα  

vetor filtração ou velocidade relativa. b  é a carga de domínio por unidade de massa 

da mistura. q  e T  São respectivamente o fluxo térmico por unidade de volume e T a 

temperatura. Sendo respeitada a convenção de somatória para índices repetidos (em 

latim e grego). Através do balanço anterior (equação (6.16) primeiro principio da 

termodinâmica) indica que a variação dE  da energia interna E  por unidade de 

volume dΩ  é igual à soma do trabalho dos trabalhos de deformação do solo (termo 

ij ijdσ ε ) do calor fornecido pelo exterior (termo ( )div q− ) e da energia interna de cada 

uma das massas fluidas α (termo div h wα
α

α

⎛ ⎞
− ⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ) acrescida do trabalho necessário 

para a introdução de massa no volume dΩ , (termo bwα

α
∑ ). Sendo S  a entropia por 

unidade de volume do solo dΩ , o segundo principio da termodinâmica (equação 

(6.17)) indica que a variação de entropia dS  do sistema aberto dΩ  é superior a 

entropia para com exterior, que pode ser descrita como soma da entropia por 

condução (termo qdiv
T

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

) e da entropia por convecção (termo div s wα
α

α

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ). 

 Partindo-se da energia livre específica total por unidade de volume total (letra 

maiúscula)  
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 E TSΨ = −  (6.18) 

 

pode-se escrever a sua variação no tempo como: 

 

 d dE dS dTT S
dt dt dt dt
Ψ

= − −  (6.19) 

 

Rearranjando-se pode-se aplicar o segundo princípio da termodinâmica de forma que 

se possa escrever: 

 

 dE dT d dS qS T T s M T
dt dt dt dt T

α
α α

α

Ψ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞− − = ≥ − ∇ ρ − ∇⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∑  (6.20) 

 

 Aplicando-se o primeiro princípio da termodinâmica, eq (6.16), na equação 

(6.20) chega-se a: 

 

 
( ) ( )d dT d: h M q b M S

dt dt dt
dS qT T s M T
dt T

α α
α α α

α α

α
α α

α

ε Ψ
σ − ∇ ρ −∇ + ρ − − =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞= ≥ − ∇ ρ − ∇⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑

∑
 (6.21) 

 

 Sabendo-se que ( )q 1T Tq q
T T

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∇ = ∇ +∇⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 onde ( )2

1 1 T
T T

⎛ ⎞∇ = − ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

 e 

aplicando-se também a definição de entalpia específica na equação precedente (6.21) 

tem-se: 

 

 

( )

pd dT d: e M b M S
dt dt dt

qT s M T
T

α αα
α α α

α αα

α
α α

α

⎛ ⎞⎛ ⎞ε Ψ
σ − ∇ + ρ + ρ − − ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

⎛ ⎞≥ − ∇ ρ + ∇⎜ ⎟
⎝ ⎠

∑ ∑

∑
 (6.22) 
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 Rearranjando-se a equação precedente (6.22) tem-se: 

 

 

( )

pd dT d: S e Ts M
dt dt dt

qb M T 0
T

αα
α α α

α α

α
α

α

⎛ ⎞⎛ ⎞ε Ψ
σ − − − ∇ + + ρ +⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

+ ρ − ∇ ≥

∑

∑
 (6.23) 

 

aplicando-se a equação da energia livre específica para cada umas das fases fluidas 

α  chega-se então a: 

 

 ( )pd dT d q: S M b M T 0
dt dt dt T

α αα
α α α

α αα

⎛ ⎞⎛ ⎞ε Ψ
σ − − − ∇ ψ + ρ + ρ − ∇ ≥⎜ ⎟⎜ ⎟⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎝ ⎠

∑ ∑  (6.24) 

 

da mesma forma aplicando-se o conceito de entalpia livre específica para cada umas 

das fases fluidas α  chega-se a: 

 

 ( ) ( )d dT d q: S g M b M T 0
dt dt dt T

α α
α α α

α α

ε Ψ
σ − − − ∇ ρ + ρ − ∇ ≥∑ ∑  (6.25) 

 

que pode ser reescrito também assim: 

 

 
( ) ( )

( )

d dT d: S g M M g
dt dt dt

qb M T 0
T

α α
α α α α

α α

α
α

α

ε Ψ
σ − − − ∇ ρ − ρ ∇ +

+ ρ − ∇ ≥

∑ ∑

∑
 (6.26) 

 

Das equações de conservação de cada uma das fases fluidas (líquido, vapor e ar), 

pode-se escrever: 

 

 ( ) dmM m
dt

υ∇ ρ = − −  (6.27) 
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 ( ) dmM m
dt

υ
υ υ

υ∇ ρ = − +  (6.28) 

 

 ( )
a

a
a

dmM
dt

∇ ρ = −  (6.29) 

 

onde m υ  representa a massa liquida por unidade de volume que se transforma em 

vapor entre os instantes t  e t dt+ . Desta forma, pode-se reescrever a equação (6.26) 

assim: 

 

 
( ) ( )

a
a

d dT d q: S M g b M T
dt dt dt T

dm dm dmg g m g g m g 0
dt dt dt

α α
α α α

α α

υ
υ υ υ υ

ε Ψ
σ − − − ρ ∇ + ρ − ∇ +

+ + + − + ≥

∑ ∑
 (6.30) 

 

ou simplesmente: 

 

 
( ) ( )( )

( )

dmd dT d q: g S T M g b
dt dt dt dt T

g g m 0

αα
α α α

α α

υ υ

ε Ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤σ + − − + − ∇ + −ρ ∇ − +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤+ − ≥⎣ ⎦

∑ ∑  (6.31) 

 

 Os quatro termos entre colchetes representam respectivamente as dissipações 

devido aos efeitos irreversíveis no esqueleto, na dissipação térmica, na dissipação do 

líquido em seu movimento através do esqueleto e na dissipação devido à mudança da 

fase. Em (6.16), (6.17) e (6.31), a soma é realizada para ,α = υ  e a . Para obter 

(6.31), foi usada a equação de balanço de massa (6.114), (6.115), e (6.116). 

 Assumindo-se o equilíbrio termodinâmico entre a fase liquida e seu vapor 

corresponde obtém-se a igualdade do potencial de Gibbs: 

 

 ( ) ( )g T, p g T, pυ υ =  (6.32) 
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 Na equação (6.30), ( )g g mυ υ−  representa a dissipação associada à mudança 

de fase. Considerando-se a escala macroscópica a hipótese de equilíbrio 

termodinâmico conservada em toda a evolução, as equações (6.31) e (6.32) 

conduzem a inequação de Clausius-Duhem:  

 

 ( ) ( )( )dmd dT d q: g S T M g b 0
dt dt dt dt T

αα
α α α

α α

ε Ψ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤σ + − − + − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑ ∑ (6.33) 

 

 Como mencionado anteriormente, foi introduzido o conceito de energia livre 
sqΨ  e a entropia sqS  por unidade de volume do esqueleto (incluindo todas as 

interfaces entre sólidos e fluidos e entre fluidos e fluidos) definido por: 

 

 sq mα αΨ = Ψ − ψ  (6.34) 

 

 sqS S m sα α= −  (6.35) 

 

logo pode-se escrever que 

 

 
sqd d d dmm

dt dt dt dt

α α
α αΨ Ψ ψ

= + +ψ  (6.36) 

 

e desta forma a desigualdade de Clausisus-Duhem (6.33) se torna: 

 

 
( )

( ) ( )( )

sq
sq

ddm d dmd dT: g S m s m
dt dt dt dt dt dt

q T M g b 0
T

α α α
α α α α α

α
α α

α

Ψ⎡ ⎤ψε
σ + − + − − −ψ +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

 (6.37) 

 

 Recordando-se das definições de d αψ  em (6.13) e de gα  pode-se reescrever a 

equação (6.37) assim: 
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( )

( ) ( )( )

sq
sq

1d
dp dm dmd dT dT: S m s m p s

dt dt dt dt dt dt dt

q T M g b 0
T

αα α α
α α α α α α α

α

α
α α

α

⎡ ⎤⎛ ⎞⎛ ⎞
⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟Ψ ρ⎛ ⎞ε ⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟σ + ψ + − + − − − − −ψ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟ρ⎝ ⎠⎢ ⎥⎜ ⎟⎜ ⎟⎢ ⎥⎝ ⎠⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

 (6.38) 

 

 Aplicando-se o conceito de massa para cada um dos fluidos constituintes 

mα α α= ρ φ , sua derivada com relação ao tempo dm d d
dt dt dt

α α α
α α

φ ρ
= ρ + φ , a derivada 

do inverso da densidade 2 2

dd 1 1
dt dt

α α

α α α

⎛ ⎞ ρ ρ
= − = −⎜ ⎟ρ ρ ρ⎝ ⎠

 e empregando-se algumas 

simplificações possíveis pode-se chegar a seguinte expressão:  

 

 

( ) ( )( )

sq
sq

ddd dT: p S
dt dt dt dt

q T M g b 0
T

α
α

α
α α

α

Ψ⎡ ⎤φε
σ + − − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

 (6.39) 

 

 Que pode ser escrito de forma explícita como: 

 

 

( ) ( )( )

a sq
a sqd d d d dT d: p p p S

dt dt dt dt dt dt

q T M g b 0
T

υ
υ

α
α α

α

⎡ ⎤ε φ φ φ Ψ
σ + + + − − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

 (6.40) 

 

 Levando-se em conta o fato de que o vapor e o ar ocupam a mesmo volume 

de fase: 

 

 g aυφ = φ = φ  (6.41) 
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sendo sua derivada com relação ao tempo escrita assim 

 

 g ad d d
dt dt dt

υ
φ φ φ

= =  (6.42) 

 

e que a pressão do gás “ gp ” é a pressão total da mistura gasosa, ou seja: 

 

 g ap p pυ= +  (6.43) 

 

pode-se através de (6.42) reescrever (6.40) como: 

 

 

( ) ( ) ( )( )g sq
a sq

d ddd dT q: p p p S T M g b 0
dt dt dt dt dt T

α
υ α α

α

φ Ψ⎡ ⎤φε ⎡ ⎤⎡ ⎤σ + + + − − + − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑

 (6.44) 

 

e por (6.43) reescrever (6.44) assim: 

 

 

( ) ( )( )g sq
g sq

d ddd dT q: p p S T M g b 0
dt dt dt dt dt T

α
α α

α

φ Ψ⎡ ⎤φε ⎡ ⎤⎡ ⎤σ + + − − + − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
∑

 (6.45) 

 

 Sabendo-se que o volume de vazios é necessariamente ocupado pela fase 

líquida e gasosa, segundo a equação (6.4), pode-se escrever a porosidade líquida em 

função da saturação e da porosidade total, ou seja: 

 

 Sφ = φ  (6.46) 

 

logo 
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 d dSdS
dt dt dt
φ φ

= + φ  (6.47) 

 

 De forma semelhante para a porosidade gasosa pode-se escrever: 

 

 ( )g g1 S Sφ = φ − = φ  (6.48) 

 

e da mesma maneira: 

 

 ( )gd dSd1 S
dt dt dt
φ φ

= − − φ  (6.49) 

 

 Empregando-se as expressões (6.47) e (6.49) na equação (6.45) tem-se: 

 

 
( )

( ) ( )( )

sq
g g c sq

ddSd d dT: p S p S p S
dt dt dt dt dt

q T M g b 0
T

α
α α

α

Ψ⎡ ⎤ε φ
σ + + − φ − − +⎢ ⎥
⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤+ − ∇ + −ρ ∇ − ≥⎢ ⎥⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦
∑

 (6.50) 

 

6.1.2.2 – Equações constitutivas do esqueleto 

 

 A relação (6.45) sugere que a energia livre “ sqΨ ” pode ser tomada em função 

das deformações “ ε ”, das porosidades Lagrangianas “φ ” e “ gφ ” junto com a 

temperatura “ T ” e das variáveis internas “α ” descrevendo outros fenômenos 

irreversíveis que ocorrem no meio poroso. Os argumentos clássicos conduzem então 

às seguintes leis de estado formado pelo tensor de tensões totais σ , pelas pressões 

p , gp , pelas forças termodinâmicas A  associadas a α  e finalmente pela entropia 

S . 

 

 sq∂Ψ
σ =

∂ε
,   sqp

∂Ψ
=

∂φ
,   sq

g
g

p
∂Ψ

=
∂φ

,   sqA
∂Ψ

= −
∂α

,   sq
sqS

T
∂Ψ

= −
∂

 (6.51) 



CAPÍTULO 06 – MODELO PARA DOMÍNIOS NÃO SATURADOS  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

148 

 

 Pode ser também conveniente usar-se em vez de duas porosidades, gφ  e φ , a 

porosidade total φ  e a saturação líquida S . Neste caso, usando (6.51), ou através da 

observação de (6.50), as leis de estado referentes às pressões em (6.51) são 

substituídas por 

 

 sq
g gS p S p

∂Ψ
+ =

∂φ
,     ( ) sq

g cp p p
S

∂Ψ
φ − = −φ =

∂
 (6.52) 

 

 

6.1.3 – Formulação em tensão efetiva com esqueleto contínuo compressível e 

isotérmico 

 

 Para o caso isotérmico desconsiderando-se as cargas ou fontes de domínio, a 

desigualdade de Clausius–Duhem se torna, após algumas manipulações: 

 

 ( )sq ijij g
ij g

d ,S ,d dd: p p 0
dt dt dt dt

Ψ ε φε φφ
σ + + − ≥  (6.53) 

 

 Esta desigualdade representa a energia livre total do sistema (esqueleto) 

incluindo a energia das interfaces. A seguinte forma da equação (6.53) é comumente 

empregada: 

 

 ( ) ( )sq ijij
ij g g c

d ,S ,d dSd: p S p S p 0
dt dt dt dt

Ψ ε φε φ
σ + + −φ − ≥  (6.54) 

 

 Não será feita a suposição da incompressibilidade do esqueleto contínuo o 

que leva a seguinte relação de “desigualdade”: 

 

 ijd : I dε > φ  (6.55) 
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 Conseqüentemente, as equações de estado da poroelasticidade para o 

esqueleto (esqueleto sólido + Interfaces) são: 

 

 sq
ij

ij

∂Ψ
σ =

∂ε
 , sq

cp
S

∂Ψ
φ =

∂
, sq

g gp S p S
∂Ψ

+ =
∂φ

 (6.56) 

 

 Até agora, a expressão do potencial sqΨ  é desconhecida. A fim de identificar 

a curva de sucção com a segunda equação de (6.56). Supondo-se que ela não 

dependa da tensão total e da variação de porosidade. Esta suposição é razoavelmente 

aceitável para um material (como o minério de ferro) em que a variação da 

porosidade durante um carregamento é demasiadamente pequena para afetar 

fortemente o processo de saturação, ao contrário do caso de materiais argilosos 

(como as argilas ou a bentonita (GRGIC et al., 2006)). A curva da sucção pode ser 

obtida experimentalmente considerando as deformações nulas. Sob esta 

circunstância, a energia livre do esqueleto corresponde somente à energia das 

interfaces γΨ , e a sucção capilar depende somente da saturação líquida. 

Conseqüentemente, a equação (6.54) se tornaria em: 

 

 ( ) ( ) ( )sq 0S S U SγΨ = ψ = φ  com ( ) ( )
1

cS
U S p x dx= −∫ , ( )

c

dU S
p

dS
= −  (6.57) 

 

 Contudo, sob circunstâncias gerais (de carregamento), o esqueleto contínuo é 

deformável e supondo-se que a sucção capilar depende somente da saturação líquida, 

a seguir nós podemos identificar totalmente sqΨ . Esta identificação necessita a 

seguinte suposição: a energia livre de esqueleto sqΨ  é a soma de duas energias 

diferentes, da energia das interfaces γψ  e da energia de esqueleto sólido sψ  

supondo-se que este ( sψ ) não depende da saturação líquida: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )sq ij s ij s ij,S , S , , U ,S ,γΨ ε φ = ψ φ +ψ ε φ = φ φ +ψ ε φ  (6.58) 
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 Com a (6.58) na (6.54) tem-se: 

 

 

( )( ) ( )( )

( )

g g c

s ij

U ,S U ,Sd d dSp S p S p
dt dt S dt

d ,
0

dt

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ φ φ ∂ φε φ⎜ ⎟ ⎜ ⎟σ + + − −φ + +
⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂φ ∂
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

ψ ε φ
− ≥

 (6.59) 

 

 Para este caso mais geral, a fórmula (6.54) pode ser reescrita como segue: 

 

 ( )s ijij
ij

d ,d d: 0
dt dt dt

ψ ε φε φ
σ + π − ≥  (6.60) 

 

 
( )( )c

U ,S
p

S

∂ φ
= −

∂
 (6.61) 

 Com π  sendo a pressão líquida equivalente nos poros: 

 

 
( )( )g g

U ,S
p S p S

∂ φ φ
π = + −

∂φ
 (6.62) 

 

Em (COUSSY e FLEUREAU, 2002) é demonstrado que para um meio poroso cuja 

geometria dos poros pode ser representada pelo empilhamento de micro esferas a 

aproximação micro-macro leva a seguinte expressão: 

 

 
( )( ) ( )

U ,S 2 U ,S
3

∂ φ φ
= φ

∂φ
 (6.63) 

 

Logo: 

 

 ( )g g 2p S p S U ,S
3

π = + − φ  (6.64) 
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Expandindo-se a derivada parcial presente na equação (6.63) tem-se 

 

 
( )( ) ( ) ( )( ) ( )

U ,S U ,S 2U ,S U ,S
3

∂ φ φ ∂ φ
= φ + φ = φ

∂φ ∂φ
 (6.65) 

 

E desta pode-se tirar que: 

 

 
( )

( )( )U ,S1 1 1
3U ,S

∂ φ
= −

∂φ φφ
 (6.66) 

 

Integrando-se a equação anterior de 0φ  a φ   

 

 
( )

( )( )
0 0

U ,S1 1 1d d
3U ,S

φ φ

φ φ

∂ φ
φ = − φ

∂φ φφ∫ ∫  (6.67) 

 

chega-se a: 

 

 ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )0 0
1Ln U ,S Ln U ,S Ln Ln
3

φ − φ = − φ − φ  (6.68) 

 

que se manipulada corretamente obtém-se: 

 

 ( ) ( )
1
3

0
0

U ,S U S
−

⎛ ⎞φ
φ = ⎜ ⎟φ⎝ ⎠

 (6.69) 

 

Retomando-se a equação (6.61), empregando-se nesta a equação anterior chega-se a: 

 

 
( )( )1

3 0c

0

U S
p

S

− ∂⎛ ⎞φ
= −⎜ ⎟φ ∂⎝ ⎠

 (6.70) 
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Que se integrada de S  a 1, tem-se: 

 

 ( )
1
31 1c

0S S
0

p dS U S dS
−

⎛ ⎞φ
= −⎜ ⎟φ⎝ ⎠

∫ ∫  (6.71) 

 

Sabendo-se que ( )0U 1 0=  tem-se: 

 

 ( )
1
3 1 c

0 S
0

U S p dS
⎛ ⎞φ

= ⎜ ⎟φ⎝ ⎠
∫  (6.72) 

 

Substituindo-se a (6.72) na (6.69) tem-se: 

 

 ( ) 1 c

S
U ,S p dSφ = ∫  (6.73) 

 

Logo a pressão equivalente π  pode ser reescrita como: 

 

 ( )1g g c g g

S

2 2p S p S p dS p S p S U ,S
3 3

π = + − = + − φ∫  (6.74) 

 

ou ainda: 

 

 ( )1g c c g c

S

2 2p p S p dS p p S U ,S
3 3

π = − − = − − φ∫  (6.75) 

 

 Note que π  se torna p  quando S 1= ; é por isso que se considera como a 

pressão líquida equivalente nos poros, pela referência ao caso saturado. A 

formulação energética do comportamento elástico é: 

 

 ( )s ijij
ij

d ,d d:
dt dt dt

ψ ε φε φ
σ + π =  (6.76) 
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sψ  representa a energia elástica do esqueleto sólido. 

 Considerando-se as seguintes igualdades ( b : Coeficiente de Biot; M : 

Módulo de Biot; 0K : “bulk modulus” drenado): 

 

 
ij

b
: I

⎛ ⎞∂φ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε⎝ ⎠

, M ⎛ ⎞∂π
= ⎜ ⎟∂φ⎝ ⎠

, ij0

ij

K
: I

⎛ ⎞∂σ
= ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε⎝ ⎠

 (6.77) 

 

 A lei de comportamento elástico é sob condições drenadas ( 0λ : Coeficiente 

de Lamé drenado; G : Coeficiente de Lamé ou módulo de elasticidade transversal): 

 

 ( )0
ij ij ijd Tr d I 2Gd bdσ = λ ε + ε − π ,       0

m ij ij
1d d I K d : I bd
3

σ = σ = ε − π  (6.78) 

 

com: 

 

 dd bd : I
M
π

φ = ε + ,        0 2K K Mb= −  (6.79) 

 

 Como para o caso saturado, é assumido que o tensor de deformações totais é 

controlado pelo tensor de tensões efetivas: 

 

 ( )' 0
ij ij ij ijd d bd Tr d I 2Gdσ = σ + π = λ ε + ε ,     ' 0

m m ijd d bd K d : Iσ = σ + π = ε  (6.80) 

 

 A tensão efetiva é a tensão que controla o comportamento da relação tensão–

deformação independentemente das pressões dos fluidos. A integração da equação 

(6.80) conduz a fórmula (6.81): 

 

 
( )

( )c

1'
ij ij ij g c cS

p

ij g c 0

2b b p S p p x dx
3

1 2b p S p S x dx
3 3

⎛ ⎞σ = σ + π = σ + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞= σ + − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

∫

∫
 (6.81) 
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6.1.4 – Escolha da forma adotada para a energia livre específica: 

 

 Adotando-se um funcional de energia livre dependente somente da 

deformação ijε  da saturação líquida S  e da porosidade total lagrangiana, e ainda 

supondo a possibilidade a separação do termo de energia das interfaces e da 

deformação do solo pode-se escrever a energia livre específica seguindo-se a 

equação (6.58), onde o funcional de energia livre referente à deformação do solo 

pode ser adotado como em (COUSSY e FLEUREAU, 2002) igual à: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )d 0 0
s ij ij ijkl kl ij 0 ij 0

1 1, E btr M btr
2 2 M M

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ψ φ ε = ε ε + − ε + φ−φ + − ε + φ−φ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(6.82) 

 

ou para o caso elasto-plástico: 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p p e d e e e e e0 0
s ij ij ij ijkl kl ij 0 ij 0

1 1, E btr M btr
2 2 M M

π π⎛ ⎞ ⎛ ⎞ψ φ−φ ε − ε = ε ε + − ε + φ −φ + − ε + φ −φ +⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠ ⎝ ⎠

 (6.83) 

 

 Sendo assim a equação (6.51) escrita em tensões pode ser reescrita como: 

 

 
( )( ) ( ) ( )

e

e e
s ij d e e e 0

ij ijkl ij ij 0 ije
ij

,
E bM btr

M
φ

⎛ ⎞∂ ψ φ ε π⎛ ⎞⎜ ⎟σ = = ε + ε − φ −φ − δ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (6.84) 

 

 E a pressão líquida equivalente nos poros como: 

 

 ( )
( )( ) ( ) ( )

e
ij

e e
1 s ijg g c e e 0

ij 0eS

,2S p S p p s ds M btr
3 M

ε

⎛ ⎞∂ ψ φ ε π⎛ ⎞⎜ ⎟π = + − = = − ε − φ − φ −⎜ ⎟⎜ ⎟∂φ ⎝ ⎠⎝ ⎠
∫ (6.85) 
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 De onde se pode extrair que a porosidade pode ser escrita da seguinte 

maneira: 

 

 ( ) ( ) ( )e e e g g c
0 ij 0 ij 0

1 1 2btr btr p S p S U
M M 3

⎛ ⎞φ − φ = ε + π− π = ε + + − − π⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.86) 

 

que para o caso plástico é dado por: 

 

 ( ) ( )p p
ij 0 0 ij

1 1btr btr
M M

φ = ε + π− π + φ + φ − ε  (6.87) 

 

Lembrando-se que  

 

 e pφ = φ−φ  (6.88) 

 

 e p
ij ij ijε = ε − ε  (6.89) 

 

 Que se diferenciada no tempo fica sendo: 

 

 ( ) ( )p p
ij ij

1btr btr
M

φ = ε + π+ φ − ε  (6.90) 

 

 Empregando-se a expressão (6.85) na (6.84), pode-se reescreve-la da seguinte 

maneira: 

 

 d e
ij ijkl kl ijE bσ = ε − πδ  (6.91) 

 

 E com a expressão de U: 

 

 ( ) 1 c

S
U ,S p dSφ = ∫  (6.92) 
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 A pressão equivalente fica escrita como: 

 

 ( )
1

g g cS

2S p S p p s ds
3

π = + − ∫  (6.93) 

 

 

6.1.5 – Relações de transporte 

 

 Ao negligenciar-se a inércia, os efeitos viscosos e levando-se em 

consideração o termo da difusão (efeito de Soret), a lei clássica do transporte (lei de 

Darcy) para os meios porosos isotrópicos (balanço de momento) relaciona os fluxos 

relativos lagrangianos M  e gM  com a pressão e o gradiente de temperatura. Para as 

fases do líquido e do gás, tem-se respectivamente 

 ( ) ( ) ( )
S

T i
i i

k k S wM p f k T
φ φ

= −∇ + − ∇ =
μ ρ

 (6.94) 

 ( ) ( ) ( )
gS g

g g Tg i
g i

g g

k k S wM p f k T
φ φ

= −∇ + − ∇ =
μ ρ

 (6.95) 

com if  e g
if  sendo cargas de domínio que podem ser empregadas para representar o 

peso próprio por exemplo. Nas relações acima, ( )Sk S  e ( )gSk S  são as 

permeabilidades relativas das fases do líquido e do gás, iμ  são as viscosidades das 

fases e o iρ  as densidades de massa. Tik  é o coeficiente do acoplamento para o efeito 

de Soret e ( )kφ φ  é a permeabilidade intrínseca do meio poroso que é dependente da 

porosidade do meio. A dependência das permeabilidades na saturação S  é já bem 

conhecida. Nesta formulação considerou-se também esta permeabilidade como 

dependente também das variáveis internas. Por exemplo, o efeito dos danos na 

permeabilidade pode ser considerado. 

 O transporte do vapor dentro do gás ocorre de duas maneiras: pela difusão 

devido ao gradiente de vapor e pela advecção devido ao movimento do gás como 

dado por (6.95). O fluxo total do vapor é conseqüentemente 

 d
gM M Mυ υ= +  (6.96) 
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 A primeira parcela é descrita pela lei de Fick, (veja (LORET e KHALILI, 

2000; COUSSY e FLEUREAU, 2002; LORET e KHALILI, 2002)) 

 ( )d
g g gM n v v n D υ

υ υ υ
υ

∇ρ
= − = −

ρ
 (6.97) 

com Dυ  denotando a difusividade molecular do vapor no gás contido no poro. 

 A respeito da condução do calor, a clássica lei de Fourier é adotada e incluiu-

se o efeito dos fluxos de calor devido aos gradientes de pressão. O vetor do fluxo do 

calor é então dado por 

 Tg g Tq T k p k p= −Λ∇ − ∇ − ∇  (6.98) 

que relaciona o fluxo de calor total “ q ” com o gradiente de temperatura T∇  e com 

os gradientes de pressão gp∇  e p∇ . Λ  é o coeficiente de condução efetivo de calor 

da mistura. O coeficiente de condução efetivo de calor é geralmente escrito como 

 ( ) s g g1Λ = − −φ Λ + φ Λ + φ Λ  (6.99) 

com o iΛ  ( i s, ,g= ) denotando os coeficientes de condução de calor da fase sólida, 

líquida e da fase gasosa respectivamente. Lembrando-se que é assumido o equilíbrio 

térmico nas partículas porosas do meio que ajusta a mesma temperatura T  ao sólido, 

líquido e ao gás situado na mesma posição. 

 

6.1.6 – Equações de campo 

 A evolução quase-estática de um sólido poro-elasto-plástico não saturado 

para pequenas deformações e pequenos deslocamentos é descrito pelas relações 

constitutivas descritas anteriormente, complementadas pelas equações do campo, 

pelas condições limite ou condições de contorno e pelas condições iniciais. As 

equações de campo relevantes são o balanço de momento, a equação de 

compatibilidade, balanço de massa ou conservação de massa e o balanço ou 

conservação de energia. 

 

6.1.6.1 – Balanço de momento e equação de compatibilidade 

 

 A conservação de momento, a equação de compatibilidade entre deformações 

e deslocamentos e as forças de superfície são dadas respectivamente por 
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 div b 0σ+ =      ou     ij, j ib 0σ + =  (6.100) 

 

 ( ) ( )T1u u u
2
⎡ ⎤ε = ∇ + ∇⎣ ⎦      ou     ( )ij i, j j,i

1 u u
2

ε = +  (6.101) 

 
 i ij jT = σ η  (6.102) 

 
u  sendo o campo de deslocamento do esqueleto, ρ  a densidade de massa da mistura 

e b  a carga de domínio da mistura. 

 Para um solo em regime elástico linear do solo pode-se escrever através da lei 

de Hooke a relação entre as tensões efetivas e as deformações assim: 

 

 ef
ij ijkl klEσ = ε  (6.103) 

 
onde 

 

 ( )ijkl ij kl ik jl il jk
2GE G

(1 2 )
ν

= δ δ + δ δ + δ δ
− ν

 (6.104) 

 
sendo G ,ν  e ijδ  respectivamente o Módulo de Elasticidade Transversal do 

esqueleto, o coeficiente de poisson do esqueleto e o tensor identidade de segunda 

ordem conhecido como delta de Kronecker. 

 Pode-se escrever uma nova tensão '
ijσ  semelhante à efetiva que se diferencia 

da efetiva ef
ijσ  por levar em consideração os efeitos da variação da temperatura: 

 

 ' ef
ij ij ij ijkl kl ijT E Tσ = σ − γ δ = ε − γ δ  (6.105) 

 
 Com auxílio da equação (6.105) da (6.81) e da (6.74) as tensões totais para o 

meio poro-elástico não saturado com efeito térmico podem ser escritas da seguinte 

forma: 

 



CAPÍTULO 06 – MODELO PARA DOMÍNIOS NÃO SATURADOS 

 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

159

 ' g g c
ij ij ij ijkl kl ij

2b E b S p S p U T
3

⎛ ⎞⎛ ⎞σ = σ − πδ = ε − + − − γ δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (6.106) 

 
 Se substituído na equação precedente (6.106) o tensor constitutivo de quarta 

ordem da lei de Hooke (6.104) chega-se a seguinte expressão: 

 

 g g c
ij ij ij kk ij

2G 22G b S p S p U T
(1 2 ) 3

ν ⎛ ⎞⎛ ⎞σ = ε + δ ε − + − − γ δ⎜ ⎟⎜ ⎟− ν ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (6.107) 

 
 E através da equação (6.106) as tensões efetivas podem ser reescritas em 

função das tensões totais: 

 

 ef g g c
ij ijkl kl ij ij

2E b S p S p U T
3

⎛ ⎞⎛ ⎞σ = ε = σ + + − − γ δ⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (6.108) 

 

 Aplicando-se a equação das tensões totais (6.106) na equação de equilíbrio 

(6.100) pode-se escrever: 

 

 ef g g c
ij, j i ij, j , j , j , j ij i

2b bS p bS p b U T b 0
3

⎛ ⎞σ + = σ − + − − γ δ + =⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.109) 

 
 As forças normais e tangentes a um determinado plano podem ser escritas 

aplicando-se a equação das tensões totais (6.106) na equação das forças de superfície 

(6.102): 

 

 ef g g c
i ij j ij ij j

2T bS p bS p b U T
3

⎛ ⎞⎛ ⎞= σ η = σ − + − − γ δ η⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠
 (6.110) 

 
 O gradiente das tensões efetivas pode ser obtido derivando-se a equação das 

tensões efetivas (6.103): 

 

 ( )ef
ij, j ijkl k,l

j

E u
x
∂

σ =
∂

 (6.111) 
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 Aplicando-se então a relação precedente (6.111) à equação (6.109) tem-se: 

 

 g g ck
ijkl ij i

j l

u 2E bS p bS p b U T b 0
x x 3
⎡ ⎤∂∂ ⎛ ⎞− + − − γ δ + =⎢ ⎥⎜ ⎟∂ ∂ ⎝ ⎠⎣ ⎦

 (6.112) 

 
 Como na equação (6.107), se substituído na equação (6.112) o tensor 

constitutivo de quarta ordem da lei de Hooke (6.104) chega-se a seguinte expressão: 

 

 g g c
i, jj j,ij i , j , j , j ij

1 2G u u b bS p bS p b U T 0
(1 2 ) 3

⎡ ⎤ ⎛ ⎞+ + − + − − γ δ =⎜ ⎟⎢ ⎥− υ ⎝ ⎠⎣ ⎦
 (6.113) 

 
 Sendo esta equação (6.113) a equação diferencial que descreve o 

comportamento do esqueleto do solo de um meio poro-elástico não saturado com 

efeito de variação de temperatura. 

 

6.1.6.2 – Balanço de massa 

 Restringindo-se a análise às tensões infinitesimais e considerando-se a 

mudança de fase, a conservação de massa líquida, de massa de vapor e da massa de 

ar seco, podem ser escritas respectivamente como (ver (COUSSY e FLEUREAU, 

2002)) 

 

 
( )i

i

d Mdm m
dt dx υ

ρ
+ = −      ou     i,im w m υ+ = −  (6.114) 

 

 
( )i

i

d Mdm m
dt dx

υ
υυ

υ

ρ
+ =      ou     i,im w mυ υ υ+ =  (6.115) 

 

 
( )a

a ia

i

d Mdm 0
dt dx

ρ
+ =      ou     a a

i,im w 0+ =  (6.116) 

 
onde 
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 i i im = ρ φ  (6.117) 

 
é a massa Lagrangiana do constituinte i. Note que no caso mais geral, i iMρ  pode ser 

substituído por seu equivalente Lagrangiano (ver (COUSSY e FLEUREAU, 2002)). 

O termo m υ  representa a taxa de massa líquida que muda de fase se transformando 

em vapor por unidade de volume inicial. Esta taxa de transferência de massa pode ser 

obtida pela equação de Dalton (ver Loret e Khalili (LORET e KHALILI, 2000; 

2002)) 

 

 ( )sm z p pυ υ υ= −  (6.118) 

 
onde z  representa o coeficiente de transferência de massa da fase líquida, pυ  é a 

pressão de vapor e sp υ  é a pressão de vapor saturado dada pela relação de Kelvin 

 

 
cp M
RT

s s 0p p e
−
ρ

υ υ=  (6.119) 

 
com M  sendo a massa molecular do líquido, R  a constante universal dos gases, cp  

a pressão capilar e finalmente s 0p υ  a pressão de vapor saturado em contato com o 

líquido sobre uma superfície plana e dependente somente da temperatura. Esta 

variável é obtida usando a equação de Clausius-Clapeyron: 

 

 
LM
RT

s 0 0p p e
−

υ =  (6.120) 

 
em que L  é o calor latente de vaporisação e 0p  o valor de referência. 

 Da equação (6.114), sabendo-se por meio de (6.117) que  

 

 m = ρ φ +ρ φ  (6.121) 

 
, a conservação de massa para a fase líquida implica em 
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( )i

i

d M
m

dxυ

ρ
ρ φ +ρ φ + = −  (6.122) 

 
 Assumindo que o líquido é barotrópico, isto é, que a densidade de massa 

( )p ,Tρ = ρ  depende somente da pressão p  e da temperatura T , tem-se 

 

 ( )p T k p T
p T
∂ρ ∂ρ

ρ = + = ρ −α
∂ ∂

 (6.123) 

 
onde pode-se introduzir o coeficiente de compressibilidade e de expansão térmica da 

fase líquida definidos por 

 

 1k
p
∂ρ

=
ρ ∂

,     1
T

∂ρ
α = −

ρ ∂
 (6.124) 

 
Usando este resultado, a relação (6.122) pode ser reescrita da seguinte maneira: 

 

 ( ) i
i

i i

d dMk p T m M
dx dxυ

ρ
ρ −α φ +ρ φ + = − −ρ  (6.125) 

 
 Dividindo-se a equação (6.125) por ρ  e empregando-se a relação de 

transporte (6.94) têm-se 

 

 ( ) i
i,i

i

m M dM k p T
dx

υ ρ
= −φ − −α φ − −

ρ ρ
 (6.126) 

 

onde o último termo pode ser expresso somente em função da pressão e da 

temperatura da seguinte forma: 

 

 i iM . M . k p T∇ρ ⎡ ⎤= ∇ −α ∇⎣ ⎦ρ
 (6.127) 

pois 
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 ( )p T k p T
p T
∂ρ ∂ρ

∇ρ = ∇ + ∇ = ρ ∇ −α ∇
∂ ∂

 (6.128) 

 
e desta forma a equação (6.126) fica reescrita como: 

 

 ( )i,i i
mM k p T M . k p Tυ ⎡ ⎤= −φ − −α φ − − ∇ −α ∇⎣ ⎦ρ

 (6.129) 

 
 Sendo esta equação (6.129) a equação diferencial que descreve o 

comportamento do fluido líquido de um meio poro-elástico não saturado com efeito 

de variação de temperatura. 

 Somando-se as equações de conservação de massa para o vapor e para o ar 

dadas por (6.115) e (6.116), obtém-se a conservação de massa para a fase de gasosa 

como 

 
( )g g

gi a i g i
a

i i

d M M d M
m m m

dx t dx

υ υ
υ

υ υ

⎡ ⎤ ⎡ ⎤∂ ρ φρ +ρ ρ⎣ ⎦ ⎣ ⎦+ + = + =
∂

 (6.130) 

sendo 

 

 g
a g gm m mυ + = = ρ φ  (6.131) 

 
 a g

i a i g iM M Mυ
υρ + ρ = ρ  (6.132) 

 
 Seguindo-se o mesmo procedimento efetuado para a formulação da fase 

líquida, agora na fase gasosa, pode-se chegar à seguinte equação 

 

 ( )
g

gg g g i
i,i g g g

g g i

dm MM k p T
dx

υ
ρ

= −φ − −α φ + −
ρ ρ

 (6.133) 

 

cujo último termo pode ser expresso semelhantemente a fase líquida em função da 

pressão e da temperatura 
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 gg g
i i g g g

g

M . M . k p T
∇ρ

⎡ ⎤= ∇ −α ∇⎣ ⎦ρ
 (6.134) 

 
e onde o coeficiente de compressibilidade e de expansão térmica do gás é dado de 

maneira semelhante a expressão (6.124) com o índice  substituído pelo g . Desta 

forma a equação (6.133) fica reescrita como: 

 

 ( )g g g g
i,i g g g i g g g

g

mM k p T M k p Tυ ⎡ ⎤= −φ − −α φ + − ∇ −α ∇⎣ ⎦ρ
 (6.135) 

 
 Sendo esta equação (6.135) a equação diferencial que descreve o 

comportamento do fluido gasoso de um meio poro-elástico não saturado com efeito 

de variação de temperatura. 

 Se for desconsiderado a influência da variação de temperatura nas equações 

(6.129) e (6.135) obtem-se: 

 

 i,i i
mM k p M k pυ= −φ − φ − − ∇
ρ

 (6.136) 

 

 g g g g
i,i g g i g g

g

mM k p M k pυ= −φ − φ + − ∇
ρ

 (6.137) 

 

desconsiderando a transformação de líquido em vapor na forma incremental, chega-

se a: 

 

 i,i i
pM k M k p

t t
Δφ Δ

= − − φ − ∇
Δ Δ

 (6.138) 

 

 
g g

g g g g
i,i g i g

pM k M k p
t t

Δφ Δ
= − − φ − ∇

Δ Δ
 (6.139) 
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 Sendo o instante de tempo “n” o instante cuja solução é conhecida, e “n+1” o 

instante em que se deseja conhecer a solução, logo escrevendo-se as equações 

(6.138) e (6.139) para o intante “n+1”, tem-se: 

 

 ( ) ( ) ( )i,i n 1 n 1 i n 1
pM k M k p

t t+ + +

Δφ Δ
= − − φ − ∇

Δ Δ
 (6.140) 

 

 ( ) ( ) ( )

g g
g g g g

g gi,i n 1 n 1 i n 1
pM k M k p

t t+ + +

Δφ Δ
= − − φ − ∇

Δ Δ
 (6.141) 

 

onde  

 

 ( ) ( ) ( ) ( )n 1 n 1 n nS S+ +Δφ = φ −φ           ( ) ( ) ( ) ( )
g g g

n 1 n 1 n nS S+ +Δφ = φ −φ  (6.142) 

 

 ( ) ( ) ( )n 1 n 1 n 1S+ + +φ = φ           ( ) ( ) ( )
g g
n 1 n 1 n 1S+ + +φ = φ  (6.143) 

 

 ( ) ( )n 1 np p p+Δ = −           ( ) ( )
g g g

n 1 np p p+Δ = −  (6.144) 

 

 Substituindo-se as equações (6.142) – (6.144) nas equações (6.140) e (6.141) 

tem-se: 

 

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )i,i n 1 n 1 n n 1 n 1 n n i n 1 ,i n 1
1 1M 1 k p p S S M k p
t t+ + + + + += − + − φ + φ +

Δ Δ
 (6.145) 

 

 ( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
g g g g g g g

g gi,i n 1 n 1 n n 1 n 1 n n i n 1 ,i n 1
1 1M 1 k p p S S M k p
t t+ + + + + += − + − φ + φ +

Δ Δ
 (6.146) 

 

 Dada a lei de Darcy para as fases líquidas e gasosas, desconsiderando-se a 

variação térmica tem-se: 
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 ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
S

n 1 n 1
i n 1 ,i n 1 i n 1

k k
M p f

φ
+ +

+ + += − −
μ

 (6.147) 

 

 ( )
( ) ( )

( ) ( )( )
gS

n 1 n 1g g g
i n 1 ,i n 1 i n 1

g

k k
M p f

φ
+ +

+ + += − −
μ

 (6.148) 

 

 Aplicando-se a lei de Darcy escrita em (6.147) e (6.148) nas equações (6.145) 

e (6.146) chega-se à: 

 

 
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

i,i n 1 n 1 n n 1 n 1 n n

S
n 1 n 1

,i n 1 i n 1 ,i n 1

1 1M 1 k p p S S
t t

k k
p f k p

+ + + +

φ
+ +

+ + +

= − + − φ + φ
Δ Δ

+ −
μ

 (6.149) 

 

 
( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
( ) ( )( ) ( )

g g g g g
gi,i n 1 n 1 n n 1 n 1 n n

gS
n 1 n 1 g g g

g,i n 1 i n 1 ,i n 1
g

1 1M 1 k p p S S
t t

k k
p f k p

+ + + +

φ
+ +

+ + +

= − + − φ + φ
Δ Δ

+ −
μ

 (6.150) 

 

 Como parte da estratégia de resolução de problemas de fluidos onde as 

constantes da lei de Darcy não são homogêneas em todo o domínio ou onde estas 

variáveis podem variar de forma diferenciada de um ponto a outro ao longo do 

tempo, faz-se necessário definir duas variáveis que podem ser chamadas de Fluxo 

modificado do líquido e do gás: ( )i n 1M +  e ( )
g
i n 1M + . Estas variáveis são definidas como: 

 

 ( ) ( )
( ) ( )

g

i n 1 i n 1 gS
n 1 n 1

M M
k k+ + φ

+ +

μ
=  (6.151) 

 

 ( ) ( )
( ) ( )

g
g g
i n 1 i n 1 gS

n 1 n 1

M M
k k+ + φ

+ +

μ
=  (6.152) 
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 A definição de tais variáveis leva a relações semelhantes à lei de Darcy: 

 

 ( ) ( ) ( )( )i n 1 ,i n 1 i n 1M p f+ + += − −  (6.153) 

 

 ( ) ( ) ( )( )g g g
i n 1 ,i n 1 i n 1M p f+ + += − −  (6.154) 

 

 Se derivadas, as expressões (6.151) e (6.152) dão origem as seguintes 

expressões: 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

S
,i n 1 ,i n 1

i,i n 1 i,i n 1 ,i n 1 i n 1S S
n 1n 1 n 1 n 1

k k
M M p f

kk k k

φ
+ +

+ + + + φφ
++ + +

⎛ ⎞μ ⎜ ⎟= + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.155) 

 

 ( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

gSg
,i n 1 ,i n 1g g g g

i,i n 1 i,i n 1 ,i n 1 i n 1gS gS
n 1n 1 n 1 n 1

k k
M M p f

kk k k

φ
+ +

+ + + + φφ
++ + +

⎛ ⎞μ ⎜ ⎟= + − +
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.156) 

 

 Aplicando-se em (6.155) e (6.156) as definições de ( )i,i n 1M +  e ( )
g
i,i n 1M +  

descritas em (6.149) e (6.150), chegam-se as seguintes expressões: 

 

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )

i,i n 1 n 1 n n 1 n 1S
n 1 n 1

S
,i n 1 ,i n 1

,i n 1 i n 1 ,i n 1S
n 1 n 1

S
,i n 1 ,i n 1

n n i n 1S S
n 1n 1 n 1 n 1

1M 1 k p p S
t k k

k k
p f k p

k k

k k1S f
t kk k k

+ + + +φ
+ +

φ
+ +

+ + +φ
+ +

φ
+ +

+ φφ
++ + +

μ
= − + − φ

Δ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞μ ⎜ ⎟+φ − +
⎜ ⎟Δ
⎝ ⎠

 (6.157) 
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( ) ( ) ( )( )( ) ( )
( ) ( )

( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )

g
g g g g

gi,i n 1 n 1 n n 1 n 1gS
n 1 n 1

gS
,i n 1 ,i n 1g g g

g,i n 1 i n 1 ,i n 1gS
n 1 n 1

gSg
,i n 1 ,i n 1g g

n n i n 1gS gS
n 1n 1 n 1 n 1

1M 1 k p p S
t k k

k k
p f k p

k k

k k1S f
t kk k k

+ + + +φ
+ +

φ
+ +

+ + +φ
+ +

φ
+ +

+ φφ
++ + +

μ
= − + − φ

Δ

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞μ ⎜ ⎟+φ − +
⎜ ⎟Δ
⎝ ⎠

 (6.158) 

 

 Sabendo-se que ( )( ) ( ) ( )( )ijij n 1 ij ntr tr tr+ε = Δε + ε  e conhecendo-se por intermédio 

de (6.87) e (6.93) as definições de ( )n 1+φ  e ( )n 1+π  pode-se escrever ( )n 1+φ  como: 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( ) ( )

g g
ijn 1 n 1 n 1 n 1 n 1

p p c
0 0ij n n 1 ij n 1 n 1

1 1btr S p S p
M M

1 1 2btr btr U
M M 3

+ + + + +

+ + +

φ = Δε + + +

⎛ ⎞+ ε + φ − ε − π + φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.159) 

 

 Aplicando-se a equação precedente (6.159) às equações (6.157) e (6.158) 

chega-se à: 
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( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( )

( )

( ) ( )
( )

n 1
iji,i n 1 n 1 nS

n 1 n 1

n 1 n n 1

n 1 p p
ij n n 1 ij n 1 n 1S

n 1 n 1
c

0 0 n 1

n 1
n 1S

n 1 n 1

S
M 1 k p p btr

t k k

11 k p p S
M

S
btr btr p

t k k k 1 1 2 U
M M 3

S
1 k p

t k k

+
+ +φ

+ +

+ +

+
+ + +φ

+ +

+

+
+φ

+ +

μ
= − + − Δε

Δ

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟μ ⎛ ⎞⎜ ⎟ε + φ − ε−

⎜ ⎟Δ ⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟
− π + φ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

μ
− +

Δ ( )( )( ) ( ) ( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

g g
n n 1 n 1

S
,i n 1 ,i n 1

,i n 1 i n 1 ,i n 1S
n 1 n 1

p p
ij n n 1 ij n 1

n 1
nS c

n 1 n 1 0 0 n 1

,i
n n i n 1S

n 1 n 1

1p S p
M

k k
p f k p

k k

btr btrS
1 k p 1 1 2t k k U

M M 3

k1S f
t k k

+ +

φ
+ +

+ + +φ
+ +

+ +
+

φ
+ + +

+φ
+ +

−

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
⎛ ⎞ε + φ − ε
⎜ ⎟μ

− − ⎜ ⎟Δ − π + φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

μ
+φ −

Δ
( )

( )

( )

( )

S
n 1 ,i n 1

S
n 1 n 1

k

k k

φ
+ +

φ
+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.160) 

 

 

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

g g
n 1g g g

g iji,i n 1 n 1 ngS
n 1 n 1

g g
n 1 g g

g n 1 n n 1 n 1gS
n 1 n 1

g g g
g n 1 n n 1

g g
n 1 p p

ij n n 1 ij n 1gS
n 1 n 1

g
c

0 0 n 1

S
M 1 k p p btr

t k k

S 11 k p p S p
t Mk k

11 k p p S
M

S
btr btr

t k k k 1 1 2 U
M M 3

+
+ +φ

+ +

+
+ + +φ

+ +

+ +

+
+ +φ

+ +

+

μ
= − + − Δε

Δ

μ
− + −

Δ

⎛ + −⎜
⎜μ ⎛ ⎞⎜ ε + φ − ε−

⎜ ⎟Δ + ⎜ ⎟
− π + φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝

( )

( )

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )

g
n 1

p p
g g ij n n 1 ij n 1
n 1 g

g ngS c
n 1 n 1 0 0 n 1

gS
,i n 1 ,i n 1g g g

g,i n 1 i n 1 ,i n 1gS
n 1 n 1

g
,ig g

n n i n 1gS
n 1 n 1

p

btr btrS
1 k p 1 1 2t k k U

M M 3

k k
p f k p

k k

k1S f
t k k

+

+ +
+

φ
+ + +

φ
+ +

+ + +φ
+ +

+φ
+ +

⎞
⎟
⎟
⎟

⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟

⎠
⎛ ⎞ε + φ − ε
⎜ ⎟μ

− − ⎜ ⎟Δ − π + φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟+ − + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠

μ
+φ −

Δ
( )

( )

( )

( )

gS
n 1 ,i n 1

gS
n 1 n 1

k

k k

φ
+ +

φ
+ +

⎛ ⎞
⎜ ⎟+
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.161) 
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E finalmente derivando-se a equação (6.93) chega-se à: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
g g c

nn 1 n 1 n 1 n 1 n 1
2p S p S U
3+ + + + +Δπ = + − − π  (6.162) 

 

6.2 – Formulação matemática dos modelos não lienares 

 
6.2.1 – Modelo de Van Genuchten 

 

 Em sistemas multifásicos, existe uma correlação fundamental entre a 

saturação dos fluidos aderentes e não aderentes e a pressão capilar. Um acréscimo da 

saturação da fase não aderente deve também conduzir a um acréscimo da pressão 

capilar. Se a saturação da fase aderente decresce, o fluido aderente recua para os 

poros menores ou para as aberturas de fraturas. 

 Assim, as considerações macroscópicas sobre a capilaridade resultam na 

seguinte relação Pressão Capilar–Saturação: 

 

 ( )c cp p S=  (6.163) 

 

 Devido à geometria irregular dos poros (ou das fraturas) é impossível 

determinar-se analiticamente a relação Pressão Capilar–Saturação. Entretanto, 

diversos pesquisadores têm tentado obter uma função para a relação Pressão Capilar–

Saturação. Entre vários, os modelos mais famosos para o sistema ar–água por 

Leverett (1941), Vrook e Corey (1964) e Van Genuchten (1980). 

 Estes modelos contêm diversos parâmetros que tentam levar em conta 

diferentes geometrias do poro-espaço, por exemplo, a distribuição e tamanho dos 

poros e a interconectividade do espaço poroso. Usualmente, tem-se empregado dados 

experimentai para se calibrar o modelo. 

 O modelo de Van Genuchten usa a seguinte correlação para um modelo 

composto por dois fluidos gás-água: 
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 ( ) ( )
r mnc c

e r

S SS p 1 p
1 S

−− ⎡ ⎤= = + α ⋅⎢ ⎥⎣ ⎦−
      para        cp 0>  (6.164) 

 

onde eS  é a saturação efetiva, rS  é a saturação residual líquida e n , m  e ( )1Pa−α  

são os parâmetros de Van Genuchten. 

 A pressão capilar é frequentemente formulada em função da saturação 

efetiva. Tem-se: 

 

 ( )1/nc 1/m
e

1p (S ) S 1−= −
α

      para        cp 0>  (6.165) 

 

 De forma mais explícita pode-se escrever a pressão capilar em função da 

saturação líquida ou vice versa a partir de (6.164) como descrito nas relações 

seguintes: 

 

 
1/n1/mr

c
r

1 S Sp (S ) 1
1 S

−⎛ ⎞⎛ ⎞−⎜ ⎟= −⎜ ⎟⎜ ⎟α −⎝ ⎠⎝ ⎠
      para        cp 0>  (6.166) 

 

 ( ) ( )( ) mnc r r cS (p ) S 1 S 1 p
−

= + − + α       para        cp 0>  (6.167) 

onde 

 

 1m 1
n

= −       para        1n
1 m

=
−

 (6.168) 
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Figura 6.1 – Aspecto típico das curvas de (a) saturação em função da pressão capilar 

ou de (b) pressão capilar em função da saturação. 

 
 
 A permeabilidade Relativa que é função da saturação da fase em questão 
pode ser descrita por: 
 

 ( ) ( )
2

1
Sk S S 1 1 S

χ

χ
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟= − −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (6.169) 

 

 ( ) ( )
21

gSk S 1 S 1 S
χ

χ
⎛ ⎞

= − −⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (6.170) 
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Figura 6.2 – Permeabilidades relativas Sk  e gSk  em função da saturação 

líquida para χ  variando entre 0.1 e 1 nas (6.169) e (6.170). 

 

6.2.2 – Modelo de CamClay 

 

 O modelo poro-elasto-plástico adotado foi o modelo de Cam-Clay modificado 

que leva em conta o efeito da pressão capilar cp  e da pressão resultante π . O critério 

de plastificação é definido no espaço ( ) ( )ij ij cx p⎡ ⎤σ + πδ⎣ ⎦  pela função:  

 

 ( ) ( ) ( )( )2 2
ij ij c 0 0 cf , p , p q M p Pσ + πδ = + σ+ π σ+ π+  (6.171) 

 

 A lei de escoamento (direção de retorno) é obtida então pelo potencial g  

definida por: 

 

 ( ) ( ) ( )( )2 2
ij ij c 0 0 cg , p , p q M p Pσ + πδ = α + σ+ π σ+ π+  (6.172) 
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onde σ  é o primeiro invariante do tensor das tensões, q  é o segundo Invariante do 

tensor das tensões, ( )cP é responsável pela variação do domínio elástico em função 

da pressão capilar, α  é a variável que da o caráter não associativo ao modelo, π  é a 

pressão equivalente, M  e 0p  são constantes do modelo. 

 

 

 

 

 
Figura 6.4 – Representações gráficas do modelo de Cam-Clay em diferentes espaços. 

 

 O primeiro e o segundo variantes tensor de tensões podem ser escrito como: 

 

 ( )ijtrσ = σ  (6.173) 

 

 ij ij ijs = σ −σδ  (6.174) 

 

onde 

 ij ij
3q s s
2

=  (6.175) 

E finalmente a variável ( )cP  é escrita como sendo: 

 ( ) c
c

e

p
P

p
=  (6.176) 
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6.2.3 – Formulação matemática do modelo constitutivo poro-elasto-plástico não 

saturado adotado 

 

 Durante evoluções irreversíveis, a energia livre do sistema depende também 

das variáveis internas de estado: deformação plástica, saturação plástica e porosidade 

plástica. A saturação líquida, bem como a deformação total e a porosidade, podem 

ser decompostas em parte elástica e plástica: 

 

 e p
ij ij ijε = ε + ε , e pφ = φ + φ  (6.177) 

 

onde as parcelas plásticas da deformação p
ijε  e da porosidade pφ  podem ser escritas 

respectivamente como 

 

 p
ij

ij

gd ∂
ε = λ

∂σ
 , p gd ∂

φ = λ
∂π

 (6.178) 

 

onde λ  é o multiplicador plástico que satisfaz obrigatoriamente as condições de 
Kuhn-Tucker: 
 
 0λ ≥ ,   f 0≤ ,   logo   f 0λ =  (6.179) 

 
sendo ( )ij ij c 0f , p , pσ + πδ  a função de plastificação que delimita, no espaço das 
variáveis associadas, as regiões com comportamento poro-elástico e poro-elasto-
plástico. A Determinação do multiplicador plástico pode ser feita empregando-se a 
condição de consistência, ou seja: 
 
 f 0=  (6.180) 

 
 Logo baseado em (6.171) pode-se escrever que: 
 

 c 0
ij c 0

ij

f f f fp p 0
p p

∂ ∂ ∂ ∂
σ + π+ + =

∂σ ∂π ∂ ∂
 (6.181) 

 
 Onde as derivadas temporais que aparecem na expressão anterior podem ser 
dadas respectivamente por: 
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 ( )p
ij ij ij ijE bσ = ε − ε − πδ  (6.182) 

 

 ( ) g g c2S p S p 1 S p S p p S
3

π = + + − − +  (6.183) 

 
 c gp p p= −  (6.184) 

 

 
0

0
p
ij ij

p gp tr
⎛ ⎞∂ ∂

= λ ⎜ ⎟⎜ ⎟∂ε ∂σ⎝ ⎠
 (6.185) 

 
 Epregando-se em (6.181) as expressões (6.182) e (6.185) chega-se a: 
 

 ( )( )
0

p c
ij ij ij c 0 p

ij ij ij

f f f f p gE b p tr 0
p p

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ε − ε − πδ + π+ + λ =⎜ ⎟⎜ ⎟∂σ ∂π ∂ ∂ ∂ε ∂σ⎝ ⎠

 (6.186) 

 
 Conhecendo-se p

ijε  por intermédio de (6.178) pode-se chegar à: 
 

 
0

c
ij ij c 0 p

ij ij ij ij ij ij

f f g f f f f p gE E b p tr 0
p p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
ε − λ + π− πδ + + λ =⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ ∂σ ∂σ ∂π ∂σ ∂ ∂ ∂ε ∂σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠

(6.187) 

 
 Que se rearranjada determina a expressão de λ  por: 
 

 

c
ij ij c

ij ij

0

0 p
ij ij ij ij

f f f fE b p
p

f g f p gE tr
p

⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ε + π− πδ +⎜ ⎟⎜ ⎟∂σ ∂π ∂σ ∂⎝ ⎠λ =
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− ⎜ ⎟⎜ ⎟∂σ ∂σ ∂ ∂ε ∂σ⎝ ⎠

 (6.188) 

 
 Conhecendo-se π  e cp  por intermédio de (6.183) e (6.184), o multiplicador 
plástico pode ser reescrito como: 
 

 
( )g g g

ij ij ij ijc c
ij ij ij ij

0

0 p
ij ij ij ij

f f f f f f f 1 f fE S b p S b p p p b S
p p 3

f g f p gE tr
p

⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ε + − δ − + − δ + + − − δ⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂σ ∂π ∂σ ∂ ∂π ∂σ ∂ ∂π ∂σ⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠λ =
⎛ ⎞∂ ∂ ∂ ∂ ∂

− ⎜ ⎟⎜ ⎟∂σ ∂σ ∂ ∂ε ∂σ⎝ ⎠

 (6.189) 
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onde 
 

 
ij ij ij

f f q f
q

∂ ∂ ∂ ∂ ∂σ
= +

∂σ ∂ ∂σ ∂σ ∂σ
 (6.190) 

 
 Derivando-se a expressão do critério (6.171), tem-se 
 

 f 2q
q
∂

=
∂

 (6.191) 

 

 ( )( )2
0 c

f M 2 2 p P∂
= σ+ π+

∂σ
 (6.192) 

 
 Logo substituindo-se (6.191) e (6.192) em (6.190) tem-se: 
 

 ( )( )2
0 c

ij ij ij

f q2q M 2 2 p P∂ ∂ ∂σ
= + σ+ π+

∂σ ∂σ ∂σ
 (6.193) 

 
onde 
 

 ij
ij

∂σ
= δ

∂σ
 (6.194) 

 

 

ij
ij

ij ijkl
ij ij

kl kl kl
ij ij

s3 2 s s s2q 3 3s s
2q 2q32 s s

2

∂
∂ ∂∂σ∂

= = =
∂σ ∂σ ∂σ

 (6.195) 

 
 Em (6.195) as derivadas parciais podem ser escritas como: 
 

 ij ij pp
ij

kl kl kl

s 1
3

∂ ∂σ ∂σ
= − δ

∂σ ∂σ ∂σ
 (6.196) 

 

 ij
ik jl

kl

∂σ
= δ δ

∂σ
 (6.197) 

 

 pp
pk pl

kl

∂σ
= δ δ

∂σ
 (6.198) 
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 Logo a (6.195) pode ser escrita como: 
 

 ( )ij
ij ik jl pk pl ij ij kl pk pl ij ij

kl

s 1 1s s s s
3 3

∂ ⎛ ⎞= δ δ − δ δ δ = − δ δ δ⎜ ⎟∂σ ⎝ ⎠
 (6.199) 

 

 Sendo pk pl 0δ δ =  e ij
ij kl

kl

s
s s

∂
=

∂σ
 , chega-se por intermédio de (6.199) e (6.195) 

à: 
 

 kl
kl

q 3 s
2q

∂
=

∂σ
 (6.200) 

 
 Logo a expressão (6.193) pode ser reescrita como: 
 

 ( )( )2
kl 0 c ij

ij

f 3s M 2 2 p P∂
= + σ+ π+ δ

∂σ
 (6.201) 

 
 Sendo: 
 

 ( )( )2
0 c

f M 2 2 p P∂
= σ+ π+

∂π
 (6.202) 

 

 ( )( ) ( )c2
0c c

Pf M p
p p

∂∂
= σ+ π

∂ ∂
 (6.203) 

 
onde  
 

 ( )c
c e c e c

P 1 1
p 2 p p 2 p p

∂
= =

∂
 (6.204) 

 
e desta forma (6.203) pode ser reescrita como: 
 

 
( )( )2

0
c e c

M pf
p 2 p p

σ+ π∂
=

∂
 (6.205) 

 
Como pode-se observa nas deduções feitas entre as equações (6.190) e (6.205) as 
derivadas parciais da expressão do multiplicador plástico (6.189) podem ser dadas 
por: 
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 ( )( )2
ij 0 c ij

ij

f 3s M 2 2 p P∂
= + σ+ π+ δ

∂σ
 (6.206) 

 

 ( )( )2
ij 0 c ij

ij

g 3 s M 2 2 p P∂
= α + σ+ π+ δ

∂σ
 (6.207) 

 

 ( )( )2
0 c

f M 2 2 p P∂
= σ+ π+

∂π
 (6.208) 

 

 
( )( )2

0
c e c

M pf
p 2 p p

σ+ π∂
=

∂
 (6.209) 

 

 ( ) ( )2
c0

f M P
p
∂

= σ+ π
∂

 (6.210) 
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. 
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MÉTODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA ESTUDO 
DE MEIOS PORO-ELASTO-PLÁSTICOS NÃO SATURADOS  

 
 

 

7.1 – Representações Integrais para Poroelasticidade e 

Poroplasticidade não saturada. 
 

 De maneira semelhante ao caso saturado apresentado anteriormente, serão 

apresentados neste capítulo o desenvolvimento das equações integrais para as teorias 

da poroelasticidade e da poroplasticidade para o caso não saturado. Inicialmente, 

serão abordadas as equações integrais da elastostática, que dizem respeito à parte 

sólida deformável do meio poroso. Em cada equação da elastostática, irá aparecer 

uma integral de domínio com o campo de poro pressões. No caso da 

poroplasticidade, uma integral de domínio a mais, com o campo de tensões iniciais, 

deverá aparecer. Em seguida, será mostrada as equações integrais das poro pressões, 

que será relacionada com a equação da continuidade através de uma integral de 

domínio. 

 As soluções fundamentais de Kelvin da elastostática, para uma carga unitária 

concentrada i ib (s) (s, p)e= δ , aplicada no ponto fonte s  do domínio infinito *Ω , 

sendo p  o ponto campo, ie  o vetor unitário da base ortonormal na direção i  e δ  o 

delta de Dirac , são dadas por: 

 

 ( )*
ij ij ,i , j

1 1u (s, p) 3 4 ln r r
8 G(1 ) r

⎧ ⎫⎛ ⎞= − ν δ +⎨ ⎬⎜ ⎟π −ν ⎝ ⎠⎩ ⎭
 (7.1) 
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 ( ) ( )( )*
ij ij ,i , j , j i ,i j

1 rT (s, p) 1 2 2r r 1 2 r r
4 (1 )r

⎡ ⎤− ∂ ⎡ ⎤= − ν δ + + − ν η − η⎢ ⎥⎣ ⎦π − ν ∂η⎣ ⎦
 (7.2) 

 

 ( )( )*
ijk ,k ij , j ik ,i jk ,i , j ,k

1(s, p) 1 2 r r r 2r r r
8 (1 )Gr

− ⎡ ⎤ε = − ν δ + δ − δ +⎣ ⎦π −ν
 (7.3) 

 

 ( )( )*
ijk ,k ij , j ik ,i jk ,i , j ,k

1(s, p) 1 2 r r r 2r r r
4 (1 )r

− ⎡ ⎤σ = − ν δ + δ − δ +⎣ ⎦π −ν
 (7.4) 

 

onde *
iju (s, p) , *

ijT (s, p) , *
ijk (s, p)ε  e *

ijk (s, p)σ  são, respectivamente, as soluções 

fundamentais para os deslocamentos, as forças de superfície, as deformações e as 

tensões. O índice i , nas (7.1)-(7.4), representa a direção de aplicação da carga 

unitária, δ  é o delta de Kronecker, G  o módulo de elasticidade transversal do 

material, ν  o seu coeficiente de Poisson, η  o vetor unitário normal à superfície no 

ponto em consideração e r  a distância entre os pontos fonte s  e campo p . A vírgula 

indica derivada em relação ao índice subscrito. 

 No campo da poroelasticidade não saturada, as equações de equilíbrio e de 

compatibilidade, no ponto fonte s , ficam escritas, respectivamente, como: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )ef
ij, j i ij, j , j ij is b s s b s b s 0σ + = σ − π δ + =  (7.5) 

 

 ( ) ( ) ( )( )ij i, j j,i
1s u s u s
2

ε = +  (7.6) 

 

 As forças de superfície iT (S) , no ponto S  de Γ , são dadas por: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )( )ef
i ij j ij ij jT S S S b S= σ η = σ − π δ η  (7.7) 

 

e a lei de Hooke expressa pelas: 
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 ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )ef p p
ij ijkl kl kl ijkl kl ijs E s s E s sσ = ε − ε = ε −σ  (7.8) 

 

Onde 

 

 ( ) ( )e
ij ijkl kls E sσ = ε  (7.9) 

 

 ( )ijkl ij kl ik jl il jk
2GE G

(1 2 )
υ

= δ δ + δ δ + δ δ
− υ

 (7.10) 

 

com ijklE  representando o tensor constitutivo elástico de quarta ordem. O tensor de 

tensões totais, com as (7.8) (7.10), é dado pela seguinte expressão: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p
ij ij ij kk ij ij

2Gs 2G s s b s s
(1 2 )

ν
σ = ε + δ ε − π δ −σ

− ν
 (7.11) 

 

 Diferenciando-se a (7.11) com a(7.6), obtém-se a equação de Navier a partir 

da (7.5), com a derivada da poro pressão p , dada por: 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )p
i, jj j,ij i , j ij ij, j

1G u s u s b s b s s 0
(1 2 )

⎡ ⎤
+ + − π δ −σ =⎢ ⎥− υ⎣ ⎦

 (7.12) 

 

 Para se obter as representações integrais de deslocamentos, tensões e 

deformações da elastostática, será utilizado o teorema da reciprocidade de Betti. A 

aplicação do teorema pressupõe dois estados elásticos distintos (o fundamental e o 

real). O fundamental é dado pelas equações (7.1)-(7.4). O estado real é dado pela 

(7.9), que relaciona linearmente e proporcionalmente eσ  com ε . Assim, sendo, o 

teorema se expressa como: 

 

 e * *
ij ij ij ijd d

Ω Ω

σ ε Ω = σ ε Ω∫ ∫  (7.13) 
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ou 

 

 ( )p * *
ij ij ij ijk ijk ijb d d

Ω Ω

σ + πδ +σ ε Ω = σ ε Ω∫ ∫  (7.14) 

 

 Com a equação de compatibilidade (7.6), aplicando-se o teorema da 

divergência na (7.14), chega-se a: 

 

 * * * p * * *
ij jk i ij,i jk jk ijk ij ijk ijk j i ijk,i ju d u d b d d u d u d

Γ Ω Ω Ω Γ Ω

σ η Γ − σ Ω+ δ πε Ω+ σ ε Ω = σ η Γ − σ Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ (7.15) 

 

 Sabendo-se que a equação de equilíbrio do problema fundamental é dada por 
*
jik,i j(s, p)e 0σ + δ = , a (7.15) fica: 

 

 * * * p * *
j jk j jk jk ijk ij ijk jk j j jT u d b u d b d d T U d (s, p)e u d

Γ Ω Ω Ω Γ Ω

Γ + Ω + δ πε Ω + σ ε Ω = Γ + δ Ω∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫ (7.16) 

 

na qual foi utilizada a (7.7). Por definição, ( )j j j(s, p)e u d u s
Ω

δ Ω =∫ . Portanto, a (7.16), 

desprezando-se as forças de volume jb , fica: 

 

 

* * *
ij j ij j ij j ij j

* p *
jk ijk jk k

C (s)u (s) T (s, P)U (P)d u (s, P)T (P)d u (s, p)b (p)d

b (s, p) (p)d (p) (s,p)d
Γ Γ Ω

Ω Ω

= − Γ + Γ − Ω+

+ δ ε π Ω+ σ ε Ω

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (7.17) 

 

 A (7.17) é a equação integral dos deslocamentos escrita em taxas. O termo 

ikC  depende da posição do ponto fonte (se pertence ou não ao domínio Ω ). Caso ele 

pertença ao contorno Γ , ikC  depende da geometria deste no ponto em consideração. 

As letras minúsculas entre parênteses na (7.17) indicam que o ponto pertence ao 

domínio, enquanto as maiúsculas que ele pertence ao contorno. A equação integral 

das tensões totais é obtida diferenciando-se a (7.17) para se obter as deformações, e 

aplicando-se no resultado obtido a lei de Hooke. Assim sendo, tem-se: 
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( ) ( ) ( )

ij ijk k ijk k ijk k

p p
ij ijkl ij ijkl ij kl ij kl

(s) S (s, P)U (P)d D (s, P)T (P)d D (s, p)b (P)d

b E (s, p) (p)d (p)E (s, p)d bg (s) g (s)
Γ Γ Ω

Ω Ω

σ = − Γ + Γ + Ω

+ δ π Ω+ σ Ω+ δ π + σ

∫ ∫ ∫

∫ ∫
(7.18) 

 

sendo que as soluções fundamentais na (7.18) são dadas por: 

 

 
( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

ijk , ij ,k ik , j jk ,i ,i , j ,k2

i , j ,k j ,i ,k k ,i , j j ik i jk k ij

2GS (s, p) {2r 1 2 r r r 4r r r
4 (1 )r

2 r r r r 1 2 2 r r 1 4 }

η
⎡ ⎤= − ν δ + υ δ + δ −⎣ ⎦π −ν

+ ν η +η + − ν η +η δ +η δ − − ν η δ

 (7.19) 

 

 ( ){ }ijk ik , j jk ,i ij ,k ,i , j ,k
1D (s, p) 1 2 r r r 2r r r

4 (1 )r
⎡ ⎤= − ν δ + δ − δ +⎣ ⎦π −ν

 (7.20) 

 

 
( )ijkl il jk jl ik ij kl ij ,k ,l2

ik , j ,l jl ,i ,k il , j ,k jk ,i ,l kl ,i , j ,i , j ,k ,l

1E (s, p) { 1 2 2 r r
4 (1 )r

2 r r r r r r r r 2 r r 8r r r r }

⎡ ⎤= − ν δ δ + δ δ − δ δ + δ⎣ ⎦π −ν

⎡ ⎤+ ν δ + δ + δ + δ + δ −⎣ ⎦

 (7.21) 

 

enquanto que o termo livre ( )ij klg (s)δ π  e ( )p
ij klg (s)σ  são dados por: 

 

 ( ) ( ) ( )[ ]{ }ij kl ij ij
1g (s) 2 (s) 1 4 2 (s)

8 1
⎡ ⎤δ π = − δ π + δ − ν π⎣ ⎦− ν

 (7.22) 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ){ }p p p
ij kl ij mm ij

1g (s) 2 s 1 4 s
8 1

σ = − σ + − ν σ δ
− ν

 (7.23) 

 

 A partir da lei de Darcy, chega-se na representação integral das poro pressões. 

Da mesma forma que na elastostática foi utilizada a reciprocidade de Betti, será 

utilizada uma outra relação de reciprocidade para a dedução da equação integral das 

poro pressões. A lei de Darcy escrita para as fases líquida e gasosa com 

permeabilidade isotrópica e sem variação de temperatura, ficam: 
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 ( )S
i ,i i

kM k p f 0
φ

+ − =
μ

 (7.24) 

 

 ( )g gS g g
i ,i ig

kM k p f 0
φ

+ − =
μ

 (7.25) 

 

 Observa-se, na (7.24) e (7.25), que as relações do fluxo iM  e g
iM  e os 

gradientes da pressão ,ip  e g
,ip  são lineares. No entanto, ela não é proporcional, a 

menos dos termos S
i

kk f
φ

μ
 e gS g

ig

kk f
φ

μ
, além do que ela não é homogênea para 

todo o meio já que Sk , gSk  e kφ  variam conforme o grau de saturação e da pressão 

capilar de cada ponto do meio e conforme a porosidade de cada ponto do meio. 

 Para que a reciprocidade seja válida inicialmente definem-se novas variáveis 

de fluxo indicada aqui pela barra superior:  

 

 i
i

S

MM
kk
φ=

μ

 (7.26) 

 

 
g

g i
i

gS
g

MM
kk
φ=

μ

 (7.27) 

 

Logo as equações (7.24) e (7.25) ficam sendo: 

 

 ( )i ,i iM p f 0+ − =  (7.28) 

 

 ( )g g g
i ,i iM p f 0+ − =  (7.29) 
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e para que a reciprocidade seja válida, definem-se os fluxos proporcionais pro
iM  e 

gpro
iM  como: 

 

 pro
i i i ,iM M f p= − = −  (7.30) 

 

 gpro g g g
i i i ,iM M f p= − = −  (7.31) 

 

 As reciprocidades, cuja equações são dadas por (7.32) e (7.31), devem ser 

aplicadas com pro
iM  e gpro

iM  do estado real. 

 

 pro * *
i ,i i ,iM p d M p d

Ω Ω

Ω = Ω∫ ∫  (7.32) 

 

 gpro * * g
i ,i i ,iM p d M p d

Ω Ω

Ω = Ω∫ ∫  (7.33) 

 

 Na (7.32), *
,ip  e *

iM  são as soluções do problema fundamental definido pela 

equação: 

 

 ( ) ( )*
,ii

s, p
p s,p

k
δ

=  (7.34) 

 

com δ  representando o delta de Dirac. Uma vez encontrada a solução fundamental 

para a poro pressão *p , o fluxo é determinado através da lei de Darcy * *
i ,iM p= − . A 

solução da equação (7.34) para poro pressão é dada por: 

 

 ( )* 1p (s,p) ln r
2 k

=
π

 (7.35) 

sendo k  a constante da lei de Darcy, que neste caso por se empregar as variáveis de 

fluxo modificado iM , g
iM  torna-se unitária, portanto k 1= . 
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 Lembrando que r  é a distância entre os pontos fonte e campo. Com a (7.35), 

o fluxo fundamental fica: 

 

 ,i*
i

r
M (s, p)

2 r
= −

π
 (7.36) 

 

 Outro resultado importante é o do fluxo perpendicular ao contorno *M (s, P) , 

dado, a partir da (7.36), por: 

 

 ,* r
M (s, P)

2 r
η= −
π

 (7.37) 

 

sendo η  o vetor unitário normal ao contorno no ponto considerado. Substituindo-se a 

(7.30) nas (7.32) e (7.33), obtém-se: 

 

 ( ) * *
i i ,i i ,iM f p d M p d

Ω Ω

− Ω = Ω∫ ∫  (7.38) 

 

 ( )g g * * g
i i ,i i ,iM f p d M p d

Ω Ω

− Ω = Ω∫ ∫  (7.39) 

 

 Utilizando-se novamente o teorema de Green nas (7.38) e (7.39), obtém-se: 

 

 * * * * *
i i i,i i i i,i i ,ip M d p M d M p d p M d f p d 0

Γ Ω Γ Ω Ω

η Γ − Ω− η Γ + Ω− Ω =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (7.40) 

 

 * g * g * g g * g *
i i i,i i i i,i i ,ip M d p M d M p d p M d f p d 0

Γ Ω Γ Ω Ω

η Γ − Ω− η Γ + Ω− Ω =∫ ∫ ∫ ∫ ∫  (7.41) 
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 Tendo-se em vista que ( )*
i,iM s, p= −δ  e que ( )g gp s, p d p (s)

Ω

δ Ω =∫  e 

( )p s,p d p (s)
Ω

δ Ω =∫ , chega-se finalmente nas equações integrais das poro pressões, 

dadas por: 

 

 

* *

* *
i,i i ,i

c(s)p (s) p (s, P)M (P)d M (s,P)p (P)d

p (P)M (s, P)d f (P)p (s, P)d
Γ Γ

Ω Ω

= Γ − Γ

− Ω− Ω

∫ ∫

∫ ∫
 (7.42) 

 

 

g * g * g

* g g *
i,i i ,i

c(s)p (s) p (s, P)M (P)d M (s, P)p (P)d

p (P)M (s, P)d f (P)p (s, P)d
Γ Γ

Ω Ω

= Γ − Γ

− Ω− Ω

∫ ∫

∫ ∫
 (7.43) 

 

sendo ( )c s  uma variável escalar dependente da posição de s . Duas integrais de 

domínio aparecem nas (7.42) e (7.43). No primeiro termo integral das expressões 

(7.42) e (7.43), os termos i,iM  e g
i,iM  pode ser substituído de acordo com as 

expressões definidas no capítulo anterior (6.160) e (6.161). Entretanto uma outra 

alternativa é adotar a aproximação no espaço para os termos i,iM  e g
i,iM  integrar no 

espaço e no tempo e depois substituir a definições de tais termos localmente. 

 Como nas expressões de i,iM  e g
i,iM  aparecem os gradientes de pressão, faz-

se necessário escrever as equações integrais para , jp  e g
, jp . É possível ainda optar por 

outra solução, adotando-se uma função aproximadora para p  e gp , e desta forma 

pode-se obter as expressões de , jp  e g
, jp  em função de p  e gp . Contudo a adoção 

deste segundo procedimento pode levar a alguns problemas. O primeiro problema 

que surge é que: para uma aproximação linear das pressões p  e gp  leva a uma 

aproximação constante de , jp  e g
, jp , e como os pontos de interesse para resolução do 

problema de maneira geral normalmente estão posicionado nas interfaces entre 

células adjacentes, existirá uma descontinuidade do gradiente de pressões justamente 
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no ponto de interesse, pode-se evidentemente adotar um valor médio, mas isto pode 

promover erros importantes a solução do problema. Além disto, se , jp  e g
, jp  for 

constante, isto levará a valores nulos para , jjp  e g
, jjp  que anulará uma parte importante 

da expressão dos divergentes de fluxo i,iM  e g
i,iM  comprometendo de forma 

importante a resolução do problema poro-elastico que tem nestes termos i,iM  e g
i,iM  

a conservação de massa líquida e gasosa. Desta forma parece evidente que a primeira 

opção, escrever as equações integrais para , jp  e g
, jp , produzirá melhores resultados. 

 As equações integrais dos gradientes de pressões são obtidas diferenciando-se 

as (7.42) e (7.43). Assim sendo, tem-se: 

 

 

f f
, j j j

f f f
j i,i ji i ji i

c(s)p (s) S (s, P)p (P)d D (s,P)M (P)d

D (s, P)M (P)d E (s, p)f (P)d g f (s)
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ

− Ω− Ω−

∫ ∫

∫ ∫
 (7.44) 

 

 

g f g f g
, j j j

f g f g f g
j i,i ji i ji i

c(s)p (s) S (s,P)p (P)d D (s,P)M (P)d

D (s,P)M (P)d E (s, p)f (P)d g f (s)
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ

− Ω− Ω−

∫ ∫

∫ ∫
 (7.45) 

 

onde: 

 ( )f
j kj ,k , j k2

1 1S (s,P) 2r r
2 r

= − −δ + η
π

 (7.46) 

 

 , jf
j

r
D (s,P)

2 kr
= −

π
 (7.47) 

 

 ( )f
jk jk , j ,k2

1 1E (s,p) 2r r
2 k r

= −δ +
π

 (7.48) 

 

 f
jk jk

1g
2k

= − δ  (7.49) 
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sendo k  a constante da lei de Darcy, que neste caso por se empregar as variáveis de 

fluxo modificado iM , g
iM  torna-se unitária, portanto k 1= . 

 

7.2 – Discretização no Tempo 

 

 As equações integrais dos deslocamentos, das tensões e das poro pressões 

(liquida e gasosa), do item (4.3), podem ser, sem nenhum prejuízo, integradas no 

tempo. As (7.17), (7.18), (7.42), (7.43), (7.44) e (7.45), por exemplo, seriam 

reescritas como: 

 

 

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

t t t
* *

ik k ij j ij j
t t t

t t t
* * p *
j j ij ij ij ij

t t t

C (s) u (s)dt T (s, P)U (P)d dt u (s, P)T (P)d dt

u (s,p)b (p)d dt b (s,p) (p)d dt (p) (s, p)d dt

Γ Γ

Ω Ω Ω

= − Γ + Γ

+ Ω + δ ε π Ω + σ ε Ω

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 (7.50) 

 

 ( )

( ) ( )

2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

2 2 2

1 1 1

t t t

ij ijk k ijk k
t t t

t t

ijk k ij ijkl
t t

t t t
p p

ijkl ij ij kl ij kl
t t t

(s)dt S (s, P)U (P)d dt D (s, P)T (P)d dt

D (s, p)b (P)d dt b E (s, p) (p)d dt

E (s, p) (p)d dt b g (s) dt g (s) dt

Γ Γ

Ω Ω

Ω

σ = − Γ + Γ

+ Ω + δ π Ω

+ σ Ω + δ π + σ

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫

 (7.51) 

 

 

2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

t t t
* *

t t t

t t
* *

i,i ,i i
t t

c(s) p (s)dt p (s,P)M (P)d dt M (s, P)p (P)d dt

p (s,P)M (P)d dt p (s,P)f (P)d dt

Γ Γ

Ω Ω

= Γ − Γ

− Ω − Ω

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 (7.52) 
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2 2 2

1 1 1

2 2

1 1

t t t
g * g * g

t t t

t t
* g *

i,i ,i i
t t

c(s) p (s)dt p (s, P)M (P)d dt M (s,P)p (P)d dt

p (s,P)M (P)d dt p (s,P)f (P)d dt

Γ Γ

Ω Ω

= Γ − Γ

− Ω − Ω

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫
 (7.53) 

 

 

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

t t t
f f

, j j j
t t t

t t t
f f f
j i,i ji i ji i

t t t

c(s) p (s)dt S (s,P)p (P)d dt D (s,P)M (P)d dt

D (s,P)M (P)d dt E (s, P)f (P)d dt g f (s)dt

Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ

− Ω − Ω −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 (7.54) 

 

 

2 2 2

1 1 1

2 2 2

1 1 1

t t t
g f g f g
, j j j

t t t

t t t
f g f f g
j i,i ji i ji i

t t t

c(s) p (s)dt S (s,P)p (P)d dt D (s,P)M (P)d dt

D (s,P)M (P)d dt E (s, P)f (P)d dt g f (s)dt

Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ

− Ω − Ω −

∫ ∫ ∫ ∫ ∫

∫ ∫ ∫ ∫ ∫
 (7.55) 

 

com 1t  e 2t  representando dois instantes distintos de tempo. Chamando 2 1t t tΔ = − , 

e efetuando-se as integrais no tempo, obtêm-se, das (7.50)-(7.55): 

 

 

[ ]

[ ]

*
ik k 2 k 1 ij j 2 j 1

* *
ij j 2 j 1 j j 2 j 1

* * p p
ij ij 2 1 ij ij 2 ij 1

C (s) u (s, t ) u (s, t ) T (s, P) U (P, t ) U (P, t ) d

u (s, P) T (P, t ) T (P, t ) d u (s, p) b (p, t ) b (p, t ) d

b (s, p) (p, t ) (p, t ) d (s, p) (p, t ) (p, t ) d

Γ

Γ Ω

Ω

⎡ ⎤− = − − Γ +⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − Γ + − Ω+⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤+ δ ε π − π Ω+ ε σ −σ Ω⎣ ⎦

∫

∫ ∫

∫
Ω
∫

 (7.56) 

 

 
[ ] [ ]

[ ] ( ) [ ]

ij 2 ij 1 ijk k 2 k 1 ijk k 2 k 1

ijk k 2 k 1 ij ijkl 2 1

p p
ijkl ij 2 ij 1 ij kl

(s, t ) (s, t ) S (s, P) U (P, t ) U (P, t ) d D (s, P) T (P, t ) T (P, t ) d

D (s, p) b (P, t ) b (P, t ) d b E (s,p) (p, t ) (p, t ) d

E (s, p) (p, t ) (p, t ) d bg (s, t

Γ Γ

Ω Ω

Ω

σ −σ = − − Γ + − Γ

+ − Ω+ δ π − π Ω

⎡ ⎤+ σ −σ Ω+ δ π⎣ ⎦

∫ ∫

∫ ∫

∫ [ ]( ) p p
2 1 ij ij 2 ij 1) (s, t ) g (s, t ) (s, t )⎡ ⎤− π + σ −σ⎣ ⎦

(7.57) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *

* *
i,i ,i i

c s p s t M s,P p P d t p s, P M P d t

1p s,p M p d t p s,p f p d t
t

Γ Γ

Ω Ω

Δ = − ΓΔ + ΓΔ +

− ΩΔ − ΩΔ
Δ

∫ ∫

∫ ∫
 (7.58) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

g * g * g

* g * g
i,i ,i i

c s p s t M s,P p P d t p s,P M P d t

1p s,p M p d t p s,p f p d t
t

Γ Γ

Ω Ω

Δ = − ΓΔ + ΓΔ +

− ΩΔ − ΩΔ
Δ

∫ ∫

∫ ∫
 (7.59) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f f
, j j j

f f f
j i,i ji i ji i

c s p s t S s,P p P d t D s,P M P d t

D s,p M p d t E s,p f p d t g f (s) t
Γ Γ

Ω Ω

Δ = − ΓΔ + ΓΔ +

− ΩΔ − ΩΔ − Δ

∫ ∫

∫ ∫
 (7.60) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

g f g f g
, j j j

f g f g f g
j i,i ji i ji i

c s p s t S s,P p P d t D s,P M P d t

D s,p M p d t E s,p f p d t g f (s) t
Γ Γ

Ω Ω

Δ = − ΓΔ + ΓΔ +

− ΩΔ − ΩΔ − Δ

∫ ∫

∫ ∫
 (7.61) 

 

 Imaginando que n n 1 nt t t+Δ = −  seja um típico intervalo de tempo da 

discretização temporal, e que o incremento da variável • , dentro do passo de tempo, 

seja dado por ( ) n 1 n+Δ • = • − • , as equações integrais (7.56)-(7.58) ficariam, 

respectivamente, dadas por: 

 

 

* * *
ik k ij j ij j j j

* * p
ij ij ij ij

C (s) u (s) T (s,P) U (P)d u (s,P) T (P)d u (s,P) b (p)d

b (s, p) (p)d (s, p) (p)d
Γ Γ Ω

Ω Ω

Δ = − Δ Γ + Δ Γ + Δ Ω

+ δ ε Δπ Ω+ ε Δσ Ω

∫ ∫ ∫

∫ ∫
(7.62) 

 

( ) ( ) ( )

ij ijk k ijk k ijk k

p p
kl ijkl ij kl ijkl ij ij kl

(s) S (s,P) U (P)d D (s,P) T (P)d D (s,P) b (p)d

b E (s,p) (p)d bg (s) E (s, p) (p)d g (s)
Γ Γ Ω

Ω Ω

Δσ = − Δ Γ + Δ Γ + Δ Ω+

+ δ Δπ Ω+ δ Δπ + Δσ Ω+ Δσ

∫ ∫ ∫

∫ ∫

 (7.63) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

* *

* *
i,i ,i i

c(s)p s M s, P p p d p s, P M p d

p s, P M p d p s, P f p d
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ +

− Ω− Ω

∫ ∫

∫ ∫
 (7.64) 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

g * g * g

* g * g
i,i ,i i

c(s)p s M s, P p p d p s, P M p d

p s, P M p d p s, P f p d
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ +

− Ω− Ω

∫ ∫

∫ ∫
 (7.65) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

f f
, j j j

f f f
j i,i ji i ji i

c(s)p s S s,P p p d D s,P M p d

D s,P M p d E s,P f p d g f (s)
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ +

− Ω− Ω−

∫ ∫

∫ ∫
 (7.66) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

g f g f g
, j j j

f g f g f g
j i,i ji i ji i

c(s)p s S s,P p p d D s,P M p d

D s,P M p d E s,P f p d g f (s)
Γ Γ

Ω Ω

= − Γ + Γ +

− Ω− Ω−

∫ ∫

∫ ∫
 (7.67) 

 

7.3 – Discretização Espacial: Aproximação das Variáveis no Contorno e no 

Domínio 

 

 Através da discretização espacial, obtêm-se as equações algébricas do método 

dos elementos de contorno. Em conjunto com a discretização temporal, pode-se obter 

soluções numéricas do problema de valor de contorno. As equações integrais dos 

deslocamentos, tensões e poro pressões possuem integrais de contorno e de domínio. 

Conseqüentemente, o contorno Γ  do corpo deverá ser discretizado em eN  

elementos, de modo a se ter Ne
j 1 j=Γ = Γ∪ , enquanto seu domínio Ω  deverá ser 

discretizado em cN  células, com Nc
j 1 j=Ω = Ω∪ . 

 No contorno discretizado em elementos, são definidos nós. A cada nó, 

associa-se um conjunto de variáveis de contorno: deslocamentos e forças de 

superfície, provenientes das equações da elastostática, e poro pressão do líquido e do 

gás e velocidade relativa normal do líquido e do gás, provenientes da equação das 

poro pressões. Assim sendo, definem-se: 

 

 j j m
k m kU (P) (P) U= ϕ  (7.68) 
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 j j m
k m kT (P) (P) T= ϕ  (7.69) 

 

 j j m
m Cp (P) (P) P= ϕ  (7.70) 

 

 j j m
m CM (P) (P) M= ϕ  (7.71) 

 

 j g j gm
m Cp (P) (P) P= ϕ  (7.72) 

 

 j g j g m
m CM (P) (P) M= ϕ  (7.73) 

 

onde o índice j  representa o elemento jΓ , m  representa os nós de jΓ , mϕ  são as 

funções de forma e k , nas (7.68) e (7.69), indica a direção segundo as coordenadas 

globais. As variáveis nodais de deslocamentos, forças, poro pressão do líquido e do 

gás e fluxo (modificado) do líquido e do gás estão representadas, respectivamente, 

por U , T , CP , g
CP , CM  e g

CM  nas (7.68), (7.69), (7.70) e (7.71), enquanto j
kU (P) , 

j
kT (P) , jp (P) , j gp (P) , jM (P)  e j gM (P)  representam estas mesmas variáveis 

calculadas num ponto P  qualquer de jΓ . 

 Da mesma forma, no domínio discretizado, são definidos nós e as variáveis 

são aproximadas por célula. As variáveis de domínio, nos modelos poro-elástico e 

poro-elasto-plástico, são: a poro pressão líquida p , a poro pressão gasosa gp , as 

deformações plásticas p
klε , a porosidade plástica pφ , as deformações klε  e os termos 

de domínio i,iM , g
i,iM , if , g

if , kb  e π . Assim, definem-se: 

 

 j j m
m IX(p) (p) X= ϕ  (7.74) 

 

onde agora o índice j  representa a célula jΩ , m  relaciona-se com os nós de jΩ  e 

com as funções de forma adotadas e X  representa cada uma das variáveis nodais 

internas utilizadas para se calcular, respectivamente. 
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 As aproximações das variáveis adotadas neste trabalho são lineares, tanto nos 

elementos de Γ  quanto nas células de Ω . Os nós de contorno são considerados 

contínuos, localizados nas extremidades dos elementos retos, prevendo-se, 

entretanto, a possibilidade de consideração de nós duplos nos cantos ou entre 

elementos com descontinuidade de carga ou de qualquer outra variável de contorno 

prescrita. Os nós de célula também são considerados contínuos, localizados nos 

vértices das células triangulares. Excetua-se, entretanto, o caso de células com um ou 

dois vértices pertencentes ao contorno. Neste caso, o nó passa a ser interno à célula, 

deslocado do vértice em direção ao centróide da célula de uma distância pré-fixada 

(ver figura (4.3)). 

 Uma vez discretizado o corpo e aproximadas as variáveis do problema, as 

equações integrais passam a ser representadas por somatórias de integrais sobre as 

unidades discretizadas. As (7.62)-(7.65), por exemplo, ficariam expressas como: 

 

 
Figura 4.3 – Nós de contorno e de célula. Contínuos e descontínuos. 
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e e

k k

c c

k k

c

k

N N
* j m * j m

ik k ij m k k ij m k k
k 1 k 1

N N
* k m * k m
j m j k ji ijl m k

k 1 k 1

N
* k p m
ijl m ji k

k 1

C (s) u (s) T (s, P) (P) U d u (s,P) (P) T d

u (s,p) (p) b d b (s,p) (p) d

(s, p) (p) d

= =Γ Γ

= =Ω Ω

= Ω

Δ = − ϕ Δ Γ + ϕ Δ Γ +

+ ϕ Δ Ω + δ ε ϕ Δ π Ω +

+ ε ϕ Δ σ Ω

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫

∑ ∫

 (7.75) 

 

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )

e e

j j

c

j j

c

j

N N
j m j m

pq pqk m k j pqk m k j
j 1 j 1

N
j j m

pqk m k j kl pqkl m j
j 1

N
j p m s s p

pqkl m kl j pq kl pq kl
j 1

(s) S (s,P) P U d D (s,P) P T d

D (s,P) p b d b E (s,p) p d

E (s,p) p d bg g

= =Γ Γ

=Ω Ω

= Ω

Δσ = − φ Δ Γ + φ Δ Γ +

+ φ Δ Ω + δ φ Δ π Ω +

+ φ Δ σ Ω + δ Δ π + Δ σ

∑ ∑∫ ∫

∑∫ ∫

∑ ∫

 (7.76) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e e

j j

c c

j j

N N
s * j m * j m

m C j m C j
j 1 j 1

N N
j j* m * m

m i,i j ,i m i j
j 1 j 1

c s p M s, P P P d p s, P P M d

M s, p p M d p s, p p f d

= =Γ Γ

= =Ω Ω

= − φ Γ + φ Γ +

− φ Ω − φ Ω

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫
 (7.77) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e e

j j

c c

j j

N N
s g * j gm * j g m

m C j m C j
j 1 j 1

N N
j j g* gm * m

m i,i j ,i m i j
j 1 j 1

c s p M s, P P P d p s,P P M d

M s, p p M d p s,p p f d

= =Γ Γ

= =Ω Ω

= − φ Γ + φ Γ +

− φ Ω − φ Ω

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫
 (7.78) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e e

j j

c c

j j

N N
s f j m f j m

, j j m C j j m C j
j 1 j 1

N N
j jf m f m f s

j m i,i j ji m i j ji i
j 1 j 1

c s p S s, P P P d D s, P P M d

D s, p p M d E s,p p f d g f

= =Γ Γ

= =Ω Ω

= − φ Γ + φ Γ +

− φ Ω − φ Ω −

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫
 (7.79) 

 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

e e

j j

c c

j j

N N
s g f j gm f j g m

, j j m C j j m C j
j 1 j 1

N N
j j gf gm f m f s g

j m i,i j ji m i j ji i
j 1 j 1

c s p S s,P P P d D s, P P M d

D s,p p M d E s, p p f d g f

= =Γ Γ

= =Ω Ω

= − φ Γ + φ Γ +

− φ Ω − φ Ω −

∑ ∑∫ ∫

∑ ∑∫ ∫
 (7.80) 
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7.4 – Equações Algébricas do MEC para Poroelastoplasticidade 

 

 A partir das equações integrais discretizadas, obtêm-se as equações algébricas 

do método dos elementos de contorno da mesma forma como é feito para o caso 

saturado. As equações são escritas em função das variáveis incrementais no tempo. 

Com o modelo poro-elástico, o sistema de equações algébricas fica linear. Neste 

item, serão apresentadas as equações algébricas do MEC para poroelastoplasticidade. 

As equações são de dois tipos: de contorno (deslocamentos e poro pressão) e de 

domínio (tensões e poro pressão), de acordo com a posição do ponto fonte. 

 Seja 2N  o número de variáveis de contorno de deslocamento e de força de 

superfície, sendo N  o número de nós de contorno (simples e duplos). Escrevendo-se 

2N  equações algébricas a partir da equação integral dos deslocamentos (7.17) da 

poroelasticidade (a partir deste momento os termos livres das equações das tensões e 

dos gradientes de pressão serão omitidos, pois eles já estarão embutidos dentro das 

matrizes dos sistemas algébricos), chega-se ao sistema: 

 

 [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }pH U G T S b b Q D QΔ = Δ + Δ + Δπ + Δσ  (7.81) 

 

onde [ ]H , [ ]G , [ ]S  e [ ]Q  são matrizes de influência determinadas integrando-se, na 

(7.17), as soluções fundamentais multiplicadas pelas funções de forma das 

aproximações adotadas, enquanto { }UΔ , { }TΔ , { }bΔ , { }pΔσ  e { }Δπ  são, 

respectivamente, vetores com os incrementos das variáveis de contorno de 

deslocamento e de força e de domínio de cargas externas, das tensões plásticas e poro 

pressão equivalente. Observe que os vetores { }UΔ  e { }TΔ  têm 2N  componentes, 

{ }Δπ  tem M  componentes e a matriz [ ]S  é de ordem 3M , sendo M  o número de 

nós internos de célula. Escrevendo-se 3M  equações algébricas com a (7.18), chega-

se a: 

 

 { } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }pH U G T S b b Q D Q′ ′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δπ + Δσ  (7.82) 
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sendo [ ]H′ , [ ]G′ , [ ]S′  e [ ]Q′  matrizes de influência também obtidas por integração 

e { }Δσ  o vetor de dimensão 3M  com as tensões totais nos nós internos. 

Da mesma forma como foi feito para a equação (7.18) em (7.82) pode-se escrever 

2M  equações algébricas para a (7.17): 

 

 ( ){ } [ ]{ } [ ]{ } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }p
i i i i iiU H U G T S b b Q D QΔ = − Δ + Δ + Δ + Δπ + Δσ (7.83) 

 

 Prescrevendo-se, para cada coordenada de cada nó, deslocamento ou força de 

superfície, e reunindo-se as incógnitas de contorno no vetor { }XΔ , as (7.81), (7.82) e 

(7.83) ficam, respectivamente, dadas por: 

 

 [ ]{ } { } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }u u pA X Y S b b Q D b QΔ = Δ + Δ + Δπ + Δσ  (7.84) 

 

 { } [ ]{ } { } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }u pA X Y S b b Q D Qσ′ ′ ′ ′Δσ = − Δ + Δ + Δ + Δπ + Δσ  (7.85) 

 

 ( ){ } [ ]{ } ( ){ } [ ]{ } [ ][ ]{ } [ ]{ }u iu p
i i i iiU A X Y S b b Q D QΔ = − Δ + Δ + Δ + Δπ + Δσ  (7.86) 

 

sendo [ ]A , [ ]A′  e [ ]iA  matrizes de influência das variáveis de { }uXΔ . E sendo 

{ }uYΔ , { }uY′Δ  e ( ){ }i
uYΔ  vetores conhecidos, com as influências das variáveis de 

contorno prescritas. 

 Isolando-se { }uXΔ  na (7.84), obtém-se: 

 

 { } [ ] { } [ ] [ ]{ } [ ] [ ][ ]{ } [ ] [ ]{ }1 1 1 1u u pX A Y A S b b A Q D A Q− − − −Δ = Δ + Δ + Δπ + Δσ (7.87) 

 

 Substituindo-se a (7.87) na equação das tensões (7.85) e nas equações de 

deslocamento (7.86) para os pontos internos, obtém-se respectivamente: 
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{ } [ ] { } { } [ ] [ ] { }

[ ] [ ] [ ] [ ]{ } [ ] [ ] { }

1 1' u ' '

1 1' ' ' p
i

A A Y Y A A S S b

b A A Q Q D A A Q Q

− −σ

− −

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δσ = − Δ + Δ + − + Δ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + Δπ + − + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

(7.88) 

 

 
( ){ } [ ][ ] { } ( ){ } [ ][ ] [ ] [ ] { }

[ ][ ] [ ] [ ] [ ]{ } [ ][ ] [ ] [ ] { }

1 1u iu
i i ii

1 1 p
i i i i

U A A Y Y A A S S b

b A A Q Q D A A Q Q

− −

− −

⎡ ⎤Δ = − Δ + Δ + − + Δ +⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − + Δπ + − + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (7.89) 

 

 Simplificando-se a (7.88) e (7.89), tem-se: 

 

 { } { } { } [ ]{ } { }pN S b b Q D Qσ σ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δσ = Δ + Δ + Δπ + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.90) 

 

 ( ){ } { } { } [ ]{ } { }u u u u p
iU N S b b Q D Q⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ = Δ + Δ + Δπ + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.91) 

 

com 

 

 { } [ ] { } { }1'N A A Y Y−σ σ⎡ ⎤Δ = − Δ + Δ⎣ ⎦  (7.92) 

 

 { } [ ][ ] { } ( ){ }1 u iu
iN A A Y Y−Δ = − Δ + Δ  (7.93) 

 

 [ ] [ ]1'S A A S S−σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.94) 

 

 [ ][ ] [ ]1u u
iS A A S S−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.95) 

 

 [ ] [ ]1'Q A A Q Q−σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.96) 

 

 [ ][ ] [ ]1u u
iQ A A Q Q−⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.97) 
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 Sabendo-se por intermédio da lei de hooke para problemas hidromecanicos 

não saturados que { } [ ]{ } [ ]{ } { }pE b DΔσ = Δε − Δπ − Δσ  pode-se reescrever a 

equação (7.90) como: 

 

 [ ]{ } [ ]{ } { } { } { } [ ]{ } { }p pE b D N S b b Q D Qσ σ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε − Δπ − Δσ = Δ + Δ + Δπ + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (7.98) 

 

ou rearranjando-se (7.98) tem-se: 

 

 [ ]{ } { } { } [ ] [ ]{ } [ ] { }pE N S b b Q i D Q iσ σ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ − Δ + + Δπ + + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (7.99) 

 

 Escrevendo-se N  equações de contorno com a equação integral das poro 

pressões líquidas e gasosas (7.42) e (7.43), obtém-se os sistemas: 

 

 { } { } { } { }f f f f
i,i iH p G M S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.100) 

 

 { } { } { } { }f g f g f g f g
i,i iH p G M S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.101) 

 

 Nas (7.100) e (7.101), fH⎡ ⎤⎣ ⎦ , fG⎡ ⎤⎣ ⎦ , fS⎡ ⎤⎣ ⎦  e fQ⎡ ⎤⎣ ⎦  são as matrizes de 

influência obtidas calculando-se as integrais da equação discretizada das poro 

pressões ((7.42) e (7.43)). Os vetores { }p , { }gp , { }M , { }gM , { }i,iM , { }g
i,iM , 

{ }if  e { }g
if  reúnem, respectivamente, as variáveis incrementais de contorno de poro 

pressão e fluxo (modificado) e as variáveis de domínio de divergente do fluxo 

(modificado) no espaço e o termo de fonte de domínio (para consideração de cargas 

como peso próprio). 

 Escrevendo-se agora M  equações para as poro-pressões dos pontos internos 

para a fase líquida e mais M  equações para as poro pressões dos pontos internos 

para a fase gasosa, bem como 2M equações para os gradientes de pressão líquida e 

mais 2M para o gradiente das pressões gasosa, chega-se aos sistemas: 
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 ( ){ } { } { } { } { }f f f f
i i i i,i i iip H p G M S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.102) 

 

 ( ){ } { } { } { } { }g f g f g f g f g
i i i i,i i iip H p G M S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.103) 

 

 ( ){ } { } { } { } { }f ' f ' f ' f '
i i i i,i i ii , jp H p G M S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.104) 

 

 ( ){ } { } { } { } { }g f ' g f ' g f ' g f ' g
i i i i,i i ii , jp H p G M S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.105) 

 

sendo ( ){ }ip  e ( ){ }g
ip  os vetores de M  componentes das poro pressões líquidas e 

gasosas internas, ( ){ }i , jp  e ( ){ }g
i , jp  os vetores de 2 M  componentes dos gradientes das 

poro pressões líquidas e gasosas internas e f
iH⎡ ⎤⎣ ⎦ , f

iG⎡ ⎤⎣ ⎦ , f
iS⎡ ⎤⎣ ⎦ , f

iQ⎡ ⎤⎣ ⎦ , f '
iH⎡ ⎤⎣ ⎦ , f '

iH⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

f '
iG⎡ ⎤⎣ ⎦ , f '

iS⎡ ⎤⎣ ⎦  e f '
iQ⎡ ⎤⎣ ⎦  as correspondentes matrizes de influência. O primeiro índice 

de cada matriz, i , nas (7.100)-(7.105), indica se a equação foi escrita para pontos de 

domínio, ou de contorno (na ausência deste índice). Observe que as aproximações 

para a poro pressão são independentes, ou seja, são diferentes no contorno (variáveis 

em { }p  e { }gp ) e no domínio (variáveis em ( ){ }ip  e ( ){ }g
ip ), sem que haja, com isto, 

prejuízo na formulação. Esta escolha independente das aproximações é muito prática, 

pois permite escrever dois sistemas distintos de equações para a poro pressão 

((7.100) e (7.101) ou (7.102) e (7.103)).  

 Chamando de { }X  o vetor com as incógnitas de contorno de poro pressão ou 

fluxo normal, as (7.100)-(7.103) ficam, respectivamente, dadas por: 

 

 { } { } { } { }i,i iA X Y S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.106) 

 

 { } { } { } { }g g g g g g g
i,i iA X Y S M Q M⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.107) 
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 { } { } { } { }1 1 1

i,i iX A Y A S M A Q f
− − −

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.108) 

 

 { } { } { } { }1 1 1g g g g g g g g g
i,i iX A Y A S M A Q f

− − −
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.109) 

 

 ( ){ } { } ( ){ } { } { }i i i,i i ii ip A X Y S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.110) 

 

 ( ){ } { } ( ){ } { } { }g g g g g g g g
i i i,i i ii ip A X Y S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.111) 

 

 ( ){ } { } ( ){ } { } { }' ' ' '
i i i,i i ii , j ip A X Y S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.112) 

 

 ( ){ } { } ( ){ } { } { }g g ' g g ' g ' g g ' g
i i i,i i ii , j ip A X Y S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.113) 

 

sendo A⎡ ⎤⎣ ⎦ , iA⎡ ⎤⎣ ⎦ , '
iA⎡ ⎤⎣ ⎦ , gA⎡ ⎤⎣ ⎦ , g

iA⎡ ⎤⎣ ⎦  e g '
iA⎡ ⎤⎣ ⎦  matrizes de influência de { }X  e 

{ }gX . Sendo { }Y , { }gY , ( ){ }iY , ( ){ }g
iY , ( ){ }'iY  e ( ){ }g '

iY  são os vetores conhecidos 

dependentes das variáveis prescritas de contorno. Observe que, nas (7.110)-(7.113). 

Isolando-se { }X  e { }gX  nas (7.106) e (7.107) e substituindo-se, respectivamente, 

nas (7.110)-(7.113), obtêm-se: 

 

 
( ){ } { } ( ){ } { }

{ }

1 1

i i i i,ii i

1

i i i

p A A Y Y A A S S M

A A Q Q f

− −

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 (7.114) 

 

 
( ){ } { } ( ){ } { }

{ }

1 1g g g g g g g g g g
i i i i,ii i

1g g g g g
i i i

p A A Y Y A A S S M

A A Q Q f

− −

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

 (7.115) 
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( ){ } { } ( ){ } { }

{ }

1 1' ' ' '
i i i i,ii , j i

1' '
i i i

p A A Y Y A A S S M

A A Q Q f

− −

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

(7.116) 

 

 
( ){ } { } ( ){ } { }

{ }

1 1g g ' g g g ' g ' g g g ' g
i i i i,ii i

1g ' g g g ' g
i i i

p A A Y Y A A S S M

A A Q Q f

− −

−

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − + − − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦
⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥⎣ ⎦

(7.117) 

 

 

ou, reescritas de outra maneira: 

 

 ( ){ } { } { } { }i,i iip N S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.118) 

 

 ( ){ } { } { } { }g g g g g g
i,i iip N S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.119) 

 

 ( ){ } { } { } { }' ' '
i,i ii , jp N S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.120) 

 

 ( ){ } { } { } { }g g ' g ' g g ' g
i,i ii , jp N S M Q f⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.121) 

 

 

onde, nas (7.118) e (7.121), definem-se: 

 

 { } { } ( ){ }1

i iN A A Y Y
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.122) 

 

 { } { } ( ){ }1g g g g g
i iN A A Y Y

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.123) 

 

 { } { } ( ){ }1' ' '
i iN A A Y Y

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.124) 
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 { } { } ( ){ }1g ' g ' g g g '
i iN A A Y Y

−
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.125) 

 

 
1

i iS A A S S
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.126) 

 

 
1g g g g g

i iS A A S S
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.127) 

 

 
1' ' '

i iS A A S S
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.128) 

 

 
1g ' g ' g g g '

i iS A A S S
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.129) 

 

 
1

i iQ A A Q Q
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.130) 

 

 
1g g g g g

i iQ A A Q Q
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.131) 

 

 
1' ' '

i iQ A A Q Q
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.132) 

 

 
1g ' g ' g g g '

i iQ A A Q Q
−

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.133) 

 

 

 No próximo item, estas equações serão manipuladas para se obter o 

acoplamentos destas equações com as equações que descrevem a fase sólida. 

 

7.5 – Formulação do MEC para Poroelasticidade 

 

 Resumindo a formulação descrita nos capítulos anteriores pode-se dizer que o 

problema de poroelasticidade para meios parcialmente saturados fica escrita em 

função dos três sistemas de equações do método dos elementos de contorno 
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(Equação em Tensão, Equação das Pressões Líquidas e Equação das Pressões do 

gás): 

 

 [ ]{ } { } { } [ ] [ ]{ } [ ] { }pE N S b b Q i D Q iσ σ σ σ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε = Δ + Δ + + Δπ + + Δσ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (7.134) 

 

 ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }n 1 n 1 i,i n 1 i n 1p N S M Q f+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.135) 

 

 ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }g g g g g g
n 1 n 1 i,i n 1 i n 1p N S M Q f+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.136) 

 

 ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }' ' '
, j n 1 n 1 i,i n 1 i n 1p N S M Q f+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.137) 

 

 ( ){ } ( ){ } ( ){ } ( ){ }g g ' g ' g g ' g
, j n 1 n 1 i,i n 1 i n 1p N S M Q f+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.138) 

 

 O penúltimo termo de (7.134) referente a pressão equivalente Δπ  pode ser 

escrito para o instante ( )n 1+  em função das pressões liquidas e gasosas. Partindo-se 

do principio que ( ) ( )n 1 n+Δπ = π − π  a equação da pressão equivalente pode ser aplicada 

para o instante ( )n 1+ , obtendo-se assim a seguinte definição para a variação de 

pressão Δπ : 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
g g c
n 1 n 1 n 1 n 1 n 1 nS p S p U+ + + + +Δπ = + − − π  (7.139) 

 

 De onde pode-se escrever que: 

 

 { } ( ){ } ( ){ } { }g g
n 1 n 1b M p M p Vε ε ε
+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤− Δπ = + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  (7.140) 

 

onde 
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 ( )n 1M bSε
+= −  (7.141) 

 

 ( )
g g

n 1M bSε
+= −  (7.142) 

 

 ( )
c

nn 1
2V b U
3

ε
+

⎛ ⎞= − − − π⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (7.143) 

 

 E desta forma empregando-se a equação (7.140) na (7.134) tem-se: 

 

 

 

[ ]{ } [ ] [ ] ( ){ }
[ ] [ ] ( ){ } { } { }

[ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }

n 1

g g
n 1

p

E Q i D M p

Q i D M p N S b

Q i D V Q i E

σ ε
+

σ ε σ σ
+

σ ε σ

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + = Δ + Δ −⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (7.144) 

 

 Nas equações (7.135), (7.136), (7.137) e (7.138) os termos ( ){ }i,i n 1M +  e 

( ){ }g
i,i n 1M +  podem, segundo o capítulo precedente serem escritos como: 

 

 ( ){ } { } ( ){ } ( ){ } ( ){ } { }g g ,i
iji,i n 1 n 1 n 1 ,i n 1M M M p M p M p Vε

+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Δε + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (7.145) 

 

 ( ){ } { } ( ){ } ( ){ } ( ){ } { }g g g gg g gg,i g g
iji,i n 1 n 1 n 1 ,i n 1M M M p M p M p Vε

+ + + +⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤= Δε + + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ (7.146) 

 

onde as matrizes M ε⎡ ⎤⎣ ⎦ , gM ε⎡ ⎤⎣ ⎦ , M⎡ ⎤⎣ ⎦ , ggM⎡ ⎤⎣ ⎦ , gM⎡ ⎤⎣ ⎦ , gM⎡ ⎤⎣ ⎦ , ,iM⎡ ⎤⎣ ⎦ , gg,iM⎡ ⎤⎣ ⎦ , 

{ }V  e { }gV  são definidos por matrizes diagonais compostos pelas seguintes 

expressões:  

 

 ( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) [ ]tn 1
n 1 nS

n 1 n 1

S
M 1 k p p b D

t k k
+ε

+φ
+ +

μ
= − + −

Δ
 (7.147) 
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 ( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) [ ]

g g
tn 1g g g

g n 1 ngS
n 1 n 1

S
M 1 k p p b D

t k k
+ε

+φ
+ +

μ
= − + −

Δ
 (7.148) 

 

 ( )

( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

n 1 n n 1

n 1 p p
ij n n 1 ij n 1S

n 1 n 1
c

0 0 n 1

11 k p p S
M

S
btr btrM

t k k k 1 1 2 U
M M 3

+ +

+
+ +φ

+ +

+

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟μ ⎛ ⎞⎜ ⎟ε + φ − ε= −

⎜ ⎟Δ ⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟
− π + φ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.149) 
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( ) ( )

( ) ( )( )( ) ( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

g g g
g n 1 n n 1

g g
n 1 p pgg

ij n n 1 ij n 1gS
n 1 n 1

g
c

0 0 n 1

11 k p p S
M

S
btr btrM

t k k k 1 1 2 U
M M 3

+ +

+
+ +φ

+ +

+

⎛ ⎞+ −⎜ ⎟
⎜ ⎟μ ⎛ ⎞⎜ ⎟ε + φ − ε= −

⎜ ⎟Δ ⎜ ⎟+ ⎜ ⎟⎜ ⎟
− π + φ −⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎝ ⎠

 (7.150) 

 

 ( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

n 1g g
n 1 n n 1S

n 1 n 1

S 1M 1 k p p S
t Mk k
+

+ +φ
+ +

μ
= − + −

Δ
 (7.151) 

 

 ( )

( ) ( )
( ) ( )( )( ) ( )

g g
n 1g g g

g n 1 n n 1gS
n 1 n 1

S 1M 1 k p p S
t Mk k
+

+ +φ
+ +

μ
= − + −

Δ
 (7.152) 

 

 ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

S
,i n 1 ,i n 1,i

,i n 1 i n 1 S
n 1 n 1

k k
M p f k

k k

φ
+ +

+ + φ
+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= + − + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 (7.153) 

 

 ( ) ( )( ) ( )

( )

( )

( )

gS
,i n 1 ,i n 1gg,i g g

g,i n 1 i n 1 gS
n 1 n 1

k k
M p f k

k k

φ
+ +

+ + φ
+ +

⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= + − + +
⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠⎝ ⎠
 (7.154) 
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( )

( ) ( )
( )( )

( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
( ) ( )

( )
( )

( )

( )

( )

p p
ij n n 1 ij n 1

n 1
nS c

n 1 n 1 0 0 n 1

S
,i n 1 ,i n 1

n n i n 1S S
n 1n 1 n 1 n 1

btr btrS
V 1 k p 1 1 2t k k U

M M 3

k k1S f
t kk k k

+ +
+

φ
+ + +

φ
+ +

+ φφ
++ + +

⎛ ⎞ε + φ − ε
⎜ ⎟μ

= − − ⎜ ⎟Δ − π + φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞μ ⎜ ⎟+φ − +
⎜ ⎟Δ
⎝ ⎠

 (7.155) 
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( )( ) ( ) ( )( )
( )

( ) ( )
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p p
g g ij n n 1 ij n 1
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g ngS c
n 1 n 1 0 0 n 1

gSg
,i n 1 ,i n 1g g

n n i n 1gS gS
n 1n 1 n 1 n 1

btr btrS
V 1 k p 1 1 2t k k U

M M 3

k k1S f
t kk k k

+ +
+

φ
+ + +

φ
+ +

+ φφ
++ + +

⎛ ⎞ε + φ − ε
⎜ ⎟μ

= − − ⎜ ⎟Δ − π + φ −⎜ ⎟
⎝ ⎠

⎛ ⎞μ ⎜ ⎟+φ − +
⎜ ⎟Δ
⎝ ⎠

 (7.156) 

 

 Empregando-se as expressões (7.145) e (7.146) nas equações (7.135) – 

(7.138), chega-se a: 

 

 

{ } [ ] ( ){ }
( ){ } ( ){ }

( ){ } { } ( ){ }

ij n 1
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n 1 ,i n 1

n 1 i n 1

S M i S M p
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ε
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⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (7.157) 
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[ ] ( ){ } ( ){ }
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g g g g
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g gg g g gg,i g
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g g g g g
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N S V Q f

ε
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+ +
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (7.158) 
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ij n 1

' g g ' ,i
n 1 ,i n 1

' ' '
n 1 i n 1

S M S M p

S M p i S M p

N S V Q f

ε
+

+ +

+ +

⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (7.159) 
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{ } ( ){ }
( ){ } [ ] ( ){ }

( ){ } { } ( ){ }

g ' g g ' g
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N S V Q f
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⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δε + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ + + =⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦

⎡ ⎤ ⎡ ⎤= − +⎣ ⎦ ⎣ ⎦

 (7.160) 

 

Finalmente, juntando-se as equações (7.144), (7.157), (7.158), (7.159) e (7.160) num 

único sistema de equações, chega-se a: 

 

 

[ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ]

[ ]
[ ]

g

,i g

' ' ' ,i ' g

g g g g g gg

E Q i D M 0 Q i D M 0

S M i S M S M S M 0

S M S M i S M S M 0

S M S M 0 i S M

σ ε σ ε

ε

ε

ε

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡+⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

[ ]

{ }

( ){ }
( ){ }
( ){ }
( ){ }

{ } { } [ ] [ ]{ } [ ] [ ]{ }
( ){ }

n 1

,i n 1

gg gg,i
n 1

g ' g g ' g g ' gg g ' gg,i g
,i n 1

p

n 1

p

p

pS M

S M S M 0 S M i S M p

N S b Q i D V Q i E

N

+

+

+

ε
+

σ σ σ ε σ

+

⎧ Δε ⎫⎡ ⎤
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥
⎪ ⎪⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥ =⎨ ⎬⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎢ ⎥ ⎪ ⎪⎢ ⎥⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ ⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎩ ⎭

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤Δ + Δ − + + + Δε⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎣ ⎦ ⎣ ⎦

−

=

{ } ( ){ }
( ){ } { } ( ){ }
( ){ } { } ( ){ }
( ){ } { } ( ){ }

i n 1

' ' '
n 1 i n 1

g g g g g
n 1 i n 1

g ' g ' g g ' g
n 1 i n 1

S V Q f

N S V Q f

N S V Q f

N S V Q f

+

+ +

+ +

+ +

⎧ ⎫
⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤+⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤− +⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦
⎪ ⎪

⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎪ ⎪
⎪ ⎪⎡ ⎤ ⎡ ⎤− +⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

(7.161) 

 

Empregando-se a hipótese de Richard, que determina que não haja variação da 

pressão gasosa no tempo, e supondo que a pressão gasosa seja nula para todos os 

pontos do domínio, logo seu gradiente será nulo também, desta forma o sistema 

(7.161) se reduz à: 
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 (7.162) 
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 Tanto para o problema com (7.162) ou sem (7.161) a hipótese de Richard, o 

sistema final de equações será do tipo: 

 

 ( ) { } ( ){ }A x x b x=⎡ ⎤⎣ ⎦  (7.163) 

 

 A resolução deste problema foi feita de forma iterativa, cuja tentativa inicial 

para os valores de x  que compões a matriz ( )A x⎡ ⎤⎣ ⎦  e o vetor ( ){ }b x  são os valores 

de x  da iteração anterior: 

 

 ( )( ) ( ){ } ( )( ){ }s s 1 sA x x b x+
⎡ ⎤ =⎣ ⎦  (7.164) 

 

 O processo iterativo é efetuado até que: 

 

 
ref

Max u
u

Δ
< ε  (7.165) 

 

 
ref

Max p
p

Δ
< ε  (7.166) 

 

 
ref

Max S
S

Δ
< ε  (7.167) 

 

onde refu , refp  e refS  são valores de referência para os deslocamento, pressões e 

saturação, e ε  é o valor do máximo erro admissível. 

 A matriz ( )( )sA x⎡ ⎤
⎣ ⎦  e o vetor ( )( ){ }sb x  tem em sua composição termos que 

dependem do grau de saturação no instante ( )n 1S + . Esta segunda não linearidade 

(referente a saturação) será resolvida empregando-se um processo iterativo e o 

modelo constitutivo adotado para representar o comportamento da saturação em 

função da pressão capilar é o modelo de Van Genuchten (GENUCHTEN, 1980). E 
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por fim a não linearidade física da matriz porosa será modelada com um modelo do 

tipo Cam-Clay(COUSSY e FLEUREAU, 2002) dentro de um processo iterativo. 
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Exemplos de Aplicação 
 

 
 

 

 

 Neste capítulo, serão apresentados alguns exemplos de aplicação numérica da 

formulação do MEC apresentada nos capítulos anteriores . No item 8.1, mostrar-se-

ão exemplos de poroelasticidade, onde serão analisadas as influências da constante 

de biot do modelo poro-elástico nas respostas numéricas. No item 8.2, apresentar-se-

ão dois exemplos de poroplasticidade, o segundo deles com uma geometria mais 

complexa do que o primeiro. Será analisado o comportamento das variáveis plásticas 

ao longo do tempo e como elas se distribuem no corpo fixando-se valores do tempo, 

no item 8.3 são apresentados alguns exemplos de meios poro-elásticos enrijecidos 

com emprego do acoplamento MEC/MEF com regularização das variáveis de 

acoplamento, no item 8.4 são apresentados os resultados de dois exemplos simulados 

empregando-se a formulação poro-elasto-plástica para domínios enrijecidos e 

regularização das interfaces de acoplamento, no item 8.5 são apresentados alguns 

resultados da formulação poro-elástica para o caso não saturado. 

 Os resultados foram obtidos a partir de um código computacional 

desenvolvido em linguagem de programação Object Pascal. A formulação do MEC, 

cujos resultados da poroplasticidade foram obtidos, baseia-se nas equações 

algébricas escritas em termos das variáveis independentes de deformação e de poro 

pressão. No algoritmo implementado, foi utilizada a matriz tangente consistente 

algorítmica na linearização das equações dos MEC e o procedimento implícito para a 

atualização das variáveis plásticas do modelo. 
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 É importante lembrar que apesar do programa ter sido criado de forma 

individual, importantes contribuições e dicas foram dadas pelos orientadores do 

presente trabalho o Prof. Dr. Wilson Sérgio Venturini e o Prof. Ahmed Benallal, e 

pelo Dr. Alexandre Botta que desenvolveu em seu programa de Pos-Doutorado um 

estudo relacionado ao tema desta tese. 

 Atualmente o programa funciona com todas as integrais de contorno 

(potencial, eq. Somigliana e Somigliana em tensão), obtidas de forma totalmente 

analítica tanto para os casos singulares como para os não singulares para 

aproximação linear de variáveis de contorno inclusive para as integrais de domínio. 

 Algumas hipóteses básicas foram consideradas no programa. O meio é 

homogêneo e os parâmetros físicos do esqueleto e do fluido são constantes em todo o 

corpo. O carregamento é aplicado durante o primeioro incremento de tempo e 

permanece constante ao longo do tempo, as condições de contorno também são fixas 

e invariáveis no tempo, o contorno do corpo é discretizado em elementos retos e suas 

variáveis (deslocamentos, forças de superfície, poro-pressão e velocidade normal) 

são aproximadas linearmente por elemento, para as integrais de domínio são 

empregadas triangulares de aproximação linear. 

 No programa desenvolvido, os elementos de contorno são contínuos, mas 

existe a possibilidade de definição de nós duplos. As células também são contínuas, 

com exceção daquelas adjacentes ao contorno do corpo, ou ao contorno dos 

enrijecedores, para as quais admite-se descontinuidade para células vizinhas. O 

incremento de tempo tΔ  pode ser constante ou variável, ou constante por trechos da 

análise. 

 A seguir são apresentados alguns exemplos empregando o programa e a 

formulação descritos anteriormente. 

 

 

8.1 – Exemplos de aplicação para meios poroelásticos 
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8.1.1 – Fluido Incompressível 

 

Exemplo 1 - Ensaio simples de adensamento 

 
 Neste primeiro exemplo, analisa-se um caso de configuração geométrica bem 

simples, adotando-se parâmetros físicos unitários. A geometria do problema 

analisado está mostrada na figura 8.1, assim como as condições de contorno 

adotadas. A análise é feita para estado plano de deformação. O módulo de 

elasticidade longitudinal E e o coeficiente de permeabilidade K são unitários e 

constantes no domínio dado, representando um único material poroso. Admitem-se a 

densidade wγ  do fluido igual a um e o coeficiente de Poisson do esqueleto igual a 

zero. Neste exemplo o fluido foi considerado incompressível. 
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Figura 8.1 – (a)Geometria e condições de contorno do exemplo. (b) Discretização do 

domínio em células triangulares. 

 

 Na figura 8.1 (a), observa-se que um carregamento distribuído uniforme de 

compressão, de valor unitário, está aplicado na face superior do aparato. As duas 
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faces verticais têm seus deslocamentos horizontais impedidos, e a face inferior tem 

seus deslocamentos verticais impedidos. A face superior está livre para movimentar-

se verticalmente. As duas faces verticais e a inferior são impermeáveis, ou seja, têm 

fluxo normal à superfície nulo. Assim sendo, para estas superfícies, prescreve-se 

velocidade normal nula. A face superior é uma superfície drenante, ou seja, permite 

fluxo perpendicular a ela. Nesta face, a pressão é prescrita como sendo nula. 

 Para a aplicação da formulação numérica, o meio bidimensional deve ser 

discretizado em células de domínio. Sobre cada célula, os campos de pressões no 

fluido e de deformações e tensões no esqueleto são aproximados linearmente. 

Definem-se nós internos de célula para as variáveis de pressão, deformação e tensão, 

e as aproximações são escritas em função dos valores nodais incógnitos. As 

superfícies de contorno também são discretizadas em elementos retos. Os campos de 

pressões e velocidades normais no fluido e os campos de forças de superfície e 

deslocamentos de contorno são linearmente aproximados por elemento. A 

discretização do domínio em células triangulares está mostrada na figura 8.1 (b). 

 O carregamento de compressão é aplicado instantaneamente em 0t = . Neste 

mesmo instante, cria-se um campo de pressões no fluido em todo o domínio. Em 

função da configuração geométrica e das condições de contorno do aparato do 

exemplo, o campo de pressões gerado pelo carregamento externo é constante e 

unitário em todo o meio, ou seja, 1.0p =  em todos os nós. As deformações no 

esqueleto são iguais a zero em 0t = , pela hipótese do fluido incompressível. 

 À medida que o tempo avança, gradativamente ocorre a dissipação das poro-

pressões e o conseqüente aumento de deformação no esqueleto. Observando-se as 

condições de contorno do exemplo, conclui-se que, à medida que ocorre a dissipação 

das poro-pressões, ocorre também um fluxo ascendente do fluido, com velocidade 

não-nula na superfície drenante. A velocidade do fluxo depende da magnitude da 

relação w/K γ . 

 Na Figura 8.2, apresenta-se a evolução das poro-pressões com o tempo 

através de sua distribuição no domínio para seis diferentes valores de t. 

 Observa-se pela figura 8.2 que, para s001.0t = , as poro-pressões são 

praticamente constantes no domínio e iguais a 1.0 . À medida que o tempo avança, as 
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pressões caem rapidamente junto à face superior da superfície drenante, como se 

pode ver para os tempos s01.0t =  e s05.0t = . Mais adiante, as pressões também 

começam a cair ao longo da profundidade. Para um tempo bem grande, em relação 

aos dados deste exemplo, as pressões tornam-se praticamente nulas em todo o 

domínio ( s25.6t = ). Nesta situação, as poro-pressões já foram dissipadas, as 

partículas do fluido têm velocidade nula e o esqueleto sólido encontra-se com 

deformação máxima, resistindo sozinho ao carregamento externo aplicado. 
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Figura 8.2 – Distribuição ao longo do tempo das poro-pressões. 

 

 Na figura 8.3, são apresentados, em contraposição à dissipação das pressões, 

os diagramas das tensões efetivas verticais ao longo do tempo. As tensões efetivas 

atuam no esqueleto sólido. 

 Em relação à evolução das tensões efetivas verticais, observa-se, da figura 

8.3, um processo inverso do que ocorre com as poro-pressões. Para s001.0t = , as 

tensões são praticamente nulas em quase todo o corpo, ou seja, o esqueleto sólido 
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ainda não recebe carga externa. À medida que evolui o tempo, as tensões efetivas 

aumentam, mais rapidamente no topo do que no meio e na base do domínio. Ao 

final, para s25.6t = , a tensão efetiva vale 0.1−  em todos os pontos, e o esqueleto 

sólido torna-se o único responsável por resistir ao carregamento externo.  
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Figura 8.3. Distribuição ao longo do tempo das tensões efetivas verticais no 

esqueleto. 

 

 Com a mesma geometria da figura 8.1, porém modificando-se as condições 

de contorno, pode-se acelerar no tempo a dissipação das poro-pressões. Supondo que 

a face inferior seja, a exemplo da face superior, constituída também de uma 

superfície drenante, conforme mostra a figura 8.4, chega-se aos diagramas das 

pressões e das tensões efetivas verticais, dados, respectivamente, pelas figuras 8.5 e 

8.6. 
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Figura 8.4 – Condições de contorno do exemplo com duas superfícies drenantes. 
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Figura 8.5 – Distribuição ao longo do tempo das poro-pressões para duas superfícies 

drenantes. 

 Observa-se, pelas figuras 8.5 e 8.6, que as pressões, com a presença das duas 

superfícies drenantes horizontais, dissipam em conjunto tanto de cima para baixo 
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quanto de baixo para cima, ou seja, os fluxos ocorrem nos dois sentidos. A 

dissipação é mais demorada na região central, conforme esperado. Como 

conseqüência, as tensões efetivas do esqueleto sólido se desenvolvem primeiro junto 

às duas extremidades drenantes e por fim junto à região do centro. 
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Figura 8.6 – Distribuição ao longo do tempo das tensões efetivas verticais no 

esqueleto para duas superfícies drenantes. 

 

 Supondo agora, para o mesmo exemplo, que a face superior horizontal e a 

face da direita vertical sejam as superfícies permeáveis, com as outras duas faces 

impermeáveis, conforme mostrado na figura 8.7, a resposta fica assimétrica, de 

acordo com os diagramas das pressões da figura 8.8 e das tensões efetivas da figura 

8.9. 
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Figura 8.7 – Condições de contorno do exemplo com superfícies drenantes horizontal 

e vertical. 

 

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

1.1

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

2

t=0.001s t=0.01s t=0.05s

t=0.25s t=1.25s  
Figura 8.8 – Distribuição ao longo do tempo das poro-pressões com superfícies 

drenantes horizontal e vertical. 
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Figura 8.9 – Distribuição ao longo do tempo das tensões efetivas verticais no 

esqueleto com superfícies drenantes horizontal e vertical. 

 

Exemplo 2 – Viga contínua sobre meio semi-infinito 

 

 Neste exemplo, que se encontra em SCHIFFMAN et al. (An analysis of 

Consolidation Theories, Journal of the Soil Mechanics and Foundation Division, 

ASCE, vol. SM-1, pp. 285-312, 1969), considera-se uma fundação em viga contínua 

apoiada sobre um maciço de solo saturado, conforme mostra o esquema da figura 

8.10. Para simplificar, a análise numérica será feita considerando-se estado plano de 

deformação. Levando-se em conta as simetrias do carregamento e da resposta, 

apenas metade da geometria mostrada na figura 8.10 será discretizada. Como o meio 

poroso é semi-infinito, e a análise numérica deve ser feita para um meio finito, 

adotou-se um domínio a ser discretizado com fronteiras que distam dez vezes a semi-
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largura “a” do carregamento distribuído. Na figura 8.11, são mostrados o domínio 

considerado na análise e duas discretizações de células adotadas para no exemplo, 

uma menos refinada (a) e outra mais refinada (b). 

 
Figura 8.10 – Viga contínua apoiada em meio poroso semi-infinito. 
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(a)                                                                        (b) 

Figura 8.11 – Domínio finito e discretizações em células da análise numérica. 
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 Os resultados em termos das poro-pressões, tensões totais e tensões efetivas 

são apresentados na forma normalizada, junto com os de Schiffman. Os resultados 

mostram a evolução das variáveis ao longo do tempo para o ponto C da figura 8.11. 

O ponto C dista verticalmente ( )2/a  da superfície horizontal do semi-infinito. 

Os resultados normalizados para as poro-pressões, tensões totais e tensões efetivas 

são mostrados na figura 8.12. 
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Figura 8.12. Poro-pressões, tensões totais e tensões efetivas normalizadas. 

 

 O fator de tempo T, do eixo horizontal da figura 8.12, é calculado pela 

relação ( )
( )

1 2
1 2 w

GKT t
ν
ν γ

−
=

−
, onde t representa o tempo real, ν  o coeficiente de 

Poisson do esqueleto, G o seu módulo de elasticidade transversal, K o coeficiente de 

permeabilidade do solo e wγ  o peso específico do fluido. As pressões, tensões totais 

e tensões efetivas normalizadas que estão mostradas no gráfico da figura 8.12 foram 

determinadas, respectivamente, com as expressões: 

( )
( )

( )
( )

( )
( ))()(

)T()T(,
0p2

)T()T(,
0p
Tp

ef
22

ef
11

ef
22

ef
112211

∞σ+∞σ
σ+σσ+σ  

onde p(T) representa a poro-pressão em T, p(0) a poro-pressão em 0t = , )T(iiσ  as 

componentes normais da tensão total em T e )T(ef
iiσ  e )(ef

ii ∞σ  as componentes 

normais da tensão efetiva em T e ∞=T , respectivamente. 
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 Os diagramas da figura 8.13 mostram a distribuição das poro-pressões com T. 

Observa-se que, no início, as pressões são maiores sob a carga externa. À medida que 

o tempo avança, as pressões no fluido diminuem sob a carga e aumentam nas 

profundidades maiores. Ao final )s100T( =  as pressões se anulam em todo o 

domínio 
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Figura 8.13 – Diagramas das poro-pressões com T. 

 

 Os diagramas das tensões efetivas verticais ( )ef
22σ  são mostrados na figura 

8.14. Neste caso, observa-se o contrário da figura 8.13. Inicialmente, as tensões 

efetivas verticais são próximas de zero, mesmo sob a carga atuante. Com a evolução 

de T, a dissipação das pressões no fluido acarreta a transferência de carga para o 

esqueleto sólido. Ao final, o esqueleto resiste unicamente às cargas aplicadas. 
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Figura 8.14 – Diagramas das tensões efetivas verticais com T. 

 

8.1.2 – Fluido Compressível 

Exemplo 1 – Influência da compressibilidade do fluido (permeabilidade (k) 

Constante) 

 

 Com os exemplos que serão apresentados, pretende-se mostrar algumas 

aplicações da formulação do MEC para o modelo poro-elástico, num caso de 

geometria simples, facilitando a interpretação dos resultados. Na Figura 8.15, tem-se 

o domínio bidimensional retangular, com altura H 4=  e largura B 1= . Na superfície 

horizontal de topo, um carregamento de compressão uniformemente distribuído p , 

de valor unitário, é instantaneamente aplicado no tempo t 0= . Os deslocamentos 

horizontais ao longo das duas paredes verticais são impedidos, assim como os 

deslocamentos verticais ao longo de toda a base horizontal. Em todos os lados do 

domínio, o fluxo normal de fluido é impedido, com exceção da face horizontal 

superior, onde é permitido fluxo vertical mantendo-se a poro pressão nula. Assim, 

pode-se dizer que a superfície onde está aplicado o carregamento é uma superfície 

drenante, enquanto as demais são não-drenantes. 
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Figura 8.15 – Geometria, carregamento e condições de contorno. 

 

 
Figura 8.16 – Discretização adotada para os elementos de contorno e células. 

 Na presente análise, adotou-se como sendo unitários os módulos de 

elasticidade longitudinal E  e o coeficiente de permeabilidade k . A análise foi feita 

admitindo-se estado plano de deformação e coeficiente de Poisson nulo. Foram 
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utilizados três valores distintos para o módulo de Biot M  (1, 10 e 100). Com isso, é 

possível medir a influência da compressibilidade do fluido na resposta global. A 

discretização do corpo está mostrada na Figura 8.16. Foram utilizados 40 elementos 

de contorno e 256 células triangulares. Os quatro nós de contorno de extremidade 

foram considerados nós duplos. Os nós de domínio são contínuos nos cruzamentos 

internos e descontínuos junto ao contorno. 

 Nos gráficos subseqüentes, mostrar-se-á a evolução das variáveis do 

problema poro-elástico em função do tempo para o exemplo dado. Para facilitar a 

interpretação dos resultados, o tempo será colocado em escala logarítmica em todos 

os gráficos. 

 No gráfico da Figura 8.17, apresentam-se as componentes verticais de 

deformação da parte sólida do meio, para os pontos A e B (Figura 8.16), ao longo do 

tempo, para os três valores de M . Observa-se que, quanto maior é o valor de M , 

menor é a deformação de compressão no início da análise. Também se pode concluir 

que a deformação vertical é praticamente uniforme ao longo do corpo logo nos 

instantes iniciais, para um mesmo valor de M . À medida que o tempo evolui, as 

deformações de compressão começam a aumentar mais rapidamente próximo ao topo 

(ponto B). Depois, começam a aumentar também na região central (ponto A), de 

acordo com o esperado. 
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Figura 8.17 – Deformação vertical nos pontos A e B ao longo do tempo. 
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Figura 8.18 – Poro pressão nos pontos A e B ao longo do tempo. 

 

 Na Figura 8.18, apresentam-se as poro pressões nos pontos A e B ao longo do 

tempo t . De certa forma, os resultados são complementares aos apresentados para as 

deformações verticais. Quanto maiores os valores de M , maiores as poro pressões 

bem no início do tempo. Por exemplo, para M 100= , a poro pressão é praticamente 

igual a um em todo o corpo. Isto significa que a carga aplicada é praticamente toda 

ela resistida pelo fluido que, neste caso, tem baixa compressibilidade. No caso de 

M 1= , o fluido é bastante compressível. Logo, cerca de metade da carga aplicada é 

inicialmente resistida por ele. Ao longo do tempo, a poro pressão cai mais 

rapidamente no ponto B do que no ponto A, pois a única superfície drenante se 

encontra mais próxima de B. O fluxo de fluido, neste caso, é ascendente. 

 Na Figura 8.19, têm-se os gráficos com a variável ζ  da variação de volume 

do fluido em função do tempo, para os pontos A e B e para os três valores de M . 

Observa-se que, logo no início, a variação de volume do fluido é praticamente nula e 

uniforme no corpo, independente do valor de M . O volume de fluido começa a 

diminuir mais rápido no ponto B ao longo do tempo. Ao final do processo, para 

t 100= , ζ  tende a -1.0 em todas as situações. O valor de ζ , neste caso, é 

praticamente igual ao da deformação vertical (também igual a -1.0 no final da 

análise, conforme a Figura 8.17). 
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Figura 8.19 – Variação de volume do fluido ζ  nos pontos A e B ao longo do tempo. 

 Na Figura 8.20, o deslocamento vertical do ponto C da Figura 8.16 é 

mostrado ao longo do tempo para os três valores de M . Nota-se que, para todos os 

valores de M , o deslocamento no final da análise é igual a 4.0− , que é valor da 

deformação vertical multiplicado pela altura H 4= . Em função da compressibilidade 

do fluido, o deslocamento inicial é diferente, tendendo a ser menor para M  maior. 

Ao longo do tempo, eles crescem de seus valores iniciais até o valor comum final de 

4.0− . 

-4.0

-3.5

-3.0

-2.5

-2.0

-1.5

-1.0

-0.5

0.0
0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100

tempo t

de
slo

ca
m

en
to

 v
er

tic
al

M=1 M=10 M=100

Figura 8.20 – Deslocamento vertical do ponto C ao longo do tempo. 
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 Outros resultados interessantes de serem vistos são aqueles que dizem 

respeito à distribuição de uma dada variável no corpo, para alguns valores de tempo 

dados. Por exemplo, nas Figuras 8.21, 8.22 e 8.23, têm-se as distribuições das 

deformações verticais no corpo para vários instantes de tempo t , respectivamente 

para M 1= , M 10=  e M 100= . Pode-se notar que existe uma grande diferença na 

magnitude das deformações iniciais ( t 0.0001= ) em todo o corpo, em função do 

parâmetro M . Nas três figuras, também se observa que ocorre um aumento das 

deformações em todo o corpo com o tempo, mostrando que a dissipação das poro 

pressões é acompanhada pela transferência de carga para o esqueleto. Outro 

fenômeno que também pode ser observado nas três figuras é o aumento mais rápido 

que ocorre nas deformações junto à face carregada. Ao final da análise ( t 100= ), a 

deformação vertical fica praticamente uniforme no corpo, em torno do valor unitário 

(só não fica totalmente uniforme em função da bidimensionalidade do problema). 
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Figura 8.21 – Deformações verticais para vários valores de tempo. M 1= . 
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Figura 8.22 – Deformações verticais para vários valores de tempo. M 10= . 
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Figura 8.23 – Deformações verticais para vários valores de tempo. M 100= . 

 

 Nas Figuras 8.24, 8.25 e 8.26, são mostradas, respectivamente, para M 1= , 

M 10=  e M 100= , as distribuições de ζ  para vários valores de tempo. Neste caso, 

não se observa grandes diferenças variando-se M  (observar a Figura 8.19). 

Entretanto, nota-se claramente pelas três figuras que há uma diminuição do volume 

de fluido com o tempo (ζ  unitário negativo no final). 
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Figura 8.24 – Variável ζ  para vários valores de tempo. M 1= . 
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Figura 8.25 – Variável ζ  para vários valores de tempo. M 10= . 
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Figura 8.26 – Variável ζ  para vários valores de tempo. M 100= . 

 

Exemplo 2 – Influência da permeabilidade 

 

 Como próximo exemplo, será examinada a influência do coeficiente de 

permeabilidade do meio na resposta do problema poro-elástico. A mesma geometria, 

com os mesmos carregamento e condições de contorno da Figura 8.15, mais a 

discretização da Figura 8.16 foram considerados. O módulo de elasticidade utilizado 

foi E 1= , o coeficiente de Poisson zero e em todos os resultados adotou-se M 10= . 

Cinco valores distintos para o coeficiente de permeabilidade k  foram considerados: 

0.6, 0.8, 1.0, 1.2 e 1.4. 

 Nas Figuras 8.27 e 8.28, são apresentadas, respectivamente, as curvas de poro 

pressão nos pontos A e B da Figura 8.16, ao longo do tempo, para os cinco valores 

adotados de k . Conforme se pode constatar, quanto maior a permeabilidade, mais 

rápida ocorre a dissipação das poro pressões. Além disso, no ponto B (Figura 8.28), a 

dissipação ocorre mais cedo do que no ponto A (Figura 8.27), de acordo com o 

esperado. 

 As curvas com as deformações verticais, em função da permeabilidade k , são 

apresentadas para o ponto A, na Figura 8.29, e para o ponto B, na Figura 8.30. As 

mesmas conclusões relativas às curvas de poro pressão valem no presente caso.   
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Figura 8.27 – Poro pressão no ponto A em função da permeabilidade. 
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Figura 8.28 – Poro pressão no ponto B em função da permeabilidade. 
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Figura 8.29 – Deformação vertical no ponto A em função da permeabilidade. 
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Figura 8.30 – Deformação vertical no ponto B em função da permeabilidade. 

 

 As curvas de ζ  com a permeabilidade estão apresentadas nas Figuras 8.31 

para o ponto A e 8.32 para o ponto B.  
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Figura 8.31 – Variação de volume do fluido no ponto A em função da 

permeabilidade. 
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Figura 8.32 – Variação de volume do fluido no ponto B em função da 

permeabilidade. 

 

8.2. Exemplos de aplicação para meios poro-elasto-plásticos 
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 Nos exemplos deste item, serão mostrados resultados obtidos a partir da 

formulação do MEC com o modelo poro-elasto-plástico. A formulação 

implementada, a partir da qual foram obtidos os resultados deste item, se baseia nas 

equações do MEC escritas em função das deformações e das poro pressões (Δε , pΔ ), 

conforme salientado no capítulo 4. Na formulação, utilizou-se o procedimento com 

matriz tangente consistente, o que permitiu uma substancial redução do número de 

iterações por incremento de tempo. 

 

8.2.1 – Influência da Compressibilidade 

 

 Inicialmente, será considerado o mesmo problema definido nas Figuras 8.15 e 

8.16. São adotados o módulo de elasticidade E 1= , o coeficiente de Poisson 0υ = , o 

coeficiente de permeabilidade do meio k 1=  e mais os seguintes parâmetros das 

funções do critério de Drucker-Prager: 0.3μ = , * 1.0μ = , 0.3β = , * 1.0β = , h 0.05=  

e o limite poro-elástico da função de plastificação igual a 0.075 . Este valor constante 

deve ser subtraído da função de plastificação f  e representa o tamanho inicial da 

superfície de plastificação. 
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Figura 8.33 – Poro pressão nos pontos A e B ao longo do tempo. 
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 Foram adotados, no exemplo, três valores do parâmetro M : 1, 10 e 100. A 

análise foi feita para estado plano de deformação. Na Figura 8.33, são mostradas as 

curvas com as poro pressões nos pontos A e B da Figura 8.16. Observa-se 

exatamente o comportamento esperado, com dissipação mais rápida no ponto B 

próximo à superfície drenante do que no ponto A do interior. Também é possível ver 

o efeito do parâmetro M  na distribuição inicial das poro pressões. 

 Na Figura 8.34, têm-se as deformações verticais totais (elástica + plástica) 

nos mesmos casos que os anteriores. Seus valores tendem, no final da análise, a um 

valor constante, em torno de -1.076. Na Figura 8.35, têm-se as deformações verticais 

plásticas para os pontos A e B. Os valores finais para estas deformações, em t 100= , 

são em torno de -0.075, em todos os casos. As diferenças entre os valores 

correspondentes das curvas dos gráficos 8.34 e 8.35 fornecem as deformações 

elásticas, as quais, no instante final, são iguais a -1.0, em resposta ao carregamento 

unitário aplicado. É mostrado que na Figura 8.35 que, logo no início, para M 1= , a 

deformação plástica já é diferente de zero. Isto significa que, no instante de aplicação 

da carga, o esqueleto sólido absorve uma parcela do carregamento que já é capaz de 

provocar de imediato uma plastificação. Quanto maior o módulo de Biot ( M 10=  e 

M 100= ) este fenômeno já não ocorre. 

 Nas Figuras 8.36 e 8.37, são apresentadas as curvas da variação de volume do 

fluido total ζ  e plástica pζ , respectivamente, ao longo do tempo, para as situações 

em estudo. Os valores de ζ  tendem a -1.075 em t 100= , para qualquer M . As 

parcelas plásticas pζ  da variação de volume, representadas na 8.37, também tendem 

com o tempo a um valor constante, próximo de 0.26. A diferença entre ζ  e pζ  é a 

variação de volume elástica eζ . 
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Figura 8.34 – Deformação vertical total nos pontos A e B ao longo do tempo. 
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Figura 8.35 – Deformação vertical plástica nos pontos A e B ao longo do tempo. 
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Figura 8.36 – Variação de volume total ζ  nos pontos A e B ao longo do tempo. 
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Figura 8.37 – Variação de volume plástica pζ  nos pontos A e B ao longo do tempo. 

 

 Na Figura 8.38, estão representadas as tensões totais (soma das tensões 

efetivas no esqueleto com a poro pressão). Os valores da tensão total permanecem 

sempre próximos de 1.0σ = − . A variação observada em torno deste valor ocorre em 

função da resposta bidimensional do problema. A variação das tensões, conforme 

esperado, é maior no ponto B, que se encontra próximo à superfície de aplicação da 
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carga unitária. No final da análise, a tendência é de uniformização das tensões em 

torno do valor unitário. Neste caso, elas se confundem com as tensões efetivas, já que 

neste ponto há ausência de poro pressões. 
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Figura 8.38 – Tensões totais nos pontos A e B ao longo do tempo. 

 

 As tensões efetivas encontram-se na Figura 8.39. Elas são proporcionais às 

deformações elásticas do esqueleto. 
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Figura 8.39 – Tensões efetivas nos pontos A e B ao longo do tempo. 
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 Na Figura 8.40, estão apresentadas as curvas dos deslocamentos verticais do 

ponto C. Aqui é possível perceber que os deslocamentos finais são maiores, quando 

comparados com os da Figura 8.20, do modelo poro-elástico. A diferença se deve ao 

efeito plástico.  
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Figura 8.40 – Deslocamento vertical do ponto C ao longo do tempo. 

 

 Para finalizar, nas Figuras 8.41, 8.42 e 8.43, são apresentadas as deformações 

verticais totais em todo o corpo, respectivamente, para M 1= , M 10=  e M 100= , 

para quatro valores diferentes do tempo t . Nas Figuras 8.44, 8.45 e 8.46, estão 

representadas as deformações verticais plásticas, para os mesmos valores de M  e de 

t . 

 É possível notar, nas Figuras 8.41-8.46, como as parcelas total e plástica da 

deformação vertical evoluem no tempo, mostrando como elas se distribuem em todo 

o corpo, além da influência de M  nestes mapeamentos. 
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Figura 8.41 – Deformações verticais totais no corpo. M 1= . 
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Figura 8.42 – Deformações verticais totais no corpo. M 10= . 
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Figura 8.43 – Deformações verticais totais no corpo. M 100= . 

 

-0.10

-0.09

-0.08

-0.07

-0.06

-0.05

-0.04

-0.03

-0.02

-0.01

0.00

t=0.0001 t=0.01 t=1 t=100  
Figura 8.44 – Deformações verticais plásticas no corpo. M 1= . 
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Figura 8.45 – Deformações verticais plásticas no corpo. M 10= . 
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Figura 8.46 – Deformações verticais plásticas no corpo. M 100= . 

 

 No próximo exemplo, considera-se um problema com geometria um pouco 

mais complexa, mostrada na Figura 8.47. O corpo, em forma de L, está submetido a 
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uma carga unitária de compressão uniformemente distribuída. A carga é aplicada de 

forma instantânea em t 0= , na face horizontal superior do corpo. Todas as paredes 

verticais impedem deslocamentos horizontais. Os deslocamentos verticais são 

impedidos na base horizontal e na base logo acima desta de comprimento 2a . Os 

deslocamentos verticais do topo onde a carga está aplicada são livres. O fluxo de 

fluido está impedido em todo o contorno, exceto na superfície drenante mostrada na 

Figura 8.47, de comprimento a 1= , na qual a poro pressão é prescrita zero. 

 A discretização do corpo para o exemplo está mostrada na Figura 8.48. 

Foram utilizados 56 elementos retos de contorno e 384 células triangulares. As 

constantes físicas do material, adotadas para o exemplo, foram: módulo de 

elasticidade 0.1E = , coeficiente de Poisson 0ν =  e módulo de Biot M 25.0= . Os 

parâmetros das funções do critério de Drucker-Prager utilizados foram: 0.3μ = , 
* 1.0μ = , 0.3β = , * 1.0β = , h 0.05=  e o limite poro-elástico da função de 

plastificação igual a 0.15 . Todas as análises foram feitas admitindo-se estado plano 

de deformação. 

 

 
Figura 8.47 – Geometria, carregamento e condições de contorno. 
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Figura 8.48 – Discretização adotada. 

 

 Na Figura 8.49, são apresentadas, ao longo do tempo, as deformações totais 

do esqueleto nos pontos A e B, mostrados na Figura 8.48. Na legenda da Figura 8.49, 

o índice “11” indica deformação na direção horizontal, enquanto “22” indica na 

direção vertical. Na Figura 8.50, estão representadas as deformações plásticas dos 

mesmos pontos ao longo do tempo. 
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Figura 8.49 – Deformações totais nos pontos A e B ao longo do tempo. 

 



CAPÍTULO 8 – EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

249

-0.2

-0.1

0.0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1 1 10 100

tempo t

de
fo

rm
aç

ão
 p

lá
st

ic
a

defp11 (Ponto A) defp22 (Ponto A) defp11 (Ponto B) defp22 (Ponto B)

Figura 8.50 – Deformações plásticas nos pontos A e B ao longo do tempo. 

 

 As poro pressões com o tempo, nos pontos A e B, são mostradas na Figura 

8.51. Observe pelas curvas apresentadas que a maior taxa de dissipação das pressões 

não ocorre no início da análise. A dissipação mais imediata deve ocorrer na região 

junto à superfície drenante. 
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Figura 8.51 – Poro pressões nos pontos A e B ao longo do tempo. 
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 Na Figura 8.52, estão representadas as curvas das variáveis ζ  e pζ , nos 

pontos A e B, identificadas na legenda, respectivamente, por “var tot” e “var plast”.  
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Figura 8.52 – Variáveis ζ  e pζ  nos pontos A e B ao longo do tempo. 

 

 Os mapeamentos das variáveis do problema poro-elasto-plástico, em todo o 

corpo, para quatro diferentes valores do tempo t , 0.00001, 0.001, 0.1 e 10, são 

mostrados nas Figuras 8.53-8.54.  
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Figura 8.53 – Poro pressões no corpo em diferentes tempos. 
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Figura 8.54 – Deformações totais horizontais no corpo em diferentes tempos. 
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Figura 8.55 – Deformações totais verticais no corpo em diferentes tempos. 
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Figura 8.56 – Deformações plásticas horizontais no corpo em diferentes tempos. 
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Figura 8.57 – Deformações plásticas verticais no corpo em diferentes tempos. 
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Figura 8.58 – Variável ζ  no corpo em diferentes tempos. 
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Figura 8.59 – Variável pζ  no corpo em diferentes tempos. 

 

8.3 – Exemplos de aplicação para meios poroelásticos enrijecidos 

 

 Neste exemplo analisa-se um problema de inclusão para demonstrar as 

qualidades da formulação descrita anteriormente (meio poroelástico enrijecido): 

estaca com carga concentrada no topo. 

 A Figura 8.60 define o domínio bidimensional adotado, dimensões, 

características geométricas, vinculações empregadas e carregamentos aplicados. Para 

três situações distintas de carregamento aplicados na cabeça da estaca são 

apresentados resultados. O primeiro trata-se de uma carga concentrada vertical de 

Fv=-1MN, o segundo trata-se de uma carga horizontal de FH=-1MN o terceiro um 

momento aplicado de M=-1MNm. A Discretização do contorno e da interface 

utilizada para a obtenção dos resultados apresentados está apresentada também na 

Figura 8.60. Diversas outras discretizações foram testadas para verificar a 

convergência da solução. Foram empregadas 800 células com nós descontínuos no 

contorno e na interface de acoplamento com o enrijecedor, totalizando 643 nós para a 
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malha de domínio. O contorno foi discretizado com 80 elementos e 85 nós. Foram 

empregados 10 elementos finitos totalizando 11 nós para a aproximação do campo de 

forças e 31 para o campo de deslocamentos.  

 

40
 m
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10 m

20

   
                                                                                                                 400 células 

Figura 8.60 – Discretizações do contorno, domínio, enrijecedores e cargas aplicadas 

e condições de contorno. 

 

 As condições de contorno prescritas foram: deslocamentos horizontais nulos 

nas faces verticais do domínio, deslocamentos verticais nulos na face inferior do 

domínio e carregamentos concentrados aplicados no topo da estaca conforme 

descrito anteriormente. O fluxo foi prescrito nulo nas faces laterais e inferior e a 

pressão nula foi prescrita na face superior. 

 Os parâmetros elásticos escolhidos para esta análise numérica foram: 

Módulos de elasticidade do solo sE 2100MPa=  e da estaca pE 21000MPa= , 

coeficiente de Poisson do solo s 0.2ν =  e da estaca p 0.2ν = . Portanto, a relação 

p sE E 10= , k 1.0= , 6M 1.0 10= ×  (Módulo de Biot) e b 1.0=  (Constante de Biot 

para tensões efetívas). 

 Os resultados são apresentados nas figuras a seguir mostrando a progressão 

das pressões bem como das tensões ao longo do tempo. 
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Figura 8.61 – Resultados encontrados para a carga vertical 
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Figura 8.62 – Resultados encontrados para a carga horizontal 
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Figura 8.63 – Resultados encontrados para o momento fletor aplicado. 
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8.4 – Exemplos de aplicação para meios poro-elasto-plásticos enrijecidos 

 

Exemplo 1 – Quadrado com enrijecedor T 

 

O primeiro exemplo escolhido para ilustrar o acoplamento MEC/MEF aplicado ao 

meio poroso não linear é composto por um meio poroplástico quadrado contendo um 

enrijecedor como está representado na figura 8.64, onde são definidas além da 

geometria do domínio a geometria do enrijecedor e as condições de contorno 

aplicadas ao problema. O comprimento do quadrado é de 4 metros, enquanto que o 

enrijecedor por duas barras de 2 metros cada como na ilustração. Admite-se que o 

enrijecedor tenha comportamento elástico com secção constante cujas constantes EI  

e EA  são tomadas a partir de uma barra de espessura 0,5m. A relação entre ó 

módulo de young da barra e do meio é de 100 enquanto que o coeficiente de poisson 

adotado para o domínio poroso é de 0.2ν =  e 0.0ν =  para o enrijecedor. O 

comportamento do meio poroso fica definido por k 1.0= , 6M 1.0 10= ×  (Módulo de 

Biot) e b 1.0=  (Constante de Biot para tensões efetívas). A superfície plástica e o 

potencial plástico são definidos adotando-se os seguintes valores: 1.0μ = , * 0.3μ = , 

1.0β = , * 0.3β = , h 0.0=  e y p / 25σ =  onde p é a carga vertical aplicada na 

superfície livre a direita. A discretização adotada neste exemplo é apresentada nas 

figuras 8.64(a) e 8.64(b) que consiste em 64 elementos lineares de contorno 8 

elementos finitos de ordem cúbica e 545 células triangulares.  

 
Figura 8.64. Domínio Reforçado: a) geometria e condições de contorno; b) Células 

Internas; c) Discretização do contorno e do enrijecedor. 
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 A carga distribuida P é aplicada instantaneamente, e as variáveis internas são 

computadas ao longo do tempo, onde surgem as tensões plásticas e as variações 

plásticas. Como trata-se de um acoplamento de elementos estruturais que possuem 

uma diferença de rigidez alta, surgem ao longo do contato altas concentrações de 

tensões e consequentemente observa-se o surgimento de regiões plásticas ao longo 

destas interfaces. A figura 8.65 apresenta as zonas plásticas surgindo junto a 

interface. O parâmetro α , multiplicador plástico acumulado, foi escolhido para 

identificas a evolução das zonas plásticas.  

 

T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.65 – Evolução de α (multiplicador plástico acumulado)  

 

 A figura 8.66 apresenta a dissipação das pressões atuantes ao longo do tempo. 

 

T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.66 – Dissipação das Pressões P  

 

 Novamente pode-se observar o efeito do enrigecedor no comportamento da 

estrutura são apresentadas as variações volumétricas e do resíduo plástico da mesma 

nas figuras 8.67 e 8.68. 
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T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.67 – Evolução de ζ  (variação volumétrica) 

 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.68 – Evolução de Pζ  (variação volumétrica plástica) 

 

 Nas figuras 8.69, 8.70 e 8.71 é apresentada a evolução dos componentes 

tensor de tensões. 

 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.69 – Evolução das Tensões xσ  

 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.70 – Evolução das Tensões xyσ  
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T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.71 – Evolução das Tensões yσ   

 

 E em 8.72, 8.73 e 8.74 a evolução ao longo do tempo dos respectivos 

resíduos plásticos do tensor de tensões. 

 

T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.72 – Evolução das Tensões P
xσ   

 

T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.73 – Evolução das Tensões P
xyσ   

 

T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.74 – Evolução das Tensões P
yσ   
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Figura 8.75 – Pontos A e B 

 

 Nas figuras 8.76 e 8.77 é apresentada a dissipação das pressões bem como a 

evolução do multiplicador plástico juntamente com o comportamento da tensão xσ  e 

com a evolução da respectiva tensão plástica P
xσ  dos pontos A (figura 8.76) e B 

(figura 8.77) sendo tais resultados apresentados na forma normalizada (para tornar 

nos velores predominantemente positivos e variando de -1 a 1, dividiu-se os valores 

obtidos pelos valores máximos das curvas com o objetivo de plotar num mesmo 

gráfico facilitando comparações). 

 

 
Figura 8.76 – Resultados normalizados P 0.9828 , -0.0488α , x -0.3224σ , 

P
x 0.3242σ  para o ponto A da apresentado na figura 8.75. 

 



CAPÍTULO 8 – EXEMPLOS DE APLICAÇÃO  
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

264 

 
Figura 8.77 – Resultados normalizados P 1.0015 , -1.0000α , x -1.0691σ , 

P
x 1.0000σ  para o ponto B da apresentado na figura 8.75. 

 

Exemplo 2 – Quadrado com enrijecedor oblíquo 

 

 Este exemplo ilustra a influencia do enrigecedor no comportamento do meio 

poro-elasto-plástico enrijecido, sendo este enrijecimento aplicado através do 

acoplamento MEC/MEF. O domínio poro-elasto-plástico tem geometria quadrada 

como está ilustrado na figura 8.78 e o enrijecedor de comportamento elástico 

também é apresentado na figura 8.78 onde também estão definidas as condições de 

contorno aplicadas ao problema. O comprimento do quadrado é de 4 metros, 

enquanto que o enrijecedor por uma barra de ( )22 3.5 metros posicionada na 

diagonal principal do domínio poro-elasto-plástico como na ilustração. Assume-se 

que o enrijecedor tenha comportamento elástico com secção constante cujas 

constantes EI  e EA  são tomadas a partir de uma barra de espessura 0,5m. A relação 

entre ó módulo de young da barra e do meio é de 100 enquanto que o coeficiente de 

poisson adotado para o domínio poroso é de 0.2ν =  e 0.0ν =  para o enrijecedor. O 

comportamento do meio poroso fica definido por k 1.0= , 6M 1.0 10= ×  (Módulo de 

Biot) e b 1.0=  (Constante de Biot para tensões efetívas). A superfície plástica e o 

potencial plástico são definidos adotando-se os seguintes valores: 1.0μ = , * 0.3μ = , 

1.0β = , * 0.3β = , h 0.0=  e y p / 25σ =  onde p é a carga horizontal aplicada nas 
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faces superior(para a esquerda) e inferior (para a direita). A discretização adotada 

neste exemplo é apresentada nas figuras 8.78 (b) e 8.78 (c) que consiste em 64 

elementos lineares de contorno 10 elementos finitos de ordem cúbica e 545 células 

triangulares.  

 
Figura 8.78 – Domínio Reforçado: a) geometria e condições de contorno; b) Células 

Internas; c) Discretização do contorno e do enrijecedor. 

 

 Pode-se observar na figura 8.79 (que apresenta a evolução das zonas plásticas 

ao longo do tempo) a atuação do enrigecedor concentrando as plastificações em sua 

extremidades e aliviando a diagonal principal da plastificação que ocorreria no 

modelo não enrijecido. É certo que os níveis de plastificação que ocorreram nas 

extremidades do enrigecedor são superiores ao observados no problema não 

enrijecido, mas aliviando o restante do domínio. 

Não Enrijecido 

 
Enrijecido 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura8.79 – Evolução das zonas plásticas no caso enrijecido e não 

enrijecido. 
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 Na figura 8.80 são apresentados a dissipação das poro pressões para os dois 

modelos: enrijecido e não enrijecido. 

 

Não Enrijecido 

 
Enrijecido 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura8.80 – Evolução da pressão P tanto para o caso enrijecido como 

para o não enrijecido. 

 

 

 A seguir na figura 8.81 são apresentadas respectivamente os níveis de 

plastificação para o modelo enrijecido e para o modelo não enrijecido. 

 

Não Enrijecido 

 
Enrijecido 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.81 – Evolução de α  tanto para o caso enrijecido como para o 

não enrijecido. 
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 Na figura 8.82 apresenta-se a evolução das deformações horizontais para os 

dois modelos e na figura 8.83 as deformações plásticas horizontais. 

 

Não Enrijecido 

 
Enrijecido 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.82 – Evolução de xε  tanto para o caso enrijecido como para o 

não enrijecido. 

 

Não Enrijecido 

 
Enrijecido 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.83 – Evolução de P
xε  tanto para o caso enrijecido como para o 

não enrijecido. 

 

 Com um comportamento semelhante ao apresentado para as deformações, a 

variação volumétrica e seu resíduo plástico são apresentados respectivamente nas 

figuras 8.84 e 8.85. 
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Não Enrijecido 

Enrijecido 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.84 – Evolução de ζ  tanto para o caso enrijecido como para o 

não enrijecido. 

 

 

Não Enrijecido 

 
Enrijecido 

 
T=0.0001    T=0.0010     T=0.0100    T=0.1000    T=1.0000  T=10.0000 

Figura 8.85 – Evolução de Pζ  tanto para o caso enrijecido como para o 

não enrijecido. 

 

 

 Na figura 8.86 pode-se observar o comportamento ao longo do tempo do 

ponto A de coordenadas x=2,75 e y = 0.75 (ver figura 8.78(c)) da dissipação da 

pressão tanto para o modelo sem enrijecimento quanto para o modelo com 

enrijecimento, estes resultados são contrastados com a evolução plástica para o 

mesmo ponto plotado sobre o mesmo gráfico. Pode-se observar por esse gráfico que 

a evolução plástica para o modelo enrijecido é quase que desprezível se comparada 
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com a evolução plástica para o modelo não enrijecido. Na mesma figura mas na parte 

b pode-se observar o mesmo comportamento agora para a variação volumétrica. 

 

 

Figura 8.86 – Evolução de P, α , ζ  e Pζ  do ponto A tanto para o caso enrijecido 

como para o não enrijecido. 

 

 E finalmente nas figuras 8.87 (a), (b) e (c) é apresentada a evolução do tensor 

de deformações totais e plásticas para ambos os casos (enrijecido e não enrijecido), 

dando assim uma visão mais completa da influência do enrijecedor para este ponto e 

também demonstrando o funcionamento do modelo constitutivo para um meio poro-

elasto-plástico saturado. 

 

 
(a)                                          (b)                                           (c) 

Figura 8.87 – Evolução de xε , P
xε , xyε , P

xyε , yε  e P
yε  do ponto A tanto para o caso 

enrijecido como para o não enrijecido. 

 

 

8.5 – Exemplos de aplicação para meios poro-elásticos não saturados 

 
 Os resultados de dois exemplos são apresentados neste item, os dois tratam de 

problemas porosos onde a matriz é suposta estar sempre em regime elástico e o nível 
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de saturação seguindo o modelo não linear de Van Genuchten. No primeiro modelo a 

permeabilidade intrínseca é considerada constante ao longo do tempo e homogêne no 

espaço, no segundo exemplo a permeabilidade intrínseca também é considerada 

constante ao longo do tempo mas não homogênea no espaço. Lembrando-se que para 

os dois casos a permeabilidade total não é constante e nem homogênea pois ela 

resulta da ponderação da permeabilidade intrínseca pela permeabilidade relativa que 

é variável ao longo do espaço e do tempo. 

 

Exemplo 1 

 

 

 A Dircretização empregada nos exemplos 1 e 2 do item 8.5 pode ser vista a 

seguir: 

 
Figura 8.88 – Descretização empregado nos dois exemplos do item 8.5 

 

É importante observar a necessidade de se adotar uma boa aproximação para o 

contorno, e que não é necessário que a aproximação do contorno e do domínio se 

assemelhem pois as grandezas que estão sendo aproximadas no domínio e no 

contorno são diferentes.A dimensão horizontal da amostra é de 20 metros e a vertical 

de 10 metros, as condições de contorno são descritas na figura 8.89 



CAPÍTULO 8 – EXEMPLOS DE APLICAÇÃO 
 

Formulação do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforçados. Wilson Wesley Wutzow 
 

271

 
Figura 8.89 – Descretização empregado nos dois exemplos do item 8.5 

 

 Neste exemplo, com o intuito de caracterizar as propriedades físicas do 

material, foram adotadas as seguintes constantes: Módulo de Elasticidade 

E 2000MPa= , Coeficiente de Poisson 0ν = , Coeficiente de Biot b 0,8= , logo se 

sabendo que: 

 

 ( )0

0 0

3 1 21
K E

− ν
=  (8.1) 

 

pode-se determinar a compressibilidade 0K  ou a incompressibilidade 01 K  do grão 

que compõe a matriz porosa e novamente sabendo-se que  

 

 ( )s
0

1 1 1 b
K K

= −  (8.2) 

 

pode-se determinar a compressibilidade sK  ou a incompressibilidade s1 K  da matriz 

porosa, e conseqüentemente o módulo de biot M  ou o inverso dele 1/ M  pode ser 

determinado pela expressão: 
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 ( )0s

1 1 b
M K

= −φ  (8.3) 

 

 A viscosidade líquida adotada é igual a 61,003e MPa.s−μ =  que é o valor da 

viscosidade para a água. Para o ar, adotou-se uma viscosidade de 
g 11,000e MPa.s−μ = . A compressibilidade para o líquido é 4 1K 5,000e MPa− −=  a 

para o ar de g 1 1K 1,000e MPa− −= . A porosidade inicial adotada para toda a amostra é 

de 0 0,15φ = , sendo a permeabilidade intrínseca adotada para toda a amostra de 
12K 1,000e m / sφ −= , neste exemplo a permeabilidade intrínseca foi considerada 

constante ao longo do tempo, sendo assim, ela não depende da variação da 

porosidade do meio, tornando desta forma a permeabilidade total dependente 

somente do nível de saturação de cada ponto. No instante de tempo t 0s=  o nível de 

saturação líquida da amostra era de S 0,01=  ou seja, 1%  (quase seca). A amostra 

estava no instante inicial em equilíbrio e o nível de pressão gasosa foi considerado de 
gp 0MPa= . 

 

 Conhecendo-se o nível de saturação líquida S  pode-se através do modelo de 

Van Genuchten conhecer o valor da pressão capilar cp , e tendo-se o valor da pressão 

capilar e da pressão gasosa para o instante inicial, pode-se determinar o valor da 

pressão líquida p , por esta razão, o valor da pressão líquida no instante inicial não 

faz parte dos dados do problema pois ele é calculado através do nível de saturação e 

do valor da pressão gasosa. O valor da energia das interfaces inicial aqui chamado de 
c0U  também pode ser determinado conhecendo-se o nível de saturação líquida. E da 

mesma forma o valor da pressão resultante da mistura fluida 0π  também pode ser 

determinado conhecendo-se os valores da saturação líquida S , pressão gasosa gp , 

pressão líquida p e da energia cU . Desta forma todas as variáveis ficam 

determinadas para o instante de tempo t 0s=  e a amostra encontra-se em equilíbrio. 

 

 No problema mecânico, não são aplicados nenhum carregamento, como 

pode-se observar nas condições de contorno descritas na figura 8.89. Na primeira 
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hora de simulação é aplicada uma variação no valor da pressão líquida no contorno 

do problema, nas faces drenantes este valor sai do valor de equilíbrio e toma valores 

de p 100MPa=  e p 0MPa= . Lembrando-se que a amostra no instante t 0s=  

estava em equilíbrio a um nível de saturação de 1% com a pressão gasosa nula pode-

se observar que o valor da pressão líquida possuia em módulo o mesmo valor da 

pressão capilar mas com o sinal contrário, ou seja, a pressão capilar era positiva e 

com um valor elevado e a pressão líquida era negativa com o mesmo valor em 

módulo da pressão capilar. Sendo assim pode-se observar que nas duas faces 

drenantes o valos da pressão líquida aumentou fazendo com que houvesse uma 

injeção de líquido na amostra, de uma forma um pouco mais intensa na face onde foi 

aplicada a pressão p 100MPa=  e de uma forma um pouco menos intensa na face 

onde p 0MPa= . As faces consideradas drenantes para a fase gasosa são as mesmas 

da fase líquida. 

 

 Afim de compor o modelo de Drenagem e Saturação de Van Genuchten, 

foram adotadas as seguintes constante: saturação líquida resiudual rS 0= ; 

0,01327α = ; m 0,612553=  e 1χ = . Onde os coeficientes α  e m  compõem a 

forma da curva de saturação e o coeficiente 1χ =  determina a variação da 

permeabilidade relativa da fase líquida e gasosa que irão compor a permeabilidade 

absoluta de cada fase juntamente com a permeabilidade intrínseca do meio poroso. 

 

 A seguir na figura 8.90 é apresentada a evolução no tempo do nível de 

pressão capilar e consequentemente a variação da saturação. 
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Pressão Capilar Saturação  

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.90 – Evolução da Pressão Capilar e da Saturação. 
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 Na figura 8.91 pode-se observar a evolução das pressões líquidas e gasosas. 

 

 

 

Pressão Líquida Pressão Gasosa  

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.91 – Evolução da Pressão Líquida e Gasosa. 
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 Os Gradientes de pressão líquida e gasosa são apresentados na figura 8.92. 

 

 

 

Gradiente de Pressão Líquida em X Gradiente de Pressão Gasosa em X  

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.92 – Evolução do Gradiente Pressão Líquida e Gasosa. 
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 A evolução das pressões resultante e do nível de deformação pode ser 

observada na figura 8.93. 

 

 

 

Pressão Resultante Deformações xε   

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.93 – Evolução da Pressão Resultante e da Deformação xε . 
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 A variação das tensões totais e efetivas pode ser observada na figura 8.94. 

 

 

 

Tensão Total xσ  Tesão específica ef
xσ   

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.94 – Evolução da Tensão Total xσ  e da Tensão Específica ef
xσ . 
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Para os pontos localizados no eixo horizontal y 5m= , são apresentadas a evolução 

da pressão capilar cp  na figura 8.95. 

-200

0

200

400

600
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1000

1200
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1600
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Pc
 (M

Pa
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t=0h t=1h t=2h t=3h t=4h t=5h

t=6h t=7h t=8h t=9h t=10h

 
Figura 8.95 – Evolução da pressão capilar no eixo horizontal y 5m= . 

 

Para os pontos ( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  e ( )P2 14m,5m , são apresentadas as 

evoluções da pressão capilar cp  na figura 8.96. 

-200

0

200

400

600

800

1000

1200

1400

1600
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 X=6m

X=10m

X=14m

 

Figura 8.96 – Evolução da pressão capilar nos pontos ( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  e 

( )P2 14m,5m . 
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A evolução do nível de saturação dos pontos localizados sobre o eixo horizontal 

y 5m=  são apresentadas na figura 8.97. 

0

0.1

0.2
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t=0h t=1h t=2h t=3h t=4h t=5h
t=6h t=7h t=8h t=9h t=10h

 
Figura 8.97 – Evolução do nível de saturação no o eixo horizontal y 5m= . 

 

A evolução do nível de saturação dos pontos os pontos ( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  e 

( )P2 14m,5m  são apresentadas na figura 8.98. 

0
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Figura 8.98 – Evolução do nível de saturação nos pontos ( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  

e ( )P2 14m,5m  
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A curva de saturação em função do nível de pressão capilar descrita pelo modelo de 

Van GenuchTen é reconstruída na figura 8.99 para os pontos ( )P1 6m,5m , 

( )P2 10m,5m  e ( )P2 14m,5m . 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

0.01 0.1 1 10 100 1000 10000

Pc (Mpa)

SL

 X=6m

X=10m

X=14m

 
Figura 8.99 – Curva de satuação em função da pressão capilar nos pontos 

( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  e ( )P2 14m,5m  

 

Exemplo 2 

 

Este segundo exemplo segue todas as condições de contorno e iniciais descritas no 

exemplo anterior a menos da permeabilidade intrínseca que assume valores 

diferenciados entre o lado direito e esquerdo da amostra como está representado na 

figura 8.100. 

 
Figura 8.100 – Permeabilidade intrínseca diferenciada para cada lado da amostra. 
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 A seguir nas figuras 8.101 é apresentada a evolução no tempo do nível de 

pressão capilar e consequentemente a variação da saturação 

 

 

 

Pressão Capilar Saturação  

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.101 – Evolução da Pressão Capilar e da Saturação. 
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 Nas figuras 8.102 pode-se observar a evolução das pressões líquidas e 

gasosas. 

 

 

 

Pressão Líquida Pressão Gasosa  

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.102 – Evolução da Pressão Líquida e Gasosa. 
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 Os Gradientes de pressão líquida e gasosa são apresentados nas figuras 8.103. 

 

 

 

Gradiente de Pressão Líquida em X Gradiente de Pressão Gasosa em X  

  

 
 
T=1h 

  

 
 
T=2h 

  

 
 
T=3h 

  

 
 
T=4h 

  

 
 
T=5h 

  

 
 
T=10h 

Figura 8.103 – Evolução da Pressão Líquida e Gasosa. 
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 A evolução das pressões resultante e do nível de deformação pode ser 

observado nas figuras 8.104. 

 

 

 

Pressão Resultante Deformações em X  
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Figura 8.104 – Evolução da Pressão Líquida e Gasosa. 
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 A variação das tensões totais e efetivas podem ser observadas nas figuras 

8.105. 

 

 

 

Tensão Total xσ  Tesão específica ef
xσ   
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T=10h 

Figura 8.105 – Evolução da Tensão Total xσ  e da Tensão Específica ef
xσ . 
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 Para os pontos localizados no eixo horizontal y 5m= , são apresentadas a 

evolução da pressão capilar cp  na figura 8.106. 
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Figura 8.106 – Evolução da pressão capilar no eixo horizontal y 5m= . 

 

 Para os pontos ( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  e ( )P2 14m,5m , são apresentadas 

as evoluções da pressão capilar cp  na figura 8.107. 
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Figura 107 – Evolução da pressão capilar nos pontos ( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  e 

( )P2 14m,5m . 
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 A evolução do nível de saturação dos pontos localizados sobre o eixo 

horizontal y 5m=  é apresentada na figura 108. 
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Figura 108 – Evolução do nível de saturação no o eixo horizontal y 5m= . 

 

 A evolução do nível de saturação dos pontos os pontos ( )P1 6m,5m , 

( )P2 10m,5m  e ( )P2 14m,5m  são apresentadas na figura 109. 
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Figura 109 – Evolução do nível de saturação nos pontos ( )P1 6m,5m , ( )P2 10m,5m  

e ( )P2 14m,5m  
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Conclusões 
 

 
 

 

 

 Neste trabalho foram tratados alguns novos conceitos e formas de se abordar 

numericamente problemas porosos com o Método dos Elementos de Contorno. 

Apesar do método dos elementos de contorno ter sido empregado por alguns autores 

para representação de problemas porosos, neste trabalho, entre outras coisas, buscou-

se dar uma contribuição original para a abordagem de problemas porosos enrijecidos. 

A representação desse enrijecimento foi baseada num acoplamento MEC/MEF 

modificado, utilizando-se o método dos mínimos quadrados para obter respostas 

livres oscilações espúrias para deslocamentos e forças de superfície ao longo das 

interfaces. Resultados adequados usando a formulação proposta foram encontrados 

mesmo para exemplos pouco discretizados. A manipulação algébrica empregada no 

acoplamento MEC/MEF fez com que o desenvolvimento algébrico do problema 

poro-elástico enrijecido se desse de forma muito semelhante ao desenvolvimento 

empregado para o caso não enrijecido, facilitando a implementação do problema 

enrijecido, principalmente para casos mais complexos como o caso da poro-elasto-

plasticidade em domínios enrijecidos, ou de forma análoga para o caso não saturado. 

 

 Uma outra contribuição deste trabalho que deve ser destacada se deve ao fato 

do modelo poro-elástico implementado levar em consideração a influência das 

pressões capilares, e da energia das interfaces proporcionando uma formulação 

energeticamente consistente para o problema não saturado. O modelo empregado foi 
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extraído dos diversos trabalhos de Oliver Coussy baseados na extensão do conhecido 

modelo de Biot. 

Em se tratando do caso não saturado pode-se citar ainda como uma contribuição 

deste trabalho o emprego da variável de fluxo modificada (capítulo 7) com o intuito 

de viabilizar o emprego de soluções fundamentais simples para o problema não 

homogêneo. Vale salientar, contudo, que cuidados devem ser tomados nos limites de 

saturação e secagem no sentido de se evitar casos singulares. 

 

 A substituição da aproximação de pressão no domínio com intuito de obter o 

gradiente de pressão (através da derivada dessa aproximação) pela equação integral 

do gradiente das pressões proporcionou um melhora significativa na determinação 

dos gradientes de pressão viabilizando a solução do caso não saturado. Contudo esta 

substituição proporcionou um aumento significativo do número de graus de liberdade 

do problema, passando de cinco graus de liberdade por nó para nove, aumentando o 

tempo de processamento e conseqüentemente limitando a complexidade dos 

exemplos a serem simulados. 

 

 Observou-se como já se esperava uma importante dependência da precisão 

dos resultados em relação à qualidade da aproximação das integrais dos termos não 

lineares de domínio, devido à forte variação entre o nível de saturação e a pressão 

capilar influenciando diretamente no processo de convergência da análise. 

 

Outro fator que contribuiu favoravelmente com a qualidade das respostas está 

ligado ao emprego de expressões analíticas em todas as integrais de domínio e 

contorno necessárias para resolução do problema. 

 

 O modelo desenvolvido neste trabalho torna possível abrir uma perspectiva 

de novos estudos e modelagens mais completas do problema poroso com o método 

dos elementos de contorno, para isso sugere-se: A adoção de algoritmos mais 

robustos de resolução de problemas através de uma possível paralelização tanto no 

nível de integração quando na resolução do sistema de equações. Outro aspecto 

importante a ser abordado que melhoraria significativamente a convergência do 
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problema não saturado está relacionado à adoção do algoritmo tangente consistente 

como desenvolvido para o caso saturado. O modelo não linear de Cam-Clay para o 

caso não saturado está entre os pontos a serem explorados, pois tal modelo levaria a 

representações mais precisas do comportamento de solos não saturados em regime de 

plastificação, levando-se em conta aspectos importantes como a pressão capilar e a 

energia das interfaces. 

 

 Diversas variações mais estáveis do modelo de Van-Genuchtem podem ser 

estudadas com o intuito de melhorar a convergência do problema.  
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