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RESuUMO

WUTZOW, W.W. (2008). Formulacdo do método dos elementos de contorno para materiais
porosos refor¢ados. Sdo Carlos. 315p. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Séo

Carlos, Universidade de S&o Paulo/Ecole Normale Supérieure de Cachan.

Neste trabalho, prople-se uma formulacdo ndo linear baseada no Método dos
Elementos de Contorno, para representacdo de dominios poro-elasto-plésticos reforgados.
Esta formulagdo é apresentada para os casos saturado e ndo saturado. Para o problema
poroso enrijecido um acoplamento com o Método dos Elementos Finitos é empregado, e a
técnica de minimos quadrados permite a regularizagdo dos deslocamentos e do vetor de
forcas de superficie ao longo das interfaces de acoplamento. S80 empregadas expressoes
analiticas para o tratamento das integrais de contorno e de dominio presentes na formulacdo
do Método dos Elementos de Contorno. A formulacdo de Biot é empregada para a descri¢do
de meios porosos saturados e uma formulagéo energética baseada nos trabalhos de Coussy €
adaptada para a extensdo ao caso ndo saturado. Neste caso, a pressdo capilar e energia das
interfaces sdo levadas em consideracdo. O nivel de saturacao é descrito pelo modelo de Van
Genuchten e o comportamento do esqueleto € descrito ou pelo modelo de Drucker-Prager ou
pelo modelo de Cam-Clay modificado. O problema nédo linear obtido por uma descricdo
temporal associada a discretizagdo espacial é resolvido pelo método de Newton-Raphson. No
caso saturado, o operador tangente consistente é definido e utilizado para obtencdo da
solucdo do sistema. Exemplos numéricos sdo apresentados para validar a formulacdo

proposta.

Palavras-chaves: Poro-elasticidade, Poro-elasto-plasticidade, Sdélidos ndo saturados,

Enrijecedores, Método dos Elementos de Contorno, Acoplamento MEC/MEF.
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RESUME

WUTZOW, W.W. (2008). Formulation de la Méthode dés Eléments de frontiére aux
milieux poreux renforcés. Sdo Carlos. 315p. Thése (Doctorat) — Escola de Engenharia de

S3o Carlos, Universidade de S&o Paulo/Ecole Normale Supérieure de Cachan.

Dans ce travail, on propose une formulation non linéaire de la Méthode des Eléments
de Frontiére pour les milieux poro-élastoplastiques renforcés. Cette formulation est présentée
dans les cadres saturé et non saturé. Pour prendre en compte le renforcement, un couplage
avec la Méthode des Eléments Finis est utilisé et une technique de moindres carrés permet la
régularisation du déplacement et du vecteur contrainte le long des interfaces. La formulation
de Biot est utilisée pour la description des milieux poreux saturés et une formulation
énergétique basée sur les travaux de Coussy est adoptée pour son extension au cadre non
saturé. Dans ce cas, la pression capillaire et I’énergie d’interface sont prises en compte. Le
niveau de saturation est modélisé par le modele de Van Genuchten et le comportement du
squelette est décrit soit par le modéle de Drucker-Prager, soit par un modéle Cam-Clay
modifié. Le probleme non linéaire obtenu par une discrétisation temporelle associée a la
discrétisation spatiale est résolu par la méthode de Newton-Raphson. Dans le cadre saturé,
I’opérateur tangent cohérent est défini et utilisé pour obtenir la solution. Des exemples

numériques sont présentée pour la validation de la formulation proposée.

Mot-clés : Poro-élasticité, Poro-plasticité, milieu saturé, milieu non saturé,
Renforcement, Méthode des éléments de frontiére, Couplage Méthode des éléments de

frontieére/Méthode des éléments finis.
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ABSTRACT

WUTZOW, W.W. (2008). Boundary element method formulation for reinforced porous
material. Sdo Carlos. 315p. Doctoral Thesis — Escola de Engenharia de S&o Carlos,

Universidade de Sdo Paulo/Ecole Normale Supérieure de Cachan.

In this work a nonlinear formulation of the boundary element method (BEM) is
proposed to deal with saturated and unsaturated poro-elasto-plastic 2D reinforced domains.
To model reinforced porous domains a BEM/FEM (Finite Element Method) modified
coupling technique is employed. The coupling is made by using the least square method to
regularize the displacement and traction distributions along the interfaces. Analytical
expressions have been derived for all boundary and domain integrals required for the
formulation. The Biot formulation is used for the description of the saturated porous
environments and an energetic consistent formulation based on work of Coussy is adopted
for its extension to the framework of unsaturated porous media. In this case, the capillar
pressure and the interface energy are taken into account. The Van Genuchten model is used
for the determination of saturation level in non-saturated poro-elasto-plastic problems. The
Drucker-Prager modified model if used for the saturated poro-elasto-plastic problems and the
modified Cam-Clay model for the representation of non-saturated poro-elasto-plastic
problems. For the saturated case, the consistent tangent operator is derived and employed
inside a Newton procedure to solve non-linear problems. Numerical solutions are presented

to validate the proposed models.

Keywords:  Poro-elasticity,  Poro-elasto-plasticity, = non-saturated  solids,

Reinforcements, Boundary Elements Method, BEM/FEM couplings.






CAPITULO 01 — INTRODUGAO 1

Capitulo

INTRODUCAO

1.1 — Consideracdes Gerais e motivacao

Os modelos de acoplamento hidromecanico buscam descrever a percolacdo
de um ou mais fluidos em meios porosos deformaveis. O movimento dos fluidos
induzido por um gradiente de pressdo provoca variag0es de tensdes na matriz porosa
que por sua vez se deforma. Conseqlentemente propriedades da rocha (matriz
porosa), tais como porosidade e permeabilidade, sdo alteradas modificando o
escoamento. Essa interacdo entre hidrodindmica e analise de tensbes e deformacgtes
na matriz porosa consiste na forma do acoplamento hidromecénico adotado, o qual
necessita ser modelado com boa precisao, a fim de obtermos respostas confiaveis das
simulagdes numericas.

Os modelos de acoplamento hidromecanico sdo fundamentais para o
entendimento e previsdo de diversos fendbmenos relacionados com a mecanica de
solos e rochas (MARSILY, 1986; FREDLUND e RAHARDJO, 1993). Dentre eles,
segundo (MENDES, 2008), podemos salientar o problema da subsidéncia da
superficie terrestre originado pela extracdo de fluidos confinados em um reservatorio
na subsuperficie (MARSILY, 1986; BELL et al., 2005; TEATINI et al., 2006).
Inicialmente, o peso das formacGes geoldgicas acima do reservatorio é suportado
pela pressdo do fluido intersticial e pelas tensdes de contato no esqueleto poroso. A

medida que 0 processo extrativo evolui, 0 peso vai gradualmente sendo transferido

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 01 — INTRODUGAO 2

para a matriz porosa, causando a compactacdo do reservatorio e a subsequlente
acomodacdo das camadas geoldgicas superiores, acompanhadas pela subsidéncia da
superficie terrestre. Apesar de ndo muito frequente, esse fendmeno pode acarretar
grandes prejuizos financeiros e ambientais para a sociedade. Por exemplo, a extracéo
de agua do aquifero subsuperficial da cidade do México resultou em subsidéncia de
até 9m danificando construgdes e causando alagamentos em algumas regides durante
épocas chuvosas (GUERRERO et al., 1999).

Segundo (MENDES, 2008) a subsidéncia também pode acarretar sérias
instabilidades estruturais nas plataformas petroliferas sobre o assoalho oceénico ou
comprometer 0s pocgos de producdo de petroleo. Em 1984 constatou-se que a
extracdo de Gleo e gas do reservatorio Ekofisk, situado no mar do Norte, havia
provocado uma subsidéncia de 3 metros ao longo de 13 anos de exploracéo, o que
fez baixar perigosamente o nivel das plataformas petroliferas em relacdo ao nivel do
mar, forcando o fechamento de 6 instalacGes e fazendo com que as autoridades
cobrassem da operadora responsavel um remanejamento do campo de producdo. A
necessidade de monitoramento constante do reservatorio Ekofisk produziu uma
enorme quantidade de dados experimentais, amplamente utilizados e referenciados
na literatura da engenharia de petrdleo (SULAK e DANIELSEN, 1989;
ABDULRAHEEM et al., 1994; ARNES et al., 1996).

Dado o vasto leque de aplicagdes do acoplamento hidromecénico, em
particular na simulacdo de reservatorios, o desafio cientifico consiste no
desenvolvimento de modelos computacionais capazes de reproduzir satisfatoriamente

os fendbmenos mencionados anteriormente.

1.2 — Metodologia de trabalho

Tem-se 0 objetivo de abordar tedrica e numericamente modelos que
descrevem o comportamento em ruptura de meios porosos saturados e nao saturados.
Desenvolveu-se formulagbes numéricas para a aplicacdo em problemas de
engenharia, tais como analise de escavacgdes de tlneis e pocos, onde a interacdo com

elementos estruturais € parte importante do conjunto.

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow
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A modelagem da interacdo foi feita combinando-se o método dos elementos
finitos para as estruturas de menor dimensdo com o método dos elementos de
contorno para o dominio principal. O acoplamento é feito com uso da técnica de
minimos quadrados que evita as oscilaces espurias na forcas distribuidas ao longo
da interface. Esta formulagdo engloba também: a formulacdo de equacdes integrais
mais adequadas para o tratamento do caso do material bifasico nao-linear em meio
poroso saturado; a formulacdo das equacbes algébricas do modelo incremental
incluindo operador tangente; calculo exato das integrais de contorno, interfaces e
dominio; expressdes analiticas das integrais obtidas simbolicamente; formulacdo das
equacOes algébricas para o modelo que contempla o acoplamento MEC/MEF,;
desenvolvimento de modelos de interacdo para a regularizacdo das forcas de
superficie.

O desenvolvimento da tese seguiu um cronograma dividido em duas etapas, sendo a
primeira desenvolvida no Brasil no Departamento de Estruturas da Escola de
engenharia de S&o Carlos onde, além das disciplinas cursadas, desenvolveu-se a
formulacdo tedrica do problema poro-elasto-plastico com enrijecimento.

Na segundo fase desenvolvida no “Laboratoire de mécanique et technologie (LMT-
Cachan)” na “Ecole normale supérieure de Cachan”, Franca, foi desenvolvida a
formulacdo poro-elasto-plastica ndo para o problema nao saturado.

Sobre o enrijecimento pode-se dizer que este foi implementado através do
acoplamento MEC/MEF com regulari¢do, sendo esta empregada para representacéo
de enrijecedores que influenciam apenas de forma indireta no comportamento dos
fluidos do meio poroso. Sobre este tipo de acoplamento ainda é importante salientar
(sera visto mais adiante) que o modelo adotado para a representacdo do enrijecedor
segue a cinematica geral de Reissner-Mindlin de laminados, mas particularizado para
vigas, que se adequava bem ao tipo de enrijecedor que se buscava simular.

Seguiu-se 0 modelo de Biot para meios porosos saturados com fluido
compressivel. Formulacdo esta desenvolvida algebricamente de forma que o sistema
a ser resolvido ficasse em fungédo das deformacdes dos pontos internos do meio.

Com relacdo as integrais, tanto as de dominio quanto as de contorno

(singulares ou ndo) foram avaliadas analiticamente.

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow
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Procurou-se avancar na pesquisa nos seguintes aspectos: estudo de modelos
de poroelasticidade e poroplasticidade mais gerais, com formulacbes consistentes
com a termodinamica dos processos irreversiveis, considerando-se compressibilidade
do fluido. No caso da poroplasticidade, estudo do critério de Drucker-Prager, com
influéncia direta da poro-pressdo nas funcdes que o definem. Consideracdo da
plasticidade geral, ndo-associativa. Formulacdo de procedimentos implicitos para
atualizagdo das varidveis do problema poro-elasto-plastico, com duas alternativas
possiveis, uma baseada na pressdo e outra na variacdo volumétrica, em funcdo da
escolha das variaveis independentes.

Do ponto de vista numérico, foi elaborada no caso da poroplasticidade, uma
formulagdo do método dos elementos de contorno néo-linear com campos corretivos
de tenséo e de poro pressdao. A formulacdo, ao final, fica escrita somente em termos
das deformacdes do esqueleto. Sua resolugdo € incremental no tempo e iterativa
dentro dos incrementos. Foi também deduzida a matriz tangente consistente com o
modelo ndo-associativo de Drucker-Prager, utilizada na linearizacdo das equagdes de
equilibrio no processo iterativo.

As formulacdes citadas foram implementadas computacionalmente e testadas
numericamente com varios exemplos. Os algoritmos mostraram ser bem estaveis e 0s
resultados numéricos bem precisos. Os exemplos de poroplasticidade testados foram
com parametros de “hardening”, ou seja, em problemas incondicionalmente estaveis.

No caso da formulagdo para problemas compostos por meios poro-elasto-
plasticos ndo saturados foi desenvolvido um estudo tedrico do modelo levando-se em
conta a capilaridade. Levou-se em consideracdo também a compressibilidade dos
dois fluidos que compunham o meio. Devido a consideracdo da compressibilidade
dos fluidos constituintes, bem como a variacdo da permeabilidade intrinseca em
funcdo da variacdo da porosidade e da variacdo da permeabilidade relativa que esta
diretamente ligada ao nivel de saturacdo de cada ponto do meio, fez-se necessario
manipular de forma coerente as equagOes integrais do problema potencial a fim de
considerar corretamente a ndo homogeneidade da constante explicitada na lei de
Darcy. A modelo que rege a variacdo do nivel de saturacdo em funcdo do nivel de
pressdo capilar € o modelo de Van Genuchten (GENUCHTEN, 1980).
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Alguns resultados diretos do programa desenvolvido durante este
doutoramento podem ser observados nos 8 artigos publicados em congressos e 2 em
revista: (WUTZOW e PAIVA, 2003; 2004b; a; WUTZOW e VENTURINI, 2004;
BOTTA et al., 2005; WUTZOW et al., 2005; WUTZOW, W.W. et al., 2006;
WUTZOW e PAIVA, 2006; WUTZOW, WILSON WESLEY et al., 2006;
WUTZOW e PAIVA, 2008)

1.3 — Breve Revisao Bibliogréafica

O primeiro a pesquisar a poroelasticidade foi (TERZAGHI, 1936). Através de
sua teoria, para problemas unidimensionais de adensamento de meios porosos
elasticos saturados por um unico fluido e microscopicamente incompressiveis, ele
explicou o mecanismo de transferéncia de uma carga aplicada para o solo
conjecturando que a pressdo hidrostatica do fluido intersticial ndo produzia
compactacdo da matriz porosa. Assim, Terzaghi estabeleceu o pilar central do
acoplamento hidromecénico postulando a decomposicdo da tensdo total aplicada
sobre a mistura em duas componentes: uma dada pela pressao hidrostatica do fluido,
também chamada de pressdo do poro, e outra parcela de natureza constitutiva
governante da deformagdo da matriz porosa denominada de tensdo efetiva,
explicando assim o seu adensamento. No entanto, apesar de seu pioneirismo, sua
teoria ficou restrita a explicar o adensamento de uma coluna de solo carregada
axialmente, sem prever deformacdes laterais.

Subsequentemente (BIOT, 1941) generalizou 0 modelo de Terzaghi para trés
dimensbes incorporando a formulacdo os efeitos distorcionais induzidos pelas
tensdes de cisalhamento no esqueleto poroso. Além desta generalizacao, Biot incluiu
no modelo geomecénico o efeito de compressibilidade da fase sélida na escala do
poro dando origem ao coeficiente de Biot-Willis que surge na decomposicdo de
Terzaghi, multiplicando a pressao do poro (BIOT e WILLIS, 1957).

En (BIOT, 1955) ele estendeu sua teoria para o caso geral de anisotropia,

agora considerando o fluido compressivel. Nesta teoria, a anisotropia é geral,
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considerada tanto nas propriedades elasticas do solido quanto na generalizacdo da lei
de Darcy. Mais adiante, (BIOT, 1956) adicionou em sua teoria anisotropica efeitos
de viscoelasticidade linear na parte solida do meio, o que a tornou mais geral ainda,
levando em consideracdo fenémenos dissipativos até entdo desconsiderados. Mais
recentemente, (COUSSY, 1995) apresentou modelos poro-elasticos e poro-plasticos
descrevendo o comportamento de materiais porosos saturados, com intenso enfoque
nos processos termodindmicos envolvidos.

Desde que Biot elaborou sua teoria, inimeros trabalhos foram publicados
apresentando solucdes analiticas para problemas de meios porosos com geometrias e
carregamentos simples. (CHENG e LIGGETT, 1984b), por exemplo, citam o0s
trabalnos (MCNAMEE e GIBSON, 1960; GIBSON e MCNAMEE, 1963;
SCHIFFMAN e FUNGAROLI, 1965; GIBSON et al., 1970; BABU et al., 1978).
Devido a complexidade do problema, nestes trabalhos foi considerado o caso de
fluido incompressivel. Para a maioria dos problemas de aplicacao prética, entretanto,
ndo existem solugdes analiticas, devendo ser desenvolvidas solugdes numéricas.
Neste campo, trabalhos desenvolvidos com o método das equacgdes integrais de
contorno ou método dos elementos de contorno tém despertado grande interesse pelo
uso desta técnica numeérica, cujos resultados sdo reconhecidamente precisos e
confiaveis, conforme se constata a partir de suas bem-sucedidas aplicagdes em outros
problemas da engenharia.

Seguindo as primeiras formulagGes diretas do MEC para elastostatica
propostas por (R1ZZO, 1967), (CLEARY, 1977) propds as primeiras equacoes
integrais para a poroelasticidade. (ARAMAKI e YASUHARA, 1981) e (KUROKI et
al., 1982) apresentaram trabalhos para anélise da consolidac&o de solos com solucGes
fundamentais dependentes do tempo. O j& citado trabalho de (CHENG e LIGGETT,
1984b) faz uso da transformada de Laplace para formular as equacGes integrais do
problema poro-elastico. Os mesmos autores, (CHENG e LIGGETT, 1984a), mostram
uma formulacéo do método das equacdes integrais com aplica¢cdes em propagacao de
fratura em meios poro-elasticos.

Outros trabalhos onde formulagdes diretas do MEC sdo apresentadas s&o:
(CHENG e PRENDELEANU, 1987); (NISHIMURA e KOBAYASHI, 1989);
(DARGUSH e BANERJEE, 1989) e (DARGUSH e BANERJEE, 1991). Um tratado
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mais completo e abrangente sobre equacGes integrais e solu¢des fundamentais em
poroelasticidade € apresentado por (CHENG e DETOURRNAY, 1998). (PAN e
MAIER, 1997) apresentam uma formulagdo simétrica baseada em Galerkin para
poroelasticidade. (PAN, 1999) utiliza as fungdes de Green para modelar o semi-
espaco poro-elastico subdividindo-o em camadas. Utilizando solugdes fundamentais
independentes do tempo, (CAVALCANTI e TELLES, 2003), apresentaram algumas
aplicacbes do MEC para meio poro-elastico saturado com teoria de Biot. Em
problemas hidromécanicos aplicados a processos de extracdo de petroleo de
hidrocarbonetos empregando a modelagem pelo método dos elementos de contorno
pode-se citar os trabalhos de (BORBA, 1992; MESQUITA et al., 1993; CAMPQOS,
1995; CAMPOS e MESQUITA, 1996; MESQUITA e CAMPOS, 1996). (PARK e
BANERJEE, 2002) analisaram problemas planos e tridimensionais de consolidagéo
de solos com 0 MEC via integral particular.

No campo da poroplasticidade, existem menos trabalhos publicados que em
poroelasticidade. Podem ser citados os trabalhos de (MAIER e COCCHETTI, 2000)
e (MAIER e COCCHETTI, 2002). No primeiro, eles apresentam o modelo poro-
plastico convencional com uma formulacdo em elementos finitos. No segundo,
analisam os mesmos conceitos aplicando-os em problemas de terremotos com
programacdo linear. Outros trabalhos interessantes podem ser citados:
(MANOHARAN e DASGUPTA, 1995), o préprio livro ja citado de (COUSSY,
1995), (LEWIS e SHREFLER, 1998), (FAUCHET, B. et al., 1992), (FAUCHET, B.
et al, 1992), (MAIER e COMI, 1997). Outros trabalhos que ndo versam
exclusivamente sobre poroplasticidade, mas que relacionam de alguma maneira essa
teoria com outros efeitos sdo: (SCHREFLER, 2002), (GIRAUD et al., 1998),
(ZHANG et al., 1999) e (ZOHDI et al., 2002).

A questdo do estudo da instabilidade em materiais elasto-plasticos, quando
estes estdo em presenca de comportamento com “softening” (ou ndo-associatividade)
tem despertado intenso interesse na comunidade cientifica. Citam-se os trabalhos de
(BENALLAL e COMI, 2002; 2003a; b), onde aspectos ligados a localizacdo e
instabilidade, tedricos e numéricos, s@o apresentados tanto para problemas quase
estaticos quanto dindmicos, com modelo associativo e ndo-associativo. Nos referidos

trabalhos, sdo citados varios outros que tratam do mal condicionamento das solucgdes
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em materiais porosos, devido ao “softening” ou ndo-associatividade (LORET e
HARRIRECHE, 1991; RUNESSON et al., 1996; RUNESSON et al., 1998; RIZZI e
LORET, 1999). Também sdo citados trabalhos que apresentam diversos
procedimentos de regularizacdo da solucdo para materiais multi-fasicos. (LORET e
PREVOST, 1991; LARSSON et al., 1996; VARDOULAKIS, 1996; EHLERS e
VONK, 1997; ARMERO e CALLARI, 1999; LARSSON e LARSSON, 2000).

A formulagdo macroscopica das leis de comportamento dos solos saturados
deformaveis é baseada em um conceito geral bem estabelecido. Sendo a variacéo de
volume das particulas sélidas constituintes do solo ser negligenciadas diante da

deformacédo volumétrica total, a deformacéo do solo, &, é entdo governada pelas

ij

tensbes efetivas o; +pd;, no esqueletoo; sdo as tensdes totais e p a pressdo

ij !
intersticial. Esse resultado ja conhecido (TERZAGUI, 1925) é confirmado pela
pratica. Ele permite a aplicacdo do modelo classico da mecanica dos soélidos
(eléstico, plastico, visco-pléstico, etc.) aos solos saturados, utilizando-se o tensor de
tensbes efetivas. Baseando-se neste principio podemos desenvolver modelos de
comportamento mais especificos adaptando-os a complexidade de cada tipo de solo
(areia, argila, etc.).

Entretanto, a formulacdo macroscépica das leis de comportamento dos solos
ndo saturados ainda ndo possui unanimidade em seus conceitos gerais, mesmo que
grandes avancos tenham sido realizados (ALONSO e DELAGE, 1995). A
aproximacdo energética pode ajudar a esclarecer os conceitos do modelo poro-
elastico ndo saturado.

Embora o principio das tensbes efetivas seja bem estabelecido para
escoamento monofasico, suas extensdes para escoamento multifasico ndo foram
unificadas, seguindo diferentes caminhos que deram origem a diversas formulacgdes e
interpretacdes, em particular para o caso bifasico dgua-ar. Nesse contexto (BISHOP,
1959) generalizou a forma do principio das tensdes efetivas de Terzaghi postulando a
dependéncia do coeficiente de Biot-Willis com a saturacdo. Modificagcdes da teoria
de Bishop foram sendo gradualmente propostas, destacando-se o trabalho de
(FREDLUND e MORGENSTERN, 1977) os quais consideram a dependéncia da

deformacdo da matriz porosa em duas varidveis termodinamicamente independentes:
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a tensdo liquida, definida pela diferenca entre a tenséo total e a pressdo do ar, e a
pressdo capilar. A utilizacdo destas duas variaveis para descrever o estado de tensdes
efetivas da matriz porosa representou avanco significativo no desenvolvimento de
leis constitutivas entre tensdo-deformacdo para meios porosos nao saturados
(FREDLUND e RAHARDJO, 1993).

Generalizacdes do modelo de Fredlund e Morgenstern para meios porosos
elastoplasticos foram obtidos por (ALONSO et al., 1990) os quais propuseram um
modelo constitutivo geral para meios ndo saturados incorporando a dependéncia da
superficie de plastificacdo da matriz porosa com a pressdo capilar. Posteriormente
esse modelo foi denominado de Modelo Bésico de Barcelona, sendo estendido e
modificado em diversos trabalhos subsequentes que objetivavam atualiza-lo as novas
observagdes experimentais e avangos da area (SHENG et al., 2004).

O principio de Terzaghi estendido para escoamentos multifasicos
conjuntamente com as leis de conservacdo de quantidade de movimento e de massa
das fases envolvidas compdem o sistema de equacgdes governantes do acoplamento
geomecanico na escala de laboratorio. O modelo é usualmente segmentado em dois
subsistemas de naturezas bem diferentes. O subsistema da Poromecanica possui um
carater estritamente parabolico composto pelas equacdes de massa global, de
equilibrio de tensdes e pelas leis constitutivas para a tensdo efetiva e para a
velocidade de percolagéo total da mistura fluida. Em contrapartida, o subsistema da
Hidrodindmica que rege o escoamento parcial dos fluidos é composto por equagdes
de transporte predominantemente convectivas advindas do balanco de massa dos
fluidos e da lei de Darcy. Para problemas onde o efeito difusivo da pressao Capilar
pode ser desprezado, o subsistema da Hidrodindmica passa a ser regido por uma
equacdo hiperbdlica ndo linear com o campo de saturacdo exibindo ondas de choque
(CHAVENT e JAFFRE, 1986).

A decomposicdo do modelo em subsistemas € herdada naturalmente pelas
técnicas de discretizacdo das equagdes governantes. De fato, a necessidade de
metodologias numeéricas precisas para os modelos de acoplamento Geomecénico
constitui um desafio ao desenvolvimento de simulagbes computacionais mais

realistas.
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Algoritmos de desacoplamento tém sido propostos com o intuito de reduzir o
esforco computacional e aumentar a estabilidade numérica. Nesses casos, 0S
subsistemas n&do lineares da Hidrodindmica e da Poromecéanica séo iterados
sequencialmente em cada passo de tempo e a comunicacao entre eles é feita através
da comutacdo entre as solucBes numericas. Dependendo do algoritmo de
sequenciamento adotado, a solucdo parcialmente acoplada pode atingir niveis de
precisdo semelhante a obtida por um esquema completamente acoplado onde as
equacOes da Poromecénica e da Hidrodindmica sdo resolvidas simultaneamente
(SETTARI e WALTERS, 1999). As vantagens do desacoplamento sdo a
flexibilidade de adotar métodos numéricos apropriados para cada subsistema que
herdem naturalmente suas peculiaridades, além da comodidade de aproveitar
simuladores robustos e eficientes ja desenvolvidos para cada um dos subsistemas
(DAVID e SETTARI, 2002; ONAISI e SAMIER, 2002). Em contrapartida, a
abordagem totalmente acoplada constitui uma alternativa importante quando
desejamos capturar numericamente a forte interacdo entre a Poromecanica e a
Hidrodindmica. No entanto, a necessidade do desenvolvimento de métodos
numéricos robustos para o sistema acoplado aliado ao elevado custo computacional
torna essa classe de algoritmos pouco competitiva para aplicacGes de grande porte
que utilizam malhas muito refinadas. Como exemplos de implementacfes numéricas
que utilizam essa abordagem citamos (SCHREFLER e ZHAN, 1993; OLIVELLA et
al., 1996; LEWIS et al., 1998; CHARLIER e SAMIER, 2002; OETTL et al., 2004).

As implementagcdes numéricas dos modelos de acoplamento geomecéanico
geralmente discretizam espacialmente o subsistema da Poromecénica nas variaveis
de pressdo e deslocamento via metodo de elementos finitos em conjungdo com
diferencas finitas implicitas na aproximacdo no tempo (YALE, 2002; MINKOFF et
al., 2003; MERODO et al., 2004). Apesar dessa abordagem apresentar instabilidade
numérica nos instantes iniciais para algumas combinacdes de espacos aproximantes
devido a resposta incompressivel do meio poroso (MURAD e LOULA, 1994), ela
possui propriedades 6timas de convergéncia para 0s campos de pressao e
deslocamento. Além desta aproximacdo dos campos potenciais, para satisfazer
localmente a conservacdo de massa e a condicdo de equilibrio do sistema, é

necessario que a discretizacdo da Poromecénica seja capaz de fornecer campos de
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velocidade e de tensdes efetivas conservativos. No entanto, tal propriedade néo se
verifica na formulacdo classica do método de Galerkin quando calculamos os
gradientes a partir dos campos potenciais (MOSE et al., 1994). Esse problema tem
sido contornado fazendo uso de métodos mistos e dos espacos discretos de Raviart-
Thomas que ja foram empregados com grande sucesso para problemas de
escoamento em meios porosos rigidos heterogéneos (DOUGLAS et al., 1983,
ABREU, 2007). Porém, para problemas em meios deformaveis, essa abordagem
resulta em solugbes numéricas que violam a simetria do tensor de Cauchy
(ARNOLD et al., 2007), além de apresentar maior custo computacional em relacédo
ao método de Galerkin devido ao fato da formulacdo variacional resultante ser posta
em quatro campos (tensdes efetivas, deslocamento, pressdo do poro e velocidade). O
procedimento alternativo proposto neste trabalho consiste em utilizar uma técnica de
pos-processamento inicialmente sugerida por (LOULA et al., 1995) para o problema
de Poisson. Tal metodologia baseia-se em projetar os gradientes dos campos
potenciais de pressdo e deslocamento nos espacos de Raviart-Thomas através de uma
formulacdo de Petrov-Galerkin a qual adicionamos os residuos do balango de massa
global e do equilibrio das tensdes efetivas.

Ao contrario das equacdes de natureza estritamente parabdlica da
Poromecéanica cujos efeitos difusivos sdo preponderantes, as equacdes de transporte
gue governam o movimento das fases fluidas sdo predominantemente convectivas e
caracterizadas por frentes de onda com surgimento de camadas limites dificeis de
serem capturadas adequadamente pelos métodos numericos classicos (JOHN e
KNOBLOCH, 2007). E bem sabido que, para problemas predominantemente
convectivos, o0 método de Galerkin apresenta oscilagdes espurias com estabilidade
condicionada a magnitude do nimero de Peclet, tornando necessario o uso de malhas
excessivamente refinadas a medida que o carater convectivo das equacbes de
transporte aumenta (JOHNSON, 1990). Para superar estas dificuldades métodos
estabilizados baseados em formulagGes variacionais de Petrov-Galerkin com termos
de captura de choque tém sido propostos onde destacamos os métodos SUPG
(BROOKS e HUGHES, 1982), CAU (GALEAO e CARMO, 1988), GLS (HUGHES
et al., 1989), Unusual (MIZUKAMI e HUGHES, 1985; FRANCA e VALENTIN,

2000). O principal objetivo desses métodos € eliminar as oscilagcdes espurias
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adicionando difuséo artificial de forma consistente "a formulagéo variacional (JOHN
e KNOBLOCH, 2007). Apesar de serem um grande avanco em relacdo ao método de
Galerkin, tais técnicas ainda apresentam pequenas oscilagdes na resolucdo de
problemas puramente hiperbdlicos, em particular nas proximidades das regides de
choque onde as solugdes apresentam descontinuidades. Uma alternativa consiste em
aliar os esquemas de estabilizacdo com o método de Galerkin Descontinuo (CALLE
et al., 2005). Nesta abordagem, os espacos aproximantes sao gerados por fungdes
descontinuas nas fronteiras dos elementos, de forma que os fluxos nas faces sdo
aproximados por fluxos numéricos como os de Godunov, Lax-Friedrichs, Roe e
Engquist-Osher, dando origem a diversas formulacGes (Cockburn e Shu, 2001).
Como aplicagcdes do método de Galerkin Descontinuo para equag@es hiperbdlicas
escalares destacamos os trabalhos de (AIZINGER et al., 2000); (COCKBURN e
SHU, 1989); (CALLE, DEVLOO et al., 2005); (BAUMANN e ODEN, 1999).

Em particular, o método de Galerkin Descontinuo com funcdes testes
constantes por partes reproduz os chamados métodos de volumes finitos
(COCKBURN e SHU, 2001) que foram originalmente desenvolvidos com o objetivo
de satisfazer a lei de conservacdo no nivel de cada elemento. Tais métodos
aproximam a forma integral da equacdo de transporte e exibem boas propriedades
numéricas sendo entropicos, explicitos no tempo e baratos computacionalmente. De
forma andloga ao método de Galerkin Descontinuo, a determinacdo do fluxo
numérico na fronteira dos elementos é crucial para a caracterizagdo dos métodos de
volumes finitos. Dentre as diversas aproximacdes ressaltamos (ver (LEVEQUE,
2002)) Lax-Friedrichs, Lax-Wendroff, Upwind, KT (RIBEIRO, 2007) e o método de
(NESSYAHU e TADMOR, 1990). Este ultimo é uma evolugcdo do método Lax-
Friedrichs com convergéncia quadratica, onde as derivadas da solucdo da equacao de
Transporte sdo aproximadas por esquemas de diferencas finitas estabilizados por
funcdes limitadoras MinMod ( slope limiters) e a integracdo da lei de conservacao é
feita na malha deslocada, ndo sendo necessario a caracterizacdo do fluxo numerico
na fronteira dos elementos. Apesar dos métodos de volumes finitos serem projetados
para a resolucao de equacGes puramente hiperbdlicas, eles podem ser estendidos para
equacbes de transporte predominantemente convectivas através da técnica de

decomposicdo de operadores (Operator Splitting) em que os termos difusivos,
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reativos e convectivos da equacdo sao computados separadamente em cada passo de
tempo (DOUGLAS et al., 1997; LEVEQUE, 2002).

Uma outra familia de técnicas para equacées hiperbolicas predominantemente
convectivas teve origem no método modificado das caracteristicas proposto por
(DOUGLAS e RUSSEL, 1982) e baseia-se na ideia de evoluir a solucdo a partir da
condicdo inicial seguindo as linhas caracteristicas. No entanto, ao contrario das
formulacBes de volumes finitos, tais técnicas ndo preservam as leis integrais de
conservagdo de massa levando a resultados numéricos irrealistas. Tal dificuldade
motivou o surgimento de uma nova linha de pesquisa conhecida como“Eulerian
Lagrangian Localized Adjoint Method” ou ELLAM (CELIA et al.,, 1990). Esta
familia de métodos conserva a massa localmente, porém possui maior custo
computacional do que o método modificado das caracteristicas (MMOC).
Recentemente, (DOUGLAS et al., 2000) propuseram um método conservativo do
tipo Euleriano-Lagrangiano baseado na formulacéo integral da equacao de transporte
cuja eficiéncia computacional é equiparavel ao método MMOC apresentando,
inclusive, melhores taxas de convergéncia.

A formulacdo desenvolvida para o caso nao saturado € baseada nos ultimos
desenvolvimento apresentados por Dangla em alguns capitulos de (COUSSY e
FLEUREAU, 2002) fazendo-se uma extensao do caso saturado de Biot(TERZAGUI,
1925; BIOT, 1962; 1972; 1977; ALONSO, GENS et al., 1990) juntamente com o

modelo termodindmico de meios porosos deformaveis descrito por Coussy.

1.4 — Organizagéo da Tese

O presente relatério esta organizado em 7 capitulos.

No capitulo 1, encontra-se uma breve introducdo ao tema a ser abordado.

No capitulo 2, sdo apresentados alguns conceitos fundamentais da poro-
elasticidade.

No capitulo 3, sdo apresentadas as equagdes constitutivas da poroelasticidade
e da poroplasticidade. Para esta Ultima, as relacdes sdo apresentadas em taxas e em
incrementos das variaveis. Apresenta-se toda a deducdo do algoritmo implicito para a

atualizagdo das variaveis do problema poro-elasto-pléstico.
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No capitulo 4, sdo apresentadas as equacdes integrais da poroelasticidade e da
poroplasticidade. A partir delas, sdo apresentadas as formulacdes do método dos
elementos de contorno para os dois casos. Para a poroplasticidade, apresenta-se o
procedimento de Newton-Raphson para resolucdo do problema nédo-linear com
matriz tangente consistente.

No capitulo 5, sdo apresentadas as formulacdes do método dos elementos de
contorno para a poro-elasto-plasticidade enrijecida através do acoplamento
MEC/MEF.

No capitulo 6, é apresentado um resumo sobre a formulacéo poro-elastica
para meios ndo saturados levando-se se em consideracdo a influencia da presséao
capilar no nivel de saturacdo bem como o efeito da energia nas interfaces sobre a
presséo resultante da mistura fluida.

No capitulo 7, € apresentado o desenvolvimento do método dos elementos de
contorno para o problema ndo saturado.

No capitulo 8, sdo apresentados alguns exemplos de aplicacdo numérica das
formulacbes do MEC para poroelasticidade e poroplasticidade, poroelasticidade

enrijecida e poro-elasto-plasticidade enrijecida.
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INTRODUCAO A MECANICA DOS MEIOS POROSOS *
SATURADOS

Capitulo

£ d

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos basicos da mecanica dos
meios porosos, necessarios para compreensdo do conteddo deste trabalho. O
desenvolvimento deste capitulo foi baseado em (COUSSY, 1991)

2.1 — Introducéo a mecanica dos meios porosos

A mecanica dos meios porosos € uma disciplina que tem aplicagcdes nos mais
diversos campos da engenharia. Como exemplos, podem ser citados problemas de
engenharia civil envolvendo mecénica dos solos e mecanica das rochas, problemas
de percolacdo de materiais indesejados em depositos de dejetos, problemas de
biomecénica, de geofisica e de engenharia agronémica, entre outros. Os meios
porosos apresentam constituicdo formada por duas ou mais fases. Uma das fases €
solida e deformavel. A outra fase pode ser liquida, gasosa ou no caso nao saturado
tanto a gasosa como a liquida, podendo ser elas de um ou mais tipos. Um meio
poroso é dito saturado se 0s vazios que 0 constituem, ou seja, a parte ndo ocupada
pelo sélido estiver totalmente preenchida com liquido. Neste capitulo, serdo tratados
apenas 0s meios porosos saturados.

A mecanica dos meios porosos estuda como o meio poroso se deforma

submetido aos diversos tipos de acdes externas. Um meio poroso saturado, apesar de
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ser constituido por duas fases distintas, pode ser tratado da mesma forma que um
solido convencional utilizando-se as equagfes provenientes da mecanica dos meios
continuos. Assim, consideram-se apenas as variaveis macroscopicas para formular o
problema, desconsiderando-se a natureza microscopica dos fenémenos envolvidos na
cinematica da deformacéo de cada fase e da interacdo entre elas.

Através dos poros € que o fluido se movimenta. A matriz também pode
conter, além da parte solida, vazios ou oclusdes de bolhas de ar em seu interior,
mesmo sendo um meio poroso saturado. A presenca destes vazios na parte sélida nao
sera considerada como uma fase distinta, sendo que sua contribuicdo devera aparecer
nas propriedades mecanicas méedias da matriz como um s conjunto.

Considerando-se um volume elementar em torno de um ponto identificado
pela posicdo x num sistema de referéncia adotado, a matriz (parte solida + oclusdes)
e 0 espacgo ocupado pelos poros formam a particula do esqueleto na posicdo x. O
fluido que permeia os poros forma a particula do fluido na posicdo x. As duas
particulas ocupam o mesmo ponto material definido pelo vetor x. Assim, um meio
poroso saturado pode ser entendido como a superposi¢do, no tempo e no espaco, de

dois meios continuos distintos, o esqueleto e o fluido (ver figura 2.1).

Particula do Esqueleto Particula do Fluido Meio Poroso
Figura 2.1 — Defini¢do do meio poroso como a soma das particulas do esqueleto e do

fluido.

Para que a hipdtese de continuidade possa ser admitida, 0 meio poroso, que é
heterogéneo por natureza, deve ser analisado numa escala macroscépica. Um
exemplo diz respeito ao tamanho do volume elementar que deve ser utilizado para
definir as particulas do esqueleto e do fluido. O volume elementar deve ser de um

tamanho tal onde se possa incluir material suficiente para que sejam definidas
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variaveis macroscopicas representativas deste volume. Na escala microscopica, por
exemplo, a matriz pode ser localmente sélida ou ndo, em funcdo da presenca das
oclusBes de ar em seu interior. O esqueleto, ao contrério, s6 pode ser definido numa
escala macroscépica. A hipotese de continuidade permite simplificar o tratamento do
meio poroso a partir das definicdes de volume elementar, de particula do esqueleto e
de particula do fluido. Por continuidade, entende-se que as variaveis macroscopicas
variam continuamente de um ponto material a outro vizinho em todo o corpo

ocupado pelo meio poroso.

2.2 — Descricédo da deformacéo do esqueleto

Considere-se a deformacéo sofrida por um meio poroso ao longo do tempo.
No instante de tempo t=0, 0 corpo ocupa uma posi¢do de referéncia, e um dado

ponto material do esqueleto pode ser representado pelo vetor X de componentes X,

dadas segundo um sistema cartesiano de coordenadas adotado. No instante t =0, 0
mesmo ponto material do esqueleto ocupa a posicdo dada pelo vetor x de

componentes x;. A fungdo que relaciona os vetores x e X, para todos os pontos

materiais do corpo, é denominada funcdo de deformacéo. Ela é dada por:

x=x(X,t) ou x;=x;(X;1) (2.1)

O gradiente da funcdo de deformacéo (2.1) é dado por:

OX
F=Vx ou Fji:& ou F=Fji(ej®ei) (2.2)
Observa-se na (2.2) a natureza tensorial de F. Os versores na base ortonormal
sdo representados por e; e o simbolo ® representa o produto tensorial. O tensor F

tem transposta e inversa, definidas, respectivamente, por:
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X
Flij = F, e F i :871 (2.3)

Com o tensor gradiente da deformacdo (F), pode-se descrever localmente a
deformacédo de um ponto material. Considere-se um vetor infinitesimal dX ligando os

pontos vizinhos X e (X+dX) na configuracdo de referéncia (t:O). Depois da

deformacéo, os pontos X e (X+dX) ocupam, respectivamente, as novas posi¢oes
definidas por x e (x+dx), conforme a Figura 2.2. O vetor dx relaciona-se com o vetor

dX através de F, ou seja:

dx = F-dX (2.4)

Assim sendo, F é uma aplicacdo linear que transforma qualquer vetor dX com

origem em X no vetor dx com origem em x. Definindo-se o volume elementar dQ,,

na configuragéo de referéncia (t=0), como dQ, =dX,dX,dX,, onde sdo definidos

0s vetores dX, =dX,e,, dX, =dX,e, e dX, =dX.e,, outro resultado importante é:

dQ, = det(F)dQ, = JdQ, (2.5)

: | dx=FdX

Figura 2.2 — Gradiente da deformacéo F.
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ou seja, o determinante de F, ou o jacobiano J, transforma dQ, em

dQ = dx, - (d%, A dX,), sendo que o simbolo A representa o produto vetorial e 0s
vetores dx,, d%, e dx, sdo definidos, respectivamente, como dx, =F-dX,,
dx, :F~d>ﬁ(2 e dX,=F-dX,. Segundo a equagio (2.4), o determinante de F
transforma um volume na configuragéo inicial num outro volume na configuragao
final.

Definindo-se dX e dX' como sendo dois vetores infinitesimais com origem
no ponto X da configuracdo inicial, apds a deformacdo, eles se transformam,
respectivamente, nos vetores dx e dx’ com origem no ponto X da configuragéo

atualizada. Define-se o tensor de Green E através da expressao:

%[dx-dx'—dX-dX']:dx.E-dX' =dX~B(FTF— I)]dX’ (2.6)
onde | € o tensor identidade e E :B(FTF— I)} E interessante expressar o tensor E

em funcéo do vetor dos deslocamentos u = u(X) = (x —X). Ele resulta na expressao:
1 T T S 1 T
EZE(VU+VU +VuvuT)=v u+§(VuVu ) 2.7)

sendo Vu:g—;< e Vsu:%(Vu +VuT) 0 gradiente simétrico do vetor dos

deslocamentos u. O tensor das deformacdes de Green pode ser simplificado ou

aproximado em primeira ordem se |[Vul|<<1. Esta hipétese é valida somente se as

deformacdes e os deslocamentos forem bem pequenos. O tensor de Green fica

aproximado ent&o pelo tensor linear de deformacdes, dado por:

e=V°u (2.8)
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Note que a deformagéo & expresséo (2.8) tende a E da eq. (2.7) se ||Vu| <<1.

Com esta hipotese, outra simplificacdo possivel € admitir que as derivadas do vetor
u tomadas em relacdo as coordenadas na configuracdo inicial (t=0) sejam iguais as
derivadas de u tomadas em relacdo as coordenadas na configuracdo (t = 0). Ou seja,

as componentes de ¢ ficam dadas por:

- Ou; . Ou.
& =Vsu zl{ﬂju—’} ;1[%+—’} = grad®u (2.9)
2| 0X; OX; | 2|0x; OX;

Note que na (2.9), a notacdo V ¢ utilizada para as derivadas tomadas em

relacdo a configuracdo inicial enquanto grad € utilizada para as derivadas tomadas

em relacdo a configuracao atual.

O tensor de Green € uma medida referenciada a configuragdo inicial. Por isso foi
escrito com V ou Grad () na (2.7). Uma outra medida de deformacdo pode ser
definida, referenciada a configuracdo atualizada. Assim, define-se o tensor de

deformacdes de Almansi E, a partir da expresséo:

%[dx -dx' —dX -dX']=dx-E, -dx’ = dx - B (- F‘TF‘l)} -dx’ (2.10)

ou seja, E, :B(I - F‘TF‘l)} :
Em termos do gradiente dos deslocamentos, o tensor de Almansi fica dado
por:

E,= %(gradu +gradu’™ —gradu graduT): grad®u —%(gradu graduT) (2.11)

sendo grad®u = %(gradu +graduT). Da mesma forma, pode-se definir o tensor linear

de deformagdes & referido & configuragéo atual, se |gradul| <<1. Assim, tem-se:
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¢ =grad®u (2.12)

Observando-se as equacoes (2.7), (2.8), (2.9), (2.11) e (2.12), conclui-se que,

para [Vu|<<1 e |gradu| <<1, os tensores definidos tendem ao mesmo valor, ou seja:

exE=E, z¢ (2.13)

Ressalta-se novamente que as relagfes na (2.13) somente sdo vélidas em
teoria de pequenos deslocamentos e pequenas deformacg6es. Pode-se estabelecer uma
relacdo entre os tensores de Almansi e de Green conhecendo-se somente o tensor F.

Assim, tém-se:

E=F -E,-F
I (2.14)
=

O determinante de F, ou seja, o jacobiano da transformacéo de dQ2, em dQ,

conforme a expresséo (2.5), pode ser escrito em funcdo do vetor dos deslocamentos

u como:

dQ-dQ,

J=1+div(u) = 10
0

(2.15)

A expressdo (2.15) é valida admitindo-se a hipOtese de pequenos

deslocamentos e pequenas deformacdes. Por definicao,

div(u) = o, + o, + s =tre. Ou seja, 0 traco do tensor ¢ da equagdo (2.8)
oX, oX, X,

representa a variacdo de volume provocada pela deformagéo.

Num meio poroso, a medida de deformacdo que pode ser diretamente
mensuravel é a do esqueleto (matriz + poros vazios). No entanto, muitas vezes
pretende-se conhecer a mudanca de volume da parte so6lida do esqueleto, ou seja, da

matriz que o compdem. Desse modo, pretende-se conhecer a relagéo:
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dQ® —dQ;

E =
° dQ;s

(2.16)

Sendo dQS o volume da matriz do esqueleto ocupado na configuragio inicial

de referéncia e dQ° o volume ocupado na configuragdo atual. A porosidade, também

sendo uma varidvel macroscopica, pode ser definida nas duas configuragdes,

respectivamente, como ¢, e ¢ . Sendo assim, valem as relagbes dQ} = (1-¢,)dQ, e

dQ® = (1- ¢)dQ entre o volume ocupado pela matriz e o volume total do esqueleto

em ambas configuracdes. Com as equacgdes (2.15) e (2.16), obtém-se a relagdo entre
a mudancga de volume da matriz e a deformagéo do esqueleto, dada por:

(L-dg)es =A-)tre—(d—d,) (2.17)

2.3 — Cinematica da deformacao do esqueleto

O tensor gradiente das deformaces (F), conforme definido no item (2.2), é
funcdo da posicdo inicial X do ponto material e do tempo t. A cinematica da
deformacdo mostra como a deformacdo evolui no tempo. Desse modo, as derivadas
sdo tomadas em relacéo ao tempo t.

Definem-se dois tipos de descricdo da cinematica da deformacdo. Na
descricdo Lagrangiana, as variaveis fisicas sdo definidas em funcéo da posi¢do dos
pontos ocupada na configuracdo inicial de referéncia. Sendo assim, as derivadas séo
tomadas em relacdo a configuracdo inicial. Como as variaveis fisicas sdo definidas
em funcdo da posicdo inicial, e esta ndo varia no tempo, as derivadas a serem
tomadas sdo sempre derivadas totais em relacdo ao tempo t. Na descri¢do Euleriana,

as variaveis fisicas sdo descritas na configuracdo atual, ou seja, sdo fungbes de

x(X,t) e do tempo t. Na descricdo Euleriana define-se o campo de velocidades
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V(x,t), do ponto que ocupa a posi¢do x na configuracdo atual, no instante de tempo
t.
A descricdo Lagrangiana envolve somente uma derivada total em relacdo ao

tempo t. Derivando-se, por exemplo, a equacdo (2.6) em relacdo ao tempo t, tem-

se:

d dE

—|dx-dx'|=2dX - —-dX' 2.18
CIt[ ] o (2.18)

ou seja, (:Ij_ItE é a taxa do tensor de deformacdes de Green.

A descricdo Euleriana, ao contrario, utiliza como referéncia a configuracéao

atual. Assim, define-se o vetor de velocidades V(x,t) de uma particula que ocupa a

posicdo x na configuracdo atual, no instante de tempo t, como:

V(x,t)= (3—): (2.19)

oV oV oOx
Sabendo-se ue Grad(V)=—=—-——=gradlV)-F, e ue
q (V) X o ox " (V) q

Grad(V)= Grad[a—xj = ﬁGrad(x) _dF , chega-se a:
ot ) ot dt

grad(V) = % F* (2.20)

Sendo, por defini¢do, dx = F-dX, tem-se:

d d dF dXx
—|dx|=—|F-dX|=—-dX+F-— 2.21
dt[ ] dt[ ] dt dt (2.21)
o N dXx
Substituindo-se a equacdo (2.20) na (2.21), e sabendo-se que E:O, a
(2.21) fica:
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%[dx]=grad(v)~dx (2.22)

Com a equagéo (2.22), pode-se derivar a (2.6) utilizando-se as coordenadas

da configuracao atual. Assim, tem-se:

%[dx -dx']=2dx-d-dx’' = dx- [grad(v)+ grad(V)T]- dx’ (2.23)

ou seja, o tensor d vale:

de [grad(V)+zgrad(V)T] (2.24)

Observando-se as expressdes (2.10) e (2.23), conclui-se que

d

dx-d-dx')=2
(dx-d-dx’) "

(dx-E, -dx’), sendo E, o tensor de deformacdes de Almansi ja

definido anteriormente.

2.4 — Descricdo do movimento do fluido

Para a completa descricdo do movimento de um meio poroso saturado, deve-
se conhecer o movimento das particulas do fluido em relacdo ao esqueleto. Sendo
da uma éarea infinitesimal em torno de um ponto material do esqueleto e com vetor
unitario normal a ela dado por i, na configuracdo atual, define-se, no instante de
tempo t, e por unidade de tempo, a quantidade de massa que flui através de

da =rnda como:

Jida=J (dd-fi)=w-fida (2.25)
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A variavel J! da equagdo (2.25) representa o fluxo de massa fluida por

unidade de area. Observa-se que o fluxo é relativo ao esqueleto. Portanto, o vetor

w(X,t), na descrigdo Euleriana, € o vetor do fluxo de massa fluida no ponto material
em consideracdo. Define-se, para um ponto x na configuragéo atual, no instante de
tempo t, o vetor V'(x,t) da velocidade relativa da particula do fluido em relagdo a

particula do esqueleto, como:

V' (X, 1) =
(%,1) S (2.26)

Lembrando que as duas particulas ocupam em t a mesma posicdo x. Na

(2.26), p"(x,1) e ¢(x,t) sdo, respectivamente, a densidade de massa do fluido e a

porosidade no ponto considerado. O termo p"¢ representa a densidade de massa

macroscopica do fluido, ou seja, a densidade de massa aparente do fluido, referida ao

volume elementar ocupado pelo esqueleto e pelo fluido.
As variaveis w e V' podem, da mesma forma, ser representadas segundo a

descricdo Lagrangiana. Definindo-se o vetor M através da relagdo:
M-NdA =w-nda (2.27)

Sendo dA=NdA a &rea, na configuracdo inicial de referéncia, orientada
segundo o versor N, correspondente a area da =nda, orientada segundo o versor n,
na configuracdo atual. As variaveis do fluxo de massa fluida w e da velocidade

relativa do fluido V', com a (2.27), ficam dadas por:

F-M F-M
]

w=—", V= o7 (2.28)

sendo J o jacobiano da transformacéo de volume definida pela (2.5).
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2.5 — Conceitos de derivada particular e derivada material

Qualquer que seja um campo definido sobre o dominio de um corpo
constituido de um meio poroso, tanto na descricdo Lagrangiana quanto na Euleriana,
as derivadas deste campo podem ser tomadas em relagdo ao esqueleto ou em relagéo
ao fluido. Neste caso, elas sdo denominadas derivadas particulares.

Supondo um campo g(x(X,t),t), escrito em termos das varidveis de Euler, a
derivada particular deste campo em relacdo ao esqueleto e em relagdo ao tempo t é

definida como:

d—(“:’:a—(‘:]+gradg-v (2.29)

dt ot

X . . .
onde V:% é o vetor velocidade da particula do esqueleto que ocupa a posicao

atual definida por x. A derivada na (2.29) ¢é valida para qualquer que seja 0 campo

g . Por exemplo, admitindo-se g=V, tem-se a expressao da aceleracdo da particula
do esqueleto em x dada por:
_dv oV

—=-—+4gradV-V 2.30
a9 (2.30)

Da mesma maneira que a derivada na (2.29) foi definida tendo-se como

referéncia o esqueleto, define-se a derivada particular em relagdo ao fluido do campo

g, aqui denominada de d"g/dt, como:

dﬂg og fl
—~ =" 4g9gradqg-V 2.31
G o Horado (2.31)

onde V"(x,t) é a velocidade absoluta da particula do fluido ocupando a posi¢do x

em termos das variaveis de Euler. A velocidade do fluido V" pode ser expressa por:
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Vi=V+V' (2.32)

Com V' definida na (2.26). Ou seja, a velocidade da particula do fluido é a
soma da velocidade da particula do esqueleto e da velocidade relativa entre as duas

particulas. Comparando-se as expressdes (2.29), (2.31) e (2.32), chega-se a:

dﬂg dg

—==—tgradg-V' 2.33
5 g 9o (2.33)

ou seja, a derivada temporal do campo g(x(X,t),t) escrita em relacdo a particula do

fluido é igual a derivada temporal de g escrita em relacdo a particula do esqueleto

mais um termo que é funcdo da velocidade relativa V' entre as duas particulas.

Usando a equacao (2.26) na (2.33), tem-se:

d"g dg w
2 _22 L gradg-— 2.34
gt d oo p"d (2:34)
A aceleragdo da particula de fluido y" fica definida substituindo-se g por V"

na (2.31), ou seja:

deVfI deI
L =— tgradV"-V" 2.35
Ve T O (2.35)

A aceleracdo na (2.35), levando-se em conta a (2.32), também pode ser dada

pelas:
v =y+ dg:r +grad(V+Vr)-Vr (2.36)
Y :%(V+Vr)+ grad(V + V') V' (2.37)
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fly /1

Y=y dd\t/ +gradV -V’ (2.38)

Usando a definicdo de V' da (2.26) na (2.37), tem-se:

_d wo| w
= (V+ K ¢j+grad(V+ﬂ)-ﬂ (2.39)

Em algumas aplicagOes, recai-se na necessidade de derivar uma integral de
volume, em geral a integral de uma variavel representativa da densidade de volume
de alguma quantidade fisica. Considere a densidade de volume representada por

g(x,t) nas variaveis de Euler. Define-se entéo a integral:

| = jg(x,t) dQ, (2.40)

Q

Da mesma maneira como feito anteriormente, pode-se definir a derivada
particular da (2.40) em relacdo tanto ao esqueleto quanto ao fluido. Em relagéo ao

esqueleto, por exemplo, a derivada particular da (2.40) segue o volume Q,, ocupado

a cada nova posicdo pelo esqueleto em seu movimento. Considere a densidade de

volume nas variaveis de Lagrange G(X,t), obtida da g(x,t) pela relag&o:

G(X,t)dQ =g(x,1)dQ, (2.41)

onde o volume Q corresponde na configuragéo de referéncia, ao volume Q, na

configuracdo atual. A derivada da (2.40), com a (2.41), fica:

3: dt[f J J & 4o (2.42)

A Ultima integral na (2.42) esta escrita nas variaveis de Lagrange. A primeira

integral nas variaveis de Euler. Neste ultimo caso, a derivada do volume Q, deve ser
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tomada, ja que este varia com o tempo. Por definicdo, %[th]zdiv(V)th.

Aplicando-se a derivada sobre o produto gdQ, e utilizando-se os conceitos da

algebra tensorial, pode-se escrever:

%—?dQ {Zgﬂgradg V+gd|v(V)}dQ [%g+div(g®V)}th (2.43)

onde ® representa o produto tensorial. Com a (2.43), a integral da (2.42) nas

variaveis de Euler fica:

= j {—+dnv<g ®V)} (2.44)

I

Utilizando-se o teorema da divergéncia, a (2.44) se transforma na:

9
—= +| gV-nda 245
dt J a o j (2.45)
onde a ¢ a superficie que engloba o volume Q,.
Pode-se obter expressfes semelhantes as (2.44) e (2.45) para a derivada
particular em relagédo ao fluido, denominada de d ﬂI/dt. Neste caso, as (2.44) e

(2.45) ficam, respectivamente, dadas pelas:

fl
d I— I {——kle(g@Vﬂ)}dQ (2.46)
d"l_ ¢ og i
—= | =dQ V".nda
dt f 0% ] (2.47)

A definicdo de derivada particular em relacdo ao esqueleto, ou em relacdo ao

fluido, somente em parte representa a variacdo da densidade de volume g de uma
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quantidade fisica qualquer, entre os instantes t e t+dt. Na realidade, tomar uma
derivada em relacéo ao esqueleto, por exemplo, acaba por desconsiderar a influéncia
das particulas fluidas na variacdo temporal da integral de g. O contrario também é
valido quando se toma apenas a derivada particular em relacdo ao fluido,
desconsiderando a influéncia do esqueleto.

A variavel g, definida na equacdo (2.40), é uma densidade de volume. Por
definicdo, uma particula do esqueleto e uma particula do fluido ocupam a mesma
posicdo X no instante de tempo t. Assim, a variavel g pode ser decomposta
aditivamente em duas, uma representando a particula do esqueleto e outra a do

fluido. Assim, define-se:

g(x,t)dQ, =g*(x,t)dQ, +g" (x,t)dQ, (2.48)

onde g** e g" sdo, respectivamente, as densidades da particula do esqueleto e da

particula do fluido por unidade de volume macroscopico dQ,. Por exemplo, se g é a
densidade de massa de um meio poroso saturado, g** =p°(1-¢) e g" =p"¢, sendo

p° a densidade da matriz sélida do esqueleto.

Considere o intervalo infinitesimal de tempo dt =Dt. A variacdo da integral
I, definida pela (2.40), no intervalo Dt, e levando-se em consideracdo a (2.48), é

dada pela expresséo:

DI _d

es dﬂ fl
e [g q(x,t)th+E(J;g (x,t)dQ, (2.49)

Qt
Considerando-se as equagdes (2.45) e (2.47) das derivadas particulares em

relacdo ao esqueleto e ao fluido, respectivamente, e a equacao (2.48), a (2.49) fica:

Q+[g*V-nda+[g"V"-nda (2.50)

a

g
Dt JE

ou
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%:i(%gdgt+£gv-nda+_£g”(vﬂ—v)-nda (2.51)

Lembrando-se que g**=g-g". A Gltima integral da (2.51) tem um
importante significado fisico. Ela mede a quantidade da variavel fisica, cuja

densidade € g", que atravessa a area a da superficie que envolve o volume Q..

Definindo-se g como a densidade por unidade de massa fluida da mesma

quantidade fisica de g" , tem-se:

g" (V“ —V)-nda:g;Lw-nda (2.52)

Com a (2.52), a (2.51) pode ser reescrita como:

DI (o9 fl

a_iEth+£gV-nda+£gmw-nda (2.53)
Observando-se a (2.45), a (2.53) fica:

DI _dl ¢ q

a—aﬂ!gmw‘nda (2.54)

ou seja, a variacdo da quantidade fisica cuja densidade é representada por

esq

g=9"+g", no volume Q,, no tempo infinitesimal Dt, é igual & derivada particular
em relacdo ao esqueleto da integral de g mais a quantidade de fluido que atravessa a

superficie que envolve Q, .

2.6 — Principio da conservagdo de massa
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O principio da conservacdo de massa é fundamental na descricdo da
cinematica dos meios porosos. Desde que ndo haja criacdo de massa fluida, vale a

relacao:

d (o dQ, =—{J"d

oo =—[J) da (2.55)
Q, a

ou seja, a variagdo no tempo da massa fluida que se encontra dentro do volume Q,,

representada pela integral sobre Q, do produto p"¢ da densidade volumétrica de
massa pela porosidade, é igual ao fluxo de massa pela superficie a, representada pela

integral sobre a do fluxo de massa por unidade de area J" . Deve-se lembrar que o
fluxo definido por J! & sempre relativo ao esqueleto.
Admitindo-se que o campo g na equacéo (2.40) seja substituido por p"¢, e

observando-se a (2.45), pode-se reescrever a equacado (2.55) como:

J| &6} aivpov) o, ~-[21ds (259

Q

ou, sabendo-se que J" da =w-nda, como:

| [g(pﬂd))+ div(pﬂq)v)} dQ, =—[w-nda (2.57)

Q

Utilizando-se o teorema da divergéncia, a (2.57) pode ser reescrita como:

[ [%(pﬂd))+ div(pf'¢V+W)} dQ, =0 (2.58)

Q

A equacdo (2.58) é valida para qualquer que seja o volume Q,. Para que esta

condicdo seja atendida, o integrando necessariamente deve ser nulo, ou seja:
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%(pf'¢)+ div(p"9V +w)=0 (2.59)

A equacdo (2.59), localmente definida, é conhecida como equacdo da

continuidade. Uma outra forma de expressa-la é:

%(pf'¢)+pf'¢divV+divw=O (2.60)

Alternativamente a equacdo (2.55), pode-se expressar 0 principio da
conservagdo de massa utilizando-se a derivada particular em relacdo ao fluido.

Assim, tem-se:

dfl
o Ipfl¢th =0 (2.61)
Q
Com a equacdo (2.47), a (2.61) reescreve-se como:

I g(P%)th +I p"dV".nda=0 (2.62)

Q

ou localmente como:

g(pﬂd))+ div(p"pV")=0 (2.63)
As equac0es (2.59) e (2.63) sdo equivalentes. Igualando-as, conclui-se:

p "oV +w =p"pv" (2.64)

que é confirmada pela equacéo (2.26).

As equacdes (2.55)-(2.64) dizem respeito a conservagio de massa fluida. E

importante também escrever as equacdes da conservacdo de massa total do meio
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poroso (esqueleto + fluido). Definindo-se r como a fungédo densidade de volume do

meio poroso, a massa contida num volume infinitesimal dQ, pode ser expressa

como:

rdQ, = [p*(1-9) +p"9Jde, (2.65)

Na auséncia de criacdo de massa, vale a equacao do balanco global de massa:

D
airdﬂt =0 (2.66)

Fazendo-se g" =1 na equagdo (2.53) da derivada material, a (2.66) fica

reescrita como:

o
at

Q

th+I(rV+w)-nda:0 (2.67)

Aplicando-se o teorema da divergéncia, chega-se a equacdo da continuidade

do meio poroso saturado, dada pela:

%+div(rV+w)=0 (2.68)
ou
%-ﬁ- rdiv(V)+div(w)=0 (2.69)

A conservacdo de massa somente do esqueleto fica expressa pela equacéo:

2 [l a-wio, <o (270)
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ou, equivalentemente, pela:

J g[Ps(l—@]th +[lpra-o)v-nda=0 (2.72)

Q

Neste caso, a equacdo da continuidade resulta:
a S H S
a[p 1—¢) [+ div[p*a-¢)v]=0 2.72)

2.7 — Balan¢o da quantidade de movimento

Na mecénica dos meios continuos, isolando-se um dominio Q, de um dado
continuo, dois tipos de forgcas podem atuar sobre C,. Existem as forgas de corpo,

expressas pela densidade de massa F, de tal modo que a forga resultante num

volume infinitesimal dQ, é dada por rFdQ,, sendo r= [ps(l—(l)) +pﬂ¢] a densidade

do meio poroso. A densidade F depende do tempo t e da posi¢cdo x ocupada pelo

ponto material na configuracdo atual, ou seja, F=F(x,t). Existem também as forcas
de superficie, que agem diretamente sobre a superficie a que envolve o dominio Q, .
Sdao representadas pela forca por unidade de area T(Xx,t,n), dependente do tempo t,

da posicdo x e do versor n normal a superficie a no ponto X.
A equacéo do balango da quantidade de movimento postula que a resultante

de todas as forgas atuantes em Q, deve ser igual a taxa de variagdo da quantidade de

movimento, ou seja:

D%j(rvw“q)vr)omt = [rFdQ, +[Tda (2.73)

Q, Q, a

quando se trata do balanc¢o da quantidade de movimento linear e
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%J.[X /\(rV+pﬂ¢Vr)]th = J.X/\ r FdQ, +IX ATda (2.74)
Q

Q, a

guando se trata do balan¢o da quantidade de movimento angular, onde o simbolo A
representa 0 produto vetorial. Nas (2.73) e (2.74),
[I’V+pﬂ¢Vr]= [ps (1—¢)V+pﬂ¢Vﬂ] ¢ a quantidade de movimento linear da
particula do meio poroso, constituido pela superposi¢do das particulas do esqueleto e
do fluido. Deve ser observado que as equagdes (2.73) e (2.74) valem para o conjunto
esqueleto-fluido que compBem o meio poroso, bem como as for¢as F e T que atuam
sobre Q, valem para o conjunto, ndo sendo distinguidas, portanto, forgas que atuam
no esqueleto de forcas que atuam no fluido.
Voltando a equacdo (2.53) da derivada material e fazendo nela

g=rV+p"pV e gl =V"=V+V', tem-se:

% [(rv+p"gvJdo, = I%(rv+pﬂ¢vr)d§2t +

& & (2.75)
J' [(rV+p“¢V’)\/-n +(V+Vr)\/v-n]da

ou seja, a variacao da quantidade de movimento linear das particulas do meio poroso
(membro esquerdo da (2.75)) é igual a variacdo da quantidade de movimento das

particulas dentro do volume Q, mais o fluxo através da superficie a de Q, da

quantidade de movimento das particulas do esqueleto e do fluido que entram ou

deixam Q, pela a (membro direito da (2.75)).

Fazendo agora g=X/\(I‘V+pﬂ(|)Vr) e g2:XAVf'=XA(V+Vr) na

equacéo (2.53), tem-se:

D%i[x leveptevo, ig[x Arveptov o, « (2.76)

I {[X/\(I’V—i—pﬂd)Vr)\/-n]+[X/\(V+Vr)\N-n]}da

a
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Substituindo-se as (2.73) e (2.74), respectivamente, nas (2.75) e (2.76),
chega-se ao seguinte enunciado: a resultante das forcas e dos momentos que atuam

num volume €, de um meio continuo € igual, respectivamente, a resultante das

forcas e dos momentos dos vetores

0

:a(p5(1—¢)V+ p"oV" )dQ, (2.77)

(v eptovi)de,
ot
distribuidos sobre o volume Q, e dos vetores

[V "4 (v v e

[(ps (1—<|>)V)\/ N+ (pf'¢vf' )\/ﬂ .n]da (2.78)

distribuidos sobre a area a do dominio Q,.

Utilizando-se o teorema da divergéncia, as integrais sobre a superficie a, que
aparecem nas equacOes (2.75) e (2.76), sdo transformadas em integrais sobre o

dominio Q,. As equagdes (2.75) e (2.76) podem ser reescritas, respectivamente,

como:

% J (rv+p"ov7)dQ, = | %(rvﬂaf'q)vr)dgt +

Q

[laiv[irv +p v )@ v+ div[v + v )@ w]ldo, (.79)

Q

% i XA (rv+ptov o, =i§[x AV +p oV |do, + o
[Ixafgivev+p"ev)e v divv +vr)ew]fdo, |

A expressdo (2.79) pode ser manipulada utilizando-se a identidade
div(A®B):gradA-B+AdivB, sendo A e B dois vetores quaisquer. Assim, 0

integrando do segundo membro da (2.79) fica dado por:
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vt ey 0w vl o v el -

oV or .
— dV-V |+ V| —+div(rV
{6’[ +gra }r [6t+ iv(r +W)}+ (2.81)

dv’
t

r + grad(V + Vr)- Vr}

vr{g(pﬂq,pdiv(pﬂq)ww)}pﬂq,[

Utilizando-se a equacdo da continuidade (2.59) e lembrando que w=V'p"¢,

a (2.81) fica:

%(rv +p"oV )+ aiv[rv +pov7 )@ v div]v + V7)o w]}=

ry+p 00" —7)=p* L- )y +p"dy"

(2.82)

sendo y e y" as aceleragdes absolutas das particulas do esqueleto e do fluido,

respectivamente. Com as (2.73), (2.79) e (2.82), chega-se a:

g_![ry+pfl¢(yfl —'Y)]th = Ir Fth +ITda (2.83)

Q, a

A equacdo equivalente a (2.83) para o caso do balanco da quantidade de

movimento angular fica dada por:

I{X A [ry+pﬂ(|)(yﬂ —y)]}th = IX/\ rFdQ, +IX/\Td& (2.84)

Q, Q, a

O significado da (2.83) é bem claro, ou seja, a resultante das forcas de volume

e de superficie que atuam sobre Q, é igual a resultante das forgas dinamicas
elementares, representadas, no caso do meio poroso saturado, pela soma das parcelas
do esqueleto p°*(1-¢)ydQ, e do fluido p"¢y" dQ, . O significado da equacio (2.84)

é equivalente a da (2.83), no entanto relativo a resultante dos momentos elementares.
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O principio da conservacdo da quantidade de movimento € utilizado para
demonstrar a existéncia do tensor de tensées o . Aqui ndo serd mostrada a prova da
existéncia de o. No entanto, ela pode ser encontrada nos livros-texto de mecanica
dos meios continuos. A prova utiliza um diagrama de corpo livre sobre um tetraedro

elementar e resulta na definicéo:

on=T (2.85)

que relaciona, num ponto X e no instante de tempo t, o vetor da forca de superficie
T com o tensor o através do versor n. O tensor ¢ é o tensor de tensdes totais, ou
seja, € a soma das tensdes que atuam no esqueleto e no fluido, do ponto de vista
macroscépico.

Substituindo-se a (2.85) na (2.83), tem-se:

[lrv+p"6ly" —v)-rF]de, = [(o-n)da (2.86)
Q a
Com o teorema da divergéncia, obtém-se:

I[div<;+ r(F—v)-p"o(y" —Y)]th =0 (2.87)

Q

Desde que a equacdo (2.87) deve ser valida para qualquer que seja o dominio

Q,, o integrando deve necessariamente ser nulo, ou seja:

ldive +r(F—v)—p"oly" —v)|=0 (2.88)

A equacdo (2.88) é a equacdo diferencial do equilibrio dindmico, que difere
da de um meio continuo monoféasico por considerar distintamente as forcas de inércia

das particulas do esqueleto e do fluido.
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A simetria do tensor de tensdes € provada substituindo-se a (2.85) na equacéo

(2.84) da resultante dos momentos dinamicos, fazendo o volume Q, infinitesimal. A

simetria de o pode ser assim expressa:

G;=6; 0Uc=0' (2.89)

2.8 — Principio das poténcias virtuais

O principio das poténcias virtuais é assim enunciado: para um dado volume

Q, de um meio continuo, num certo instante de tempo t, e para todo e qualquer

movimento virtual, a poténcia virtual dos esforgos externos P,, mais a poténcia

ext

virtual dos esforgos internos P, € igual a soma da poténcia virtual das forcas de

int

inércia P,, ou seja:

P (V) +P (V) =P, (V) (2.90)

int
onde V" representa um campo qualquer de velocidades virtuais definido sobre Q..

A poténcia virtual dos esforcos externos é definida como:

P (V)= [V -rFdQ +[V"-Tda (2.91)

Q, a

A poténcia virtual das forcas de inércia, considerando-se as particulas do

esqueleto e do fluido, é dada pela expressao:

P, (V)= [V o =gy +p"oy" d, (2.92)

Q

e a poténcia virtual dos esforgos internos € definida pela:
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P (V) =-[c:DdQ, (2.93)

Q

onde If):%[gradv’#gradT V*] é a taxa de deformagdo associada ao vetor de

velocidades V.
Utilizando-se os resultado da (2.85) e da (2.88), a (2.91) pode ser reescrita

como:

P (V)= [V [- divo+ry+p"(y" - y)Jdey, + [V'-c-nda (2.94)

Qt
O teorema da divergéncia e a simetria do tensor de tensbes permitem

escrever.

IV*-c-ndaz J'(c:f)+v*-dchs)th (2.95)

Q

Com a (2.95) substituida na (2.94), e levando-se em conta as (2.92) e (2.93),

fica verificada a equacao (2.90) do principio das poténcias virtuais.
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INTRODUCAO A POROELASTICIDADE E
POROPLASTICIDADE

i ]

Capitulo

3.1 - Introdugéo e contetido

Neste capitulo, além dos conceitos basicos da poroelasticidade sao
apresentadas as relacdes constitutivas que descrevem o comportamento mecanico de
meios porosos. Inicialmente para poroelasticidade. Depois para poroplasticidade,
onde serdo considerados efeitos pléasticos. As relagdes constitutivas sdo
fundamentadas na teoria de (BIOT, 1955) e os efeitos plasticos seguem a descrigao
dada em (COUSSY, 1995).

No caso da poroplasticidade, considerar-se-a o critério de plastificacdo de
Drucker-Prager, com influéncia direta da poro pressdo nas equagdes. Serd
considerada a ndo-associatividade na dedugdo das equagdes, partindo-se da definicao
de uma funcdo diferente da funcio de plastificagdo para o potencial plastico.

Serdo apresentadas, para o critério de Drucker-Prager (com Hardening linear), as
relacdes constitutivas em taxas e em incrementos. Neste tltimo caso, apresentar-se-a
a deducdo da expressdo fechada do multiplicador plastico, considerando-se uma
formulagdo implicita para o retorno a superficie de plastificacdo, com dire¢ao normal
a fun¢do do potencial plastico. Duas expressdes distintas para o multiplicador
plastico serdo deduzidas, tendo-se em vista as formulacdes do MEC a serem
apresentadas no capitulo 4. Numa delas, o retorno ¢ feito mantendo-se a poro pressao

constante, em outra, mantendo-se a variagdo da quantidade de fluido constante.
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Ao final, serdo deduzidas as expressoes dos modulos tangentes consistentes

de rigidez para os dois casos citados.

3.2 — Equacgdes Gerais da Poroelasticidade

Neste item, serdo apresentadas as equagdes constitutivas da poroelasticidade
linear, segundo a teoria da consolidagdo proposta por (BIOT, 1955). Serdo assumidas
as seguintes condi¢des: processo isotérmico e geometria de pequenas deformacgdes.
Efeitos de inércia serdo desconsiderados, sendo as equagdes validas para o caso
quase estatico. Admite-se que o meio poroso esteja completamente saturado.

Segundo (COUSSY, 1995), pode-se definir o seguinte potencial de energia

livre:
p¥ (&,0) =%s . B¢ :8+%b2M(Tr(8))2 +%M§2 —bM(Tr(¢) (0.1)

onde p ¢ a densidade de massa do meio poroso (fases solida mais liquida), E* é o
tensor elastico do material drenado, M é o mdodulo de Biot, b € o coeficiente de Biot
da tensdo efetiva, ¢ ¢ o tensor das deformacdes da parte solida do meio e
representa a variacdo da quantidade de fluido, ou seja, a variagdo no volume de
fluido por unidade de volume do meio poroso (mistura sélido-liquido). As variaveis

associadas as varidveis internas € e { sdo, respectivamente, o tensor das tensdes

totais ¢ e a poro pressdo p, dados por:

cs:paa—i’:Ed:erbM(bTr(s)—g)i (0.2)
oM _M(c-
p=p =M(S-bTr(e)) (0.3)
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onde, na (0.2), i representa o tensor identidade de segunda ordem. Substituindo-se a

poro pressdo p da (0.3) na equacdo das tensoes totais (0.2), chega-se a:
c=E":e—bpi (0.4)

ou seja, a tensdo total o é composta por uma parcela que depende das propriedades

elasticas da parte solida e outra parcela que depende da poro pressdo p, cujos

valores, por convengdo, sio sempre positivos. O tensor E°, assumindo

comportamento isotropico, ¢ dado por:
E¢ :(Kd —%)i@ﬂzGI (0.5)

sendo K¢ e G, respectivamente, os médulos de compressibilidade volumétrica e de
cisalhamento do material drenado. O tensor identidade de quarta ordem ¢
representado por 1. Do conjunto das equacdes (0.1) a (0.5), observa-se que a
resposta elastica do meio poroso fica determinada conhecendo-se os quatro seguintes
parimetros independentes: M, b, K’ ¢ G.

Outros  parametros igualmente importantes s3 o moddulo de
compressibilidade volumétrica do material sob condi¢do ndo-drenada K" e o

coeficiente de Skempton B . Estes pardmetros sao definidos pelas expressoes:

. _l 6Tr(0)
3 oTr (&) o 0.6)
_ . Op
B=-3— " .. (0.7)

Note que, nas (0.6) e (0.7), foi assumido variagdo nula da quantidade de

fluido por unidade de volume ((; :0). Isto significa que os parametros K" ¢ B
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devem ser obtidos de ensaios sob condi¢cdo ndo-drenada. Pode ser mostrado que as

relagdes entre os parametros M e b com os parametros K" e B sdo dadas por:

K" -K*

L S 0.8
T (0.8)
B (K"

L] (0.9)
K"-K

As relagdes entre as taxas das varidveis do problema poro-elastico sdo

definidas nas (3.10), (3.11), (3.12) e (3.13).

6=E':¢-Fp (0.10)
E=F:+1p (0.11)
U

6=E ZS—EFC (0.12)
'——lFé+l§ (0.13)
P=mymeTy '

Na expressdo (0.10), E* (definido na (0.5)) é o médulo tangente drenado

(tensor de quarta ordem) que relaciona a taxa de deformagao com a taxa de tensdo

sob condicao drenada (p = 0). F ¢ um tensor de segunda ordem, enquanto J, nas

(0.12) e (0.13), sdo escalares. A partir das expressoes (0.3) e (0.4), estas variaveis sdo

definidas como:

F = bi (0.14)

Formulagao do método dos elementos de contorno para materiais porosos refor¢ados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 03 — INTRODUGCAO A POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE 47

J= (0.15)

1
M

O tensor E" na (0.12) ¢ chamado de tensor elastico ndo-drenado, sendo sua

expressao dada por:
b md LN A L o . 2G). .
E'=E‘+b°M(i®i)=| K e i®i+2*GI (0.16)

K'=K'+b’M (0.17)

3.3 — Equagdes Gerais de Poroplasticidade
3.3.1 — RelagGes Constitutivas

Na poroplasticidade, os fendmenos plasticos precisam ser levados em conta
nas leis constitutivas, conforme apresentado por (COUSSY, 1995). O
comportamento do material segue a mesma formulagao descrita por (BIOT, 1955),
acrescentado do efeito da plastificagdo da fase s6lida do meio poroso. As relagdes
constitutivas sdo dadas em termos das relagdes entre as varidveis estaticas (tensdao

total de Cauchy o e poro press@o p) e as variaveis cinematicas (deformacdo do
esqueleto € e variacdo da quantidade de fluido ().

De acordo com (COUSSY, 1995), no caso poro-plastico, as varidveis

cinematicas sdo particionadas aditivamente em duas, ou seja:
e=g"+¢f (0.18)

C=C"+C (0.19)
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nas quais o indice superior e diz respeito a parte elastica e p a parte plastica das
varidveis cinematicas ¢ e {. O potencial de energia livre a ser considerado nesta

formulagao ¢ dado por:

P‘I’(S—SP,C—CP,OL) =lse EY:ef Jrlsz(Tr(se))2 +1M(Ce)2
12 2 2 (0.20)
—bMCeTr(se)+§aha

onde o representa o vetor com as variaveis internas que estdo relacionadas com
outros fenomenos dissipativos, enquanto h armazena os pardmetros de “hardening”
ou “softening” do material. Note que, por simplicidade, a dependéncia do potencial
de energia com as variaveis internas tem a forma quadratica e desacoplada. Outras
dependéncias mais complexas poderiam ser consideradas, sem prejuizo dos

resultados. A tensdo o, a poro pressdo p ¢ as forgas termodinamicas y associadas a

o sdo dadas, respectivamente, por:

Gzpz—\izEd:8°+bM(bTr(a°)—Q°)i (0.21)
a € S

p=pa—\g=M(C ~bTr(e*)) (0.22)

v=p - ha (0.23)
oo

A partir das relagoes (0.21) e (0.22), pode-se escrever:

c+bpi=E":¢& (0.24)
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ef

sendo E! o mesmo dado pela (0.5). Define-se como tensdo efetiva o a tensdo
verdadeira que atua no esqueleto solido, ou seja, o =E®:e° =E¢ :(a—ap) . Logo, a

(0.24) fica:
o' = 5+ bpi (0.25)

As leis de evolucdo das variaveis internas sdo definidas a partir de um

potencial plastico conhecido F(G, p,x), escrito em fungdo das varidveis associadas

G, p € ). Assim, tétm-se:

gt (0.26)

oo

. . OF
&=r_— 0.27
o (0.27)

. OF

L3 OF
a . (0.28)

onde A é o multiplicador plastico que satisfaz obrigatoriamente as condigdes de

Kuhn-Tucker:
L20, <0, Af=0 (0.29)

sendo f (G,p,x) a funcdo de plastificagdo que delimita, no espaco das variaveis

associadas, as regides com comportamento poro-elastico e poro-elasto-plastico. A
dependéncia das fungdes F e f com as variaveis associadas ¢, em principio,

arbitraria. No entanto, muitas vezes, elas podem depender diretamente da tensdo

efetiva pela relacao (0.24), ou seja, passam a ser dadas como F(Gef,x) ef (Gef,x) .
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Assumindo-se que o material esteja sofrendo um “carregamento plastico”, ou
seja, que esteja sobre a superficie de plastificagdo, no limite da regido de

comportamento elastico, a partir das expressoes (0.18), (0.19), (0.21), (0.22), (0.23) e
(0.25) ¢ da condi¢io de consisténcia f =0, chegam-se as seguintes equacdes
constitutivas em taxas:

6=H":£-Kp (0.30)

E=L:£+Dp (0.31)

ou, escritas de outra forma:

K .

6=H":¢——F 0.32
SFe (0.32)

) L . 1.

=——'!6+— 0.33

P="% DC (0.33)

Na (0.30), H* é o modulo tangente drenado que relaciona a taxa de
deformagdo com a taxa de tensdo sob condi¢do drenada (p=0). Nas (0.30), (0.31),
(0.32) e (0.33), K e L sdo tensores de segunda ordem e D ¢é um escalar. O tensor
H" na (0.32) ¢ o mddulo tangente ndo-drenado que relaciona as taxas de deformagao
e tensdo sob condi¢do ndo-drenada (C = 0) .

Para se determinar as expressdes dos tensores H' e K, deve-se partir da

condi¢do de consisténcia, ou seja:

f—§£¢+9£'+§£‘—o 0.34
P app axx (0.34)

Da expressdo (0.24) com a (0.18) e da (0.23), obtém-se, respectivamente:
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S=E:(£-£")-bpi
7 =—ha

Com a (0.26) na (0.35), chega-se a:

6=E* :(é—xa—Fj—bpi
0c
e, com a (0.28) na (0.36):

Xz_hi@

ox,
Com os resultados das (0.37) e (0.38), a (0.34) fica:

f=—:E :(é—x@}@:(—bpi)+§p—x§ha—F=o
op Ox Ox

Da (0.39), obtém-se a seguinte expressdo para A:

g:Ed:éﬁ g—bﬁzi p ﬁ:Ed:é;+ g—bgri p
i o oo op Oc _\ 0o op Oo

- d
[8f:Ed:8F+8fh6Fj F
o0c oo 0Oy Oy
sendo F* =ﬁ:Ed :a—FJrhd para h‘ =ﬁ-h-a—F.
0c o0c oy oy

Substituindo-se A da (0.40) na (0.37), tem-se:

(0.35)

(0.36)

(0.37)

(0.38)

(0.39)

(0.40)
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ngd:{H or_ g:
op Oc

)

oF
oo

Fd

ou, rearranjando-se os termos:

—bpi

Ed-aj @-Ed (2:;— Sf:iJEd:aF
: 0 ool Ny c
6=|E‘- GFd S 1e— =

Observando-se as (0.30) e (0.42), conclui-se que:

Edng gf:Ecl
d d
HY=E‘- GF“‘ o

O tensor L e o escalar D sdo obtidos da (0.22) em taxas, ou seja:

p=M(&~bTr(&)) =M(& -7~ bTr(2) + bTr (7))

na qual se utilizou as (0.18) e (0.19). Isolando-se ¢ na (0.45), tem-se:

é=%+§p +bTr(é)—bTr(ép)

ou, com as (0.26) e (0.27):

(0.41)

(0.42)

(0.43)

(0.44)

(0.45)

(0.46)
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(;:Lx@mn(é)_mr(ﬁj
M  0Op oo

Substituindo-se A da (0.40) na (0.47), obtém-se:

(FeelTog
E=L2 bTr(s) - P ® LN [a—Fj
F op oo
ou, rearranjando-se 0s termos:
[aF—bZFiij:Ed | (aF—bgFiJ[af—beiJ
E=|bi+ P Gd ° P I U d@p °/p
F M F

que, a partir da (0.31), permite concluir:

(aF—bgFijgf:Ed
L=bis P ; °
N
L op G d@p c
M F

(0.47)

(0.48)

(0.49)

(0.50)

(0.51)

O modulo ndo-drenado H" relaciona-se com os demais tensores € com 0

escalar D através da expressdo:

K®L
D

H'=H'+

(0.52)
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A prova da (0.52) pode ser facilmente obtida substituindo-se a (0.33) na
(0.30), resultando:

L l;
6=H':¢-Kp=H":e-K|——:é+— 0.53
p ( ~ DCJ (0.53)
a qual, pode ser reescrita como:
K®L K. K.
6=|H'+—— [1é——(=H":16—— 0.54
( b J - 5o (0.54)

Manipulando-se algebricamente a (0.52), pode-se escrever:

R AN

3K v 0.55
'~ B dc 3K" op oc 3K" op (0.55)
Fu
com E" e K" ja definidos nas (0.16) ¢ (0.17) ¢ F* dado por:
o[ DMLOL,) o (OF DM OF, 056
oc 3K" op oc 3K" op
K of oF

sendo h* =h'+M

3.3.2 — Modelo elastopléastico de Drucker-Prager para meio poroso saturado

Neste item, as relagdes constitutivas da poroplasticidade, apresentadas no
item (3.3.1), serdo revistas para um tipo particular de critério, o de Drucker-Prager.
A fungdo de plastificacdo f e o potencial plastico F, do critério de Drucker-

Prager a ser considerado, sdo definidos, respectivamente, como:
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f:\/I+u(I1 +3u*p)—x—cy (0.57)
F=T,+B(L,+3p)-x-o, (0.58)

1 . o . N .
onde J, =§s :s € o segundo invariante do tensor desviador de tensoes s, definido

por s:c—%Tr(G)i, sendo ||s||:\/s:s, I, =Tr(c) ¢ a tensdo hidrostatica, 3 ¢ o

tamanho da superficie de plastificacio e u, pu°, p e B~ sdo pardmetros do material.

Os parametros 1L e B sdo os coeficientes de atrito e de dilatacdo, respectivamente,

enquanto p’ e B’ sdo os coeficientes das tensdes efetivas na fungdo de carregamento
e no potencial plastico.

Note que as fungdes f e F nas (0.57) e (0.58) dependem do tensor de tensodes
totais ¢ e da poro pressdo p. Essa forma geral das fungdes pode ser, em alguns
casos, particularizada para que sejam direta e unicamente dependentes do tensor de
tensdes efetivas ¢, conforme ja salientado anteriormente. No entanto, 0s proximos
desenvolvimentos serdo feitos com as fungdes gerais das (0.57) e (0.58).

Deste ponto em diante, serdo calculados os tensores H!, K, L e H",
juntamente com o escalar D, das equagdes (0.30), (0.31), (0.32) e (0.33), utilizando-
se o critério de Drucker-Prager definido pelas (0.57) e (0.58). Para auxiliar os

calculos, definem-se as derivadas:

@=ii+m 0.59
oo 2] (0.39)
a_F:LiJrBi 0.60
oo 2] (0.60)
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LA 0.61
op o (0.61)
OF )

—=3pB 0.62
e (0.62)
o _ 0.63
- (0.63)
9F_ 0.64
o (0.64)

Os seguintes produtos tensoriais podem ser determinados para o critério de

Drucker-Prager:

OF 2G 1 s
EY:—=|| K- == |i®i+2GI |:| —=—+Bi |=
= ( ?Jiei- J[ﬁnsn*ﬁ‘J

=£i+33(1{d —%}HZGBi _26 s gk

V2 ] V2 ||

(0.65)

8f a. 8F S d d
‘E +3BK' |=G +9upK 0.66
= (fnsn ann J (060

LN (0.67)
ox Oy

Com os resultados das (0.65), (0.66) e (0.67), tem-se F* da (0.40), dado por:

af e OF OF
66 60

F!= +h*=G+9upK*+h (0.68)

O tensor H" da (0.43) passa a ser dado por:
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a. OF o of (2GS+3BKC‘1J®(2G S +3uKdiJ
i 'EBG@@G'E R V2 | V2

d d
H =E" - £ £

ou, em termos do invariante J,, por:

(%swm{dij ®£\%s+3uKdij
H!=E’-

(G +9uBK + h)

Os tensores K e L das (0.44) e (0.50) ficam dados por:

3up’ =3bu) (G AT
((g L OupK’ +)h) (—s +3BKd1]+b1

NG

~(38B"-30B) (G o)
= (G+9HBK‘1 +h) (ﬁsvﬁpl{ 1j+bl

sendo que, para encontra-los, foram utilizadas as seguintes expressoes:

ﬁ—bg:i =3uu —3bu
op Oc

oF  OF .
——-b—:1[=3BB -3b
(513 do IJ PP =308

O escalar D da (0.51) é dado por:

(0.69)

(0.70)

(0.71)

(0.72)

(0.73)

(0.74)

Formulag¢@o do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 03 — INTRODUGAO A POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE 58

1 (3pB"~3bB)(3up" - 3bu)
D=| —+
M (G+9upK* +h)

(0.75)

3.3.3 — Algoritmo de Integracdo — Modelo de Drucker-Prager

Na mecanica dos s6lidos, a resolugdo numérica de um problema nado-linear de
valor de contorno se baseia em procedimentos iterativos. As equagdes de equilibrio
(estatica ou dinamica) precisam ser discretizadas no tempo e no espaco. Subentende-
se o termo “tempo” como o tempo real nos problemas de analise dindmica e como
um “pseudo-tempo” nos problemas estaticos, este ultimo referindo-se a marcha de
evolucdo das variaveis com o carregamento estatico. Nos problemas com meios
porosos, o tempo € sempre o real, mesmo na analise quase estatica.

Um dos importantes passos na analise numérica nao-linear € o de determinar,
para um dado incremento de deformagdo, conhecendo-se sua historia ao longo do
carregamento, novos valores das variaveis do modelo (no caso do modelo poro-
elasto-plastico o,p,y,&",(,C",a), mediante integracdo das equagdes constitutivas
locais, a partir de condigdes iniciais dadas.

Este problema, crucial na analise numérica, diz respeito diretamente ao uso
das equagdes constitutivas de um dado modelo ndo-linear fisico (por exemplo, o do
item (3.3.2)). Um fato importante desta etapa da andlise numérica ¢ que este
problema depende do conhecimento da histéria da deformagdo ao longo do
carregamento, sendo referido portanto de “strain-driven problem”.

Neste item, apresentar-se-a um procedimento implicito que permite calcular
expressoes fechadas do multiplicador plastico no caso de hardening linear, em
situacdo de “carregamento plastico”, com retorno radial a superficie definida pela
funcdo do potencial plastico de Drucker-Prager (modelo ndo-associativo). Dois
algoritmos distintos serdo considerados. Num deles, o retorno ¢ obtido mantendo-se a
poro pressdo invariavel, no outro, mantendo-se a variagdo da quantidade de fluido
invariavel. Conforme sera visto, as expressdes do multiplicador plastico serdo

diferentes para os dois casos.
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Seja [O,T]C R o intervalo de tempo de interesse. Num dado instante de

tempo t, e[O,T], admite-se que as seguintes variaveis do modelo poro-elasto-

p
n?

plastico de Drucker-Prager do item (3.3.2) sejam conhecidas: 6, p,, X,, €,, €

n?
» . A ~
€., € e a, . Note que existe uma dependéncia entre o tensor de tensdes G, a poro

pressdo p, € as forgas termodindmicas y, com as demais variaveis internas, através

das relacoes:

o, =E“:(sn—s§)+bM(bTr(sn—s§)—§n+§§)i (0.76)
P, =M(g, —C! —bTr (e, —€1)) 0.77)
%o =—ha, (0.78)

ou seja, conhecendo-se as varidveis internas em t_, calculam-se, de forma direta, as
varidveis associadas a elas com as expressdes (0.76), (0.77) e (0.78). O problema
basico consiste em se determinar estas mesmas varidveis no instante de tempo
t,,, €[0,T], de uma maneira consistente com as equagdes constitutivas do modelo

poro-elasto-plastico, dadas pelas expressoes (0.26), (0.27) ,(0.28), pelas condigdes de

Kuhn-Tucker expressas na  (0.29) e pelas condigdes iniciais

{s,sp,f;,f;p,a}‘ = {£0,80,C,0 C0 01, |

t=t,
Este problema pode ser resolvido expressando-se o modelo constitutivo em
forma incremental. As seguintes equacdes podem ser escritas:

€, =€, +Ag, (0.79)

Do =Po +AD, (0.80)
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G, =E':(g,, —€,)—bp,.i (0.81)
OF
e =P+ AL—
n+l n 60 . (082)
OF
D=0+ AL— (0.83)
n+l
OF
o ., =0 +AAL—
n+l n 8% " (084)
Qn+1 = pﬁl + C&EH +bTr(8n+1 _gﬁﬂ) (085)
Yo = —hot, (0.86)
f.,<0,AA>0,f AL=0 (0.87)

onde A(e)=(e)  —(e) representa a varidvel incremental de “e”. A (0.87) ¢ a
forma incremental das condi¢des de Kuhn-Tucker. Deve-se obervar que, nas (0.79) e
(0.80), admite-se que os incrementos de deformacdo Ae e de poro pressio Ap,
sejam conhecidos. Estas variaveis sdo calculadas a partir das equacdes de equilibrio
da estrutura discretizada, pelo método dos elementos de contorno. Esta formulagédo,
onde sdo conhecidos Ag, e Ap, a cada novo incremento, segue a mesma estrutura
das equagoes (0.30) e (0.31), que t€ém, como variaveis independentes, € € p.

As equacdes (0.79) - (0.87) formam um sistema nao-linear, cuja resolucao
possibilita encontrar as varidveis em t_,,. Para a resolug@o deste sistema, propde-se,

a seguir, uma formulagdo implicita, com solu¢do fechada para o problema, se

obedecida a condicdo de serem lineares as leis de encruamento (caso aqui adotado).
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Como ponto de partida, imagine um estado de tentativa elastico, de tal

maneira que todo o acréscimo de deformacao no incremento seja elastico, ou seja:

Ag, =¢, ,, —¢, =A¢g; (0.88)

onde Ag’ representa o incremento de deformacdo eldstica. Como conseqiiéncia da

(0.88), tém-se:

‘er. =¢) (0.89)
G =0 (0.90)
tanﬂ = a‘n (091)

onde o indice superior t representa o estado de tentativa. Observe que as variaveis
internas, nas (0.89) - (0.91), do estado de tentativa, sfo iguais as suas

correspondentes do instante t . Lembrar também que Ae e Ap, sdo valores

conhecidos a priori, que vém do método dos elementos de contorno. Com as (0.89) -
(0.91), determinam-se as seguintes variaveis do estado de tentativa: o tensor de

tensdes 'c,,, a partir da (0.81), as forcas 'y, ., a partir da (0.86) e a variagdo da

n+l

quantidade de fluido 'C_ ., a partir da (0.85), resultando:

‘6, =E':(e,, —¢")-bp,.i (0.92)

Ynn =—hot, (0.93)
Pas

= G bTr (2, ) (0.94)
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A partir das variaveis associadas nas (0.92) e (0.93), pode-se determinar a

funcdo de plastificagdo do estado de tentativa ‘f, ,, = tfml(‘csml,pml, txml), a partir

da (0.57). Assim, tem-se:

tfn-v-l = %lsnﬂ : tSn+1 +H(Tr(tcn+1)+3H*Pn+1)_ tXn-v—l _Gy (095)

De acordo com o sinal de 'f

n+l

pode-se inferir:

SC tfn+l

<0 — passo poro-elastico — AAL=0 (0.96)

Se 'f, >0 — passo poro-elasto-plastico — AL>0 0.97)
Um conhecido lema, que aqui ndo serd provado, diz: se a funcdo de

plastificagdo f é convexa, entdo se pode afirmar que:
T2t (0.98)

De acordo com a (0.96), a condigdo 'f

n+l

<0 implica que Ag, = Ag;, ou seja,
a tentativa elastica ¢é correta. Neste caso, pode-se afirmar que f , <0, de acordo com

a(0.98), e AL =0, de acordo com as condigdes de Kuhn-Tucker expressas na (0.87).

No caso de 'f

n+l

>0 (0.97), conclui-se que Aeg, #Ae;, ou seja, deve existir
deformagao plastica ndo nula (AL >0e f ,, =0). No primeiro caso, a solugdo para as
variaveis em t_, do sistema de equagdes (0.80) — (0.87) é encontrada de forma

direta fazendo-se AL =0. No segundo caso, utilizando-se uma formulacao implicita,
pode-se chegar a uma expressdo fechada para AA, desde que obedecidas certas
condi¢des (encruamento linear). A partir de agora, apresentar-se-a a deducdo da
expressdao de AL para o critério de Drucker-Prager (0.57) e (0.58). Serd deduzido o

caso geral de plasticidade ndo-associativa (f # F).

O tensor de tensdes ‘. ., da (0.92), com a defini¢do de E* dada na (0.5),

n+l

fica:
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‘G = KKd _§ji®i+zGl}:(sn+1 ~&})=bp,, i=

G (0.99)
(Kd —TJTr(an —&b )i + 2G(8n+l —&b ) -bp,.,, 1
O trago do tensor ‘o, ,, da (0.99) é dado por:
. « 2G
Tr( Gn+1) =3 K" —— Tr(sn+1 —g’ ) + 2GTr(8n+1 —g’ ) -3bp,,, =
3 (0.100)

3K Tr (8n+1 —g ) —3bp,.,

A partir das (0.99) e (0.100), o tensor desviador das tensdes do estado de

. 1 .
tentativa, 's ., = 'o, ., —gTr( ‘o, )1 , passa a ser dado por:

tSn+1 = [Kd _%j Tr(8n+1 _Si)i—'_ 2G('gm-l _gi)_bpm—li_

. (0.101)
5(3K"Tr (8n+1 —&b ) -3bp,., )i

ou, simplificando-se:

'S, =2G(8n+1 —si)—%Tr(sml —sﬁ)i (0.102)

Com as (0.102), (0.100) e (0.93), determina-se 'f,, expresso na (0.95).

Quando houver “carregamento plastico”, ou seja, quando AA >0, a expressdo para

f . fica:

n+l

1 *
fo =4[5 S0 100 #R(TE(000) +30Py 1) =X =0, (0.103)
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Todas as varidveis da (0.103) podem ser colocadas em funcdo de suas
correspondentes do estado de tentativa. Com a (0.82), o tensor de tensdes totais da

(0.81), por exemplo, fica dado por:

G, = KKd —%)i®i+2GI} : (snﬂ —g’ —AKS—F
o

J—bpnﬂi (0.104)
n+l

ou, observando-se a (0.99), dado em fungio de ', através de:

c..="c_ + E—Kd i®i-2GlI |: Axa—F
n+l n+l 3 6(5

J (0.105)

Conhecendo-se a expressao da derivada dada pela (0.60), a (0.105) fica:

G ='c .+ A}{ﬂ&(?—l{‘iji—ﬁG Zi | —2GBi} (0.106)

ou

G = tcm—m{.@stnﬁG Zi J (0.107)
O trago de o, ,, da (0.107) fica:

Tr(o,, ) =Tr('s,,, ) - 9PARK! (0.108)

Com as (0.107) e (0.108), o tensor desviador das tensdes,

n+l

Sy.1 =0 —%Tr(csn+1 )i, fica dado por:
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S, ='0, —AL {3BK" i+2G S—“J —%Tr( ‘c,. )i +3BAAK (0.109)
Sn+1
ou, em fungdo de 's_,,, dado por:
Sn+1 = tSn+1 _A}\‘\/EG Sn+1 = tSn+1 _A}\‘isnﬂ (01 10)
Snii | \/Z

Isolando-se 's, ,, na (0.110), chega-se a:

G
s, =1+ AV—=|s,. 0.111
1 [ \/ZJ 1 ( )

Da defini¢do de norma de um tensor, dada por ||s|| =4/s:s, sendo s um tensor

arbitrario, e sabendo-se que 2J, = : , conclui-se, a partir da (0.111), que:

Sn+l

t
H Sn+1

=(1+AX@] s

o (0.112)

n+l |

ou, simplificando-se:
50| = s+ V2GR (0.113)

Seguindo-se o mesmo raciocinio, a for¢a termodinamica y, ,, ¢ dada por:
OF .
Yo =—h-0,, =-h- Otn+A7~6— = Ypu Th-AL (0.114)
X n+l
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na qual se utilizou a derivada da (0.64).

A partir dos resultados expressos pelas (0.108), (0.113) e (0.114), que

relacionam, respectivamente, as variaveis Tr(o,, ), | € Y..» da funcdo de

Sn-v-l

plastificagdo f ,, na (0.103), com as varidveis do estado de tentativa eléstico

Tr(tcml),

reescrever a (0.103) como:

£ :\/g(

~o, —h-A

+1°

e 'Y, da fungdo de plastificacdo 'f

n+l?

na (0.95), pode-se

n+l

's

t
sn+1

~V2GAR)+u(Tr( ‘o, ) ~9BARK® +30°p, )~ ‘%, (0.115)

A partir da defini¢do de 'f _, na (0.95), rearranjando-se os termos da (0.115),

n+l

ela fica:

n

£ = "f, —[ G+9BuK* +h A% (0.116)

Para que sejam obedecidas as condi¢des de Kuhn-Tucker, expressas na (0.87)

,deve-se ter £ ,, =0. Assim, igualando-se a (0.116) a zero, obtém-se:

)\( _ tfn+1
[G+9BuK* +h ] (0.117)

A (0.117) ¢é a expressdo fechada para AL com endurecimento linear. Uma
vez determinada, num dado ponto, o valor da funcdo de plastificagdo do estado de

tentativa elastico, 'f determina-se o valor do multiplicador plastico AA,

n+l 2

conhecendo-se os parametros fisicos do material e os parametros das funcdes de

plastificacdo e do potencial plastico, que aparecem no denominador da (0.117).
Assim, uma vez determinado AA, o sistema de equagdes (0.79) — (0.87) fica

resolvido para uma situacdo de “carregamento plastico” com modelo ndo-
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associativo. As variaveis internas, expressas pelas (0.82) — (0.84), ficam assim

determinadas:
8p — SP + tfn+1 L Sn+1 +Bl (0 118)
m [G+9BHK" +h] V2 |80 '
3BB*‘f
PPy n+l
an =Gp [G+9BMKd +h] (0.119)
o =0 — tfn+1

Este procedimento ¢ implicito pois todas as derivadas da funcdo de

plastificagdo foram calculadas em t_,,. Para se recuperar a plasticidade associativa

com o critério de Drucker-Prager, faz-se u=p e p =B  em todas as expressdes
anteriores.

Todo o procedimento que acaba de ser apresentado (da equagdo (0.79) até a
(0.120)) diz respeito a integragdo das equagdes constitutivas locais. Como ja
conhecido o ponto de partida, ou seja, as variaveis de entrada do problema
representado pelas (0.79) — (0.87) foram os incrementos de deformacgdo Ae e de poro
pressdo Ap. Estas variaveis vém da resolucdo do sistema de equagoes linearizado do
método dos elementos de contorno, numa dada iteragao.

A segunda alternativa adotada aqui € o caso em que as varidveis de entrada
sdo os incrementos de deformacdo Ae e da variagdo da quantidade de fluido A ao
invés de Ap. Neste caso, a integragdo das equacgdes constitutivas resulta numa
expressao diferente da (0.117) para o multiplicador plastico AA. Apresentar-se-a,
deste ponto em diante, a determinag@o explicita de AA prescrevendo-se Ag e AC.

O sistema de equagdes a ser resolvido, neste caso, ¢ dado a seguir, pelas

equagodes (3.121) — (3.129).
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8n-¢—1 = 81‘1 + Agn (0121)
ot =G, +AC, (0.122)
cSn+1 = Ed :(8n+1 _SEH ) _bM|:Cn+l - E+1 _bTr(SnH _gi-v-l) ]1 (0123)
oF
e =eP +Ah—
n+l n aG . (0124)
OF
nat = G FAL— (0.125)
n+l
oF
o, =0, +AA—
n+l n 6% " (0126)
pn+1 = M|:Cn+1 - E-v—l _bTr(gnH _SEH) ] (0127)
Yo = —H-0r (0.128)
£ ,<0,AL>0,f AL=0 (0.129)

Esta formulagdo ((0.121) — (0.129)), onde sdo conhecidos Ag, e AL, a cada
novo incremento, segue a estrutura das equagdes (0.32) e (0.33), cujas variaveis
independentes sdo & e C De novo, as (0.121) — (0.129) formam um sistema de

equagdes ndo-lineares nas variaveis em t_,, que serd resolvido utilizando-se um

n+l
procedimento implicito, com expressdo fechada para AA no caso do endurecimento
linear.

Comenta-se ainda que nos desenvolvimentos seguintes algumas equagoes se

repetem, porém sao mantidas para simplificar o entendimento.
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De inicio, supde-se um estado de tentativa puramente eldstico no incremento,

ou seja, um estado onde se admite que todo o acréscimo de & e de £ seja dado

somente pelas suas respectivas parcelas eldsticas Ae; e AL . Assim, tém-se:

Ag =g, —¢, =A¢€ (0.130)

AC, =G, —C, =AC] (0.131)

As variaveis internas plasticas do estado de tentativa t sdo as mesmas das

(0.89) — (0.91), ou seja, ‘e, =¢P, 'CP =C" e 'a,,, =a,.O tensor de tensdes ‘o, _,,

a poro pressio 'p,,, e as forcas termodinidmicas 'y ., do estado de tentativa sdo

dados, respectivamente, por:

' =B (g, — 80 ) -BM| G, — L8 —bTr (s, —&7) |i (0.132)
Pt = M[Cnﬂ -G _bTr(8n+1 _85) ] (0.133)
Yon =—hot, (0.134)

Com as (0.132) — (0.134), determina-se a funcdo de plastificagdo do estado de

tentativa 'f = tfnﬂ(tcsnﬂ, Poirs txml), conforme expressa na (0.95). Verifica-se o
sinal de 'f . Caso seja menor que zero, o passo ¢é poro-elastico e AL =0 (de acordo
com as condi¢des de Kuhn-Tucker da (0.129)). Caso 'f,,, seja maior que zero, o
passo € poro-elasto-plastico e AA > 0. Como feito anteriormente, para o caso de Ag,
e Ap, prescritos, utilizando-se uma formulagdo implicita, pode-se chegar a uma

expressao fechada para AL no presente caso de Ag, e AL prescritos. Utilizar-se-a o

mesmo critério de Drucker-Prager (0.57) e (0.58) nao-associativo.

Da defini¢do de E® na (0.5), obtém-se:

Formulag¢@o do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 03 — INTRODUGAO A POROELASTICIDADE E POROPLASTICIDADE 70

‘o, = KK" —§)i®i+2GI}:(sn+] —sﬁ)—
3

(0.135)
bM [Cnﬂ —CP —bTr(e,,, )+ bTr(sﬁ )]1
O trago do tensor 'c,,, da (0.135) ¢ dado por:
Tr(‘c )=3 K¢ _6 Tr(s —sp)+2GTr(s —sp)—
n+l 3 n+l n n+l n
(0.136)

3bM[ G, G2 —bTr(z, )+ bTr (el )| =
3(K+0"M)Tr (e, —eh ) =3bM (G, ~ 1)

Com as (0.135) e (0.136), o tensor desviador das tensdes do estado de

tentativa, ‘s ., fica:

n+l?

Son = (Kd —%)Tr(snn —sﬁ)i+2G(8n+, —sﬁ)_

bM| &, —& ~bTr(e,., ) +bTr(e]) i~ (0.137)

%(3(Kd +b2M)Tr(8n+1 _SE)_3bM(Cn+1 -G ))1

ou
—eh)-=Tr(e,, —2)i (0.138)

Assim sendo, ‘f , fica determinada com as (0.138), (0.136), (0.134) e

n+l

(0.133). Se AL>0, da  (0.129), deve-se  necessariamente  ter

f, = %snﬂ S, +H(Tr(0n+1)+3H*Pn+1)—Xn+1 -0,=0. As varidveis da f
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podem ser escritas em fungdo das varidveis da 'f

n+l *

O tensor de tensdes totais G, ,,

fica dado por:
G, = KKd —Eji®i +2GI} : [snﬂ —gb —Aka—F j—
3 aG n+l
(0.139)
bM| ¢, —CF _mE —bTr(g,,, )+bTr| €k & i
0 n+l do n+l
ou, em fungdo de ‘o, da (0.135), dado por:
G,,='c, + (E—KdJi(@i—ZGI (VLN
3 60 n+l
5 5 (0.140)
bM AX—F -bTr AX—F i
n+l 60 n+l
Com as derivadas dadas pelas (0.60) e (0.62), a (0.140) fica:
.., ='o,, +A){3B[§—dei —2G o —2G[3i} +
3 | (0.141)
bMAX| 3BB" —3bB |i
ou
6. ='c., +A7{(3bMB(B* ~b)-3pK*)i-+2G o J (0.142)
Sn+l
O trago de o, ,, da (0.142) ¢ dado por:
Tr(o,,)=Tr('c,,, )+ 9BA%(bM (B ~b)-K*) (0.143)
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O tensor desviador das tensdes s, fica:

n+l

S, = 0,0, +AL| (3DMPB( —b) - 3BK* )i—2G met | -
vl (0.144)

1 . x .
gTr(th+1)1—3BAl(bM(B ~b)-K*}i
ou, em fungdo de ‘s _,:
S, = 'S, —AM2G e =t —Akis
n+l n+l S | n+l \/I n+l (0.145)

n+l

Observe que a (0.145) ¢ idéntica a (0.110). Portanto, para o presente caso, sao

também validos os resultados das (0.111) — (0.113).
Observando-se as (0.82) e (0.83), a poro pressdo p,,,, dada pela (0.127), fica

escrita como:

oF

pn+1 = M(Cnﬂ _CE _AA‘_ aF

-bTr| g,,, —€) —AL—
n+l do

D (0.146)

ou, em fungéo de 'p,,, na (0.133), como:

J] (0.147)

Substituindo-se as derivadas das (0.60) e (0.62), a (0.147) reduz-se a:

pn+1 = tpn+1 _M(A}\‘a_F

—bTr| AA 8_F
n+l 6(5

P = P —3BMAL(B D) (0.148)

A forca termodinamica y ., ¢ a mesma da (0.114), ou seja:
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Xn+1 = tXnH + h ’ A}’
Com as (0.149), (0.148), (0.145) € (0.143), a f_,, fica dada por:

o=

3up’('pyy —3BMAL(B" = b)) = ', —0, —h-AL

3GA) i (Tr ('3, )+ 9B (bM (B b) k)

t
Sn+1

ou, em fungdo da ‘f :
£ ="F, - [G +9Bu (K +b*M —~bMB") +9up'BM (B ~b )+ h]Ax
Igualando-se a (0.151) a zero, obtém-se:
'f

A?\, — n+l
[G+9Bu(K* +bM—bMB")+9up’BM (B ~b) +h |

(0.149)

(0.150)

(0.151)

(0.152)

Com AMA da (0.152), o sistema de equagoes (0.121) — (0.129) fica resolvido.

Comparando-se as expressoes de AA da (0.152) e da (0.117), nota-se que sdo

diferentes. Também ¢é facil notar que, fazendo-se B =b, a expressio (0.152)

simplifica-se, recaindo na (0.117). A diferenga entre os dois algoritmos pode ser

melhor compreendida através da interpretagdo geométrica do retorno a superficie de

plastificagdo, que ocorre segundo uma direcdo normal a superficie definida pela

funcdo do potencial plastico. No algoritmo da (0.117), o retorno ocorre mantendo-se

a poro pressdo constante. No algoritmo da (0.152), o retorno ocorre permitindo-se

variagdo da poro pressdo, no entanto, mantendo-se constante a variagdo da

quantidade de fluido. Assim, sendo, em fun¢do dos parametros escolhidos, as

superficies de retorno f , podem ser diferentes nos dois casos, assim como também

as diregoes de retorno.
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3.3.4 — Linearizacao do Algoritmo. Mdédulo Elastoplastico tangente consistente

A expressdo para o tensor de tensdes totais o,,, pode ser escrita de duas

maneiras: em func¢do de ¢, e p,,, ouem funcdode ¢,,, € ,,,,ambasem t . Elas

n+l n+l 2

sdo dadas, respectivamente, como:
Gn+1 = Ed : (8n+1 - 851 - A}\‘nnﬂ ) _bani (0153)

_Rd. P
CSnJrl =E": (8n+1 _Sn _A}\’nnﬂ)_

) (0.154)
bM[CnH - —Am, —bTr(an)erTr(aﬁ +Akn_,, )]1
: d
nas quais n_,, _OF_ L sy +Bi e m , =@=3BB .Com E” dado pela (0.5),
oc 2 ]s,., | op
as (0.153) e (0.154) ficam, respectivamente, dadas por:
c,,=E':¢ , —(Kd —EJ(Tr(8§)+AKTr(nn+1))i—
3 (0.155)
2G(8§ +A7\‘nn+l)—bpn+li
c,,=E':¢g, —(Kd —£+b2Mj(Tr(s§)+AkTr(nn+1))i—
3 (0.156)

2G(s§ +AMn, ) —bM[QnH —CP —Ahm,,, —bTr(e,,, )]1

Sabendo-se que Tr(nn+1)=3B, diferenciando-se a equagdo algoritmica

(0.155), obtém-se:

do,,=E':de -3 dA?{K" —%)i—zG(dAx n,, +Akdn,, )-bdp,,i (0.157)
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que também pode ser escrita como:

do,,, = Ed—3B(Kd—§ji®5M 26| anPaet @B || g
3 oe oe oe

(0.158)

n+l n+l n+l

-bdp, 1
Diferenciando-se agora a (0.156), chega-se a:

do ., =E":de_, —3BdAX(Kd —§+b2Mji—2G(dAknnH +AMdn, ) -

(0.159)

bM[d¢, ., —dAkm, , —bTr(de,,,) i

n+l

ou

E! - {3[3[1(‘1 —%+ szj —meM}[i ® sM }—
€

n+l

do =

n+l
2G(M%+n ®§ﬂj+b(i®i)

agn-v—l n+l

n+l

(0.160)

n+l

—bMdc

n+11

O tensor entre colchetes na (0.158) ¢ o modulo elasto-plastico tangente

consistente do material drenado C°

n+l?

enquanto o tensor entre colchetes na (0.160) ¢

o moédulo elasto-plastico tangente consistente do material ndo-drenado C,,,, ambos
determinados a partir da derivada %. Os moédulos C!, e C", dependem
8n+1
: : 8Iln+1 1 1 A
diretamente das derivadas e —** . A primeira delas ¢ dada por:
88n+1 88n+1
OAL 10, 0.161)
agnﬂ K asnﬂ '
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sendo K:[G+9BuKd+h] caso a derivada seja utilizada na (0.158) e

K=[G+9Bu(Kd +b2M—bMB*)+9up*BM(B*—b)+h] caso ela seja utilizada na

t
(0.160). A derivada %, na (0.161), ¢ diferente para os casos em que se prescreve

n+l

. . ~ t r
€ e p e ¢ e (. No primeiro caso, a fun¢do 'f ., depende de € ,, somente através de

enquanto que, no segundo caso, 'f ., depende de ¢, através de 'c,,, e de

th+1 s n+l
Pt -

Inicialmente, encontraremos a derivada para o caso de € e p prescritos.
Utilizando-se a regra da cadeia, obtém-se:

0'fyy _0'y 05, 0'f 0'o

n+l |

ool (0.162)

agrH—l a [ Sn+1 a‘gn+l a ' Gn+1 a‘gn+1
As derivadas da (0.162) sdo dadas por:
atfn-v-l — tsn-v-l (O 163)
atSnH 2 tJ2 .
t
a Sn+1 — |:(Kd _Ej(1®1)+2GIj| |:I—l(l®1):| =
O, ., 3 3
" | (0.164)
2GI—T(i®i):2G[I—§(i®i)}
o'f ., .
eSS 0.165
atcnﬂ " ( )
0'c,., ( q 2Gj .
— ol K- (1 ®1)+2GI 0.166
agm—l |: 3 ( ) ( )
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Com as (0.163) — (0.166), a (0.162) fica:

oot 43K

(0.167)

. . t ~ \
Para o caso de ¢ e  prescritos, a derivada de 'f,,; em relagdo a € ,, passa

também a depender de ' . Assim sendo, com a regra da cadeia, obtém-se:
n+l

a tfn+1 a tfn+1 a tSn-v—l a tfn+1 a tG
— . + .

Y t
a8n+1 a sn+1 aem—l a G

n+l

0 tfn+1 . 0 tpn-v—l
aem—l atpn+1 a8n+1

n+l

As derivadas da (0.168) sdo agora dadas por:

t t
a fn+1 _ S

atsnﬂ - 2 tJ

n+l

2

%:[(Kd _§+b2Mj(i®i)+2GIMI—%(i®i)}:

agn+1

2GI—%(i®i):2G{I—§(i®i)}

atfn+1 _ 1

atcm-l M

00, _ (Kd—£+b2M)(i®i)+2GI
agnﬂ 3

o'f .

at n+l :31’1“

(0.168)

(0.169)

(0.170)

(0.171)

(0.172)

(0.173)
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o' .
9 Puut _ _pMi (0.174)
aSnH

Com as (0.169) — (0.174), a (0.168) fica escrita como:

o'f G N
plo— s, +3p(K + b’ M- p'bM )i (0.175)
agnH A/ tJ2

Com as (0.161), (0.167) e (0.175), conclui-se que:

an. 1 G, .
=—| —s,,, +3uK"1 0.176
o K[ i, J (0.176)

n+l

para € e p prescritos, com K = [G +9BuK +h} e

am_i[ G

oe Kﬁ

'8, +3u (K +b*M - u*bM)iJ (0.177)

n+l

para € e { prescritos, com

K =[G+9Bu(K* +b°M-bMB" )+ 9uu'BM (B ~b)+h |.

: on . R
A derivada a—“” tem a mesma expressao para as duas situagdes em estudo.
€

n+l

Pode-se provar, com as expressdes (0.111) — (0.113), que ¢ verdadeira a relagdo

t

S s 1 s
n+l n+1 : _ : _t — n+1 3
_| = . Assim sendo, pode-se dizer que n,, = n, ,, = AR +pi. Logo,
Snat Sl Sl
a derivada 5 2L fica dada por:
€

n+l
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on, o |1 ts 1 1 0 1 1 a'
n+l _ Tl LB |l=— S, ® + ool 0.178
asnﬂ asnﬂ { B J 2 [ ( tsn+1 J t n+l agﬂ“ ( )

Calculando-se [ ! J na (0.178), obtém-se:

0 1| _0's,q|  'spq |- 2G
ag"“ tsn+] - asnﬂ tS e tS ’ el (0179)

n+l n+l

Com a (0.179), o produto tensorial na (0.178) fica dado por:

{5y ® =2 [[1 J= 28 ('n,., i) ®('n,., ~Bi) (0.180)
88n+1 n+l

Sn+1

Com as (0.180) e (0.170), a (0.178) fica dada por

on o ¢ . t .
[ (RIS R UM D) R

H Sn+1

Finalmente, os resultados anteriores permitem determinar os modulos

tangentes consistentes C., da expressio (0.158) e C!, da expressdo (0.160),

resultando:

E'- 2G2Ax[ 2 ( 1('®i)j—t2£(‘nn+l—Bi)@(‘nn+1—ﬁi)]

S

n+l

(0.182)

t
—ﬂanM +3B[Kd —§H ®{\/§G%+3MK%]

n+l
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Ed—zGQAx[|f (I—%(i@i))—ﬁsi(‘nw—Bi)®(‘nn+,—Bi)]
—%[2Gnn+l]®{x/§G| ey 3 (K +b2M—p*bM)i}

S
1 d 2G 2 *. ts 1 d 2 *. .
< 3Bl K —b M-bB'M || ®| V2G 2t + 3 (K +b*M - p'bM )i

| t

S

n+l n+l

u p—
n+l T

(0.183)

n+l

n+l

+b(i®i)

Dois outros resultados importantes, que serdo utilizados nas formulagdes do

p
MEC do capitulo 3, s3o as seguintes derivadas: Ko =m_,, oAk
aem—l aem—l

p
Cern _ AK%+ n, ., ®%. Elas sdo dadas por:
agnﬂ agnﬂ a8n+1
ock 3P| G :

Sr _ 3PP ‘s, +3uK‘ (0.184)
agn+l K V th

282“ =J§GAK{L(I—%(1®1))— 2 ("0, -Bi)®('n,., -Bi) |+

8n+1 H [Sn+1 Sn+1
(0.185)
1 G | d:
—n ,,® - S, +3uK
K [ / 1,
para € e p prescritos, com K =[G+9BuKd +h} e
p *
0y PP |G 800 + 30 (K + DM —p'bM )i (0.186)
68n+1 K \[ th
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n+l n+l

Oe} | — ﬁGAk[L(I_%(i(@i)J_#(tnnﬂ _Bi)®(tnn+] —Bi)}-l—

t
Oe H S, S

(0.187)

1
n

G
Py @{ﬁ

'8, +3u(K+b°M —p*bM)i]

para £ e { prescritos, com K = [G +9Bu(Kd +b°M —bMB*) +9pu*BM(B* —b)+h]
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FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE
CONTORNO PARA POROELASTICIDADE E
POROPLASTICIDADE

L |

Capitulo

4.1 - Introducgéo

O objetivo deste capitulo é o de apresentar formulagdes numéricas baseadas
no método dos elementos de contorno para a resolugdo de problemas utilizando-se 0s
modelos de comportamento mecanico dos meios porosos apresentados no capitulo 3.

Inicialmente, serdo introduzidas as equacGes de campo (equacOes
diferenciais) que dizem respeito as relacGes de equilibrio, de compatibilidade, de
conservagao de massa e de fluxo interno do fluido, para os meios porosos saturados.
A partir das equagbes de campo, utilizando-se teoremas de reciprocidade, serdo
apresentadas as equagdes integrais das poroelasticidade e poroplasticidade. Nesta
ultima, serd introduzido o campo de tensbes iniciais. Serdo discutidas as
aproximagdes das variaveis de contorno e de dominio, bem como apresentadas as
formas discretizadas das representacdes integrais.

Em seguida, sdo apresentadas as discretizacGes temporal e espacial para a
resolucdo do problema de valor de contorno com os modelos poro-elastico e poro-
elasto-plastico. Na discretizacdo espacial, serdo mostradas as equacdes algébricas do
método dos elementos de contorno. No caso particular da poroplasticidade, duas
formulacbes distintas serdo abordadas. Cada formulacdo apresentando varidveis
independentes diferentes. Ao final, apresentar-se-4 a estratégia de solucgéo iterativa

para a poroplasticidade.
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4.2 — Equacdes de Campo

O comportamento mecéanico de um meio poroso saturado, elastico ou elasto-
plastico, com dominio Q e contorno I', em regime quase estatico e assumindo
geometria de pequenas deformacdes, é descrito pelas relagdes constitutivas
apresentadas no capitulo 3, complementadas pelas equagdes de campo (conservagao
de massa, equilibrio e compatibilidade) e pelas condi¢des de contorno.

Para 0 caso quase estatico, que seréd considerado neste capitulo, a equacéo de

equilibrio local € dada por:
div(c)+b=0 (4.1)

sendo b a forca de volume da mistura sélido-fluido do meio poroso. O campo de

deformacdo é dado em funcéo do deslocamento do esqueleto sélido (u) como:
1 T
g(u)=5(w+(w) | (4.2)

sendo u o campo de deslocamentos do esqueleto sélido.
Admitindo-se a hip6tese de escoamento laminar do fluido nos poros do meio,
considerada bastante razodvel dentro dos campos de aplicacdo deste trabalho, sera

assumido como vélida a cléassica lei de Darcy linear, dada por:
q=-k(gradp-f) (4.3)
onde q representa o vetor do fluxo de fluido, k o tensor de permeabilidade e f o

vetor da forca de volume do fluido. A equacdo da continuidade (conservagdo de

massa) € dada por:
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(Zt_ngdiv(q):Y (4.4)

sendo y a fonte de fluido com a derivada de { tomada em relagéo ao tempo t.

As (4.1)-(4.4), em notacgdo indicial, ficam, respectivamente:

oy, +b, =0 (4.5)
& :%(“i.j +uy,) (4.6)
a,=—k;(p,; 1) (4.7)
C+qi,i =Y (4.8)

Para simplificar o estudo, deste ponto em diante, a permeabilidade do meio

sera considerada isotropica, ou seja, k;; =k escalar na (4.7). Aplicando-se o operador

divergente a equacdo (4.7), obtem-se:
Q;; Z_k(p,kk _fm,m) (4.9)
Substituindo-se a (4.9) na (4.8), chega-se a:

E—kpy =(v—Kkf, ) (4.10)

4.3 — Representacdes Integrais para Poroelasticidade e Poroplasticidade

Neste item, sera apresentada a deducédo das equacdes integrais para as teorias

da poroelasticidade e da poroplasticidade. Inicialmente, serdo abordadas as equacdes
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integrais da elastostatica, que dizem respeito & parte sdlida deforméavel do meio
poroso. Em cada equacdo da elastostatica, ird aparecer uma integral de dominio com
0 campo de poro pressdes. No caso da poroplasticidade, uma integral de dominio a
mais, com o campo de tensdes iniciais, devera aparecer. Em seguida, serd mostrada a
equacdo integral das poro pressbes, que sera relacionada com a equacdo da
continuidade (4.8) através de uma integral de dominio.

As solugdes fundamentais de Kelvin da elastostatica, para uma carga unitaria

concentrada b, (s) =3(s,p)e,, aplicada no ponto fonte s do dominio infinito Q,
sendo p o0 ponto campo, e, 0 vetor unitario da base ortonormal na direcdo i e & 0

delta de Dirac , séo dadas por:

u;(s,p) = m{ﬁ—“)f’u —nry) (4.11)

T, (s,p) :ﬁ_lv)r{g—;[(l—h)é}u +2rr; ]+ (1-2v)(rjm, - rmj)} (4.12)
. -1

&5 (S,p) = m[(l_ 2\’)(r,k6ij + r,jSik)_ M + 2r,ir,jr,k:| (4.13)
N -1

Gy (8, P) = m[(l_ 2V)(r,k8ij +10y =10 ) + Zr,ir,jr,k] (4.14)

onde u(s,p), T;(s.p). &, (s,p) e oy (s,p) sdo, respectivamente, as solugdes
fundamentais para os deslocamentos, as forcas de superficie, as deformacdes e as
tensdes. O indice i, nas (4.11)-(4.14), representa a direcdo de aplicacdo da carga
unitaria, 5 é o delta de Kronecker, G o modulo de elasticidade transversal do
material, v 0 seu coeficiente de Poisson, n o vetor unitario normal a superficie no

ponto em consideracdo e r a distancia entre os pontos fonte s e campo p.
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No campo da poroelasticidade, as equacBes de equilibrio (4.5) e de
compatibilidade (4.6), no ponto fonte s, ficam escritas, derivando-se a eq.(3.4),

respectivamente, como:

0y5(8) b (5) = o7 () =0 ;(5) + by (5) = 0 (4.15)
g;(s)= %(Ui,j (s)+uj, (S)) (4.16)

onde, na (4.15), fez-se uso da expressio (3.4), com c” =E:e. As forcas de

superficie T,(S), no ponto S de I', sdo dadas por:

T.(5) = 0,(9)n; = (o5 (5) - b3,p(S))m, (4.17)

e a lei de Hooke expressa pelas:

Gii'f (8) = Cijy& (5) (4.18)
2Gv
Cia = iz )ausk,+e(6 8 +8,8) (4.19)

com Cy, representando o tensor constitutivo elastico de quarta ordem. O tensor de

tensdes totais, com as (4.18) (4.19), é dado pela seguinte expressao:

2Gv

;(s) = 2Gg;(s) + oy )8|18kk(s) bd;p(s) (4.20)

(-

Diferenciando-se a (4.20) e aplicando-se a(4.16), obtém-se a equacgdo de

Navier a partir da (4.15), com a derivada da poro presséo p, dada por:
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1
G |:ui,jj (s) +m Uji (S)} +b;(s)—bd;p ;(s) =0 (4.21)

Para se obter as representacOes integrais de deslocamentos, tensdes e
deformagdes da elastostatica, serd utilizado o teorema da reciprocidade de Betti. A
aplicacdo do teorema pressupde dois estados elasticos distintos (o fundamental e o

real). O fundamental é dado pelas equacBes (4.11)-(4.14). O estado elastico real é
dado pela (4.18), que relaciona linearmente e proporcionalmente ¢* com &. Assim,

sendo, o teorema se expressa como:

J.Giejfsi*de = J.GESUdQ (4.22)
o o

ou, para se introduzir o termo da poro-presséo, utiliza-se a relagéo (4.20), ou seja:
i(cij + bSijp)sadQ = ic}}side (4.23)

Com a equagdo de compatibilidade (4.16), aplicando-se o teorema da
divergéncia na (4.23), chega-se a:
1] 17

lciju?nidr —icsu uidQ er!2 SijpsadQ :.l. cs:}ujnidl“ —icf. u.dQ (4.24)

Sabendo-se que a equacédo de equilibrio do problema fundamental é dada por

o +8(s,p)e; =0, a (4.24) fica:

[Tiujdr = [b,udQ+b[8,pe;dQ =[ Tiu dr + [ 3(s, p)e,u,dQ (4.25)
r Q Q r Q

na qual foi utilizada a (4.17). Por definicéo, jS(s,p)ejude:uj(s). Portanto, a
Q

(4.25), desprezando-se as forcas de volume b;, fica:
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Cyc (8)U, (5) == T (5, P),(P)AT + [ uj(s, P)T,(P)dI +

* (4.26)
b.|.6ik8ijk(31 P)p(p)dQ

A (4.26) € a equacdo integral dos deslocamentos escrita em taxas. O termo
C,. depende da posicéo do ponto fonte (se pertence ou ndo ao dominio Q). Caso ele
pertenca ao contorno I", C, depende da geometria deste no ponto em consideragéo.

As letras mindsculas entre parénteses na (4.26) indicam que o ponto pertence ao
dominio, enquanto as mailsculas que ele pertence ao contorno. A equacao integral
das tensOes totais é obtida diferenciando-se a (4.26) para se obter as deformacoes, e

aplicando-se no resultado obtido a (4.20). Assim sendo, tem-se:

6(5) =[Sy (5, P)u, (P)dT +[ Dy (5, P)T, (P)dT

. . (4.27)
+ bj(skl ) Eija (5, P)P(P)dQ + gy (8k|p(5))
Q
sendo que as solugdes fundamentais na (4.27) sdo dadas por:
S, (s,p) =L{2r [(1— 2v) 8,1, + 08T +6.kr‘)—4r.r‘rk]
] 4TE(1—V)I’2 il -, K%, JKOI LI I (4_28)
+2v (nir’jr‘k e ) +(1- 2\/)(21]kr’ir_j +M8y + B ) —(1-4v)n, 5}
1
Dy (s,p) = m{(l_ 2v) [Sikr,j + 0yl — Sij(k] + 2r,ir,jr,k} (4.29)
1
Eijua(s,p) = m{(l_ 2V)|:8i|8jk +8;0y — 90y + 28ijr,kr,l] (4.30)

+2v[ 8,11, +5

I AR +8jkryir’,]+26klr’ir,j —8r,rr,r}

i, ilj,

enquanto que o termo livre g, (5,,p(s)) é dado por:
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L » {2[8“9(8)}8” (1—4V)[2|0(S)]} (4.31)

As (4.15)-(4.31) sdo as equagdes da poroelasticidade. Deve-se observar que,
nas (4.26) e (4.27), aparecem duas integrais de dominio com o campo de poro

pressdes. No caso da poroplasticidade, algumas definicbes e notagcbes novas séo

necessarias. Assim, definem-se tensdo elastica c;., tensdo efetiva ofjf e tensao total

G;; COmo:
G?j = Cingu (4.32)
ijf =Cjj€q — O} =0} — G} (4.33)

_ ~¢f _ p
G;; =G5 — bpaij = Cijkl‘gkl —GOj —

bps; (4.34)

Na figura (4.1), pode-se visualizar as defini¢cbes dadas nas (4.32), (4.33) e
(4.34), no caso de um modelo unidimensional. A tensdo elastica o®, determinada
com a lei de Hooke, conhecendo-se a deformacgédo ¢, é dada pela soma das tensdes

efetiva ¢ (que é a tensdo elasto-pléstica na parte solida do meio) e corretiva c”.
Por outro lado, a tensdo total da (4.34) é a soma das parcelas que atuam na parte

s6lida do meio poroso (o) e na liquida (poro presséo).
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o) A /

-

0]
k/

h.‘

ef

g

Y >

e

Figura 4.1 — DefinigOes das tensdes do modelo poro-elasto-pléastico.
Com estas defini¢des, pode-se adotar o par (c®,¢) para representar o estado
real do teorema da reciprocidade de Betti. O estado fundamental continua sendo dado
pelas solucdes elasticas de Kelvin ja apresentadas. Assim sendo, a equacdo de

equilibrio e a equacéo das forcas de superficie, utilizando-se as defini¢bes das (4.32),

(4.33) e (4.34)ficam, respectivamente, dadas por:
0y5(8) D (5) = o7, ()~ o7 (5) ~b3p () + by (5) = 0 (4.35)
T,(8) =5, (S)n; = (5 (S) — o} (S)~b5,p(S) ), (4.36)
O tensor de tensdes totais e a equacdo de Navier ficam, respectivamente:

6;i(8) = 2Ge(8) + —— — 884 (S) — 5 (5) — b3;p(s) (4.37)

2Gv
(1-2v)

1
G{ui,,-j(sw = )u,.,(s)}b(s) o} ~b3,p,(5) =0 (438)
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A reciprocidade, representada por jciejs;dQ zjcaside, com as (4.32), (4.33)
Q Q

e (4.34), fica:

.[(Gii + ci‘} + b6ijp)8i*de = Icaside (4.39)
Q

Q
Aplicando-se o teorema de Green na (4.39), chega-se nas representacdes

integrais dos deslocamentos e das tensdes, apoOs diferenciacdo. Elas sdo dadas,

respectivamente, pelas:

Cy (8)U, (8) = [ T (5. P)u;(P)dr + [ uj (s, P)T;(P)dr +

. ) (4.40)
b 855 (5, P)P(P)IQ + [ €5 (5, P) STy (P)AQ2
6(8) == Sy (5, P), (P)dT + [ Dy (s, P)T, (P)dT +
b_[(Skl ) Ejja (5, P)P(p)dQ + _[ Eij (S, P)S} (P)dQ + (4.41)

bgij (8k|p(5)) +0; (6E| (S))

As solugdes fundamentais, nas (4.40) e (4.41), sédo as mesmas ja mostradas. O

termo livre g (('sE, (s)) é dado por:

gij(c'sﬁ, (s)) =— {265 (s)+(1-4v)sh,, (3)8”} (4.42)

1
8(1-v)

Observe que surge uma integral de dominio a mais nas (4.40) e (4.41), com as
tensdes de corregdo o’ . Na realidade, ¢” pode ser associado a qualquer campo de
tensdes iniciais aplicado no dominio €. No presente caso, ele representa a correcao

das tensdes do modelo poro-elasto-plastico (ver figura (4.1)).
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A partir da lei de Darcy, dada pela (4.7), chega-se na representacéo integral
das poro pressdes. Da mesma forma que na elastostatica foi utilizada a reciprocidade
de Betti, sera utilizada uma outra relacao de reciprocidade para a deducéo da equacao

integral das poro pressdes. A (4.7) com permeabilidade isotrdpica, fica:
q;+k(p;—f,)=0 (4.43)

Observa-se, na (4.43), que a relagéo entre o fluxo g, e o gradiente da presséo

p; € linear. No entanto a equacdo néo é proporcional devido ao terno kf;. Para que a

reciprocidade seja valida, define-se o fluxo proporcional gf como:
qip =q; - kfi = _kp,i (4.44)

de tal modo que qf seja proporcional a p;. O grafico da figura (4.2) ilustra a

situacdo, mostrando as relagGes lineares de g; e g7 com p;.

P

/ kf

Figura 4.2 — Relagdes lineares entre fluxos e gradiente da poro presséo.
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A reciprocidade, dada pela (4.45), deve ser aplicada com g como o estado

real.
[arpid=[a;p,d (4.45)
Q Q
Na (4.45), p: e g; sdo as soluces do problema fundamental definido pela
equacéo:
* 6 Sl
Pii (S,p)= ( p) (4.46)

com & representando o delta de Dirac. Uma vez encontrada a solugdo fundamental

para a poro pressdo p’, o fluxo é determinado através da lei de Darcy q; = —kp; A

solucdo da equacéo (4.46) para poro presséo é dada por:

. 1
P (s,p) =ﬂln(r) (4.47)

lembrando que r é a distancia entre os pontos fonte e campo. Com a (4.47), o fluxo

fundamental fica:

. r
6P =-75 (4.48)

Um outro resultado importante é o do fluxo perpendicular ao contorno

q’(s,P), dado, a partir da (4.48), por:

. r
q(s,P)=- 2; (4.49)
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sendo m o vetor unitario normal ao contorno no ponto considerado. Substituindo-se a

(4.44) na (4.45), obtém-se:

[(a;—Kf)pid2=[qp,d0> (4.50)

Q

Utilizando-se o teorema de Green na (4.50), obtém-se:

Jramar - [aipnar - [p'a, a2+ [pa) g2 - [kfpid =0 (4.51)

Tendo-se em vista que q;; =—3(s,p) e que jpS(s,p)dQ:p(s), chega-se
Q

finalmente na equacéo integral das poro pressoes, dada por:

c(s)p(s):—lq*(s,P)p(P)dl“+Jr'p*(s,P)q(P)dF—

[P (s,)a, (p) 42— [ p; (5,p)KF, (p)d (4.52)

Q
sendo c(s) uma variavel escalar dependente da posicédo de s. Duas integrais de

dominio aparecem na (4.52). Na primeira integral, o termo ¢;; pode ser substituido

de acordo com a (4.8), resultando:

c(s)p(s)= —Iq*(s, P)p(P)dF+J'p*(s, P)q(P)dr -
E ; (4.53)

[0 (s,p)v(p)d2+ [’ (s,p)& (p)d - [ 7 (5. P)KF, () d2

Q

As integrais de dominio com os termos y e f, podem ser integradas

diretamente se estas varidveis forem constantes. Nos desenvolvimentos que se

seguirdo, y e f, serdo desprezados.
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A varidvel ¢, variacdo da quantidade de fluido, conforme apresentado no
capitulo 3, é diferente para os modelos poro-elastico e poro-elasto-plastico. No
modelo poro-elastico, se ¢ for substituida, na (4.53), pela expressdo (3.3), chega-se

na seguinte equacéo integral:

c(s)p(s):—J'q*(s,P)p(P)dF+jp*(s,P)q(P)dl“+
; r (4.54)

Para 0 modelo poro-elasto-plastico, observando-se as (3.18), (3.19) e (3.22),

chega-se a:

c(s)p(s)=—J'q*(s,P)p(P)dF+lp*(s,P)q(P)dF+

r

Jp* (s, m(%+ bTr(é(p))JdQ

Q

(4.55)

sendo p°(p)=M [C;p (p)—bTr(e (p))] .

A utilizagdo das equacdes (4.53) ou (4.54) na poroelasticidade e das equagdes
(4.53) ou (4.55) na poroplasticidade, em conjunto com as equacfes da elastostatica,
leva a formulagdes distintas de elementos de contorno. Nos proximos itens, esta

questdo sera discutida com maiores detalhes.
4.4 - Discretizagdo no Tempo
As equac0es integrais dos deslocamentos, das tensdes e das poro pressoes, do

item 4.3, devem ser, integradas no tempo. As (4.40), (4.41) e (4.55), por exemplo,

seriam reescritas como:
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cik(s)Tuk(s)dtz—T j - (s, P)u;(P)dIdt + j j u(s,P)T,(P)ddt +

. (4.56)
b {85 (5, p)p(p)dQt + j [ 5k (s, )& (p)dQt
tfc'sij (s)dt = —tjz [ S (s P)u, (P)drdt +tf [ Dy (s, P)T, (PYdIdt +
b_f J. (84 ) Eij (S, p)P(p)dQdt + fj E i (5, p)Sy (p)dQdt + (4.57)
b 9, (5,00t + [, (64®)t
f ]j drdt+ij*(s,P)q(P)drdt+
‘ . r) v (4.58)

”p (s, p( "(p )+bTr( (p))]dﬂdt

com t, e t, representando dois instantes distintos de tempo. Chamando At=t, -t,,

e efetuando-se as integrais no tempo, obtém-se, das (4.56)-(4.58):

Cu©)[ue(s.t,) U, (5, 1)]= jT .P)[u;(P.t,)—uy(P.t,) Jdr+
.!U;}(S,P)[Tj(P,tz)—Tj(P,tl) dF+bE[Sjka;}k(s,p)[p(p,tz)—p(p,tl)]dQJr (459)

[&ik(s,P)[ o (p.t,) 0k (p.t,) ]dQ

Gij(s' t,) _Gij(sl t)= __[Sijk (s,P) [uk(P’ t,)-u,(P, t1)]dF +

J'Dijk (s,P) [Tk (P, t,)-T,(P, tl)]dr + bJ.(SkI ) Eijkl (s, p)[p(p’ t,)-p(p, tl)]dQ+
' e (4.60)
_[Eijkl (s,p) [Gil(p’ t,)—ou(p, t1)} aQ+

by, (84 [P(s.t,) ~ p(s, 1)]) + 9y ([ o (5. 1,) ol (5. 1) ])
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c(s)p(s)At =—jq*(s,P)p(P)dFAt+jp* (s,P)q(P)drat+

E[p* (s’p)[p(p,tz)—p(p, t1)+N[|JP(p,tz)—pp (pxtl) +bTr(S(pvtz)_8(p’tl))JdQ

(4.61)

Imaginando que At =t —t  seja um tipico intervalo de tempo da

n

discretizacdo temporal, e que o incremento da variavel e, dentro do passo de tempo,
seja dado por A(o) =e . —e  as equacgles integrais (4.59)-(4.61) ficariam,

n+l n?

respectivamente, dadas por:

C..(5)Au, (s) = — j T, (s, P)Au,(P)dr + j us (s, P)AT,(P)dI +

. . (4.62)
b 8,& (5, P)AP(P)AQ + [ €5, (5, P) AGH, (p)AQ2
Ac(5) = =[Sy (s, P)Au, (P)dT + [ Dy (s, P)AT, (P)dI +
b_[(Skl ) Eija (S, P)AP(P)dQ + J. Eij (s, P)Acy, (p)dQ+ (4.63)
bg;; (84AP(S)) +9; ( Aoy (s) )
c(s)p(s)= —fq*(s, P)p(P)dF+Ip* (s,P)q(P)dr+
' r (4.64)

iip*(s,p)(Ap(p)KﬂApp (p) +bTr(As(p))JdQ

4.5 — Discretizacao Espacial: Aproximacao das Variaveis no Contorno e no

Dominio

Através da discretizacdo espacial, obtém-se as equagdes algébricas do método
dos elementos de contorno. Em conjunto com a discretizagdo temporal, pode-se obter
solugBes numéricas do problema de valor de contorno. As equagOes integrais dos

deslocamentos, tensdes e poro pressdes possuem integrais de contorno e de dominio.
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Consequentemente, o contorno I" do corpo devera ser discretizado em N,

N

elementos, de modo a se ter F=Ujell"j, enquanto seu dominio Q deverd ser

discretizado em N células, com Q=UYQ;.

No contorno discretizado em elementos, sdo definidos nés. A cada né,
associa-se um conjunto de variaveis de contorno: deslocamentos e forgas de
superficie, provenientes das equagdes da elastostatica, e poro pressdo e fluxo normal,

provenientes da equagédo das poro pressdes. Assim sendo, definem-se:

u, (P) =9, (P)'UY (4.65)
T.(P)=6,(P) T (4.66)
'p(P) =9, (P) 'P." (4.67)
'9(P) = ¢, (P)'Q." (4.68)

onde o indice j representa o elemento I';, m representa os nds de I';, ¢, sdo as

fungdes de forma e k, nas (4.65) e (4.66), indica a direcdo segundo as coordenadas
globais. As varidveis nodais de deslocamentos, forgas, poro pressdo e fluxo normal
estdo representadas, respectivamente, por U, T, P, e Q. nas (4.65), (4.66), (4.67) e
(4.68), enquanto 'u, (P), ‘T, (P), 'p(P) e 'q(P) representam estas mesmas variaveis
calculadas num ponto P qualquer de T';.

Da mesma forma, no dominio discretizado, sdo definidos nds e as varidveis
sdo aproximadas por células. As variaveis de dominio, nos modelos poro-elastico e
poro-elasto-plastico, séo: a poro pressdo p, as tensdes corretivas o}, , as deformagdes
€4, @ poro pressdo corretiva p° e a variagdo da quantidade de fluido £. Assim,

definem-se:
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'p(p) = ¢ (p) 'P" (4.69)
‘5l (P) = 9 (p) o}y (4.70)
' (P) = 9 (P) '8" (4.71)
'6(p) = ¢ () 'C" (4.72)

onde agora o indice j representa a célula ©Q;, m relaciona-se com os nds de Q; e
com as fungdes de forma adotadas e P,, o}, ¢,, P" e £ sdo as varidveis nodais
internas utilizadas para se calcular, respectivamente, a poro presséo ‘p(p), as tensdes
corretivas 'cf,(p), as deformagBes e, (p), a poro pressdo corretiva 'p°(p) e a
variacdo de fluido '¢(p), do ponto p de Q;. As cinco aproximacbes nao sao

necessariamente utilizadas todas de uma vez numa formulacdo, somente as que
forem necessarias entre elas.

As aproximacdes das variaveis adotadas neste trabalho sdo lineares, tanto nos
elementos de T' quanto nas células de Q. Os nds de contorno sdo considerados
continuos, localizados nas extremidades dos elementos retos, prevendo-se,
entretanto, a possibilidade de consideracdo de nds duplos nos cantos ou entre
elementos com descontinuidade de carga ou de qualquer outra variavel de contorno
prescrita. Os nos de célula também sdo considerados continuos, localizados nos
veértices das células triangulares. Excetua-se, entretanto, o caso de células com um ou
dois vértices pertencentes ao contorno. Neste caso, 0 nd passa a ser interno a célula,
deslocado do vértice em direcdo ao centroide da célula de uma distancia pré-fixada
(ver figura (4.3)).

Uma vez discretizado o corpo e aproximadas as variaveis do problema, as
equacdes integrais passam a ser representadas por somatorios de integrais sobre as

unidades discretizadas. As (4.62)-(4.64), por exemplo, ficariam expressas como:
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1] -
* (1) nos continuos
Py (2) nos descontinuos
K g —
®
'S
Ye
(1) F-g —
= (1)
(2) e oo (o) \®
g o /o e eNe
| 5a ) Tl ) Tl )

e 1o de célula
B noé de contorno

Figura 4.3 — Noés de contorno e de célula. Continuos e descontinuos.

Cik(S)Auk(S):_iJ. ,k(S P)o,, (P)AJUmdF +Z.[U.k(5 P)d,, (P)AJdeF 4

y o Lo (4.73)
Db [ 8,855 P)on (P)ATPAQ, + D" [ 23 (5,P)0, (P)A ‘o "dOY,
g e}
N, Ne )
86,4 (8) == [ Sy (5,P)o (P)AIUTAT + > [ Dy 5, P, (P)AITAT +
FL T T
N, . N,
bJ- qul (S, p)¢m (p)AJPImde +Z I qukl (51 p)d)m ( ) lemdg2 + (474)
oo o
b0, (84A°P, )+ Ty (A°0T)
N, N,
c(s)*P == [d"(s,P),, (P) 'R, +ij 5,P)d, (P)'Q."dr; +
=1 j=1
k k (4.75)

1 p AP™ +AlpPT -
L (s,p)¢m(p)('T+bTr(AJg )jdgj
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Na (4.74) , A°P, e A°c}, sdo, respectivamente, as varidveis de poro presséo
interna e de tenséo corretiva do n6 s, assim como tem o mesmo significado °P, na

(4.75). Supde-se, é claro, que o ponto fonte coincidacomond s.

4.6 — Equacdes Algébricas do MEC para Poroelasticidade

A partir das equagdes integrais discretizadas, obtém-se as equacdes algébricas
do método dos elementos de contorno. As equagdes sdo escritas em funcdo das
variaveis incrementais no tempo. Com o modelo poro-elastico, o sistema de equagtes
algébricas fica linear. Neste item, serdo apresentadas as equacoes algébricas do MEC
para poroelasticidade. As equacdes sdo de dois tipos: de contorno (deslocamentos e
poro pressdo) e de dominio (tensdes e poro pressao), de acordo com a posi¢do do
ponto fonte.

Seja 2N o numero de varidveis de contorno de deslocamento e de forca de
superficie, sendo N o namero de nos de contorno (simples e duplos). Escrevendo-se
2N equacgOes algébricas a partir da equagdo integral dos deslocamentos (4.26) da

poroelasticidade, chega-se ao sistema:

[Hl{au} =[G {aT}+[Q][D]{Api] (4.76)

onde [H], [G] e [Q] séo matrizes de influéncia determinadas integrando-se, na

(4.26), as solugdes fundamentais multiplicadas pelas fungdes de forma adotadas,

enquanto {AU}, {AT} e {Ap,} sdo, respectivamente, vetores com 0s incrementos

das variaveis de contorno de deslocamento e de forca e de dominio de poro pressdo.

Observe que os vetores {AU} e {AT} tém 2N componentes e {Ap} tem M

componentes, sendo M o numero de noés internos de célula. Escrevendo-se 3M
equacdes algébricas com a (4.27) (a partir deste momento os termos livres das
equacOes das tensdes serdo omitidos, pois eles j& estardo embutidos dentro das

matrizes dos sistemas algébricos), chega-se a:
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{Ao} =—[H]{AU} +[G"[{AT] +b[Q][D]{Ap;j (4.77)

sendo [H'], [G'] e [Q'] matrizes de influéncia também obtidas por integracéo e
{Ac} o vetor de dimensdo 3M com as tensdes totais nos nos internos.

Prescrevendo-se, para cada coordenada de cada n6, deslocamento ou forga de

superficie, e reunindo-se as incognitas de contorno no vetor {AX}, as (4.76) e (4.77)

ficam, respectivamente, dadas por:

[Al{aX} ={AF}+b[Q][D]{Ap;j (4.78)
{Ao} =—[AT{AX] +{AF] +b[Q][D]{Ap,] (4.79)
sendo [A] e [A'] matrizes de influéncia das variaveis de {AX} e {AF} e {AF)

vetores conhecidos, com as influéncias das variaveis de contorno prescritas.

Isolando-se {AX} na (4.78), obtém-se:

{aX} =[A]"{{aF} +b[Q][D]{ap;}} (4.80)
Substituindo-se a (4.80) na equacio das tensdes (4.78), obtém-se:

{ac} =—[A[AT" {{AF} +b[Q][D]{Ap;}} +{AF} +b[Q][D]{Ap;} (4.81)

ou, reunindo-se 0s termos em comum:

{ac) =—[A[A]" {aF} +{aF}+b| ~[AT[A][Q]+[Q]|[D]{p } (4.82)

Simplificando-se a (4.82), tem-se:
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{Ao} = {AN}+b[S][D]{Ap;] (4.83)
{AN} =—[AT[A]"{AF} +{aF) (4.84)
[s]=-[A[A]"[Q]+[Q] (4.85)

Escrevendo-se N equagOes de contorno com a equagdo integral das poro

pressdes (4.53), obtém-se o sistema:
[H]{P} =[G J{Qq) +[ Qs ]{AL) (4.86)

Alternativamente a (4.53), pode-se utilizar a (4.54), na qual estd implicita a

relagdo constitutiva do modelo poro-eléstico £ = Q(p,s) . Assim, como alternativa a

(4.86), tem-se a equacdo:
[H (P =[G/ 10+ [ J{ap  +2[Q, ][0T {ae} @87

Nas (4.86) e (4.87), [H,], [Ef] e [(_Qf] sdo as matrizes de influéncia obtidas

calculando-se as integrais da equacao discretizada das poro pressdes ((4.53) ou (4.54)

). Os vetores {P.}, {Q.}, {AC} e {Ae} relnem, respectivamente, as variaveis de

C
contorno de poro pressdo e fluxo normal e as variaveis incrementais de dominio de
variagao de fluido e de deformacao.
Escrevendo-se agora M equacdes para as poro pressdes dos pontos internos

(com as mesmas equacdes integrais dependentes de £ ou de p e ¢), chega-se nos

sistemas:
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{P}=-[Hi{P}+[ G} [{Q.}+[ Qi J{ag) (4.88)
{P}=-[H{]{P.} +[ G} {Q.} MM[QJ %[QLJ[D]T{AS} (4.89)

sendo {P,} o vetor de M componentes com as poro pressdes internas e [H; ], [G;]

e [Q;] as correspondentes matrizes de influéncia, com At implicito nas trés

ultimas. O primeiro indice de cada matriz, ¢ ou i, nas (4.86)-(4.89), indica se a
equacdo foi escrita para pontos de contorno ou de dominio, respectivamente. Deve-se

observar que as aproximag0es para a poro pressdo sdo independentes, ou seja, Sao
diferentes no contorno (variaveis em {P.}) e no dominio (varidveis em {P,}), sem
que haja, com isto, prejuizo na formulacdo. Esta escolha independente das
aproximacgdes é muito prética, pois permite escrever dois sistemas distintos de
equacdes para a poro pressdo ((4.86)-(4.87) e (4.88)-(4.89)).

Chamando de {Xc} 0 vetor com as incognitas de contorno de poro pressao ou

fluxo normal, as (4.86)-(4.89) ficam, respectivamente, dadas por:

[Ad{X}={R1+[Q Jiag) (4.90)
(A% = (R (@ o+ [, 0T {as) (@91
P =—[A{X S +{RY Q) Jiag) (4.92)
(P =-[ATDOX}+ () + [0 Jim+ Q0T (499

sendo [A,] e [A;] matrizes de influéncia de {X.}, {F.} e {F/} vetores conhecidos

c c

dependentes das varidveis prescritas de contorno. Deve-se observar que, nas (4.86)-
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(4.93), foi admitido que os valores de contorno prescritos de poro pressdo e de fluxo

sdo invariaveis no tempo, ou seja, {F} e {F'} ndo mudam com os incrementos de

tempo. Isolando-se {X_} nas (4.90) e (4.92) e substituindo-se, respectivamente, nas

(4.91) e (4.93), obtém-se:

(P =—[A AT {{R)+[Q, J{aci + (R} +[Q1 ]{ac) (4.94)

P =IAH A {1R) a0 Jian #1002+

. (4.95)
L [Q J{aw )+ [ ][] {ac

ou, reescritas de outra maneira:

{R}={F) +[S]{Ag) (4.96)

(P = (R} + (s ]{ap ) + 2[5, ][] {ac) (4.7
onde, nas (4.96) e (4.97), definem-se:
R =-[AlAT R +{F) (4.98)

[s]=-[AIAT[Qr ]+[Qf ] (4.99)

Os pares de equacgdes (4.83)-(4.96) ou (4.83)-(4.97) definem o problema

poro-elastico nas variaveis { e € ou p e g, respectivamente. No proximo item,

estas equacdes serdo manipuladas para se obter um sistema compacto escrito em

funcéo de ¢.
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4.7 — Formulacdo do MEC para Poroelasticidade

Os sistemas de equacdes algébricas apresentados no item (4.6) para as teorias
da poroelasticidade, permitem chegar a diferentes formulagdes do MEC, de acordo
com a escolha das variaveis independentes. Nesse quesito, duas opc¢des sdo possiveis:

escolhendo-se os pares (AC,Ae) ou (Ap;,Ae). No caso da poroelasticidade, o

sistema final de equagdes é linear. Assim, é indiferente usar um ou outro par de
variaveis independentes.
Como ponto de partida das formulagdes, € necessario se expressar a equagdo

das tensoes, (4.83) da poroelasticidade, em funcéo das deformacdes nodais. Sabe-se

que, no modelo poro-elastico, por definicdo, {Ac}=[E]{Ac}—-b[D]{Ap,}, sendo
[E] a matriz global com os modulos de rigidez locais dispostos em sua diagonal e

b[D] a matriz de influéncia das poro pressdes nas tensdes totais, que depende do

coeficiente de Biot das tensoes efetivas b (ver equacgdo (3.4)). Somando-se o termo

b[D]{Ap;} nos dois membros da (4.83), obtém-se:
[E]{Ac} ={AN}+b[S][D]{Ap;} (4.100)

sendo [§]:[S]+[i]. Observando-se a (3.3), pode-se escrever que
{Ap,} = M[{AC}—b[D]T{As}}, sendo [D]T a matriz transposta de [D]. Logo, uma

maneira alternativa de se escrever a (4.100) é:
[E]{Ae} = {AN}+Mb[S|[D]{AL}—Mb[S][D][D] {Ae} (4.101)

Nas (4.96) e (4.97), se for subtraido, de cada membro de cada equacéo, o

vetor {Pi}nfl, onde n indica o instante de tempo anterior, obtém-se, respectivamente:
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P}, 1R}, . ={ap} = {R} +[S: {Ac) (4.102)
(P} —(P}  ={Ap;}= {ﬁd}+ﬁ[sf ]{Api}+%[8f (07 {2¢) (4.103)

com {P}, nas (4.96) e (4.97), reescrito como {P,} e {F,}={F,}-{R}, ,. A poro
presséo {Api}, na (4.102), pode ser substituida pela sua relagdo constitutiva do

modelo, resultando:
M{AC}—Mb[D]' {Ae} ={F,} +[S, ]{AC} (4.104)

Os dois possiveis conjuntos de equacdes que resolvem o problema séo
formados pelas (4.100)-(4.103) e (4.101)-(4.104). Os conjuntos de equagbes Sdo

reescritos, de forma compacta, no que segue.

[E]{Ac} ={AN}+b[S][D]{Ap;} (4.105)
(S (o) =R} s 0T (2} (4109
[[E]+Mb[S][D][D]" |{Ae} = {AN}+Mb[S][D]{AC} (4.107)
[M[1]-[S;]]{AC} ={F,} +Mb[D]" {Ae} (4.108)

Observe que, nas (4.105)-(4.106), as variaveis sdo {Ap,} e {Ae}. Ja nas
(4.107)-(4.108), elas sdo {AL} e {Ae}. As equacdes do problema poro-elastico sdo

lineares. A utilizacdo de uma ou outra formulagdo, neste caso, € indiferente em
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termos de custo computacional. Para agilizar o processo de busca de solugéo a cada
novo incremento de tempo, pode-se eliminar {Ap,} da (4.106) na (4.105) ou {AC}
da (4.108) na (4.107), resultando em sistemas lineares menores, dependentes

somente de {Aa} . Entretanto, a cada mudanca do valor do incremento de tempo At,

estas substituices precisariam ser refeitas, pois as matrizes sofrem alteragdes. Os

sistemas lineares escritos em termos das deformagdes ficam:

[E. J{ae} = {AN} +{N,| (4.109)
[E. ]{Ae} ={AN}+{N_} (4.110)
sendo

(e, ]-[e]- 2 [sio] 11-cls | (ST a1y

(oSOl 1-1ls] (R e
[E.]=| [E}+Mb[S][D][D]" |-m?b2[S][D][M[1]-[s,]] '[O] (4.113)
{N.} =Mmb[S][D][M[1]-[s,]] " {F,} (4.114)

4.8 — Equacdes Algébricas do MEC para Poroplasticidade

Com o modelo poro-elasto-plastico, o sistema de equacdes algébricas fica
ndo-linear, devendo neste caso ser empregado procedimentos do tipo Newton-

Raphson para sua resolucdo. Neste item, serdo apresentadas as equacgdes algébricas
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do MEC para poroplasticidade. Novamente, as equacOes sdo de dois tipos: de
contorno (deslocamentos e poro pressdo) e de dominio (tensdes e poro presséo), de
acordo com a posi¢édo do ponto fonte.

No caso da poroplasticidade, surge uma integral a mais de dominio nas

equacdes dos deslocamentos e das tensdes da elastostatica, com as variaveis de

tensdo inicial o} (ver as (4.40) e (4.41)). Assim, a partir das equagdes discretizadas

dos deslocamentos e das tensdes, obtém-se, respectivamente, as seguintes equacoes

algébricas:
[H]{aU} =[G]{AT} +b[Q][D]{Ap;} +[Q]{Ac" (4.115)
(a0} =~[H']{aU} +[G'[{AT}+b[Q][D]{Ap;} +[Q){Ac") (4.116)

sendo [Q] e [Q'] matrizes de influéncia das varidveis nodais de tenséo inicial (ou

tensdo corretiva), reunidas no vetor {Acp}. As demais matrizes e variaveis sdo as

mesmas das (4.76) e (4.77). As (4.115) e (4.116) podem ser reescritas como:
[A]{aX} = {aF} +b[Q][D]{ap,} +[Q] {Ac’] (4.117)
{ac} =—[A{ax}+{AF} +b[Q][D]{Ap} +[Q]{Ac?) (4.118)

lembrando-se que {AX} reline as incégnitas de contorno. Isolando-se {AX} na

(4.117) e substituindo-o na (4.118), obtém-se:

{ax} =[A]"{{aF} +b[Q][D]{ap;} +[Q]{Ac"}] (4.119)
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(Ao} = [A][A] " {aF}+ {aF} + b -[A[A]'[Q]+[Q7][D]ap,} +
+[-[ATAT [Q]+[QT]{a0?)

(4.120)

ou
{Ac} ={AN}+b[S][D]{Ap;} +[S]{Ac"} (4.122)
sendo {AN} e [S] os mesmos definidos nas (4.84)-(4.85).

Dicretizando-se as equacdes das poro pressdes (4.53) e (4.55), os seguintes
sistemas algébricos s&o obtidos:

[H (P} =[G [{Q.} +[ Qs J{AL} (4.122)
[AJ{X}={R}+[ Qs J{AL} (4.123)
[H (P} =[G JiQ} +—=([Qu Jtam [0 J{ant}) + [0 IO {ae} (8129

[Af]{XC}={FC}+ﬁ[(§f}{Api}+%[(§f][D]T{Ag}+ﬁ[6f}{Apf} (4.125)

sendo [Qf], nas (4.124)-(4.125), a matriz de influéncia obtida calculando-se a

integral de volume da (4.55), enquanto {Apip} representa o vetor com as pressdes

corretivas nodais, cujas componentes sao dadas, localmente, por:

AP} = M| AGP —bTr(Ae?) | (4.126)
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Para os pontos internos, obtém-se as seguintes equagoes:

{P}=—[H: J{P.}+[ G} [{Qc} +[ Q [{AL} (4.127)
(P} =-[AT{X}+{F}+][ Qf [{ag) (4.128)

(P =—{H; (P +[G1 J{Qu b+ Qs i} + @ D) o)

A (4.129)
+M|:Q:‘]{Ap|p}
' ' 1 ro b ra, i
(P =-[A (X} (R} 4 [Q J{an} + [ @1 (DT {ae) 4,130

om0 {07}

sendo [Q;], nas (4.129)-(4.130), a correspondente matriz de influéncia. Continua

valendo a hipdtese na qual se admitem constantes as pressoes e fluxos prescritos de
contorno.

Calculando-se  {X,} nas (4.123) e (4.125), e substituindo-os,

respectivamente, nas (4.128) e (4.130), obtém-se as equacdes:

(R} ={R}+[S]{Ac) (4.131)
(P = (R} [5,){ap } +[5.110] {ae)+— {5, {ant) (4.132)

onde, na (4.132), define-se:
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[ ]=-[A AT [ Q]+ [Qf ] (4.133)

Os pares (4.121)-(4.131) ou (4.121)-(4.132) definem o problema poro-elasto-

plastico com dois pares de variaveis independentes ({ e € no primeirocasoe p € €

no segundo). No proximo item, ser4d mostrado como se obtém um sistema

equivalente com uma Unica variavel, nos dois casos.

4.9 — Formulagdo do MEC para Poroplasticidade

Os sistemas de equagdes algébricas apresentados no item (4.8) para a teoria
da poroplasticidade, permitem chegar a diferentes formulagdes do MEC, de acordo
com a escolha das variaveis independentes. Nesse quesito, duas opc¢des sdo possiveis:

escolhendo-se os pares (AC,Ae) ou (Ap,Ae). Na poroplasticidade, o sistema de

equacoes final de equacbes é ndo-linear. Portanto, neste caso, as duas formulacdes
sdo diferentes, conforme sera discutido com detalhes neste item.

Para 0 modelo poro-elasto-plastico, por definicdo (ver figura (4.1) e
expressoes (4.32)-(4.34)), {Ac”'| =[E]{Ae}-{Ac’| e {Ac}={Ac""}-b[D]{Ap}.
Assim sendo, somando-se o termo {Acp} + b[D]{Api} nos dois membros da (4.121),

chega-se a:
[E]{Ac} ={AN}+b[S][D]{Ap;} +[S, ]{Ac"} (4.134)

com [§G]=[SG]+[I], sendo [I] a matriz identidade. No modelo poro-elasto-
plastico, observando-se a (3.22), tem-se a seguinte relacdo de {Api} com as variaveis

internas {AC°} e {Ae°}:
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{ap}=M| {ac}-b[D[ "} |
] } (4.135)
=M {ac}-b[D] {as} |- M[ {ac?}-b[O] {as’}]
Sabendo-se que {Ap!} = M[{AQ”}—b[D]T {As"}] substituindo-se a (4.135)

na (4.134), obtém-se:

[E]{As}_z {AN} +Mb[ S |[D]{Ag} - Mb? [S][D][D]' {Ac} ~Mb[ S |[D]{Ap" | + (4.136)
+[S.J{ao?)

As expressdes (4.134) e (4.136) sdo validas para o modelo poro-elasto-
plastico. Com estas expressdes que acabam de ser deduzidas e mais as equagdes
algébricas das poro pressdes internas, chega-se a duas formulacdes distintas do MEC,
na teoria da poroplasticidade.

Subtraindo-se o vetor {P,}  dos dois membros das (4.132) e (4.131), obtém-

Se, respectivamente:

(P}, ~{P},. ={an ) ={R} +[s ]{Ag) (4.137)

(Rl {5, (ap) + 2[5, ][0 {ac)+

P}, 1R}, =1An])

. (4.138)
+m[5f ] {APF}

com {I_:d} ja definido anteriormente. Substituindo-se a (4.135) na (4.137), obtém-se:

M{AC}-Mb[D]" {Ae} ={F.} +[S, [{ac}+{Ap’} (4.139)

Os dois conjuntos de equacOes da poroplasticidade sdo, portanto, formados
pelas (4.134)-(4.138) e (4.136)-(4.139). Reescritos convenientemente, ficam:
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[E]{Ac} ={AN}+b[S][D]{Ap} +[S, ]{Ac"} (4.140)
{[I]—ﬁ[sf]}{Api =R} -2 [S ][0T {ac) 2[5, 407} (4.141)

[[E]+Mb*[S][D][D]" |{Ae} = {AN} +Mb[S][D]{AC} - Mb[S][D]{Ap}}

+|:§G]{Acp} (4.142)

[M[1]-[s,]]{Ac} = {F,} + Mb[D]' {Ae}+{Ap’} (4.143)

Note que, nas (4.140)-(4.141) e (4.142)-(4.143), tém-se, respectivamente, as

variaveis independentes {Ap,} e {Ac} e {AC} e {Ae}. Neste caso, pela presenca dos
corretores {Ac”} e {Ap’} nas equacles dos sistemas, o problema poro-elasto-

plastico fica ndo-linear. Os vetores com as corre¢des dependem das variaveis

plasticas através das relacoes:

oF

(a0} =)  [E1 ] (e} 0.2

} (4.144)

H (4.145)

Pode-se isolar {Ap;} na (4.141) e substitui-lo na (4.140), assim como {A(}

{Apr}=M[{Acp}—b[Df{“”ﬂ:MHA"%E

n}—b[D]T {Akg—g

na (4.143) e substitui-lo na (4.142). Dessa forma, resultam, respectivamente, 0s

seguintes sistemas escritos em termos das deformagdes:
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[E, [{Ae} ={AN}+{N,} +[S, ]{ac"} +[ D, ]|{Ap?| (4.146)
(£, ae) = AN} + [N} ¢ 3, J{ao?) [, ] o) 147
sendo

[6,]- o [SJI0] -l 1] s (.14
[D. ]=Mb[S][D][M[1]-[s,]] "~ Mb[S][D] (4.149)

e as demais matrizes e vetores dados pelas (4.111)-(4.114).

4.10 — Estratégia de Solugdo para Poroplasticidade

As equac0es (4.146) e (4.147) do MEC para poroplasticidade sdo ndo-lineares
no incremento de tempo. Portanto, elas devem ser resolvidas por algum tipo de
procedimento iterativo para cada incremento de tempo. Usualmente, utiliza-se o
procedimento de Newton-Raphson com suas variantes. A estratégia da solugdo
iterativa, dentro de um incremento de tempo, é formada pelos seguintes passos:
linearizagdo da equacdo de equilibrio, resolucdo do sistema linear linearizado,
atualizacdo das variaveis do modelo poro-elasto-plastico e verificacdo do equilibrio
com as variaveis atualizadas. O processo se repete a cada nova iteragdo, até que o
equilibrio, dentro de uma dada tolerancia, seja verificado.

Na primeira linearizacdo da equacdo de equilibrio, admite-se que o
comportamento seja poro-elastico, ou seja, ndo haja evolucdo das variaveis plasticas.
Apos a primeira atualizacdo das variaveis, caso haja plastificacdo, a linearizacao

passa a ser feita com matriz tangente consistente algoritmica para as demais iteragdes
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do incremento. As equacdes de equilibrio (4.146) e (4.147) podem ser reescritas

{Y({ae})} =—[E, [{Ae}+{aAN}+{N,} +[S, ]{Ac"} +[ D, | {Ap} (4.150)
(v({ac)))=-[E. o+ AN+ (N} oS, oo} [B](a0r) qazs)

Sabe-se que, por definigho, {Ac’}=[E]{Ae}-{Ac}-b[D]{Ap,} ou
{Ac®} =[E]{Ae} - {Ac} - Mb[D]{AL} + Mb?*[D][D]' {Ae} +b[D]{Ap!}.

Utilizando-se a primeira defini¢do na (4.150) e a segunda na (4.151), tém-se,

respectivamente, as seguintes derivadas:

M:_[EPHQ}[? |+[D,][P] (4152)

%ﬁ;})}z_[eg]{gﬁ][;}[ﬁc][s] (4159
5 |- _[E]— Z{{i:}} } (4.154)
HE _[E]—%+ Mb*[D][D]' +b[D]aa{{AA Zp}} (4.155)
[5} = [%] (4.156)
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oY ({ae))}
6{A8}
. - . d{Ac} .
chamadas de tangente consistente algoritmica. A derivada W, na (4.154), é o
tS

mddulo tangente consistente CY, que esta definido na (3.182). A mesma derivada,

As matrizes , tal como definidas nas (4.152) e (4.153), sdo

04Ap°
na (4.155) esta definido na (3.183). A derivada { P } é calculada através de:

d{Ae}

(4.157)

of{Ae} | o{Ae)

o{Ap’) M!a{ACp}_b[D]Té{Asp}}

sendo que as derivadas que aparecem no seu segundo membro estdo expressas nas
(3.184)—(3.187). Utilizando-se as (3.184)—(3.187), as expressOes das matrizes nas
(4.154)-(4.155) podem ser consideravelmente simplificadas, facilitando a
implementacdo computacional.

As equacdes (4.150) e (4.151) estdo escritas em fungdo das deformacdes

{As} . No entanto, elas vém de formulagdes diferentes. Na primeira, a formulacéo foi
escrita com {Ae} e {Ap;}. Na segunda, com {Ae} e {AL}. Isto significa que, uma
vez linearizada e resolvida a (4.150) para {Ac}, calcula-se {Ap,}, por recorréncia,
com a (4.141). O mesmo vale para a (4.151). Ou seja, conhecendo-se {As} , calcula-
se {AL} com a (4.143).

Na solucéo iterativa, a deformag&o na iteragdo (i+1), {As}n , € dada por:

{Ae} ={Ae}  +{dAc} , (4.158)

com {SA.s}n_1 obtido da resolugéo do sistema de equagOes que vem da linearizagéo

das (4.150) ou (4.151), ou seja:
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{8ae} =0 (4.159)

o{Y({ae}, )|

d{Ae} |

obtida com as (4.152) ou (4.153), na iteragdo n-1. O vetor {Y({As}n_l)} é

Observe que , na (4.159), é a matriz tangente consistente,

calculado com as (4.150) ou (4.151), conhecendo-se {As}H. O namero de iteragdes,
num incremento, € aquele necessario para que se tenha {Y({As}n)} =0, para uma

tolerancia pré-fixada.
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FORMULACAO DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA
EsTuDO DE MEIOS PORO-ELASTO-PLASTICOS ENRIJECIDOS

Capitulo

i ]

Apresenta-se neste capitulo o modelo empregado para representacdo de
dominios poro-elasto-plasticos enrijecedos serd sempre considerado em regime
elastico representado pelo Método dos Elementos Finitos e 0 dominio onde ele esta
inserido representado pelo Método dos Elementos de Contorno. O modelo ndo linear
empregado € semelhante ao descrito nos capitulos anteriores. Para melhorar a
qualidades dos resultados obtidos é empregado a técnica de minimos quadrados que
pondera adequadamente numero de equagdes superior ao necessario para fazer o
acoplamento resultando em um sistema de equagOes que melhor representa 0s

esforcos na interface do problema a ser simulado
5.1 - Enrijecedor

Para a modelagem dos enrijencedores, empregou-se a cinematica geral de
Reissner desenvolvida para elementos laminados de casca segundo (PACCOLA et
al., 2003b; a; PACCOLA, 2004; PACCOLA e CODA, 2006 ) adaptada aqui para
representar elementos de viga, ja utilizadas anteriormente por (WUTZOW e
VENTURINI, 2004).

Para um ponto P qualquer de uma viga (Fig. 5.1) a componente horizontal e

vertical dos deslocamentos é dada por:

U, (X,y)=Uq, (X)+6,(x).y (5.1)
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v (%,¥) =V, (x)

sendo (X,y) o sistema cartesiano de referéncia no centro da camada.

y=h/2 Y
o TE
y=-h/2

Figura 5.1 — Cinemaética de um ponto aleatério “P” da viga.

A partir dos deslocamentos obtém-se as deformacoes:

ou, (x,y)
__p
() OX
g, (x.y)=0 (5.2)
ou_(X, ov_ (X,
Sxy(x’y)zyxyzl o Y)+ (X, Y)
2 2 oy OX
E as tensoes:
o, =E.g,
cSy:o (5.3)
Ty = G.yxy

O equilibrio € introduzido a partir do Principio da Minima Energia Potencial

Total. Portanto, tem-se:

U, = J(%(SXGX +€,0, 7,y Ty )jdV (5.4)
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hi2 el ! 2 4E 0' eo' 2
UeIh,zfl[G(eo(ﬁ)szvoL(a)j JAE( (é)L:y (©)) %dédy 65

A parcela de energia referente ao carregamento distribuido é dada por:
U, :J'(txu§+tyug)dx (5.6)

Sendo t, e t, as forcas atuantes na interface de acoplamento.

Portanto o funcional de energia completo, contendo a parcela de

carregamento distribuido, é descrito por:
1 x
M=U,-U, ouIl= I(E(SXGX —yxytxy)jdV—I(txuo +t,u} ) dx (5.7)

Aproximagdes cubicas independentes para os deslocamentos u,, v, e 6, sdo

adotadas:
U=, V=DV, 6= 40, onde ¢ =6 =¢° =4 9
9 1 1
0(e)=-(s+5)[s-3 )
6r(8)=+ 22z +1) -3 ()
sendo 57 . com -1<E<+1 (5.9)
(8)= -2 e ey 3 &
9 1 1
¢4(§)=+E(§+§j i—gj(fﬂrl)
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Para as forgas na interface do acoplamento (t, e t /) sdo adotadas

aproximacoes lineares:

tX:ZZ:d)}Xt‘X, ty=i¢;vt; onde ¢ =¢; =9, (5.10)
sendo ¢1(§):% e ¢2(2’;)=% com -1<E<+1 (5.11)

Utilizando-se as aproximagdes acima e minimizando-se o funcional de
energia, Eq. (5.7), chega-se ao sistema algébrico de equacbes dado na seguinte

forma:;

[He J{us =[G, ]{t,} (5.12)

onde [H,] é a matriz de rigidez, [G,] a matriz referente as cargas distribuidas,

{us} o vetor de deslocamentos e {t.} vetor de forcas distribuidas.

5.2 — Equacdes algébricas do problema poro-elasto-plastico enrijecido

A seguir, apresenta-se a formulagdo empregada para o equacionamento do
problema poro-elasto-plastico enrijecido através do acoplamento MEC/MEF.
Apresenta-se inicialmente a discretizacdo espacial do corpo com as aproximagoes
das variaveis do contorno, do dominio e da interface de acoplamento com o0s
enrijecedores. A formulagdo proposta resulta numa equagdo final de acoplamento
esqueleto-fluido-enrijecedores escrita somente em termos das variaveis de
deformacéo do dominio. As variaveis de poro-pressdo do dominio e as incognitas de
contorno sdo todas calculadas a partir das deformagdes, em cada incremento de

tempo.
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5.2.1 — Discretizagdo espacial das equacdes integrais: equagdes algebricas.

As equagdes integrais do problema poro-elastico referentes a parte solida séo
apresentadas de forma de incremental. Considerando-se a solugdo fundamental
classica de um problema elastico (solugdo fundamental de Kelvin), as equacGes
integrais para deslocamentos e tensdes sdo (CAVALCANTI e TELLES, 2003;
BOTTA etal., 2005):

C,. (5)Au, (s) =—j (s,P)Au;(P)dT + j U3 (s, P)AT,(P)dI" +

(5.13)
I 8,5 (5. P)AP(P)AQ+ [ & J (5 P)AGH (p)AQ+ [ U} (s, P)AT, (P, At)dI™**
Ac(5) = —[ Sy (s, P)Au, (P)dT + [ Dy (s, P)AT, (P)dI" +
bj(Skl )Eija (5, P)AP(p)dQ + I Ejja (5. ) Ay (p)dQ + (5.14)
by;; (3,AP(s))+9; (ASK(S) )+ [ Dy, (5, P)AT, (P, At)dr**
- Iq (s,P)p dl"+jp (s,P)q(P)dr+
) (5.15)

jp sp(Alo p)+ AP )+bTr(As(p)))dQ

onde o sobrescrito LF significa linha de forga.
Para-se obter a forma discretizada das equagdes acima, divide-se o contorno

I em Ne elementos (I'=U}I';), o dominio em Nc células (Q=U}Q;) e as

linhas dos enrijecedores T' em NLf elementos de linha.
Em cada elemento de contorno, sdo definidos nds (ndo necessariamente nas
extremidades) e as variaveis do problema sdo aproximadas por polindmio conhecido

a partir dos valores nodais associados aos elementos:
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u, (P)=4¢,(P) Uy
T.(P)=¢,(P) T
p(P) =¢,,(P) 'P."

1q(P) = ¢,,(P) 'Q."

(5.16)

O indice j representa o elemento de contorno TI'; considerado, o indice m

representa os nos do elemento e o indice k a dire¢do da componente da variavel. A
fungdo ¢, (P) é o polindmio aproximador; as variaveis ‘U7, 'T", 'P.," e 'Q." séo,
respectivamente, as variaveis nodais dos nos do contorno (deslocamentos e de forcas
de superficie) do né m do elemento j na diregdo k, e as variaveis nodais de pressdo e
de velocidade de fluxo normal do né m do elemento j.

As varidveis de dominio sdo também aproximadas em cada célula
empregando-se Vvalores nodais associados a nds (podendo ser internos) e fungdes

aproximadoras:

fsk.(P) =¢m(p)_ ‘ey, (5.17)
'p(p) =9, (p)'P"

O indice j representa a célula Q;, o indice m representa os nos da célula e os

indices k £ a componente do tensor de deformacdes €. As variaveis nodais de

dominio 'ej; e 'P™ sdo, respectivamente, as variaveis de deformagdo do n6 m da

célula j de componente k £ , e as variaveis de pressdo do né m da célula j; as funcdes

¢,(p) sdo as fungdes de forma. A tensdo volumétrica, o ¢ aproximada

vol ?
indiretamente através das deformacdes.

A Figura 5.2 apresenta o corpo discretizado em elementos de contorno,
células de dominio e linhas de carga na interface de acoplamento dos enrijecedores,

bem como as aproximac@es adotadas para o problema.
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no 2 ne

i

!

3 o 4
-

Figura 5.2 — Discretiza¢des do contorno, dominio, enrijecedores e aproximacgoes das

variaveis.

E importante enfatizar que a aproximacio adotada para os deslocamentos e
para as forcas de acoplamento ao longo da interface entre o enrijecedor e 0 dominio
séo diferentes.

Para as equagdes do MEC ndo h& aproximagdo dos deslocamentos (pois se
tratam apenas de pontos internos, evidentemente que indiretamente o campo de
deslocamentos do dominio é aproximado pela aproximacdo dos deslocamentos do
contorno do mesmo), enquanto que para a formulacdo do MEF a ser acoplada, 0s
deslocamentos sdo aproximados com polinémios cubicos. Com aproximacdes
diferentes para deslocamentos e forcas para dominio 2D e enrijecedor, torna-se
conveniente a utilizacdo da técnica de acoplamento com regularizacdes descrita em
(WUTZOW e VENTURINI, 2004; WUTZOW et al., 2005; WUTZOW et al., 2006).

As equagdes redundantes sdo eliminadas com a utilizacdo da técnica dos
minimos quadrados a qual também melhora significativamente os resultados
deixando-os mais suaves e eliminando-se perturbacGes nas respostas observadas em
acoplamentos MEC-MEF usuais (LEITE et al., 2003).
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5.2.2 — Equagdes algébricas do MEC para poroelasto-plasticidade enrijecida.

As equagdes integrais (5.13) dos deslocamentos, (5.14) das tens@es totais e
(5.15) das pressdes no fluido definem o problema poro-elasto-plastico baseado no
modelo de (BIOT, 1955). A partir da discretizagdo do corpo e admitindo-se as
aproximagcdes j& descritas obtém-se a representacdo algébrica do problema. Essas
equacdes combinadas com a equacdo algébrica (5.12) do MEF, que representa 0s
enrijecedores, formam um conjunto que representam 0s meios poro-elasto-plasticos
enrijecidos.

Assim, escrevendo-se a equacdo integral dos deslocamentos incluindo um
numero suficiente de pontos do contorno do corpo, juntamente com pontos internos
posicionados sobre as linhas de enrijecimento, utilizando-se as equacdes do MEF
(5.12), chega-se ao sistema de equacdes algébricas descrito abaixo (a partir deste
momento os termos livres das equacdes das tensdes serdo omitidos, pois eles ja

estardo embutidos dentro das matrizes dos sistemas algebricos):

H, 0 S, |(au,) [G, Q, Q,
0 H, -G, [{AU,r=| 0 |{AT,}+b| 0 |[D]{ap,}+| O |{Ac®} (5.18)
H C S ||lAT, G, Q; Q;

onde [D] é a matriz empregada em (5.18) para problema plano, que estabelece quais

componentes do tensor de tensdes totais sdo influenciadas pelo campo hidrostatico de

poro-pressao, ou seja, a matriz [D] (da representacao matricial) faz a funcéo do delta

de Kronecker (da representacéo integral).

+ [0 0 0 1
[D]:::::::'.::: (5.19)

0o0o00O0O0O- 101
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Lembrando-se que na Eq.(5.18) ja foram aplicadas as condicdes de equilibrio
e compatibilidade geométrica (no acoplamento com os enrijecedores) descritos na
Eq. (5.20).

{AT.}=—{AT;} e {AU,}={AU}| (5.20)

Nesta equacdo também ja esta considerada a técnica de minimos quadrados
aplicada as equacdes de deslocamento dos pontos internos posicionados sobre as
linhas de acoplamento com os enrijecedores descritas na Eq. (5.21) como
desenvolvido e implementado em (WUTZOW e VENTURINI, 2004; WUTZOW,
VENTURINI et al., 2005; WUTZOW, BOTTA et al., 2006).

Ol

J=[sT'H] . [C]=sTle] . [S]=[sTIs] -
[G=[sT'[e] e [Q]=[s][Q]

(5.21)

Ol

Aplicadas as condicGes de contorno na Eq. (5.18), obtém-se entdo o seguinte

sistema de equag0es:

AX,

[A]1AU; ¢ =[B]{AY,}+b[Q][D]{Ap,} +[Q]{Ac"} (5.22)
AT,

onde [A] contém termos das matrizes correspondentes as incognitas e
[B] coeficientes relativos aos valores prescritos; {Axb} representa as incégnitas do
contorno; {AY,} contém os valores prescritos no contorno.

Invertendo-se a matriz [A] e isolando-se as incognitas, chega-se a:
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AX,

AU, t ={AM} +b[R][D]{aAp,} +[R]{Ac"} (5.23)
AT,
sendo  {AM}=[A]"{AF}, [R]=[A]'[Q] e {AF}=[B]{AY,} (5.24)

A equacdo (5.14) para a representacdo da equacdo das tensGes totais, apos a

aproximacao leva ao seguinte sistema algébrico:
{80} =—[H]{aU,} +[Gi]{AT, } + b[Q]][D]{Ap | +[S{AT} +[Q}{Ac"}  (5.25)

Rearranjando-se os termos e aplicando-se as condi¢Bes de equilibrio na

interface chega-se a:

AU,
{Ac,}=—[H] 0 S]]{AU, :+[G/[{AT,}+b[Q/][D]{Ap,} +[Q]]{ac"}  (5.26)
AT,

Separando-se, na Eq. (5.26), os valores incognitos de contorno dos valores

prescritos, tém-se:

AX,

{Ac}=—-[A]AU; t+{AF} +b[Q][D]{Ap,} +[Qi]{Ac"} (5.27)
AT;

onde [A]=[A] 0 ], (aF}=[B]J{aY,} e [@]=[Q/] (5.28)

Substituindo-se a Eg. (5.23) na Eq. (5.27) obtém-se:

(Ao} = {aN} +b[S][D]{ap,} +[s]{ac’) 5.29
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(AN} = [AT[AT AR + (o)
[s]=-[AT[A]"[]+[@]

send (5.30)

Lembrando-se que a relagdo entre tensGes totais e efetivas e pressdes é dada

por

(Ao} = {Ac'} ~b[D]{aR} - {Ac) .31
A equacao (5.29) fica sendo:

(AN} +b[S][D]{ap,} +[S]{Ac"} = {ac?| ~b[D] AR} - {Ao) 6.3

Rearranjando-se os termos e aplicando-se a lei constitutiva poropléstica pode-

[E]{Ae;} ={AN}+b[S][D]{Ap,}+[S, |{Ac"} (5.33)

onde [S]=[[s]+[1]] e [S,]=[[s]+[1]]

Na formulacdo proposta, as varidveis de poro-pressdo serdo aproximadas
separadamente e independentemente sobre o contorno e sobre o dominio. As
varidveis dessa ultima aproximacdo, definidas pelo vetor {Ap,}, aparecem nas
equacOes dos deslocamentos (5.23) e das tensdes totais (5.29). Escrevendo-se a

equacdo (5.15) somente para pontos do contorno, resulta o seguinte sistema
algébrico:

{Ap,} +{App}

[Hf]{a}=[éf]{oc}+§[éf]{T+b[DT{As}} (5.3
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sendo

(5.35)

onde [H,], [G;] e [Q;] séo matrizes com os coeficientes de integragdo da (5.15),
{P.} e {Q.} s@o vetores com as incégnitas de contorno de poro-presséo e de fluxo
normal, respectivamente, e {Ac,,,} é 0 vetor com as variaveis de dominio referentes
ao incremento da tenséo volumétrica {Ac,, | = {0, (t;)} —{o.,(t;)}. Os valores em

{P.} e {Q} referem-se ao instante de tempo final t, .

A equagdo integral (5.15) também pode ser escrita para pontos internos.

Nesse caso, a representacéo algébrica representa o equilibrio no tempo t,. Assim, as
derivadas temporais da equacéo integral séo substituidas por Ap,. Foi adotada uma
aproximagao linear para o tempo dada pela equagdo At=t —t ,, como
conseqliéncia para a aproximacdo da derivada do tempo foi adotado o algoritmo

“pbackward Euler” dado pela equagéo: x = Ax/At=(x, —X,,)/At.

{Pi<tn>}=—[H;]{Pc}+[G;J{Qc}+i[é;]{w+b[D]T{Ae}} 536)

At M

sendo

(5.37)
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onde [H;], [G;] e [Q;] séo as matrizes de influéncia e {p,} é o vetor com as

variaveis de poro-pressao, definidas nos nos internos de dominio, no instante final

t. . Separando-se, na (5.34), os valores incognitos de contorno dos prescritos, chega-

se na equacéo:

j At M

(A J(X.} = {F )+ [Q;]{M+b[D]T{AS}} 5.38)

onde {X.} representa as poro-pressdes e o fluxo desconhecidos e {F.} a

contribuigéo dos valores prescritos.
A Equacdo (5.36) pode ainda ser convenientemente reescrita da seguinte

forma:
(Pt} =-[AT{X,} +{FC}+i[Q;]{M+ b[D]' {As}} (5.39)

At M

Isolando-se {X.} na Eq. (5.38), tem-se:

(xJ-IAT AT {WW[DF {Aa}} 540

Substituindo-se na Eq. (5.39) chega-se a expresséo:

{P(t,)} ={Fd}+i[sf]{w+ b[D]T{As}} (5.41)

M

sendo:

(o) ={-[ANAT R+ (R e [s]=-[AAT[Q]+[Q] (5.42)
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Na (5.41), se for subtraido, de cada membro da equacéo, o vetor {Pi}n_l, onde

n indica o instante de tempo anterior, obtem-se:

M

Pt} 1P (t)f = (8P = {R} + =[S, ]{M“‘ b[D]' {Ag}} (5.43)

com {P}, nas (5.43), reescrito como {P} e {F,}={F,} —{P}

n-1"
O conjunto de equacdes que resolve o problema é formado entéo por (5.33) e

(5.43). O conjunto de equacdes é reescrito, de forma compacta como:

[E]{ae} ={aN}+b[S[D]{ap,} +[S, ]{Ac") (5.44)

-l 180 =R+ 00T fas] o507} 645

ou seguindo-se 0 mesmo procedimento adotado para o problema néo enrijecido

pode-se chegar ao seguinte sistema néo linear:
[E, [{Ae} ={AN}+{N | +[S, ]{Ac"} +[ D, ]{Ap?

Podendo este ser resolvido da mesma forma que o sistema ndo enrijecido.
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Capitulo

MOoDELO PARA DoMINIOS NAO SATURADOS

L d

6.1 — Balanco energeético

6.1.1 — Equacdes de estado

O objetivo principal deste texto é descrever um modelo para meios porosos
composto inicialmente por quatro constituintes: sélido, liquido, vapor e ar seco. Mas
descrito em trés fases distintas: sélida, liquida e gasosa. O ar pode ser encontrado
dissolvido na fase liquida (mas tal caso ndo sera tratado neste texto) e a agua pode
transformar em vapor tornando-se um gas e vive versa. Foram consideradas trés fases
distintas, fase sélida descrita nas equac@es pelo indice “s”, a &gua composta por agua
pura e ar dissolvido descrita pelo indice “ ¢ e finalmente a fase gasosa composta por
ar seco e vapor de &gua descrita pelo indice “g”, que ocupam a mesma fracdo de
volume e estdo completamente misturados e homogeneizados. Supde-se que o solo
assuma um comportamento pléastico de maneira independente e todos os fluidos sdo
considerados barotropicos.

Neste contexto, as variaveis estaticas basicas consideradas sdo as tensdes

A1}

totais de Cauchy da mistura “c”, a pressdo liquida “p"”, e a pressdo gasosa “p°”.

Faz-se necessario ainda para fazer os desenvolvimentos das equacdes que descrevem

an 113

0 meio, a pressdao parcial do ar seco “p*” e a pressdo do vapor “p°” na mistura
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gasosa. Outra defini¢cdo fundamental para os meios porosos ndo saturados é a pressao

capilar definida por:
p*=p°-p' (6.1)

As varidveis cinematicas empregadas sdo as deformacdes macroscpicas “¢”

do sélido, a porosidade Euleriana “n” ou sua equivalente Lagrangiana ¢ . Tendo esta

0 intuito de representar o volume poroso atual por unidade de volume da mistura na
configuracgdo atualizada e a outra o intuito de representar 0 mesmo volume poroso
atual, mas agora por unidade de volume da mistura na configuracdo inicial {Coussy,

2002 #36. Estas duas medidas de porosidade, através do jacobiano da deformacéao
J =det(F), podem ser relacionadas por
d=Jn (6.2)
Ambas as medidas de porosidade podem ser divididas nas medidas de
porosidade referentes as fases liquida e gasosa:
n=n"+n, ¢o=¢" +¢° (6.3)
Pode-se ainda definir o grau de saturagdo S' e S° respectivamente relativos a fase

liquida e gasosa por:

l g g
g9 e M9 gesiesrol (6.4)
n ¢ n ¢

Tomando-se v, =Vv,v,,v ,v, respectivamente como as velocidades do solido,

liquido, vapor e ar, pode-se definir a velocidade media da fase gasosa “v, ™

v = i(pava + pUV“) (6.5)
Py
onde
Py =Pa P, (6.6)

€ a densidade do gas p,, p, € p,sdo respectivamente a densidade do ar e a

densidade do vapor.
No contesto poro plastico as variaveis cinematicas sdo todas particionadas nas

parcelas elasticas e irreversiveis:
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e=c*+&”, n'=n"+n"®, n®=nT+n®, o' =0"+9", ¢ =9¢*+¢*(6.7)
Comportamento semelhante pode também ser atribuido a saturagdo, ou seja:
S'=8"+8"®, S9=8%4S% (6.8)
Juntamente com as variaveis de estatica e cinematica, uma grande quantidade
de varidveis internas suplementares de varias naturezas tensoriais (escalares, vetores

ou tensores de segunda ordem) é introduzida. Além desse grupo de varidveis

a, =[€",¢",¢" | (ou alternativamente a, =|&°,¢",S” |) ja mencionados em (6.7) e
(6.8), outras variaveis internas, representadas pelo vetor o,, Sa0 necessarias para

descrever 0os mecanismos fisicos complementares, que governam a deformacao
plastica, enrijecimento, capilaridade e efeitos da histerese juntamente com o0s

fendmenos dissipativos associados. Entretanto, para simplificar a notagdo usaremos o

vetor a.=[a,,0,] de todas as variveis internas.

Para completar a descricdo dos meios porosos sujeitos a esforgos
termodinamicos, faz-se necesséario ainda especificar dois pontos:
e O movimento relativo dos fluidos com respeito ao solido, mas € necessario
definir para isto os fluxos dos fluidos (com respeito ao esqueleto continuo).
Estes se realizam para cada constituinte fluido ou fase fluida
M'=n'(v'-v*), i=fvag (6.9)
Nota-se que para a fase gasosa empregou-se o fluxo médio calculado com
“v9” definido em (6.5).
e Com respeito aos efeitos térmicos e ao processo da condugdo do calor:
introduziu-se a temperatura absoluta “T” e o vetor usual “q” de fluxo de
calor. Supbs-se também o equilibrio térmico para as particulas continuas e
fluidas situadas numa mesma posicdo num mesmo tempo tendo assim a

mesma temperatura.
6.1.2 — Equacdes constitutivas

Uma das ideéias interessantes contida no modelo apresentado por (COUSSY e

FLEUREAU, 2002) é que se supormos que as interagdes microscopicas que séo
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exercidas em um fluido no meio poroso ndo saturado ocorram somente atravées de
suas interfaces com o0s outros constituintes, entdo as leis de estado usuais sdo valida
ainda para o fluido. Enquanto estas leis sdo conhecidas independentemente do meio
poroso, resta ainda obter o comportamento constitutivo do esqueleto quando
considerado sozinho. Entretanto, este esqueleto é considerado como sendo formado
ndo somente pelo esqueleto continuo usual, mas também pelas varias interfaces entre

0 solido e os fluidos ou entre um fluido e outro fluido.
6.1.2.1 — Equagdes constitutivas dos fluidos

Recordando-se as leis dos estados para os fluidos (dgua em estado liquido,

vapor de 4gua e ar seco). Para uma transformacdo qualquer de um fluido, a variacéo

de energia interna especifica (por unidade de massa) e(p,s) é dada por:
1
de=-pd [—j +Tds (6.10)
p

onde “p” é a pressdo, “p” a massa volumetrica, “T ” a temperatura e “s” a entropia

especifica, a partir desta relacdo pode-se escrever as leis de estado como:

oe

oe
p=- @ , Tz—(g)l (6.11)

N P

p

Pode-se inverter parcialmente estas leis de estado com respeito as variaveis

(E,Tj, através da introducdo da entalpia especifica h =e+E, as leis de estado

p p

ficam sendo:
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l{%} | Tz[%j (6.12)
p \dp); ds 2

De outra forma pode-se inverter parcialmente se usada a energia livre

especifica w =e—Ts, que faz com que seja possivel obter:

dy = —pd [EJ _sdT (6.13)
p

sendo que as equacOes de estado se tornam:

oy oy
=] — =] = 6.14
P > (8T)1 (6.14)

) p

E finalmente, pode-se inverter a relagdo (6.11) introduzindo-se a entalpia

livre especifica g =\y+E= h—Ts obtendo-se as leis de estado na seguinte forma
p

alternativa;
LL@_QJ s :_(5_9j (6.15)
p \op); ar ),

Em todo o resto do texto, a analise é restrita a uma transformacdo
“infinitesimal” e *“quase estatica”. Considerando-se um volume elementar de um
meio poroso ndo saturado composto como apresentado anteriormente por um
esqueleto que é saturado por uma fase liquida e outra gasosa. Quando sujeita a cargas
externas, este volume dQ se deforma e altera a massa liquida. O balango de energia

e entropia pode ser escrito respectivamente (COUSSY e FLEUREAU, 2002) por:
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dE

Pl ——grad[Zh w* +qj+2bw°‘ (6.16)

ds q
— >—grad S W* +— 6.17
e (Z . +Tj (6.17)

onde “E” e “S” sdo as densidades totais de energia e de entropia por o unidade de

volume. ¢ sdo os componentes do tensor de deformacdo do esqueleto solido, o 0s
componentes do tensor de tensdes totais. w* o fluxo méssico relativo lagrangiano da
fase a(=¢, v ou a) por unidade de volumes do elemento dQ2. w* podendo ser
escrito em fungdo do fluxo volumétrico ou velocidade relativa da fase com respeito
ao esqueleto pela expressdo w* =p M* onde p, € a densidade de massa e M“
vetor filtracdo ou velocidade relativa. b é a carga de dominio por unidade de massa
da mistura. q e T S&o respectivamente o fluxo térmico por unidade de volume e T a
temperatura. Sendo respeitada a convencdo de somatoria para indices repetidos (em
latim e grego). Através do balanco anterior (equacdo (6.16) primeiro principio da
termodinamica) indica que a variacdo dE da energia interna E por unidade de
volume dQ € igual & soma do trabalho dos trabalhos de deformacdo do solo (termo

o, dg; ) do calor fornecido pelo exterior (termo —div(q)) e da energia interna de cada

uma das massas fluidas o (termo —div(z haw“j) acrescida do trabalho necessario

o

para a introducdo de massa no volume dQ, (termo wa“ ). Sendo S a entropia por

unidade de volume do solo d2, o segundo principio da termodindmica (equagéao
(6.17)) indica que a variacdo de entropia dS do sistema aberto dQ2 é superior a

entropia para com exterior, que pode ser descrita como soma da entropia por

conducdo (termo dIV(Tj) e da entropia por convecgéo (termo dlv(ZS w j)

Partindo-se da energia livre especifica total por unidade de volume total (letra

mailscula)
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Y=E-TS (6.18)
pode-se escrever a sua variagdo no tempo como:

¥ _E ;95 dT (6.19)
W atdt ot

Rearranjando-se pode-se aplicar o segundo principio da termodindmica de forma que

S€ pOssa esCrever:
4E _gdT_d¥ —T—>—TV(Zsapa J Gj (6.20)

Aplicando-se o primeiro principio da termodindmica, eq (6.16), na equagéo
(6.20) chega-se a:

de dT d¥
—-3v(h p.M*)-V “_g— =
i’ (“p‘* )= (@) 2bpM" -8~
(6.21)
T
Sabendo-se que Tv(gjoqV(ijJrV(q) onde V(ljz—iV(T) e
T T T) T

aplicando-se também a defini¢do de entalpia especifica na equacdo precedente (6.21)
tem-se:

93 Boe |o S s GL-02-
Pa “ (6.22)

Z—TV(ZsapaM“j+%V(T)
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Rearranjando-se a equagdo precedente (6.22) tem-se:

c:%—sd—T—d—\P—Zv([ea +Tsa+p—°‘jpaM°‘j+

Pa (6.23)

aplicando-se a equacdo da energia livre especifica para cada umas das fases fluidas

o. chega-se entdo a:

G:@_de_d_\?_zv((%+p_aJpaMaJ+szaMa_gv(T)zo (6.24
P o

da mesma forma aplicando-se o conceito de entalpia livre especifica para cada umas

das fases fluidas o chega-se a:

(de_odT _d¥ « «_ 9
S ar ;V(gapaM )+Za:bpaM TV(T)zo (6.25)

(6.26)

Das equagdes de conservagdo de cada uma das fases fluidas (liquido, vapor e ar),

pode-se escrever:

V(p[M(‘)z—dcrjr:/ " (6.27)
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v(p, U)_—d?tu+m’f° (6.28)
. dm?®
V(p.M*)=- " (6.29)

onde m, representa a massa liquida por unidade de volume que se transforma em

vapor entre os instantes t et+dt. Desta forma, pode-se reescrever a equagdo (6.26)

assim:

o (6.30)

ou simplesmente:

o

+[(g”—g°)m””}20

["%*Zga T ‘S%‘%H‘%V(T)Hz_p“w(V(g“)_b)} (6.31)

Os quatro termos entre colchetes representam respectivamente as dissipagdes
devido aos efeitos irreversiveis no esqueleto, na dissipagdo térmica, na dissipacdo do
liquido em seu movimento através do esqueleto e na dissipacdo devido a mudanca da

fase. Em (6.16), (6.17) e (6.31), a soma € realizada para a.=/,v e a. Para obter

(6.31), foi usada a equacéo de balanco de massa (6.114), (6.115), e (6.116).
Assumindo-se o equilibrio termodindmico entre a fase liquida e seu vapor
corresponde obtém-se a igualdade do potencial de Gibbs:

g"(T.p")=9'(T.p') (6.32)
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Na equacéo (6.30), (g” -g" ) m™ representa a dissipacdo associada a mudanca

de fase. Considerando-se a escala macroscopica a hipotese de equilibrio
termodinamico conservada em toda a evolucdo, as equacbes (6.31) e (6.32)

conduzem a inequacdo de Clausius-Duhem:

de dm, dT d¥] [ g .
{Ga+zga n —SE—E}{—?V(T)}{Z—%M (v(ga)_b)}zom.ss)

03 o

Como mencionado anteriormente, foi introduzido o conceito de energia livre
P e a entropia S* por unidade de volume do esqueleto (incluindo todas as

interfaces entre solidos e fluidos e entre fluidos e fluidos) definido por:
P = _my© (6.34)
S =S-m"s* (6.35)
logo pode-se escrever que

sq o a
¥ _ ¥ e dv’ e dm (6.36)
gt dt dt dt

e desta forma a desigualdade de Clausisus-Duhem (6.33) se torna:

“ |+

{-E dm ar _d¥, dy, dm

: «—(S m s m
© dt+g“ dt (Sq+ “)dt dt * dt Yo dt
(6.37)

{_%V(T)}r[Z—paM“ (V(ga)—b)} >0

a

Recordando-se das defini¢bes de dy  em (6.13) e de g, pode-se reescrever a

equacao (6.37) assim:
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1
dl =
G'%-I- _|_p_“ d&_(s +m.s )d_T_d\P_Sq_m _p Q—S d_T _ dl
' Vo dt s | SR | “ T dt “ar | Vet

(6.38)

Aplicando-se 0 conceito de massa para cada um dos fluidos constituintes

do, +¢, dp, , a derivada
dt dt

. « dm
m_=p,b,, sua derivada com relagcdo ao tempo

qt =Py

do inverso da densidade a/1 =—p—°‘2=—i2dﬁ e empregando-se algumas
dtip, ) p. P, d

simplificacOes possiveis pode-se chegar a seguinte expresséo:

dv
o:%+ P, do, —Ssqd—T——Sq +
dt dt dt dt

(6.39)
+ {—%V(T)} +[Z—paM“ (V(9,)- b)} >0
Que pode ser escrito de forma explicita como:
l v a sq
G:%+p/di+p"di+padi_ssqd_-r_dq} +
dt dt dt dt dt dt
(6.40)

- Gem] S (via,) )20

Levando-se em conta o fato de que o vapor e 0 ar ocupam a mesmo volume

de fase:

0 =4 =¢° (6.41)
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sendo sua derivada com relacdo ao tempo escrita assim

% - dé, = dé, (6.42)
dt dt dt

e que a pressdo do gas “p,” € a pressdo total da mistura gasosa, ou seja:

P, =P, +P, (6.43)

pode-se através de (6.42) reescrever (6.40) como:

de do,

do, dT  d¥ q }
—Z4p, —0.g — — Sl _Ay(T > —p M*(V -b)|>0
© dt+p’ dt +(py+p,) dt ™ dt dt }{ T (T)]+ Pa ( (9.) )

(6.44)

e por (6.43) reescrever (6.44) assim:

Jde do d¢ dT  d¥, q a
|:G.a+p(d—t(+pgd—tg—ssqa— dtq + —?V(T) + Z—paM (V(ga)—b) >0

(6.45)
Sabendo-se que o volume de vazios é necessariamente ocupado pela fase

liquida e gasosa, segundo a equacéo (6.4), pode-se escrever a porosidade liquida em

funcéo da saturacéo e da porosidade total, ou seja:
b, =S, (6.46)

logo
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db _g do S,
dt ' dt d)dt (6.47)

De forma semelhante para a porosidade gasosa pode-se escrever:

b, = ¢(1—S,) = ¢S, (6.48)
e da mesma maneira:
d
Da_(1-5)% % (6.49)

Empregando-se as expressdes (6.47) e (6.49) na equagdo (6.45) tem-se:

de do ds, . dT _d¥,
—+(p,S, +p,S, ) —-pH—--S +
{G dt (pS:+P, g)dt ST e

{—%V(T)}r[z—pu'\ﬂa (V(9.)- b)} 20

o

(6.50)

6.1.2.2 — Equacdes constitutivas do esqueleto

A relagdo (6.45) sugere que a energia livre “ V', pode ser tomada em funcéo
das deformagbes “¢”, das porosidades Lagrangianas “¢,” e “¢,” junto com a

temperatura “T” e das variaveis internas “o” descrevendo outros fendmenos
irreversiveis que ocorrem no meio poroso. Os argumentos classicos conduzem entédo
as seguintes leis de estado formado pelo tensor de tensdes totais o, pelas pressdes

p,, Py, pelas forcas termodinamicas A associadas a o e finalmente pela entropia

S.

v oY oY o o
o=Ta p Ta T A Ta g _ a5y
2 20, 29, a0t aT
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Pode ser também conveniente usar-se em vez de duas porosidades, ¢, € ¢,, a

porosidade total ¢ e a saturacdo liquida S, . Neste caso, usando (6.51), ou atraves da

observacdo de (6.50), as leis de estado referentes as pressbes em (6.51) sdo

substituidas por

ov,,
as,

o,
S/pk‘ +Sgpg = : ) (I)(p( _pg): _¢pc = (652)

af

6.1.3 — Formulacdo em tensdo efetiva com esqueleto continuo compressivel e

isotérmico

Para o caso isotérmico desconsiderando-se as cargas ou fontes de dominio, a

desigualdade de Clausius—Duhem se torna, ap6s algumas manipulagdes:

8 d(i)/ ¢ d sq (Sij'sélq))

) >0 6.53
i g P P at (6:53)

Esta desigualdade representa a energia livre total do sistema (esqueleto)
incluindo a energia das interfaces. A seguinte forma da equacgéo (6.53) é comumente

empregada:

o} ds, d\Psq (‘C:ij’sr"q)) 50

54
¢pc it (6.54)

de..
5; :%ﬁt(p[SﬁpgSg)d

Nao serd feita a suposicdo da incompressibilidade do esqueleto continuo o

que leva a seguinte relacdo de “desigualdade”:

de; :1>d¢ (6.55)
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Consequentemente, as equacOes de estado da poroelasticidade para o

esqueleto (esqueleto solido + Interfaces) sdo:

P gp=Ta s ips, =i (6.56)
o.=— , c = , , = .
ij 88-- p asg p( / pg g a(l)

ij

Até agora, a expressao do potencial ¥, € desconhecida. A fim de identificar

a curva de succdo com a segunda equacdo de (6.56). Supondo-se que ela ndo
dependa da tensdo total e da variacdo de porosidade. Esta suposi¢do é razoavelmente
aceitavel para um material (como o minério de ferro) em que a variacdo da
porosidade durante um carregamento é demasiadamente pequena para afetar
fortemente o processo de saturacdo, ao contrario do caso de materiais argilosos
(como as argilas ou a bentonita (GRGIC et al., 2006)). A curva da sucgdo pode ser
obtida experimentalmente considerando as deformagdes nulas. Sob esta
circunstancia, a energia livre do esqueleto corresponde somente a energia das

interfaces ¥, , e a succdo capilar depende somente da saturagdo liquida.

Conseqiientemente, a equacao (6.54) se tornaria em:

) du(s,
¥, (S,)=w,(S,)=4U(S,) com U(S,)=~]_ p.(x)dx, p, =—% (6.57)

Contudo, sob circunstancias gerais (de carregamento), o esqueleto continuo é
deforméavel e supondo-se que a succéo capilar depende somente da saturagdo liquida,

a seguir nos podemos identificar totalmente ¥ . Esta identificagdo necessita a

seguinte suposicdo: a energia livre de esqueleto W, é a soma de duas energias

sq
diferentes, da energia das interfaces v, e da energia de esqueleto sdlido

supondo-se que este () ndo depende da saturacéo liquida:

W (8:5,0) =, (S, 0)+ w,(&),0) = 4U(6,S") +w, (&) (6.58)
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Com a (6.58) na (6.54) tem-se:

dt

de (ol
—+| p'S"+p°S® - + —
Tt Lp P 26 a ¢P o8’

(6.59)

Para este caso mais geral, a formula (6.54) pode ser reescrita como segue:

5. ;%M@_wzo (6.60)
Yodt dt dt
._ 2(u(es))

Com = sendo a presséo liquida equivalente nos poros:

o(a0(ps)

% (6.62)

n=p'S +pS? -

Em (COUSSY e FLEUREAU, 2002) é demonstrado que para um meio poroso cuja
geometria dos poros pode ser representada pelo empilhamento de micro esferas a

aproximagao micro-macro leva a seguinte expresséo:

o(9u(e.8) 2
—( % )zgu(q),s) (6.63)
Logo:

T=p'S' +p°S? —% U(6.5) (6.64)
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Expandindo-se a derivada parcial presente na equagéo (6.63) tem-se

o(4u(¢.8"))
oo

(U(es'))

G
=U(¢,8")+¢ " =§U(¢,S’)

E desta pode-se tirar que:

1 A(u(es) 11
U(e.s) 3¢

Integrando-se a equagdo anterior de ¢, a ¢

o1 0U(eS) 1.1
J.% U(d),S”) 2 d¢—_§ ¢°$d¢

chega-se a:

1

(Ln(U(6.5)-La(U(85)) =5 (Ln(6) -Ln(4,)

que se manipulada corretamente obtém-se:

u(¢,s”)=(¢i:j U, (')

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)

Retomando-se a equacdo (6.61), empregando-se nesta a equagdo anterior chega-se a:

‘ mm

S a5’

(6.70)
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Que se integrada de S’ a 1, tem-se:

1

[l ps = —[d)ijs [l U, (s')as 6.71)

0

Sabendo-se que U, (1)=0 tem-se:

1

Uy(s)= [(Ii T peds’ (6.72)

Substituindo-se a (6.72) na (6.69) tem-se:
U($.8')=]. pas’ (6.73)
’ s .
Logo a pressdo equivalente  pode ser reescrita como:
r=p'S’ +pist -2 ) ' pdS’ = p's’ +posT - U (4.8") (6.74)
3 3
ou ainda:
n=p°-p°S - j pedS’ = p? —p°S’ — (¢ s') (6.75)

Note que = se torna p, quando S, =1; € por isso que se considera como a

pressao liquida equivalente nos poros, pela referéncia ao caso saturado. A

formulacao energética do comportamento elastico é:

i,- Ldo _ v (ep0) (6.76)
Jdt Tt dt
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v, representa a energia elastica do esqueleto solido.
Considerando-se as seguintes igualdades (b: Coeficiente de Biot; M:

Madulo de Biot; K°: “bulk modulus” drenado):

b :{ﬂ} M :(a_“j LK :[ﬂj 6.77)
Ogy | 0 og; |

A lei de comportamento elastico é sob condigdes drenadas (A°: Coeficiente

de Lamé drenado; G : Coeficiente de Lamé ou mddulo de elasticidade transversal):
do, = 2"Tr(de, )1+ 2Gde, —bdr,  do,, ==do,l =K’dz, : 1-bdr  (6.78)
3

com:

d¢=bds:|+dﬁn, K® =K - Mb? (6.79)

Como para o caso saturado, é assumido que o tensor de deformacdes totais €

controlado pelo tensor de tensdes efetivas:
do; =doy; + bdm = A°Tr(de; )1+ 2Gde;;,  do,, =do, +bdm=K’de;: I (6.80)

A tensdo efetiva € a tensdo que controla o comportamento da relagdo tensdo—
deformacéo independentemente das pressdes dos fluidos. A integracdo da equacgdo
(6.80) conduz a formula (6.81):

' 2 1
Gij = Gij + ch = Gij + b(pg _S/,’pc _EJ‘S’ pC (X)dxj
(6.81)

1 2 pe
= Gij + b[pg —gsépc _EJ‘OD Sé (X)de
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6.1.4 — Escolha da forma adotada para a energia livre especifica:

Adotando-se um funcional de energia livre dependente somente da

deformagdo ¢; da saturagdo liquida S, e da porosidade total lagrangiana, e ainda

supondo a possibilidade a separacdo do termo de energia das interfaces e da
deformagdo do solo pode-se escrever a energia livre especifica seguindo-se a
equacdo (6.58), onde o funcional de energia livre referente a deformacéo do solo
pode ser adotado como em (COUSSY e FLEUREAU, 2002) igual a:

v, (0.8;) = 18 JElaEa + [btr( )+ (¢—¢0)+%jM(—btr(sij)+(¢—¢0)+%j(6.82)

ou para o caso elasto-pléastico:

1 1 e e 0 e e 0
(0=, =) = o1t 3 bir () (0 b0 2 ] -t ) (00 72

(6.83)

Sendo assim a equacéo (6.51) escrita em tensGes pode ser reescrita como:

d e
G, = (‘“§+181)) :Eﬁk,eiej+bM(btr(sfj)—(¢e_¢0)_M]6ij (6.84)
-

E a pressdo liquida equivalente nos poros como:

n=S'p’ +5%° —%E p°(s)ds = %ﬁe’s”)) =—M (btr(afj)—(q)e —4@—%) (6.85)

€j
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De onde se pode extrair que a porosidade pode ser escrita da seguinte
maneira:

L )+%(n my) = btr(e§)+%(pésé+p959_éuc_noj (6.86)

que para o caso plastico € dado por:

0 =Dir (s, )+ =+, + 47 —bir (o) (6.87)

Lembrando-se que
0F = d—0° (6.88)
& = &; — & (6.89)

Que se diferenciada no tempo fica sendo:
=bir(8,)+ i+ 47 - btr(¢]) (6.90)

Empregando-se a expressao (6.85) na (6.84), pode-se reescreve-la da seguinte
maneira:

ES e, —brd, (6.91)

E com a expresséo de U:

u(9.8') j peds’ (6.92)
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A pressdo equivalente fica escrita como:

2 ¢l
n=8,p, +S/p4—§J's, p.(s)ds (6.93)

6.1.5 — RelagOes de transporte

Ao negligenciar-se a inércia, os efeitos viscosos e levando-se em
consideracéo o termo da difusdo (efeito de Soret), a lei cléssica do transporte (lei de
Darcy) para 0s meios porosos isotropicos (balan¢co de momento) relaciona os fluxos

relativos lagrangianos M, e M, com a pressdo e o gradiente de temperatura. Para as

fases do liquido e do gés, tem-se respectivamente

o rs! 0

L GO LA TR AR (694
L, Py
¢ gs' g

M, ZM(_WQ +fi9)_kT9VT=m (6.95)
l"lg pg

com f, e f? sendo cargas de dominio que podem ser empregadas para representar o
peso proprio por exemplo. Nas relagdes acima, k' (S,) e ke (S,) sdo as
permeabilidades relativas das fases do liquido e do gas, p, sdo as viscosidades das
fases e 0 p, as densidades de massa. k™ é o coeficiente do acoplamento para o efeito
de Soret e k* (¢) é a permeabilidade intrinseca do meio poroso que é dependente da

porosidade do meio. A dependéncia das permeabilidades na saturacdo S’ é ja bem
conhecida. Nesta formulagdo considerou-se também esta permeabilidade como
dependente também das variaveis internas. Por exemplo, o efeito dos danos na
permeabilidade pode ser considerado.

O transporte do vapor dentro do gas ocorre de duas maneiras: pela difusao
devido ao gradiente de vapor e pela adveccdo devido ao movimento do gas como

dado por (6.95). O fluxo total do vapor € consequientemente

M, =M +M, (6.96)
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A primeira parcela é descrita pela lei de Fick, (veja (LORET e KHALILLI,
2000; COUSSY e FLEUREAU, 2002; LORET e KHALILI, 2002))

M2 =n, (v, -v,)= —ngDu% (6.97)
com D, denotando a difusividade molecular do vapor no gas contido no poro.

A respeito da condugéo do calor, a classica lei de Fourier é adotada e incluiu-
se 0 efeito dos fluxos de calor devido aos gradientes de pressdo. O vetor do fluxo do
calor é entdo dado por

q=-AVT -k, Vp, -k, Vp, (6.98)
que relaciona o fluxo de calor total “q” com o gradiente de temperatura VT e com

os gradientes de pressdo Vp, e Vp,. A € o coeficiente de condugdo efetivo de calor

da mistura. O coeficiente de conducéo efetivo de calor é geralmente escrito como
A=—(1-0)A°+d'A" +7A° (6.99)

como A' (i=s,/,g) denotando os coeficientes de condugéo de calor da fase sélida,

liquida e da fase gasosa respectivamente. Lembrando-se que é assumido o equilibrio
térmico nas particulas porosas do meio que ajusta a mesma temperatura T ao solido,

liquido e ao gés situado na mesma posigé&o.

6.1.6 — Equac8es de campo

A evolucdo quase-estatica de um solido poro-elasto-plastico ndo saturado
para pequenas deformacgdes e pequenos deslocamentos é descrito pelas relages
constitutivas descritas anteriormente, complementadas pelas equagdes do campo,
pelas condigOes limite ou condi¢cbes de contorno e pelas condigdes iniciais. As
equacbes de campo relevantes sdo o balanco de momento, a equagdo de
compatibilidade, balanco de massa ou conservacdo de massa e 0 balango ou

conservacao de energia.

6.1.6.1 — Balanco de momento e equacao de compatibilidade

A conservagdo de momento, a equagéo de compatibilidade entre deformagdes

e deslocamentos e as forcas de superficie sdo dadas respectivamente por
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divo+b=0 ou o;;+b;=0 (6.100)

1 T 1
e(u) =§[VU +(Vu) } ou g :E(“i.j +uy,) (6.101)
T =0, (6.102)

u sendo o campo de deslocamento do esqueleto, p a densidade de massa da mistura

e b acarga de dominio da mistura.
Para um solo em regime elastico linear do solo pode-se escrever através da lei

de Hooke a relagéo entre as tensdes efetivas e as deformagdes assim:

o = S (6.103)

ij

onde

2Gv
i =m6ijak, +G (8,8, +8;5) (6.104)
sendo G,v e §; respectivamente o Modulo de Elasticidade Transversal do

esqueleto, o coeficiente de poisson do esqueleto e o tensor identidade de segunda

ordem conhecido como delta de Kronecker.

Pode-se escrever uma nova tenséo o; semelhante & efetiva que se diferencia

da efetiva cs;.f por levar em consideracdo os efeitos da variacdo da temperatura:

cs'ij = G?jf —vT8; =Ejen =T (6.105)

Com auxilio da equacéo (6.105) da (6.81) e da (6.74) as tensdes totais para o
meio poro-elastico ndo saturado com efeito térmico podem ser escritas da seguinte

forma:
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o, =0, —bnd; = Eyeq —[b(s‘p’ +5°%p° —%UCj—yTjaij (6.106)

Se substituido na equagdo precedente (6.106) o tensor constitutivo de quarta

ordem da lei de Hooke (6.104) chega-se a seguinte expressao:

o, = 2Gg, +(12_G—zvv)aijgkk —(b(S”p" +5%p° —§u°j—ﬂ)5ij (6.107)

E através da equacdo (6.106) as tensdes efetivas podem ser reescritas em
funcdo das tensdes totais:

Gie}f — Eijklskl =0 +(b(84p/ +Sgpg _% UCJ—yTJSU (6.108)

Aplicando-se a equacdo das tensdes totais (6.106) na equacdo de equilibrio

(6.100) pode-se escrever:

ef
ij,J

c;;+b =0 (bS‘pfj +bS%p8 — b% U’ —yTjSij +b,=0 (6.109)
As forgas normais e tangentes a um determinado plano podem ser escritas
aplicando-se a equacéo das tensdes totais (6.106) na equacéo das forcas de superficie

(6.102):

T = oM, :(ciejf _[bS"pﬁ +bS%p? —b%UC _yTJSijjnj (6.110)

O gradiente das tensdes efetivas pode ser obtido derivando-se a equagdo das

tensoes efetivas (6.103):

ef 0 (
o = (E ) (6.111)
1] aXJ ]
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Aplicando-se entdo a relagdo precedente (6.111) a equagdo (6.109) tem-se:

%{E”k, %—(bs“pf +bS%p° — b§U° —yT)esij} b =0 (6.112)
j I

Como na equacdo (6.107), se substituido na equacdo (6.112) o tensor

constitutivo de quarta ordem da lei de Hooke (6.104) chega-se a seguinte expressao:

G[uiyﬂ + (1_120) uj,ij:|+ b, —(bS‘pfj +bSp? —b%Ufj —yTjSij =0 (6.113)

Sendo esta equacdo (6.113) a equacdo diferencial que descreve o
comportamento do esqueleto do solo de um meio poro-elastico ndo saturado com

efeito de variagdo de temperatura.

6.1.6.2 — Balanco de massa

Restringindo-se a analise as tensbes infinitesimais e considerando-se a
mudanca de fase, a conservacdo de massa liquida, de massa de vapor e da massa de
ar seco, podem ser escritas respectivamente como (ver (COUSSY e FLEUREAU,
2002))

dm/ +d(p/|\/|i() _

=-m, ou m+w,=-m" (6.114)

dt dx; ‘ ’
d(p MY

dmu + (p‘) ! ) — m(U ou mU +WIUI = m[U (6.115)

dt dx; '
d(p,M?

dm, n (Pa ! ) =0 ou m+w =0 (6.116)

dt dx. ’

onde
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m; = p;d, (6.117)

€ a massa Lagrangiana do constituinte i. Note que no caso mais geral, p,M, pode ser

substituido por seu equivalente Lagrangiano (ver (COUSSY e FLEUREAU, 2002)).

O termo m,, representa a taxa de massa liquida que muda de fase se transformando

em vapor por unidade de volume inicial. Esta taxa de transferéncia de massa pode ser
obtida pela equacdo de Dalton (ver Loret e Khalili (LORET e KHALILI, 2000;
2002))

m,, =z(py, —P,) (6.118)

onde z representa o coeficiente de transferéncia de massa da fase liquida, p, € a

pressdo de vapor e p,, € a pressao de vapor saturado dada pela relagéo de Kelvin

pM,

Py = Py " (6.119)

com M, sendo a massa molecular do liquido, R a constante universal dos gases, p,
a pressao capilar e finalmente p., a pressdo de vapor saturado em contato com o

liquido sobre uma superficie plana e dependente somente da temperatura. Esta

variavel € obtida usando a equacéo de Clausius-Clapeyron:

LM,

Pao =P (6.120)

em que L é o calor latente de vaporisacdo e p, o valor de referéncia.

Da equacgéo (6.114), sabendo-se por meio de (6.117) que

m' =p,0 +p,d’ (6.121)

, a conservacao de massa para a fase liquida implica em
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d(p,M;)
dx.

PO +p b +m, =— (6.122)

Assumindo que o liquido é barotropico, isto é, que a densidade de massa

p, =p(p,, T) depende somente da pressdo p, e da temperatura T, tem-se

. Op,. Op, = .
P, = ag: P, +%T =p, (kapz —OL,T) (6'123)

onde pode-se introduzir o coeficiente de compressibilidade e de expansao térmica da

fase liquida definidos por

K =P __19,

= , o, = (6.124)
" p,op, ‘ p, OT

Usando este resultado, a relacéo (6.122) pode ser reescrita da seguinte maneira:

— . N Y , dp( de
p((k(p[_af-r)(l) +p, 0 +m, =-M; a—p[ ix (6.125)

Dividindo-se a equagdo (6.125) por p, e empregando-se a relagdo de

transporte (6.94) tém-se
l 1/ L - T / [4¥) i dp/
Mi; =—¢ _(kkp/ _OWT)d) I (6.126)

onde o ultimo termo pode ser expresso somente em funcdo da pressdo e da

temperatura da seguinte forma:

M! P _ e [kVp, 0, VT] (6.127)

pois
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Vp

op, P or_ (T
, = 6—p:m + an VT =p,(k,Vp,—a,VT) (6.128)

e desta forma a equacéo (6.126) fica reescrita como:

M{, =4 — (K., —o,T)o’ —%— M. [K,Vp, o, VT] (6.129)

ii
I3

Sendo esta equagdo (6.129) a equacdo diferencial que descreve o
comportamento do fluido liquido de um meio poro-elastico ndo saturado com efeito
de variacdo de temperatura.

Somando-se as equagdes de conservagdo de massa para 0 vapor e para 0 ar

dadas por (6.115) e (6.116), obtém-se a conservacdo de massa para a fase de gasosa

como
dlpM’+p,M’ | 0 °) d|p,M?
o, LM ] 0lp) dleME] gy
dx; ot dx, ‘
sendo
m,+m, =m, =p ¢° (6.131)
P M7 +p,M{ = p, M} (6.132)

Seguindo-se 0 mesmo procedimento efetuado para a formulagdo da fase

liquida, agora na fase gasosa, pode-se chegar a seguinte equagdo

. — . 9d
M2, =40 — (K b, — o, T) ¢ Ly, MPdpy

(6.133)
pg pg dXi

cujo ultimo termo pode ser expresso semelhantemente a fase liquida em funcéo da

pressdo e da temperatura
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v _
MQ.%: M?.[K,Vp, — o, VT] (6.134)
g

e onde o coeficiente de compressibilidade e de expansdo térmica do gas é dado de

maneira semelhante a expressao (6.124) com o indice ¢ substituido pelo g. Desta

forma a equacao (6.133) fica reescrita como:

MS, =40 —(K,b, o, T)o° + e - MP[K,Vp, —a,VT]  (6.135)

g

Sendo esta equagdo (6.135) a equacgdo diferencial que descreve o
comportamento do fluido gasoso de um meio poro-elastico ndo saturado com efeito
de variacéo de temperatura.

Se for desconsiderado a influéncia da variacdo de temperatura nas equagdes
(6.129) e (6.135) obtem-se:

Mi/,i = _d)é _E/pzd){ _M_ Mi/E/Vp/. (6'136)

l

M2, =49 —K p,¢° +p—’U—M?kngg (6.137)

ii
g

desconsiderando a transformacédo de liquido em vapor na forma incremental, chega-

Se a.

l l
M, = _%_Eg AA—ptq)f ~ MK, Vp' (6.138)
AYY — AR _
Mgiz_%_ ot~ MK,V (6.139)
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Sendo o instante de tempo “n” o instante cuja solucdo é conhecida, e “n+1” 0
instante em que se deseja conhecer a solucdo, logo escrevendo-se as equagdes
(6.138) e (6.139) para o intante “n+1”, tem-se:

’ _ AY" — Ap' (T ot
Mi,i(n+1) - _E_ K, Ed)(m) - Mi(n+1)kkvp (6.140)

9 = A‘bg_EA_pg

1 Raayvainl e Ofnr) M?(M)EQVpg (6.141)
onde
A" = B Sinay = St AY” = O, S(ne) ~ Sy (6.142)
¢£n+l) = ¢(n+1)sén+l) ¢?n+1) = (I)(n+1)s(gn+l) (6.143)
AP’ = (. — Py AP® =Pl — Pl (6.144)
Substituindo-se as equacgOes (6.142) — (6.144) nas equagdes (6.140) e (6.141)
tem-se:

L _ T 4 0 1 4 0 1 4 T Rl
M) = _(1+ K, (p(m) —Py ))Es(nﬂ)q)(nﬂ) + (S At MK P (6.145)

_ 1 1 _
9 - _ 9 _nY g g 9 9
M2 0y = (L (Pl =P ) ) Sty + Sy 1+ M KPry (6:146)

Dada a lei de Darcy para as fases liquidas e gasosas, desconsiderando-se a

variagdo térmica tem-se:
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I

k¢

(n+1) " (n+1) [ 0
Mi[(n+l) = ", ( ,/i(n+1)_ i;m—l)
¢ gs'
MO = k("+1)k(n+1) ( g _f9
i(n+1) i Ji(n+1) i(n+1)
g

) (6.147)

) (6.148)

Aplicando-se a lei de Darcy escrita em (6.147) e (6.148) nas equacdes (6.145)

e (6.146) chega-se a:

M 0 S/J

ii(ne1) = _(1+E£ (pén+1) - pfn) ))i
Ke k'S

k
(n+1) N (n+1) [ ¢ ' T 0
+T(p,i(n+l) fi(n+1))k/!p,i(n+l)

= —(1+ K, (pf’nﬂ)

o S'
" k(n+1) ?n +1)

Hq

M? s?

ii(n+1)

‘p?m))i

(p%(nﬂ) - fi?nﬂ) ) kg pﬂ(nﬂ)

1
(v 000+ Sy 37

(6.149)

1
(oo * Sty 3¢

(6.150)

Como parte da estratégia de resolucdo de problemas de fluidos onde as

constantes da lei de Darcy ndo sdo homogéneas em todo o dominio ou onde estas

varidveis podem variar de forma diferenciada de um ponto a outro ao longo do

tempo, faz-se necessario definir duas varidveis que podem ser chamadas de Fluxo

modificado do liquido e do gas: M;

i(n+1) e Mg(

i(n+1

]

T ¢ Hn
RNy U M
i(n+1) i(n+1) 0 gs’

k(n+l)k(n+1)
9
VYIRS Y ¢ u
Mi(n+l) - Mi(n+l) k¢ kgsf

) Estas variaveis sdo definidas como:

(6.151)

(6.152)
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A definigdo de tais variaveis leva a relacdes semelhantes a lei de Darcy:
Min-s = =(Piiney ~Flon) (6.153)
Wity = ~(Ploy =Tl (6.154)

Se derivadas, as expressdes (6.151) e (6.152) ddo origem as seguintes

expressoes:
’ kd? k/s"
M. =M H +(p’~. —f! ){ i(n+1) W”J (6.155)
ii(n+l) — Li(n+1) | ¢ /S Ji(n+1) i(n+1) [ 8
k(n+1)k(n+l) k(n+1) k(n+1)
g K koS
My = My =+ (P iy — T fd) L 0 (6.156)
i,i(n+ i,i(n+1) ¢ Ji(n+1) i(n+1) o ¢
k¢n+1 kg:+1 ( ) k(n+1) k?il)
Aplicando-se em (6.155) e (6.156) as definicdes de M;, iy © Ml
descritas em (6.149) e (6.150), chegam-se as seguintes expressoes:
M (1+R(" —g))l’ K 9
||(n+1) ‘ p(n+1) p(n) At n+1) k¢ k(g* (n+1)
n+1 n+1
kq) 18"
0 ¢ T Ji(n+1) i(n+1) ¢
+ (p,i(n+1)_fi(n+1))kﬂ+ ® k[S/ p,i(nﬂ) (6157)
(n+1) (n+1)
/ 3 s’
1w (K Kiea
+¢ S( A k k/S[ i(n+1) k¢ k/fS'
(n+2) N (n+1) (n+1) (n+1)

Formulagéo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforcados.

Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 06 — MODELO PARA DOMINIOS NAO SATURADOS 168

g

_ — 1 1)
M?. :—(1+k (pg —p? ))—Sg —
i,i(n+1) g\ F(n+1) (n) (n+1) ¢ gs’ (n+1)
At k(n+1)k(n+l)
k¢ ke
T Ji(n+1) Ji(n+1)
+ (p,gi(n+1) _fi?n+1))kg + o + kgsf p,gi(n+1) (6158)
(n+1) (n+1)
¢ gs'
+¢( )S(g )i ].lg _ % : k,i(n+l) + k,i(n+l)
n(n 3 s’ i(n+1 ¢ s’
At k(n+1)k?n+1) k(n+1) k?n+1)

Sabendo-se que tr(gij(n+1))=tr(Agij)+tl’(8ij(n ) e conhecendo-se por intermédio

)

de (6.87) e (6.93) as definicdes de <|>(n+1) € M.y pode-se escrever ¢(n+l) como:

1, , 1
Py = btr(Agij ) +_S(/n+1)p(/n+1) + S0Py +
M M . s (6.159)
p _ p _ e
+(btr(8ij(n))+¢(n+l) btr(sij(nﬂ)) v +0, M3 U(n+1)\J

Aplicando-se a equacdo precedente (6.159) as equagles (6.157) e (6.158)

chega-se a:
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_ S[n+ ' M
Moty = = (Atl) W(“ K, (Plowy = pfn))) bir (A )

(n+1) " (n+1)
(14K, (Pl - pfn)))ﬁsfmn
S/
_ (An;l) . kas’ ~ btr( €in ))+¢pn+l —btr(sﬁ(n+1)) Py
1 12

(n+1)Y(n+1)
¢
M — Ty + ¢y — M3 2 Y0

S1

l
Sy M T (0 1
At k¢ k/SI (+k€(p(n+1 p(n))) (n+1)p n+1)

n+l n+l

Kl |, Kitny
¢ - i(n+ i(n+ 1
+ (p i(n+1) fl(n+1) ) k + kq) + kés p,i(n+1)

(n+1) (n+1)

Szw , o btr(si.(n))+¢fn+l) —btr(sip.(nﬂ))
(Atl W(l_kfpfn)) 1 | 12 |

n+1 EEVECRR v g i

1 Koy . Kl
! / Ji(n+ i(n+
+¢(“)S(”)E Ko k/s’ _fi(n+1) K® + k¢sf

(n+1) (n+1)

(6.160)

_ S0 _
I <A tl) W (14K, (P~ P )bt (42,

S?ml) Mg — 0
_A_tW(1+ Ky (P — P, )) SinaPnst)

(n+1) Y(n+1)
= 1
9 _nd )\ T o
(1+ k (p (n+1) p(n))) M S(n+l)
SQ

I g
At k¢ kgs _ btr( u(n ) + (I) (n+1) btr( ij(n+1) ) p(n+1)
n+l 1 1 2

M — T+ g — M3
o

Sy pe o [btr{eyy )+ —btr(e)

— = (1-k pg )
TS ( 95 (n) 1 12
At k (n+1) k (n+1) _Mﬂ:o +¢0 _ME U(n+1)

Koy, Kl
g [s} 1 SN+ N+ [s}
+ (p,i(n+1)_fi(n+1)>kg e * koS Pli(ns1)

(n+1) n+l

¢ gs’
+0,S5) LW g k'<”+l>+m
(n)~( A k kgS i(n+1) k¢ kS
(

n+1)"(n+1) (n+1) (n+1)

n+l

(6.161)
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E finalmente derivando-se a equacéo (6.93) chega-se a:

, 2 .
An = p(/n+1)s([n+1) + p?nﬂ)s(gml) _g U(n+1) -7, (6162)

6.2 — Formulagdo matematica dos modelos néo lienares

6.2.1 — Modelo de Van Genuchten

Em sistemas multifasicos, existe uma correlacdo fundamental entre a
saturacdo dos fluidos aderentes e ndo aderentes e a pressdo capilar. Um acréscimo da
saturacdo da fase ndo aderente deve também conduzir a um acréscimo da pressao
capilar. Se a saturacdo da fase aderente decresce, o fluido aderente recua para os
poros menores ou para as aberturas de fraturas.

Assim, as consideracdes macroscopicas sobre a capilaridade resultam na

seguinte relagdo Pressdo Capilar—Saturagdo:
p°=p°(S") (6.163)

Devido a geometria irregular dos poros (ou das fraturas) é impossivel
determinar-se analiticamente a relacdo Pressdo Capilar—Saturagdo. Entretanto,
diversos pesquisadores tém tentado obter uma fungéo para a relagéo Presséo Capilar—
Saturacdo. Entre vérios, os modelos mais famosos para o sistema ar-agua por
Leverett (1941), Vrook e Corey (1964) e Van Genuchten (1980).

Estes modelos contém diversos parametros que tentam levar em conta
diferentes geometrias do poro-espaco, por exemplo, a distribuicdo e tamanho dos
poros e a interconectividade do espaco poroso. Usualmente, tem-se empregado dados
experimentai para se calibrar o modelo.

O modelo de Van Genuchten usa a seguinte correlagdo para um modelo

composto por dois fluidos gas-agua:
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. S/ _S(I’ D -m .
Se(p ): o =[1+(oc-p ) } para p° >0 (6.164)
onde S, é a saturacdo efetiva, S" é a saturacdo residual liquidae n, m e oc(Pa’l)

sdo os parametros de Van Genuchten.
A pressdo capilar é frequentemente formulada em funcdo da saturacdo

efetiva. Tem-se:
crol 1 -1/m Un
p°(s") ==(S,""-1) para p, >0 (6.165)
o

De forma mais explicita pode-se escrever a pressao capilar em fungdo da

saturacdo liquida ou vice versa a partir de (6.164) como descrito nas relaces

seguintes:
P un
|0°(Sf)=l ﬁ -1 para p° >0 (6.166)
ol 1-S"
S'(p°)=S" +(1—S”)(1+(ocp° )n )7 para p°>0 (6.167)
onde
m:1—E para n:—1 (6.168)
n 1-m
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pC
1E+11
1E+10
y 1E+09
S
12 1E+08

1E+07
1 100000
0
UC 100000
06 10000 Uc

0.4 1000
100
10

1 100 10000 1000000 1E+08 1E+10 1E+12 1E+14 1
C

p 0 0.5 S 1
Figura 6.1 — Aspecto tipico das curvas de (a) saturacdo em funcao da pressdo capilar

ou de (b) presséo capilar em funcéo da saturacéo.

A permeabilidade Relativa que é funcéo da saturacdo da fase em questéo
pode ser descrita por:

K (s')=+/s" 1—(1—(sf)alcjx (6.169)

k® (S")=+1-5' [1—(3" )x} x (6.170)
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1
0.9
0.8
0.7
0.6
0.5
0.4
0.3
0.2
0.1

0
0 0.2 0.4

Figura 6.2 — Permeabilidades relativas k's e k* em funcéo da saturacao

liquida para y variando entre 0.1 e 1 nas (6.169) e (6.170).
6.2.2 — Modelo de CamClay

O modelo poro-elasto-plastico adotado foi 0 modelo de Cam-Clay modificado

que leva em conta o efeito da pressao capilar p° e da presséo resultante =. O critério

de plastificacdo é definido no espaco [(cij + nSij)x(pc)] pela funcgéo:

f(csij +n8ij,pc,p0) =q*+M’ (G+n)(c+n+ pOK(PC)) (6.171)

A lei de escoamento (diregdo de retorno) é obtida entdo pelo potencial g

definida por:

g(cij +78,, ., po) =oq’+M’ (G+TE)(G+TC+ pof(Pc)) (6.172)
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onde o é o primeiro invariante do tensor das tensdes, q é o segundo Invariante do

tensor das tensdes, ¢(P,)é responséavel pela variagéo do dominio elastico em fungéo

da presséo capilar, a é a variavel que da o carater ndo associativo ao modelo,  é a

pressdo equivalente, M e p, séo constantes do modelo.

~(a-mh

/10 4

Y

q=-M(c+n)

" )

Figura 6.4 — Representacdes gréaficas do modelo de Cam-Clay em diferentes espagos.

O primeiro e 0 segundo variantes tensor de tensdes podem ser escrito como:

= tr(cij)
Sij = O —GSij
onde
3
q= Esijsij

(6.173)

(6.174)

(6.175)

(6.176)
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6.2.3 — Formulacdo matematica do modelo constitutivo poro-elasto-pléstico ndo

saturado adotado

Durante evolucdes irreversiveis, a energia livre do sistema depende também
das varidveis internas de estado: deformacéo plastica, saturacdo pléstica e porosidade
plastica. A saturacdo liquida, bem como a deformacéo total e a porosidade, podem

ser decompostas em parte elastica e plastica:

gy =€ +e, o=0"+¢" (6.177)
onde as parcelas plasticas da deformacdo ¢ e da porosidade ¢° podem ser escritas

respectivamente como

. 8 ¥
de? = %,d&:xﬁ (6.178)

ij

onde A é o multiplicador pléstico que satisfaz obrigatoriamente as condicdes de
Kuhn-Tucker:

A>0, <0, logo Af=0 (6.179)

sendo f(csij + 78, P, po) a funcdo de plastificacdo que delimita, no espaco das

varidveis associadas, as regides com comportamento poro-elastico e poro-elasto-
plastico. A Determinacdo do multiplicador plastico pode ser feita empregando-se a
condicédo de consisténcia, ou seja:

f=0 (6.180)

Logo baseado em (6.171) pode-se escrever que:

ic’sij+ﬁft+ afc pc+a—fop°:0 (6.181)
do; on  op op

Onde as derivadas temporais que aparecem na expresséo anterior podem ser
dadas respectivamente por:
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&, =E(&;—&p )b, (6.182)
7=8'p'+8'p +(1-8")p? -§'p? +§pcsf (6.183)
pe=p°-p' (6.184)

o op° g
= tr 6.185
b= 88 [60} ( )

Epregando-se em (6.181) as expressdes (6.182) e (6.185) chega-se a:

of (B -#)- bﬁsij)+ﬁﬁ+ip°+ o0l 9o (e1se)
dc; on  op° op° e} do;

Conhecendo-se &f por intermédio de (6.178) pode-se chegar a:

LIPS Gl [ih—ibfz&j}r oM ey ﬂap t[aagJ 0(6.187)

do; ' do; Ooy |\onm  Ooy op° op” o] i

U] ] ]

Que se rearranjada determina a expressdo de i por:

(6.188)

oc; 0oy 8p ogp | 0o

]

of cog _of & tr(ﬁ@}

Conhecendo-se 7t e p° por intermédio de (6.183) e (6.184), o multiplicador
plastico pode ser reescrito como:

My es| Db Mg, T lpvsr| T Do Xl 2ppr) Lo Do, |3
o on o, U op° on do; ' op° 3 on ooy "

ij
of _ag of ap°, [ o9

A gB_ APy 9

do; 0oy Op° Og | 0o

(6.189)

A=
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onde
o _do oo (6.190)
GGU— aq 86"- oo 6Gij
Derivando-se a expressao do critério (6.171), tem-se
o =2q (6.191)
aq
ﬁ:l\/|2(2cs+2n+ Pl (P.)) (6.192)
oo
Logo substituindo-se (6.191) e (6.192) em (6.190) tem-se:
of aq 2 0c
—=2q—+M*(26+2n+p,L(P,))— 6.193
GGU— q GGU— ( Po ( C)) Gcij ( )
onde
2o _s, (6.194)
86”
0S..
d 226 Sy 3 05 3 0s
4.2 B g = i (6.195)
ooy, ) 3 2q 0o, 2q 0o,
2 ij=ij
Em (6.195) as derivadas parciais podem ser escritas como
0s. 0o, 0
b _ GIJ _1 GPP i (6196)
oo, 0o, 300,
0G..
O _ 5,0, (6.197)
ooy
0c
6cpp =0,0, (6.198)
ki
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Logo a (6.195) pode ser escrita como:

ds; 1 1
P i A (3;54) (6.199)

0o

0S;:
Sendo 5,5, =0 e 5 %5, =S, » chega-se por intermédio de (6.199) e (6.195)
Ou

a
aq 3
=—S 6.200
2o, 2q (6.200)
Logo a expresséo (6.193) pode ser reescrita como:
aa—f =35+ M? (20 +2n+p,/(P,))3; (6.201)
i
Sendo:
o
—=M"(20+2n+p, /(P 6.202
67'(3 ( c n po ( c)) ( )
of ) ol(P,)
pe =(M*(c+m)p,) pee (6.203)
onde
or(P,) 1 1
o= = (6.204)
2ot 2P
e desta forma (6.203) pode ser reescrita como:
of _(M2(5+n)po) (6.205)

5_P° - 2,/p°p°

Como pode-se observa nas deducdes feitas entre as equacdes (6.190) e (6.205) as
derivadas parciais da expressdo do multiplicador pléstico (6.189) podem ser dadas

por:

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 06 — MODELO PARA DOMINIOS NAO SATURADOS 179

%:3% +M? (20 +2m+pyl(P,))3; (6.206)
ij
;—g=3asij+|\/|2(20+ 2+ Pyl (P,))3; (6.207)
o
%: M? (20 + 21+ p,/(P,)) (6.208)
o _(M(o+m)p,) (6.209)
apc 2 [pepc
of
o M?(o+m)L(P,) (6.210)

Formulagéo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforcados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 06 — MODELO PARA DOMINIOS NAO SATURADOS 180

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 07 — MEC PARA ESTUDO DE MEIOS PORO-ELASTO-PLASTICOS NAO SATURADOS 181

o
>

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA ESTUDO ‘%

DE MEIOS PORO-ELASTO-PLASTICOS NAO SATURADOS O

7.1 - Representacdes Integrais para Poroelasticidade e

Poroplasticidade ndo saturada.

De maneira semelhante ao caso saturado apresentado anteriormente, serdo
apresentados neste capitulo o desenvolvimento das equagdes integrais para as teorias
da poroelasticidade e da poroplasticidade para o caso ndo saturado. Inicialmente,
serdo abordadas as equacOes integrais da elastostatica, que dizem respeito a parte
solida deformavel do meio poroso. Em cada equacdo da elastostatica, ira aparecer
uma integral de dominio com o campo de poro pressdes. No caso da
poroplasticidade, uma integral de dominio a mais, com o campo de tensdes iniciais,
deverd aparecer. Em seguida, sera mostrada as equagdes integrais das poro pressoes,
que sera relacionada com a equagdo da continuidade através de uma integral de
dominio.

As solucbes fundamentais de Kelvin da elastostatica, para uma carga unitaria

concentrada b, (s) =8(s,p)e,, aplicada no ponto fonte s do dominio infinito Q,
sendo p o ponto campo, e, 0 Vetor unitario da base ortonormal na direcdo i e & 0

delta de Dirac , sdo dadas por:

u;(s, p):m{(&‘w)'”(ﬂs“”’i“} (7.1)
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. -1 or
Tij (S, p) = m[a[(l— 2V)8ij + 2r,lr,]:| + (1— 2V)(ryj1’]i - I’mi )j| (72)
. -1
e (S, P) = m[(l_ ZV)(r,kSij +1 0y ) — 10y + Zr,ir,jr,k] (7.3)
. -1
o (8,p) = m[(l— 2v) (1B + 1,8y ~ 18y )+ 20,11, | (7.4)

onde u;(s,p), T;(s.p), & (s,p) e oy (s,p) sdo, respectivamente, as solucdes

fundamentais para os deslocamentos, as forcas de superficie, as deformacdes e as
tensbes. O indice i, nas (7.1)-(7.4), representa a direcdo de aplicacdo da carga
unitaria, 5 é o delta de Kronecker, G o modulo de elasticidade transversal do

material, v o seu coeficiente de Poisson, n o vetor unitario normal a superficie no
ponto em consideracdo e r a distancia entre os pontos fonte s e campo p. A virgula

indica derivada em relagdo ao indice subscrito.
No campo da poroelasticidade ndo saturada, as equacbes de equilibrio e de

compatibilidade, no ponto fonte s, ficam escritas, respectivamente, como:

c;;(s)+bi(s) =0 (s)—bm;(s)8;+b;(s)=0 (7.5)
2 (5)=5 (U4, (9)+1,,(9)) (7.6)

As forcas de superficie T.(S), no ponto S de T", sdo dadas por:
Ti(S)=0;(S)n; = ((’iejf (S)- bn(S)Sij)nj (7.7)

e a lei de Hooke expressa pelas:
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ijf (s)= Ei (sk, (s)-ef (s)) =Ejjtu (s)- o} (s) (7.8)
Onde
07 () =Ejn (s) (7.9)
2Gv
Ein :msijSKI +G(8ik6jl +6i|51k) (7.10)

com E, representando o tensor constitutivo elastico de quarta ordem. O tensor de

tensOes totais, com as (7.8) (7.10), é dado pela seguinte expressao:

2G
o, (s)=2Ge (s) +(1_—2VV)aijgkk (s)—br(s)8, — o} (s) (7.12)

Diferenciando-se a (7.11) com a(7.6), obtém-se a equacdo de Navier a partir

da (7.5), com a derivada da poro presséo p, dada por:

1
G {ui'jj (s) erujvij (s)} +b;(s)-bm(s)8;—of,(s)=0 (7.12)

Para se obter as representacOes integrais de deslocamentos, tensdes e
deformacOes da elastostatica, sera utilizado o teorema da reciprocidade de Betti. A
aplicacdo do teorema pressupde dois estados elasticos distintos (o fundamental e o
real). O fundamental é dado pelas equacdes (7.1)-(7.4). O estado real € dado pela
(7.9), que relaciona linearmente e proporcionalmente c® com ¢. Assim, sendo, 0

teorema se expressa como:

[oieidQ = [ oje,d0 (7.13)
Q Q
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ou

I(Gij +bnd; + GS)S;de = J.G:}kside (7.14)
Q Q

Com a equacdo de compatibilidade (7.6), aplicando-se o teorema da

divergéncia na (7.14), chega-se a:

J‘Giju’;knidl“ - j G;,U;dQ +an 8, e dQ+ jc{}s}}de = jc}}kujnidr - j Oy ,U;dQ(7.15)
r Q Q Q r Q

Sabendo-se que a equacdo de equilibrio do problema fundamental é dada por

G +8(s,p)e; =0, a (7.15) fica:

[ Tujdr + [bju} dQ +b [ 8, e, dQ + [ ol dQ = [ T, U dT + [ 8(s, p)e,u,dQ (7.16)
r Q Q Q r Q

na qual foi utilizada a (7.7). Por definicao, JS(S, p)e;u,dQ =u(s). Portanto, a (7.16),
Q

desprezando-se as forcas de volume b, fica:

C,()u;(5) == T (s, YU, (P)dT + [ i (s, P)T;(P)dT — [ uj (s, p)b; (p)dQ +
r r Q (7.17)
+b[ 8,5, (5, P)A(P)AQ + [ %, (P)ey (5, p)dQ

A (7.17) é a equacdo integral dos deslocamentos escrita em taxas. O termo
C,. depende da posicéo do ponto fonte (se pertence ou ndo ao dominio Q). Caso ele
pertenca ao contorno I', C, depende da geometria deste no ponto em consideragéo.
As letras minasculas entre parénteses na (7.17) indicam que o ponto pertence ao
dominio, enquanto as maiusculas que ele pertence ao contorno. A equacéo integral

das tensdes totais é obtida diferenciando-se a (7.17) para se obter as deformacoes, e

aplicando-se no resultado obtido a lei de Hooke. Assim sendo, tem-se:
Wilson Wesley Wutzow
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6(5) = =[Sy (s,P)U, (P)dT +[ Dy (5, P)T, (P)dT + [ Dy (5, p)b, (P)dQ2
’ : “ (7.18)
+ bJ(Sij ) Ei (s, p)(p)dQ + .[65 (p)EijkI (s,p)dQ+ bgij (Sklﬁ:(s)) +0j (GE| (S))

sendo que as solucdes fundamentais na (7.18) sdo dadas por:

2G
Su(5.P) = W{Zrﬂ [(1_ 208,11+ 08l + 8,1, ) - 4r,ir,jr,k:| (7.19)
w2y (nir'jr’k Nl ) + (1_ ZV)(anr,ir,j +M;8; + M0 ) - (1— 4V)nk6ij}
P (5:P) = m{(l_ 2v) |:6ikr,i + 8yl = 6ijr,kj| + 2r,ir,jr,k} (7.20)
1
Eijkl (s’ p) B {(1_ 2V)[Biléjk +6jl6ik _6ij6kl + 26ijr,kr,l

An(l—v)r’ (7.21)
+2V[6ikr,jr,l 8,11y +0,rr, +81krviry,]+ 20,11 ; —8r,iryjr,kr',}

enquanto que o termo livre g;(8,(s)) e g; (6% (s)) séo dados por:

1

8(1-v)

93 (87e(s)) = - {2[8,;7(s) ] +8; (1-4v)[24(5)]} (7.22)

9;; (6E| (3)) ==

{260 (s)+(1-4v) &b, (5)5;} (7.23)

1
8(1-v)

A partir da lei de Darcy, chega-se na representacdo integral das poro pressoes.
Da mesma forma que na elastostatica foi utilizada a reciprocidade de Betti, sera
utilizada uma outra relagéo de reciprocidade para a dedugdo da equagéo integral das
poro pressbes. A lei de Darcy escrita para as fases liquida e gasosa com

permeabilidade isotropica e sem variacdo de temperatura, ficam:

Formulagéo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforcados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 07 — MEC PARA ESTUDO DE MEIOS PORO-ELASTO-PLASTICOS NAO SATURADOS

186

(7.24)

(7.25)

Observa-se, na (7.24) e (7.25), que as relagdes do fluxo M e M? e os

gradientes da pressdo p; e p¢ sdo lineares. No entanto, ela ndo é proporcional, a

c ke, k¢ , . n
menos dos termos k' —f' e k® —-f7, além do que ela ndo é homogénea para

H H

todo o meio ja que k'S, k% e k® variam conforme o grau de saturagio e da pressio

capilar de cada ponto do meio e conforme a porosidade de cada ponto do meio.

Para que a reciprocidade seja valida inicialmente definem-se novas variaveis

de fluxo indicada aqui pela barra superior:

Logo as equac0es (7.24) e (7.25) ficam sendo:

0

M+ (-1,

M?+(pﬁ—fig)=0

(7.26)

(7.27)

(7.28)

(7.29)
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e para que a reciprocidade seja valida, definem-se os fluxos proporcionais M. e
M como:

MP° = M/ —f/ =—p! (7.30)

M = M? — £ = —p? (7.31)

As reciprocidades, cuja equagfes sdo dadas por (7.32) e (7.31), devem ser

lpro
i

aplicadas com M;"™ e M do estado real.

[M{epidQ =[ MpidQ (7.32)
Q Q

[Mmepida =[ Miplde (7.33)
Q Q

Na (7.32), p; e M; sdo as solugdes do problema fundamental definido pela

equacéo:

pii(s.p)= 6(1 P) (7.34)

com & representando o delta de Dirac. Uma vez encontrada a solugéo fundamental
para a poro pressdo p , o fluxo é determinado através da lei de Darcy M; =—-p;. A

solucdo da equacdo (7.34) para poro pressdo é dada por:

, 1
p (s,p) =ﬂln(r) (7.35)

sendo k a constante da lei de Darcy, que neste caso por se empregar as variaveis de

fluxo modificado M/, M? torna-se unitaria, portanto k =1.
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Lembrando que r é a distancia entre os pontos fonte e campo. Com a (7.35),
o fluxo fundamental fica:

M (5,p) = (7.36)

Outro resultado importante é o do fluxo perpendicular ao contorno M’ (s, P),

dado, a partir da (7.36), por:

. r
M (s,P) =~ (7.37)

sendo n o0 vetor unitario normal ao contorno no ponto considerado. Substituindo-se a

(7.30) nas (7.32) e (7.33), obtém-se:

j (M -/ )pidQ = j M;p'dQ (7.38)
Q Q
j (Mg —£2)pidQ= j M;ptdQ (7.39)
Q Q

Utilizando-se novamente o teorema de Green nas (7.38) e (7.39), obtém-se:

[p"Mindr - [ p"M;;dQ— [ Mipn,dl+ [p'M;,dQ - [fpid2=0  (7.40)
T Q Tr Q Q

[p"Mndr - [p'ME,dQ - [Mip*ndr + [ p"M; dQ - [£3pidQ=0  (7.41)
T Q T Q Q
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Tendo-se em vista que M;, =-5(s,p) e que J'pgé}(s,p)dQ =p°(s) e
Q
jp”s(s, p)dQ =p’(s), chega-se finalmente nas equagdes integrais das poro pressoes,
Q

dadas por:

c(s)p’ (s) = [ p"(s,PYM" (P)dr — [ M"(s,P)p’ (P)dl

7.42
- [P (M, (s,PYd2~ [f/ (P)p (5. P)dQ2 N

c(s)p°(s) = [ p" (s, P)M®(P)dI" — [ M"(s,P)p® (P)dI

- (7.43)
- I p*(P)Mgi (s,P)dQ2— J.fig (P)pfi (s,P)dQ

sendo c(s) uma varidvel escalar dependente da posicdo de s. Duas integrais de

dominio aparecem nas (7.42) e (7.43). No primeiro termo integral das expressoes

(7.42) e (7.43), os termos I\_/If'i e Mﬁi pode ser substituido de acordo com as

expressdes definidas no capitulo anterior (6.160) e (6.161). Entretanto uma outra

alternativa é adotar a aproximagdo no espago para 0s termos I\_/Ifi e I\_/If{i integrar no

espaco e no tempo e depois substituir a definicdes de tais termos localmente.

l
ii

Como nas expressdes de M!. e I\_/I?Yi aparecem os gradientes de presséo, faz-

se necessario escrever as equacdes integrais para p’ ;e py. E possivel ainda optar por
outra solucdo, adotando-se uma funcgdo aproximadora para p’ e p?, e desta forma

pode-se obter as expressdes de pfj e p% em funcéo de p’ e p°. Contudo a adogio

deste segundo procedimento pode levar a alguns problemas. O primeiro problema

que surge é que: para uma aproximacao linear das pressdes p‘ e p’ leva a uma
aproximagdo constante de pfj e p%, e como os pontos de interesse para resolugéo do

problema de maneira geral normalmente estdo posicionado nas interfaces entre

celulas adjacentes, existird uma descontinuidade do gradiente de pressdes justamente
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no ponto de interesse, pode-se evidentemente adotar um valor médio, mas isto pode
promover erros importantes a solugdo do problema. Além disto, se pfj e p% for
constante, isto levara a valores nulos para pfjj e p% que anulara uma parte importante
da expressdo dos divergentes de fluxo M;; e M¢, comprometendo de forma
importante a resolugdo do problema poro-elastico que tem nestes termos M;; e M?,
a conservacdo de massa liquida e gasosa. Desta forma parece evidente que a primeira

opcao, escrever as equag0es integrais para pfj e p%, produzira melhores resultados.

As equac0es integrais dos gradientes de pressdes séo obtidas diferenciando-se
as (7.42) e (7.43). Assim sendo, tem-se:

c(s)p'j(s) =[S} (s, P)p’ (P)r + [ D (s, P)M" (P)dl

_ (7.44)
- [ D} (s, PM;, (PYdQ - [ E} (s, p)f; (P)AQ - g} (5)
c(s)p’(s) = =[S} (s, P)p° (P)dr + [ D (s, P)M® (P)dr
b g (7.45)
- [ D (s, PYM, (P - [ E}, (s, p)f¢ (P)AQ - g (5)
onde:
f 11
S!(s,P) = —Z—M—z(—akj +2r,1 ), (7.46)
D' (s,P) = —— 7.47
i )__anr (7.47)
f 11
E(s,p) ZHF(_S“‘ +2rr,) (7.48)
<t =—236jk (7.49)
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sendo k a constante da lei de Darcy, que neste caso por se empregar as variaveis de

fluxo modificado M/, M? torna-se unitaria, portanto k =1.

7.2 — Discretizagdo no Tempo

As equagOes integrais dos deslocamentos, das tensdes e das poro pressdes
(liquida e gasosa), do item (4.3), podem ser, sem nenhum prejuizo, integradas no
tempo. As (7.17), (7.18), (7.42), (7.43), (7.44) e (7.45), por exemplo, seriam

reescritas como:

C, (S)Tuk(s)dt = —T [Ti.PU j(P)dth+T [ ui(s,P)T;(P)drdt

. . . (7.50)
+[ [uis,p)b;(p)ddt+b [ 8,7 (s, p)i(p)dat + [ [ &7 (p)e; (s, p)dCult

Tcij (s)dt = —T j Sy (s, P)U, (P)drdt + ] j Dy (s, P)T, (P)drdt

t

+tf [ Dy (s, p)b, (PYdCt + btjz [(8) Eja (s, p)e(p)d€alt (7.51)
+] [y (s, P)55 ()OI + b [ g, (8, 7(6) )t + [ g, (67 (5) et
c(s)]Z p’(s)dt = j j p"(s,P)M’ (P)drdt —tf j M" (s, P)p’ (P)dI'dt

; , (7.52)
~[ [P PYM, (Pyddt - | [} (s, P)f, (P)dct
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c(s)tf pd(s)dt = j j (s, P)I\_/Ig(P)dl"dt—T j M™ (s, P)p® (P)dI"dlt

. . (7.53)
— [ [ (s, PYME, (PYdCdt - [ [’ (s, P/ (P)dCdt
c(s) j p’(s)dt = j j St (s,P)p’ (P)dIdt + j j D! (s,P)M’ (P)dr'dt
“r (7.54)
- j j D! (s,P)M;,(P)dQdt j j E’. (s, P)f. (P)dCudt — j gif! (s)dt

c(s) j P (s)dt = — j j S (s, P)p? (P)dI'dt + j j D' (s,P)M? (P)dr'dt
" (7.55)
—”D;(S,P)l\‘/lgi(P)det—”E (s, P)f (P)dQdt — jgj, 9(s)dt

4

com t, e t, representando dois instantes distintos de tempo. Chamando At=t, -t ,

e efetuando-se as integrais no tempo, obtém-se, das (7.50)-(7.55):

Ca®)[u (1) —u (st)] = JT (s, P) U, (P,tz)—Uj(P,tl)}dFJr
+[uy 6 P)[T,(P.t) - T(P.t) Jdr + [u (s, p) [ by(p.t,) ~by(p.t) Jd+  (7:56)

+ bJ.SijS:} (s,p) [Tc(p, t,)—n(p, tl)]dQ +J‘8; (s, p)[Gﬁ (p.t,) - cﬁ(p, tl):| dQ

6,(5,1,) =05 ,) = [ Sy 5, P) U, (P. 1) = U, (P, t)]dT + [ Dy (5, P) [T, (Pot,) ~ T (P, ;)] dT
) ' 7.57
+ [ Dy (., (P, t,) =b, (P, 1)]dQ + b [ (8, ) Eyy (5, ) [1(p, t,) ~ (P, ) Q2 (7.57)

+ [Eju(s.p)[ (P, 1,) 05 (p,1,) |dQ+bg, (8, [7(5.t,) 75, 1)]) + 9, [ o (5. 1,) — o (5. 1) |

c(s)p”(s)Atz—J'M*(s,P)p( dl"At+jp (s,P)M’(P)drAt+
r (7.58)

—Jp*(s,p)l\_ﬂfi(p)dQAt——in (s,p)f (p)dQAt
Q ' AtQ ’
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c(s)p?(s)At =—I M’ (s,P)p° (P)dFAt+J'p* (s,P)M°(P)drAt+

" (7.59)
~[o (s,p)l\_/lﬁi(p)dQAt—ijp: (s,p)f (p)d0at
c(s)pf‘j(s)At:—.[Sj (s,P)p"(P dl"At+J‘Df (s,P)M’ (P)drAt+
(7.60)
—ij (s,p) M/, (p)dQAt - IEJ, (s,p)f/ (p)dQAt-gf/ (s)At
c(s)pf (s)At :—IS} (s,P)p° (P)dFAt+JD; (s,P)M°(P)drAt+
r (7.61)

—JD} (s,p)M?,(p)dQat - _[E (s,p)f? (p)dQAt—g'ff (s)At
Q

jiti

Imaginando que At =t ,—t,  seja um tipico intervalo de tempo da
discretizacdo temporal, e que o incremento da variavel e, dentro do passo de tempo,
seja dado por A(e)=e  —e , as equacdes integrais (7.56)-(7.58) ficariam,

respectivamente, dadas por:

Cik(s)Auk(s)z—I - (s,P)AU,(P)dI + j u; (s, P)AT,(P)d + j U’ (s, P)Ab, (p)dQ2

(7.62)
+b j 8,65 (5, p)An(p)dmjs (s,P)AG? (p)dQ2

Acy(s) = j Sy (s, P)AU, (P)dI + j D (s, P)AT, (P)dI + j Dy (s, P)Ab, (p)dQ2+

+bj( «) Eija (5, ) A(p)dQ + by (8,4 An(S) ) ~'lEmd(S P)Acy; (p)dQ+glj(AGk|(S))

Q

(7.63)

c(s)p”(s)z—jM*(s,P)p dl“+jp (s,P)M’(p)dr +

~ [P (s PYM;, (p)d2- [pi (5P (p)d (769
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c(s)p°(s) = —I M’ (s,P)p* (p)dF+Ip*(s, P)M® (p)drI +

o o (7.65)
~[p"(s,P)M?, (p)d— [ p (s,P)f? (p)dQ
c(s)p’, ( jsf (s,P)p’( dr+ij (s,P)M" (p)dr +
(7.66)
jD (s,P)M/, (p)dQ - J'E P)f/ (p)dQ—g'f,(s)
c(s)p’ ( ij s,P)p° )dF+J'D; (s,P)M?(p)dI +
(7.67)

—J'DfsP M?, (p)dQ - J'E (s,P)f?(p)dQ—ghfe(s)

7.3 — Discretizacdo Espacial: Aproximacao das Variaveis no Contorno e no

Dominio

Através da discretizacdo espacial, obtém-se as equagdes algébricas do método
dos elementos de contorno. Em conjunto com a discretizacdo temporal, pode-se obter
solugdes numeéricas do problema de valor de contorno. As equagdes integrais dos
deslocamentos, tensdes e poro pressdes possuem integrais de contorno e de dominio.

Conseqiientemente, o contorno I" do corpo devera ser discretizado em N,

elementos, de modo a se ter I'= FJ, enquanto seu dominio Q deverd ser

discretizado em N células, com Q=U}Q

No contorno discretizado em elementos, sdo definidos nés. A cada né,
associa-se um conjunto de variaveis de contorno: deslocamentos e forcas de
superficie, provenientes das equacdes da elastostatica, e poro presséo do liquido e do
gés e velocidade relativa normal do liquido e do gés, provenientes da equacdo das

poro pressdes. Assim sendo, definem-se:

iU, (P) = 9, (P) 'L} (7.68)
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T (P) = 0 (P) 'T7 (7.69)
D’ (P) = g, (P) P (7.70)
M (P) = g,,(P) 'ML" (7.72)
Ip? (P) = g (P) 'PE" (7.72)
M (P) = g,,(P) 'M" (7.73)

onde o indice j representa o elemento I';, m representa os nos de I';, ¢, sdo as

fungdes de forma e k, nas (7.68) e (7.69), indica a diregdo segundo as coordenadas
globais. As variaveis nodais de deslocamentos, forgas, poro pressao do liquido e do

gas e fluxo (modificado) do liquido e do gas estdo representadas, respectivamente,
por U, T, P, P¢, M, e M nas (7.68), (7.69), (7.70) e (7.71), enquanto ‘U, (P),
IT.(P), 'p'(P), 'p°(P), 'M'(P) e 'M?(P) representam estas mesmas variaveis
calculadas num ponto P qualquer de T';.

Da mesma forma, no dominio discretizado, sdo definidos nds e as variaveis

sdo aproximadas por célula. As variaveis de dominio, nos modelos poro-elastico e
poro-elasto-plastico, sdo: a poro pressdo liquida p’, a poro pressdo gasosa p°, as
deformagdes plésticas ¢}, , a porosidade pléstica ¢”, as deformacdes ¢,, e 0s termos

de dominio M/

M?,, £, f9, b, e . Assim, definem-se:
'X(P) =0, (p) X" (7.74)
onde agora o indice j representa a célula Q;, m relaciona-se com os noés de Q; e

com as funcbes de forma adotadas e X representa cada uma das varidveis nodais

internas utilizadas para se calcular, respectivamente.
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As aproximacdes das variaveis adotadas neste trabalho sdo lineares, tanto nos
elementos de I' quanto nas células de €. Os n6s de contorno sdo considerados
continuos, localizados nas extremidades dos elementos retos, prevendo-se,
entretanto, a possibilidade de consideracdo de nds duplos nos cantos ou entre
elementos com descontinuidade de carga ou de qualquer outra variavel de contorno
prescrita. Os nos de célula também sdo considerados continuos, localizados nos
vertices das células triangulares. Excetua-se, entretanto, o caso de células com um ou
dois vértices pertencentes ao contorno. Neste caso, 0 nd passa a ser interno a célula,
deslocado do vértice em direcdo ao centrdide da célula de uma distancia pré-fixada
(ver figura (4.3)).

Uma vez discretizado o corpo e aproximadas as variaveis do problema, as
equacdes integrais passam a ser representadas por somatdrias de integrais sobre as

unidades discretizadas. As (7.62)-(7.65), por exemplo, ficariam expressas como:

* (1) nos continuos

L (Z)y n 08 descontinuos

1) 3E S

(2) o A
g. ® @» 9 e

e 10 de célula
K 1o de contorno

Figura 4.3 — N@s de contorno e de célula. Continuos e descontinuos.
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CLOAu,(6) ==Y [ T;(5.P)o, (PIAUZAT, +3° [ (6, Po, (PIATAT, +

k:l]"k k:lrk
L. N (7.75)
+3° [ U5 6.P)on (P)AD"AD, +bY" [ 8,5, (5. ), (D)A*T"AQ, +
|<:J.Qk k:lgk
NC
+2 | €6 P)on (P)A S5O,
k:lgk
. NE .
AG,(s) = zjquk(s P)on (P)AIURAD, +" [ Dy (s,P),, (P)AITdT +
Flr; i
N , 7.76
+poqk(S P)d,, (P)A'bdQ; + ij )E e (5,0)0,, (P) AT, + (7.76)
Q; =1 g
NE
+ZJqukl(Slp)¢m(p) 'oR"dQ; +bg,, (8k|A n)+gpq (A le)
i e¥
N, N, o
=3 [M*(s,P)o,, (P) 'L, +ij (s,P)o,, (P)'MLdr, +
T L (7.77)
> [M*(5,p)d, (p) M7 a2, ij, (5,p) 0, (p) "0,
j:]-QJ =1 QJ
N N,
c(s)*p® == [ M (s,P)d,, (P)'PL"dr, + 3" [ p" (5,P) ¢y, (P) 'MI"dI, +
) =1 T ) j=1 I (778)
=3 [M(5.0)0, (p) MM, = [ P (5.P) 0 (p) £ dC2
leflj j:le
N "
c(s)°p ;== [S](5.P) b ( )JPgmdrj+Zij s,P)¢,, (P)IML"dT, +
o . (7.79)
=3[ DL (s.p) b (p) M7 A2, D" [ Y (5.) by (p) £ d2, — g °F;
1o H o
N
c(s)°p% =3[! (s.P)o, (P) PI"dr, +szf (5,P)¢,, (P) 'ME"dr, +
L . (7.80)
_z D: (S p)¢ dQ ZJ- EJI s p (Q)mde_g;iSfig
o i1 g
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7.4 — Equagdes Algébricas do MEC para Poroelastoplasticidade

A partir das equacdes integrais discretizadas, obtém-se as equacdes algébricas
do método dos elementos de contorno da mesma forma como ¢é feito para o caso
saturado. As equacOes sdo escritas em funcdo das variaveis incrementais no tempo.
Com o modelo poro-elastico, o sistema de equacdes algébricas fica linear. Neste
item, serdo apresentadas as equacdes algébricas do MEC para poroelastoplasticidade.
As equag0Oes sdo de dois tipos: de contorno (deslocamentos e poro pressdao) e de
dominio (tensdes e poro pressdo), de acordo com a posi¢do do ponto fonte.

Seja 2N o numero de variaveis de contorno de deslocamento e de forga de
superficie, sendo N o nimero de nos de contorno (simples e duplos). Escrevendo-se
2N equacdes algébricas a partir da equacdo integral dos deslocamentos (7.17) da
poroelasticidade (a partir deste momento os termos livres das equagdes das tensdes e
dos gradientes de presséo serdo omitidos, pois eles ja estardo embutidos dentro das

matrizes dos sistemas algébricos), chega-se ao sistema:
[H]{AU} =[G]{AT}+[S]{Ab} + b[Q][D]{Ar} +[Q]{Ac" (7.81)

onde [H], [G], [S] e [Q] séo matrizes de influéncia determinadas integrando-se, na
(7.17), as solucbes fundamentais multiplicadas pelas fungdes de forma das
aproximagdes adotadas, enquanto {AU}, {AT}, {Ab}, {Ac’| e {An} sio,

respectivamente, vetores com 0s incrementos das variaveis de contorno de

deslocamento e de forca e de dominio de cargas externas, das tensdes plasticas e poro

presséo equivalente. Observe que os vetores {AU} e {AT} tém 2N componentes,

{An} tem M componentes e a matriz [S] é de ordem 3M, sendo M o nlimero de

nos internos de célula. Escrevendo-se 3M equacdes algébricas com a (7.18), chega-

Se a.

{Ac} =—[H'[{AU} +[G'[{AT} +[S']{Ab} +b[Q'][ D]{An} +[Q’]{Ac”} (7.82)
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sendo [H'], [G'], [S'] e [Q'] matrizes de influéncia também obtidas por integragéo
e {Ac} o vetor de dimensdo 3M com as tensdes totais nos nés internos.

Da mesma forma como foi feito para a equacdo (7.18) em (7.82) pode-se escrever

2M equac0es algébricas para a (7.17):
(AU, | =-[H.]{aU} +[G,]{AT} +[s ] {ab} +b[Q ][D]{Ar} +[Q,]{Ac?} (7.83)

Prescrevendo-se, para cada coordenada de cada no, deslocamento ou forca de

superficie, e reunindo-se as incognitas de contorno no vetor {AX}, as (7.81), (7.82) e

(7.83) ficam, respectivamente, dadas por:
[A]{aX*} ={AY"}+[S]{ab} +b[Q][D]{An} +b[Q]{Ac®] (7.84)

(A} =-[A]{ax} + (av*] +[8]{ab} + b[Q][D]an} +[Q]{Ac]  (7.85)

(AU, | =AJ{ax] +{aY*") +[5,]{ab] +b[Q][D]{Ax) +[Q,]{Ac?} (786

sendo [A], [A'] e [A;] matrizes de influéncia das variaveis de {AX“}. E sendo

{AY,}, {AY,} e {AYL?)} vetores conhecidos, com as influéncias das variaveis de

contorno prescritas.

Isolando-se {AX"} na (7.84), obtém-se:

taxt} =[A]"{av"}+[A]"[s]{ab} +b[A]"[Q][D]{An} +[A] [Q]{Ac"} (7.87)

Substituindo-se a (7.87) na equacdo das tensdes (7.85) e nas equagOes de

deslocamento (7.86) para os pontos internos, obtém-se respectivamente:
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(Ao} =-[ATIAT* {aY*) +{aYe)+ [ [AT[AT"[S]+[s 'ﬂ{Ab}
+b[ [ATIAT'[QI+[Q]][Dl{ax}+| -[AAT'[Q]+[Q ] |{ac"}

(7.88)

(AU, =—[AJIA] {aY}+{ay0]} +[—[Ai IBESER ]]{Ab} +
+b[—[Ai][A]'l[Q]+[Qi]][D]{An}+[—[Ai][A]'l[Q]+[Qi]]{AG"}

(7.89)

Simplificando-se a (7.88) e (7.89), tem-se:
{Ac} ={AN"}+[s” |{Ab} +b[ Q" |[D]{An} +[ Q" |{Ac”| (7.90)
{AU | ={aN"}+[s* ]{ab}+b[ Q" ][D]{Ar} +[ Q" ]{Ac?} (7.92)

com

{anT} =-[AJAT {av}+{av7) (7.92)
(AN} = [AJ[A] " {aY) +{ay"] (7.93)
[ ]=-[AJAI"[s]+[5] (7.94)
[s']=-[AJIAT [s]+[s'] (7.95)

[ ]=-[A]Ar[Q]+[] (7.96)
[Q]=-[AJIAI"[Q]+[Q"] (7.97)
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Sabendo-se por intermédio da lei de hooke para problemas hidromecanicos

ndo saturados que {AG}=[E]{As}—b[D]{An}—{Acp} pode-se reescrever a

equagio (7.90) como:
[E]{ac}-b[D]{Ar} ~{ac?)} = {AN"} +[5"]{ab} +b[ @ J[D]{an} +[@° ]{ao’} (788
ou rearranjando-se (7.98) tem-se:
[E]{as} ={aN"} -[s" J{ab} +b[[Q"]+[i]][D]{an} +[[Q]+[i]] {ac?} (7.99)

Escrevendo-se N equacdes de contorno com a equagdo integral das poro

pressdes liquidas e gasosas (7.42) e (7.43), obtém-se 0s sistemas:
[H et =6 (M} =[S (M} +[ Q" J{f/] (7.100)
[H' [p*}=[c" [{M?}-[S" |{M2}+[Q" J{f?} (7.101)

Nas (7.100) e (7.101), [H'], [G'], [S"] e [Q"] sdo as matrizes de
influéncia obtidas calculando-se as integrais da equacdo discretizada das poro

pressdes ((7.42) e (7.43)). Os vetores {p'}, {p°}, (M}, {M°}, (M[ |, (M},

{f.‘} e {fig} relinem, respectivamente, as variaveis incrementais de contorno de poro

pressdo e fluxo (modificado) e as variaveis de dominio de divergente do fluxo
(modificado) no espaco e o termo de fonte de dominio (para consideracdo de cargas
COMO Peso proprio).

Escrevendo-se agora M equagOes para as poro-pressdes dos pontos internos
para a fase liquida e mais M equacfes para as poro pressdes dos pontos internos
para a fase gasosa, bem como 2M equacGes para os gradientes de pressdo liquida e

mais 2M para o gradiente das pressdes gasosa, chega-se aos sistemas:
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(el =-[H (o} ol J{M ) =[] {Mmi }+ [ i) (7.102)
(o8| =—[Hi {p°}+[ o1 (Mo} [ s ] (M} +[ Qi ]{Fe) (7.103)
(ol =—[HI (o'} +[G] UM =[S/ (M} +[Q ) (7.204)

(b8} =—[H J{pe) +[ 61 (Mo} [T ]{me | +[ Q) J{fe) (7.105)

sendo {p("i)} e {pf‘i)} 0s vetores de M componentes das poro pressdes liquidas e

gasosas internas, {pfi)y j} e {p(gi)v j} o0s vetores de 2M componentes dos gradientes das

poro pressdes liquidas e gasosas internas e [ H{ ], [G[ |, [S ], [Q! ], [HI']. [H{'].

[GI'], [SI'] e [Q!"] as correspondentes matrizes de influéncia. O primeiro indice
de cada matriz, i, nas (7.100)-(7.105), indica se a equacdo foi escrita para pontos de
dominio, ou de contorno (na auséncia deste indice). Observe que as aproximagoes

para a poro pressdo sdo independentes, ou seja, sdo diferentes no contorno (variaveis

l

em {p'} e {p°}) e no dominio (variaveis em {p(i)

} e {p(gi)} ), sem que haja, com isto,

prejuizo na formulagdo. Esta escolha independente das aproximacdes é muito prética,
pois permite escrever dois sistemas distintos de equagbes para a poro pressao
((7.100) e (7.101) ou (7.102) e (7.103)).

Chamando de {X‘} 0 vetor com as incognitas de contorno de poro pressao ou

fluxo normal, as (7.100)-(7.103) ficam, respectivamente, dadas por:

(A ]G =Y =[s i+ [Q i (7106)

(A ](x) =) =[S iME + [ Q7 JimY) (7.107)
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X =[AT AT [T A T[] e
pej=[a] v AT [s )M [T [ ) 09
foi) =-[A T fe v [ [} o)
for } = -[A] e} e [va [+ [@2]) @
(s =AY [T [T} a1
ot =-[AT T+ Y=ot ] {me+[ar ] (7.113)

sendo A" [, [A], [A'], [A®], [A?] e [AY] matrizes de influéncia de {X'} e

g ¢ g ¢ ¢ o ;
{X°}. sendo {Y'}, {Y?}, {Y(i)}, {Y(gi)}, {Y(i)} e {Y(?)} s&0 0s vetores conhecidos
dependentes das variaveis prescritas de contorno. Observe que, nas (7.110)-(7.113).
Isolando-se {X'} e {X} nas (7.106) e (7.107) e substituindo-se, respectivamente,

nas (7.110)-(7.113), obtém-se:
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{pios) = (A TIAT v ) - (A AT [ T+ D)

(7.116)

(e =-[ArIla T v v - [Ar A [ [ e

(7.117)

{piyf = N[5 J{mi ) +[Q]{f) (7.118)
{p%)} = (N =[] Mg} +[ Q] {F2) (7.119)
(Pl =N} =[5 ]{Mme )+ [Q ]{F) (7.120)

(o8, = (N} =[5 ] (M} +[Q ] {Fe) (7.121)

onde, nas (7.118) e (7.121), definem-se:

N :—[Af][Af]’l{Yf}Jr{Y(;)} (7.122)
N} =—[Ar][A"] (e +{Y(?)} (7.123)
IN“} = —[Af'][N]’l{Y”}Jr{Y(f;} (7.124)
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INTh=—[Ar][Ar] o) +{Y(?)'} (7.125)

[5]--[ATAT [5][5] 129
EI TIREINE] 0120
[5)=-[A AT [57[5'] (129
)= A AT [+ o] 129
@)= T [ (@] 130
@)=~ [ T+{er] 139

[Q ]=-[A][A T [Q]+[/] (7.132)

— . -1 '
(@ ]=-[Ar ][~ ] [ ]+ ] (7.133)
No préximo item, estas equacOes serdo manipuladas para se obter o
acoplamentos destas equacdes com as equacgdes que descrevem a fase solida.
7.5 — Formulagdo do MEC para Poroelasticidade
Resumindo a formulag&o descrita nos capitulos anteriores pode-se dizer que o

problema de poroelasticidade para meios parcialmente saturados fica escrita em

funcdo dos trés sistemas de equagdes do método dos elementos de contorno
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(Equagdo em Tensdo, Equacdo das Presses Liquidas e Equacdo das Pressdes do

gas):

[E]{Ac} = {AN“}+[s° ]{ab} +b[[ Q| +[i] |[D]{Ar} +[[ Q]+ [i] [{Ac’} (7.134)

{pgml)} Z{N(”+1 } [S[]{ ii( n+1)} + [Qg]{fifnu)} (7.135)
(PR = (NP | =[S T M0 +[ @ J{ (7.136)
{p,’j(m)} - {wa} ‘[gé']{'\_"f .(M)} + [Q"']{f{w)} (7.137)

(0% | = Ny} =[S M2 |+ [ Q]800 (7.138)

O penultimo termo de (7.134) referente a pressdo equivalente An pode ser

escrito para o instante (n +1) em funcdo das pressdes liquidas e gasosas. Partindo-se
do principio que Ant= 1) ~ () & equacdo da presséo equivalente pode ser aplicada
para o instante (n+1), obtendo-se assim a seguinte definicdo para a variagdo de

pressdo Am:

Am = Sgn+1)p (n+1) +an+1)pfn+1) - Ufnﬂ) - TC(n) (7139)
De onde pode-se escrever que:
~b{An} =[M* J{pf,y f+[M?] (P, | +{V°] (7.140)

onde
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M* =-bS|, | (7.141)
M* = -bs? (7.142)

" 2
Ve = —b[—g U(n+l) —Tfnj (7143)

E desta forma empregando-se a equacéo (7.140) na (7.134) tem-se:

[E]{as}+[[Q7J+[iTJ[DI[M* }{p(..s} +
A|[@ ]+[]][D][Mg]{ M} {ancj+[se](ab}-  (7149)
[[Q]+[i]]IoI{v*}+[[Q J+[iJ[EN{ae")

Nas equacfes (7.135), (7.136), (7.137) e (7.138) os termos {I\_/If,i(m)} e

o

i,i(n+1

} podem, segundo o capitulo precedente serem escritos como:

(M =M ]{Ae b+ [M Dl b+ [ME (P |+ (MR |+ { V] (7.145)
{I\_/I.g.(M} [MGEJ{ASU}+[Mg”]{pfnﬂ)}+[Mgg]{p(n } [Mgg']{pl(m} {V9} (7.146)

onde as matrizes [M*“ |, [M¥ |, [M“] [Mg‘ﬂ], [M@] [Mgé’] [MW], [Mgg,i]
{V'} e {v¢] sao definidos por matrizes diagonais compostos pelas seguintes

expressoes:

le _ (n+1) T ) 0 t
M = Lk )kfs,)(1+k/(pfn+l)—p£n)))b[D] (7.147)
n+l) *(n+l
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Sg

we oS g e o)

At k¢n+1 kg

n+1

(1+k (pfml) pfn)))isfn+1)

M
=S W e Vg ()
= AL k¢ k‘s _ n+1) ij(n+1)
(n+1) N (n+1) | +K
o1 1 2U
_Mno"'(l)o_ﬁg (n+1)

(1+k (p(g"+1 p?ﬂ)))%s?m)

S? g
9w _ (n+1) Q _
Mo ="x K kS | = btr(g )+ Pl btr( i n+1))
(n+1) N (n+2) +kg 1 12
_Mno + 0, _ME U(n+l)

Sl

‘
g (n+) 88 T ¢ ! i g
M - At k¢ k/S( (1+k(;(p(n+l) p(n)))MS(n+l)

n+1

n+1

g
Mo =Sy

k‘?( ) k[S’ )
o l 14 1 Ji(n+ Ji(n+1)
M =+ (p,i(n+1) fl(n+1) ) k + k¢ + kkS(

T At W(“Eg(p(g“”)_p?”))%sgn”)

(7.148)

(7.149)

(7.150)

(7.151)

(7.152)

(7.153)

(7.154)

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados.

Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 07 — MEC PARA ESTUDO DE MEIOS PORO-ELASTO-PLASTICOS NAO SATURADOS 209

Sy W = btr(gii<ﬂ>)+¢?n+1)_btr(85<n+1))
Vi=——= ! (1_k/p' )
At k* kS (n) —iﬂj ) _iguc
(n+1) 7 (n+1) M 0 0 M 3 (n+2) (7155)

¢ K k’®
+¢( S// 1 U —f./' { Ji(n+1) n ,|(;+1)J

n) (n)_ s’ i(n+1) o )
AUKG K oo King Ko

P p
S(gnﬂ) l*l'g _ btr (Sij(n) ) + (I)(n+1) btr (sij(n+1) )
Vi=——— - (1—k pg )
At kb K A D S YT
(n+1) ™ (n+1) M 0 0 M 3 (n+1) (7.156)

+¢, S 1w _fo M+%
(n)=(n) At k¢ )k?S/ : i(n+1) k¢ gs’
n+1

(n+1

Empregando-se as expressdes (7.145) e (7.146) nas equacles (7.135) —
(7.138), chega-se a:

M (' = (7.157)
+[[i]+[57JIM* ]| o} +[S° T M ] {50} = (7.158)
{ — —

#[ 8" J{pty +[[i1+[S" JM™ T]{Pln = (7.159)
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[5 [Mg]{ J}+[§"']['V'g” {Ploa +
[i]+[S* M= ] ]{p%nn} = (7.160)

Finalmente, juntando-se as equacdes (7.144), (7.157), (7.158), (7.159) e (7.160) num
nico sistema de equagdes, chega-se a:

(€] [[Q°]+li]]ipI[m*] 0 [[@]+[i]]io)[m=] 0 {fs}
M) e [E]me] (S]] 0 ||l
[S9me] [)m] e[E M) [3][me] 0 {Pla}}-(7.161)
[sme]  [s]me] 0 [e[s)me] (M) || et
[s)me] [s][me] 0 [hme] S| fo)
{aneh+ s J{ab} - [[Q ]+ [i]][D}{ v} +[[Q ] +[i]][E]{ac’}

(N -[SIV}+[Q {8
- (Noa ) [S Tv )+ [0 )

(N[5 ]{vep+ [ ]{f}

NG (ST TV [Q7]{8

Empregando-se a hipoOtese de Richard, que determina que ndo haja variacdo da
pressdo gasosa no tempo, e supondo que a pressdo gasosa seja nula para todos 0s

pontos do dominio, logo seu gradiente sera nulo também, desta forma o sistema
(7.161) se reduz a:

[E] [[Q"] [i]][D [M“] 0 {Ac)
[s')[me]  [i]+[s'] |
(5] [Sf
(7.162)
- (NG| -[S TV} +[Q

(NG =[5 v+ [Q i
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Tanto para o problema com (7.162) ou sem (7.161) a hipdtese de Richard, o

sistema final de equagdes sera do tipo:

[AG)]x} = {b(x) (7.169)

A resolugdo deste problema foi feita de forma iterativa, cuja tentativa inicial

para os valores de x que compdes a matriz [ A(x) ] e o vetor {b(x)} s&o os valores

de x da iteracdo anterior:

[A(X@ )J {X<s+1)} = {b(x<s> )} (7.164)

O processo iterativo é efetuado até que:

Max [Aul -

(7.165)
uref
Max |A
Max|ap| (7.166)
pref
Max|AS’
% <eg (7.167)

ref

onde U, p € S sdo valores de referéncia para os deslocamento, pressdes e

ref !

saturacdo, e ¢ é o valor do maximo erro admissivel.

A matriz [A(x(s)ﬂ e 0 vetor {b(x(s) )} tem em sua composicao termos que

dependem do grau de saturacdo no instante S(‘ Esta segunda ndo linearidade

n+l) *
(referente a saturacdo) serd resolvida empregando-se um processo iterativo e o
modelo constitutivo adotado para representar 0 comportamento da saturagdo em
fungdo da pressdo capilar € o modelo de Van Genuchten (GENUCHTEN, 1980). E
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por fim a ndo linearidade fisica da matriz porosa sera modelada com um modelo do
tipo Cam-Clay(COUSSY e FLEUREAU, 2002) dentro de um processo iterativo.
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Exemplos de Aplicacéo

Capitulo

Neste capitulo, serdo apresentados alguns exemplos de aplicagdo numerica da
formulacdo do MEC apresentada nos capitulos anteriores . No item 8.1, mostrar-se-
do exemplos de poroelasticidade, onde serdo analisadas as influéncias da constante
de biot do modelo poro-elastico nas respostas numéricas. No item 8.2, apresentar-se-
do dois exemplos de poroplasticidade, o segundo deles com uma geometria mais
complexa do que o primeiro. Sera analisado o comportamento das variaveis plasticas
ao longo do tempo e como elas se distribuem no corpo fixando-se valores do tempo,
no item 8.3 sdo apresentados alguns exemplos de meios poro-elasticos enrijecidos
com emprego do acoplamento MEC/MEF com regularizacdo das variaveis de
acoplamento, no item 8.4 sdo apresentados os resultados de dois exemplos simulados
empregando-se a formulacdo poro-elasto-plastica para dominios enrijecidos e
regularizacdo das interfaces de acoplamento, no item 8.5 sdo apresentados alguns
resultados da formulacéo poro-elastica para o caso ndo saturado.

Os resultados foram obtidos a partir de um codigo computacional
desenvolvido em linguagem de programacdo Object Pascal. A formulacdo do MEC,
cujos resultados da poroplasticidade foram obtidos, baseia-se nas equagdes
algébricas escritas em termos das varidveis independentes de deformacdo e de poro
pressdo. No algoritmo implementado, foi utilizada a matriz tangente consistente
algoritmica na linearizacdo das equacdes dos MEC e o procedimento implicito para a

atualizacdo das variaveis plasticas do modelo.
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E importante lembrar que apesar do programa ter sido criado de forma
individual, importantes contribuicGes e dicas foram dadas pelos orientadores do
presente trabalho o Prof. Dr. Wilson Sérgio Venturini e o Prof. Ahmed Benallal, e
pelo Dr. Alexandre Botta que desenvolveu em seu programa de Pos-Doutorado um
estudo relacionado ao tema desta tese.

Atualmente o programa funciona com todas as integrais de contorno
(potencial, eq. Somigliana e Somigliana em tens&o), obtidas de forma totalmente
analitica tanto para o0s casos singulares como para 0s ndo singulares para
aproximacao linear de variaveis de contorno inclusive para as integrais de dominio.

Algumas hipéteses bésicas foram consideradas no programa. O meio €
homogéneo e os parametros fisicos do esqueleto e do fluido sdo constantes em todo o
corpo. O carregamento € aplicado durante o primeioro incremento de tempo e
permanece constante ao longo do tempo, as condi¢des de contorno também séo fixas
e invariaveis no tempo, o contorno do corpo é discretizado em elementos retos e suas
variaveis (deslocamentos, forgcas de superficie, poro-pressdo e velocidade normal)
sdo aproximadas linearmente por elemento, para as integrais de dominio sdo
empregadas triangulares de aproximagdo linear.

No programa desenvolvido, os elementos de contorno sdo continuos, mas
existe a possibilidade de definicdo de nds duplos. As células também sdo continuas,
com excegdo daquelas adjacentes ao contorno do corpo, ou ao contorno dos
enrijecedores, para as quais admite-se descontinuidade para células vizinhas. O
incremento de tempo At pode ser constante ou variavel, ou constante por trechos da
analise.

A seguir sdo apresentados alguns exemplos empregando o programa e a

formulacéo descritos anteriormente.

8.1 — Exemplos de aplicacdo para meios poroelasticos
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8.1.1 — Fluido Incompressivel

Exemplo 1 - Ensaio simples de adensamento

Neste primeiro exemplo, analisa-se um caso de configuracdo geométrica bem
simples, adotando-se parametros fisicos unitarios. A geometria do problema
analisado estd mostrada na figura 8.1, assim como as condi¢des de contorno
adotadas. A analise é feita para estado plano de deformacdo. O mddulo de
elasticidade longitudinal E e o coeficiente de permeabilidade K sdo unitérios e
constantes no dominio dado, representando um unico material poroso. Admitem-se a

densidade vy, do fluido igual a um e o coeficiente de Poisson do esqueleto igual a

zero. Neste exemplo o fluido foi considerado incompressivel.

2.0
p=10 18
Pild 16
‘ U057 ‘ o
i superficie 14
O .
i drenante
‘ //////////.//// ‘
i 1.2
7 T
L,
L
L
/////. 7 /////
< L 1.0
: 7 .
™ ////_//////_ superficies
i - . L
i Impermeaveis 0.8
A e ‘
7 s
‘ 7 -//{//////_/ 7
s 0.6
///////// /// .
‘ ////'//-////' ‘
0.4
0.2

0.0

00 02 04 06 08 10
(a) (b)

Figura 8.1 — (a)Geometria e condigdes de contorno do exemplo. (b) Discretizagéo do

dominio em células triangulares.

Na figura 8.1 (a), observa-se que um carregamento distribuido uniforme de

compressdo, de valor unitario, estd aplicado na face superior do aparato. As duas
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faces verticais tém seus deslocamentos horizontais impedidos, e a face inferior tem
seus deslocamentos verticais impedidos. A face superior esta livre para movimentar-
se verticalmente. As duas faces verticais e a inferior sdo impermeaveis, ou seja, tém
fluxo normal a superficie nulo. Assim sendo, para estas superficies, prescreve-se
velocidade normal nula. A face superior € uma superficie drenante, ou seja, permite
fluxo perpendicular a ela. Nesta face, a pressao € prescrita como sendo nula.

Para a aplicacdo da formulacdo numérica, o0 meio bidimensional deve ser
discretizado em células de dominio. Sobre cada célula, os campos de pressées no
fluido e de deformacdes e tensdes no esqueleto sdo aproximados linearmente.
Definem-se nos internos de célula para as varidveis de pressdo, deformacéo e tenséo,
e as aproximacOes sdo escritas em fungdo dos valores nodais incognitos. As
superficies de contorno também sdo discretizadas em elementos retos. Os campos de
pressdes e velocidades normais no fluido e os campos de forgcas de superficie e
deslocamentos de contorno s@o linearmente aproximados por elemento. A
discretizacdo do dominio em células triangulares esta mostrada na figura 8.1 (b).

O carregamento de compressdo € aplicado instantaneamente em t=0. Neste
mesmo instante, cria-se um campo de pressdes no fluido em todo o dominio. Em
funcdo da configuragdo geométrica e das condi¢bes de contorno do aparato do
exemplo, o campo de pressdes gerado pelo carregamento externo € constante e

unitario em todo o meio, ou seja, p=1.0 em todos os nés. As deformacdes no

esqueleto sdo iguais a zero em t =0, pela hipétese do fluido incompressivel.

A medida que o tempo avanca, gradativamente ocorre a dissipagdo das poro-
pressdes e 0 conseqliente aumento de deformacgéo no esqueleto. Observando-se as
condicdes de contorno do exemplo, conclui-se que, & medida que ocorre a dissipagdo
das poro-pressdes, ocorre também um fluxo ascendente do fluido, com velocidade
ndo-nula na superficie drenante. A velocidade do fluxo depende da magnitude da
relagdo K/v,, .

Na Figura 8.2, apresenta-se a evolugdo das poro-pressdes com 0 tempo
através de sua distribuicdo no dominio para seis diferentes valores de t.

Observa-se pela figura 8.2 que, para t=0.001s, as poro-pressfes sao

praticamente constantes no dominio e iguais a 1.0. A medida que o tempo avanca, as
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pressdes caem rapidamente junto a face superior da superficie drenante, como se
pode ver para os tempos t=0.01s e t=0.05s. Mais adiante, as pressdes também
comecam a cair ao longo da profundidade. Para um tempo bem grande, em relacdo
aos dados deste exemplo, as pressGes tornam-se praticamente nulas em todo o
dominio (t=6.25s). Nesta situacdo, as poro-pressdes ja foram dissipadas, as
particulas do fluido tém velocidade nula e o esqueleto sélido encontra-se com

deformagdo méaxima, resistindo sozinho ao carregamento externo aplicado.

0.7

0 0 0 0.6
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 .
t=0.001s t=0.01s t=0.05s

2

0 0 T T T T 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
t=0.25s t=1.25s 1=6.25s

Figura 8.2 — Distribuicéo ao longo do tempo das poro-pressoes.

Na figura 8.3, sdo apresentados, em contraposicdo a dissipacao das pressoes,
os diagramas das tensdes efetivas verticais ao longo do tempo. As tensGes efetivas
atuam no esqueleto solido.

Em relacdo a evolugdo das tensdes efetivas verticais, observa-se, da figura

8.3, um processo inverso do que ocorre com as poro-pressdes. Para t=0.001s, as

tensbes sdo praticamente nulas em quase todo o0 corpo, ou seja, o esqueleto solido
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ainda ndo recebe carga externa. A medida que evolui o tempo, as tensdes efetivas
aumentam, mais rapidamente no topo do que no meio e na base do dominio. Ao

final, para t =6.25s, a tensdo efetiva vale —1.0 em todos os pontos, e 0 esqueleto

solido torna-se o Unico responsavel por resistir ao carregamento externo.

PASS

0 o) 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
t=0.001s t=0.01s t=0.05s 0.6

0.8

0.6

0.4

0.2 0.2

0 0 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
t=0.25s t=1.25s 1=6.25s

Figura 8.3. Distribuigéo ao longo do tempo das tensdes efetivas verticais no

esqueleto.

Com a mesma geometria da figura 8.1, porém modificando-se as condicdes
de contorno, pode-se acelerar no tempo a dissipagéo das poro-pressdes. Supondo que
a face inferior seja, a exemplo da face superior, constituida também de uma
superficie drenante, conforme mostra a figura 8.4, chega-se aos diagramas das
pressdes e das tensdes efetivas verticais, dados, respectivamente, pelas figuras 8.5 e
8.6.
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Figura 8.5 — Distribuicdo ao longo do tempo das poro-pressdes para duas superficies
drenantes.
Observa-se, pelas figuras 8.5 e 8.6, que as pressdes, com a presenca das duas

superficies drenantes horizontais, dissipam em conjunto tanto de cima para baixo
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qguanto de baixo para cima, ou seja, 0s fluxos ocorrem nos dois sentidos. A
dissipacdo é mais demorada na regido central, conforme esperado. Como
consequéncia, as tensoes efetivas do esqueleto solido se desenvolvem primeiro junto

as duas extremidades drenantes e por fim junto a regido do centro.

I o P s @\ 0
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1 —-0.6
t=0.001s t=0.01s t=0.05s
2 2 —-0.7
1.8\%- 18
—-0.8
1.64—ss 16
14 1.4 -0.9
12— 1.2 1
1 1
-1.1

08T L p 0.8

0.6 0.6

0.4 o 0.4

0.24 0.2

0 (o
0 02 04 06 08 1 0 02 04 06 08 1
t=0.25s t=1.25s

Figura 8.6 — Distribuicéo ao longo do tempo das tensdes efetivas verticais no

esqueleto para duas superficies drenantes.

Supondo agora, para 0 mesmo exemplo, que a face superior horizontal e a
face da direita vertical sejam as superficies permeaveis, com as outras duas faces
impermeéaveis, conforme mostrado na figura 8.7, a resposta fica assimétrica, de
acordo com os diagramas das pressdes da figura 8.8 e das tens0es efetivas da figura
8.9.
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superficies
drenantes

superficies
impermeaveis

Figura 8.7 — Condic¢des de contorno do exemplo com superficies drenantes horizontal

e vertical.
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0
0 02 04 06 08 1
t=0.25s t=1.25s

Figura 8.8 — Distribuicdo ao longo do tempo das poro-pressdes com superficies

drenantes horizontal e vertical.
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Figura 8.9 — Distribuicéo ao longo do tempo das tensdes efetivas verticais no

esqueleto com superficies drenantes horizontal e vertical.

Exemplo 2 — Viga continua sobre meio semi-infinito

Neste exemplo, que se encontra em SCHIFFMAN et al. (An analysis of
Consolidation Theories, Journal of the Soil Mechanics and Foundation Division,
ASCE, vol. SM-1, pp. 285-312, 1969), considera-se uma funda¢do em viga continua
apoiada sobre um macico de solo saturado, conforme mostra o esquema da figura
8.10. Para simplificar, a analise numérica serd feita considerando-se estado plano de
deformacdo. Levando-se em conta as simetrias do carregamento e da resposta,
apenas metade da geometria mostrada na figura 8.10 sera discretizada. Como 0 meio
poroso é semi-infinito, e a andlise numérica deve ser feita para um meio finito,

adotou-se um dominio a ser discretizado com fronteiras que distam dez vezes a semi-
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largura “a” do carregamento distribuido. Na figura 8.11, sdo mostrados o dominio

considerado na andlise e duas discretizacGes de células adotadas para no exemplo,
uma menos refinada (a) e outra mais refinada (b).

% p=1.0t/m?

J a=10m

|

{\ a a
L

i

Figura 8.10 — Viga continua apoiada em meio poroso semi-infinito.
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Figura 8.11 — Dominio finito e discretizagcGes em células da analise numérica.
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Os resultados em termos das poro-pressoes, tensdes totais e tensdes efetivas
sdo apresentados na forma normalizada, junto com os de Schiffman. Os resultados
mostram a evolucdo das varidveis ao longo do tempo para o ponto C da figura 8.11.
O ponto C dista verticalmente (a/2) da superficie horizontal do semi-infinito.

Os resultados normalizados para as poro-pressdes, tensdes totais e tensdes efetivas

s&o mostrados na figura 8.12.

1,2
g8 111 i SEE
E 17 \§\ i.='=. i T el
& 0,9 || ——pressio () N\ B = PRt S S e
5 08+ """ -tens:zio ef. (a) \ ==
S 07 4 — —tensdo total (a) P A
3 016 || ——presséo (b) \\\\ 2
e 05 | - - tensdoet. (b) Z
o || — — tensdo total (b) RN
8 04 1 ___ pressdo (Schiffman) L7 T\
2 813 ] - - - -tens&o ef. (Schiffman) 7 AN
s YUt || — —tensdo total (Schiffman)
o 0,1 _,// \%ﬁ.~
g 0-—r 1 -

-0,1 \ ‘

0,001 0,01 0,1 1 10
fator de tempo T

100

Figura 8.12. Poro-pressoes, tensdes totais e tensdes efetivas normalizadas.

O fator de tempo T, do eixo horizontal da figura 8.12, é calculado pela
(1-v) 2GK
(1-2v) 7,

Poisson do esqueleto, G o seu médulo de elasticidade transversal, K o coeficiente de

relacdo T =

t, onde t representa o tempo real, v o coeficiente de

permeabilidade do solo e y,, 0 peso especifico do fluido. As pressdes, tensdes totais

e tensdes efetivas normalizadas que estdo mostradas no gréafico da figura 8.12 foram
determinadas, respectivamente, com as expressoes:

p(T) (0u(M+0,(M) (o5 +0%(M)

pO)"  2p(0)  (ofi(=) +0%())

onde p(T) representa a poro-pressdo em T, p(0) a poro-pressdo em t=0, c,(T) as

componentes normais da tensdo total em T e o (T) e o: () as componentes

normais da tensdo efetivaem T e T =0, respectivamente.
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Os diagramas da figura 8.13 mostram a distribuicdo das poro-pressdes com T.
Observa-se que, no inicio, as pressdes sio maiores sob a carga externa. A medida que
0 tempo avanga, as pressdes no fluido diminuem sob a carga e aumentam nas
profundidades maiores. Ao final (T =100s) as pressdes se anulam em todo o

dominio

10 10 10

9 9 9
8 8 8
7 7 7
6 6 6
5 5 5
4 4 4
3 3 3
2 2 2
1 1 1
0 0 0

0123456728910 0123456 78910 0123456 78 910
t=0.001s t=0.01s t=0.1s

=
o
=
(=]
=
(=}

O RPN WD TN O ©
O R, N WH OO N OO
O R N WD O N OO

0123456 78 910 0123456 78910 0123456 78910
t=1s t=10s t=100s

Figura 8.13 — Diagramas das poro-pressdes com T.

Os diagramas das tensdes efetivas verticais (032) sdo mostrados na figura

8.14. Neste caso, observa-se o contrario da figura 8.13. Inicialmente, as tensbes
efetivas verticais sdo proximas de zero, mesmo sob a carga atuante. Com a evolugao
de T, a dissipacdo das pressdes no fluido acarreta a transferéncia de carga para o

esqueleto solido. Ao final, o esqueleto resiste unicamente as cargas aplicadas.
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Figura 8.14 — Diagramas das tensdes efetivas verticais com T.

8.1.2 — Fluido Compressivel

Exemplo 1 — Influéncia da compressibilidade do fluido (permeabilidade (k)

Constante)

Com os exemplos que serdo apresentados, pretende-se mostrar algumas
aplicagdes da formulagdo do MEC para o modelo poro-elastico, num caso de
geometria simples, facilitando a interpretacdo dos resultados. Na Figura 8.15, tem-se
o dominio bidimensional retangular, com altura H =4 e largura B =1. Na superficie

horizontal de topo, um carregamento de compressdo uniformemente distribuido p,

de valor unitério, é instantaneamente aplicado no tempo t=0. Os deslocamentos
horizontais ao longo das duas paredes verticais sdo impedidos, assim como 0S
deslocamentos verticais ao longo de toda a base horizontal. Em todos os lados do
dominio, o fluxo normal de fluido é impedido, com excecdo da face horizontal
superior, onde é permitido fluxo vertical mantendo-se a poro pressdo nula. Assim,
pode-se dizer que a superficie onde estd aplicado o carregamento é uma superficie

drenante, enquanto as demais sdo ndo-drenantes.
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/1— p=1
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B=1

Figura 8.15 — Geometria, carregamento e condigdes de contorno.

C

>

Figura 8.16 — Discretizacdo adotada para os elementos de contorno e células.
Na presente analise, adotou-se como sendo unitarios os maodulos de
elasticidade longitudinal E e o coeficiente de permeabilidade k. A analise foi feita

admitindo-se estado plano de deformacdo e coeficiente de Poisson nulo. Foram
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utilizados trés valores distintos para 0 mddulo de Biot M (1, 10 e 100). Com isso, é
possivel medir a influéncia da compressibilidade do fluido na resposta global. A
discretizacdo do corpo estd mostrada na Figura 8.16. Foram utilizados 40 elementos
de contorno e 256 células triangulares. Os quatro nds de contorno de extremidade
foram considerados n6s duplos. Os n6s de dominio sdo continuos nos cruzamentos
internos e descontinuos junto ao contorno.

Nos graficos subsequentes, mostrar-se-4& a evolugdo das varidveis do
problema poro-eléstico em fungdo do tempo para o exemplo dado. Para facilitar a
interpretacdo dos resultados, o tempo sera colocado em escala logaritmica em todos
os graficos.

No grafico da Figura 8.17, apresentam-se as componentes verticais de
deformac&o da parte sélida do meio, para os pontos A e B (Figura 8.16), ao longo do
tempo, para os trés valores de M. Observa-se que, quanto maior é o valor de M,
menor é a deformacéo de compresséo no inicio da analise. Também se pode concluir
que a deformagdo vertical é praticamente uniforme ao longo do corpo logo nos
instantes iniciais, para um mesmo valor de M. A medida que o tempo evolui, as
deformacdes de compressdo comegam a aumentar mais rapidamente proximo ao topo
(ponto B). Depois, comegam a aumentar também na regido central (ponto A), de

acordo com o esperado.
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Figura 8.17 — Deformacdo vertical nos pontos A e B ao longo do tempo.
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Figura 8.18 — Poro pressdo nos pontos A e B ao longo do tempo.

Na Figura 8.18, apresentam-se as poro pressdes nos pontos A e B ao longo do
tempo t. De certa forma, os resultados séo complementares aos apresentados para as
deformagdes verticais. Quanto maiores os valores de M, maiores as poro pressdes
bem no inicio do tempo. Por exemplo, para M =100, a poro pressdo € praticamente
igual a um em todo o corpo. Isto significa que a carga aplicada é praticamente toda
ela resistida pelo fluido que, neste caso, tem baixa compressibilidade. No caso de
M =1, o fluido é bastante compressivel. Logo, cerca de metade da carga aplicada é
inicialmente resistida por ele. Ao longo do tempo, a poro pressdo cai mais
rapidamente no ponto B do que no ponto A, pois a unica superficie drenante se
encontra mais proxima de B. O fluxo de fluido, neste caso, é ascendente.

Na Figura 8.19, tém-se os graficos com a variavel ¢ da variacdo de volume

do fluido em fungdo do tempo, para os pontos A e B e para os trés valores de M.
Observa-se que, logo no inicio, a variagdo de volume do fluido é praticamente nula e
uniforme no corpo, independente do valor de M. O volume de fluido comega a
diminuir mais rapido no ponto B ao longo do tempo. Ao final do processo, para
t=100, £ tende a -1.0 em todas as situagdes. O valor de (, neste caso, €
praticamente igual ao da deformacdo vertical (também igual a -1.0 no final da
analise, conforme a Figura 8.17).
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Figura 8.19 — Variacdo de volume do fluido ¢ nos pontos A e B ao longo do tempo.

Na Figura 8.20, o deslocamento vertical do ponto C da Figura 8.16 €

mostrado ao longo do tempo para os trés valores de M. Nota-se que, para todos 0s

valores de M | o deslocamento no final da analise ¢é igual a —4.0, que é valor da
deformagcé&o vertical multiplicado pela altura H = 4. Em funcéo da compressibilidade
do fluido, o deslocamento inicial é diferente, tendendo a ser menor para M maior.
Ao longo do tempo, eles crescem de seus valores iniciais até o valor comum final de
-4.0.
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Figura 8.20 — Deslocamento vertical do ponto C ao longo do tempo.
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Outros resultados interessantes de serem vistos sdo aqueles que dizem
respeito a distribuicdo de uma dada variavel no corpo, para alguns valores de tempo
dados. Por exemplo, nas Figuras 8.21, 8.22 e 8.23, tém-se as distribuicbes das
deformacdes verticais no corpo para Varios instantes de tempo t, respectivamente
para M=1, M=10 e M =100. Pode-se notar que existe uma grande diferenga na
magnitude das deformacdes iniciais (t=0.0001) em todo o corpo, em funcdo do
parametro M. Nas trés figuras, também se observa que ocorre um aumento das
deformacgdes em todo o corpo com o tempo, mostrando que a dissipacdo das poro
pressdes é acompanhada pela transferéncia de carga para o esqueleto. Outro
fendmeno que também pode ser observado nas trés figuras € o aumento mais rapido
que ocorre nas deformac@es junto a face carregada. Ao final da andlise (t=100), a
deformacdo vertical fica praticamente uniforme no corpo, em torno do valor unitario

(s6 ndo fica totalmente uniforme em funcéo da bidimensionalidade do problema).
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Figura 8.21 — Deformacdes verticais para varios valores de tempo. M =1.
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Figura 8.22 — Deformagdes verticais para varios valores de tempo. M =10.
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Figura 8.23 — Deformagdes verticais para varios valores de tempo. M =100.

Nas Figuras 8.24, 8.25 e 8.26, sdo mostradas, respectivamente, para M =1,
M =10 e M =100, as distribuicdes de { para varios valores de tempo. Neste caso,
ndo se observa grandes diferencas variando-se M (observar a Figura 8.19).
Entretanto, nota-se claramente pelas trés figuras que ha uma diminuicdo do volume

de fluido com o tempo (¢ unitério negativo no final).
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Figura 8.24 — Variavel ¢ para varios valores de tempo. M =1.
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Figura 8.25 — Variavel ¢ para varios valores de tempo. M =10.
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Figura 8.26 — Varidvel ¢ para varios valores de tempo. M =100.

Exemplo 2 — Influéncia da permeabilidade

Como préximo exemplo, serd examinada a influéncia do coeficiente de
permeabilidade do meio na resposta do problema poro-eléstico. A mesma geometria,
com 0s mesmos carregamento e condi¢fes de contorno da Figura 8.15, mais a
discretizacdo da Figura 8.16 foram considerados. O mddulo de elasticidade utilizado
foi E =1, o coeficiente de Poisson zero e em todos os resultados adotou-se M =10.
Cinco valores distintos para o coeficiente de permeabilidade k foram considerados:
0.6,0.8,1.0,1.2e1.4.

Nas Figuras 8.27 e 8.28, sdo apresentadas, respectivamente, as curvas de poro
pressdo nos pontos A e B da Figura 8.16, ao longo do tempo, para os cinco valores
adotados de k. Conforme se pode constatar, quanto maior a permeabilidade, mais
rapida ocorre a dissipacao das poro pressdes. Além disso, no ponto B (Figura 8.28), a
dissipagéo ocorre mais cedo do que no ponto A (Figura 8.27), de acordo com o
esperado.

As curvas com as deformacdes verticais, em funcdo da permeabilidade k, séo
apresentadas para o ponto A, na Figura 8.29, e para o ponto B, na Figura 8.30. As

mesmas conclus@es relativas as curvas de poro pressdo valem no presente caso.
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Figura 8.27 — Poro press@o no ponto A em funcdo da permeabilidade.
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Figura 8.28 — Poro pressdo no ponto B em funcdo da permeabilidade.
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Figura 8.29 — Deformacao vertical no ponto A em funcao da permeabilidade.
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Figura 8.30 — Deformacdo vertical no ponto B em fungéo da permeabilidade.

As curvas de £ com a permeabilidade estdo apresentadas nas Figuras 8.31

para o ponto A e 8.32 para o ponto B.
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Figura 8.31 — Variagdo de volume do fluido no ponto A em funcéo da

permeabilidade.
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Figura 8.32 — Variacéo de volume do fluido no ponto B em funcdo da

permeabilidade.

8.2. Exemplos de aplicacdo para meios poro-elasto-plasticos
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Nos exemplos deste item, serdo mostrados resultados obtidos a partir da
formulacdio do MEC com o modelo poro-elasto-plastico. A formulacdo
implementada, a partir da qual foram obtidos os resultados deste item, se baseia nas
equacgOes do MEC escritas em fungédo das deformagdes e das poro pressdes (Ae, Ap),
conforme salientado no capitulo 4. Na formulag&o, utilizou-se o procedimento com
matriz tangente consistente, o que permitiu uma substancial redu¢do do nimero de

iteracGes por incremento de tempo.

8.2.1 — Influéncia da Compressibilidade

Inicialmente, serd considerado 0 mesmo problema definido nas Figuras 8.15 e
8.16. S&o adotados o madulo de elasticidade E =1, o coeficiente de Poisson v=0, 0
coeficiente de permeabilidade do meio k=1 e mais o0s seguintes parametros das
funcdes do critério de Drucker-Prager: ©=0.3, u" =1.0, p=0.3, " =1.0, h=0.05
e o limite poro-elastico da fungdo de plastificacéo igual a 0.075. Este valor constante
deve ser subtraido da funcéo de plastificacdo f e representa o tamanho inicial da

superficie de plastificacéo.
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Figura 8.33 — Poro pressdo nos pontos A e B ao longo do tempo.
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Foram adotados, no exemplo, trés valores do parametro M: 1, 10 e 100. A
analise foi feita para estado plano de deformacdo. Na Figura 8.33, sdo mostradas as
curvas com as poro pressdes nos pontos A e B da Figura 8.16. Observa-se
exatamente o comportamento esperado, com dissipagdo mais répida no ponto B
préximo a superficie drenante do que no ponto A do interior. Também é possivel ver
o efeito do pardmetro M na distribuicdo inicial das poro pressdes.

Na Figura 8.34, ttm-se as deformagdes verticais totais (elastica + pléastica)
nos mesmos casos que 0s anteriores. Seus valores tendem, no final da analise, a um
valor constante, em torno de -1.076. Na Figura 8.35, tém-se as deformacdes verticais
plésticas para os pontos A e B. Os valores finais para estas deformacdes, em t =100,
sdo em torno de -0.075, em todos os casos. As diferencas entre os valores
correspondentes das curvas dos graficos 8.34 e 8.35 fornecem as deformagdes
elasticas, as quais, no instante final, sdo iguais a -1.0, em resposta ao carregamento
unitario aplicado. E mostrado que na Figura 8.35 que, logo no inicio, para M =1, a
deformacéo pléastica ja é diferente de zero. Isto significa que, no instante de aplicagdo
da carga, o esqueleto solido absorve uma parcela do carregamento que ja é capaz de
provocar de imediato uma plastificacdo. Quanto maior o mddulo de Biot (M =10 e
M =100 ) este fendmeno j& ndo ocorre.

Nas Figuras 8.36 e 8.37, sdo apresentadas as curvas da variacdo de volume do

fluido total ¢ e plastica C°, respectivamente, ao longo do tempo, para as situacdes

em estudo. Os valores de ¢ tendem a -1.075 em t=100, para qualquer M. As
parcelas plasticas C° da variagdo de volume, representadas na 8.37, também tendem
com o tempo a um valor constante, proximo de 0.26. A diferenca entre e (° é a

variagdo de volume eléstica C°.
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Figura 8.34 — Deformacdo vertical total nos pontos A e B ao longo do tempo.
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Figura 8.35 — Deformacao vertical plastica nos pontos A e B ao longo do tempo.
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Figura 8.36 — Variacdo de volume total ¢ nos pontos A e B ao longo do tempo.
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Figura 8.37 — Variagdo de volume pléastica C° nos pontos A e B ao longo do tempo.

Na Figura 8.38, estdo representadas as tensOes totais (soma das tensdes
efetivas no esqueleto com a poro presséo). Os valores da tensdo total permanecem
sempre proximos de o =-1.0. A variagdo observada em torno deste valor ocorre em
funcdo da resposta bidimensional do problema. A variacdo das tensdes, conforme

esperado, é maior no ponto B, que se encontra proximo a superficie de aplicagdo da
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carga unitaria. No final da andlise, a tendéncia é de uniformizagdo das tensbes em
torno do valor unitério. Neste caso, elas se confundem com as tensdes efetivas, ja que

neste ponto ha auséncia de poro pressoes.
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Figura 8.38 — Tensdes totais nos pontos A e B ao longo do tempo.

As tensdes efetivas encontram-se na Figura 8.39. Elas sdo proporcionais as
deformacdes elasticas do esqueleto.
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Figura 8.39 — Tensdes efetivas nos pontos A e B ao longo do tempo.

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 8 — EXEMPLOS DE APLICACAO 243

Na Figura 8.40, estdo apresentadas as curvas dos deslocamentos verticais do
ponto C. Aqui é possivel perceber que os deslocamentos finais s&o maiores, quando
comparados com os da Figura 8.20, do modelo poro-elastico. A diferencga se deve ao

efeito pléastico.
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Figura 8.40 — Deslocamento vertical do ponto C ao longo do tempo.

Para finalizar, nas Figuras 8.41, 8.42 e 8.43, sdo apresentadas as deformacdes
verticais totais em todo o corpo, respectivamente, para M =1, M =10 e M =100,
para quatro valores diferentes do tempo t. Nas Figuras 8.44, 8.45 e 8.46, estdo
representadas as deformacGes verticais plasticas, para os mesmos valores de M e de
t.

E possivel notar, nas Figuras 8.41-8.46, como as parcelas total e plastica da
deformagéo vertical evoluem no tempo, mostrando como elas se distribuem em todo

0 corpo, além da influéncia de M nestes mapeamentos.
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Figura 8.41 — Deformagdes verticais totais no corpo. M =1.
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Figura 8.42 — Deformacdes verticais totais no corpo. M =10.
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Figura 8.43 — Deformagdes verticais totais no corpo. M =100.
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Figura 8.44 — Deformagdes verticais plasticas no corpo. M =1.
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Figura 8.45 — Deformacdes verticais plasticas no corpo. M =10.
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Figura 8.46 — Deformacdes verticais plasticas no corpo. M =100.

No préximo exemplo, considera-se um problema com geometria um pouco

mais complexa, mostrada na Figura 8.47. O corpo, em forma de L, esta submetido a
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uma carga unitéria de compressao uniformemente distribuida. A carga é aplicada de
forma instantdnea em t =0, na face horizontal superior do corpo. Todas as paredes
verticais impedem deslocamentos horizontais. Os deslocamentos verticais sdo
impedidos na base horizontal e na base logo acima desta de comprimento 2a. Os
deslocamentos verticais do topo onde a carga esta aplicada sdo livres. O fluxo de
fluido esta impedido em todo o contorno, exceto na superficie drenante mostrada na
Figura 8.47, de comprimento a =1, na qual a poro presséo é prescrita zero.

A discretizacdo do corpo para 0 exemplo estd mostrada na Figura 8.48.
Foram utilizados 56 elementos retos de contorno e 384 células triangulares. As

constantes fisicas do material, adotadas para o exemplo, foram: modulo de

elasticidade E = 1-0, coeficiente de Poisson v=0 e médulo de Biot M =25.0. Os

parametros das fungdes do critério de Drucker-Prager utilizados foram: pu=0.3,
n =10, B=03, B'=1.0, h=0.05 e o limite poro-elastico da funcdo de

plastificacdo igual a 0.15. Todas as analises foram feitas admitindo-se estado plano

de deformacao.

p=1

drenante

D

B=3

I
&
L |

Figura 8.47 — Geometria, carregamento e condig¢des de contorno.
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Figura 8.48 — Discretizacdo adotada.

Na Figura 8.49, sdo apresentadas, ao longo do tempo, as deformagdes totais
do esqueleto nos pontos A e B, mostrados na Figura 8.48. Na legenda da Figura 8.49,
o indice “11” indica deformagdo na direcdo horizontal, enquanto “22” indica na
direcdo vertical. Na Figura 8.50, estdo representadas as deformacdes plasticas dos

mesmos pontos ao longo do tempo.
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Figura 8.49 — Deformacdes totais nos pontos A e B ao longo do tempo.
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Figura 8.50 — Deformacdes plasticas nos pontos A e B ao longo do tempo.

As poro pressdes com o tempo, nos pontos A e B, sdo mostradas na Figura
8.51. Observe pelas curvas apresentadas que a maior taxa de dissipacdo das pressoes
ndo ocorre no inicio da andlise. A dissipacdo mais imediata deve ocorrer na regido

junto a superficie drenante.
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Figura 8.51 — Poro pressdes nos pontos A e B ao longo do tempo.
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Na Figura 8.52, estdo representadas as curvas das variaveis £ e (", nos

pontos A e B, identificadas na legenda, respectivamente, por “var tot” e “var plast”.
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Figura 8.52 — Variaveis ¢ e " nos pontos A e B ao longo do tempo.

Os mapeamentos das variaveis do problema poro-elasto-plastico, em todo o
corpo, para quatro diferentes valores do tempo t, 0.00001, 0.001, 0.1 e 10, séo

mostrados nas Figuras 8.53-8.54.
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Figura 8.53 — Poro pressdes no corpo em diferentes tempos.
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Figura 8.54 — Deformagdes totais horizontais no corpo em diferentes tempos.
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Figura 8.55 — Deformacdes totais verticais no corpo em diferentes tempos.
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Figura 8.56 — Deformagdes plasticas horizontais no corpo em diferentes tempos.
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Figura 8.57 — Deformagdes pléasticas verticais no corpo em diferentes tempos.
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1.60
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.

Figura 8.58 — Variavel £ no corpo em diferentes tempos.
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1.50
1.40
1.30
1.20
1.10
1.00
0.90
0.80
F0.70
—0.60
—10.50
t=0.00001 t=0.001 0.40
—10.30
—10.20
—0.10
—0.00
—-0.10

t=0.1 t=10

Figura 8.59 — Variavel " no corpo em diferentes tempos.

8.3 — Exemplos de aplicacao para meios poroelasticos enrijecidos

Neste exemplo analisa-se um problema de inclusdo para demonstrar as
qualidades da formulagdo descrita anteriormente (meio poroelastico enrijecido):
estaca com carga concentrada no topo.

A Figura 8.60 define o dominio bidimensional adotado, dimensoes,
caracteristicas geométricas, vinculages empregadas e carregamentos aplicados. Para
trés situacdes distintas de carregamento aplicados na cabeca da estaca sdo
apresentados resultados. O primeiro trata-se de uma carga concentrada vertical de
Fv=-1MN, o segundo trata-se de uma carga horizontal de FH=-1MN o terceiro um
momento aplicado de M=-1MNm. A Discretizagdo do contorno e da interface
utilizada para a obtencdo dos resultados apresentados esta apresentada também na
Figura 8.60. Diversas outras discretizagdes foram testadas para verificar a
convergéncia da solugdo. Foram empregadas 800 células com nos descontinuos no

contorno e na interface de acoplamento com o enrijecedor, totalizando 643 nés para a
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malha de dominio. O contorno foi discretizado com 80 elementos e 85 nés. Foram
empregados 10 elementos finitos totalizando 11 nos para a aproximagdo do campo de

forcas e 31 para o campo de deslocamentos.

- = 20 elementos
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/ F N
/ it
f ﬁ‘M \\
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/
s
-
-

10 elementos (FEM) ,

20

20 elementos
20 elementos

I
L
\
b
N
~
-

- -

10m 10

2 20 elementos

400 células
Figura 8.60 — Discretizagdes do contorno, dominio, enrijecedores e cargas aplicadas

e condicdes de contorno.

As condicdes de contorno prescritas foram: deslocamentos horizontais nulos
nas faces verticais do dominio, deslocamentos verticais nulos na face inferior do
dominio e carregamentos concentrados aplicados no topo da estaca conforme
descrito anteriormente. O fluxo foi prescrito nulo nas faces laterais e inferior e a
pressdo nula foi prescrita na face superior.

Os parametros elasticos escolhidos para esta analise numérica foram:
Modulos de elasticidade do solo E,=2100MPa e da estaca E, =21000MPa,

coeficiente de Poisson do solo v =0.2 e da estaca v, =0.2. Portanto, a relagdo
E,/E,=10, k=1.0, M=1.0x10° (Médulo de Biot) e b=1.0 (Constante de Biot

para tensdes efetivas).
Os resultados sdo apresentados nas figuras a seguir mostrando a progressao

das pressGes bem como das tens6es ao longo do tempo.
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Figura 8.61 — Resultados encontrados para a carga vertical
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Figura 8.62 — Resultados encontrados para a carga horizontal
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Figura 8.63 — Resultados encontrados para o0 momento fletor aplicado.
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8.4 — Exemplos de aplicacédo para meios poro-elasto-plasticos enrijecidos

Exemplo 1 — Quadrado com enrijecedor T

O primeiro exemplo escolhido para ilustrar o acoplamento MEC/MEF aplicado ao
meio poroso ndo linear é composto por um meio poroplastico quadrado contendo um
enrijecedor como esta representado na figura 8.64, onde sdo definidas além da
geometria do dominio a geometria do enrijecedor e as condi¢cBes de contorno
aplicadas ao problema. O comprimento do quadrado € de 4 metros, enquanto que o
enrijecedor por duas barras de 2 metros cada como na ilustragdo. Admite-se que o
enrijecedor tenha comportamento elastico com seccdo constante cujas constantes El
e EA sdo tomadas a partir de uma barra de espessura 0,5m. A relacdo entre 6
modulo de young da barra e do meio é de 100 enquanto que o coeficiente de poisson

adotado para o dominio poroso é de v=0.2 e v=0.0 para o enrijecedor. O

comportamento do meio poroso fica definido por k=1.0, M =1.0x10° (Médulo de

Biot) e b=1.0 (Constante de Biot para tensdes efetivas). A superficie plastica e o
potencial plastico sdo definidos adotando-se os seguintes valores: u=1.0, p" =0.3,
B=1.0, p'=0.3, h=00 e c,=p/25 onde p é a carga vertical aplicada na

superficie livre a direita. A discretizacdo adotada neste exemplo é apresentada nas
figuras 8.64(a) e 8.64(b) que consiste em 64 elementos lineares de contorno 8

elementos finitos de ordem cubica e 545 ceélulas triangulares.

OO O 000000 p

hat LX)
RO »‘0 A e R 0‘1 R 0‘1 ]
I W W

HTTTTTTTTTTT

0 O T O I T )

(a) (b) (c)

Figura 8.64. Dominio Reforgado: a) geometria e condi¢des de contorno; b) Células

Internas; c) Discretizagdo do contorno e do enrijecedor.
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A carga distribuida P é aplicada instantaneamente, e as variaveis internas sdo
computadas ao longo do tempo, onde surgem as tensdes plasticas e as variacfes
plasticas. Como trata-se de um acoplamento de elementos estruturais que possuem
uma diferenca de rigidez alta, surgem ao longo do contato altas concentragdes de
tensdes e consequentemente observa-se o surgimento de regides plasticas ao longo
destas interfaces. A figura 8.65 apresenta as zonas plasticas surgindo junto a
interface. O parametro o, multiplicador pléastico acumulado, foi escolhido para

identificas a evolucdo das zonas pléasticas.

|
-0.00625

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000 -0.00750

—0.00875

0.00000
-0.00125
-0.00250

-0.00375
B -0.00500

-0.01000

Figura 8.65 — Evolucgdo de o (multiplicador plastico acumulado)

A figura 8.66 apresenta a dissipacdo das pressoes atuantes ao longo do tempo.

' 1.08608
A I 095747
. 0.51386
3 065025
i B 054183

040302

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000 025441
|

Figura 8.66 — Dissipacdo das Pressdes P

Novamente pode-se observar o efeito do enrigecedor no comportamento da
estrutura sdo apresentadas as varia¢fes volumétricas e do residuo plastico da mesma
nas figuras 8.67 e 8.68.
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0.21073

015251
0.15423
012596
0.09768

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000 o

0.04113

0.01285

Figura 8.67 — Evolucédo de C (variagdo volumétrica) -001542

) 0.12850

i l 0.10552

. 008255
0.05858

i k | | 0.03660
0.013635

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000 ~0.00934
-0.03232

Figura 8.68 — Evolucdo de ¢° (variagdo volumétrica plastica) -0.05524

Nas figuras 8.69, 8.70 e 8.71 é apresentada a evolugdo dos componentes
tensor de tensdes.

070223
047571
0.24314
0.02256
-0.20401

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000 :0.65?1?

Figura 8.69 — Evolug&o das Tensoes o,

0.30000
0.22500
0.15000
0.07500
0.00000

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000 ZEZ?ZZEE

-0.22500

=0.30000

Figura 8.70 — Evolugdo das TensGes o,,
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T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000 o

-0.25000

1T‘ : 3 050000

i ¥ 3 0.37500
= [ i 025000
s & 0.12500

= 0 0.00000

-0.37500
-0.50000

Figura 8.71 — Evolucdo das Tensdes o,

E em 8.72, 8.73 e 8.74 a evolugdo ao longo do tempo dos respectivos

residuos plasticos do tensor de tensdes.
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I 0.07877
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1.35309
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0.95343
0.80809
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Figura 8.72 — Evolugdo das Tensbes o,
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0.35278
0.00000
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Figura 8.73 — Evolugdo das Tensoes ciy

4.10087
354332
299576
244321
189065

1.33810
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Figura 8.74 — Evolugéo das Tensbes o
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Figura 8.75 — Pontos Ae B

Nas figuras 8.76 e 8.77 é apresentada a dissipacdo das pressées bem como a

evolugédo do multiplicador plastico juntamente com o comportamento da tensdo o, e

com a evolugdo da respectiva tensdo plastica o dos pontos A (figura 8.76) e B

(figura 8.77) sendo tais resultados apresentados na forma normalizada (para tornar
nos velores predominantemente positivos e variando de -1 a 1, dividiu-se os valores
obtidos pelos valores méximos das curvas com o objetivo de plotar num mesmo

gréfico facilitando comparacdes).

=P

= Sigi_Fy
= Al

H

0000 00 oo 01 1 10

Figura 8.76 — Resultados normalizados P/0.9828, «,/-0.0488, o, /-0.3224,

ol /0.3242 para o ponto A da apresentado na figura 8.75.
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-
Sigx
—Sigk_F

-p f

0 . . .
D.000 0001 0.01 0.1 1 10

Figura 8.77 — Resultados normalizados P/1.0015, «/-1.0000, o, /-1.0691,

ci/l.OOOO para o ponto B da apresentado na figura 8.75.

Exemplo 2 — Quadrado com enrijecedor obliquo

Este exemplo ilustra a influencia do enrigecedor no comportamento do meio
poro-elasto-plastico enrijecido, sendo este enrijecimento aplicado atraves do
acoplamento MEC/MEF. O dominio poro-elasto-pléstico tem geometria quadrada
como esta ilustrado na figura 8.78 e o enrijecedor de comportamento eléstico
também é apresentado na figura 8.78 onde também estdo definidas as condicbes de

contorno aplicadas ao problema. O comprimento do quadrado é de 4 metros,

enquanto que o enrijecedor por uma barra de «/2(3-5)2 metros posicionada na

diagonal principal do dominio poro-elasto-plastico como na ilustragdo. Assume-se
que o enrijecedor tenha comportamento eldstico com sec¢do constante cujas
constantes El e EA sdo tomadas a partir de uma barra de espessura 0,5m. A relagéo
entre 6 modulo de young da barra e do meio € de 100 enquanto que o coeficiente de
poisson adotado para o dominio poroso é de v=0.2 e v=0.0 para o enrijecedor. O
comportamento do meio poroso fica definido por k=1.0, M =1.0x10° (Mddulo de

Biot) e b=1.0 (Constante de Biot para tensdes efetivas). A superficie plastica e o

potencial plastico sio definidos adotando-se os seguintes valores: p=1.0, p" =0.3,

B=1.0, p'=0.3, h=0.0 e c,=p/25 onde p é a carga horizontal aplicada nas
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faces superior(para a esquerda) e inferior (para a direita). A discretizagcdo adotada
neste exemplo é apresentada nas figuras 8.78 (b) e 8.78 (c) que consiste em 64
elementos lineares de contorno 10 elementos finitos de ordem cubica e 545 células

triangulares.

%%EPB}E;}?B%}B
q !
(@) (b) ()

Figura 8.78 — Dominio Reforcado: a) geometria e condi¢cdes de contorno; b) Células

Internas; c) Discretizagdo do contorno e do enrijecedor.

Pode-se observar na figura 8.79 (que apresenta a evolucdo das zonas plasticas
ao longo do tempo) a atuagéo do enrigecedor concentrando as plastificacbes em sua
extremidades e aliviando a diagonal principal da plastificacdo que ocorreria no
modelo n3o enrijecido. E certo que os niveis de plastificacdo que ocorreram nas
extremidades do enrigecedor séo superiores ao observados no problema nédo
enrijecido, mas aliviando o restante do dominio.

Né&o Enrijecido
-4 i, I ‘ I ‘ Legenda

I anno
HH H 0.07500
Enrijecido .
0.02500
p: ‘ . I 0.00000
; i -0.02500
. ‘ - -’ d ‘ ‘ . -0.07500
-0.10000

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000
Figura8.79 — Evolucéo das zonas plasticas no caso enrijecido e ndo

enrijecido.
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Na figura 8.80 séo apresentados a dissipacdo das poro pressdes para os dois

modelos: enrijecido e ndo enrijecido.

N&o Enrijecido

i ‘ ‘ Legenda:

0.20000
0.08250

Enrijecido

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000

Figura8.80 — Evolucéo da pressao P tanto para o caso enrijecido como

-0.07500
-0.21250

-0.35000
-0.48750
-0.62500
. -0.76250

-0.90000

para 0 n&o enrijecido.

A seguir na figura 8.81 sdo apresentadas respectivamente os niveis de

plastificacdo para o modelo enrijecido e para 0 modelo n&o enrijecido.

N&o Enrijecido

. - - . ‘ ‘ Legenda:

0.00000

Enrijecido .

~0.20000

~0.30000

-0.40000
-0.50000
-0.60000
. -0.70000

-0.80000

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000
Figura 8.81 — Evolugéo de a tanto para o caso enrijecido como para o

ndo enrijecido.
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Na figura 8.82 apresenta-se a evolugdo das deformacgdes horizontais para 0s

dois modelos e na figura 8.83 as deformac®es plasticas horizontais.

N&o Enrijecido

. Legenda,

045000
Enrijecido I 03870
0.32500

‘!’

026250

0.20000
013750
0.07500
001250

-0.05000

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000

Figura 8.82 — Evolucdo de ¢, tanto para o caso enrijecido como para o

ndo enrijecido.

N&o Enrijecido

0.40000

EnrijeCidO 033750

0.27500

[ B « v L e 021250

0.15000

008750

: : 002500
LN N N T . ) . -0.03750
0.10000

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000
Figura 8.83 — Evolugdo de & tanto para o caso enrijecido como para o

ndo enrijecido.

Com um comportamento semelhante ao apresentado para as deformacoes, a
variacdo volumétrica e seu residuo plastico sdo apresentados respectivamente nas
figuras 8.84 e 8.85.
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Né&o Enrijecido

- —
0.50000

Enrijecido e

057500

Legenda:

046250

f 0.35000
0.23750

0.12500

. 001250

=0.10000

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000

Figura 8.84 — Evolucdo de ¢ tanto para o caso enrijecido como para o

ndo enrijecido.
Né&o Enrijecido

. .
0.40000

Enrijecido s

0.30000

Legenda:

0.25000

b -
0.20000
015000
0.10000
X e o o . 0.05000
0.00000

T=0.0001 T=0.0010 T=0.0100 T=0.1000 T=1.0000 T=10.0000

Figura 8.85 — Evolugéo de " tanto para o caso enrijecido como para o

n&o enrijecido.

Na figura 8.86 pode-se observar o comportamento ao longo do tempo do
ponto A de coordenadas x=2,75 e y = 0.75 (ver figura 8.78(c)) da dissipacdo da
pressdo tanto para o modelo sem enrijecimento quanto para o modelo com
enrijecimento, estes resultados sdo contrastados com a evolugdo plastica para o
mesmo ponto plotado sobre 0 mesmo gréfico. Pode-se observar por esse grafico que

a evolucdo plastica para o modelo enrijecido € quase que desprezivel se comparada
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com a evolugdo plastica para o0 modelo ndo enrijecido. Na mesma figura mas na parte

b pode-se observar 0 mesmo comportamento agora para a variacdo volumeétrica.
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Figura 8.86 — Evolugdo de P, o, ¢ e £ do ponto A tanto para o caso enrijecido

como para 0 ndo enrijecido.

E finalmente nas figuras 8.87 (a), (b) e (c) é apresentada a evolucdo do tensor
de deformacdes totais e plasticas para ambos os casos (enrijecido e ndo enrijecido),
dando assim uma visdo mais completa da influéncia do enrijecedor para este ponto e
também demonstrando o funcionamento do modelo constitutivo para um meio poro-

elasto-plastico saturado.

[ oy

T
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P

Figura 8.87 — Evolugdo de ¢, ¢}, &,,, &},

P
ey, €, € & do ponto A tanto para 0 caso

Xy !

enrijecido como para o0 ndo enrijecido.

8.5 — Exemplos de aplicacdo para meios poro-elasticos ndo saturados

Os resultados de dois exemplos sdo apresentados neste item, os dois tratam de

problemas porosos onde a matriz € suposta estar sempre em regime elastico e o nivel
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de saturacdo seguindo o modelo n&o linear de VVan Genuchten. No primeiro modelo a
permeabilidade intrinseca é considerada constante ao longo do tempo e homogéne no
espaco, no segundo exemplo a permeabilidade intrinseca também € considerada
constante ao longo do tempo mas ndo homogénea no espago. Lembrando-se que para
os dois casos a permeabilidade total ndo é constante e nem homogénea pois ela
resulta da ponderacdo da permeabilidade intrinseca pela permeabilidade relativa que

é variavel ao longo do espaco e do tempo.

Exemplo 1

A Dircretizagdo empregada nos exemplos 1 e 2 do item 8.5 pode ser vista a

sequir:

:
3
1

AN AR SR S N A R AR &

¢ Nos simples de Contorno

452 n6 448 el tos d t
+ b5 duplosdé Contomo } nos elementos de contorno

* Nos Internos 95 nos 160 células de dominio
Figura 8.88 — Descretizagdo empregado nos dois exemplos do item 8.5

E importante observar a necessidade de se adotar uma boa aproximagao para o
contorno, e que ndo é necessario que a aproximacao do contorno e do dominio se
assemelhem pois as grandezas que estdo sendo aproximadas no dominio e no
contorno séo diferentes.A dimensao horizontal da amostra é de 20 metros e a vertical

de 10 metros, as condigdes de contorno sdo descritas na figura 8.89
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y 7 _¥t=0h p’ = -1386.9514MPa
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i pt = 0.0MPa Dominio: Q a partir de t=1h
/] i -_— —
g a partir de t=1h t=0h —oompa |
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/ I p:l: =(0.0MPa pL =0.0MPa I
e I
d _Face nao drenante: I,
A v ' |
/|
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Figura 8.89 — Descretizacdo empregado nos dois exemplos do item 8.5

Neste exemplo, com o intuito de caracterizar as propriedades fisicas do
material, foram adotadas as seguintes constantes: Modulo de Elasticidade
E =2000MPa, Coeficiente de Poisson v =0, Coeficiente de Biot b=0,8, logo se

sabendo que:
— =2 *%J (8.1)

pode-se determinar a compressibilidade K, ou a incompressibilidade 1/K, do grdo

que compde a matriz porosa e novamente sabendo-se que

=i (b) (8.2)

pode-se determinar a compressibilidade K, ou a incompressibilidade 1/K, da matriz

porosa, e conseqlientemente 0 modulo de biot M ou o inverso dele 1/ M pode ser

determinado pela expresséo:

Formulagao do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 8 — EXEMPLOS DE APLICAGAO 272

%:%(b—%) (83)

A viscosidade liquida adotada €é igual a p‘ =1,003e *°MPa.s que é o valor da
viscosidade para a é&gua. Para o ar, adotou-se uma viscosidade de
n’ =1,000e '‘MPas. A compressibilidade para o liquido ¢ K'=5,000e*MPa™ a
para o ar de K =1,000e ‘MPa*. A porosidade inicial adotada para toda a amostra é
de ¢°=0,15, sendo a permeabilidade intrinseca adotada para toda a amostra de

K®=1,000e ”m/s, neste exemplo a permeabilidade intrinseca foi considerada

constante ao longo do tempo, sendo assim, ela ndo depende da variagdo da
porosidade do meio, tornando desta forma a permeabilidade total dependente

somente do nivel de saturacdo de cada ponto. No instante de tempo t=0s o nivel de
saturacdo liquida da amostra era de S" =0,01 ou seja, 1% (quase seca). A amostra
estava no instante inicial em equilibrio e o nivel de pressao gasosa foi considerado de

p’ =0MPa.

Conhecendo-se o nivel de saturagdo liquida S" pode-se através do modelo de
Van Genuchten conhecer o valor da pressao capilar p°, e tendo-se o valor da pressao
capilar e da pressdo gasosa para o instante inicial, pode-se determinar o valor da
pressdo liquida p’, por esta razdo, o valor da pressdo liquida no instante inicial nio

faz parte dos dados do problema pois ele é calculado através do nivel de saturagdo e

do valor da presséo gasosa. O valor da energia das interfaces inicial aqui chamado de
U também pode ser determinado conhecendo-se o nivel de saturacio liquida. E da
mesma forma o valor da pressdo resultante da mistura fluida ©° também pode ser
determinado conhecendo-se os valores da saturagdo liquida S, pressdo gasosa p°,
pressdo liquida p‘e da energia U°. Desta forma todas as variaveis ficam

determinadas para o instante de tempo t = 0s e a amostra encontra-se em equilibrio.

No problema mecénico, ndo sdo aplicados nenhum carregamento, como

pode-se observar nas condi¢es de contorno descritas na figura 8.89. Na primeira
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hora de simulac&o é aplicada uma variagdo no valor da pressdo liquida no contorno

do problema, nas faces drenantes este valor sai do valor de equilibrio e toma valores
de p’ =100MPa e p’=0MPa. Lembrando-se que a amostra no instante t=0s

estava em equilibrio a um nivel de saturagdo de 1% com a pressdo gasosa nula pode-
se observar que o valor da pressdo liquida possuia em mddulo o mesmo valor da
pressdo capilar mas com o sinal contrério, ou seja, a pressao capilar era positiva e
com um valor elevado e a pressdo liquida era negativa com o mesmo valor em
modulo da pressdo capilar. Sendo assim pode-se observar que nas duas faces
drenantes o valos da pressdo liquida aumentou fazendo com que houvesse uma

injecdo de liquido na amostra, de uma forma um pouco mais intensa na face onde foi

aplicada a pressdo p‘ =100MPa e de uma forma um pouco menos intensa na face

onde p’ =0MPa. As faces consideradas drenantes para a fase gasosa sdo as mesmas

da fase liquida.

Afim de compor o modelo de Drenagem e Saturagdo de Van Genuchten,

foram adotadas as seguintes constante: saturacdo liquida resiudual S"=0;

a=0,01327; m=0,612553 e yx=1. Onde os coeficientes oo € m compdem a
forma da curva de saturacdo e o coeficiente y =1 determina a variacdo da

permeabilidade relativa da fase liquida e gasosa que irdo compor a permeabilidade

absoluta de cada fase juntamente com a permeabilidade intrinseca do meio poroso.

A seguir na figura 8.90 é apresentada a evolucdo no tempo do nivel de

presséo capilar e consequentemente a variagdo da saturacao.
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Figura 8.90 — Evolucéo da Presséo Capilar e da Saturagéo.
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Na figura 8.91 pode-se observar a evolugao das pressdes liquidas e gasosas.

Legenda
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Figura 8.91 — Evolugéo da Pressdo Liquida e Gasosa.
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Os Gradientes de pressao liquida e gasosa séo apresentados na figura 8.92.
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Gradiente de Pressdo Liquida em X  Gradiente de Pressdo Gasosa em X

T=1h

T=2h
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:

|

T=5h

T=10h

Figura 8.92 — Evolucéo do Gradiente Pressdo Liquida e Gasosa.
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A evolucdo das pressdes resultante e do nivel de deformagdo pode ser

observada na figura 8.93.
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Pressdo Resultante

Deformacoes ¢,

- -
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T=4h

T=5h
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Figura 8.93 - Evolugao da Presséo Resultante e da Deformagao €,
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A variagédo das tensdes totais e efetivas pode ser observada na figura 8.94.
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Figura 8.94 — Evolugdo da Tensdo Total o, e da Tensdo Especifica c%' .
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Para os pontos localizados no eixo horizontal y=5m, sdo apresentadas a evolugdo
da pressdo capilar p° na figura 8.95.
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140 g—@———0——0——0——0——0—06—0—0—¢
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1000 4| ——t=6h  —=—t=7h t=8h t=0h  —M—t=10h

800 4

600 -
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400 -

200 4
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X (m)

Figura 8.95 — Evolucéo da pressao capilar no eixo horizontal y =5m.

Para os pontos P1(6m,5m), P2(10m,5m) e P2(14m,5m), séo apresentadas as

evolugdes da presséo capilar p° na figura 8.96.
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Figura 8.96 — Evolucéo da presséo capilar nos pontos P1(6m,5m), P2(10m,5m) e

P2(14m,5m).
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A evolucdo do nivel de saturacdo dos pontos localizados sobre o eixo horizontal

y =5m sdo apresentadas na figura 8.97.

1

0.1+
0 g g g g -
0 2 4 6 10 12 14 16 18 20
X (m)
——t=0h —#®—t=1h —&—t=2h —>—-t=3h —*%—t=4h —@—t=5h
—+—1t=6h t=7h t=8h —&—t=9h —@—t=10h

Figura 8.97 — Evolucéo do nivel de saturacdo no o eixo horizontal y =5m.

A evolucéo do nivel de saturacdo dos pontos os pontos P1(6m,5m), P2(10m,5m) e

P2(14m,5m) séo apresentadas na figura 8.98.

SL

t (h)

Figura 8.98 — Evolucéo do nivel de saturacéo nos pontos P1(6m,5m), P2(10m,5m)

e P2(14m,5m)
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A curva de saturagdo em funcdo do nivel de pressao capilar descrita pelo modelo de

3

Van GenuchTen é reconstruida na figura 8.99 para os pontos P1(6m,5m),

P2(10m,5m) e P2(14m,5m).

1.2
0.8 -
7 0.6
0.4
0.2 4§
0.61 0‘.1 i 1 1‘0 160 1(;00 10600
Pc (Mpa)
Figura 8.99 — Curva de satuacdo em funcéo da pressao capilar nos pontos
P1(6m,5m), P2(10m,5m) e P2(14m,5m)
Exemplo 2

Este segundo exemplo segue todas as condi¢Oes de contorno e iniciais descritas no
exemplo anterior a menos da permeabilidade intrinseca que assume valores
diferenciados entre o lado direito e esquerdo da amostra como esta representado na
figura 8.100.

K*=le—11 K’=1e—12

7N~

N Vi AN

b N . 8

Figura 8.100 — Permeabilidade intrinseca diferenciada para cada lado da amostra.
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A seguir nas figuras 8.101 é apresentada a evolugdo no tempo do nivel de

pressdo capilar e consequentemente a variacao da saturacéo
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Figura 8.101 — Evolugdo da Pressdo Capilar e da Saturacéo.
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Nas figuras 8.102 pode-se observar a evolugdo das pressbes liquidas e

gasosas.
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Figura 8.102 — Evolugdo da Pressdo Liquida e Gasosa.
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Os Gradientes de pressao liquida e gasosa séo apresentados nas figuras 8.103.
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Figura 8.103 — Evolucdo da Pressdo Liquida e Gasosa.
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A evolugdo das pressdes resultante e do nivel de deformacgdo pode ser

observado nas figuras 8.104.
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Figura 8.104 — Evolugdo da Pressdo Liquida e Gasosa.
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A variagdo das tensOes totais e efetivas podem ser observadas nas figuras
8.105.
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Figura 8.105 — Evolugo da Tensdo Total o, e da Tensdo Especifica ¢ .

Formulagdo do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 8 — EXEMPLOS DE APLICACAO 287

Para os pontos localizados no eixo horizontal y=5m, sdo apresentadas a
evolucdo da presséo capilar p® na figura 8.106.
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Figura 8.106 — Evolucdo da pressdo capilar no eixo horizontal y =5m.

Para os pontos P1(6m,5m), P2(10m,5m) e P2(14m,5m), séo apresentadas

as evolucgdes da pressao capilar p© na figura 8.107.
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Figura 107 — Evolugéo da presséo capilar nos pontos P1(6m,5m), P2(10m,5m) e

P2(14m,5m).
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A evolucdo do nivel de saturagdo dos pontos localizados sobre o eixo

horizontal y =5m é apresentada na figura 108.
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Figura 108 — Evoluc&o do nivel de saturacdo no o eixo horizontal y =5m.

A evolucdo do nivel de saturagdo dos pontos os pontos P1(6m,5m),

P2(10m,5m) e P2(14m,5m) séo apresentadas na figura 109.
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Figura 109 - Evolugéo do nivel de saturacéo nos pontos P1(6m,5m), P2(10m,5m)

e P2(14m,5m)
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Conclusoes

Capitulo

Neste trabalho foram tratados alguns novos conceitos e formas de se abordar
numericamente problemas porosos com o Método dos Elementos de Contorno.
Apesar do método dos elementos de contorno ter sido empregado por alguns autores
para representacdo de problemas porosos, neste trabalho, entre outras coisas, buscou-
se dar uma contribuigéo original para a abordagem de problemas porosos enrijecidos.
A representacdo desse enrijecimento foi baseada num acoplamento MEC/MEF
modificado, utilizando-se 0 método dos minimos quadrados para obter respostas
livres oscilagdes espurias para deslocamentos e forcas de superficie ao longo das
interfaces. Resultados adequados usando a formulagdo proposta foram encontrados
mesmo para exemplos pouco discretizados. A manipulacéo algébrica empregada no
acoplamento MEC/MEF fez com que o desenvolvimento algébrico do problema
poro-elastico enrijecido se desse de forma muito semelhante ao desenvolvimento
empregado para 0 caso ndo enrijecido, facilitando a implementacdo do problema
enrijecido, principalmente para casos mais complexos como 0 caso da poro-elasto-

plasticidade em dominios enrijecidos, ou de forma analoga para o caso ndo saturado.

Uma outra contribuicdo deste trabalho que deve ser destacada se deve ao fato
do modelo poro-eldstico implementado levar em consideracdo a influéncia das
pressdes capilares, e da energia das interfaces proporcionando uma formulacéo

energeticamente consistente para o problema ndo saturado. O modelo empregado foi

Formulagao do método dos elementos de contorno para materiais porosos reforgados. Wilson Wesley Wutzow



CAPITULO 9 — CONCLUSOES 290

extraido dos diversos trabalhos de Oliver Coussy baseados na extensdo do conhecido
modelo de Biot.

Em se tratando do caso ndo saturado pode-se citar ainda como uma contribui¢édo
deste trabalho o emprego da varidvel de fluxo modificada (capitulo 7) com o intuito
de viabilizar o emprego de solugbes fundamentais simples para o problema néo
homogéneo. Vale salientar, contudo, que cuidados devem ser tomados nos limites de

saturacdo e secagem no sentido de se evitar casos singulares.

A substituicdo da aproximacéao de pressdao no dominio com intuito de obter o
gradiente de pressdo (através da derivada dessa aproximacdo) pela equacéo integral
do gradiente das pressdes proporcionou um melhora significativa na determinacéao
dos gradientes de pressdo viabilizando a solugdo do caso ndo saturado. Contudo esta
substituicdo proporcionou um aumento significativo do namero de graus de liberdade
do problema, passando de cinco graus de liberdade por n6 para nove, aumentando o
tempo de processamento e conseqiientemente limitando a complexidade dos

exemplos a serem simulados.

Observou-se como ja se esperava uma importante dependéncia da precisao
dos resultados em relagdo a qualidade da aproximagéo das integrais dos termos nao
lineares de dominio, devido a forte variacdo entre o nivel de saturacdo e a presséo

capilar influenciando diretamente no processo de convergéncia da analise.

Outro fator que contribuiu favoravelmente com a qualidade das respostas esta
ligado ao emprego de expressdes analiticas em todas as integrais de dominio e

contorno necessarias para resolucdo do problema.

O modelo desenvolvido neste trabalho torna possivel abrir uma perspectiva
de novos estudos e modelagens mais completas do problema poroso com o método
dos elementos de contorno, para isso sugere-se: A adocdo de algoritmos mais
robustos de resolucdo de problemas através de uma possivel paralelizacdo tanto no
nivel de integracdo quando na resolucdo do sistema de equagdes. Outro aspecto

importante a ser abordado que melhoraria significativamente a convergéncia do
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problema ndo saturado esta relacionado a adogdo do algoritmo tangente consistente
como desenvolvido para o caso saturado. O modelo néo linear de Cam-Clay para o
caso ndo saturado esta entre 0s pontos a serem explorados, pois tal modelo levaria a
representagcdes mais precisas do comportamento de solos ndo saturados em regime de
plastificacdo, levando-se em conta aspectos importantes como a pressao capilar e a

energia das interfaces.

Diversas variagcbes mais estaveis do modelo de Van-Genuchtem podem ser

estudadas com o intuito de melhorar a convergéncia do problema.
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