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RESUMO

WAIDEMAM, L. Formulacdo do método dos elementos de contorno para placas
enrijecidas considerando-se néo-linearidades fisica e geométrica. 222 p. Tese
(Doutorado em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de S&o Paulo, Séo Carlos, 2008.

Este trabalho tem como objetivo principal apresentar formula¢cées do método
dos elementos de contorno que contemplem as analises de placas considerando-se
as nao-linearidades fisica e geométrica e de placas enrijecidas considerando-se o
comportamento ndo-linear fisico do material.

As equacdes integrais utilizadas sdo baseadas na teoria de Kirchhoff para
flexdo de placas delgadas, sendo o efeito ndo-linear geométrico modelado a partir
da teoria de Von Karman. Os efeitos ndo-lineares fisicos séo introduzidos no sistema
a partir da consideracdo de um campo de tensdes iniciais, com a avaliacdo das
regibes plastificadas realizada a partir do critério elastoplastico de von Mises com
encruamento isétropo linear e particularizado para o estado plano de tenséao.

A formulacao dos enrijecedores é efetuada de forma alternativa, com o painel
enrijecido considerado como um todo e submetido a campos de momentos e forcas
normais iniciais para induzir o ganho de rigidez. Apenas a parcela de enrijecimento
na direcao longitudinal do enrijecedor € considerada.

O sistema de equacdes algébricas é obtido a partir da discretizacdo estrutural
com elementos de contorno isoparamétricos lineares. Para a consideracdo dos
efeitos de dominio da placa sao utilizadas células triangulares com funcdes de
aproximacao linear. Ja as integrais no dominio dos enrijecedores sao transformadas
em integrais no contorno dos mesmos, com as variaveis escritas apenas no seu eixo
longitudinal. Toda a solugcédo do sistema nao-linear de equacdes € obtida a partir de
uma formulagdo implicita, sendo os operadores tangentes consistentes explicitados
ao longo do trabalho.

Por fim, varios exemplos sdo apresentados de forma a validar o correto
desenvolvimento das formulacdes propostas.

Palavras-chave: método dos elementos de contorno; placas; nao-linearidade
fisica; ndo-linearidade geométrica; enrijecedores.



ABSTRACT

WAIDEMAM, L. Boundary element method formulation for reinforced plates
with combined geometrical and material nonlinearities. 222 p. Tese (Doutorado
em Engenharia de Estruturas) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade
de S&o Paulo, S&o Carlos, 2008.

In this work a boundary element method formulation to analyse plates with
combined geometrical and material nonlinearities was presented. Additionally an
alternative boundary element method formulation was presented to analyse material
nonlinear reinforced plates.

The boundary integral equations are derived based on Kirchhoff's theory. An
initial stress field and von Karman hypothesis are considered to take into account the
material and geometrical nonlinearities, respectively. The elastoplastic von Mises
criterion with linear isotropic hardening and particularized to the plane stress
condition is considered to evaluate the plastic zone.

The effects of the reinforcements are taken into account by using a simplified
scheme based on applying an initial stress field to correct locally the bending and
stretching stiffness of the reinforcement regions. Only bending and stretching
rigidities in the direction of the reinforcements are considered.

Isoparametric linear elements are used to approximate the boundary unknown
values and triangular internal cells with linear shape functions are used to evaluate
the plate domain value influences. The domain integrals due to the presence of the
reinforcements are transformed to the reinforcement/plate interface. The nonlinear
system of equations is solved by using an implicit scheme together with the
consistent tangent operator presented along this paper.

Finally, several examples are presented to confirm the correct development of
the proposed formulations.

Keywords: boundary element method; plates; material nonlinearity;
geometrical nonlinearity; reinforcements.
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Capitulo 1

INTRODUCAO

1.1 — Tema e motivacao

A analise do comportamento estrutural dos sistemas estruturais €, sem
davida, um dos principais objetivos almejados pelo engenheiro de estruturas. E
através desta analise que se pode quantificar a magnitude dos esforgos internos e
dos deslocamentos que se manifestam em qualquer sistema estrutural quando o
mesmo € submetido a um carregamento arbitrario. Tal procedimento fornece uma
ampla gama de resultados numéricos, cuja avaliacdo de forma qualitativa permite a
sua utilizacdo na elaboracédo do projeto estrutural do sistema analisado.

Em geral, devido ao alto grau de complexidade envolvido no processo de
andlise estrutural, o desenvolvimento das teorias que modelam o comportamento
dos mais variados elementos estruturais sdo fundamentados em hipéteses
simplificadoras que, em determinados casos, fornecem solugdes que podem se
aproximar em muito do comportamento real da estrutura. E o caso, por exemplo, da
conhecida lei de Hooke, onde € assumida a relacdo linear entre tensdes e
deformacdes, e também da hipétese de pequenos deslocamentos.

No entanto, em algumas situacfes as solu¢cBes obtidas através das teorias
que fazem uso de determinadas simplificagbes n&o simulam corretamente o
comportamento mecanico da estrutura analisada. Neste caso, cabe ao engenheiro
fazer uso da chamada analise ndo-linear de estruturas.

Na engenharia estrutural, duas diferentes classes de nao-linearidade séo
normalmente identificadas: a geométrica, onde o equilibrio da estrutura deve ser
feito na configuracdo deformada, sendo os deslocamentos e as deformacdes
ocorridas consideradas nas relacdes de equilibrio, e a fisica, que esta associada a

existéncia de uma relag&o constitutiva ndo-linear entre tenséo e deformagao.



E evidente que quanto mais completa for a anélise estrutural desejada maior
sera também o seu grau de complexidade e, consequientemente, maior sera a
dificuldade em se obter a solucéo almejada.

Em contrapartida, com a disseminacdo da informatica ocorrida no final da
década de 1980 e sua impressionante evolucao até os dias atuais, o engenheiro de
estruturas passou a ter acesso a equipamentos de alta capacidade que, aliados ao
desenvolvimento dos meétodos numéricos, permitem a elaboracdo de programas
computacionais que possibilitam uma andlise estrutural baseada em modelos mais
refinados. Dentre os varios métodos numéricos existentes pode-se citar o método
dos elementos de contorno (MEC).

O surgimento e desenvolvimento do MEC se deram depois que 0os chamados
métodos de dominio, diferencas finitas e elementos finitos, ja tinham suas
formulacdes e um vasto campo de aplicacdes consolidados.

Ao contrario dos demais métodos citados que possuem incognitas em pontos
especificos no dominio e no contorno do problema, o MEC possui incognitas apenas
em pontos pertencentes ao contorno do problema. Tal diminuicdo da dimenséao do
problema faz com que o MEC tenha como caracteristicas principais a reducao das
aproximacdes envolvidas em qualquer analise numérica e a diminuicdo da ordem
dos sistemas de equac0es lineares a serem resolvidos.

Dentre deste contexto, o presente trabalho tem como tema principal o estudo
do comportamento estrutural de placas considerando-se néo-linearidades fisica e
geométrica e também a analise elastoplastica de placas enrijecidas. Pretende-se por

fim apresentar formulagcdes do MEC que contemplem os estudos desejados.

1.2 — Breve histérico

O surgimento de teorias para o estudo das placas data do século XIX, quando
em 1850 Kirchhoff apresentou a chamada teoria classica de flexdo de placas. Em tal
teoria, a solugcdo do problema é obtida a partir de uma equacédo diferencial de quarta

ordem onde devem ser satisfeitas duas condi¢bes de contorno. A teoria classica se



mostra confidvel para a andlise de placas delgadas sujeitas a acdo de
carregamentos transversais ao seu plano meédio.

Como alternativa ao uso da teria de Kirchhoff, Reissner (1944, 1945) e Mindlin
(1951) apresentaram teorias semelhantes que aproxima o problema da flexdo de
placas ao da teoria tridimensional da elasticidade. Em tais teorias, as deformagdes
por cisalhamento transversal sdo consideradas e a solugdo do problema é obtida por
meio de uma equacao diferencial de sexta ordem, na qual devem ser verificadas trés
condi¢cbes de contorno relacionadas ao problema. Tais teorias permitem o estudo de
placas delgadas a moderadamente espessas e, em comparacdo a teoria de
Kirchhoff, apresentam melhores resultados nos bordos da placa.

Muitas outras teorias foram apresentadas ao longo dos anos, mas as teorias
de Kirchhoff e de Reissner se perpetuaram e continuam sendo até hoje as mais
utilizadas nos estudos das placas.

Uma das primeiras formulacbes do MEC para flexdo de placas é devida a
Jaswon et al. (1967) ainda quando a técnica era conhecida como método das
equacgles integrais de contorno. Tais autores propuseram a decomposicdo da
equacdao bi-harmbnica em duas equacdes harmonicas que, resolvidas por equaces
integrais e devidamente combinadas, forneciam a solucdo final do problema.
Seguiram-se os trabalhos de Hansen (1976), Altiero & Sikarskie (1978) e Wu &
Altiero (1979).

A formulacao direta para flexdo de placas foi consolidada em 1978 com o0s
trabalhos de Bézine (1978), Bézine & Gambi (1978), Tottenhan (1979) e Stern
(1979, 1983). Tais autores utilizaram em seus trabalhos a formulacao direta, tendo
como problema auxiliar uma placa infinita submetida a uma carga unitaria
fornecendo a solucédo fundamental do problema. Além disso, sdo empregadas para a
formulacdo do problema as representacdes integrais de deslocamento e de rotacao.

A partir da proposicdo da formulacao direta diversos outros trabalhos foram,
ao longo do tempo, ampliando o uso do MEC em placas: Bézine (1980) prop6s uma
formulacdo para analise de vibracdes; Kamiya et al. (1982, 1983) aplicou o modelo a
problemas sujeitos a variacdo de temperatura; Van der Weeén (1982) desenvolveu a

formulacéo para placas considerando as hipoteses de Reissner com trés graus de



liberdade por n6 de contorno e trés representacdes integrais, sendo uma de
deslocamento transversal e duas de rotacdo; Katsikadelis & Armenakas (1984)
apresentaram formulacdes para o problema de placas sobre fundacao elastica.

Os primeiros trabalhos que trataram placas no contexto de estruturas de pisos
de edificios foram os de Bézine (1981), Hartmann & Zotemantel (1986) e Song &
Mukherjee (1986). Nesses trabalhos, os autores desenvolveram algoritmos que
permitem a imposi¢ao de vinculos (inclusive elasticos) em pontos do dominio.

Paiva (1987) apresentou uma formulagcdo do MEC para analise de placas
associadas a estruturas como barras, pilares e vigas. Neste mesmo trabalho o autor
sugeriu a utilizacao de duas equacdes integrais de deslocamento (uma para o ponto
no contorno e outra para um ponto fora do dominio) em substituicdo a utilizacdo da
equacao integral para a rotacdo normal nos pontos do contorno.

Um estudo utilizando uma combinacao do MEC com o Método dos Elementos
Finitos (MEF) é apresentado em NG et al. (1990). Em tal trabalho os autores
consideraram apenas a presenca de forcas verticais presentes entre a placa e as
vigas; o MEC foi utilizado na discretizagdo da placa e o MEF na discretizagéo das
vigas. Outra formulacdo do MEF para o estudo de placas enrijecidas € apresentada
em Deb et al (1991). Neste trabalho os autores consideraram a placa como sendo
ortotropica para que os efeitos da presenca dos enrijecedores fossem considerados.

Hu & Hartley (1994) estudaram a flexdo de uma placa simples apoiada em
vigas de secao transversal retangular. Posteriormente, Hartley (1996) analisou em
seu trabalho pavimentos de edificio considerando apenas colunas internas, sendo as
vigas colocadas apenas nos bordos externos.

Paiva (1996) prop6s uma formulacdo do MEC para o estudo de placas
enrijecidas considerando a rotacdo tangencial como um valor nodal em adicdo a
rotacdo normal considerada nas formulacdes “padrées” do método.

Tanaka & Bercin (1998) apresentaram uma formulacdo para o estudo de
placas enrijecidas com vigas de secdes transversais arbitrarias. Em tal formulagéo
0s autores levaram em consideracdo as rigidezes a flexdo, a torcdo e ao

empenamento da sec¢ao transversal do enrijecedor.



Tanaka et al. (2000) propuseram uma formulagéo para o estudo de placas
elasticas enrijecidas com vigas de secfes compostas por dois eixos de simetria. As
vigas foram consideradas em contato com a placa através de uma linha através da
qual sdo transmitidos os esforcos. Apenas o esfor¢co cortante, o momento fletor e o
momento torcor da viga sdo considerados incognitos na linha.

Fernandes (2003) apresentou em seu trabalho uma formulacdo do MEC
considerando as vigas como sendo uma variagdo abrupta da espessura da placa.
Além da flexao, foi considerado o comportamento dos elementos como membrana e,
visando reduzir os graus de liberdade do sistema, uma formulacédo alternativa foi
apresentada onde as vigas sao representadas apenas por seus eixos médios.

A formulacdo do MEC para a consideracdo de grandes deslocamentos e
analise de instabilidade de placas ja apareceram em diversos trabalhos. Em grande
parte destes a formulacdo é derivada da equacéo diferencial de Berger (1955), que,
por ser um modelo simplificado ao tratamento apresentado por Von Karman, facilita
a obtencéo da solugdo. O problema foi inicialmente tratado por Kamiya & Sawaki
(1982, 1984) e Kamiya et al. (1982).

Ye & Liu (1984) apresentaram uma formulacdo integral baseada nas
equacbes de Von Karman para a analise de deslocamentos finitos na flexdo de
placas. Neste trabalho, os autores propuseram também uma técnica de solucéo
iterativa onde os efeitos nédo-lineares geométricos séo introduzidos na equacgao
integral da placa como um pseudo-carregamento distribuido em toda a area.

Yan et al (1990) iniciaram o estudo de placas geometricamente nao lineares
via MEC levando em consideracdo os efeitos das deformacbes transversais. O
estudo foi baseado nas equacGes de Von Karman para a modelagem da né&o-
linearidade geométrica e na teoria de Reissner para a flexdo de placas. As mesmas
equacles de Von Karman também foram utilizadas por Tanaka et al (1996) para a
modelagem do problema de deslocamentos finitos em placas delgadas. Tais autores
utilizaram um método que combina o uso de elementos de contorno com elementos
de dominio para a resolugdo numérica do problema e, para o processo iterativo de
resolucao, utilizaram o algoritmo de Euler, um algoritmo previsor-corretor e também

o algoritmo de Euler-Romberg.



Wang et al (2000) utilizaram o Método da Reciprocidade Dual para o estudo
de placas com grandes deslocamentos. Em sua formulacéo, derivada também das
equacOes de Von Karman, as integrais de dominios foram feitas diretamente sem
transformacdes e utilizando-se de funcdes aproximadoras radiais no dominio. O
mesmo método foi utilizado por Wen et al (2005) em seu trabalho para transformar
as integrais de dominio em integrais de contorno. Nesse caso, 0s autores
trabalharam com a teoria de Reissner e com as equagfes de Von Karman para a
formulacéo apresentada.

Simdes et al (2004a) utilizaram a mesma formulacdo proposta por Ye & Liu
(1984), mas sugeriram a utilizacdo de um novo algoritmo para a resolucdo do
sistema nao-linear. O algoritmo proposto permite a aplicacdo de carregamentos
transversais mais elevados sem que houvesse perda de estabilidade numérica e a
consequente ndo convergéncia de solugcdo. Tais autores também demonstraram a
obtencdo de bons resultados utilizando elementos de contorno com aproximacao
linear em conjunto com células com aproximacédo constante no dominio.

Supriyono & Aliabadi (2006) apresentaram um estudo de placas que
considera as ndo-linearidades fisica e geométrica atuando em conjunto. A teoria de
flexdo de placas utilizada na formulacédo € a de Reissner e a modelagem da néo-
linearidade geométrica € feita também com base nas equacdes de Von Karman.
Como critério de plastificacdo foi utilizado o critério de Von Mises e um
comportamento elastoplastico perfeito foi considerado para o material. Tal estudo foi
novamente realizado pelos autores em 2007, sendo o método da reciprocidade dual
utiizado para a avaliagdo dos efeitos de dominio em substituicdo a técnica de
integracdo com o uso de células (Supriyono & Aliabadi, 2007).

Entre os trabalhos que tratam da analise de instabilidade de placas podem ser
citados: Bézine et al. (1985), Syngellakis & Kang (1985), Syngellakis & Elzien (1994),
Nerantzaki & Katsikadelis (1996), Lin et al (1999), Simdes et al (2004b) e
Purbolaksono & Aliabadi (2005), dentre outros.

Em termos de formulacdo nao-linear fisica do MEC os trabalhos iniciais tém
origem no final dos anos setenta e inicio dos anos oitenta. Destaca-se o trabalho

pioneiro de Bui (1978) que formulou corretamente o termo integral das corre¢cdes em



tensdo ou deformacao em problemas planos e tridimensionais. Vieram depois desse,
varios trabalhos de formulacbes do MEC destinados a modelagem de meios
elastoplasticos, viscoplasticos e outros modelos nédo-lineares (Telles & Brebbia,
1980, Venturini & Brebbia, 1983, 1884). Dessa época, destacam-se principalmente
0s textos completos de Telles (1983), Venturini (1983) e Brebbia et al (1984).

A andlise ndo-linear fisica de placas, em particular a inclusdo de modelos
elastoplasticos na formulagdo do MEC, foi inicialmente apresentada por Moshaiov &
Vorus (1986), ainda utilizando uma formulagcdo bastante simples. Outros trabalhos
usando modelos elastoplasticos aparecem na literatura. Deve-se dar destaque para
os trabalhos de Chueiri & Venturini (1995), Fernandes & Venturini (2002, 2007), além
do trabalho de Telles & Karan (1998) que trata de formulacdo nao-linear do MEC
para placas de Reissner.

Por fim, ressalta-se que o conceito de operador tangente consistente, tal
como introduzido por Simo & Taylor (1985) para elementos finitos, foi incorporado
nas formulagcdes n&o-lineares do MEC apenas recentemente por Bonnet &
Mukherjee (1996) e Poon et al (1998). O mesmo operador foi utilizado na formulagao
implicita do MEC proposta por Fudoli (1999) e Benallal et al (2002) para problemas
de localizacédo de deformacdes plasticas com plasticidade com gradiente. O uso dos
operadores tangente em problemas de placas pode ser encontrado nos trabalhos de

Fernandes & Venturini (2002, 2007) e Fernandes (2003).

1.3 — Objetivos

O objetivo principal da tese de doutorado é apresentar uma formulacdo do
método dos elementos de contorno para a andlise de placas considerando-se 0s
efeitos néo-lineares fisico e geométrico e também uma formulacao alternativa para a
analise elastoplastica de placas enrijecidas.

As equacdes integrais utilizadas sao formuladas com base na teoria de placas
delgadas de Kirchhoff. Sdo incorporados nas representagcfes integrais os termos
gue permitem a modelagem da nao-linearidade geométrica, considerando-se a teoria

de Von Kéarman. A formulacdo também € estendida para englobar os termos



referentes ao campo de esforgos iniciais necessario para a consideracao dos efeitos
nao-lineares fisico no sistema.

O modelo elastoplastico utilizado € o usual desenvolvido para formula¢gdes do
MEC para flexdo de placas, porém estendido para incorporar os efeitos de
membrana. O critério elastoplastico utilizado € o de Von Mises e toda a solu¢ao nao-
linear do problema é obtida com base no operador tangente consistente.

Os enrijecedores sao tratados de modo simplificado incorporando-se rigidez
as placas como corre¢cdes no campo de tensdo, com as respectivas integrais de
dominio transformadas em integrais no contorno dos enrijecedores. Sao analisados
os casos de placas enrijecidas submetidas a flexdo simples bem como as
submetidas a flexdo composta.

As formulacdes sédo verificadas com exemplos classicos da literatura, através
de comparacfes dos resultados obtidos com os fornecidos por outros autores e
também com respostas obtidas por programas comerciais, mais especificamente o

ANSYS.

1.4 — Apresentacéo

Neste presente capitulo procura-se apresentar uma visdo geral de todo o
trabalho, descrevendo-se para isso 0 tema e a motivacao, um breve historico, e 0s
objetivos do trabalho.

No capitulo 2 apresenta-se um resumo dos fundamentos da teoria da
elasticidade e da teoria classica de Kirchoff para flexdo de placas. Ainda neste
capitulo sdo apresentadas as solucdes fundamentais para o estudo de chapas e
placas.

No capitulo 3 faz-se um estudo do efeito da nao-linearidade geométrica em
problemas de placas. Para isso, apresenta-se, inicialmente, a equacéo diferencial
que rege o problema de nao-linearidade geométrica em placas. O desenvolvimento
das equacdes integrais referentes ao problema de flexdo de placas e de membrana
€ apresentado de maneira individual, porém com o intuito de serem resolvidas de

maneira acoplada durante o processo incremental-iterativo. Toda a formulagao



apresentada no capitulo 3 é estendida no capitulo 4 visando englobar ao problema
nao-linear geométrico de placas os efeitos devidos a presenca de campos de
esforcos iniciais. Tal equacionamento € necessario para a consideracao dos efeitos
nao-lineares fisicos nas analises propostas.

No capitulo 5 faz-se a deducdo das equacdes integrais para o estudo de
placas enrijecidas. Uma primeira analise € feita considerando-se apenas o problema
de placas enrijecidas submetidas a flexao simples com o plano médio do enrijecedor
coincidindo com o plano médio da placa. Na sequéncia apresentam-se as equagdes
integrais referentes ao problema de flexdo composta em placas enrijecidas, onde o
eixo médio do enrijecedor ndo mais coincide necessariamente com o eixo médio da
placa. Ainda nesse capitulo apresenta-se a formulacdo necessaria para o estudo de
placas enrijecidas considerando-se o efeito da ndo-linearidade fisica.

O desenvolvimento do modelo elastoplastico para problema de flexdo de
placas é apresentado no capitulo 6. Inicialmente sdo tratados os problemas
unidimensionais e multidimensionais, com posterior particularizacdo deste ultimo
para o estudo de problemas referentes ao estado plano de tensdo no qual esta
englobado o estudo das placas. No decorrer do desenvolvimento € apresentado um
algoritmo para a obtencdo do estado de tensdo verdadeiro e do tensor de
deformacfes plasticas na placa. Por fim, apresenta-se a expressdo do operador
elastoplastico tangente necessario para o desenvolvimento do operador tangente
consistente.

A transformacdo de todas as equacgOes integrais desenvolvidas no trabalho
em equacdes algébricas € apresentada no capitulo 7 juntamente com uma
discussdo sobre o processo de integracdo nos elementos do contorno, nas células
triangulares de dominio e nos elementos dos enrijecedores. O procedimento de
resolucdo das equacOes algébricas referentes ao problema linear de placas
enrijecidas, o procedimento incremental-iterativo para a resolucédo do problema nao
linear fisico e geométrico de placas e nao linear fisico de placas enrijecidas e a
deducdo dos operadores tangente consistente sdo também apresentados no

capitulo em questéo.
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Alguns resultados fornecidos pelo programa computacional implementado séo
apresentados no capitulo 8 e, no capitulo 9, sdo apresentadas as conclusées do
trabalho e algumas propostas para desenvolvimento em trabalhos futuros.

Por fim sdo apresentadas as referéncias bibliograficas e a bibliografia
consultada e, no apéndice, algumas expressdes referentes ao processo de

integracdo numeérica e analitica realizado no trabalho.
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Capitulo 2

FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE E

TEORIA CLASSICA DE FLEXAQ DE PLACAS

2.1- Generalidades

O objetivo principal deste capitulo é apresentar alguns conceitos basicos da
teoria da elasticidade linear bem como apresentar um resumo da teoria classica de
flexdo de placas. Tais conceitos serdo Uteis no desenvolvimento da formulacédo que

sera apresentada nos capitulos subsequentes deste trabalho.
2.2 — Fundamentos dateoria da elasticidade
2.2.1 — Hipoteses basicas

A teoria da elasticidade est4 baseada em algumas hipoteses simplificadoras.
Sao elas:

» material homogéneo, isotrépico e elastico linear;

» validade da hipétese de pequenos deslocamentos;

» possibilidade de descrever o estado deformado de um corpo em funcéo do

estado indeformado (formulagdo Lagrangeana).
2.2.2 — Equacdes de equilibrio

Seja um corpo finito, em equilibrio estatico, sujeito a um sistema de forcas
aplicadas em sua superficie e em sua massa. Inicialmente define-se o estado de
tensdo em termos de suas componentes em um elemento infinitesimal

representativo de um ponto qualquer do corpo conforme ilustra a figura 2.1.



12

O estado de tensdo fica definido em termos de seis componentes: trés

tensbes normaisc,,, c,, € G35 € trés tensdes tangenciais ¢,,, 6,3 € 0,;. Ha ainda

uma simetria no estado de tenséo, sendo 6,, =c6,,, G3; =03 € G3, =Gy

G33+(0033/0%3) dxa
L O3 H(0033/0x5) dxs

O31H(00 /0% ) ity = Oy3+(0C33/0%,) dx,

<~ Y

Tq3+(0043 Jf(..;)(A‘} dX’I

-~ T O+ (0C2/0%,) dx,
- - J
-~ ] SO +H(0T 2 10%,) dig

Cirt (0C14/0x ) dxy - 2 OypH(0G /0% ) dxy
[

X3

Figura 2.1 — TensBes atuantes em um elemento infinitesimal.

Observando-se a figura 2.1 e desprezando-se os termos de ordem superior 0

equilibrio de forcas na dire¢é@o de x; pode ser escrito como:

06 06 06
~Gg3 —Gj3 — O3 + [033 + . 33 J + (613 + 6)(13 J + (023 + 6x23 ] +b, [dx,dx,dx, =0

1 3

0o 0o 0o
13 9023 9Oz
OX;  OX,  OXg

by =0

Estendendo-se 0 mesmo procedimento em relacdo as demais direcdes é

possivel escrever-se a equacdo de equilibrio em sua forma condensada:

G, +b =0 (2.1)

ij,]
com i,j =12,3 e sendo:

o; ;- derivada da tensé@o o; em relacéo a direcdo de X;.

b,: componente da forga volumétrica atuante no elemento infinitesimal na

direcdo de x;;
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A equacéo (2.1) garante o equilibrio para todos os pontos internos ao corpo.
No entanto o equilibrio também deve ser garantido para todos os pontos
pertencentes a superficie do corpo. Dessa forma considere-se a figura 2.2 onde
estdo ilustradas as componentes da forca atuante na superficie inclinada do
tetraedro infinitesimal. Efetuando-se uma decomposicdo do estado de tenséo
adjacente a superficie do corpo considerado na direcdo do contorno de forma a

igualar-se a forga de superficie atuante, pode-se escrever:

P =o;n, (2.2)

com i, =12,3 e sendo:
p; : componente da forca de superficie na diregéo x;;

n;: componente da normal ao plano do tetraedro na direcao de x;, ou seja,

cos(n,xj )

Figura 2.2 — Componentes da for¢a de superficie atuante em um tetraedro infinitesimal.

2.2.3 — Relagédo deformacgao — deslocamento

O conceito de deslocamento traduz as possiveis mudancas de posicédo de
cada ponto de um corpo sob uma determinada acdo de forcas externas. Uma
alteracdo na posicdo relativa entre quaisquer desses pontos devido a um

deslocamento configura uma deformacéao.



14

Considerando-se as hipéteses de continuidade e definindo-se o deslocamento
de um ponto qualquer pertencente ao corpo por u e a componente do deslocamento

na direcdo de x; por u;, o tensor Lagrangeano de deformagbes pode ser expresso

por:
oy =5 (U +uy,) (2.3)

comi,j=2123.
2.2.4 — Relagfes constitutivas

As componentes de tensdo podem ser relacionadas com as componentes de
deformacéo através da chamada lei de Hooke generalizada expressa por:

Gijj = Cijkl € (2.4)

onde Cy, € definido como um tensor de quarta ordem formado por coeficientes que

contém as constantes elasticas do material e dado pela equacéo (2.5).

2Gv
Ciw :msijSkl +G(8ik8jl +8i|5jk) (2.5)

com i,j,k1=123 e:

G : modulo de elasticidade transversal, sendo dado por:

E : mddulo de elasticidade longitudinal;
v: coeficiente de Poisson;

9; : delta de Kronecker, definido por:

5 = 1> sei=]j
1710 > sei#j
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A equacéo (2.4) pode ser escrita como segue:

2Gv

2.2.5 — Estados planos de tenséo e de deformacéao

Os chamados estados planos de tenséo e de deformacédo surgiram a partir de
simplificacbes impostas ao equacionamento originalmente tridimensional do
problema elastico e podem ser aplicados em problemas sob determinadas
restricdes.

Uma andlise pode ser efetuada sob o regime do estado plano de deformacao
sempre que a componente de deformacgao ao longo de uma das dimensdes do corpo
for admitida como sendo nula. Nessa classe de problemas engquadram-se,
normalmente, problemas cuja geometria do corpo analisado apresenta uma de suas
dimensdes muito superior as demais. Como exemplos podem ser citados muros de
contencado, aquedutos, tuneis, dentre outros. Nestes casos, toma-se como referéncia
o plano perpendicular a maior dimensé&o do corpo.

Admitindo-se por simplicidade que o plano tomado como referéncia seja o

X,X,, ttm-se apenas as componentes de deformacéo ¢, ¢, € &,, presentes nesse
tipo de problema. Neste caso &,, =0 e o estado de tenséo é definido por o,,, o,,,
0,, € 0y, sendo este Ultimo dado por oy, =v(0y, +0,,).

J4 os problemas do estado plano de tensdo s&o caracterizados por
distribuicdes de tensdes no corpo essencialmente planas, sendo a componente de
tensdo que atua na direcdo do carregamento supostamente nula. Como
caracteristicas geométricas pode-se dizer que 0s corpos analisados nessa classe de
problemas possuem uma das dimensf6es muito inferior as outras duas. Placas,
chapas, vigas-parede, dentre outros, podem ser citados como exemplos de estado

plano de tensao.
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Novamente considerando-se por simplicidade que o plano tomado como

referéncia seja o x,x,, 0 estado de tenséo pode ser definido pelas componentes o, ,
0,,, 0,. Neste caso o,, =0 e tém-se as seguintes componentes de deformacéo

&

117 &

12+ £ € &5, SeNdo esta Ultima dada por &, = | v/(1-0)](&, +£y).

2.2.6 — Mudanca de coordenadas

Em muitos casos é interessante expressar as variaveis do problema, sejam
elas tensdes, deformacdes, forcas de superficie ou deslocamentos, ndo apenas em
relacdo as direcbes x, e X,, mas também em relacdo a um outro sistema de
coordenadas. E comum o uso de um sistema formado pela direcdo normal e pela

direcéo tangencial (n,s) ao contorno do problema, conforme ilustra a figura 2.3.

o X,

Figura 2.3 — Sistema de coordenadas ns .

A transformagédo das coordenadas (x,,x,) para o0 novo sistema (n,s) é feita

através de uma matriz de transformacdo T, dada pela equacdo (2.7), cujas

componentes sao formadas pelos co-senos diretores das direcdes n e s.

T {nl sl} _ [cosoc —senoc} 2.7)

n, s,| |sena cosa
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Assim, as mudancas de coordenadas das forcas de superficie e dos

deslocamentos podem ser expressas por:

Pns :-[ “Pxx, (2.8)

Uy =T -U (2.9)

J& as transformacdes de tensdes de deformacBes podem ser escritas como

segue:

T (2.10)

(2.11)

2.2.7 — Solucao fundamental para o problema elastico

A solucdo fundamental é definida como sendo a resposta em um ponto

genérico p (denominado ponto de deslocamento ou campo) do dominio
fundamental devido a aplicagéo de uma carga unitaria na dire¢éo do vetor unitario e
em outro ponto g (chamado ponto de carregamento ou fonte) deste dominio.

A solucao fundamental utilizada neste trabalho € a solucao classica de Kelvin
cuja demonstracdo pode ser encontrada em trabalhos como Love (1934), Brebbia &
Dominguez (1989), entre outros, sendo, para o caso bidimensional, apresentada a

seqguir:

u;(q,p):Wll_o)[—(B—%)S” In(r)+r,r, ] (2.12)

sendo G definido como sendo o produto entre o médulo de elasticidade transversal

G e a espessura da chapa para o estado plano de tenséo generalizado.
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Vale ressaltar que a solucdo fundamental apresentada € valida para o estado
plano de deformacdo. Para o caso plano de tensdo utilizado neste trabalho a

correcdo no coeficiente de Poisson é necesséria por meio da equacao (2.13).

v'=—2 (2.13)
1+o

A partir das relacdes definidas anteriormente, pode-se também definir os

valores fundamentais das for¢as de superficie no plano, sendo dados por:

pi(a.p) = ‘W:)-)r{g_;[(l‘ 20)8; +2r, 1 |=(1=20)(r; ny -1,y n, )} (2.14)

Ainda a partir das relacGes definidas € interessante listar os valores

fundamentais de tensdo e deformacdo que serdo utilizados no decorrer deste

trabalho:
Nji (a.p) = _m[zr,i [y Foe (1= 20") (851 +8yT, =By )] (2.15)
. 1 :
Sijk (q,p) = —W[(l— 2v )(r,k 8” + r,j Bik)—r,i 6]k + 2r,i r,j r,kj| (216)

2.3 — Teoria classica de flex&o de placas

As placas séo elementos estruturais definidos como corpos limitados por duas
superficies planas e simétricas em relagcdo a um plano médio. A distancia entre as
duas superficies, chamada de espessura, é pequena quando comparada as demais
dimensdes.

Tais elementos estruturais tém a particularidade de serem solicitados por
esforcos externos normais ao plano médio, existindo também a possibilidade desses

esforcos serem combinados com carregamentos paralelos a este plano.
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2.3.1 — Hipoteses basicas

Tendo em vista a simplificacdo adotada por Kirchhoff, discutida no item 1.2
deste trabalho, as hipéteses admitidas na teoria classica para flexdo de placas sao:

» pequena espessura de placa;

» pequenas deformacgdes e deslocamentos;

» deslocamentos horizontais dos pontos do plano médio despreziveis;

» retas normais ao plano médio da placa permanecem normais a esse plano
apos a deformacdo (Hipotese de Navier). Dessa forma sdo desprezadas as
deformacdes por cisalhamento transversal;

» tensdes normais ao plano da placa pequenas quando comparadas as
demais componentes de tensdo. Sao, portanto, desprezadas;

Admite-se, ainda, a placa constituida de material isotropico, homogéneo e

com comportamento elastico-linear.
2.3.2 — Deslocamentos e deformacdes

O deslocamento de um ponto qualquer da placa pode ser escrito em funcao

das suas componentes u;, U, € W nos eixos Xx,, X, € X3, respectivamente, de um
sistema ortogonal com origem no plano médio coincidente com o plano (xl, xz). @]

deslocamento de um ponto situado sobre uma normal ao plano médio da placa e

distante de x,; desse plano € ilustrado na figura 2.4.

Figura 2.4 — Deslocamento de um ponto situado sobre uma normal ao plano médio da placa.
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Tendo em vista as hipoteses da teoria classica de flexado de placas, os pontos

situados na superficie média (x; =0) movem-se apenas na direcdo x; quando a

BN

placa se deforma. Uma linha reta perpendicular a superficie média antes do
carregamento permanece reta e perpendicular a mesma apoés o carregamento (linha
OP - O'P).

Um ponto P situado a uma distancia x; da superficie media possui

deslocamentos u, e u, nas dire¢cdes X, e X,, respectivamente. Admitindo-se que o

deslocamento w seja fungéo de X, e X, , pela figura 2.4 pode-se escrever:

ow
1

que escrito na forma geral é representado por:

Uj = —X3W; (2.17)

comi=12.

De posse da equacao dos deslocamentos, as componentes de deformacéao

podem ser escritas na forma geral:

= Xy = —XaW (2.18)
comi,j=212.
2.3.3 — Tensodes e esfor¢cos solicitantes

A figura 2.5 ilustra as tensdes atuantes em uma placa de espessura t e de

dimensbes dx, e dx, sujeita a um carregamento g uniformemente distribuido em

toda a area.
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e dxy |

/V/{ ”H ) e

|

Figura 2.5 — Tensdes atuantes em uma placa plana.

As tensdes normais c,; € o,, variam linearmente em X;, dando origem aos
momentos M,; e M,,, respectivamente. A tensdo tangencial c,, tambéem varia
linearmente em x;, dando origem ao momento torcor M,,. Tais tenséesc,,, G,, €
c,,, assumem valores iguais a zero na superficie média da placa. A tensdo normal
o33 € considerada desprezivel em comparacdo com o,,, 6,, € G;,. Ja as tensdes
tangenciais c,; € o5 variam de forma quadratica em X; € Sdo usualmente
pequenas quando comparadas com c;,, G,, € G;,.

A figura 2.6 ilustra os sentidos das tensdes atuantes na borda superior e

borda inferior de um elemento da placa plana.

G,
621 12
/ Oy /2
Gn (o On
. — -
t/2
X, X,
x3
G, | On
G
On
Gy O

Figura 2.6 — Sentidos das tensfes atuantes em um elemento da placa.



22

Tendo em vista a equacdo das deformacdes dadas em (2.18), as
componentes das tensdes podem ser escritas em funcdo do deslocamento

transversal da placa utilizando-se da Lei de Hooke. Assim, pode-se escrever:

Ex
Cj =~ 1- 52 [Uw,kksij + (1_ U)W,ij ] (2.19)

comi,jk=12.

Ja a relacdo momento-curvatura pode ser obtida efetuando-se a integracéo

das tensbes multiplicadas pela distancia x; ao longo da espessura da placa. Dessa

forma, pode-se escrever:
sendo D arigidez a flexdo da placa, dada por:

. Et
D _m (2.21)

De maneira analoga, a relacdo entre as forcas cortantes e o deslocamento
transversal da placa pode ser obtida efetuando-se a integracdo das tensdes
cisalhantes ao longo da espessura da placa. Tal relacdo também pode ser obtida
através das relacdes de equilibrio de um elemento da placa que sera objeto de
estudo do préximo item deste trabalho.

2.3.4 — Equacao diferencial de placas

A figura 2.7 ilustra os sentidos positivos dos momentos e forcas cortantes
atuando no plano médio da placa.
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X, ~
Vs ;
aM21
M21 dx
+ —a—xz 2

Figura 2.7 — Momentos e forgas cortantes atuantes sobre o plano médio de um elemento de placa.

Observando-se a figura 2.7 e desprezando-se os termos de ordem superior,
as relacdes de equilibrio entre os esforcos solicitantes podem ser obtidas como

segue.

= Equilibrio das for¢as na dire¢éo x,:

(2—Qldledx2 + (Z&dszdxl +gdx,dx, =0
X

X1 2

ou
Q,+9=0 (2.22)
comi=12.
= Equilibrio de momentos em torno do eixo X;:
_(52:'(22 o|x2jo|x1 —(821112 dxlldxz +Q,dx,dx, =0
ou

oM, N oM, _Q,=0 (2.23)
O0X; 0%,
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= Equilibrio de momentos em torno do eixo x,:

X1 2

[aévl“ dxljdx2 - [ 8é\/|21 dszdx1 —~Qdx,dx, =0
X

ou

My My _ -0 (2.24)
0%y 0X,

Dessa forma, as equacoes (2.23) e (2.24) podem ser escritas de uma forma

genérica, ou seja:

M;; -Q, =0 (2.25)

comi,j=212.

Substituindo-se a equacao (2.20) em (2.25) chega-se a relacdo entre as
forcas cortantes e os deslocamentos transversais do elemento de placa, dada pela
equacao (2.26).

Qj =-Dw y (2.26)

comk,j=12.

A equacdo diferencial de placas pode ser obtida através da eliminacdo de Q,
nas equacdes (2.22) e (2.25) e posterior substituicao de M;; pela equacao (2.20).

Por fim, tem-se:

d*w o'w  d'w g
4 + 272 + 4
OX, O0X;0x; 0X; D

ou, simplesmente:
W kil :% (2.27)

com k,1 =12.
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A equacéo (2.27) pode ser ainda escrita em funcédo do operador de Laplace.

Assim:
vavay = 3
D
sendo
2 2
vie O, O (2.28)
OX;  OX5
Ou em coordenadas polares:
& ,10 10 (0w 10w 1dw) g 229
a2 ror r?200* a2 ror r?00*°) D '

2.3.5 - Mudanca de coordenadas

Conforme descrito no item 2.2.6 deste trabalho, em muitos casos €
interessante expressar as variaveis do problema ndo apenas em relacéo as direcées

X, € X, mas também a um outro sistema de coordenadas, como por exemplo, o
sistema formado pela direcdo normal e pela direcéo tangencial (n,s) ao contorno do
problema. Mais ainda no problema de flexdo de placas onde, como sera visto na
sequéncia deste trabalho, se utiliza o sistema (n,s) para expressar os esforcos

solicitantes na placa. Sendo assim, com base no descrito no item 2.2.6, pode-se

escrever:

T
Mps :-[ ) Ilelxz )

o (2.30)
Qns :-[ -Qx

1X2

sendo os sentidos positivos dos esforcos atuantes em um elemento da placa

ilustrados na figura 2.8
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X1
M"}‘]
x; f
.. MZE
M, n
M o> /
M, \Mns

Figura 2.8 — Esforcos atuantes um elemento de placa.

2.3.6 — Forca cortante equivalente

Kirchhoff, baseado na hipdtese de que ¢,; e ¢,5, € conseqlientemente c,; e
0,3, Sd0 nulos (hipotese de desconsideragéo das deformagdes por efeito de

cisalhamento transversal), demonstrou que duas condicbes de contorno sao
suficientes para a resolugcao da equacao diferencial de placas.

Tais condicoes referem-se ao deslocamento transversal w do plano médio,

sua derivada 8%n, e aos esforcos M,, M, e Q, segundo as direcoes normal e

tangencial a borda.

Além disso, Kirchhoff demonstrou que os valores de contorno referentes a

forca cortante Q, e ao momento M,, devem ser agrupados em um unico valor,

relativo a uma forga V,, chamada forga cortante equivalente, dada por:

My (2.31)
0S

V,=Q, +
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2.3.7 — Solucao fundamental de placas

O problema fundamental de placas € definido como sendo o caso particular
em que uma placa de dominio infinito (dominio fundamental) é solicitada por um
carregamento transversal concentrado e unitario em um ponto qualquer deste
dominio.

A solucdio fundamental é entdo definida como o deslocamento transversal w”

em um ponto p qualquer devido a aplicacdo da carga unitaria em q e é obtida

através da consideracdo do carregamento unitario na equacdo de equilibrio
representada por (2.27). Trabalhos como os de Danson (1979), Paiva (1987), Chueiri
(1994) e Fernandes (2003), entre outros, trazem a deducgéo da solucéo fundamental

de placas, cuja expressao final € apresentada a seguir:

w(q,p)= 81 rz(lnr —%j (2.32)

A partir da equacéo (2.32) e das demais relacbes definidas anteriormente,

pode-se também definir os valores fundamentais da rotacdo ow dos momentos

on’

M, e M., e do esforco cortante equivalente V, como segue:

oW r

—(q,p)=—=Inr(r,n 2.33
S (ap)=7ohnr(ryny) (2:33)

M (q.p) = _4—171[(“ o)inr +(1-v) (s ny ) +v] (2.34)
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W @0) = 05 ) 239

sendo R = em placas com contornos externos retos.
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Capitulo 3

EQUACOES INTEGRAIS PARA FLEXAQO DE PLACAS

CONSIDERANDO-SE A NAO-LINEARIDADE GEOMETRICA

3.1 — Generalidades

Neste capitulo seréo apresentadas as equacdes integrais necessarias para o
estudo de flexdo de placas considerando-se a nao-linearidade geométrica.

As equacdes integrais para a flexao de placas serdo desenvolvidas tendo por
base a teoria classica de Kirchhoff descrita no capitulo 2 deste trabalho. A
modelagem da ndo-linearidade geométrica seré feita através do acoplamento dos
problemas de flexdo e de membrana considerando-se da teoria de deslocamentos
finitos de Von Karman.

Na seqiéncia sao apresentadas algumas hipéteses em gue se baseia a teoria
de Von Karman com posterior deducéo das principais equacdes integrais referentes

a formulacao proposta.
3.2 — Hipoteses bésicas

A teoria de pequenos deslocamentos em placas € escrita considerando-se
que os deslocamentos horizontais séo infinitesimais e, dessa forma, os resultados
fornecidos sédo validos literalmente apenas para deslocamentos muito pequenos.
Quando os deslocamentos transversais sdo da mesma ordem de magnitude da
espessura da placa os resultados fornecidos pela teoria mencionada tornam-se
totalmente imprecisos.

Uma bem conhecida teoria de deslocamentos finitos para placas € devido a

Von Karman. Em sua teoria as seguintes hipoteses sédo consideradas:

» a placa é considerada fina. A espessura t é muito pequena quando

comparada com as dimensdes da placa;
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» 0 deslocamento vertical w €& da mesma ordem de magnitude da
espessura da placa e, assim, pequeno quando comparado com as demais

dimensdes da placa,

> as rotagbes s&o pequenas, ou seja, |ow/dx,| <<1 e |ow/ox,| << 1;

> o0s deslocamentos horizontais u, e u, sao infinitesimais. Nas relacdes
deformagao-deslocamento apenas os termos néo lineares que dependem de ow/dx,

e ow/ox, séo considerados;

» todas as componentes de deformacdo sdo pequenas. Dessa forma a Lei
de Hooke é valida;

» as hipoéteses de Kirchhoff também séo validas.

Dadas as hipéteses consideradas, a teoria de Von Karman difere da teoria

linear apenas por considerar derivadas ow/dx, e ow/dx, nas relagdes entre

deformacéo e deslocamento.

Tendo em vista que o deslocamento vertical agora € considerado na mesma
ordem de magnitude da espessura da placa, a configuracdo deformada difere
consideravelmente da sua configuragéo original. Sendo assim tal configuracdo deve

ser considerada no desenvolvimento da formulagéo.

3.3 - Equacéao diferencial de placas considerando-se a nado-linearidade

geomeétrica

A equacao diferencial que rege o problema de nao-linearidade geométrica de
placas deve ser obtida através do equilibrio das forcas e dos momentos atuantes na
placa em sua configuracado deformada seguindo a descricdo Lagrangeana.

Considere-se um elemento infinitesimal pertencente a placa na referida
configuracdo, conforme ilustram as figuras 3.1 e 3.2. Em tais figuras séo ilustrados
os sentidos positivos das forcas e dos momentos atuantes no plano médio do

elemento.
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Figura 3.1 — Forcas atuantes sobre o plano médio de um elemento de placa na configuragéo

deformada.

Figura 3.2 — Momentos atuantes sobre o plano médio de um elemento de placa na configuragéo

deformada.

As rotacdes B, e B, representam o angulo entre os eixos coordenados com

as correspondentes tangentes da superficie média do elemento da placa no seu
canto tomado como referéncia. Tais angulos sdo pequenos de forma que seus
Senos e co-senos possam ser substituidos pelos seus préprios valores e pela

unidade, respectivamente.
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As intensidades das forcas, momentos e rotacdes variam ao longo do

elemento, sendo a notacédo N;; usada para denotar a variagdo N,; + (N, /dx,)-dx,,

estendida para as demais componentes de forgas e momentos; 0s termos que

representam a interacdo nado-linear entre as forcas cisalhantes transversais e as

rotacoes sdo consideradas despreziveis.

Sendo assim, observando-se as figuras 3.1 e 3.2 e desprezando-se 0s termos

de ordem superior, as relagdes de equilibrio entre os esfor¢cos solicitantes podem ser

obtidas como segue.

= Equilibrio das for¢as na direcdo de x;:

(aN“ dxl)dx2 + (%Nﬂ dledxl =0
X

0X, 5
ou
ON,, . Ny _ 0
oX,  0X,
= Equilibrio das forcas na direcéo de x,:
Moo dx, |dx, + My dx, [dx, =0
OXy 0%,
ou
oN,, N ONy, _ 0
0X, 0%

(3.1)

(3.2)

com as equacdes (3.1) e (3.2) podendo ser escritas na forma indicial como segue:

comi,j=212.

(3.3)



= Equilibrio das forcas na dire¢éo de Xxj:

ON 0
N, ,dx,B; — (Nll + axll dxljdx2 [Bl + a—ElXm] +

1 1

oN B
+N,,dx,3 —(N +—22dx jdx [[3 +—2dx J—
2272 22 8X2 2 1 2 8X2 2
0Q,

—Qudx, +| Q; +
Ql 2 [Ql 6x1

dxljdx2 -Q,dx, + (Qz + %dxzjdxl +
X

2

ON 0
+Np,dX,B, — (le + aledledx2 [Bz + %dle +

1 1

OoN
+NL.dx.B, —| N, + —2L
21 1B1 ( 21 aX

dxzjdx1 (Bl + %dsz +gdx,dx, =0
X

2 2

ou entao:

[Ny Ny g [ONgp Ny g OBy
o0X;,  0X, ! O0X, 0% 2 My 1

op op op, 0Q, 0Q
_sza_z_le_z_Nm Ly =2
X, 0Xy O0X, OX; 0OX,

=9

e, considerando-se as equagodes (3.1) e (3.2) e que N,, =N,,, tem-se:

Ny, B %_Nm(@ﬁz . aﬁlJ+an+aQ2 4

0%, OXy  OXy ) 0% OX,
ou na forma indicial:

NyB,;—Q—9=0

comi,j=212.

= Equilibrio de momentos em torno do eixo X, :

_(8{;\/52 dszdxl —[ag/llz dxl]dx2 +Q,dx,dx, =0
X

X2 1

33

(3.4)
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ou
Q, = Mz, Mz 35)
0X, X,
= Equilibrio de momentos em torno do eixo X, :
oM oM
[ axil dledx2 +[ ale dszdx1 —Qdx,dx, =0
ou
Q-2 Ta 36)
o0X;  0X,

com as equacdes (3.5) e (3.6) podendo ser escritas na forma indicial como segue:
M, -Q, =0 3.7)

Introduzindo-se as equacbes (3.5) e (3.6) em (3.4) e considerando-se que

M,, =M,,, tem-se:

My, , My, My, OBy

X2 oxiox:  oxs X, 39
(e ) e
OX;  OX, OX,

Considerando-se que B; =-ow/dx; a equagdo (3.8) pode ser escrita em

termos indiciais como segue:

M.

iij +Njw; +9=0 (3.9)

comi,j=12.
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E ainda, considerando-se as relacbes entre os momentos fletores e o
deslocamento, dadas pela equacao (2.20), tem-se a equacao diferencial de placas

considerando-se o efeito da ndo-linearidade geométrica:

+ + =— + 2N
ox;  oxfoxs ox, D

_ PR + _
2 12 2. 2
OX OX10X 0X5

o*w o'w  o'w 1( \ %W 02w az\/v]
11

1

sendo, similarmente a equacao diferencial apresentada no capitulo 2 deste trabalho,

dada pela sua forma simplificada:

DV*w =g +Nyw, (3.10)

comi,j=12.
3.4 — Equacionamento bésico

O problema de flexdo de placas considerando-se os efeitos da néo-
linearidade geométrica, como se pode constatar pela equacédo diferencial deduzida
no item anterior deste trabalho, é constituido basicamente pela “soma” de dois
problemas conhecidos: o problema de flexdo simples em placas e o problema
elastico plano.

Assim, considerando-se um ponto genérico pertencente ao dominio da placa,
as deformacdes e as tensdes totais atuantes no ponto em questdo podem ser
expressas como uma soma das parcelas referentes aos problemas de placas e de

chapas como segue:

g =& +¢g (3.11)

— &P c

onde sﬁ’ e ci'j’ representam as parcelas de deformacéo e de tenséo do problema de

flexdo simples em placas e dadas pelas equacdes (2.18) e (2.19), respectivamente;
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aﬁ e cﬁ representam as deformacdes e tensdes referentes ao problema elastico

plano e expressas, respectivamente, pelas equacdes (2.3) e (2.6).

Para a deducdo das equacfes integrais necessarias para a resolugdo do
problema néo-linear geométrico de flexdo de placas optou-se por utilizar o teorema
da reciprocidade de Betti.

Considere-se entdo uma placa isotropica qualquer de dominio finito Q e
contorno I' submetida a um carregamento g distribuido em uma area de dominio

Qg , conforme ilustra a figura 3.3.

Q -Z\\._ -

Figura 3.3 — Placa de dominio finito submetida a um carregamento distribuido.

Admitindo-se ainda que a placa esteja inserida em uma placa de dominio

infinito Q_ e contorno ' e que a placa finita € submetida a dois carregamentos nao

simultaneos g e g, aos quais estdo associados as superficies elasticas w e w', os

estados de tensao total c; e c}} e seus respectivos estados de deformagao ¢; e s” ,
pode-se escrever o Teorema de Betti como segue:
j ey dV = j o€ dV (3.12)
\% \%

com j,k=12.

Trabalhando-se apenas com o lado direito da equacao (3.12) e tendo em vista
a discussao a respeito da soma dos problemas elastico plano e de flexdo de placas
pode-se escrever:

[ onciav = [ (chooh) (s v
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J‘ijs?de:J‘J‘ Jkalj(kc)dx3d§2+.[J‘ oheeidx,dQ +
\% Q
+LI o5& Vdx,dQ + j I ohedx,dQ
X3

com i,j,k=12e sendo cf e of, as tensdes referentes aos problemas elastico

(3.13)

plano e de flexdo de placas, respectivamente; e gi e & as solugdes

fundamentais dos problemas de chapas e de flexao de placas, respectivamente.

Substituindo-se as equacdes (2.18) e (2.19) em (3.13) obtém-se:

[owar-[ f s [ =
t

2 Exg .
I j ”k —XgW, dx3dQ+J‘ J‘ t {— 2 |:UW'”8J-k +(1-v)w ]}[—Xsw,ijdxe,dQ
2

UW”81k+(1 V)W J} 1 dx,dQ +

Efetuando-se a integracdo ao longo da espessura da placa obtém-se:
j ou&xdV = j Njee i dQ + j -M;w,; dQ (3.14)
\% Q Q

O mesmo procedimento deve ser realizado com a parcela referente ao lado
esquerdo da equacédo (3.12). Assim, considerando-se o problema como uma soma
do problema de flexdo de placas e do problema elastico plano tem-se:

J. &y dV = . ( ”(kc)+c5"((p))(8?k +8‘j:k)dV =
v v

= j o0 eS dx,d Q) + II o Ve dx,dQ + (3.15)

JQ
+ J |1&°>pdx3dg+jj o Peb dx,dQ
JQ

com i,j,k =12 e sendo afk e a'}’k as deformacdes referentes aos problemas elastico

lano e de flexdo de placas, respectivamente; e o9 e &P as solucdes
ijk jk

fundamentais dos problemas de chapas e de flexao de placas, respectivamente.
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Novamente, substituindo-se as equacdes (2.18) e (2.19) em (3.15) obtém-se:

J.V ijagkdv = .[QJ. t uE(C) (C)dxadQ+J. j. {

t
"2( Ex ' "
I '[ IJE(C) X3W dXBdQ+I '[ . {—l 52 |:UW,|| 8]k +(1— U)W’jk :|}|:—X3W,jk]dX3dQ
ad_t —
2

UW a0 85 + (1= v)w J} g dx,dQ +

Apoés se efetuar a integracdo na espessura da placa pode-se escrever:

J. G}ksjkdv :J. IJks(Jﬁ)dQ+J. —M;kw,jk dQ (3.16)
\% Q Q

Por fim, juntando-se as equacdes (3.14) e (3.16) tem-se o teorema de Betti
integrado na espessura da placa para o problema de flexdo de placas considerando-

se a ndo-linearidade geométrica:

Q Q Q Q

comi,j,k=12.

A partir da equacdo (3.17) pode-se trabalhar com os dois problemas
independentes e de forma acoplada dando origem as equacdes (3.18) e (3.19). Na
sequéncia do trabalho serdo deduzidas as equacdes integrais para cada problema
distinto e, no capitulo 6 serd apresentado o procedimento para a resolucdo do

problema em questao.
Q Q

Q Q
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3.5 - Equagdes integrais para o problema de flex&o de placas

3.5.1 — Equacéo integral de deslocamento para pontos no dominio da
placa

Conforme apresentado no item 3.4 deste trabalho, o teorema de Betti escrito
em termos de momento e curvatura para o problema de flexdo de placas pode ser

escrito como segue:
Q Q

comi,j=12.

Denotando-se por P e S o primeiro e o segundo membro da equacgao (3.20),
respectivamente, e, com o0 objetivo de transformar as integrais de dominio em
integrais de contorno, pode-se aplicar o teorema da divergéncia ou integrar por

partes a equacdo (3.20) em relagdo a coordenada X; como segue:
r Q

onde n; sao os co-senos diretores do versor normal ao contorno da placa.

Integrando-se novamente por partes a integral de dominio restante na
equacéao (3.21), obtém-se:

szj Muwjnjdr—J‘ M"—’jw*nid§2+-“ M; ;W dQ (3.22)
r r Q

Considerando-se as equacoes (3.7), (2.30) e (3.9), obtém-se:

r r

(3.23)
_j N,w,; w'dQ —I gw dQ
Q Q
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A derivada de w" em relacéo & coordenada X; € dada por:

. oW ow on ow” os
W, = = +

T ox. on ox,  0s ox.
ou
W, _ow n +—8W s, (3.24)
: on 0s

sendo n, e s; 0s co-senos diretores do versor normal e tangente ao contorno,

respectivamente.

Substituindo-se (3.24) na equagao (3.23), tem-se:

S :j Mijninj%+ Mijsin'% dr -
r on oS

(3.25)
_I an*dQ—j Nijw,ijw*dQ—J‘ gw dQ
r Q Q

e, tendo-se em vista a relacdo de mudanca de coordenadas dada pelas equacdes
(2.30), tem-se:

*

S:J‘(Mnaw v W —an*]~d1“—
r

on " 0s
_j Nijw,ijw*dQ—j gw dQ
Q Q

Integrando-se agora por partes o membro da equacao (3.26) que contém o

(3.26)

momento volvente M_. , obtém-se:

ns?

J- Mnsﬂdrz[mnsw*]rz —J Mrs wdr (3.27)
r 0s o Jr 0s
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Para contornos fechados cuja representacdo paramétrica e a respectiva
derivada sejam continuas, a primeira parcela do segundo membro de (3.27) se
anula. Ja quando existem angulosidades ou cantos no contorno, tal parcela ndo se
anula, dando origem as chamadas reacfes de canto.

Sendo assim, pode-se reescrever a equacao (3.27) da seguinte forma:

* NC
j Mns%drrZRciw;— f Mo ' dr (3.28)
- s — r 0s

sendo N, o numero total de cantos no contorno e w, o valor do deslocamento

fundamental w* no canto i.

As reacbes de canto R; podem ser escritas em fungdo dos momentos
volventes anterior e posterior ao canto da placa, ou seja:

Rci =M, _Mr:si

nsi

sendo M., e M

nsi i

0S momentos volventes posterior e anterior ao canto i da placa,

respectivamente (figura 3.4).

Figura 3.4 — Momentos volventes em um canto i da placa.
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Substituindo-se (3.28) em (3.26), tem-se:

N
* M * ¥ < *
S=J [an +865"Sw —Mnag"’—n}-anRdwd
r =)

+J‘ N,w,; w'dQ +I gw dQ
Q Q

(3.29)

Por fim, considerando-se a definicdo de forga cortante equivalente, dada pela

equacdo (2.31) e considerando-se que o0 carregamento g esta distribuido no

dominio Qg , obtém-se:

* NC

szj v —m, W dF+ZRdW; N
r an Y
i=

+J N,w,; w'dQ +j gw dQ,
Q Q

g

(3.30)

Desenvolvendo-se o primeiro membro da equacéao (3.20) de forma analoga:

NC

P :j (V,:W—M; @JanR;wd +
r on

i=1 (3.31)
+I g'wdQ
Q

Substituindo-se as equacdes (3.31) e (3.30) em (3.20), tem-se:

* NC
j Vw —M, %jdr+zRCiW;i + Nijw,ijw*dQ+j gw*ng =
Tr on " o Q
i=1
N

Q g

c ]

- (Vn*w -M Z‘N—anr T ZR;WCi +| g'wdo

JTI JQ

(3.32)
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Admite-se que o carregamento g seja uma carga concentrada unitaria, cuja
representacdo mateméatica € a funcdo delta de Dirac, aplicada em um ponto (
qualquer do dominio da placa.

Dessa forma, os deslocamentos e os esforcos fundamentais, associados a
este carregamento em um ponto qualquer do dominio da placa, sdo apenas funcdes

do ponto de aplicacdo da carga q e do ponto de deslocamento p do dominio. Caso

este Ultimo esteja no contorno da placa, é representado por P e suas variaveis
serdo, posteriormente, conhecidas.
Em contrapartida, os deslocamentos e esforcos provenientes do

carregamento real g sao fungdes apenas do ponto p, uma vez que a posicao deste
carregamento é fixa.

Sendo assim, substituindo o carregamento g° na equacdo (3.32) pela fungéo
8(q,p), e representando cada variavel em funcdo dos dois pontos, q e p, para

valores fundamentais, e de um ponto apenas em caso contrario, obtém-se:

I 6(q,p)w(p)dQ+J.

(v,:(q,p)w(p)_m,:(q,p)av:(p)jdn
iy

an(q’P)J'dH

D ritaPm )= [ [ o (@), )

+ZRci (P, (q,p)+LN” (P)wy (p)w*(q,p).dmL o (p)w' (a.p)de,

(]

(3.33)
Aplicando-se em (3.33) as propriedades da funcao delta de Dirac, obtém-se:

ow

W(q)+L(Vr:(q,P)W(P)—M;(q,P)an(P)de“Jr

R (ap e ()= [ [V @e) -, )

i=1

*

ow_
on

(q,P)JdFJr

+ZR‘“ (P)wg (q,P)+LNu (P)wy (p)w*(qP)dmL g(p)w’(q,p)dQy

(3.34)
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A equacdo (3.34) é a equacdo integral de placas finas para deslocamentos de
pontos no dominio da placa fletida considerando-se a nado-linearidade geométrica.
Esta equacdo fornece o deslocamento w de um ponto qualquer do dominio em
funcdo das variadveis de contorno e de dominio. Esta equag¢do em conjunto com as
equacodes integrais do problema elastico fornecera a solucédo do problema proposto

conforme sera mais bem discutido no decorrer deste trabalho.

3.5.2 — Equacdao integral de deslocamento para pontos no contorno da

placa

No item 3.5.1 deste trabalho foi desenvolvida a equacdo integral de
deslocamento para pontos pertencentes ao dominio de placas fletidas considerando-
se a nao-linearidade geométrica. No entanto, o desenvolvimento da equacao para
pontos pertencentes ao contorno da placa também é de particular interesse para a
posterior aplicagdo do MEC. Vale ressaltar que, em termos de notacdo, sera
utilizado a letra Q para denotar pontos de colocacao situados no contorno da placa.

Stern (1979) considerou para o canto genérico i um acréscimo no dominio de

contorno circular de raio &, com centro coincidente com o vértice deste canto,

conforme ilustra a figura 3.5.

Figura 3.5 — Contorno circular acrescido a um ponto Q de um canto da placa.

Desta forma, coincidindo o ponto de aplicacdo da carga Q com o vértice do

canto i e retirando-se a parcela T', a equacéo (3.34) é satisfeita, pois Q pertence
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ao novo dominio da placa. O dominio modificado gera os cantos .~ e A" e sua
integral para o ponto Q, a partir de (3.34), fica:

W(Q)+IF_F[V;(Q,p)W(p)_M;(Q,p)aw(p)jd(r_r)+

JF(V;(Q,P)W( )-M (QP jdr +ZR 4P, (
: (QP)wg (P)+R. . (QP)wg (P)=
_L (n P)w (Q, )_Mn(P)a;vr]*(Q,P)jd(F_r)+

%, (@
[newer
v ey )2 @) for

+
+

J

N,

+ZRCi (P)wg (Q.P)+R_- (P)wg (Q.P)+R_, (P)wg (Q.P)+

i=1

+J.Q+Q Nu‘(p)W'ij(p)W*(q.P)d(Q+Q§)+L g(p)w’ (Q.p)dQ

9

onde I', e Q. representam a porcdo adicionada ao contorno e ao dominio,

respectivamente.
Para que Q represente um ponto de contorno € necessario fazer com que o

raio & tenda a zero. Assim, W(Q) sera calculado no limite, ou seja:

W(Q)+m£_r[v; (Q,P)W(P)—M;(Q,P)?:(P)jd(l‘—l‘)+
(P)jdré+

ow

[ (veewe)-uen

N1

+Z o (a.P)wy (P )+Iim(R;L,(Q,P)Wci(P)+R;K+(Q,P)wci(P)):

—lmj‘ F[ QP)-M, (P)M(Q,P)jd(r—r)+

+£‘L‘3 ( w (Q,P)-M, (P ) QPJdF +ZR wg (Q,P)+
cim(R,,_ (P (QP)+R,,. (P (QP))+

+IémL+Q w (g, P)d(Q+Q&)+IQ g(p)w’(Q,p)dQ

(3.35)
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Os limites das integrais sobre o contorno (I'-T) e sobre o dominio (Q+Q§)

na equacgao anterior resultam no valor principal das mesmas, ou seja:

-0

im [ (v @Pw(p)-; (@RI (P) Jd(r-T) -
r-r (3.36)

(3.37)

E—0

Iimj N; (P)w,; (P)W (a,P)d (Q+Q; )=
Q+Q, (3.38)

- [ Ny (o, (o (@P)a0

As parcelas referentes as reacdes de canto resultam:

ZR;" (a.P)wec (P)+ ém(R:x (Q.P)wg (P)+
- N, (3.39)
+R,. (Q.P)w (P)) = ZR;‘ (a.P)wy (P)

k=1

N, -1
R (Pwic (@) < Im (R, (P Wi ()
- (3.40)

NC

+R_ . (P)wg (Q,P)) = ZRCK (P)wg (Q.P)

k=1
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A parcela referente a integral sobre o trecho I'., envolvendo W(P) e

ow (P)/on, pode ser reescrita como:

| o @pe)w@] - @p) 31e)- @ far. -

(3.41)

Utilizando-se a condicédo de Holder (Jaswon & Symm, 1977), dada por:

w(P)-w(Q) <cyral
ow p ow (Q)

el _zn ay(P.Q)
8n( ) on <Gt

onde C, e C, sdo constantes e O<a,; <1, com i =12, a primeira integral de (3.41)
se anula. E, ainda, como w(Q) e ow(Q)/an séo valores do dominio e n&o variam,

portanto, ao longo de I',, a equacao (3.41) pode ser escrita como:

im [ (V7 @Pw(P)-M; (@P)24(P) . -

£—-0 r

<

ow

w(Q)-lim L V, (Q.P)dr, —%(Q) IimI | M, (Q,P)dr,

£—>0 £—>0 r

3 3

(3.42)

Substituindo-se em (3.42) as solugbes fundamentais (2.36) e (2.34) e

considerando-se que, neste caso, (r, n,)=1, (r,s,)=0 e r =R =&, obtém-se:

iig(\)j‘ré(v,:(Q,P)w(P)—M;(Q,P)g\:(P)jdra -

. 1 ow . 1
W(Q)élirg)".r ol +an(Q)I§|Lr(1)J.r L l(avopne ciar,
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Sendo dI';, =&-d¢, tem-se:

ow

Iimj é(Vn* (Q.P)w(P)-M, (QP)an(P))dré =

£—0 r

N ow o [P 1
W(Q)IlmJ. —gd¢+an(Q)||mI 4—n[(1+u)ln§+1]§d¢

e-0), 2nt, €0 ),
onde B, é o angulo interno da placa, conforme ilustra a figura 3.5.

Resolvendo-se, entdo, as integrais anteriores, obtém-se:

Iimj (v; (Q.P)w(P)-M, (Q,P)(P))dré ) (3.43)

£-0 . 27

As demais integrais sobre I'. na equacao (3.35) conduzem a valores nulos.

Assim, substituindo-se as equacdes (3.43), (3.42), (3.41), (3.40), (3.39), (3.38),

(3.37) e (3.36) em (3.35) tem-se a equacgdao integral para um ponto do contorno:

clm(@- |

r

(Vi (@Pw(P)-M; (@) 24 (@) ar +

Y R @ (7) = [ [V (@), (P) 2 (@)

C

D Ru(Pwic(@P)+ [ Ny (o (o) (@P)de+ [ g(ppw (@p)a,

k=1 ]

(3.44)

onde
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Para o caso do ponto q néo pertencer ao dominio, a integral que contem o

carregamento g na equacao (3.32), é dada por:
[ s@pw(pan-wia-o
Q

pois g nao pertence ao dominio.
Sendo assim, pode-se concluir que:

1 > QeQ

C(Q)={f= - Qer
0 - Qg(Qur)

Para o caso particular em que o ponto Q do contorno pertence a um trecho
“reto”, isto &, B, = n, tem-se:

3.5.3 — Equacéo integral de rotacdo para pontos no dominio da placa

Tendo em vista a equacdo de deslocamento para pontos internos ao dominio
obtidos no item 3.5.1 e considerando-se que a rotacdo é dada pela derivada primeira
do deslocamento, a equacéo integral de rotacdo para pontos no dominio pode ser
escrita como segue:

av;)giq) +J‘F{aaixf(q’P)W(P) ) aal\)/(li; (q,P)aaW_n(P)}dr+

*

+i%(qf’)wck(P)—L{Vn(P)?N—Xi(qP)—

NC

W, 0) 2| 2 ) far Y R ) 2 (0

k=1 :

+IQNk| (P)Wy (p)%(q, p)dQ+ _Lg 9 (p)%(q, p)dQ

(3.45)
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sendo as derivadas primeiras das solu¢des fundamentais dadas por:

aT{a_n(q’ p)} = ‘47%[)[“ (Facni ) +nyInr |

ax? (a.p)= 4;2 {2(1— V)(ry Sy )2 (45, (PN ) =1y ]+

+4(1— U)(r,k Sk)(r,m nm)Si +(3—U)[ni —2r, (rknk )]}
T @9) = (0 28] ) (1) =0
%(q, p)= (t;;){(r,k s )(ran )}

com i,k,1=12.

3.5.4 — Equacéo integral de curvatura para pontos no dominio da placa

Considerando-se que a curvatura em um ponto qualquer da placa é dada é
dada pela derivada segunda do deslocamento em relagdo as coordenadas x; e X,

tem-se:

82w(q)+.|‘{62\/n* Plw M’ 0\ W

OX-OX. axiﬁxj( ’ ) (P)_axiaxj (q' )E(P)}dr—i—

o <P>=L{vn<m;%g;.<m—

k=1

02 i
-M P dr R q,P
(P )axax {an (a }} +Z axax )+

+JQNK'(D)W’k|(p)5626 (a, p)dQ+J g(p) all (a,P)dQy

o, OX;0X;

(3.46)
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sendo as derivadas segundas das solucdes fundamentais expressas na sequéncia.

o°w” 1
q,p)= ryr, +6.Inr
axiéxj( ) (' o )

4D

o> |ow 1
axéx{ (qp)} ~apr (2= )y —rn ]

oV, B
OX;0X, (ap)= Anr®

+8; (T nk)ﬂ+2(1— L)(ry sk)[z(nisj +n-si)—8(r,k nk)(r,i S+
r8) |+ 4(1-0)(rune)(sis;) + (3-0)[ 28 (rc ) -
—8r,; 1, (ryn )+2(r n. +rJnl)}}

{2(1—0)(rksk )2 [24r,i F (P nk)—4[r,i N+, N +

aé;:l\;jj (q’p):_4nlr2 {(1+ 0)(8; —2r; )+ 2(1-v)[mn; =2, ny (ry N ) -
—(8ij —4r, T, )(r,k n, )2 =2, Ny (ryng )}}
2)2('\2; (a.p)= (i;rl;){z[(r’k si)(ran +rg )+ (ren)(ris; +rs))

+(F g ) (Mo )(8 —4r,r, )]—(nisj +n;s, )}
com i, j,kl=12.
3.6 — Equacgdes integrais para o problema elastico bidimensional
3.6.1 — Equacéo integral de deslocamento para pontos no dominio

As forcas normais N; no problema nao-linear geométrico de placas nao

dependem somente das forcas externas aplicadas no plano (xl,xz) mas também

das deformacbes do plano médio da placa devido a flexdo. Dessa forma,
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considerando-se que um carregamento externo atue perpendicularmente a placa e

ainda que ndo existam forcas externas atuantes no plano (xl,xz), tais forcas

normais podem ser obtidas considerando-se uma deformacdo na superficie média
da placa durante a flexdo. Devido a ndo-linearidade do problema, as componentes
de deformacdes representadas em (2.3) devem ser acrescidas de termos que
representam a ndo-linearidade do problema e séo expressas por:

1
gj :E(ui,j +tUj +W1iW1j) (3.47)

Sendo assim, de forma analoga a efetuada para o problema de flexdo de placas, e a
partir do teorema da reciprocidade de Betti integrado na espessura da chapa
apresentado no item 3.4 deste trabalho pode-se escrever:

J‘NﬁdskldQ:J. N, &1 dQ (3.48)
Q

Q

comi,jk=12.

Tendo em vista que as solu¢des fundamentais a serem utilizadas serdo as
solugbes para o problema linear de chapas descritas no item 2.2.7 deste trabalho e
substituindo-se (3.47) em (3.48) obtém-se:

* 1 *
j Nikl_(uk,l Uk +W’kW’|)dQ:J. Ny &iqd Q2
o 2 Q

e ainda

« 1 « 1 1/ . "
J.QNikl 'E'(uk,l +u|,k)dQ+J-QNikl E(W’kwil)dQ:J- Ny E(uik,l +ui|,k)dQ

Q

que apoés algumas manipulac6es matematicas assume a forma:

Q Q

Q
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Integrando-se a equacao (3.49) por partes obtém-se:

J NiT(IuknldF_I Ni*kl,lude:
r

© . (3.50)
I Nklu;(nldr_j Nkl,lui*de_EJ- N;;(IW'kW’IdQ
r o) Q

Substituindo-se as equacdes de equilibrio (2.1) e (2.2) em (3.50) obtém-se:

j piT(der _I NiT(I,Iude =
r Q

jpku;dr+I bkui*de—lj No W, W, dQ
T Q 2 Q

Considerando-se ainda o problema fundamental e as propriedades dos deltas
de Kronecker e Dirac tem-se, por fim, a equacado integral de deslocamento para

pontos no dominio da chapa:

(@)= [ v (@P)py (P)ar- | pi (@), (Pars

(3.51)
o] (@B (P)aa=3 [ Ny (@.pws (o), ()

3.6.2 — Equacéo integral de deslocamento para pontos no contorno

Um procedimento analogo ao efetuado no problema de flexdo de placas deve
ser realizado para a determinacao da equacéo integral de deslocamento para pontos
no contorno da chapa. Sendo assim, considere-se para um ponto P situado sobre o

contorno da chapa um acréscimo no dominio de contorno circular de raio § com

centro coincidente com este ponto conforme ilustra a figura 3.5.

Coincidindo-se o ponto de aplicacdo da carga Q com o ponto P e retirando-

se a parcela T' a equacdo (3.51) é satisfeita, pois o ponto Q pertence ao novo
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dominio estabelecido. Assim, a equacdao integral para o ponto Q a partir de (3.51)
pode ser escrita como:

u(Q)=] ux(aP)p(P +I Uy (4.P)p (P)dr, -
JI-T
- p|k (q P)Uk j plk a, P Uk rg
JI-T
[ 1
+ Ui (q P)by (P (QJFQg) ZI Nig (q p)w, (p)Wu(p)d(QJFQg)
o Q-¢-Qé Q+Qé

Para que Q represente um ponto de contorno é necessario fazer com que o

raio & tenda a zero. Assim, u (Q) sera calculado no limite, ou seja:

w(@=im| u (q,P)pk(P)d(F—l_“)+IimJ‘F i (.P)p, (P)dr, -

JI-T 50
od

_ém. Py (a.P)u, (P)d (F—l_“)—(!’igg)—“ Py (a.P)u, (P)drI,

Ty

+lim | vy (a.P)by (P)d(Q+0;)-

(3.52)

Os limites das integrais sobre o contorno (F—I_“) e sobre o dominio (Q+Q )

na equacao anterior resultam no valor principal das mesmas, ou seja:

mj'r_ru;; (q,P)pk(P)d(F—f):J. i (.P)py (P)dr (3.53)

r

A‘EALF o (q,P)uk(P)d(F—f)=£iLr(1)J‘r o, (0,P)u, (P)dr (3.54)
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éin%j u;(q,P)bk(P)d(Q+Q§):j us (a,P) by (P)dQ2 (3.55)
~dar,

Q

gﬁ‘]’%J‘mQ@ Nix (@, P)Wy (p)w, (p)d (Q + Qé) = %j Nig (. P)w (P)w, (p)dQ

Q

(3.56)

A parcela referente a integral sobre o trecho I',, envolvendo p; (P) se anula,

ou seja:

Iimj- U (,P)pe (P)dr, =0 (3.57)
T

£—0

Ja a parcela envolvendo u; (P) sobre o trecho I, pode ser reescrita como:

Iimj
£—0 r

o (AP, (P)ar, = im | i (P, (P)-u (Q)]dr, +

g

+IimJ‘ pi*k(q,P)uk(Q)dQ
E—0 r

g

Novamente utilizando-se da condicdo de Holder (Jaswon & Symm, 1977) o

primeiro termo do lado direito da equacéo se anula. Assim, pode-se escrever:

£€—0 £—0

Iimj i (0.P)uy (P)dT, = lim uk(Q)I o (P, (3.58)
Te Te

Substituindo-se a solucdo fundamental do problema elastico (2.14) em (3.58)

e efetuando-se a integracéo considerando-se um contorno suave, obtém-se:

IimJ‘ P (a.P)u, (P)drI, :—%Sikuk (Q) (3.59)
T

£€—0
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Assim, substituindo-se (3.59), (3.58), (3.57), (3.56), (3.55), (3.54) e (3.53) em
(3.52) é possivel escrever uma expressao geral para a equacao de deslocamento
para o problema elastico como segue:

Ci (Q)uy (Q)=j

r

U (QP) P, (P)dr - j P (Q.P)uy (P)dr+
. (3.60)
] e (@P)B(PIAR-| Niy (@ P (P (p)oe

com

1 > QeQ

Cy (Q) = %ak & QerT

0 — Qeg(Qur)

sendo vélido para o caso particular de contornos suaves (retos) utilizado neste
trabalho.

3.6.3 — Equacao integral de esforco normal para pontos no dominio

A equacéo integral de esforco normal para pontos internos ao dominio pode
ser determinada a partir da relacdo constitutiva (2.6) apresentada no capitulo 2 deste
trabalho.

Uma vez que a relacdo deformacado-deslocamento envolve o calculo das
derivadas do deslocamento e tendo em vista a equagéao integral de deslocamento
para pontos internos (3.51), pode-se escrever:

ou () _ [ aui _ [ orx
. _L S (P (P)ar J‘F De(@P ) (P)ar .
10 |

i L%(qﬁ)bj (P)dQ_EELN&' (A, p)W.i (P)W, (p)dQ

A derivada das solu¢des fundamentais presentes na equacéo (3.61) podem

ser feitas da maneira usual com excecdo da parcela referente a consideragdo do
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efeito ndo-linear geométrico. Atencdo particular deve ser dada neste caso, pois a

solugéo fundamental N, possui singularidades do tipo %

Assim, com o objetivo de se obter a derivada da integral referente ao efeito da
nao-linearidade geométrica, um procedimento utilizado por Venturini (1983), Chueiri
(1994), Fernandes (1998), dentre outros trabalhos, sera apresentado na sequéncia.

E possivel demonstrar que ha a possibilidade de diferenciacdo do ntcleo
desta integral. Dessa forma a integral referida pode ser diferenciada aplicando-se a
regra de Leibnitz para diferenciagdo de integrais como segue:

*

ai LNJ« (a.p)wy (P)w. (p)dQ2= j Ny

a 9%

(a.p)wy (P)w, (p)dQ-

2n

—W,y (p)W’l (p)J‘ Nig (a p)r’j do

0

(3.62)
sendo N, =rN;, .

A primeira integral presente em (3.62) deve ser interpretada no sentido do
valor principal de Cauchy. J& a segunda pode ser facilmente obtida como segue:

27 2n
I Niy (q,p)rjdcb:L {—47[(11_0')[2“ [Ty +(1=20") (8 +8; T —B T ):'}rJ dd

0

27
L Nig (0, p)rdd = —8(1:),)[(3—40')(8ik8jI +8,8 )~ (1~ 40')5”6“] (3.63)

Assim, substituindo-se a equacéo (3.63) em (3.62) obtém-se:

*

ai;jj‘QNde (q' IO)W,k (D)W,| (p)dQ = J‘QZN—XZ'."(q, p)w,k (p)w,I (p)dQ—

8- [2(3-4v)w, (a)w,; (q) - (1-40") 8w, (q)wy (a)]

(3.64)
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Substituindo-se (3.64) em (3.61) e levando-se em consideracao as relacdes
(2.3) e (2.6) chega-se a a equacdo de esforco normal para pontos internos ao

dominio:

N, (q)zjrogk (q,P)pk(P)dF—J‘FSEk (q,P)uk(P)dF+I D;, (.P )by (P)d<2 -

Q

sendo:

1

-~ m-{(l— 20').[6“({]- +0; 6 —§; r’k]+ 2ryir’jr’k}

Di;k (a.P)

. G or . .
Sik (a.P) :m{Z%[(l— 2v )Sijr’k v (8ikr|j +8r; )—4r’ir’jr’k]+

+20'(ni rir +n;r; r|k)+(1—20‘)(2nkr’i r+n8 + niéjk)—(1—4o') nk6ij}

m[sn [rr +(1-40")8;8 —(1-20")(25;r, 1, +

Tij (q’ p) ==

com i, j,kl=12.
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Capitulo 4

EQUACOES INTEGRAIS PARA A ANALISE NAO-LINEAR
GEOMETRICA DE PLACAS SUJEITAS A PRESENCA

DE CAMPOS DE ESFORCOS INICIAIS

4.1- Generalidades

Neste capitulo o equacionamento desenvolvido para a analise néo-linear
geométrica de placas é estendido de modo a considerar a presenca de momentos e
forcas normais provenientes de um campo de deformacdes iniciais assumido.

A formulacdo apresentada, além de permitir o estudo de problemas com
acOes devidas ao efeito de temperatura e retracdo, por exemplo, é essencial para a
resolucdo de problemas de placas onde o material que a constitui apresenta
comportamento ndo-linear.

Como serd visto na sequéncia do trabalho, o sistema nao-linear de equacdes
proveniente da analise proposta sera resolvido através de um procedimento
incremental-iterativo a partir de solugdes elasticas sucessivas, onde as tensdes
excedentes devido a plastificacdo do material serdo introduzidas ao sistema através

de um campo de forcas normais e momentos iniciais.
4.2 — Equacionamento basico

Conforme discutido anteriormente, no problema aqui proposto ha a

necessidade de se considerar a presenca de um campo de deformacgao inicial
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adicionada a parcela proveniente da aplicacdo do carregamento. Dessa forma, o

tensor de deformacdes pode ser escrito como:

g =& + gi? (4.1)

com i,j =12 e sendo ¢, o campo de deformacao total composta pela componente

elastica ¢ devida ao carregamento e pela parcela gi? referente ao campo de

deformacdes iniciais.

Uma vez definido o tensor de deformacdes e considerando-se a lei de Hooke
apresentada no capitulo 2 deste trabalho, o tensor de tensdes pode ser escrito
como:

0
O'iT =0, + 0y (4.2
comi,j=12.
Neste caso a parcela o} esta associada a deformacéo total ¢; e as parcelas

o, e o) associadas as parcelas elastica & inicial &/, respectivamente.

I
E possivel ainda se expressar os tensores de momento e forca normal inicial
Ccomo segue:

Mg =M, +M? (4.3)
NS =N, +N° (4.4)

com i,j =12 e sendo as componentes M7 e N; associadas a ¢;; M, e N, a & e

M; e N; a parcela inicial & .
4.3 — Equac®es integrais para o problema de flexdo de placa

4.3.1 — Equacdes integrais de deslocamento

As equacdes integrais de deslocamento para pontos no contorno e no
dominio da placa podem ser obtidas a partir do teorema da reciprocidade de Betti,

Y

de maneira semelhante a realizada no item 3.5 deste trabalho. Desta forma,
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considerando-se novamente uma placa de dominio infinito submetida a dois
carregamentos simultaneos g e g’, o teorema de Betti em termos de momento e

curvatura pode ser escrito como segue:

J. M W, dQ = -‘- M; W,IJ dQ
Q Q

comi,j=212.
Considerando-se que a parcela M{ do momento pode ser escrita como uma

somatoria das parcelas M; e M? , pode-se escrever:

ij?

jMw,,JdQ j(M + M Jw,; dQ
Q Q

Ou ent&o:
J- M W, dQ = J. M, W,IJ dQ+J. M, w,IJ dQ (4.5)
Q Q Q

Com excecdo da integral que possui o campo de momentos iniciais em seu
integrando, o desenvolvimento através de integracfes por partes, semelhantemente
ao efetuado no item 3.5 deste trabalho, conduz a equacdo de deslocamentos para
pontos internos ao dominio da placa, sendo dada por:

w(q)+jr(v;(q,p)w(p) (@) )dF+ZR (0P )Wy (P) =

[ [ @e) w22 quanR Wi (@)
+L a(p)w' (a.p)de, +J'QN”(p)w,ij(p)w*(q,P)dQ—LMiﬁ’(p) 5 (4,P)dO

(4.6)

comi,j=212.
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Efetuando-se procedimento analogo ao item 3.5.2 deste trabalho € possivel
obter-se a equacao de deslocamentos para pontos no contorno da placa, sendo esta
dada pela equacéao (4.7).

cl@w@-

r

=Ir[vn(P)w*(Q,P)—M (P ) Q P ]dF+ZR W (Q.P)+

+_[ G(D)W*(Q,p)dﬁwj Nu(p)w,i,-(p)w*(Q.P)dQ—J. M? (p)w,; (Q.P)dQ

9

Vi (@Pu(P)-w; (@P) 2 ]dﬁZR (QP)wec(P)-

(4.7)
onde i,j=12 e

C(Q)ZZ—7T

sendo g, o angulo interno do canto da placa no ponto Q.

4.3.2 — Equacdo integral de rotacdo para pontos no dominio da placa

Uma vez obtida a equacao integral de deslocamento para pontos internos ao
dominio da placa, a determina¢cdo da equacéo integral de rotacdo se faz de maneira
simples, apenas derivando-se a equacdo de deslocamentos. Dessa forma,
derivando-se a equagéo (4.7) em relagéo a coordenada X, obtém-se:

w0, [ (2% g puie) -2 (q,p@““—n(m}dnza%;wq PJwe (P)-

:Ir{vn(P)%WT:(q,P)—M (P )aa {a (9,P }}dHZR Ck (9,P)+

Ny (p)W1kI (p)aw (q p)dQ——j k| ,Ll (q,p)dQ

(4.8)

com i, j,kl=12.
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Observando-se a expressdo da solucdo fundamental w,, (q,P) verifica-se que

a derivada em relagédo a coordenada x;, pode ser feita normalmente, uma vez que

nao ocorrem singularidades fortes. Sendo assim a derivada da integral que possui 0

campo de momentos iniciais em seu integrando pode ser feita de maneira simples,

efetuando-se apenas a derivada de w,, (q,P). Assim, pode-se escrever:

iJ‘ M (p)w.p, (g, p)dQ =J My (P)W.iq (9.p)dQ

OX; o

sendo

. 1
Wi (q, p) = _M[é‘ilr’k +O Ty +0, Ty =20, T, ru] (4.9)

4.3.3 — Equacédo integral de curvatura para pontos no dominio da placa
A equacdo integral de curvatura para pontos internos ao dominio da placa

pode ser obtida derivando-se a equacédo de deslocamento para pontos internos em

relagdo as coordenadas x; € x;. Dessa forma, a partir de (4.7) pode-se escrever:

e [ [ oo e for s:z* arha )
:J.F{Vn (P)aa):\ng (q,P)—Mn(P)axagx { - }}dF+ZR q,P)+

200, 200,

+J.Q 9(P) ai\:avx (q,p)ng +J‘QNk' (P)Wy (P) aa \(;v (a,p)dQ -

7

ik LMS (P)W . (g,p)dQ

_axiaxj

(4.10)

com i, j,kl=12.
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Particular atencdo deve ser dada a derivada segunda da integral que possui

em seu integrando o campo de momentos iniciais, pois neste caso a solucdo

fundamental w,, possui singularidades do tipo %

O processo de diferenciagcdo da referida integral deve seguir o mesmo
procedimento apresentado no item 3.6.3 deste trabalho, sendo o resultado final

obtido apresentado na equacéo que segue:

o . )
OX; OX J‘QM'?' (p)w’k' (q,P)dQ - jQMI?I (p)W’ijkI (q,p)dQ+

1

+ﬁ[2|\/|i?(q>+6ijM|?k (q)]

sendo

1
o [2(0}kr,j [ 40 Ty O, g o+ 40T 1 +

+§jlr’i r'k)_8r’i r’j Fo Ty _(é‘iké‘jl +5i|5jk +5ij5k| )]

Wi;kl (Qa p) =-

(4.11)

4.4 — Equagdes integrais para o problema eléstico bidimensional

4.4.1 — Equac0es integrais de deslocamento

As equacdes integrais de deslocamento para pontos no contorno e no
dominio da chapa podem ser obtidas forma analoga a efetuada para o problema de
flexdo de placas. Sendo assim considere-se uma chapa isotrépica qualquer de
dominio finito Q e contorno I submetida a dois carregamentos distintos e nao

simultaneos, sendo um deles referente ao problema fundamental. Assim, pelo
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teorema da reciprocidade de Betti integrado na espessura da placa pode-se

escrever:

Q

Q

com i,k,1=12.

Considerando-se a equagéo (4.4), onde o esfor¢co normal N7 é escrito em

0

funcdo da soma das demais componentes N, e N;, o teorema de Betti descrito

assume a forma:

'[ NiLISKIdQ:I (Nkl +|\||(<)|)*°';kk|dQ
Q

Q

ou entao:

J.N;fdskldQ:J. Nklgjkldg+j- NQ &, dQ (4.12)
Q Q

Q

Com excec¢ao da integral que possui o0 campo de normais iniciais em seu
integrando, pode-se efetuar um desenvolvimento através de integracdes por partes
de maneira semelhante a realizada no item 3.6 deste trabalho. Dessa forma, a
equacdo de deslocamentos para pontos internos ao dominio da chapa pode ser

escrita através da equacao (4.13).
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u (q):jru& (a.P)p, (P)dF—J‘

p;((q,P)uk(P)dF+I U (0P )by (P)de—

_%J‘ Nia (0. P)W.y (P)W, (p)dQ+j i (0, p)Nji (p)dQ

Q

(4.13)
com ik, =12.

A obtencéo da equacéo integral de deslocamento para pontos no contorno da
chapa segue o mesmo procedimento descrito no item 3.6.2 deste trabalho. Sendo
assim, considerando-se um acréscimo circular de dominio centrado no ponto fonte
sobre o contorno e escrevendo-se a equacdo de deslocamentos no limite com o raio

tendendo a zero, obtém-se:

. (@u(@)- |

r

Ui (Q.P)p, (P)r j o (P o (P)ar+ [ (@) (P)ec-
1

_EL - (Qup)W dQ+I w (Q.P)Ng (p)dQ

(4.14)

com i,k,1 =12 e C, (Q) = (%)Sik para o caso particular de contornos suaves (retos)

tratado neste trabalho.
4.4.2 — Equacéo integral de esforco normal para pontos do dominio

A relacdo constitutiva (2.6) apresentada no capitulo 2 deste trabalho fornece a

relacdo entre as tensbes e as deformacdes na chapa. Tendo em vista que as
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deformacfes na chapa sdo dadas em funcéo da derivada dos deslocamentos, com o

auxilio da equacao de deslocamentos em pontos internos (4.13) pode-se escrever:

au, (q) :J‘ ou, (q,P)pk(p)dF—j ‘Zp—:_k(q,P)uk(P)dr

OX; OX; r X
5u.* 10 *
+J‘987T(qyp)bj (P)dQ_Ea_ijQNikl (q’ p)W’k (p)W’l (p)dQ-i—

o[ - 0
. N 0
+8Xj J.Qg'k' (4 P)Na (p)d

(4.15)

Com excecdo da integral que possui o campo de forgas normais no seu
integrando, todas as demais derivadas presentes na equacao (4.15) foram
devidamente tratadas no item 3.6.3 deste trabalho. Com relacéo a referida integral, €
necessario aplicar a regra de Leibnitz para diferenciacdo de integrais de maneira
semelhante a efetuada no item 3.6.3 deste trabalho. Dessa forma, o resultado final

obtido pode ser expresso por:

0 * 0 Oty 0
— - ,PIN dQ=| —(qg,p)N dQ -
axj jgﬁlkl (q p) Kl (p) J;) 8Xj (q p) Kl (p)

oLy 23 N @)+, (@)

(4.16)
Com o auxilio das equacbes (2.6), (2.3), (4.15) e (4.16) pode-se escrever a

equacao integral de esforco normal para pontos internos ao dominio da chapa,

sendo expressa pela equacéao (4.17).
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(4.17)

com i,j,k,1 =12 e a solugéo fundamental E;, dada por:

. 1 ,
Ei (Q:p) = )r2 {(1_ 20 )[@lajk +0,0, — 0,0 + 20T, r1|]+

4r(l-v

21)[5”([',]- Mo 0,0 Ty 0,15 Ty 0,1 r,|]+25k|r,i My =8Iy r,l}

(4.18)



69

Capitulo 5

EQUACOES INTEGRAIS PARA FLEXAQ

DE PLACAS ENRIJECIDAS

5.1- Generalidades

Neste capitulo serdo apresentadas as equacdes integrais para a analise de
flexdo de placas enrijecidas.

Inicialmente apresenta-se a formulacdo que contempla o estudo de placas
enrijecidas submetidas a flexdo simples, onde o plano médio do enrijecedor coincide
com o plano médio da placa. Na sequéncia essa formulacéo é estendida de modo a
considerar o problema de flexdo composta, onde o plano médio do enrijecedor néo
coincide necessariamente com o plano médio da placa. Ao final do capitulo, com o
intuito de estudar o comportamento elastoplastico das placas enrijecidas, séo
apresentadas as equacdes referentes a analise de placas enrijecidas submetidas a
flexdo composta e sujeitas a presenca de campos de esforcos iniciais.

E interessante destacar que a consideracdo dos efeitos dos enrijecedores em
tais formulacdes segue um procedimento especifico onde se procurou reduzir o
namero de varidveis a serem aproximadas no dominio. Para induzir a corre¢do de
rigidez nos problemas, o modelo foi formulado a partir da consideracdo de campos
de momentos e for¢cas normais iniciais, o que permitiu uma maior simplificacdo e
reducdo na complexidade das equacdes obtidas.

5.2 — Placas enrijecidas submetidas a flexdo simples
5.2.1 — Equacéo integral de deslocamento

Considere-se uma placa isotropica e enrijecida qualquer de dominio finito Q2 e

contorno I' submetida a um carregamento g distribuido em uma area de dominio

Q,, conforme ilustra a figura 5.1.
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(a) (b)

Figura 5.1 — Placa enrijecida: (a) materiais diferentes; (b) espessuras diferentes.

Considere-se, ainda, que a placa esta inserida em uma placa de dominio

infinito Q_ e contorno ' e que a placa finita & submetida a dois carregamentos nao

simultaneos g e g’ , aos quais estéo associados as superficies elasticas w e w', 0s

*

estados de tensao o e o; e seus respectivos estados de deformagao ¢; e s” :

Identificados tais estados de tensdo e deformacao e partindo-se inicialmente
do Teorema de Betti, pode-se escrever:

Q Q
comi,j=12.

O aumento de rigidez proporcionado pelo enrijecedor a placa € tratado neste
trabalho de uma maneira simplificada. O painel enrijecido € considerado como um
todo e o ganho de rigidez é induzido ao conjunto através da aplicacdo de um campo

de momentos iniciais sobre o dominio Q do enrijecedor. Dessa forma,

enrij

assumindo-se para Q_ . arigidez a flexao D, da placa, pode-se definir uma relagao

enrij

entre o momento elastico, Mj’, o0 momento corretor M e o momento atual M; (ver

figura 5.2) como segue:
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sendo M; dado pela equagéo (2.20) e
M;j = v Mj (5.2)
Ms = (v, 1M (5.3)

sendo y, definido como a relagao entre a rigidez a flexao do enrijecedor D,,; e da

enrij

placa D,, v, = Depy; /D, -

Figura 5.2 — Relacdo aditiva de momento.

Definida a relacdo aditiva de momento e considerando-se o campo de
momentos corretores Mj atuando no dominio do enrijecedor, o teorema de Betti

pode ser escrito como segue:

jMi}w,ijdgzj Mijw,;}dQ—I Mifw,;}dgemj
Q Q Q

enrij

Efetuando-se o desenvolvimento da equacdo anterior de forma ja detalhada
neste trabalho obtém-se a equacdo de integral de deslocamento para pontos no
dominio da placa enrijecida:

C(Q)W(Q)+L(V; (Q.P)w(P)-M, (Q,P)?’r\:(P)deJr

NC

Y R (@ ()= [ [va () (@), () 2 () far

(3

+D R (P <Q,P>+I g ()W (QP)A + [ M7 (P)W,j (QP) Ay

k=1 Qg Qenrij

(5.4)
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Na equacdo (5.4) todas as trés componentes do momento corretor estao
sendo consideradas. Como usual para esse tipo de problema, neste trabalho optou-
se por considerar apenas o ganho de rigidez na direcdo longitudinal s da viga.

Dessa forma, a equacédo de deslocamento (5.4) pode ser reduzida a:

clm(@- |

r

(V,:(Q,P)W(P)—M;(Q,P)zvr:(P)de+

) R (@P e (P) - [ Vo)W (@P) -1, (721 (@) ar

3 R (P (Q,P)+J‘Q o (p)w' (Q.p)dQ, + L ME, (P, (Q.P)d 2y

k=1 ] enrij

(5.5)

Com o objetivo de se eliminar as singularidades presentes na integral no
dominio do enrijecedor para a posterior definicdo da equacdao de momento nos
pontos internos, uma integracdo por partes € efetuada. Assim, obtém-se a equacao
final de deslocamento para placas enrijecidas submetidas a flexdo simples dada pela
equacao (5.6).

cl@w@- |

T

:Ir(vn(P)w*(Q,P)—M (P ) Q P de+ZR W (Q.P)+

. j o (p)w (Q.p)de, + j ME, (P)W. (Q.P) oAl -
Q

] r enrij

Vi (@Pu(P)-w; (@P) 2 jdr+ZR (QP)wec(P)-

_J‘ Mgss ( )W’; (Q’ p)dQenrij
Q
(5.6)
5.2.2 — Equacéo integral de momento para pontos no dominio da placa
A relacdo (2.20) apresentada no capitulo 2 deste trabalho fornece a relagéo

entre momento e curvatura na placa. Tendo em vista que a curvatura em um ponto

qualquer da placa é obtida através da derivada segunda do deslocamento em
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relagdo as coordenadas X; € Xx;, com o auxilio da equagéo (5.5) pode-se escrever a

equacao de momento nos pontos do enrijecedor:

M; (a)= —_L(Vr; (a.P)w(P) My, (q,P)aaW—n(P)deiRékJ (a.P)wg; (P)+

+ (vn (P)w; (a.P)-M, (P)agv—rﬁ(q,P)]dF+chck (P)wg, (a.P)+

o[ o(pyw;(@.p)ao, + j ME, (P)W., (Q.P) 1Ty —

T

g enrij

- Mgs,s (p)W’;j (q’ p)dQenrij
(5.7)

onde

ow; o> [ow’ o> [ow’
—24(q,P)=-D,| v8; ———| —(q,P 1- —(q,P
an (a.P) {U ! axkaxk[ an (@ )}( l))axiaxj [ on (@ )H

o, (a) -0y oy TeIP) g P 0P

0%, OXy, OX; OX;

com as derivadas das solu¢des fundamentais apresentadas nos capitulos anteriores
deste trabalho.



74

Particularizando-se o calculo do momento apenas para a direcdo longitudinal
s do enrijecedor, obtém-se:

Mgs(q)z—jr(vgss (a.,P)w(P)-M (q P)— jdl‘ ZR (a.P)w

JdF+ZR (a.P)

o ooywis (ap)da, + j ME, (P, (QuP) 1,0y -

T

g enrij

, [vnw)w;s(qm—m ()

| M (p)w., (a,p)dQ

& > 2eniij

(5.8)

5.3 — Placas enrijecidas submetidas a flexdo composta

A formulacdo apresentada no item 5.2 deste trabalho apresenta a
particularidade de ser aplicavel somente aos casos onde o conjunto “placa +
enrijecedor” esteja submetido a flexao simples.

Nesse item pretende-se estender a formulacédo apresentada visando englobar
0s casos onde o conjunto esteja submetido a flexdo e também a esforcos de
membrana. Tem-se como exemplo de um painel submetido a flexdo composta o
conjunto ilustrado na figura 5.3, onde a superficie média do enrijecedor ndo coincide
com a superficie média da placa.

Figura 5.3 — Painel enrijecido submetido a flexdo composta.

Assim como efetuado nos capitulos anteriores deste trabalho, neste caso

também é possivel realizar-se uma analise acoplada dos problemas de flexdo de
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placas e do problema elastico plano. Sendo assim, considere-se um corte

transversal da placa enrijecida ilustrado na figura 5.4.

superficie de

referéncia
t

p
C
1:enrij . j;

CG

Figura 5.4 — Superficie de referéncia.

Devido ao fato de as superficies médias do enrijecedor e da placa ndo serem
coincidentes existe a necessidade de se definir uma superficie que sera considerada
como referéncia para se efetuar o equilibrio dos esforcos.

Tomando-se a superficie média da placa como superficie de referéncia e
considerando-se que tanto a forca normal quanto a curvatura ndo se alteram ao
longo da espessura do enrijecedor, os tensores de deformacdo e de momento

podem ser escritos em relacdo a superficie de referéncia como segue:

gi}enrlj =& —CW, (5.9)

ME™ = M, —cN, (5.10)

onde &™ e ¢ sdo os valores das deformagdes escritos na superficie média do

enrijecedor e na superficie de referéncia, respectivamente; M?™ e M, sdo os

valores de momento também referenciados a superficie média do enrijecedor e a
superficie de referéncia, respectivamente; e ¢ € a distancia entre o plano meédio do
enrijecedor e o plano de referéncia.

Definida as relacgdes iniciais serdo deduzidas, na sequéncia, as equacdes
integrais necessarias para a resolucdo do problema de placas enrijecidas

submetidas a flexdo composta.



76

5.3.1- Equacgdes integrais para o problema de flexado de placas
5.3.1.1 — Equacéo integral de deslocamento

Considere-se a placa enrijecida ilustrada na figura 5.5. O dominio da placa Q

foi dividido em duas parcelas, sendo Q, a parcela coincidente com o enrijecedor e

Q=0 +Q,. Foi adotada como superficie de referéncia a superficie media da placa,

dando origem a distancia ¢ = (t,,; /2)—(t/2).

superficie de
referéncia

Q; Q,

Figura 5.5 — Placa enrijecida.

Partindo-se do Teorema de Betti aplicado ao problema de flexdo de placas
escrito em funcdo de momento e curvatura, pode-se escrever para o dominio do

conjunto “placa + enrijecedor” a relagao:

* *

j M;wa,ideﬁJ' MEW,ideZ:J- M{fw,ijdgl+j Miw,; dQ, (5.11)
Q Q, (o] Q,

Trabalhando-se apenas com a parcela referente ao dominio enrijecido e

considerando-se a presenca de um campo de momentos corretores My para induzir

0 acréscimo de rigidez a flexdo ao conjunto obtém-se:
* _ enrij, ,, * Cypy *
Q, Q, Q,

Uma vez que a equacao anterior esta escrita em relacdo a superficie média

do enrijecedor e tendo em vista que o equilibrio deve ser feito em relacdo a
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superficie de referéncia, através da substituicdo da equacao (5.10) na equacédo

anterior obtém-se:

j MW,”dQ I MW,”dQ j NW,”dQ j I\/IW,”dQ (5.12)
Q2 QZ QZ QZ

De maneira analoga a efetuada no item 5.2 deste trabalho, também neste

caso é possivel definir-se uma relacédo aditiva de esforco normal como segue:
N; = Ni‘f + NijC (5.13)
com N; dado pela equagdo (2.6) e
N; = wN§ (5.14)

Ni = (we —1)N; (5.15)

sendo vy, definido como a relagéo entre os produtos Gt
/Gt,, .

do enrijecedor e Gt, da

enrij

placa, y, =

enru

Substituindo-se as equacdes (5.14) e (5.3) em (5.12) e adotando-se M" e N’
para representar os esforcos elasticos M® e N° no enrijecedor, obtém-se:

I Myw,; A€, I MW dQ, C""C_[ Njw ; dQ, (\up—l)j Miw ; dQ,
Q, Q, Q, o,

(5.16)

A equacao (5.16) representa o teorema de Betti para o dominio do enrijecedor
com o equilibrio dos esforgos realizado na superficie de referéncia. A parcela do
teorema referente ao dominio €, n&o sofrera altera¢cdes, uma vez que o plano de
referéncia adotado coincide com o plano médio da placa e que ndo ha acréscimos
devido a mudancas na rigidez. Sendo assim, substituindo-se (5.16) em (5.11) obtém-
se o teorema de Betti escrito para a placa como um todo acrescido das integrais no
dominio do enrijecedor referentes as corre¢des impostas:

IMW,”dQ I w;dQ-c- WCI Nw,”dQem”—(wp—l)I MW, dQqpy;
Q Q Q Q

enrij enrij

(5.17)
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Efetuando-se o desenvolvimento da equacdo (5.17) obtém-se por fim a

equacao de deslocamento para placas enrijecidas submetidas a flexdo composta:

clam(@)- |

r

[ [ @py- )2 QP]dHZR W ()

+J' g(p)W*(Q’p)ngJr("’p‘l)J' M (P)W.i (Q.P)dQenyy +

g ‘enrij

(Vn*(Q,P)W() (QP JanR (QP)wy (P)=

+C-\VCJ' N; (p)W.J (Q.P)dQep
o

enrij

Particularizando-se o calculo do momento e do esfor¢o normal apenas para a
direcéo longitudinal s do enrijecedor e efetuando-se uma integracéo por partes nas
integrais no dominio do enrijecedor de modo a eliminar as singularidades do

integrando, obtém-se:

clm(@- |

r

zjr(vn(p)w*(Q,P)—M (P ) QP JdF+ZRck wy (Q.P)+ L g(p)w’(Q,p)dQ

9

[V;(Q,P)W() (QP de+ZR (QP)wy (P)=

+(v, - )[ j ML ()W, (Q.P) ey I ML, (w2 (Q.p)d g

Q

enrij ‘enrij

+C '\Vc [J' Nés (p)W'; (Q' p)nsdrenrij _J- Néss ( )W’; (Q’ p)dQenrij}
r

enrij Qenru

(5.18)

Conforme sera visto no decorrer do desenvolvimento das equacdes integrais
necessarias para a resolucdo do problema em questdo, é mais interessante

expressar a equacgao (5.18) em termos das curvaturas no enrijecedor. Sendo assim,
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substituindo-se a relacdo (2.20) em (5.18) obtém-se a equacdo final de

deslocamento para placas enrijecidas submetidas a flexdo composta:

C(Q)W(Q)+I(V;(Q,P)W() (QP de+ZR (Q.P)wy (P)=

r

[ [ ey )2 QPJanRck w(@P)+ [ a(ppw(@p)dn

g

_Dp (\Vp - )[ Wv;s (p)W'; (Q' p)nsdrenrij _J. Wv;s,s (p)Wv; (Qv p)dQenrij :l -

Q

ot renrij enrij

_UDp (\Vp _l) J.r W’nn( ) S (Q p) enrij _J.Q W’:m,s (p)Wv; (va)dQenrij:l+

enrij ‘enrij

+C- \Vc [J. Nés (p)W’; (Q1 p)nsdrenrij _J. N;ss ( )W7; (Q’ p)dQenrij }
T, Q

enrij enrij

(5.19)
5.3.1.2 — Equacéo integral de curvatura

A equacéo integral de curvatura pode ser obtida derivando-se duas vezes a

equacao de deslocamento (5.19) em relacdo as coordenadas x; e X;. Assim, pode-

Se escrever:

ow'(a) , | oV, M ow O R,
ox,0, +Haxiax,. (a.P)w(P)- oxdx >(a.P) (P )}dr Zm(qp)wck(m:

:jr{V“(P)aii\,av;j (aP)-M, (P )axax { : (aP }}d“ZR axax (aP)+

) oAw” 4w,
P)dQ, - D, (v, -1 r s r
+ N a(p) ox,0, (a.P)d g p(\vp )[jr W,SS(p)axian (a,p)n.d eni

enrij

¥ W, o*w,,
- W';s,s(p)ax 8x (q p)d enrij _UDp (\Vp - )[J. Wr (p) 6x 8X (q p) dl—‘enrij -
T

enrij

[ ; ow, ; o°w,,
- W'nn,s (p) (q p) enrij +C'\|’c [j N (p) X aX (q p) enrij -
r

¥ Qe 6X ax | enrij
N Niss(P) W,y (01, p)dQq
J Qemij SS,s aXIaX] ! enrlj

(5.20)
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5.3.2— Equacgdes integrais para o problema elastico plano
5.3.2.1 — Equacéo integral de deslocamento

Novamente adotando-se o dominio enrijecido ilustrado na figura 5.5 e
partindo-se do Teorema de Betti aplicado ao problema elastico plano, pode-se
escrever:

* *

jsjkNi;del+I ajkNijkdgzz:j N}iﬁukdﬂﬁj NG dQ, (5.21)
Q1 QZ Q1 QZ

Trabalhando-se apenas com a parcela referente ao dominio enrijecido e

considerando-se a presenga de um campo de for¢cas normais corretoras Nj para

induzir a correcéo de rigidez ao conjunto, tem-se:
enrijng* _ * c *
Q2 QZ QZ

De maneira analoga a efetuada para o problema de flexdo de placas,
substituindo-se a expressado (5.9) na equacao anterior para que o equilibrio dos

esforcos seja realizado em relacédo a superficie de referéncia e utilizando w,;, para

representar a curvatura no enrijecedor obtém-se:

QZ QZ QZ

Q,

(5.22)

Substituindo-se (5.15) em (5.22) e utilizando N, para representar a forca

normal elastica no enrijecedor obtém-se:

QZ QZ QZ QZ

(5.23)
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Por fim, substituindo-se a equacao (5.23) em (5.21) obtém-se o teorema de
Betti escrito para a chapa enrijecida como um todo acrescida das integrais no
dominio do enrijecedor:

I 8jkN5de_Cj W’rjk Ni;deenrij :I Njkgade_(WC —1)'[ Jkgljdeenrij
Q Q Q Q

enrij enrij

(5.24)

Desenvolvendo-se a equacao (5.24) através do procedimento ja explicitado
ao logo do trabalho obtém-se a equacdo integral final de deslocamento para o
problema eléstico plano:

Iu Q.P)p(P)dr - J‘rpi*k(Q,P)uk(P)dn

j.k@P)bk(P (=D N () () +

enrij

+CJ- W,Gk (p)NJk (Q1p)dQenrij
Q

enrij

(5.25)

Assim como o efetuado na obtencdo das equacdes integrais referentes ao
problema de flexdo de placas € interessante neste caso efetuar-se uma integracao
por partes nas integrais sobre o dominio do enrijecedor. Dessa forma, considerando-
se as equacdes (2.3) e (2.6) € possivel obter-se:

@ (@) [ u

Tr

(@P)p(P)ar [ i (@P)u(P)ar+ [ Ui (@P)h(P)oca-

Q

_%(WC_]‘)[J; NJrk( ) i (Q P)nkdrenru j Njrk,k( ) (Q P)dQem”

enrij Qenrij

o ML @I - |
- Q

enrij enrij

+C G{J‘ W’Gk (p)uJ (Q1P)nkdrenrij _j W’Gk,k ( ) (Q P)dQenru
r

enrij Qenrij

Njc.j (P)uic (Q P)dﬂem.,]

+I W’Ek(p)ui*k (Q’P)njdrenrij _I
I Q

enrij enrij

2Gv' ] .
c (1_ 200') Sjk [J; Wik (p)uim (Q’P)nmdrenrij - J‘Q

W’EK,J( ) lk(Q P)dQenru}

W1Ek,m (p)U,*m (Q1 P)dQenrij ]

enrij

(5.26)
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Considerando-se o ganho de rigidez apenas na direcéo s do enrijecedor, tem-

i (Q.P)u, (P)dr + j ;. (Q.P)be (P)dr-

Q

u;(Q,p)pk(p)dr_I

r

(@ (@)- |

r

Q

enrij ‘enrij

_(Wc - )[J.r Nsrs (p)ui*s (Q’P)nsdrenrij _J. Néss( ) (Q P)dQenru

+c-2<3“ L () ()T [ s ()1 (@) A2 +
T

Q

enrij enrij

+J. W';m (p)u; (Q'P)nndrenrij _J. W':m,n ( ) (Q P)dQenru]
T Q

enrij enrij

c(f_c;;)[jr W (p)u |s(Q P)ned emij—J‘Q W,;S’S(p)u,S(Q Qe +

enrij enrij

.[ Wi:m (p)ul*n (Qip)nndrenrij _j W’;m,n (p)ul*n (Qip)dQenrij :l
T

(5.27)
5.3.2.2 — Equacéo integral de esforco normal

A equacéo integral de esforco normal para pontos internos ao dominio pode

ser obtida fazendo-se uso da relagdo constitutiva (2.6) apresentada no capitulo 2

deste trabalho.

A relagdo deformagdo-deslocamento envolve o célculo das derivadas do

deslocamento o que pode ser obtido através da equacéo (5.27) e sendo dado por:

-] Se@pimierar- [ Pe@pp, erar [ S (@pib (p)oa-

. AU ~ ] AU
_(\Vc - )[J‘r Nss(p) ox. (Q’P)nsdrenrij IQ Nsss( )ax (Q P)dQennJ

enrij ] enrij J

— r 5Ui*s r auls
+c-2G [J‘ W’ss (p) OX (Q'P)nsdrenrij _J‘ W’ss,s( ) OX. (Q P)dQenru
r )

Qenrij J

enrij J

ou’ au,
+I W,:m (p) 8Xm (Q’P)nndrenrij _I W’:m,n( ) OX. (Q P)dQenru]
T i Q

enrij J

enrij

ou

4Gy’ ou;
C'U[j W (P) ox, (Q.P)nsdT ey _I Wess (P) 5 OX, S (QP)deny +
r Q

(1-2v)

enrij J ‘enrij

r au;, B ; au;,
J.r W’nn( )6X (Q I:))T]ndrenrij J. W'nn,n( )ax (Q I:))dQenrij

Q

enrij J ‘entij J
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A simples substituicdo das derivadas do deslocamento na lei constitutiva (2.6)
fornece as tensdes totais na superficie de referéncia da placa. Contudo se deseja
obter neste item a equacdo que fornece apenas a parcela das for¢cas normais
referentes ao problema elastico plano. Dessa forma, se torna necessario subtrair a
parcela de tenséo referente ao problema de flexdo de placas, dada pela equacgao

(2.19). Assim pode-se escrever:

2Gv
] i j,i)+

E.
PRI — = [owl 8+ (1-v)w) | (5.28)

(1-v7)

c: :G(ur- +u!

Substituindo-se as derivadas do deslocamento na equacao (5.28) obtém-se a

equacao integral de esforgo normal para pontos internos ao dominio:

Ny (q):_[rogk (q,p)pk(p)dr__[rsgk (q,p)uk(p)dnLD;k (P )b, (P)dQ—

(v, - { )

+C- ZG[J. W’;s (p)D;;s (q’ p)nsdrenrij _J. W’;s,s (p)Di?s (q7 p)dQenrij +
T

Nsrs (p)Dljs (q’ p)nsdrenrij _J- Nsrs,s (p) Di;s (q’ p)dQenrij +

entij Qenrij

enrij Qeﬂfii

Q

j W/ (P)Din (01T ey — j W/ (P)D0s (q.p)daemj}
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4Gv' . . . )
c- (1_ ZUU') [I W’ss (p)Dijs (q' p)nsdrenrij _J‘ W’ss,s (p)Dijs (q, p)dQenrij +
r

enrij enrij
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_{_ (Etp c [ow,fy 8 +(1-v)w, |

(5.29)
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Particularizando a equacao (5.29) para o célculo do esforco normal na direcéao

s do enrijecedor obtém-se:

Ng (a) = _LD;k (a.P)p (P)df—jrsésk (a.P)uy (P)d”L%k (a.P)b (P)dQ -
(v )[ }
+c-2G Urenm

+J‘ W,[m(p)D;sn (q’p)nndrenrij _J‘
r Q

enrij enrij

Nsrs (p) D;ss (q' p)nsdrenrij _I Nsrs,s (p) D;ss (q’ p)dQenrij +

enrij Qerlrij

W';s (p)D;ss (q. p)nsdrenrij _J‘ W';s,s (p)Dgss (q, p)dQenrij +

Q

enrij

W':m,n (p)D;sn (q' p)dQenrij ] +

¢ (1-2v") o

enrij ‘entij

4Gv' ; . .
> [J. W’ss (p)Dsss (q' p)nsdrenrij _J. Wv;s,s (p)Dsss (q’ p)dQenrij +
T,

Q

J‘ W':m (p)D;sn (q'p)nndrenrij _I W’:m,n (p)D;sn (q'p)dQenrij]_
T,

‘enrij

(5.30)

5.4 — Placas enrijecidas submetidas a flexdo composta e sujeitas a

campos de esforcos iniciais

Com o intuito de se efetuar um estudo de placas enrijecidas compostas por
materiais que apresentam comportamento nao-linear é necessério estender as
equacbes obtidas no item anterior deste trabalho de forma a englobar os efeitos
provenientes de campos de esforcos iniciais. Tal procedimento é semelhante ao
realizado no capitulo 4 deste trabalho para o problema de placas simples e sera

repetido neste item de forma a considerar a presenca dos enrijecedores.
5.4.1 — Equacgdes integrais para o problema de flexado de placa
5.4.1.1 — Equacéo integral de deslocamento

A equacdao integral de deslocamento para placas enrijecidas submetidas a

flexdo composta foi deduzida no item 5.3.1.1 deste trabalho. Considerando a placa
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ilustrada na figura 5.5 e tendo em vista que o teorema de Betti € escrito em funcéo

dos esforcos elasticos, a equacéo (5.17) pode ser reescrita como segue:

I Mw,; dQ = J. Miw,; dQ—c- WCJ. Niw,; dQqp _(Wp_l)j Miw,; dQg
Q Q Q Q

enrij enrij

Conforme discutido no capitulo 4 deste trabalho, a parcela elastica M; do
momento pode ser escrita como uma somatoria do momento total M, e da parcela

de momento inicial M;’. Sendo assim, é possivel escrever:

I M: W,IJ dQ = j M. w,”dQ+j M. w,”dQ
Q Q Q

—C -\VCI N W,IJ dQenrij _(\Vp _1)j M W,IJ dQenrij
Q Q

enrij enrij

(5.31)

Desenvolvendo-se a equacao (5.31) e considerando-se o ganho de rigidez
proporcionado pelo enrijecedor apenas na sua direcao longitudinal s chega-se a
equacao final de deslocamento para placas enrijecidas submetidas a um campo de
momentos iniciais:

c@w@- |

=J‘F[Vn(P)W*(Q,P)—M (P ) QP JdF+ZR W (Q.P)+ L g(p)w' (Q.p)dQ
Dy (v - )Ur Wogs (P)W. (Q.P) T ep ~ L W.ies (P)W.e (Q.P)d Qg } -

_UDp (\Vp - 1)[.[r W':m (p)W’; (Q’ p)nsdrenrij - jg W’:m,s (p)W,; (Q, p)dQenrij :l +

enrij enrij
+C- Y, J‘
I

Vi @Pw(p)-m; (@) 2 janR (QP e (P) -

enrij enrij

Nsrs(p)w'; (Q’p)nsdrenrij _J‘ N;ss( )W'; (Q1p)dQenrij:l_J‘ Mi?(p)W,;} (q,P)dQ
Q Q

(5.32)
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5.4.1.2— Equacéo integral de curvatura

A equacéo integral de curvatura pode ser obtida derivando-se duas vezes a

equacao de deslocamento (5.32) em relacdo as coordenadas X, e X;. Assim, pode-

Seé escrever:

clUN {azv"* (@P)w(P)- S 2 (aP) T2 (P >}dr Z?Za* (P e (P) =

OX;0X; r | O%i0X; X;0X;
:JF{VH(P)ai?g;j (q,P)—Mn(P)aX‘?;X (a.P) }}dFJrZR axa (a.P)+
+:Qg a(p) aa):\g); (a0,P)dQy —D, (v, —1) _J-reijés (p) s::g)’fj (9,P)NsdT ey
—..Qemjwiés,s(p) aa:\ng (q.p)dﬂemq}—qu(wp— )Urmw,;n<p>jzvgx* (A P)NsdT e —
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j Q
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(5.33)

5.4.2— Equacdes integrais para o problema elastico plano
5.4.2.1 — Equacéo integral de deslocamento

Partindo-se do Teorema de Betti apresentado em (5.24) e tendo em vista a
relacdo aditiva de esforco normal descrita no capitulo 4 deste trabalho, é possivel

escrever:

Q

Q

enrij

J.Njks;}de+J- Jks”de (e 1)'[ N}ks;}kdgemij
Q Q Q. .

enrij

(5.34)
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Desenvolvendo-se a equacao (5.34) e considerando-se o ganho de rigidez
apenas na direcao longitudinal s do enrijecedor chega-se a equacao integral final de
deslocamento para o problema elastico plano considerando-se a presenca de forgas

normais iniciais:
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(5.35)

5.4.2.2 — Equacéo integral de esforco normal

A equacéo integral de esforco normal para pontos internos ao dominio pode
ser obtida a partir das derivadas da equacao (5.35) e relagdo constitutiva (2.6)
apresentada no capitulo 2 deste trabalho. Também neste caso, assim como
efetuado no item 5.4.1.2 deste trabalho, € necessério subtrair a parcela de tensao

referente ao problema de flexdo de placas, dada pela equacao (2.19).
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Dessa forma, considerando-se apenas o enrijecimento na direcao longitudinal
s do enrijecedor, pode-se escrever a equacéo de esforco normal para o problema

elastico plano considerando-se a presenca de campos de forcas normais iniciais:
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Capitulo 6

ANALISE ELASTOPLASTICA DE PLACAS

6.1 — Generalidades

O objetivo principal deste capitulo € apresentar o modelo elastoplastico
baseado no critério de plastificacdo de Von Mises particularizado para o estado
plano de tensdes visando a andlise elastoplastica de placas.

Em um primeiro momento sdo apresentados alguns conceitos basicos da
teoria da plasticidade que governa o comportamento elastoplastico dos materiais. Na
sequéncia apresenta-se o equacionamento referente ao modelo elastoplastico para
problemas unidimensionais e também o modelo elastoplastico para o estudo de
problemas multidimensionais.

O capitulo ainda apresenta uma particularizacdo do modelo elastoplastico
multidimensional com critério de plastificacdo de Von Mises para problemas
bidimensionais restritos ao estado plano de tenséao.

No final do capitulo apresenta-se um algoritmo para o célculo do estado real
de tensdo e da parcela plastica da deformacgéo no material.

6.2 — Conceitos béasicos da teoria da plasticidade

O comportamento eléstico de um material é caracterizado basicamente por
uma funcéo linear que relaciona as tensdes e deformacdes apresentadas por um
elemento quando este é submetido a um carregamento qualquer. Neste caso,
conforme apresentado no capitulo 2 deste trabalho, a relagdo constitutiva que
caracteriza esse tipo de comportamento é expressa pela lei de Hooke, dada pela
equacao (2.6) e reescrita a seguir:

2Gv
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Um material sob regime elastico também possui a caracteristica de nao
apresentar deformacdes residuais apds ser submetido a ciclos de carregamento e
descarregamento. As curvas de tensao x deformacao para um ciclo de carregamento
e de descarregamento sdo coincidentes e, uma vez cessado 0 carregamento, as
tensoes e as deformacgdes retornam ao patamar igual a zero.

O comportamento plastico de um material, ao contrario do elastico,
caracteriza-se pelo aparecimento de deformacfes irreversiveis, ou permanentes,
depois de atingido um determinado nivel de tensdo, dito tensado inicial de
escoamento do material. Assim, pode-se dizer que a resposta elastoplastica do
material fica evidenciada operando-se ciclos de tensdo ou deformacédo, de onde
resultam deformacdes ou tensdes residuais, respectivamente,

A figura 6.1 ilustra uma possivel curva de tensdo x deformacdo de um ensaio
uniaxial para um material com comportamento elastoplastico. No primeiro trecho,

correspondente a tensdes inferiores a o, , 0 comportamento do material € elastico

linear. Neste caso, para sucessivos ciclos de carregamento e descarregamento, 0O

caminho percorrido encontra-se sobre o trecho linear inicial OA. Portanto, depois de

cessado o carregamento nao ha a presenca de deformacdes residuais.

s
/> | Desca rregamento

£

Figura 6.1 — Ciclo de carregamento e descarregamento para um problema elastoplastico

unidimensional.
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Para niveis de tensdo superiores a tensdo de escoamento o, 0 material

apresenta comportamento plastico. Neste caso, para um determinado ciclo de
carregamento e descarregamento, a descarga ndo se da mais pelo caminho
percorrido durante a carga, mas sim por um trajeto paralelo ao do regime elastico.
Esse comportamento da origem as deformagdes plasticas residuais &” .

Admita-se que o material tenha plastificado e que os niveis de tensdo tenham
retornado a zero conforme ilustrado na figura 6.1. Ao se efetuar um novo

carregamento, este percorre o trecho linear originado pelo descarregamento do ciclo
anterior até que seja atingido um novo valor para a tensao de escoamento a'y que é
funcéo da deformacao plastica acumulada até entédo (figura 6.2). Esse fenbmeno de

capacidade de ganho de resisténcia associado ao crescimento da deformacédo €&

denominado de encruamento do material.

Gy
e
.'/ -
o, |- — <—— Recarregamento
// ;
O~ >
N v p'. 2 8

Figura 6.2 — Ciclo de recarregamento para um problema elastoplastico unidimensional.

Um outro fendmeno, caracteristico dos metais e que ocorre no regime
plastico, € o chamado efeito Baushinger. Esse efeito tem como caracteristica a

perda de simetria da curva tensdo x deformacdo quando, apoOs ter ocorrido o
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escoamento do material, h4 uma inversdo na solicitacdo. Esse comportamento esta

ilustrado na figura 6.3.

O
|
|
o, |- —
g’ 0 €’ |
| | o >e
O
|
Lo’
3

Figura 6.3 — Curva tensédo x deformacéo elastoplastica — efeito Baushinger.

Admita-se inicialmente que o material tenha sido carregado até o patamar 0';

e que em seguida tenha sido descarregado chegando a niveis de tenséo iguais a
zero. Admita-se ainda que apos ter sido descarregado o material sofra uma inversao
no carregamento, o que, pela figura 6.3, € equivalente a dizer que o material esteja
sob a acéo de tensbes de compressao.

A principio, tanto na tracdo quanto na compressdo o comportamento do
material € o mesmo, de forma que a relagdo tensdo x deformacdo seja a mesma
para os dois casos. No entanto, devido a anterior plastificagdo do material, 0 médulo

da tensé@o de escoamento na compressao que inicialmente era o, passa a assumir

um valor igual a af inferior ao patamar original. Sobre tal comportamento é

equivalente dizer que, a cada ciclo completo de carga e descarga atingindo as
tensdes relativas ao regime plastico do material, a curva tenséo x deformacéo sofre

uma translacdo nos eixos o e ¢. Observa-se que as deformacdes permanentes
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modificam as caracteristicas iniciais do material retirando a sua isotropia. Esse efeito
nao sera considerado no presente estudo.

Pela sua simplicidade sera apresentado inicialmente um resumo da teoria que
modela o comportamento elastoplastico para problemas unidimensionais. Na
sequéncia do trabalho o modelo sera estendido para o caso multidimensional e para
problemas referentes ao estado plano de tensdo no qual se engloba o estudo das

placas.

6.3 — Modelo elastoplastico para problemas unidimensionais

Para problemas unidimensionais a definicdo do modelo elastoplastico é
relativamente simples. Sua avaliacdo pode ser feita a partir de curvas de tensdo x
deformagé&o obtidas em ensaios uniaxiais feitos em corpos de prova.

Em geral sdo feitas algumas simplificagdes nas curvas de tensdo x
deformagdo para a modelagem do comportamento plastico do material. Uma
alternativa que se parece satisfatoria € a adocdo de curvas bi-lineares com
endurecimento linear do material ap6s o escoamento. Tal simplificacdo, adotada no

presente trabalho, pode ser visualizada na figura 6.4.

°A _RE_
G %
g 7 B
kao | Ac JL _____ _[,_
o, | _AE |
|
|
g ]
O | | p
Ag? Agf
Ag

Figura 6.4 — Curva tenséo x deformacéao elastoplastica — comportamento bi-linear.
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A modelagem do encruamento pode ser feita de varias maneiras. Neste

trabalho optou-se por trabalhar com o encruamento linear isétropo, onde a expanséo

do intervalo elastico inicial de tensao ([—O'y,ay}) se da simetricamente em relacao

ao seu centro e ocorre sempre que 0 passo implicar em evolugcdo da deformacéao
plastica.

Para niveis de tensdo abaixo da tensao inicial de escoamento o, O material

ainda estad em regime elastico. Neste caso a constante de proporcionalidade entre
tensdo e deformacédo é o préprio modulo de elasticidade longitudinal E. A relacéo
tensdo x deformacao € definida por:

Ao =EA¢ (6.1)

Para tensdes acima de o, um incremento de tensdo normal provoca um

incremento de deformacéo segundo o modulo elastoplastico tangente E. . A relagéo

tensdo x deformacado passa a ser definida como segue:
Ao =E;A¢ (6.2)

Como pode ser visualizado na figura 6.4, o incremento de deformacéo pode
ser decomposto em duas parcelas: uma elastica e outra plastica. Assim, pode-se

expressar o incremento total de deformacéo usando a forma aditiva:
Ag =Aeg® + AgP (6.3)
Pela figura pode-se também escrever:

Ao =EAe® =E (Ag - Agp) (6.4)

Considere-se ainda o digrama representativo da relagdo tensdo x

deformacéo, ilustrado na figura 6.4. Uma vez que os niveis de tensdo no material
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atingiram o patamar indicado pelo ponto B, o limite elastico do material se expandiu
para o =0, +ka. Assim, pode-se dizer que a simples existéncia de deformacéo
plastica no material, independente do seu sinal e proveniente da “histéria” de
carregamento, é suficiente para provocar expansao do intervalo inicial de tensfes
admissiveis. O parametro k é denominado mddulo plastico de encruamento isétropo
e o uma medida maior que zero que registra a histéria da deformacéo plastica no
ciclo de carregamento.

Uma expressdo que se faz admissivel para o critério de plastificacdo é

apresentada a seguir:
f(o)=|o|-(o, +ka)<0 (6.5)

E importante ressaltar que o critério é escrito em termos do modulo das

tensdes atuantes |0'| pois é admitido tanto para tensdes positivas de tracdo quanto

para tensdes negativas de compressdo. Ressalta-se ainda que « tem uma lei de
evolucdo atrelada a lei de evolucdo da deformacdo plastica. No chamado

encruamento por deformacéo a variavel é definida através da relacao:

AL =|Ag”| (6.6)

Numa primeira hipétese, considere-se um estado de tensdo onde f(a) =0.

Considerando um novo estado onde f(a+Aa) <0 tem-se que a resposta imediata

ndo proporcionou evolucdo nas deformagfes plasticas acumuladas do material
(Ae? =0). Pode-se dizer, entdo, que a resposta do material em Ao foi puramente

elastica e correspondente a um descarregamento.

Em uma segunda andlise, partindo-se de f(a):O e supondo-se um novo

estado de tensdo onde f(O‘-l—AG) =0, tem-se que o estado (0+A0) proporcionou

uma evolucdo nas deformacfes plasticas do material. Assim, pode-se dizer que
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f(a)=0 configura-se como uma condiCAdo necessaria para que possa ocorrer

variacdo da deformacao plastica no incremento.
Definindo-se a varidvel A4 >0 como sendo o valor absoluto da deformacédo
plastica, e considerando-se que as deformacgfes plasticas podem ocorrer tanto na

compressdo quanto na tracdo, pode-se escrever:

AsP=A1>0,se >0
AP =-A1<0,se 0 <0

Definindo-se o operador de sinal sign( ), sendo sign(x)=+1 para x>0 e

sign(x) =-1 para x <0, pode-se escrever:

Ag® = AZsign(c) sef(o)=0eA1>0 (6.7)

Com base no exposto até o presente momento, observa-se que A1 e f(o)

verificam certas condicbes complementares em termos de sinal, isto ¢, AA>0 e
f(o)<0. Além disso, se A1>0 entdo f(c)=0 e se f(c)<0 entdo AL =0. Assim,

com base nas possibilidades apresentadas, pode-se definir a relacdo (6.8)

denominada condicdo de complementaridade.

AL-f(c)=0 (6.8)

Ainda, considerando-se que em um nivel de tens&o f(c)=0 e que no

proximo incremento exista AA >0, isso implica que o novo estado de tensao

também devera verificar o critério de plastificacéo, ou seja, f (o +Ac)=0. Uma vez

admitida a continuidade na funcdo f , pode-se escrever a forma linearizada de f em

torno de o como segue.

f(0+A0'):f(0')+Af(0')
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Tendo em vista que f(c)=0 e f(o+Aoc)=0, pode-se dizer que a hipétese

de AA>0 implica em Af(c)=0. Tem-se ainda que, partindo de f(c)=0, as

situacbes de carregamento e descarregamento se caracterizam, respectivamente
como A1>0 se Af =0 e AA1=0 se Af <0. Tais condi¢cbes dao origem a chamada

condigdo de consisténcia que é expressa por:
AL-Af =0 (6.9)

Adotando-se a hipotese de encruamento por deformacdo (equagéo (6.6)) e

sendo A/”L:‘Agp‘, pode-se escrever Al =A«a. Admitindo-se uma linearizagcado do

fluxo de plastificacdo em torno de um certo nivel de tenséo é possivel escrever:

A= T po+ T g (6.10)
oo oo

Considerando-se que S—f:sign(o) e que Ag® =Alsign(c), a equagdo
(o)

(6.10) pode ser desenvolvida como segue:
Af =sign(o)E [Ag —~ Agp] —kAa
Af =sign(o)EAe —sign(c)EAsign (o) —kAa
Af =sign(o)EAs —AL(E +k)
Impondo-se a condicdo de complementaridade (6.8) obtém-se:

_sign(o)EAs

AL = E+K) (6.11)
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Substituindo-se (6.11) em (6.7) e (6.4) obtém-se:

E
AsP=—— A 6.12
T EEN (6.12)
E-k
Ao = A 6.13
CTEK) (6.13)

sendo 0 moadulo elastoplastico tangente dado em (6.2) definido como segue:

E, = (6.14)

(E+k)

Pode-se ainda observar que o modelo elastico perfeito, ilustrado na figura 6.5,
pode ser tratado como uma idealizacdo mais simples da formulacdo apresentada

para o qual ndo se considera o endurecimento do material e, portanto, k e E; séo

nulos. Neste caso, a funcdo de escoamento pode ser definida por:

f(o)=|o]-0, <0 (6.15)

Figura 6.5 — Modelo elastoplastico perfeito.
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6.4 — Modelo elastopléastico para problemas multidimensionais

O modelo elastoplastico para estados multiaxiais de tensdo tem sua
formulacdo fundamentada em uma generalizacdo do problema unidimensional
apresentado no item 6.3 deste trabalho. Ao contrario do modelo uniaxial onde as
grandezas eram essencialmente escalares, no problema multiaxial passam a
apresentar dimensdes vetoriais ou tensoriais.

No meio continuo as relagcdes entre tensdo e deformacdo passam a ser

estabelecidas, na sua forma geral, através de componentes tensoriais o; € ¢, com

I,j =1,2. Assim como o efetuado no item 6.3 deste trabalho, para os problemas
multidimensionais também pode ser estabelecida uma relacdo aditiva para as
componentes de deformacédo, sendo expressa essa por:

De modo a considerar o carater nao-linear do modelo constitutivo, a relacdo

(6.16) pode ser escrita em termos de taxas:

Na fase elastica a relacdo de proporcionalidade entre tensdo e deformacao é
escrita em funcdo da relacdo constitutiva apresentada em (2.4), que escrita em

termos de taxas é expressa por:

Gij = Cijkl €y (6.18)

sendo C;, um tensor de quarta ordem formado por coeficientes que contém as

constantes elasticas do material reescrito a seguir:

2Gv
Ci =7——=~9;% +G(8ik8jl +6il6jk)

(1-2v) "

com i,j,k,1=123.
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O critério de plastificacdo é definido por uma funcéo f, associada ao estado

de tensdo e ao encruamento do material, de valor escalar de modo que:

f(o,p)<0 (6.19)

onde p € a variavel relacionada ao encruamento com lei de evolucdo dada pela
expressao p=—7L~h(cs,p), com A sendo um escalar e h um vetor que define a

direcdo do encruamento.

A funcdo f pode ser representada no espaco das tensées como sendo uma
superficie que limita os estados de tensdes elasticos e os que produzem
deformacdes plasticas.

Para cada nivel de encruamento caracterizado pelas componentes do vetor

p, os pares (c,p) ddo origem a um ponto no espago das tensdes. Nessas

condicbes, a funcdo f define duas regides distintas. Uma primeira regiao,

denominada “dominio elastico”, é formada pelos pares (G,p) que satisfacam a
condicao de f(c,p)<0. Ja a segunda, denominada “superficie de plastificacdo” é
definida pelos pares (c,p) que impliquem em f(c,p)=0.

Ainda com relacéo a representacao do critério de plastificacdo no espaco das

tensdes, considere-se inicialmente um par (o,p) tal que f(o,p)=0. Acréscimos no

estado de tensdo que conduzam a valores negativos de f caracterizam uma
situacao de descarregamento ou entrada no regime elastico. Acréscimos de tensdo
que conduzam a valores nulos de f indicam uma situagdo limite de carregamento
neutro. Nesse caso o ponto “caminha” sobre a superficie de plastificagdo sem
produzir deformacdes plasticas. Ja acréscimos de tensdo que conduzam a valores
positivos de f configuram uma situacdo de carregamento e sdo ditos inacessiveis,
pois indicam o aparecimento de deformacfOes permanentes. Nesta situacdo a
superficie inicial deve evoluir no espaco de tensdes de tal modo que o ponto que

representa o novo estado de tenséo ainda resulte sobre a superficie.
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Assim, sempre que o0 material apresentar uma variagdo nas deformacdes
plasticas acumuladas haverd também mudancas no limite elastico gerando
superficies subsequientes. O processo de evolucdo das superficies é descrito pela

regra de endurecimento associada a variavel p.

Considere-se a figura 6.6 onde é ilustrada a evolucdo da superficie de
plastificacdo para um problema plano. Neste caso, o modelo de evolucao,
denominado isotrépico, permite que a superficie evolua mantendo a sua forma
original e sem sofrer translacéo sobre os eixos coordenados das tensdes principais.
Isto corresponde a manutencdo das caracteristicas inicias de isotropia do material.
Novamente vale lembrar que no presente trabalho adotou-se o modelo de

endurecimento isotropico do material.

Superficie

P Carregamento
inicial

~— | "o

= Superficie
subseqlente

Figura 6.6 — Modelo de encruamento isotrépico.

Quando as superficies subseqientes mantém a dimensao e a forma, mas
transladam no espaco de tensdes o modelo € dito cinematico. Este modelo, ilustrado
na figura 6.7 para um problema essencialmente plano, permite a simulacéo do efeito
Baushinger e é adequado para carregamentos ciclicos. Neste trabalho tal modelo

nao foi considerado.
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of
Ca}'regamento
Superficie S/
inicial J— 7
b — . )
™~ P Y S Superficie
{— T ) subseqlente
\ — ————F >
\"'-. - . /_‘./ 62

Figura 6.7 — Modelo de encruamento cinematico.

De modo a caracterizar o0 modelo elastoplastico para problemas multiaxiais
define-se ainda uma lei de evolucdo das deformacbBes plasticas, ou lei de

plastificacdo, expressa na seguinte forma:

e =h-r(c,p) (6.20)

onde r é um tensor que estabelece a direcao do fluxo plastico.

Nas relacdes apresentadas A é um escalar, maior ou igual a zero, que fica
definido a partir das condicbes de complementaridade e de consisténcia

desenvolvidas no item 6.3 deste trabalho e novamente expressas a seguir:

Em se considerando um par (o,p) de tal forma que f(c,p) <0, pela condi¢éo

de complementaridade tem-se que i=0 e conseqiientemente é" =0 e p=0.

Neste caso a resposta é totalmente elastica e a deformacao plastica acumulada nao

se altera.
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Ainda, considerando-se um par (o,p) de forma que f(c,p)=0. Pela condicéo
de complementaridade A >0. Uma primeira possibilidade é de que f'(cs,p)<0 e,

pela condicdo de consisténcia se deduz que A =0 e conseqiientemente ¢ =0 e
p=0. Logo, pode-se conclur que a resposta imediata configura um
descarregamento elastico.

Uma segunda possibilidade € a de que f.(cs,p):o e, assim, A pode ser

positivo ou neutro. Na hipétese de A =0 caracteriza-se como carregamento neutro,

onde o ponto (c,p) imediato tenha “caminhado” sobre a superficie de plastificacéo

sem haver evolucdo das deformacdes plasticas. Por outro lado se A >0 tem-se que
P 20 e p=0 o que caracteriza uma situacdo dita de carregamento plastico, com
evolucdo na superficie de plastificacdo e nas deformacdes plasticas acumuladas.

Uma expressdo para i pode ser obtida a partir de f. Assim, pode-se

escrever:

- of . o .
f=—6+—p
0o op

Considerando que G:C(é—ép), ¢P=L-r, p=—A-h e ainda a notacao

f,=0f/0c e f, = 0of /op tem-se:
f=f,-Cé—A(f,-Cr+f,-h)

Considerando-se a lei de consisténcia, A >0 s6 é possivel se f =0. Assim,

tem-se:

. f .Cé
X_(fG-Cr-H‘p.h) (6:21)
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Com a expressdo de A é possivel determinar-se as expressoes de P e de p
como segue:
(f.-Cé&)r

&= (f, -Cr +f,-h) (6:22)

. (f,-Cé)h
"= (f,-Cr +1,-h) (6:23)

E ainda, considerando-se que c:c(é—ép), ou 6=C®%¢, onde C*® ¢é o

tensor de quarta ordem dos médulos elastoplasticos de rigidez tangente, pode-se

escrever:

C se A=0

ep _
CP =1 (Cr®Ch) g
(f,-Cr+f,-h)

(6.24)

Em (6.24), para um r arbitrario C*" nao é, em geral, simétrico. De modo a se
obter C® simétrico é necessario assumir-se que r =f_. Essa situagdo implica no

uso da chamada lei da normalidade, pois nesse caso o tensor taxa de deformacéo é

perpendicular & superficie de escoamento, ou seja:

&P = A (6.25)

6.5 — Formulacéo incremental do modelo elastoplastico com o critério de

Von Mises para o estado plano de tenséo

Neste item procura-se apresentar uma formulacdo incremental do modelo
elastoplastico baseado no critério de plastificacdo de Von Mises para o estado plano

de tensao.
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Inicialmente apresenta-se 0 modelo elastoplastico para o problema geral
multidimensional baseado no critério de plastificacdo de Von Mises. Na seqiiéncia, 0
equacionamento é particularizado para o estado plano de tensdo com posterior
apresentacao da formulacdo incremental e do algoritmo para a determinagcdo do

estado de tenséo verdadeiro e da parcela plastica da deformacao no material.

6.5.1 — Modelo elastoplastico com critério de Von Mises para problemas

multidimensionais

A expressao para o critério de plastificacdo de Von Mises pode ser expressa

pela seguinte relacéo:

f=I5]- 2 (o, +k-a) (6.26)

onde o, € a tensdo inicial de escoamento; k € o médulo plastico de encruamento

isétropo do material; « é a deformacdo plastica efetiva; e ||S| € a norma do tensor

que contém a parte anti-esférica do tensor de tensdo ¢ sendo expresso por:

S| = /23, (6.27)

Na expresséo (6.27) o invariante J, para o caso tridimensional pode ser

escrito em funcao do tensor das tensdes como segue:

1,0 1
J, = E||<s||2 —g(tm)2 (6.28)

sendo tro o traco do tensor de tensfes ¢ expresso por:

troc=0,,+0,, +0
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E interessante destacar que o tensor que contém a parte anti-esférica do

vetor de tensdo c é expresso por:
1
S=0 —E(trc)l

sendo | o tensor de identidade de segunda ordem.

Para a definicdo das demais expressdes que compdem o modelo

elastoplastico deve-se efetuar a derivada de f com rela¢éo a o (f,) como segue:

1,
° 2J), 0o

0 ||0|| 6 (tr G)
||s||{” e = }

1
b= ||s||{”"”non ”“)'}

f o> (6.29)

sl

Dai, a partir de (6.25) pode-se definir o tensor de evolugdo das deformagbes

plasticas:

p_'S

=R =N (6.30)
s

onde n corresponde ao vetor unitdrio que determina a direcdo do fluxo plastico

segundo a lei associativa.
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E ainda, a lei de evolugdo da deformacdo plastica efetiva pode expressa
como segue:

G=A- = (6.31)

Por fim sdo apresentadas as expressdes para o calculo do multiplicador

plastico A e do tensor dos médulos elastoplasticos de rigidez tangente C®® cujas
deducgbes sédo apresentadas por Simo & Hughes (1998) e Proenca (2004), dentre
outros.

j= 8 (6.32)
K
1+ —
3u
C*® =2 (1®1)+2u| Il - ”®k” (6.33)
1+ —
3u

sendo | o tensor de identidade de segunda ordem; Il o tensor identidade de quarta
ordem; e A e p as constantes de Lamé definidas por:

A= (6.34)

(6.35)

6.5.2 — Modelo elastoplastico com critério de Von Mises para o estado

plano de tenséo

A formulacdo apresentada no item 6.5.1 pode ser particularizada para o

estado plano de tensdo. Vale lembrar que no estado plano de tensdo as
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componentes o,,, com i =1,2,3, sdo nulas. Dessa forma, os tensores de tenséo e

desviador passam a ser representados como segue:

T

G :[611 Oz 612] (6.36)

s :[811 S, S12] (6.37)

A matriz P relaciona os tensores o e S da seguinte forma:

S=Po
sendo
2 -10
5:% -1 2 0 (6.38)
O 0 3

Vale lembrar que a componente S,, do tensor anti-esférico ndo € nula. No

entanto tal componente ndo sera “explicitamente” incluida na formulacdo

apresentada. Tal fato também ocorre com as componentes ¢, e &), de deformacéo.

Assim, os tensores de deformac&o podem ser expressos como segue:

g' :[811 €22 2812] (6.39)
sp(T):[sfl &b 28f2] (6.40)

Define-se também a matriz P necesséria para a particularizacdo das

equacOes apresentadas em 6.5.1:

P==|-1 2 0 (6.41)
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Definida as relagbes principais, as equacdes (6.26), (6.30) e (6.31)

particularizadas para o estado plano de tenséo sao expressas por:
2
f=Jo'Po —\g-(cy +k-o) (6.42)

£" =\Po (6.43)

G- /g(;pc (6.44)

Para a sequéncia da formulacdo é interessante expressar a matriz P e a
matriz constitutiva C em termos de uma decomposicdo diagonal. Assim,

considerando-se o material isotrépico, tem-se:
P =QA.Q’ (6.45)
C=QA Q" (6.46)

com a matriz ortogonal Q" =Q" e a matriz constitutiva C dadas por (6.47) e (6.48).

1 -1 0
J2
0=%11 1 o0 (6.47)
2
0 0 2
L
E

(6.48)

H
N[l o o
c
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As matrizes diagonais A, e A, Sa0 expressas por:

/3 0 0
A,={0 1 0 (6.49)
0O 0 2
E 0O O
1-v
Ac=| 0 2u O (6.50)
0 0O

De posse das equacfes que modelam o comportamento elastopléastico do
material que tem como base o critério de plastificacdo de Von Mises, parte-se agora
para a deducdo da formulacdo incremental e posterior apresentacdo do algoritmo
implicito para a resolu¢éo do problema.

Para que o processo iterativo possa ser iniciado é necessario que inicialmente
se parta de um estado de tensdes inicial, dito de previsdo, que por simplicidade é
tomado como o resultado da aplicacdo da relacdo elastica entre tensdo e
deformacgéo.

Dessa forma, com as deformacdes calculadas tendo por base os resultados
de deslocamento obtidos pela resolucéo das equacdes de equilibrio do problema de
placas para um determinado passo de carga, define-se o estado de tensdes de

tentativa como segue:

€,,=¢,+VU (6.51)

oy =Cl ey, — € ] (6.52)

n+l n
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Em geral, para problemas tridimensionais ou mesmo para problemas
referentes ao estado plano de deformacéo, a corre¢cdo dada ao tensor de tensdes e
consequentemente a evolucdo da superficie de escoamento se d4 segundo uma
direcdo normal a superficie de escoamento. Neste caso vale lembrar que a diferenca
entre os algoritmos implicitos e explicitos reside no fato de que, no primeiro caso a

corregdo se da segundo a normal da superficie de escoamento f , =0 enquanto
que, no segundo caso, a normal é referente a superficie f =0. A figura 6.8 ilustra o

procedimento radial.

A (Cp, %) - implicito

f (Gn+1 10{n+1) =0 B (Gn+1q (Xn+1) - eXp”CltO

Figura 6.8 — Evolucéo da superficie de escoamento pelo procedimento radial.

O procedimento utilizado neste trabalho para a deducdo do algoritmo que
permite estabelecer a evolucdo da superficie de escoamento para o estado plano de
tensao é o proposto por Simo & Taylor (1986). Segundo tais autores o procedimento
radial simples utilizado nos problemas tridimensionais e nos problemas referentes ao
estado plano de deformacdo ndo deve ser utilizado para problemas referentes ao

estado plano de tenséo por violar suas restri¢coes.
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O algoritmo proposto é deduzido a partir das equacdes para o estado plano
de tensdo ja apresentadas e, dessa forma, todas as restricbes para esse tipo de
problema estdo automaticamente satisfeitas.

Definidas entéo as equagodes (6.51) e (6.52), tem-se as demais equacgdes que

complementam o modelo em questéo:

Gy =E(1)C 00, (6.53)
fis =VOnia P 0 (6.54)
Gy = Oy +\E->’»~f‘n+1 (6.55)
e, =e’+i-P-c (6.56)

sendo matriz E(x) presente na equacao (6.53) definida por:
E(A)=[C*+A-P] (6.57)

Por fim tem-se a expressdo do operador elastoplastico tangente necessario

para a implementacao do algoritmo implicito:

8_6 [EPGn+l][EPGn+1]T

== —
= T — —
Gn+1P:‘PGn+1 + Bn+1

ep _
C:n+1 - 88

(6.58)

n+l

com
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Analisando-se as equagfes (6.53) a (6.58) verifica-se que suas avaliagfes s6
s8o possiveis mediante a obtencdo do multiplicador plastico . Neste caso, ao

contrario do que ocorre nos modelos referentes ao estado tridimensional e ao estado

plano de deformacdo, o valor de A n&o é obtido através de uma expressdo
“fechada”, mas sim por meio de um processo iterativo baseado na imposicdo do

critério f,, =0 para as tensdes c,,, =0.
Assim considerando-se expresséo do critério para um ponto (o,,,,a,,,) sobre

a superficie de escoamento pode-se escrever:

f (Gn+l’an+l) = VGE‘F].PGH‘F]. - \/% ’ (Gy + k ' a‘n+1) = 0 (659)

De modo a facilitar a notacéo, considere-se a funcédo descrita na seguinte

forma;

nl f_n+1 - \/; ’ lzn+1 =0 (660)

ra T
com fn+1 :f (Gn+l’an+l) ’ fn+l =4/0 PG

n+1 n+l

Elevando-se ao quadrado todos os membros da equacdo (6.60) e

desenvolvendo-se a expresséao resultante:

_ _ - 2 _
fn2+l:fn+l_2'fn+l'\/;'kn+l+§' r12+1:O
fn2+1 :%f_nil_f_n+l'\/;'lzn+l+%'iznz+l =0

1, 1, | [2 3f,
fn2+1 :E nil—gkf+l{\/;~iz—l—l} =0 (6.61)

n+1
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Através de (6.60) pode-se escrever:

f_n+1 = \/; ’ lzn+1 (662)

Substituindo-se (6.62) em (6.61) obtém-se:

2 —
3 7'kn+1
g2 =tpe Lge | 2. N3 T 41
2™ 3 3 k.,

n+l — n+l

Ou entao:

> L L g (6.63)

n+l 2 n+1_§ n+l

Considerando-se as equacgfes (6.54) e (6.53) e realizando-se algumas

manipulagbes matematicas com o auxilio da decomposi¢cdo das matrizes P e C

dadas em (6.45) e (6.46) pode-se escrever:

. (o% +02) 2+(c§’{—6£’£)2+‘4(26§’£)2 6.6
6l E 2|1+ 2ui |
3(1-v)

E ainda, considerando-se a expressao (6.55) pode-se escrever:

2
Kia= [cy +k -{an + gm—ﬂ (6.65)

A solucado da equacao (6.63) que fornecera o desejado multiplicador plastico

L pode ser obtida utilizando-se 0 método de Newton-Raphson através de um
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processo iterativo. Assim, considerando-se apenas o primeiro termo da expanséao

em série de Taylor é possivel escrever:

2
£2,+ % ‘AL =0 (6.66)

2

com f?, definido a partir das equacdes (6.63), (6.64) e (6.65) e a derivada %

podendo ser obtida como segue:

, _
Yl _F .afn+1_z_ akn-¢-1
3. T mE T3 (6.67)
com
of _ 1 | 2E o, Ao, 6.68
o 2o, +o, [ [3(1-v)+E i [1+2pxﬂ (6.68)
onde
(0% +0%)
®; = c 2
6{1+ 3(1-0) x}
o _(ofi-on) +a(oh)
’ 2[1+ 20t ]
e

n.+1 — k \/Z f_n+1+7‘\"£'+1 (669)
O\ 3 oL
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Deduzidas as equacfBes necessarias, 0 processo iterativo para a
determinacdo do multiplicador pléastico A deve ser iniciado adotando-se um valor
inicial para o mesmo. Neste trabalho optou-se por assumi-lo nulo (A' =0).

Com o valor inicial de A e das tensdes inicias de tentativa inicia-se o processo

iterativo calculando-se por meio das equacbes (6.65), (6.64) e (6.63) o valor de

(fnil)i. Do mesmo modo, com as equagdes (6.69), (6.68) e (6.67) € determinado o

2 |
valor de [%J . Assim, pode-se determinar o acréscimo a ser dado em i na

determinada iteragdo i como auxilio da equacao (6.66) e transcrito a seguir:

(6.70)

Dessa forma o valor é i para a proxima iteracdo i+1 pode ser atualizado

como segue:
A=A+ AL (6.71)
O processo iterativo deve ser executado até que se o critério de convergéncia

pré-determinado seja alcancado. Assim, neste trabalho o processo iterativo é

interrompido quando relacéo (6.72) € satisfeita.

i+l 4
P ol (6.72)

sendo a tolerancia tol, assumida igual a 1x10°°.
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Desenvolvido todo o equacionamento referente ao modelo elastoplastico
baseado no critério de Von Mises para o estado plano de tensdo, se faz agora
necessario a obtencdo de um algoritmo para a resolucao do problema elastoplastico
de placas. O processo incremental-iterativo para a resolucédo do problema sera fruto
de discusséo do préximo capitulo deste trabalho.

O equacionamento proposto neste item do trabalho permite, em um
determinado passo de carga e em uma determinada iteragdo do processo
incremental-iterativo, encontrar, a partir de uma tentativa inicial, o real estado de
tensdes atuantes na estrutura.

Assim, a partir do campo de deslocamentos obtido pela resolugéo do sistema
de equagbes de equilibrio sdo determinadas as deformacdes totais nos pontos de
analise, conforme a equacéo (6.51). As tensdes elasticas de tentativa sdo obtidas
considerando-se que acréscimo de tensdo na estrutura devido ao acréscimo de
deformacdes seja totalmente elastico (equacéo (6.52)).

De posse das tensdes de tentativa faz-se a verificagdo do critério através da

equacao (6.42). Assim, caso seja obtido f , <0, o material encontra-se em regime

elastico e, neste caso, as tensdes reais atuantes na estrutura sao iguais as tensées

de tentativa e as deformacdes plasticas ndo sofrem acréscimos. Também neste

caso, o tensor elastoplastico C”, é igual ao proprio tensor elastico C.

Caso f , >0 o material encontra-se em regime plastico e sdo necessarias as

n+1

devidas correcbes ao estado de tensdo e deformagdo na estrutura. Assim,

inicialmente calcula-se o multiplicador plastico A_, através do procedimento iterativo

n+1

descrito anteriormente. Com A_, e com o auxilio das equacdes (6.53) a (6.57) s&o

n+1
calculados os novos estados de tensdo e deformacdo plastica nos pontos de
interesse. Neste caso o tensor elastoplastico C ", é atualizado por meio da equagéo
(6.58).

Todo o procedimento descrito pode ser mais bem visualizado através do

fluxograma apresentado na figura 6.9.
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A v
_ ~Pr , 7\‘
Oni1 = Ona Célculo de A,
= Processo iterativo
an+1 - an
82+1 = gn \4
E”*l(j\') = |:C71 + 7.\‘n+1 ' P]
\ 4 .
Gyt = Epa(1)C 0N
Ch=C n+l ”*1( ) n+1

f T
fn+1_ canrl'F) "0

n+l

2 . _
an+1=an+\/;'7\/'fn+l

P _ P \
€ =8 TA-P-oy,

A4
—_ — T
Cep 28_0 2:_[‘:‘P6n+1][‘:‘PGn+1]
n+l — T — —
o n+1 Gn+1P~:PGn+1 + Bn+1

Figura 6.9 — Fluxograma para a obtencao do real estado de tenséo e deformacao na estrutura.
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Capitulo 7

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO APLICADO

AOS PROBLEMAS PROPQOSTQOS

7.1- Generalidades

A solucdo analitica das equacgfes integrais obtidas no presente trabalho é
relativamente dificil de ser encontrada, além de estar restrita a poucos problemas.

Na maioria dos casos praticos de interesse, uma analise aproximada
envolvendo apenas um numero limitado de graus de liberdade fornece uma exatidao
suficiente e, assim, o problema pode ser reduzido a determinagdo das variaveis em
um numero finito de pontos previamente escolhidos. A partir dai surge a
possibilidade de aplicacdo dos métodos numéricos para a obtencao de tais solucbes
aproximadas. Dentre os métodos numéricos existentes pode-se destacar o método
dos elementos de contorno.

O MEC consiste basicamente na divisdo do contorno da placa em segmentos,
denominados elementos de contorno, sobre 0s quais as variaveis sao aproximadas
por funcdes previamente escolhidas. Essas funcdes, ditas funcdes interpoladoras,
sao, em geral, polinomiais e definidas em funcdo de pontos previamente escolhidos
em cada elemento, denominados pontos nodais ou, simplesmente, nos.

Uma vez efetuada a discretizacdo do contorno, as equacdes integrais
mencionadas séo transformadas em equacdes algébricas que, aplicadas aos pontos
nodais definidos dao origem a um sistema de equacdes lineares cuja resolugao

fornece as incégnitas do problema.
7.2 — Discretizagdo do contorno

Considere-se o elemento estrutural de dominio Q e contorno T ilustrada na

figura 7.1. O contorno I" é dividido em n trechos menores T, tal que a soma
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desses recompde o contorno original. O numero e a forma dos elementos sdo
escolhidos de maneira que representem o contorno real de forma exata ou

aproximada.

Figura 7.1 — Placa discretizada.

As variaveis do problema, conforme dito anteriormente, sdo, em geral,

aproximadas em cada elemento I, por fungbes polinomiais. Tais fungbes

aproximadoras podem ser constantes, lineares, quadraticas, ou mesmo de ordem
superior. Ja para a representacdo geomeétrica dos elementos geralmente s&o
utilizadas func¢des do tipo linear ou quadrética.

Para os casos onde, tanto a geometria quanto as variaveis dos elementos sao
descritas pela mesma funcdo de interpolacdo, o elemento €& chamado
isoparamétrico. E o caso apresentado neste trabalho onde foi utilizado o elemento
isoparamétrico linear. A aproximacdo das varidveis no elemento pode ser expressa

pela equacao (7.1).

Xs(P)=w(P)-x" (7.1)

Na equacgédo (7.1) X, representa qualquer uma das variaveis do elemento,

sejam as coordenadas, o deslocamento ou o esfor¢o no ponto P . Ja xN representa

os valores nodais da variavel em questdo. Tal expressdo pode ser mais bem

visualizada através da equacao (7.2).
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(7.2)

As funcdes de interpolagcédo usadas sao os polinébmios de Lagrange, que, para

0 caso linear, assumem a forma:

1
4)1:5(1_?5)
b, = S(14¢)

279

(7.3)

onde & é uma coordenada adimensional, cujos valores sdo representados na figura

7.2

[ 4

Al A

P 1/2 B 112 »

Al Al A
g=- £=0 g=+1

(@) i @

Figura 7.2 — Coordenada adimensional & .

A representacao grafica das funcdes de aproximacéo € ilustrada na figura 7.3.

¢1 ¢2

€3] ‘ @

n

Figura 7.3 — Representacgédo grafica das funcdes de forma.
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Para os casos onde haja a presenca de angulosidades no contorno ou entao
diferentes condicGes de contorno aplicadas ao problema adotou-se, neste trabalho,
o artificio do chamado “n6 duplo”.

Os nos duplos caracterizam-se por apresentarem as mesmas coordenadas,
porém permite que haja descontinuidade, tanto nas variaveis quanto na geometria
do problema. A figura 7.4 ilustra a presenca do n6 duplo na discretizacdo de um

elemento estrutural.

Pontos com
descontinuidades

" /Q \ \v 1 / \ﬂ \‘

(@) (b)

N6s duplos

Figura 7.4 — Elemento estrutural: (a) presenca de descontinuidade; (b) artificio adotado.

Dessa forma, para que as equacles obtidas para os dois pontos de iguais
coordenadas ndo sejam idénticas, o procedimento utilizado é o deslocamento do
ponto de colocacgéo para dentro do elemento, conforme ilustra a figura 4.5. Andrade
(2001) sugere que o ponto seja deslocado a uma distancia igual a um quarto do

comprimento do elemento.

N6 duplo

Ponto de
colocacéo

—

DN
e

Figura 7.5 — Posicionamento do ponto de colocagéo para o nds duplos.
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7.2.1- Integragdo no contorno

O processo de integracdo sobre os elementos do contorno de modo a
transformar as equacdes integrais apresentadas no decorrer do trabalho em
equacOes algébricas foi feito de duas maneiras distintas neste trabalho.

Para o caso onde o ponto de colocagdo Q nao pertenca ao elemento a ser
integrado, ou para pontos fora do dominio, o procedimento de integracao utilizado foi
0 baseado Método numérico de Quadratura de Gauss (Brebbia & Dominguez, 1989).

J& para os casos em que o0 ponto Q esteja sobre o elemento a ser integrado
as integrais devem ser resolvidas analiticamente, uma vez que o integrando
apresentara singularidades decorrentes das solu¢des fundamentais.

As expressodes obtidas para as integrais analiticas sobre o contorno da placa

e do problema elastico plano sdo apresentadas no apéndice deste trabalho.

7.3 — Discretizacdo do dominio

Nas equacOes integrais apresentadas no decorrer do trabalho nota-se a
presenca de inumeras integrais de dominio que devem ser avaliadas para a
consideracdo dos efeitos ndo-lineares fisicos e geométricos no problema e também
para a consideracdo do aumento de rigidez proporcionado pela presenca dos
enrijecedores.

Para o célculo dessas integrais ha a necessidade de se discretizar o dominio
da placa e/ou enrijecedor de modo que as variaveis possam ser aproximadas a partir
de um ndmero finito de graus de liberdade. Uma alternativa para o calculo das
mesmas seria utilizar-se de procedimentos como a reciprocidade dual ou multipla,
procedimentos esses que ndo foram abordados neste trabalho.

Analisando-se as equacoes integrais apresentadas no trabalho nota-se que
existem duas classes de integrais de dominio: as integrais sobre o dominio dos
enrijecedores e as integrais sobre todo o dominio da placa. Cada uma dessas
classes foi tratada de forma distinta neste trabalho. Para os casos onde as variaveis
sdo aproximadas em todo o dominio da placa foram utilizadas células triangulares
com aproximacao linear. Ja as integrais calculadas no dominio do enrijecedor foram
avaliadas de uma maneira particular, sendo os dois procedimentos descritos na

sequéncia deste trabalho.
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7.3.1 — Integracdo no dominio da placa

Conforme discutido anteriormente, para a discretizacdo do dominio da placa
foram utilizadas células triangulares com fungdo de aproximacgdo linear conforme

ilustra a figura 7.6.

Figura 7.6 — Discretizacdo do dominio da placa em células triangulares.

Na figura 7.6 a célula com dominio Q, possui todos os seus vertices internos

ao dominio da placa. Neste caso 0s nos sao definidos sobre os vértices da célula. Ja

a célula de dominio €, apresenta originalmente dois de seus vértices coincidentes

com o contorno externo da placa. Para se evitar singularidades no processo de
integracdo, os nos coincidentes com o contorno da placa foram deslocados para o
seu interior de acordo com o procedimento apresentado por Botta (2003). Vale
lembrar que a continuidade no campo que se estd aproximando € admitida em
células concorrentes no mesmo no.

A posicdo dos nos internos é geometricamente definida conforme ilustra a
figura 7.7. Assim, define-se um parametro dist, definido entre zero e um, tal que a

distancia do no interno ao centrdide da célula seja dada por:

r =dist-r (7.4)

sendo r a distancia entre o centroide e o vértice da célula.
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Neste trabalho adotou-se como padrdo o valor dist =0,45 para as andlises

numeéricas apresentadas no decorrer do trabalho.

né 3

centroide

Figura 7.7 — Posicionamento dos nos internos das células triangulares.

As variaveis podem ser aproximadas no dominio da célula através da relacao
(7.5):
X(p)=di(p) X" (7.5)

sendo X a varidvel a ser aproximada, X" o valor das variaveis calculadas nos nés

da célula e ¢, (s) as funcdes de aproximacéo linear definidas por:

0, (s):%[a‘ +m'%, (s)+n'x, (s)] (7.6)

sendo x,(s) e x,(s) as coordenadas cartesianas do ponto s e:

2A = (xfxg’ +X2XG + XX — XEXG — XiX5 — xf‘x%)

i vk Ky j
m' =x} — x5
i _ Uk j

com i, j e k variando ciclicamente de 1 a 3.
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Escrevendo-se (7.6) em coordenadas cilindricas obtém-se:
1 (p)= 5 [a +m'(3(Q) +rcos(0)) +n' (x,(Q) +rsen(0))
ou ainda:
0. (P) =6 (Q)+ 5[ m'(cos(6)) + n' (sen(6))] (7.7)

O processo de integracdo sobre as células é efetuado através de um
procedimento semi-analitico descrito na sequéncia. Tomando-se como exemplo a
integral de dominio referente ao efeito ndo-linear geométrico presente na equacao

(4.7) pode-se escrever para apenas uma célula genérica k :
I N; (P)w; (P)w’ (Q,P)dQ, (7.8)
Q

Substituindo-se em (7.8) a solucdo fundamental w™ apresentada no capitulo 2

deste trabalho e também as fun¢des de aproximacao dadas em (7.7), tem-se:
1 1) [ 1
Njw Lk 5" (Inr —zj : {ZA[ak +m* (x,(Q)+rcos(0))+n* (x,(Q)+rsen (e))}}ko

sendo Nj' e wj valores nodais da célula k .

Pode-se ainda escrever:

Nfw L r%rz (Inr —1j : {Z;[ak +m“(x,(Q)+rcos(0))+n* (x,(Q)+ rsen(@))}}rdrde
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Integrando-se analiticamente em r :

1 3) [ 1
NDw L{san R [lnR _Zj - {ﬂ[ak +mx (Q)+n"x, (Q)]}+

1 Rs[mrR-L i[m"cose+n"sene] do
407D 10 )| 2A

com R(6)=R,(6)—-R,(6) conforme ilustra a figura 7.8.

X3

Figura 7.8 — Limites de integracao.

A integracdo em 6 pode ser transformada em integral no contorno da célula;

na sequéncia tal integral pode calculada numericamente pelo método da quadratura

gaussiana. Esse procedimento evita o calculo de R,(6) e R,(6). Assim, seguindo-

se tal procedimento, pode-se escrever:

1 3 1
Nfw J‘D {BZnD r# [Inr —Zj : {ﬂ[ak +m*x, (Q)+n*x, (Q)}} +

it 5L i[mkcose+n"sen6] Ea—rdF/
407D 10 ) [2A ron

Tal integral € equivalente a somatoria:

3 Ng
D> o

1 3 1
39D r (Inr —4){2A[ak +m %, (Q)+n“x, (Q)]}+
p=1 n-=1

+ 1 ré Inr—l i[m"cosG)Jrn"sene} ma—r
40nD 10 ) [ 2A 96n

onde p representa o niumero de lados da célula triangular, n o numero de pontos

de Gauss utilizado na integracdo e ‘Jp‘ 0 jacobiano da transformacao que, para o
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estado plano, é igual a metade do comprimento do lado p da célula. Vale lembrar

que a integracao deve percorrer 0 sentido anti-horario.
O desenvolvimento das demais integrais no dominio da placa toda segue
procedimento analogo ao apresentado, sendo os resultados finais obtidos para cada

uma delas descrito no apéndice deste trabalho.

7.3.2 — Integracdo no dominio do enrijecedor

A definicdo dos enrijecedores neste trabalho segue o modelo simplificado
apresentado por Fernandes (2003) onde as variaveis relativas ao enrijecedor sao
consideradas apenas no eixo meédio do mesmo e ndo ao longo de todo o seu
contorno. Tal simplificacdo reduz consideravelmente o nimero de graus de liberdade
do problema e, além disso, facilita a entrada de dados no programa implementado.

Além dessa simplificacdo, neste trabalho optou-se por considerar o ganho de

rigidez apenas na direcdo de x, longitudinal ao enrijecedor, sendo a parcela

referente a direcdo normal desprezada. Dessa forma, o numero de graus de

liberdade reduziu-se ainda mais, pois apenas trés variaveis (w e Ng) por no

’SS’W’nn
do enrijecedor sdo acrescentadas ao problema.

Considere-se a placa ilustrada na figura 7.9. Na figura a linha continua
discretizada representa o eixo médio do enrijecedor e as linhas pontilhadas a largura
total do mesmo. Ainda na figura é dado destaque para um elemento k do

enrijecedor.

- —

}

|
1
I

|

|

|

|

|

|

|

|
1
k3

|

|

\

|

|
VXl r

Figura 7.9 — Discretizacao utilizada nos enrijecedores.
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Outro fato interessante apresentado na figura 7.9 € o posicionamento do no
do enrijecedor quando este coincide com o contorno externo da placa. De modo a se
evitar singularidades no céalculo das variaveis de dominio, optou-se por deslocar o n6
para o interior do elemento em um quarto de seu comprimento, de maneira
semelhante a efetuada no procedimento de definicdo dos nés duplos.

Definido o posicionamento dos nés do enrijecedor, considere-se a integral no
dominio do enrijecedor presente na equacdo (5.5). No decorrer da deducdo da
equacao integral final de deslocamento foi realizado um processo de integragao por

partes que, para um elemento genérico k do enrijecedor, é reescrito a seqguir:

j MS, (p)Ws (Q.p)dC, = j ME, (p)w. (Q.p)n.dT,, ~
Q T

€k €k

_J. Mscs,s(p)w’; (Q’p)dQek
Q

€k

(7.9)

sendo n, a derivada da normal ao contorno do enrijecedor em relagéo a direcao s

longitudinal ao enrijecedor.

A integral de contorno presente na equacdo (7.9) segue 0 mesmo
procedimento de integracdo dos elementos do contorno da placa, lembrando-se que
as variaveis nodais estdo dispostas apenas no eixo médio do enrijecedor. Vale
ressaltar que foi adotada apenas uma variacao linear para 0 momento ao longo do
comprimento do enrijecedor; em relacdo a largura 0 momento permanece constante.

A variagdo de MZ, apenas ao longo do comprimento do enrijecedor permite
escrevé-lo em funcdo dos momentos nodais e aproximado no dominio do enrijecedor

pelas mesmas fungdes polinomiais apresentadas em (7.3). Assim, tem-se:

M =y - M + b, - ME (7.10)

S

sendo ¢, as fungbes de aproximagdo e 'MS, e °MS, os momentos nos nos inicial e

final do elemento, respectivamente.
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Para a determinacdo da integral de dominio existente na equacédo (7.9) é
necesséaria a avaliagdo da derivada de Mg, em relagdo a x,. Dessa forma, com

base na equacéo (7.10), pode-se escrever:

C
Mg =%. 1|\/|SCS +%. 2|\/|§s
OX OX OX

S S

Considerando-se as funcdes ¢; dadas por (7.3) é possivel escrever:

1 1 X
¢1=5<1g>=5(1m]

(7.11)
1 1 X
4o =5(1-8)=5| 1+ =
2 2 (|ek /2)
Dai:
O _ 1
OX le,
9, 1
OX le,
Por fim tem-se:
C
M __ Lo 4+ Loowe (7.12)
OXq Iek |ek

Visando simplificar o desenvolvimento das equacdes subsequentes, a

equacao (7.12) pode ser reescrita com a seguinte notacao:

C
Mss gy -MME, (7.13)
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Assim, substituindo-se (7.13) na parcela referente ao dominio do elemento k

do enrijecedor, obtém-se:

L Msss (P)W.s (Q.P)dO, :.[

ek Qek

r, NpgcC
[—ﬁrlnr][% MSS]-dQek

T

Substituindo-se dQ, =rdrd6:
* r’
j Mess (P)W.q (Q,p)o|Qek :[(PN NMSCS][_ﬁM' .[ r?Inr -drdo
Q n 0dr

€K

Integrando-se analiticamente em r :

c - — Nvie 1) s ﬁ 21
[ wtomcann, -] -] o -2

€k

Considerando-se que d6 = 18—rdl“e
ron

2
MS (0.p)da. =[ o, MME ]|~ s r—[l —l}a—rdr
[, o] 2.

ek ek
Tal integral € equivalente a somatoria:

r R 1] or
J, e s t@ron, Lo 2|25 33 ot G5 o

K p=1 n=

onde p representa o niumero de lados do elemento da célula, n o nimero de pontos
de Gauss utilizado na integracao e ‘Jp‘ 0 jacobiano da transformacdo que, no caso

plano, é igual a metade do comprimento do lado p do elemento.
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O processo de integracdo para as demais integrais no dominio do enrijecedor
segue 0 mesmo procedimento descrito, sendo os resultados finais obtidos para cada

uma delas expresso no apéndice deste trabalho.
7.4— Transformacao das equacgdes integrais em equacdes algébricas

7.4.1 - Analise elastoplastica de placas considerando-se a nao-

linearidade geométrica

Conforme discutido anteriormente, as equacdes integrais para o problema de
flexdo de placas e para o problema elastico plano apresentadas no capitulo 4 deste
trabalho devem ser resolvidas em conjunto de modo a se obter a solucdo do
problema de placas considerando-se as nao-linearidades fisica e geométrica.

As equacdes integrais apresentadas quando escritas na forma discretizada
sdo equivalentes a equagbes algébricas com coeficientes resultantes do processo
integracdo sobre os elementos do contorno e sobre as células triangulares
multiplicados pelas correspondentes variaveis nodais de contorno e de dominio

Dessa forma, analisando-se a equacéo integral (4.7) nota-se que as variaveis

de contorno existentes no problema de flexdo de placas sdo os deslocamentos
w(P) e ow/on(P) e os esforcos V,(P) M, (P); portanto, 4-N, varidveis sé&o
obtidas no problema discretizado. Além disso, em se considerando o0s

deslocamentos w, e as reagbes R, dos cantos da placa como variaveis do

problema (procedimento adotado neste trabalho), o numero de variaveis do

problema sobe para 4-N, +2-N,.

Considerando-se que para cada né do contorno da placa duas condi¢des de
contorno sao aplicadas e ainda que para cada canto da placa uma das variaveis é

conhecida, restam ainda 2-N,+N_ incégnitas no problema. Portanto, para a

resolucdo do problema séo necessarias duas equacdes para cada né do contorno e
uma para os nés de canto.

Paiva & Venturini (1987) demonstraram que a alternativa que se mostra mais
eficiente em problemas de placa € a aplicacdo da equacéo integral do deslocamento
nos nés do contorno e também em pontos associados a esses nds e externos ao

dominio, conforme ilustra a figura 7.10.



133

! ! ! ! !
| | | | |
Y 'y Y 'y &
-———9 - - - T——
P
d Pontos de
.
carregamento
-——-9 ——"
[ ] L b L ]
*-——-9 ——-»
A
d
*>-——9 . . . _ _——
i R 1 i
| L | |
. . . . .

Figura 7.10 — Pontos de carregamento definidos no contorno e fora do dominio.

A posicdo do ponto externo ao dominio é definida na direcdo normal ao
elemento, a uma distancia do n6 do contorno dada por:

d=a-l (7.15)

m

sendo o um parametro ndo nulo e |, a média dos comprimentos dos elementos

concorrentes ao ng, ou, simplesmente o comprimento do elemento no caso do no
estar no interior do elemento (Chueiri, 1994).

O parametro o pode assumir qualquer valor. Paiva & Venturini (1987)
propdem utilizar um parametro unitario; Silva (1986) e Calderén (1991) sugerem que,
para que problemas numéricos sejam evitados, seu valor esteja entre 0,5 e 1,0. Ja

Fernandes (1998) sugere que, em se considerando a técnica de sub-elementacéo,

seu limite inferior pode estar em torno de 1x107*, sendo que este Gltimo fornece
resultados mais precisos.

Em se tratando da equacdo de deslocamento para o problema elastico
(equacéo (4.14)) tém-se os deslocamentos e forcas de superficie como variaveis do

problema. Neste caso, apds a aplicacdo das condi¢cdes de contorno, as incognitas
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do problema ficam reduzidas a um numero igual a 2-N,. Portanto, sdo também

necessarias duas equacdes para cada n6 do contorno.

Dessa forma, efetuando-se a discretizacdo do contorno da placa e também do
dominio em células triangulares e lembrando-se que também é necessario escrever
as equacdes das rotacoes, curvaturas e forcas normais para cada n6 das células,
obtém-se as equacdes algébricas necessérias para a resolucao do problema. Assim,
a partir das equacoes (4.7), (4.8), (4.10), (4.14) e (4.17) pode-se escrever:

0
HyU, =G, P,+T,+E, [I}l-)f}er M

- T - - (7.16)
H. U, =G, PC+TC+EC[9®6J+FCN°
N® =—S, U, +D, PC+TC'+E;[(?®Q}+[F;—[}NO
Q:—H;)Up+G;)Pp+T‘;+E;)[I§I-x}+FF;I\/!° (7.17)

g ' e "\10
X= _H~p U~p+G~p Fip+T~p+ E~p [N'%} + F~p M

sendo:
+Up e Pp

vetores contendo os deslocamentos e esforcos do contorno,

respectivamente, para o problema de flexdo de placas;

+ U, e P, vetores contendo os deslocamentos e esforcos do contorno,

respectivamente, para o problema elastico plano;

+ N°®, 0 e y vetores contendo a parcela elastica do esforco normal, as

rotacBes e as curvaturas nos nés das células triangulares, respectivamente;

+ N° e M° vetores contendo as forcas normais e momentos iniciais nos nés
das células, respectivamente;

+ [Nx} vetor constituido pelo produto escalar entre as forgcas normais e as

curvaturas obtidas nos nos das células;
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+ [Q@ QJ vetor constituido pelo produto tensorial entre as rotacdes obtidas

nos noés das células;

e as demais matrizes contendo os coeficientes resultantes do processo de
integracao.

A resolucdo do sistema de equacdes algébricas formado pelas equactes
(7.16) e (7.17) fornecera as requeridas incégnitas no contorno da placa. Devido a
presenca dos efeitos ndo-lineares fisico e geométrico a solucdo do sistema deve ser
obtida através de um processo incremental-iterativo que seré objeto de discussao no

decorrer deste trabalho.
7.4.2 — Placas enrijecidas submetidas a flexdo composta

Também para o problema de placas enrijecidas submetidas a flexao
composta as equacgles integrais para o problema de flexdo de placas e para o
problema elastico plano apresentadas no capitulo 5 deste trabalho devem ser
resolvidas de forma acoplada.

Neste caso 0 processo de integragdo deve percorrer todos os elementos do
contorno da placa e também os elementos dos enrijecedores. Assim, depois de
realizada a integracao, as equacdes (5.19), (5.20), (5.27) e (5.30) dao origem a um

sistema de equacdes algébricas apresentado a seguir:

HpUp=GpPp+Tp+Jpxr+KpNr
- - (7.18)
H U, =G, P, +T,+J, x + K. N'

N'=-S U +D,P+T +J_yx +K_ N’

X = _I_[p U~D+G~D Fip+T~p+‘J~p X+ K~p' N
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sendo:
+U, e P, vetores contendo os deslocamentos e esforcos do contorno,

respectivamente, para o problema de flexdo de placas;

+ U, e P, vetores contendo os deslocamentos e esforcos do contorno,

respectivamente, para o problema elastico plano;

r
'nn

+ %" vetor contendo as curvaturas w,.. e w,  calculadas nos nés do

'SS

enrijecedor;

+ N" vetor contendo a parcela elastica do esforgo normal N, calculado nos

nds do enrijecedor;

e as demais matrizes contendo o0s coeficientes resultantes do processo de
integracao.

A resolucdo do sistema de equacdes algébricas formado pelas equactes
(7.18) e (7.19) sera objeto de discussdo no decorrer deste trabalho.

7.4.3— Andlise elastoplastica de placas enrijecidas submetidas a flexao
composta

As equacOes algébricas para a resolucdo do problema elastoplastico de
placas enrijecidas sujeitas a flexdo composta sdo obtidas a partir das equacdes
integrais apresentadas no item 5.4 deste trabalho.

Apos todo o processo de integracdo nos elementos do contorno da placa, nos
elementos dos enrijecedores e nas células da placa, as equacdes algébricas
assumem a mesma forma apresentada em (7.18) e (7.19) acrescidas das parcelas
referentes aos esforcos iniciais responsaveis pela correcdo dos esforcos no
processo incremental-iterativo. Assim, depois de realizado o processo de integracao,
as equacgodes (5.32), (5.33), (5.35) e (5.36) dao origem ao sistema de equagdes
algébricas apresentado a seguir:

— r r 0
H,U, =G, Pp+Tp+Jp;g+KpN +F,M
- T T T - - (7.20)
H U, =G, P.+T +J, % +K,N"+F, N°
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N®=-S U +D,P+T, +J, % +K, |\f+{5-@N_°

(7.21)
x=—H U, G, Pt T, + 0 + KN+ Fy M

sendo:

+U, e P, vetores contendo os deslocamentos e esforcos do contorno,

respectivamente, para o problema de flexdo de placas;

+ U, e P, vetores contendo os deslocamentos e esforgos do contorno,

respectivamente, para o problema elastico plano;

r
nn

+ ¢' vetor contendo as curvaturas w,. e w,  calculadas nos nés do

’Ss

enrijecedor;

+ N" vetor contendo a parcela elastica do esforgo normal N, calculado nos

nés do enrijecedor;

+ N°® e y vetores contendo a parcela elastica do esforco normal e as

curvaturas, respectivamente, nos nés das células triangulares e dos elementos dos

enrijcedores;

+ M°% e N° vetores contendo os esforcos normais e momentos iniciais,

respectivamente, nos nés das células e dos elementos dos enrijcedores.

e as demais matrizes contendo os coeficientes resultantes do processo de

integracao.

A resolucdo do sistema de equacdes algébricas formado pelas equacdes

(7.20) e (7.21) sera objeto de discussado do préximo item deste trabalho.



138

7.5 — Procedimento para resolucao do sistema de equacdes

7.5.1 - Analise elastoplastica de placas considerando-se a néo-
linearidade geométrica

A solucdo do problema elastoplastico de placas considerando-se a nao-
linearidade geométrica é obtido através de um procedimento incremental-iterativo a
partir da formulacdo implicita, na qual as corre¢cdes que devem ser aplicadas no
sistema séo obtidas através do operador tangente consistente.

O conceito de operador tangente consistente foi introduzido em formulacgoes
nao-lineares do MEC apenas recentemente, com o trabalho de Bonnet & Mukherjee
(1996), onde tais autores estudaram o problema elastoplastico considerando uma
formulacdo escrita em funcédo de deformacdes iniciais. Alguns outros trabalhos que
fazem uso do operador tangente consistente podem ser citados: Poon et al (1998),
Fudoli (1999), Botta (2003), Fernandes (2003), dentre outros.

Conforme apresentado no item 7.4.1 deste trabalho o problema de flexdo de
placas considerando-se as néo-linearidades fisica e geométrica pode ser resumido
em um conjunto de equacdes algébricas reescritas na sequéncia:

0
HoU, =G, P,+T,+E, [N-Z(}-Fp M

- - - (7.22)
H.U, =G, PC+TC+EC[6®6J+FCN°
N® =—S, U, +D, PC+T;+E;[9®§)}+[FC‘—|J|\{°
Q:—H;)Up+G;)Pp+TF;+E'p[I§I-X}+F’;IV!O (7.23)

" " " " " 0
X= _H~p U~p+G~p Fip+T~p+ E~p [N'%} + F~p M

sendo as equacdes (7.22) originadas através do processo de integracdo das
equacOes de deslocamentos referentes a analise de placas e ao problema de
membrana, e as equacdes (7.23) referente ao calculo das normais, rotacbes e
curvaturas necessarias para a avaliacao dos efeitos ndo-lineares.
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Considerando-se a matriz F, ja subtraida da matriz identidade | e isolando-

se as variaveis de contorno do problema nos vetores X obtém-se:

0
A X, =B, +E, [ Neg |+F, M

(7.24)
A X_ =B, +E, [9@9}5 NC
——A X,+B.+E, [Q@Q}+FC' N°
-A Xp+B'p+E;)[I§I-X}+F,; M° (7.25)
" " " " 0
~ A Xy B ey N[+ M
De (7.24) pode-se ainda escrever:
X, =L+ [ . }+Rp M°
S - (7.26)
X, =L +Q, [Q Q}+R NC
comL=A"B,Q=A"EeR=A"F.
Substituindo-se (7.26) em (7.25) obtém-se:
=L+Q, [9@9}4{; NC
+Q | Ney |+ :
0=1,+Q, R M 7.27
"’ = L+Qp[ -x}-R M0
com L=-A-A"B+B, L'=-A-A"B+B’, Q=-A-A“E+E,

Q =-A AMEXE R =-AALELE e R oA ANELE
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Conforme discutido no capitulo 4 deste trabalho, os momentos e as forcas
normais totais atuantes na estrutura podem ser expressos em funcdo de suas

parcelas elasticas associadas ao campo de deformagéo total ¢, e em fungdo de um

campo de esforcos iniciais associados ao campo de deformacdes iniciais gi? como

segue:

MS =M, +M?
(7.28)
NS =N, +N?

A Lei de Hooke e a relacdo entre momento-curvatura apresentadas no
capitulo 2 relacionam as parcelas elasticas Mif e Nije com as curvaturas e as

deformacOes totais de membrana, respectivamente. Dessa forma, para todos os

pontos internos da placa pode-se escrever:

Mi'ja:CM'X

(7.29)
Ni}? :CN.

[}

sendo C,, e C, matrizes formadas pelas componentes apresentadas nas relagées

(2.6) e (2.20), respectivamente.
Substituindo-se a equacéao (7.29) em (7.28) tem-se para todos 0os pontos da

placa:

M°=C, 7-M

(7.30)
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Substituindo-se as equacdes (7.30) e (7.29) em (7.27) obtém-se:

)+, [C o] o
ke

Por fim, considerando-se as equacdes escritas na forma incremental, tém-se

as equacoes finais de equilibrio:

f,(45:40) = -C, Ae+ AL +Q; [Ap@ 0+ 0® Aﬁ)} IR, [CN Ae- Aj\l} -0
f, (A}a; Ag; AX) =—AB+ AL +Q, [Aj\l o+ N'Ax} +R, [CM Ay~ A[\/I}

fZC (A}(,Ajs) = —A}(+ AIN_p+Q~p [A_N s I§I-A~x} + F\’~p [C~M A~x— AM |=0

| I

(7.32)

A solucdo do problema elastoplastico de placas considerando-se a nao-
linearidade geométrica é obtido através da resolucdo do sistema de equacdes
apresentadas em (7.32). A solucao é obtida utilizando-se 0 método de Newton-
Raphson através de um processo iterativo. Assim, para um determinado passo de
carga, a cada iteracdo sao obtidas corre¢cdes que devem ser somadas aos estados
de deformacdes referentes ao problema elastico plano, de rotaces e de curvaturas.

No final do processo iterativo deseja-se encontrar valores de incrementos Ae, A0 e
Ay para o passo de carga em questao que satisfagcam o sistema de equacodes (7.32)

e também o modelo constitutivo adotado dentro de uma tolerancia pré-determinada.
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Dessa forma, para uma iteracdo i +1, os valores de Ae, AB e Ay da iteracao

anterior i sdo corrigidos através de acréscimos 6As, dAD e dAy
Ae'™ = Ag'+ SAE'

Aqi+l — A_QI+8A~6|

Ax”l = Axi + SAxi

As correcOes dSAe, 8AB e BAy, podem ser obtidas

linearizada das equacdes (7.32) considerando-se apenas o

expansao em série de Taylor, ou seja:

ad g Cof of  of |
f(A—g AD ) oAe A0 oAy |[sae
f_@(A? & i;A?‘i) " aifes‘ aifeei aif;‘ o0
o SAy
fX (AXI’ASIJ afx afx afx _X
A | OAE'  OA'  OAY' |

sendo o operador tangente consistente obtido por meio das d
f., f, e f, emrelagao as variaveis Ae, AO e Ay e expresso po

—CNI_I+R;[CNI_I—C§':} Q;[[®@+Q®ﬂ

Q. CR,CE Q;Pm%x+Nﬁ

0

Qp Cl-x—R, Cit

e as corregoes dAe, 3A6 e dAy obtidas por meio de:

| fﬂ(Agi;AG‘)
8A~8 AR
8A~6‘ :—C:l- fe(A?i;A:si;Axi)
SAXi AL
) fz(A?‘ = )

R.CYl

ey e 4Ry 1|

de forma que:

(7.33)

através da forma

primeiro termo da

erivadas das fungdes

r.

}+ R; {CM II- C,f,l’;}

(7.34)
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Na equacdo (7.34) | representa o tensor de identidade de segunda ordem e

Il o tensor identidade de quarta ordem. As matrizes C{’, C{", Ci e C{f sdo

definidas tendo por base o operador elastoplastico tangente consistente dc/d¢

definido no capitulo 6 deste trabalho e sendo dadas por:

L
Cﬁp B 8N "2 6o 9 i,
Ne ™ oAe t OAg

t
Cep—a—N— 280 aAst = +§—x a—de
NCT oAy taAa oAy )t TP aae

2

t t

20(X, - A i

cer _M _[29(x-40) oo dx, = 2X3.6_de3
- OAg ot OAo OAg ot OAeg

2 2

ep _

t t
M  [T20(x3-Ac) dc dAe 2 oo
— = : dx, =
_ 8A8

OAy t  OAc OAe OAy,
2

Ou ainda, utilizando-se do procedimento de Gauss de integracdo numérica ao

longo da espessura da placa pode-se escrever:

Cri = 22[6AJ ' (7.35)

ig=1

Ng
t2

0G
CceP — _ LE WL 7.36
Ny 4 : l|:aA8:|ig é;lg ig ( )

ig=
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2 X[ 6
cep _ E Sl e W 7.37
Me T4 {GAS g 2 (7:37)
ig=1
X[ 6
cep — _ S| g2 .w 7.38
’.\.AX 8 : |:8Aglg ig ig ( )
ig=1

7.5.1.1 — Processo incremental-iterativo

As equacdes (7.24) e (7.31) formam um sistema de equacdes através do qual
€ possivel a resolucdo do problema elastoplastico de flexdo de placas considerando-
se os efeitos da ndo-linearidade geométrica.

Por se tratar de um sistema n&o-linear de equacgdes sua resolugéo é possivel
por meio de um procedimento incremental-iterativo, sendo este o objeto de
discusséo deste item do trabalho.

Inicialmente o carregamento aplicado na placa é dividido em um determinado
namero de passos de carga. Para o primeiro passo de carga, resolve-se inicialmente
o problema de flexdo de placas e o problema de membrana através das equacdes
(7.24) sem considerar os efeitos da n&o-linearidade geométrica e do campo de
esforcos iniciais. De posse dos deslocamentos e esfor¢cos no contorno e novamente
ndo levando em consideracdo os efeitos nédo-lineares, calculam-se, através das
equacdes (7.31), as deformacdes referentes ao problema elastico plano, as rotaces
e as curvaturas nos nos das células.

Através do equacionamento apresentado no capitulo 2 deste trabalho sdo
calculados os valores das tensdes de tentativa e deformacdes totais em todos 0s
nés das células. Neste ponto é interessante ressaltar que foi utilizado um modelo
estratificado onde para cada n6 das células admitiu-se uma distribuicdo de pontos
de Gauss ao longo da espessura da placa. Assim, para cada ponto de Gauss sdo
calculadas as tensfes elasticas de tentativa e as deformacdes totais e
posteriormente faz-se a verificagcdo do modelo constitutivo adotado.

Através do modelo constitutivo adotado, conforme visto no capitulo 6 deste
trabalho, obtém-se os valores das tensdes verdadeiras admissiveis para todos os

pontos em analise. Assim, de posse das tensdes verdadeiras nos pontos de Gauss
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na espessura da placa, calculam-se os valores dos momentos verdadeiros e das
forcas normais verdadeiros atuantes em um determinado no6 de célula através de um
procedimento de integracdo numérica das tensdes ao longo da espessura da placa.

Assim, pode-se escrever:

+% £2 Ng
2 ig=1
i ¢ Ng
2
AN = I P doti, =2 Aoy W, (7.40)
- e -

As matrizes C , CJ,

CEA‘; e Cy, calculadas através das equacgoes (7.35) a

(7.38) e necesséarias para a montagem do operador tangente consistente sao
também definidas tendo por base o modelo constitutivo adotado. Vale lembrar que,
em se tratando de iteracdes e/ou passos de carga elasticos, os valores do momento
verdadeiro e do esforco normal verdadeiro coincidem com os valores elasticos de
tentativa e, assim, ndo ha interferéncia da plasticidade nas equacdes finais de

equilibrio. Também neste caso € interessante salientar que C’ =C,, C’ =C,, e
€p _ CEP _
Cy, =Cw. =0.

De posse dos valores de contorno e também das variaveis de dominio, os

valores das “fungbes” f,, f, e f, podem ser calculadas atraves das equacées (7.32),

e, assim, dar inicio ao processo iterativo até que se alcance a solucao desejada par
ao passo de carga em questéao.

A cada nova iteracdo i+1, o operador tangente consistente (7.34) deve ser

atualizado com os valores de Ag', AB' e Ay' e com as matrizes C, C", C\? e

C,’ referentes a iteragdo anterior i e os valores de 8Ae'™, 3A0™ e dAy'™,

determinados. A cada nova iteracdo os valores de dominio devem ser atualizados

com o auxilio das equacdes (7.33) e 0 novo estado de tensédo e deformacgéao nos nos
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das células calculados e verificados pelo modelo constitutivo adotado. O processo
iterativo deve ser repetido até que a solucado encontrada satisfaca ao mesmo tempo
as equacoes de equilibrio estético e o modelo constitutivo empregado dentro de um
critério de convergéncia pré-determinado.

O processo descrito acima deve ser repetido até que todo o carregamento
seja aplicado na estrutura. E importante ressaltar que, a partir do segundo
incremento de carga, os valores finais de deformacéo referente ao problema de
membrana, de rotacédo e de curvatura do incremento de carga anterior devem ser
utilizados nas primeiras “avaliagcbes” do passo de carga atual e na avaliagéo inicial
do critério de convergéncia.

Todo o procedimento descrito neste item pode ser mais bem visualizado
através do fluxograma apresentado na figura 7.11.
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n=1,n°de
passos
de carga

v

A, AX" = AB,+E, |:Al\!n_l-)~(+ N.ij_l} A, AX" = AB,
A, AX" = AB_+E, [AG,H@ 0+6® AGM} A AXp = AB,
v v
€., =L+ Q. 40, 0+ 090, G, oA, X088,

A?'n = AL'p+Q;J {Al\!n_l-zﬁ- N'ij-l} A?:'\ = —A;] AX;+ AB'p

Ay =~ A, AX]+ AB,

Ay, =AL+Q, {ANn_l-zﬁ N-Axn_l}

&
<

y

Calculo das tensoes
de tentativa c®

'

Pelo critério elasto-plastico:
TensOes verdadeiras o, M, N

ep ep ep ep
CN& ! CN;{ ! CMs € CM;{

SAE f (Aﬁi;A»ei )

849‘ :—C:l. fe(Ap‘;A:s‘;Ax'J

Ay o
_ f} [A}( ,Af, )

'

Ael™ = Al + 8Ae!

AB = A+ SAB)

Mgy = D+ 8,
Sim Né&o
Converge?

Figura 7.11 — Fluxograma do processo incremental-iterativo para o problema elastoplastico de placas
considerando-se a ndo-linearidade geométrica.
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7.5.1.2 — Critério de convergéncia

A convergéncia do resultado obtido € verificada aplicando-se o critério em
todos os nés das células, sendo que para cada n6 séo verificadas as convergéncias
nos valores das rotacfes, curvaturas e forcas normais obtidas.

Em uma dada iteracdo i, define-se o critério como sendo a relacdo entre a
diferenca dos valores obtidos na iteragdo i—1 e i e os valores obtidos na iteracao
I —1, ou seja:

XN _xN Y
—Z( o) <tol (7.41)

onde X é o valor de rotacdo, curvatura ou normal no né da célula e tol representa a

tolerancia admitida no critério.

A convergéncia dos resultados também é verificada em termos das tensfes
nos pontos plastificados. Neste caso a verificacao é feita através da relagéo entre as
tensdes de tentativa, a tensdo de escoamento e a tensdo real na iteracdo em

questdo como segue:

fFpr_—i
i+1

(¢}
= Y <ol (7.42)

i+1

onde:

T = ol P ol

;z\E-(oy+k-ai)

ra _ T
fi+l - \/Gi+l P 'Gi+1

qal



149

7.5.2 — Placas enrijecidas submetidas a flexdo composta

A solucéo do problema de placas enrijecidas € obtida através da resolugéo do
sistema de equacfes deduzido no item 7.4.2 deste trabalho e reescrita a seguir:

e
HoU, =G, P+ T+, )~(+ Ko N~

(7.43)
H. U, =G, P +T,+J . x+K

Ne=—SCUC+DCPC+TC'+JQX+KQN_9
ST (7.44)
x=—HpUp+GpPerTp+JpX+Kp~l\l~e

Por se tratar de um problema linear, sem a consideracdo dos efeitos néo-
lineares fisicos e geométricos, a resolucdo do sistema é feita de maneira direta sem
a necessidade de se fazer uso de procedimentos incrementais / iterativos. Sendo
assim, nas equacbes (7.43) e (7.44), isolando-se as incognitas do problema nos
vetores X pode-se escrever:

e
Ao X =Byt 3, 1K, N

(7.45)
X, =B, +J, x+K.N°®
c C C c

N®=A X +B.+J, x+K, N°
Co e (7.46)
% =A, X,+B,+ 3, x+K,-N°

Organizando-se as equacdes (7.45) e (7.46) em um sistema matricial obtém-
se:

A 0 -K -J ]
p ~ p p
- - - Xp Bp
0 Ac _Kc _‘]c - "
- - N - Xc c
. . ~ L)~ (7.47)

0 A |I=Ke] Jo fine| B
X p
_A:p 9 K~p (lf JFL - -



150

A resolucdo do sistema linear de equactes (7.47) fornecera os requeridos

deslocamentos e esfor¢cos no contorno da placa e do problema eléstico plano além

de fornecer os valores de esforco normal N, e curvaturas w, e w,  nos nos do

’ss nn

enrijecedor. De posse desses valores o problema elastico de placas enrijecidas

submetidas a flexdo composta fica determinado.

7.5.3— Analise elastopléastica de placas enrijecidas submetidas a flexéo

composta

A solucdo do problema elastoplastico de placas enrijecidas submetidas a
flexdo composta segue um procedimento incremental-iterativo semelhante ao
apresentado no item 7.5.1 deste trabalho para o problema elastoplastico de placas
considerando-se a ndo-linearidade geométrica. Também neste caso o procedimento
€ obtido a partir da formulacdo implicita, com as corre¢cdes que devem ser aplicadas
no sistema obtidas com o uso do operador tangente consistente.

A exemplo do efetuado no item 7.5.1, as equacOes algébricas apresentadas
em 7.4.3 séo inicialmente manipuladas de forma a isolar as variaveis do problema

em um unico vetor. Sendo assim, considerando o vetor X composto pelos

deslocamentos e esforgos desconhecidos no contorno e a matriz F. ja subtraida da

matriz identidade |, as equacoes (7.20) e (7.21) podem ser reescritas como segue:

r 0
Apxp=Bp+Jp;E+Kpr\1~f+Fp|\/1
- T - - (7.48)
AcXczBC+JCx~r+KCN~r+FCN~°

N®=-A X +B+J ¢ +K N+ F N°
o) B (7.49)
x=—A, X, +B,+ I, 1" +K,-N'+F M
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De (7.48) pode-se ainda escrever:

R _ (7.50)
X, =L+ J " +K N+R N°
comL=A"B, J=A"J,K=A"K eR=A"F
Substituindo-se (7.50) em (7.49) obtém-se:
N® =L+J % +K N"+R N°
ST (7.51)
x=L+Jd, ' +K,N'+R M
com L =-A-A%B+B, L =-A"A"B+B, K'=A™K, K'=A™K', T =A%T,

J=AIR=-A-ALF+F e R =-A-ALF+F.

Lembrando-se que os esforcos totais podem ser expressos em funcdo de
suas parcelas elastica e inicial e que os momentos e as forgcas normais elasticas

podem ser expressos em funcdo das curvaturas e deformacdes (lei de Hooke), a

expressao (7.51) pode ser reescrita como segue:

Cye=L+J x%Ké[C,{l aj}+R;[CN s;:—l}l}

[}
I3)

i

(7.52)

[

:I_~p+ pX~r+K~D[C’:‘ g_r}+|:\’~p[c~,v, %—M}

1R

com &' contendo as componentes de deformagéo ¢, e ¢, dos enrijecedores e C;

contendo as componentes apresentadas nas relacdes (2.6) para 0s pontos

pertencentes aos enrijecedores.
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Por fim, considerando-se as equacdes (7.52) escritas na forma incremental,

tém-se as equacdes finais de equilibrio:

f (Af:;ij = —Cy Aet+ AL +J, Ay +K, {cg Ag' } +R, {CN Ag— Aj\l} =0
i i - e o (7.53)

f (AX;A;) = —Ax+ AL +J) Ay + K [C,; Ag' } +R, [CM Ay— A!\/I} =0

A solucéo do sistema de equacdes (7.53) é obtida através do uso do método

de Newton-Raphson através de um processo incremental-iterativo. Para um
determinado passo de carga séo obtidas, a cada iteracdo, correcdes que devem ser
somadas aos estados de deformacédo referente ao problema elastico plano e de
curvatura referente ao problema de flexdo de placas. Ao final do processo iterativo

deseja-se encontrar valores de incrementos Ac e Ay para 0 passo de carga em

questdo que satisfacam o sistema de equacgbes (7.53) e também o modelo
constitutivo adotado dentro de uma tolerancia pré-determinada. Vale lembrar que

nos vetores Ae e Ay estdo inclusos as parcelas referentes a deformacdo e a

curvatura nos nos dos enrijecedores que sdo0 necessarias também para induzir a
correcéo de rigidez ao sistema.

Dessa forma, para uma iteragdo i+1, os valores de Ac e Ay da iteracdo
anterior i sao corrigidos através de acréscimos dAs e dAy de forma que:
Ae'™ = Ag'+ A€

. _ . 7.54
Ay = Ay + 8AY ( )

Considerando-se a forma linearizada da equacgao (7.53) e apenas o primeiro
termo da expansao em seérie de Taylor, pode-se escrever:
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sendo o operador tangente consistente obtido por meio das derivadas das fungdes

f. e f, emrelac8o as variaveis Ae e Ay e expresso por:

—CNI_I+IZ'CCL,I_I+R'C[CNIJ—C§2} J =R CY
c| -0 o LT S,

GOIRCE - TINR, G-
(7.55)

e as corregoes dA¢ e 8Ay obtidas por meio de:

Na equacdo (7.34) | representa o tensor de identidade de segunda ordem e

Il o tensor identidade de quarta ordem. As matrizes C{’, C{" , Cf e C{f sdo

definidas tendo por base o operador elastoplastico tangente consistente do/d¢

através do processo de integracdo definido no item 7.5.1 deste trabalho.
7.5.3.1 — Processo incremental-iterativo

A solucdo do sistema nao-linear formado pelas equacdes (7.48) e (7.52) &
obtida através de um procedimento incremental-iterativo. Inicialmente o
carregamento aplicado no painel enrijecido é dividido em um namero finito de passos
de carga. Para o primeiro passo resolve-se inicialmente o problema de flexdo de
placas e o problema de membrana através das equacdes (7.48) e (7.52) sem

considerar os efeitos do campo de esforc¢os iniciais. As parcelas iniciais das variaveis

., Ay'e A sdo entdo obtidas atraveés da resolugédo do

do problema AX , AX
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sistema de equacdes de maneira semelhante a apresentada no item 7.5.2 deste
trabalho.

De posse dos deslocamentos e esforcos no contorno e das curvaturas e
deformacdes nos nds dos enrijecedores calculam-se, através das equacgdes (7.52),
as deformacdes referentes ao problema elastico plano e as curvaturas nos nés das
células sem considerar novamente as parcelas referentes aos campos de esforcos
iniciais.

Adotando-se para cada n6 de célula e de enrijecedor um modelo estratificado
com pontos de Gauss espalhados ao longo das espessuras da placa e do
enrijecedor, respectivamente, e com 0 auxilio do equacionamento apresentado no
capitulo 2 deste trabalho, sdo calculados os valores das tensfes de tentativa e
deformacfes totais em todos os pontos definidos. As tensdes de tentativa sdo
verificadas através do modelo constitutivo adotado de forma a se obter o real estado
de tensdo em todos os pontos em andlise.

De posse das tensdes verdadeiras nos pontos de Gauss sao calculados os

valores dos momentos das forgas normais verdadeiros e as matrizes CJ0 , C° , C;f.

e C,-, através do procedimento de integragdo numérica descrito no item 7.5.1 deste

trabalho.
Com todos os valores de contorno e também das variaveis de dominio
determinados pode-se, através das equacdes (7.53), obter os valores das “funcées”

f, e f, e darinicio ao processo iterativo até que se alcance a solucdo desejada para

0 passo de carga em questdo. A solucdo encontrada deve satisfazer ao mesmo
tempo as equacdes de equilibrio estatico e 0 modelo constitutivo empregado dentro
de um critério de convergéncia pré-determinado.

O processo descrito acima deve ser repetido até que todo o carregamento
seja aplicado na estrutura. Tal procedimento pode ser mais bem visualizado através

do fluxograma apresentado na figura 7.12.
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Ayt = AXi+8AXi

Sim Nao
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Figura 7.12 — Fluxograma do processo incremental-iterativo para o problema elastoplastico de placas

enrijecidas.
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7.5.3.2 — Critério de convergéncia

O critério de convergéncia adotado € o mesmo do item 7.5.1.2 deste trabalho,
ou seja, feito através da relacdo entre as tensdes de tentativa, a tensdo de

escoamento e a tensao real na iteracdo em questdo como segue:

__pr i
Y <ol (7.56)

i+1

onde:
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Capitulo 8

EXEMPLOS DE APLICACAQ

8.1 — Generalidades

Neste capitulo sdo apresentados alguns resultados numéricos obtidos através
do programa implementado até o presente momento.

Visando comprovar a correta implementacéo da formulacdo desenvolvida, nos
exemplos que seguem o0s resultados obtidos foram comparados com resultados
numeéricos fornecidos por outros pesquisadores e também com resultados obtidos
em simulacdes feitas em programas comerciais existentes.

Por fim procurou-se efetuar uma andlise quantitativa e qualitativa dos
resultados obtidos em cada exemplo estudado.

8.2 — Placa quadrada uniformemente carregada considerando-se a nao-
linearidade geométrica

A placa analisada neste exemplo possui lados com dimensfes genéricas
iguais a a, espessura t, moédulo de elasticidade longitudinal E e coeficiente de

poisson v igual a 0,3. Ressalta-se que a relacéo t/a utilizada foi igual a 0,01.

IR

[
A A
a

Figura 8.1 — Placa com dimensdes e carregamento genéricos.
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Vérias condi¢cdes de contorno foram simuladas. Inicialmente as placas foram
“divididas” em duas categorias: placas com todas as bordas apoiadas (w =M_ =0) e
placas com todas as bordas engastadas (w =ow/on=0). Para cada um desses
casos foram definidos dois subgrupos de acordo com a vinculacdo das bordas com
relacdo ao plano Xx; X,. No primeiro subgrupo considera-se que os deslocamentos
u, e u, sao permitidos. Ja no segundo os deslocamentos u, e u, sdo impedidos, ou
seja, u;=u, =0.

O carregamento, ilustrado na figura 8.1, € aplicado de maneira uniforme em
toda a placa. As simulacdes foram realizadas utilizando uma malha composta por
160 elementos de contorno, sendo 40 elementos de iguais comprimentos
distribuidos por lado da placa. Para a avaliacdo dos efeitos ndo-lineares geomeétricos

o dominio foi dividido em 8 células triangulares dispostas conforme ilustra a figura
8.2.

a

Figura 8.2 — Divisao do dominio em células.

Os resultados obtidos de carga x deslocamento maximo sdo apresentados
nas figuras 8.3 e 8.4 juntamente com os resultados fornecidos por Ye & Liu (1985).
Ressalta-se que, na apresentacdo dos resultados, foram utilizadas as “siglas”

Bl para o caso onde os bordos estédo restritos no plano x,x, e BM quando néo

existem restricdes aos deslocamentos no plano indicado.
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Figura 8.3 — Placa totalmente apoiada: carga x deslocamento maximo.
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Figura 8.4 — Placa totalmente engastada: carga x deslocamento maximo.
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Os resultados obtidos, quando comparados com os fornecidos por Ye & Liu
(1985), demonstram a eficiéncia da formulagdo proposta e sua correta
implementacéo computacional.

Ainda que a malha utilizada para as analises, sobretudo no que diz respeito
as integrais de dominio, seja relativamente pobre, bons resultados foram obtidos de
maneira rapida, indicando a agilidade do processo iterativo quando se faz uso do
operador tangente consistente. Vale lembrar que outras simula¢des foram efetuadas
com malhas mais discretizadas, porém com diferencas insignificantes no resultado
final obtido.

8.3 — Placa circular uniformemente carregada considerando-se a nao-

linearidade geométrica

Este segundo exemplo € composto por uma placa circular, com diametro igual

a 2a, espessura igual a t e a razédo t/a igual a 0,02. O médulo de elasticidade

longitudinal do material € dado por E enquanto que o coeficiente de Poisson é igual
a0,3.

Foram utilizados nas simula¢des 40 elementos de contorno lineares de forma
a reconstruir o contorno curvilineo original da placa. Para a discretizacdo do dominio
foram utilizadas 100 células triangulares dispostas de maneira simétrica ao centro da
placa. As caracteristicas geomeétricas e a discretizacado adotada estado ilustradas na

figura 8.5.

2a

Figura 8.5 — Placa circular.
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Como condicbes de contorno foram assumidas bordas engastadas
(w=0w/on=0) e restritas no plano x,x,, ou seja, u, =u, =0. Admitiu-se também
um carregamento q, perpendicular ao plano médio da placa, e atuando

uniformemente sobre todo o dominio da placa.

Este € um exemplo classico na literatura. Wen et al (2005), Tanaka et al
(1996), dentre outros, propuseram a analise do mesmo exemplo em seus trabalhos.
Os resultados de deslocamento para o ponto central da placa x carregamento
aplicado juntamente com os fornecidos por Wen et al (2005) (numéricos e analiticos)

estéo ilustrados na figura 8.6.

2,5

2,0

(Wmax/t)

1,0 1

0,5

0,0 T T T T T T T T T

(g-a*/E-t)

— Solugédo linear —+—Presente estudo e Wen etal (2005) x Solugdo analitica

Figura 8.6 — Placa circular: carga x deslocamento maximo.

Os resultados obtidos neste exemplo confirmam a analise efetuada no
exemplo anterior. Também neste caso, em se comparando os resultados obtidos
com os fornecidos por Wen et al (2005), verifica-se que a formulagdo apresentou
bons resultados, com erros maximos da ordem de 4 % quando comparados com 0s

valores analiticos.
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8.4 — Placa quadrada uniformemente carregada considerando-se as nao-
linearidades fisica e geométrica

Este exemplo, proposto em Supriyono & Aliabadi (2006), consiste em analisar
uma placa quadrada, de lados com dimensdes iguais a a e espessura t, com
relacdo t/a igual a 0,01. A placa é submetida a um carregamento q uniformemente
distribuido em toda a sua area.

Como condi¢des de contorno foram admitidas bordas apoiadas (w =M, =0)
com restrigdo aos deslocamentos no plano x,x,, ou seja, u, =u, =0.

Para as analises efetuadas foi utilizada uma malha composta por 256
elementos dispostos uniformemente ao longo das bordas da placa, sendo 64
elementos por lado. Para as aproximacoes de dominio foi considerada uma malha
composta por 32 células triangulares dispostas de maneira simétrica conforme ilustra

a figura 8.7.

)

1

/\V /|I/
a

Figura 8.7 — Placa quadrada: dimensdes, carregamento e malha de dominio.

O comportamento do material foi admitido como elastoplastico perfeito, com

modulo de elasticidade longitudinal E =100 MPa, coeficiente de poisson v =0,316

e tensao inicial de escoamento o, =125x 107 MPa.
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Foram feitas diversas analises considerando a versatilidade da formulagéo
proposta. Para efeito de comparacdo, foram efetuadas andlises do tipo linear,
considerando-se apenas a nao-linearidade geométrica, considerando-se apenas o
comportamento elastoplastico e uma Ultima analise considerando-se tanto a
elastoplasticidade quanto a n&o-linearidade geométrica. Os resultados obtidos para
deslocamento no centro da placa em funcdo do carregamento aplicado sé&o

ilustrados na figura 8.8.

1/

12,5 4

10,0 A

(qea’/Eet?)

7,5

5,0

2,5 1

0,0 T T T T T
0,00 0,50 1,00 1,50 2,00 2,50 3,00

(Wmax/t)

=& Solucdo linear —e—Na&o-linear geométrico —— Elastoplastico =% N&o-linear geométrico + elastoplastico

Figura 8.8 — Deslocamento do ponto central em fun¢éo do carregamento aplicado para as varias

analises efetuadas.

Os resultados obtidos para a analise ndo-linear geométrica seguem o
comportamento ja verificado nos exemplos anteriores, apresentando deslocamentos
inferiores aos apresentados na analise linear simples uma vez que os esforcos de
membrana séo considerados no equilibrio da placa.

Com relacdo a andlise elastoplastica efetuada, os resultados de
deslocamento apresentaram-se superiores aos verificados na analise linear
conforme era esperado. Devido a consideracdo do modelo elastoplastico perfeito, os
deslocamentos obtidos, a partir de determinada intensidade de carregamento,

passam a aumentar com propor¢do muito superior ao aumento do carregamento,
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sendo que, a partir da relagéo qa“/Et4 superior a 8, ndo houve mais convergéncia
de solucéo.

Ja na analise efetuada quando se considera o comportamento elastoplastico
do material em conjunto com os efeitos ndo-lineares geométricos, o0 comportamento
estrutural da placa, como pode ser visto pela figura 8.8, apresenta-se intermediario
aos obtidos quando se considera os efeitos ndo-lineares de forma isolada. Por fim
nota-se que os resultados sao superiores aos fornecidos pela analise linear simples.

De forma a validar o correto desenvolvimento da formulacdo proposta e
correta implementacdo computacional os resultados obtidos foram comparados com
os fornecidos por Supriyono & Aliabadi (2006) e também com uma andlise efetuada
com 144 elementos finitos do tipo Shell 93 (8 ndés com 6 graus de liberdade por no)
através do programa ANSYS. Os resultados obtidos para as diversas andlises

efetuadas foram organizados nas figuras 8.9, 8.10 e 8.11.

20,0

17,5 4

15,0 A

12,5 4

10,0 A

(qea’/Eet?)

7,5
5,0 |
2,5

0,0 / : : : : :

0,00 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50 0,60 0,70
(Wnax/t)

—e—Programa Implementado =8 Supriyono & Aliabadi (2006) —e—=ANSYS

Figura 8.9 — Deslocamento do ponto central em fun¢&o do carregamento aplicado para a analise

considerando-se a ndo-linearidade geométrica.
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Figura 8.10 — Deslocamento do ponto central em fung&o do carregamento aplicado para a analise

considerando-se a elastoplasticidade.
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Figura 8.11 — Deslocamento do ponto central em fung&o do carregamento aplicado para a analise

considerando-se a elastoplasticidade e a ndo-linearidade geométrica atuando em conjunto.
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Os resultados de deslocamento ilustrados nas figuras 8.9, 8.10 e 8.11 para as
diversas andlises efetuadas demonstram a correta implementacdo computacional e
a versatilidade da formulacdo proposta.

Em todas as andlises pode-se notar que as curvas de carga x deslocamento
obtidas pelo programa implementado apresentam-se muito proximas das fornecidas
pelo programa comercial ANSYS, ao contrario dos resultados fornecidos por
Supriyono & Aliabadi (2006). Verifica-se ainda que, tanto na analise ndo linear
geométrica quanto na analise efetuada com os efeitos nédo-lineares fisico e
geometrico atuando em conjunto, as curvas obtidas praticamente coincidiram com as
fornecidas pelo programa comercial.

Vale lembrar que em suas analises os autores citados utilizaram uma
formulacdo do método dos elementos de contorno desenvolvida a partir da teoria de
Reissner para flexdo de placas, com malhas compostas por elementos de contorno

quadraticos isoparamétricos e células quadrilaterais com 9 nos.

8.5 — Placa circular uniformemente carregada considerando-se as nao-

linearidades fisica e geométrica

Neste exemplo é efetuada a analise elastoplastica de uma placa circular, com
diametro igual a 2a, espessura t, e relagdo t/a igual a 0,1. Sobre a placa atua um
carregamento g uniformemente distribuido em toda a sua éarea.

As caracteristicas fisicas adotadas para o material sdo: comportamento
elastoplastico perfeito, médulo de elasticidade longitudinal E =200 GPa, coeficiente

de Poisson v=0,3 e tensao inicial de escoamento o, =300 MPa.
Como condi¢des de contorno foram admitidas bordas apoiadas (w =M, =0)
com restricdo aos deslocamentos no plano x,x,, ou seja, u,=u, =0 em todo o

contorno da placa.

As simulagbes foram realizadas utilizando-se uma malha composta por 80
elementos de contorno lineares de forma a reconstruir o contorno curvilineo original
da placa. Para a avaliacdo dos efeitos de dominio foi utilizada uma malha de
dominio composta por 140 células triangulares dispostas de maneira simétrica ao
centro da placa. As caracteristicas geométricas e a discretizacdo adotada estao

ilustradas na figura 8.12.
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2a

Figura 8.12 — Placa circular: dimensdes e discretizacao utilizada.

Para o exemplo em questdo foram realizadas diversas simulagdes. Os
resultados de deslocamento no ponto central da placa em fungdo do carregamento

aplicado para as analises realizadas estéo ilustrados na figura 8.13.
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Figura 8.13 — Placa circular: deslocamento do ponto central em fung&o do carregamento aplicado.
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O mesmo exemplo foi analisado por Supriyono & Aliabadi (2007). Os
resultados de deslocamento central em funcdo do carregamento para as varias
analises efetuadas estéao ilustrados nas figuras 8.14, 8.15 e 8.16.
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Figura 8.14 — Placa circular: deslocamento do ponto central em func&o do carregamento aplicado

para a andlise elastoplastica considerando-se nédo-linearidade geométrica.
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Figura 8.15 — Placa circular: deslocamento do ponto central em fung&o do carregamento aplicado

para a analise nao-linear geométrica.
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Figura 8.16 — Placa circular: deslocamento do ponto central em funcéo do carregamento aplicado

para a analise elastoplastica.

Os resultados ilustrados nas figuras de 8.13 a 8.16 confirmam a versatilidade
da formulacdo desenvolvida. As curvas obtidas pelo programa computacional
implementado apresentaram-se muito proximas das fornecidas por Supriyono &
Aliabadi (2007), o que reafirma o correto desenvolvimento da formulacdo proposta.

E importante ressaltar que os autores citados utilizaram em suas anélises
uma formulagéo baseada na teoria de Reissner para flexdo de placas, com malhas
compostas por elementos de contorno quadraticos isoparamétricos e com integracao

no dominio realizada através do método da reciprocidade dual.

8.6 — Viga enrijecida submetida a flexdo simples

Este exemplo é composto por uma viga de comprimento ¢=2,0 m, largura
b=0,20m, engastada em uma extremidade e sujeita a um carregamento
q=0,1 kN/m uniformemente distribuido em todo o seu comprimento, conforme

llustra a figura 8.17.
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g=0,1 kN/m

YyYvy

Y Y Y Y Y Y Y YYYTYTYYY

X.¥
20m

Figura 8.17 — Viga engastada com carregamento uniformemente distribuido.

Foram realizadas duas analises. Na primeira analise, considerou-se uma viga

simples sem enrijecedor, com espessura igual a t, e momento de inércia |, = btf/12;
na segunda analise foi considerada uma viga enrijecida, com espessura total
t, :3/5-'[1 e momento de inércia |, =bt}/12. As se¢Bes transversais das vigas

analisadas estéo ilustradas na figura 8.18.

(a) (b)
Figura 8.18 — Secdo transversal: (a) viga simples; (b) viga enrijecida.

Os resultados para a primeira viga (I =1,) foram obtidos considerando-se a

formulacdo padrdao do MEC para flexdo de placas, enquanto que para a viga

enrijecida (I =1,) foi utilizada a formulagéo proposta neste trabalho para analise de

placas enrijecidas submetidas a flexdo simples. Neste ultimo caso admitiu-se um

fator de correcao de rigidez y, =2, calculado pela relacéo entre os momentos de

inércia das vigas conforme exposto no item 5.2.1 deste trabalho.
A discretizacao estrutural foi feita utilizando-se 50 elementos de contorno para
ambos os casos. Para o caso da viga enrijecida, de modo a se avaliar a correcdo

imposta pela integral no dominio do enrijecedor, 20 elementos foram utilizados para
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discretizar o eixo central da viga. Os resultados de deslocamento obtidos para os
dois problemas estéo ilustrados na figura 8.19.

Uma vez que a rigidez da viga enrijecida é igual ao dobro da viga simples, era
esperado que os deslocamentos apresentados pela primeira fossem iguais a metade
dos verificados na segunda. De fato os resultados obtidos confirmaram o esperado,
levando-se a conclusdo de que as corre¢fes de rigidez induzidas através da
formulacdo proposta ndo introduziram nenhum erro significante nas analises

efetuadas.
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=
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—e—Viga simples -®Viga enrijecida

Figura 8.19 — Deslocamento w ao longo do eixo da viga.
8.7 — Placa enrijecida com momento aplicado

Este exemplo consiste em analisar uma placa enrijecida submetida a flexao
simples de dimensdes e carregamentos ilustrados na figura 8.20. A placa possui dois

enrijecedores ao longo de suas bordas livres (M, =V, =0) sendo as demais bordas
consideradas apoiadas (w =M_ =0).
Como caracteristicas fisicas do problema tém-se: modulo de elasticidade

longitudinal E =2,7 x 10° MPa e coeficiente de Poisson nulo. As espessuras da
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placa e do enrijecedor sdo iguais a t,=0,10m e t, =0,25m, respectivamente.

Assim, com as espessuras da placa e do enrijecedor definidas tem-se o fator de

correcdo de rigidez vy, =15,625 calculado conforme discutido no item 5.2.1 deste

trabalho.
234375  150.00 234375

. ﬂ‘ﬂ ROGRGRGAGH (1|ﬂ

| |
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unidades em "m" e "kNm/m"

Figura 8.20 — Placa enrijecida com momento aplicado.

Os momentos aplicados ao longo das bordas apoiadas da placa e dos
enrijecedores foram definidos de forma a proporcionar os mesmos valores de
curvatura na placa e nos enrijecedores. Dessa forma definiu-se inicialmente o

momento aplicado na regido da borda referente a placa igual a

MPa@ — 150,00 kN-m/m e, para os enrijecedores, os momentos aplicados foram
definidos de tal forma que M™ =(D, /D, )-MP** =2343,75 kN -m/m, sendo D, e

D, as rigidezes a flexdo da placa e do enrijecedor, respectivamente, calculadas
segundo a equagéo (2.21).

Diante do exposto, tanto a placa quanto os enrijecedores devem se
comportar de maneira independente como se fossem vigas bi-apoiadas e com
momentos aplicados em suas extremidades. Como resultado espera-se que

pontos situados em uma mesma coordenada X, possuam O mMesmo
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deslocamento transversal w e coincidente com a solucdo analitica desse tipo de

problema dada por:

MV 2}
W=—+/|—-X
2El| 4 8.1)
e:-Mx
El

sendo I=bt3/12 0 momento de inércia da viga e as demais variaveis positivas

segundo os sentidos ilustrados na figura 8.21.

(

Figura 8.21 — Viga bi-apoiada sujeita a momento fletor.

Na analise efetuada foi utilizada uma malha composta por 92 elementos de
contorno ao longo de todo o contorno da placa e por 20 elementos dispostos no eixo
de cada enrijecedor. Os resultados de deslocamento obtidos para o eixo médio da

placa (x, =2,1m) e para o eixo médio do enrijecedor (x, =0,1 m) estéo ilustrados na

figura 8.22.

0,35

0,30 / \\
0,25

\\
d

w (102m)
o
&

w f N
W

0,00 T T T T T
0,0 0,2 0,4 0,6 0,8 1,0 1.2 14 1,6 18 2,0

X1 (M)

——Eixo do enrijecedor —«— Meio do vao

Figura 8.22 — Deslocamento w ao longo do eixo do enrijecedor e do eixo médio da placa.
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Os resultados numéricos obtidos pelo programa computacional implementado
e ilustrados na figura 8.22 sé@o praticamente os mesmos que o0s obtidos através das
expressdes analiticas (8.1). Além disso, confirmando o esperado, os deslocamentos
ao longo do eixo médio da viga sdo idénticos aos obtidos no eixo médio do
enrijecedor. Por fim, foram ainda obtidos como resultado da analise efetuada os
valores de V. =0 e ow/on =-0,00667 ao longo dos bordos apoiados e ow/on =0

ao longo dos bordos livres.

8.8 — Placa enrijecida por trés enrijecedores paralelos com momento
aplicado nos bordos

Este exemplo, proposto por Fernandes & Venturini (2002), consiste na andlise
de uma placa enrijecida por trés enrijecedores paralelos, dois ao longo de duas das
bordas da placa e um sobre o eixo médio da placa, conforme ilustra a figura 8.23. As
caracteristicas fisicas do material sdo dadas por: médulo de elasticidade longitudinal

E =3,0 x 10'° MPa e coeficiente de Poisson v =0,316.

vV, P | 0.10
1,00
V, [ 0,10
0,06 ]
0,08 1,00
0,06 X
oy T
Vi T 0,10
> :
’ 1,00 ’

unidades em "m’

Figura 8.23 — Placa enrijecida por trés enrijecedores paralelos.

Bordas apoiadas (w =M,_ =0) sdo assumidas ao longo das bordas da placa
definidas por x, igual a 0 e 1m e com x, variando de 0 a 2,3 m. As outras duas
bordas s&o livres, ou seja, o momento M, e a forga cortante equivalente V, séo
nulos. As espessuras da placa e do enrijecedor implicam em um fator de correcao de
rigidez y, =15,625.

O contorno externo da placa foi discretizado com 132 elementos de contorno
enguanto que cada eixo médio dos enrijecedores foi discretizado com 40 elementos.
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O Unico carregamento aplicado na placa foi um momento distribuido
M_=10 kNm/m ao longo das bordas apoiadas da placa.

Os resultados obtidos pelo programa computacional implementado foram
comparados com os fornecidos por Fernandes & Venturini (2002) que consideraram
em suas analises uma formulacdo alternativa do MEC para placas enrijecidas que
mantém os deslocamentos da interface placa/enrijecedor como incognitas do
problema. Os resultados obtidos foram ainda comparados com os fornecidos pelo
programa comercial ANSYS onde foi efetuada uma andlise utilizando elementos
finitos do tipo Shell 93, definindo-se, a partir do plano médio da placa, regiées com
espessuras referentes as espessuras da placa e do enrijecedor conforme indicado
na figura 8.23.

Ainda na simulacdo efetuada no programa ANSYS as resisténcia a flexao nas
dire¢cbes normal e tangencial do enrijecedor foram tomadas apenas como 10 % dos
seus valores originais. Essa consideracao permitiu efetuar uma analise similar a
efetuada com a formulacdo proposta, uma vez que esta Ultima considera apenas o
acréscimo de rigidez ao painel enrijecido na dire¢&o longitudinal do enrijecedor.

Os resultados de deslocamento ao longo do eixo central da viga V, e de

momento M, também ao longo do eixo central de V, estéo ilustrados nas figuras

8.24 e 8.25 juntamente com os resultados fornecidos por Fernandes & Venturini
(2002) e pelo programa comercial ANSYS.

0,45

0,40 ﬁ\\
0,35 /./\\
0,30 \
€ 0,25
5 \
; 0,20

/ \\
ool | | | \

0,00 0,25 0,50 0,75 1,00

X1 (M)

—e—Programa implementado —#—Fernandes & Venturini (2002) —e—Ansys

Figura 8.24 — Deslocamento do eixo central da viga V,.
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Figura 8.25 — Momento Mg ao longo do eixo central da viga V..

As curvas apresentadas nas figuras 8.24 e 8.25 ilustram diferencas
significantes de resultados obtidos através das analises realizadas com as trés
formulacbes em questdo. Acredita-se que tais diferencas sejam advindas,
principalmente, das aproximacdes assumidas de forma distinta em cada uma das
formulagBes, 0 que ocasionou na analise de trés sistemas estruturais com diferentes
rigidezes.

Na formulacdo proposta neste trabalho as corre¢cdes aplicadas no painel
enrijecido consideram apenas a rigidez a flexdo na direcdo longitudinal dos
enrijecedores. Além disso, a separacéo fisica entre os elementos estruturais placa e
enrijecedor ndo é considerada, isto €, o comportamento monolitico do solido como
um todo é preservado.

Com relacdo a formulacéo apresentada por Fernandes & Venturini (2002), os
resultados indicam que as diversas aproximacfes introduzidas na formulagao

desenvolvida pelos autores tornaram o modelo em analise mais rigido. Acredita-se
que a consideragdo das demais parcelas do momento corretor M, e M, na
formulacdo proposta neste trabalho proporcionaria uma maior rigidez ao conjunto

“placa + enrijecedor’, o que permitiria obter resultados mais préximos dos

apresentados pelos autores citados. E importante destacar que, apesar do modelo
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considerado ser menos rigido, a distribuicdo de momento fletor ao longo da viga ndo
foi muito alterada.

Por fim, as reducgfes impostas nas resisténcias a flexao das diregfes normal e
tangencial do enrijecedor discutidas anteriormente tornaram o sistema estrutural em
analise no programa ANSYS menos rigido quando comparado ao obtido por
Fernandes & Venturini (2002). Dessa forma, os resultados obtidos via elementos
finitos se apresentaram mais préximos dos obtidos com o uso da formulacdo aqui
proposta. Vale lembrar que também foram realizadas analises no programa ANSYS
sem as penalizacdes impostas nas resisténcias a flexao do enrijecedor. Nesse caso,
como era esperado, os resultados apresentaram-se proximos aos fornecidos pelos

autores citados.

8.9 — Viga bi-apoiada com apoio fora do plano médio

Este exemplo consiste em analisar uma viga de comprimento /=2,0m,

largura b =0,5 m, espessura t =0,2 m conforme ilustra a figura 8.26.

05m
P, D b
) X, . c=0,1m X,
e — —— —— —] >
X3Y X, ¥

20m

Figura 8.26 — Viga bi-apoiada sujeita a for¢ca normal.

Em uma primeira analise a viga € submetida a um carregamento distribuido

em sua largura igual a p, =1000 kN/m. Ainda como condi¢es de contorno séo
prescritos os valores de w =M, =u, =0 para os lados menores da viga e para 0s
lados maiores tém-se M =V =p, =p, =0. Todos os valores de deslocamento e de

esforgos prescritos referem-se a parte superior da viga (vide figura 8.26).
As caracteristicas fisicas do material sdo dadas por: médulo de elasticidade
longitudinal E =3000 MPa e coeficiente de Poisson nulo. A discretizagao estrutural

foi feita com 50 elementos de contorno dispostos de forma que cada lado maior da
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viga fosse discretizado com 20 elementos de contorno e cada lado menor com 5
elementos.

A andlise é efetuada escrevendo-se o equilibrio dos esforcos no plano médio
da viga, dando origem a excentricidade ¢ =0,1m.

A solucdo analitica para este tipo de problema pode ser obtida através da
equivaléncia deste com um problema de viga sujeita a uma for¢ca normal atuante no

plano médio acrescido de um momento fletor conforme ilustra a figura 8.27.

[

Figura 8.27 — Viga bi-apoiada sujeita a forca normal e momento.

As expressOes analiticas podem ser expressas por:

Pc| , (*
W=—1|x?——
2El 4

0=—"-X (8.2)

sendo | e A o momento de inércia e a area da secado transversal da viga,

respectivamente.

Os resultados de deslocamento transversal w e deslocamento horizontal u,

obtidos através do programa implementado para pontos com coordenadas

X, =X, =0 e x, variando de 0 a 2 m estdo ilustrados nas figuras 8.28 e 8.29,

respectivamente. As figuras apresentam ainda as curvas obtidas a partir das

expressdes analiticas dadas em (8.2).
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0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 12 14 1,6 18 2,0
0,000

-0,005
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-0,015

-0,020

-0,025 ——

X1 (M)

—e—Programa implementado —e—Solugdo analitica

Figura 8.28 — Deslocamento transversal w da viga bi-apoiada.
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4,0E-03 -
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0,0E+00 \
0j0 0,2

-2,0E-03 +

u; (m)

-4,0E-03

-6,0E-03 -
q

-8,0E-03

X1 (M)

——Programa implementado —e— Solucéo analitica

Figura 8.29 — Deslocamento horizontal u; da viga bi-apoiada.

As figuras 8.28 e 8.29 ilustram as curvas obtidas através da formulacdo
proposta e também por meio das expressdes analiticas. Neste caso, os resultados

numéricos coincidiram exatamente com os valores analiticos de deslocamento, o
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gue demonstra o correto desenvolvimento da formulagdo proposta. Vale ressaltar
gue os resultados de esfor¢os, tanto para pontos internos quanto para os nos de
contorno, também reproduziram exatamente os valores esperados.

Ainda com relacdo a este exemplo uma outra analise foi efetuada. Neste caso
a viga foi tomada apenas com a metade da altura original, porém com um
enrijecedor disposto em todo o seu dominio de forma que o conjunto “viga +

enrijecedor” reconstitua a viga original. A figura 8.30 ilustra a viga enrijecida.

05m
p1 P e p1 H
-~ R
X i c=0,1m Xy
XY XY
/\V /II/
20m

Figura 8.30 — Viga enrijecida bi-apoiada.

A malha utilizada na analise € composta pelo mesmo nimero de elementos
da analise anterior, porém agora acrescida de 20 elementos dispostos no eixo médio
da viga para que a correcdo imposta pela integral no dominio do enrijecedor possa
ser avaliada.

Neste caso o equilibrio foi calculado tendo por base o plano médio do
conjunto viga enrijecida, o qual coincide com o plano médio da viga original. Sendo
assim, o valor da excentricidade se mantém em 0,1 m.

Para que se possa realizar a andlise proposta utilizando a formulacdo para
placas enrijecidas submetidas a flexdo composta é necessario calcular os
coeficientes de correcdo de rigidez discutidos no capitulo 5 deste trabalho. Assim

ttm-se: y, =8 e y, =2.

Assim, através da formulacdo proposta para placas enrijecidas submetidas a
flexdo composta foram obtidos resultados de deslocamento transversal w e

deslocamento horizontal u, para pontos com coordenadas X, = X, =0 e Xx; variando

de 0 a 2 m. Tais resultados, juntamente com os resultados analiticos e numéricos

obtidos na analise anterior, estdo ilustrados nas figuras 8.31 e 8.32.
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0,0 0,2 0.4 0,6 0,8 1,0 12 14 1,6 18 2,0
0,000
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——Viga simples —# Viga enrijecida —e—Solu¢ao analitica

Figura 8.31 — Deslocamento transversal w da viga bi-apoiada:viga simples e viga enrijecida .
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-8,0E-03
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——Viga simples —#—Viga enrijecida —e—Solucdo analitica

Figura 8.32 — Deslocamento horizontal u; da viga bi-apoiada: viga simples e viga enrijecida.

Também neste caso a formulagdo para placas enrijecidas submetidas a flexao
composta reproduziu exatamente os resultados analiticos o que ilustra o correto

desenvolvimento da mesma e a sua correta implementacdo computacional.
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8.10 — Viga bi-apoiada com apoio fora do plano médio e sujeita a

momento fletor

A viga bi-apoiada deste exemplo € a mesma analisada no exemplo 8.9 com
apenas algumas alteracfes nas condi¢cdes de contorno do problema. Neste caso, a

viga esta sujeita a um momento igual a M, =1000 kNm/m distribuido em seus

lados menores conforme ilustra a figura 8.33.

Py P

C o ) ;Lc=0.1m , X2
M,

#

20m

Figura 8.33 — Viga bi-apoiada sujeita a momento fletor.

Tém-se ainda como condi¢des de contorno w =M, =u, =u, =0 para os lados
menores da vigae M, =V, =p, =p, =0 para os lados maiores. Todos os valores de

deslocamento e de esforcos prescritos referem-se a parte superior da viga (vide
figura 8.33).

Mddulo de elasticidade longitudinal E =3000 MPa e coeficiente de Poisson
nulo séo as caracteristicas fisicas do material. A malha utilizada é a mesma do
exemplo anterior composta por 50 elementos de contorno dispostos de maneira
uniforme em todo o contorno.

A analise é efetuada escrevendo-se o equilibrio dos esforcos no plano médio
da viga, dando origem a excentricidade ¢ =0,1m.

Devido a presenca das reacdes de apoio, a solucéo analitica para este tipo de
problema continua sendo obtida a partir da equivaléncia deste com um problema de
viga sujeita a uma forca normal atuante no plano médio acrescido de um momento
fletor conforme ilustra a figura 8.27. Neste caso o momento fletor total é dado pela

soma entre o0 momento M prescrito e o momento referente a transferéncia da
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reacao de apoio para o eixo meédio da viga M =—Pc . Dessa forma pode-se escrever

as expressoes analiticas para o problema em questdo como segue:

(M—Pc) ¢
w=-——J|~- _
2El 4
(M—Pc)
El (8.3)
Px|c®> 1| M-c
U =—|—+—|———
E | I A El
M-A-c
p= 3
A-c”+lI

sendo | e A o momento de inércia e a area da secdo transversal da viga,
respectivamente.
Os resultados de deslocamento obtido pelo programa implementado e o0s

valores referentes a solucao analitica estao ilustrados na figura 8.34.
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—e—Programa implementado —e—Solucdo analitica

Figura 8.34 — Deslocamento transversal w da viga bi-apoiada sujeita a momento.
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Foram ainda obtidos os seguintes resultados: momento M,, = 250,00 kNm/m

e u, =0 para todos os pontos da viga; e p=7500,00 kN/m e 6 =-12,50 nas
bordas menores da viga.

De maneira andloga a efetuada no exemplo 8.9 deste trabalho, foi efetuada
uma analise onde a viga foi tomada apenas com a metade da altura original e com
um enrijecedor disposto em todo o seu dominio de forma que o conjunto “viga +
enrijecedor” reconstituisse a viga original. A figura 8.35 ilustra a viga enrijecida.

055 m
) 7 c=0,1m X,
T "
X, ¥

b %4
A A

20m

Figura 8.35 — Viga enrijecida bi-apoiada sujeita a momento fletor.

Com o equilibrio calculado no plano médio do conjunto viga enrijecida e com
0 uso da formulagéo proposta para placas enrijecidas submetidas a flexdo composta,
tem-se os resultados de deslocamento transversal w para pontos com coordenadas
X, =X, =0 e X, variando de 0 a 2 m ilustrados na figura 8.36.
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Figura 8.36 — Deslocamento transversal w da viga bi-apoiada sujeita a momento:viga simples e viga
enrijecida.
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Os demais resultados obtidos coincidiram exatamente com a solucao analitica
e numérica obtida para a andlise da viga simples. Vale lembrar que coeficientes de
correcdo de rigidez sao dados por: y, =8 e vy, =2 e que a malha utilizada nesta

analise € a mesma utilizada no exemplo 8.9, ou seja, 50 elementos no contorno da
viga acrescidos de 20 elementos dispostos no eixo médio da viga.

8.11 — Placa enrijecida com momento e for¢ca normal aplicados

Este exemplo trata de um caso simples de placa enrijecida por duas vigas
cujas dimensodes estao ilustradas na figura 8.37. O objetivo principal deste exemplo é
verificar a validade da formulacdo apresentada em analises de placas enrijecidas
com o plano médio dos enrijecedores néo coincidentes com o plano médio da placa.

1 i

AN AAGAAAANNN N/
vlv ivivlwwiviwivlvlvivly

. / ~ 20
o 1 10075 X
0,15
-

X
TR R

H H

L ¥
0,20 20 0,20

unidacdes em "m"

Figura 8.37 — Placa enrijecida com momento aplicado e for¢ca normal aplicados.

Este exemplo é similar ao exemplo 8.7 ja apresentado, sendo que a principal
diferenca entre ambos reside no posicionamento dos enrijecedores com relacdo ao
plano médio da placa. Neste caso o plano médio das vigas esta posicionado abaixo
do plano médio da placa ocasionando uma excentricidade ¢ =7,5x 10 m. Vale
lembrar que o estudo seré realizado tendo o plano médio da placa como plano de
referéncia.

As caracteristicas fisicas do material sdo dadas por: modulo de elasticidade
longitudinal E =2,7 x 10° MPa e coeficiente de Poisson nulo. Com as espessuras

da placa e do enrijecedor, t;=0,1m e t, =0,25 m, respectivamente, obtém-se os

coeficientes de correcdo de rigidez discutidos no capitulo 5 deste trabalho:
v, =15,625 e y, =2,5.
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As bordas da placa coincidentes com as vigas foram consideradas livres
(M, =V, =p,=p,=0) e as demais bordas apoiadas (w=M_ 6 =p,=p,=0). Em
apenas dois pontos de coordenadas(X, ; X,) iguais a P,(120; 0) e P,(120; 2,0)
foram admitidas diferentes condicdes de contorno. Para P, admitiu-se
w=M =u=u,=0eparaP, w=M, =u,=p,=0.

Os carregamentos foram aplicados de forma que tanto a placa quanto as

vigas possuissem a mesma curvatura, ou Seja, pontos pertencentes a mesma
coordenada X, possuem os mesmos os deslocamentos verticais w . Dessa forma

foram admitidos para as bordas das placas momentos distribuidos iguais a
M =166,67 kNm/m e para as bordas da viga momentos iguais a

M, =5416,67 kNm/m e forcas de superficie p, =375,00 kN/m.

A malha utilizada na analise € composta por 92 elementos no contorno
externo da placa enrijecida acrescida de 20 elementos por eixo médio de cada
enrijecedor.

Para este tipo de problema a solucdo analitica pode ser obtida através das
expressodes (8.3). Os resultados numéricos de deslocamento transversal w para o
eixo medio dos enrijecedores e para o meio do vado da placa e também a curva
fornecida pelas expressfes analiticas estéo ilustrados na figura 8.38.
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Figura 8.38 — Resultados numéricos e analiticos de deslocamento transversal w para os eixos médios

da placa e do enrijecedor.
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Foram ainda obtidos resultados de rotacéo iguais a ow/on =-0,007377 na
borda apoiada da placa coincidente com x,=0m e N, =37500 kN/m e
M, =2612,5 kNm/m nos nés dos enrijecedores. Neste caso vale lembrar que o
valor de M_, encontrado é referente ao plano médio do enrijecedor, sendo, portanto,
dado analiticamente por M, =M, —p, -¢ = 2604,1667 kNm/m .

Os resultados obtidos se apresentaram muito préximos da solucdo exata.

Considerando que a solugdo exata de rotacéo é igual a ow/on =-0,007407 para a
borda apoiada da placa coincidente com x, =0 m e M_ =2604,17 kNm/m nos nés

dos enrijecedores, erros maximos da ordem de 0,4% ilustram o correto
desenvolvimento da formulagdo proposta e sua correta implementacao

computacional.

8.12 — Placa enrijecida por duas vigas perpendiculares

Este exemplo consiste na analise de uma placa retangular enrijecida por duas

vigas perpendiculares conforme ilustra a figura 8.39.
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Figura 8.39 — Placa enrijecida por duas vigas perpendiculares.

O material possui moédulo de elasticidade longitudinal E =100 MPa e
coeficiente de Poisson nulo. Como condi¢bes de contorno foram admitidas todas as

bordas simplesmente apoiadas (w =M_ =0) e com restricdo ao deslocamento no

plano x,X, (u, =u, =0).
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Um carregamento g =0,1 kN/m2 atua uniformemente distribuido em toda a

area da placa. As espessuras da placa e das vigas, t,=0,2m e t,=0,5m,
respectivamente, dao origem aos coeficientes de correcao de rigidez v, =15,625 e

v, =2,5 conforme discutido no capitulo 5 deste trabalho, e a excentricidade

c =0,15 m (vide figura 8.39). Vale ressaltar que na analise efetuada o plano médio
da placa foi tomado como superficie de equilibrio.

As simula¢gdes numeéricas foram feitas utilizando-se uma malha composta por
240 elementos no contorno da placa e acrescida de 120 elementos ao longo dos
eixos das vigas. Os resultados de deslocamento ao longo do eixo central das vigas
juntamente com os fornecidos pelo programa comercial ANSYS estao ilustrados nas

figuras 8.40 e 8.41.
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Figura 8.40 — Deslocamento ao longo do eixo da viga de 2,0 m de comprimento.
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Figura 8.41 — Deslocamento ao longo do eixo da viga de 4,0 m de comprimento.

A formulacédo desenvolvida neste trabalho para o estudo de placas enrijecidas
submetidas a flexdo composta considera apenas as parcelas de enrijecimento na
direcdo longitudinal da viga, ou seja, somente dois graus de liberdade sao

acrescidos ao problema de flexdo de placas (M, e N_). Os resultados obtidos

neste exemplo ilustram o prejuizo causado por tal consideracao.

Ao contrério do apresentado no exemplo anterior, onde a solugdo encontrada
para o problema de placas enrijecidas por duas vigas paralelas coincidiu com a
solugdo exata, neste caso a solucdo apresentou-se apenas como uma solugdo
aproximada.

Do exposto pode-se conclur que as parcelas de enrijecimento
desconsideradas na formulacao influenciam consideravelmente no comportamento
estrutural do painel enrijecido apresentado neste exemplo, e, dessa forma, nao

podem ser desconsideradas.
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8.13 — Viga bi-apoiada submetida a flexdo simples considerando-se o
comportamento elastoplastico

Neste exemplo € realizada a analise de uma viga bi-apoiada enrijecida de
maneira semelhante a realizada no exemplo 8.10. A viga € considerada apenas com
metade de sua altura original e enrijecida de forma que o conjunto “viga +
enrijecedor” recupere a altura original da viga. As caracteristicas geométricas da viga
estdo ilustradas na figura 8.42.

0,5m
o
- Xy X5
;7 s i i :: :: :::::::: :: :: i ::::::::::::Z:: X i :::::::::::::::: = 57]; >
M, M,
X3 v X3 L J
/\V /II/
20m

Figura 8.42 — Viga bi-apoiada enrijecida.

A viga é submetida a um momento igual a M, = 4200 kNm/m distribuido em

seus lados menores. A andlise foi efetuada dividindo-se o carregamento total em 50
incrementos uniformes. Como condicbes de contorno tém-se bordas apoiadas

(w=M,_, =0) para os lados menores da viga e bordas livres (M, =V, =0) para os

lados maiores.

O material possui como caracteristicas fisicas um comportamento
elastoplastico, com maodulo de elasticidade longitudinal E = 300 MPa, coeficiente de
Poisson nulo, modulo de encruamento k =150 MPa e tenséo inicial de escoamento
o, =0,3 MPa.

A malha utilizada nas simulacbes numéricas é composta por 100 elementos
de contorno uniformemente distribuidos ao longo de toda a viga e acrescida por 40
elementos distribuidos em seu eixo longitudinal de forma simular o enrijecimento e

avaliar os efeitos de dominio (analise ndo-linear).
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A altura da viga e do conjunto “viga + enrijecedor”, t,=0,1m e t,=0,2m,
respectivamente, implicam em um fator de enrijecimento y, =8. A curva de carga X

deslocamento do ponto central da viga fornecida pelo programa implementado

juntamente com a curva obtida no programa ANSYS estéo ilustradas na figura 8.43.

4500

4000

3500

3000

2500

2000

Carregamento (KN/m?)

1500

500
0 f T T T T T T T T T

0,00 0,20 0,40 0,60 0,80 1,00 1,20 1,40 1,60 1,80 2,00

w (10-2m)
- Programa implementado =e—ANSYS

Figura 8.43 — Curva carga x deslocamento do ponto central da viga.

As curvas de carga x deslocamento do ponto central da viga obtida pelo
programa computacional implementado apresentou-se bem préxima da curva
fornecida pelo programa comercial ANSYS. Tal comportamento ilustra o correto
desenvolvimento e a correta implementacdo da formulacdo desenvolvida neste
trabalho para a analise elastoplastica de placas enrijecidas submetidas a flexdo

simples.

8.14 — Placa enrijecida por duas vigas paralelas submetida a flexao

simples considerando-se o comportamento elastoplastico

Este exemplo consiste na andlise de uma placa enrijecida por duas vigas
paralelas submetida a flexdo simples e considerando-se 0 comportamento

elastoplastico do material.
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A exemplo do que foi feito no exemplo 8.7 também neste exemplo o
carregamento foi definido de forma que os momentos aplicados produzissem as
mesmas curvaturas na placa e na viga. As caracteristicas geométricas e 0

carregamento aplicado estéo ilustrados na figura 8.44.
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Figura 8.44 — Placa enrijecida por duas vigas paralelas e submetida a flexao simples.

As condicoes de contorno do problema s&o definidas por bordas
simplesmente apoiadas (w =M, =0) onde s&o aplicados os momentos fletores e
bordas livres (M, =V, =0) para as demais.

Como caracteristicas fisicas do problema tém-se: modulo de elasticidade
longitudinal E =2,7 x 10° MPa, moédulo de encruamento k =135 x 10° MPa,

tensdo inicial de escoamento o, =240 MPa e coeficiente de Poisson nulo. As
espessuras da placa e do enrijecedor, t, =0,10 m e t, =0,25 m, respectivamente,
definem o fator de correcao de rigidez vy, =15,625.

As simulacdes numéricas foram realizadas utilizando-se uma malha composta
por 88 elementos no contorno da placa e 40 elementos distribuidos nos eixos
médios dos enrijecedores. Além dos elementos dos enrijecedores, para a avaliagéo
dos efeitos de dominio foi utilizada uma malha interna composta por 32 células
triangulares dispostas de maneira simétrica ao ponto central da placa. A malha

utilizada esta ilustrada na figura 8.45.
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Figura 8.45 — Placa enrijecida por duas vigas paralelas e submetida a flexdo simples: malha utilizada.

O carregamento total aplicado foi dividido em 25 incrementos iguais de forma
a permitir a elaboracdo de uma curva de momento x deslocamento para 0s pontos
médios da placa e do enrijecedor. Os resultados obtidos pela analise em questao

juntamente com os fornecidos pelo programa ANSYS estéo ilustrados na figura 8.46.

1.8
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0,0 T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14

w (102 m)

—&-Centrodaviga - Programaimplementado  —#-Centro da placa- Programaimplementado
—+—Centrodaviga - ANSYS —+—Centrodaplaca-ANSYS

Figura 8.46 — Curva momento x deslocamento para os pontos médios das vigas e da placa.
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A exemplo do ocorrido no exemplo anterior, novamente para a analise
elastoplastica utilizando-se a formulacdo desenvolvida para placas enrijecidas
submetidas a flexdo simples as curvas obtidas apresentaram-se bem préximas das
curvas fornecidas pelo programa comercial, o que confirma o correto

desenvolvimento da formulacédo proposta.

8.15— Viga enrijecida tracionada considerando-se o comportamento

elastoplastico

Este exemplo trata de um caso simples onde uma viga bi-apoiada tracionada
€ analisada considerando-se o comportamento elastoplastico do material. Também
neste exemplo foi utilizada a alternativa apresentada em exemplos anteriores de
considerar uma viga enrijecida de forma que a altura do conjunto “viga + enrijecedor”
recuperasse a altura da viga original. As caracteristicas geométricas, as condicées

de vinculacéo e o carregamento aplicado estéo ilustrados na figura 8.47.

0,5m
e
3,5kN
X ’ - X
XSV XSV
AV /II/
20m

Figura 8.47 — Viga enrijecida tracionada.

As caracteristicas fisicas do material sdo dadas por médulo de elasticidade

longitudinal E =2700 MPa, modulo de encruamento k =1000 MPa, tensdao inicial
de escoamento o, =3 X 10~ MPa e coeficiente de Poisson nulo. A altura da viga e
do conjunto “viga + enrijecedor”, t,=0,5m e t, =10 m, respectivamente, dao
origem ao coeficiente de enrijecimento y, =2,0.

A andlise foi efetuada utilizando-se uma malha composta por 44 elementos de

contorno distribuidos de maneira uniforme ao longo dos quatro lados da viga. De
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forma a considerar os efeitos do enrijecimento foi utilizada uma malha adicional de
20 elementos dispostos no eixo médio do mesmo.

O carregamento total foi dividido em 100 incrementos iguais de forma a
permitir a constru¢do de uma curva de normal x deslocamento do ponto de aplicagao
do carregamento. A curva obtida juntamente com a fornecida pelo programa ANSYS

estd ilustrada na figura 8.48.
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N, (kN)

0,0 T T T T T T

0,0 0,2 0,4 0,8 0.8 1,0 1,2 1,4
u, (105 m)

—=-Programaimplementado -#-ANSYS

Figura 8.48 — Curva normal x deslocamento para o ponto de aplicacdo do carregamento.

7

O objetivo deste exemplo é verificar o comportamento da formulagao
desenvolvida na analise elastoplastica de elementos estruturais submetidos a
carregamentos em seu plano médio através de uma analise simples em uma viga
submetida a esforcos de tracéo.

A curva de normal x deslocamento obtida pelo programa implementado
apresentou-se praticamente idéntica a fornecida pela andalise efetuada no programa
comercial, o que ilustra o correto desenvolvimento e implementacdo da formulacao
no estudo proposto. E importante ressaltar que as demais parcelas de enrijecimento
negligenciadas novamente n&o influenciaram no resultado final uma vez que nesse

tipo de andlise os esfor¢os se concentram apenas na direcédo longitudinal da viga.
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8.16 — Placa enrijecida por duas vigas paralelas submetida a flexao

composta considerando-se o comportamento elastoplastico

Semelhante ao efetuado no exemplo 8.11 deste trabalho novamente é
apresentada a analise de uma placa enrijecida por dois enrijecedores paralelos e
submetida a flexdo composta. Neste caso € considerado o comportamento
elastoplastico do material.

A placa possui as caracteristicas geométricas e os carregamentos ilustrados

na figura 8.49.
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Figura 8.49 — Placa enrijecida por duas vigas paralelas e submetida a flexdo composta.

As condicbes de vinculacdo consideradas correspondem a bordas livres
(M, =V, =0) coincidentes com os enrijecedores e bordas simplesmente apoiadas
(w=M_, =0) onde estdo sendo aplicados os carregamentos. Para o material foi
considerado um comportamento elastoplastico definido pelos seguintes parametros:
moédulo de elasticidade longitudinal E =2,7 x 10° MPa, médulo de encruamento
k =1,08 x 10° MPa, tens&o inicial de escoamento o, =240 MPa e coeficiente de

Poisson nulo.
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Tomando como superficie de referéncia o plano médio da placa, o

posicionamento do enrijecedor define a excentricidade ¢ =0,075 m e as espessuras

da placa e do enrijecedor, t, =0,10 m e t, =0,25 m, respectivamente, definem os

coeficientes de correcdo de rigidez vy, =15,625 e vy, =2,5.

7

A malha utilizada para as simulagées numéricas € a mesma utilizada no
exemplo 8.14, ou seja, composta por 88 elementos no contorno da placa, 40
elementos distribuidos nos eixos médios dos enrijecedores e 32 células triangulares
dispostas de maneira simétrica ao centro da placa. A disposi¢cdo dos elementos e
das células triangulares pode ser visualizada através da figura 8.45.

Este exemplo foi inicialmente proposto por Fernandes (2003). Os resultados
de deslocamento para o ponto central dos enrijecedores estéo ilustrados na figura
8.50.
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Figura 8.50 — Curva carga x deslocamento para o ponto central do enrijecedor.

A proximidade dos resultados obtidos com os fornecidos por Fernandes
(2003) ilustram mais uma vez o correto desenvolvimento da formulacdo proposta.

Nesse caso é importante ressaltar que, também para analises elastoplasticas, o
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modelo desenvolvido que considera apenas o enrijecimento na direcdo longitudinal
do enrijecedor apresenta falhas em situacdes onde as demais parcelas se fazem

necessarias.
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Capitulo 9

CONSIDERACOES FINAIS

9.1 — Conclusdes

O presente trabalho teve como obijetivo principal apresentar uma formulagéo
do método dos elementos de contorno para a analise elastoplastica de placas
geometricamente ndo-lineares e também propor uma formulacdo alternativa e
simplificada para a analise elastoplastica de placas enrijecidas.

Em um primeiro momento foi apresentada uma breve descricdo dos
fundamentos da teoria da elasticidade e da teoria classica de flexdo de placas que
serviram de base para o desenvolvimento de todo o trabalho. Além disso, foram
apresentadas as solucbes fundamentais dos problemas de chapa e de placa
necessarias para a aplicacdo do MEC na resoluc¢éo dos problemas propostos.

Na sequéncia, apresentou-se um estudo do efeito da nao-linearidade
geométrica em problemas de placas. Assim, foram apresentados a equacao
diferencial que rege o problema de nao-linearidade geométrica em placas e o
desenvolvimento das equag0Oes integrais referentes ao problema de flexado de placas
e de membrana. Na sequéncia toda a formulagao integral desenvolvida foi estendida
de modo a englobar o problema ndo-linear geométrico de placas sujeito a presenca
de campos de esforcos iniciais que, posteriormente, foi utilizado para a consideracao
dos efeitos ndo-lineares fisicos nas analises.

Uma vez apresentado o0 equacionamento do problema de placas
considerando as nao-linearidades fisica e geométrica partiu-se para a deducédo das
equacodes integrais para o estudo de placas enrijecidas. Um primeiro estudo foi feito
considerando-se apenas o problema de placas enrijecidas submetidas a flexdo
simples com o plano médio do enrijecedor coincidindo com o plano médio da placa.
Na sequéncia foi apresentado o desenvolvimento das equacdes integrais referentes
ao problema de flexdo composta em placas enrijecidas, onde o0 eixo médio do

enrijecedor ndo coincide necessariamente com o eixo meédio da placa.
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Com o objetivo de estudar o comportamento dos painéis enrijecidos
compostos por materiais que apresentem um comportamento elastoplastico, o
equacionamento do problema de flexdo composta em placas enrijecidas foi
estendido de modo a englobar os efeitos de campos de esforgos iniciais.

Apresentados os desenvolvimentos das equacgdes integrais que compdem o
trabalho efetuado, partiu-se para a apresentacdo do modelo elastoplastico que foi
utiizado nas analises nao-lineares. Na sequéncia, o MEC foi utilizado para a
obtencdo das requeridas equacdes algébricas referentes ao problema nao-linear
fisico e geométrico de placas e também para o problema de placas enrijecidas
considerando-se ou ndo o comportamento ndo-linear do material. O procedimento de
integracdo nos elementos do contorno e nos enrijecedores, o procedimento
incremental-iterativo para a resolucdo dos sistemas nao-lineares de equacdes e 0
desenvolvimento dos operadores tangentes consistentes para 0s problemas
propostos foram também apresentados.

Por fim alguns exemplos foram simulados nos programas computacionais
elaborados visando atestar a validade e a correta implementacdo das formulagdes
apresentadas.

A formulacdo apresentada para a andlise nao-linear de placas simples se
mostrou bastante eficiente na resolugdo dos problemas propostos no capitulo 8. Os
resultados obtidos, quando comparados com valores fornecidos por outros autores
e/ou com solugdes obtidas em simulagcdes no programa comercial ANSYS ilustram a
correta formulagéo e implementagdo computacional.

Em todos os casos a solucdo do sistema néo-linear de equacdes foi obtida
através de um procedimento implicito com o uso do operador tangente consistente.
O procedimento incremental-iterativo apresentou boa convergéncia aliada a um
baixo tempo de processamento conforme esperado.

Com relacdo ao problema linear de placas enrijecidas, a formulagéo proposta
neste trabalho apresenta como principais caracteristicas a simplicidade nas
equacgles integrais finais quando comparadas a outras formulagcbes do MEC
propostas por outros pesquisadores, e uma redugdo consideravel no namero de
graus de liberdade do problema.

A simplicidade nas equacdes integrais finais foi conquistada pela maneira

particular de induzir a correcédo de rigidez ao modelo, feita através da consideracao
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de um campo de esforgcos corretores aplicados ao painel enrijecido. Tal
consideracdo implicou apenas no acréscimo de integrais no dominio dos
enrijecedores nas formulagdes lineares de placas e chapas simples. Por fim, de
forma a simplificar ainda mais a formulagdo, as integrais no dominio dos
enrijecedores foram transformadas em integrais no contorno dos mesmos e as
variaveis de dominio consideradas apenas em seu eixo longitudinal.

Ja a reducéao no numero de graus de liberdade do problema foi proporcionada
pelo fato de se considerar apenas o ganho de rigidez proporcionado pelos
enrijecedores em sua direcao longitudinal.

Os problemas analisados no capitulo 8 demonstraram a correta formulacéo
do problema. Muitos dos resultados foram comparados com as solugcfes analiticas
do exemplo em andlise, 0 que demonstrou a obtencdo de resultados precisos
através da formulacéo proposta. Em alguns exemplos a formulac¢édo deixou o modelo
menos rigido quando comparado com resultados fornecidos por outros
pesquisadores, apresentando, dessa forma, apenas solu¢cbes aproximadas.
Acredita-se que tal deficiéncia venha do fato de se considerar apenas o ganho de
rigidez na direcéo longitudinal do enrijecedor com as demais parcelas desprezadas.

O mesmo comportamento da formulacdo foi evidenciado nas analises
elastoplasticas de painéis enrijecidos. Também nesse caso alguns modelos
apresentaram solucdes aproximadas ilustrando a deficiéncia em se considerar
apenas algumas parcelas de enrijecimento.

Vale ressaltar que a solucdo do sistema nao-linear de equacbes nos
problemas de painéis enrijecidos também foi obtida com o uso de um procedimento

implicito, com solucdes precisas e tempos de processamento reduzidos.

9.2 — Proposta para desenvolvimentos futuros

De forma mais imediata e visando confirmar a formulagdo alternativa para a
solucdo de placas enrijecidas apresentada neste trabalho, pode-se sugerir a
implementacdo computacional das demais parcelas de enrijecimento aqui
negligenciadas. Acredita-se que, uma vez consideradas todas as componentes, a
formulacéo apresentada tende a fornecer solu¢des precisas em analises de qualquer

tipo de painel enrijecido.
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Também em se tratando de problemas de placas enrijecidas propde-se
desenvolver e implementar o efeito da nédo-linearidade geométrica na formulacao
proposta, o que possibilitaria uma analise mais completa de tais elementos
estruturais.

Ainda como sugestdes para desenvolvimentos futuros pode-se propor a
implementacdo de algoritmos para a consideracdo de comportamentos Vviscosos e
viso-plasticos do material, o desenvolvimento da formulagdo tendo como base a
teoria de Reissner para a flexdo de placas e também a utilizacdo do método da

reciprocidade dual para a integracédo no dominio da placa.
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APENDICE

Integrais analiticas para o problema de flexdo de placas

Quando o ponto Q pertence ao elemento a ser integrado, o integrando

apresenta uma singularidade decorrente das fun¢des fundamentais. Nestes casos é
conveniente que sua integracéo seja feita analiticamente.

Em se tratando das integrais analiticas que envolvem as solugdes
fundamentais 9:, e Vrf, tem-se que seus valores sdo nulos, pois tais funcgoes

apresentam em suas expressfes o cosseno do angulo formado entre o vetor r e a

normal dos elementos, que, neste caso € 90°.
A seguir apresenta-se o valor das integrais analiticas de w” e M; para 0s

possiveis posicionamentos do ponto fonte, conforme ilustra a figura A.1.

3
L
L

Figura A.1 — Flexao de placas: posicionamento do ponto fonte sobre o elemento.

> Ponto fonte no inicio do elemento (a = O) ;

3
j- w ¢, -dl = L (InL—Ej
. 967D 12
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L M; -¢2-drzg{(“‘))(&zwm)—o}

» Ponto fonte no interior do elemento:

j w’ ~¢1~d1“=1(1a4lna—3a4+1ba3lna—5ba3 +1b4lnb—13b4j
r 4 16 3 18 12 144

J Mf,-d)l-dl“:i (l+u)[—ab|na—1bzlnb—1512Inaj+o[lb2—1azj+3b2+ba+1a2
n 4L 2 2 4 4 4 4

Jw*.¢2.dr: = [1ab3lnb—5ab3+1a4lna—13a4+1b4lnb—3b4j
. 3 18 12 144" 4 16

.[ M. ¢, -dl = (1+U)[—1a2|na—1b2|nb—ab|nbj+u[1a2—1b2J+3a2+ab+1b2
. 4l 2 2 2273 ), 4



Integrais analiticas para o problema elastico plano
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A seguir apresenta-se 0 valor das integrais analiticas de pIJ e uIJ para o0s

possiveis posicionamentos do ponto fonte, conforme ilustra a figura A.2.

9,
¢
2
Yl a A b A

Figura A.2 — Problema elastico plano: posicionamento do ponto fonte sobre o elemento.

_1-2v
o 4n(1— U)
o oL
2" 16nG(1-v)

» Ponto fonte no inicio do elemento (a = 0) ;

I p51-¢1'dF=0
T

j | P2 -y -dT =k -(1-In(L))

J‘ le-q)Z-dF:O
T

I piz ¢, -dlC = -k,
T

j | Py - ¢y -dT = —k; - (1-In(L))

I p;2-¢l-dl"=0
T

j p;1'¢2'dr=k1
I



j p;2-¢2-dF:O
I

L Uy, - ¢, -dl =k, -[(3—40)(%—In(L)j+n§j

I uI2~<|)1~dl“:—k2-nl~n2
T

L Wy, -dT =k, .((3_40)[%_|n(L)j+n§]

J uI2-¢2-dF=—k2-n1-n2
r

j- U;1'¢1'dr:_k2'n1'n2
l_'.

L Dy, - ¢y -dT =K, -[(3—40)[%—|n(|_)j+nfj

j p;1-¢2-dF=—k2~nl~n2
r

_L 0., -0, -d =k, -((3—40)(%—In(L)j+ nfj

» Ponto fonte no final do elemento (b = 0):

j p51'¢1'dr=0
I

J pI2'¢1'dF=k1
r

J‘ le-q)Z-dF:O
r

I | Pio - ¢, -dT =—k; - (1-In(L))

I p;1-¢1-d1“:—k1
F.
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J' p;2-¢l-dl"=0
T

j | Pay -0, -dT =k, -(1-In(L))

j p;2-¢2-dF=O
T

L Uy ¢y -dT =k, -[(3—40)(%—In(L)j+n§j

j UI2'¢1'dF=_k2'n1'n2
T

L Wy, -dT =k, .((3_40)@_|n(L)j+n§]

j U, ¢, -dT =k, -0y -1,
r

j- U;1'¢1‘drz_k2'n1'n2
r.

L Py, -, -dT =K, -[(3—40)(%—In(L)j+n12]

J p;1-¢2-dF=—k2~n1~n2
r

j‘r_ Dy, -, -dT =K, -((3—40)(%—In(L)]+ nfj

> Ponto fonte no interior do elemento:

I le-(I)l-dl“:O
T

-‘- Py, -y -dT :%[b-ln(%j+Lj

j p51'¢2'dr=0
r

. k
Li P -0, -dT :f(a-ln(%j—Lj



R k
[ ar=-on3))

j p;2~(|)l‘dF=0
r

. k
J‘F- Poy -, -dl = —f(a-ln(%}—Lj

j p;2-¢2-dF:O
T

2 2 2 2 2
-[r, uil~¢l~d1“:2|_l;2-{—(3—40){{a-b+az]-In(a)+b2-In(b)—(i+a~b+32j}rl'znf}

‘[ uI2~<|)1~dl“:—k2-nl~n2
r

. 2k b? a’ b? 3% )| L?
Li Uy - &, 'dF=L22~{—(3—40)Ha'b+Zj-ln(b)+2‘ln(a)—(4+a-b+4H+2n§}

'[ u{2~c|>2-dl“=—k2~n1~n2
r

j U;1'¢1'dr=_k2'n1'n2
T

2 2 2 2 2
JF P> -¢1~d1“:2Lk22{—(3—40)Ka-b+az]-In(a)+bz-In(b)—(i+a-b+32H+L2n12}

'[ p;1-¢2-dF=—k2~nl~n2
T

2 2 2 2 2
L P22 - 02 'dr=2|_|§2{—(3—4o)ﬁa-b+bz)-In(b)+a2-In(a)—[t;+a-b+32H+I‘2nf}

Integrais no dominio da placa

| iy (o (@P)ee, -

3 Ng
_ N‘E\‘WB‘ZZJP{S;D r4[lnr —jj-{zi[ak +m“x; (Q)+n*x, (Q)]}+

p=1 n=1

L o4l 2 i[m"cos(ﬂn"sene] ma—r
407D 10 ) | 2A 9 6n
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[ (o (@P)as, -

2
:Mﬁ(N)ZZ‘J {;;D' 2. L { a +m X1(Q)+nkX2(Q)}%+[mk cose+nksen6}r2}+

p=1 n=1

2
+$5ij ;A\{[ak +m“x; (Q)+nx, (Q)}%[Inr —%}r[mk cosf+ nkseneJ%(lnr —;]ng %;

J. Ny (p)W,k| (p)w,f (q,p)ko _

3 Ny
ri 1 1
=Wy 2 ,2 ,\Jp\{lz;Drz('”r‘gj{ﬂ[ak+mk><1(OI)+nsz(Q)]}+
p=1 n=1

43 [Inr —lj{i[mk cosO+ nksene]} 0, or
167D 4 )| 2A on

j MY (P)W i (9,P) Y =

_MO(N)ZZ‘J"‘W'“ a +m"xl(q)Jrnsz(Q)]Jr

p=1 n=1

+—[mk cos0 + nksene] g o
2 on

cCom Wy, =T -W,,.

‘[ N (P)W oy (p)wIJ (q.p)dO, =

=Nj'wj ZZ‘ p{%D { a +m Xl(Q)Jrnkxz(OI)J;+[mkcose+nksen(ﬂr22}+

p=1 n=1

1 10« .« ‘ r 1 ‘ ‘ r2 1
+4nDS”2A{[a +mx,(q)+n XZ(Q)JZ(Inr—Zj{m cosf+n sen9]3(lnr—3j}}
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f MS, (P)We (0 P) Y =
Q

WSS 0 ) 0]

p=1 n=1

or

+ [m" cos0 + n"sene]} Oy

=r-w,

com W, i

ijkl

I Ny (Q.p)w, (p)w, (p)dQ, =

3 Ng
oy N, N
=W,j Wy E E ‘Jp

p=1 n=1

N 55 [+ ma(@) i @)]

+L[mk cos0 + nksene] o or
2 on

I 8:kl (Q,p)Nﬁ (p)ko =
Q

= NE,(N)ZZ\J

p=1 n=1

|k| a +ka1(Q)+nkX2(Q)]+

+L[mk cos0+ nksene] o o
2 on
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.[ TiJ'T(I (a.p)wy (P)w, (p)dQ, =

3 Ng
— 1 I
=w,) wy E E ‘]pTijkIM{T[ak+mkxl(Q)+nkX2(q):|+
p=1l n=1

+ [m" cos0+ nksene]} o, 2—;

I Ei;kl (qvp)Nl?I (p)ko =
Q

3 Ng
— 1 [Inr
:NS(N)ZZJ’)EUHZA{r[ak+mkxl(q)+nkx2(qﬂ+

p=1 n=1

+ [m" cos0+ nksene]} 05—~

Integrais no dominio do enrijecedor
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Q
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