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Resumo

FERREIRA, M. D. C. (2007). Andlise Inversa em Solidos Bidimensionais Utilizando o
Meétodo dos Elementos de Contorno. Dissertagdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de

Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos, 2007.

A aplicag¢do da analise inversa ¢ objeto de estudo nos mais diversos campos da ciéncia e da
engenharia. A motivacdo para o tratamento de tais problemas se deve ao fato de que em
muitas aplicacdes dessas areas do conhecimento, hd a necessidade da identificacdo de
parametros fisicos e geométricos a partir de dados do dominio medidos experimentalmente, ja
que tais parametros de entrada sdo desconhecidos para uma analise direta do problema. Neste
tipo de analise o problema principal esta na quantidade e qualidade dos dados experimentais
obtidos, que sdo na maioria das vezes insuficientes para garantir que o sistema gerado
apresente solucdo unica, gerando com isto um problema essencialmente mal-posto. Assim, de
forma geral o emprego confidvel da andlise inversa implica na utilizagdo de ferramentas
eficientes de aquisi¢do de dados experimentais aliada a técnicas numéricas de regularizagao
que buscam a minimizagdo da fun¢do objetiva gerada por algum método numérico, como por
exemplo, o método dos elementos de contorno (MEC). Sendo assim, o presente trabalho tem
por objetivo apresentar uma formulagdo para resolucdo de problemas inversos de valor de
contorno ¢ estimativa dos pardmetros do modelo coesivo, através de medidas de campos de
deslocamentos, em so6lidos bidimensionais com dominio formado por multi-regides via
(MEC), utilizando-se de técnicas tais como: Minimos quadrados, regularizacdo de Tikhonov,
Decomposicdo em valor Singular (SVD) e Filtro de Tikhonov, para regularizacdo do
problema. Além disto, s3o apresentados alguns exemplos de aplicagdo da formulagdo

desenvolvida.

Palavras-chave: Problemas Inversos, Fratura Coesiva, Método dos Elementos de

Contorno, Métodos de Regularizacao.
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Abstract

FERREIRA, M. D. C. (2007). Inverse Analysis in Two-dimensional Solid Using the
Boundary Element Method. M.Sc Dissertation — Sao Carlos School of Engineering,
University of Sao Paulo, Sao Carlos, 2007.

The application of Inverse analysis is nowadays subject of research of many fields in
engineering and science. The motivation to consider this problem is due to the fact that in
many applications of these knowledge areas, physical and geometric parameters, that are not
directly known, can be identified using domain data measured experimentally. In this kind of
analysis the main problem is the quantity and the quality of the obtained experimental data,
which, many times, are not sufficient to guarantee that the generated system of equations has
only one solution, leading therefore to an ill-posed problem. Thus, in general the reliable use
of the inverse analysis requires using efficient tools for experimental data acquisition together
with the numerical techniques of regularization needed to impose the minimization of the
objective function written by using any numerical method, as the Boundary Element Method
(BEM) for instance. In this context, the objective of the present work is to derive a
formulation for resolution of boundary-value inverse problems and to estimate the material
parameters of the cohesive model, by using measured displacements fields, in multi-region
two-dimensional solid by BEM, using techniques such as: least squares, Tikhonov
regularization, singular value decomposition (SVD) and Tikhonov filtering, for the problem
regularization. Some application examples are presented using the developed formulation to

illustrate its performance.

Key-words: Inverse Problems, Cohesive Fracture, Boundary Element Method,

Regularization Methods.
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Capitulo 1 - Introdugfo. 1

Capitulo

Introducao

Problemas Inversos constituem uma classe muito interessante ¢ comum de problemas na
ciéncia e na engenharia. De maneira simplificada, eles podem ser descritos como aqueles
problemas onde a resposta ¢ sabida, mas ndo a pergunta. Ou onde os resultados, ou as
conseqiiéncias sdo conhecidos, mas ndo as causas.

A solucdo de um problema inverso normalmente ndo satisfaz a critérios de estabilidade,
com isto, pequenas perturbagdes nos dados de entrada podem ser amplificadas gerando
solugdes com grandes oscilagdes. Portanto, para a obten¢do de uma solucdo estdvel de um
problema inverso € necessario reformulé-lo em termos de um problema bem-posto, através da
utilizagdo de técnicas apropriadas de minimizagdo de regularizacdo, no intuito de suavizar as
conseqiiéncias negativas intrinsecas a este tipo de problema.

As aplicagdes da analise inversa do ponto de vista da engenharia sdo extremamente
importantes. Basta mencionar que os problemas de otimizagdo e a elaboracdo de projetos de
sistemas que atendam a certas caracteristicas desejadas podem ser encarados como problemas
inversos. Dentre os exemplos de aplicagdes praticas importantes na area da engenharia pode-
se citar: a reconstrucdo de imagens, a localizagdo de falhas por meio de ensaios nao
destrutivos (correlacdo de imagens, raios-X, gamagrafia, emissdo acuUstica ou ultra-som),
problemas de otimizagdo e identificacdo de parametros de sistemas.

Sendo assim, o tema proposto no presente trabalho diz respeito ao desenvolvimento de
uma formulagdo para analise inversa de so6lidos bidimensionais utilizando o Método dos
Elementos de Contorno (MEC) combinado com métodos de minimizagao e regularizagdo para
estabilizacdo das solugdes obtidas. O resultado final desta proposta ¢ um sistema
computacional para resolugdo de problemas inversos de valor de contorno e de estimativa de
parametros do modelo coesivo de fraturamento, através de medidas de campos de
deslocamentos, em estruturas no estado plano de tensdo (EPT) ou no estado plano de

deformacdo (EPD) com dominio formado por varias regides.
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2 Capitulo 1 - Introdugao.

1.1 Breve historico

Nesta secdo serd feita a apresentacdo de alguns trabalhos importantes para o
desenvolvimento da analise inversa de um modo geral e em particular aos problemas inversos

encontrados na mecanica dos s6lidos com o emprego do método dos elementos de contorno.

1.1.1 Revisao bibliografica

Provavelmente um dos primeiros registros de problemas inversos da historia foi
proposto pelo rei Hieron a Arquimedes, matematico grego nascido em Siracusa 287 a.C., ao
pedir que este Ultimo verificasse se a sua coroa tinha sido confeccionada inteiramente com
ouro. Arquimedes conseguiu resolver o problema observando que um corpo parcialmente ou
inteiramente submerso em um fluido ¢ submetido a uma for¢a de empuxo de igual magnitude
ao peso do fluido deslocado pelo corpo (Resnick et al. 1992). Foi Arquimedes, portanto, que
desenvolveu um procedimento experimental, hoje denominado ensaio ndo-destrutivo, para
atender a solicitacao do rei de Siracusa (Silva Neto 2005).

Outro problema inverso historico foi proposto por Sir. A. Shuster, em 1882, que era o
de determinar a forma de um sino a partir dos sons que ele ¢ capaz de emitir. Este problema
foi reformulado em 1966 por Marc Kac enunciando o que hoje ¢ considerado o mais famoso
problema inverso para a comunidade matematica: “Vocé ¢ capaz de determinar a forma de um
tambor pelo som que ele emite?”. Este problema perdurou por muito tempo, e recentemente
Gordon et al. (1992) demonstraram que dois tambores diferentes podem emitir o mesmo som
(Siva Neto e Moura Neto 2005). Este fato ¢ uma caracteristica marcante dos problemas
inversos, isto ¢, eles apresentam em sua grande maioria a possibilidade da existéncia de mais
de uma solucdo. Necessitando-se com isto, o desenvolvimento de ferramentas matematicas
que permitam a escolha da solucdo mais adequada para um problema especifico (Carita
Monteiro et al. 2004).

Junto aos engenheiros a analise inversa s6 veio receber uma devida aten¢do nas
ultimas décadas, onde muitos trabalhos foram desenvolvidos na area de condugao de calor.
Um apanhado geral destes trabalhos estd muito bem apresentado em Beck et al. (1985) e
Hensel (1991). Outros campos tém mais recentemente, estudado aplicagdes da analise inversa
como, por exemplo, em areas da geofisica, da sismologia, do processamento de imagens
(Tikhonov e Goncharsky 1987) e da engenharia biomédica (Pilkington 1982, Rudy e Oster
1992).
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Capitulo 1 - Introdugfo. 3

No campo da mecanica dos sélidos varios sdo os problemas inversos que se pode
formular de interesse para engenharia estrutural, e que nos ultimos anos vem ganhado a
aten¢do dos engenheiros e pesquisadores para o seu estudo. Dentre os diversos tipos de
problema inverso encontrados na mecanica dos solidos, podem-se destacar:

- Problema inverso de valor de contorno: o objetivo neste tipo de problema ¢é a
reconstru¢do dos valores de contorno ou iniciais desconhecidos. Nesta classe de problemas
podemos dar destaque ao trabalho de Schnur & Zabaras (1990) que analisam o problema
inverso do célculo das forcas de superficie a partir das medidas dos deslocamentos internos
com pequenos erros randomicos aplicando o método dos elementos finitos. Bezerra & Saigal
(1994) que apresentaram uma formulacao para reconstru¢do de forcas de superficie no
contorno de dominios bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno. Marin
& Lesnic (2003) e Marin (2004) que aplicam o MEC combinado com a técnica de minimos
quadrados com restri¢des, apresentada por Tikhonov & Arsenic (1977), na identificacdo de
valores de contorno e dos parametros eldsticos do material em problemas planos.

- Problema inverso de identificacido de defeitos: neste tipo de problema busca-se identificar
regides de fratura, cavidades e inclusdes em pecas estruturais. Nesta linha de trabalho Bezerra
& Saigal (1991) apresentaram uma formulagdo para determinacdo de falhas em problema
elastostaticos. Kassab et al. (1993 e 1994), Mellings & Aliabadi (1994) e Kobayashi (1994)
utilizaram procedimentos de minimizagdo de primeira e segunda ordem na determina regides
de fratura em problemas elastodinamicos. Bonnet (1995) emprega os métodos classicos de
minimizagdo baseados em gradientes combinado com o MEC para a busca de cavidade e
obstaculos em um meio elastico ou acustico. Antes & Stavroulakis (1997) identificam a
posicdo geométrica, e a forma de uma fissura unilateral considerando o problema de contato
na fissura para o caso 2D, empregando redes neurais artificiais para a resolu¢do do problema.
Koguchi & Watabe (1997) estimam defeitos existentes em placas utilizando algoritmos
genéticos em conjunto com o MEC. Tanaka (1999) e Antes & Stavroulakis (2000) identificam
a posi¢do geométrica, ¢ a forma de uma fissura unilateral empregando filtros de Kalman
juntamente com o Método dos elementos de contorno. Rus & Gallego (2002) comparam as
diferentes técnicas de minimizagdo irrestritas baseadas em algoritmos de otimizagdo para a
identificacao de regides com defeitos no dominio.

- Estimativa de tensdes residuais: consiste na determinacdo das tensdes residuais surgidas
nos processos de fabricacdo e utilizacdo das pegas. Para este tipo de problema Xiuqing et al.
(2004) apresentam um estudo onde o campo de tensdes residuais € aproximado com uma série

de fungdes bases de suavizagdo e as integrais de dominio sdao transformadas em integrais de
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contorno. Sao lidos dados experimentais de tensdes residuais e, via minimos quadrados, se
obtém na equagdo de tensdo de contorno valores de coeficientes que determinam as
deformacdes residuais.
- Estimativa dos parimetros elasticos: consiste na identificagdo das propriedades do
material que compdem o meio. Nesta classe de problemas estd o trabalho de Bolzon et al.
(2004) que identificam os parametros do material contidos no modelo elasto-plastico usando o
MEF combinado com o método deterministico de primeira ordem. Abe et al. (2004)
empregam os métodos de algoritmos genéticos combinada com redes neurais para
identificacdo dos coeficientes de amortecimento ¢ do mddulo de elasticidade transversal de
certos componentes estruturais de um trilho de trem. Venturini & Almeida (2004) que
trabalharam na identificacdo dos pardmetros dos materiais e na localizagdo das regides com
perdas significativas de rigidez por dano utilizando-se 0 MEC combinado com a utilizagdo
iterativa da técnica dos minimos quadrados.

Nesta revisao s6 foram apresentados os trabalhos referentes a analise inversa. No
decorrer do trabalho, em cada tema abordado, serdo apresentados os trabalhos que foram

tomados como base para composi¢do dos conceitos referentes ao tema em questao.

1.2 Objetivos

Este trabalho envolve o emprego do MEC - Método dos Elementos de Contorno via
solugdes fundamentais de Kelvin para andlise inversa em so6lidos bidimensionais a partir de
técnicas de minimizacdo e regularizagdo. Assim sendo, neste item serdo apresentados os

objetivos a serem alcangados com o presente trabalho.

1.2.1 Objetivos almejados

I - Apresentar a base tedrica para o tratamento de problema inverso de uma maneira geral e
em especial na andlise de solidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de
contorno combinado aos métodos de minimizacdo e regularizacdo, ja que esta ¢ a primeira
dissertacao desenvolvida no departamento de estruturas da Escola de Engenharia de Sao

Carlos a abordar o estudo dos problemas inversos.

IT - Desenvolver uma ferramenta computacional capaz de resolver alguns problemas inversos

de interesse para a engenharia de estruturas (problema inverso de valor de contorno e de
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estimativa dos parametros do modelo coesivo de fratura), utilizando o método dos elementos

de contorno e técnicas de minimizagao e regularizacao.

III - Apresentar exemplos de aplicacdes com a utilizacdo da ferramenta computacional
implementada mostrando sua funcionalidade, potencialidade e eventuais limitacdes no

tratamento dos problemas inversos propostos.

IV - E por fim, com andlise dos resultados obtidos e com o conhecimento acumulado sobre o
tema no decorrer deste trabalho apresentar proposta de caminhos e trabalhos futuros para o

desenvolvimento desta area, aqui no departamento de estruturas.

1.3 Justificativa

Ferramentas computacionais baseadas em métodos numéricos como: diferencas finitas,
elementos finitos e elementos de contorno, vém sendo desenvolvidas ao logo dos anos e hoje
se pode resolver uma série de problemas da engenharia chamados diretos com tais
ferramentas com um grau de confiabilidade muito grande nos resultados obtidos. Contudo,
tem crescido ultimamente o interesse dos pesquisadores ¢ engenheiros no estudo da utilizagao
de tais métodos numéricos na analise dos problemas inversos provenientes deste problemas
diretos. Existem varios problemas inversos nestes campos do conhecimento que necessitam
da avaliacdo das causas a partir do conhecimento de resultados observados. Tudo isto,
motivou a elaboracdo deste trabalho, no intuito de avaliar o comportamento do método dos
elementos de contorno no tratamento de tais problemas e incrementar neste inicio os estudos

desta area aqui no departamento de estrutura da EESC-USP.

1.4 Organizacao da dissertacao

Para balizar a leitura deste trabalho. Sera mostrado neste item como estdo distribuidos
os temas que contém a base teodrica para o entendimento do trabalho como um todo ao logo

dos capitulos desta dissertacao.

1.4.1 Descricao dos capitulos da dissertagao

A dissertagdo estd dividida em oito capitulos sendo que desse total, quatro abordam

conceitos necessarios ao desenvolvimento do trabalho, um relata as caracteristicas da
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ferramenta computacional desenvolvida, um outro demonstra alguns exemplos de aplicacao e
os outros dois apresentam as consideracdes iniciais e finais a cerca deste trabalho.

- Capitulo 1- Introducdo: Neste capitulo sdo apresentadas as consideragdes iniciais a
respeitos dos problemas inversos, uma revisao bibliografica dos trabalhos relevantes sobre a
analise inversa, os objetivos que devem ser alcangados com este trabalho, a justificativa com a
motivacao para a abordagem deste tema e esta descri¢ao da organizacao desta dissertacao.

- Capitulo 2- Fundamentos da teoria da elasticidade: Faz-se neste capitulo um pequeno
resumo dos conceitos da teoria da elasticidade de interesse para a compreensdo do
equacionamento dos problemas aqui tratados bem como da formulagdo do método dos
elementos de contorno.

- Capitulo 3- Método dos elementos de contorno: O equacionamento da formulacdo do
método dos elementos de contorno para o problema eldstico bidimensional através da solucao
fundamental de Kelvin esta presente neste capitulo;

- Capitulo 4- Mecanica da fratura: Aqui, os topicos referentes a mecanica da fratura de
interesse para o entendimento do comportamento de problemas desta natureza, dando-se
énfase a formulagdo baseada no modelo de fraturamento coesivo.

- Capitulo 5- Anadlise inversa: Todos os conceitos relevantes para o tratamento e
entendimento do que venha a ser um problema inverso estdo presentes neste capitulo. Além
de ser ai que a formulagdo proposta para este trabalho estd desenvolvida.

- Capitulo 6- Programa implementado: As caracteristicas da ferramenta computacional
implementada com os fluxogramas de funcionamento sdo apresentadas aqui. Também se
encontra neste capitulo a descricdo das ferramentas utilizadas na implementagdo e na analise
dos resultados.

- Capitulo 7- Exemplos de aplicagdo: Neste capitulo estdo os exemplos analisado com o
programa implementado. E apresentada uma série de graficos que nos mostra o
comportamento dos métodos utilizados neste trabalho.

- Capitulo 8- Conclusdo: As conclusdes sdo apresentadas tracando-se um paralelo com os

objetivos almejados para este trabalho.
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Fundamentos da teoria da elasticidade linear

Capitulo

Ha anos a teoria da elasticidade tem encontrado consideravel aplicacdo na resolugdo de
problemas da engenharia. Pois, em muitos casos os métodos elementares da resisténcia dos
materiais se mostram inadequados para fornecerem informacgdes satisfatorias com relagdo a
distribuicao de tensdes em estruturas da engenharia, devendo-se entdo recorrer aos métodos
mais eficientes da teoria da elasticidade. Sendo assim, este capitulo apresentara um resumo
geral da teoria da elasticidade, onde serdo mostrados os principais pontos abordados no
desenvolvimento do presente trabalho desta teoria. Para isto, consultou-se um conjunto de
obras importantes sobre o assunto, tais como as de Timoshenko & Goodier (1951/1980),
Sokolnikoff (1956), Filonenko-Borodich (1963), Valliappan (1981), Villaga & Garcia (2000)

e outros, utilizadas sempre como base para qualquer estudo da teoria da elasticidade.

2.1 Definigoes e Hipoteses

Esta se¢do ira apresentar um conjunto de defini¢des importantes para um melhor
entendimento da teoria da elasticidade e uma série de hipotese que delimitardo a abrangéncia

da aplicacao desta teoria neste trabalho.

2.1.1 Elasticidade

Quase todos os materiais usados na engenharia possuem até certo nivel a propriedade
da elasticidade. Que ¢ um atributo inerente ao material pelo qual, um corpo dele constituido,
deformado pela agdo de forgas, retorna a sua configuragdo original, uma vez cessada a acao
destas forcas. Quando o retorno ¢ apenas parcial, diz-se que o material ¢ parcialmente
elastico. Ja se o retorno a configuragdo original se d4 de forma completa, o material ¢é
denominado perfeitamente eldstico. Neste trabalho serd admitido que os corpos em estudo

sejam formados por materiais perfeitamente eldsticos.
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21.2 Forga

Na fisica classica, chama-se for¢a (F) a qualquer agente capaz de modificar o estado
de repouso ou de movimento de um corpo ou gerar deformagdes no mesmo. Quando se tem
um corpo submetido a acdo de um sistema de forcas externas, que corresponde a atuacdo do
meio exterior sobre o corpo, como mostrado na (Figura 2-1). E pela consideragdo do
equilibrio, esta acdo externa gera mudanca de posi¢do e distancia entre as particulas que
formam este corpo € como conseqiiéncia uma mudanca na configuracao das forgas internas do
corpo, isto ¢, das forgas de interagdo entre as particulas deste corpo. Com isto a resultante das
forcas internas apresentara a mesma intensidade e dire¢do, mas sentidos opostos ao da
resultante das forgas externas. O processo de atuagdo de uma forga sobre um corpo pode dar-
se de maneira direta através do contato de um corpo sobre outro ao longo de uma regiao da
superficie externa destes, ou a distancia pela acdo de um campo (gravitacional, magnético,
etc). No primeiro caso, as forcas externas denominam-se forg¢as de superficie, e tem como
dimenséo [FL™], isto ¢ for¢a por unidade de 4rea; no segundo caso, as forgas sio chamadas
forgas de massa, volume ou campo, e, como se distribuem ao longo do volume do corpo, t€ém

como dimensdo [FL™], isto é, forca por unidade de volume.

Forca exercida
pela mesa

Forc¢a de massa
ou volume

Figura 2-1 - Sistemas de forcas externas
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2.1.3 Tensao

Um dos caminhos para se explicar a interagdo entre duas partes de um corpo ¢ através
do conceito de tensdo. Assim sendo, ao considerar um corpo submetido a acao de um sistema
de forgas externas como na (Figura 2-2), estas forcas irdo produzir forcas interna no corpo.
Para quantificar a grandeza destas forcas num ponto qualquer O, imagina-se o corpo
seccionado por um plano S passando por este ponto. Considerando uma das partes resultantes
do seccionamento, por exemplo, I, pode-se afirmar que seu equilibrio ¢ mantido devido o
surgimento das forgas internas, resultante da atuacdo da parte II sobre a parte I, ao logo de
todo o plano S. Tomando-se agora, um elemento de area AA contendo o ponto O. E
denotando a resultante das forcas internas sobre AA como AF. A forga interna média por

unidade de area em AA sera:
Pmidio = 1 Equacio 2-1

Assim, para se definir a tensdo no ponto O, faz-se a 4area AA decrescer
indefinidamente, sempre contendo o ponto O, no limite tem-se o vetor tensdo no ponto O

associado ao plano S (ou a sua dire¢cdo normal N):

= lim AF E a0 2-2
Pn = 1M v quacio 2-

Agora, se decompuser o vetor AF nas diregdes, normal e tangencial ao plano S,

teremos as componentes de tensdao normal (o) e tangencial (t) ao plano em questdao, dadas

por:

o= lim —= Equacio 2-3
AM—0 A4

7, = lim —+ Equagiio 2-4

1= Im quagio

. _AF,

7, = lim —= Equacio 2-5
A—0 A4
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Fi

F¢

o

F4

Figura 2-2 - Forca interna no plano S

Vé-se entdo, que tensdo ¢ a grandeza que quantifica a intensidade pontual das forcas
internas no corpo. E para se determinar completamente o estado de tensdao em um ponto, isto
¢, ser possivel determinar o vetor tensdo em qualquer plano que passe por este ponto, €
necessario o conhecimento dos vetores tensdo em trés planos ortogonais que contenha o ponto
em questdo. Para isto, representam-se as componentes de tensdo normal (o) e as duas de
tensdo de cisalhamento (1)) e (12), sobre trés planos ortogonais entre si (S;, Sy, S3) e paralelos

aos eixos (X, y, z) do sistema de coordenadas adotado, como ilustrado na (Figura 2-3).

Ox Txy Ve S

Figura 2-3 - Estado de tensdo em um ponto
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Agora, vé-se que o estado de tensdao em um ponto estd completamente determinado

com nove componentes de tensdo, as quais se reduzem a seis devido a simetria das tensdes

cisalhantes, como mostrado a seguir:

O-x z-xy XZ
Tyx Gy yz
TZX sz O-Z
Ty =Ty T =Ty T,=T, [O-u} ,parai,j=1,23, com o; =0 parai# ]. Equacio 2-6
O-x z-xy XZ
TXY O-y yz
sz z-yz O-Z

Conhecendo-se o estado de tensdao num ponto O através das componentes dos vetores

tensdo nas trés facetas de normais X, y, z. As for¢cas de superficie sobre um plano inclinado

genérico qualquer, relacionam-se com as componentes do estado de tensdo no ponto O,

através da equacdo de Cauchy (Equacao 2-7), escrita em func¢do dos co-senos diretores deste

plano genérico, como mostrado na (Figura 2-4).

Figura 2-4 - Tens6es em um plano qualquer

v
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p,=lo +mz, +nz, I=cos()
p,=lz, +mo,+nz,,com m=cos(f) p,=0,n;, parai,j=12,3. Equacio 2-7
p,=lt, +mz,, +no, n=cos(6)

2.1.4 Deslocamento

Outra defini¢do importante no estudo da teoria da elasticidade ¢ o de deslocamento.
Ao sofrer a acdo de solicitacdes externas, o corpo sofre mudanca de forma e dimensdes,
devido aos deslocamentos de suas particulas. Passando de uma configuragdo inicial a uma
configuragdo final deformada (Figura 2-5). Um ponto A na posicao inicial com coordenadas
(X0,Y0,Z0), sofrerd um deslocamento, que ao ser decomposto nas direcdes paralelas ao eixos
(X,Y,Z) nas componentes (u,v,w), respectivamente. Passard a uma posi¢cdo final A*, com

coordenadas (Xo+u,Y¢tv,Zotw), ficando o campo de deslocamento determinado pelas

fungdes:
u(x,y,z)

u=1v(x,y,z) = {u}, parai=1,2,3. Equagdo 2-8
w(x,y,z)

Configuracio
Inicial

X,u

Figura 2-5 - Componentes de deslocamento

O campo de deslocamento ¢ formado por duas parcelas, uma que representa o
movimento das particulas do corpo que envolve mudanca de forma e dimensdes e outra

parcela que gera o movimento de corpo rigido, isto €, provoca apenas mudanca de posi¢ao do
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corpo sem deforma-lo. Para tanto, neste estudo, sera presumido que nos corpos estudados ha
suficientes restricdes para impedir o deslocamento de corpo rigido, de tal forma que nenhum

deslocamento nas particulas dos corpos seja possivel sem que estes sofram uma deformagao.

2.1.5 Deformacgao

Assim, o resultado dos deslocamentos das particulas de um corpo submetido a
solicitacdes externa ¢ sua mudanca de forma e dimensdes, que sera denominada
genericamente de deformacdo. Além disto, no presente trabalho somente pequenas
deformacdes, tais como acontece na engenharia estrutural, serdo consideradas. A deformagao
abrange dois aspectos distintos:

- Deformacio linear especifica (g5) — representa a relagcdo entre alongamento sofrido por
um segmento elementar (ds) na direcdo (s), que liga dois pontos do corpo (Figura 2-6), ao

passar para a configuragao deformada (ds*), e o seu comprimento inicial (Equagao 2-9).

X,u

Figura 2-6 - Deformacio linear especifica

Equacao 2-9

- Deformacio angular ou distorcio (ys) — representa a diminui¢do no angulo originalmente
reto formado por dois segmentos elementares (ds e dt) associadas as direcdes (s e t)

respectivamente (Figura 2-7), ou seja:

Analise inversa em solidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno. Manoel Dénis Costa Ferreira
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T K A
Vs = E_B AC Equagio 2-10

Figura 2-7 - Deformacio angular

O campo de deformagdes, ou seja, as componentes de deformagdo como fungdes de

posi¢do, determina a deformagdo em todo o corpo (Equagao 2-11).

£.(x,,2)
£, (x,»,2)
£,(x,»,2)
Vo (X, ,2)
Vo (X, 1,2)
7y, (X, ¥,2)

™|
I

Equacio 2-11

Como no caso do estado de tensdo, o estado de deformacdo em um ponto do corpo fica
completamente determinado se forem conhecidas as componentes de deformacdo em trés

dire¢des ortogonais entre si neste ponto (Equacao 2-12).

¢ l7/ l7/
X 2 Xy 2 Xz
1 1 .. ..
Ejfyx &, E}/yz , com &; =Eyij ei#j=> [QJ ,parai,j=1,23. Equacio 2-12
17 17 &
_2 ZX 2 zy z |
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2.2 Equacgodes gerais

Agora, que as principais definicdes foram aclaradas, sera apresentado nesta se¢do as

equacdes que relacionam as grandezas importantes na analise de um corpo pela teoria da

elasticidade.

2.2.1 Equacodes diferenciais do equilibrio

Para obterem-se as equagdes diferenciais do equilibrio de um sdélido, em regime
elastico linear, com dominio Q delimitado pelo contorno I'. Empoe-se o equilibrio em um
elemento infinitesimal representativo de um ponto qualquer do solido, que com base na
considera¢ao da continuidade das tensdes, pode-se concluir que as componentes de tensdao

correspondentes em faces paralelas do elemento diferem entre si de um valor infinitesimal

(Figura 2-8).

Figura 2-8 - Elemento infinitesimal equilibrado

Além disto, ao considerar a atuagdo de uma for¢a de massa (b) com componentes
by,by,b,) € tendo em vista o equilibrio das for¢as do elemento infinitesimal, sdo escritas as
y q

equacdes de equilibrio (Equagdo 2-13) nas diregdes X, y, z dos eixos.
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\

As trés equacdes de equilibrio de momento conduzem a simetria das tensdes

cisalhantes consideradas no tensor de tensoes na (Equacao 2-6).

or
66X+ xy+8rxz+bx:0
ox ay oz
dr,, Oo, Ot o ~
o o P +by =0 O +b, =0, parai, j=1,2,3. Equagio 2-13
0
or, + Cye + a0, +b,=0
ox Oy z

2.2.2 Relagoes deformagao-deslocamento
As relagdes entre as componentes de deformacdo e de deslocamento sdo obtidas a
partir das relagdes geométricas sobre as projecdes nos planos ortogonais xy, xz, yz, das faces

de um elemento infinitesimal antes e depois de deformado (Figura 2-9).

0
u+ a dy
A < ay 4
Y ou
, a_ dy ......
vt dy o, A Y "
T ' A
R » e B
. B D @ dx v+ @ dx
ax ax
>
=
\ 4 dX
A A C
-, ) r ™
| S X,
< > < >
X u u
u+—dx
Oox

Figura 2-9 - Projecoes das faces do elemento infinitesimal no plano xy

Manoel Dénis Costa Ferreira
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- Deformacao linear especifica:

A'C'— AC (u+(a%x)dx+dx—u)—dx

* AC dx
ou
£ =
oox
Analogamente, pode-se escrever:
e =
G
ow
e ==
oz
- Deformagao Angular:
tan¢zcvcvv= (v+(a%x)dx)—v _ (a%x)
AC' ( ou/ \dx+d )_ 1+(0u
| u +( éx) X+ dx |—u ( éx) £, = %(%,j +uj,i) Equagio 2-14
como:

a%x«l = tan(oza%ngo

Similarmente:
tany = a%y ~y
Assim:
Vo =PTY
, _ou o
Yooy ox
Analogamente, pode-se escrever:
v w
Y0z 0Oy
Vox = ow + u
ox Oz

2.2.3 Equacoes de compatibilidade

Da mesma forma que o campo de tensdes ndo ¢ arbitrario, devendo atender as
equagdes diferenciais de equilibrio, também o campo de deformagdes deve obedecer a
equacdes de compatibilidade que asseguram um campo de deslocamento continuo e univoco.
Ou seja, estas equagdes garantem condicdes para que, uma vez fixadas as seis componentes
de deformagdo, seja possivel garantir a integridade das relagdes deformacgao-deslocamento
(Equacao 2-14). Essas relacdes suplementares (Equagdo 2-15) sdo obtidas através da

eliminacdo na (Equagdo 2-14) das componentes de deslocamento.
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O’e, . e, _ 3’7,
oy oxt Oxdy
o', 0, 0Oy
X + Z — XZ
0z°  ox>  0Ox0z
Oe, 0%, 01y
oz* oy  oyoz
. 825x = azyx)’ + 82}/xz _ az}/)’z
oyoz Ox0z oOxdy  Ox
2. azgy = 827’(}' + aZyyZ _ 827/)(2
ox0z Oyoz oxdy 0y’
, 06 0, 1. 07y
oxdy Oyoz 0Ox0z 0z’

Ei T Ewii ~ Eiji ~ Ejik = 0 Equacio 2-15

2.2.4 Equacgoes Constitutivas

As equagdes constitutivas definem a relacdo entre o tensor de tensdo e o tensor de
deformacdo, caracterizando o comportamento do material. Para o caso geral, esta relagdo ¢

representada pela lei de Hooke generalizada (Equagao 2-16).

Oy = Cijklgkl Equacio 2-16

onde, Cjjiq € um tensor de quarta ordem que contém as constantes que caracterizam o material
na esfera da elasticidade.

Neste trabalho serdo admitidas as seguintes hipoteses, quanto a natureza do material:
- Homogeneidade do material — Possui as mesmas propriedades em todos os seus pontos;
- Isotropia do material - Cada ponto as propriedades sdo as mesmas em todas as diregdes;
- Material eléstico linear — As expressdes que relacionam as componentes de tensdo com as
de deformagao sdo lineares.

Estas hipodteses somadas a consideracdo da simetria dos tensores de tensdo e de
deformacao e o principio de conservacao da energia reduzem o nimero de constantes eléasticas
a duas (E — Mddulo de elasticidade longitudinal ou Médulo de Young e v Coeficiente de

Poisson). Com isto, a relagdo tensdo deformacao pode ser escrita como se segue:
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- Deformagoes explicitadas:

T
é‘x:(jx _L(O' +GZ) Ve = Xy
E E‘’ Y G
o2 T
__y__ O— +O- — XZ
y E ( X Z) yxz G
O-z TZ
Z_E__(O-X_'_O-y) yyz_é
Com
_E
2(1+v)
lsei=j
é‘ijzé‘jiz{ . ].
Osei#j
G — Moddulo de elasticidada Transversal
0 — Delta de Kronnecker
- Tensodes explicitadas:
E 1%
o, =— J +e¢ 7.=G
* 1+v(1—2v b w =y
E 1%
o =—— J +e ., =G
y 1+v(1—2v 1Ty =
E 1%
o, =— J +e t,=G
y 1+v(1—2v b =

Com:

Ji =& te, +¢,
Ev

(1+v)(1-2v)

J, = Primenro invariante de deformacgdes

A — Constante de Lamé

2.2.5 Condigcoes de contorno

oy = 2G8ij + /ngké‘ij

Equacao 2-17

Equacao 2-18

Além das equagdes que devem ser satisfeitas no dominio €2 de um corpo analisado pela

teoria da elasticidade, outras condigdes devem ser satisfeita em seu contorno I'.

De maneira geral, estas condi¢des de contorno podem ser:

- Prescricdao em deslocamento:

Analise inversa em solidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno.
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”i(‘]):”_i(Q) comq e I', Equacio 2-19

- Prescricao em forga:

P(q)=p(q9)=0,(q).7(q) comq € T, Equacio 2-20

- Prescricdo mista:

u(g)=i(g) comgerl,
— o Equacgio 2-21
pi(9)=0,(q).7(q) comi#jeqel,

o)
—_
Q
~
I

2.3 Problemas planos em coordenadas cartesianas

Em muitas situagdes, ¢ possivel adotar simplifica¢gdes de modo a permitir se abordar um
problema eladstico onde os estados de tensdo e de deformagdo independam de uma das
coordenadas (por exemplo, a coordenada z). O fendmeno elastico ocorre entdo igualmente em
todos os planos paralelos a xy. Nesta classe de problemas estdo o estado plano de deformacao

e o estado plano de tensdo, apresentados neste item.

2.3.1 Estado plano de deformagao (EPD)

Uma das simplificagdes possiveis no estudo de corpos em regime elastico ocorre
quando uma das dimensdes do corpo em estudo ¢ muito grande em relacdo as outras duas,
(por exemplo, a dimensdo paralela a direcdo z), e esta solicitado por forcas que sao
perpendiculares aos elementos longitudinais e ndo variam ao longo do comprimento. Um
exemplo disto ¢ mostrado na (Figura 2-10). Pode-se entdo admitir que todas as segdes
transversais do corpo em questdo, apresentam-se nas mesmas condi¢gdes. De tal forma que o
deslocamento na dire¢do longitudinal ¢ impedido.

Assim, as componentes u ¢ v de deslocamento sdo fungdes de x e y, mas sdo
independentes da coordenada longitudinal z. Ficando o estado de deformagdo especificado
apenas por &, € € Yxy que ¢ o denominado estado plano de deformagdo, sendo estas trés

componentes fun¢des somente de x e y.
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\ 4

Figura 2-10 - Sélido cilindrico comprimido por forcas diametrais

As relagOes constitutivas para este caso particular ttm o mesmo formato do
apresentado em (Equacdo 2-17 e Equagdo 2-18), no entanto os indices variam apenas até dois.
As tensdes tangenciais referentes a dire¢do z serdo nulas e a tensdo normal G, tem seu valor

expresso apenas em funcdo de oy € Gy.

2.3.2 Estado plano de tensao (EPT)

Se uma chapa fina ¢ carregada por forgas aplicadas no contorno, paralelas ao plano da
chapa e distribuida uniformemente ao longo de sua espessura (Figura 2-11), as componentes
de tensdo o, Tx, € Ty, sd0 nulas em ambas as faces da chapa, e pode-se admitir, em principio,
que s3o nulas em seu interior também. O estado de tensdo fica entdo especificado somente por
Gx, Oy € Txy , € € denominado estado plano de tensdo. Pode-se também admitir como
aproximacao que estas componentes sao independentes de z, isto €, elas ndo variam ao longo
da espessura, tornado-se fungdo apenas de x e y.

Neste caso, as relacdes podem ser obtidas a partir das relacdes do estado plano de
deformagdo modificando-se os valores de E, G e v pelos valores equivalentes para o estado

plano de tensdo E’, G’ e v’ respectivamente, que apresentam os seguintes valores:

E'= (l—vz)E Equagiio 2-22
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14
v'i=——moH Equagiio 2-23
1+v
G'=G Equagiio 2-24

<«

Y Y iY

Figura 2-11 - Chapa em estado plano de tensio
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Método dos elementos de contorno

Capitulo

Os problemas encontrados na engenharia sdo equacionados, em sua grande maioria, por
equagdes diferenciais parciais. Nas ultimas décadas, impulsionado pelo desenvolvimento
computacional, diversas técnicas numéricas de resolucdo de equacdes ou sistemas de
equagdes diferenciais deram origem a eficientes ferramentas de célculo, que permitem a
analise dos mais variados problemas da engenharia. Neste contexto destaca-se o0 método dos
elementos de contorno (MEC), que vem se apresentando como uma poderosa alternativa para
resolugdo dos mais diversos problemas fisicos usuais das engenharias. Além disso, o método
vem ganhando espaco e credibilidade entre os pesquisadores dos mais conceituados centros
de pesquisas, principalmente em areas como: mecanica dos solos, mecanica da fratura e
mecanica das estruturas; devido a precisdo e confiabilidade na modelagem de problemas de
dominio infinito bem como de problemas onde surgem grandes concentragdes de tensao.
Outra grande vantagem do método esta na capacidade de se associar com outros métodos
numéricos, em especial o método dos elementos finitos, ampliando assim as possibilidades
em simulacdo de problemas. Assim sendo, no presente trabalho foram levadas em
consideracdo tais vantagens para escolha do MEC como ferramenta numérica para resolugao
de problemas inversos em corpos no EPT e EPD. Com isto, neste capitulo serdo apresentados
os conceitos basicos ¢ a formulagao deste método, dando-se énfase aos pontos chaves no
desenvolvimento do presente trabalho. Para tanto, foi consultada a seguinte bibliografia para o
desenvolvimento deste capitulo: Brebbia, Telles & Wrobel (1984), Venturini (1988), Brebbia
& Domingues (1992), Aliabadi & Brebbia (1993), Kane (1994), Hall (1994), Wutzow (2003),
Leonel (2006) entre outros.

3.1 Consideragoes iniciais sobre o MEC

Esta secdo trara uma espécie de apresentacao do método dos elementos de contorno
(MEC) mostrando um pouco do historico da teoria por tras do método tentando mostrar onde

ele se enquadra no ambito dos métodos numéricos.
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3.1.1 Introducao

Em termos gerais, pode-se dizer que o MEC consiste em um conjunto de processos ¢
meios para a resolu¢ao de problemas da engenharia e da fisica formulados por uma equagao
integral de contorno, proveniente da devida transformac¢do da equagdo diferencial que rege o
comportamento do problema em questdo. A resolugdo destes problemas ¢ obtida por uma
aproximac¢ao que normalmente ¢ definida por um conjunto de valores em pontos discretos
localizados sobre o contorno da geometria do modelo analisado. Assim, o método dos
elementos de contorno classifica-se como um método numérico cujas bases matematicas sao
estudadas pelo ramo da matematica conhecido como teoria da aproximagdo. Além disto, por
sua formulacdo partir de equagdes integrais de contorno, é possivel enquadra-lo em duas
outras classificacdes: a primeira, que diz respeito a base analitica utilizada, ¢ a dos métodos
integrais e a segunda ¢ a das técnicas de contorno ou fronteira, por ele s6 envolver em seu

sistema, varidveis do contorno do problema.

3.1.2 Resumo historico

Ao logo das ultimas trés décadas, o MEC vem adquirindo uma expressdo crescente
tanto no meio académico quanto entre os engenheiros, que com o crescente numero de
trabalhos sobre o assunto comegam a vé-lo de forma desmistificada. O MEC pode ser
considerado um método recente quando considerado com outras técnicas como o método dos

elementos finitos (MEF) e o método das diferencgas finitas (MDF).

Desenvolvimento Pesquisadores
Teoria do Potencial Euler (1707-1783), Lagrange (1736-1813), Laplace (1749-1827),
Fourier (1768-1830), Poisson (1781), Hamilton (1805-1865)
Existéncia e Unicidade Dirichlet (1805-1859), Neumann (1832-1925), Kellogg (1878-1932)
Integrais de Superficie Gauss (1777-1855), Green (1793-1841), Ostrogradski (1801-1862),

Stokes (1819-1903)

Representagdes Integrais Cauchy (1789-1857), Hardamard (1865-1963), Fredholm (1866-1927)

Extensdes e Generalizagdes | Helmholtz (1821-1894), Betti (1823-1892), Kelvin (1824-1907),
Rayleigh (1842-1919), Volterra (1860-1940), Somigliana (1860-1955),
Kolosov (1867-1936)

A.C.* | Solugio Numérica Ritz (1878-1909), Karman (1881-1963), Trefftz (1888-1937),
Muskhelishvili (1891-1976)

D.C.** | Utilizagdo do computador Kupradze (1903-1985), Jaswon (1922-)

MEIC Rizzo (1938-), Cruse (1941-)

MEC Brebbia (1938-)

* A.C.=Antes dos computadores. **D.C.=Depois dos computadores

Tabela 3-1 - Resumo historico com os principais pesquisadores e matematicos.
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Vé-se na (Tabela 3-1) que apesar de recente, o desenvolvimento do método dos
elementos de contorno ¢ resultado do trabalho de varios pesquisadores e matematicos. Os
fundamentos matemadticos foram estabelecidos por matematicos renomados desde o século
XVIII até o inicio do século XX. Porém, o maior impulso no desenvolvimento e aplica¢ao do
método se deu a partir de 1960, acompanhando o rdpido avango da tecnologia de

computadores digitais.

3.2 Solug¢ao Fundamental

Para se descrever a formulagao das equagdes integrais de contorno € necessario o prévio
conhecimento da solu¢do fundamental para problemas elastico. Neste item sera apresentada a
solucao do problema elastico no estado fundamental, que no presente trabalho sera empregada

a formulacao desenvolvida por Lord Kelvin (1944).

3.2.1 Definigao

Fisicamente, a solucdo fundamental de Kelvin representa o efeito de uma carga
[ OR y v . . *
unitaria e concentrada atuando em um ponto s (ponto fonte) de um dominio infinito _, ao

longo da direcao k, em um ponto q (ponto campo) (Figura 3-1).

Figura 3-1 - Problema fundamental
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3.2.2 Caso Tridimensional

Com o intuito de representar o carregamento unitario, reescreve-se a parcela b; da
equacgao de equilibrio do problema eléstico (Equagdo 2-13), como uma distribuicdo de Dirac
(Anexo A), ponderada por um delta de Kronnecker (Anexo B), que relaciona as dire¢des k, de
atuacdo da forca, com a direcdo i, de efeito. Assim, a equacao de equilibrio passa a ser escrita

COmo S€ seguce:
Ultij,j +05(s,9)0,, =0 Equacio 3-1

Substituindo-se na lei de Hooke (na configuragdo fundamental) a relagdo deformacao
deslocamento (Equagdo 2-14) e em seguida derivando-se em relacdo a x; e aplicando-se o

resultado na (Equagdo 3-1), tem-se:

1 * * 1
Eukj’ij +it; +55(S’Q)5ki =0 Equacio 3-2
A solucdo da (Equagdo 3-2) para os problemas tridimensionais fornece a seguinte

expressao fundamental para os deslocamentos:

. 1
U, = m[(3 - 4V)5ki + I/:kr:ijl Equacio 3-3

Além da solugcdo fundamental em deslocamento, as componentes de deformacdo,
tensdo e forca de superficie no estado fundamental sdo também necessarias no
equacionamento de problemas elasticos pelo método dos elementos de contorno.
Substituindo-se (Equagado 3-3) na (Equagdo 2-14) obtém-se as componentes de deformagao no

ponto q devido a uma carga unitaria, na dire¢do k, aplicada no ponto s,

. -1
Eyji = W[(l - ZV)(’fié‘kj + ’:jé‘ki ) - r:ké‘ji + 3”,1(’21”,1} Equacio 3-4

Aplicando-se a (Equacdo 3-4) na lei de Hooke pode-se obter, para o caso

tridimensional:
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. -1

Oyi = m[(l — ZV)(Ijié'kj +70y ) — 05+ 37:k7:j;/:i:| Equacio 3-5

Da (Equagdo 3-5) e da relagdo tensdo/for¢a de superficie (Equagdo 2-7), obtém-se a

expressao da forca de superficie para o problema fundamental, dada por:

. -1

b= AL=20)8, + 3 ], +(1=2v) (rin — 1) Equagio 3-6

3.2.3 Caso bidimensional

A solucdo fundamental para os estados planos em deslocamento, deformacao, tensdo e
forca de superficie apresentada (Equacdo 3-7 a Equacdo 3-10) ¢ obtida a partir do mesmo
procedimento adotado para as equagdes no caso tridimensional, considerando-se os indices i e
j variando de um a dois. Além disto, ela apresenta convenientemente uma representagao igual
para ambos os estados, bastando apenas a substituicdo no caso do estado plano de tensdo do
valor de v por v’. Assim, serdo mostradas agora as expressdes relativas a solucao

bidimensional, j& que este trabalho trata especificamente desse tipo de andlise.

x |

Uy :m[—(3—41/)5ki ln(r)+r)kr’i] Equacéao 3-7

. -1

Eigi = m[(l - 2")(’351@ +7i0, ) =10y + 21,17 } Equacdo 3-8

*® _1

Oyi = m[(l - 2‘/)(’”,15@ + ’fjaki ) - ’fkaji + 2’”,1(”4”,1} Equagiio 3-9
* _1

Pu = m{[(l - 2V)§ki +2nr; ] Iyt (1 - 2V)(’",i77k — Iy )} Equagio 3-10

Analise inversa em solidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno. Manoel Dénis Costa Ferreira



28 Capitulo 3 - Método dos elementos de contorno

3.3 Equacgoes Integrais

Nesta secdo serdo apresentadas as equagdes integrais que regem o comportamento de
um corpo no regime eldstico, que sdao de fundamental importancia para resolu¢do de

problemas pelo método dos elementos de contorno.

3.3.1 Equacionamento

A representacdo integral das equagdes diferenciais que regem o problema elastico,
importante para a formulacdo do método dos elementos de contorno, pode ser obtida pelo
teorema da reciprocidade de Betti ou através do método dos residuos ponderados. Neste
trabalho sera utilizado o teorema da reciprocidade de Betti (Equagdo 3-11), que estabelece
que o trabalho realizado pelas tensdes de um estado A sobre as deformagdes de um estado B ¢
igual ao trabalho das tensdes do estado B sobre as deformacdes do estado A admitindo-se o

mesmo material em ambos os estados.

A B _ B A
J.Gij &jj dQ = _[Gij Ejj dQ Equacgdo 3-11
Q Q

Assim, considera-se o dominio de um sélido elastico isétropo bidimensional, Q, de um
meio infinito, 2 , definido por um contorno I', (Figura 3-2), onde se desenvolveram estados

de deslocamentos, deformagdes e tensdes mediante acdes aplicadas.

X

Figura 3-2 - Dominio eladstico bidimensional
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Com a consideragdo do teorema da reciprocidade e substituindo-se um dos estados do
problema pelo estado fundamental, ou seja, representado pela solucao fundamental de Kelvin

(1944) e o outro pelo problema real. A (Equacdo 3-11) pode ser reescrita como se segue:

J.O-kji'gjidQ = _[O-ji‘gkjidQ Equacio 3-12
Q Q

Aplicando-se a relagdo deformacgdo-deslocamento (Equagdo 2-14), é possivel
expressar a relacao da (Equacao 3-12) em termos dos deslocamentos (Equacao 3-13).

J Oyii 'ujﬂidQ = J.O-ji -”kj,idQ Equagio 3-13
) )

Integrando-se por parte os termos da (Equagdo 3-13) e aplicando a equagdo de Cauchy
(Equagdo 2-7), pode-se obter uma expressao envolvendo tensdes, deslocamentos e forgas de
superficie, dada por:

—I O .ukde + IPj.ukde = —I O U;d Q2+ J.ij .ude Equagiio 3-14
Q r Q r

Substituindo-se agora nas integrais de dominio de ambos os membros da (Equacao
3-14) os valores das derivadas das tensdes pelos seus valores dados pela (Equagao 2-13) e
(Equagdo 3-1) respectivamente, obtém-se:

Ié'(s, q)0,; u, dQ) = —I P dl + J.u:i.pidf + Iu:l bdQ Equacio 3-15
Q r r Q

Integrando o termo que contém a distribuicdo delta de Dirac, obtém-se a seguinte

expressao:
Equacao 3-16

u, = —J.p:; .uidF+ju;i.pidF +J.u:; b.dQ
r r Q

A (Equacdo 3-16) ¢ a representacdo integral para os deslocamentos de um ponto do

interior de um s6lido, permitindo-se assim, a determinac¢ao dos valores de deslocamentos em
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pontos internos a partir dos valores de deslocamentos e forcas de superficie dos pontos do
contorno em um problema elastico, a qual ¢ conhecida por Identidade Somigliana. Como ha a
necessidade de se determinar os valores de deslocamentos em qualquer ponto, seja nos pontos
internos determinados pela (Equacdo 3-16), também se necessita determinar sobre os pontos
do contorno e até¢ mesmo em pontos fora do dominio. Para isto, faz-se:

- Pontos sobre o contorno — Para avaliagdo em pontos sobre o contorno, a (Equagdo 3-16)
somente sera aplicavel se for adicionado ao dominio original, Q, uma parte infinitesimal
complementar, (., de raio €, de maneira que se possa caracterizar o ponto do contorno em

avaliagdo, P, como um ponto interno (Figura 3-3).

Figura 3-3 - Acréscimo infinitesimal do dominio

Com este acréscimo no dominio, a representacao integral dos deslocamentos (Equacao

3-16) passa a se configurar da forma a seguir:

u, :—I Puiudl + I u;.pidFJrIu:i.bidQ—J.p;.uidFJr qui.pidr
r-T r-r Q r, r,

. ' Equacao 3-17
+ [ ug bdQ
Q,

Para se obter a representacdo integral dos deslocamentos para pontos sobre o contorno
faz—se necessario aplicar o limite quando € tende a zero, fazendo-se com que a equagdo passe

a ser representada por:
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Cowy = _I Pt dl + _[”12 pidl' + J.“;l b,dQ Equagio 3-18
T T o

onde o termo Cj; esta relacionado com a angulosidade do ponto sobre o contorno. Assim, para

pontos sobre o contorno que contem apenas uma tangente este termo vale:

C = Egki Equacio 3-19

E para ponto sobre o contorno com mais de uma tangente o termo Cy; ¢ definido pela matriz a

seguir:

_i cos(27/)sen(a) sen(27/)sen(a)
£= 7 4ﬂ(1-V) 47[(1-‘/) Equacio 3-20
B sen(2y)sen(a) a cos(2y)sen(a) quag
47(1-v) 27 4z (1-v)

Onde a representa o angulo interno definido pelas tangentes ao contorno e y representa a

bissetriz de a como ilustrado na (Figura 3-4).

Figura 3-4 - Defini¢do dos dngulos a e y para pontos do contorno
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- Pontos fora do dominio — Para os pontos externos ao dominio a representagao integral para
os deslocamentos ¢ obtida diretamente da (Equagdo 3-15), ja que a distribuicao 5(s,q) sobre o
dominio ¢ nula, resultando em:

_J‘ P wdl + _[“ki pdl + J.uki bdQ=0 Equacio 3-21
T T o

3.4 Formulagao dos elementos de contorno

Depois da transformagao da equacao diferencial que rege o problema elastico em uma
representacao integral equivalente, mostrar-se-4 agora, a descricdo do método numérico

responsavel pela resolucdo de tais equagdes, o0 método dos elementos de contorno.

3.4.1 Discretizagao

Para se resolver numericamente a equacdo integral para o problema elastico através do
MEC, o contorno deve ser dividido em uma série de trechos (elementos) com deslocamentos e
forgas de superficie escritas em funcao de seus valores em uma série de pontos discretos (nos)

sobre o contorno (Figura 3-5).

- Elementos

Figura 3-5 - Discretizacio do contorno do dominio em elementos

Os elementos de contorno, como sdo chamados neste método numérico, sdo entidades

que efetuam a aproximacao da geometria do problema e também atuam como delimitadores
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das funcdes de aproximagdo das grandezas de interesse do problema. Com isto, ha a
possibilidade se adotar graus diferentes de aproximagdo tanto para geometria quanto para as
grandezas envolvidas. Logo, de acordo com o grau da funcdo de aproximacdo (fungdo de
forma) os elementos podem ser classificados como constante, lineares, quadraticos, cibicos e
de ordem superior. Outra forma de classifica os elementos de contorno ¢ de acordo com a
diferenca ou nao do grau de aproximagdo adotado na geometria e nas variaveis do problema,
nesta classificacdo os elementos podem ser sub-paramétricos, isoparamétricos e super-
paramétricos.

Depois de feita esta discretizagdo e desconsiderando as for¢as de massa a (Equagdo

3-18) pode ser escrita como se segue:
P NE . NE .
[c]{u} +Z I[p ]{u}dFj :Z I[u ]{p}dfj Equacio 3-22
FLT, FILT,

NE — Numero de elementos da discretizagao do contorno;

P — Ponto fonte considerado.

3.4.2 Funcgoes aproximadoras

Para o desenvolvimento do presente trabalho optou-se pela adogdo de fungdes de
aproximacao do primeiro grau tanto para geometria quanto para as variaveis do problema, ou
seja, os elementos para discretizacdo para os problemas neste trabalho sdo lineares e
isoparamétricos. O comportamento das funcdes de forma ao longo do elemento de acordo
com as coordenadas adimensionais ¢ mostrado na (Figura 3-6) e expresso nas (Equa¢do 3-23)

e (Equagao 3-24).

e
i
—
1
=
4
ik
o

L/2 L/2

Y Ul
\ 4
A
Y

Figura 3-6 - Funcdes de forma elemento linear
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¢ = T Equacio 3-23

Equacio 3-24

_l+e
h= 2

Cada componente de deslocamento e de forca de superficie de um ponto genérico de
um elemento I'j fica expresso em funcdo destas fungdes de forma, (Equacdo 3-25) e (Equagao

3-26), bem como a geometria do problema, ja que esta se tratando de elementos

isoparamétricos, (Equagdo 3-27).

1 0 ¢ 0 ; i ik i
{u}:{zz}:{z ¢1 z ¢2:| u2 =u =¢ 'u —){u}Z[CD]{u}n Equacio 3-25

0 0 ! - ' '
{p}z{pl}{"”l 2 }1’2 ip = pt > {p) =[]V Equagio 3-26

n

X
{;} - {j}} - {ﬁl ;) % ;} i:z ='x =4 jxik - {;} = [(D]{;}J Equacio 3-27

3.4.3 Sistema de equacgoes

Incorporando-se as funcdes de forma nas expressdes de deslocamento e forcas de

superficie (Equacao 3-22), pode-se reescrevé-la da seguinte forma:

[e][@] {u}, +JNZE;[I [p*}[q’]drj]{“}i 53 [J [“*][q)]drj]{P}i Equagio 3-28

F.l le F.l
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A (Equagao 3-28) relaciona os deslocamentos do ponto de colocagdo as forgas de
superficie e deslocamentos nodais em qualquer elemento j. Dessa forma as matrizes
resultantes do processo de integracdo contém a influéncia de todos os elementos presentes na

malha, por isso sdo chamadas de matrizes de influencia.

[Hlnf ]pj = J ':p*][(b] dr, Equacio 3-29

(G, ]" = rf [ |[@]ar, Equacdio 3-30

Fazendo a substitui¢do da (Equagao 3-29) e (Equagdao 3-30) na (Equagdo 3-28) e

considerando que:

[H,. ] sejzT

[H]nf ] = Equacio 3-31

[Hlnf ]pj +[C][q)]p sejc’

Chega-se entdo a:

NE

i[Hmf ]pj {u}i = Z[Glnf ]pj {p}i} [H]{U} = [G]{p} Equacgio 3-32

j=1

Para se resolver o sistema matricial apresentado na (Equacdo 3-32) ¢ necessario a
aplicacao das condic¢des de contorno. Para isto, o sistema matricial deve ser manipulado de tal
forma que as incdgnitas se concentrem de um lado e os valores prescritos do outro. Isto se faz,

mediante a troca de coluna entre as matrizes [H] e [G], obtendo-se o seguinte sistema:
[A]{Vi} - [B]{Vp} Equacio 3-33
[A] e [B] — Formas modificada de [H] e [G] respectivamente;

{Vi} — Vetor que contém apenas valores incognitos;

{Vp}— Vetor com os valores prescritos.
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Fazendo-se os ultimos arranjos, tem-se:

[B1Vp} = {b}} At

i} =1{x} = {b} Equacio 3-34

A partir deste ponto, utiliza-se um algoritmo de resolucdo de sistemas adequado,
sabendo-se que a matriz [A] ¢ uma matriz cheia. Para o presente trabalho utilizou-se o
algoritmo presente na biblioteca matematica da linguagem de programagdo Fortran para
resolucao de sistemas.

Ja o campo de deslocamento no interior do dominio ¢ obtido de forma discreta pela
avaliacdo dos deslocamentos em pontos escolhidos no interior do dominio pela (Equagdo

3-35).
{u}pi :_[H]]{u}pc +[Gl]{p}pc Equacio 3-35

onde {u}pi ¢ o vetor com os deslocamentos em pontos no interior do dominio, {u}pC e { p}pC
sdo os vetores de valor de contorno que correspondem ao deslocamentos e as forcas de
superficie respectivamente nos nos do contorno discretizado e [HI] e [GI] sdo as
correspondentes matrizes [H ] e [G] do MEC quando se toma os ponto fontes no interior do

dominio.

3.5 Integracao

Por ser um método que tem na base de sua formulacdo matematica as equacdes
integrais, no MEC ha a necessidade para obtencdo de boas solugdes, a utilizacdo de bons
métodos para avaliar as integrais que aparecem na formulacdo do método. Neste item serao

mostrados os processos utilizados para avaliacdo das integrais nos mais distintos casos.

3.5.1 Processos de integragcao

Na formulacdo do método dos elementos de contorno de acordo com o posicionamento
relativo entre os pontos fonte e de colocacdo, podem-se destacar trés situacdes, que

apresentam formas diferentes de se avaliar as integrais envolvidas.
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- Caso 01 — Ponto fonte longe do ponto de colocacao:

Regular

|:> /7 d r |:> Quadratura de
Gauss-Legendre

Figura 3-7 - Integracdo comum (Quadratura de Gauss-Legendre)

Quando o ponto fonte esté distante do ponto de colocagao implica na integracao de
uma funcao regular de modo que no presente trabalho adotou-se realizar este tipo de integral

numericamente através da quadratura de Gauss-Legendre (Anexo C).

- Caso 02 — Ponto fonte sobre o ponto de colocacio:

Singular
0 Processo
e &> ® |:> ) k /N d F Analitico

Figura 3-8 - Integracao singular (Processo analitico)

Quando o ponto fonte esta sobre o ponto de colocagdo implica na integragdo de uma
funcao singular de modo que no presente trabalho adotou-se realizar a avaliagao deste tipo de

integral analiticamente.

- Caso 03 — Ponto fonte muito proximo do ponto de colocagao:

Quase Singular
(g Processos
° O ® :> A /N d F|:> Especiais

Figura 3-9 - Integracio em quase-singularidade
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Quando o ponto fonte estd muito préximo do ponto de colocacdo implica na
integragdo de uma fungdo que ¢ quase singular necessitando-se neste caso de técnicas
especiais de integra¢do para obtencdo de uma solugdo com qualidade. No presente trabalho

fez-se a utilizacdo do processo de sub-elementagdo para o tratamento de tais integrais.

3.5.2 Sub-elementagao

Quando se utiliza um processo numérico para a avaliacdo das integrais, quando o ponto
fonte esta muito proximo ao elemento a ser integrado, ha nesse caso um problema de quase
singularidade fazendo com que a solu¢do numérica divirja do seu valor analitico. Para
melhorar a solugdo obtida pelo processo numérico faz-se necessario a utilizagdo de técnicas
especiais como, por exemplo, o processo de sub-clementacdo. Este processo consiste
basicamente na subdivisdo do elemento de integracdo em elementos menores de tamanhos
padronizados ou progressivos, sendo o segundo com tamanhos progressivos o mais eficiente,
e por isto o adotado neste trabalho.

Neste processo, primeiramente verifica-se a necessidade ou ndo da sub-elementagao.
Para isto, calcula-se a distancia do ponto fonte (S) ao inicio do elemento a ser integrado pela

(Equagdo 3-36), o co-seno e o seno do angulo [ entre a reta (s) e a horizontal (Figura 3-10).

B(Xp,Y»)

Final do
Elemento
N
A(Xa,ya)
Inicio do d
Elemento
Ponto Fonte O------------
S(Xs»Ys)
Figura 3-10 - Verificaciio para sub-elementacio
2 2 ~
d= (xs _xa) +(ys _ya) Equacio 3-36
X, — X
cos (ﬂ) = T Equagio 3-37
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sen (ﬂ) = % Equagio 3-38

Pela (Figura 3-10) obtém-se:

Y=r-0combl=pF-a=>¥Y=r-f+« Equagio 3-39

Com a determinacdo de W e para obtengdo de sub-elementos com tamanhos
progressivos melhorando a performance da técnica, chega-se a existéncia de dois casos:
- ¥ menor que 60° — Neste caso, o tamanho do sub-elemento serd dado pela intersecdo entre

a mediatriz da distancia d com o elemento a ser integrado.

B(xp,¥y1)
Final do
Elemento

A(Xa5Ya)
Iniciodo d/2
Elemento

Ponto Fonte

S(Xs»Ys)

Figura 3-11 - Sub-elemento para ¥ < 60°

- ¥ maior que 60° — Aqui, o tamanho Ls para o sub-elemento serd igual a distancia d
(Figura 3-12).

B(Xp,¥1)
Final do

Elemento
S d
A(XaYa)
Inicio do
Elemento S(Xs,ys)OPonto Fonte

Figura 3-12 - Sub-elemento para ¥ > 60°
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Este processo ¢ repetido até que a soma dos comprimentos dos sub-elementos sejam
igual ou superior ao tamanho do elemento de integracdo. Caso Ls exceda o comprimento do
elemento o ultimo sub-elemento terd tamanho igual ao que falta para completar o somatorio.

Assim, o resultado final da integral numérica sobre o elemento ¢ dado pelo somatorio
da integragdo numérica em todos os sub-elementos que compdem o elemento de integragdo

em questao.

3.6 Sub-regides

Neste item mostrar-se-4 a forma de tratar utilizando o método dos elementos de
contorno dominios formados por varias regides, isto ¢, dominios formados por por¢gdes com

caracteristicas fisicas diferentes.

3.6.1 Equacionamento

Em certos casos o dominio em estudo ndo se apresenta de forma homogénea e sim sob
a forma de porcdes constituidas de materiais diferentes. No método dos elementos de
contorno este problema pode ser simulado através do uso de sub-regides, onde cada porgao
tem seu contorno discretizado como se fosse independente uma da outra e aplicam-se
condi¢des de compatibilidade de deslocamento e equilibrio de forgas nos elementos da
interface entre uma sub-regido e outra para completar o sistema de equacdes do problema.
Considere-se assim, o problema ilustrado na (Figura 3-13) onde temos trés regides

constituidas por diferentes materiais.

rl

Figura 3-13 - Problema com dominio formado por varias regioes.
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onde:
I'' — contorno da sub-regido Q;
' - contorno pertencente a sub-regiao Q' e O simultaneamente;
u', pi — deslocamentos e forcas de superficie nos nds do contorno I'da sub-regido Q'
u!, p¥ — deslocamentos e forcas de superficie nos nos do contorno I'’;
H', G' — Partes das matrizes H e G obtida para a sub-regido Q' que multiplicam u' ¢ p'
respectivamente;
HY, GY — Partes das matrizes H e G obtida para a sub-regido Q' que multiplicam u” e p"
respectivamente;

Assim, para o problema em questdo obtém-se as seguintes equagoes:

- Para a sub-regiio Q'

[Hl H”]{u;}:[Gl G”]{p;} Equaciio 3-40

u

o~ 2
- Para a sub-regido QQ

2 P
[Hz H* H23] u't= [Gz G* GB} p” Equacio 3-41
23 23

- Para a sub-regido Q°
[Hﬂ ] {u32} - [G32 J {p32} Equacao 3-42

Aplicando-se as condi¢des de compatibilidade de deslocamento apresentada na
(Equacdo 3-43) e de equilibrio de forgas (Equacdo 3-44) tem-se como resultado o sistema
apresentado na (Equagdao 3-45), que ao se aplicar as condi¢cdes de contorno ganha a
configuragdao de um sistema do tipo [A]{x}={b}.

j i Equagio 3-43

u u
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pij +pji =0 Equacao 3-44
ul
2
H o H* o ¢* o ]l" | [¢" o]
0o H* H' H” -G" -G” u23 =0 G p2 Equacio 3-45
o 0o o H> o G*|[" | o oY
P
p23
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Mecanica da fratura

Capitulo

A utilizagdo de materiais metalicos em aplicagcdes com fung¢do estrutural teve um grande
aumento a partir do século XIX com o advento da revolugdo industrial. Outro fator histérico
que proporcionou este acréscimo na utilizacdo dos metais foi a ocorréncia das grandes guerras
mundiais do século XX. Apesar deste amplo emprego, muitas das estruturas projetadas
apresentaram falhas sob niveis de solicitacdo muito inferior ao previsto. Para solucionar esses
problemas, que ja vinham sendo observados desde o século XIX, desenvolveu-se o estudo da
mecanica da fratura elastico-linear, que se tornou uma poderosa ferramenta para analise de
problemas envolvendo fissuras cuja zona de comportamento nao-linear a frente da fissura ¢
desprezivel, ou seja, materiais com comportamento fragil. Em casos onde esta zona de
processos inelasticos a frente da extremidade da fissura ndo podem ser desprezadas, que € o
caso da analise destes processos em materiais ducteis e cimenticios, ha a necessidade de
realizar modificagdes na teoria original de forma a esta conseguir representar esses fenomenos
dando origem, por exemplo, aos modelos coesivos para simulacdo de tais problemas. Com
isto, neste capitulo serd apresentado um pequeno resumo com o0s topicos principais desta
teoria dando énfase ao modelo coesivo, que sera utilizado na formulag@o de alguns problemas
inversos de interesse para este trabalho. Para elaboracdo do presente capitulo forma utilizadas
as seguintes referéncias: Ewalds & Wanhill (1984), Broek (1986), Gdoutos (1990, 1993),
Venturini (1994), Shah et al. (1995), Saleh & Aliabade (1995), Mi (1996), Maciel (2003),

Leonel (2006), Vicentini (2006) e outras convenientemente citadas no decorrer do texto.

4.1 Aplicagcao do MEC na mecénica da fratura

A aplicacio do MEC na mecanica da fratura linear eldstica (MFEL) esta bem
estabelecida e largamente utilizada, por este oferecer claras vantagens em tais modelagens
quando comparada a outros métodos numéricos. Ja& que os problemas de fraturamento sao,
fundamentalmente, problemas associados ao contorno. Sendo assim, neste item serdo

mostradas as diversas metodologias existentes para a andlise de problemas da mecanica da
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fratura via método dos elementos de contorno, apresentando também na medida do possivel o
potencial e as limitagdes de cada metodologia. Porém, a mecanica da fratura em si ndo € o
foco da pesquisa, o presente trabalho vai apenas se utilizar dos principios apresentados nos

itens (4.1.1) e (4.1.2) para simulacdo de alguns problemas inversos de interesse.

4.1.1 Formulagao singular

Varias sdo as metodologias utilizadas para se modelar problemas da MFEL através do
método dos elementos de contorno. Uma delas trata do emprego da formulagao singular, que
se baseia na utilizagdo apenas das equacdes integrais em deslocamentos apresentada no
capitulo anterior. Nesta metodologia a fissura é considerada no modelo como um vazio,
estando as faces da fissura separadas por uma pequena fissura e a discretizagdo de ambas as
faces da fissura ¢ feita por elementos onde se escrevem equagdes algébricas baseadas na
(Equagao 3-28). O problema desta formulacdo ¢ que para representar melhor o modelo real, a
distdncia entre as faces deve ser o mais proximo possivel o que gera problemas de
singularidade no sistema de equagdes resultante. Isto ocorre porque a localizagao dos pontos
fontes, simetricamente posicionados em faces opostos da fissura ¢ muito proxima e o processo
de integracdo da solucdo fundamental gera linhas idénticas no sistema matricial final
tornando-o singular. Para se resolver tal problema, técnicas de integracdo especiais siao
adotadas para amenizar tal comportamento do sistema como, por exemplo, o processo de sub-

elementacdo. Esta forma de abordagem pode ser encontrada em: Blandford et al. (1981),

Venturini (1982), Cen & Maier (1992) e de Liang & Li (1991).

4.1.2 Método das sub-regioes

Outra proposta para se tratar os problemas da MFEL ¢ o método das sub-regides, aqui
se faz a andlise de problemas da mecanica da fratura através da divisdo do dominio em estudo
em sub-regides. A fissura ¢ definida na interface entre as sub-regides, onde se consideram nos
coincidentes na fissura, onde sdo empregadas condi¢des de contorno referente a
compatibilidade dos dominios envolvidos. A dificuldade encontrada no uso desta metodologia
esta na dificuldade de se aplicar tais condi¢cdes de contorno, ja que a medida que a fissura vai
se propagando hé a necessidade de se reconstruir e reaplicar as condigdes de contorno nos nés
afetados pelo acréscimo da fissura, o que acaba deixando a utilizacdo do método bastante
custosa. Nos problemas que este trabalho se propde a analisar tal dificuldade nao se apresenta,

pois ndo se estd realizando a propagacdo da fratura. Este técnica ¢ muitas vezes empregada
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acoplada a formulagdo singular, como apresentado nos trabalhos: Blandford et al. (1981),

Venturini (1982), Maciel (2003) e Leite (2006).

4.1.3 Solugdes fundamentais especiais (Fungoes de Green)

Neste processo, os problemas da MFEL sdo resolvidos através da utilizacao de solugdes
fundamentais especiais na formulacdo do MEC que j& contemplem a perda de rigidez causada
pela presenga de fissuras. Esta metodologia emprega as chamadas fungdes de Green que
eliminam a necessidade da discretizacao das faces da fissura. Contudo, esta formulagao
apresenta restrigdes principalmente com relacdo a analise de problemas que envolvem
propagagdo de fissuras. Com relacdo a esta técnica podem-se citar os seguintes trabalhos:
Snyder & Cruser (1975), Telles & Guimaraes (2000), Reddy & Cheng (2004), Telles et al.
(2005) e os livros de Cruse (1988) e Aliabadi & Rooke (1992).

4.1.4 Descontinuidade de deslocamento

Outra metodologia empregada neste tipo de problema ¢ a modelagem da fissura
substituindo-se cada par de nds coincidentes por um unico ponto fonte, ou seja, a fissura ¢
modelada com um contorno unico, superando o problema apresentado na formulagao singular.
Apesar da reducao do custo computacional gerada com isso, novas variaveis sao introduzidas
nas integrais de contorno, ja que os deslocamentos entre os contornos da fissura sdo
introduzidos a partir do uso de valores ficticios no problema, dificultando o emprego do
método. Para esta metodologia t€ém-se os seguintes trabalhos: Crouch (1976), Crouch &

Starfield (1983), Wen & Fan (1994), Mews (1987), Yan (2004, 2006).

4.1.5 Formulagao hiper-singular (Método dual)

Aqui, os contornos da fissura, posicionados na mesma posi¢ao fisica, sao discretizados
de maneira que cada face da fissura seja descrita por um tipo de equacdo integral. Isto €, os
elementos de uma das faces sdo equacionados empregando-se a equagdo em deslocamento e
os elementos da face oposta empregando-se a equagdo integral escrita em termos de forgas de
superficie. Com isto, o problema da singularidade do sistema ¢ resolvido. Esse procedimento
tem uma aplicabilidade mais geral incluindo até a analise de dominios multi-fraturados. Outro
pondo a se destacar neste processo ¢ o aparecimento de nucleos singular e hiper-singular em
seu equacionamento demandando assim, um procedimento adequado da integragdo. Nesta
forma de tratamento destacam-se os seguintes trabalhos: Watson (1986, 1988), Gray et al.

(1990), Portela (1992), Portela et al. (1992, 1993, 2004), Mi & Aliabadi (1992a, 1992b,
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1994a, 1994b, 1995), Mi (1996), Mellings & Aliabadi (1994), Sollero & Aliabadi (1994) e
Saleh (1997), Chen et al. (1999), Kebir et al. (2006) e Armentani & Citarella (2006).

4.2 Mecanica da fratura elastica linear

A mecanica da fratura elastica linear (MFEL) versa sobre a andlise de tensdes e
deformacdes em corpos com fissuras, ocorrendo ruptura fragil do ponto de vista
macroscopico. Sendo assim, neste item pretende-se apresentar um resumo geral com os

principais conceitos abordados no estudo da mecanica da fratura elastica linear.

4.2.1 Consideragoes iniciais

Fraturamento ¢ um processo de falha potencialmente catastrofico, com origens em
imperfei¢des, ou seja, descontinuidade dentro de um soélido, que na teoria € considerado
continuo. Este mecanismo ¢ caracterizado pela redu¢do gradativa do nivel de resisténcia do
corpo devido a presenca de fissuras, culminando finalmente na propagagdo instavel e
extremamente rapida da fissura, por concentragdo de tensoes.

Trés fatores principais podem ser citados como responsaveis pelo aparecimento destas
imperfei¢des em pecas estruturais:

- Processos de fabricagdo (defeitos, geometria - vértices mal projetados);
- Composi¢ao dos materiais;
- Processo de uso (fadiga).
Dessa forma, a MFEL surge como uma ferramenta para analise da tolerancia de dano
através da avaliacdo da propagacdo de fissuras, estudando materiais e estruturas que

contenham descontinuidades sob a forma de fissuras visiveis ou suscetiveis a detecgao.

4.2.2 Balango energético

A primeira analise bem sucedida propondo os conceitos da mecanica da fratura ocorreu
em 1920 com Griffith o qual analisou a propagacdo de fissuras em vidros através de uma
formulagdo baseada no balanco energético. Neste estudo Griffith estudou o balango
energético em uma chapa contendo uma fissura interna como ilustrado na (Figura 4-1).
Verificou-se que quando a extensdo da fissura aumenta de certa quantidade, a energia
potencial total armazenada pelo sistema diminui devido a dissipacdo de energia elastica de

deformacdo dissipada na formagdo das duas novas superficies da fissura.

Manoel Dénis Costa Ferreira. Analise inversa em sdlidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno.



Capitulo 4 - Mecéanica da fratura. 47

o O

Eixo da

fissura

2N A A

Figura 4-1 - Chapa sujeita a tensio uniaxial com fissura central

Com isto, pode-se escrever:

du
P _ - Equacio 4-1
da

para:
U, — Energia potencial total;
€ — Taxa de dissipacao de energia de deformacao.

E o balango energético para o mecanismo de fratura € expresso pela relagao:

du, dw
LAt A Equacio 4-2
da da

Portanto, em termos de energia, a condi¢ao necessaria para uma fissura se propagar ¢
que a taxa de energia de deformagdo dissipada deve ser no minimo igual & taxa de energia
dissipada para a formacdo das superficies da fissura. Ou em outras palavras, a variacdo da

energia potencial total ¢ a dissipacdo energética necessaria para a formagao da fissura.

aw
d_ = 255 < é’ Equaciao 4-3
a

onde:

W — Trabalho realizado pelas forgas externas;
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ds — Densidade de energia de superficie por unidade de area.

Griffith, usando andlises de tensoes realizadas por Inglis (1913), mostrou que para o
caso ilustrado na (Figura 4-1), o valor absoluto para a taxa de dissipacdo de energia de

deformacao C ¢ dado por:

g = Equacio 4-4

Como o trabalho de Griffith (1920) foi pautado em analises de modelos de vidro, um
material que apresenta pouquissima deformagdo plastica, Orowan (1952) propds a
substituicdo da energia de superficie 28; por uma energia efetiva de fratura, dada pela

(Equacgao 4-5) quando se esta analisando corpos constituidos de materiais ducteis.

Energia de Fratura 5 (5 s )
= + Equacio 4-5
Efetiva ST anagao

com:
Op — Densidade de energia de deformacao plastica por unidade de érea.

Assim, a tensdo critica de fratura o. pode ser obtida considerando-se as duas
configuracdes de materiais:

- Materiais frageis

20,E
o. = ~
¢ a, Equacio 4-6

- Materiais ducteis

2(04+0,)E
o, = M Equacio 4-7
wa

C
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4.2.3 Modos de solicitagao ao fraturamento

Existem infinitos modos de solicitagdo ao fraturamento possiveis, que regem o
comportamento cinematico de uma fratura, contudo, todos eles podem ser obtidos

combinando-se os trés modos basicos de solicitagdo ao fraturamento (Figura 4-2).

T~
— T~

Modo I Modo 11 Modo II1

Figura 4-2 - Modos de solicita¢io ao fraturamento

- Modo I — Modo de abertura;
- Modo II - Modo de deslizamento;

- Modo III — Modo de rasgamento.

4.2.4 Fator de intensidade de tensao

A utilizagdo do processo de balango energético na determinagdo da propagagdo das
fissuras ¢ visto como um procedimento penoso. Uma forma de superar esta dificuldade foi
proposta por Irwin (1957) ao realizar o balango energético por meio de uma grandeza
particular denominada fator de intensidade de tensdo, K, que associa o campo de tensdo, a
frente da ponta da fissura, com singularidade. Em outras palavras, ¢ o fator que descreve o
campo de tensdo, nas regioes proximas a ponta da fissura. Com a adocdo desta grandeza, ¢
possivel avaliar de fato o campo de tensdes a frente da extremidade da fissura permitindo

delinear a evolucdo do seu comportamento.
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2a

A
\ 4

Figura 4-3 - Estado de tensdo na extremidade da fissura

Pela MFEL o estado de tensdo na extremidade de uma fissura ¢ dado por meio da

expressdo mostrada a seguir:

Oy = ﬁ fu (9) Equacio 4-8

onde:

K — Fator de intensidade de tensdo (FIT);

r — Distancia da extremidade da fissura ao ponto de avaliagao;

0 — Componente angular da coordenada polar do ponto com referéncia na extremidade da
fissura.

E importante perceber que quando o valor de r tende a zero, ou seja, quando o ponto
de avaliagdo se aproxima muito da extremidade a fissura, o valor da tensao tende a um valor
infinito mostrando o comportamento singular da expressdo que rege o comportamento deste
tipo de problema.

O FIT é uma grandeza de fundamental importancia para MFEL, pois ¢é ele que governa
o campo de tensdes a frente da extremidade de uma trinca. Ele depende tanto da geometria do
problema quanto das condi¢des de contorno. Vdrios trabalhos propdem métodos para sua
obtencdo, os quais podem ser divididos em:

- Teéricos: Método de Westerfaard, método semi-inverso, método do potencial complexo e

método energético.
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- Numéricos: Fungdes de Green, fungdes ponderadoras, método dos elementos finitos e
método dos elementos de contorno.

- Experimentais: Foto-elasticidade, métodos 6ticos e extensométricos.

4.3 Modelo coesivo

Apesar de eficaz no tratamento de fraturas em materiais frageis. A MFEL necessita de
modificacdes quando se deseja simular o processo de fraturamento em materiais cuja
dimensdo da zona de processos ineldsticos apresenta dimensdes significativas e a resisténcia
coesiva das particulas a frente da fissura ¢ bem maior se comparada a dos materiais frageis,
como ¢ o caso dos materiais quase-frageis. Sendo assim, neste item serd mostrado um modelo
alternativo para modelagem de tais problemas, denominado modelo coesivo, sendo a primeira
proposta neste sentido feita por Dugdale (1960) para materiais de comportamento
elastoplastico. Este modelo juntamente com o processo de sub-elementacao e a formulagdo
singular do MEC servirdo de base para a simulacdo de alguns problemas inversos nesta area

da mecanica da fratura de interesse para este trabalho.

4.3.1 Hipoteses classicas do modelo

O modelo da fissura ficticia ou modelo coesivo ¢ uma teoria aplicada para analise do
processo de fraturamento em materiais quase-frageis como, por exemplo, as estruturas de
concreto, onde a zona de processos inelasticos apresenta um papel significativo. Este modelo
esta pautado nas seguintes hipoteses classicas:

- A zona de fratura comeca a se desenvolver em um ponto quando a méaxima tensao principal
alcanca a resisténcia caracteristica a tracao do material (f;’);

- A zona de fratura se desenvolve perpendicularmente a maxima tensao principal;

- Na zona de fratura, o material ¢ parcialmente danificado, mas ainda ¢ capaz de transmitir
tensdo. A tensdo depende da abertura;

- As propriedades do material externo a zona da fratura sdo consideradas elastico-lineares.

4.3.2 Evolugao do modelo

O primeiro a propor um modelo pautado em hipdteses proximas as citadas

anteriormente foi Dugdale (1960). Neste modelo a fissura real ¢ substituida por uma fissura
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chamada de ativa ou efetiva com comprimento maior ao da fissura real, este aumento se deve
a consideracao de uma zona de processo inelastico. Esta zona esta sujeita as tensoes coesivas
constantes que tende fechar as extremidades da fissura. O aumento do comprimento da fissura
real para a efetiva ¢ tal que o fator de intensidade de tensdo torne-se zero na extremidade da

fissura.

Fissura ativa

Fissura real

Figura 4-4 - Modelo coesivo de Dugdale (1960)

Outra proposta foi feita por Barenblatt (1962). Aqui também as tensdes coesivas
atuam em uma pequena regido de dimensao, c, no sentido a tender fechar suavemente as faces
da fissura. Quando a abertura da fissura atinge um valor considerado critico dc as tensdes

coesivas cessam de atuar e ha a propagacao da fissura.

q(x)

A
\A
\ 4

Figura 4-5 - Modelo de Barenblatt (1962)

Do modelo de Barenblatt surgiram varios outros surgiram como, por exemplo, Modeer
(1979), Petersson (1981) e Gustafsson (1985). Estes modelos tinham como diferenca basica a
determinagdo da dimensdo da zona coesiva e a forma da distribuicdo das tensdes coesivas.

No modelo proposto por Hillerborg et al. (1976) inclui-se o amolecimento a tragdo da

zona de processos inelasticos por meio de uma fissura ficticia proxima a fissura existente,
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onde atuam tensdes de fechamento. Na zona de fissura ficticia ndo ha a separacdo total das
faces, isto ¢, ha a transmissao de tensao de um lado para o outro. A zona de fissura ficticia
tem inicio no ponto em que a fissura atinge uma abertura critica Au., onde a tensao coesiva ¢
zero. Esta tensdo aumenta ao longo da fissura ficticia até o seu valor maximo igual a

resisténcia a tragdo do material.

,.
YVvy
A A
—

Forcas de
coesio

T

Au > Au,

Figura 4-6 - Modelo coesivo de Hillerborg et al. (1976)

A representagdo do processo de amolecimento a tracdo depende do material que se
pretende simular, as principais curvas de amolecimento simplificadas utilizadas sdo:
- Curva linear (Figura 4-7);
- Curva bi linear (Figura 4-8);
- Curva exponencial (Figura 4-9).
A érea sob estas curvas de amolecimento a tracdo exprimem o valor da energia

liberada durante o processo de fissuracao.
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o

Gt

»
»

Au,

Figura 4-7 - Curva linear de amolecimento a tracio

f.’

Gy

»
»

Au,

Figura 4-8 - Curva bi linear de amolecimento a tracio

fc ’

Gy

»
»

Au,

Figura 4-9 - Curva exponencial de amolecimento a traciio
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Analise inversa

Capitulo

No atual estagio da complexa sociedade humana, o conhecimento apresenta-se como um
grande conglomerado de especialidades, ou seja, a ciéncia estd cada vez mais
compartimentada. No entanto, existem varias areas do conhecimento, que além de requerem o
conhecimento de varias destas especialidades, apresentam aplicabilidade nos mais diversos
campos da ciéncia e da engenharia, sdo as chamadas areas multidisciplinares. A analise
inversa ¢ um exemplo de area multidisciplinar. Na engenharia, a andlise inversa, isto ¢, a
resolugdo de problemas inversos, ¢ vista hoje como uma area de grande potencial e com
enorme campo de aplicagdo. A motivagdo para o tratamento de tais problemas se deve ao fato
de que em muitas aplicagdes da engenharia, ha a necessidade da identificagdo de parametros
fisicos e geométricos a partir de dados do dominio medidos experimentalmente, ja que ndo se
conhece tais parametros de entrada para uma andlise direta do problema. Aliado a isto, o
desenvolvimento de ferramentas de aquisi¢do de dados experimentais mais eficientes e
precisas nos ultimos anos; como por exemplo, os métodos de inspecdo ndo destrutivos de
estruturas, através de técnicas de correlagdo de imagens digitais, tomografia computadorizada,
ultra-som, ressonancia magnética, etc, tém implementado ainda mais a importancia do
desenvolvimento de pesquisas nesta area do conhecimento. Este capitulo ¢ dedicado ao
tratamento de alguns problemas inversos no contexto da elasticidade linear, tais como:
reconstru¢do das condigdes de contorno, estimativa de pardmetros eldsticos, estimativa das
acoes de contorno e tensodes residuais, identificacdo de falhas e a estimativa de parametros do
modelo coesivo (Mecanica da fratura). Para elaboracao deste capitulo, pode-se destacar como
referéncia bibliografia os seguintes trabalhos: Romanov (1974), Tanaka & Masuda (1986),
Romanov (1987), Mackerle & Tanaka (1990), Bezerra & Saigal (1991, 1993 e 1994),
Enokizono et al. (1996), Engl et al. (1996), Isakov (1998), Gallego & Suares (2000), Haroldo
(2002), Liu & Han (2003), Wang et al. (2004), Venturini & Almeida (2004, 2006), Silva Neto

(2005) e outros que serdo devidamente citados no decorrer do trabalho.
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5.1 Consideragoes iniciais

Este item trard um conjunto de consideracdes pertinentes ao bom entendimento do
conceito de andlise inversa, bem como um esquema geral de resolu¢do de problemas inversos

e os processos de classificacdo destes problemas.

5.1.1 Definicao

O cunho da expressio problema inverso (PI) ¢ creditado ao astrofisico Viktor
Amazaspovich Ambartsumian, mas foi o pesquisador russo Oleg Mikailivitch Alifanov que
apresentou uma defini¢do para PIs bem aceita e abrangente, encontrada no livro de Engl et al.
(1996): “Resolver um problema inverso é determinar causa desconhecidas a partir de efeitos
desejados ou observados”. Assim vé-se, que a definicdo de o que vem a ser um problema
inverso pode apresentar em certos casos controvérsias, pois a distin¢do entre o que seja um
problema direto ou inverso para um dado fendmeno, estd ligada a nossa cultura, isto ¢, trata-se
da interpretacdo do que seja causa e efeito no fendmeno em questdo. De maneira pratica,
convenciona-se chamar problema direto de um determinado fendmeno aquele em que o seu
estudo deu-se primeiro.

As figuras a seguir, (Figura 5-1 e Figura 5-2), mostram de maneira esquematica a
diferenga entre problema direto e inverso. As causa, num modelo matematico direto, sdo os
valores conhecidos como condigdes iniciais e de contorno, geometria e propriedades do
sistema (material). Os efeitos sdo os resultados obtidos a partir de um modelo matematico
direto, como o campo de tensdo, deformacdo e deslocamento, no caso de um problema

elastico.

Solucio do problema direto

»
|

Causas Efeito (?)

Processo
- (Modelo Matematico) ‘
conhecidas

Figura 5-1 - Problema direto.
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Ja em uma andlise inversa o que se conhece sdo os efeitos obtidos geralmente de
observagdes experimentais € as causas os valores incognitos que sdo obtidos por meio de um
modelo matematico inverso que na maioria das vezes ¢ desconhecido. Com isto, se utiliza um
modelo inverso derivado do modelo direto com a utilizacdo de técnicas de minimizagao,

regularizacdo e otimizacao na busca da melhor solugdo para o problema.

__ Solugéo do problema inverso

<«

Causas (?) Efeito

Processo 9
- (Modelo Matematico) (') -
Incognita Dados
Incognita . .
experimentais
conhecidos

Figura 5-2 - Problema inverso.

5.1.2 Classificacao dos Pls

Os problemas inversos podem ser classificados de acordo com diversos aspectos, a

(Tabela 5-1) mostrara alguns destes aspectos:

Aspecto Classificaciio
(1) Natureza matematica do método i EXpl}th (D Gl
- Implicito
[ g . - Determinist
(2) Natureza estatistica do método cletrinista
- Estocastico

- Condigao inicial

- Condigao de contorno

- Termo fonte/sumidouro
- Propriedades do sistema

(3) Natureza da propriedade estimada

- Estimativa de parametros

(4) Natureza da solucao (Beck 1985) Bt ok s

(5) Dimensao do modelo fisico e da - Tipo-1 (PD-f e PI-f)
quantidade a ser estimada (Silva - Tipo-2 (PD-o e PI-f)
Neto/Moura Neto 2005) - Tipo-3 (PD-o0 e PI-o0)

Tabela 5-1 - Classificacao dos Problemas inversos
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Os aspectos (1) e (2) para classificagdo dos PIs estdo ligados ao método de resolucdo
utilizado, o aspecto (3) se refere ao tipo de causa a ser determinada. O aspecto de
classifica¢do do item (4) foi proposto pelo Prof. J. V. Beck e nele o autor teve como objetivo
aplicar a nogdo de fun¢do continua nos problemas de estimativa de funcdo. J4 o item (5) €
uma proposta recente de classificagdo e baseia-se na dimensdo do modelo do fenémeno fisico
(Problema direto — PD) e na dimensdo da quantidade a ser estimada (problema inverso — PI)

se finita (f) ou infinita (c0).

5.1.3 Esquema geral da resolug¢ao de um problema inverso

O fluxograma a seguir mostra todo o processo de resolu¢do de um problema inverso e

todos os passos serdo mais bem aclarados na seqiiéncia.

Defini¢do do problema

y

Criacao do modelo <
direto

A 4

Analise da sensibilidade entre
as entradas e os resultados

A 4

Planejamento de
experimentos

A

A

Minimizacao dos erros das medidas
experimentais (filtros)

A 4
Analise inversa
(Inversao direta / Métodos de otimizacao,
minimizacio e regularizacio / Métodos evolutivos)

\ 4

Verificacao dos resultados Nao

y Sim

Fim

Figura 5-3 - Processo geral de resolugdo dos Pls.
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- Definicio do problema — Nesta etapa, se define os propdsitos e objetivos a serem
alcancado mediante uma analise do orcamento, dos recursos e periodo de tempo disponivel.
Grande esfor¢o deve ser empregado nesta fase para que (1) se reduza o maximo o niimero de
incdgnitas a serem inversamente identificadas e (2) se limite tais incognitas a menor regiao
possivel do dominio do problema. Esta primeira etapa se bem executada, reduz efetivamente a
possibilidade de se deparar no final com um problema inverso mal-posto.

- Criacdo do modelo direto - Aqui, um modelo fisico e matematico deve ser estabelecido
para reger o comportamento do fendmeno em estudo. Para que os efeitos sejam inversamente
identificados, as saidas ou efeitos devem ser o mais sensivel possivel aos pardmetros de
entradas ou causa do modelo. A imposi¢do de mais condi¢des ao modelo, diminuindo a
abrangéncia de aplicacdo, pode apesar disto diminuir o problema da mal-postura do problema
inverso. Nesta etapa, métodos numéricos (método dos elementos finitos MEF, método dos
elementos de contorno MEC, método das diferencas finitas MDF, etc.) devem ser aplicados
para uma analise discreta e direta do problema.

- Analise de sensibilidade — Para obterem-se bons resultados na andlise inversa e evitar ao
maximo os problemas causados pela mal-postura do problema, deve-se buscar a maxima
sensibilidade possivel entre as saida ou efeitos e os parametros de entrada ou causas do
modelo que rege o comportamento do problema. Esta andlise da sensibilidade ¢ realizada com
o modelo direto desenvolvido e o resultado desta andlise apontard ou ndo a necessidade de
promover modificagdes no modelo direto desenvolvido.

- Planejamento de experimentos — A escolha dos métodos de medida adequados, dos tipos
de equipamento para o ensaio e¢ gravagao dos dados, e a analise das leituras sdo realizados
nesta fase. Um dos pontos mais delicados na analise de problemas inversos ¢ a quantidade de
leituras experimentais tomadas, que na maioria das vezes, ndo sdo suficientes para se
descrever de forma tnica o modelo procurado, além de conterem certo grau de imprecisao.
Isto compromete a unicidade da solugdo do sistema recaindo em um problema mal-posto.

- Minimizac¢ao dos erros nas medidas — Os dados obtidos experimentalmente apresentam
erros e ruidos que comprometem os resultados obtidos na inversdao do problema em analise.
Portanto, deve-se tentar eliminar o tanto quanto possivel tais ruidos através da utilizacao de
filtros. Os filtros devem ser utilizados sobre os dados experimentais antes de serem utilizados
para a andlise inversa melhorando os resultados e diminuindo o problema de mal-

posicionamento do problema inverso.
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- Analise inversa — Este trabalho apresenta uma maior contribui¢do nesta fase da resolucao
de problemas inversos. Aqui, os dados experimentais filtrados sdo os parametros de entrada,
que alimentam o “solver” inverso desenvolvido nesta fase. Para esta etapa, ha varias formas
de se realizar a inversdo do problema; para casos mais simples uma inversao direta do sistema
de equagdes que rege o problema pode ser a melhor maneira para gerar o modelo inverso. No
caso de problemas mais complexos onde ndo se da para utilizar a solucdo anteriormente
citada, lanca-se mao de métodos mais sofisticados como os métodos de otimizagao,
minimizagdo, regularizacdo e até ferramentas ainda mais modernas como os métodos
evolutivos (algoritmo genético, redes neurais e colonias de formiga) para a geragao do modelo
inverso.

- Verificacao dos resultados — Procura-se aqui, assegurar-se que os resultados obtidos na
analise inversa sdo fisicamente significativos e confiaveis. Esta verificagdo pode ser feita
através de comparagdes com os resultados obtidos com o modelo direto. O resultado desta
verificagcdo apontard ou nao a necessidade de modificacdes no modelo inverso e experimental

utilizado.

5.1.4 Problema mal-posto

Nos anos de 1902, o matematico francés Jacques Hadamard definiu as condigdes

requeridas para um problema ser considerado bem-posto, que sao:

(1) Existéncia da solugao;

(2) Unicidade da solucao;

(3) A solugdo tem uma dependéncia continua e suave com os dados de entrada.

Matematicamente os problemas inversos pertencem a classe de problemas ditos mal-
posto, que em esséncia, sdo aqueles problemas em que uma das condi¢des acima citadas para
o problema bem-posto ndo ¢ obedecida.

As duas ultimas condi¢des sdo freqiientes no tratamento de problemas inversos. A nao
satisfacdo da condi¢do de unicidade da solucdo implica que para um conjunto de dados
aferidos na calibra¢do do modelo tém-se diferentes campos de resposta.

Com relagdo ao item (3), as leituras ndo sdo na maioria das vezes suficientemente
precisas para que o problema seja estavel, com isto pequenos erros nos dados lidos podem

levar a grandes erros na determinagao dos parametros do problema inverso.
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5.2 Métodos de resolucao de problemas inversos

Aqui serdo mostrados de um modo geral os métodos mais utilizados para resolugdo de
problemas inversos. Porém, serd dada énfase aos métodos de minimizacao e regularizagdo que
foram os métodos utilizados neste trabalho para o tratamento dos problemas inversos

investigados e posteriormente tratados no (Item 5.3).

5.2.1 Principais métodos

Virias técnicas foram desenvolvidas nos ultimos anos para contornar este problema de
mal-postura dos problemas inversos no intuito de se obter uma solugdo estavel para tais
problemas. O quadro a seguir mostra os principais métodos utilizados para o tratamento de

PIs.

Métodos explicitos Métodos de e Métodos evolutivos
regularizacio
- Inversao direta - Minimos quadrados - Algoritmo genético
- Decomposic¢ao de valor - Redes neurais
singular - Colonia de formiga
- Regularizagdo de Tikhonov
- Filtro de Tikhonov

Os topicos a seguir apresentardo os principios basicos de cada um destas técnicas de
resolu¢do de PIs enfatizando-se, contudo, os métodos de minimizagdo e regularizacdo, que

foram os métodos utilizados neste trabalho.

5.2.2 Inversao direta

Os métodos explicitos, como ¢ o caso da inversdo direta, s3o métodos restritos e, em
geral, seu estudo apresenta um interesse mais académico do que propriamente no intuito de
tornd-los um esquema metodoldgico geral a ser seguido na resolucdo de problemas inversos.
A inversao direta s6 ¢ aplicada no campo das solucdes analiticas e em problemas discretos
quando estes apresentam um sistema inverso bem-posto o que acontece com pouquissimos
problemas da ciéncia e da engenharia, particularizando muito o campo de aplicabilidade deste
método.

Para introduzir o tema, considere-se aqui um modelo matemadtico conceitualmente

simples: sistemas de equacdes algébricas lineares. Aqui apresentado em uma notagdo
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matricial pela (Equagao 5-1) e representando o modelo matemdtico que rege o

comportamento direto de um problema genérico da engenharia.

[A]{x} :{b} & Ax=b Equagio 5-1
onde [A] ¢ a matriz do sistema direto, {b} ¢ o vetor de entrada do modelo direto e {x} ¢ o

vetor de parametros desconhecido do sistema. Se a matriz [A] ¢ quadrada e regular, entdo a

inversao:

[A]-I {b} = {x} & A'b=x Equacio 5-2

existe e a solu¢do deste novo sistema fornece um vetor {b} unicamente definido. Assim,
efetuando-se as modificacdes devidas, o problema inverso fica representado pelo sistema

linear dado por:

[K]=[4]"

tup=1bp 1 [KNuj={/} = Ku=f, com [K]eR™, {ujeR" ¢ {/}eR"  pquacioss

onde {f} ¢ um vetor de dados ou observagdes, {u} ¢ o vetor de pardmetros a serem
determinados e [K] ¢ a matriz mxm do problema inverso.

Para estes casos pode-se utilizar o processo de inversdo direta representada pela
(Equagdo 5-3). Se a matriz [A4] for retangular, entdo pode haver tanto infinitas como nenhuma
solugio sequer para o sistema. Ainda assim, a matriz inversa [4]" pode existir. Nesse caso, a
matriz [A]" é chamada matriz inversa generalizada, a qual, no entanto, ndo ¢ geralmente
estavel nem definida unicamente. Problemas de tal natureza, que ocorrem quando a matriz [A]
¢ retangular, sdo as estruturas matematicas tipicas de muitos problemas inversos. Esta
situagdo pode também ser interpretada como um problema sobre-determinado, no qual
existem mais equagdes que incognitas. Tais casos sdo tipicos do ajuste de erros de medida,
para o qual existem métodos de minimizagdo e regularizacdo para o tratamento de tais

problemas.
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5.2.3 Minimos quadrados

Tomando a linha de raciocinio apresentada no item anterior, vé-se que muitos
problemas na ciéncia e na engenharia podem ser formulados como problemas inversos
lineares, isto ¢, problemas em que o modelo matematico que rege seu comportamento inverso

¢ expresso por um sistema linear, como mostrado a seguir:

[K]{u} = {f} < Ku=f, com [K] e R™, {u} cR"e {f} S Equacio 5-4
onde {f} ¢ um vetor de dados ou observagdes, {u} ¢ o vetor de pardmetros a serem
determinados e [K] ¢ a matriz mxn do modelo inverso.

Se m =n e regular o modelo inverso fica expresso pela (Equacao 5-3) e sua solucao e
unicamente determinada. Porém, a matriz [K] do modelo inverso ¢ frequentemente quase-
singular ou mesmo singular e, além disto, por se buscar fazer mais leitura que o numero de
incognitas, o sistema se torna sobre-determinado com m > n . Nestes casos, uma abordagem
natural, porém ndo Uinica e nem sempre a mais correta, ¢ determinar a solugdo do sistema da
(Equacao 5-4) pelo método dos minimos quadrados.

O método dos minimos quadrados ¢ um procedimento matematico que busca
encontrar a curva que melhor ajusta um conjunto de pontos de uma dada amostra de maneira a
minimizar o quadrado das distancias entre esta curva e estes pontos. Assim, para o sistema
apresentado na (Equagdo 5-4), com m>n a solu¢gdo em minimos quadrados # ¢ a solugdo do

seguinte problema:

1 = min ”Ku - f”2 Equacio 5-5

ueR”

Matricialmente pode-se escrever o processo de resolugdo por minimos quadrados do
sistema expresso na (Equacao 5-4) representado pelo problema da (Equagdo 5-5) como se

segue:

(K] [KD (0, =KD 1), 2[R, (0, = {7}, & Ki=
(K] {7} (7}

Equacio 5-6
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5.2.4 Decomposi¢ao em valor singular

A decomposicdo em valor singular (SVD — Singular value decomposition) ¢ outro
método de regularizagdo muito utilizado, que se mostra uma op¢do muito interessante na
busca de solucdes estaveis, em casos que o sistema inverso apresenta singularidade ou quase-
singularidade e ndo se tem disponivel nenhuma informacao adicional da solug@o do sistema.

Considerando-se novamente o sistema da (Equagdo 5-4) que representa o
comportamento de um problema inverso genérico. O método SVD de decomposicao da matriz
[K] em valores singulares consiste em fazer uma fatora¢do desta matriz na forma mostrada a

seguir:
[K]:[U][S][V]T =Usr" Equacio 5-7
onde [U] é a matriz que tem suas colunas formadas por autovetores de [K][K]" e [V'] a matriz

que tem suas colunas formadas por autovetores de [K]'[K], além disto elas sdo quadradas e

ortogonais, isto é:

[U];Xm [U]mxm = [[]me ¢ [V]:xn [V]nxn = [l]nxn : Equagﬁo 5-8

e [S] é a matriz mxn formada pela matriz diagonal [2] que tem sua diagonal formada por
autovalores ordenados (w>w>>,...>wy,) da matriz [K]'[K] ¢ o restante de suas linhas ou

colunas, dependendo da relacdo entre m e n, nulas, isto é:

w 0

0 o,

0 0 ®, | sem>n

0 0 0 {z}

sem>n
[S] =410 0 0 = [S] = 0 Equacio 5-9

|0 0 0 [2 0] sem<n
[, 0 0 0 0

0 o 0 O 0

sem<n
0 0 0 0

| 0 o, 0 0
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Assim, com a aplicagdo do processo de decomposicao em valor singular a matriz [K]

do sistema ilustrado na (Equagdo 5-4), obtém-se a nova configuragao para o sistema.

Como:
[K]=[U][s][r] =usv"

O sistema passa a ser escrito como:

[UISIT (=11}

. sa s
:>USAV Z—i@ u=f
K u f

Equacio 5-10

A solugdo regularizada {ii} pode ser obtida entdo se invertendo a matriz [K] da

(Equagdo 5-10), assim:

[12]1 =[V1[ST'[U] =vs'UT = {a} = [1%]1 (flei=k"F Equacio 5-11

5.2.5 Regularizagao de Tikhonov

A regularizagdo de Tikhonov ¢ um dos mais populares métodos de regularizacao para
problemas mal-posto. Tomando-se novamente como base o sistema apresentado na (Equacao
5-4) que representa matematicamente o comportamento de um problema inverso genérico.
Este sistema apresenta na maioria das vezes uma matriz [K] mal-posta, e com isto, a
computacdo de uma solug¢do aproximada significativa e estdvel deste sistema, geralmente
requer que este sistema seja substituido por outro muito préximo e que seja muito menos
sensivel as perturbacdes. A esta substituicdo da-se o nome de regularizacdo. E uma das
formulagdes da regularizagdo de Tikhonov consiste na substituicdo deste sistema por um

problema de minimizagdo como apresentado a seguir:

0= min{”Ku —f + a||u||2}

ueR” Equacio 5-12
onde o >0 ¢ o pardmetro de regularizagdo e em todo este trabalho a notacdo ||.|| denota a
norma Euclidiana.

Matricialmente pode-se escrever o processo de regularizacdo de Tikhonov expresso
pelo problema de minimizagao da (Equagdo 5-12) como apresentado na (Equacao 5-13) a

seguir.
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(K1, (K], +eld],., ) (), = [KD, 1),
)

(KK +al)u=K"f =Ku, =/, Equacio 5-13
%\/—J u "
2 Ja

onde [/] é a matriz identidade.
A solugdo regularizada {u,} pode ser obtida entdo utilizando qualquer algoritmo de

resolugdo de sistema ou invertendo-se a matriz [K,] da (Equagdo 5-13), assim tem-se:

(K] =([KT [K]m[z])'l = {u ) =[K.]'{f} ou, =K]f, Equagio 5-14

5.2.6 Filtro de Tikhonov

Uma variante do método de regularizacdo ¢ o método aqui chamado de filtro de
Tikhonov (Tikhonov Filtering). A formulacdo desta variante ¢ o resultado da aplicagdo de
decomposi¢do em valores singular sobre a matriz [K] apresentado na (Equagdo 5-7) depois da
utilizacdo do método de regularizagdo de Tikhonov convencional, expresso na (Equacao

5-13), no sistema do problema.

Pelo método de Tikhonov, tem-se:
(K [K]+al2]){u} = (K] {F}
(K'K+al)u=K"f
Aplicando a decomposi¢ao SVD:

[KI=[osIT =usr™ = [K (=] = Ka, =, Equagio 5-15
U
(vs'U'USYT +al )u=vS"U" f
(S"S+al)u =Vs'U"f

— {Lla}

(&.] {u}

Como no método de regularizagdo de Tikhonov convencional, a solucao regularizada

{1i,} deste método pode ser obtida utilizando-se qualquer algoritmo de resolucdo de sistema,
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j4 que a matriz resultante ¢ quadrada, ou invertendo-se a matriz [I%a] da (Equagdo 5-15),

assim tem-se:

[]%a]_] = (STS +0(I)_I = {12&} = []%u]l { Au} U, = Ka‘j}a Equagio 5-16

5.2.7 Algoritmo genético

Uma forma interessante de se interpretar um problema inverso ¢ considera-lo um
problema de otimizagdao. Onde para se obter sua solucao, busca-se minimizar o valor para a

funcao objetiva dada pelo somatério dos residuos quadrados, por exemplo.
- — 2
Q(Z) = Z[VCalci (Z) o Vexpi J , parai= 1’2""Nd Equacao 5-17

onde V. (Z) representa os valores calculados a partir do modelo, V  sdo os valores

obtidos experimentalmente das grandezas de interesse e N, representa o numero total de dados

experimentais disponiveis.

Assim, quando se obtém uma boa estimativa para Z, os valores calculados ¥, (Z)

se aproximam dos valores experimentais V,_, levando a minimizagdo da funcdo custo

Xp;

apresentada na (Equacdo 5-17). Graficamente representar-se este problema como se segue:

_A
0(2)

A 7

Figura 5-4 - Problema inverso sob a ética de um problema de otimizacio.
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Entdo, o problema inverso sob esta otica, consiste em buscar o valor Z para o qual

O(Z) seja o minimo, isto é,

Z*=?:>Q(Z*)=minQ(Z) Equaciio 5-18

Para resolucao deste tipo de problema hd uma série de técnicas apresentadas na
literatura, porém uma abordagem hoje em dia muito utilizada para o tratamento de tais
problemas ¢ a que se baseia em métodos de computagdo evoluciondria. Neste trabalho, serdo
apresentadas as idéia gerais e sem aprofundamento de trés destas técnicas que emergiram da
inteligéncia artificial: Algoritmos genéticos, redes neurais artificiais e sistema de colonia de
formigas; como forma de documentacdo dos mais diversos métodos de resolucdo de Pls, ja
que ndo foram implementados na resolucao dos problemas inversos aqui tratados.

Segundo Holland (1975), os Algoritmos Genéticos sdo algoritmos de busca e
otimizagdo global baseados nos paradigmas genéticos e evolucionarios, isto é, eles foram
criados com o intuito de imitar alguns dos processos observados na evolucdo natural das
espécies como, por exemplo, os mecanismos da sele¢do natural e da recombinagdo genética.
Estes algoritmos modelam uma solu¢do para um problema especifico em uma estrutura de
dados como a de um cromossomo ¢ aplicam operadores que recombinam estas estruturas
preservando informagdes criticas.

Uma implementagdo do algoritmo genético comeca sempre com a geracao
(geralmente randémica) de uma populagdo de individuos, z ,com n=12,..,N,,onde N, ¢
o numero de individuos, representados pelos cromossomos, que sdo os elementos organicos
responsaveis pela codificagdo genéticas dos individuos. Estas estruturas sdo entdo avaliadas
através do célculo da aptiddo de cada individuo usando, por exemplo, uma fun¢do de custo
como a apresentada na (Equagdo 5-17). Os individuos que forem considerados mais aptos
depois da avaliacdo da populacao, ou seja, os individuos que minimizem a funcao de custo,
Q(Z), nestes casos de problemas de otimiza¢do. A nova geragdo ¢ produzida proporcionando

oportunidades reprodutivas de forma que, cromossomos que representam uma solugdo
" " . . . . s
melhor" tenham maiores chances de se reproduzirem, passando assim seu material genético
para a proxima geragdo, do que os que representam uma solucdo "pior". Além do processo de
cruzamento entre os individuos da populacido, um operador de mutagdo também ¢ aplicado a

populagdo gerando com isto alteragdes nos individuos de forma aleatoéria como acontece no
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processo de evolugdo natural das espécies. Este procedimento € repetido por certo nimero de

geragdes, n,, previamente estabelecida, obtendo-se assim uma solugdo aproximada, Z , para

o problema. O fluxograma abaixo descreve de forma geral e breve os procedimentos de um

AG.

Gerar uma populacio

A

Estimar a populacao

\ 4

Selecao

A 4

Y
Cruzamento

y

Mutacao

A

Estimativa da nova populacao

Fim da busca?

Fim

Figura 5-5 - Fluxograma dos processos envolvidos em um AG.

5.2.8 Redes neurais artificiais

O cérebro humano ¢ uma maquina que trabalha como um processador altamente
complexo e com enorme capacidade de raciocinio, onde o menor nimero de dados possiveis ¢
o suficiente para desenvolver uma resposta exata e rapida. Ele estd organizado de forma a
realizar os processamentos necessarios para o funcionamento e desenvolvimento dos seres
humanos de maneira paralela, tudo isto numa velocidade extremamente alta. Esta grande
velocidade de raciocinio aliada a grande capacidade de armazenamento de informagdes

apresentadas pelo cérebro humano motivou os neurologistas, juntamente com pesquisadores
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de outras areas, tais como a eletronica, automacao, biofisica e matematica a se aprofundarem
no assunto no intuito de desenvolverem um modelo que simulasse o comportamento da rede
neural biologica. O resultado deste aprofundamento no conhecimento do comportamento do
cérebro humano deu origem ao que hoje se denomina de redes neurais artificiais (RNAs). As
redes neurais artificiais sdo técnicas computacionais que apresentam um modelo matematico
inspirado na estrutura neural de organismos inteligentes e que adquirem conhecimento através
da experiéncia.

O fisiologista Warrem MacCulloch em (1943) interpretou o funcionamento do

neurdnio bioldégico como sendo um circuito de entradas bindrias, x,, com i=1,2,...N,

1

combinadas por uma soma ponderada (com pesos, ;) produzindo entradas efetivas,

p;= Z W5 X; Equagio 5-19

que sdo combinadas usando-se uma fungao, para produzir um estado de ativagdo do neurdnio

(correspondente a freqliéncia de descarga do neurdnio bioldgico) produzindo uma resposta,

q; = f(pj) Equacio 5-20

onde f representa a funcdo de ativacao.

j2
z ) )

a .
JN /
XN

Neuronio j

Figura 5-6 - Modelo de neurdnio de Warrem MacCulloch e Pitts
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Para resolu¢do de problemas mais complexos o modelo basico de neurénio ndo ¢ o
suficiente para obtencdo de uma solucao, havendo a necessidade da formacao de uma rede
neural artificial, que ¢ um sistema de neurdnios ligados por conexdes sinépticas e divididos
em trés grupos: neurdnios de entrada, que recebem estimulos do meio externo, neurdnios
internos ou ocultos ¢ neurdnios de saida, os quais se comunicam com o exterior. Uma das
formas mais comuns de organizar os neuronios em uma rede neural € por meio de camadas. A
figura a seguir mostra a organizagdo de uma rede neural em camadas e como se da a resolugao

de um problema inverso por meio da mesma.

Camada de Camada de
entrada saida

Camada
intermediaria

al :> Solucio do
PI

Figura 5-7 - Modelo de rede neural por camadas na resolucio de Pls.

5.2.9 Coldénia de formigas

De acordo com Dorigo et al. (1996), outro método que se enquadra no conjunto de
técnicas evolutivas € o denominado Sistema de Colonia de Formigas (ACS - Ant Colony
System), que emprega uma meta-heuristica baseada no comportamento coletivo de formigas
na escolha do melhor caminho até a fonte de alimento. Este método busca entdo, simular o
comportamento de um conjunto de agentes que cooperam entre si para resolver um problema
de otimizagao por meio de comunicagdes simples entres os agentes.

Cada formiga durante a sua trajetoria deposita uma quantidade de feromonio

(designagdo genérica a substancia biologicamente muito ativa, secretada por algumas espécies
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de insetos e mamiferos, com fungdes de atracdo sexual, demarcacao de trilhas ou
comunicacao entre individuos), servindo assim, posteriormente de referéncia para as demais
formigas. Para exemplificar tal comportamento, a (Figura 5-8) mostra formigas se deslocando
do ponto A para o ponto E (Figura 5-8a). Com a introdu¢do de um obstaculo ¢ bloqueando o
caminho bem no meio (Figura 5-8b). Agora dois novos caminhos podem ser escolhidos, para
a esquerda do obstaculo (ponto F) ou para a direita (ponto C). Como num primeiro instante, o
numero de formigas que escolhem os dois caminhos ¢ mesmo, a quantidade de feromonio sera
igual nos caminhos. No entanto, como o caminho dado pelos pontos BCD ¢ mais curto que o
formado pelos pontos BFD, haverd uma maior concentracdo de feromodnio neste trecho.
Portanto, nos instantes seguintes, as formigas tenderdo a seguir por este caminho mais curto.

O ACS ¢ um método de otimizagdo, onde varias geragdes de formigas sao produzidas.
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Figura 5-8 - Comportamento das formigas no problema de trajetoria entre o ninho e a fonte de alimento.

Para cada geragdo, uma quantidade fixa de formigas (n,) é avaliada. Cada formiga ¢
associada com um possivel caminho, o qual representa uma solugdo candidata, sendo
composta por um conjunto particular de vértices de um grafo que contém todas as possiveis
solugdes. A melhor formiga de cada geracdo ¢ entdo escolhida, e o seu caminho percorrido ¢
marcado com feromoénio. Isto ira influenciar na criagdo de novas formigas em geragdes
posteriores. Ao final de todas as geracgdes, assume-se que a melhor solucao ¢ alcangada.

No intuito de melhor esclarecer o processo, considere-se um problema genérico com

quatro incognitas a serem determinadas, apresentado em Souto et al. (2005). Inicialmente sdao
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representados os intervalos de possiveis valores para cada incognita [Z/,Z'], com
i=12,.,N, ,onde N, =4 ¢ onumero de incognitas do problema, e os indices sobrescritos /

e u representam respectivamente os limites inferiores e superiores para os valores assumidos
pelas varidaveis. Em seguida, sdo escolhidos aleatoriamente valores para cada uma das
incognitas, dentro do intervalo aceito, ¢ cada conjunto de N, valores representa entdo um
caminho seguido por uma formiga (Figura 5-9). Inicialmente cada caminho recebe uma
quantidade igual de feromonio. Cada caminho ¢ entdo avaliado usando uma fun¢do de custo.
O caminho que levar ao menor custo ¢ entdo selecionado e depositado uma quantidade
adicional de feromdnio. Assim as geragdes seguintes de formigas sao geradas aleatoriamente,
porém com uma maior probabilidade de geracdo de caminhos proximos ao melhor caminho
das geragdes anteriores. Este procedimento ¢ finalizado quando se atinge um ntimero de

geragdes 7,, onde se consiga uma aproximagao otima das incognitas em estudo.

Zi—Q— i 7 Z'_

1 _J)_ 2
A1 1 T 3
1 T 23 aga s
Formiga 01 -Q=\ O __//,/ 1
—— \\\\\ . /’: ’:‘-
1 o "‘:*’-/:_/ T ,/’/, O
d et T @ s
Formiga 01 @-------------- . 1 T
LT I T I T ;
41— Z2 - Z3 /1

| —

Figura 5-9 - Esquema da geracfo aleatéria de 3 formigas para um problema de 4 incognitas.

5.3 Problemas inversos na elasticidade

Muitos sdo os problemas inversos que podem ser formulados a partir das formulagdes
dos problemas diretos encontrados na teoria da elasticidade. Neste item do trabalho ird se
mostrar uma série de problemas inversos desta natureza. Contudo, duas classes de problemas
serdo destacadas dos demais por terem sido contemplados na fase de implementacao

computacional deste trabalho, sdo eles: os problemas inversos de valor de contorno e os
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problemas de estimativa de parametros do modelo coesivo. Neste ultimo, além de
conhecimentos da teoria da elasticidade é necessario a aplicagdo de conceitos da mecanica da

fratura, principalmente no que tange ao modelo coesivo de simulagdo de fraturas.

5.3.1 Problema inverso de valor de contorno

Antes de dar inicio a abordagem dos problemas inversos de valor de contorno,
considere-se o problema direto que da origem a este tipo de problema inverso, (Figura 5-10).
Nele, destaca-se o dominio de um solido eléstico isotropo bidimensional, €2, definido por um
contorno T, de um meio infinito, Q", formado por dois subdominios, Q; ¢ Q. No contorno
deste solido sdo aplicadas condigdes de contorno dividindo o mesmo em duas ou
eventualmente até em trés partes. Uma, onde estdo aplicadas condi¢des de contorno de
deslocamento (Dirichlet), outra onde as condi¢gdes de contorno aplicadas sdo do tipo forgas de
superficie (Neuwman) e uma terceira, que apresentam condigdes de contorno mistas de
Dirichlet e Neuwman em uma mesma direc¢ao e valores incognitos na outra. Na interface entre
os subdominios sdo aplicadas condi¢des de compatibilidade de deslocamento e de forgas de

superficie.

Il
~

Figura 5-10 - Problema elastico direto.
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Assim, o problema consiste na determinagdo das forgcas de superficie, dos
deslocamentos ndo prescritos no contorno e dos campos de deslocamentos, tensdes e
deformagdes desenvolvidos sobre os subdominios decorrentes das agdes aplicadas.
Aplicando-se o método dos elementos de contorno a este problema, as incognitas do contorno,
sdo obtidas pela resolucdo do sistema apresentado na (Equagdo 3-32) que depois de
devidamente manipulado com a prescricdo das condigdes de contorno assume a forma
apresentada na (Equacdo 3-33) para cada sub-regido. J4 o campo de deslocamento no interior
do dominio ¢ obtido de forma discreta pela avaliagio dos deslocamentos em pontos
escolhidos no interior do dominio pela (Equagao 3-35).

Depois de definido o problema direto, pode-se agora descrever o problema inverso de
valor de contorno. Considere-se o dominio do problema direto descrito anteriormente, € com
relagdo ao conhecimento de informagdes sobre as vinculagdes e agdes sobre o contorno do
problema considere a analise de duas configuragcdes que podem se apresentar quanto ao grau
de conhecimento de tais informacdes sobre o contorno:

- Configuracgao I — Este ¢ o caso mais critico, pois se caracteriza pelo desconhecimento de
todas as condi¢des iniciais e de contorno do problema, isto é, o problema inverso tem sua
solugdo determinada apenas por dados experimentais medidos em pontos do interior do

dominio.

X

Figura 5-11 - Configuracio I do problema inverso de valor de contorno.
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Como se optou por trabalhar com uma formulagdo em deslocamento para o
equacionamento dos problemas inversos aqui tratados, isto ¢, os dados de entrada medidos
experimentalmente, que alimentam o modelo inverso, sdo os deslocamentos em pontos do
interior do dominio. Assim, para resolu¢do do problema inverso ilustrado na (Figura 5-11),
seleciona-se pontos internos ao dominio para geracdo das equacdes do sistema que ira
governar o comportamento do problema inverso. Cada ponto interno selecionado gera duas
equagdes para o sistema, uma correspondente ao deslocamento na direcdo x e outra relativa ao
deslocamento na direcdo y. Nesta configuracdo de contorno, onde ndo se conhece nenhuma
informagdo para o contorno, cada né do contorno apresenta quatro valores incognitos, assim,
ha a necessidade do conhecimento de informagdes de deslocamentos em pontos internos
numa quantidade tal que iguale ou supere o nimero de incognitas do contorno para gerar um
sistema determinado ou sobre-determinado.

Considere-se agora a representacdo discretizada do problema ilustrado na (Figura

5-11), mostrada na (Figura 5-12).

Figura 5-12 - Dominio discretizado da configuracio I do problema inverso de valor de contorno.

Pela (Equagao 3-32), que representa o sistema de equacdes relativo ao modelo direto
para obtencdo dos valores das varidveis de interesse no contorno, pode-se escrever para a
configuracdo I do contorno no problema inverso, a (Equagdo 5-21), que representa a parte do
sistema inverso formado por equacdes geradas quando se toma pontos fontes no contorno

discretizado do problema,
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: : fuf”
[H]nxn {u}ixl = [G]nxn {p}sxl = [[H] _[G]] pe = O Equa(,‘ﬁo 5-21
Incognitas Incognitas {p }

pc pc  ~ . r . .
onde {u} e { p} sdo os vetores incognitos do problema inverso de valor de contorno que

correspondem ao deslocamentos e as forcas de superficie, respectivamente, nos noés do

contorno discretizado e [H] e [G] sdo as matrizes do modelo direto no MEC.

Equacdes em pontos internos ao dominio t€ém papel importante na formulagdo do
sistema inverso para o problema em questdo. Assim, tomando-se como base a (Equacao
3-35), que se utiliza para avaliar o deslocamento nos pontos internos ao dominio pelo método
dos elementos de contorno, pode-se escrever, para configuragdo I do contorno no problema

inverso, a seguinte equacao:

oty =L 2, 161 2 =[] Ot s

Dados Incognitas Incognitas p
experimentais

pi . . . . .
onde {u} ¢ o vetor com os deslocamentos medidos experimentalmente em pontos no interior

do dominio, {u}pc e { p}pc sd0 os vetores incognitos do problema inverso de valor de
contorno que correspondem ao deslocamentos e as forgas de superficie respectivamente nos
nos do contorno discretizado ¢ [HI| e [GI] sdo as correspondentes matrizes [H] e [G] do

MEC quando se toma os ponto fontes no interior do dominio.
O sistema final ¢ o resultado da unido destes dois conjuntos de equagdes, como

apresentado na expressao a seguir:

[[H] _[GU {u}}pc ~ {0} - [K](Wn)m {”}m - {f}(mm)xl S Ku=f

[—[HI] [Gl]] {p el {u}pi Equacio 5-23
(K] {u} {1}

Em se tratando de problemas com dominio formado por vérias regides, como € o caso
apresentado aqui para o desenvolvimento da formula¢do do problema inverso (Figura 5-12),
as operagdes mostradas para a obteng¢do da (Equagdo 5-23) devem ser realizadas para cada

sub-regido. Além disto, na interface entre uma sub-regido e outra, se pode aplicar condig¢des
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de compatibilidade de deslocamento, {u, .}, ={% e equilibrio de forcas de

interface } o’

superficie em seus N6, {Pience }; +{ Pintertce |y = 0+ tendo-se como resultado a expressio a

1

seguir:
pe
U
H 0 Hy B G 0 Gy Uy {0}
0 H I H -1 0 GII _GII-I Uy _ pi
=1|u
HI, 0 HI, GI, 0 G, " !
- u
L 0 HI, HIy, 0 GI, -Gy 41y Pu + Equacio 5-24
K P
%/_/
U
Ksrusr = ﬁl’
onde K_,u, ef, correspondem aos membros do sistema inverso que contém as parcelas

relativas a todas as sub-regido que compdem o problema. E importante salientar que o niimero
de informagdes internas a cada sub-regido deve ser tal a igualar ou superar as incognitas que
seu contorno apresenta.

Depois de montado o sistema apresentado na (Equacao 5-24) com as devidas
condi¢des de compatibilidade dos deslocamentos e equilibrio das forgas de superficie na
interface entre sub-regides, aplica-se uma das técnicas de resolucio de PIs mostradas no (Item
5.2). Principalmente as que se enquadram na classe de técnicas de minimizagao, regularizacao
e otimizacdo, por se tratar de um problema com um nimero muito grande de incognitas,
tornando desaconselhavel a utilizagdo de uma técnica estocastica como as que se apresentam
na classe de técnicas evolutivas, as quais sdo aconselhadas na resolucdo de problemas com
nimero de incdgnitas pequeno.

- Configuracao II — Outra configuracdo possivel para o problema inverso de valor de
contorno ¢ a ilustrada na (Figura 5-13), onde hd o conhecimento das condi¢des de contorno
em algumas regides do contorno, ou seja, além de informagdes medidas experimentalmente
de deslocamento ou tensdo do interior do dominio do problema, s3o conhecidas informagdes
de vinculagdo e agdes sobre determinadas regides do contorno. Assim, o problema consiste
em determinar as condi¢des de contorno em regides do contorno que ndo se conhece tais

condicdes e na interface entre uma sub-regido e outra.
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Y
. Uy =Ug = ?
X pi==pPy="?

Valores das variaveis de interesse no contorno
u, =u, u, =7 u, =? | u =u | u=? | u=u | u ="
=Uu = =u =9 =Uu =Uu y =9

u,=1u, u, = u,=u, u, u,=u, | u,=u, |u

p.=? | P.=D, p=pP. | P.=P | p.="|pP.=D | P ="
p,=? | p,=D, p,=? | p,=? | p=p,|P=D | P ="

Figura 5-13 - Configuracio II do problema inverso de valor de contorno.

Quanto ao conhecimento dos valores das varidveis em questdo no contorno pode-se
verificar a possibilidade de oito situa¢des, como mostrado na (Figura 5-13) pela representacao
por cores diferentes das regides do contorno de acordo com a configuragcdo do conhecimento

ou ndo dos valores de contorno.

Figura 5-14 - Dominio discretizado da configuracio II do problema inverso de valor de contorno.
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Considere-se agora a representacdo discretizada do problema ilustrado na (Figura
5-13) mostrada na (Figura 5-14). A formulagdo para esta configuracdo do contorno ¢ similar a
apresentada para a configuracdo I, a diferenga se apresenta na consideracdao das condigdes de

contornos nos ponto do contorno em que se conhecem tais condi¢des. Para isto, as matrizes

[H] ¢ [G] de cada sub-regido sdo modificadas através da troca de colunas entre elas ou

mesmo através da transferéncia de colunas de uma para outra.

Figura 5-15 - Esquema de montagem da matriz H,,,q € Gyoq-

Expressando sob forma de equagdo o esquema apresentado na (Figura XX), obtém-se:

[H mod ] = [H inc _Ginc H inc 0 _Ginc ]
[Gmod ] = [Gdef —H 0 Gdef —H g ]
Uin " Per "
Pinc Uger
{umd}pc =<u,. e {pmod}pc =4 0 Equagio 5-25
0 Per
Pinc Uger
U

C

[Hmod ] {umod }pc = [Gmod ] {pmod }p
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onde [H, 4]» [Groals {thmoa} € {Pmoa} S0 0s membros modificados da relagdo apresentada

na (Equacao 5-21) do método dos elementos de contorno.

Como os valores incognitos se concentram agora no primeiro membro e apresentam

naturezas distintas, as colunas das matrizes [HI ] e [GI ] também sofrem as modificagoes
ocorridas com as matrizes [H | e [G], gerando-se as matrizes [HI, ] e [GI, ]

[Hl,..]=[HI,, —-GI, HI, 0 —GI,]

mc mc

[G] mod ] = [GI wr  —HI g 0 GI wor —HI ]

pc pc
Z’linc pdef
pinc Z’[def
pc pc
{umod} = Z’linc S {pmod} = 0 Equa(;ﬁo 5-26
0 pdef
pinc Z’[def
U

[t} = )" =[G { P}

Unindo-se os dois sistemas, tem-se:

Hmod {{pm"d}pc}
{H[ }{um(’d} B pi pc = Ku= f ~
mod | = {{u} - [G[mod]{pmod} } Equacio 5-27

f

5.3.2 Estimativa de parametros do modelo coesivo

Outro problema que pode ser resolvido com a formulacao apresentada no item anterior
¢ a obtencdo dos valores de pardmetros do modelo coesivo apresentado no (Item 4.3), onde as
interfaces entre uma sub-regido e outra sdo modeladas no problema direto de forma a
apresentarem uma lei de abertura, e o objetivo do problema inverso ¢ identificar esta lei de
abertura. Assim, considere-se uma modificagdo no problema direto apresentado na (Figura
5-10) onde os pontos pertencentes a interface entre uma sub-regido e outra ndo se aplique
mais as condi¢des de compatibilidade de deslocamento e sim uma lei que rege o

comportamento das for¢as normais de tracdo superficiais e a abertura da interface entre um
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subdominio e outro (Figura 5-16). Na resolucdo direta deste problema o carregamento ¢
aplicado de forma incremental (incrementos de deslocamentos impostos a estrutura, por
questdo de estabilidade do sistema) até se completar todo o carregamento que se pretende

aplicar a estrutura, fazendo-se em cada passo de carga, o equilibrio da estrutura.

I
~

Gy

Figura 5-16 - Problema direto considerando interface coesiva entre os subdominios.

No problema inverso a lei que rege o deslocamento de um lado da interface em relacao
a outra ¢ desconhecida (Figura 5-17). Para resolugdo deste problema podem-se utilizar como
valores de entrada o campo de deslocamento em um dos passos de carga, calculando-se com
isto os valores dos deslocamentos e das forcas de superficie em ambos os lados da interface
através da formulagdo apresentada no item anterior. Como o sistema de coordenadas utilizado
nesta formulacdo ¢ global (xy) faz-se a transformagdo dos valores 14 encontrados para um

sistema local (normal e tangencial) ao contorno, calculando-se assim, a abertura Au e a forca
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&3

superficial de tragdo em cada ponto discretizado no contorno da interface. A unido destes
pontos em um grafico (For¢a superficial de tragdo X Abertura) na interface dara origem a
curva que representard a lei de abertura da interface em estudo. Outra forma de se obter tal lei
¢ calculando-se em um dos pontos de interface a abertura e a for¢a superficial de tragdo em
todos os passos de carga, fornecendo para isto como entrada no modelo inverso os campos de
deslocamentos em cada passo de carga. Neste caso, a abertura e a for¢a superficial de tragao
no ponto do contorno da interface, que se pretende obter a lei de abertura, sdo calculadas pela
formulagdo do item anterior com a posterior modificacdo do sistema de coordenadas global
para local em cada passo de carga. Estes valores obtidos em cada passo de carga sdo plotados
em um grafico (Forg¢a superficial de tra¢do X Abertura). Finalmente, uma interpolagao ¢ feita
sobre os pontos deste grafico para se construir uma curva que apresentarda uma equagdo da

qual serdo extraidos os parametros do modelo coesivo de fraturamento.

Il
~

Figura 5-17 - Problema inverso de estimativa dos parametros do modelo coesivo.
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5.3.3 Outros problemas inversos na elasticidade

De um problema direto podem-se formular varios problemas inversos. No caso dos
problemas diretos formulados pela teoria da elasticidade nao ¢é diferente. Assim, neste item,
serdo descritos outros problemas inversos encontrados no campo da teoria da elasticidade que
ndo foram implementados computacionalmente neste trabalho, mas que apresentam grande
interesse por parte dos pesquisadores.

- Estimativa das propriedades elasticas — Neste tipo de problema o objetivo ¢ a
identificacao de parametros do material que compde a estrutura. Estes pardmetros podem ser
propriedades das matrizes de massa, amortecimento e rigidez da estrutura. Aqui, se conhece a
geometria, as condi¢des iniciais e de contorno, e os campos de deslocamento ou tensdo
desenvolvidos na estrutura, porém, as propriedades dos materiais que compde a estrutura sao

desconhecidas (Figura 5-18).

I
~ I

u,=u, Cp, = p;

—9 —9
X u,=7ep, ="

Figura 5-18 - Problema inverso de estimativa de parametros elastico.

- Identificacido de defeitos — Para esta classe de problemas o objetivo a ser atingido nesta
analise ¢ a identificagdo das regides de fratura, cavidades internas ou inclusdes surgidas em
pecas estruturais através do conhecimento das condi¢cdes de contorno, das ac¢des aplicadas e
de medidas de deslocamento ou tensdes em pontos internos ao dominio. A preocupacdo aqui

nao ¢ so identificar a posi¢do, mas também a geometria da falha apresentada pela estrutura.
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Figura 5-19 - Problema inverso de identificacio de defeitos.

- Estimativa de tensdes residuais — Outro problema interessante ¢ a estimativa das tensoes
residuais surgidas no processo de manufaturacdo de pecas estruturais. O campo de tensoes
residuais € obtido a partir do campo de deslocamento apresentado quando se aplica um alivio
de tensdes a peca. Ha varias formas de se aplicar tal alivio de tensdes uma das formas mais

comuns ¢ através de um corte ou subtragdo de um pedago da peca (Figura 5-20).

X

Figura 5-20 - Alivio de tensdes para determinacio das tensoes residuais.
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Capitulo

Programa implementado

Desde os primérdios, a humanidade vem aperfeicoando sua capacidade de processamento
da informagdo. Desta necessidade de processar informagdes o calculo ¢ um dos mais
marcantes na histéria da humanidade. Quando a civilizagdo se formou, surgiram os produtos
para troca, distancias a medir e comparar, medidas a representar e valores a registrar para que
pudessem ser depois utilizados. A humanidade comecou cedo a calcular, e com o surgimento
das contas houve o aumentou na necessidade de instrumentos que auxiliasse o homem a
contar e calcular. Da evolu¢do de centenas de anos na busca por instrumentos de calculo cada
vez melhores, surge o computador eletronico, hoje em dia considerado um dos principais
inventos da histéria da humanidade para realizar processamento de dados com a capacidade
de aceitar informagdes, efetuar com elas operacdes programadas fornecer resultados para
resolugdo de problemas. Para realizar o processamento de informagdes o computador precisa
ser instruido a executar um conjunto de operacdes sobre estas informagdes nos retornando um
conjunto de informagdes derivadas de interesse. Esta seqiiéncia de instru¢des a serem
interpretadas e executadas por um processador ou por uma maquina virtual, na manipulagao,
redirecionamento ou modificagdo de um dado, informagdo ou acontecimento ¢ conhecida por
software ou programa de computador. Para instruir o computador por meio de um programa
de computador € necessario na maioria das vezes de uma linguagem de programacio que
traduza os comandos em instrugdes para o processador. Isto por que, estas foram projetadas
para apresentar uma estrutura de comandos que se aproxima das linguagens usadas pelos seres
humanos e transformar esta estrutura em linguagem de maquina que ¢ como o processador
entende estas instrugdes.

Sendo assim, no presente capitulo serd feita uma breve apresentagdo das caracteristicas
do programa implementado como parte integrante do desenvolvimento deste trabalho, bem
como das ferramentas utilizadas para sua implementagdo e de outras empregadas no pos-

processamento dos dados de saida do programa implementado.
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6.1 Potencialidades do programa implementado

Neste item serdo mostradas as caracteristicas do programa implementado apresentando

por meio de fluxogramas sua estrutura de funcionamento.

6.1.1 Estrutura do programa

O programa implementado ¢ composto por dois modulos principais: um para analise
direta e outro para andlise inversa, ambos para andlise de estruturas EPT ou EPD suportando
também a modelagem de dominios compostos por regides com materiais distintos, através da

divisdo do dominio em sub-regides.

< |

Tipo de analise?

Analise direta

: :

Figura 6-1 - Esquema geral do programa implementado.

Os topicos a seguir mostrardo um resumo do funcionamento de cada um dos mddulos
pertencentes ao programa implementado apresentando os respectivos fluxogramas
esquematicos com a documentagdo dos principais passos a serem executados no sistema

computacional implementado.
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6.1.2 Analise direta

Antes de iniciar a descricdo do modulo de analise direta do programa implementado,

Inicio do médulo de
analise direta

l

Entrada dos dados
basicos do problema

\{\

Discretizagdo do
problema

l

Geragao das
matrizes H e G de

Aplicar condi¢ées de
contorno (toda carga)

l

Aplicar compatibilidade e
equilibrio na interface

l

Resolucéo do
sistema

I

Geragao das matrizes
HI e Gl de cada sub-

cada sub-regiao

l

Mapeamento da H e G
nas correspondentes
matrizes globais

i=n° de sub-regides?

Interface possui
elementos coesivos?

Valoresde uep

(Relatoric)

no contorno

(Relatério)
Problema
discretizado

¥
Aplicar condigdes de
contorne (passos de
carga)

serd apresentado um fluxograma de funcionamento do mesmo (Figura 6-2).

l

Aplicar compatibilidade e
equilibrio na interface

l

Resolugéo do
sistema

|

Valoresde uep

regiao

4

Célculo dos
deslocamentos nos
pontos internos

/

(Relatéric)
valores de u nos
pontos internos

Fim do médulo de
analise direta

Modificagdo das
direcdes de u e p globais
(x e y) para locais
(normal e tangencial)

p > F?

(Relatorio)

no contorno

Sim
h 4

Aplicagéo do
modelo coesivo
na interface

carregamento foi

Todo

aplicado?

Figura 6-2 - Fluxograma do mddulo de analise direta do programa implementado.
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Este modulo ¢ alimentado por um arquivo de texto com os dados basicos do problema,

tais como:

- Tipo do problema (EPT ou EPD);

- Geometria do problema (numero de sub-regides, nimero de cavidades, nimero de pontos
internos, coordenadas dos vértices das sub-regides e das cavidades);

- Propriedades mecanicas do material de cada sub-regido (E e v);

- Forma de discretizagdo (nimero de elementos por lado do contorno);

- Condigdes de contorno (deslocamentos e forgas de superficie prescrita);

- Parametros do modelo coesivo de cada interface entre uma sub-regiao e outra;

- Numero de passos de carga para o caso de haver interface modelada com elementos.

Este arquivo ¢ processado por um gerador onde sdo geradas as coordenadas dos
elementos de contorno e suas conectividades, as coordenadas dos pontos internos, o vetor de
valores prescritos e codigos do tipo de prescricdo (forga ou deslocamento), a correspondéncia
dos n6s de um lado da interface com o outro lado, etc. Expandido o arquivo de entrada do
problema descrevendo todas as caracteristicas necessarias para sua modelagem e resolucao.
Com todos estes dados, inicia-se a parte de resolugdo do problema. As matrizes H e G para
cada sub-regido sdo geradas e armazenadas em matrizes globais. A partir deste ponto o
problema pode seguir uma das duas vias possiveis:

- Nao hé interface ou elas ndo possuem elementos coesivos — Neste caso, o carregamento
prescrito ¢ aplicado todo em um tnico passo. Sao aplicadas as condi¢des de compatibilidade e
equilibrio entre os nds das interfaces. Apds a aplicacdo das condi¢des de contorno e as de
compatibilidade e equilibrio na interface o sistema gerado ¢ entdo resolvido obtendo-se com
isto os valores de deslocamentos e for¢as de superficie ndo prescritos do contorno. Por fim,
sdo geradas as matrizes HI e GI que sdo as obtidas quando se toma como pontos fontes os
pontos internos ao dominio e com os valores dos deslocamentos e forcar do contorno se
calcula os deslocamentos nos pontos internos.

- Interface modelada com elementos coesivos — Aqui, por se tratar de um modelo nao linear o
carregamento deve ser aplicado em incrementos de carga. Aplicam-se as condicdes de
contorno e as de compatibilidade de deslocamento e equilibrio de for¢as nas interfaces. O
sistema gerado ¢ resolvido e sdo obtidos os valores de deslocamento e for¢as no contorno.
Estes valores que tém como orientagdes eixos globais (x e y) sdo passados para orientagdes
locais (normal e tangencial) ao contorno. Um teste com os valores de forcas de superficie
(tractions) no contorno das interfaces ¢ realizado para saber se algum de seus pontos apresenta

uma forca de superficie a tracdo superior ao do modelo coesivo 7, em caso positivo, aplica-se
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a relagdo abertura forca de superficie a tragdo do modelo coesivo nestes pontos. O fluxograma

de aplicagao do modelo coesivo ¢ apresentado na (Figura 6-3). Depois de aplicado todo o

carregamento, os valores deslocamento e for¢as de superficie no contorno sdo obtidos. A

partir dai sdo geradas as matrizes HI e GI e os valores dos deslocamentos nos pontos internos

sdo calculados.

Inicio da aplicagao
do modelo coesivo

7

1 - Afigual a zero
2 - Af diferenca entre p' e f;

3 - Calculo de Af pela lei do modelo
coesivo a partirdo Au e f;

Reconstrugéo das
matrizes globais do

Mudanga da
situagéo do ponto

Aplica as novas condigdes de
contorna (4f no pontos da
interface tentando abri-la)

da interface

Modificagdo das
direcdes de u e p globais
(x e y) para locais
(normal e tangencial)

Calculo de Au nos
pontos do contorne.

Au = 0 em todos os
ontos do contorno?

Sim

Fim

Figura 6-3 - Fluxograma de aplicacio do modelo coesivo nos pontos das interfaces.

6.1.3 Analise inversa

O mesmo sera feito agora para o moddulo de andlise inversa, apresentando

primeiramente um fluxograma de funcionamento do mesmo (Figura 6-4).
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Figura 6-4 - Fluxograma do médulo de analise inversa do programa implementado.
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O moédulo inverso € alimentado com um arquivo similar ao apresentado para o médulo
direto com as seguintes diferencas:

- Condigdes de contorno — Nao se conhece parte ou todas as condigdes de contorno
(deslocamentos e forcas superficiais aplicadas) do problema, pois elas sdo as incognitas em
nosso problema inverso de valores de contorno;

- Parametros do modelo coesivo — Os parametros do modelo coesivo na interface de ligagao
entre uma sub-regido e outra também ndo sdo fornecidas, j4 que estes pardmetros sdo os
valores incognitos no problema inverso de estimativa de parametros do modelo coesivo;

- Deslocamentos nos pontos internos — Os deslocamentos nos pontos no interior do dominio
sdao aqui tratados como dados de entrada e ndo como valores incognitos. Sao eles que nos
fornece informagdes para geracdo das equacdes que faltam para formar o sistema para o
problema inverso. Eles devem ser avaliados experimentalmente para completar o arquivo de
entrada para o modulo inverso do programa.

Com o arquivo de entrada descrevendo o problema inverso gerado, inicia-se sua
resolucdo com a geracdo das matrizes H, G, HI e GI para cada sub-regido e unindo-as em uma
matriz global do problema. Esta matriz ¢ manipulada para aplicacdo das condi¢des de
contorno que se conhece (se houver) e a aplicagdo do equilibrio de forgas nas interfaces entre
sub-regidoes. O resultado deste processo ¢ um sistema de equacdes quase sempre sobre-
determinado, isto ¢, com um numero de equac¢des maior que o numero de incognitas. Para
resolucdo deste sistema aplica-se uma das técnicas de regularizagdo apresentado no capitulo
anterior, obtendo-se um sistema determinado e com solucdo possivel. Os valores avaliados
com a resolucao deste sistema sdo os valores de contorno procurados. As orientagdes destes
valores sdo manipuladas de globais (x e y) para locais (normal e tangencial) ao contorno, para
se poder avaliar a abertura nas interfaces entre sub-regides. Com os valores das aberturas nas
interfaces e a for¢a de superficie a tragdo no contorno delas pode-se reconstruir a curva do

modelo coesivo e obter os parametros que a descreva.

6.2 Ferramentas computacionais utilizadas

No desenvolvimento deste trabalho varias ferramentas computacionais foram utilizadas
para implementagdo computacional, tratamento dos dados entrada e resultados obtidos na

modelagem dos problemas inversos estudados. Assim sendo, pretende-se neste item
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apresentar algumas destas ferramentas e sua utilidade no tratamento dos problemas aqui

abordados.

6.2.1 Linguagem de programacgao (Fortran)

A primeira e principal ferramenta a ser tratada neste item ¢ a linguagem de
programacao utilizada para implementagdo do processador desenvolvido neste trabalho, que
como descrito no (Item 6.1) pode ser aplicado na resolucdo de uma série de problemas
inversos e diretos em estruturas nos estados planos de tensdo e deformagao.

Uma linguagem de programacgao ¢ um método padronizado para expressar instrugdes
para um computador. E um conjunto de regras sintaticas e semanticas usadas para definir um
programa de computador. Uma linguagem permite que um programador especifique
precisamente sobre quais dados um computador vai atuar, como estes dados serdo
armazenados ou transmitidos e quais acdes devem ser tomadas sob vérias circunstincias. A
escolha da linguagem de programacao utilizada para implementacao do software para analise
inversa proposto neste trabalho obedeceu a dois critérios principais: o grau de utilizacao da
linguagem pelo meio cientifico e a robustez da linguagem no tratamento de problemas
numeéricos. Assim sendo, optou-se pela utilizagdo da linguagem de programagao Fortran, por
esta apresentar, dentro dos critérios adotados na escolha da linguagem de programagdo de
trabalho, maiores vantagens que as demais linguagens aconselhadas ao tratamento de tais
problemas.

Fortran ¢ uma das linguagens de programacdo mais utilizadas no meio cientifico
quando se trata da implementac¢do de ferramentas computacionais para analise numérica. Ela
permite a criacdo de programas que primam pela velocidade de execugdo. Dai reside seu uso
em aplicagdes cientificas computacionalmente intensivas como meteorologia, fisica,
astronomia, geofisica, engenharia etc. Apesar de ter sido inicialmente uma linguagem de
programacao procedural pouco amigavel e em algumas de suas versdes anteriores nao estarem
presentes facilidades que seriam tidas como Uuteis em maquinas modernas. Deve-se, no
entanto, levar-se em conta que a sintaxe de Fortran foi projetada para o uso em trabalhos
numéricos e cientificos e que muitas das suas deficiéncias tém sido abordadas em revisdes
mais recentes da linguagem. Por exemplo, o Fortran 95 possui comandos muito breves para
efetuar operacdes matematicas com matrizes e disposi¢des de tipos, o que ndo s6 melhora em
muito a leitura do programa como também fornece informacao util ao compilador, o que torna

possivel a vetorizagao de operacdes. Versdes mais recentes de Fortran possuem caracteristicas
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que permitem suportar programacao orientada por objetos. Outro ponto bastante positivo da
linguagem Fortran ¢ o sistema de alocagdo dindmica de memoria muito eficiente e simples de
se trabalhar. Por estas razdes, Fortran ndo ¢ muito utilizado fora dos campos da ciéncia e da
analise numérica, mas permanece sendo a melhor escolha para implementag¢do de ferramentas
da area da computagdo numérica de alto rendimento.

Para se escrever e compilar os programas escritos em determinada linguagem ¢
necessario a utilizacdo de um programa especifico para tal tarefa. H4 uma serie de programas
apropriados para este fim e sdo conhecidos como ambientes de desenvolvimento de
aplicagdes (especificos para cada linguagem). O ambiente de desenvolvimento de aplicagdes
em Fortran utilizado para implementacao do processador objeto deste trabalho foi o (Visual
Fortran Professional Edition 6.6.0) da empresa Compaq, que foi escolhido por ser um

ambiente de desenvolvimento bastante completo e de facil utilizagao.

6.2.2 Biblioteca matematica

Outra ferramenta importante no desenvolvimento deste trabalho foi a biblioteca
matematica IMSL para linguagem Fortran. A IMSL ¢ uma biblioteca matematica com um
amplo conjunto de rotinas que fornecem os moddulos necessdrios para a construcdo de
aplicacdes de andlise de dados. Estas rotinas libertam o desenvolvedor de grande parte do
trabalho de programacdo. As rotinas sdo extremamente confidveis, amplamente testadas e
otimizadas, acelerando o trabalho de desenvolvimento e economizando o tempo de um
processo que seria "reinventar a roda", podendo reduzir em mais de 95% o trabalho de
codificagdo. Elas incorporam mais de 30 anos de experiéncia da empresa Visual Numerics em
continuo desenvolvimento e aprimoramento. Esta biblioteca possibilita uma série de
facilidades na mudanga de plataformas pela disponibilidade da mesma em diferentes tipos de
plataformas.

As rotinas desta biblioteca foram amplamente utilizadas na codificagdo do programa
aqui apresentado, nas seguintes tarefas: resolucdo de sistemas; inversdo de matrizes,
operacdes com matrizes e principalmente na implementacdo dos métodos de regularizagao
apresentados no capitulo anterior, alguns deles totalmente prontos nesta biblioteca,
necessitando apenas chamar a funcdo correspondente com os devidos parametros de entrada e

saidas da mesma.
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6.2.3 Softwares utilizados para pés-processamento

Para o pds-processamento dos resultados obtidos com o processador implementado,
varias outros softwares foram utilizados. Os principais serdo a seguir citados e
- Surfer 8 - E um programa da Golden Software® elaborado para sistemas operacionais
Microsoft Windows®. Sua caracteristica relevante consiste em criar superficies em duas e trés
dimensdes a partir de dados tabulares e vetoriais devidamente tratados. O software tem a
capacidade para elaborar diversos tipos de saidas, como por exemplo: mapas de contorno, que
retratam em duas dimensdes o objeto; mapas em trés dimensdes Wireframe, que fornecem
uma exposi¢do tridimensional dos dados, porém sem um preenchimento textural; mapas de
vetores, que representam o sentido e o valor dos dados em pontos de um mapa; mapas de
imagem, que usam diferentes graduagdes de cores para representar as linhas de elevagao;
entre outras funcdes que ndo foram exploradas no pods-processamento dos dados deste
trabalho. Neste trabalho ele foi utilizado para geracdo de saidas graficas de grandezas que se
apresenta sob a forma de campo sobre o dominio do problema como os deslocamentos e as
tensdes por exemplo.
- Microsoft Office Excel 2003 - E um programa de planilha eletronica produzido pela
Microsoft para computadores usando o sistema operacional Microsoft Windows® e
computadores Macintosh da Apple. Seus recursos incluem uma interface intuitiva com
capacitadas ferramentas de célculo e de construcdo de graficos. Esta foi outra ferramenta
importante e bastante utilizada neste trabalho para o pos-processamento dos dados, facilitando
a andlises dos resultados obtidos pelo programa implementado.
- Origin 7 — E um software grafico para ciéncia e engenharia produzido pela OriginLab para
sistemas operacionais Microsoft Windows®. O Origin 7 permite a analise de dados e a
confec¢do de graficos técnicos e cientificos com muita facilidade. Ele ¢ um dos softwares
mais usado para analise de dados e graficos técnicos. Integrado a planilhas do tipo Excel ou
sistema de aquisi¢ao de dados, ¢ possivel importar, analisar e expressar estes dados nos
diversos modelos de gréaficos cientificos. Assim sendo, esta ferramenta foi utilizada

juntamente com o Excel na andlise dos resultados obtidos pelo programa implementado.
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Capitulo

Exemplos de aplicacoes

O presente capitulo tem por finalidade mostrar alguns problemas analisados com o
emprego da ferramenta computacional implementada, tentando demonstrar suas
funcionalidade, potencialidade e eventuais limitagcdes. Serdo apresentados exemplos das duas
classes de problemas inversos implementados (problema inverso de valor de contorno e de

estimativa dos parametros do modelo coesivo de fratura).

7.1 Problema inverso de valor de contorno

Nesta secdo serdo apresentados dois exemplos de aplicacdo do programa desenvolvido
para analise de problemas inversos de valor de contorno. Nestes tipos de problemas os valores
de contorno (carregamento, vinculagdo, deslocamentos e forcas de superficie) sdo tidos como
incognitos, e a partir de medidas de deslocamentos em pontos internos ao dominio busca-se
recuperar estes valores. No primeiro exemplo ¢ feita a andlise sob um dominio formado por
um unico material. Ja no segundo exemplo o dominio analisado é composto por regides de
materiais distintos buscando-se com isto, demonstrar o comportamento do programa em

ambas as situacoes.

7.1.1 Exemplo 01: Chapa retangular submetida a flexdao pura

<4 Descricio do problema

Chapa retangular submetida a uma distribuicdo linear de for¢as de superficie na direcao
horizontal, representando os dois momentos aplicados da flexao pura (Figura 7-1). Considera-
se que a chapa esteja em EPT com moddulo de elasticidade transversal G = 80000 MPa e

coeficiente de Poisson v =0,25.
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«— g -
L 2b=80cm N

Figura 7-1 - Problema proposto para o exemplo 01.

- Objetivo: Neste exemplo, todos os valores de contorno (carregamento e deslocamentos) sao
considerados incognitos na analise inversa. Pretende-se entdo obter estes valores de contorno

a partir dos valores de deslocamentos medidos no interior do dominio.

4 Analise direta

Em substituicdo aos dados experimentais de campos de deslocamentos para este
problema, que sdo os dados de entrada do modelo inverso, efetuou-se uma analise direta do

problema para obtencao destes dados.

- Discretizacio: Para andlise direta deste problema fez-se a avaliacdo de uma séria de trés
configuracdes para discretizacdo do contorno do problema, como apresentado na (Tabela 7-1).
Os resultados para o contorno obtidos nesta andlise serviram para guiar a escolha da

discretizagdo utilizada para o calculo dos valores de deslocamentos nos pontos internos ao

dominio do problema.

Contorno
24 elementos de contorno — (Figura 7-2)
48 elementos de contorno — (Figura 7-3)

96 elementos de contorno — (Figura 7-4)
Tabela 7-1 - Configuracdes de discretizacoes do contorno.

ol
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Figura 7-2 - Configuracio (A) de discretizacio do contorno.
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Figura 7-3 - Configuracio (B) de discretizacio do contorno.
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Figura 7-4 - Configuracéo (C) de discretizacio do contorno.
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- Resultados da analise direta: Com a analise dos resultados no contorno do problema
mostrados da Figura 7-5 a Figura 7-14, obtidos pela anélise direta nas trés configuragdes de
discretiza¢do, optou-se pela escolha da discretizacdo (C) para obtencdo dos valores de
deslocamentos nos pontos internos, que servirdo de dados de entrada para o modelo inverso.
Além disto, os valores obtidos para o contorno nesta analise servirdo como base de

comparagdo para os resultados obtidos na andlise inversa.
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Figura 7-5 - Deslocamento X ao longo de L-01.
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Figura 7-6 - Deslocamento Y ao longo de L-01.
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Figura 7-9 - Deslocamento X ao longo de L-03.
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Figura 7-10 - Deslocamento Y ao longo de L-03.
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Figura 7-11 - Deslocamento X ao longo de L-04.
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Figura 7-12 - Deslocamento Y ao longo de L-04.

Manoel Dénis Costa Ferreira.

Analise inversa em solidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno.



Capitulo 7 - Exemplos de aplicagdes. 103
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Figura 7-13 - For¢a de superficie X ao longo de L-02.
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Figura 7-14 - Forca de superficie X ao longo de L-04.

<4 Analise inversa

No problema inverso de valor de contorno referente ao problema apresentado na
(Figura 7-1), os valores do contorno do problema (vinculagdo e carregamento) sao tidos como
incognitos. Sao conhecidos valores de deslocamentos em pontos selecionados no interior do

dominio do problema, que originam o sistema de equagdes do modelo inverso.

- Discretizacdo: Para andlise inversa deste problema, optou-se pela utilizagdo de uma
discretizagdo do contorno similar a configuracdo (C) apresentada para analise direta, no
intuito de facilitar a comparacao dos resultados obtidos. A anélise inversa foi realizada com os
dados de deslocamentos em trés configuragdes de escolha dos pontos internos ao dominio do

problema (Tabela 7-2).
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Interior
1 Grade uniforme de pontos com 10 linhas e 20 colunas — (Figura 7-15)
11 Grade uniforme de pontos com 20 linhas e 40 colunas — (Figura 7-16)
111 Grade uniforme de pontos com 40 linhas e 80 colunas — (Figura 7-17)

Tabela 7-2 - Configuracgées de escolhas dos pontos internos para analise inversa.
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Figura 7-15 - Configuracio (I) para escolha dos pontos internos.
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Figura 7-16 - Configuracio (II) para escolha dos pontos internos.
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Figura 7-17 - Configuracio (III) para escolha dos pontos internos.

- Resultados da analise inversa: A andlise inversa do problema foi realizada para cada
configurac¢ao de disposicao dos pontos internos (I, II eIl) e utilizando-se os quatro métodos de
regularizacdo e minimizagdo apresentados no (Item 5.2). Assim, tém-se para cada
configuracdo de discretizacdo do problema as curvas correspondentes as variagdes dos quatros
valores incognitos do contorno (deslocamentos x, deslocamentos y, forcas de superficie nas
diregdes x e na dire¢do y) ao longo de cada face do problema. Tudo isto, obtidos pelos quatro
métodos de regularizacio (MQD - Minimos quadrados, SVD — Decomposi¢do em valor
singular, TKN — Tikhonov e FTK — Filtro de Tikhonov), totalizando um numero de 192
curvas. Sendo assim, serdo apresentadas apenas as curvas correspondentes ao deslocamento
nas direcdes x e y ao logo de L-01 e os valores de forcas de superficie ao longo de L-02 e L-
04 na dire¢@o x que sdo os valores mais significativos deste problema para cada configuracao

de discretizacdo e nos quatro métodos de regularizacao.

a) MQD — Minimos Quadrados: Os resultados obtidos pelo método dos minimos quadrados,
apresentados (Figura 7-18 a Figura 7-23), se mostraram de boa qualidade e estaveis para todas
as configuracdes de escolha dos pontos internos. O método conseguiu reconstruir os valores
de contorno do problema direto original para todos os casos, apenas com certa oscilagdo nos
resultados de for¢a de superficie nos pontos extremos para a primeira configura¢do de escolha

dos pontos internos para leitura dos deslocamentos.
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MINIMOS QUADRADOS - DESLOCAMENTO X AO LONGO DE L-01
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Figura 7-18 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com MQD.
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Figura 7-19 - Deslocamento Y ao longo de L-01 obtido pela anailise inversa com MQD.
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Figura 7-20 - For¢a de superficie X ao longo de L-02 obtido pela anéilise inversa com MQD.
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Figura 7-21 - For¢a de superficie Y ao longo de L-02 obtido pela anilise inversa com MQD.
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MINIMOS QUADRADOS - FORGA DE SUPERFICIE NA DIREGCAO X AO LONGO DE L-04
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Figura 7-22 - Forca de superficie X ao longo de L-04 obtido pela analise inversa com MQD.
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Figura 7-23 - Forca de superficie Y ao longo de L-04 obtido pela andlise inversa com MQD.
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b) SVD — Decomposicao em valor singular: Os resultados obtidos pela decomposi¢dao em
valor singular apresentados (Figura 7-24 a Figura 7-29), também se mostraram de boa
qualidade e estaveis para todas as configuracdes de escolha dos pontos internos. O método
conseguiu reconstruir os valores de contorno do problema direto original para todos os casos,
apresentado certa oscilacdo nos resultados de for¢a de superficie nos pontos extremos para a
primeira configuracao de escolha dos pontos internos para leitura dos deslocamentos, porém

com menores amplitudes, mostrando-se para este problema melhor comportamento que o

apresentado pelo MQD.

DESLOCAMENTO X (cm)

0300 -

0.200

0100

0.000

DECOMPOSIGAO EM VALOR SINGULAR - DESLOCAMENTO X AO LONGO DE L-01

-0.100

-0200 ¢

-0.300 -

80 an

—m—ANALISE DIRETA

—4—ANALISE INVERSA C-
AMALISE INVERSA C-lI

——ANALISE INVERSA C-IIl

POSICAO EM L1 (cm)

Figura 7-24 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-25 - Deslocamento Y ao longo de L-01 obtido pela anailise inversa com SVD.
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Figura 7-26 - For¢a de superficie X ao longo de L-02 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-27 - Forca de superficie Y ao longo de L-02 obtido pela andlise inversa com SVD.
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Figura 7-28 - Forca de superficie X ao longo de L-04 obtido pela anilise inversa com SVD.
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DECOMPOSIGAO EM VALOR SINGULAR - FORGA DE SUPERFICIE NA DIREGAO Y A0 LONGO DE L-04
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Figura 7-29 - Forca de superficie Y ao longo de L-04 obtido pela analise inversa com SVD.

C) TKN - Regularizacio de Tikhonov: Os resultados obtidos pela regularizacdo de
Tikhonov apresentados (Figura 7-30 a Figura 7-35), apresentaram-se estaveis para todas as
configuragdes de escolha dos pontos internos. O método também conseguiu reconstruir os
valores de contorno do problema direto original para todos os casos, apresentado certa
oscilagdo nos resultados de forca de superficie nos pontos extremos para a primeira
configuracdo de escolha dos pontos internos para leitura dos deslocamentos, porém com

menores amplitudes intermedidrias entre o SVD e o0 MQD.
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Figura 7-30 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com TKN.
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Figura 7-31 - Deslocamento Y ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com TKN.
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Figura 7-32 - Forca de superficie X ao longo de L-02 obtido pela analise inversa com TKN.
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Figura 7-33 - Forca de superficie Y ao longo de L-02 obtido pela andlise inversa com TKN.
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REGULARIZAGAO DE TIKHONOV - FORGA DE SUPERFICIE NA DIREGAO X AO LONGO DE L-04
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Figura 7-34 - Forca de superficie X ao longo de L-04 obtido pela analise inversa com TKN.
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Figura 7-35 - For¢a de superficie Y ao longo de L-04 obtido pela analise inversa com TKN.

d) FTK - Filtro de Tikhonov: Os resultados obtidos na analise inversa utilizando o filtro de
Tikhonov apresentados (Figura 7-36 a Figura 7-41) mostraram-se menos estaveis que o0s
apresentados pelos outros métodos. Principalmente para os valores de forcas de superficie,
onde o método apresentou oscilagdes nas suas primeiras configuragdes nos pontos extremos.
Contudo o método conseguiu, para todas as configuracdes, reconstruir o comportamento do
contorno, quando ndo em valor exato mostrou a tendéncia do comportamento oscilando sobre
o valor exato. Analisando os resultados, este método apresentou o pior comportamento dentre

os métodos de regularizacdo e minimizagao utilizados.
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Figura 7-36 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela anilise inversa com FTK.
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Figura 7-37 - Deslocamento Y ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com FTK.
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Figura 7-38 - Forca de superficie X ao longo de L-02 obtido pela anélise inversa com FTK.

Analise inversa em solidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno. Manoel Dénis Costa Ferreira



114 Capitulo 7 - Exemplos de aplicagdes.

FILTRO DE TIKHONGV - FORGA DE SUPERFICIE NA DIREGAO Y AO LONGO DE L-02
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Figura 7-39 - Forca de superficie Y ao longo de L-02 obtido pela anilise inversa com FTK.
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Figura 7-40 - Forc¢a de superficie X ao longo de L-04 obtido pela andlise inversa com FTK.
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Figura 7-41 - Forga de superficie Y ao longo de L-04 obtido pela andlise inversa com FTK.
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7.1.2 Exemplo 02: Dominio retangular com regioes de materiais distintos

4 Descricido do problema

Dominio bidimensional composto por duas regides com propriedades de materiais
diferentes submetida a um carregamento a compressao com distribui¢do ilustrada na (Figura
2-1). Na andlise foi considerado um estado plano de tensdes atuando sobre a peca em questao
com modulos de elasticidade longitudinal E;=30000 MPa para primeira sub-regido e

E,=15000 MPa para segunda; e coeficientes de Poisson v; = 0,25 e v, = 0,30.

Llo Cm\ 30 cm N 10 Cm\

P =1000 MPa

E,=15000 MPa
v,=0.30

50 cm

\l
>

50 cm

Figura 7-42 - Problema proposto para o exemplo 02.

- Objetivo: Neste exemplo, todos os valores de contorno (carregamento e deslocamentos) sao
considerados incdgnitos na andlise inversa. Pretende-se entdo obter estes valores de contorno

a partir dos valores de deslocamentos medidos no interior do dominio.
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4 Analise direta

Em substituicdo aos dados experimentais de campos de deslocamentos para este
problema, efetuou-se uma analise direta do problema para obtencao destes dados.
- Discretizagdo: Para andlise direta deste problema fez-se a avaliagdo de trés configuragdes
para discretizagdo do contorno do problema, como apresentado na (Tabela 7-3). Os resultados
para o contorno obtidos nesta analise serviram como guia na escolha da discretizacao utilizada

para o calculo dos valores de deslocamentos nos pontos internos ao dominio do problema.

Contorno
30 elementos de contorno e 5 elementos de interface — (Figura 7-43)
60 elementos de contorno e 10 elementos de interface — (Figura 7-44)

120 elementos de contorno e 20 elementos de interface — (Figura 7-45)
Tabela 7-3 - Configuracgées de discretizacio do contorno.

A= | >

DISCRETIZAGAO A
1050 -

100.0 A

950 4

900 ¢

850 4

800

750 4

700 4

B50 4

60.0 1

» 30 ELEMENTOS DE
I CONTORNOLINEARES | . | . | | i |

550 4

500 41

- »BELEMENTOSDE | | |
45.0 4 INTERFACE

400 A

2350 4

200 ¢

250 4

200 ¢

150 ¢

100

504

00 4

=50

50 00 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500 550
X

Figura 7-43 - Configuracio (A) de discretizacdo do contorno.
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Figura 7-44 - Configuracio (B) de discretizacdo do contorno.
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Figura 7-45 - Configuracio (C) de discretizacido do contorno.
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- Resultados: Com a analise dos resultados no contorno do problema mostrados a seguir
(Figura 7-46 a Figura 7-54), obtidos pela analise direta nas trés configuracdes de
discretiza¢do, optou-se pela utilizagdo da discretizagdo (C) para obten¢do dos valores de
deslocamentos nos pontos internos, que servirdo de dados de entrada para o modelo inverso.
Além disto, os valores obtidos para o contorno nesta analise servirdo como base de

comparacao para os resultados obtidos na analise inversa.
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Figura 7-46 - Deslocamento X ao longo de L-01.
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Figura 7-47 - Forc¢a de superficie Y ao longo de L-01.
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Figura 7-48 - Deslocamento X ao longo de L-03.
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Figura 7-49 - Deslocamento Y ao longo de L-03.
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Figura 7-50 - Forca de superficie X ao longo de L-03.
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Figura 7-51 - For¢a de superficie Y ao longo de L-03.
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Figura 7-52 - Deslocamento X ao longo de L-06.
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Figura 7-53 - Deslocamento Y ao longo de L-06.
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FORGA DE SUPERFICIE NA DIREGAO Y AO LONGO DE L-06
0.000 r T T T T

10 20 30 40 50 L06 0

-200.000 4

-400.000 4

-600.000 4

-800.000 -

FORGA DE SUPERFICIE Y (MPa)

-1000.000 n o n ~ rn o~ rn

—=—ANALISE DIRETA (8)
—e—ANALISE DIRETA (B}
ANALISE DIRETA (C)

~1200.000
POSIGAQ EM L06 (cm)

Figura 7-54 - For¢a de superficie Y ao longo de L-06.

4 Analise inversa

No problema inverso de valor de contorno referente ao problema direto apresentado na
(Figura 7-42), os valores do contorno do problema (vinculagdo e carregamento) sdo tidos
como incognitos. Sdo conhecidos valores de deslocamentos em pontos selecionados no
interior do dominio do problema, que irdo gerar o sistema de equagdes do modelo inverso.
- Discretizacdo: Para andlise inversa deste problema, optou-se pela utilizagdo de uma
discretizagdao do contorno similar a configuracao (C) apresentada para analise direta. A analise
inversa foi realizada com os dados de deslocamentos em trés configura¢des de escolha dos

pontos internos ao dominio do problema (Tabela 7-4).

Interior
| Grade uniforme de pontos com 20 linhas e 20 colunas — (Figura 7-55)
11 Grade uniforme de pontos com 30 linhas e 30 colunas — (Figura 7-56)
111 Grade uniforme de pontos com 50 linhas e 50 colunas — (Figura 7-57)

Tabela 7-4 - Configuracgdes de escolhas dos pontos internos para analise inversa.
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Figura 7-55 - Configuracio (I) para escolha dos pontos internos.
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Figura 7-56 - Configuracio (II) para escolha dos pontos internos.
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Figura 7-57 - Configuracao (IIT) para escolha dos pontos internos.

- Resultados: Para este problema também se realizou a analise inversa do problema em cada
configuragdo de discretizagdo e utilizando-se cada um dos quatro métodos de regularizacao e
minimizagdo. O resultado disto ¢ um grande niimero de curvas geradas para este tipo de
analise. Assim sendo apresentar-se-4 apenas alguns dos graficos gerados, buscando
demonstrar o comportamento geral dos métodos propostos na resolugdo deste problema. Os
resultados foram agrupados pelos métodos de resolugdo e algumas das varidveis analisada

foram escolhidas para serem ilustradas ao longo de trés faces do contorno (L-01, L-03 e L-

06).

a) MQD — Minimos Quadrados: Os resultados obtidos pelo método dos minimos quadrados
para este problema estdo apresentados a seguir (Figura 7-58 a Figura 7-66). Os valores de
deslocamento foram recuperados em todas as configuracdes com oscilagdes nos extremos
principalmente nas duas primeiras configuragdes. Ja para as forcas de superficie o
comportamento foi um pouco mais instavel com oscilagdes de magnitudes bem superior aos
valores base de comparagdo, necessitando-se com isto, plotar um “grafico zoom” para mostrar
o real comportamento dos resultados. Para este método verifica-se a necessidade de mais

pontos internos para geragao de mais equagdes adicionais para estabiliza o sistema.
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Figura 7-58 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela anailise inversa com MQD.
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Figura 7-59 - For¢a de superficie Y ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com MQD.
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Figura 7-60 - Deslocamento X ao longo de L-03 obtido pela anailise inversa com MQD.
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Figura 7-61 - Deslocamento Y ao longo de L-03 obtido pela analise inversa com MQD.
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Figura 7-62 - Forca de superficie X ao longo de L-03 obtido pela analise inversa com MQD.
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Figura 7-63 - Forca de superficie Y ao longo de L-03 obtido pela andlise inversa com MQD.
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Figura 7-64 - Deslocamento X ao longo de L-06 obtido pela analise inversa com MQD.
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Figura 7-65 - Deslocamento Y ao longo de L-06 obtido pela anailise inversa com MQD.
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Figura 7-66 - Forc¢a de superficie Y ao longo de L-06 obtido pela anélise inversa com MQD.

Manoel Dénis Costa Ferreira. Analise inversa em sdlidos bidimensionais utilizando o método dos elementos de contorno.



Capitulo 7 - Exemplos de aplicagdes. 127

b) SVD — Decomposicao em valor singular: Os resultados alcancados pelo método de
decomposi¢cdo em valor singular estdo apresentados a seguir (Figura 7-67 a Figura 7-75).
Aqui, tanto os deslocamentos quanto as for¢as de superficie foram recuperados em todas as
configuracdes de discretizagdo, com oscilagdes de amplitudes bem inferiores as apresentada
pelo MQD para as forcas de superficie. Para este método as configuragdes propostas foram

suficientes para obtencao de bons resultados.
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Figura 7-67 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-68 - Forca de superficie Y ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-69 - Deslocamento X ao longo de L-03 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-70 - Deslocamento Y ao longo de L-03 obtido pela anilise inversa com SVD.
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Figura 7-71 - Forca de superficie X ao longo de L-03 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-72 - For¢a de superficie Y ao longo de L-03 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-73 - Deslocamento X ao longo de L-06 obtido pela andlise inversa com SVD.
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Figura 7-74 - Deslocamento Y ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-75 - For¢a de superficie Y ao longo de L-06 obtido pela analise inversa com SVD.

C) TKN — Regularizacido de Tikhonov: Da Figura 7-76 a Figura 7-84 estdo ilustrados os
resultados obtidos pelo método de regularizagdo de Tikhonov. Este método apresentou
solucdes mais estaveis que os dois métodos anteriores (MQD e SVD). Consegui-se obter bom
resultados tanto para deslocamentos quanto para as forgas de superficie em todas as
configuracdes de discretizagdo, com oscilagdes de amplitudes bem inferiores as apresentada
pelos métodos anteriores. Para este método as configuragdes propostas também foram

suficientes para obtencao de bons resultados.
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Figura 7-76 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela anailise inversa com TKN.
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Figura 7-77 - For¢a de superficie Y ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com TKN.
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Figura 7-78 - Deslocamento X ao longo de L-03 obtido pela anilise inversa com TKN.
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Figura 7-79 - Deslocamento Y ao longo de L-03 obtido pela anilise inversa com TKN.
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Figura 7-80 - Forca de superficie X ao longo de L-03 obtido pela anilise inversa com TKN.
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Figura 7-81 - Forca de superficie Y ao longo de L-03 obtido pela andlise inversa com TKN.
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Figura 7-82 - Deslocamento X ao longo de L-06 obtido pela analise inversa com TKN.
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Figura 7-83 - Deslocamento Y ao longo de L-06 obtido pela anilise inversa com TKN.
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Figura 7-84 - For¢a de superficie Y ao longo de L-06 obtido pela analise inversa com TKN.

C) FTK - Filtro de Tikhonov: Da Figura 7-85 a Figura 7-93 sdo apresentados os resultados
obtidos pela andlise inversa com a utilizagdo do Filtro de Tikhonov. Os resultados
apresentados por este método mostraram um comportamento similar ao apresentado pelo
método de regularizagdo de Tikhonov, com bom comportamento em deslocamento e
pequenas oscilacdes nas for¢as de superficie quando comparadas as apresentadas pelos

métodos MQD e SVD.
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Figura 7-85 - Deslocamento X ao longo de L-01 obtido pela analise inversa com FTK.
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Figura 7-86 - Forc¢a de superficie Y ao longo de L-01 obtido pela andlise inversa com FTK.
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Figura 7-87 - Deslocamento X ao longo de L-03 obtido pela anailise inversa com FTK.
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Figura 7-88 - Deslocamento Y ao longo de L-03 obtido pela analise inversa com FTK.
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Figura 7-89 - Forca de superficie X ao longo de L-03 obtido pela anélise inversa com FTK.
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Figura 7-90 - Forca de superficie Y ao longo de L-03 obtido pela anélise inversa com FTK.
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Figura 7-91 - Deslocamento X ao longo de L-06 obtido pela analise inversa com FTK.
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Figura 7-92 - Deslocamento Y ao longo de L-06 obtido pela anailise inversa com FTK.
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Figura 7-93 - For¢a de superficie Y ao longo de L-06 obtido pela andlise inversa com FTK.
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7.2 Problema inverso de estimativa dos parametros do modelo

coesivo

Nesta secdo sera apresentado um exemplo da aplicacdo do programa desenvolvido na
analise de problemas inversos de estimativa dos parametros do modelo de fraturamento
coesivo. Neste tipo de problema o objetivo ¢ obter os valores de abertura e forgas de
superficie normal a tragdo nas faces da fratura a partir de medidas de deslocamentos em
pontos internos ao dominio e reconstruir a curva de amolecimento do modelo coesivo através

de um processo de regressao.

7.2.1 Exemplo 01: Viga submetida a flexdo em trés pontos com curva

linear para o modelo coesivo

<4 Descriciio do problema

Viga submetida a flexdao em trés pontos com fissura alinhada a carga no meio do vao
(Figura 7-94), problema tipico de fraturamento em Modo I. A peca apresenta modulo de
elasticidade longitudinal E = 30000 MPa, e os seguintes parametros para o modelo coesivo:

£,” = 3.0 MPa, G¢= 75 N/m e Au. = 5.00 x 107,

P A
| £ f’=3.0 MPa
G=75 N/m
Au=5x10° m
E=30000 MPa % E=30000 MPa 20 cm
v=0.15 v=0.15
a,=5 cm T Gf
40 cm | 40 cm | Au,

—

Figura 7-94 - Problema proposto para o exemplo 03.

- Objetivo: Neste exemplo pretende-se obter os parametros que descrevem a curva de
amolecimento do modelo de fratura coesiva a partir do conhecimento de deslocamentos em

pontos selecionados no dominio do problema.
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<4 Analise direta
Por ndo haver dados experimentais de campos de deslocamentos para este problema,
os dados que alimentardo o modelo inverso, que sdo as medidas de deslocamentos na dire¢ao

X € y em pontos internos ao dominio, foram obtidos pela analise direta deste problema.

- Discretiza¢ao: O problema foi modelado por duas sub-regides com elementos de interface
com curva linear de amolecimento para o modelo coesivo de fratura. Para andlise direta deste
problema fez-se a avaliagdo de uma séria de configuragdes para discretizagdo do problema

como apresentado na (Tabela 7-5).

Contorno
70 elementos de contorno + 15 elementos de interface — (Figura 7-95)
110 elementos de contorno + 30 elementos de interface — (Figura 7-96)

210 elementos de contorno + 60 elementos de interface — (Figura 7-97)
Tabela 7-5 - Configuracdes de discretizacdes do contorno.

A= (>

- Carregamento: O carregamento foi aplicado em 100 incrementos através da imposicao de

deslocamentos no ponto de aplicacao da carga.

DISCRETIZAGAO A
025

020 4

015

> 0104

005

000 4

70 Elementos de contorno
15 Elementos de interface

-005 T T T T T T T T |

-0.05 0.05 015 025 035 045 0.55 065 075 085
X

Figura 7-95 - Configuracio (A) de discretiza¢io do contorno.
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DISCRETIZAGAO B
0325

020

015

0.10
>
0.05
000
110 Elementos de contorno
30 Elementos de interface
005
-0.05 0.05 0.15 025 035 045 0.55 0.65 0.75 0.85
X
Figura 7-96 - Configuracio (B) de discretizacdo do contorno.
DISCRETIZAGAO C

025

020

015

0.10

>
0.05
0.00
-|210 Elementos de contorno
) |60 Elementos de interface
005 +— - - - - - - - - - - - - T T
-0.05 0.05 015 025 035 045 0.55 065 075 085

Figura 7-97 - Configuracio (C) de discretizacido do contorno.

- Resultados: Com a comparagdo das curvas (Carga x Flecha) mostrada na (Figura 7-98),
obtidas pela analise direta nas trés configuragdes de discretizacdo, e a encontrada
experimentalmente por SALEH, A.L. (1997). Optou-se pela escolha da discretizacao (B) para
obtencdo dos valores de deslocamentos nos pontos internos, que servirdo de dados de entrada
para o modelo inverso. Além disto, os valores obtidos para o contorno nesta analise servirdo

como base de comparagao para os resultados obtidos na analise inversa.
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CARGA x FLEXA
100000.00 5

—m— Curva Experimental
—a— Curva Numérica (A)

Curva Numérica (B}
—a— Curva Numérica (C)

80000.00 4

60000.00 4

CARGA (N)

40000 00 i

2000000

0.00 ! ! ! ! ! ! !
0.00E+00 5 00E-05 1.00E-04 1 50E-04 2.00E-04 250E-04 3.00E-04 350E-04
FLEXA (m)

Figura 7-98 - Comparacio do comportamento das Curvas (CARGA x FLEXA) obtidas na analise direta
com a experimental.

4 Analise inversa

No problema inverso de identificagdo dos parametros do modelo coesivo referente ao
problema apresentado na (Figura 7-94), o que se busca ¢ avaliar o comportamento da interface
através do conhecimento dos valores de deslocamentos em pontos selecionados no interior do
dominio do problema e através de uma regressdo reconstruir a curva de amolecimento do

modelo de fraturamento coesivo.

- Discretizacdo: Para analise inversa deste problema, optou-se pela utilizacdo de uma
discretizagdo do contorno similar configuracdo (B) realizada na andlise direta. A andlise
inversa foi realizada com os dados de deslocamentos em quatro configuragdes de escolha dos
pontos internos ao dominio do problema (Tabela 7-6) ao final da aplicagdao do incremento de

carga numero 50.

Interior
1 Grade uniforme de pontos com 5 linhas e 10 colunas
11 Grade uniforme de pontos com 10 linhas e 20 colunas
111 Grade uniforme de pontos com 20 linhas e 40 colunas
IV Grade uniforme de pontos com 30 linhas e 60 colunas

Tabela 7-6 - Configuracées de escolhas dos pontos internos para analise inversa.
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DISCRETIZAGAO B-l
025

0.20

015

0.10

0.05

000

-0.05
-005 005 015 025 035 045 055 065 075 035
X

Figura 7-99 - Configuracio (I) para escolha dos pontos internos.

DISCRETIZAGAO B-Il

-0.05 005 015 025 035 045 055 065 075 085
X

Figura 7-100 - Configuracio (II) para escolha dos pontos internos.

DISCRETIZAGCAQ B-lll

-005 0.05 015 025 0.35 045 0.55 065 075 085
X

Figura 7-101 - Configuracio (III) para escolha dos pontos internos.
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DISCRETIZAGAQ B-IV
025 4

0.20

015 A

010

005 4

0.00 4

-005 T T T T T T T T |
-005 0.05 015 025 035 045 055 065 075 0.85
X

Figura 7-102 - Configurac¢ao (IV) para escolha dos pontos internos.

- Resultados: A seguir serdo apresentados os resultados obtidos pela andlise inversa do
problema de estimativa dos parametros do modelo coesivo para cada configuragdo de
discretizagdo e com os quatro métodos de regularizacdo e minimizagdo. Neste tipo de
problema o alvo principal ¢ o comportamento da interface, que aqui representa o caminho que
a fratura se propaga. Na interface os valores analisados sdo: a abertura apresentada entre uma

face e outra e as forgas normais de tracao que estdo agindo nas faces da interface.

a) MQD - Minimos Quadrados — Os resultados obtidos pelo método dos minimos
quadrados apresentados (Figura 7-103 a Figura 7-106), s6 mostraram certo grau de
estabilidade para a ultima configuracdo de escolha dos pontos internos (configuracao IV),
porém ainda com alguma oscilagdo dos resultados. Com relacdo a abertura na interface, os
resultados para esta configuragdo apresentam-se estaveis nos nds que ja entraram no processo
de fraturamento coesivo. Os pontos que ainda ndo entraram no processo apresentam certa
oscilagdo. No caso das for¢as normais a tracdo na interface acontece algo semelhante, porém
com um grau maior de oscilagdes nos resultados. Portanto, para este método seria necessaria a
geragdo de mais equagdes a partir do conhecimento de mais medidas de deslocamentos do

interior do dominio.
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ABERTURA NA INTERFACE
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Figura 7-103 - Abertura nos nés da interface obtida na analise inversa com MQD.

FORGA NORMAL DE TRAGAO NA INTERFACE
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5000000 00

6000000 00

700000000

-8000000.00

-8000000 00
-10000000.00 1 4~ ANALISE DIRETA
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FORGCA NORMAL DE TRAGAO NA INTERFACE
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Figura 7-104 - Forca normal a tracio nos nés da interface obtida pela analise inversa com MQD.

CURVA DE AMOLECIMENTO DO MODELO COESIVO

FORGA NORMAL DE TRAGAQ NA INTERFACE

| - ANALISE DIRETA
|~ ANALISE INVERSA B-vI

ABERTURA

Figura 7-105 - Curva abertura x Carga normal de tragfo na interface obtida pela analise inversa com
MQD.
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CURVA DE AMOLECIMENTQ DO MODELQ COESIVO

5000000.00 - ,
—m— ANALISE DIRETA
ANALISE INVERSA B-V]
W 5000000.00 —Linear tANALISE DIRETA)
£ Linear (ANALISE INVERSA B-V)
i
E 400000000
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< [3000000.00
b
=
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-
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=
o
2 1000000.00 -
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o
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0.00F+00° 500E-06 1 00E-05 1 50E-05 | 200E-05 | 2 50E-05 300E-05 |3 50E-05 4 00E-05 ' 4 50E-05 | 500E-05

-1000000.00 -
ABERTURA NA INTERFACE

Figura 7-106 - Curva de amolecimento do modelo coesivo obtida pela analise inversa com MQD.

b) SVD — Decomposicido em valor singular - Os resultados obtidos pelo método da
decomposicdo em valor singular apresentados (Figura 7-107 a Figura 7-110), mostraram-se
estaveis para todas as quatro configuragdes de escolha dos pontos internos. A estimativa dos
parametros do modelo coesivo vao melhorando com o aumento de leituras dos deslocamentos,
apresentando-se assim melhor resultado para a (configuracdo IV). Com este método os
parametros do modelo coesivo foram recuperados com um erro aceitavel com todas as
configuracdes testada, o aumento no nimero de leitura melhoraria ainda mais a estimativa dos
valores diminuindo este erro.

DECOMPOSICAO EM VALOR SINGULAR - ABERTURA NA INTERFACE
8.00E-05

=~ ANALISE DIRETA

et lag —— ANALALISE INVERSA B

70005 1B ANALALISE INVERSA B
—e— ANALALISE INVERSA B

.50E-05 4 ANALALISE INVERSA B-IV
6 00E-05 4

5 50E-05 4

5.00E-05 S

4 50E-05
4 00E-05 A
3.50E-05
3.00E-05 +
250E-05 4
2.00E-05 +
1.50E-05
1.00E-05 A
5.00E-06 4
OOE+ +———TT T T T T T T T T T T T T T T #
SO0E-06 0123 4 5@ T 9 10111213 1415 1617 1819 20@)22 2324 2526 27 28 29 313238
-1.00E-05 4
-1.50E-05 4
-2.00E-05 -

ABERTURA

NOS

Figura 7-107 - Abertura nos noés da interface obtida na analise inversa com SVD.
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DECOMPOSIGAO EM VALOR SINGULAR - FORGA NORMAL DE TRAGAO NA INTERFACE
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Figura 7-108 - Forca normal a tracio nos nés da interface obtida pela analise inversa com SVD.
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Figura 7-109 - Curva abertura x Carga normal de tracio na interface obtida pela analise inversa com
SVD.
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Figura 7-110 - Curva de amolecimento do modelo coesivo obtida pela analise inversa com SVD.
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¢) TKN — Regularizagao de Tikhonov - Os resultados obtidos pelo método de regularizagdo
de Tikhonov apresentados (Figura 7-111 a Figura 7-114), também se mostraram estaveis para
todas as quatro configuracdes de escolha dos pontos internos. A estimativa dos parametros do
modelo coesivo apresenta melhora com o aumento de leituras dos deslocamentos, assim
sendo, a (configuracao IV) apresentou resultados com melhor precisdo. Com este método os
parametros do modelo coesivo foram recuperados com precisdo aceitavel para todas as
configuragdes testada, o aumento no nimero de leituras se justificaria pela necessidade de

diminuir ainda mais o erro nos valores encontrados nesta avaliagao.
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Figura 7-111 - Abertura nos nés da interface obtida na analise inversa com TKN.
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Figura 7-112 - Forca normal a traciio nos nds da interface obtida pela analise inversa com TKN.
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REGULARIZAGAO DE TIKHONOV - CURVA DE AMOLECIMENTO DO MODELO COESIVO
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Figura 7-113 - Curva abertura x Carga normal de tracio na interface obtida pela analise inversa com
TKN.

REGULARIZACAO DE TIKHONOV - CURVA DE AMOLECIMENTQ DO MODELOQ COESIVO
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Figura 7-114 - Curva de amolecimento do modelo coesivo obtida pela analise inversa com TKN.

d) FTK - Filtro de Tikhonov - Os resultados obtidos pela aplicacdo do filtro de Tikhonov,
que ¢ o emprego conjunto do método de regularizacdo de Tikhonov e a decomposicdo em
valores singular, ndo apresentaram estabilidade para este problema em nenhuma das
configura¢des de escolha dos pontos de medidas dos deslocamentos no interior do dominio
propostas inicialmente no desenvolvimento deste problema. Para todas as configuragdes
conseguiu-se certa estabilidade nos valores de abertura, porém, as componentes de forga
normal a tra¢do ndo foram recuperadas. Com isto os parametros do modelo coesivo que sdo o
resultado da relagdo entre a abertura e as forcas normais de tracdo, objetos da andlise deste

exemplo, ndo puderam ser recuperados.
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- Estudo da estabilidade dos métodos com a inclusao de erros nos dados de entrada: Para
este problema se buscou fazer uma avaliacao da estabilidade dos métodos que apresentaram
melhor solucdo (regularizagdo de Tikhonov e decomposi¢do em valores singular) na resolucao
do problema com dados de entrada tidos como exatos, isto €, procedentes da andlise direta
sem a inclusdo de erro. Para isto, realizou a analise deste problema na configuragdo testada
mais favordvel (configuracdo IV) com a inser¢ao de erros aleatorios dentro de faixas pré-

estabelecidas aos dados que alimentam o modelo inverso.

a) Estudo de estabilidade do método de decomposicio em valor singular - Os resultados
para analise inversa com inser¢ao de erro nos dados de entrada, simulando possiveis ruidos de
leituras experimentais dos dados, estdo apresentados a seguir (Figura 7-115 a Figura 7-120).
Vé-se pelos resultados que pequenos ruidos nos dados de entrada geram na determinacao das
componentes de for¢a normal de tragdo na interface grande oscilagdo em torno do valor
correto. Isto ndo acontece com os valores de abertura na interface, eles permanecem quase
que inalterados. Contudo, as oscilagdes nas componentes de for¢ca normal de tragdo quando
unida aos valores de aberturas da interface geram oscilagdes na curva final de amolecimento
do modelo coesivo, porém, com a regressdo linear sobre os valores, nota-se que a tendéncia

permanece coerente, porém com um grau de erro maior que os ruidos implantados.
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Figura 7-115 - Abertura nos nods da interface obtida na analise inversa com SVD e dados com ruidos.
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DECOMPOSIGAO EM VALOR SINGULAR - FORGA NORMAL DE TRAGAO NA INTERFACE

12000000.00

- ANALISE DIRETA

11000000.00
10000000.00

—— ANALISE INVERSA 0%

900000000

ANALISE INVERSA D 5%

8000000.00
7000000.00

—e— ANALISE INVERSA 1.0%

£000000.00

ANALISE INVERSA 1.5%

500000000
4000000.00

2000000.00

2000000.00

L

1000000.00 |
o0 1A=

-1000000.00

rﬁ;‘k‘gj@ 7»«

Sl

-2000000.00
-3000000.00

-4000000.00

-5000000.00
-6000000.00

-7000000.00

FORGCA NORMAL DE TRAGCAO NA INTERFACE

-8000000.00
-8000000.00

-10000000.00

-11000000.00
-12000000.00

NOS

Figura 7-116 - Forca normal a tracdo nos nés da interface obtida pela analise inversa com SVD e dados

com ruidos.

DECOMPOSIGAO EM VALOR SINGULAR - CURVA DE AMOLECIMENTO DO MODELO COESIVO
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Figura 7-117 - Curva abertura x Carga normal de tragcio na interface obtida pela analise inversa com
SVD e dados com roidos.
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Figura 7-118 - Curva de amolecimento do modelo coesivo obtida pela analise inversa com SVD e dados

com ruidos.
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DECOMPOSICAO EM VALOR SINGULAR - INFLUENCIA DO ERRO NA OBTENGAO DE ft
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Figura 7-119 - Erro na estimativa de f°; com a inser¢fo de ruidos nos dados na analise com SVD.

DECOMPOSIGAO EM VALOR SINGULAR - INFLUENCIA DO ERRO NA OBTENCAO DE Auc
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Figura 7-120 - Erro na estimativa de Au. com a insercio de ruidos nos dados na analise com SVD.

A = A DR . DR . A
ATC
-60000000000.0000013000000.00000[3000000.00000| 5.00000E-05 0.00000 0.00000
A R A RRO RRO A
-59340689326.506202998625.979182998625.97918) 5.05324E-05 0.04580 1.06475
+0.5% A B fy Aug ERRO fy | ERRO Au,
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+1 EO,
=1.5% -55421619005.137102823629.341122823629.34112| 5.09482E-05 5.87902 1.89631

Tabela 7-7 - Comportamento dos parimetros do modelo coesivo com a insercio de ruidos nos dados na
analise com SVD.

Manoel Dénis Costa Ferreira.
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b) Estudo de estabilidade do método de regularizacio de Tikhonov - Os resultados para
analise inversa com insercdo de erro nos dados de entrada, para o caso da utilizacdo do
método de regularizagdo de Tikhonov estdo apresentados nas (Figura 7-121 a Figura 7-126).
Vé-se, pelos resultados, que os ruidos nos dados de entrada geram nos valores das
componentes de for¢ca normal de tragdo na interface oscilagdes em torno do valor correto, mas
com amplitudes menores que as apresentadas pelo SVD. Os valores de abertura na interface
permanecem como o encontrado pelo SVD, quase inalterados. As oscilagdes nas componentes
de forca normal de tragdo, quando unida aos valores de aberturas da interface, geram
oscilagdes na curva final de amolecimento do modelo coesivo, mas com amplitudes menores.
A regressdo linear realizada sobre os valores recupera a tendéncia coerente da curva do
modelo coesivo, porém com um grau de erro maior que os apresentados no SVD. Por
apresentar oscilagdes menores nos valores base do problema (abertura e forca normal de
tracdo) este método apresenta uma solu¢do mais confiavel que a apresentada pelo método da
decomposi¢cdo em valor singular. Todavia, esta solucdo poderia ser melhorada em ambos os
métodos com a leitura de mais dados de deslocamentos no interior do dominio do problema.
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Figura 7-121 - Abertura nos noés da interface obtida na analise inversa com TKN e dados com ruidos.
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REGULARIZAGAO DE TIKHONOV - FORGA NORMAL DE TRAGAO NA INTERFACE
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Figura 7-122 - Forca normal a tracio nos nés da interface obtida pela analise inversa com TKN e dados
com ruidos.

REGULARIZAGAO DE TIKHONOV - CURVA DE AMOLECIMENTO DO MODELO COESIVO
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Figura 7-123 - Curva abertura x Carga normal de tragdo na interface obtida pela analise inversa com
TKN e dados com roidos.
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Figura 7-124 - Curva de amolecimento do modelo coesivo obtida pela analise inversa com TKN e dados
com ruidos.
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REGULARIZAGAO DE TIKHONOV - INFLUENCIA DO ERRO NA OBTENGAO DE ft
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Figura 7-125 - Erro na estimativa de f; com a insercio de ruidos nos dados na analise com TKN.

REGULARIZAGAO DE TIKHONOV - INFLUENCIA DO ERRO NA OBTENGAO DE Auc
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Figura 7-126 - Erro na estimativa de Au. com a inser¢ao de ruidos nos dados na analise com TKN.
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Tabela 7-8 - Comportamento dos parimetros do modelo coesivo com a inserc¢io de ruidos nos dados na
analise com TKN.
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Conclusao

Capitulo

Este capitulo trard uma série de conclusdes que puderam ser verificadas no decorrer do
desenvolvimento deste trabalho e com a andlise dos resultados obtidos pela ferramenta
computacional implementada. Elas serdo mostradas a seguir tentando-se tracar um paralelo

com 0s objetivos almejados para este trabalho.

8.1 Objetivos alcangados e conclusoes

I - Com o estudo dos livros, trabalhos e artigos publicados sobre o tema foi possivel
apresentar neste trabalho um apanhado geral para o tratamento de problemas inversos,
mostrando a importancia, aplicabilidade, classificagdo, técnicas de resolug@o e os problemas

que este tipo de analise apresenta por se tratar de um problema mal-posto.

I - A ferramenta computacional implementada mostrou-se eficiente no tratamento dos
problemas inversos de valor de contorno e de estimativa do modelo coesivo. A formulacao do
MEC para a solugdo de problemas de analise inversa demonstrou ser simples e de grande
eficiéncia. Foram analisados apenas problemas cuja fonte de dados foi o correspondente
problema direto com a introducdo de erros aleatorios (truncamento) ou ndo. Porém o modelo
mostrou-se preciso e estavel. A obtencdo de pardmetros de fratura foi feita para o caso
particular de fratura coesiva, porém o modelo se aplica a qualquer outro critério que for

adotado.

III - Com a analise dos resultados obtidos para os exemplos propostos com a ferramenta
computacional implementada foi possivel verificar o comportamento dos métodos de
minimizagdo e regularizacdo implementados. O que se verificou foi uma maior estabilidade
nos métodos de regularizacao de Tikhonov e de decomposi¢ao em valor singular mesmo nas
primeiras configuracdes de escolha dos pontos internos para leitura dos deslocamentos,

apresentado bons resultados para nimeros minimos de leituras. J& o método dos minimos
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quadrados apresentou convergéncia para uma configuracao estavel, porém com um nimero de
leituras muito alto em relagdo ao nimero de incognitas do problema analisado, principalmente
em problemas mais complexos envolvendo dominios de materiais distintos e na determinagao
dos parametros do modelo coesivo. A composi¢do formada pela utilizagdo da decomposi¢ao
em valor singular sobre o método de regularizagdo de Tikhonov, aqui chamada de filtro de
Tikhonov, apresentou comportamento variavel hora com boas solugdes hora com solucdes

ruins.

8.2 Propostas de trabalhos

IV — Fazendo um paralelo com o IV item dos objetivos almejados, serdo apresentadas
algumas propostas para trabalhos futuros para o desenvolvimento desta area de pesquisa aqui
no departamento de estruturas da EESC, podem-se destacar as seguintes:

- Verificagdo da validade deste modelo com andlise de problemas com dados obtidos
experimentalmente;

- Implementagdo das outras classes de problemas inversos citados neste trabalho;

- Utilizagdo dos métodos evolutivos (algoritmos genéticos, colonia de formiga e redes
neurais) no tratamento dos problemas inversos aqui propostos;

- Adaptacao deste modelo para o tratamento de problemas inversos de potencial como, por

exemplo, os referentes a sistemas com conducao de calor.
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Anexo A - Fungao Delta de Dirac. A-a

Anexo

Funcao Delta de Dirac

A fun¢do Delta de Dirac tem suas propriedades estudadas na Teoria de Fungdes
Generalizadas e constitui uma ferramenta capaz de representar for¢cas concentradas na Teoria
da Elasticidade ou fontes concentradas na Teoria de Potencial. Ela pode se facilmente

deduzida a partir da diferenciagdo da fun¢do “Have Size” ou fun¢do degrau.

A fungdo Delta de Dirac esté representada na figura abaixo:

h 8(8)(X)

1/¢

-e/2 +e/2

Figura A-1 - Delta de Dirac.

Sendo a funcdo 8°)(x), podendo ser definida da seguinte maneira:

50 {1/3, para -g/2<x<¢&/2

0, para |x| >e/2

onde € ¢ um numero positivo.

Tem-se a integral:

I=["6Y(x)f(x)dx

Fonte: Wutzow (2003).
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onde f(x) é uma funcdo qualquer bem definida em x=0. Se ¢ for suficientemente pequeno, a
variagdo de f(x) no intervalo efetivo de integracdo [-&/2, €/2] ¢ negligencidvel e f(x)

permanece igual a f(0), de forma que:
1= 1) 6 x)dx = 7 (0)

A aproximagdo ¢ tanto melhor quanto menor for €. Na passagem ao limite, quando

€—0, obtém-se a definicdo da fun¢do Delta de Dirac pela relagao:

[769x) £ (e = 1(0)

valida para qualquer fun¢ao f(x) definida na origem, uma defini¢do mais geral seria:

[T o0e—x,)dx = f(x,).

O conceito da funcdo Delta de Dirac pode facilmente se estendida aos dominios n-
dimensionais. Considerando uma func¢do f que depende da localizagdo de cada ponto no
corpo, defini-se d(p,Q), como a fungdo Delta de Dirac, quando sdo validas as seguintes

propriedades:

5(6) (X) _ {OO’ parap = Q
0, parap #Q

[2(©)5(p.0)dQ = g(p)

A fungdo Delta de Dirac também pode ser representada da seguinte maneira:

S(p,Q)=A".

Fonte: Wutzow (2003).
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Funcao Delta de Kronecker

Anexo

Na formulagao de certos problemas, ¢ muitas vezes necessario empregar-se o conceito
de matriz identidade através de uma fung¢do que a represente. Este papel ¢ muito bem

desempenhado pela funcao Delta de Kronecker que ¢ definida por:

Isei=j
5,=6,=1"""""
ol 0, sei#

ou seja, a matriz:
5, I,
521 522 52:71
[a]=] " 7

0

nl

5n 2

equivale a matriz identidade.

E imediato verificar que qualquer que seja a matriz quadrada M;jj e o vetor A se tem:

0.A4. = A

gy !

5z'ijk =Mik =M,6

i~ jk

5,8,=0,

7 i

Sendo que a ultima expressdo indicativa de que o simbolo de Kronecker ¢ uma

multiplicidade simétrica.

Fonte: Wutzow (2003).
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Anexo B - Fungdo Delta de Kronecker.

Fonte: Wutzow (2003).
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Anexo

Quadratura de Gauss-Legendre

O estudo neste anexo baseou-se nos livros dos professores Assan (2003) e Brebbia &
Domingues (1992).

Dada uma funcdo f(x) continua e definida no intervalo a<x<b, ¢ possivel calcular o
valor aproximado (numérico) da integral dessa funcdo em certos pontos x;, tais que a<x;<b

utilizando uma combinacao linear dos mesmos, assim:

[ 7 G = wf () v, f )+t wf )+t w, ()

onde f(x;) € o valor da fun¢@o no ponto X; ¢ w; sdo valores denominados pesos da func¢do neste
ponto. Para cada numero n de pontos existe um peso equivalente, e estes valores sdo
tabelados.

Obviamente que quanto maior o nimero de pontos utilizados na aproximagao, melhor
o resultado, enquanto que uma aproximag¢ao com somente 1 ponto de Gauss, por exemplo, a
resposta ¢ bastante grosseira.

Fazendo a transformacao para coordenadas adimensionais &, valida num intervalo -1 <

§ <1, a equacgdo anterior fica:
b +1 NG
[ rac=J[ e@ds=J) we&)
i=1

onde NG ¢ o nimero de pontos de Gauss da integracdo, J o Jacobiano da transformag¢do, dado

por:

Fonte: Vicentini (2006).
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Estes pontos estdo localizados simetricamente em relacdo ao centro do intervalo a ser
integrado e os pares simétricos possuem o mesmo peso. Por exemplo, para até 4 pontos de

Gauss tem-se:

Pontos de Gauss

NG i Valor (&) Peso (W)

1 1 0 2
1 1/:3 1

? 2 ~1/\3 1
1 0,6 5/9

3 2 0 8/9
3 -J0,6 5/9
1 0,8611363116 0,3478548451

. 2 0,3399810435 0,6521451549
3 -0,3399810435 0,6521451549
4 -0,8611363116 0,3478548451

Para muitas fungoes de facil resolugdo analitica ndo é muito comum a utilizagdo deste

método, mas para fungdes complexa esta ¢ uma ferramenta matematica muito eficiente.

Fonte: Vicentini (2006).




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /All
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Warning
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJDFFile false
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /LeaveColorUnchanged
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments false
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /Description <<
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000500044004600206587686353ef901a8fc7684c976262535370673a548c002000700072006f006f00660065007200208fdb884c9ad88d2891cf62535370300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef653ef5728684c9762537088686a5f548c002000700072006f006f00660065007200204e0a73725f979ad854c18cea7684521753706548679c300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /FRA <>
    /ITA <>
    /JPN <>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020b370c2a4d06cd0d10020d504b9b0d1300020bc0f0020ad50c815ae30c5d0c11c0020ace0d488c9c8b85c0020c778c1c4d560002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken voor kwaliteitsafdrukken op desktopprinters en proofers. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents for quality printing on desktop printers and proofers.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
    /PTB <>
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /NoConversion
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /NA
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure true
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles true
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /NA
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /LeaveUntagged
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [4000 4000]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


