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Resumo

LEITE, L.G.S. (2007) - Desenvolvimento de modelos numeéricos para anélise de
problemas de intera¢ao de dominios bidimensionais. 2007. 160f. Tese (Doutorado)

- Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos 2007.

Neste trabalho foi desenvolvida uma formulacao para anéalise de so6lidos bidimen-
sionais constituidos por multiregioes utilizando-se do Método dos Elementos de
Contorno para analise linear e nao linear. Para o caso de anélise linear foi es-
tudado o caso de regides constituidas por sub-regioes de diferentes caracteristicas
mecanicas, utilizando-se técnicas que inicialmente consideram a compatibilidade de
deslocamentos e o equilibrio de forcas na interface entre as sub-regides, antes de se
escrever as equagoes de equilibrio. Inicialmente foi feita uma formulacao, chamada
neste trabalho de formulacao singular, onde leva-se em conta apenas os desloca-
mentos incognitos na interface e, posteriormente, foi desenvolvida outra formulacao
denominada hipersingular, onde sao preservadas na interface apenas as forcas de
superficie. Para inclusoes muito esbeltas, foi utilizada a técnica da condensagao de
dominios, onde o dominio 2D foi condensado inicialmente em um dominio linear
de fibra e posteriormente em viga. Foi utilizada a discretizacao de inclusoes muito
esbeltas com rigidez quase nula visando a simular o comportamento de uma regiao
de fratura elastica. A formulacao foi estendida para analise nao linear. A técnica
das tensoes iniciais foi adotada para modelar o sélido com regides danificadas. Foi
adotada a degeneracao de inclusoes muito esbeltas, que obedecem as leis constituti-
vas nao lineares da mecéanica do dano, simulando a origem de uma regiao de fratura.
Para se melhorar a precisao das integrais, foi adotada a integracao analitica sobre
todo contorno e também sobre o dominio. Foram testados vérios exemplos para

validar os modelos propostos.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno, Multidominios, Condensacao

de Dominios, Mecéanica do Dano, Degeneracao de dominios.



Abstract

LEITE, L.G.S. (2007) - Development of numerical models for interaction problems
of two-dimensional domain analysis. 2007. 160f. Thesis (Doctoral) - Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos (2007).

In this work, a boundary element formulation was developed to analyze 2D multire-
gions solids formed in the context of linear and non-linear analysis. Linear analysis
was adopted to study problems containing regions with different elastic parameters.
This formulation was used to study inclusion that could be degenerated to thin inclu-
sion to represent the behavior of fibers and beams embedded in the main solid. For
the linear problems, the sub-regions were adopted to represent structural elements
with different mechanical characteristics. The sub regions were joined together by
assuming the classical hypotheses of displacement compatibility and traction equi-
librium along the interfaces, but applied before the approximation of the boundary
and interface values. The alternative sub-region technique was developed initially to
eliminate traction values along the interfaces, introducing therefore only unknown
displacements. The technique was then modified to eliminate all displacements along
the interface preserving the traction as unknowns. For the case of very thin inclusi-
ons the formulation has been simplified to simulate fiber and beam reinforcements.
Appropriate displacement approximations across the thin sub-region have been as-
sumed. In this inclusion was also analyzed with the Elastic modulus degenerating
to zero, simulating therefore a crack problem. The formulation has been extended
to non-linear analysis. The initial stress procedure has been adopted to model solid
with damaged regions. The damaged regions were assumed to be very small to simu-
late non-linear crack behavior governed by damage mechanic models. To improve
the quality of the results all boundary and domains were integrated analytically.

Many examples have been tested to certify that the proposed models are reliable.

Keywords: Boundary Element Method, Multi-domain, Domain Condensation, Da-

mage, Domain Degeneration.
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1. INTRODUCAO

1.1 Consideracoes Iniciais

Com o advento dos computadores de grande capacidade de processamento,
surgiram varios métodos numéricos para analise de problemas de engenharia, tais
como na area da mecanica dos solidos e na engenharia das estruturas. Um dos pri-
meiros métodos surgidos foi o Método das Diferengas Finitas, seguido pelo Método
dos Elementos Finitos e depois pelo Método dos Elementos de Contorno. Ultima-
mente, no caso da mecanica dos solidos, apenas os dois tltimos métodos tém sido

mais frequentemente utilizados, assim como suas variagoes.

O método das diferencas finitas consiste da discretizagao do meio fisico a ser
analisado, utilizando-se noés sobre o cruzamento de linhas que, usualmente, sao pa-
ralelas ao sistema cartesiano. A equacao diferencial governante do problema fisico
é escrita para os nos através de uma aproximacao em termos de diferencas finitas
entre os nés para gerar um sistema algébrico de equagoes. Uma das vantagens do
método é que seu uso é amplamente geral, sendo utilizado principalmente na meca-
nica dos fluidos, pois o meio fluido possibilita uma discretizacao em malha bastante
regular, ja que o dominio a ser analisado nesta area possui contornos com geometria
sem grandes angulosidades e as condi¢oes de contorno sao bastante simples. Como
desvantagem o método exige uma malha muito fina e regular, o que o torna bastante
limitado para problemas da mecanica dos sélidos, pois estes podem ter condi¢oes de
contorno variaveis e superficies bastante complexas, o que inviabiliza a utilizacao de
uma malha regular.

O método dos elementos finitos consiste na divisao do corpo em elementos,
chamados de elementos finitos, onde a equagao governante do problema fisico é
transformada numa equagao para cada elemento. Tais equagoes sao integradas sobre

o elemento, com a ajuda de funcoes aproximadoras, usualmente fun¢oes polinomiais,
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que interpolam o resultado desta integracao aos nés do elemento. Com a represen-
tagao da equagao governante aproximada para os nés e da condi¢ao de contorno do
problema representado em cada nd, monta-se um sistema linear algébrico, que pode
ser resolvido por qualquer técnica de resolugao de sistemas lineares.

O MEF é o método numérico mais utilizado devido principalmente a sua ro-
bustez, simplicidade de sua formulacao e pelo fato de produzir uma matriz de rigidez
simétrica e em banda que, aliada as técnicas especiais de resolucao destas matrizes,
reduz muito o tempo de processamento, principalmente em estruturas mais comple-
xas. Por ser um método de dominio, isto €, as equagoes de equilibrio e compatibili-
dade de deslocamento devem ser escritas para todos os pontos da estrutura, possui
a desvantagem para analise de casos de so6lidos com dominios considerados infinitos,
pois todo o solido precisa ser discretizado em iniimeros elementos sendo que, o que
interessa na analise é o resultado em apenas algumas regides. Outra desvantagem
do método diz respeito a regioes de concentracao de tensao, pois os deslocamentos e
forcas sao aproximados nos nos e quando esses valores tendem ao infinito o método
perde a precisao.

O método dos elementos de contorno é um método de fronteira, isto é, as
incognitas do problema, ou seja, deslocamentos ou forgas de superficie, estao no
contorno da estrutura, diminuindo a quantidade de incognitas do problema. A
formulagao consiste em equagoes integrais de deslocamentos e de forgas de superficie
para o solido, onde o dominio de integracao é transformado para o contorno da
estrutura, o qual é discretizado em elementos onde os valores sao aproximados por
fungoes aproximadoras e valores nodais. Agrupando-se todas as equagoes dos nos
externos e impondo as condigoes de vinculagao na estrutura, tém-se as incognitas
no contorno em termos de deslocamentos e de forcas de superficie. Nos pontos
internos os valores nao fazem parte das incognitas do problema e podem ser obtidos
de maneira "exata", utilizando apenas os valores do contorno ja obtidos.

O método tem como vantagem a diminuicao de incognitas do problema, prin-
cipalmente no caso de dominios infinitos, pois pode-se discretizar parte do contorno
do s6lido e obter respostas apenas nos pontos desejados. Uma outra vantagem do
método diz respeito a regioes de concentracao de tensao, onde o método apresenta

resultados bastante precisos, principalmente onde a variacao dos resultados é muito



1.1. Consideracoes Iniciais 3

brusca em uma pequena extensao. Como desvantagem o método apresenta matrizes
de rigidez cheias, o que acarreta maior fluxo de processamento de anélise e tam-
bém possui problemas de integrais singulares, o que faz com que seja necessaria a
utilizagao de técnicas especiais de integracao.

Um dos problemas usuais no estudo da mecéanica dos sélidos é a consideragao
de inclusoes, que sao corpos inseridos em outros corpos. A geometria das inclusoes
pode ser qualquer, entretanto, merece especial destaque o estudo de inclusoes onde
a espessura ¢ muito menor que suas outras dimensoes, como por exemplo, as barras
de ago em uma viga de concreto armado, pois tais inclusoes apresentam problemas
de modelagem numérica devido a proximidade das faces entre a espessura. As
caracteristicas mecéanicas das inclusoes variam de muito rigidas a extremamente
flexiveis.

No caso de inclusao mais rigida do que o dominio que as contém encontram-se,
por exemplo, os dominios inseridos em um meio continuo, caracteristica usualmente
vista em problemas da construcao civil. Como exemplo desse tipo de inclusao tem-
se o caso de estacas, blocos, sapatas e tubuloes, que estao inseridos em um meio
menos rigido, que é o solo. Ha inclusoes naturais nos macicos; podem ser rigidas ou
muito deformaveis, isotrépicas ou anisotropicas. Uma outra técnica, utilizada prin-
cipalmente para melhorar as caracteristicas mecanicas de certas pecas estruturais,
consiste em se inserir fibras ou barras extremamente finas em um sélido continuo cor-
rigindo certas deficiéncias deste s6lido. Tem-se no concreto armado um dos exemplos
de inclusoes mais rigidas que o meio continuo que o cerca e neste caso suprimindo a
deficiéncia da resisténcia a tracao do concreto.

Para o caso de inclusoes com rigidez baixa ou mesmo nula, cita-se como exem-
plo o caso de dutos (eletrodutos, encanamentos de dgua) que podem modificar sig-
nificativamente o estado de tensao do sélido no qual estao inseridos. Um outro tipo
de exemplo é o caso do aparecimento de microfissuras e fissuras no sélido, onde essas
fissuras se comportam como uma inclusao de rigidez nula no corpo principal.

Uma das técnicas numéricas mais utilizadas para se analisar s6lidos com inclu-
soes ou contendo regioes com diferentes caracteristicas mecanicas é a da sub-regiao.
Tal técnica consiste em se discretizar as diferentes regides do sélido com suas ca-

racteristicas mecanicas, sendo que para cada subdominio sao escritas equagoes de
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forcas de superficie e de deslocamentos para os nés do contorno e da interface, o
que leva a ter varios sistemas algébricos locais. Impondo o equilibrio de forcas e a
compatibilidade de deslocamentos nos nos de interface, reunem-se os varios sistemas
de equacoes locais em um sistema de equilibrio global, gerando uma matriz esparsa,
pois os tnicos nos pertencentes as duas sub-regioes sao os nos da interface.

Uma outra técnica de analise numeérica, de regioes com inclusoes, consiste no
acoplamento do MEC com o MEF. Discretiza-se o dominio principal com as equagoes
do MEC onde somente as variaveis do contorno da estrutura e os nés de acoplamento
com os nos de elemento finito das inclusoes serao considerados, e as inclusoes sao
discretizadas segundo o MEF em elementos de barra, de casca ou sélido. Tal pro-
cedimento possui respostas bastante satisfatorias em termos de deslocamentos, mas
para o caso das forgas de contato, ha fortes oscilacoes causadas pela tendéncia dos
nos de reestabelecer o equilibrio estitico do elemento. Os resultados em si nao se
apresentam corretos, entretanto, se apresentam corretos na média.

Em 1992 Venturini (Venturini, 1992), propés uma alternativa para a técnica
das sub-regioes, onde o equilibrio de forcas de superficie é imposto antes da des-
cretizacao, levando a um sistema de equagoes que nao apresentam incoégnitas na
interface em termos de forcas de superficie. Esse procedimento levou o nome de for-
mulacao singular devido ao tipo de singularidade envolvida nas integrais utilizadas
na interface.

Tal técnica consiste em se somar as equacgoes de deslocamentos das duas sub-
regioes adjacentes ao n6 de interface, levando-se em conta a compatibilidade de
deslocamentos e o equilibrio de forcas de superficie nesta regiao. Para que as va-
riaveis de forcas de superficie da interface desaparecam do sistema de equilibrio,
deve-se multiplicar os termos das equacoes de deslocamentos de cada sub-regiao,
pelo correspondente modulo de rigidez transversal que aparece no denominador da
solugao fundamental de deslocamentos, a qual ird formar a matriz de influéncia
que multiplicara as incognitas de forcas de superficie. Apds esta soma permane-
cem como incognitas nos noés da interface apenas deslocamentos. O termo livre de
deslocamento na interface é o mesmo dos nés de contorno.

Uma formulacgao analoga pode ser obtida preservando-se as forcas de superficie.

Nessa formulagao ocorre o contrario, somam-se as equagoes de forcas de superficie
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de ambos os lados da interface, levando-se em conta o equilibrio estéatico e a com-
patibilidade de deslocamentos. Para se eliminar as variaveis de deslocamentos da
interface, deve-se dividir as equacoes de forcas de superficie dos sub-dominios adja-
centes pelo correspondente moédulo de rigidez transversal, pois tal termo se apresenta
no numerador das solucoes fundamentais contidas na matriz de influéncia de ten-
sao, que multiplica as variaveis de deslocamentos. Tal formulagao foi denominada
de hipersingular, devido as fortes singularidades envolvidas nas equagoes de tensao
utilizadas na interface. Em ambas as formulacoes, para que a soma se concretize, o
coeficiente de Poisson das sub-regioes adjacentes a interface devem ser iguais.

Para se encontrar a tensao nos pontos internos, escrevem-se as equagoes de
tensao do MEC e, nos pontos de interface, adotam-se os procedimentos da formu-
lacao singular ou hipersingular. FEssa técnica diminui as incognitas do problema
e também contribui para que a matriz algébrica do problema se apresente mais
compacta e cheia.

Utilizando-se o MEC para analise de inclusoes muito finas, pode-se chegar a
um sistema de equacgoes matriciais com certa dependéncia linear, pois na medida em
que a inclusao se torna mais fina, as distancias entre os pontos fontes das interfaces
opostas diminuem, chegando a um ponto em que a equacao de um ponto passa a
ser quase ou senao idéntica a equagao do ponto oposto da inclusao. Para contornar
esse problema foi adotada uma condensacao de equagoes de modo que o dominio 2D
fosse transformado em um dominio 1D.

Numa primeira etapa considerou-se o campo de deslocamento constante ao
longo da espessura da inclusao. Nesse caso as incognitas sao representadas somente
nos noés centrais das inclusoes através da simples soma dos deslocamentos dos nos das
faces opostas da inclusao. A inclusao entao passa a ter o comportamento mecanico
de fibra, pois, como os deslocamentos sao constantes, nao ha rotagao associada aos
nos.

Numa segunda etapa considerou-se o deslocamento variando linearmente ao
longo da espessura da inclusao, gerando uma formulacao de barras fletidas. Nesse
caso é necessaria a criagao de equacoes adicionais de rotacao para nos no centro da
inclusao. Nas duas hipoteses as respostas foram satisfatorias com fibras e barras

muito finas.
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Um outro procedimento adotado nesse trabalho para se alcancar resultados
mais precisos, foi o de se utilizar integracao analitica sobre as equagoes envolvidas
no modelo fisico. Normalmente tal procedimento é utilizado para o caso de inte-
gragao do ponto fonte no elemento ao qual ele pertence, por causa de problemas de
singularidade. Nesse trabalho foi utilizada a integragao analitica para todos os casos,
inclusive para integrais de dominio, que serao utilizadas para analise nao linear.

Nas integrais de contorno, para valores de deslocamentos e forcas de superficie,
as integrais foram feitas para um eixo local, com sentido seguindo a orientagao do
elemento a ser integrado, e depois rotacionadas para o eixo global. No caso das
integrais de dominio, tensoes e deformagoes, por causa da complexidade das fungoes
de forma e da geometria dos elementos de célula, a integragao analitica foi feita no
eixo global, merecendo atencao especial as singularidades que ocorrem nas equacoes
fundamentais de tensao e o termo livre das mesmas.

Com tal procedimento, os resultados obtidos foram mais precisos, principal-
mente no caso de dominios muito esbeltos e também no caso onde o ponto fonte
estd muito proximo ao elemento integrado, evitando-se até a utilizacao da técnica
de subelementagao.

Também foi observada a diminui¢ao do tempo de processamento de cada ané-
lise, pois, com integrais numéricas para se obter uma boa precisao, é necessério
utilizar muitos pontos de integragao, se constituindo em uma vantagem competitiva
em analise de estruturas mais complexas.

Alguns materiais utilizados na Engenharia Civil, como o concreto, embora
possuam estrutura microscopica nao homogénea, se comportam em escala macros-
copica segundo as hipdteses da mecanica do continuo, isto €, o material se comporta
como um corpo homogéneo com caracteristicas mecéanicas iguais em todos os pontos
da estrutura.

Os metais geralmente se apresentam macroscopicamente homogéneos sendo
que, apenas nas dimensoes atdmicas, é que se apresenta certa heterogeneidade. Por
isso, o processo de deformacao se d& pelo escorregamento entre os planos dos cristais,
gerando o efeito de plastificacao e de viscoplastificagao e, com o aumento dessas de-
formagoes, geram-se superficies de escorregamento entre os cristais do metal. Esses

escorregamentos geram pequenas microfissuras, que podem se propagar e aumentar
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de tamanho, gerando fraturas que possuem uma alta concentragao de tensao na sua
extremidade, para que a estrutura possa preservar sua estabilidade. A medida que,
tal fratura avancga pela plastificagao progressiva da regiao em frente da fratura, a
estrutura pode ser levada ao colapso.

No caso do concreto, o material ja é, de certa forma, macroscopicamente hete-
rogéneo, pois possui na sua constituicao elementos de diferentes formas e tamanhos,
como cimento, areia e brita, e também de diferentes resisténcias mecanicas. Com o
aumento das deformagoes, formam-se pequenas microfissuras entre as interfaces dos
diferentes constituintes do material, que progressivamente se ligam e formam ma-
crofissuras que se unem, dando origem a superficies de descontinuidades ou fraturas.

Neste trabalho as fraturas foram tratadas como sub-regioes extremamente fi-
nas, que possuem resisténcia mecanica nula, e aparecem em um soélido originando
descontinuidades. E de suma importancia o estudo do aparecimento e do desen-
volvimento de fraturas em um solido, para se conhecer até que ponto as fraturas
comprometem a seguranca da estrutura.

Inicialmente a fratura foi estudada considerando-se todo o sélido como tendo
comportamento puramente elastico, negligenciava-se a plastificacao ou deterioracao
do material nas extremidades da fratura, dando origem a mecénica da fratura linear.
Tal formulagao (Griffith, 1921) é baseada no equilibrio energético para a formagao
da fratura e que, durante este evento, o sélido permanece com comportamento pu-
ramente elastico.

Como as hipoteses de Griffith, levam em conta as caracteristicas globais da
estrutura e, por ser a fratura um fenémeno que ocorre localmente, outros parametros
foram incorporados tais como, a intensidade de tensao na vizinhanca das extremida-
des da fratura, a sua orientacao e o tipo de abertura. Com esses parametros (Irwin,
1957), foram desenvolvidos fatores de intensidade de tensao que dependem do tipo
de abertura da fratura, da geometria do s6lido e da posicao da fratura em relacao ao
solido, sendo possivel assim conhecer teoricamente as tensoes atuantes nas regioes
proximas as extremidades da fratura, e sua influéncia sobre o comportamento do
solido.

A anélise numérica mais comum de um so6lido contendo fratura, consiste em

se discretizar a fratura apenas com uma dimensao, no caso bidimensional, sendo
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que os deslocamentos e tensoes nas extremidades da fratura sao comparados com os
fatores de intensidade de tensao.

Nesse trabalho foi adotada a analise de fratura com a técnica de sub-regiao,
bastando para isso discretizar uma sub-regiao extremamente fina e adotar para a
rigidez desse material um valor muito préoximo de zero, aproximando o compor-
tamento dessa sub-regiao ao comportamento de uma fratura. Com a utilizagao de
integrais analiticas, elimina-se a aproximagao das integrais numéricas, e pode-se che-
gar a subdominios bastante esbeltos, com resultados bastante préximos dos obtidos
pelas formulagoes tedricas da mecanica da fratura.

Enquanto que, a mecénica da fratura lida com a propagacao de uma desconti-
nuidade macroscopica em um meio continuo, a mecéanica do dano se preocupa com
efeitos causados por microfissuracoes que podem ocorrer em uma area distribuida,
as quais tendem a se unirem e se tornarem uma fissura discreta, podendo evoluir
para uma fratura. Tal fendmeno pode ser descrito macroscopicamente no material,
como a perda progressiva das propriedades mecanicas das regioes afetadas, como
por exemplo, o modulo de elasticidade, até se chegar a constantes elasticas nessas
regioes nulas onde se formara uma descontinuidade no soélido.

Em estruturas granulares, como o concreto, o dano tem papel preponderante
na resposta nao-linear do material, sendo que a mecanica do dano pode ser utili-
zada para construir modelos constitutivos bastante realistas para estas estruturas.
Em sintese, na mecanica do dano, a resisténcia de uma estrutura é afetada pelo
aparecimento e progressao de micro defeitos (micro fissuras ou poros), considerados
continuamente distribuidos, enquanto que na mecanica da fratura, a resisténcia da
estrutura é afetada pela evolucao de um tnico defeito de forma pontiaguda, com o
restante da estrutura intacta.

A formulacao mais simples de dano é a do dano escalar, onde se obtém um
modulo de elasticidade equivalente em fungao da evolugao do dano E,, = (1 —D)E.
Nas regioes do so6lido onde o material se apresente integro o dano D’ é zero e
conforme o dano evolui o valor de D’ pode chegar a 1, sendo que nesta fase o
material se encontra completamente deteriorado. Tal formulagao se chama escalar
porque um tnico parametro penaliza todas as constantes elésticas. Existem modelos

mais complexos como o de (Mazars ; Pijaudier-Cabot, 1995), onde a danificacdo leva
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em conta fatores como a resisténcia do concreto a tragao e a compressao bem como
outros parametros, sendo também escalares.

Todos os modelos da mecéanica do dano envolvem analise nao-linear. A anélise
deve ser feita por incrementos de agoes, que podem ser forgas ou deslocamentos, os
quais produzem resultados eldsticos no sélido em termos de tensoes e deformagoes,
que sao corrigidos segundo as leis constitutivas do material.

No método dos elementos de contorno a andlise nao-linear pode ser feita
utilizan-do-se tensoes iniciais no dominio do sélido. Com isso, novas integrais, agora
de dominio, de tensao e deformagao sao introduzidas no sistema de equilibrio do
corpo. Esse procedimento é interessante, pois permite analisar vérios tipos de pro-
blemas nao-lineares.

No presente trabalho a integracao do dominio foi feita discretizado-o em cé-
lulas triangulares com func¢ao aproximadora linear. As corre¢oes sao feitas com
incrementos de deformacao para manter o equilibrio do sélido, o qual é escrito com
equagoes de deslocamentos do contorno e de tensao nos nés do dominio. Utilizou-
se o processo nao linear de Newton-Raphson, onde as correcoes dos incrementos
elasticos sao feitas por matriz tangente.

Nesse trabalho estuda-se também o comportamento e a evolucao de fraturas
em concreto a partir da evolucao inicial do dano, onde serd utilizado o modelo de
dano escalar, para se avaliar a evolugao da danificacao. Com o auxilio das integrais
analiticas, pretende-se discretizar regioes muito esbeltas com aproximagao constante
das tensoes iniciais a serem aplicadas. As varidveis de dano serao analisadas na
direcao da espessura da fratura, onde a variacao da tensao se relacionard com a
variacao de deslocamentos. A resisténcia mecénica dessas sub-regioes sera nula
quando as variaveis de dano tiverem valor unitario, quando entao se apresentara um

comportamento de fratura.

1.2 Revisao Bibliografica

O historico que serd abordado neste item se resume ao campo da interacao
entre regioes com caracteristicas elasticas diferentes, tais como: inclusoes, técnicas

de condensagao de dominios, acoplamento MEC/MEF, integragao analitica, ana-
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lise nao-linear utilizando o MEC, Mecanica da Fratura e Mecanica do Dano via
MEC. Nesta secao as referéncias serao divididas por temas para que se facilite o

entendimento do leitor.

1.2.1 Estruturas com multidominios, técnica de sub-dominios

Nas estruturas de engenharia civil, muitas sao compostas de materiais com
caracteristicas mecanicas diferentes, estao acopladas e trabalham em conjunto. Para
se fazer uma analise numérica de tais estruturas, deve ser dada uma atencao especial
na interface entre os materiais, compatibilizando os deslocamentos e o equilibrio de
forcas ao longo do contato.

Uma técnica utilizada para anélise de tais estruturas é a técnica de sub-domini-
os, onde o soélido é dividido em varios sub-dominios com caracteristica fisicas e me-
canicas distintas. Um procedimento classico para tal analise, utilizando o Método
dos Elementos de Contorno é o de discretizar as sub-regioes separadamente e nas
regioes de interface fazer a compatibilidade de deslocamentos e equilibrio de forgas,
que serao consideradas no sistema global de equilibrio da estrutura. Pode ser citado
o trabalho de (Brebbia ; Dominguez, 1992) nesta é&rea. Tal técnica possui a carac-

teristica de gerar matrizes esparsas, requerendo técnicas especiais de resolugao. Na

EESC pode ser citado o trabalho de (Wutzow, 2003).

1.2.2 Inclusoes

Um outro problema de regioes com multidominios é o de s6lido com inclusoes,
que sao regioes contidas em uma outra regiao, podendo ser extremamente finas ou
nao. Podem ter rigidez maior que a do sélido e serem finas, e ai sao chamadas
de enrijecedores, pois conferem a estrutura um aumento da rigidez. Ou podem ter
uma rigidez minima que, dependendo de sua espessura, ter o comportamento de
uma linha de fratura. Trabalhos com enrijecedores, principalmente dando rigidez
as placas, foram feitos na EESC por (Wutzow, 2003), (Fernandes, 2003), (Carmo,
2003) e (Agostinho, 1998).

Uma das principais técnicas utilizadas para se discretizar as inclusoes muito

finas, no caso de elasticidade bidimensional, é a de discretiza-las com elementos



1.2. Revisao Bibliografica 11

lineares, evitando que se discretize as faces opostas na direcao da espessura da
inclusao, evitando-se assim problemas de dependéncia linear no sistema algébrico de
equilibrio. As técnicas de Elementos de Contorno mais utilizadas para essa analise

sao o acoplamento MEC/MEF e a condensagao de dominios 2D em dominios 1D.

1.2.3 Acoplamento MEC/MEF

No acoplamento do Método dos Elementos de Contorno (MEC) com o Método
dos Elementos Finitos (MEF), discretizam-se os dominios com dimensoes maiores
em elementos de contorno, onde a técnica do MEC necessita de menos incognitas,
pois utiliza apenas as variaveis do contorno, e as inclusoes em elementos finitos de
fibra ou de viga. Nesse campo citam-se os trabalhos de (Coda ; Venturini, 1999) e
(Botta ; Venturini, 2005) com acoplamento MEC/MEF e também na EESC podem
ser citados os trabalhos de (Ribeiro, 2005), (Oshima, 2004), (Almeida, 2003), no
campo da interagao solo/estrutura e por (Paccola, 2004), (Vanalli, 2004) na analise

nao linear dos sélidos.

1.2.4 Técnica de condensacao de dominio

A outra técnica diz respeito a analise de regides com inclusoes muito finas,
utilizando-se o MEC para discretizar o dominio principal e as inclusoes. O domi-
nio das inclusoes é degenerado em elementos lineares com caracteristicas de fibra,
considerando como constantes os deslocamentos entre as faces opostas da inclusao,
portanto, considera-se nula a rotacao. No caso de vigas, considera-se que a varia-
¢ao dos deslocamentos entre as faces opostas da inclusao é linear, podendo-se assim

considerar a rotacao relativa dos nos.

Podem ser citados os trabalhos de Banerjee (Banerjee, 1981), onde dominios
3D, discretizados com elementos de célula e onde as inclusoes, neste caso cilindricas,
foram degeneradas em elementos lineares, e os trabalhos de (Leite; Venturini ; Coda,
2003) e (Leite; Venturini ; Coda, 2005) onde as inclusoes foram primeiramente

degeneradas em fibras e posteriormente em vigas.
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1.2.5 Interagao Solo-Estrutura

Uma aplicagao para o caso de dominio com inclusoes é o da interagao solo-
estrutura. Nesse caso pode-se discretizar o solo em elementos de contorno, pois é um
dominio que tende ao infinito e estacas ou sapatas com elementos finitos ou mesmo
elementos de contorno. Nesse campo cita-se o trabalho de (Almeida, 2003), onde
foi utilizada uma analise 3D do problema e, tanto o solo quanto as estruturas de
fundacao foram discretizadas em elementos de area do MEC, analisando inclusive
solo com varias camadas de diferentes caracteristicas elasticas.

Outro tipo de anélise foi feita por Leite, (Leite, 1998) onde foi acoplado, em
uma placa formulada via MEC utilizando a Teoria de Reissner (Silva, 1996), elemen-
tos de viga do MEF. Os elementos de viga foram utilizados para discretizar estacas
ou tubuloes sendo que, nesses ultimos, foram utilizados elementos com caracteristi-
cas de rigidez diferentes para se simular o alargamento da base. A resisténcia lateral
do solo foi considerada como carga distribuida, aplicada nos nos dos elementos se-
gundo fatores desenvolvidos por (Bowles, 1988), que variam com a profundidade do
solo. A técnica consiste em primeiro se encontrar a resisténcia da estaca em um
determinado tipo de solo e passar esta resisténcia, através de coeficientes de molas
elasticas de deslocamentos lineares e de rotagoes para a placa, onde esta, ao ser car-
regada, se apdia em 'molas’ elasticas simulando a resisténcia elastica do solo e em
molas advindas da resisténcia da estaca, determinadas por uma anéalise via MEF.

Na EESC citam-se os trabalhos de (Ribeiro, 2005), (Oshima, 2004), (Almeida,
2003) e (Mendonga, 1997).

1.2.6 Analise Nao-Linear

Uma das areas mais pesquisadas em analise numérica ultimamente é o com-
portamento nao linear de estruturas, pois visam simular seu real comportamento.
Pode-se citar os principais tipos de comportamento nao linear das estruturas tais
como a plastificagao nos metais, o dano em estruturas granulares e a fratura nao-
linear.

O processo tradicional de anédlise numérica de tais comportamentos é o da ma-

triz tangente (Owen ; Hinton, 1980), Newton-Raphson. O processo nao linear aqui
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implantado permite apenas incrementos de forcas de superficie e deslocamentos, po-
rém nao modela o efeito "snap-back", pois nao se implantou técnica especifica. Para
problemas desse tipo, que podem aparecer na Mecanica do Dano, usa-se a técnica do
comprimento de arco (Crisfield, 1991) sendo que tal técnica foi aplicada & formulagao
implicita do MEC,(Botta, 2003), (Botta; Venturini ; Benallal, 2005b), (Botta; Ven-
turini ; Benallal, 2005a), (Fernandes ; Venturini, 2002),(Fernandes, 1998), (Fudoli,
1999) e (Benallal; Botta ; Venturini, 2006).

1.2.7 Mecénica da Fratura Elastica Linear utilizando o MEC

No campo da Mecanica da Fratura, podem ser citados primeiramente os tra-
balhos de (Griffith, 1921) e (Irwin, 1957), onde se descrevem o equilibrio energético
de um soélido contendo descontinuidades, e a formulacao dos fatores de tensao que
permitem avaliar a tensao nas imediagoes do inicio da fratura.

Os primeiros resultados numéricos relativos a problemas de mecéanica do fra-
turamento linear a partir do uso do MEC foram publicados h& mais de 20 anos, por
(Cruse, 1970). Um segundo trabalho de autoria do mesmo autor (Cruse ; Vanburen,
1971) é publicado um ano mais tarde, trazendo uma discussdo mais completa do uso
do MEC para o problema.

As primeiras formulagoes e resultados tém apenas o mérito de iniciar o uso do
método em problemas de fratura mecéanica. Tais formulagoes levavam facilmente a
problemas numéricos de singularidades devido as representacoes integrais apresen-
tarem muitas semelhangas quando escritas para pontos proximos.

Uma estratégia efetiva para a modelagem do fraturamento é proposta no tra-
balho de (Blandford; Ingraffea ; Ligget, 1981), onde é utilizada a classica divisao
do dominio em sub-regioes, fazendo com que a linha da fratura coincida com uma
interface. Para esse tipo de formulagao é necessario refazerem-se as malhas e conse-
quentemente recalcularem-se as matrizes. Sao utilizadas apenas equacoes de deslo-
camento, portanto fortemente singulares, porém nao héa hipersingularidades. Nesse
caso, as condigcoes de separacao sao impostas aos noés da interface em funcao da
solicitacao calculada.

Mais recentemente, é interessante ressaltar o procedimento denominado "Dual

Boundary Element Method"(DBEM), proposto por (Portela; Aliabadi ; Rooke,
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1992). Esse procedimento mostrou-se geral e computacionalmente eficiente para
a modelagem de fraturas em problemas bi e tridimensionais. Sao agora emprega-
das equagoes integrais singulares, representacoes de deslocamento, e hipersingulares,
representacoes de forgas de superficie na linha de fratura.

Vérios outros trabalhos, que utilizaram procedimentos similares para proble-
mas bi e tridimensionais, poderiam ser citados (Watson, 1986), (Gray ; Giles, 1988),
(Rudolphi; Krishnasamy; Scchmerr ; Rizzo, 1988) e (Gray; Martha ; Ingraffea,
1990). Nos tltimos anos muitos modelos tém sido propostos para a modelagem de
fratura mecanica associada ao MEC, considerando-se analises linear e nao-linear.
Um panorama mais completo do desenvolvimento de modelos de fratura via elemen-
tos de contorno pode ser visto nas seguintes referéncias (Cruse, 1988), (Aliabadi ;
Rooke, 1991), (Aliabadi ; Brebbia, 1996) e (Cruse, 2004). Deve-se ainda destacar
que os modelos que envolvem fratura mecénica sao baseados tanto em formulagoes
hipersingulares ou singulares, para os casos de problemas bidimensionais e tridimen-
sionais. Ainda no campo da mecéanica da fratura, mais recentemente destacam-se os
modelos discretos da fratura (Maciel, 2003), onde devido a maior precisao das in-
tegrais analiticas, a fratura é discretizada como um dominio finito. Merecem serem
citados na EESC os trabalhos de (Barbirato, 1999), (Pereira, 2004), (Lopes, 1996),
(Lovon, 2006) e (Jiang ; Venturini, 1998).

1.2.8 Mecanica da Fratura Nao-Linear

A formulagdo nao linear na mecénica da fratura modela a propagacao e o
direcionamento da fratura utilizando-se de modelos de energia escritos para incre-
mentos de tensoes finitas. Com o incremento das solicitagoes, aparecem regioes com
caracteristicas mecanicas deterioradas na frente da ponta da fratura. Nos metais o
processo nao linear predominante é a plastificacao enquanto que no concreto tem-se
a predominancia da formagao de microfissuras.

Com o desenvolvimento de novos métodos numéricos, tais como o método
dos elementos finitos generalizados, X-FEM e outros, tornou-se mais facil e pratico
discretizar solidos complexos e com regioes de descontinuidades, podendo-se citar
varios trabalhos no campo de propagagao de fraturas, tais como (Sukumar; Chopp

; Moran, 2003), onde é utilizado o X-FEM para analise de propagacao de fraturas
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em so6lidos tridimensionais, (Dolbow ; Nadeau, 2002) e (Dolbow; Moes ; Belytschko,
2001), onde ¢ analisada pelo X-FEM a propagacao de fraturas para materiais mi-
croestruturados como o concreto, e para andlise de fraturas onde podem aparecer
regioes com contato. No campo do desenvolvimento do método dos elementos finitos
sem malhas e generalizados, pode-se citar na EESC os trabalhos de (Barros, 2002),
(Torres, 2003) e (Pereira, 2004).

Outro tipo de analise de propagagao de fraturas é a técnica de mudanga de
malha ou 'remeshing’, onde a discretizacao do sélido é constantemente alterada com
a progressao da fratura. Citam-se os trabalhos de (Komori, 2001) utilizando MEF e
(Schollmann; Fulland ; Richard, 2003) via X-MEF. Tal técnica produz um aumento
sensivel no trabalho computacional pois a malha e as equagoes de equilibrio sao

refeitas constantemente.

1.2.9 Mecéanica do Dano Continuo

Diversos trabalhos tém sido publicados sobre teoria do dano continuo para
simular o comportamento do concreto.

Deve-se a (Kachanov, 1958) o primeiro trabalho introduzindo o conceito de
dano. Suas pesquisas abordaram problemas de fluéncia uniaxial para metais sub-
metidos a altas temperaturas, e introduziu a varidvel de dano, para descrever a
capacidade de uma segao transversal transmitir carga. A mecéanica do dano conti-
nuo foi formalizada com base na termodindmica dos processos irreversiveis (Lemaitre
; Chaboche, 1985).

A utilizagao do Método dos Elementos de Contorno para anélise nao-linear de
modelos de dano é muito recente, podendo serem citados os trabalhos de (Botta,
2003) e (Benallal ; Venturini, 2004). Nos modelos de dano ha um complicador a
mais para a analise numérica. E que neste caso as caracteristicas mecanicas do
material, como o médulo de elasticidade, se alteram, dando origem a curvas com
comportamento de ’snap-back’, necessitando de novas formas de previsao. A mais
utilizada é o comprimento de arco, ja comentada.

Dois modelos usuais de dano e convenientes para a elaboragao de modelos me-
canicos sao os propostos por (Mazars, 1984), (Mazars, 1986), e (Borderie; Pijaudier-

Cabot ; Mazars, 1992). Sao critérios bastante simples, porém, ja conseguem repre-
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sentar o comportamento do concreto razoavelmente.

Utilizando-se tais modelos, alguns trabalhos de mestrado e doutorado ja foram
desenvolvidos na EESC e na Escola Politécnica da USP: (Alvares, 1993), (Alvares,
1999), (Pituba, 2003), (Pituba, 1998), (Gongalves, 2003), (Balbo, 1998), (Driemeier,
1995), (Driemeier, 1999), (Botta, 1998) e (Bussamra, 1993). Sera utilizado, também
neste trabalho, o modelo de dano local bidissipativo (Comi ; Perego, 2000), onde
o solido terd comportamento e patamares de danificacao diferentes na tracao e na

compressao, como ocorre na realidade no concreto.

1.2.10 Evolugao da Fratura através de Processo de Danificacao

No trabalho proposto aqui, dedicado a materiais cimenticios, a fratura se forma
com o surgimento de uma pequena e estreita zona anelastica, onde ocorrem os
fenomenos de microfissuramentos, com a conseqiiente dissipacao de energia. Essa
zona, chamada zona de processo (Cedolin; Poli ; Tori, 1987), antecipa a separacao
do solido (abertura da fratura), fazendo com que o material dessa regido perca
rigidez. Esse modelo simples, denominado modelo de fratura coesiva, ja é conhecido
h& muito tempo, como mostram os trabalhos pioneiros de (Baremblatt, 1962), e de
seus seguidores como (Hillerborg; Modeer ; Peterson, 1976) e (Carpinteri, 1992). O
modelo coesivo aparece em vérias formulagdes do MEC (Liang ; Li, 2004) e (Cen ;
Maier, 1992), onde a simulagao da abertura da fratura é feita baseada na técnica das
sub regioes. Também utilizando a formulacgao simétrica do MEC, o modelo coesivo
ja foi testado (Maier; Novati ; Cen, 1993).

Citam-se também neste tipo de analise os trabalhos de (Manzoli, 1998) e (Be-
nallal ; Venturini, 2004), onde é feita, com a utilizagdo do MEF, uma formulacao
onde se consideram equacoes que incorporam descontinuidades de deslocamentos
nas fungoes aproximadoras, o que ocorre quando as deformacoes vao se localizando
em uma faixa cada vez mais estreita, até se concretizar a descontinuidade nos des-

locamentos. Na EESC pode ser citado o trabalho de (Gongalves, 2003).



2. TEORIA DA ELASTICIDADE

2.1 Introducao

Neste capitulo serao mostradas as formulagoes basicas da teoria da elastici-
dade. A formulacao numérica esta baseada na elasticidade plana, onde se estuda o
comportamento mecanico dos sélidos em duas dimensoes.

Primeiramente sera discutida a definicao de tensao, seu plano de atuagao e
a relacao de tensao com forgas de superficie. Posteriormente, na mesma linha,
serd estudada a formulacao de deformagoes, seu plano de atuacao e a relagao entre
deformagao e deslocamento.

Numa segunda etapa, serda mostrada a relagao entre tensao e deformacao em
uma formulagao puramente elastica, ou seja, a Lei de Hooke. O soélido sera conside-
rado como isotropico, o que diminui o nimero das constantes elasticas do material
e simplifica sua analise numérica. Sera vista também a formulacao da equacao de
Navier, onde o comportamento do solido esta resumido em apenas uma equacgao.

A formulacao elastica do material sera representada em duas dimensoes, de
onde pode-se chegar a um estado plano de tensao ou de deformagao.

Por tltimo, serd mostrada a rotacao de tensao e deformacao para eixos princi-
pais e para eixos ortogonais quaisquer, que sera utilizada no desenvolvimento deste

trabalho.

2.2 Leis constitutivas elasticas

2.2.1 Tensao

Na natureza uma forca dita pontual nunca ocorre. Forcas sao sempre dis-
tribuidas em superficies finitas ou no volume do sélido. A figura (2.1) mostra um

determinado corpo, onde foi feito um corte por um plano ficticio (), aparecendo uma
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das superficie A no plano de corte (), sobre a qual estdao atuando forcas de contato

que a une com a outra superficie de corte.

Fig. 2.1: Forga de contato atuando em um determinado plano de corte

Nota-se que, uma das forcas pode ser decomposta em uma forga F,, atuando
na direcao normal ao plano de atuagao, e em uma forca F, atuando tangencialmente.
Naturalmente em um processo de deformacao, a influéncia da forca F' vai depender
da variagao da superficie A. A magnitude média das forcas F),, e Fy, por érea, é
dada por F,,/A e Fs/A, sendo que, essas taxas sdo denominadas de tensdo normal
e tensao cisalhante, respectivamente. A dimensao fisica de tensao, para um ponto,
é estabelecida levando-se a area infinitesimal a zero. Neste processo, as forcas F),
e F, também tendem a zero, levando as relagdes F,,/A e F;/A a limites diferentes
de zero. Os valores limites da taxa F), /A e F;/A, sdo chamados de tensdo normal e

tensao tangencial de um ponto. Matematicamente pode-se escrever:

lim — =o¢ lim — =71 (2.1)

Como pode ser visto na figura (2.1), a tensao depende também do plano onde
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estd area estd contida. Em relacao as coordenadas cartesianas, podem ser escritas

as seguintes componentes de tensoes:

X5
X1
O
T
| G, IO
I S
| (O
023 | —
O
o O3/
X, , Lo, |/
dx /
2 / 031 dX
/ 3
/
"Gy dx,

Fig. 2.2: TensoOes nas faces normais aos eixos cartesianos

011 012 013
O21 022 023 (2.2)

031 032 033

Na representagdo matricial do estado de tensoes (2.2), o primeiro indice diz
respeito ao plano onde esta atuando a tensao, e o segundo indice se refere a dire¢ao
da tensao. Aparentemente, nove componentes de tensoes sao necessarias para definir
o estado de tensao de um ponto.

No elemento infinitesimal da figura (2.3), considerando-se a variagao da tensao
com apenas o primeiro termo da série de Taylor, e analisando apenas a variacao das
tensoes na direcao x1, por exemplo, tem-se a seguinte equacao de equilibrio de forcas

nesta direcao.
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Xm
1

00,
+ dxi

Xm

Fig. 2.3: Variacao das tensoes no elemento infinitesimal

0
EF:cl = —Ulldl'gdl'g — Ugldl'ldl'g — Ugldl'ldl'g + (0'11 + o1 dl’l) dl‘gdl’g +

3:1:1

+ <O’21 + 8021 dl’g) dl‘gdl’l + (0'31 + 8031 dl’g) dl’ldl'z + fldl'ldl'gdl'g =0
8.1'2 81'3
(2.3)
ou:
80'11 80'21 80'31
=0 2.4
al’l * aJL‘Q * 81‘3 +f1 ( )

sendo fi, a forga por unidade de volume atuando na diregao z;. Escrevendo (2.4)

para todas as direcoes, em notagao indicial.

0jij +fi =0 (2:5)
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onde os termos f; sao as forcas de volume nas dire¢oes dos eixos ortogonais carte-
sianos e 7,j = 1,2,3. Entretanto, considerando o elemento infinitesimal da figura
(2.2), com as componentes de tensoes representadas em todas as faces do elemento,
e a auséncia de momentos distribuidos, o somatério de momentos em torno do ponto

O deve ser nulo, para que o elemento esteja em equilibrio estatico.

Mxl = (Uzgdl’ldl'g)dl'g — (O’ggdl’ldl'z)dl'g =0
ng = (O'gldl'ldl'g)dl'g — (O’wdl’zdl’g)dl‘l = O

ng = (0'12d$2dl'3)dl'1 — (O’Qldl'ldl'g)dl'g =0 (26)

Deduz-se da equagao de equilibrio (2.6), a seguinte relagao de identidade de

tensoes:

093 = 032 031 = 013 012 = 091 (2.7)

portanto, sao agora necessarias apenas 6 componentes de tensao, para definir o
estado de tensao em um ponto.
Para um ponto situado na superficie de um corpo, como mostra a figura (2.4),

pode-se escrever a equagao de equilibrio utilizando-se da férmula de Cauchy:

P, = mou + 2012 + 13013
P, = mo12 + 12092 + 13023

Py, = mo13 + 12023 + 13033 (2.8)
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Fig. 2.4: Tensoes atuantes nas faces do elemento de superficie definida pela normal n

Onde P,,, P,, e P,, sao as forgas de superficie atuantes nas diregoes =1, x5, €
x3emn;,t=1,2, 3 sao os cossenos diretores da normal n em relagao aos eixos x1, o

e x3, respectivamente. Pode-se entdo escrever a equagao (2.8) matricialmente:

P, 011 012 013 T
Py, | = |o12 022 o23| - |72 (2-9)
ng 013 023 033 UE

A figura (2.5) mostra a relagdo dos eixos x1, s, 3 em relagao ao eixo 7, dada
pelos angulos aq1, sy e ag;. O primeiro indice do dngulo « diz respeito aos eixos
cartesianos, e o segundo indice, ao sistema de eixos ¥y, Ts, T3.

Analogamente, pode-se escrever a relacao entre os eixos cartesianos e os eixos
Ty e T3, através dos angulos g, o, (i30 € (i3, iz, (igg respectivamente, podendo-se

escrever matricialmente:

X1 Q11 Qg1 (31 X1 i T
To| = |12 Qo2 Q32 T ou U :[R} T2 (2.10)

x3 13 Qg3 (33 x3 €3 x3
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Fig. 2.5: Relagao entre o sistema ortogonal x1,x2,x3 € 0 eixo Zj.

Utilizando-se de (2.10), podem-se encontrar as forgas de superficie atuantes

segundo sistema de eixos T, To, T3.

Q11 Qg1 Q31 Py

= |12 Q9 (32 Pj (211)

o

Q13 (rgz (33 P;

Pode-se também rotacionar as forcas atuantes no sistema cartesiano para o

sistema 71, T2, T3, pela relacao:

le Q11 Q1 Qg3 le le . Pacl
Pp, | = |aar ax a| [Py, ou P | = [R} P,, (2.12)
Pafg Q31 Q3 Q33 ng P{Z‘g P{L‘g

Considerando um plano perpendicular ao eixo Z, pode-se escrever para um

ponto pertencente a esse plano, a seguinte equagao de equilibrio:

Py, 011
Pr, | = | 012 (2.13)

2

P{Z‘g 613
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Com isto, utilizando de (2.13) em (2.12), e escrevendo as forgas de superficie

da equagao (2.12) segundo o teorema de Cauchy, obtém-se:

011 11 O (3 011 012 013 Q11
O12| = |Qa1 Qoo Qo3 012 O22 O0923| ° |02 (2-14)
013 Q31 (i3p (33 013 023 033 13

Usando o mesmo procedimento para os eixos T, e T3, tem-se de forma geral:

011 012 013 Q11 Qg Qi3| |011 012 013 |Q11 Qo1 Q31
O12 O92 O93| = |Qua1 Qg Qaz| |012 022 O93| |2 Qoo Q30 (2.15)
013 012 033 Qg1 Qg Qs3| |013 023 033 |z Qa3 (33

Escrevendo a equagao (2.15) na forma indicial:

Okm = Q505 Olim ka m?jai = 17 27 3 (216>

Para um ponto P em um meio continuo, existem trés planos perpendiculares
entre si, nos quais as tensoes cisalhantes o;;(i # j) sado nulas, onde s6 atuam tensoes
normais. Essas tensoes sao chamadas de tensoes principais e, os eixos que as contém,
de eixos principais de tensoes.

Seja n o vetor da direcao dos eixos principais e A as tensoes principais orien-
tadas segundo a dire¢ao dos eixos principais. Considerando a nulidade das tensoes

tangenciais nesta diregao, tem-se:
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ou segundo a equagao (2.13):

NyOprs = ANg onde: r,s=1,2,3 (2.18)

ou:

(Grs — Aps)ny = 0 (2.19)

e, em notacao matricial:

n(ops —A[) =0 (2.20)

onde I é a matriz identidade; a equagao (2.19) é um conjunto de trés equagoes
algébricas homogéneas lineares, para as dire¢oes dos cossenos diretores ni,ny € ng,

as quais ainda devem satisfazer a relacao:

ni+ns+n;=1 (2.21)

sendo as tensoes principais multiplicadas pela matriz identidade I, como se apresenta

na equagao (2.20), dadas por:

AMI=10 X 0 (2.22)
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Para satisfazer a equac@o (2.22), os trés cossenos diretores nao podem ser
todos nulos. O sistema de equagdes lineares da equagao (2.20), tem solucao se o

determinante dos coeficientes (0,5 — AI) for igual a zero:

o1 — A 012 013
|Urs - /\I| = 012 099 — A 093 =0 (223)
013 0923 033 — A

Resulta uma equagao cubica contendos os termos invariantes, os quais tem
este nome, pois possuem os mesmos valores, independentemente da orientagao do

sistema de eixos coordenados adotado:

N LN +DLA—13=0 (2.24)
onde:
I =011 + 092 + 033
011 012 011 013 022 023
I, = + +
012 022 013 033 023 033

011 012 013

[3: 012 092 093 (225)

013 023 033

As trés raizes da equagao (2.24) sao as tensoes principais normais, contidas nos
eixos de mesma nomenclatura. Como as tensoes principais sao encontradas em fun-
¢ao dos termos invariantes da equagao (2.25), sdo também invariantes e independem

da escolha do sistema de coordenadas.
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2.2.2 Deformacgao

Para alguns propositos da mecanica classica, um corpo pode ser admitido
como rigido, isto é, nao sofre modificagoes em sua geometria apods ser solicitado por
algum tipo de forca. Fisicamente isto é impossivel, pois todo solido se deforma em

maior ou menor grau.

Tal fendmeno pode ser tratado como pequenas deformacoes, onde as defor-
macoes sao de tal ordem que o sélido pode ser analisado mecanicamente em sua
posicao inicial. Esta hipotese é considerada na maioria dos materiais empregados
na Engenharia Civil, pois pela magnitude dos esforcos e da resisténcia mecéanica dos

materiais, as deformagoes sao muito pequenas.

Outro tipo de anélise a ser feita é o caso das grandes deformacoes, onde a
posicao de equilibrio do corpo deve ser considerada na posicao atual do soélido, isto
é, depois de sofrer as modificagoes impostas pelas forcas aplicadas. Este é o caso
da conformacao mecanica dos metais e de materiais muito deforméveis, utilizados
principalmente na industria aerondutica. Neste trabalho seré tratada apenas a teoria

das pequenas deformacoes.

2.2.3 Pequenas deformacgoes e rotagoes em duas dimensoes

A figura (2.6) mostra um elemento infinitesimal sujeito a deformagoes.

Aux,

AX,

Fig. 2.6: Deformacoes axiais e angulares
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Auml ~ Auﬂ?g
€11 ~ Az, €22 ~ Ay
s
71225_\1/:924_@1
1 [ Au, Au,
~ o 1 2 2.26
€12 2 ( AZL‘Q * AZL‘l ) ( )

onde €17 e €99 sao definidos como a taxa de variacao do comprimento pelo compri-
mento original nas direcoes x; e xo, respectivamente, e €15 € definido como a metade
do decréscimo do angulo inicial, v12, formado pelos lados paralelos aos eixos x; € x
da figura (2.6).

Entao, por definigao, entende-se por deformagao como o processo fisico, onde
h& mudancas relativas de posicao entre particulas dentro de um soélido, seja em uma
direcao linear ou angular. E com esta alteracao, o solido apresenta-se com uma forma
geométrica diferente da que apresentava anteriormente ao processo de deformagao.

Os sinais de aproximado se devem ao fato de se tratarem de pequenas defor-
macoes, e esses resultados se aproximam satisfatoriamente da realidade. Tomando

o limite de Az; e Azy da equagdo (2.26) tendendo a zero, tem-se:

ou, Ou, 1 1 /Ou, Ou,
€11 = &’Ell’ €22 = ax;’ €12 =572 = 5 (&r; + 3x12) (2.27)

Ou seja, por definicao os termos €11, €20 € €15 sa0 as taxas de deslocamentos
relativos longitudinais nas diregoes x1, z9 e deslocamentos angulares entre os pontos
de um solido, respectivamente.

Deve-se salientar que, nos deslocamentos de corpo rigido que os corpos possam
apresentar, nao ha o processo de deformagao, pois nao hé deslocamentos relativos
entre as particulas. Este é o caso da rotagdo de corpo rigido, figura (2.7), onde

tem-se as equagoes de rotagoes:
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S - :

| |

|

Ax |

* :

RL iiiiii _
AXi

Fig. 2.7: Deslocamento e rotacao rigida sobre o plano x; — 9

8:1:1 81'2

(2.28)

1 [(Oug, Ouy,
W32912:—921:§( )

2.2.4 Deslocamentos relativos em 2D

Considerando-se dois pontos vizinhos P e () em um plano de meio continuo
e, supondo que esses pontos sofram mudancas de posi¢do para os pontos p e g,

respectivamente, como mostra a figura (2.8).

Fig. 2.8: Deslocamentos relativos entre os pontos R e T

O termo du ¢é a diferenca entre os deslocamentos ur e wg, enquanto que

pode-se escrever a taxa da variacao do deslocamento em relacao ao comprimento
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inicial dS, como du/dS. As componentes retangulares das taxas de deslocamentos

podem ser escritas por:

dug,  Oug, dry = Ouy, dxy dug,  Oug,dry — Ouy, dxy

_ > - - —= 2.29
dS Ooxr; dS dzs dS’ dsS Ooxr; dS drs dS ( )
ou matricialmente:
du, Oug,  Oug, %
dsS Ory  Oxg dS
_ (2.30)
du,, Qug, Oug, | |dzy
dsS O0ry  Oxs dsS

Os termos da matriz de deslocamentos relativos podem ser separados em duas
parcelas, sendo a primeira relativa a deformacoes propriamente ditas e a segunda,

referente a deslocamento de corpo rigido devido a rotagao:

[Ouy,  Oug, [ % 1 (81%1 . %>-
Or, Org 011 2 \ Oz 011
= +
Oug, Oug, 1 [(Oug,  Oug, Oy,
| Oz Oxy _5 ( oy + 0xo ) 8—952 |
[ 0 1 (8%1 B 8u,m)_
2 al'g 8:701
n (2.31)
1 <3um2 B 8%1) 0
_2 c%l 8902 i

onde:

Ouy, B Ouy,
8:701 al'g

N | —

Q12 =

N | —

ou Ju
1 — T2 Q = —Q =
( al_2 axl > ? 21 12
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1 [ Ou, Oy 1 [ Oug Ou,
- 1 2 = == 2 4 ! 2.32
€12 2 ( 0o oy ) ’ o= e 2 (3961 019 ) ( )

A equacao matricial de deformagao de um soélido, J,, , pode ser escrita como:

J.=E+Q (2.33)

sendo E a matriz de deformagao e 2 a matriz de rotagao:

0 Q
€11 €12 7 Q- 12 (2‘34)

€21 €22 Q21 0

Para o caso de anélise em trés dimensoes tem-se:

i Ouy, 1 (Ouy, n Oug, \ 1 (0ug, N OUgzy \ ]
al‘l 2 6:102 8:151 2 8x3 aZL'g
1 /0ou, Ou, Ou, 1 /0ou, Oou,
E=|-|—2+-2 —= — 2 2 2.35
2 ( 8951 * 8.1'2 ) 8.1'2 2 ( 8.1'3 * 8952 ) ( )
1 Ouy, N Ouy, 1 Ou,, n Oy, Ou,,
| 2 8951 8.1'3 2 8952 8.1'3 8953 .
e a matriz de rotagao de corpo rigido:
i 0 1 (Ouy  Oug, \ 1 (Oug,  OQugy \T
2\ Oxy 0y 2 \ Oxs O0xq
1 [ Ou, ou 1 /0ou ou
— - 2 . 1 - 2 o xrs3 2
« 2 < 0x; Oxs ) 0 2 < Ors Oz ) (2:36)
1 (Ouyy  Oug, \ 1 (Ouyy  Oug, 0
| 2 al‘l 8x3 2 8x2 al'g .
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Com os tensores escritos na forma indicial:

i = 2 (EM] * 8201) QU N 2 (8% 8201) (237)

sendo i, 5 = 1,2 para analise bidimensional e 7,7 = 1,2, 3 para tridimensional.

2.2.5 Deformacgoes principais e mudanga de coordenadas

Comportamento analogo ao caso das tensoes se apresenta no caso das defor-
magoes principais, isto é, apenas deformacoes axiais ocorrem nas dire¢oes principais,
e que por isso sao chamadas de deformacoes principais. Com isso para se encontrar

as deformagbes principais deve-se, como na equagao (2.23):

€11 — A €12 €13
A = €12 €22 — A €23 =0 (2-38)
€13 €23 €33 — A

que é uma equagao cubica:

NN+ LA—13=0 (2.39)

contendo os invariantes:

I = €11 + €92 + €33

€11 €12 €11 €13 €22 €23
I = + +

€12 €22 €13 €33 €23 €33
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€11 €12 €13
Is = €12 €22 €93 (2‘40)

€13 €23 €33

sendo as raizes da equagao (2.39) as deformagoes principais.

No caso de mudanca de coordenadas, as deformagoes variam segundo as re-
lacoes entre os angulos da direcao original com a nova dire¢ao, como no caso das
tensoes. Pode-se entao escrever a equacao de transformacao de deformacoes entre

dois sistemas de eixos ortogonais, como na equagao (2.16):

gkm == akjejiaim k’, m,j,i == 1, 2, 3 (241)

onde €,,, sao as deformacgoes no sistema rotacionado, o qual se relaciona com o

sistema inicial pelos angulos ay;.

2.2.6 Equacgoes Constitutivas

Considerando-se o caso de pequenas deformacoes e também um comporta-
mento puramente elastico do sélido, onde nao haja dissipacao de energia num pro-
cesso de deformacao, tem-se que a energia das forgas externas é absorvida inte-
gralmente no soélido, pelo processo de deformagao. Com isto, tem-se a relagao entre

tensao e deformagao e a energia acumulada no corpo em um processo de deformagao:

oUu
Oij = @ para i =j
ou
oy = P2er para i # j (2.42)

com7,j = 1,2,3. A fungado U representa a energia potencial por unidade de volume

acumulada no corpo pela deformacao, que é também chamada de funcao de densi-
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dade de energia de deformagao. Adotando-se uma relacao linear entre deformacao

e tensao, pode-se escrever:

O = Crn€n m,n=12---6 (2.43)

onde:

01 =011 02 = 0922 03 =033 04 = 023 05 = 013 06 = 012

€1 = €11 €9 = €99 €3 — €33 €y = 2623 €5 — 2613 €g — 2612 (244)

Os termos C),,,, sao chamados de médulos elésticos e sao independentes. Para
0 caso anisotropico, o namero de constantes C,,, é de 36, podendo cair para 21
considerando-se a equacao (2.42). As constantes vao caindo se for considerado ainda
o corpo como ortotropico, e cai para 2 constantes se o solido for considerado como

isotropico, isto é, possuir o mesmo comportamento em todas as diregoes.

2.2.7 Lei de Hooke generalizada - Analise Isotrépica

No caso isotropico, pode-se considerar a relagao tensao-deformacao com ape-
nas dois modulos elasticos, sendo um relacionado a direcao normal & superficie em
anélise e outro referente a dire¢ao tangencial. Na dire¢ao normal, tem-se o moédulo
de elasticidade longitudinal F, que relaciona a tensao numa dire¢ao normal & super-
ficie com a deformacao sofrida nesta direcao, e o moédulo de elasticidade transversal
G, que relaciona a tensao cisalhante na dire¢ao tangencial a superficie com a defor-
macao angular sofrida nesta superficie. Nota-se também que no caso das tensoes
normais, ao mesmo tempo em que o solido sofre deformagao linear na direcao da
tensao, sofre também deformacgoes lineares em outras diregoes, e considerando-se
estas deformacoes, adotou-se o coeficiente de Poisson v. Deve-se salientar que estas
propriedades sao intrinsecas a cada tipo de material, e sua determinagao é feita por

processos experimentais.
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Com estas hipoteses, pode-se escrever:
1
€11 = E [(1 + V) 011 — VIl]
1
€99 = E [(1 + l/) 0929 — V]l]
1
€33 = E [(1 + V) 033 — VIl]
1
€12 = ﬁaw
1
€13 = —0
13 = 5501
! (2.45)
€23 = —0 .
2= 5502
na forma inversa de (2.45):
E
= 1-2 1
U= Aoy T et v
E
1-2 1
2= A o) T et v
E
= 1-2 1
o8 = Ty = o) (L~ e+ vh]
o12 = 2Gery
013 = 2G€13
023 = 2Gexs (2.46)
em notagao indicial, pode-se escrever as equagoes (2.45) e (2.46):
1
EZ‘]' = %O’Z‘j — %1151 (247)



36 2. Teoria da Elasticidade

1104 (2.48)

com 7,7 = 1,2, 3. Podendo-se ainda escrever as relacgoes:

2Gv FE
A :m G = m (2.49)

onde A e G sao conhecidos como constantes elasticas de Lamé. Com (2.49) pode-se

escrever a equagao (2.48) na forma:

Oij = 2G€ij + )\(51']'6 (250)

onde 9,3, ¢ o delta de Kronecker, que apresenta valor nulo para o # (3 e valor
unitario para a = 3 e e = €11 + €29 + €33 = I representa o vetor de deformagcao
cubica.

2.2.8 Equacao de Navier

Como foi visto nos itens anteriores, o problema eléstico é constituido por 15

incognitas e para isto sao escritas 15 equagoes:

1
€ij = i(u” + uj;) relagao deformagao-deslocamento (2.51)
0jij+fi=0 equagao de equilibrio (2.52)

0ij = Noijerk + 2Gey; relacao tensao-deformacao (2.53)
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Substituindo-se a equagao (2.53), na expressao (2.52) e esta na equagao (2.51),
tem-se uma unica equagao que leva em conta as relagoes tensao-deformacao, as

relacoes de equilibrio e a relacao defomacao-deslocamento.

Guijj + (G + Nujji+ fi =0 (2.54)

ou vetorialmente:

GVPu+ (G+ANV(V-u)+f=0 (2.55)

A expressao (2.55) é chamada de Equagao de Navier, e transforma as 15 equa-
¢oes da elasticidade em 3 equacoes diferenciais de segunda ordem, havendo 3 incog-
nitas desconhecidas que sao os deslocamentos u; onde i = 1,2,3 e o vetor f sao as

forcas de volume atuantes no soélido.

2.2.9 Elasticidade Plana - 2D

Existem alguns casos onde as componentes de tensao e deformacao em certa
direcao, possuem valores despreziveis se comparadas com valores em outras dire-
coes. Neste caso, podem-se desprezar as variaveis nesta direcao, para que o sistema
de equagoes de equilibrio se tornem mais estaveis. Neste trabalho serao vistos o
Estado Plano de Deformacao e o Estado Plano de Tensoes, onde a analise 3D sera

transformada em 2D.

2.2.10 Estado Plano de Deformacgao

Considere-se a figura (2.9), tendo o sélido a dimensdo na diregdo 3 muito
maior que nas outras duas diregoes e solicitado por acoes nas direcoes x, e o,
que sejam constantes em relacao ao eixo z3. Retirando-se uma faixa de espessura

unitaria da estrutura da figura (2.9), pode-se dizer que na diregao do eixo x3 nao ha
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Fig. 2.9: Exemplos de Estado Plano de Deformacgao

deslocamentos, pois esta fatia do solido esta fortemente contida na estrutura nesta

dire¢ao. Com isto, podem-se escrever as seguintes equagoes de deslocamentos:

u; = wi(wy,x9);1 =1,2

us =0 (2.56)

Substituindo-se a equacao (2.56), na equagao (2.37) da elasticidade 3D, tem-se:

€11 =U11 €22 = U2 2
1 1
€12 :é(ulz + ugq) €23 = 5(“2,3 +uzz) =0
1
€13 :§(u173 + U371) =0 €33 = U3 3 = 0 (257)

ou indicialmente:

1 ..
€ij = 5(’%]’ + uj4); i,j=1,2
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Substituindo-se a relacao da equagao (2.58) na relacao constitutiva 3D da

equagao (2.50), tem-se:

011 :2G€11 + )\(611 + 622) 012 = 2G612
092 :2G€22 + )\(611 + 622) 093 = 0
033 :/\(611 + 622) 013 = 0 (259)

ou indicialmente:

0ij = 2Geij + Ndijerr; i k=12
0;3 = 0
33 = Aegk (2.60)

Nota-se, na expressao (2.59), que a tensao normal na diregdo x3 é dependente
apenas das deformagoes lineares nas outras diregoes. Substituindo a equagao (2.60),

nas equagoes de equilibrio 3D (2.53), tem-se:

oy +oi22+b =0

0121 + 0222+ b2 =0 (2.61)

podendo ser escrito indicialmente:

0jij + fi = 0; 1,7 =1,2 (2.62)
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A equacao de Navier para o estado plano de deformagao pode ser escrita como:

Gui gy + (G + Nuggi + fi = 0; i, j k=1,2 (2.63)

2.2.11 Estado Plano de Tensao

<>

Fig. 2.10: Exemplo de Estado Plano de Tensao

Considere-se um solido em que uma dimensao, denominada de espessura, é
muito menor que as outras duas, figura (2.10), e que este corpo seja carregado com
forgas distribuidas normais uniformes a esta espessura. Admite-se que na direcao x3

da figura (2.10), as tensoes sejam nulas, tem-se entao:

Admitindo a hipdtese da equagao (2.64), e utilizando-se da equagao (2.50),

tem-se:
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033 = 0 = (€11 + €22 + €33) + 2Gess

A

———Ckk} k=1,2 2.65

€33 = —m(ﬁl + €99) = —

Na expressao (2.65), observa-se que existe deformagao axial na diregao x3, fi-
gura (2.10), e que é dependente apenas das variaveis dos outros eixos ortogonais.
Escrevendo-se a equagao (2.50), para os outros termos das tensoes normais e tan-

genciais com ¢, = 1,2 tem-se a seguinte relagao:

20\G

045 = ijmekk + 2Ge;5; i, J,k=1,2 (2.66)

A equagao de Navier pode ser escrita com a expressao (2.66) como:

. (3/\+2G
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3. METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

3.1 Introducgao

Neste capitulo serao discutidas as particularidades do método numérico ado-
tado, o Método dos Elementos de Contorno. Primeiramente serao mostradas as
bases do método que sao as solu¢oes fundamentais, onde sera discutida a origem de
tais solugoes.

Num segundo momento, serd mostrado o proprio desenvolvimento do método,
as equagoes de deslocamentos, de forgas de superficie e de tensao no soélido, as técni-
cas de aproximagao das variaveis no contorno e a montagem de equagoes algébricas,
que podem ser resolvidas por métodos de resolucao de sistemas lineares.

Por ultimo se discutiré os métodos de integracao das equagoes do método, onde
foram adotadas integrais analiticas para todos os elementos e nao s6 nos elementos
singulares. Também sera vista algumas técnicas de divisao dos elementos, que visam
resolver problemas de quase singularidade, ou seja, em situacoes onde o ponto fonte
estd muito préoximo do elemento integrado. As técnicas discutidas neste trabalho sao
os de subelementacao, com divisao constante do elemento, e de divisao progressiva,

onde a divisao do elemento se acentua nas proximidades do ponto fonte.

3.2 Vetor de Galerkin

Em 1930 Galerkin publicou um artigo, onde introduzia uma funcao que subs-
tituia os deslocamentos por fungoes derivadas de segunda ordem. Tal funcao era
um vetor e, por isso, ficou conhecida como vetor de Galerkin. Nessa expressao os

deslocamentos u; sao substituidos pela expressao:

QGUZ = ng‘,jj — gj,ji (31)
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onde ¢ é uma constante, g o proprio vetor de Galerkin e G o moédulo de elastici-
dade transversal. Substituindo-se a expressao (3.1) na equagdo de Navier (2.54),

lembrando-se que os termos A e (A + (), podem ser escritos por:

20G G
A= —— (/\+G):m

=2 (3.2)

tem-se a seguinte expressao da equagao de Navier escrita com os termos do vetor de

Galerkin:
c 1 n 1 c 1 =0 (3.3)
2gz,kk]j 29k,k2j] (1 — 2V) 29j,kk]z QQk,k]jz i — .

Os termos derivativos g kijj, 9j.kkji € Gk kjji Sa0 iguais, podendo-se entao sim-

plificar a expressao (3.3) escrevendo apenas a expressao:

c 1 c 1
= i bk _- _ i fi=0 3.4
g Jikkij ( > o) 2= 2u)) Gusgi T 1 (34)

Uma solucao particular para se encontrar a constante ¢ do vetor de Galerkin,
seria de se fazer o termo gy, 1;;; desaparecer, pois para o caso da inexisténcia de forcas
de volume, a expressao (3.4) se tornaria uma operador biarménico ou uma equagao

de Laplace, V*(V3g) = 0, entao:

N _ —0=c=2(1-v) (3.5)

O vetor de Galerkin (3.1), pode entao ser escrito como:
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2,LLUZ = 2(1 — V)gi,jj — gj,ji (36)

onde a equagdo (3.4), fica escrita vetorialmente como:

V3(Vig) +

(1 i y)'f =0 (3.7)

com isto a equagao (2.53), que se refere a relagao tensado-deformagao, pode ser ex-

pressa em funcao do vetor de Galerkin como:

0ij = (1 = V) [Gikkj + Gj ki) — Grekij + V0ij gk (3.8)

onde, para o caso 2D, i, 5, k, [ =1,2.
As componentes de deslocamento e das equagoes de equilibrio podem entao

serem escritas com os termos do vetor de Galerkin.

(1 —=v)gijjex+fi =0 (3.9)

onde 7,5,k =1, 2.

3.3 Problemas de Kelvin em Elasticidade Plana

O problema de Kelvin é se conhecer a resposta em um meio elastico infinito,
neste caso em elasticidade plana, causada por uma forga concentrada.
Seja um corpo sujeito a uma forga pontual P, atuando em um corpo cilindrico

de raio R. Em se tratando de elasticidade plana, a forca P se torna uma carga
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distribuida constante ao longo da espessura do sélido, ou seja, uma carga distribuida
por unidade da espessura do sélido. A geometria do s6lido pode ser qualquer,
mas neste caso foi utilizado um corpo cilindrico, por ser extremamente simples se
encontrar a normal a superficie (n; = z;/R) no contorno deste solido.

As condigoes de equilibrio estatico requerem que as reagoes de forcas de super-
ficie atuantes no corpo estejam em equilibrio com a forca aplicada P, como mostra

a figura (3.1).

1 X2

Fig. 3.1: Forca concentrata em regiao plana cilindrica

para uma forca atuando na direcao x1, tem-se a seguinte equacao de equilibrio.

EF1:O:P—|—/

tldF = P—i—/ajlnjdf = /Uﬂﬁdf—f—P (310)
r r r R

onde ;1 é a reacao, em termos de forgas de superficie, distribuida em todo o contorno

I' do corpo cilindrico, a forca P. O termo oj;n; é equivalente a forca de superficie

no contorno I' segundo a relacao de Cauchy sendo n; a normal ao contorno I'.
Substituindo-se o termo de tensdo o;; da equagao (3.10)por (3.8) tem-se o

termo (3.10) escrito em fungao do vetor de Galerkin:

x.
P+ / EJ {(1 — V) [gl,kk;j + gj,kkl] — Grk1j + V(Sljgl,lkk} dlr =0 (3‘11)
Tr
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Para integrar os termos da equagao (3.11), o elemento infinitesimal do contorno
dl' pode ser escrito por coordenadas cilindricas Rdf. Para se solucionar a equacao
(3.11), é preciso adotar solugdes particulares para g; onde i = 1,2. Adotando-se as

seguintes solugoes particulares:

g1 = bR?In R, g2

I
o

(3.12)

substituindo-se tais solucoes nas expressoes do vetor de Galerkin e derivando os

termos, tem-se:

1
1
1
Egl’ijk = 2}%_2{1‘2‘(5]‘]C —f- :L‘j(sij — 2R_2ZL'Z‘17]‘17]€} (315)

1
5 Iviii = AR *x; (3.16)

Introduzindo as equagoes (3.15) e (3.16) na equagao (3.11), tem-se:

—P = b/{4(1 —v) = 2}RdD + b/{4(1 —v) +4vlai R3dT (3.17)

Como na equagao (3.17), os termos das integrais estao escritas com a variavel
do raio R, entao, por facilidade de integracao, tal expressao pode ser escrita em
coordenadas cilindricas, onde o dominio de integracao varia de 0 a 27, tendo-se o

angulo:
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% = cos f (3.18)

Substituindo-se os limites de integracao e o angulo da equagao (3.18) na equa-

¢ao (3.17), e integrando-se em todo o contorno da figura (3.1),tem-se:

—P =7b{4(1 —2v) + 4} = 8nb(1 — v) (3.19)

podendo-se entdo encontrar o valor da constante b da equagao (3.12):

b= ——— (3.20)

A constante b, da equagao (3.20), satisfaz as equagoes de equilibrio estatico
do cilindro, independentemente das suas dimensoes, e as equagoes de Navier da

elasticidade plana, ao mesmo tempo.

3.3.1 Equacgao fundamental de deslocamento

Considerando-se a figura (3.1), a forga pontual na dire¢ao x; pode ser aplicada
sob a forma de Delta de Dirac, isto é, o carregamento neste caso s6 tem valor na
direcao x; e no ponto de aplicacao da forca. A equacao de deslocamento de Kelvin,
utilizando as func¢oes do vetor de Galerkin e a funcao de Delta de Dirac, pode ser

escrita como:
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A funcao de Delta de Dirac, é matematicamente equivalente ao efeito de uma
forga pontual aplicada em um ponto £. A propriedade da funcao Delta de Dirac é
que, para qualquer ponto em z, a funcao é zero e na vizinhanca do ponto &, num
valor limite onde ¢ — 0, o valor tende abruptamente ao infinito, como mostra a

equagao (3.22) e a figura (3.2)

/_OO d(z,&)dx = 1(§) (3.22)

[e.9]

B

m J¥

—3

Fig. 3.2: Fungao Delta de Dirac

Em se tratando de elasticidade plana, deseja-se saber também a resposta em
termos de deslocamentos de uma acao aplicada na direcao x,. Basta entao escrever
uma equagao genérica para todas as diregoes, bastando substituir o indice da dire¢ao

1 por um indice genérico k na equagao (3.21).

2Gui, = 2(1 — v)0ik Gk, jj — Grki (3.23)

Com a introdugao do indice k na equagao (3.23), pode-se interpretar fisica-
mente tal equagao, como sendo a resposta em termo de deslocamentos na diregao ,

causado por uma forca unitaria aplicada na direcao k.
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Com os termos do vetor de Galerkin da equagao (3.23), modificados pela

introdugao do indice k, tem-se na equagao (3.14):

Grj; =0;;2InR+ 1)+ 2R ?z;2; = 2(2In R+ 1) + 2R?R* = 4In R + 43.24)

Geri = 02N R+ 1) + 2R 2z = 6i(2In R+ 1) 4+ 2R, R,i(3.25)

onde os termos R,;, sao os cossenos diretores e dependendo dos indices, os quais

podem variar de 1 a 2, sao expressos por:

R,; = cos(0) R,5 = sen(6) (3.26)

Substituindo-se as equagoes (3.24) e (3.25) na equagao (3.23), tem-se:

b

9P 1
P (3 —4v)1 R— | 6w+ RyR (3.27)
ulk‘ - 8G7T(1 o V) v n 2 ik 1 'k .

frequentemente, em muitas referéncias, o termo 7/2 é omitido, (Kane, 1994).

3.3.2 Equagao Fundamental de Tensao

A equagao (3.8), escrita em fungao do vetor de Galerkin para problemas de
elasticidade plana, pode ser escrita em funcao de for¢a pontual aplicada na direcao

1, utilizando-se a funcao de delta de Dirac:

oi; =b {(1— V)[5z‘191,11j + 5]’191,111‘] —g1,145 T+ l/5z‘j91,k;11} (3.28)
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Trocando-se o indice 1 pelo indice livre k, pode-se escrever as tensoes o;; nas
diregoes i, 5 = 1,2, causadas por uma for¢ca pontual aplicada na diregao k, onde k

pode assumir as direcoes 1 e 2.

oijie = 0{(1 = V) [0ikGrkkj T0jkGkskki | — Grokij FV0ij Gestekek } (3.29)

Substituindo-se as equagoes (3.15) e (3.16) na equagao (3.29), tem-se:

—P(1—2v)
Ar(l1 —v)R

2
{R,i djk + R,jOpi — Ry 0i + ———R,; R,; R, } (3.30)

ik = (1—2v)

3.3.3 Equacao Fundamental de Forgas de Superficie

Utilizando-se a expressao (3.30), pode-se obter o vetor das forgas de superficie

bastando utilizar as relagoes de Cauchy.

—P(1—-2v
Dij = Oijeltj = ﬁ {R.i 0xnj + R, 0kiny — Rop dijny+
+LR "R.- Rown.
(1 _ 2V> yi 41,5 11,5 T
—-P
Pi = - 0R {1 =2v)[R,in; — Rjni] + Rjn (1 = 2v)d + 2R, R, ]}

(3.31)

onde 7,7 = 1,2 e o termo n é a normal & superficie onde estda atuando a forga de

superficie (3.31).
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3.4 Formulagao Direta de Elemento de Contorno

A formulacao direta do Método dos Elementos de Contorno é baseada no
teorema da reciprocidade dos trabalhos virtuais, onde as forcas e deslocamentos em
um sistema real de um corpo delimitado por um contorno I' e possuidor de um
area (), estao em equilibrio com as forcas e deslocamentos aplicados em um corpo
com sistema de coordenadas * o qual tende ao infinito, como mostra a figura (3.3).
Considera-se neste caso o material elastico linear, isotropico, e sendo o problema de

elasticidade plana.

e n Sl T *
e ~.
e ~
s ~
Va N
/ N
/ N\
/ N
\,
/ \
// A
\
fr O
|
‘ |
\ /
\\ ]
\ /
\ /
\ /
\\ /
N\ 7/
\\ //
\\\ //

Fig. 3.3: Solido de area €2 e contorno I' contido num sélido de dimensoes infinitas x*

A relacao de trabalhos virtuais de forcas aplicadas em um sistema real, com
resposta em termos de forcas e deslocamentos em um sistema de coordenadas infi-

nitas * e vice versa, pode ser escrito por:

/pz‘ui(x)df(x)+/1/qui(z)d9(z) :/pi(x)ufdf(x)—i—/wi(z)uf(z)dQ(z)
r Q r Q

(3.32)
onde z é um ponto no contorno I' e z é um ponto no dominio 2. Os termos u; e

t; sao os deslocamentos e forgas de superficie no contorno I', respectivamente. Os

termos escritos com o indice * se referem ao dominio de contorno infinito I'*. Os
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termos v se referem as forgas de volume atuando tanto no dominio real quanto no
infinito Q*.

Substituindo-se os termos das coordenadas *, por termos escritos em funcao
de solugao fundamental para deslocamentos, forcas de superficie ou forgas de volume
para um ponto x ou z do contorno ou do dominio do sélido, respectivamente, sendo

causadas pela aplicagao de uma forga pontual unitaria no ponto &, tem-se:

/FHZ(x,f)ui(x)dF(x)—|—/§25ij5(z,f)ui(z)d9(z) = /Fpi(x)G;“j(x,f)dF(x)qL

n / (2 G (2, £)A0(2)
(3.33)

onde o termo §;;0(z, ), no segundo termo a esquerda da expressao (3.33), que é uma

funcao de Delta de Dirac, substitui a equacao de solugao fundamental v};, a qual

*
1] Y
corresponde respostas em termos de forgas de volume na diregao i, causadas por
uma forga unitaria aplicada na direcao 7. Com a utilizacao desta funcao a resposta,
como mostra a expressao (4.6), vai ser unitaria na dire¢ao 7. Com isto, a integral do

segundo termo a esquerda da equagao (3.33), pode ser escrita por:

/ 5502, €)us(2)d0z) = / ;(2)8(2, €)dU(z) = ey (€) (3.34)
Q Q

onde ¢ = 1, para pontos dentro do dominio 2 e ¢ = 0, para os ponto fora do
contorno I'. Entdo substituindo a expressao (3.34) no segundo termo da equagao

(3.33), pode-se obter:

i (€) = / (G, )py () — HE (2, €)uy ()] dT () + / G2, (2, )y (2)A2)

(3.35)

A equagao (3.35) é a equagao para deslocamento, nas diregoes de i = 1,2 do

ponto fonte &, o qual é um ponto interno ao dominio 2. Tal ponto se relaciona com
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deslocamentos, forcas de superficie e forcas de dominio, as quais estao escritas nos
pontos campo do contorno x, ou do dominio z, na direcao de j = 1, 2, e também com
a solugoes fundamentais H; e G}; de forgas de superficie e de deslocamentos, res-
pectivamente, também escritas para pontos do contorno. Esta equacao é conhecida
como identidade de Somigliana para deslocamentos.

Escrevendo-se a equagao (3.35) para pontos do contorno, ocorrerao problemas
de singularidade nas integrais da referida equagao. Quando o ponto fonte coincidir
com o ponto campo, o raio tenderd a zero § — £p. As solugoes fundamentais H;; e
G}; possuem termos os quais podem causar problemas de integracao, que sao In R e
1/R, respectivamente.

Seja o dominio com contorno I', seccionado e acrescentado de um dominio
semi-circular T', o qual possui um raio R que tende a zero, como mostra a figura

(3.4).

Fig. 3.4: Contorno adicional com raio tendendo a zero

Escrevendo as equacgoes das integrais de contorno, primeiramente para os ter-

mos de contorno contendo as solugoes fundamentais de deslocamentos, tem-se:

= / Gpidl = lim { / Gipidl + / Gfkpidf} =1+ 1" (3.36)
r R—=0 | Jr_r, :

O primeiro termo da equagao (3.36) I ,(gl)* nao possui singularidade e pode ser
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integrado normalmente. No segundo termo, integra-se segundo o eixo local, como

mostra a figura (3.4).

@«_ [ 1 _ | |

Escrevendo-se os termos da equagao (3.37) em coordenadas cilindricas, tem-se

os seguintes termos:

R,1 = cosb; R,» = sen#; dl'. = RdO (3.38)

lembrando-se que neste caso, para contornos suaves, o limite de integracao, que é o
angulo 0, varia de m a 0. Pode-se entao integrar a equagao (3.37) em coordenadas

cilindricas.

@+ _ 1. o1 _ | _
12 = lim {/O G (G- A+ R,ZR,k}RdG} —0 (339)

Para os termos da solugao fundamental de forcas de superficie, tem-se a se-

guinte expressao para o caso do ponto fonte coincidir com o ponto campo.

= / Hiudl = lim / Hiudl + / Hiudl y = JO" 4 J&* (3.40)
r R=0 (Jr-r, .

Dx _ ~ . : L. )
O termo Jl.(k)* nao possui singularidade e é integrado normalmente. Conside-
rando os limites de integragao para o caso de contornos suaves e, escrevendo todos

os termos da equagao fundamental H;, em coordenadas cilindricas, tem-se para cada

)*

termo da solugao fundamental Ji(lj comi,j =1,2:
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J&* = lim {/ C—Bl) (1 —2v) [cos® 6 — cos® 6] + [(1 — 2v) + 2cos® 6] } Rd&}
0

R—0
-1 0 sen26 T 1
— <01 -2 2= - __
Rﬂo{mu—u){( a [2* 1 H} 2

= lim
Jl(g)* _ Jé?)* = lim {/ % (1 — 2v) [cos fsend — senf cos 0] +
0

R—0
-
0

sen’6

—1
+2 cosfsenf} RdO} = }l%in% { m
— T _

Jz(g)* = Il{jg}) {/0 % {(1 —2v) [senzﬁ — senQH] + [(1 —2v) + QSGHQQ} } Rd(‘)}
TS S N PSS L -2
Roo | 4r(1— ) 2 1 [, 2
(3.41)
onde:
—1

Assim a equacgao para deslocamentos para pontos do contorno, considerando

a posicao do ponto fonte em contornos suaves, pode ser escrita como:

r Q

sendo ¢;;, escrito matricialmente conforme equagoes (3.41):
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A equacao (3.44) somente é valida para contornos suaves, mas em contornos
onde aparecem cantos, deve-se adotar novos limites de integracao, como mostra a

figura (3.5).

Fig. 3.5: Geometria de um contorno de canto anguloso

Sendo assim, com o novo limite de integracao, o angulo # vai variar de 6, até

0. Introduzindo-se esses limites nas equagoes (3.41), tem-se:

02
J* = lim {/ C—Bl) {(1—2v) [cos® 0 — cos® 6] + [(1 — 2v) + 2cos” 6] } Rd&}
— 0

. 6 sen26

02

01

} = 201(1 — V)(QQ — 01) +

sen26, — sen26,
2

02
Jl(g)* — 2(f)* — zlzig%) {/9 % {(1 — 2v) [cos fsend — send cos 0] +
1

+ 2cosfsenf} Rdf}

. 0
= lim clsen20} b = ci(sen®fy — sen?d;)
R—0 01

02
J2* = lim {/ C—Bl) {(1—2v) [sen®d — sen®d] + [(1 — 2v) + 2sen’d] } Rd&}
01

. 0 sen20
:}{lino{cl{e(l—Qu)+2b— 1 ]}

02

} = 201(1 — V>(02 - (91) +

01
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sen26, — sen26;
2

(3.45)

onde ¢; = —1/(4m — v)); matricialmente os termos c¢;; descritos nas equagoes (3.43)

podem ser escrito como:

sen26, — sen26,
2

(sen®6y — sen?6;)

2(1 — l/)(gg — 01)

sen26, — sen26,
2

(sen?6y — sen0;) 2(1 —v)(6y — 6y)

(3.46)

Utilizando a equagao (3.35) e a rela¢ao de compatibilidade de deslocamentos,
tem-se a equacao de deformacoes para pontos internos em funcao das varidveis do

contorno.

iy = / (Bl (2. ©)pela) — T (e, Oug()] dT (3.47)

onde, segundo a relacao da compatibilidade de deslocamentos.

By, = & (%G %%
AT
1 (OHr. OH;,
Tr, = = ki d 4
w1 (7 ) 34

onde pode-se escrever os termos:

1
B, =
ik 8rG(1 — v)R?

[(1 — 2V> (5ikR7j +(5ij,¢ ) —+ QR,Z R,j R,k —(Sin,k] (349)
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—1

T = o Y2 {(1 = 2v) (055 — 2R;Ry) ny — [(1 — 2v) du+
R
—|—2VR,Z' R,k ] n; — [(1 — 2V) (5ij -+ QR,Z R,j] ne — 2% [I/(Sin,k -+

+V6ik;Raj +(5ij,¢ _4R7i R,j R,k ]} (350)

Utilizando a relacdo tensao-deformagao da Lei de Hooke na equagao (3.47), tem-se:
7y = [ [Diple, Opu(o) = Sipla,€Jus(o)] T (351)
r

onde:

1
fe = p Y [(1 = 20)(0pi R +0; i =033 Ror ) + 2R, Ry Ry ] (3.52)

* G OR

_4R7Z R?j R)k;] + 27/(an7] R)k +an7Z Rak) + (]- - 2]/)

(anR,Z R,j +nj5ik + nzéjk) — (1 — 4V)nk(51j} (353)

A representacao das integrais de tensao no contorno é possivel, como demons-
tra (Guiggiani, 1994), bastando para isso calcular o limite para um ponto £ do
contorno, fazendo-o tender a zero. No entanto, as equacoes de tensao para o con-
torno s6 podem ser escritas em contornos suaves, pois as derivadas primeiras dos

deslocamentos devem ter continuidade.
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3.5 Formulagao algébrica das equagoes de contorno

A equacgao (3.43) descreve o comportamento fisico de um sélido 2D e dificil-
mente sera resolvida analiticamente, devido a complexidade geométrica, de vincula-
¢oes e solicitacoes que os solidos estao submetidos. Com a ajuda de técnicas compu-
tacionais e de métodos numeéricos, pode-se dividir o solido em elementos (neste caso
elementos de contorno), onde as variaveis sdo aproximadas por fungdes aproximado-
ras, as quais podem ser de ordem qualquer, como mostra a figura (3.6), entretanto,
sao escritas normalmente na forma polinomial. Reunindo tais integragoes de cada
elemento, pode-se escrever uma equagao algébrica para todos os nos dos elementos
que, separando os termos incognitos e prescritos do contorno, se transforma em um

sistema linear, sendo este resolvido pelos varios processos computacionais existentes.

Fig. 3.6: Discretizacao do contorno - elementos retos e aproximacao linear de U e P

A expressao (3.43), pode ser escrita, desprezando-se as forgas de dominio, para

cada elemento de contorno como:

NE

ci;Ui(d) = Z/F (G0 () Pil, §) — H500, (w)Ui(, )] dT g (3.54)

E=
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onde E se refere ao elemento, NE é o nimero total de elementos de contorno da
estrutura, ¢ ¢ a funcdo aproximadora que aproximaré forgas de superficie e deslo-
camentos sobre cada elemento e I'g é 0 contorno do elemento.

A adocao de fungoes aproximadoras consiste em se utilizar uma funcao local
parametrizada para cada elemento, que assuma valores unitarios nos nos e valores
maiores que 0 e menores que 1 no restante do elemento. E adotado um sistema
de coordenadas onde o eixo local ( coincide com o eixo do elemento. As funcoes
aproximadoras sao dadas por coordenadas normalizadas n = (/L para os nés do

elemento, como mostra a figura (3.7):

1
< |
X2 ‘
2 1 2
: H o )
X1 \ \ \
— L2 L/2

Fig. 3.7: Fungoes aproximadoras e coordenadas paramétricas

Nesse trabalho, foi adotado elemento com geometria linear para o contorno,
com func¢ao aproximadora linear para forcas de superficie e deslocamentos. Com
isto, como mostra a figura (3.7), tém-se as seguintes fungdes aproximadoras para

cada elemento:

(1—n) (3.55)

Escrevendo-se a equagao (3.54) em uma forma matricial, tem-se:
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HU-GP =0 (3.56)

onde H ¢ a matriz que contém todos os termos H;; integrados sobre o contorno,
inclusive com as contribuicoes dos termos ¢;;, e G é a matriz que contém todos os
termos G7; integrados sobre contorno. U e P sao os valores nodais no contorno de
deslocamentos e forcas de superficie, respectivamente. Considerando-se os valores

prescritos no contorno, a equagao (3.56) pode ser escrita na forma.

AX =B (3.57)

onde a matriz A contém os termos de H e G, correspondentes as grandezas incog-
nitas no contorno, e o termo B contém os termos de H e G de variaveis prescritas
no contorno, tomando-se o cuidado para a mudanca de sinais, onde ha as trocas
dos coeficientes de influénica das matrizes H e G, respectivamente. Com a utiliza-
¢ao de técnicas de solucao de sistemas algébricos lineares, encontram-se as variaveis
incognitas X.

Para se colocar os deslocamentos internos da estrutura, basta escrever a equa-
¢@o (3.54) para pontos internos, considerando para isto ¢;; = 1, e, utilizando-se dos

valores incognitos e prescritos da equagao (3.57), obtém-se:

u=—HU+GP (3.58)

Para se conhecer as tensoes em pontos do dominio, faz-se o somatoério das

integrais em cada elemento da equagao (3.51), obtendo-se.

NE
i =Y /F [ D52, €)phpn(x) — S5, €)pfun(x)] dl g (3.59)
FE=1 E
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que pode ser escrita em forma matricial:

o =-SU+DP (3.60)

Como pode ser visto nas equagoes (3.58) e (3.60), as equagoes do dominio
estao escritas em funcao das variaveis de contorno, nao sendo necessario a resolucao

de sistemas lineares.

3.6 Integrais Exata

Neste trabalho foi adotada a integragao analitica de todos os elementos de
contorno. Na integragao numeérica utilizam-se pontos de Gauss intermediérios, onde
cada ponto tem uma funcao de peso equivalente e, quanto mais dividido o elemento,
mais precisa se torna a integragao. Por se tratar de um processo de aproximacao,
as integrais carregam erros e o tempo de processamento é aumentado em funcao da
quantidade de pontos utilizados na integracao.

Ao contrario do que ocorre nas integrais numéricas, na integracao exata as
expressoes sao integradas analiticamente, evitando-se assim erros de aproximacgao e
diminuindo-se consideravelmente o tempo de processamento computacional.

Nesse trabalho nao foram explicitadas as integrais analiticas singulares, ou
seja, aquelas que o ponto fonte esta no elemento integrado, pois essas expressoes ja
foram largamente descritas em varios trabalhos (Wutzow, 2003). Nas integrais onde
o ponto fonte nao coincide com o elemento, devem-se considerar trés posicoes do
ponto fonte em relagdo ao elemento a ser integrado, como mostra a figura (3.8). Nas
duas primeiras posigoes, o ponto fonte esté alinhado com o elemento e, portanto, s6
hé duas situacoes para este caso, ou o ponto fonte esta a frente do elemento ou ele
estd atras. No terceiro caso, o ponto fonte nao esté alinhado com o elemento.

A figura (3.9) mostra os parametros e os limites de integragdo das integrais
analiticas, onde 05 e 61 sao os limites de integracao relativos aos noés 2 e 1, respecti-

vamente. A reta a é a distancia entre o ponto fonte £ e a reta que contém o elemento.
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64

12

T

Fig. 3.8: Possiveis posigoes do ponto fonte em integragao analitica nao singular

O eixo © — y é a coordenada local do elemento onde, neste trabalho, foi adotada a

orientacao do eixo x coincidente com a normal do elemento, e o eixo y coincidente

com a direcao do elemento.

E(X,Y:)

Fig. 3.9: Coordenadas locais para integragao analitica com ponto fonte nao alinhado com

o elemento

A integragao, neste caso, é feita seguindo a orientagao do eixo de coordenadas

locais do elemento. Pela figura (3.9), conclui-se que:

a a
S i = .61
cos(0) ~ ouseja T cos(0) (3.61)
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sen(f) = % (3.62)
tg(f) = Y ;yg ouseja Yy =ax*tg(f)+ ye (3.63)

sendo, o termo yg, a posigao no eixo y em coordenadas locais do ponto fonte &, e o
termo ¥, as ordenadas dos pontos do elemento em relacao ao eixo local y.

A parte infinitesimal, do elemento a ser integrado, pode ser escrita em funcao
do angulo local 6 e do valor fixo a, com isto, tem-se a parte infinitesimal ds do

elemento escrita em fungao do eixo local y e do angulo 6:

— duy — 2 _ a
ds = dy = a * sec*(0)df = (0052(9)) do (3.64)

onde os termos das solugoes fundamentais de deslocamentos, forgas de superficie e

tensoes podem ser escritos em funcao das coordenadas locais:

r,1 = cos(f) r,o = sen(d) (3.65)

ny = cos(n,x) = cos(0°) =1 ng = cos(n,y) = cos(90°) =0 (3.66)
or Or or

T =g = g M a—yny = 7,1 Ny + 9 Ny = cos(6) (3.67)

Da mesma forma, as fungoes aproximadoras serao transformadas em coordena-
das locais e serao integradas em 6. Neste caso, ao contrario da integragao numeérica,
nas funcoes aproximadoras nao sera usado um sistema de coordenadas paramétricas
para os elementos, e a origem do sistema local de coordenadas é o n6 1 do elemento.

As fungoes aproximadoras podem ser escritas como:

¢1=1—%:1—(%—a¥> (3.68)



66 3. Meétodo dos Elementos de Contorno

& (XY:)
SR

A
!

— (3.69)

onde y, ¢ a coordenada local do ponto fonte p e L é o comprimento do elemento. Os
valores de y,, y¢ € a-tg(#) devem ser tomados sempre com valores positivos para as
equacoes das fungoes aproximadoras.

Com todos os termos das integrais das solugoes fundamentais 'H’, 'G’’D’ e
'S’ escritas em funcao das coordenadas locais, segundo as expressoes, basta integrar
estes termos na variavel 6 entre os limites de integracao entre €5 do segundo né do
elemento e #; do no inicial do elemento.

No caso do ponto fonte estar alinhado com o elemento, a integral foi feita pelo
raio dI' = dr, sendo todos os parametros escritos em funcao do eixo local da figura
(3.11).

As fungoes aproximadoras, para o caso do ponto fonte estar alinhado atras
do elemento, podem ser escritas adimensionalmente com as coordenadas locais do

elemento sob a forma:

T T T
—1-2=1-—4-% .
1 7 7+7 (3.70)
rp, T T¢
=2 _-__2 1
b=F=7-7 (3.71)
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I - - r
41’; - 4 : I R
i. ‘ .p L J ®C p‘ ;—»—0‘ -~ a

Fig. 3.11: Fungdes aproximadoras em elementos alinhados com o ponto fonte a) Ponto

fonte atras do elemento b) Ponto fonte a frente do elemento

Como no caso das equagoes (3.68) e (3.69), os valores de 7, 7¢ e 7, sdo escritos

sempre com valores positivos.

Por ser as equagoes fundamentais integradas em coordenadas locais, o ponto
fonte e os nés do elemento dever ser escritos nas coordenadas locais do elemento.
Apos a integragao analitica, o resultado deve ser escrito no sistema global para a
montagem do sistema algébrico de equacoes de contorno.

As matrizes H;; e G5, se relacionam com deslocamentos e forgas de superficie

R
na direcao de 7, respectivamente, causados por uma forca unitaria na direcao j, por
isso a matriz de rotagao se relaciona com a posicao das coordenadas globais com

locais por uma matriz quadrada, como mostra a figura (3.12).

Fig. 3.12: Relagao entre eixos globais e eixo local do elemento

onde a matriz de rotacao pode ser escrita por:



68 3. Meétodo dos Elementos de Contorno

Cl= 3.72

] cos(f)  sen(f) (3.72)
sendo a equagao de H e G rotacionadas para a posicao global:

[He) = [C]" [H][C] (3.73)

] =[] [¢] [C (3.74)

onde os indices g e [ se referem as matrizes H e G nas coordenadas globais e locais,
respectivamente, e o termo [C]" é a matriz transposta de [C)].

No caso das integrais D;jx, e Sijk, que relacionam deformagao e tensao, respec-
tivamente, segundo o indice ij causados por uma forga unitaria aplicada na direcao
de k, a matriz de rotagao de eixos deve ser escrita com a relagao mostrada em (2.15),
para multiplicar as tensoes nas dire¢oes de ij, por uma matriz da equacao (3.72)
que multiplica os termos da carga unitaria nas dire¢oes de k. Com isso e segundo a

relagao entre eixos da figura (3.12), tem-se a equagao:

(D] = [B] [D'] [C] (3.75)

(9] = [B] [$] [C] (3.76)

a matriz de rotagao [B] é escrita como:

sen(6)? 2sen () cos(0) cos(6)?
[B] = | —sen(f) cos(f) sen(6)?cos(6)? sen(d) cos(f) (3.77)
cos(6)? —2 cos(f)sen(6) sen(f)?
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3.7 Técnicas de Subelementacgao

Uma das técnicas mais utilizadas, principalmente em integragao numérica, é
a técnica da integragao por subelementos. Essa técnica deve ser utilizada quando
o ponto fonte se encontra muito proximo do elemento a ser integrado, pois nessa
posicao havera problemas de quase singularidade, ou seja, os niicleos das integrais

passam a ter gradientes muito elevados e fazem a integral numérica divergir.

s (ponto fonte)

Fig. 3.13: Subelementagao padronizada

Tal técnica consiste basicamente em dividir o elemento de integracao em sube-
lementos menores (de comprimento padronizado ou progressivo). Nos de tamanho
padronizados, figura(3.13), os elementos sdo divididos em subelementos de tama-
nhos iguais e é feita a integracao sobre cada subelemento e, em seguida, seus valores
sao interpolados para os valores dos nés da extremidade do elemento.

Na subelementagao progressiva, os elementos sao divididos em subelementos
cujos tamanhos diminuem a medida em que os subelementos estejam mais préoximos
do ponto fonte. Isso faz com que diminuam os gradientes das fungoes em limites
muito proximos ao ponto fonte.

A figura (3.15) mostra as coordenadas adimensionais de cada subelemento em
relacao as coordenadas adimensionais do elemento.

Seja a relagao:

NSE

JRLOCE VD S G (5.79
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3
I
1
=
)
T
+
=

L2 \ L2

Fig. 3.15: Coordenadas adimensionais 7 e &.

onde NSFE é o nimero de subelementos por elemento. Transformando as coordena-

das do elemento em adimensionais, tem-se:

Logo:

NSE
L

/F JT)0ndly =D /_ RIGEL (3.79)

Pelo fato do intervalo de integracao estar em fungao da coordenada adimen-
sional 1 [—1;+1] e, sendo a fungao de forma escrita em coordenada adimensional &,

hé a necessidade de se fazer a correlagao entre as duas coordenadas adimensionais.
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Li L

(I)l (1)2

Fig. 3.16: Fungoes de forma do elemento.

Para se saber se é necessaria a utilizacao ou nao de subelementos, procede-se
da forma mostrada na figura (3.17), onde se tem um elemento que sera integrado

numericamente, sendo o ponto S proximo ao elemento.

Fig. 3.17: Determinagao dos angulos para o sub-elemento.

Em um primeiro passo, calcula-se a distancia (rs) do ponto fonte ao inicio do

elemento, dada por:

rs =\ (2 — 14)% + (Yi — Ya)? (3.80)

Calculam-se também o seno e o cosseno do angulo formado por esta reta (rs),

com o eixo x:
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sen(f3) = Yo — Vi (3.81)

Pela figura (3.17), pode-se concluir que:

v =0 —a= cos(y) = cos(f — a) = cos(a) cos() + sen(a)sen(p) (3.82)

onde o angulo ¥ da figura (3.17) pode ser encontrado por:

U=7—n (3.83)

Fig. 3.18: Determinagao do comprimento para o sub-elemento.

Se o angulo ¥ for menor que 60°, entao o comprimento do sub-elemento sera
dado pela interseccao da mediatriz da distancia rs com o elemento de integracao,

segundo a figura (3.18).

sendo o comprimento do sub-elemento (comps), dado pela relagao:
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rs

9 rs
COS( ) COMPsup ComPaut 2 COS(’}/) ’ ( )
Como ¥ = 1 — v, logo cos(¥) = — cos(y). Quando o angulo ¥ for maior que

60°, entao o comprimento do sub-elemento (comps,,) serd igual ao comprimento da

distancia rs, como mostra a figura (3.19)

Fig. 3.19: Comprimento do sub-elemento para ¥ maior que 60°

Repete-se este procedimento até o somatoério dos subelementos ser maior ou
igual ao elemento de integracao. Caso o sub-elemento seja maior que o que resta
para completar o elemento de integracao, entao este tltimo sub-elemento tera com-
primento igual ao que resta para completar o somatorio, o que acontece com 74 na
figura (3.14).

Vale mencionar aqui que, a posi¢ao onde se pode utilizar a subelementagao
deve ser apenas quando o né estiver muito préximo ao elemento e que, existem
parametros que determinam a distancia ideal para se utilizar tal técnica.

Para se ter maiores referéncias sobre a técnica de sub-elemetagao, na EESC
deve-se consultar (Chaves, 1997), onde pode ser visto com mais detalhes o desen-

volvimento da técnica bem como de algumas analises de precisao.



74

3. Meétodo dos Elementos de Contorno




4. ANALISE DE REGIOES COM MULTIDOMINIOS VIA
MEC

4.1 Introducao

Neste capitulo, sera vista a anélise de so6lidos que possuem mais de uma regiao
com caracteristicas mecéanicas diferentes, utilizando-se o Método dos Elementos de
Contorno. Sera vista também a técnica de condensagao de dominios, onde um
dominio muito esbelto é transformado em uma sub-regiao linear, originando assim

um sistema algébrico mais estéavel.

Uma primeira formulagao, chamada de formulagao singular, consiste em se eli-
minar as incognitas de forgas de superficie da interface entre os dominios diferentes,
através das condicoes de equilibrio desta regiao, onde somente haveréd incégnitas de

deslocamentos.

Na outra formulagao, que é chamada de formulagao hipersingular, as incégni-
tas de deslocamentos sao retiradas do sistema algébrico, através da compatibilidade
de deslocamentos entre os nos da interface, devendo apenas apresentar como incog-

nitas as forcas de superficie da interface.

Para dominios muito esbeltos sera adotada, neste capitulo, a técnica de con-
densagao de dominios. Numa primeira hipotese, considera-se que o deslocamento é
constante entre as faces da inclusao, sendo assim formulado um comportamento de
fibra para este sub-dominio. Em outra anélise, considera-se que os deslocamentos
variem linearmente através da espessura da inclusao, tendo esta agora um compor-
tamento de viga. Para esta ultima hipotese, devem-se escrever equagoes de rotagao

para os nos centrais das inclusoes.

Por fim serao mostrados exemplos numéricos, comparando tais técnicas com

técnicas convencionais de analise de regioes com multidominios e também com a
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técnica de acoplamento MEC/MEF. Na analise de sub-regices muito esbeltas, serao
analisadas sub-regioes com rigidez maior que a do dominio principal e também de
sub-regioes com rigidez quase nula, simulando o comportamento de uma fratura.
Tais resultados serao comparados com solucoes tedricas e com os resultados obtidos

por outros métodos numéricos.

4.2 Sub-regioes

4.2.1 Formulacao Singular

Considera-se a figura (4.1), onde o solido ¢ formado por duas sub-regioes, €24

e €25, com propriedades elasticas distintas.

Fig. 4.1: Regiao com multidominios

Os desenvolvimentos a serem apresentados sao gerais, tendo sido tomado o
caso particular de dominio bidimensional e com nimero limitado de sub-regioes
apenas por simplicidade. Para a configuracao adotada, cada uma das sub-regioes

pode ser considerada isoladamente, levando as seguintes relagoes:

1 1% _ 1% 1
/ o€ AV —/ 0, €,;dV
Ql Q1

/ije?jd‘/:/ J?fe?jdv (4.1)
QQ QQ

onde os simbolos 1%’ e "2%’, sao usados para identificar solu¢oes fundamentais de-
finidas com as caracteristicas das sub-regioes {2; e €ly, respectivamente; o;; € €;;

representam os campos de tensoes e deformagoes observados nessas sub-regioes.
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Fazendo-se as integragdes por partes, em (4.1), obtém-se as representagoes
integrais em deslocamentos para pontos de colocacao quaisquer, isto €, no interior
de cada uma, em pontos nao pertencentes ao dominio, no contorno ou sobre a

interface.

eyl = — / HYuldr - / HYuldr + / GLpldr + / Ghpldr  (4.2)
To I'io T'io IND)

2 2%, 2 2%, 2 2% 2 2%, 2
20 21 20 21

onde os termos I'jy e I'yg dizem respeito ao contorno apenas da sub-regiao 1 e 2,
respectivamente, e I'15 e I'g; se referem ao contorno da interface, sendo que a ordem
do sub-indice indica o caminho da integracao, como mostra a figura (4.1).
Multiplicando-se a expressao (4.2) por v; e (4.3) por s, sendo ; 0 modulo
de elasticidade transversal do material, e atentando-se para o equilibrio de forcas
na interface pjl. = —p?, a compatibilidade de deslocamentos na mesma u; = u?, e
substituindo-se o caminho de integracao da equagao (4.3) na regiao da interface pela

mesma diregao de integragao da equagao (4.2), ou seja I'1o, tem-se:

’chijujl' = —")/1/ Hl* 1dI‘ ’71/ Hzlj*ujldr -+
T'io0 NP

~1x, 1 ~1x, 1
+/r Gl-jpdejL/ G,;p;dl (4.4)
VaCijuy = / Hjugdl — 7, / Hujdl +
~2%, 2 ~2% 1
20 12

onde os termos ij*, com k = 1,2, sao as solugoes fundamentais sem os moédulos de
elasticidade transversais 7, pois foram eliminados pela multiplicacao dos mesmos

modulos nas equagoes (4.4) e (4.5).
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Para os pontos fonte em qualquer posigao, somando-se (4.4) e (4.5), obtém-se

de uma forma geral:

Ns N
k _

Tk —1 =0 Ix Ty
k£l

onde k define as sub-regides e Ny é o niimero de sub-regices. O indice [ diz respeito
a sub-regiao de interface. Quando esse termo é zero, o ponto fonte pode estar em
um contorno externo de uma sub-regiao ou internamente a essa mesma sub-regiao.
Para valores de [ diferentes de zero, significa dizer que se estd na interface com o
indice k, onde os dois sub-indices indicam a posicao desta interface.

O termo independente, ¢;;, ¢ dado pela mesma expressao ja deduzida para o
caso de problemas elasticos. No caso de pontos sobre a interface, o termo indepen-
dente é obtido seguindo-se os mesmos passos utilizados para a deducao da Eq. (4.6).
A deducao pode ser estendida para o caso geral elastico.

A partir da equagao (4.6) podem-se obter as representagoes integrais de de-
formacao e de tensao, derivando-se e utilizando-se a lei de Hooke. Assim, a repre-

sentacao integral das tensoes em pontos internos fica dada por:

N

Ns
S o P /F St mdF—f—Z / Dk, ok dr (4.7)
k

=1 =0
kAl

Nesta formulacao, o numero de incognitas na interface se reduz somente as
incognitas de deslocamento, diminuindo em duas vezes a quantidade de incognitas
da interface, em relagao a analise tradicional de sub-regiao.

As integrais das equagoes (4.6) e (4.7), serdo aproximados no contorno e nas
interfaces das sub-regioes por elementos de contorno onde, os deslocamentos e forcas
de superficie, serao aproximados por fungoes aproximadoras lineares. Foi utilizada

integracao analitica para todos os elementos, que serao efetuadas em coordenadas
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locais do elemento a ser integrado, como mostra a figura (3.12), e posteriormente o
resultado seréd rotacionado para o sistema global de coordenadas cartesianas.
Reunindo-se todas as contribuigoes das equagoes (4.6) de todos os elementos,

pode-se escrever a equacao matricial do método dos elementos de contorno:

Hcc Hci Uc GCC
VP
H;,. H; U; Gic

onde os indices ¢ e i referem-se a pontos do contorno e interface, respectivamente.

4.2.2 Formulacao Hiper-singular

Como pode ser visto na figura (4.1), pode-se escrever para o dominio ; e
(29, uma formulacao que pode ser estendida a qualquer quantidade de subdominios
contidos na estrutura. Utilizando-se as equacoes de forcas de superficie para os nos,

tanto da interface quanto do contorno, tém-se para as duas sub-regides.

1
5]9]1- = / Simgu dl — /r Simgudl + g Din;pydl + g Dijnypydl
12 10 12
(4.9)
1
5]95 = / Sljlnjul dr / Sz]ln]ul dr_'_/ Dz]ln]pleF_'_/ Dz]lnjpleF
2y T'20 Ta1
(4.10)

onde, Sf; e Df; sao as solugoes fundamentais para tensao e, n; é a normal da
interface entre dominios e também do contorno.

Multiplicando-se a expressao (4.9) por 1/ e (4.10) por 1/72, levando-se em
conta o equilibrio de forcas na interface pjl- = —p?, a compatibilidade de deslocamen-
tos na mesma, ujl = u? e substituindo-se o caminho de integracao da equagao (4.10)
na regiao da interface, pela mesma dire¢ao de integracdo da equagao (4.9), ou seja

I'15, tem-se:
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1,1 / /

= Stanjujdl — Stmiuydl +

2193% it Ty . it Uy
1 1 1 1
Y1 Jry 71 Jry,

1,1 o2+ G2

P = S ln]uldF—I— Simyug 7dl +
V2 T2
1 1 1
+_ DZ]l ] ldr + - DZ]lTL] ldr (412)

'7 FQQ ,7 I—‘12

onde os termos S¥: com k = 1,2, sdo as solucdes fundamentais sem os moédulos

igls
de elasticidade transversal 7y, pois foram eliminados pela multiplicagao de 1/7, nas
equagoes (4.11) e (4.12).

Para os pontos fonte em qualquer posi¢ao, somando-se (4.11) e (4.12), obtém-

se:

M= 5 o vm+% m
; I R dr+z . sginpar
/y m=1 [=0 T'imo
m=#l

(4.13)

No caso do ponto fonte estar localizado em um contorno de uma sé sub-regiao,
basta considerar o termo -y, igual a zero.

As integrais da equagao (4.13) serao aproximadas no contorno e nas interfa-
ces das sub-regioes por elementos de contorno com fungoes aproximadoras lineares.
Foi utilizada integracao analitica para todos os elementos, que serao efetuadas em
coordenadas locais do elemento a ser integrado, como mostra a figura (3.12), e
posteriormente o resultado sera rotacionado para o sistema global de coordenadas
cartesianas.

Reunindo-se todas as contribuigoes das equagdes (4.13), de todos os elementos,

pode-se escrever a equagao matricial do método dos elementos de contorno:
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SCC'I’I, Dcin UC Dccn
{ P } (4.14)

Siecn Dyn i D;.n

onde o vetor n é a normal de cada elemento integrado.

Podem-se ter quatro combinagoes das formulagdes singulares (4.6) e hiper-
singulares (4.13) em uma mesma anéalise. Pode ser utilizada a formulagao singular no
contorno e na interface, como mostra a expressao (4.8) e a hiper-singular também no
contorno e na interface. Pode-se ter também uma combinacao das duas formulagoes,
como a formulagao singular no contorno e a hiper-singular na interface e a formulagao

hiper-singular no contorno e a singular na interface.

4.3 Técnicas de Condensacao de Dominios

Em sub-regides muito delgadas, como as posicoes dos pontos das faces estao
muito préoximas e, esta distancia é muito pequena se comparada com a dimensao
do dominio principal, pode-se acarretar dependéncia linear no sistema algébrico de
equacoes, comprometendo a precisao das respostas.

Para contornar este problema, adota-se a técnica de condensacao de dominios,
que consiste em se transformar um dominio 2D em um dominio linear. No centro
deste dominio sao introduzidos novos noés (pontos de colocagdo). Assim pode-se
admitir uma aproximacao dos deslocamentos e tensoes na dire¢cao normal a sub-

regiao delgada.

4.3.1 Transformacao de Dominios 2D em Fibras

No caso da condensacao do subdominio em fibra, os deslocamentos serao ad-
mitidos constantes ao longo da espessura h da fibra, como mostra a figura (4.2).
onde o n6 S é o no central do subdominio, e os nés Sy e S, s@o os nés na face
direita e esquerda do subdominio, que terao os deslocamentos iguais ao do no6 S.

As rotacgoes serao nulas ao longo da espessura h do sub-dominio, pois nao se tera a



82 4. Analise de Regioes com Multidominios via MEC

—_—t —SO: \ﬁ - ,Q
u,v=const. %

Fig. 4.2: Deslocamentos através da espessura da fibra

Se

variacao de deslocamentos através da espessura h da fibra, tendo assim o sélido a
rigidez a flexao zero.

A técnica utilizada consiste em escrever as equagoes de deslocamentos para os
nos centrais da fibra S, como pode ser visto na figura (4.2). As integrais sao definidas
ao longo da interface, para os respectivos deslocamentos que sao substituidos por
ur(S), isto &, uk(Sy) = ur(Se) = ux(S). Assim, integrando-se os elementos da
interface com aproximagao linear definida no eixo da sub-regiao fina, a matriz H} (),

tem-se a contribuicao dos noés da interface:

H5(S) = Hj5(Sa) + H;(Se) (4.15)

Tem-se entao, a seguinte equacao geral de deslocamentos para o sélido, com

qualquer nimero de fibras Ny.

ke i ko

N

cijul § 7”% / [HE(S.) + HE (S4)] "“dF+§ / Gheph
1 1=0
k£l

(4.16)

Deve-se observar que, para os nos centrais S da fibra, o valor de ¢;; ¢ igual a
d;j, pois este nd é interno e pertence ao centro da fibra.
As integrais da equagao (4.16), serdo aproximadas no contorno e nas interfaces

das sub-regioes, por elementos de contorno com fungoes aproximadoras lineares.
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Foi utilizada integracao analitica para todos os elementos, que serao efetuadas em

coordenadas locais do elemento, como mostra a figura (3.12), e posteriormente o

resultado serd rotacionado para o sistema global de coordenadas cartesianas.
Reunindo-se todas as contribuigoes das equagoes (3.9) de todos os elementos,

pode-se escrever a equagao matricial do método dos elementos de contorno:

Hcc Hce Uc GCC
P. } (4.17)

Hec Hee Ue GGC

onde os indices ¢ e e referem-se a pontos do contorno e do n6 central da interface,
respectivamente. As matrizes H.. e H,. estao condensadas. Neste tipo de analise,
as incognitas da interface da fibra caem de quatro para duas por né.

Vale lembrar que, nas integrais dos nés da interface foi utilizada a técnica

singular, obtendo-se apenas como incognitas os deslocamentos nesta regiao.

4.3.2 Transformacao de Dominios 2D em Vigas

X

T30

Fig. 4.3: Multiplo dominio com inclusao de barra

Como pode ser visto no item anterior, a condensagao de dominios muito es-
treitos com caracteristicas de fibra impoem a este dominio uma rigidez a flexao zero,
o que inviabiliza analises onde este esfor¢o é preponderante. Nessa analise foi a ado-

tada a hipotese de Bernoulli para viga, isto é, considera-se que o deslocamento varie
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linearmente através da espessura h da inclusao, onde a se¢ao deformada permanece
reta.
Adotando-se o sistema de coordenadas locais (7, 7;) da figura (4.3) e de acordo

com a figura (4.4), pode-se escrever os deslocamentos dos nés das interfaces como:

(uh,,via ) h
us vs 2

s§ NN
%

(u"sny ’V‘T?y) h
2

Fig. 4.4: Deslocamentos através da espessura da viga

d s s h
uk, - U/k "‘ ukﬂhg
& S S h

onde uy,,, representa a derivada do deslocamento em relagao a coordenada local na
diregao 7, do eixo central da inclusdo, e uf e u sdo os deslocamentos dos nos da
interface a direita e a esquerda do né central.

Substituindo-se a Eq.(4.18) na Eq.(4.3) e extendendo-se a formulagao para o

caso de N, sub-regioes, tem-se:

znt znt
s .8 m /yB /YA m IYB IYA
CijU; = / z] U dl’ — Z / ZJ uj dl, Z

Nexh

— m IYA *
/ z] _] 77 - n )dFm / H U —+ UJ nn)dl“e:m
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/Gwp]dl“

(4.19)

onde I'..;- € 0 topo da interface da inclusao, v4 e vp indicam os médulos de elasti-
cidade transversais da viga e do solido, 1 e n sao as diregoes normais unitarias do
centro da barra e da interface, respectivamente.

Com essa formulacao, aparecem as taxas de variacao de deslocamentos em
relacao & normal do centro da viga, podendo-se definir esta taxa como a equacao
de rotacao no centro da barra, requerendo dessa forma que sejam escritas novas
equagoes integrais para esta variavel. Diferenciando-se a Eq.(4.19) com respeito ao

eixo normal 7 se obtém:

Ns znt
s Ym HE ™ fyA m
“j,n:_ZT/F ijm Jdrmo_ / ij U@L +
m=1 '%

h um
/ 1]77 ]77 ﬁ)>drm

/YA *
/ z] n U + UJ nn)drextr \/I‘szmp]dr (420)

onde aparecem os termos:

* 1 87’ 37’ 877 afr
Hw’n 2 {(1 —2v) 0 (6_77 on an) +2 {(48_77T2TJ —nir; — nm)

or an or or

(4.21)

G, =—(3- 41/)5a

igm ij an (4.22)

+ miry + i — 2rri n



86 4. Analise de Regioes com Multidominios via MEC

As integrais das equagoes (4.19) e (4.20), serao aproximadas no contorno e nas
interfaces das sub-regides por elementos de contorno, com func¢oes aproximadoras
lineares. Foi utilizada integracao analitica para todos os elementos, sendo que as
mesmas serao efetuadas em coordenadas locais do elemento a ser integrado, como
mostra a figura (3.12), e posteriormente o resultado sera rotacionado para o sistema
global de coordenadas cartesianas.

Reunindo-se todas as contribuigbes das equagoes (4.19) e (4.20), de todos

os elementos, pode-se escrever a equacao matricial do método dos elementos de

contorno:
Hcc Hce Hé,,. UC GCC
H, H. H., |{ u §=|Ge|{P] (4.23)
Hec Hee Hér ’U,; G;‘c

onde os termos escritos com ’, se referem as solugoes fundamentais de rotacao em
relagao ao eixo central da viga. Os termos escritos com o sub-indice r se referem as
incognitas de rotagao da viga.

Pode-se escrever a equacao de tensao de pontos internos, bastando para isso

derivar e utilizar a lei de Hooke na equagao (4.19).

4.4 Analise numérica

4.4.1 Estaca em Meio Continuo

A figura (4.5) mostra uma estaca imersa em um sélido que esta representando
um meio-continuo.

Os modulos de elasticidade admitidos neste problema sao E, = 2, 1x10°N/m?
para o meio continuo e E, = 2,1x 10" N/m? para a estaca, e o coeficiente de Poisson
v = 0, 2 para as duas sub-regioes. Foi utilizada, na analise 2D, as hip6teses do Estado
Plano de Deformacoes.

As condigoes de contorno definidas no problema sao restri¢coes a deslocamen-

tos verticais e horizontais nas laterais e na base do meio-continuo. A estaca sera
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2
E,=2.1x10"°N/m
E,=2.1x10"" N/m’

20

40m

20

10m || 10

Fig. 4.5: Estaca em meio continuo

carregada na sua extremidade superior com os seguintes carregamentos, os quais
serao analisados separadamente: uma carga horizontal Fj, = 40kN, carga vertical
de F, = 160kN e momento M = 9,975kNm.

O problema sera resolvido usando trés modelos distintos. Nos dois primeiros
serao utilizados sub-regioes 2D, isto é, barra e solido serao discretizados com sub-
regioes com aproximagcao linear de forgas e deslocamentos no contorno e na interface.

No primeiro modelo serao empregadas apenas equagoes de deslocamentos no
contorno e na interface (4.6). Portanto, tem-se apenas incognitas de deslocamen-
tos na interface. No segundo serdo empregadas equagoes hipersingulares (4.13) na
interface e singulares (4.6) no contorno, obtendo-se apenas incognitas de forga de
superficie na interface.

Na terceira alternativa utilizou-se o modelo de viga obtido com a aproximacao
linear de deslocamentos na interface, portanto emprega-se a equagao (4.19) e (4.20)
para a viga, e a (4.6) para o contorno.

A figura (4.6), mostra a discretizagdo adotada, bem como a notacgao adotada
nos modelos analisados:

O contorno externo do solo é discretizado com 160 nés em cada face, enquanto
que, nas laterais da interface, foram adotados 300 nés em cada face. No topo e
na ponta da estaca foram adotados numa primeira analise, uma discretizacao mais

pobre, de dois nos em cada face e, numa malha mais refinada, 40 nés em cada face. A
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160 n6s 160 nos

o nos centrais com condensacdo de viga

M b

u-40 u-barra
p-2 p-40

300 nos
300 nds

160 nos
160 nds

160 nos

a) b) c)

Fig. 4.6: a) Discretizac¢ao do meio continuo b) Discretizagao da base da estaca c) Discreti-

zagao da base da estaca e posi¢do dos nos da formulacao de barra.

formulagao de barra admite apenas 2 nés no topo e na base da estaca. Os elementos
utilizados possuem aproximacao linear de geometria e também de deslocamentos
e forcas de superficie, enquanto que o comprimento dos elementos em cada face
¢ igual. Os resultados sdo comparados com o modelo de combinacao BEM/FEM
(Coda ; Venturini, 1999), onde a estaca foi discretizada em 100 elementos finitos
de barra, enquanto que a face externa do solo foi discretizado por 50 elementos de
contorno com aproximagao quadratica. A seguir, estao os resultados em termos de

deslocamentos na linha central do fuste, e forgas na interface solo/estaca.

—{F+—u 2 nos base estaca
—O—u barra
p 2 nés base estaca
—F— u 40 n6s base estaca
p 40 n6s base estaca
—<— MEC/MEF

v

S

Deslocamento vertical x E L/F

Fig. 4.7: Deslocamento vertical ao longo do fuste devido a forca F),
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x 201 )
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Fig. 4.8: Deslocamento horizontal ao longo do fuste devido & forga F},
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b= |
o 0.004
c |
Q
£ -0.05
] ]
&)
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Fig. 4.9: Deslocamento horizontal ao longo do fuste devido ao momento M
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Fig. 4.10: Forga tangencial & interface devida a forca F,
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Fig. 4.11: Forga tangencial & interface devida & forga F),, apenas MEC



4.4. Analise numérica
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Fig. 4.12: Forca normal a interface devida & forga F},
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Fig. 4.13: Forga normal a interface devida & forca F},, apenas MEC
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Fig. 4.14: Forga normal & interface devida ao momento M
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Fig. 4.15: Forga normal & interface devida ao momento M, apenas MEC
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Os resultados deste exemplo no geral se apresentam com boa precisao, acom-
panhando o comportamento fisico esperado do so6lido em um meio continuo. Nota-se
neste caso que a formulagao hipersingular apresenta os piores resultados, sendo que
somente a partir de uma maior discretizacao da malha, os resultados acompanham
os demais. Isso se deve ao fato da formulacao apresentar fortes singularidades no
contorno, principalmente na ponta da estaca, que é uma regiao onde ha canto.

Os melhores resultados sao obtidos pela formulacao singular, pois nota-se que
nao hé praticamente nenhuma diferenca entre a malha mais pobre e a malha mais
refinada. Conclui-se que a formulagao singular é bem estéavel e apresenta matrizes
bem condicionadas.

Na técnica de condensagao de viga, os resultados destoaram dos demais, pois
tal formulacao leva em conta as hipdteses de Bernoulli, tornando o s6lido mais rigido
e, como o solo possui rigidez menor, h4 um maior deslocamento da estaca. Contribui
para isso também o fato da espessura da inclusao nao ser tao esbelta em relacao ao
dominio principal, o que potencializa o efeito das hipoteses de Bernoulli.

Foi notada na anéalise de tensoes, utilizando-se o MEC/MEF, uma grande osci-
lagao na regiao da cabeca da estaca. Isso se deve ao fato do elemento finito utilizado
buscar o equilibrio isoladamente. Mas utilizando-se técnicas de regularizacao, como

minimo quadrado, tal problema é facilmente contornado (Botta, 2003).

4.4.2 Viga de concreto armado

Secao A-B
10m
‘ 160 nos
160 nos b

, ama_ "\ 2000 kN -
oy \ |
iy 1.9 2m
Pl ,7M
4 |
%)_ - - - _

nos da interface 20m r0,0Sm

{ v I

: r
300 nos \

discretizacdo da barra

Fig. 4.16: Solido com inclusao. Caracteristicas geométricas e discretizagao
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A figura (4.16) mostra um sélido 2D, com uma inclusao simulando uma barra
de material diferente no comportamento, de uma viga de concreto armado, com
comportamento puramente elastico. A figura mostra ainda as caracteristicas geo-
métricas da estrutura, bem como a discretizacao adotada em elementos de contorno.
A relagao elastica entre a inclus@o e o dominio principal é de E;/FE; = 10, e am-

bas possuem coeficiente de Poisson v = (.25, com as hip6teses do estado plano de

tensao.
Serao utilizadas nesse exemplo: - a formulacao singular no contorno e na
interface, denominada de singular. - a formulacao singular no contorno e hiper

singular na interface, denominada de hipersingular. - a formulagao de condensagao
de dominio em viga, denominada de u barra. As figuras (4.17) e (4.18) mostram o

desenvolvimento da tens@ao normal e através da secao A — B:

2.0 iy S
1.5-
" [
< Lo —O— singular
1?3" ' A —O— hipersingular
4
n u-barra
0.5 /
0.04 &

0.0 5.0x10° 1.0x10° 1.5x10°
Tens&o normal direcdo x (KN/m %)

Fig. 4.17: Tensao normal atuante através da secao A-B

Tem-se a seguir, os resultados em termos de tensao cisalhante atuante através

da secao A-B:
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20_’_)’\ G- 7y A
S-E0-B-B-#—<_

0 1.5 —O— singular
< —O— hipersingular
g 101 u-barra A
On 5
[¢b])
Y 05-

0.0

0.0 -5.0x10° -1.0x10° -1.5x10°

Tens3o cisalhante (KN/m %)

Fig. 4.18: Tenséo cisalhante atuante através da segdo A-B

A seguir, tém-se os resultados em termos de esforcos na secao transversal,

comparados com os resultados exatos da teoria de viga.

Tab. 4.1: Esforcos atuantes através da secdo transversal A-B

Analise Esfor¢o Cortante | Erro | Momento Fletor | Erro
(kN) % (kNm) %
Teoria de viga 2000.0000 - 20000.00 -
u 1952.7484 2.3626 20123.9377 0.6197
u barra 1951.7494 2.4125 20116.1347 0.5807
p 1972.0286 1.3986 20303.8418 1.5192

Este exemplo mostra a boa precisao das técnicas utilizadas, que sao as for-
mulacoes singulares, hipersingular e condensacao em viga, que sao comparados com
resultados da teoria exata de vigas. Nota-se, que neste caso, como a inclusao é
muito fina, de certa forma anula-se os efeitos das hipoteses de Bernoulli, e com

isso os resultados da analise da condensagao em viga se aproxima dos resultados da
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elasticidade plana.

4.4.3 Fratura Elastica - S6lido com fraturamento

O terceiro exemplo mostra a capacidade da formulagao de inclusao por subdo-
minios para simular o comportamento de uma regiao sujeita ao fraturamento. Nesse
caso, ¢ adotado um modulo de elasticidade com valor muito préoximo de zero para
a inclusao, que por ser muito fina, se assemelha a uma fratura. Nota-se que esta
formulacao difere da formulacao tradicional de fratura, pois aqui ela possui uma
abertura inicial, sendo que, os resultados perto da ponta da fratura podem se apre-
sentar diferentes dos obtidos pela solugao tedrica, que considera a fratura inicial sem
a separacao de suas faces.

A figura a seguir, mostra um sélido com uma fratura com inclinagdo «, que
serd analisada para valores de inclinagao variando de @ = 0 até a = 30°. As
excentricidades e, e e, tem valores de L/4 e a espessura adotada na regidao de

fraturamento ¢ de wy = 4L x 1073,

L Tjﬂlﬁs

Fig. 4.19: S6lido com fratura

Os resultados em termos de tensao na regiao logo apés a ponta da fratura,
serao comparados com analises feitas com o Método de Colocagao de Contorno
(BCM) (Yuanhan, 1991). O contorno externo foi discretizado em 320 elementos
com aproximagao linear, enquanto que a fratura foi discretizada com 600 elementos.
As figuras a seguir mostram as tensoes normais e cisalhantes logo adiante a ponta

da fratura.
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Fig. 4.20: Tensao o, ap6s a ponta da fratura para a = (0°

Fig. 4.21: Tensao o, e 7,y ap6s a ponta da fratura para a = 30°

Neste exemplo fica demonstrado a precisao das integrais analiticas para se
discretizar dominios tao esbeltos. Os resultados na ponta da fratura foram satisfa-
torios, lembrando-se que neste caso a fratura é uma regiao discreta, ao contrario da
anélise feita pelo BMC, o qual utilizou uma linha de fratura. Fica demonstrado que

a formulacao pode analisar fratura nas mais diversas posigoes.
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4.4.4 Dominio com inclusao de rigidez infinita

O presente exemplo mostra um dominio retangular contendo uma inclusao

com dimensoes da mesma ordem de grandeza, como mostra a figura (4.22).

L2
L

Fig. 4.22: Dominio quadrado com inclusao e condigoes de contorno

O objetivo deste exemplo é a andlise das tensoes atuantes nos pontos criticos
da interface, ou seja, nos cantos, analisados neste exemplo no ponto A.

Foi utilizada, nesse exemplo, a formulagao singular no contorno e na interface
(4.6), pois a mesma elimina as equagoes de forgas de superficie da interface do sis-
tema de equacgoes de equilibrio. Os resultados obtidos pela formulagao hipersingular
(4.13), apresentam grandes oscilagoes nesta regiao para valores de rigidez da inclu-
sao muito maiores que a do dominio principal. Isso se deve ao fato da formulagao
hipersingular apresentar, nas regioes perto dos cantos, valores muito altos, o que
acarreta uma matriz algébrica mal condicionada.

As caracteristicas de rigidez da inclusao, F;, variam segundo a relacao F; =
E - 10" onde E é o moédulo de elasticidade longitudinal do dominio principal. Foi
iniciada uma analise com n = 2, até um valor de n onde se observe uma convergén-
cia e estabilidade das respostas. O coeficiente de Poisson adotado para ambos os
dominios foi de v = 0, 25. Foi feita uma comparacao utilizando-se o Método dos Ele-
mentos Finitos, utilizando o programa ANSYS (versao 5.7), onde os dominios foram
discretizados em 6400 elementos retangulares (Shell 47) de elasticidade plana.

Na anélise, utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno, foram adota-
dos 320 nés em todo o contorno do exemplo, divididos igualmente entre as faces. A

figura (4.23) mostra os resultados de deslocamentos ao longo do eixo x, como mostra
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a figura (4.22), que atinge o canto entre os dominios no valor de z/l = 0,25. Foi
feita uma comparacao entre a formulacao singular deste capitulo com as respostas
obtidas pelo programa ANSYS. Como pode ser visto, nesta analise, para n = 4 os

resultados se estabilizam e a inclusao ja pode ser chamada de "corpo-rigido".

0.6 E/E ANSYS BEM
10" —=—

0.5+

(PL)

0.4+

uke/

0.3+

B

00 01 02A03 04 05
x/L

Fig. 4.23: Deslocamento vertical ao longo do eixo z com diferentes modulos de rigidez

longitudinal da inclusao

Uma segunda anélise diz respeito ao desenvolvimento das tensoes o, ao longo
do eixo z, figura (4.24), passando pelo ponto A de canto entre os subdominios.

Observa-se, neste caso, um desenvolvimento suave das curvas exceto um valor acen-

tuado no ponto A.

5-

\i 41 Ei/E ANSYS BEM
= N 1 .
£ 10 —8— v
©
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1%}
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()

'_

Fig. 4.24: o, /p ao longo da abscissa .
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Foram utilizados pontos de colocagao no modelo de elementos de contorno
a uma distancia de L/2 - 1079, o que mostra a precisao das integrais analiticas
utilizadas. Foi observada uma diferenca entre os valores de o, dos pontos mais
proximos do canto de 19,8%, 32,4% e 34,5% para E;/E = 10, 10* e 10* respec-
tivamente, utilizando-se o Método dos Elementos de Contorno, enquanto que na
analise utilizando-se o programa ANSYS foi observada uma diferenca de 76,6%
para E;/E = 10*. No gréfico (4.25), ¢ demonstrado o desenvolvimento das tensoes
o, ao longo de pontos situados préoximos a interface nas proximidades do canto A

stanto do dominio principal quanto da inclusao.

4x10°

3x10°

4 P . .
2x10" 1 —C— Dominio principal
—O— Incluséo

1x10*

-1x10°*

-2x10°*

Tens&o normal dir. x (kN/m ?)
o

-3x10*
0.2

x/L

Fig. 4.25: Tensao o, ao longo do dominio principal e da inclusao

Nesse exemplo fica comprovada a eficicia da formulacao singular na analise
de soélidos com inclusdes com rigidezes consideradas infinitas. Foram feitas com-
paragao com o programa ANSYS, que possui grande confiabilidade mundial, e os
resultados se aproximaram bastante. Na analise de canto, a formulagao singular
apresentou melhores resultados no que se refere aos gradientes de tensao, que foram
mais suaves que os apresentados pelo ANSYS. Na figura (4.25) ficou demonstrado
que o desenvolvimento das tensoes, tanto no dominio principal quanto na inclusao,

tendem ao infinito, mas em sentido contrério.
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4.4.5 Dominio enrijecido por fibras

O exemplo seguinte consiste de um dominio retangular reforcado por quatro
inclusdes com caracteristicas fisicas de fibras, utilizando-se para isto a técnica de

condensacao de dominios, como mostra a figura (4.26).

A=0.5cm A=0.5cm
ﬁ — Fibras *ﬁ‘
%” nos do contorno ﬁ% c
i S
;/l>} + EE/ C;l
2 2 _Q
%>1: * :)<% ;
- - -<¥
noés de contorno
L=20cm
Fibra 3s de interf w
. ‘no§ e interface . f

Fig. 4.26: Dominio com inclusao de fibras. Dimensdes e discretizacao.

O modulo de elasticidade longitudinal adotado no dominio principal é F; =
2000kN/em? sendo adotado o valor do coeficiente de Poisson, v = 0, para ambos
dominios. A rigidez do dominio principal é dada pela formula E;A; = 4000kN onde
Aj € a area da secao transversal, enquanto que a rigidez das quatro fibras é dada
por 4A,FE5 onde A, é a area da secao transversal de cada fibra. Pode-se relacionar a
rigidez das fibras com a rigidez do dominio retangular pela relagao 4AsFEy = aE1 A;.
Neste exemplo foi adotado o = 4, ou seja, a rigidez das fibras é quatro vezes maior
que a rigidez do s6lido. A espessura das fibras ¢ de 10~*cm, onde se tem a relacao
entre a espessura da fibra e a espessura da viga de wy/w, = 5 x 107°. Foi adotada
uma malha de 25 ndés no contorno em cada face e uma malha fina de 365 nés no
centro de cada fibra. Para se comprovar a eficiéncia das formulagoes de condensacao
em fibra e das integrais analiticas, foi adotada a espessura das fibras variando de
10~ tem > wy < 10~*em. O solido, como mostra a figura (4.26), esta sujeito a uma

acao de deslocamentos lineares de 0, 5cm

Os resultados sao comparados com andlise feita utilizando-se o modelo de

combinacado MEC/MEF (Coda ; Venturini, 1999), onde o solido foi discretizado
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em elementos de contorno utilizando-se 48 nés com aproximacao quadratica e 600

elementos finitos de barra na interface.

A figura (4.27) mostra a tensdo normal as fibras na vizinhanca da interface
entre o dominio principal e a fibra, sendo Dist a distancia do ponto fonte a interface
da fibra. Tem-se para a relagao Dist/w; < 1072, valores das integrais numéricas
garantindo boa precisao, ao passo que para as integrais analiticas a mesma precisao

é garantida para valores até Dist/w; < 1072

2

S

L 150,

pd

f —s—integragéo analitica

® —e—integrag&o numérica

S

-

O 100+ e—3
pd

Qo

4]

0

G

— 50 T T T

10*  10°  10* 10" 10°
Dist/wf

Fig. 4.27: Tensao normal nas proximidades da fibra.

A figura (4.28) mostra o deslocamento longitudinal no eixo central do dominio
principal. Foi feita uma anélise, considerando-se a relacao espessura da fibra e
espessura da barra, wy/wj, variando de 5 x 1072 a 5 x 107°, mas mantendo a mesma

rigidez do conjunto, ou seja, aumentando-se proporcionalmente a rigidez das fibras.

4
2‘_ w/w,
o —a—0.05
S 02{ | —=—0.005
£ —&—0.0005
2 —v— 0.00005
2 0.0 L
S
—
el
@
£ -0.24
[
8 . ‘ ‘ ‘
B 000 0.25 0.50 0.75 1.00
Qa

Coordenada horizontal x/L

Fig. 4.28: Deslocamentos para varios valores de w s /wy,
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A figura (4.29) mostra a forca tangencial & inteface da fibra na posigao inferior

da barra, utilizando-se as mesmas hipdteses da analise anterior.

Forca tangencial na interface

wiw,
—=—0.05
——0.005

——0.0005

——0.00005

5 10 15
Coordenada longitudinal (cm)

1

20

Fig. 4.29: Forca tangencial na fibra inferior para varios valores de ws/wy,

Como mostra a figura (4.30), foi feita uma comparagdo com a combinagao

MEC/MEF, onde analisa-se o deslocamento longitudinal ao longo do eixo central

do dominio principal.

—

x
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£ o025 —=—MEC :

< o e
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§ 0.00 > L

L \

S -0.251 .
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Q '050 T T T 1
@ 000 0.25 0.50 0.75 1.00
a)

Coordenada longitudinal x/L

Fig. 4.30: Deslocamento longitudinal com o = 1.0 e wy/wy = 005

Nos graficos seguintes, sao mostradas as variagoes da forca tangencial ao longo
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da espessura da fibra inferior contida no dominio 2D, para a = 1,0 e para a rigidez

do conjunto variando de a« =1 a a = 4.
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Fig. 4.31: Forca tangencial na interface com o = 1.0 e wy/w, = 005
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Fig. 4.32: Forga tangencial na interface com vérias rigidezes

Neste exemplo fica comprovada a eficidcia da solucao singular e da condensa-
¢ao em fibras para inclusoes muito esbeltas, e também com as varias rigidezes das
mesmas. Os resultados foram comparados com a técnica MEC/MEF, onde ambos

convergiram, exceto nas regides de ponta das inclusoes, onde a anélise MEC/MEF



4.4. Analise numérica 105

apresenta grandes oscilagoes nas anélises de tensoes nesta regiao. Ficou compro-
vado, como mostra a figura (4.27), a eficacia da integracdo analitica em comparagao

com o processo de integracao numérica.
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5. ANALISE NAO-LINEAR

5.1 Introducao

No presente capitulo, sera apresentado a analise nao-linear realizada neste tra-
balho. Inicialmente, sera apresentada uma breve introducao da teoria que emprega
campo inicial de tensoes, indispensavel na analise nao-linear via Método dos Elemen-
tos de Contorno, que se adapta a uma gama muito grande de modelos constitutivos.
Na mesma se¢ao, discutem-se as equagoes algébricas e integrais de anélise nao-linear
via Método dos Elementos de Contorno, bem como as técnicas de integragao de do-
minio.

Posteriormente serao discutidas, com a utilizacao do campo das tensoes ini-
ciais, as equagoes algébricas de analise nao-linear via Método dos Elementos de
Contorno. Em seguida, serd dada uma breve explanagao sobre os modelos nao li-
neares escolhidos, que sao o modelo escalar de dano e o modelo de dano para o
concreto, vistos com um breve desenvolvimento.

Por tltimo, sera visto o desenvolvimento das equagoes nao-lineares de dano
escalar e do concreto, bem como o desenvolvimento das equacoes de dano em dominio

estreito, que se degenerard em uma fratura nao-linear.

5.2 Campo das tensoes iniciais

A presenca de campos iniciais de tensoes ou deformagoes no dominio de um
solido, é de suma importancia para problemas onde tais variaveis se relacionam com
nao-linearidades dos materiais, tais como plasticidade, dano e efeitos viscosos. Os
campos de deformagao ou tensao inicial sao, por sua propria natureza, ideais para
a utilizagao de métodos iterativo-incrementais, para a resolugao de problemas nao-

lineares. As componentes de deformacdo em um ponto s do dominio sao dadas
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por:

€ij(8) = €5.(s) + €5:(s) (5.1)

onde €;(s), representa o componente do tensor de deformagoes elasticas e €;(s), o
componente do tensor de deformagoes iniciais. Da mesma forma, pode-se escrever

para o campo das tensoes:

oij(s) = o5;(s) — ol (s) (5.2)

A figura (5.1) mostra as relagdes das equagoes (5.1) e (5.2).

(e) comportamento puramente
1 elastico-linear

So

/\

Ce k/\ lei ndo-linear
do material

Fig. 5.1: Campo das tensoes iniciais

As equacoes de equilibrio sem forcas voltimicas, podem ser escritas como:

aO"j Oo€. ooV,
i _ g 9% _ 5.3
&cj ou 8$j &cj ( )
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O tensor —(90"/dx;) ¢ equivalente as forcas de volume ;. Introduzindo a

forga de volume 1; na equagao (5.3) tem-se:

oot 0ol
Uy, = 4

Sobre o contorno, o vetor de deslocamentos u;, ¢ o mesmo para o caso elas-
tico e para o caso das tensoes reais que estao atuando no soélido, segundo modelo

constitutivo. Porém, para as forcas de superficie tém-se:

pi = 0in; = (Ufj - U?j) n; = 2 _P? (5-5)

onde p;, é a forca de superficie 'verdadeira’ que estéd atuando no contorno da estru-
tura, segundo alguma lei constitutiva nao-linear, p§ é a forca de superficie totalmente
elastica, p¥ a forca de superficie inicial no contorno e n; é o vetor normal ao contorno
) J :
Usando o teorema da divergéncia, o termo de integral de volume de (3.43)

pode ser escrito como:

/Q bi() G (2, €)d0 = / Bl (. €)0% (x)d02 / GL(e, @ (5.6)

onde Bj;(z,§) = 0G3;(x, &) /Oy
Substituindo-se na equagao (3.43) o termo de dominio de (5.6), lembrando que
nesta equagao p; = pf, e utilizando a relagdo da equagao (5.5) para eliminar o termo

p), obtém-se:

Cijuz(E)Z/F[G?j(xaé)pj(x)—Hfj(xaﬁ)uj(x)} dl“+/Q i (@, §)oi(2)dQ (5.7)
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O nucleo Bjy; da integral de volume da equagao (5.7), pode ser escrito como:

. —1

ikj (l’, f) = m [(1 — 21/) (T}j(sz‘k + r}kéij) — r,iékj + 27“,1‘7’7]'7’7]9] (58)

Derivando-se a equagao (5.8) e aplicando-se a relagao constitutiva elastica,

obtém-se:

o(€) = / (5202, €)pi() — Dy, E)u(a)] dT + (5.9)

* 1
/QEipjk(an §)oip(2)d€2 8(1—v)

207, (s) + (1 — 4v)o,,.05]

mm

sendo:

N 1
Eipjk(xa f) = m [(1 — 2V) (5ij5kp + 5ik5jp) — 6ip5jk + 2v (510)

((51']'T’k7“’p + 5%7’7]'7’1, + 5jpT,iT,k + 5ka’iT’j) + 2 (5jk;r,ir,p+

+0ipT 5T k) — 8T 4T T 47 k]

O dltimo termo da equagdo (5.9) é o conhecido termo livre. Ele surge da deri-
vacao do nucleo da integral com o termo de tensao inicial da identidade Somagliana.
Neste trabalho, para evitar se escrever as equagoes de tensoes para o contorno, pois
ha fortes singularidades com estas integrais nesta regiao, optou-se pela utilizagao de
no6s duplos nos vértices das células que pertencem ao contorno, onde tais nos sao

deslocados para o dominio.
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5.2.1 Discretizacao das Integrais de Dominio - Elementos com

aproximacao linear

A consideracao de campos iniciais de tensao para tratar os problemas nao-
lineares, introduz as integrais de dominio nas equagoes do método dos elementos
de contorno para problemas de elasticidade plana. Neste trabalho, o dominio foi
discretizado em células triangulares, onde as deformagoes e tensoes serao aproxima-
dos para os vértices das células por funcoes aproximadoras com variacoes lineares,

e depois somadas as contribui¢oes de cada célula as quais o n6 pertence.

m 03

— ——X

Fig. 5.2: Discretizacao do dominio em células triangulares

As variaveis de dominio neste caso sao as tensoes iniciais. O dominio €2 é

Ne

mp1 $2m- As fungoes aproximadoras de defor-

discretizado em N, células onde 2 = |

magoes sao da forma polinomial e contribuem com cada né na seguinte forma.

"ol = (&)l (5.11)

onde m, representa cada célula (2, e o indice k, os nos da célula. ™o representa a

variavel nodal da componente ij do tensor de tensoes iniciais da célula m para o nd
k. O termo de dominio da equagao (5.7), pode ser escrito como uma contribui¢ao

das integrais de cada célula aproximada:
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Ne¢
/Q ALY / B, 6ok, (5.12)

A fungao aproximadora é escrita em forma de coordenadas cilindricas (Botta,

2003).

0

¢i(r,0) = ;—A + wiz(s) + 1 - cos(8)] + ni[y(s) + 7 - sen(d)] (5.13)

onde A é a area do elemento triangular, cujos vértices coincidem com os nés de
tensao, x(z) e y(s) sdo as coordenadas cartesianas do ponto fonte s em rela¢ao a um
sistema (x,y) qualquer adotado. Os outros coeficientes da equagao (5.13) sao dados

por:

a; =Ty — Y Wi =Yj — Yk N =Tk — T (5.14)

para i,j e k variando ciclicamente de 1 a 3. O indice subscrito na equagao (5.14)

representa os nos nas células com coordenadas (z,, Ym)-

3
Y 1 p
2 3
Y. s “
x(p) - x(s) =r.cos (6)
X y(p) - y(s) =r.sen ()
X

Fig. 5.3: Coordenadas cilindricas r e 6
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Na figura (5.3), sao mostrados o raio e o angulo ¢ da equacao (5.13), bem
como todas as varidveis da funcao de forma.

A técnica utilizada, consistiu em se fazer primeiramente, uma integragao ana-
litica na equagao (5.12) em relacdo a r. Em seguida, substitui-se o valor de r de
acordo com a figura (5.4) e da relagao (5.17), onde ’a’ é a menor distancia entre o

ponto fonte e a aresta da célula que esta sendo integrada.

Fig. 5.4: Relagao entre o eixo global e o eixo local da aresta da célula

Posteriormente, integra-se também analiticamente em relagao a 6 e , diferen-
temente do caso das integrais de contorno, as integrais precisam ser resolvidas em
coordenadas globais, com isso tem-se, como mostra a figura (5.4), a rela¢ao entre o

angulo @, que é o angulo entre o raio 7 e a reta a, e o angulo § global dado por:

0=0+46, (5.15)

9 = df (5.16)

O raio de integracao entre o ponto fonte e o elemento pode ser escrito por:

(5.17)
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dr = — " 4 (5.18)

e o elemento infinitesimal de area df), da equagdo (5.9) a ser integrada em cada

célula, pode ser substituido pela relacao:

dQ) = rdrdf

As relagoes determinadas pelas equagoes (5.15),(5.16),(5.17),(5.18) e (5.19),
sao substituidas nas equagdes integrais de dominio de deformagao (5.8). Faz-se
uma integracao analitica, primeiramente em relacao ao raio r e, posteriormente,
substituem-se os termos do raio com a rela¢ao (5.17), integrando-se analiticamente
em relacao a variavel 6.

Com relagao as equagoes de tensao, tém-se problemas de singularidade quando
o ponto fonte pertencer ao contorno. Para evitar tal problema, os nés das células

pertencentes ao contorno sao afastados para dentro da célula, como mostra a figura

(5.5).

o 16 'duplo’ externo da célula

o no interno de célula

Fig. 5.5: Nos internos e externos ao contorno da célula

Outro problema referente a equagao de tensdo no dominio, equagao (5.10), é

sua impossibilidade de ser integrada analiticamente. Para contornar este problema,
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foi adotada a integracao em elemento de linha na célula, como serd demonstrado a

seguir.

5.2.2 Integragao em linha das integrais de dominio

A solucao fundamental E;,;, da equacao (5.10) possui restrigdes para integra-
cao analitica. Utilizando-se a relagao de compatibilidade de deslocamentos, pode-se

escrever o tltimo termo da equagao (5.7) por:

oG,

[ o €0l (x)a0 (519)

cijui(§) =+

integrando por partes o dltimo termo de (5.7), ja substituido pelo termo de (5.19),

tem-se:

cwmo=~~+/’ @£>Mm<mr—/ (2, €)0% 1 (2)d2 (5.20)

onde n é a normal do elemento a ser integrado. O termo J?k . integrado sobre o
dominio, pode ser entendido como um carregamento de dominio, podendo entao ser

escrito apenas derivando a funcao aproximadora:

Obm
Olkk = aL;kUlk (5.21)

onde o termo ¢ é a fungao aproximadora para um elemento m qualquer.
Aplicando-se a lei de Hooke sobre a equagao (5.20) e, utilizando-se a expressao

(5.21), tém-se os termos de tensao:

¢m
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O primeiro termo da equagao (5.22) sera integrado no contorno, como na equa-
¢ao (3.52). Através da relagao dS)2 = rdrdf e derivando-se a equagao (5.13), pode-se
integrar o segundo termo de (5.22), primeiramente em relagao a r e, posteriormente,
em relacao a 6, sendo essas duas integrais feitas analiticamente. Matricialmente, o

termo F;j,; pode agora ser escrito para um né k de uma célula m qualquer, como:

* *
Dlll D112

" . . ny MNo 0
E" = D1y Dig 0 +
D D ny nag
221 222
D/* D/* k
111 112 é é 0 011,
m,x m,y
DYy Diy, Ulfz (5'23)
0 ¢ ) "
D/* D/* m,r m,y k
221 299 022,,

sendo o termo D™ da soluc¢ao fundamental integrada no dominio da célula, como
mostra a equagao (5.22). O termo livre da expressao (5.9), é suprimido pelo desen-
volvimento da expressao (5.22), sendo que o termo livre agora tem valor unitario no

ponto fonte apenas.

5.2.3 Discretizacao das Integrais de Dominio - Elementos com

aproximacao constante

Para o caso de anélise de uma sub-regiao muito ’'fina’, que se degeneraré
segundo leis nao lineares da mecanica do dano dando origem a fratura, optou-se,
por uma aproximagao constante das células internas da sub-regiao. Como mostra a
figura (5.6).

Neste caso, a fungao aproximadora da equagao (5.13), tera valor unitéario e

pode ser escrita por:

¢i(const) =1 (5.24)
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=

Fig. 5.6: Elemento de dominio com aproximagao constante

Com isto, somente o termo B, serd integrado normalmente na célula, en-
quanto que, o termo da solu¢do fundamental de tensdo dada pela equacao (5.23),

seré escrito como:

* * k
D1y, Dipg 011
" ny N9 0 &
J— * *
E™ = Diyy Digg 012, (5.25)
0 ny nNo &
* *
D3y Dig 022,

pois como a funcao aproximadora é uma constante, o termo derivado ¢, ; sera nulo.

5.3 Analise nao-linear via Método dos Elementos de

Contorno

Na anélise de problemas fisicos nao-lineares, utilizando-se o método dos ele-
mentos de contorno, pode-se utilizar a introducao de tensoes iniciais aplicadas no
dominio. A relacao constitutiva do modelo nao linear esta ligada & definicao da
tensao inicial, sendo esta definida como a diferenga entre a tensao que segue a lei
elastica e a tensao dita como verdadeira, que nada mais é do que a tensao real

segundo a lei constitutiva nao linear do material.
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Escrevendo as equagoes matriciais de deslocamentos (3.56) e tensdes (3.60),

introduzindo o campo das tensoes iniciais, tem-se:

[H]{U} = [G]{P} + [Q] {00} (5.26)

{o} = —[S{U} + [DI{P} + [Q{o0} (5.27)

onde Q e Q' s@o as matrizes de influéncia das solugoes fundamentais (5.8) e (5.23)

Separando as forgas e deslocamentos prescritos, tem-se, a partir da equacao

(5.26):

[AJ{X} = [BI{Y'} + [Q] {00} (5.28)

onde na matriz [A] tem-se os termos da matriz [H| e [G], que multiplicam termos in-
cognitos de deslocamentos e forgas de superficie, respectivamente, enquanto a matriz
[B] tem influéncia sobre os valores prescritos de contorno, os quais sao representados

pelo vetor {Y'}. Multiplicando-se os termos prescritos de (5.28),tem-se:

[AJ{X} = {F} +[Q]{o0} (5.29)

Separando-se, também na equagao (5.27), os termos incognitos e prescritos do

contorno, juntamente com os respectivos termos das matrizes de influéncia, tem-se:

{o} = —[AH{X} +{F'} + [Q{o0} (5.30)

onde [A’] e {F’} tem o mesmo significado de [A] e {F'}, respectivamente. Isolando-

se o termo incognito da equagao (5.29), tem-se:
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{X}=[A]" {{F} +[Ql{o0}} (5.31)

A equagao (5.31), pode ser escrita como:

{X}={M}+ [R]{o0o} (5.32)
onde:
{M} = [A]"' {F} (5.33)
[R] = [A]"'[Q]

Substituindo-se (5.32) em (5.30), tem-se:

{o} = {N} +[Sl{oo} (5.34)

sendo que os termos IN e S, descritos na equagao (5.34), sdo representados por:

{N} =~ [A)[M] +{F'} = — [A'][A] {F} + {F'} (5.35)

[S] = —[A][R] + Q] = — [A][A] ' [Q] + Q] (5.36)

Adicionando o campo de tensao inicial nos dois lados da equagao (5.34) tem-se:
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{o°} = {N} + [S] {0} (5.37)

sendo que [S] = [S] + [I], onde [I] é a matriz identidade. O termo {o®} =
{o}+{00}, segundo figura (5.1), é a tensao elastica, isto &, é igual & soma da tensao
que realmente atua na estrutura segundo uma lei constitutiva, mais o acréscimo
de uma tensao inicial, a qual pode ser introduzida inicialmente como parte de um
processo iterativo incremental utilizado para se resolverem problemas nao lineares. A
equagao (5.37), pode ser escrita em termos de deformagoes, segundo a lei constitutiva

linear por:

{Y(e)} = [E]{e} +{N}+ [S]{[E]{e} —{o(e)}} =0 (5.38)

onde [E] é a matriz com os modulos eléasticos de rigidez, e {o(€)} é o vetor com
as tensoes decorrentes do modelo constitutivo nao-linear do material. A equacao
de equilibrio nao-linear {Y (€)} = 0, é geral para qualquer lei constitutiva nao
linear, tornando tal formulagao, tnica e aplicdvel a uma vasta gama de modelos nao
lineares. No item seguinte, seré apresentado o modelo nao linear de dano escalar, no
qual sera discutido o procedimento incremental-iterativo para a resolucao do sistema

nao-linear de (5.38).

5.4 Mecanica do Dano

Um dos comportamentos nao-lineares que as estruturas granulares, como o
concreto, apresentam de mais significativo, se refere ao processo de danificacao.
Esse processo consiste de microdefeitos constituidos por inclusdes ou mesmo vazios
dentro de um so6lido, os quais, por suas caracteristicas, favorecem o aparecimento de

concentracao de tensoes.
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O dano pode progredir, seja por solicitagao mecanica ou por condi¢oes ambi-
entais, dando origem a rompimentos entre particulas, que afetam as caracteristicas
mecanicas do solido analisado segundo a Mecéanica do Continuo.

A mecénica do dano consiste em se analisar o aparecimento e a progressao
desses microdefeitos, que estao difusos em regioes de um sélido continuo, onde as
caracteristicas elasticas do solido serao penalizadas de acordo com a evolucao deste
dano.

Com o incremento da propagacao do dano, o mesmo vai se intensificando em
uma regiao cada vez mais estreita, podendo dar origem a uma fratura discreta.

A figura (5.7) mostra a relagao tensio x deformagao para o caso de dano
escalar. Nota-se que o material possui um comportamento elastico até o ponto o,
com D = 0 e depois vai perdendo sua rigidez até possuir tensao nula D = 1. A

tensao maxima é o,,.

Om

Oe

(&

Ce Em cf

Fig. 5.7: Relagao tensao x deformagao - Modelo de Dano

5.4.1 Dano Simples

O modelo de dano isotrépico, isto é, que se propaga igualmente em todas as

diregoes, é definido pelo conjunto de equacoes.

U= %E(l — D)é® (5.39)
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Y = —g—; = %Eé (5.40)
o= %—i =(1—-D)Ee (5.41)
. of(Y,D
D=5 f(ay" ) (5.42)
FY,D)=Y =Yy — MD (5.43)
f <0, f=>0, fy=0 (5.44)

onde U ¢é a energia livre de Helmoltz, D ¢é a tnica variavel escalar de dano, que
tem o valor de 0 no inicio, isto é, o material esté integro no inicio indo até o valor
de 1 quando o material esta totalmente deteriorado, ¥ é a tensao termodinamica
conjugada & D. O termo f é a fungao de carregamento e, juntamente com o mul-
tiplicador 4, satisfazem as condigoes de Kuhn-Tucker, expressa em (5.44). M e Yj
sao parametros constantes do material.

Todas as variaveis sao escalares por ser o problema unidimensional; pela con-

dicao de consisténcia f = 0, podem ser escritas as relagoes:

. of . of .
Y,D)=—=Y 4+ —=D = A4
. Y  Ee
7= (5.46)
A relagao constitutiva é dada por:
0= (1—-D)Eé na parte eléastica
(Ee)? (5.47)

6=(1—-D)Eé—DEe= |(1-D)E — na parte com D > 0

Para o caso bidimensional, tém-se as relagoes constitutivas, com os tensores

de tensao derivando da energia livre de Helmoltz.
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pV = p¥ (€;;, D) = = (1 = D) Ejjucijen (5.48)

DO | —

onde p ¢ a densidade de massa, F;ji; as componentes ¢jkl do tensor constitutivo
elastico de quarta ordem do material integro e ¢;; as componentes ij do tensor de
deformagoes.

O tensor de tensoes é dado pelas componentes:

ov 1
Oij = Paeij =3 (1= D) Eijuen (5.49)

e a forca termodinamica Y associada a D é dada por:

or 1
Y = Eijklefjezl (550)

Y30~ 2
A fungao de carregamento f(Y, D) é definida por:

fY,D)=Y — k(D) (5.51)

onde k(D) mede o maior valor atingido até entdo por Y. Neste modelo, k(D) é

linear com D, tomando a forma de :

k(D) =Yy + MD (5.52)

sendo Yy e M constantes do material.
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O inicio do processo de danificagao e sua propagacao ocorrem de acordo com

o critério de danificacao:

- 0f(Y.D)
D=)\—FF—" 5.53
oY ( )
o multiplicador A deve satisfazer as condicoes de Kuhn-Tucker:
A>0, £<0, A\f=0 (5.54)

O multiplicador A ¢ calculado da condicio de consisténcia e, quando positivo,

¢ dado por:

. of . Of .
f(Y,D) = aTJiY + a_zj;D (5.55)

Com as relagoes (5.55), (5.51) e (5.52) tem-se:
A=D=[— 5.56
(%) 50

5.4.2 Processo nao-linear incremental - Dano Simples

Como em todo processo de resolugao de problemas nao-lineares, aplicar-se-a
o procedimento de passo finito para linearizar o problema em questao. A solucao
passa pela discretizacao do problema no campo temporal e espacial. Na primeira,
resulta na discretizagao de intervalos de tempo A; = t,,1 — t,, , ou passos de carga,

sendo t,, e t, 1 dois instantes consecutivos de tempo. No intervalo A;, o problema é
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nao linear e deve ser resolvido por tentativas lineares, sendo que, o resultado dever
ser corrigido pelas leis constitutivas nao lineares do material.

O problema, em certo instante de tempo A;, consiste em manter o equilibrio
estatico do so6lido, dadas a varias condigoes de contorno impostas, tais como des-
locamentos, forgas de superficie e de volume, garantindo também a validade das

equacoes de compatibilidade, como mostram as equagoes:

divei1+b,01=0 em £ (5.57)

% [grad Upy1 + grad” unﬂ} =€ =0 em (5.58)
M- Opi1 = Puy1  €m Iy (5.59)

Upp1 = Upyr em Ty (5.60)

onde tem-se os incrementos para cada passo de carga de Ab, = b,11 — b,, Ap, =
Pni1—Pn € AU, = U, 1 — U, para os valores de deslocamentos e forgas de superficie
prescritos nos contornos I', e [, respectivamente. Sendo 0,11 € u,1, 0s tensores de
tensao e de deslocamentos dos pontos de dominio do sélido. As condicoes de equili-
brio e de compatibilidade (5.57)-(5.60), acrescentam-se a equagao da lei constitutiva
nao linear de dano local, juntamente com as condi¢oes de Kuhn-Tucker.

A discretizacao espacial é feita via aproximacao das variaveis de contorno e
de dominio, resultando no sistema algébrico do método dos elementos de contorno.
Utilizando-se a equagao (5.38), agora escrita em passo de carga, para o incremento

n, tem-se:

{Y(Ae)} = [El{Aen} + {AN} + [SH{[E] {Aen} — {Aon(Aen)}} = 0 (5.61)

a equagao (5.61) respeita as condigoes de (5.57)-(5.60) e esta escrita em fungao
de variaveis incrementais Ae,. Utilizando-se um processo iterativo, tipo Newton-

Raphson com fases de previsao e correcao, tem-se para cada iteragao:
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{Ae™} = {Ae,} + {0Ae!} (5.62)

onde i indica cada iteragao. Determina-se o valor de {§A¢iT'} para cada iteragao
e truncando-se a série de Taylor no primeiro termo da expressao de Y ({A€’}) em

(5.61), tem-se:

V({A€,}) = %@i})} {oAe 4+ =0 (5.63)

utilizando-se o primeiro termo da equagao (5.63) e derivando-se a equagao (5.61) em

= i .
relacao a A€, tem-se:

(v (faa = {181~ 15) (181 | 532 ) | - fome) (5.69)

onde o termo que multiplica {6A€’ } ¢ conhecido como operador tangente consistente
algoritmico, diferindo do operador tangente continuo pela variavel em relacao a qual
se calcula a derivada da equacao de equilibrio.

Sendo as equagoes resolvida por incrementos, nada mais natural que se toma-
rem as derivadas em relagao as varidveis incrementais, dai o operador ser consistente
com o algoritimo do problema incremental. O operador consistente tende ao opera-

dor continuo quando Ae tende a zero, ou seja:

Ct - oo
B¢
OAco

CtC’ _
OAe

C*® =C* para Ae—0 (5.65)
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sendo C*t e C* os operadores tangente continuo e consistente, respectivamente.
Na expressao (5.64), surge a derivada dos incrementos de tensdes em relagao

ao incremento de deformagoes e, para cada lei constitutiva nao linear, tal operacao

deve ser explicitada. Considerando-se o modelo de dano local simples, tal relagao

constitutiva pode ser escrita como.

& =(1—D)Eé— EeD (5.66)

onde E é o tensor constitutivo elastico de quarta ordem, &, € e D sao as taxas dos
tensores de tensoes, de deformacoes e da variavel de dano escalar, respectivamente.

Em variaveis incrementais, a expressao (5.66) pode ser escrita como:

Ao,=(1-D,—AD,)E: A¢, — AD,FE : €, (5.67)

a matriz tangente consistente é dada pela derivada.

(5.68)

0Ae,

0Ao,
0Ae,

] (1= D, —AD,) [E]—{E:(En+A€n)}®{aADn}

sendo D,, e €, conhecidos no tempo t,, e AD,, e Ag, as variaveis incrementais.
Da condigao de consisténcia do modelo, fD = 0, para que haja incremento do

dano, ou seja, D > 0, deve-se obedecer a condi¢io f = 0, sendo entao:

f=Y-Yy— MD

Af, = AY, — MAD,
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. ofoy, of .
I=avactap? ="
Af, OAY, A
Afn—a Jn O " A +MADn:O (5.69)

~ 0AY, 0Ae, " OAD,

utilizando-se a ultima expressao de (5.69), pode-se escrever:

[6A I aAYn} 18AYn

OAY, 0Ae, e,

ADy = =55 A = MG Ae, (5.70)
dAD,,

Segundo o modelo de dano simples, pode-se escrever as equacoes matriciais

para esse modelo:

Y:%{e}:[E]:{e}

AY, = {e,} : [E] : {6y} + % (A} [E]: {Ae,}

{Sa =181 (e + 106} 5.7

Substituindo-se a expressao (5.71) na equagao (5.70), tem-se na derivada do

segundo termo de (5.68), a expressao:

{8ADn

aAEJ = LIB): ({en} +2{0e}) (5.72)

M

Introduzindo-se o termo (5.72) na equagao (5.68), tem-se o operador tangente

consistente:
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{8Aan

8Aen} =(1- D, —AD,)[E] — % {E: (6, +Ae,)} @{E : (e, + 2A¢,)}

(5.73)

sendo o produto tensorial representado pelo simbolo "®". No limite, para Ae,, — 0

a expressao (5.73) se transforma no operador tangente continuo.

[g—"} = (1-D)[E] =~ (B: (O} @ (B (9) (5.74)

5.4.3 Modelo de Dano do Concreto

O modelo de dano do concreto proposto neste trabalho é o modelo de (Comi
; Perego, 2000).Trata-se de um modelo com variaveis de dano para o caso de solici-
tagoes de tracao D; e para solicitacoes de compressao D., sendo que essas variaveis
variam de 1 até 0. Em vista da nao simetria do comportamento & tragao e a com-
pressao do concreto, definem-se duas fungoes distintas de carregamento, sendo f;
para o caso de tragao e f. para compressao. A energia livre ¥, funcao das variaveis

do estado, é dada por:

U(e, D, D,) = {zuo (1-D,)(1-D.)e: e+ K, (tre)” + K, (tre*)2}5.75)

DO | —

onde € é o tensor de deformacoes totais, e é a parte desviadora do tensor de
deformagoes e g e Ky sao respectivamente, o modulo de cisalhamento e o mo-
dulo de compressao volimica (bulk elastic modulus), o qual é dado pela relac¢ao
Ko =2G(1 + p)/(3 — 2u). Os valores de tre™ e tre™ se referem ao trago do tensor
de deformagoes para o caso da deformacao ser proveniente de tragao ou compressao,

respectivamente, e sao dados por:

tret = (tre) (5.76)
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tre” = — (—tre)

O tensor de tensdo é obtido através de:

o= E;—::2ue-+(f<+uf+)1¢+(f(,mf*)1 (5.77)
€

onde p = po(1 — Dy)(1 — D.), € o modulo de cisalhamento secante do material com
dano e, K, = Ky(1 — D;) o moédulo de compressao volimica quando tret > 0, e
K_ = Ky(1— D.) quando tre~ < 0. I é o tensor identidade de segunda ordem. As

fungoes de carregamento f; e f. podem ser escritas por:

ft == JQ — at.[12 + btrt(Dt)_[l - k’tTtQ(Dt)(l — CYDC) (578)
fo=Jo—a.l} +bre(D)I — ker?(D,) (5.79)
- (3)
1- — % (p, — D;)? para D; > Dy,
ri(D;) = D3 i i (5.80)

Dz: _ Do\ G107
|:1 - (1_71)0?1> :| para Dz 2 Doi

onde Jo = %3 : s é 0 segundo invariante do tensor s da parte desviadora do tensor
de tensoes, I; = tro é o primeiro invariante de o, enquanto que, a;, b, k¢, a., b,
k. e a s@o parametros ndo negativos do material. Os termos r,(D;) e 7.(D,) re-
presentam o trecho com endurecimento (hardening) que esta expandindo e o trecho
com amolecimento (softening) que esté retraindo, como mostra a figura (5.8); D,
e Dy, sao os valores da variavel de dano a tragao e a compressao associados, res-

pectivamente, aos valores oy, e 0y, das tensoes de pico, ou maximas, obtidos das
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curvas tensao-deformacao em tracao e compressao simples; o, e 0., sao as tensoes
do limite elasticos das mesmas curvas e ¢; > 1 e ¢. > 1 sao parametros definindo
as inclinagoes dos trechos com "softening". O termo (1 — aD,), da equagao (5.49),
permite considerar o decréscimo da capacidade de carga em tragao pela existéncia

anterior de dano & compressao.

Fig. 5.8: Fungoes f; e f. definidas no espaco de tensoes (Haigh-Westergaard). Figura
retirada de Comi(2001)

A figura (5.8) mostra as fungoes f; e f. onde a fungao f; é definida por um
hiperboléide e a fungao f. define uma elipsdéide no mesmo espaco. O dominio eléstico
estd dentro desse volume, podendo se expandir na fase de endurecimento e depois
pode se retrair em funcao do dano por amolecimento. As condi¢oes de Kuhn-Tucker

para a evolucao do dano sao dadas por:

fr<0, D=0,  fiD;=0

fcéoa DCZO, fCDCZO

As equagoes de f; e f. neste trabalho serao escritas em funcao da deformagao:

fi(e, Dy, D.) = 4p*J. — a, (K+tr+e + K_tr_e)2 +
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beri(Dy) (Kytrte + K_tr™e) — kyrf(Dy)(1 — aD,) (5.81)
fe(€, Dy, D..) = 42 J. — a. (K}tr*e + K,tr’e)2 +

bere(D.) (Kitrte+ K_tr™e) — k(D) (5.82)

5.4.4 Processo nao-linear incremental - Dano do Concreto

Para o modelo de dano de concreto, tem-se, considerando-se as condigoes de

Kuhn-Tucker:

Ony1 = 2o(1 = Dt )(1 = Dy, )ent1 +
+Ko(1 = Dy,.,) trhepl + Ko(1 — D,.,.,) tr €111 em (15.83)
En+1 = Ft(ETH—l’ Dtn+17DCn+1) <0 ADtn > 0; (En+1ADtn) =0 em Q584)

F,

Cn+1

= Fc(en-i-la Dtn+1a Dcn+1) S O; ADCn Z O; (F

Cn+1

AD.,)=0 em (15.85)

onde A representa o incremento no passo de carga. Neste caso o tensor de incremento

de tensao ¢ dado por:

Ao, = E: Ae, — AAD,, — BAD,, (5.86)
onde:
N _ 2
E = o2uI®I + | K, H(tre) + K_H(—tre) — ?“ 1ol (5.87)
A =2uy(1 — D.)e + Kotr'el (5.88)

B = 2y(1 — Dy)e + Kotr~el (5.89)
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onde E é o tensor eldstico constitutivo do material com dano, I®I é o tensor de
identidade simétrico de quarta ordem com componentes ijkl dadas por 1/2(6;56; +

0i6jx), I @ I o tensor com componentes 6,0, H(z) é a funcao de Heavyside que

assume valor unitario para z > 0 e zero para x < 0.

Derivando-se a equagao (5.86) em relagao a incrementos de deformagoes, tem-

se:

Ao, -
=F
0Ae,

_{A@)

oD, } {B .
0Ae¢,

oD, }
0Ae,

(5.90)

A evolugao das variaveis de dano AD;, e/ou AD, esta condicionada as se-

guintes condigoes:

¢ aft . aft aft .
= —-— 3 —D —D =
Je="5¢ "¢ T ap, Pt ap, e ="
; a'fc . afc : afc :
fe= D¢ -€+aDtDt+a—Dch—0 (5.91)
em forma incremental:
OAfi, OAfr, OAfr,
Ble = dAe, Aen+ OAD;, AD:, + dAD,, AD., =0
dAf., AL, OAS.,
Ben = dAe, Aent OAD,, Al + OAD,, Al =0 (5.92)
sendo por relagao:
ofe _ Afu Ofr _ OAfu, . Ofi _ OAf,
de A€, oD, — OAD,,’ dD.  9AD,,
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0fe _ Afe 0f _ 0Af., 0f _ OAL ooy
de A€, oD,  OADy,’ oD.  OAD,, '
sendo que para cada iteragao, tem-se os seguintes intervalos:
Aftln = ftl'nJrl - ftn7 Afcln = CinJrl - an
A€l =€l | — €n, AD, =D, — D, AD = D; . — Dc5.94)

ou seja, a derivada em relagao a uma varidvel incremental é igual & derivada em
relacao a variavel total equivalente, pois num instante n, como mostram as equacoes
(5.94), uma é igual a outra a menos de uma constante.

As duas equagoes (5.92) formam um sistema linear com variaveis em AD;, e

AD.,, . Isolando tais termos, tem-se a expressao em fungao de Ae,,.

OAD. DAc, T GAD, oA, S

AD,, = o COEn e (5.95)
OAD, 0Ae, ST 9AD. A, S

AD, = tn T2n ; tn T (5.96)

sendo h o escalar dado por:

y_ OAfy OAf.,  OAf, OAL, (5.97)
" OAD,, OAD,, OAD., OAD,, ’

As derivadas (5.95) e (5.96) em relagao ao tensor de deformagoes, resultam

€I1:
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dAD,, {8Aftn (82Afcn A+ 8Afcn) N
0Ae, OAD., \ 92Ae¢, 0Ae,

Rk (ke e %)
00D [ 08T (PSe e 280

_SAA]?; (?;AA"; ‘:‘ : A€, + BBAA—Z")} (5.99)

Substituindo-se as expressoes (5.98) e (5.99) na equagao (5.90), obtém-se o

operador tangente consistente para o modelo de dano do concreto.

Ao, -~ 1 INf, [O*Af., oAf., OAf,
=FE—--<A n : Aey, — L
DAe, h{ ® [8ADcn (amen ent aAen> 9AD.,
2Af, N OAf, (A
AN - B n ~ o Aey,
<82Aen en t aAen)] e [MDtn ( o, oot

OAf:, OAf, <82Afcn BAfcn)} }
— - : Ae,
+ 0Ae¢, ) 0AD;, \ 02Ae,, €nt 0Ae¢,

(5.100)

As operagoes tensoriais da equagao (5.100) resultam em tensores de quarta
ordem, pois A e B e os tensores em colchete sao de segunda ordem. Fazendo Ae,

tender a zero, a equacao (5.100) se transforma no operador tangente continuo do

modelo.
oo -1 ofy 0fc  0f. 8ft) (afc oft 0f, 8]%)]
T _E-_|A - B -
Be h [ @ (aDc de 0D.0c)  C“\2D, 8 ~ 9D, oe

(5.101)

voltando-se, com a equagao (5.101) ao operador tangente consistente da equagao de
equilibrio em deformagoes das formulacoes nao-lineares, onde um de seus termos é

Ao, /0A€,.
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5.5 Localizagao do Dano dando inicio & Fratura

Uma das dificuldades da mecéanica da fratura é de se determinar como se da
o inicio e a propagacao do processo de fraturamento. Em materiais cimenticios,
como o concreto, considera-se que o inicio da fratura se dé pela juncao de pequenas

microfissuras, que se dao entre os constituintes do material.

Considera-se neste trabalho, como na se¢ao (4.1.1) do capitulo 4, que em
uma sub-regiao muito fina, o material comeca a se degenerar segundo a lei de dano
simples. Tal procedimento visa a simulacao do inicio de fraturamento do s6lido, pois
o inicio do processo de fraturamento, como foi discutido anteriormente, se di pela

juncao de pequenas microfissuras as quais sao simuladas pela mecanica do dano.

Fig. 5.9: Orientagao dos eixos locais da sub-regiao de origem da fratura

Neste trabalho, adotou-se a hipotese, até pela caracteristica geométrica de
uma regiao de fratura, que a direcao de propagacao das degeneragoes da rigidez
do dominio se dé pela orientagao dos eixos locais, como mostra a figura (5.9), pois
deve-se considerar neste caso principalmente a variacao da abertura da fratura Au,,,
na direcao normal ao comprimento da sub-regiao, e a distorcao entre as faces da
fratura na direcao do comprimento, Au,, como um comportamento mecanico de
uma regiao de fratura, tendo como matriz de rotacao de eixos X — Y para os eixos

locais da fratura ¥ — ¥, a equagao:
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sen?6 —2 cos fsenf) cos?#
R = |cosfsenf (sen? — cos?) —send cosb (5.102)
cos? 6 2 cos fsend sen?6

Com isso, utilizando-se a expressao (5.102) na expressao (5.37) tem-se as ex-

pressoes :

{o°} = [RI{N} + [R] [S] {o0} (5.103)

onde os termos de tensoes iniciais 7 sao escritos segundo orientagao dos eixos locais
© — y. Sendo valid ixo local lacao {0°} = {0 7%}, tem- f laga
Z — 7. Sendo valido no eixo local a relagao {& o} +{a"}, tem-se a formulagao

constitutiva nao linear escrita em termos de deformagoes locais:

{V(@} = [E]{e} + [RI{N} + [R] [S]{[E] {e} — {o(e)}} = 0 (5.104)

Como mostra a figura (5.10), as deformacoes €, e €, podem ser relacionadas
com a variagao dos deslocamentos através da espessura h da fratura. Tal comparacao

é possivel pois a espessura da fratura é muito pequena. Tem-se entao a expressao:

Ey

i
i

Qf =

8Xy Jy

I

>l
[ap]]
<
(9p]]
>

Fig. 5.10: Deslocamentos relativos entre a espessura da fratura
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€ = — €y = " (5.105)

onde 0u e du sao as variagoes dos deslocamentos lineares nas diregoes T e ¢ respec-

tivamente. Adotou-se  como a variacao de deslocamentos nas diregoes locais, para

nao haver confusao com o simbolo da variacao das variaveis em anélise nao-linear.
O vetor de deformagoes locais {é} pode ser escrito em fungao da varia¢ao dos

deslocamentos locais através da espessura h.

€x I/h 0 0| |du
€y 0= | 0 1/h 0] {60 (5.106)
€y 0 0 1| |g

onde pode-se chamar de matriz [T] os termos da espessura h e, o vetor z, como o

vetor em termo de deslocamentos e deformagoes incognitas da fratura.

Uh 0 0 5a
7] =10 1m0 {z} =<0 (5.107)
0 0 1 ,

Utilizando-se as expressoes (5.107) na expressao (5.104) tem-se:

{Y(2)} = [E] [TV {z} + [RI{N} + [R] [S]{[E] [T]{z} = {o(2)}} =0 (5.108)

a qual pode ser escrita na forma incremental, para resolu¢ao por processo nao-linear

de passo de carga.
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{Y(Az)} = [E][T]{Az} + [RI{AN} + [R] [S]{[E] [T]{Az} — {Ac(Az)}} =0

(5.109)

5.5.1 Processo nao linear incremental

Utilizando-se do processo tipo Newton-Raphson nao linear iterativo, com fases

de previsao e corregao, tem-se para cada iteracao:
{zﬁjl} = {Az;} + {5A5;+1} (5.110)

Expandindo-se a expressao (5.109) em uma série de Taylor e, considerando

apenas o primeiro termo da série, tem-se:

_ofy({az}

Y({Az}) = T{AT )} {oAz,} +---=0 (5.111)

utilizando-se o primeiro termo da equagao (5.111) e derivando a expressao , tem-se:

(v(az)} = (8117 (8 [3) {121 1) - [ 522 | o (5.112)

onde o operador que multiplica {§AZ¢} é o operador tangente continuo na diregao
dos eixos locais da fratura.
Escrevendo-se as variaveis incrementais de tensoes, a equagao (5.67) pode ser

escrita em variaveis locais.

AG, = (1= D, — AD,) [E][T] : {A%,} — AD, [E][T] : {Az,) (5.113)
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onde a matriz tangente consistente é dada pela derivada:

] — (1— D, — AD,) [E][T] - [[E][T] : {2, + Az} @ [%igﬂ(anzx)

0AG),
0AZ,

Utilizando-se do ultimo termo das equagoes (5.69) mas derivando as fungoes

em relacao as variaveis de deslocamentos locais Az, tem-se:

_0AfOAY, OAf,

Afn= OAY, 0Az, " OAD,

AD, =0 (5.115)

onde isolando-se os termos de incrementos de dano:

OAFf, DAY,  OAY,

_ OAY, 0Nz, OAZ, -
AD, = —CogR=m = S A, (5.116)
OAD,

Escrevendo-se as equagoes de dano simples em func¢ao das variaveis locais de

deslocamentos, tem-se:

Y =S [T1{z} - [E]: [T1{z}

DO | =

AY = [T]{z} : [E] : [T]{Az} + % [T]{Az}: [E]: [T]{Az}

NG
0Nz,

[E] [T : {z, + Az, } (5.117)

Com a equagao (5.117) substituida na expressao (5.116), a derivada do segundo

termo de (5.114) pode ser escrita como:
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[%AAS:} _ % E] [T {5, + 2A%,) (5.118)

Introduzindo o termo (5.118) na equagao (5.114) tem-se o operador tangente

consistente em funcao das variaveis de deslocamentos locais ao eixo da fratura.

} = (1= D, ~ AD,) [E)[T] ~ TI[E) 7] : {7 + Az)] &

OAG,
[8Azn
[E][T]: {Z, +2A%,}]  (5.119)

No limite, para Az, — 0 tem-se o operador tangente continuo:

B_j = (1= D)[E][T] - %[T] [E][T] : {z.}) @ [[E)[T] : {z.}] (5.120)

5.6 Analise Numérica

Na presente secao se faz uma analise numérica da varios modelos nao lineares

estudados neste capitulo.

5.6.1 Modelo de Dano escalar

O exemplo a seguir mostra uma viga biapoiada sujeita a um carregamento
distribuido transversal. A figura (5.11) mostra as caracteristicas geométricas e ma-
teriais da viga, bem como a discretizacao em células e a colocagao dos nés de contorno
e dos nos internos.

Nota-se na figura (5.11), o deslocamento para dentro da célula dos nos das
mesmas que pertencem ao contorno, procedimento utilizado para se evitar singula-

ridades nas equagoes fundamentais de tensao.
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E=2100000 KPa
v=0,25

2000 kN/m
S T T T N T T TN R N TN NN N T N S N NN S e

~ 20m -

Fig. 5.11: Caracteristicas geométricas e discretizagao

No modelo de dano escalar foram adotadas as constantes do modelo de dano
simples, M = 0,025kN/m? e Yy = 0,000166kN/m?. A viga foi discretizada em 640
nos externos e 273 nos internos, onde as tensoes e deformacoes foram aproximandos
por 240 células internas. Na discretizacao do contorno foram utilizados 64 nés sendo

16 em cada face da viga.

O carregamento foi aplicado em incrementos, sendo que, cada incremento cor-

responde a milésima parte do carregamento total.

A figura (5.12) mostra a evolugdo do dano quando foram aplicados 6 incre-

mentos de carga.

o1z
o1z
[RE
040
o.0g

0.0

0.o7

‘ ‘
‘ B S — 0.06
0. ! I ! ! 1600 1800 20.00 GG

0.04
003
ooz
0.01

0.o0

Fig. 5.12: Dano correspondente a 6 incrementos de carga
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Como pode ser notado na figura (5.12), o modelo de dano se mostra bastante
preciso, coincidindo a maior danificacao nas regioes mais solicitadas a tragao e a
compressao. A danificagao é a mesma nas duas regioes, pois o modelo é o mesmo
tanto para tragao como para compressao. O exemplo apresentou uma danificagao
acentuada devido ao fato da tensao limite elastica adotada neste exemplo ser de 82

kN/m?, bem inferior ao apresentado no meio da viga.

5.6.2 Modelo de Dano do concreto

O exemplo a seguir mostra uma viga biapoiada sujeita a um carregamento
distribuido transversal idéntico a figura (5.11), sendo também adotada a mesma
discretizacao e a mesmas caracteristicas mecanicas. Neste caso o material vai sofrer
degeneracao segundo os critérios de danificagao do modelo de concreto. O presente
exemplo tem como caracteristicas do modelo de dano do concreto: a; = 0.31,a,. =
0.0025,b; = 4.0kPa,b, = 3.0kPa, = 1.0,Dy; = 0.1,Dg. = 0.3,0. = 10.0kPa,c; =
5.0,c. = 5.0,00+ = 12.50kPa,0q. = 14.28kPa.k, = 8.0kPa® e k. = 370.0kPa?.

A figura (5.13) mostra a evolu¢ao do dano de tragdo quando foram aplicados

7 incrementos de carga.

—T
14 .00

T
0.00 .00 4.00 6.00 a.00 10.00 12.00 16.00 1@.00  20.00

Fig. 5.13: Dano na tragao 'D;’correspondente a 7 incrementos de carga

O modelo de dano do concreto aprsentou também resultados bastante coe-
rentes. A regiao com maior danificagdo & tragdo ocorreu aproximadamente a um
terco dos apoios. Isto se deve ao fato da combinagao das tensoes normais de tragao

e das tensoes cisalhantes, pois no meio da viga, apesar das tensdes normais serem



144 5. Analise nao-linear

méximas, nao hé na extremidade inferior da viga tensao cisalhante.

5.6.3 Degeneracao de dano simples originando fratura

L TP T T T T T 12000KkN/m

Discretizagdo da fratura

a/10 1 2 3 4 5 6 7 8 9

E=2,1x10" kKN/m?
V=0,00

C T T 112000 kN/m

Fig. 5.14: Soélido com sub-regiao de origem de fratura

A figura (5.14) mostra um sélido sujeito a carregamento de tracao e uma
estreita sub-regiao, onde se dara o processo de danificacao que daréd origem a uma
fratura.

O solido foi discretizado com 15 elementos lineares de contorno em cada face,
num total de 64 nés no contorno. A sub-regiao central foi discretizada em 9 elementos
de dominio, como mostra a figura (5.14), com aproximacao constante. Foram feitas
analises variando a espessura da fratura de 2,0-10"*m a 2,0-10"%n, para se avaliar
a influéncia da espessura da regiao a ser degenerada nos resultados. O valor de
a neste exemplo é de 20m. As caracteristicas geométricas, do carregamento e do
material estdo descritos na figura (5.14). As caracteristicas de dano simples sao de
M = 0,025kN/m? e Yy = 0,0001667kN/m?.

A seguir serao mostradas a evolugao da tensao 7, que € a tensao perpendicular
ao comprimento da sub-regiao a ser degenerada com a evolucao de du, ou seja, o

deslocamento relativo no né central no inicio da abertura da fratura.
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Fig. 5.15: Tensao oz X A% para h=2 x 1074

0.0 4.0x10™" 8.0x10™"

Au

Fig. 5.16: Tensao oz X A% para h=2 x 1076
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A figura (5.17) mostra a variagdo do deslocamento na extensido ao longo da
sub-regiao degenerada quando o dano é zero, isto é, a sub-regiao central nao tem

mais rigidez nenhuma.

—~

e
pa—g
3
1.080x10° 1
1.079x10°

1.079x10° 1

1.078x10° 1

00 05 10 15 20
Compr. zona de fraturamento (m)

Fig. 5.17: Abertura A ao longo da fratura para h=2 x 1074
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Fig. 5.18: Abertura da fratura em um modelo discreto

Em seguida é feita uma analise elastica, onde a sub-regiao agora é uma regiao

discreta com uma rigidez quase nula. A discretizacao da malha e as caracteristicas
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mecanicas do sélido, bem como as condi¢oes de contorno sao as mesmas para a
analise nao linear.

Nota-se, nesse exemplo, que analise de dano para um sub-regiao muito esbelta
apresenta diferencas significativas quanto a espessura desta regiao. Isso se deve ao
fato do modelo partir da analise de deformacao, que é uma taxa e por isso permanece
inalterada independentemente da espessura da sub-regiao. Contudo, o modelo de
dano aplicado a todo o solido, se mostra vidvel na demarcacao de regioes passiveis
de fraturamento. Onde a danificagao for mais acentuada, pode-se introduzir nestas
regioes elementos que simulem uma fratura como os elementos discretos, analisados

neste caso, ou elementos de formulacao dual.
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6. CONSIDERACOES FINAIS

Neste trabalho foram abordadas propostas tedricas e modelos numéricos, utili-
zando-se do Método dos Elementos de Contorno para o estudo de regioes de elas-
ticidade plana constituidas por multidominios. Foram consideradas regioes com in-
clusoes e, inclusoes muito delgadas que também foram analisadas com rigidez quase
nula, para se chegar a um comportamento de fratura elastica. Na éarea de analise
nao linear, foi estudada a degeneracao de inclusoes muito delgadas, as quais obede-
cendo as leis nao lineares da mecanica do dano, se degeneram dando origem a uma
regiao de fratura. Para se atingir os objetivos descritos acima, foram desenvolvidas
técnicas de integracao analitica para o contorno e o dominio, bem como técnicas de

condensacao de dominios.

Na analise elastica de s6lidos com multidominios, foram impostas, antes de se
escreverem as equacoes do sistema algébrico, a compatibilidade de deslocamentos
e equilibrio de forgas. Tal técnica possibilitou, no primeiro caso de estudo, a eli-
minagao das forgas de superficie das interfaces como incognitas do sistema global,
formulacao chamada neste trabalho de singular. Numa outra anélise, denominada
formulagao hipersingular, se eliminou os deslocamentos da interface como incégnitas
das equacgoes. Tais formulagoes, como pode ser visto nos exemplos deste trabalho,
se mostraram bastante precisas, notando-se que, & medida que se aumenta a rigidez
da inclusao em relagao ao dominio principal, a formulagao singular apresenta resul-
tados melhores que a formulagao hipersingular, enquanto, & medida que a rigidez da
inclusao se torna menor que a rigidez do sélido principal, a formulagao hipersingular
apresenta melhores resultados.

Foi estudado também o caso de concentragao de tensoes em cantos nas inter-
faces entre dominios. Estudos comparados com exemplos de formulacao do MEF,
mostram que para inclusoes com rigidez tendendo ao infinito, a formulagao hiper-

singular apresenta menor variacao dos gradientes de forca de superficie a medida
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que se chega ao canto.

No campo de inclusoes muito delgadas foram utilizadas técnicas de condensa-
¢ao de dominios, para se evitar que o sistema algébrico final de equilibrio apresente
dependéncia linear, devido a pouca distancia das faces da inclusao. Foi utilizada,
primeiramente, a condensacao do dominio 2D em fibra, possuindo esta rigidez a
flexao zero e, posteriormente, a condensagao em viga, obedecendo esta as hipoteses
de Bernoulli. Em exemplos comparados de analise 2D via MEC com acoplamento
MEC/MEF, ficou demonstrada a precisao de tais técnicas, além de notar uma di-
minui¢ao das incégnitas do problema.

Foram feitas analises de inclusoes muito delgadas com rigidez quase nula,
para se simular o comportamento de uma fratura elastica. Utilizando-se técnicas
da formulagao singular e de condensagao de dominio, conseguiu-se neste trabalho
se discretizar inclusoes muito finas, cujo comportamento se aproximou daquele da
mecanica da fratura linear, como pode ser visto em exemplos comparados com outros
métodos numéricos.

No capitulo de anélise nao-linear deste trabalho foram utilizados os modelos
constitutivos de dano simples e dano do concreto. Para tal, foi adotada a técnica
das tensoes iniciais, que permite a anélise de vasta gama de problemas nao-lineares.
Foi desenvolvida a técnica de degeneracao de um dominio muito esbelto, o qual
se degenerara segundo a lei nao-linear de dano simples, dando origem ao inicio de
abertura de uma fratura. Os exemplos, contudo, mostram que a formulagao pode
ser usada para se determinar uma &area passivel de um processo de fraturamento, e
posteriormente, nessa area, deve ser utilizado elementos de fratura como elementos
discretos e elementos de formulacao dual.

Tanto para formulacao linear quanto para nao linear, foi necessario o desen-
volvimento de técnicas de integragao analitica para todos os elementos de contorno
e para o dominio. Tais integrais apresentaram excelente precisao numérica, sendo
comparadas com a técnica de subelementacao. Tal precisao da técnica, so foi limi-
tada pela propria precisao do compilador do programa de linguagem FORTRAN,
entretanto, deve-se salientar que, se for utilizada uma precisao de softwares de ana-
lise matematica, a precisao aumenta substancialmente.

Como proposta para futuros desenvolvimentos, cita-se a necessidade de se
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aperfeicoar o trabalho da degeneracao de subdominios muito esbeltos, regidos por
leis constitutivas nao lineares que considere a abertura fisica de possiveis sub-regioes
neste dominio esbelto, que apds degenerados darao origem a regioes de fratura. Os
progressos neste campo devem-se situar na pesquisa da determinagao do caminho
das fraturas, e na determinacao da sequéncia em que aparecerao provaveis zonas de

danificacao.
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