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RESUMO

NINA, T. C. (2006). Otimizacao de secdOes transversais de concreto armado: aplicagao
a porticos planos. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de S&o Carlos,
Universidade de Sio Paulo, Sao Carlos.

Desenvolvimento de uma rotina computacional para otimizar o pré-dimensionamento
de edificios em concreto armado, tratados simplificadamente como pérticos planos. Os
softwares comerciais utilizados pelos escritérios de engenharia para o calculo de estruturas
partem do pré-dimensionamento, sendo esta etapa essencial ainda realizada geralmente a
partir da experiéncia e intuicdo do projetista, por métodos de tentativa e erro. Apesar de que
pequenos erros cometidos nesta fase serdo corrigidos durante o dimensionamento, esse
processo geralmente ndo leva a solugao mais econdmica, visto que podem existir diversas
solugbes de estruturas que atendam as condigdes de segurancga exigidas pelas Normas e
ha pouco tempo para o engenheiro escolher, por meio de uma analise, a que Ihe parecer ser
a mais econdmica. A otimizagcdo matematica é entao utilizada como uma ferramenta de
auxilio ao engenheiro para a determinagdo do projeto mais econdmico, sendo que o pré-
dimensionamento passa a ser feito utilizando técnicas matematicas de avaliagdo das
variaveis e restricdes incluidas no projeto. A partir do posicionamento dos elementos e dos
valores limites para as variaveis envolvidas, utilizando o método de programacgao quadratica
sucessiva para resolver o problema geral de programacgao nao-linear, aplica-se uma fungao
de minimo custo para a segao transversal das vigas e dos pilares, obtendo-se uma solugao
de minimo custo para a estrutura estudada.

Palavras-chave: otimizagao estrutural; concreto armado; pértico plano.



ABSTRACT

NINA, T. C. (2006). Reinforced concrete cross-section cost optimization: a plane frame
application. Dissertagdo (Master Degree Thesis) - Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sio Paulo, Sao Carlos.

A computational routine developed to optimize the first draft design of reinforced
concrete buildings, approximated by plane frames. The commercial softwares used by the
engineering offices for structural design is usually based in a first draft design, being this
essential stage still accomplished by the engineer’s experience and intuition, using attempt
and error methods. Although small mistakes made in this phase will be corrected during the
design, that process doesn't guarantee the most economic solution, because there are
several structural solutions that assists to Code’s safety conditions and there is little time for
the engineer to choose, through an analysis, the one that seems to be the most economic.
The mathematical optimization is used to assist the engineer to establish the cheapest
structure, and the first draft design becomes made by mathematic techniques of evaluation
of the project’s variables and restrictions. Based on the elements location and the set values
for the involved variables, solving the general nonlinear programming problem using the
successive quadratic programming algorithm and a user-supplied gradient, a function of
minimum cost is applied for the beams and columns cross section, obtaining a solution of
minimum cost for the structure under analysis.

Keywords: structural optimization; reinforced concrete; plane frames.
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1. INTRODUGAO

1.1 CONSIDERAGOES INICIAIS

Nos dias atuais os escritérios de engenharia de estruturas fazem cada vez mais
investimentos em computadores, softwares, treinamentos e manutencdo em busca da
competitividade no mercado, e de alguma forma estes gastos devem ser recompensados.
Existem varias maneiras de se fazer isso, mas uma das mais importantes € a reducédo do
tempo de elaboragao dos projetos.

Os programas comerciais atuais de dimensionamento de estruturas de concreto
armado ja tém uma qualidade bastante avancada, fazendo, a partir do pré-
dimensionamento, desde o calculo dos esforcos até o detalhamento de todos os elementos,
enquanto que o engenheiro apenas acompanha o processo e faz os ajustes necessarios
para a entrega da solugao final.

Mas, como foi mencionado, os softwares partem do pré-dimensionamento, sendo
esta etapa essencial ainda realizada geralmente a partir da experiéncia e intuicdo do
projetista, por métodos de tentativa e erro. Apesar de que pequenos erros cometidos nesta
fase serdo corrigidos durante o dimensionamento, esse processo geralmente nao leva a
solucdo mais econdmica, visto que podem existir diversas solugdes que atendam as
condicbes de seguranca exigidas pelas Normas e ha pouco tempo para o engenheiro
escolher a que lhe parecer ser a de minimo custo.

E neste contexto que se inserem os métodos de otimizagdo em projetos de
estruturas, que podem proporcionar a automatizacdo do pré-dimensionamento e trazer
varios beneficios econdmicos, tanto para o projetista, que tera seu tempo poupado contando
com um auxilio matematico para encontrar a estrutura mais econémica com a certeza de
estar atendendo as condigbes arquitetbnicas, de seguranga e construtivas, quanto para o

construtor, que terd menos gastos para executar a estrutura.



Capitulo 1: Introdugéo 2

Um programa de pré-dimensionamento deve produzir um projeto que: (1) seja
econdmico e eficiente; (2) seja capaz de resistir aos esforgcos especificados pelo projetista;
(3) satisfaga todas as prescrigbes das normas e coédigos relevantes da pratica da
engenharia; (4) e satisfaga qualquer outra limitagdo que o projetista especificar. Todos esses
requisitos podem ser preenchidos por uma otimizagdo numérica que minimize uma funcao
objetivo de custo, representando a etapa (1), enquanto satisfaz um conjunto de restricbes
algébricas que representam (2), (3) e (4).

Assim, como afirmam Ahmadkhanlou e Adeli (2005), para os algoritmos de
otimizagdo estrutural encontrarem aplicagdo na pratica da engenharia, eles devem ser
formulados como otimizagdo de custos e aplicados a estruturas realistas sujeitas a
restricdes de uso comum das Normas e codigos.

Sabendo dos beneficios que podem ser gerados pela otimizagdo numérica, é
desejavel que sejam usados programas computacionais que a considerem, resultando em

projetos econémicos e de estruturas eficientes.

1.2 OBJETIVO

Soares (1997) desenvolveu um software que determina automaticamente e de
maneira 6tima as alturas para as vigas de concreto armado de pavimentos de edificios,
tratados como grelhas, de forma a terem custo minimo.

Vianna (2003) também desenvolveu uma rotina, mas para a minimizagao dos custos
de pilares de concreto armado na situagao de projeto em que a linha neutra se situa fora da
secao transversal, ou seja, pilares no dominio 5 de deformacéo, com todas as armaduras
comprimidas. Em seguida ele utilizou os resultados da pesquisa de Soares (1997) e unificou
os dois softwares desenvolvendo uma rotina Unica para andlise de poérticos planos de
concreto armado.

No sentido de dar continuidade a essas duas pesquisas, o objetivo deste trabalho
consiste em elaborar uma rotina para a otimizagado das se¢des transversais de poérticos
planos, utilizando como base o algoritmo desenvolvido por Vianna (2003), de forma a
considerar as situagdes de projeto ndo previstas anteriormente para os pilares, ou seja, com
a posicado da linha neutra dentro da secédo, resultando em um software mais abrangente
para analise de porticos planos, contribuindo para a automatizagédo do pré-dimensionamento
dos edificios de concreto armado.

A funcao de custo a ser implementada leva em conta os custos com material e mao
de obra para a fabricacdo das vigas e pilares, incluindo nestes custos o concreto, a

armadura longitudinal e a féorma utilizada.
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1.3 JUSTIFICATIVA

O engenheiro de estruturas, quando faz a concepg¢ao do projeto, conhecido como
pré-dimensionamento, usa sua experiéncia e intuicdo para escolher os elementos que
melhor irdo atender aos aspectos de segurancga e funcionalidade da estrutura. Esta etapa do
projeto muitas vezes se torna exaustiva e, por causa da falta de tempo e limitagdo dos
custos, nem sempre garante a escolha da opgdo mais econdmica para aquela situagao,
visto que existem varias solugbes que igualmente satisfazem as condigdes exigidas pelas
Normas que regem a pratica da engenharia.

A otimizagdo matematica pode entdo ser utilizada como uma ferramenta de auxilio
ao projetista para a determinagdo do projeto mais econdébmico, sendo que o pré-
dimensionamento passa a ser feito utilizando técnicas matematicas de avaliagdo das
variaveis e restricdes incluidas no projeto, e ndo pelo processo de tentativa e erro,
proporcionando uma economia substancial de tempo.

Nas ultimas quatro décadas ocorreu um grande avango na teoria da otimizagao
estrutural, mas os varios encontros realizados com o intuito de divulgar os trabalhos
realizados e as tentativas de inseri-la no dia-a-dia dos escritérios de engenharia falharam, e
a sua utilizagdo ainda é quase nula, estando estes trabalhos restritos a especialistas no
assunto, como afirma Vanderplaats (1984).

A maior razdo do porque apenas pequena parte dos resultados das pesquisas em
otimizagdo tem sido adotada nos projetos praticos € que poucas satisfazem as
necessidades especificas dos usuarios potenciais. Em geral € dada maior prioridade a
matematica sobre os aspectos estruturais da otimizacdo nas publicacbes, sendo feitos
exemplos triviais com a intengao apenas de ilustrar o sucesso da aplicagdo de um algoritmo
em particular, como mostram Templeman (1983) e Cohn e Dinovitzer (1994). Entdo é
razoavel assumir que a otimizagao se tornara mais atrativa aos projetistas se mais exemplos
de concreto e suas aplicagdes forem disponibilizados, especialmente para estruturas
realistas, com condi¢des de carregamento e analise dos estados limites.

As complexidades da otimizagdo matematica, no entanto, representam um grande
obstaculo para o projetista estrutural. Assim, é no sentido de auxilia-lo que se insere este
trabalho, na tentativa de preencher esta lacuna entre a teoria e a pratica fornecendo uma
rotina que realize o pré-dimensionamento dos projetos estruturais de porticos planos de

forma automatizada e econémica.
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1.4 METODOLOGIA

A principio foi feita uma reviséo bibliografica sobre o tema otimizagado em estruturas,
apresentando algumas das pesquisas mais relevantes ja realizadas e publicadas, métodos
utilizados, resultados obtidos, conclusbes e formas de abordagem para entender como este
tema vem sendo tratado e estudado e quais os avangos encontrados.

Em seguida foi elaborada uma fundamentagcdo tedrica sobre a minimizacao
matematica com o objetivo de explanar sobre conceitos, definigbes e teoremas para um
melhor entendimento do método escolhido para otimizar o pértico de concreto armado.

No desenvolvimento da rotina de otimizagao, tanto das vigas quanto dos pilares, o
problema foi equacionado considerando uma fungdo de custo sujeita as restricoes de
equilibrio e compatibilidade das sec¢des, além das limitagdes nas dimensdes das variaveis,
resultando em um problema de analise néo linear. A solugcédo exata do problema € alcangada
por meio da resolugdo analitica do sistema de equagdes n&o-lineares gerado, por um
método baseado na formulacdo e solugdo iterativa de subproblemas usando uma
aproximacgao quadratica do Lagrangiano e linearizando as restrigcoes.

As variaveis otimizadas das vigas séo a altura da segao retangular e as armaduras
(comprimidas e tracionadas), enquanto que para os pilares as variaveis sao a altura da
secao retangular, a armadura (considerada simétrica e com todas as barras de mesmo
didmetro) e a posi¢ao da linha neutra.

Para otimizar o pértico plano a estrutura é processada localmente pela minimizagao
das sec¢des transversais das vigas e dos pilares. O resultado global é obtido pelas iteragbes
realizadas, em que, apoés definidas as secdes 6timas dos elementos isolados, a estrutura é
reprocessada e novamente otimizada, até que nao haja mais uma redistribuigdo significativa

dos esforgos.



2. REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 Tipos de otimizagao

O problema de otimizagao consiste em alcangar a melhor solugado para um problema
matematicamente definido, que é frequentemente a modelagem de um problema fisico,
satisfazendo certas condi¢gdes. No campo das estruturas, sejam estas de concreto ou de
aco, a otimizagdo pode ser aplicada para achar o custo ou o peso 6timo de vigas, pilares,
lajes, porticos ou trelicas, sendo estes os modelos mais comumente estudados. As
condi¢cdes entdo sdo conhecidas como restricbes, sendo determinadas pelas Normas e
codigos que regem a pratica do projeto de estruturas, como limitacbes das dimensdes das
pecas, equilibrio de esforgos e limites de deslocamentos, por exemplo.

Em relagdo a otimizacdo, os problemas estruturais podem convenientemente ser
identificados, segundo Cohn e Dinovitzer (1994), por:

¢ Incerteza das consideragbes (deterministica ou probabilistica);

e Variaveis e parametros de projeto (geometria, carregamentos, materiais);

e Formulagao do problema (objetivo, estados limites, restricoes).

Segundo Camp et. al (1998), em geral as técnicas de otimizagao utilizadas no projeto
de estruturas podem ser classificados em trés tipos de aproximagdo: a programacgao
matematica, método dos critérios de otimizagao ou algoritmos genéticos.

A programacgao matematica pode ser dividida em programacgao linear e nao-linear.
Na programacao linear a fungao objetivo e as restricbes sdo expressas por uma combinagao
linear das variaveis de projeto, enquanto que na programacgao nao-linear as restricbes séo
funcdes nao-lineares nas variaveis de projeto. A programagdo matematica nao linear foi
desenvolvida para resolver problema de otimizagdo nao linear sem restricbes, e as
condi¢cbes necessarias para alcancar a solugdo 6tima sao providas pelas condi¢gdes de
Kuhn-Tucker (Kuhn-Tucker, 1951). A otimizacdo de elementos estruturais de concreto
armado é um problema nao linear com restricbes, o que o torna um dos tipos mais dificeis

de resolver.



Capitulo 2:Revisao bibliografica 6

Como a aplicagao direta das condigdes de Kuhn-Tucker é extremamente dificil para
a maioria dos problemas, o método dos critérios de otimizagao foi criado para sua aplicagcao
indireta, combinada com os multiplicadores de Lagrange. Este método vem sendo usado na
maioria dos problemas de engenharia de estruturas, principalmente para grandes estruturas,
como em Chou (1977), Lounis e Cohn (1993b), Moharrami e Grierson (1993) e Soares
(1997). Para problemas grandes ou complexos, sdo preferidos os métodos dos critérios de
otimizagéo, os quais dividem o problema em subproblemas garantindo a convergéncia dos
resultados.

Finalmente, o método dos algoritmos genéticos n&o precisa de uma relagcéo explicita
entre a funcao objetivo e as restricdbes do problema. Ele trabalha com uma populacédo de
variaveis e cada uma define uma solugdo potencial. Este método também tem sido

empregado com sucesso em Rath et al. (1999) e Camp et al. (2003).

2.2 A otimizagao estrutural

A teoria da otimizagao estrutural teve um avanco consideravel durante as ultimas
quatro décadas, conforme pode ser comprovado pelo grande numero de livros e artigos
publicados. Mas por outro lado, sua aplicagao pratica ainda € comparativamente modesta e
reservada a problemas especificos resolvidos por especialistas em otimizagdo, como ja foi
mencionado.

Cohn e Dinovitzer (1994) fizeram um estudo sobre a histéria da otimizag&o estrutural
até 1992, abrangendo estruturas do tipo trelicas planas e espaciais, vigas, colunas, cabos,
porticos, arcos, placas, cascas e chapas, tanto em concreto armado como em aco,
produzindo um amplo catalogo que abrange aproximadamente 500 exemplos, entre livros e
artigos. Sarma e Adeli (1998) também fizeram um estudo semelhante, mas se restringiram a
artigos sobre otimizacdo de custos de estruturas de concreto armado, como vigas, pilares,
lajes, porticos, estruturas de pontes, tanques de agua entre outros.

No estudo da teoria e pratica da otimizagdo estrutural Cohn e Dinovitzer (1994)
estimam que desde 1960 até 1997 foram publicados cerca de 150 livros e 2500 artigos,
sendo que a grande maioria trata dos aspectos matematicos da otimizacdo. Sarma e Adeli
(1998) afirmam ainda que apenas uma pequena fragdo das publicagbes trata da
minimizagao dos custos das estruturas.

Tendo em vista que o assunto foi bastante explorado até 1997 por estes dois artigos,
sera mostrado nas tabelas 1 e 2, em ordem cronoldgica, um breve histérico sobre o tema
até a data mencionada, baseado nestas publicagdes, dando maior enfoque as estruturas de

concreto, que sdo de maior interesse neste trabalho.
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Tabela 2.1: Publicagdes sobre otimizagao estrutural de vigas, pilares e lajes em concreto armado.
Vigas, Lajes e Pilares de Concreto Armado
Ano de Método de otimizagao ~ CEMERETRE s_obre
. Autor Elemento estudado o Conclusoes a formulagao Obs.
publicagao utilizado
do problema
Viga sec¢ao T protendida|Método do gradiente de O projeto 6timo nao é afetado por |Foi contestado por Baseado no
1971 Goble e Lapay |pré-tensionada. projecao. mudangas nos coeficientes de pesquisas posteriores. ACI.
custo.
Viga continua de dois  |Linearizac&o aproximada do Restrigdes de tensao,
. vaos pré-tensionada. problema de otimizagdo néo- protenséo e flecha.
1972 Kirsch linear pelo método de - -
programagao linear.
Vigas retangulares Solugdes fechadas para a Custo da forma e 0 aumento na Restricdes de momento |Baseado no
1974 Friel simplesmente apoiadas. [taxa 6tima de ago/concreto altura da viga nao influenciam ultimo. ACI.
para o minimo custo. significativamente no custo 6timo.
Lajes simplesmente Método iterativo. Ganho de mais de 17% nos custos. |Restricdes apenas a Baseado no
apoiadas flexao. ACI.
1975 Brown uniformemente
carregadas em uma
direcao.
Vigas retangulares Técnica de busca direta. O minimo custo e minimo peso sdo |Comparou minimo custo |Baseado no
protendidas similares apenas para uma € peso. ACI.
simplesmente apoiadas determinada razéo concreto/aco de
e lajes armadas em protensdo. Por outro lado, a
1976 Naaman uma direcao. aproximagdo de minimo custo leva
a uma solugao mais econémica,
principalmente para taxas muito
menores que a citada (caso que
engloba a maioria dos projetos).
Viga T simplesmente Método dos Multiplicadores de |Reducao de mais de 14% no custo |Duas variaveis: altura util
1977 Chou armada. Lagrange. com taxa maxima de armadura. e area de ago. Linha -

neutra dentro da mesa.
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Tabela 2.1: continuagéo

Comentarios sobre

parcial e mesas iguais.

da funcao de penalidade
interior e resolvida pelo
método quasi-Newton.

52%.
2. Deixar a peca fissurar nao reduz
o custo significativamente.

compressao e
protensao).

An_o de~ Autor Elemento estudado Heteds d.? Gyl 2l Conclusodes a formulagao Obs.
publicagéao utilizado
do problema
Lajes com distribuicdo |Combinacao de 1. Apresentam curvas com Baseado na
de momento uniforme, |multiplicadores de Lagrange |parametros 6timos em fungado da Norma
1978 Gunaratnam e [triangular ou parabdlico. |com métodos graficos. espessura da laje. - britanica.
Sivakumaran 2. Influéncia significante do estado
limite ultimo de deflexdo nos
parametros 6timos.
Viga simplesmente Conjugacao direta viavel. 1. Para a viga pos-tensionada a Vigas submetidas aos Baseado no
apoiada e parcial ou protensao parcial € mais econdmica |estados limites ultimos e |ACl ou
inteiramente pré- que a total nos casos de taxas de |de servigo, incluindo Norma
tensionada e poés- armadura ativa/passiva maiores que|flexdo, deflexao, Canadense.
tensionada com segao 4; ductilidade, fadiga,
1984a Cohn e MacRae transversal fixa. 2. Prqtepséo tota.I é mai§ fis§gragéo e armadura
econdmica nas vigas pré- minima.
tensionadas;
3. Vigas com maior custo/beneficio
sao aquelas com taxa altura/vao
alta e baixa intensidade de cargas
acidentais.
Viga | simplesmente Otimizagédo com restricbes € |1. Solugbes étimas para vigas de 6 |Formulagdo com 9 Baseado no
apoiada com carga transformada em sem a 42m de vao, fissuradas ou ndo, |variaveis: 6 geométricas |ACI.
distribuida, protensdo |restrigdes usando o método  |com redug&o nos custos entre 5% e |e 3 areas de ago (tragéo,
1984 Saouma e Murad
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Tabela 2.1: continuagéo
. s Comentarios sobre
An_o de~ Autor Elemento estudado B d.? CUllinl £ Conclusoes a formulagao Obs.
publicagéao utilizado d
o problema
Vigas seg¢do T com Otimizacao com restrigdes € |1. Custos menores na utilizagdo de |Assumido que o custo
extremidades inteira ou |transformada em sem formas metalicas ao invés de dos estribos é 1,5 vezes
parcialmente restritas. |restricdes usando o método  |formas de madeira, mesmo com o custo da armadura
da funcao de penalidade reaproveitamento 4 vezes; longitudinal.
interior e resolvido pelo 2. 5% de aumento nos custos para
Abendroth e método quasi-Newton concreto com resisténcia entre 17,2
1986 Salmon Raphson. a 48,2 MPa e 15% para o ago com -
resisténcia entre 275,6 e 516,8
MPa;
3. Projetos que consideram estados
limites parciais, ao invés de
elastico, ndo produzem economia
significativa.
Lajes armadas em duas |Método de programacao linear|Restricdes de flecha, altura minima Baseado na
, dire¢des curvadas sequencial. util e momentos de projeto sdo os 3 Norma
1987 Park e Harik  |horizontalmente com fatores dominantes na otimizagao. - Britanica.
contornos rigidos.
Lajes em concreto Método da diregédo conjugada. |Usar cabos agrupados e ago de alta|Considerou apenas a Baseado na
protendido. resisténcia reduz o custo total. armadura de flexao, Norma
apesar da importancia do {Canadense
cisalhamento. e ACL.
1987 MacRae e Cohn Variaram a razao altura
util/vao, cargas
acidentais, posi¢ao dos
cabos, estados limites e
tensodes.
Vigas T e retangulares |Método Simplex e 1. Lajes armadas em duas dire¢des Baseado na
com armadura simples |multiplicadores de Lagrange. |sdo mais econdmicas que Norma
e dupla. pavimentos com viga T para vaos Indiana.
1988 Prakash et al. maiores que 6 m em prédios -

residenciais.
2. Para cargas mais pesadas ou
maiores vaos, o contrario é

verdadeiro.
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Tabela 2.1: continuagéo

. s Comentarios sobre
Ano de Aut Elemento estudad Método de otimizagao Conclus3 formulagio Obs
publicacao utor emento estudado utilizado onclusdes a formula¢ .
do problema
Sistema de piso Método de programacao Para custos menores, a forgca de Considerou custo do Baseado na
modular com lajes geomeétrica geral. protensdo necessaria para laje concreto, aco de Norma
alveolares e macicas macica é menor que para laje protenséo, forma, vigas |Britanica.
1990 Paul et al. pré-moldadas alveolar. de aco e elevagéo para
protendidas sobre vigas montagem.
de aco.
Vigas segao T,L e Programacéo linear Os custos do concreto e do ago sédo
retangular continuas sequencial e programagao praticamente os mesmos, mas a
Kanagasundaram simplesmente apoiadas. [sequencial convexa. forma é mais que duas vezes o
1990 e Karihaloo custo do concreto e do ago juntos, - -
tendo entao uma significativa
contribui¢cdo no custo total.
Pilares retangulares Programacéo linear A fungao objetivo e as Baseado na
curtos e esbeltos sequencial e programagao restricbes sdo Norma
1990 -  |Kanagasundaram|gyjeitos & compressdo |sequencial convexa. - aproximadas pela Australiana.
1991a e Karihaloo  |axial e flexdo simples ou extensdo das séries de
biaxial . Taylor.
Vigas sec¢do retangular |Custo do concreto relacionado [Concreto com fy > 60 MPa resultam|Consideraram resisténcia
Kanagasundaram eT §implesment§ . asua re’s!sténcia através~ de em segégs menores e levam a ? tragdo como v?riével,
1991a e Karihaloo apoiadas e de multiplos [uma analise por regressao vigas mais econémicas. junto com a segao -
vaos. nao linear usando uma fungao transversal e taxa de
cubica. armadura.
Vigas seg¢éao retangular |Custo do concreto relacionado [Conclusdes similares as anteriores |Pressao de terra, pressao
de multiplos vaos. a sua resisténcia através de  |(1991a). da agua, cargas de vento
1991b Kanagas_undaram uma gnélise por regressao ) ou de terrgmotos
e Karihaloo nao linear usando uma funcao somadas as cargas -
cubica. permanentes e
acidentais.
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Tabela 2.1: continuagéo

Ano de Método de otimizagao ~ (CETIEE E s~obre
. Autor Elemento estudado L Conclusoes a formulagao Obs.
publicagao utilizado d
o problema
Vigas retangulares Método da procura direta. Custos do concreto e forma sao Seis variaveis: Largura e
reforcadas com fibras. mais influentes que o do ago e altura da secao,
fibras. quantidade de fibras,
area de acgo das barras
1992 Ezeldin e Hsu dobradas, area da secgao -
transversal e
espagamento de estribos.
Consideragao do custo
dos estribos na fungao
obijetivo.
Vigas retas retangulares |Método da programagéao 1. Custo do concreto e ago sédo Pesquisa realizada na
simplesmente armadas. |geométrica e de Newton- parecidos, mas o da férma é india, onde a mao-de-
Rapson. aproximadamente 1/4 do custo do |obra € barata. Em 1990
concreto ou do acgo; Kanagasundaram e
2. O valor 6timo leva a vigas Karihaloo disseram o
ducteis, o que é bom para resistir as|inverso para paises como
forcas dinamicas, como terremotos; |Australia e Estados -
1992a Chakrabarty 3. O custo aumenta 35% quando a |Unidos, onde a mao-de-
razéo largura/altura da segao obra é mais cara, como
aumenta de 0,25 para 0,67; foi exposto.
4. As segdes 6timas sao
frequentemente mais altas para
satisfazer as restricoes de
deslocamento, por isso, se tornam
mais ducteis com menos armadura.
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Tabela 2.1: continuagéo

Ano de Método de otimizacao ~ (CETIEE E s~obre
. Autor Elemento estudado L Conclusoes a formulagao Obs.
publicagao utilizado d
o problema
Vigas continuas Método dos Multiplicadores de |O custo total diminui com o 1.Satisfizeram estados  |Baseado no
protendidas parcial e Lagrange. aumento na tensio de protensdo. |limites ultimo e de servigo |ACI.
totalmente e lajes simultaneamente.
armadas em uma 2.A nao linearidade do
1993 Cohn e Lounis |direcéo. material é idealizada por
uma relagao constitutiva
elastoplastica.
3.Perdas de protensao
constantes sdo admitidas.
Lajes pré-tensionadas. |Método dos Multiplicadores de 1.Formulagéo de Baseado no
Lagrange. otimizagdo multiobjetiva |ACI.
para minimizar o custo e
maximizar a contra-flecha
1993b Lounis e Cohn com _trgbalhabilidade e
- restricbes ao estado
limite ultimo.
2.Satisfizeram estados
limites ultimo e de servigo
simultaneamente.
Vigas secéao | Método da programacao 1. O aumento na resisténcia do Baseado no
assimétricas sequencial quadratica concreto nao diminui o custo 6timo ACI.
simplesmente apoiadas |assumindo segoes fissuradas [significativamente;
protendidas e nao fissuradas. 2. A maior resisténcia do ago de
parcialmente. protensao reduz o custo 6timo a um
. certo limite;
1993 Khaleel e Itani 3) Certa quantidade de armadura -
passiva facilita o desenvolvimento
da fissuragao no concreto,
reduzindo o custo dos materiais e
aumentando a ductilidade.
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Tabela 2.1: continuagéo

Comentarios sobre

algoritmos genéticos.

25% em relacéo a projetos
convencionais.

An_o de~ Autor Elemento estudado Heteds d.? Gyl 2l Conclusodes a formulagao Obs.
publicagao utilizado d
o problema
Vigas retangulares Método dos Multiplicadores de |Obteve uma solugao de forma Baseado no
Al-Salloum e |simplesmente armadas. |Lagrange. fechada para as areas de aco e ACI.
1994 Siddiqi altura da seg¢édo em func¢do do custo -
e de parémetros de resisténcia.
Vigas de secédo variada |Método do critério de Varidveis de projeto sdo a
de dois tipos: otimizagao discretizado tipo altura ou a razdo
engastadas em uma continuo (DCOC). altura/area de aco.
19943 Adamu e extremidade e -
Karihaloo simplesmente apoiadas -
na outra, e continuas de
trés vaos.
Vigas retangulares e Método do critério de Para uma viga simplesmente Baseado na
secao T pré- otimizagao discretizado tipo  |apoiada, a segédo T € mais Norma
1995 Han et al. tensionadas continuo (DCOC). econdmica que a retangular. - Australiana.
parcialmente.
Pilares retangulares Método da penalizagao interna Baseado na
1995 Zielinski et al. |curtos short-tied da fungao. - - Norma
Canadense.
Postes de transmissdo |Combinagdo dos métodos 1. Algoritmos genéticos sdo mais Baseado no
de concreto protendido. |branch and bound, eficientes que as outras PCl e ACI.
enumeragao e programagao |aproximagoes;
1996 Kocer e Arora sequencial quadratica com 2. Economia de aproximadamente
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Tabela 2.2: Publicagdes sobre otimizagéo estrutural de porticos de concreto armado.

Porticos de Concreto Armado

pavimentos.

An_o de~ Autor Elemento Método de otimizagdo utilizado Comentarios sobre a formylagao do Obs.
publicagéao estudado problema e conclusées
Pérticos Técnica da minimizagao sequencial sem restricoes 1. Funcgao de custo inclui apenas concreto, ago
1981 Krishnamoorthy |bidimensionais de |(SUMT) e o método Davidon-Fletcher-Powell. e forma. -
e Mosi secao retangular. 2. Apresentaram exemplos de vao simples,
duplo e triplo com seis pavimentos.
Pérticos Projeto de minimo custo em dois niveis: no primeiro  |A fung&o objetivo inclui apenas custos de Baseado
bidimensionais. tentam achar a estrutura mais flexivel satisfazendo material das vigas e colunas. na norma
H restricdes globais para deslocamentos laterais usando Chinesa.
uanchun e = 5 . .
1985 a programacao linear sequencial. No segundo nivel
Zheng : . X
consideram as restrigdes locais para cada membro da
estrutura usando um método da procura discreta para
larguras e alturas da seg¢éo transversal.
Porticos Método de busca direta para selecionar se¢des de A fungao objetivo inclui apenas custos de Baseado
. bidimensionais de |projeto apropriadas a partir de algumas segdes material do concreto, armadura e forma. no ACl e
1990 Choi e Kwak ~ . ;
secgao retangular. |discretas predeterminadas. norma
Coreana.
Porticos tubulares |Método da programacgéo quadratica sequencial. Mas |1. A fungao objetivo inclui apenas custos de Baseado
altos com dupla a estrutura duplamente simétrica é reduzida a um material do concreto, armadura e forma das no ACI.
simetria. portico plano equivalente usando uma aproximagao |vigas e pilares.
1990 Spires e Arora por elementos finitos. Entdo sao otimizados os custo 2. Também consideram a frequente restricdo ao
de pdrticos bidimensionais simétricos regulares. limite das forgas de vento e terremoto.
3. Apresentam exemplos de pérticos
bidimensionais de cinco e quarenta pavimentos.
Pérticos Método SUMT e uma relagdo momento-rotagao Projetos que usam analise inelastica sdo mais |Baseado
. bidimensionais de |inelastica tri-linear para vigas e colunas. econdmicos. no ACI.
1993 Dinno e Mekha um e dois
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Tabela 2.2: continuagéo

An_o de~ Autor Elemento Método de otimizagdo utilizado Comentarios sobre a formlﬂjlagéo do Obs.
publicagéao estudado problema e conclusées
Pdrticos com Aproximagao por critérios de otimizagao. 1. A aproximagéo por critério de otimizacdo |Baseado no
pilares converge lentamente quando as restricbes de |ACI.
retangulares e rigidez séo incluidas na formulagéo.
1993 Moharrami e |vigas retangulares, 2. Porticos sujeitos a agao vertical e lateral.
Grierson secédo L ou T. As variaveis de projeto sao largura, altura e
armadura longitudinal das vigas e colunas.
3. Exemplo de portico de cinco pavimentos e
um vao.
Porticos de Método do critério de otimizagao discretizado tipo 1. As variaveis de projeto sédo as dimensbes |Baseado
multiplos andares e|continuo (DCOC). da segao transversal e taxa de armadura. nas Normas
1995b Ada_lmu e multiplos vaos. 2. Dimensdes uniformes das vigas e pilares |Australiana
Karihaloo em todos os pavimentos, mas variagdo da e Européia.
taxa de armadura em cada membro.
Pérticos Aproximagao por critérios de otimizagao. 1. Pértico sujeito a momentos biaxiais e Baseado no
tridimensionais forgas cortantes. Tem como foco a ACI.
com vigas e pilares formulacao de restricdes apropriadas para
retangulares. combinacéo do carregamento, momento fletor
e esforco cortante biaxiais.
1996 Fadaee e 2. Como exemplo um portico espacial de um
Grierson vao e um pavimento.

3. O esforgo cortante biaxial € uma importante
consideragao para o projeto dos pilares, e sua
inclusdo aumenta significativamente o custo
6timo da estrutura.
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Tabela 2.2: continuagéo
An_o de~ Autor Elemento Método de otimizagdo utilizado Comentarios sobre a formtllagao do Obs.

publicagéao estudado problema e conclusées
Pérticos Programacgao sequencial quadratica ou um método 1. Pértico sujeito a for¢as horizontais e verticais. |Baseado
tridimensionais baseado em gradiente. 2. Para o ago consideram duas definicoes no ACI.
com pilares diferentes para as variaveis de projeto. Na
retangulares e primeira, a area de ago de cada membro € a
vigas retangulares, Unica variavel usada para o ago naquele
secédo Toul, de membro. Na segunda sao considerados
um, dois e quatro numero, didmetro e distribuicdo longitudinal das
pavimentos. barras, resultando em uma otimiza¢cdo em dois

1997 | Balling e Yao nIVeIs.

3. Incluiram custo de material, fabricagao e
montagem na fung&o de custo.

4. Os custos 6timos baseados nas duas
definigdes acima ficam bem préximos um do
outro, portanto, ndo ha necessidade de incluir a
segunda definigdo de custo computacional na
formulagdo. Baseado nisso, os autores
discutiram uma aproximacgao simplificada para
otimizagao de custo de porticos espaciais.
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Dando continuidade ao histérico da otimizacao estrutural apés o ano de 1997, sao
apresentados a seguir os resumos de alguns artigos e trabalhos principais publicados até os

dias atuais.

Soares (1997) apresenta uma rotina para fazer o pré-dimensionamento étimo das
secoes transversais mais solicitadas das vigas de um pavimento (tratadas como grelha) por
meio do método dos multiplicadores de Lagrange. Parte-se do principio de que o somatorio
dos minimos locais iteragidos representa o minimo global da estrutura. As variaveis
envolvidas no processo de otimizagdo sédo a altura da viga e a area de ago, considerando
que a largura da viga € um dado definido pela arquitetura. Através de exemplos e de

comparacgbes com estruturas reais, ele comprova a eficiéncia do programa apresentado.

Rath et al. (1999) desenvolvem uma aproximacao para otimizar a forma da secdo
transversal variando altura e largura ao longo do comprimento de membros isolados de
concreto armado submetidos a flexdo. Utilizam como exemplos uma viga simplesmente
apoiada, uma viga em balan¢go e uma viga continua de dois vaos. A fungdo objetivo € o
custo total, considerando o material, fabricagdo e montagem, sendo o custo da forma
proporcional ao volume de concreto. No inicio do processo a pega tem segao transversal
retangular, e, pelo método da programagao sequencial quadratica (SQP), séo otimizadas a
largura, altura e area de armadura da sec¢ao, chegando a um membro de seg¢éo | com altura
e largura variaveis ao longo do comprimento. Para otimizar o didmetro e o numero de barras
de armadura longitudinal s&o usados algoritmos genéticos, sendo esta aproximagao mais
eficiente que outras técnicas discretas convencionais. Nao consideram armadura de
cisalhamento. Como conclusées, chegaram a redugdes de material e custos das vigas entre
40 e 56%. Este tipo de otimizacédo leva a economias consideraveis particularmente nos
casos de pecas pré-moldadas produzidas em grande escala e pegas muito pesadas

moldadas “in loco”, como vigas de pontes.

Ferreira et al. (2003) apresentam um modelo para otimizar a area de aco (barras
tracionadas e comprimidas) e sua distribuicdo em vigas secdo T sujeitas a flexdo. As
consideracdes de projeto sdo elaboradas de acordo com as prescricbes do Eurocode. O
projeto é feito em termos de estado limite ultimo para atender a secdo mais solicitada, que
delimita a secdo transversal e a quantidade de ago. S&o apresentadas equacgdes para o
maximo momento fletor considerando apenas armadura simples e para a area 6tima de aco
e sua distribuicdo. Estas equacbes sao expressas em termos da geometria e das
caracteristicas mecéanicas da viga. As vantagens do modelo sédo solugbes corretas mais

econdmicas quando comparadas a solugdes praticas correntes, o uso do comportamento
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nao-linear dos materiais, o desenvolvimento de uma metodologia que pode ser estendida a
outras segbes e a possibilidade de implementagdo destas equagbes em programagao

computacional.

Com o objetivo de minimizar o custo total de uma estrutura, Leps e Sejnoha (2003)
analisaram uma viga de concreto armado continua usando o método do recozimento
simulado (simulated annealing method) e algoritmos genéticos. Em trabalho anterior, os
autores apresentaram resultados para o problema de otimizagdo considerando apenas as
dimensdes da secgao transversal e armadura de flexdo como variaveis. No presente artigo
foram incluidas forgas de cisalhamento, resultando em economia de 30% em relagao ao
trabalho anterior. Quando comparado aos projetos convencionais baseados no Eurocode, o

aumento na economia chega a mais de 42%.

Camp et al. (2003) utilizam o método dos algoritmos genéticos para otimizar o custo
de vigas simplesmente apoiadas, pilares e porticos de multiplos andares segundo as
limitagcbes e restricdes do ACI. Varios exemplos de projeto sdo apresentados para

demonstrar a efetividade e eficiéncia deste método.

Lee e Ahn (2003) apresentam uma aproximagéo baseada no método dos algoritmos
genéticos para otimizar pérticos planos de concreto armado sujeitos a combinagdes de
cargas gravitacionais e laterais, conforme prescricdes do ACI. Na fungdo objetivo estao
incluidos custos com material e mao-de-obra. As dificuldades em achar as se¢des 6timas a
partir de um conjunto semi-infinito de possibilidades para as dimensdes da se¢ao e arranjos
de armadura sao aliviadas construindo um conjunto de dados contendo um numero finito de
propriedades da secdo das vigas e pilares em um campo pratico. Sao demonstrados

exemplos de porticos de trés vaos com trés, nove e vinte pavimentos.

Barros et al. (2004) obtém uma solugao analitica para o projeto 6timo de secgbes
retangulares de concreto com armadura dupla sujeitas ao estado limite ultimo, baseado nas
restricoes e limitacbes do Eurocode. O interesse do modelo é o uso de equacdes Unicas de
equilibrio de forma fechada na otimizacdo de se¢des com a minima area de armadura e
momento fletor econémico. A segao é suposta carregada com momento fletor e forga axial,
com a linha neutra situada dentro da sec¢ao. A solugao 6tima é fungdo da posicédo da linha
neutra e da distancia da armadura de compressdo ao topo da segdo (altura util “d”). A

vantagem do método é regularizar as descontinuidades na fung&o objetivo e nas restri¢des.
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Ahmadkhanlou e Adeli (2005) apresentam uma formulagao geral para a otimizagao
de lajes de concreto armado de vao unico e multiplos com varias situagdes de contorno
(simplesmente apoiadas, um lado continuo, dois lados continuos e em balango) sujeitas as
restricdes do ACI. O problema é formulado com trés variaveis: espessura da laje, didmetro e
espacamento da armadura. A solugcdo é obtida em dois estagios. No primeiro o modelo
neuro-dindmico € usado para obter uma solugédo 6tima assumindo variaveis continuas. Em
seguida, o problema é formulado como uma otimizagao inteira-discreta e resolvido usando

uma técnica de perturbagdo para achar valores praticos para as variaveis.

Fazendo uma breve analise quantitativa do histérico da otimizagado apresentado no
catalogo de Cohn e Dinovitzer (1994), constata-se que o numero de exemplos de otimizagao
estrutural durante os ultimos 40 anos € muito pequeno quando comparado as publicagdes
de otimizagdo matematica. Os exemplos mais utilizados sdo trelicas planas e espaciais,
porticos, vigas, grelhas e chapas, sendo os quatro primeiros os tipos mais freqientemente
usados, representando 25% de toda a literatura. A freqliéncia de uso desses modelos é
explicada pelo fato de a solugdo ja ser conhecida, facilitando a comparagdo com os novos
algoritmos.

Ja em relagdo ao tipo de carregamento, 88% considera carregamento estatico. Sao
poucos os casos de situagdes de carregamentos mais complexas, sendo que o dindmico
aparece em 11% do material pesquisado e vem crescendo.

Quanto ao tipo de material, o ago aparece como sendo o preferido (92%) devido a
facilidade de modelagem de suas propriedades e homogeneidade. Concreto e materiais
compostos representam apenas 5% dos exemplos.

A quantidade de exemplos que utilizam fungido objetivo Unica é predominante em
relacao as fungdes objetivo multiplas, com peso e custos como objetivos principais.

Entre os algoritmos empregados como ferramentas de otimizagao, a programagao
matematica € a preferida para estruturas de tamanho moderado, enquanto que para
estruturas de grande porte a preferéncia é para o método dos critérios de otimizacao.

Considerando agora apenas as publicacbes sobre otimizacdo de custos de
estruturas de concreto armado, percebe-se que a grande maioria utiliza vigas como
exemplo. Lajes, pilares e porticos representam apenas uma pequena parte, sendo que até o
ano de 1997 foram citados apenas dois artigos sobre porticos tridimensionais, segundo
Sarma e Adeli (1998). Assim, ha uma necessidade em se fazer mais pesquisas em
estruturas realista tridimensionais, especialmente grandes estruturas com centenas de
membros onde a otimizag&do possa representar significante economia.

Em relacdo a funcdo custo, a maioria considera apenas custos de material com

concreto, forma e ago, ignorando mao-de-obra, fabricacao, transporte entre outros.
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Nota-se também que as seguintes variaveis sao freqliientemente usadas: geometria
da segao e area e posigcao da armadura. No entanto, esta otimizacdo considera analise
linear elastica da estrutura global. Segundo Ferreira et al. (2003), este tipo de analise linear
é relevante para o estado limite de servico e é importante para as dimensoées definitivas da
secdo, mas em termos do estado limite Ultimo esta analise ndo é correta devido ao

comportamento ndo-linear do concreto armado.
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3. FUNDAMENTOS DA OTIMIZAQAO
MATEMATICA

Os problemas de minimizagao matematica geralmente sao da seguinte forma:

Minimizar f(x)

Sujeito a hi(x)=0,i=1,2,...,m
9 (X)<0,j=1,2, ..., p
xe QcR"

onde f, h; e g; sdo fung¢des continuas definidas em R", Q é um subconjunto de R" e x
€ um vetor de n componentes x4, X2, ..., Xn, chamado vetor das variaveis, das incégnitas ou
dos parametros. O problema é entao resolvido pelas variaveis x4, Xo, ..., X, que satisfazem as
restricdes e minimizam a funcgéao f.

A funcéo f(x) é denominada fung&o objetivo, hi(x) sdo restricdes de igualdade e gj(x)
representam restricbes de desigualdade.

Considerando que i € l e j € D, quando | = & e D = &, ou seja, quando estes dois
conjuntos forem vazios, ndo existem as restrigdes h; (x) e g; (x) e ainda Q c R". Neste caso
diz-se tratar de um problema de otimizagdo sem restricoes. Quando | # & e D = JJ, diz-se
tratar de um problema de otimizagcdo com restricoes.

Um vetor x que satisfaz todas as restricbes do problema é chamado de ponto viavel.
O conjunto de todos os pontos viaveis do problema é chamado de regido viavel I'. Se a
regiao viavel I for limitada e fechada, entdo a solugdo do problema existira. Caso a regido
viavel seja ilimitada, o problema pode ser ilimitado, ou seja, f(x)— . O problema também
nao tera solugao se a regiao viavel for vazia, ou seja, se ndo existir x e Q que satisfaga as
restricdes, e diz-se que as restricdes sao inconsistentes. Na seqliéncia deste capitulo sera

sempre suposto que a regido I" é limitada e fechada.
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3.1 Definigoes

A seguir estdo alguns conceitos iniciais de fundamental importdncia para o
entendimento da otimizagcdo matematica. As demais definicbes utilizadas ao longo deste

capitulo ndo apresentadas aqui podem ser conferidas no Apéndice I.

3.1.1 Ponto de minimo local
Diz-se que um ponto x* € T" € um ponto de minimo local ou ponto de minimo relativo
de f(x) se numa vizinhanga aberta de x*, Ba(x*,r), f(x) > f(x*) para todo x e Ba(x*,r). Se f(x) >

f(x*) para todo x € Ba(x*,r) e x = x*, diz-se que x* € um ponto de minimo local estrito de f(x).

3.1.2 Ponto de minimo global

Diz-se que um ponto x* € I' é um ponto de minimo global de f(x) se f(x) > f(x*) para
todo x € T". Se f(x) > f(x*) para todo x € T, x = x*, diz-se que x* € um ponto de minimo global
estrito de f(x). A Figura 3.1 a seguir mostra os pontos de minimo local e global de uma

funcado de uma variavel.

A f(x)

Minimo local
estrito

[

Minimo local

Minimo global

Figura 3.1: representacéo grafica dos pontos de minimo locais e globais de uma fungéo genérica f.

3.1.3 Ponto estacionario

Um ponto x* é considerado estacionario, ou seja, um ponto de maximo, de minimo
ou de inflexdo da funcdo f, se, em um espago R", suas n derivadas parciais s&o
simultaneamente anuladas (Vf(x*) = 0). Isto nos leva a interpretagdo de que o coeficiente
angular da reta tangente a x* (representado pelo gradiente de f em x*) é zero ou n&o existe,

o que significa que este ponto é um candidato a extremo da fungéao.



Otimizacdo de secgbes transversais de concreto armado: aplicagdo a porticos planos 23

3.1.4 Ponto regular
Seja um ponto x* que satisfaca as restricées ativas g(x*) =0 paraj=1, 2, ..., p. O
ponto x* é denominado ponto regular das restricbes se os vetores gradientes Vg(x*),

Vga(x*), ..., Vgp(x*) sdo linearmente independentes.

3.1.5 Restri¢oes ativas e inativas

Em uma restrigdo de desigualdade gj(x) < 0, dizemos que a restrigdo € ativa no ponto
x quando gj(x) = 0, e inativa se gj(x) < 0. Considera-se por convengao que qualquer restricdo
de igualdade h;(x) = 0 é ativa em qualquer ponto viavel.

As restricbes inativas nao exercem influéncia sobre o dominio de solugdes viaveis do
problema de minimizacdo, enquanto que as ativas limitam este dominio. Sendo assim,
podemos voltar nossas atencdes para as restricbes ativas a fim de resolver o problema, e
apenas checar se os resultados encontrados satisfazem as demais restricbes (as inativas).
A Figura 3.2 mostra graficamente restricbes ativas e inativas para melhor entendimento,

onde g¢(x) é ativa em x* e as restrigdes g»(x) e gs(x) sdo inativas em x*.

9,x)=0

Figura 3.2: Exemplos de restri¢cbes ativas e inativas

3.2 Problemas com restrigoes de igualdade e desigualdade

Na seqliéncia deste capitulo serdo estudadas as condi¢cdes necessarias e suficientes
para um ponto viavel x* ser uma solugcdo 6tima do problema de otimizacdo matematica.
Estas condicdes, além de caracterizarem solu¢des, definem os multiplicadores de Lagrange
e certa matriz Hessiana que, considerados juntos, formam a base do desenvolvimento e

analise dos algoritmos para resolver problemas nao-lineares.
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Sera dada énfase as fungdes nao lineares que minimizam o custo de estruturas com
restricdes lineares e/ou nao-lineares, situacdo que se aplica a analise dos elementos em
questdo. Para o melhor entendimento do contexto, no apéndice | sdo apresentados
problemas sem restricbes. Este tipo de problema é de dificil aplicacdo pratica, no entanto é
importante que ele seja estudado porque os problemas com restricdes sdo uma extensao
I6gica dos problemas sem restricbes. No apéndice | também podem ser estudados os
problemas com restricbes de desigualdade.

Os teoremas e corolarios que serdo introduzidos neste capitulo podem ser
encontrados com demonstragbes e explicacbes mais detalhadas em Bazaraa e Shetty
(1979).

A seguir serdo apresentados os problemas com restricbes de igualdade e

desigualdade. O problema de programacao nao-linear neste caso € da seguinte forma:

Minimizar f(x)

Sujeito a hi(x) =0 parai=1,2,..,m
gi(x)<0 paraj=1,2,...p
xcQeR"

Teorema 01:

Sejam as fungdes : R" > R, hy R" > Rparai=1,2,..,m eg: R" > Rparaj=1,
2,..., p. Considere o problema P da forma:

Minimizar f(x)

Sujeito a hi(x) =0 parai=1,2,.., m
gi(x)<0 paraj=1,2,...p
xcQeR"

Seja x* um ponto de minimo local e J ={j: gj(x*) = 0}. Seja ainda f e g;, para j € J,
diferenciaveis em x*, g;, para j ¢ J, continua em x* e h; continuamente derivavel em x*, para
i =1, 2,..., m. Se Vhi(x*), para i = 1, 2,..., m sdo linearmente independentes, entédo

Fon Gy Hy =, onde

Fo = {d: Vf(x*)'d < 0}
Go = {d: Vgj(x*)'d < 0 paraj e J}
Ho = {d: Vhi(x*)!'d <0 parai=1,2, ..., m}.
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Expressando a condigdo geométrica de minimo Fo nGynHy= em equagdes
algébricas mais usuais, como foi feito no teorema 06 apresentado no apéndice |, podemos
também chegar as condigdes de Fritz John para problemas com restrigdes de igualdade e
de desigualdade. Aplicando as qualificacdes de restricbes a este resultado, resulta o

teorema 02, que s&o as condi¢des de Kuhn e Tucker para problemas deste tipo.

Teorema 02:
Sejam as fungdes f: R" > R, hy R" > Rparai=1,2,.m,eg: R" > Rparaj=1,

2,..., p. Considere o problema P da forma:

Minimizar f(x)
h; (x) =0,
g (x)<0, i=1,2,..,p
X QcR"

Sujeito a

Seja x* um ponto de minimo local e J ={j:gj(x*) = 0}. Seja ainda f e g;, para j € J,
diferenciaveis em x*, g;, para j ¢ J, continua em x* e h; continuamente derivavel em x*, para i
=1, 2,..., m. As condi¢bes suficientes para que um ponto x* seja uma solugéo local para o
problema s&o que existam os escalares A;parai=1,2, .., me yparaj=1,2, .., p,de

forma que:

m p
VE(x*)+ Y AV (x*)+> Vg, (x*)=0
i=1 =1

u;Vg(x*)=0 paraj=1,2,..,p

ujZO paraj=1,2,..,p

e a matriz hessiana

L(x*) = F(x*)+ A H(X*)+ p'G(x*)

seja definida positiva no sub-espaco

M= {d:Vhi(x*)dzo parai=1,2,.., meVg;(x*)d=0 paratodo je J}
onde

J=1i:g;0x) = 0 > 0}
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Foram apresentadas até aqui as condicbes necessarias e suficientes para que um
ponto estacionario x seja um ponto minimo local x*. Mas, se o problema possuir algumas
caracteristicas de convexidade, definidas no apéndice |, podemos também determinar
condigbes para o ponto x* ser um minimo global. Os conceitos de convexidade e teoremas

apresentados podem ser encontrados em Luenberger (1989) e Medrano (1994).

Condigoes suficientes para minimo global

Considere-se entdo o seguinte problema:

Minimizar f(x)
Sujeito a g (x)<0, i=1,2,...,p
X QcR"

Admite-se que as fungdes gj(x) sdo convexas no conjunto convexo Q. O conjunto
delimitado por cada uma das restrigbes gj(x) <0 € um conjunto convexo, assim como a
interseccado de varios conjuntos convexos & também um conjunto convexo. Conclui-se,
entdo, que a regido viavel I" delimitada pelas restrigbes gj(x) € convexa. Se ainda a fungéo
f(x) for convexa, diz-se que é um problema de programacgao convexa.

Relativamente a programacéo convexa, valem os seguintes resultados:

Teorema 3
Toda solugao x* de um problema de programacao convexa € uma solugao global, e o

conjunto das solugdes globais S € um conjunto convexo.

Corolario 01
Se no problema de programagao convexa a fungao objetivo for estritamente convexa

em Q, entdo toda solugdo global é unica.

Teorema 4

Se num problema de programaco convexa, as fungdes f(x) e gj(x), paraj=1, 2,..., p,
sao continuas com derivadas parciais continuas até primeira ordem, e se as condi¢des de
Kuhn-Tucker estao satisfeitas em x*, entdo o ponto x* € uma solugéo global do problema de

programag&o convexa.
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3.3 Método computacional utilizado na solugao do problema
de otimizagao

A elaboracdo dos algoritmos de otimizacdo foi feita na linguagem Fortran e a
plataforma utilizada foi a Compaq Visual Fortran Version 6.6.
Para a resolugdo matematica da minimizagao do problema foi utilizado um algoritmo
chamado NCONG, extraido da IMSL MATH LIBRARY, que é uma biblioteca de rotinas e
funcdes em Fortran utilizadas em analise matematica. Este algoritmo, baseado na subrotina
NLPQL, € um cddigo desenvolvido por Schittkowski (1986) que usa um método de
programacgao quadratica sucessiva para resolver o problema geral de programag¢ao nao-
linear.
Nesta rotina o problema é definido como:
Minimizar f(x)
x e R"

Sujeito a g (x)=0, paraj=1,2, .., me
gi(x)=0, paraj=me+1, ..., m
Xiower < X < Xupper

onde todas as funcbes sido continuas e diferenciaveis. Os dados de entrada da
subrotina sdo as fungdes objetivo e das restricdes e suas respectivas derivadas parciais. O
método é baseado na formulagdo e solucdo iterativa de subproblemas usando uma

aproximacgao quadratica do Lagrangiano e linearizando as restri¢cdes. Isto &,
.1
zzggszBdefo(Xk)Td
Vg;(x, ) d+g;(x,) >0, j=me+1,....m
X=X, <d <x,—X
onde By é uma aproximacéao positiva definida da Hessiana e x, € a iteragao corrente.
Assim, deixe di ser a solugdo do subproblema. Uma linha de pesquisa é usada para
achar um novo ponto Xg.1,
X1 = X +Ad,, Ae(0,1]
tal que uma diregcdo de busca tera um valor menor no novo ponto. Aqui, a fungao
Lagrangiana (Schittkowski 1986) é usada como a direcdo de busca. Quando a otimizagao
ndo é alcangada, By é atualizada de acordo com a formula BFGS (Powell 1978).

Para mais detalhes tedricos e praticos, ver Stoer (1985), Schittkowski (1983,1986) e
Gill et al. (1985).
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4. OTIMIZAGCAO DA SECAO TRANSVERSAL DE
UM PILAR

Neste capitulo sera apresentada a elaboracdo da formulacdo matematica e a
resolugao do problema de otimizagao dos custos de um pilar. Sdo considerados pilares de
secao retangular com distribuicao simétrica das barras longitudinais, ndo sendo otimizada a
armadura transversal (estribos).

A principio foi feita uma breve introducdo sobre o comportamento dos pilares sob
solicitagdes normais e os possiveis estados de tensdes das armaduras da se¢ao em fungao
destes esforgos solicitantes, o que implica em diversas situagcoes diferentes de equilibrio.
Em seguida sera demonstrada a elaboracao da fung¢ao objetivo (ou funcao de custo) e das
restricbes, o método utilizado para resolugdo do problema e por fim serdo apresentados

alguns exemplos e verificagbes dos resultados obtidos.

4.1 Consideragoes iniciais

As solicitagdes normais sdo os esforgos solicitantes que produzem tensdées normais
na secao transversal das pecas estruturais de concreto, e englobam momento fletor e forca
normal.

A flexdo normal composta (FNC) é determinada por uma solicitagdo normal
excéntrica localizada sobre os eixos de simetria da secéo transversal da pecga estrutural
(Figura 4.1). Ja a flexdo composta obliqua (FCO) ocorre quando a solicitagdo normal atua
fora dos eixos de simetria da secao (Figura 4.2).

Dependendo da posi¢do da linha neutra, convencionada como sua distancia x a fibra
extrema mais comprimida, ha trés casos de estado de tensbes das armaduras possiveis em

secOes submetidas a FNC:
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Figura 4.1: Flexdo normal composta — Figura 4.2: Flexdo composta obliqua —
posicéo da solicitagdo normal nos posicéo da solicitagdo normal fora dos
eixos de simetria. eixos de simetria.

1) Somente armaduras tracionadas: o esfor¢co predominante é a forca normal de
tracdo, implicando em tragdo uniforme (Reta a), flexo-tragdo com pequena excentricidade
(Dominio 1) ou flexo-tragdo com grande excentricidade (Sub-dominio 2a). A Figura 4.3 ilustra
os dominios de deformagdes definidos pela NBR 6118:2003. A resisténcia do concreto a
tracdo nao é considerada por ser muito pequena, o qual é admitido como inteiramente
fissurado, sendo a solicitacdo absorvida apenas pelas armaduras. A ruina se da por
deformacao plastica excessiva da armadura e a linha neutra situa-se entre -0 < x < d’;

2) Algumas armaduras tracionadas e outras comprimidas: o esfor¢o predominante é
o momento fletor, implicando em flexo-tragdo com grande excentricidade, flexdo simples
(ambos Sub-dominio 2b e Dominio 3) ou flexo-compressao com grande excentricidade (Sub-
dominio 2b e Dominios 3 e 4). No Dominio 3 ocorre ruptura do concreto simultaneamente ao
escoamento da armadura, situagao desejavel em projeto, enquanto que no Dominio 4 o
concreto sofre ruptura fragil, ndo-avisada, pois atinge a tensdo de ruptura antes que o ago
entre em escoamento, devendo-se portanto evitar tanto quanto possivel o dimensionamento
das pecas nesta situagao. A posicao da linha neutra varia entre d’ < x < d;

3) Somente armaduras comprimidas: o esforgo predominante é a solicitagdo normal
de compressao, implicando em flexo-compressao com pequena excentricidade (Dominios
4a e 5) e compressao uniforme (Reta b). A ruina se da por ruptura do concreto e a linha
neutra encontra-se no intervalo d < x < +oo.

Neste estudo os pilares foram considerados simplificadamente como submetidos a

flexdo normal composta, abrangendo o dimensionamento nos dominios 2, 3, 4, 4a e 5.
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Alongamento Encurtamento
2%0 3,5%o0
—— —— ;
!
3h
7
®
a 5
d 7 h
& b
< 5
&)
€yd
0%
[J Armaduras somente tracionadas  [] Algumas armaduras tracionadas
[J Armaduras somente comprimidas e outras comprimidas

Figura 4.3: Dominios de deformagdes definidos pela NBR 6118:2003.

4.2 Variaveis otimizadas

As variaveis a serem otimizadas, a principio, sdo a altura e a area de armadura
longitudinal da se¢ao transversal de concreto de um pilar retangular.

Algumas consideracbes devem ser feitas:

B Foi convencionada como altura a dimensao paralela ao eixo da viga que chega ao pilar

e largura a dimenséo perpendicular a este mesmo eixo, como pode ser observado Figura 4 .4;

altura variavel

t‘——

E %

Figura 4.4: Convencao das dimensdes do pilar.

bw

B O programa de otimizagdo de pilares desenvolvido parte de uma largura
predeterminada e busca valores 6timos para a altura e para a armadura da secdo. Isso
porque geralmente se considera a largura dos pilares como sendo a minima permitida por
norma;

B Na elaboragdo dos projetos de estruturas é usual se considerar o uso de
armadura simétrica em pilares, a fim de evitar erros de posicionamento das armaduras
durante sua montagem. Assim, para efeito pratico todas as barras serdo consideradas com

mesmo didmetro e com arranjo simétrico na secao;
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B Em relagdo as armaduras longitudinais, para atender a NBR 6118:2003 que prescreve
que o espagamento maximo das barras na sec¢ao do pilar ndo deve ultrapassar 40 cm, foram
consideradas 3 situagbes de projeto para os arranjos das barras em fun¢do da dimensao altura,

conforme ilustrado na Figura 4.5.;

[ ] [ ]
° Py [ ] [ ]
° ® L] [ ]
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
bw bw bw

Situagdo 1 Situagdo 2 Situagdo 3

Figura 4.5: Situag¢des de arranjos das armaduras.

Situacao de projeto 1: h <40 cm;
Situacao de projeto 2: 40 < h < 80cm;
Situacao de projeto 3: 80 <h <120cm.

B A NBR 6118:2003 determina que se a altura da secao for maior que cinco vezes sua
largura o elemento é considerado como pilar-parede. Entdo, como a altura maxima considerada
pelas situagdes é de 120cm, pode-se fixar a largura em no maximo 24cm.

B Apesar da profundidade da linha neutra ndo ser uma variavel otimizada diretamente
na funcao objetivo, ela sera necessaria para o equilibrio da segao, portanto também deve ser

considerada como incognita.

Assim, as variaveis do problema séo:

h = x Altura da sec¢ao transversal do pilar;
As = x, Area de aco longitudinal da secao transversal do pilar;
X =X Profundidade da linha neutra da secéao transversal do pilar.
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4.3 Formulagao da Fungao Objetivo

A funcdo objetivo é a expressdo que engloba as variaveis e representa o menor
custo por unidade de comprimento do pilar, levando em consideragdo gastos com material e
mao de obra para a execucdo das férmas de madeira (inclusive travamentos e

escoramentos), da concretagem e da montagem da armadura longitudinal, sendo da forma:
F=®,-h)-C.+4-p;-C +(2b,+2h)-Cp [4.1]

onde:

F Funcéo de custo do pilar, por unidade de comprimento;
b, Largura do pilar;

h Altura do pilar;

A Area de armadura longitudinal na sec&o do pilar;
o Massa especifica do aco;
Ce Custo do concreto, por unidade de volume;

Cs Custo da armadura, por unidade de massa;

C.  Custo da férma, por unidade de area.
Substituindo a nomenclatura das variaveis a serem otimizadas na equacéo [4.1]:
F(x)=(b, x)-Cc+x,-p-Cs +(2b, +2x1)-Cpr [4.2]

Algumas constantes foram determinadas para simplificar os calculos, sendo estas:

¢ =C,
¢, = p,Cy
c;=2-Cp

Substituindo as constantes acima na equacao [4.2], obtém-se a fungao objetivo:

F(x)=c1-(bw-x1)+c2-x2+c3-(bw+x1)| [4.3]
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4.4 Restricoes do Problema

4.41 Formulagao das Restricoes de Equilibrio

As equacdes de equilibrio de forgas de uma segdo transversal de concreto sao
elaboradas em funcao da distribuicdo das camadas de armadura, da linha neutra e da altura
da sec¢do. Sendo assim, serdo apresentadas a seguir as equacgdes definidas para cada uma
das trés diferentes situacbes de projeto apresentados no item 4.2. Para a definicdo das

equacdes de equilibrio foi utilizado o diagrama retangular de tensoes.

4.4.1.1Situacao de projeto 1 (x, <40cm)

Dominios 2, 3, 4 e 4a:

> F =0 0,68.fcd-bw.x3+%2(a1+az)—zvd -0 [4.4]
S Meg=0 034 f,-b, x5 (x —O,8-x3)+%2-(02 ~6, ) (t,~2d)-M, =0 [4.5]
onde:

Jed Resisténcia a compressao de calculo do concreto;

d’ Distancia do centro de gravidade da armadura a face da seg¢ao;

Gi Tensao atuante na armadura na camada i, sendo as camadas numeradas no

sentido da face menos comprimida (ou tracionada) para a mais comprimida da segao.
Nota: Nos valores das tensbes ja estdo considerados seus respectivos sinais

(positivo para compressao e negativo para tragao).

Dominio 5:

Devido ao uso do diagrama tensdo x deformacdo simplificado do concreto, uma
consideracao deve ser feita quando se trata do dominio 5.

Podem ocorrer duas situagdes: na primeira o valor de y (onde a altura y do
diagrama retangular de tensées & dada por y=0.8x;, sendo x; a profundidade da linha
neutra real) pode resultar dentro da se¢do. Na segunda situacdo y se mantém fora da
secao. Isto implica na area de concreto comprimida que contribui para o equilibrio.

Para solucionar o problema o dominio 5 foi divido em a e b, em que no sub-dominio

5a apenas a area de concreto 4, =0.8x; - b, contribui para o equilibrio, enquanto que no sub-

dominio 5b toda a area da segé&o 4, = x, - b, contribui.
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Equilibrio no sub-dominio 5a:

As equagodes de equilibrio no sub-dominio 5a sao idénticas as egs. [4.4] e [4.5].

Equilibrio no sub-dominio 5b:

> F, =0 o,ss-fcd-bw.x1+%2.(a1+az)—1vd=o [4.6]

X
2 Mg =0 (x=2d) (0, =01) =M, =0 [4.7]

4.4.1.2Situagao de projeto 2 (40 < x;, <80 cm)

Dominios 2, 3, 4, 4a e sub-dominio 5a:

0,68 1, -bw.x3+%2(a1+az+ag)—zvd =0 [4.8]
0,34-de-bw-xs-(x1—0,8-x3)+%2-(03—01)-(x1—2d9—Md -0 [4.9]
Sub-dominio 5b:

0,85-fcd-bw-x1+%2-(a1+02+0'3)—Nd =0 [4.10]

x—62-(x1—2d’)-(a3—a1)—Md=0 [4.11]

4.4.1.3Situacao de projeto 3 (80 < x; <120 cm)

Dominios 2, 3, 4, 4a e sub-dominio 5a:

0,68-fcd-bw-x3+%2(0'1+0'2+a3+a4)—Nd=O [4.12]

0,341, b, x5 (x, —0,8-x3)+;—2-(03 +30, —30,-0,)-(x,~2d)—~ M, =0 [4.13]

Sub-dominio 5b:

W

%-(x1—2d')-(03+3a4—3a1—02)—Md=0 [4.15]
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4.4.2 Formulagao das Restricoes de Compatibilidade

Segundo a NBR 6118:2003, as condigbes de compatibilidade s&o decorrentes da
hipétese de manutengdo da forma plana da secao transversal e dos dominios de
deformacéo relativos aos estados limites ultimos.

Por meio das restricbes de compatibilidade se estabelece uma relacdo entre a
tensdo atuante em uma determinada camada de armadura e a deformagao da fibra de
concreto localizada nesta camada. Assim, de acordo com cada dominio de deformacéo,
dada a posicdo da linha neutra e imposta a deformacdo especifica de um ponto em
particular da secdo transversal, pela Hipotese de Euler-Bernoulli de que a secao plana e
perpendicular ao eixo da pega antes do carregamento permanecga plana e perpendicular ao
eixo da pecga fletida (a segcdo é, por hipotese, indeformavel) é possivel determinar as
deformacdes especificas em todos os pontos da secdo e, consequentemente, suas
respectivas tensdes. Essas tensbes sdo entdo substituidas nas equacdes de equilibrio de
cada situagao de calculo.

No entanto, no inicio do processo nao se dispde da posicao da linha neutra, pois ela
€ uma variavel a ser otimizada. Por conseqliéncia, ndo se sabe a principio quais barras
estardo comprimidas ou tracionadas. A fim de solucionar este problema foram consideradas
diversas possibilidades de posi¢cao da linha neutra nas se¢des, abrangendo deformagdes do
dominio 2 ao 5 em cada uma das trés situagbes. Desta forma foram previstas varias
equagdes de equilibrio de acordo com os modelos pré-determinados para o estado de
tensdo das armaduras.

Determina-se a seguir as equacgdes gerais das deformacbes e tensbes nas

armaduras.

4.4.2.1Equacgdes gerais de deformagoes

Dominios 2, 3 e 4:

Utilizando-se o limite g, = 3,5%0, onde ¢, corresponde ao encurtamento maximo do
concreto, pode-se determinar a deformacao &5 de um ponto genérico distante y; do centro
geométrico da pecga, conforme ilustrado na Figura 4.6, por meio da seguinte equacio de
compatibilidade:

3,5%0 £

__ % [4.16]
Yi=Wo

My
2 Yo
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N gcu = 3,5%0
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transversal deformagdes

Figura 4.6: Secao transversal do pilar e compatibilidade de deformagdes nos dominios 2, 3 e 4.

Da Figura 4.6 também é possivel equacionar a posi¢céo da linha neutra como sendo:

X
x3=51+y0 [4.17]

Definem-se ainda os adimensionais:

(=3 e p =2 [4.18]

1

Substituindo em [4.16] os adimensionais dados pelas equagdes em [4.18], o valor de
Yo dado por [4.17] e dividindo o numerador e o denominador por h obtém-se uma equacéo

para determinacao das deformagdes em qualquer camada de concreto da segao:

¢-(B, +0,5)

Ei = 3, 5%
g

[4.19]

Dominio 4a:
No dominio 4a tem-se a deformagdo maxima do concreto fixada em 3,5%o € todas as

armaduras da se¢do comprimidas, como pode ser observado na Figura 4.7
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Figura 4.7: Secao transversal do pilar e compatibilidade de deformag¢des no dominio 4a.

Portanto, a equagcao de compatibilidades de deformacbes para o dominio 4a pode

ser definida por:

&y = 3.5%0-& [4.20]
X3

Dominio 5:

Neste caso a NBR 6118:2003 supde que a deformacgéo no concreto é fixada em 2%o
a uma distancia de 3x;/ 7 a partir da face mais comprimida, como pode ser observado na
Figura 4.8.

[ 3 °
3xi
7
L ®
JN € = 2%o
X1 CG-Y -
X3 s 7 Esi
- - hsi
LN
Secao Diagrama de
transversal deformagdes

Figura 4.8: Sec¢éao transversal do pilar e compatibilidade de deforma¢des no dominio 5.
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A equacao de compatibilidade de deformacdes pode entado ser definida por:

2%o Ey
= [4.21]

_x3 _7'x1 ST

7

Isolando &5 em [4.21] obtém-se a equacdo para determinar as deformagdes no

dominio 5;

h,
£, =14%0 — [4.22]

7x, —3x,

4.4.2.2Equacgoes gerais de tensdes

Por meio das equacdes [4.19], [4.20] e [4.22] as tensdes nas armaduras podem ser
determinadas a partir do diagrama tensao x deformacgao para o agco CA-50, conforme Figura
4.9.

Os
fyu‘
3,5%0 €yd = 2,07%o
Eyd 10% =
fyd

Figura 4.9: Diagrama tenséo x deformagao do ago CA-50.

Fixando o médulo de elasticidade do aco CA-50 em Es = 21000 kN/cm?, de acordo

com as prescricoes da NBR 6118:2003, tem-se as seguintes relagdes:

Para &, < 2,07%o o,=E -¢;
0,=21000 ¢, [4.23]
Para e5>2,07%  |0,=f, [4.24]

Onde o, tem sinal positivo para compressao e negativo para tragao.
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4.4.2.3Equacoées de tensao e equilibrio para cada modelo considerado
A seguir sdo apresentados os modelos considerados e sao definidas as equagdes

das tensdes nas armaduras em suas respectivas situagoes.

Situagao de projeto 1

A Figura 4.10 mostra o equilibrio da se¢do em fungao da linha neutra.

Dominios 2, 3 e 4:
Nesta situagao foram considerados trés modelos de deformacgdes:

Tabela 4.1: Modelos de deformagéo da situagdo 1, dominios 2, 3 e 4.

Camada de Estado de Armadura em
Modelo ~
armadura tensao escoamento
y Sq Tracao Sim
So Compressao Nao
5 S1 Tracéo Sim
So Compressao Sim
3 S1 Tracao Nao
S, Compressao Sim
Nd -+~
d'xL . . Rs2
e RCC
£
§ LN -
o 9 o Co - ————— -
Q
2 [l zona comprimida
T * ® Rs1
d'+

Dominios 2,3 e 4

LN <d

ou
RSZ RSZ

Nd -+ Nd -

e L e
CC ~Ree BN ~2*—Rec
I;J\Ji 777777777777777 I Rs1 Rs1
LN S—
Dominio 4a Dominio 5
LN no cobrimento LN Fora da secgao

Figura 4.10: Situagao de projeto 1.
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A Tabela 4.2 apresenta as equacdes das tensdes em cada camada de armadura nos

casos em que ndo ocorre escoamento (g
[4.23].

<

2,07%o). Estas resultam das equagdes [4.19] e

Tabela 4.2: Tensbes nas armaduras na situagao 1, dominios 2, 3 e 4.

Camada
de armadura

Distancia y; da camada
ao CG da secao

Tensao na
armadura

S4 )’1:%—61” 01273,5-{1—[x1_d ﬂ
X3
dl
Sy v, :—(%—d'j o, =73,5.{1—x—j
3

Substituindo as tensdes nas equacodes [4.4] e [4.5] de equilibrio, obtém-se:

Modelo 1:
X, d'
0,68-fcd-bw-x3+?- 73,5- 1—x— ~foa |~ N, =0 [4.25]
3
0,34-f.,-b, x5 -(x —0,8-x3)+%~{73,5-(1—iJ+fyd]()q -2d)-M, =0 [4.26]
X3
Modelo 2:
0,68-f,b,-x3—N,=0 [4.27]
0,34-de-bw-x3-(x1—O,8-x3)+%2-fyd-(x1—2dQ—Md =0 [4.28]
Modelo 3:
0,681, b, X, +%2.{73,5.{1_(x1x—d ]:|+fyd}_Nd =0 [4.29]
3

0,34-f.,-b

W'X3 '(x1 _0’8.x3)+)i72.{](‘)/d _73,5‘|:1_(

!

X1

H}-m —2d)-M, =0 [4.30]

X3
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Dominio 4a:
Na situacao 1 foi considerado apenas um modelo de deformacées:

Tabela 4.3: Modelos de deformacéo da situagédo 1, dominio 4a.

Camada de Estado de Armadura em
Modelo ~
armadura tensao escoamento
1 S1 Compressao Sim
So Compressao Nao

A Tabela 4.4 apresenta a tensao resultante das equacdes [4.20] e [4.23]. Neste caso
todas as armaduras estdo comprimidas, mas apenas a camada s esta em escoamento. As
tensdes nas demais camadas nado foram apresentadas por ndo serem necessarias ao
desenvolvimento das equacdes.

Tabela 4.4: Tensdes nas armaduras na situagao 1, dominio 4a.

Camada Distancia hs; da camada Tensao na
de armadura a linha neutra armadura
73.5
S1 hy=x3 —x;+d' 0= (x5 —x+d)
i X.
3

Substituindo as tensdes nas equacoes [4.4] e [4.5] de equilibrio, obtém-se:

Modelo 1:
73,5 ‘

X3

0,68 f., b, -x, +%2{

(o —x +d")+ yd}Nd:o [4.31]

0,34-de-bw-x3-(x1—0,8-x3)+%2-{fy _7135

(x5 —xq +d’)](x1 -2d)-M,=0 [4.32]
3

Dominio 5:

Neste caso foram considerados dois modelos de deformacgdes:

Camada de Armadura em
Modelo
armadura escoamento

1 Sq Nao

So Sim

S1 Néao
2 -

Sy Nao

Tabela 4.5: Modelos de deformagéo da situagdo 1, dominio 5.

A Tabela 4.6 apresenta as tensdes resultantes das equacgdes [4.22] e [4.23]. Neste

caso a linha neutra x; € maior que a altura x;, estando todas as armaduras comprimidas.
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Tabela 4.6: Tensdes nas armaduras na situagéo 1, dominio 5.

Camada Distancia hs; da camada Tensao na
de armadura a linha neutra armadura
Xa—Xy+d'
hy=x3—x+d' 0,=294.2 1 —
S1 s1 3 1 1 7X3 _3x1
X, —d'
ho=x.—d' o,=294.- 73 ~
52 2773 2 7x; —3x,

Substituindo as tensdes nas equacoes [4.4], [4.5], [4.6] e [4.7] obtém-se:

Modelo 1 - sub-dominio 5a:

0,681, b, X, +%2.[294.m

+f.,|-N,=0 4.33
7x5 —3x, f}j a [ ]

0.34- £y by %y (1~ 0833 )4+ 2 (x, 24| f,,-294. 379\ p _0 (434
4 7x5 —3x,

Modelo 1 - sub-dominio 5b:

X. X3 — X, +d'
0,85-f,-b -x,+-2.[294. 23" 1"% ¢ |_N =0 4.35
f::d W " X1 2 ( 7)(/_3_3)(:‘1 fyd] d [ ]
2 (x, —2d')-[fyd —294-MJ—M£, -0 [4.36]
4 7 x5 —3x,
Modelo 2 - sub-dominio 5a:
0,68- 1, -b, -x,+2.[ 204. 2= % |y _o [4.37]
X, . x,—2d'
0,34 [y by ¥y (5 =083 )+ 2 (x = 2d"):| 294 S |- M, =0 [4.38]
Modelo 2 - sub-dominio 5b:
0,851, -b -x,+2.[204. 2% =% |y _g [4.39]
2 7x5 —3x,

I
o

[4.40]

X2y —2d‘)-(294-MJ—M
1 d
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Situagao de projeto 2

A Figura 4.11 mostra o equilibrio da se¢do em func¢ao da linha neutra.

Nda Nd
d'L . . T Rs3 T Rs3
e F—Rcc e
£
S N - R
D d
© ° ° CG] —— — 22 —+Rs2 —§ e A —Rs2
S
) N
° ——— LN ———ppprz:222222222 -
d'T . . Rs1 Rs1
Dominios 2,3 e 4 Dominios 2,3 e 4
LN <d LN <d
ou [l zona comprimida
RSZ RS3
Nd -~ Nd -
e -~ Rec € Rs2
Y 7% Re YV 777772 Re
L,N, ,,,,,,,,,,,,,,, I— R51 Rs1
LN S——
Dominio 4a Dominio 5

Dominios 2, 3 e 4:

LN no cobrimento

Figura 4.11: Situagéo de projeto 2.

LN Fora da segao

Nesta situacao foram considerados quatro modelos de deformacbes:

Tabela 4.7: Modelos de deformagéo da situacdo 2, dominios 2, 3 e 4.

Camada de Estado de Armadura em
Modelo ~

armadura tensao escoamento

S4 Tracao Nao

1 S5 Compressao Nao

S3 Compressao Sim

Sq Tracao Sim

2 S2 * *

S3 Compressao Sim

S1 Tracao Sim

3 So Com. ou Tra. Nao

S3 Compressao Sim

S1 Tracao Sim

4 S Tracéo Sim

S3 Compressao Sim

* A linha neutra esta na diregdo da camada s; (CG da se¢éo).




Capitulo 4: Otimizacdo da segdo transversal de um pilar

44

A Tabela 4.8 apresenta as equacdes das tensdes em cada camada de armadura nos

casos em que nao ocorre escoamento (g < 2,07%o).

Tabela 4.8: Tensdes nas armaduras na situagao 2, dominios 2, 3 e 4.

Camada
de armadura

Distancia y; da camada
ao CG da secao

Tensao na
armadura

—-d'
s y1:%—d' a1=73,5-{1—(’“1 H
X3
S2 ¥, =0 lops 273,5(1—0,5-55—1}
3
S5 s :—(%—d'j o =73,5.{1—ij
X3

Substituindo as tensdes nas equacoes [4.8] e [4.9] de equilibrio, obtém-se:

X +x—2.{73,5-{1—£3‘1 —d H+73,5-(1—0,5-ﬁJ+fyd}—Nd =0
3 X3 Xg

1 m.(x1—2d9—Md=o

X3

Modelo 1:

0,68- £, b,

0,34-f,b,

Modelo 2:
0,68-f,-b

w

0,341, b,

Modelo 3:

0,681, -b

w

0,34-f.,b,

Modelo 4:

0,681, b

w

0,34-f,-b

w

'x3 '(X1 _O,S'X3)+%'{0_3_73,5'[1_(

x3—N, =0

-x3+%{73,5-[1—o,5-ﬁﬂ—zvd=o

X3

X
"3 _gz'fyd_Nd =0

x—d'

X
'X3 '(X1 _d_0,4X3)+?2'fyd ’(X1 _ZdQ_Md :0

X
'X3 '(X1 _d_0,4X3)+?2'fyd ’(X1 _ZdQ_Md :0

xy - (% —d—0,4x3)+%2-fyd (x,—2d)—M, =0

[4.41]

[4.42]

[4.43]

[4.44]

[4.45]

[4.46]

[4.47]

[4.48]
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Dominio 4a:
Na situagao 2 foram considerados dois modelos de deformacgdes:

Tabela 4.9: Modelos de deformacéo da situagéo 2, dominio 4a.

Camada de Estado de Armadura em
Modelo ~

armadura tensao escoamento

S1 Compressao Sim

1 S, Compressao Sim

S3 Compressao Nao

S1 Compressao Sim

2 Sy Compressao Nao

S3 Compressao Nao

A Tabela 4.10 apresenta a tensdo resultante das equacdes [4.20] e [4.23]. As

tensdes nas demais camadas nao foram apresentadas por ndo serem necessarias.

Tabela 4.10: Tensbes nas armaduras na situagao 2, dominio 4a.

Camada Distancia hs; da camada Tensao na
de armadura a linha neutra armadura
73.5
S hy=x3 —x +d' 0y = (X3 —xy +d)
X3
X 73.5 Xy
S2 52 = X3 2 2 X ( 375 j

Substituindo as tensdes nas equacdes [4.8] e [4.9] de equilibrio, obtém-se:

Modelo 1:

0,681, -b, - x, +"—2-{36’75

. (4x; —3x,+2d")+ yd}—Nd =0
3

73,5

0,34- f.; b, x5 (x, _0'8'x3)+x—2' Sya =
6 X,
3

(x5 — Xy +a”)](x1 -2d')-M,=0
Modelo 2:
73,5‘

X3

0,681, b, - x, +%2{

(x3—x1+d')+2fyd}—Nd =0

73,5

0,34-de-bw-x3-(x1—0,8-x3)+%2-{fy -
X3

(x5 —xq +d’)](x1 -2d)-M, =0

[4.49]

[4.50]

[4.51]

[4.52]
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Dominio 5:
Neste caso foram considerados dois modelos de deformacgdes:

Tabela 4.11: Modelos de deformacao da situagéo 2, dominio 5.

Camada de Armadura em
Modelo
armadura escoamento
S4 Nao
1 S5 Nao
S3 Sim
Sy Nao
2 S5 Nao
S3 Nao

A Tabela 4.12 apresenta as tensdes resultantes das equacdes [4.22] e [4.23].

Camada Distancia hs; da camada Tensao na
de armadura a linha neutra armadura
Xa—Xy+d'
hy=xy—x +d' 0,=294. 23 172
S1 51— 43 T4 1 7x, - 3x,
X x1
_ X1 37T 5
S2 h, = X3 Y 0,=294.—— 2
7x; —3x,
X, —d'
ho=x.—d' 0,=294. 3 —
53 s2 =3 ® 7x5 —3x,

Tabela 4.12: Tensdes nas armaduras na situagao 2, dominio 5.

Substituindo as tensdes nas equacgdes [4.8], [4.9], [4.10] e [4.11], obtém-se:

Modelo 1 - sub-dominio 5a:

0,68-fcd-bw-x3+%2-(147-w+fy J—Nd:O [4.53]

7x5 —3x,

0,34 £, b, %y -(r,~08-x, )+ 2. (x,~2d") | o, —204. 375Ny 0 [4.54]
6 7 x5 —3x,

Modelo 1 - sub-dominio 5b:

4x, —3x,+2d'

7x; —3x,

o,ss.j;d.bw-xﬁ%(mr +f, J—Nd:O [4.55]

%-()q _zdv).[gs _294.M

-M,=0 4.56
7x5 —3x, j ¢ 14.56]
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Modelo 2 - sub-dominio 5a:

2X, —
0,68/, b, x,+-2./49. 281 | N -0 [4.57]
3 7x; —3x,
X, . x,—2d'
0,34-f,:b, x3-(x,—0,8-x3 )+—=-(x,—-2d")-|196- ——— |-M, =0 [4.58]
6 7x; —3x,
Modelo 2 - sub-dominio 5b:
0,851, b -x,+2.[49.23 =% |y _g [4.59]
3 7x; —3x,
%2 (v 247 196. 2724 |y o [4.60]
6 7x; —3x,
Situagao de projeto 3
A Figura 4.12 mostra o equilibrio da se¢do em fungao da linha neutra.
Nd Nd
dl)L ° ® T Rsa Rs4
? F—Rcc e
<7RCC
§ ° ° LN l Rs3 l Rs3
N
ol (ofcHNEN N - S e
o LN
ﬁ ° ° Rs2 Rs2
© N N
Dominios 2, 3 e 4 Dominios 2,3 e 4
[l zona comprimida LN <d LN <d
N
d
T Rs4 Rs4 Rs4
e
L Rs3  Nd-% Rs3 Nd - Rs3
HRCC e ‘7R e
o - VY ) Rec
Rs2 Rs2 Rs2
LN
Rs1 LN Rs1 Rs1
LN
Dominios 2,3 e 4 Dominio 4a Dominio 5

LN <d LN no cobrimento

Figura 4.12: Situagéo de projeto 3.

LN Fora da segao
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Dominios 2, 3 e 4:

Nesta situacao foram considerados seis modelos de deformagdes:

Tabela 4.13: Modelos de deformacgéo da situagéo 3, dominios 2, 3 e 4.

Camada de Estado de Armadura em
Modelo ~
armadura tensao escoamento
S4 Tracao Sim
1 So Tracao Sim
S3 Tra. ou Comp. Nao
S4 Compressao Sim
Sq Tracao Sim
5 S, Tracao Nao
S3 Compressao Nao
Sy Compressao Sim
S1 Tracao Nao
3 So Tra. ou Comp. Nao
S3 Compressao Nao
Sy Compressao Sim
Sq Tracao Nao
4 So Compressao Nao
S3 Compressao Sim
S4 Compressao Sim
S1 Tracao Sim
S, Tracao Sim
5 o : -
Sy Compressao Sim
Sq Tracao Nao
6 S2 M
S3 Compressao Nao
Sy Compressao Sim
* A linha neutra esta na diregdo da camada de armadura.

A Tabela 4.14 apresenta as equacdes das tensdées em cada camada de armadura

nos casos em que n&o ocorre escoamento (&g < 2,07%so).

Tabela 4.14: Tensdes nas armaduras na situacdo 3, dominios 2, 3 e 4.

Camada Distancia y; da camada Tensao na
de armadura ao CG da sec¢ao armadura
S1 y1:ﬁ_d' 0'1:73’5{1_()61_(1 J}
X3
S2 y2:x1——2d' 02=24’5-(3x3—2x1+d’)
6 X3
_[x=2d o =24’5'(3x -x,—d")
S3 V3 ( 6 J 3 X 3T M
| d'
Sy y4=—(——dj a4=73,5-[1——J
X3




Otimizacdo de secgbes transversais de concreto armado: aplicagdo a porticos planos 49

Substituindo as tensdes nas equacodes [4.12] e [4.13] de equilibrio, obtém-se:

Modelo 1:
0,68-fcd.bw-xs+%{fyd+$-(3x3—x1—d')}—Nd =0 [4.61]
3
0,34-de-bw-x3-(x1—O,8-x3)+%-{2j3’5-(3x3—x1—d')+7fyd](x1—2dQ—Md =0[4.62]
Modelo 2:
0,681, -b, x +%{2;‘—’5.(3x3 —2x,+d")+ 21"5 -(3x; =, —d')}zvd =0 [4.63]
3 3

24,5

X3

0,34 f., b x5 (x, —0,8-x3)+%-{ -(x1—2d’)+6fyd](x1—2d9—Md -0  [4.64]

Modelo 3:

0,68-fcd-bw-x3+%{73,5-{1—(x1_d ﬂ+24=5-<ex3—3x1)+fyd}—zvd -0 [4.65]
X3

X3

0,34-de-bW-x3-(x1—O,8-x3)+x—2- 24’5~(x1—2d')—220,5- 1- 4 —d +

24 X, X3
3f }-(x1—2dQ—Md=0 [4.66]
Modelo 4:

X3

X x,—d' 24,5 ,
0,68-fcd-bw-x3+72{73,5-{1—( 1x3 j:|+ -(3x3—2x1+d)+2fyd}—Nd=0 [4.67]

X x—d'
0,34-f.,b,  x3-(x, —0,8-x3)+2—2-{4fyd —220,5-{1—[ 1 ﬂ—

X3
24,5 (Bx3 —2x,+d") - (x, —2d9}—Md =0 [4.68]
X3
Modelo 5:
0,68-fcd-bw-x3—%-fyd—Nd=0 [4.69]

0,34- £y -b, %3 (5, —0,8-x3 )+ T £, -;—Z-m —2d)-M,=0 [4.70]
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Modelo 6:
0,68- 1., b, x4 +%2{73,5-{1—(x1 —d ]}L 24,5 -(3x5 — x4 —d')+fyd}—Nd =0 [4.71]
X3 X3
0,34-F, b -x,-(,~0,8x, )+ 213 ~2205.[1-| 1= ||_
24 ! X3
X3
Dominio 4a:

Neste caso foi considerado apenas um modelo de deformacgdes:

Tabela 4.15: Modelos de deformacao da situagdo 3, dominio 4a.

Camada de Armadura em
Modelo
armadura escoamento
Sq Nao
1 Sy Nao
S3 Sim
Sy Sim

As tensdes resultantes para o devido modelo desta situacao estao apresentadas na

Tabela 4.16. As tensdes nas demais camadas nao foram apresentadas por nao

serem necessarias a elaboragao das equagdes neste caso.

Tabela 4.16: Tensdes nas armaduras na situacao 3, dominio 4a

Camada Distancia hs; da camada Tensao na
de armadura a linha neutra armadura
73,5
S1 hg=x3 —x +d' oy = (3 —x +d)
X3
— ! 24.5
S2 thZW Oy = N “(Bx; —2x+d")
3

Substituindo as tensdes nas equacbes '[4.12] e [4.13] de equilibrio, obtém-se:

Modelo 1:
36,75

X3

X2

0,681, b, -x,+°2.
f‘cd w X3+ 4 |:

-(4x; —3x +2d')+2fyd}—Nd =0

0,34-f,:b, -x3-(x,—0,8-x3 )+

22l ap,+ 3000 72 8y, +6d") |- (x,~2d)~ M, =0
24 X3

[4.73]

[4.74]
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Dominio 5:
Neste caso foram considerados trés modelos de deformacées:
Camada de Armadura em
Modelo
armadura escoamento
S4 Nao
So Nao
S3 Sim
Sy Sim
S1 Nao
S, Nao
S3 Nao
S4 Sim
S1 Nao
Sy Nao
S3 Nao
Sy Nao
Tabela 4.17: Modelos de deformacao da situagédo 3, dominio 5.
A Tabela 4.18 apresenta as tensdes resultantes das equacgdes [4.22] e [4.23].
Camada Distancia hs; da camada Tensao na
de armadura a linha neutra armadura
' _ X3 - X1 + d'
S1 g =x3 —x +d 01_294'W
s, hS2:3x3—2x1+d’ 0'2=98-3x3_2x1+d
s, hs3:3x3—x1—d' 0_3:98.3x3—x1—d
3 7x; —3x,
X3 —d'
h,=x.—d' c,=294. 2
S4 4= 4 7x3 —3x,
Tabela 4.18: Tensdes nas armaduras na situagao 3, dominio 5.
Substituindo as tensdes nas equacdes [4.12], [4.13], [4.14] e [4.15], obtém-se:
Modelo 1 - sub-dominio 5a:
_ a4d'
0,681, b -x;+-2. 98-M+2fyd ~N,=0 [4.75]
4 7x; —3x,
0,34-f,:b, -x3-(x,—0,8-x3 )+
%-(x1 —2d')-£98~ 11 ~12x, ~10d +4fydj—Md =0 [4.76]

7x5 —3x,
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Modelo 1 — sub-dominio 5b:
0,85.fcd.bw.x1+%2.[98.W+2fmJ—Nd=0 [4.77]
3 1
X 11x, —12x, —10d"
2—2-(x1—2d')-(98- 17x3 2 " +4fyd)—Md:O [4.78]
Modelo 2 - sub-dominio 5a:
O,68~ﬁd'bw~x3+%~[294~w+fy J—Nd:O [4.79]
X3 — 3Xx,
0,34-f.,b, x3-(x,—0,8-x;)+
X 10x, —9x, —11d"
2_2.(,(1_2(1').[98. 17x _33x +3fyd)—Md=O [4.80]
3 1
Modelo 2 — sub-dominio 5b:
X 3x, —2x, +d'
0,85- £, b, -x, +f.(294.ﬁ+fydj—zvd =0 [4.81]
%.(M _2d,)'£98.10x1 ;gf?’ ;11d +3fyd)—Md 0 [4.82]
3 1
Modelo 3 - sub-dominio 5a:
0,68- 1, b, -x,+2. 58822 =N |_y _o [4.83]
0,34 £, b -x,-(r,~0.8-x, )+ 2 (x, 24| 980. 20224 | _ 3y _g [4.84]
24 7x; —3x,
Modelo 3 — sub-dominio 5b:
0,851, -b -x,+°2.[588. 2% |y _g [4.85]
4 x5 —3x,

X . X, —2d'
z—zr-()c1 —2d)-(980-1—j—Md =0

x5 —3X,

[4.86]
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4.4.3 Restricoes das deformagoes

Ao final de cada iteracdo do algoritmo de otimizacdo de pilares é feita uma
verificagao das deformacdes e do estado de tensbdes que foram inicialmente supostos para
as armaduras. Nesta verificacdo estdo incluidos o alongamento maximo da armadura e o
encurtamento maximo do concreto.

Por serem apenas valores limitantes das variaveis do processo, estas restrigdes nao
entram diretamente na otimizacao, sendo apenas checadas apds cada calculo efetuado. Se
os valores nao forem satisfatérios, parte-se para uma nova interagcao até encontrar uma

situacao e modelo que combine suas idealizagdes com os resultados.

4.4.4 Restrigoes laterais

Restricdes laterais sdo aquelas em que sido impostos limites diretamente no valor
das variaveis. A NBR 6118:2003 limita as dimensdes maximas e minimas da secao
transversal dos pilares retangulares, assim como a taxa de armadura, resultando nas
seguintes desigualdades:

hmin < h < hmé\x

Prin £ P = Pmax

onde p é a taxa de armadura do concreto na se¢cado de concreto, de valor igual a

As/A. (area de armadura dividida pela area da segcao de concreto).

Segundo a NBR 6118:2003, a menor dimensao de um pilar € 19cm, salvo algumas
excegoes, enquanto que a maior deve ser 5 vezes a menor dimensao da segao, pois a partir
deste ponto o comportamento do elemento passa a ser de pilar-parede, o que nao € objeto
de estudo desta pesquisa.

Os limites da taxa de armadura na segéo variam entre 0,15-N,/f,,>0,004-4, e

0,08A., considerando-se inclusive a sobreposicdo de armadura existente em regides de
emenda. Portanto na pratica foi considerado o limite maximo da taxa de armadura na sec¢ao
do pilar de 0,04°A..

Assim como as restricoes de deformacdes, estas restricoes ndo entram diretamente
na otimizacdo, sendo apenas verificadas apdés cada calculo efetuado. Mas se alguma
variavel atingir seu limite durante o processo, ela é retirada e re-inserida com um valor fixo
correspondente ao seu limite (0 que é previsto pelas hipéteses de calculo que serao

apresentadas no item 4.5.2), seja este maximo ou minimo, reiniciando-se a otimizacao.
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4.5 Resolucao do problema

4.5.1 Formulagao
Diante das consideragbes feitas no item 4.4, o problema da otimizacdo da secao

transversal de pilares pode ser apresentado da seguinte forma:

Minimizar: F(x)=c¢,-(b, - x)+¢c, X, +¢c5-(b, +x7)

Sujeito a:

Situacgao 1

Dominios 2, 3 e 4

Modelo 1: Eq. [4.25] e Eq. [4.26]
Modelo 2: Eq. [4.27] e Eq. [4.28]
Modelo 3: Eq. [4.29] e Eq. [4.29]

Dominio 4a:
Modelo 1: Eq. [4.31] e Eq. [4.32]

Sub-dominio 5a:
Modelo 1: Eq. [4.33] e Eq. [4.34]
Modelo 2: Eq. [4.37] e Eq. [4.38]

Sub-dominio 5b:
Modelo 1: Eq. [4.35] e Eq. [4.36]
Modelo 2: Eq. [4.39] e Eq. [4.40]

Situagao 2

Dominios 2, 3 e 4

Modelo 1: Eq. [4.41] e Eq. [4.42]
Modelo 2: Eq. [4.43] e Eq. [4.44]
Modelo 3: Eq. [4.45] e Eq. [4.46]
Modelo 4: Eq. [4.47] e Eq. [4.48]

Dominio 4a:
Modelo 1: Eq. [4.49] e Eq. [4.50]
Modelo 2: Eq. [4.51] e Eq. [4.52]



Otimizacdo de secgbes transversais de concreto armado: aplicagdo a porticos planos 55

Sub-dominio 5a:
Modelo 1: Eq. [4.53] e Eq. [4.54]
Modelo 2: Eq. [4.57] e Eq. [4.58]

Sub-dominio 5b:
Modelo 1: Eq. [4.55] e Eq. [4.56]
Modelo 2: Eq. [4.59] e Eq. [4.60]

Situacao 3

Dominios 2, 3 e 4

Modelo 1: Eq. [4.61] e Eq. [4.62]
Modelo 2: Eq. [4.63] e Eq. [4.64]
Modelo 3: Eq. [4.65] e Eq. [4.66]
Modelo 4: Eq. [4.67] e Eq. [4.68]
Modelo 5: Eq. [4.69] e Eq. [4.70]
Modelo 6: Eq. [4.71] e Eq. [4.72]

Dominio 4a:
Modelo 1: Eq. [4.73] e Eq. [4.74]

Sub-dominio 5a:

Modelo 1: Eq. [4.75] e Eq. [4.76]
Modelo 2: Eq. [4.79] e Eq. [4.80]
Modelo 3: Eq. [4.83] e Eq. [4.84]

Sub-dominio 5b:

Modelo 1: Eq. [4.77] e Eq. [4.78]
Modelo 2: Eq. [4.81] e Eq. [4.82]
Modelo 3: Eq. [4.85] e Eq. [4.86]

Estas equacbes e suas respectivas derivadas parciais foram implementadas na sub-
rotina NCONG, como descrito no item 3.3, resultando nas se¢des de minimo custo dos

pilares em cada situacdo considerada.

4.5.2 Hipoteses
Como ja mencionado anteriormente, foram desenvolvidas quatro hipéteses em cada

modelo para prever os casos em que as variaveis ultrapassarem seus respectivos limites
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predeterminados. Nessas hipoteses as equagdes das restricbes sao as mesmas definidas
em 4.5.1, diferindo apenas quando uma ou outra variavel se torna uma constante. A seguir

esta a descrigdo de cada consideracao feita:

Hipétese A: todas as variaveis estao livres

Todas sido otimizadas e variam dentro de seus limites. As restricbes sdo as
apresentadas em 4.5.1.

Hipoétese B: x; constante, x, e x;3 livres

A variavel altura se torna constante, adquirindo seu valor minimo ou maximo,
enquanto que as outras s&o otimizadas.

Hipétese C: p constante, x; e x3 livres

A variavel area de armadura (x,) deveria ser constante. No entanto ela é fung¢ao das
dimensdes da sec¢ao, e como x; esta livre x, ndo poderia ser fixada. Para solucionar o
impasse a taxa geométrica de armadura foi considerada como constante.

Hipotese D: ndo ha otimizagdo

As variaveis x; e x, sdo constantes. Assim, se as dimensdes e a armadura do pilar
estdo definidas, calcula-se apenas se a secao resiste aos esforcos de momento fletor e

forga normal.

4.5.3 Etapas do processo

As etapas do processo de otimizagdo de pilares utilizadas pela rotina computacional

estdo descritas a seguir:

1. Fixado o valor de b,, 0 programa inicia supondo que a segao esta sujeita a
situacao 1, modelo 1, hipbtese A;

2. A partir das equacdes de restricoes do suposto modelo sado definidas as variaveis
do problema;

3. Calcula-se a deformacdo em cada camada de armadura e verifica-se se o
alongamento do ago € menor que 10%0 € se o encurtamento do concreto é menor
que 3,5%0. Em caso afirmativo segue-se para o passo 4. Caso contrario, para o
passo 5;

4. E feito um teste para determinar se as deformacdes calculadas estéo condizentes
com as do modelo (por exemplo: maiores ou menores que a deformacao limite
&g, OU ainda se a fibra esta tracionada ou comprimida). Em caso afirmativo
segue-se para o passo 6. Caso contrario, para o passo 5;

5. Caso alguma deformacgéo nao atenda as predefinicbes do modelo, parte-se para

outra suposi¢cao de modelo, retornando ao passo 2 do processo;
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6. As restricbes laterais sdo verificadas. Se alguma variavel estiver fora dos limites
esta é fixada em seu limite mais préximo (maximo ou minimo), retirada do
processo e re-inserida como uma constante. Entdo o modelo e a situagao
permanecem 0s mesmo e muda apenas a hipétese de calculo, voltando para o
passo 3;

7. Se todas as definigdes supostas para a situagcao, modelo e hipdtese forem

satisfeitas, calculam-se as tensbées nas armaduras e finaliza-se o0 processo;

4.6 Exemplos Numéricos

Para avaliar os resultados fornecidos pelo programa de otimizacdo de pilares
desenvolvido, assim como o comportamento da fungao de custo e de suas variaveis, foram
executados alguns exemplos numéricos. Os dados comuns a todos estes exemplos sao os
seguintes:

B Custos*

e Concreto convencional dosado em central, inclusive mado de obra de

lancamento e adensamento: 226,58/m?

e Aco CA-50 inclusive corte, dobra e montagem: 4,36/kg

e Fbrmas de madeira para concreto estrutural, inclusive travamentos e
escoramentos: 42,10/m?
* Fonte: Revista Construcao e Mercado n°® 55 de Fevereiro/2006 e site Informativo

SBC (www.informativosbc.com.br), com dados atualizados em Marco de 2006.

E Concreto:
¢ Moddulo de elasticidade secante: E.s = 21.300 MPa
¢ Resisténcia caracteristica a compressao: f.,x = 20MPa

e Deformagao maxima: 3,5%o

e Tipo CA-50

e Resisténcia caracteristica ao escoamento: f,, = 500MPa
Sy _ 5000 1

E. 1,15 2100000

N

e Deformagdo minima: ¢, = =2,07%o
e Taxa de armadura: entre 0,4 e 4%

o Massa especifica: 7850kg/m®
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B Geometria da sec¢ao:
e Distancia do CG da armadura a face da sec¢ao = 3cm
e Largura da sec¢do: entre 19 e 24cm

e Altura da sec¢do: entre 19 e 120cm

4.6.1 Exemplo 01 e validacao do programa de otimizagao de pilares

Na Tabela 4.19 estdo destacados em amarelo os resultados da se¢ao otimizada de
um pilar quando fixada a sua largura em 19cm e aplicada um forga de 1.000kN com
excentricidade de 1cm em relagcédo ao seu centro de gravidade (CG), gerando um momento
paralelo a altura de 1.000kN.cm.

Ja na Tabela 4.20 estdo destacados em amarelo os resultados da secéo otimizada
de um pilar de 24cm de largura sujeito a uma forca de 1.500kN aplicada a uma

excentricidade de 30cm, gerando um momento paralelo a altura de 45.000kN.cm.

Tabela 4.19: Validacdo do programa considerando excentricidade de 1cm e by, = 19cm.

N M by  h A, bnha oisto o L -
(kﬁ) (kN.;m) Gy | @ (cniz) N(it:':;a RS) Situagdo Bx Dominio
19 38,00 4,25 47,25 78,91 11B 1,35 5
19 39,00 3,66 48,25 78,16 11B 1,34 5
1.000 1.000 19 40,00 3,07 49,22 77,42 11B 1,33 5
19 41,00 3,12 48,77 78,83 12D 1,28 5
19 42,00 3,19 48,72 80,37 12D 1,25 5

Tabela 4.20: Validagdo do programa considerando excentricidade de 30cm e by, = 24cm.

2] ] bu . A52 r!l-::t‘:a i Situacao B Dominio
(kN) | (kN.cm) | (cm) | (cm) (cm?) (cm) (R$) x
24 95,00 11,50 60,02 191,23 33B 0,652 4
24 96,00 10,66 60,43 189,75 33B 0,650 4
1.500 | 45.000 24 97,59 9,37 61,06 187,51 33C 0,645 4
24 98,00 9,41 61,12 188,22 33D 0,643 4
24 99,00 9,50 61,28 189,93 33D 0,638 4

Uma breve anadlise pode ser feita tendo em vista os resultados 6timos encontrados.
No pré-dimensionamento usual geralmente se considera para a estimativa da area do pilar a
resultante da divisdo da Forca Normal atuante pela resisténcia do concreto (0,85 f.4). No
caso do pilar com a forca de 1.000kN aplicada a 1cm do CG, a area necessaria seria de
823,53cm? Como a largura da segéo é igual a 19cm, a altura necessaria seria de 43,34cm.
Comparando resultados, a altura otimizada encontrada de 40cm foi menor que o usual.

Esta comparagdo com o dimensionamento usual ndo deve ser feita no caso do pilar
submetido a forga aplicada a 30cm do seu CG, pois nesta situagao, devido ao elevado valor

do momento fletor resultante, geralmente nao é feita esta simplificagao.
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Com a finalidade de comprovar se os resultados encontrados representam realmente
o custo minimo da secao, a partir da altura encontrada para a dada secido 6tima, foram
acrescentados e reduzidos 1cm e 2cm. Com essas novas alturas fixadas, o programa foi
executado e foram encontrados os valores das demais varidveis, como mostram as tabelas
apresentadas.

Para validar o problema considerando a altura fixa da se¢do como dado de entrada,
nao seria possivel utilizar as hipéteses A, pois estas otimizam tanto altura quanto armadura,
e nem as hipéteses C, que otimizam a altura da secdo. Portanto, os exemplos com
incrementos na altura foram executados em todas as situagbes e modelos, porém apenas
nas hipéteses B e D do programa, que fixam a altura ou simultaneamente a altura e a area
de armadura respectivamente.

Durante sua execugdo observou-se que as alturas com valores menores a de
referéncia (destacadas em amarelo), quando supostas nas hipéteses D, ndo apresentaram
resultados viaveis ou porque ndo atendiam as suposicdées do modelo e da situacdo ou
porque retornavam valores de momentos resistentes menores que os solicitantes.

Ja no caso de alturas com valores maiores a de referéncia, quando supostas nas
hipéteses B, ndo apresentaram resultados viaveis ou porque também n&o atendiam as
suposicdes do modelo e da situagao ou porque apresentaram valores de armadura menores
que o minimo permitido pela NBR 6118:2003.

Pode-se perceber ainda, face aos resultados das alturas minoradas, que o programa
procura equilibrar as variaveis altura e armadura buscando sempre o menor custo. Isso fica
explicito nos resultados das duas menores alturas em relacdo a secdo de referéncia nos
dois casos analisados.

A partir do ponto de equilibrio encontrado para as variaveis que levam ao custo
6timo, o aumento na altura, em conjunto com o aumento na armadura e na linha neutra,
resulta em uma secdo superdimensionada e anti-econdmica, com valores de momentos
resistentes maiores que os solicitantes.

Diante do exposto, fica comprovado que os valores 6timos de referéncia resultantes
do programa de otimizacdo sdo os pontos de minimo da funcdo de custo em seus
respectivos casos. O Grafico 4.1 exemplifica o comportamento da fungcdo de custo na
vizinhanga do ponto minimo para o caso de excentricidade 1cm e largura da secéo de 19cm,

como apresentado na Tabela 4.19.
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Grafico 4.1: Comportamento da fungéo de custo em fungéo da altura da segéo.

4.6.2 Exemplo 02:

Nos exemplos apresentados a seguir foi considerada inicialmente a aplicagdo de

uma for¢ca normal de 200kN. Em seguida este valor foi majorado com incrementos de 200kN

até a secao atingir sua capacidade ultima. As excentricidades foram variadas de 1 a 30cm

na diregdo paralela a altura, gerando também momentos fletores nesta direcédo, para se

observar o comportamento das variaveis em todos os dominios de deformacgao, tanto

quando a secdo esta submetida predominantemente a compressao (representados pelos

casos de exc. = 1cm) como quando os esforgcos levam a um comportamento semelhante a

vigas em flexdo (no caso de exc. = 30cm). As Tabelas a seguir mostram apenas alguns dos

resultados obtidos,

encontrados para suas respectivas excentricidades.

Tabela 4.21: Resultados das variaveis otimizadas e auxiliares considerando excentricidade de 1cm.

N M b h | A Linha Custo ”
(kN) | (kN.om) | (em) (em)  (em) @ | (%) Nemy | P (rg | Dominio
500 500 19 21,07 160 012 040 2445 1,35 4830 5
1000 1000 19 4000 307 012 040 4922 133 7742 5
1500 1500 19 5925 450 012 040 7340 1,30 10681 5
2000 2000 19 7830 595 012 040 9993 132 13600 5
2500 2500 19 9500 872 015 048 14399 156 16674 5
3000 3000 19 9500 2058 035 1,4 26140 284 207,32 5
3500 3500 19 9500 32,54 055 1,80 354,47 3,85 24827 5
4000 4000 19 9500 44,51 075 247 430,07 467 28924 5
4500 4500 19 9500 56,48 095 313 49284 535 33021 5
5000 5000 = 19 9500 6845 115 3,79 54579 593 371,18 5

enquanto que nos Graficos encontram-se fodos os resultados
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Notas:
Bx = Linha neutra/d, em que d ¢é a altura util da secéo; e

® € a taxa mecanica de armadura longitudinal de flexdo para vigas, definido pela

. As : fyd
NBR 6118:2003 como sendow =——— .
Ac ’ J(cd
Tabela 4.22: Comparagao entre os custos considerando excentricidade de 1cm.
Ny Custos (R$) Porcentagem do total

(kN) | concreto ‘ Aco | Forma ‘ Total | Concreto | Aco | Forma
500 9,07 5,48 33,74 48,30 18,8% 11,3% 69,9%
1000 17,22 10,51 49,68 77,42 22,2% 13,6% 64,2%
1500 25,51 1540 65,89 106,81 23,9% 14,4% 61,7%
2000 33,71 20,36 81,93 136,00 24.,8% 15,0% 60,2%
2500 40,90 29,86 95,99 166,74 24.5% 17,9% 57,6%
3000 40,90 70,44 9599 207,32 19,7% 34,0% 46,3%
3500 40,90 111,37 95,99 248,27 16,5% 44,9% 38,7%
4000 40,90 152,34 95,99 289,24 14,1% 52,7% 33,2%
4500 40,90 193,31 95,99 330,21 12,4% 58,5% 29,1%
5000 40,90 234,28 9599 371,18 11,0% 63,1% 25,9%

Variaveis Otimizadas x Forca Normal (Exc. =1cm e b = 19cm)
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Gréfico 4.2: Resultados das variaveis otimizadas considerando excentricidade de 1cm
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Custo da Sec¢do x Forga Normal (Exc. =1cm)
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Grafico 4.3: Comparagéo entre os custos considerando excentricidade de 1cm.

Tabela 4.23: Resultados das variaveis otimizadas e auxiliares considerando excentricidade de 5 cm.

Linha
N M bw 4 As Custo .
(kﬁ) (kN-gm) (cm)  (cm) (ecm?)  © (‘[’)A,) N((::lrl;;a B« | (rg) Dominio

500 2500 19 2832 215 0,12 040 2466 0,97 59,40
1000 5000 19 4784 363 0,12 040 4853 1,08 89,32
1500 7500 19 66,89 5,08 012 040 73,04 1,14 118,52
2000 10000 19 86,12 654 012 040 97,25 1,17 148,00
2500 12500 19 9500 1436 0,24 0,80 110,70 1,20 186,04
3000 15000 19 9500 27,77 047 154 113,96 1,24 231,93
3500 17500 19 95,00 41,21 069 228 116,69 1,27 277,94
4000 20000 19 95,00 54,63 092 3,03 120,12 1,30 323,86
4500 22500 19 9500 67,77 1,14 3,75 128,86 1,40 368,86
4650 23250 19 9500 71,72 1,21 3,97 131,14 1,42 382,36

gl ;o oo oo O | B

Tabela 4.24: Comparacgao entre os custos considerando excentricidade de 5cm.

Ny Custos (R$) Porcentagem do total
(kN) | Concreto | Ago | Forma | Total | Concreto  Ago | Férma
500 12,19 7,36 39,84 59,40 20,5% 124% 67,1%
1000 20,60 12,42 56,28 89,32 23,1% 13,9% 63,0%
1500 28,80 17,39 72,32 118,52 24,3% 14,7% 61,0%
2000 37,07 22,38 88,51 148,00 25,1% 15,1% 59,8%
2500 40,90 49,15 95,99 186,04 22,0% 26,4% 51,6%
3000 40,90 95,05 95,99 231,93 17,6% 41,0% 41,4%
3500 40,90 141,05 9599 277,94 14,7% 50,7%  34,5%
4000 40,90 186,98 9599 323,86 12,6% 57,7%  29,6%
4500 40,90 231,95 9599 368,86 11,1% 62,9% 26,0%
4650 40,90 24547 95,99 382,36 10,7% 64,2% 251%
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Gréfico 4.4: Resultados das variaveis otimizadas considerando excentricidade de 5cm.
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Gréfico 4.5: Comparagéo entre os custos considerando excentricidade de 5cm.

O comportamento das variaveis quando as excentricidades variam entre 5 e 30cm

foram semelhantes, portanto serdo apresentados a seguir os resultados apenas para a

exc. = 30cm.
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Tabela 4.25: : Resultados das variaveis otimizadas e auxiliares considerando excentricidade de 30 cm.

N M b h As SIilie) Custo .
kN) | (KN.em)  (cm) (em)  (em) | © | (%) N(i':;;a Bx | (rg) | Dominio
500 15000 19 6439 489 012 040 2805 045 11468 3
1000 30000 19 8934 679 012 040 5222 061 15293 3
1500 45000 19 9500 20,69 035 1,15 6582 072 20769 4
2000 60000 19 9500 40,97 069 227 7032 076 27712 4
2500 75000 19 9500 61,89 104 343 7268 079 34873 4
2750 82500 19 9500 6822 1,5 378 7318 079 37039 4

Tabela 4.26: Comparacao entre os custos considerando excentricidade de 30cm.

Ny Custos (R$) Porcentagem do total
(kN) | Concreto | Ago | Forma | Total | Concreto  Ago | Férma
500 27,72 16,74 70,21 114,68 24,2% 14,6% 61,2%
1000 38,46 23,24 91,22 152,93 25,2% 15,2%  59,7%
1500 40,90 70,81 95,99 207,69 19,7% 34,1%  46,2%
2000 40,90 140,22 95,99 277,12 14,8% 50,6% 34,6%
2500 40,90 211,82 95,99 348,73 11,7% 60,7%  27,5%
2750 40,90 233,49 95,99 370,39 11,0% 63,0% 25,9%

Variaveis Otimizadas x Forga Normal (Exc. =30cm e b = 19cm)
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Gréfico 4.6: Resultados considerando excentricidade de 30cm.
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Custo da Secao x Forga Normal (Exc. = 30cm)
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Grafico 4.7: Comparagao entre os custos considerando excentricidade de 30cm.

Em vista dos resultados encontrados, algumas observagdes sao feitas a seguir.

Em relagédo aos graficos e tabelas que apresentam o comportamento das variaveis
otimizadas, verifica-se que, independente do dominio de deformagao onde a secdo esta, as
curvas basicamente podem ser divididas em dois trechos. No primeiro o valor mais
econdmico vai sendo determinado com o aumento da altura, mantendo a armadura préxima
a minima. No segundo as retas apresentam uma leve inclinagdo, quando a altura passa a
ser limitada pelo seu valor maximo e apenas a armadura aumenta para resistir ao
incremento dos esforgos.

Outro aspecto é a redugéo nos valores da profundidade da linha neutra e de By com
0 aumento da excentricidade, como ja era previsto, abrangendo as se¢bes econdmicas em
seus devidos dominios de deformacéo de acordo com os pares Ny e Mg.

Em relagao aos gréficos e tabelas que apresentam as comparagdes entre os custos,
pode-se perceber a mesma caracteristica descrita acima, em que as curvas podem ser
dividas em dois trechos visivelmente distintos. Isso sugere que a se¢do tem uma perda de
economia no segundo trecho, o que pode ser explicado pela imposicdo da simetria das
armaduras, como foi comentado anteriormente, resultando em algumas camadas de
armadura subutilizadas.

Observa-se ainda que no primeiro trecho as proporgbes de cada parcela que
compdem o custo total se mantém préximas quando sao variadas as forgcas atuantes (para

as diferentes excentricidades). Estes valores sdo de aproximadamente 23% do custo total
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para a parcela de concreto, de 16% para a armadura e de 61% para a férma na maioria dos
casos estudados. Isto justifica o comportamento da fungéo de custo neste primeiro trecho,
em que as parcelas com maior contribuicdo para o custo total sdo determinadas pelas
dimensdes da secao, ficando a armadura com importancia reduzida. No caso de pilares esta
situagado poderia ser prevista, ja que estes geralmente trabalham sob flexo-compresséao e
como é sabido a compressdao em sua maior parte é absorvida pelo concreto e nao pela
armadura.

O custo da férma poderia ser reduzido se fosse considerada a reutilizagdo dos
materiais, mas esse aspecto nio foi incluido na composi¢ao dos custos.

No segundo trecho da curva, quando a otimizacéo € limitada pela altura maxima, as
propor¢cbes das parcelas sdo bastante variaveis, ndo sendo possivel chegar a indices
representativos.

A titulo de ilustracao, as tabelas e os graficos a seguir mostram os valores 6timos
para uma seg¢ao com largura (by) igual a 24cm e exc. = 30cm, apresentando a limitacdo
maxima para este caso, tanto dos esforgos quanto das variaveis, suportada pelo programa

de pilares elaborado.

Tabela 4.27: Resultados considerando excentricidade de 30 cm (by,=24cm).

Linha
N M bw . As Custo -
(6N) | (Nem) (em) (em) (emd)  © (% MW B Tgg) | Dominio

500 15000 24 40,00 1256 0,40 1,31 21,44 0,48 118,65
1000 30000 24 78,58 754 012 040 42,33 0,56 154,92
1500 45000 24 97,59 937 0,12 040 61,06 0,65 187,51
2000 60000 24 11467 11,00 0,12 0,40 79,37 0,71 216,80
2500 75000 24 120,00 22,76 0,24 0,79 90,00 0,76 264,53
3000 90000 24 120,00 40,49 0,43 1,41 9427 0,80 325,10
3500 105000 24 120,00 58,69 0,62 2,04 97,00 0,82 387,37
4000 120000 24 120,00 77,10 0,81 2,68 98,92 0,84 450,40
4500 135000 24 120,00 9563 1,01 3,32 100,34 0,86 513,83
5000 150000 24 120,00 114,52 1,21 3,98 101,48 0,87 57845

A DDA O®W

Tabela 4.28: Comparagéo entre os custos considerando excentricidade de 30cm (bw = 24cm).
Ng Custos (R$) Porcentagem do total
(kN) | Concreto | Ago | Férma | Total | Concreto Ago | Férma
500 21,75 42,99 53,89 118,65 18,3% 36,2%  45,4%
1000 42,73 25,81 86,37 154,92 27,6% 16,7%  55,8%
2000 62,36 37,65 116,76 216,80 28,8% 17,4%  53,9%
3000 65,26 138,58 121,25 325,10 20,1% 42,6% 37,3%
4000 65,26 263,90 121,25 450,40 14,5% 58,6%  26,9%
5000 65,26 391,96 121,25 578,45 11,3% 67,8% 21,0%
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Gréfico 4.9: Comparacéo entre os custos considerando excentricidade de 30cm e by, = 24cm.

Variaveis Otimizadas x Forga Normal (Exc. = 30cm e bw = 24cm)

Altura e Linha Neutra (cm)

Gréafico 4.8: Resultados considerando excentricidade de 30cm e by = 24cm.

Custo da Secéo x Forga Normal (Exc. =30cm e b = 24cm)

Custos (R$)

135 T T T T T T T T T T 1.3
1,2

120 4 ./0—0—0—0—7'[0
1,1
105 1.0
— L 09
. // _—— * * '

p—
= 0,8
75+ — / o7
*
60 — */ 06
/ L 05
45 » o4
301 0,3
~0,2
15
0,1
0 T T T T T T T T T T 0,0
0 1000 2000 3000 4000 5000

Forga Normal (kN)

—&—Linha Neutra
—o— Altura

—=—Omega (0)
—+— Betax (ﬁx)

400
350
300
4 v
250 /v/
200
| o
150 v
_ —r A
V- /
100 Ty
50 ./ L) & & & —=n
o___m .
] ./(‘J**"'
0 -
T T T T T T
0 1000 2000 3000 4000 5000
Forga Normal (kN)
| —=&— Concreto —e— Aco Férma —v— Total |

x

o eB (adimensionais)

Como podem ser observadas pelas semelhangas entre os graficos apresentados

para as demais excentricidades, as observacdes feitas anteriormente também se aplicam a

este caso.
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De forma geral, como era esperado, em todos 0s casos o custo da se¢cdo aumenta

conforme aumenta a excentricidade e as solicitagdes normais (forca normal e momento

fletor), como mostra de forma mais clara o Grafico 4.10.
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Grafico 4.10: Comparagao dos custos em fungéo das excentricidades e da forga normal.

Verifica-se também que, independente do dominio de deformagdo onde a secao

esteja (representados pela variacdo das excentricidades e dos esforcos atuantes), a

tendéncia das fungbes de custo em todos os casos estudados se mostrou a mesma, como

mostra o Grafico 4.11.

Custo (R$)

Gréfico 4.11: Comparacao das fungdes de custo
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5. OTIMIZACAO DA SECAO TRANSVERSAL DE
UMA VIGA

Neste capitulo serdo apresentadas as consideragdes para a formulacdo matematica
e para a resolugdo do problema de otimizacdo dos custos de uma viga. Sdo consideradas
vigas de secao retangular com armaduras longitudinais de tracdo e compressao, ndo sendo
incluida na formulagdo do problema a contribuicdo da forca cortante e nem otimizada a
armadura transversal (estribos).

Logo apds sera demonstrada a elaboragéo da fungéo objetivo (ou fungao de custo) e

das restricdes, seguido de um exemplo e das verificagdes dos resultados obtidos.

5.1 Consideragdes iniciais

Como apresentado na revisdo bibliografica deste trabalho, Soares (1997)
desenvolveu uma formulagdo de minimizagdo de custos da se¢ao transversal de vigas de
um pavimento, resultando em uma rotina computacional. Vianna (2003) utilizou como base
esta rotina e fez algumas implementagdes, como pode ser observado em sua dissertagéo e
de forma resumida no item 2.2 desta pesquisa. No entanto, na época da elaboracado deste
programa a versdo da NBR 6118 vigente era a NB-1/1978. Assim, foi feita uma adaptagao
desta rotina para as prescricdes da norma atual, a versao do ano de 2003.

Deve ser destacado também que a sub-rotina utilizada para a otimizagdo em si da
secao transversal das vigas isoladamente foi substituida por outra formulacao, semelhante a
utilizada para pilares, como sera descrito mais detalhadamente ao longo deste capitulo.

Tratou-se entdo de se utilizar o mesmo algoritmo elaborado por Soares (1997) e
adaptado por Vianna (2003) com suas devidas modificagoes.

Serdo apresentadas a seguir as atualizagdes feitas na formulagdo do algoritmo de

otimizacédo de uma viga devido a mudanca da versao vigente da NBR 6118.
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5.2 Alteragoes na formulagdao da otimizacao da secgao
transversal de vigas

5.2.1 Condigoes de dutilidade

Segundo a NBR 6118:2003, a capacidade de rotacdo dos elementos estruturais &
funcdo da posicdo da linha neutra (x) no Estado Limite Ultimo (ELU). Quanto menor for a
relacdo entre esta e a altura util (d), determinada por B, =x/d, tanto maior sera essa
capacidade.

A fim de melhorar a dutilidade das estruturas nas regides de apoio das vigas ou de
ligacbes com outros elementos estruturais (onde geralmente prevalecem momentos
negativos), a norma brasileira prescreve que a posicdo da linha neutra no ELU deve

obedecer aos seguintes limites:

a) gs 0,50 para concretos com f,, <35MPa; ou

b) %g 0,40 para concretos com f,, >35MPa.

Estes limites foram inseridos no programa em questdo de forma que se a secao
critica da viga estiver submetida a momentos fletores negativos, o dimensionamento sera

feito com B, fixado nos valores acima, e ndo mais no limite considerado econémico dos

dominios 3 e 4 como usual.

5.2.2 Redistribuicao de momentos

A NBR 6118:2003 permite a redugao dos momentos fletores sobre os apoios em até
10% para estruturas de nés moveis e 25% para outros casos, e indica ainda que no caso de
reduzir-se o0 momento fletor de M para 6M em uma determinada secao transversal, a razdo
entre o coeficiente de redistribuicdo () e a posicao da linha neutra na segédo (x/d) deve

obedecer a seguinte expressao:

a) 6= 0,44+1,25-xd para concretos com f,, <35MPa; ou

b) 6>0,56+1,25- %, para concretos com f; > 35MPa .

A verificagdo destes limites foi inserida na rotina de minimizagdo de custos de vigas
para checar a redistribuicdo dos momentos na se¢ao otimizada. No caso destes n&o serem
atendidos, a sec¢ao é redimensionada considerando a variagdo de momento fletor maxima

permitida.
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5.2.3 Deslocamentos limites

Para a verificacdo do Estado limite de deformacgédo excessiva, a NBR 6118:2003
determina para aceitabilidade sensorial — para evitar o efeito visual desagradavel — o limite
de [/250, em que ‘I’ é o comprimento do vao em questao. No caso de se tratar de balancos,
0 vao equivalente a ser considerado deve ser o dobro do comprimento do balanco.

No programa estes novos valores substituiram os antigos determinados pela NB1/78,
em que a flecha maxima devia obedecer aos limites de //300 no caso de vaos suportados

em ambas as extremidades por apoios que nao se movem, e /150 no caso de balancos.

5.2.4 Flecha diferida no tempo (considerag¢ao da fluéncia)

A NB-1/78 considerava a flecha adicional diferida no tempo (decorrente das cargas
de longa duragdo em funcao da fluéncia) por meio da majoragao da flecha imediata por um
coeficiente de fluéncia B,, funcdo do més de carregamento da estrutura apos a
concretagem e das deformacgdes do concreto e do aco antes e apds este carregamento.

Ja a norma atual, além de manter as mesmas consideragdes citadas inclui a
influéncia da armadura de compressao e define uma maneira aproximada para determinar a
flecha adicional diferida por meio de um fator a ., dado por:

Ag
1+50p’

onde:

AE=¢&(t)-E&(t,) € avariagédo do coeficiente em fungéo do tempo, dado por:

£(t)=0,68-(0,996' )-1°* para + <70 meses

ou
§(t)=2 para t> 70 meses

sendo:
t otempo, em meses, quando se deseja o valor da flecha diferida;

t, aidade, em meses, relativa a data de aplicagao da carga de longa duracéo;

p’ é ataxa de armadura comprimida, dada por:

!

. sendo:
P d '

A’ a area de armadura comprimida;
a largura da viga; e

d a altura util da viga.
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Os valores de ¢ e ¢, sdo dados de entrada do programa.

O valor da flecha total € dado pela multiplicagéo da flecha imediata por (1+a., ).

Na rotina de otimizag&o de vigas o coeficiente B, foi substituido por o, .

5.2.5 Armadura minima longitudinal de vigas

A NBR 6118:2003 alterou o limite minimo absoluto da taxa de armadura de flexao
para vigas de 0,15% para valores dependentes da forma da seg¢do e da resisténcia a
compressao do concreto, conforme tabela 17.3 da referida norma. Esses valores também

foram atualizados no algoritmo de otimizacao de vigas.

5.3 Variaveis otimizadas

O programa de otimizacao de vigas utilizado parte de uma largura predeterminada
como dado de entrada e busca valores 6timos para a altura e para as armaduras da secao
retangular. Isso porque, na pratica, em projetos estruturais geralmente a largura das vigas é
definida de acordo com a espessura da parede ou por imposi¢des arquitetonicas.

Assim, as variaveis do problema séo:

d = x Altura util da secgao transversal da viga;
Ay = x, Area de armadura tracionada da secdo transversal da viga;
Ase = x4 Area de armadura comprimida da sec&o transversal da viga.

5.4 Formulagao da Fung¢ao Objetivo

Assim como a funcgao de custo utilizada na determinagao do custo 6timo dos pilares,
a fungao objetivo representa o menor custo por unidade de comprimento da viga, levando
em consideracdo gastos com material e m&o de obra para a execugdo das férmas de
madeira (inclusive travamentos e escoramentos), da concretagem e da montagem da

armadura longitudinal, sendo da forma:

F=,-h)--C.+(A,+A4,) p,C,+(b,+2h)-C. [5.1]
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F Func¢ao de custo da viga, por unidade de comprimento;
bw

Largura da viga;
Altura da viga;

Area de armadura tracionada na segéo da viga;
Area de armadura comprimida na seg&o da viga;
o Massa especifica do aco;

Ce Custo do concreto, por unidade de volume;

Cs Custo da armadura, por unidade de massa;

Cr Custo da férma, por unidade de area.
Substituindo a nomenclatura das variaveis a serem otimizadas na equacéo [5.1]:

F(x)=b, - (xy+d")-Cc +(xy +x3)- pC + (b, +2-(x, +d") Cp [5.2]

Algumas constantes foram determinadas para simplificar os calculos, sendo estas:

¢ =C.
C2 :pSCS
c;=Cp

Substituindo as constantes acima na equacao [5.2], obtém-se a fungao obijetivo:

F(x)=b,, - (x,+d")- ¢, +(x, + X;) - € +(b, +2-(x,+d") 5] [5.3]

Sendo d’ a distancia do centro de gravidade da armadura a face da secao;

5.5 Restricoes do Problema

5.5.1 Formulagao das Restrigoes de Equilibrio
Em geral considera-se o dimensionamento das vigas como se submetidas a flexédo

simples. O equilibrio das forgas na se¢ao das vigas esta representado na Figura 5.1.
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Figura 5.1: Segéao transversal da viga, equilibrio, diagrama de tensdes e compatibilidade de deformagdes.

As equacoes de equilibrio de forgas de uma secgado transversal de concreto sao
elaboradas em funcao da distribuicdo das camadas de armadura, da linha neutra e da altura
da secdo. Sendo assim, serdo apresentadas a seguir as equacbes definidas para o

equilibrio das vigas considerando o diagrama retangular simplificado de tensoes:

> F,=0  R,+R.=R, [5.4]
ZMSFO Rw(d—%}Rsc'(d—d’):Md [5.5]
onde:

R.=085-f, b, -y Forcaresistente de compressao do concreto;

R.=0,-A, Forca resistente de compressao do aco;

R,=0,-4, Forca resistente de tragdo do ago;

y=0,8x Altura equivalente do diagrama simplificado de tensoes;
d Altura util da seg¢ao de concreto;

X Profundidade da linha neutra.

Nota: A profundidade da linha neutra da se¢ao transversal a ser otimizada € um dado

de entrada do programa, sendo importante para a determinacéo da altura da sec¢ao.

Colocando as egs. [5.4] e [5.5] em fungao das tensdes nas armaduras e substituindo

a nomenclatura dada as variaveis do problema, tem-se:
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Y F. =0 0,68-f, b, -x+0, x3—0, X, =0 [5.6]

W

D M,=0 068 f, b, x:(x-04x)+0, X3 (x,—d) =M, [5.7]

5.5.2 Formulagao das Restricoes de Compatibilidade

O dimensionamento a flexdo simples deve sempre ser feito para que o estado limite
ultimo da pega seja atingido nos dominios 2 ou 3 de deformacédo, pois nesses casos 0 ago
esta em escoamento e a ruptura se da de forma ductil, sendo utilizada apenas armadura de
tracao (peca simplesmente armada). Para um melhor aproveitamento dos materiais — ago e
concreto — em geral se utiliza o limite determinado pelos dominios 3 e 4, em que o concreto
fica submetido ao seu maximo encurtamento atingindo a tensdo de ruptura com
simultaneidade de escoamento do acgo tracionado. Nesta situagdo ndo ha desperdicio das
propriedades de nenhum dos dois materiais, pelo contrario, os dois trabalham préximos aos
seus limites maximos, sendo por isso chamado de dimensionamento econémico.

O que deve ser evitado é o dimensionamento no dominio 4, pois neste caso a segao
atinge o ELU quando o ago ainda ndo alcangou a tensdo de escoamento, resultando em
uma ruptura fragil, sem aviso prévio do elemento. Outro aspecto € que se faz necessario o

uso de armadura de compressao, tornando o dimensionamento anti-econémico.

5.5.2.1Equacgoes gerais de deformagoes
A fim de realizar o dimensionamento econdmico, a profundidade da linha neutra é
determinada com By no limite entre os dominios 3 e 4, como foi explicado, por meio da

seguinte equacéo de compatibilidade de deformagdes conforme a Figura 5.1:

Lol & [5.8]

£,

x=——-d [5.9]
g +te,

Em que:

€ encurtamento maximo do concreto;

£s deformacao de escoamento do aco.

Desta forma teremos as armaduras trabalhando com a tensao de escoamento f,,, € a

altura da linha neutra fixada em fungao dos limites de deformacgéo do ago e do concreto.
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As deformacgdes dos materiais sdo dados de entrada do programa, deixando a
critério do usuario o dimensionamento no dominio de sua escolha. Neste estudo todos os
exemplos foram feitos considerando o dimensionamento econdémico.

Substituindo a eq. [5.9] nas equacgdes de equilibrio dadas por [5.6] e [5.7] temos as

equacoes finais de equilibrio:

0,68 f, b, —2 d+o, -x3-0, x,=0 [5.10]
&, +€C
& &
0,68-f,b, - —= 'd'(x1—0,4 < 'd]+asc'x3'(x1—d’)=Md [5.11]
&, +e, &, t€,

As consideragcdes sobre dutilidade apresentadas no item 5.2.1 também sao
obedecidas fazendo a substituicdo direta do valor de Bx nas equagdes de equilibrio, nos
casos em que o dimensionamento da seg¢do € determinado pelos momentos nos apoios

(negativos).

5.5.3 Restricoes Laterais

Como explicado no capitulo 0, restricbes laterais sao aquelas em que sido impostos
limites diretamente no valor das variaveis. No caso de vigas elas se dao em fungédo da
arquitetura da edificacdo, de procedimentos construtivos ou ainda para atender as

especificagbes de normas técnicas.

5.5.3.1Limites de armadura

B Para evitar uma fissuracao inaceitavel nas vigas de concreto limita-se o0 excesso
de armadura em:

Xo+x3—P.-b,-x,<0 [5.12]

em que P,. é a relagao entre a area de armadura e a area de concreto na secéao,

sendo um dado de entrada do programa.

E Por questdes construtivas limita-se a percentagem de armadura comprimida em
50% da armadura tracionada:
x; —0,5x, <0 [5.13]
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5.5.3.2Limites de deformacao
A flecha maxima das vigas deve obedecer ao limite:
5 < é‘lim

em que:
) deslocamento maximo da viga otimizada;
1) deslocamento maximo permitido por Norma, sendo dado de entrada do

im

programa.

No célculo do deslocamento maximo das vigas deve ser considerada a rigidez
efetiva das se¢bes do elemento estrutural, ou seja, a presenga de armadura, a existéncia de
fissuras no concreto ao longo dessa armadura e as deformacgdes diferidas no tempo. Para
tanto, na determinacéao do valor final da flecha imediata no programa de otimizagéo de vigas
foram utilizados dois modelos que diferem basicamente pela consideragdo do momento de
inércia.

No primeiro se considerou o concreto e 0 ago como materiais de comportamento
elastico e linear, em que as seg¢des encontram-se no Estadio | e a inércia dos elementos é
calculada com seu valor bruto, dado pela expresséo:

_b,

1
°7 12

Neste caso, em que o momento fletor para o qual a viga esta sendo dimensionada &
menor ou igual ao momento de fissuracdo, foi estabelecida uma relacdo entre o
deslocamento e a inércia da viga antes e depois de determinada sua altura o6tima,

representada na eq. [5.14].

1

5imediata = 51 L [514]
I,

onde:

O.meqiaa Tl€Cha imediata da viga otimizada;

0, flecha inicial fornecida pelo programa, calculada antes da secdo ser

otimizada por meio dos deslocamentos relativos dos nés resultantes do método dos

elementos finitos;
Iy momento de inércia antes da se¢é&o ser otimizada;

I, momento de inércia da seg¢ao otimizada.
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No segundo modelo o elemento estrutural encontra-se no Estadio I, apresentando
fissuragdo, sendo utilizada uma inércia diferente para cada elemento finito. Neste calculo
foram consideradas a area de concreto comprimida, as armaduras (calculadas no Estado
Limite Ultimo) e a area de concreto entre fissuras, representadas pela equacdo empirica de
Branson adotada pela NBR 6118:2003. Para a determinacao da flecha imediata neste caso,
entao, foi utilizada a analogia de Mohr.

Como explicado no item 5.2.4, no calculo da flecha final da viga deve ser
considerado um acréscimo da flecha imediata devido a influéncia da flecha diferida no
tempo, conforme a eq. [5.15].

8 =8, ediata (1) [5.15]

Segundo Soares (1997), devido a complexidade que a formulagdo matematica
assumiu quando a restricdo de deslocamento maximo foi imposta ao problema, esta
verificacdo foi inserida apés ter sido encontrada a solugao 6tima, tendo em vista que isto
nao implicaria em mudanga nos resultados. Assim, encontrada a solugdo 6tima sem
restricdes de deslocamentos, verifica-se a flecha. Se esta ultrapassar os limites pré-
estabelecidos, uma nova altura para a viga é calculada, pelo método dos intervalos
encaixantes seguido do método da bisse¢do, de modo que a flecha atenda a um erro
absoluto de 0,5% imposto internamente no programa. Com a nova altura sdo determinadas

também novas armaduras e os custos 6timos da secao.

5.6 Resolucao do problema

Diante das consideragdes feitas no item 5.5, o problema da otimizagcdo da secao

transversal de vigas pode ser apresentado da seguinte forma:

Minimizar: F(x)=b, -(x;+d")-c;+(x, +x3)- ¢, +(b, +2-(x;+d"))-c5

Sujeitoa:  0,68-f, b, -—C—d+f, x;—0, x,=0
(‘5'S+€c i
& &
0,68- £, b, — ~d~(x1—0,4 c .d]+fyd.x3.(x1—d')—Md=o
& +E, & +E,

X2 +X3 _IDaC .bW 'X1 SO
Estas equagdes e suas derivadas parciais foram implementadas na sub-rotina

NCONG, como descrito no item 3.3, resultando nas se¢bdes de minimo custo das vigas para

cada esforgo aplicado considerado.
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5.7 Exemplos Numéricos

Para avaliar os resultados fornecidos pelo programa de otimizagdo de vigas
desenvolvido, assim como o comportamento da fun¢ao de custo e de suas variaveis, foram
executados dois exemplos numéricos. Os dados comuns sdo semelhantes aos utilizados
nos exemplos de pilares, sendo:

B Custos*

e Concreto convencional dosado em central, inclusive médo de obra de

langcamento e adensamento: 226,58/m?

o Aco CA-50 inclusive corte, dobra e montagem: 4,36/kg

e Fbérmas de madeira para concreto estrutural, inclusive travamento e

escoramento: 42,10/m?
* Fonte: Revista Construgdo e Mercado n°® 55 de Fevereiro/2006 e site Informativo

SBC (www.informativosbc.com.br), com dados atualizados em Margo de 2006.

E Concreto:
e Modulo de elasticidade secante: E.s = 21.300 MPa
e Resisténcia caracteristica a compressao: f« = 20MPa
o Deformagado maxima: 3,5%o

o Peso especifico: 25 kN/m?

e Tipo CA-50

e Resisténcia caracteristica ao escoamento: f,, = 500MPa
e Deformacao minima: 2,07%eo
e Taxa maxima: Py,. = 4%

e Massa especifica: 7850kg/m®

B Geometria da sec¢ao:

e Dimensoes iniciais: b, =15cm e d =77cm

o Distancia do CG da armadura a face da se¢éo = 3cm

o Relagdo maxima entre o vao e a largura da sec¢éo: I/h > 2, caso contrario a
viga deve ser tratada como viga-parede, ndo sendo abrangido pelo programa em
questao.
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5.7.1 Exemplo:

Foi considerada a viga biapoiada conforme a Figura 5.2.

q
ryvyyvvyvyvyvvyvvyvyvy

8m

Figura 5.2: Viga biapoiada

A flecha maxima permitida pela NBR 6119:2003 para este caso é de:

L=@=3,2 cm.
250 250

Para obter uma variagcéo nos esforgos solicitantes da viga biapoiada, o carregamento
distribuido na viga foi sendo majorado de forma a produzir maximos momentos positivos no
vao de 3.000 a 70.000 kN.cm, com incrementos de 500 kN.cm. O carregamento inicial foi de
0,0075kN/cm, que acrescido do peso proprio do elemento resultou em 0,0375kN/cm.

Para cada momento atuante foram verificados os resultados gerados pelo programa
de minimizagdo do custo de vigas. As tabelas a seguir mostram alguns dos resultados
obtidos, enquanto que nos graficos encontram-se todos os resultados obtidos de acordo
com seus respectivos esforgos.

Na resolucdo do problema nao foi considerada armadura minima na zona
comprimida da secao, conhecida como porta-estribo, para se obter uma melhor analise do

comportamento das armaduras em fungéo dos esforgos solicitantes.
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Tabela 5.1: Resultados das variaveis otimizadas e auxiliares da viga biapoiada.

Altura (cm) Armadura (cm?) Custo
s Antes Depois da ; Fleeha | Totalim
(kN.cm) da flecha flecha Tragio | Comp. | Total (%) (cm) (R$)
3.000 27,75 37,73 3,12 0 3,12 0,55% 3,18 61,57
10.000 48,19 61,37 6,34 0 6,34 0,69% 3,19 100,54
15.000 58,35 71,57 8,22 0 8,22 0,77% 3,20 119,04
20.000 66,91 79,46 9,98 0 9,98 0,84% 3,20 134,37
25.000 74,46 85,80 11,69 0 11,69 0,91% 3,20 147,74
30.000 81,28 91,12 13,39 0 13,39 0,98% 3,19 159,84
35.000 87,55 95,42 15,17 0 15,17 1,06% 3,19 170,99
40.000 93,39 99,22 16,95 0 16,95 1,14% 3,19 181,59
45.000 98,87 102,35 18,86 0 18,86 1,23% 3,18 191,82
50.000 104,06 104,87 20,94 0 20,94 1,33% 3,19 201,94
520008 10606 [NN0GOENN 2170 [NONN 2122 [Se%| .17 [H20594%
55.000 108,99 108,99 22,32 0 21,70 1,37% 3,09 211,51
60.000 113,70 113,70 23,31 0 22,32 1,37% 2,96 220,48
65.000 118,22 118,22 24,26 0 23,31 1,37% 2,85 229,08
70.000 122,57 122,57 25,18 0 24,26 1,37% 2,75 237,36
75.000 126,77 126,77 26,06 0 25,18 1,37% 2,66 245,34
80.000 130,83 130,83 26,92 0 26,06 1,37% 2,57 253,06
85.000 134,76 134,76 27,75 0 26,92 1,37% 2,50 260,55
90.000 138,58 138,58 28,55 0 27,75 1,37% 2,43 267,82
95.000 142,30 142,30 29,33 0 28,55 1,37% 2,36 274,88
100.000 145,91 145,91 30,09 0 29,33 1,37% 2,31 281,77
105.000 149,44 149,44 30,84 0 30,09 1,38% 2,25 288,48
110.000 152,89 152,89 31,56 0 30,84 1,38% 2,20 295,04
115.000 156,26 156,26 32,27 0 31,56 1,38% 2,15 301,45
120.000 159,55 159,55 32,97 0 32,27 1,38% 2,11 307,72
Alturas x Momento Fletor
170
160
150
140 ]
130 2
120
110
§ 1004
® 90 1
1
70
60
50
40
30 4
20 ————————————————r —
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120

Momento Fletor x 1000 (kN.cm)

——— Depois da aplicagdo da flecha
Antes da aplicagdo da flecha

Grafico 5.1: Comparagéo entre alturas otimizadas.
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Altura x Flecha
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Gréfico 5.2: Comparagéo entre altura otimizada e flecha na secao.

Como foi explicado no item 5.5.3.2, a altura otimizada € encontrada a principio sem
restricdo de deslocamentos. Em seguida, se a flecha maxima exigida pela NBR 6118:2003
nao for atendida, a altura € aumentada até aquela ser alcangada, que neste exemplo € de
3,2cm. Na Tabela 5.1 e no Grafico 5.1 estdo apresentadas as alturas antes e depois da
aplicacao da restricao de deslocamento maximo.

Analisando em conjunto o Grafico 5.1 e o Grafico 5.2, chega-se a conclusdo de que
a flecha é o fator determinante para a divisdo da curva que representa a altura 6tima em
dois trechos (indicados numericamente no grafico em questao): no trecho 1 a resposta do
programa para a altura é aquela em que o seu valor étimo foi aumentado para satisfazer a
flecha maxima e no trecho 2 o valor é o encontrado sem a restricdo de deslocamentos,
sendo o equilibrio de esforcos a restricdo predominante. Na Tabela 5.1 esta grifado de cor
verde o valor do momento fletor de 52.000 kN.cm, a partir do qual a flecha ndo é mais
limitante para a altura.

Para o momento fletor inicial, de 3.000 kN.cm, o aumento da altura com restricdo de
deslocamento em relagéo a altura sem restricao de deslocamento foi de 36%. Este valor foi
diminuindo a cada incremento nos esforcos solicitantes, chegando a zero no esforgo

mencionado de 52.00 kN.cm.
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Variaveis Otimizadas x Momento Fletor
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Gréfico 5.3: Comparacéo entre as variaveis otimizadas da viga biapoiada.

Altura (cm)
Area de aco (cm?)

Tendo ainda em vista a influéncia da restricdo da flecha para a secédo otimizada,
pode-se fazer uma analise no Grafico 5.3 em relagdo a armadura. Neste caso nota-se que a
curva representativa da area de aco também pode ser dividida em dois trechos: no primeiro
a armadura de tragdo, em conjunto com a area de concreto da sec¢éao, resiste aos esforgos
solicitantes, mas o aumento deste esforco ndo causa muita variagdo na altura da secao,
sendo o aumento da armadura o responsavel pelo equilibrio. Em vista disso percebe-se que
no trecho 2, quando a flecha deixa de ser a restricdo predominante, ha uma reducéo na

inclinacao da curva da armadura e um aumento na da altura.
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Tabela 5.2: Comparacao entre os custos da viga biapoiada.

Mgy Custos por metro (R$) Porcentagem do total

(kN.cm) | Concreto | Aco | Férma | Total | Concreto | Ago | Forma
3.000 12,82 10,66 38,08 61,57 20,8% 17,3% 61,9%
10.000 20,86 21,69 57,99 100,54 20,7% 21,6% 57,7%
15.000 24,32 28,13 66,58 119,04 20,4% 23,6% 55,9%
20.000 27,01 34,15 73,22 134,37 20,1% 254% 54,5%
25.000 29,16 40,02 78,56 147,74 19,7% 271% 53,2%
30.000 30,97 45,83 83,04 159,84 19,4% 28,7% 52,0%
35.000 32,43 51,90 86,65 170,99 19,0% 30,4% 50,7%
40.000 33,72 58,01 89,86 181,59 18,6% 31,9% 49,5%
45.000 34,78 64,54 92,49 191,82 18,1% 33,6% 48,2%
50.000 35,64 71,68 94,61 201,94 17,6% 355% 46,9%
52.000 36,05 74,28 95,62 205,94 17,5% 36,1% 46,4%
55.000 37,04 76,39 98,08 211,51 17,5% 36,1% 46,4%
60.000 38,64 79,78 102,05 220,48 17,5% 36,2% 46,3%
65.000 40,18 83,04 105,86 229,08 17,5% 36,3% 46,2%
70.000 41,66 86,18 109,52 237,36 17,6% 36,3% 46,1%
75.000 43,08 89,20 113,05 245,34 17,6% 36,4% 46,1%
80.000 44,46 92,13 116,47 253,06 17,6% 36,4%  46,0%
85.000 45,80 94,96 119,78 260,55 17,6% 36,4% 46,0%
90.000 47,10 97,72 123,00 267,82 17,6% 36,5% 45,9%
95.000 48,36 100,39 126,13 274,88 17,6% 36,5% 45,9%
100.000 49,59 103,00 129,18 281,77 17,6% 36,6% 45,8%
105.000 50,79 105,55 132,15 288,48 17,6% 36,6% 45,8%
110.000 51,96 108,03 135,05 295,04 17,6% 36,6% 45,8%
115.000 53,11 110,46 137,88 301,45 17,6% 36,6% 45,7%
120.000 54,23 112,83 140,66 307,72 17,6% 36,7%  45,7%

Observando o Grafico 5.4 e os percentuais de cada parcela que compde a fungao de

custo dados na Tabela 5.2 podem ser feitas duas consideracbes conforme os dois trechos

também apresentados pelas curvas de custos totais e parciais.

No trecho 1 nota-se que para a maioria dos esforcos solicitantes o custo de férma é

0 mais alto, mas conforme aumenta a solicitagdo sua porcentagem de contribuicdo para o

custo total diminui enquanto que a do ago aumenta. O valor final do custo do ago no trecho

em questdo apresenta um crescimento relativo de aproximadamente 7 vezes seu valor

inicial, enquanto que o do concreto e o da forma apresentam crescimentos mais suaves,

alcangando valores finais da ordem de 2,8 e 2,5 vezes seus valores

respectivamente.

iniciais



Otimizacdo de secgbes transversais de concreto armado: aplicagdo a porticos planos

85
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Grafico 5.4: Comparagéo entre os custos da viga biapoiada.
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Grafico 5.5: Relacao altura vs. custo total da viga biapoiada.
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No trecho 2 das curvas do Grafico 5.4, a inclinagao da curva do custo total diminui
ligeiramente, pois como ja foi dito, neste caso a restricdo da flecha nao é a ativa, sendo que
a altura da viga cresce de maneira mais lenta que a inicial.

Em relacao as armaduras, os resultados apresentados na Tabela 5.1 apontam para
uma secao Otima composta apenas por armadura de tragdo, deixando a armadura de
compressao inutilizada.

Em vista dos resultados aqui obtidos, conclui-se que a secdo econbmica é
determinada quando somente a area de concreto comprimida esta resistindo aos esforgos
solicitantes de compressdo, sem a ajuda de armadura de compressdo, ou seja, com a
configuracao de viga simplesmente armada.

No entanto, fazendo uma comparagao com pesquisas anteriores foi constatada uma
perceptivel diferenca entre os resultados. Vianna (2003), por exemplo, indica que a segao
econbmica é determinada pela preferéncia na utilizagdo do agco ao concreto para resistir as
solicitagbes. Essas disparidades podem ser explicadas pela diferenca entre as proporgbes
de contribuicdo dos custos de cada material para a fungdo de custo total. A Tabela 5.3

apresenta os valores utilizados para os custos pelo pesquisador citado e os adotados nesta

pesquisa.
Tabela 5.3: Comparacao entre os custos dos materiais.
; Cl:IStOS por metro (R$) Diferenca
Material | Vianna | o, jidade | percentual
(2003)

Concreto 228,39 /m® 226,58 /m? -0,79%

Aco 2,73 kg 4,36 /kg 59,71%

Férma 31,58 /m? 42,10 /m? 33,31%

Diante destas diferencas entre resultados, chega-se a conclusdo de que as sec¢bes
6timas sdo determinadas em funcao das proporgdes de contribuicdo dos custos de cada

material para a fungao de custo total utilizadas.

5.8 Validagao dos resultados

Com o intuito de validar os resultados apresentados, foi considerada a seguinte
situacao pratica: foram selecionados momentos entre 10.000 e 100.000 kN.cm e para cada
um destes se dimensionou as armaduras da viga prefixando a altura da secdo. As alturas
variaram entre 15 e 150cm, com incrementos de 1 cm. Com as dimensdes e as areas de
aco definidas, foi calculado o custo de cada seg¢ao. O comportamento da fungao de custo de
acordo com altura da seg¢ao para cada momento solicitante considerado esta apresentado

no Grafico 5.6.



Otimizacdo de secgbes transversais de concreto armado: aplicagdo a porticos planos 87

1500

1200

1050

1350 \ M, = 10.000kN.cm ||

— M, =20.000kN.cm
—— M _=40.000 kN.cm
M = 60.000 kN.cm

k
. k
& 9004 —_— Mk = 80.000 kN.cm
e i \ \\ M, = 100.000 kN.cm
g 750 N\ — M, =120.000kN.cm ||
2 o] \
& 600
= S
O 4504 ) ~
] \ ——
300 e

150 =

0

I I I I I I I I I I I I I I
10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110 120 130 140 150 160

Altura (cm)

Grafico 5.6: Custos totais para os momentos aplicados.

O Grafico 5.6 deixa claro que ha apenas um ponto de minimo custo da secéo para
cada momento aplicado. Assim, para cada esforco foi selecionada a se¢gao que apresentava
simultaneamente o menor custo total e o atendimento as restricbes impostas ao problema
de otimizagdo de vigas. Para exemplificar, foram extraidos do dimensionamento dois
momentos aplicados (10.000 e 50.000kN.cm). Na Tabela 5.4 estdo representadas as
variaveis e os custos da seg¢do mais econémica de cada um destes momentos e também os
valores vizinhos.

Tabela 5.4: Validacéo dos resultados obtidos com o dimensionamento.

Mo bu b Aw Aol

(kN.cm) | (cm) (cm) (cm?) (cm®) (R$)
15 46 9,82 0,76 96,89

15 47 9,67 0,40 96,38

10.000 15 48 9,54 0,00 95,93
15 50 9,35 0,00 96,23

15 51 9,15 0,00 96,73

15 102 21,52 0,67 202,82

15 103 21,40 0,34 202,46

50.000 15 104 21,29 0,00 202,08
15 105 21,08 0,00 202,57

15 106 20,88 0,00 203,05

Os demais resultados obtidos do dimensionamento dos outros esforgos encontram-

se na Tabela 5.5 juntamente com os resultados obtidos quando se utilizou a rotina de

otimizagao de vigas para os mesmos momentos aplicados, retiradas da Tabela 5.1.
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Tabela 5.5: Comparagao entre as segbes otimizadas e os menores custos obtidos com a variagéo da altura

das vigas para os momentos fletores aplicados.

Valores obtidos com a
rotina de otimizagao

Valores obtidos com o
dimensionamento

My Custo Custo
(kN.cm) (T As‘z As“, Totalim | Altura As‘z A“z Total/m

(cm) (cm?) (cm?) (R$) (cm) (cm?) (cm?) (R$)

10.000 48,19 9,52 0,00 95,84 48,00 9,54 0,00 95,93
20.000 66,91 13,46 0,00 131,46 67,00 13,44 0,00 131,50
40.000 93,39 19,03 0,00 181,83 93,00 19,08 0,12 181,96
50.000 104,06 21,28 0,00 202,13 104,00 21,28 0,00 202,25
60.000 113,70 23,31 0,00 220,48 114,00 23,25 0,00 220,62
80.000 130,83 26,92 0,00 253,06 131,00 26,88 0,00 253,14
100.000 145,91 30,09 0,00 281,77 146,00 30,08 0,00 281,81

Percebe-se que a rotina de otimizacdo de vigas obteve valores 6timos para as segbes e
para os custos muito préximos dos encontrados quando se fez o dimensionamento. As diferengas
podem ser atribuidas ao fato de que no dimensionamento foram considerados apenas valores

inteiros da altura (incrementos de 1 cm como foi mencionado). Isso torna valido os resultados

encontrados pela rotina de otimizagéo de vigas elaborada.
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6. OTIMIZAGCAO DE PORTICOS PLANOS

Segundo Kirsch (1993), pode-se dividir a otimizagao estrutural em trés classes de
aproximacgao: a primeira € a aproximacgao global, em que a estrutura é analisada em sua
totalidade, sendo a fungao objetivo formulada para todos os pontos espaciais da estrutura; a
segunda é a aproximacao local, em que a fungcao objetivo e as restrigdes séo definidas em
trechos isolados da estrutura, garantindo um resultado bastante eficiente para os trechos
estudados podendo, porém, nao gerar resultados satisfatérios para a estrutura global; e a
terceira € a aproximagao combinada, que transpde os resultados encontrados com as
aproximacgdes locais para toda a estrutura de forma a garantir um resultado com qualidades
globais, utilizando aproximagdes locais.

Neste trabalho optou-se por utilizar a aproximagao combinada, pois a aproximagao
global tende a gerar um esfor¢co computacional muito grande, considerando que no caso de
estruturas de concreto armado se trabalha com dois elementos de comportamentos
diferentes, o aco e o concreto, e ainda com materiais heterogéneos. Assim, a estrutura é
processada localmente por meio da otimizacdo das se¢des transversais das vigas e dos
pilares. O resultado global é obtido pelas iteragbes realizadas, em que, apds definidas as
secOes otimas dos elementos isolados, a estrutura é reprocessada e novamente otimizada,
até que nao haja mais uma redistribuicao significativa dos esforgos.

Com este procedimento aproximado espera-se alcangcar uma qualidade de

otimizagao préxima a resultante de uma aproximacéo global.

6.1 Processamento do programa de otimizagao

Na Figura 6.1 esta esquematizado um fluxograma que apresenta todo o processo e
as consideracgdes feitas no programa elaborado para resolugdo do problema de otimizagao
de poérticos. As etapas que possuem um numero em seu canto superior direito serao

comentadas em seguida para o melhor entendimento do contexto.
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Figura 6.1: Fluxograma do programa de otimizagao de porticos planos
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Figura 6.1: continuagéo
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1. A entrada de dados do programa é feita via arquivo de texto, devendo ser utilizada a
extensao ’'.est’. Nos dados especificos sado definidos a discretizacdo dos elementos de
barra da estrutura, os carregamentos e as forgas solicitantes nos elementos, enquanto
que nos dados de entrada gerais estdo descritos os:

a. Numero de nés, de vigas, de pilares, de elementos de barra e de pavimentos;
b. Dados sobre os materiais como:
i. Concreto: fyx, moddulo de elasticidade, coeficiente de poisson, limites de
deformacao, flecha maxima no vao;
ii. Ago: fy, moddulo de elasticidade, massa especifica, taxa maxima de
armadura, limites de deformacao.
Custos dos materiais (concreto, aco e forma);
Coeficientes de seguranca para dimensionamento;

Consideracbes sobre fluéncia e momento de inércia; e

= o o 0

Dados para as iteragdes, como numero limite e erro admissivel.

2. O programa cria um arquivo de texto com a extensao ‘.ent’ e nele imprime todos os dados
de entrada de forma esquematica e de facil compreenséo para o usuario conferir se a

estrutura foi lancada corretamente.

3. Nesta sub-rotina sdo definidas as propriedades de cada elemento finito, como area da

secao transversal, carregamento devido ao peso proprio e momento de inércia a flexao.

4. Para a determinacdo dos esforcos e dos deslocamentos da estrutura foi utilizado o
Método dos Elementos Finitos (MEF). As vigas e os pilares sédo representados por seus
eixos baricéntricos, sendo discretizados por um elemento finito unidimensional com dois
nos e trés graus de liberdade em cada né. As incognitas nodais sdo duas translacgoes, u e
v, € uma rotagao, 6. O vetor de deslocamento é obtido pela resolugdao do sistema de
equagao linear dado por: {F} = [K]{u}

Em que:

[K] € a matriz de rigidez global da estrutura obtida a partir da matriz de rigidez local
de cada elemento; e

[F] € o vetor de cargas nodais, obtido de maneira semelhante a matriz de rigidez e
considerando diretamente a soma dos forcas externas aplicadas aos nds da estrutura.

Apos aplicadas as condigdes de contorno, determina-se o vetor dos deslocamentos

nodais {u} e a partir deste s&o definidos os esforgos na estrutura.
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5. Nos edificios formados por estruturas de esqueleto a atuacdo simultanea das acdes
verticais e horizontais provoca, inevitavelmente, deslocamentos laterais dos ndés da
estrutura. Esse efeito pressupde, a principio, um equilibrio na posicdo deslocada, o que
implica no aparecimento de forgas solicitantes adicionais (ou de 2% ordem global) em
vigas e pilares. Efeitos de 2% ordem, portanto, sdo aqueles que se somam aos obtidos
numa andlise da estrutura na sua configuracgao inicial (ndo deformada), chamada de 12
ordem, quando a analise do equilibrio passa a ser efetuada considerando sua
configuracao deformada. Isto ocorre basicamente devido a dois fatores: a nao-linearidade
fisica e a ndo-linearidade geomeétrica.

Para medir a sensibilidade das estruturas em relagdo aos efeitos de 2% ordem,
geralmente se utiliza um paradmetro de instabilidade conhecido por coeficiente y,. Ele é
definido a partir de uma analise linear de 1% ordem considerando a rigidez dos elementos
reduzida (consideracdo aproximada da NLF) e resulta em um coeficiente majorador dos
efeitos de 1% ordem, resultando em solicitagbes que representam uma estimativa dos
efeitos de 2% ordem.

O coeficiente y, é calculado pela expressao:

1
[~
Mld

onde:

M.y € o momento de tombamento, ou seja, a soma dos momentos de todas as
forgas horizontais, com seus valores de calculo, em relagdo a base da estrutura;

AM4 é a soma dos produtos de todas as forgas verticais atuantes na estrutura,
com seus valores de calculo, pelos deslocamentos horizontais de seus respectivos
pontos de aplicagéo, obtidos da analise de 1% ordem;

Os limites do parametro vy, sao definidos por:

v <1,1 Estrutura de no6s fixos, pode-se desprezar os efeitos de 22 ordem;

1,1 <y, <1,3 Estrutura de nés moéveis, pode-se fazer M, =0,95.y_.M;

v >1,3 Estrutura de nés mdveis, mas deve ser utilizado um processo mais
rigoroso para avaliagao da instabilidade global, como o P-A por exemplo.

O programa de otimizacao de pérticos planos calcula o coeficiente y, nesta etapa.
Caso este seja maior que o limite de 1,3, o programa emite uma mensagem de erro e

para o processamento, pois a configuragao da estrutura é instavel.
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6. E comum se utilizar a mesma altura das vigas nos pavimentos geralmente por dois
motivos: para o reaproveitamento das férmas e pela limitacdo da altura das esquadrias.
Para atender a estes casos, entre outros, no arquivo de entrada de dados & possivel
determinar quais vigas ndo devem ser otimizadas. Quando este recurso é ativado o
programa atribui um cddigo a este elemento e as suas dimensdes sdo fixadas, sendo
retirado do processo de otimizacdo. Utilizando este recurso o engenheiro pode
determinar as altura de algumas vigas e recomecar o processo fazendo a otimizagao das
demais para a nova configuragao da estrutura, verificando a redistribuicao dos esforgos e
as novas dimensdes. Este procedimento pode ser repetido até que todas as vigas fiquem
com alturas aproximadas, de forma a adotar uma dimens&o Unica para as mesmas, ou

ainda até que se obtenha a estrutura que melhor se adapte as concepgdes do projetista.

7. A otimizagdo das vigas é feita em trés secdes: de maximo deslocamento, de maximo
momento positivo e de maximo momento negativo. Assim, nesta etapa sao determinadas
estas secbes e seus respectivos momentos fletores. Dos resultados obtidos sera
assumida como altura 6tima para toda a viga a maior entre as alturas encontradas, uma

vez que a mesma, obrigatoriamente, satisfara as demais situagées.

8. Para o dimensionamento 6timo das vigas devem ser verificados os efeitos de segunda
ordem, como ja foi comentado. Assim, se o valor de vy, for menor que 1,1, os momentos de
segunda ordem na estrutura sdo desconsiderados. Caso gama v, esteja entre 1,1 e 1,3, 0

valor do momento fletor para o qual a viga sera dimensionada é majorado em 0,95 v,.

9. Nesta etapa sao definidas algumas caracteristicas necessarias para o andamento do
processo. Algumas delas sao a definicdo dos nds extremos do vao onde esta a secao a
ser otimizada, os elementos que compdem este vao, o seu comprimento e ainda a
determinacao da flecha inicial, antes da viga ser otimizada. Esta flecha & calculada por
meio dos deslocamentos relativos dos ndés da estrutura, retirada do vetor de
deslocamentos nodais obtido pela aplicacdo do MEF, em funcdo das condi¢cbes do
contorno do vdo em questao, obedecendo as seguintes equacdes:

Para vaos com apoios nas duas extremidades

L
5[:—f-|d2—d1|+d3—d1

Para vao em balanc¢o do lado esquerdo
0,=dy—d,
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10.

11.

12.

13.

14.

Para vao em balango do lado direito

0, =d,—d,

Em que:

0, é a flecha inicial do v&o antes da viga ser otimizada;

L € o comprimento do vao que contém a segao;

L € a distancia da extremidade esquerda do vao até a segao;
di € o deslocamento do né da extremidade esquerda do véo;
do € o deslocamento do n6 da extremidade direita do vao;

ds € o deslocamento do n6 da segao em estudo.

Obtengao dos valores otimizados da altura e das armaduras da viga em estudo sem
considerar a restricao de deslocamento. O método utilizado foi descrito no item 3.3 e no

capitulo 5.

Como explicado no item 5.5.3.2, a verificagcao da flecha foi inserida apds ter sido
encontrada a solugdo 6tima, tendo em vista que isto ndo implicaria em mudanga nos
resultados. Assim, se esta ultrapassar os limites pré-estabelecidos, definidos em 5.2.3,
uma nova altura para a viga € calculada, pelo método dos intervalos encaixantes
seguido do método da bissecdo, de modo que a flecha atenda a um erro absoluto de

0,5% imposto internamente no programa.

Apés determinada a altura da viga que atende a flecha limite, a armadura da secao é
redimensionada. Verifica-se em seguida se esta armadura atende aos limites minimos
exigidos pela NBR 6118:2003, definidos em 5.2.5. Em caso negativo, a armadura da

secéao é definida como a minima.

E feita uma comparacdo entre as alturas étimas encontradas para as diferentes segées

dimensionadas e se define para toda a viga a maior entre estas.

Sao consideradas vigas-parede as vigas altas em que a relagao entre o vao e a altura é
inferior a 2 em vigas biapoiadas e inferior a 3 em vigas continuas. Como o programa
desenvolvido ndo abrange vigas-parede, a relagdo maxima para a altura das vigas nao
deve ser menor que os limites acima, caso contrario o programa emite uma mensagem

de erro e para o processamento.
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15. Quando se faz o dimensionamento de pilares, devem ser considerados na analise os
efeitos causados pelas imperfeicdes geométricas, como o desaprumo ou a falta de
retilineidade. Além disso, para fins de verificacdo local, nas barras comprimidas
retiradas da estrutura, devem ser aplicados as suas extremidades os esforcos obtidos
por meio da andlise global de 2% ordem. Segundo a NBR 6118:2003, a andlise dos
efeitos de 2% ordem pode ser dispensada se o indice de esbeltez A for menor que o

valor limite A4, sendo:

onde:

i € oraio de giragdo minimo da sec¢ao bruta de concreto;

¢, é o comprimento equivalente do elemento isolado, suposto vinculado em ambas as

extremidades, definido como sendo:

ly+h
l, <
RV

em que:
¢, é adistancia entre as faces internas dos elementos estruturais, supostos horizontais,

que vinculam o pilar;
h ¢é a altura da secao transversal do pilar, medida no plano da estrutura; e
¢ é a distancia entre os eixos dos elementos estruturais aos quais o pilar esta

vinculado.
O valor de A, é definido pela expresséo:

25+125-¢,/h

a,

A

No programa elaborado os pilares foram considerados como biapoiados. Assim o

valor de ¢, pode ser definido por:

a, =0,60+0,40 % B

> 0,40 para pilares sem cargas transversais; ou
A

a, =1,0 para pilares com cargas transversais significativas ao longo da altura.
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16.

17.

18.

19.

Os momentos de 12 ordem M, € Mg sdo os momentos nos extremos do pilar.

Toma-se para Ma 0 maior valor absoluto ao longo do pilar. Para Mg toma-se o sinal
positivo se tracionar a mesma face que Mx € negativo em caso contrario.

Se o valor do indice de esbeltez A for maior que o limite A4, os efeitos locais de 2°
ordem s&o determinados utilizando o método do pilar padrao com curvatura

aproximada, conforme descrito na NBR 6118:2003.

Na sub-rotina de otimizagdo de pilares sédo calculados os valores étimos do tramo do
pilar para cada situacado, modelo e hipétese descritos no capitulo 4. Ao final do processo
€ escolhida a secido que apresenta o minimo custo. O método utilizado foi descrito no
item 3.3.

Dos resultados obtidos para cada tramo do pilar € assumida como altura 6tima para
todo o pilar a maior entre as alturas encontradas, uma vez que a mesma,

obrigatoriamente, satisfara as demais situacdes.

O programa imprime no arquivo de texto com a extensdo ‘.ent’ todos os dados
referentes a cada iteracdo, como as dimensdes das vigas e dos pilares, custos,

coeficiente y, da estrutura, entre outros.

Ao final de cada iteracdo é calculado o maximo erro entre as alturas das vigas da

iteracao anterior e da atual pela equacéo:

erroit =1—-——
i1
onde:
erroit € 0 erro maximo da iteragao;
h; € a altura da viga na iteragao atual,
hig € a altura da viga na iteracao anterior;

O valor predefinido de erroit € de 0,001, podendo ser alterado no arquivo de dados de

entrada.

20.

Apdbs determinadas as segdes 6timas finais dos pilares e das vigas, sao recalculados os
esfor¢os e corrigidos os momentos de inércia de cada elemento. Estes resultados sdo
entdo armazenados. Com a finalidade de avaliar a redistribuicdo de esforcos na

estrutura otimizada, os esforgos elasticos sao determinados fixando a inércia de todos
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21.

22.

os elementos em seu valor bruto (estadio I). Em seguida o valor do coeficiente de
redistribuicao (conforme apresentado no item 5.2.2) é calculado. Se este resultar fora
dos limites prescritos pela NBR 6118:2003, o esfor¢o na segdo (momento fletor) é

fixado no valor maximo permitido e a viga é redimensionada.
Nesta etapa séo calculadas as reag¢des de apoio da estrutura otimizada.
O programa cria um arquivo de texto de saida com a extensao ‘.sol’ e imprime neste as

secdes otimas das vigas, dos pilares, os deslocamentos nodais, os esforcos nas

extremidades dos elementos de barra e as reagcdes nos apoios.
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7. EXPERIMENTAGAIO NUMERICA

A fim de avaliar os resultados fornecidos pelo programa de otimizagado de porticos

planos desenvolvido, assim como o comportamento da funcédo de custo e de suas variaveis,

foram executados alguns exemplos numéricos. Os dados de entrada fornecidos ao

programa comuns a todos os exemplos sdo semelhantes aos utilizados anteriormente,

sendo:

B Custos*

Concreto convencional dosado em central, inclusive mio de obra de

langamento e adensamento: R$ 226,58/m?

Acgo CA-50 inclusive corte, dobra e montagem: R$ 4,36/kg

Férmas de madeira para concreto estrutural, inclusive travamento e

escoramento: R$ 42,10/m?

* Fonte: Revista Construcdo e Mercado n°® 55 de Fevereiro/2006 e site Informativo

SBC (www.informativosbc.com.br), com dados atualizados em Marco de 2006.

B Concreto:

Mddulo de elasticidade secante: E. = 21.300 MPa
Resisténcia caracteristica a compressao: f.,x = 20MPa
Coeficiente de poisson: 0,25

Deformacgao maxima: 3,5%o

Peso especifico: 25 kN/m?

Tipo CA-50

Resisténcia caracteristica ao escoamento: fx = 500MPa
Deformacao minima: 2,07%eo

Deformagao maxima: 10%o

Taxa maxima: Py = 4%

Massa especifica: 7850kg/m®
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B Geometria da sec¢ao:
e Distancia do CG da armadura a face da se¢ao = 3cm
o Vigas
= Relagcdo maxima entre o vao e a largura da secdo: I/h > 2, caso
contrario a viga deve ser tratada como viga-parede, ndo sendo
abrangido pelo programa em questéao.
= Limites de flecha:
Para vaos apoiados nos extremos: L/250
Para vaos em balango: 2'1L/250
o Pilares
= Largura da secao: entre 19 e 24cm
= Altura da sec¢ao: entre 19 e 120cm
B Dados para dimensionamento:
Majoracao dos esforgos (ys): 1.4
Minoragéo da tensao no concreto (y.): 1.4

Minoracao da tensao no ago (ys): 1.15

7.1 Exemplo 01:

O exemplo apresentado a seguir consiste em um portico plano, assimétrico,
composto por 15 pavimentos, sendo que o primeiro de altura 4,5m e os demais de 3,0m. As
vigas sdo compostas por dois trechos, sendo um com apoios nas extremidades de vao igual
a 6m e o outro em balango com comprimento de 2m. Seu modelo esquematico pode ser
observado na Figura 7.1.

Em todas as vigas foram aplicados carregamentos verticais distribuidos de 50kN/m
no trecho com apoios e de 10kN/m no balango, além do peso proprio que é calculado pelo
programa a partir das dimensdes iniciais dos elementos fornecidas como dados de entrada,
sendo atualizado a cada iteracao.

A configuracao deste pértico pode ser considerada atipica, mas foi elaborada com o
intuito de resultar na necessidade da consideracao dos efeitos globais e locais de segunda

ordem.
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Figura 7.1: Pértico formado por quinze pavimentos e dois pilares.

Os resultados finais das variaveis otimizadas das vigas e dos pilares encontram-se

nas tabelas a seguir.

Tabela 7.1: Resultados finais encontrados para a otimizagdo da secgao transversal das vigas, ex. 01.

Armaduras (cm?) Custos por metro (R$)
Viga Base | Altura i

(cm) | (cm) Tragdo | Comp.  Concreto = Ago Férma | Total
1 15 64,66 10,33 0 21,98 35,37 60,76 118,11
2 15 65,18 10,42 0 22,15 35,66 61,19 119,00
3 15 65,48 10,47 0 22,26 35,83 61,45 119,54
4 15 65,66 10,50 0 22,32 35,94 61,60 119,86
5 15 65,78 10,52 0 22,36 36,01 61,70 120,06
6 15 65,85 10,53 0 22,38 36,05 61,76 120,19
7 15 65,90 10,54 0 22,40 36,07 61,80 120,27
8 15 65,93 10,54 0 22,41 36,09 61,82 120,32
9 15 65,94 10,55 0 22,41 36,10 61,84 120,35
10 15 65,95 10,55 0 22,42 36,11 61,85 120,37
11 15 65,96 10,55 0 22,42 36,11 61,85 120,38
12 15 65,96 10,55 0 22,42 36,11 61,86 120,39
13 15 65,99 10,56 0 22,43 36,13 61,87 120,43
14 15 65,99 10,56 0 22,43 36,13 61,88 120,43
15 15 65,59 10,49 0 22,29 35,90 61,54 119,73
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Na Tabela 7.1 os valores 6timos da altura das vigas e dos custos resultaram
aproximados. Isso ja era esperado, tendo em vista que os momentos atuantes em cada
pavimento nao sofrem muita variagao devido a uniformidade dos carregamentos aplicados.

As alturas das vigas otimizadas apresentaram valores médios de 10,9% do
comprimento do maior vao, o que se mostra bastante proximo dos valores de pré-
dimensionamento adotados na pratica pelos engenheiros projetistas, que variam geralmente
de 8 a 10%. Esse acréscimo pode ser explicado pelo custo do aco utilizado, que nos dias
atuais encontra-se bastante alto em relagdo aos anos anteriores, sendo portanto a se¢ao de
minimo custo definida pelo aumento da area de concreto em substituicao as das armaduras.

A contribuicao de cada parcela componente da funcéo objetivo para o custo total das
vigas foi semelhante em todos os pavimentos, sendo da ordem de 18,6% para o concreto,

de 30% para o ago e de 51,4% para a forma.
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Grafico 7.1: Resultados encontrados para as vigas a cada iteragao.

O Gréfico 7.1 apresenta os resultados dos custos de cada viga encontrados em cada
iteracdo. Nota-se que ha uma grande perturbagdo na convergéncia para o custo minimo na
primeira iteracdo. Isto deve ser considerado natural devido a definicdo aleatdria das
dimensdes iniciais da viga fornecidas pelo usuario. Nas demais iteracbes as variagbes
reduzem e a fungdo se aproxima do valor étimo. Deve ser ressaltado que as dimensbes

iniciais sdo de grande importancia para a definigdo das caracteristicas dos elementos no



Otimizacdo de secgbes transversais de concreto armado: aplicagdo a porticos planos 103

inicio do processo, como o peso préprio e a rigidez por exemplo, mas nao afetam os
resultados finais, influenciando apenas na velocidade de convergéncia do programa.

Apods o processamento da estrutura foi verificada a redistribuicdo dos esforgos finais
solicitantes, considerando as vigas e pilares trabalhando no estadio Il, em relagdo aos seus
respectivos esforgos elasticos. Os valores encontrados para os coeficientes de redistribuicao
de cada viga resultaram dentro dos limites prescritos pela NBR 6118:2003, apresentando
em meédia um acréscimo da ordem de 1,036 para os momentos fletores positivos e uma
reducéo de 0,98 para os momentos negativos.

Na Tabela 7.2 sdo apresentados os resultados 6timos dos pilares.

Tabela 7.2: Resultados finais encontrados para a otimizacdo da segdo transversal dos pilares, ex. 01.

pilar | Base  Altura = Armadura Custos por metro (R$)
(cm) | (cm) (cm’) Concreto | Ago | Férma Total
1 24 120,00 24,53 65,26 83,95 121,25 270,46
2 24 117,89 11,32 64,11 38,74 119,47 222,32

Apesar de a altura da secao do pilar 1 ser apenas aproximadamente 3cm maior que
a altura do pilar 2, o custo total do primeiro é consideravelmente maior que o do ultimo. No
pilar 1 devido a influéncia do balangco a esquerda os esforcos solicitantes sdo maiores que
os do pilar 2, mas como durante a otimizagao aquela secao atingiu sua dimensao maxima
(120cm), o acréscimo dos esforgos foi absorvido pela armadura, resultando no aumento do
custo da secao.

A contribuicdo de cada parcela componente da fungéo objetivo para o custo total do
pilar 1 foi de 24,2% para o concreto, de 31% para o aco e de 44,8% para a forma. Ja no pilar
2 estes valores foram de 28,9% para o concreto, de 17,4% para o aco e de 53,7% para a
férma. Esta diferenga em funcéo do esforgo solicitante ja era esperada, conforme discutido
no capitulo 4.

O Grafico 7.2 mostra o comportamento da funcdo de custo em cada iteragdo dos

pilares.
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Gréfico 7.2: Resultados encontrados para os pilares a cada iteragao.

Assim como foi verificado para as vigas, os pilares também mostram uma
perturbacéo na primeira iteragdo, sendo que nas demais a fungdo apresenta pouca variagao
na convergéncia para o valor 6timo, pois a redistribuicdo dos esfor¢cos provocada pela
variacdo nas rigidezes dos elementos vai se dissipando até convergir para o valor de
minimo custo da sec¢ao.

No pré-dimensionamento usual geralmente se considera para a estimativa da area
do pilar a resultante da divisdo da Forga Normal atuante pela resisténcia do concreto (0,85
f.q). Para exemplificar, no caso do pilar 1 a area necessaria seria de 0,26m?, enquanto que a
area otimizada para este mesmo pilar é de 0,29 cm?. Esse ligeiro aumento, assim como para
vigas, também pode ser explicado pelo alto custo do ag¢o, o que implica no aumento da
secao de concreto.

O Gréfico 7.3 mostra a comparagao entre os custos totais das vigas, pilares e portico
em cada iteragao.

A convergéncia final da estrutura se deu na quarta iteragdo, sendo o custo total do
portico de R$ 37.309,35.
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Grafico 7.3: Custos totais das vigas, pilares e poérticos em cada iteracéo, ex. 01.

7.2 Exemplo 02:

Neste exemplo sera otimizado o mesmo pértico do exemplo 01 considerando forgcas
horizontais concentrados na direcdo de cada pavimento, simulando a acdo do vento
conforme a NBR 6123:1988. Essas forgas foram aplicadas em uma diregao, da esquerda
para a direita. Para uma analise mais profunda da ac&do do vento cabe ao usuario simular
sua influéncia em outras diregdes.

Os valores destas forcas aplicadas sao apresentados na Tabela 7.3.

Tabela 7.3: Forgas devidas ao vento.

Pavimento F°’93(E§)"e“t°
1 10,27
2 9,33
3 10,15
4 10,81
5 11,37
6 11,85
7 12,28
8 12,68
9 13,03
10 13,36
11 13,67
12 13,96
13 14,23
14 14,49

15 7,36
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Os resultados finais das variaveis otimizadas das vigas e dos pilares encontram-se

nas tabelas a seguir.

Tabela 7.4: Resultados finais encontrados para a otimizacdo da sec¢ao transversal das vigas, ex.02.

Armaduras (cm?) Custos por metro (R$)
Viga Base | Altura ) -

(cm) | (cm) Tragdo | Comp.  Concreto = Ago Férma | Total
1 15 87,27 14,12 0,00 29,66 48,33 79,79 157,78
2 15 95,54 15,51 0,00 32,47 53,08 86,76 172,31
3 15 95,67 15,53 0,00 32,51 53,15 86,87 172,53
4 15 93,90 15,23 0,00 31,91 52,13 85,38 169,42
5 15 91,75 14,87 0,00 31,18 50,90 83,57 165,65
6 15 89,41 14,48 0,00 30,39 49,56 81,60 161,55
7 15 86,90 14,06 0,00 29,54 48,12 79,49 157,14
8 15 84,21 13,61 0,00 28,62 46,57 77,22 152,42
9 15 81,32 13,12 0,00 27,64 44,91 74,78 147,34
10 15 78,22 12,61 0,00 26,59 43,14 72,18 141,91
11 15 75,04 12,07 0,00 25,51 41,32 69,50 136,33
12 15 72,21 11,60 0,00 24,54 39,69 67,11 131,35
13 15 69,76 11,19 0,00 23,71 38,29 65,06 127,06
14 15 67,87 10,87 0,00 23,07 37,21 63,46 123,74
15 15 66,31 10,61 0,00 28,38 46,17 76,63 120,99

Em relacdo ao exemplo 01, percebe-se que o aumento nos esforgos devido a acéo
do vento foi absorvido pelo concreto das vigas resultando em alturas variaveis em cada
pavimento, pois a taxa de armadura nos dois exemplos permaneceu praticamente constante
com o valor de 1,07%.

As alturas das vigas otimizadas variaram entre 11 e 16% do comprimento do maior
vao, sendo a média de 13,7%, indicando novamente que devido ao prego do ago estar alto
as secbes econbmicas das vigas sao determinadas pelo aumento da area de concreto na
secdo. Comparando com os resultados do exemplo 01, esta média resultou maior.

A contribuicdo de cada parcela componente da fungéo objetivo para o custo total das
vigas foi semelhante ao exemplo anterior.

O comportamento da fungao de custo a cada iteracdo também resultou semelhante
ao exemplo anterior, com uma perturbagcdo maior na primeira iteracdo e pequenas variagoes
nas demais, até convergir para a se¢cao de minimo custo, como pode ser observado no
Grafico 7.4.

Nota-se ainda a diferenga da ordem de R$ 50,00 por metro da viga de menor para a
de maior custo, o que ocorreu devido as diferentes configuragdes da seg¢do 6tima em cada

pavimento provenientes da acao do vento, como foi comentado.
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Grafico 7.4: Resultados encontrados para as vigas a cada iteracéo, ex. 02.

Os coeficientes de redistribuicdo neste caso apresentaram em média um aumento de
1,06 para o momentos fletores positivos e uma reducdo de 0,98 para os negativos,
variagdes ligeiramente maiores quando comparadas ao exemplo 01.

Na Tabela 7.5 sdo apresentados os resultados 6timos dos pilares.

Tabela 7.5: Resultados finais encontrados para a otimizacdo da segdo transversal dos pilares, ex. 02.

pilar Base | Altura Armadura Custos por metro (R$)
(cm) | (cm) (cm’) Concreto | Ago | Férma Total
1 24 120,00 24,66 270,92 65,26 84,42 270,92
2 24 120,00 55,01 375,07 65,26 188,57 375,07

Devido a acao do vento houve uma inversao nas solicitacbes nos pilares em relagao

ao exemplo 01, em que o pilar 2 passou a resistir a esforgos mais criticos que o pilar 1.

Pode-se entao fazer um comentario semelhante ao exemplo anterior, de que apesar de as

dimensdes dos dois serem iguais, durante a otimizagdo a seg¢ao atingiu sua altura maxima

(120cm) e o acréscimo dos esforcos do pilar 2 foi absorvido pela armadura, resultando em

um aumento de 68,7% do custo da sec¢ao. O pilar 1 manteve os mesmos custos do exemplo

anterior, como pode ser observado no Grafico 7.5.
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Grafico 7.5: Resultados encontrados para os pilares para cada iteragéo, ex. 02.

Neste exemplo o valor usual da area do pilar 2 obtido pelo pré-dimensionamento
usual seria de 0,27m?, enquanto que a area otimizada para este mesmo pilar é de 0,28m?.

Geralmente quando se dimensiona um pilar sdo considerados os esforcos atuantes
no seu primeiro tramo, ou seja, o primeiro trecho do pilar, situado no pavimento térreo do
portico, pois neste caso a forga normal usualmente € a maior. Mas nao se pode descartar a
possibilidade de que outro tramo do pilar esteja sujeito a solicitagbes que levem a um
dimensionamento mais critico que no primeiro, principalmente quando a estrutura esta sob a
acao do vento, o que resulta em esforgos solicitantes totalmente assimétricos.

O programa elaborado neste estudo faz a otimizagdo de todos os tramos do pilar e
ao final de cada iteracdo compara as alturas das se¢odes, adotando para o pilar inteiro a
maior como a seg¢do oOtima. Na Tabela 7.2 sdo apresentados os valores étimos de cada
tramo dos dois pilares ao final da ultima iteragdo. O tramo 1 € a se¢&o do pilar localizada em
sua base e o tramo 15 esta localizado em seu topo.

Pode-se confirmar que o tramo da base dos pilares foi o que apresentou a maior
altura da sec¢do. Sendo assim, a consideracéo desta secao para todo o pilar esta a favor da
seguranga. O exemplo 01 também apresentou a altura do tramo da base maior que as

demais.
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Tabela 7.6: Tramos otimizados de cada pilar.

Altura (cm)

Tramo . .
Pilar 1 Pilar 2
1 120,00 120,00
2 106,50 120,00
3 99,60 120,00
4 93,07 120,00
5 86,19 112,50
6 78,88 102,86
7 71,99 94,23
8 64,80 85,61
9 57,31 78,74
10 53,05 72,62
11 49,97 67,86
12 48,77 64,40
13 49,21 61,75
14 40,00 63,05
15 40,00 40,00

A impressao destes resultados € importante para o engenheiro, pois no caso de
estruturas de muitos andares pode ser adotada uma reducdo da secdo a partir de
determinado pavimento, e esses dados dao subsidio a estas consideragdes.

O Gréfico 7.6 mostra a comparacgao entre os custos totais das vigas, pilares e portico
em cada iteracdo. Neste exemplo a estrutura converge na oitava iteracdo, com um custo
global de R$ 47.938,88. O custo final do pértico sofreu um acréscimo de 28,5% em relagédo
a estrutura sem a aplicagcdo da agdo do vento, enquanto que as vigas sofreram um

acréscimo de custo de 24,3% e os pilares de 31%.
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Gréfico 7.6: Custos totais das vigas, pilares e poérticos em cada iteragéo, ex. 02.
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7.3 Exemplo 03:

O exemplo apresentado a seguir consiste em um portico plano, assimétrico,
composto por 12 pavimentos de 3,0m de altura cada. Em todas as vigas foi aplicado um
carregamento vertical de 40kN/m, além do peso préprio que é calculado pelo programa a
partir das dimensdes iniciais dos elementos fornecidas como dados de entrada, sendo

atualizado a cada iteragao. Seu modelo esquematico pode ser observado na Figura 7.2.

+ 40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m 40 kKN/m 40 kN/m
I
+ 40 kN/Jn + 40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m ¢
]
+ 40 kN/Jn + 40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m ¢
o
[2o)
x
40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m &

40 kN/m 40 kN/m 40 kN/m 40 kKN/m 40 kN/m

Figura 7.2: Pértico formado por doze pavimentos e seis pilares.

Os resultados finais das variaveis otimizadas das vigas encontram-se na tabela a

sequir.

Tabela 7.7: Resultados finais encontrados para a otimizacdo da secgao transversal das vigas, ex. 03.

Armaduras (cm?) Custos por metro (R$)
Viga Base | Altura ) X

(cm) | (cm) Tragdo | Comp. | Concreto | Aco Férma | Total
1 15 55,96 8,87 0,00 19,02 30,37 53,43 102,82
2 15 55,86 8,86 0,00 18,99 30,32 53,35 102,66
3 15 55,74 8,84 0,00 18,94 30,25 53,25 102,44
4 15 55,63 8,82 0,00 18,91 30,18 53,16 102,25
5 15 55,53 8,80 0,00 18,87 30,13 53,07 102,08
6 15 55,45 8,79 0,00 18,85 30,08 53,00 101,93
7 15 55,47 8,79 0,00 18,85 30,09 53,02 101,96
8 15 55,53 8,80 0,00 18,87 30,13 53,07 102,06
9 15 55,57 8,81 0,00 18,89 30,15 53,11 102,15
10 15 55,62 8,82 0,00 18,90 30,18 53,15 102,23
11 15 55,71 8,83 0,00 18,93 30,23 53,22 102,39
12 15 55,83 8,85 0,00 18,97 30,30 53,32 102,60
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Assim como no exemplo 01 os valores étimos da altura das vigas também resultaram
aproximados, no entanto apresentaram valores médios de 7% do comprimento do maior
vao, abaixo dos valores de pré-dimensionamento adotados na pratica pelos engenheiros
projetistas.

A contribuicdo de cada parcela componente da fungéo objetivo para o custo total das
vigas foi semelhante em todos os pavimentos e ao exemplo 01, sendo da ordem de 18,5%

para o concreto, de 29,5% para o aco e de 52% para a forma.
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Grafico 7.7: Resultados encontrados para as vigas a cada iteracéo, ex. 03.

O Gréfico 7.7 apresenta os resultados dos custos das vigas em cada iteragdo. Assim
como no exemplo 01, neste exemplo também ha uma grande perturbagdo na convergéncia
para o custo minimo na primeira iteragdo. Nas demais as variagbes reduzem e a fungéo se
aproxima do valor 6timo.

Em relagao a redistribuicdo dos esforgos finais da estrutura, os valores encontrados
para os coeficientes de redistribuicdo de cada viga também resultaram dentro dos limites
prescritos pela NBR 6118:2003, apresentando em média um acréscimo da ordem de 1,026
para os momentos fletores positivos e uma reducao de 0,98 para os momentos negativos.

Na Tabela 7.8 sdo apresentados os resultados 6timos dos pilares.
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Tabela 7.8: Resultados finais encontrados para a otimizacdo da sec¢édo transversal dos pilares, ex. 03.

pilar Base | Altura Armadzura Custos por metro (R$)

(cm) | (cm) (cm?) Concreto Ago @ Férma Total
1 19 70,59 5,36 30,39 18,36 75,43 124,18
2 19 95,00 12,20 40,90 41,74 95,99 178,63
3 19 87,41 6,64 37,63 22,74 89,59 149,96
4 19 81,38 6,19 35,03 21,17 84,52 140,72
5 19 56,81 4,32 24,46 14,78 63,83 103,06
6 19 22,99 1,75 9,90 5,98 35,35 51,23

Comparando as areas das secbes obtidas para cada pilar pelo programa com os

valores usualmente utilizados pelos engenheiros de estruturas, verificou-se que a maior

diferenca ocorre no pilar 1, em que a area obtida pelo pré-dimensionamento usual seria de

0,09m?, enquanto que a area otimizada para este mesmo pilar é de 0,13m? A justificativa é

a mesma comentada anteriormente em relagcéo ao alto custo do aco.

O Grafico 7.8 mostra o comportamento da fungado de custo em cada iteragao dos

pilares.
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Grafico 7.8: Resultados encontrados para os pilares a cada iteragao, ex.03.

Neste caso também se verifica uma perturbacdo na primeira iteracido e a

convergéncia nas demais.

A contribuicao de cada parcela componente da funcéo objetivo para o custo total dos

pilares foi em média de 23,4% para o concreto, de 15,7% para o aco e de 60,9% para a

forma.
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O Gréfico 7.9 mostra a comparagao entre os custos totais das vigas, pilares e portico
em cada iteracao.

Neste exemplo o custo total das vigas foi mais alto que o dos pilares. Isto é explicado
porque neste caso existem mais metros lineares de vigas do que de pilares, ao contrario do
exemplo 01.

A convergéncia final da estrutura se deu na sétima iteragédo, sendo o custo total do
pértico de R$ 58.836,10.
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Grafico 7.9: Custos totais das vigas, pilares e poérticos em cada iteragao, ex. 03.

7.4 Exemplo 04:

Neste exemplo sera otimizado o mesmo pértico do exemplo 03 considerando forgas
horizontais concentrados na direcido de cada pavimento, simulando a acdo do vento. Os

valores destas forgas consideradas sao apresentados na Tabela 7.9.
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Tabela 7.9: Forcas devidas ao vento.

Pavimento

Forga do vento

(kN)

5,67
6,62

7,33
7,87

8,33
8,71

9,06
9,36

9,64
9,90

2|3 0o N as ®N -

N
N

10,14
5,18

Os resultados finais das variaveis otimizadas das vigas e dos pilares encontram-se

nas tabelas a seguir.

Tabela 7.10: Resultados finais encontrados para a otimizagdo da sec¢ao transversal das vigas, ex.04.

Armaduras (cm?) Custos por metro (R$)
Viga Base | Altura ) -

(cm) | (cm) Tragdo | Comp.  Concreto = Ago Férma | Total
1 15 58,29 9,27 0,00 19,81 31,71 55,40 106,92
2 15 58,79 9,35 0,00 19,98 32,00 55,82 107,80
3 15 58,60 9,32 0,00 19,92 31,89 55,66 107,47
4 15 58,25 9,26 0,00 19,80 31,69 55,36 106,85
5 15 57,84 9,19 0,00 19,66 31,45 55,02 106,13
6 15 57,42 9,12 0,00 19,52 31,21 54,66 105,39
7 15 57,00 9,05 0,00 19,37 30,97 54,31 104,66
8 15 56,59 8,98 0,00 19,23 30,73 53,96 103,93
9 15 56,19 8,91 0,00 19,10 30,51 53,63 103,23
10 15 55,80 8,85 0,00 18,96 30,28 53,30 102,54
11 15 55,55 8,81 0,00 18,88 30,14 53,08 102,10
12 15 55,95 8,87 0,00 19,02 30,37 53,43 102,82

Neste exemplo o aumento nos esforcos decorrente da agao do vento, assim como no

exemplo 02, foi resistido pelo concreto, o que pode ser visto pelo ligeiro aumento nas alturas

das vigas de cada pavimento. Isso porque a taxa de armadura tanto no exemplo 03 quanto

no 04 ndo apresentaram variagdo, mantendo-se em torno 1,06%.

Em relagdo as alturas das vigas otimizadas os valores médios foram de 7,15% do

comprimento do maior vao, abaixo dos valores de pré-dimensionamento adotados

usualmente mas acima daqueles encontrados para a estrutura sem a agao do vento.

A contribuicdo de cada parcela componente da fungéo objetivo para o custo total das

vigas se manteve semelhante aos exemplos anteriores.
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Gréfico 7.10: Resultados encontrados para as vigas a cada iteragéo, ex. 04.

Como pode ser observado no Grafico 7.10, o comportamento da funcdo de custo a

cada iteracdo também foi semelhante aos exemplos anteriores. Nota-se ainda que devido a

acao do vento as alturas das vigas em cada pavimento ficaram menos uniformes que no

exemplo sem a consideragao do vento, refletindo em uma diferenga nos custos de cada

uma. Essa diferenca foi de apenas R$ 5,70 por metro da viga de menor para a de maior

custo.

Em relacdo aos coeficientes de redistribuicdo, os resultados foram bastante

parecidos aos encontrados nos exemplos ja apresentados, sendo na média um aumento de

1,03 para o momentos fletores positivos e uma redugéo de 0,97 para os negativos.

Na Tabela 7.11 sdo apresentados os resultados 6timos dos pilares.

Tabela 7.11: Resultados finais encontrados para a otimizagédo da segao transversal dos pilares, ex. 04.

pilar Base  Altura  Armadura Custos por metro (R$)

(cm) | (cm) (cm?) Concreto Ago @ Férma Total
1 19 69,94 5,31 30,11 18,19 74,89 123,20
2 19 95,00 15,49 40,90 53,01 95,99 189,89
3 19 95,00 9,48 40,90 32,43 95,99 169,32
4 19 87,19 6,63 37,54 22,68 89,41 149,63
5 19 60,39 4,59 26,00 15,71 66,85 108,55
6 19 33,90 2,58 14,60 8,82 44,55 67,96
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As dimensdes e as armaduras da maioria dos pilares aumentaram com a influéncia
do vento em relagao ao exemplo 03. Isso gerou, consequentemente, um aumento nos
custos da secao.

Foi observado ainda que o pilar da extremidade esquerda foi o Unico que apresentou
reducao nos esforgos solicitantes, diminuindo os custos desta segao.

Em relacdo a comparagdo entre o pré-dimensionamento usual e os valores
determinados pelo programa observaram-se resultados idénticos aos encontrados para a
estrutura sem a consideragao da agao do vento.

O Gréfico 7.11 mostra a comparagao entre os custos totais dos pilares em cada

iteragao.
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Gréfico 7.11: Resultados encontrados para os pilares para cada iteragao, ex. 04.

Neste exemplo a estrutura converge na sétima iteragdo, com um custo global de R$
61.863,60. O custo final do pértico sofreu um acréscimo de 5,15% em relacdo a estrutura
sem a aplicagao da agao do vento, enquanto que as vigas sofreram um acréscimo de custo
de 2,63% e os pilares de 8,13%.
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8. CONSIDERAGOES FINAIS

8.1 Conclusoes

Os objetivos foram alcangados ao passo que o programa determina os valores
6timos dos elementos estruturais. Isto foi comprovado por meio das validagdes das vigas e
dos pilares realizadas para os diferentes exemplos estudados. Para estender os resultados
6timos dos elementos isolados a estrutura de pérticos, optou-se por utilizar a aproximagao
combinada em substituicdo a aproximacgao global, pois esta tende a gerar um esforgo
computacional muito grande para os casos aqui estudados. Assim, a estrutura foi
processada localmente por meio da otimizacdo das sec¢bes transversais das vigas e dos
pilares. O resultado global foi obtido pelas iteracdes realizadas, em que, apds definidas as
secOes Otimas dos elementos isolados, a estrutura € reprocessada e novamente otimizada,
até que nao haja mais uma redistribuicao significativa dos esforgos.

Em relacdo a otimizacao dos pilares, foi observado que independente do dominio de
deformacao onde a secao estd, as curvas que representam as funcdes de custo em relacéo
ao aumento da solicitacdo normal basicamente podem ser divididas em dois trechos. No
primeiro o valor mais econémico é determinado com o aumento da altura, mantendo a
armadura préxima a minima. No segundo as retas apresentam um leve aumento na
inclinacdo, quando a altura passa a ser limitada pelo seu valor maximo e apenas a armadura
aumenta para resistir ao incremento dos esforgos. Isso sugere que a segao tem uma perda
de economia no segundo trecho, o que pode ser explicado pela imposi¢cao da simetria das
armaduras resultando em algumas camadas subutilizadas.

Nota-se ainda que as propor¢des do custo de cada parcela que compdem a fungao
objetivo sdo de aproximadamente 23% do custo total para a parcela de concreto, de 16%
para a armadura e de 61% para a férma na maioria dos casos estudados. Deve ser
observado que este estudo ndo considerou o reaproveitamento das férmas, o que poderia
resultar em outras proporg¢des de custos da fungio objetivo e mudar a configuragao 6tima

dos pilares.
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No programa de otimizacdo da secgao transversal das vigas, como foi explicado, a
altura 6tima é encontrada a principio sem restricdo de deslocamentos. Em seguida, se a
flecha maxima exigida pela NBR 6118:2003 ndo for atendida, a altura € aumentada até
aquela ser alcancada. Nos exemplos estudados nota-se que, quando a flecha é a restricao
ativa do problema, ou seja, quando a altura é aumentada para atender a esta restricao, para
a maioria dos esforgos solicitantes o custo de férma é o mais alto, mas conforme aumenta a
solicitagdo sua porcentagem de contribuicdo para o custo total diminui enquanto que a do
aco aumenta.

Em relagdo as armaduras, os resultados apontam para uma seg¢ao 6tima composta
apenas por armadura de tracdo, deixando a armadura de compresséo inutilizada, indicando
que a seg¢ao econdbmica é determinada quando somente a area de concreto comprimida esta
resistindo aos esforgos solicitantes de compressdo, configurando vigas simplesmente
armadas.

A partir dos resultados encontrados nos exemplos de porticos planos pode-se
analisar o comportamento em conjunto das vigas e dos pilares. Observou-se que o0s
esforgcos solicitantes nas estruturas sujeitas a agdo do vento sdo maiores na maioria dos
elementos que nos da estrutura sem a consideragao do vento. Isto implica em secdes
transversais maiores, tanto das vigas quanto dos pilares, e consequentemente de maiores
custos.

Verificou-se ainda que as alturas e as armaduras das vigas em cada pavimento da
estrutura sem a agdo do vento apresentaram uma uniformidade, enquanto que no outro
caso houve variacoes, refletindo em uma diferenga nos custos de cada viga.

Em relagao as iteragdes realizadas pelo programa, devido a definicdo aleatéria das
dimensodes iniciais da viga dadas pelo usuario ha uma grande perturbagdo na convergéncia
para o custo minimo na primeira iteragcdo. Nas demais as variagbes reduzem conforme
ocorre a redistribuicdo dos esforgos na estrutura e a fungdo se aproxima do valor étimo.
Deve ser ressaltado que as dimensdes iniciais ndo afetam os resultados finais, influenciando
apenas na velocidade de convergéncia do programa.

Nos exemplos 1 e 2, as alturas das vigas otimizadas apresentaram valores ente 11 e
16% do comprimento do maior vao, o que se mostra bastante proximo dos valores de pré-
dimensionamento adotados usualmente pelos engenheiros projetistas, que variam
geralmente de 8 a 10%. Mas estes exemplos podem ser considerados atipicos, pois como
foi comentado eles foram elaborados com o intuito de verificar a majoragdo dos esforgcos
devido aos momentos de segunda ordem globais.

Sendo assim, neste caso esse ligeiro aumento pode ser explicado devido as
peculiaridades da estrutura, que podem ter levado a se¢des econdmicas com a altura maior

que a usualmente pré-dimensionada.
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Ja nos exemplos 3 e 4 nota-se uma configuragdo mais convencional de pértico
plano, sendo que para estes casos os valores da altura das vigas em média foi de 7,15% do
comprimento do maior vao, ficando abaixo do usualmente utilizado. Contudo os pilares
apresentaram area da secao transversal maiores que o usualmente pré-dimensionado, o
que pode ser explicado pelo custo do aco utilizado, que nos dias atuais encontra-se
bastante alto em relacdo aos anos anteriores, sendo, portanto, a se¢do de minimo custo
definida pelo aumento da area de concreto em substituicdo ao aumento das armaduras.

Todos os resultados expostos nesta pesquisa foram obtidos considerando os custos
ja apresentados para cada componente da fungdo objetivo. No entanto, fazendo uma
comparagao com pesquisas anteriores foi constatada uma perceptivel diferenca entre estes
resultados, o que levou a conclusdo de que as segdes Otimas dos elementos sdo
determinadas em fungao das propor¢des de contribuicdo dos custos dos componentes para
a funcao de custo total utilizadas.

O programa de otimizagao de poérticos planos desenvolvido pode ser utilizado nos
escritorios de célculo de estruturas para auxiliar na escolha do projeto mais econémico com
a certeza de estar atendendo as condigbes arquitetbnicas, de segurangca e construtivas,
trazendo beneficios econémicos tanto para o projetista, que tera seu tempo poupado,

quanto para o construtor, que tera menos gastos para executar a estrutura.

8.2 Sugestoes para pesquisas futuras:

B Considerar a forga cortante na otimizagdo das vigas, incluindo como
variavel a armadura transversal (estribos);

B Otimizar se¢des de pilares trabalhando a flexdo obliqua, deixando sua
variagao mais ampla e realista;

E Utilizar o pilar trabalhando a flexdo obliqua em um programa para
otimizacao de poértico espacial, realizando desta forma a otimizacao da estrutura por
aproximacao global;

B Incluir as lajes dos pavimentos no processo de otimizagcao da estrutura.
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APENDICE | - Complementos da otimizagcao matematica

Serdo apresentados a seguir alguns conceitos e definicbes matematicas a fim de

aprofundar o estudo da otimizagdo numeérica.

Definicoes

Matriz Hessiana
Seja uma funcéo f: R” — R continua e diferenciavel. Se f(x) for de classe C? ou seja,

se for duas vezes diferenciavel e tiver segunda derivada continua, entdo a matriz Hessiana
é definida como:

2
H(X) = V2f(x) = 0
OX;OX
S . A
ox2 Ox40xy OX40X,,
0%f o% 0%
H=1 ax,0x, ox3 OX 50X,
off oM o
OX,OXq  OXp0Xg ox2

Pode-se definir uma matriz simétrica H como positiva (ou negativa) definida se a
forma quadratica Q = x'Hx for positiva (ou negativa) para todo x, e igual a zero se e somente
se x = 0. Em contrapartida, uma matriz simétrica H sera chamada positiva semi-definida se a
forma quadratica Q = x'Hx for ndo negativa para todo x. Isto acontece quando os autovalores
da matriz sdo nao-negativos. E ainda, quando (—H) for positiva semi-definida, entdo H sera
negativa semi-definida.

Se a matriz das derivadas segundas em x* for positiva definida, entdo o ponto
estacionario sera minimo. Se for negativa definida, entdo o ponto estacionario sera maximo.

Esquematicamente, temos:

Matriz positiva definida

Q=xHx>0 Vxe igual a zero se, e somente se, x =0 ;

Matriz negativa definida

Q=x'Hx<0 V X e igual a zero se, e somente se, x=0;
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Matriz positiva semi-definida
Q=x'Hx>0 Vx;

Matriz negativa semi-definida
Q=x'(-H) x>0 Vx.

Cone de dire¢oes viaveis

Seja S um conjunto ndo vazio em R", e seja x € S. O cone de diregbes vidveis de S,

definido por D, é dado por:
D={d:d#0ex*+Ad € S, para todo A € (0,5) sendo 5 >0}

Cada vetord € D e d # 0 é chamado de diregao viavel.

Convexidade

Um conjunto Q@ < R" serd convexo se o segmento de reta ligando dois pontos

quaisquer em Q permanecer inteiramente dentro de Q. Formalmente, para dois pontos

quaisquer x € Q ey € Q, tem-se:

oax + (1-a)y € Q, para todo a € [0,1].

f serd uma fungéo convexa se o seu dominio for um conjunto convexo e se para dois

pontos quaisquer x e y neste dominio, o grafico de f permanecer sob ou abaixo da reta

ligando (x, f(x)) para (y, f(y)) no espaco R™". Isto &,
fl(ax + (1-a)y) < af(x) + (1-a)f(y), para todo a < [0,1].

A unido de dois conjuntos convexos pode ser um conjunto convexo ou Nao-convexo,

mas a interse¢cdo de dois ou mais conjuntos convexos é sempre um conjunto convexo,

conforme mostra a Figura 10.1.

_
7

27

a) dois conjuntos convexos

Z|

b) unido de dois c) intersecéo de dois
conjuntos convexos conjuntos convexos

Figura10.1: Exemplos de conjuntos convexos e ndo-convexos



Otimizacdo de secgbes transversais de concreto armado: aplicagdo a porticos planos 129

Proposig¢éo 017
Seja uma fungao f € C2 f € uma fungido convexa em um conjunto convexo nao vazio

Q se, e somente se, a matriz hessiana F da fungao f for semidefinida positiva em Q.

Problemas sem restrigcoes

Problemas sem restricdes sao da forma:

minimizar f(x) sem nenhuma restricdo ao vetor x.

Condig6es necessarias para garantir a solugao

Dado um ponto qualquer do dominio de f(x), deve ser determinado, se possivel, se
este ponto € um minimo local ou global de f. Faz-se necessario entdo caracterizar um ponto
de minimo, o que pode ser feito pelo comportamento das derivadas primeiras de f no ponto

x em questio.

Condicées de primeira ordem

As condi¢cdes abaixo usam o vetor gradiente, definido como sendo o vetor das
primeiras derivadas parciais da fungcéo. Por isso se chamam condi¢cdes de primeira ordem.
Em uma fungao escalar, o vetor gradiente é usado para encontrar as diregcbes de pesquisa

em algoritmos de otimizacgao, pois sempre apontam para a direcao em que a fungéo cresce.

Teorema 01:

Seja uma fungao f: R" — R diferenciavel em x*. Se existe um vetor d, tal que
Vi(x*)'d < 0,

entao existe um 6 > 0 de forma que

f(x*+1d) < f(x*)

para cada A € (0,5), entdo d é uma diregao descendente de f em x*.

Corolario 01:

Seja uma fungdo f: R" — R diferenciavel em x*. Se x* é um ponto de minimo local,

entado Vf(x*) = 0.

Condigées de segunda ordem
Analogo ao item anterior, as condigdes seguintes usam os termos da matriz
Hessiana, cujos elementos sao as derivadas parciais segundas da funcdo. Por isso se

chamam condi¢bes de segunda ordem.
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Teorema 02:
Seja uma funcdo f: R" — R duas vezes diferenciavel em x*. Se x* é um ponto de

minimo local, entdo Vf(x*) = 0 e H(x*) é semi-definida positiva.

Condigoes suficientes para garantir a solugao
As condicdes anteriores sao necessarias para um ponto ser uma solugao 6tima local.
No entanto, devem existir condi¢cdes suficientes para que o ponto seja um minimo local,

apresentadas a seguir.

Teorema 03:

Seja uma fungdo f: R" — R duas vezes diferenciavel em x*. Se Vf(x*) = 0 e H(x*) é

positiva definida, entdo x* € um ponto de minimo local.

O teorema acima determina entdo as condigbes suficientes para x* ser um ponto
minimo local.

Problemas com restricoes de desigualdades

Agora os problemas sao da forma:

Minimizar f(x)
Sujeito a gi(x)<0 paraj=1,2,..,p
xcQeR"

O teorema a seguir dara uma visao geométrica dos problemas com restricdes de
desigualdades.

Teorema 04:
Seja o problema de minimizar uma fungéo f(x), f: R" - R, sujeita a x € S, onde S é
um conjunto ndo vazio em R". Seja f diferenciavel em um ponto x* € S. Se x* € um ponto de

minimo local, entdo Fo n D = J, onde
Fo = {d: Vf(x*)'d < 0} e

D é o cone de direcbes viaveis de S em x*.
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Da definicdo de cone de diregcbes viaveis e do teorema 01, fica claro que um
pequeno movimento partindo de x* ao longo de um vetor d € D leva a outros pontos viaveis,
pontos estes que reduzem o valor de f. Assim, se x* € um minimo local e se Vf(x*)'d < 0,
entdo d ¢ D, ou seja, toda diregdo descendente ndo pode ser uma diregao viavel.

No teorema acima podemos perceber que Fy, € um semi espago aberto definido em
termos do vetor gradiente Vf(x*) e D ndo € necessariamente definido em termos dos
gradientes das fungbes envolvidas. Vamos entdo converter a condicdo geométrica
Fon D =& em uma definicdo algébrica mais usual contendo as equagdes do problema. Para
isso, definimos um cone aberto G, em termos dos gradientes das restricdes de desigualdade

em x* tal que Gy < D, indicado no seguinte teorema:

Teorema 05:
Seja g R" -> R para j = 1, 2,...p e Q um conjunto ndo vazio em R". Considere o
problema P da forma:
Minimizar f(x)
Sujeito a giix)<Oparaj=1,2,.p
XxeQcR"

Seja x* um ponto viavel e J = {j: gj(x*) = 0}. Sejam ainda f e g;, para j € J,
diferenciaveis em x* e g;, para j ¢ J, continua em x*. Se x* € um ponto de minimo local,
entdao Fon Gy = J, onde

Fo = {d: Vf(x*)'d < 0}

Go = {d: Vgj(x*)'d < 0 paraj e J}.

Fica claro, a partir do teorema 05, que se Fon D = & precisa ocorrer em x* e Gg < D,
entdo Fon Gy = & é também uma condi¢do de minimo necessaria para o problema P.

Sabendo que Fy e Gy sdo ambos definidos em termos dos vetores gradientes,
podemos utiliza-las como condi¢des de minimo para o problema. Usaremos entdo a

condicao Gy < D para desenvolver as condigdes de Fritz John.

Teorema 06:
Sejam as fungdes f: R" >R e g R" >R, paraj=1, 2, ..., p, e seja o problema P da
forma:
Minimizar f(x)
Sujeito a gix)<0,j=1,2,...,p
xcQeR"
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Seja x* um ponto viavel e J = {j; gj(x*) = 0}. Sejam ainda f e g;, para j €J,
diferenciaveis em x* e g;, para j ¢ J, continua em x*. Se x* € uma solugéo local para o

problema P, ent&do existem os escalares y, e y; paraj € J, de forma que

VS () + D 1,V (x*)=0

jeJ

Mo,k 20, parajeJ

(Kos1y) = (0,0)

onde py é o vetor cujas componentes s&o ;, para j € J. Seja ainda g;, para j ¢ J,
diferenciavel em x*, entdo as condi¢cdes de Fritz John podem ser escritas na forma

equivalente:

p
HOVTX') + T,V (x*) =0
=

u;9;(x*) =0, paraj e J
(IJO’“ * (070)

onde p é o vetor cujas componentes séo y;, paraj=1, 2, ..., p.

Nas condi¢des de Fritz John, os escalares Yo € y;, para j =1, 2,..., p s&o chamados
de multiplicadores de Lagrange. A condi¢do pgj(x*) = 0 paraj = 1, 2,..., p € chamada de
condicdo de complementaridade. Ela implica em p; = 0 se a desigualdade for inativa, ou
seja, se gj(x*) < 0. Ja para o caso da restricdo ser ativa, yj; pode ou n&o ser nulo. Mas se o
multiplicador de Lagrange W, for igual a zero, as condigbes de Fritz John ndo usam nenhuma
informacao em relagdo ao gradiente da fungido objetivo, ndo tendo valor pratico para
localizar o ponto 6timo. Tendo como interesse 0s casos em que [g > 0, Kuhn e Tucker
(1951) desenvolveram condigdes de minimo necessarias para a solugdo do problema que,
acrescentadas as condigdes de Fritz John, garantem que ocorra [y > 0, sendo chamadas de
qualificacao das restricoes.

No teorema a seguir, utilizando a qualificacdo da restricdo que impde que os vetores
gradientes das restrigbes ativas sejam linearmente independentes, obtemos as condi¢des

de Kuhn Tucker, apresentadas no teorema 07 a seguir.
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Teorema 07: Condi¢bes necessarias de Kuhn-Tucker
Sejam as fungdes f: R" >R e g; R" >R paraj=1, 2, ..., p, e seja o problema P da
forma:
Minimizar f(x)
Sujeito a gi(x)<0,j=1,2,...,p
xcQeR"

Seja x* um ponto viavel e J = {j; gj(x*) = 0}. Sejam ainda f e g;, para j €J,
diferenciaveis em x*, g;, para j ¢ J, continua em x* e Vgj(x*), para j € J, linearmente
independente. Se x* é uma solugdo local para o problema P, entdo existem os escalares y;,

paraj € J, de forma que
VI(x*)+ _ZJungj(x*) =0
IS
u; 20, parajeJ

Seja ainda g;, para j ¢ J, diferenciavel em x*, entdo as condi¢cdes de Kuhn Tucker

podem ser escritas na forma equivalente:
p
VEI(x*)+ Z%ijgj(x*) =0
J:

u;9;(x*) =0, parajeJ
uj; =0, parajeJ

Nas condigbes de Kuhn Tucker, os escalares p; também sdo chamados de
multiplicadores de Lagrange, e a condigédo de que pigj(x*) =0 paraj=1, 2,..., p, é referida

como condi¢cao de complementaridade.
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Diante das consideracbes feitas no item 4.4, o problema da otimizacdo da secao

transversal de pilares pode ser apresentado da seguinte forma:

Minimizar: F(x)=c¢,-(b,-x)+¢c, X, +¢c5-(b, +xq)

Sujeito a:
Situacao 1
Dominios 2, 3e 4
Xy d'
Modelo 1: O,68-fcd-bw-x3+?- 73,5\ 1=— |- fa |-N,=0
X3

X d'
0,34-f.,-b, - x5 -(x —0,8-x3)+f-{73,5-[1—zj+fyd](x1—2d9—Md =0

Modelo2: 0,68-f,:b,-x;—N,=0

0,34- 1, b -x3-(x1—0,8-x3)+%2-fyd-(x1—2d9—Md=o

X3

Modelo 3: 0,68/, b, - x +x—22-{73,5-{1—(x1 —d ﬂwyd}—zvd =0

d H}(x1—2d9—Md=0

X.
0,34-fw,-bw-xs-m—0,8-x3)+72-{fyd—73,5-{1—{ 1

Dominio 4a:

Modelo 1: 0,68-f,-b, -x; +

X | 135
2

X3
73,5

0,34- £y b, -xy-(5,—0,8-x; )+ 2| f, ——=
4 X
3

Sub-dominio 5a:

Modelo 1: 0,681, b -x, +-2- 294‘x3—x1+d
2 7x; —3x,

X X
0,34‘ﬂd ‘b 'X3 '(X1 _0’8.x3)+72‘(x1 _2d')‘[fyd _294‘3—

(x3—x1+d')+fyd}—Nd =0

(x5 — X Jrcz”)](x1 -2d)-M,=0

+f, }—Nd =0
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Modelo 2: 0,68/, b, - x +%(294-MJ—M =0

7x; —3x,

0,34 £, b x5 -(x, —o,8-x3)+%2-(x1 —2d')-(294-ﬂj-zud =0

7x; —3x,

Sub-dominio 5b:

Modelo 1: 0,85 f,, b, - x, +X2 | 0gg. 3 "N +d
2 7x5 —3x,

+/, j—Ndzo

%‘(M _Zd')'[fyd _294'X3 —x+d J_Md =

7x; —3x,

Modelo 2: 0,85 f,-b, -x,+2.| 204. 2575 | _y _g
2 (x,—2d"- ogq. Y1=2d"
Situagao 2

Dominios 2, 3e 4

X3

Modelo 1: 0,68/, b, -x, +%{73,5-{1—(x1 —d ﬂ+73,5-(1—0,5-ﬁ]+fyd}—Nd =0
X3

0,34 £, b -xy-(x, —0,8-x3)+x—62-{fyd —73,5-{1—(351 —d ﬂ}-m —2d)-M, =0

X3

Modelo2: 0,68-f,-b, -x;—N,=0
0,34- £, b, x5 (x, —d—0,4x3)+%2-fyd (x,—2d)~ M, =0

X3

Modelo 3: 0,68-f,,-b, - x5 +%2|:73,5-[1—0,5-ﬁﬂ—Nd =0

0,34 £, b -xs-(x, —d—0,4x3)+%2~fyd (¢, —2d)~M, =0

Modelo 4: 0,681, -b, - x —%z-fyd ~N, =0

X
0,34'f;,d 'bW‘X3 ‘(X1 _d_0’4x3)+?2.f:17d '(x1 _ZdQ_Md :O
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Dominio 4a:

36,75

X3

Modelo 1: 0,68/, b, - x +%2[ (4, —3x1+2d')+fyd}zvd =0

X 73,5
0,34 1y -b, -5 -(1 —0,8-x3)+§-{fyd -

3

(X3 — X +d')](x1—2d9—Md =0

73,5 '
X3

Modelo 2: 0,68/, -b -x3+%2-[ (x3—x1+d')+2fyd}—Nd =0
X 73,5
0,34 f.; b, x5 (x, _0’8.x3)+€2'|:fyd T

3

Sub-dominio 5a:

Modelo 1: 0,68 £, -b, -x, + 2. 147. 30730 *2d" . |\ _g
0,34- £, b, xy-(t,~0.8-x, )+ "2 (x,~2d")| o, ~204. 25|y g
6 7x; —3x,
Modelo 2: 0,681, b, x5 +2- 49. 2% =% -N,=0
x2 Y X1_2d'
0,34-f,,:b, - x3-(x,—0,8-x3 )+—=-(x,—2d")-|196- —— |-M, =0
6 7x; —3x,
Sub-dominio 5b:
Modelo 1:  0,85. 7, -b -x, +-2.[147. 230 +2d" . )\
%2 (x,-2d| _oga. Xammtd) g
6 v 7x, —3x, ¢

Modelo 2: 0,85/, b, -x, +%-[49-Mj—m =0

7x; —3x,
x_2.(x1_2dv). 196.ﬂ M, =0
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Situacao 3

Dominios 2, 3e 4

Modelo 1:

Modelo 2:

Modelo 3:

Modelo 4:

Modelo 5:

Modelo 6:

0,68/, b, -x +%{fyd +$-(3x3 —x, —d')}—Nd -0

3

0,341, b -x;-(r,~0,8-x, )+ -2 .{24’5.(3% _x, —d')+7fyd](x1 _2d)-M, =0

X3

0,681, b

w

“(Bx; —2x,+d")+

L2 {24 5 24,5
3
X3 X3

x, | 24,5 . ,
0,34 /.y b, -x3-(x; =0, 3)4‘251 { . '(x1_2d)+6fyd:|'(x1_2d)_Md:0
3

0,68- £, b, - x, 4{735{ } (6xy — 3x1)+fyd} N, =0

0,341, b, xy-(x;~0,8 x; )+ 4 {245 —2d") - 2205{1 (’“ —d H+

X3

3fyd }‘(Jﬁ -2d)-M,=0

X3

X3

0,34- £, b, %y - (x, — 08x3)+ {4fyd 2205{1 (x _d H_

X3

0,68/, -b, xs —%2

0,34/, b, x;-(x,~0,8-x3 )+ T fy -;—Z-m —2d)-M, =0

'fyd_NdZO

0,681, b, -x, +%2{73,5-[1—(x1 —d ]} 245 3y, -x, _d')+fyd}_]\/d 0
X3

X3

0,341, b -x;-(x, - 08x3)+ {Sfyd 2205{1 {x ‘dﬂ_

X3

24,5

X3

“(Bxy —x;—d")- (% —ZdQ}—Md =0
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Dominio 4a:

36,75

X3

Modelo 1: 0,68/, b, - x +%{ (4, —3x1+2d')+2fyd}—Nd =0

0,34’f;d 'bw’X3 ’(.X1 —0,8’x3)+

X2 4fyd+m-(7x1—8x3+6d') “(x,—2d)-M, =0
24 X3

Sub-dominio 5a:

6x; —5x,+4d'

Modelo1: 0,681, -b -x,+22.| 98.
Jea by s+ ( 7xs — 3,

+2fde—Nd =0

0,34‘ﬂd 'bW‘X3 ‘(X1 _O,S‘X3)+

X, , 11x, —12x; —10d"

—=(x;,—2d")-| 98- +4 -M,=0

24 1724 [ 7x, - 31, T )= Ma
Modelo 2: 0,68 f, b, -x, + 2. 204. 28720 %d" . |_y _g

0,34-f.,,:b, -x3-(x,—0,8-x;3 )+

X, : 10x, —9x; —11d"

—=.(x;,—2d")-| 98- +3f,,|-M,=0

24 (x4 ) ( 5 —3x, fyd d

Modelo 3:  0,68- 1, b, -x, +°2.|588.-22 =% |_y _g

.X»l _2d'

0,34 £, b -x,-(x, —0,8-x3)+;—2-(x1—2d’)-(980- j—Md =0

Sub-dominio 5b:

Modelo 1: 0,85 f, b, -x,+2. 0.2 =00 t4d" » . |\ _o
X , ~12x, +11x, —10d"
2 .(x,—2d")-| 4f,, +98 ~M, =0
24 (x4 ) ( Sya 7x, —3x, d
Modelo 2:  0.85.f,-b -x,+2.[204. 3% =20*d" . |y _g

10x, —9x; —11d"

x '
j.(x1—2d)-(98- +3fydj—Md=0
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2x; — X,

Modelo 3: 0,85-j§d-bw-x1+%2-[588- j—Nfo

7x; —3x,

X , x,—2d'
j-()q —2d)-(980-1—j—Md =0

7x5 —3x,
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