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RESUMO

Marques, G. C. S. C. (2006). Estudo e desenvolvimento de cddigo computacional baseado
no método dos elementos finitos para analise dindmica ndo linear geométrica de sélidos
bidimensionais. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sao Paulo, Sdo Carlos, 2006.

O objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de uma formulagdo e sua
implementagdo computacional para se analisar, via Método dos Elementos Finitos (MEF),
0 comportamento dindmico ndo linear geométrico de solidos bidimensionais. Trata-se o
comportamento geometricamente ndo linear através de uma formula¢do posicional
classificada como Lagrangeana total com cinemaética exata. No estudo do comportamento
dindmico utiliza-se um algoritmo de integracdo temporal baseado na familia de
integradores temporais de Newmark. Para a consideracdo do impacto adota-se uma técnica
que utiliza como integrador temporal o algoritmo de Newmark, modificado de forma a
garantir sua estabilizacdo, e limita-se a posicdo de cada n6 da estrutura que por ventura
sofra impacto. O codigo computacional desenvolvido é validado através de exemplos
tradicionais da literatura cientifica. Analisam-se exemplos com comportamento apenas ndo

linear geométrico e ndo linear geométrico dindmico com ou sem impacto.

Palavras-chave: anélise ndo linear geométrica; dindmica; impacto; elementos finitos.



ABSTRACT

Marques, G. C. S. C. (2006). Study and development of computational code based on the
finite element method to dynamic geometrically nonlinear analysis of bidimensional solids.
M.Sc. Dissertation — Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Séo
Carlos, 2006.

The main goal of this work is the development of a formulation and its computational
implementation, based on the finite element method (FEM), to analyze the dynamic
geometrically nonlinear behavior of bidimensional solids. The geometrically nonlinear
behavior is treated with a positional formulation classified as total Lagrangean with exact
kinematics. In the study of the dynamic behavior, a time integration algorithm based on the
family of time integrators of Newmark is applied. In order to consider the impact, a
technique based on the time integrator of Newmark, modified to assure its stabilization, is
used. This technique limits the position of each node that suffers impact. The developed
computational code is validated through benchmarks of scientific literature. Examples with
static geometrically nonlinear and dynamic geometrically nonlinear behavior, with or

without impact, are analyzed.

Keywords: geometrically nonlinear analysis; dynamic; impact; finite element method.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1 CONSIDERAGCOES INICIAIS

O conhecimento do comportamento mecénico de uma estrutura, dentro de um
regime ndo linear, € essencial para a concepcao de estruturas cada vez mais leves e esbeltas
sem ocorrer diminui¢do no seu padrdo de seguranca e de qualidade. Para isso, é necessario
se utilizar teorias mais complexas, como formulacGes ndo lineares, de forma a melhor
caracterizar o comportamento dos materiais utilizados na construcdo de estruturas e sua
geometria, dentro dos critérios de seguranca e utilizagdo das mesmas.

Nesse sentido, o objetivo principal deste trabalho é o desenvolvimento de uma
formulacéo e sua implementacdo computacional, baseada no potencial de energia total e na
primeira lei da termodindmica, para se analisar, via Método dos Elementos Finitos (MEF),
0 comportamento dindmico néo linear geométrico de solidos bidimensionais.

Neste trabalho sdo considerados dois tipos de ndo linearidade; a ndo linearidade
geométrica, caracterizada por se estabelecer o equilibrio da estrutura na configuracdo
deslocada e a ndo linearidade de contato, caracterizada pelas mudancas nas condi¢cfes de
contorno da estrutura na coliséo.

O comportamento geometricamente ndo linear serd tratado através de uma
formulacéo posicional, desenvolvida em CODA (2003) e GRECO & CODA (2004), e que

pode ser classificada como Lagrangeana total com cinematica exata. Para a modelagem
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dindmica, utilizar-se-& um algoritmo de integragdo temporal baseado na familia de
integradores temporais de Newmark.

Por fim, utilizar-se-& uma técnica de impacto entre estrutura e anteparo rigido que
consiste na limitacdo de posicdo de cada né da estrutura que por ventura sofra impacto.

Todos esses conceitos integram 0s objetivos gerais de estudo e sistematizacdo para
sua implementag@o em programa computacional considerando a ndo linearidade geométrica
de solidos bidimensionais.

As implementagdes computacionais das formulagfes sdo desenvolvidas na
linguagem de programacgdao FORTRAN.

No proximo toépico serd apresentada uma revisdo bibliogréfica sobre os temas
abordados na dissertacdo, como: ndo linearidade geométrica, métodos numéricos para
solucdo de sistemas nao lineares, dindmica e formulagbes para problemas de

contato/impacto.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O conhecimento do comportamento mecénico geometricamente ndo linear € objeto
de interesse em diversos campos da Engenharia. A complexidade das formulacGes
matematicas € um dos grandes problemas da analise ndo linear geométrica em estruturas,
tendo como consequéncia a existéncia de poucas solucdes analiticas disponiveis na
literatura cientifica. Em se tratando de solugdes analiticas, podem-se citar os artigos de
BISSHOPP & DRUCKER (1945), onde se encontram solucdo para vigas engastadas, e
MATTIASSON (1981), onde se apresentam respostas obtidas pela solucéo de integrais do
tipo eliptica, para problemas de viga engastada, quadro articulado e quadro rigido.

Neste trabalho, a etapa de revisao bibliogréfica divide-se em trés topicos compostos
por: ndo linearidade geométrica, métodos numéricos para resolucdo de problemas nao
lineares e formulagdes de impacto.

Os problemas que apresentam ndo linearidade geométrica sdo abordados através de
diferentes formulagdes. A diferenca principal entre as formulagdes estd na forma com que
as coordenadas sdo descritas. As formulagdes podem ser tratadas através de descricdo

Lagrangeana ou Euleriana. A caracteristica que define a descricdo Lagrangeana é a de
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medir as mudancas de configuracdo nas estruturas a partir de um referencial fixo no espaco,
enquanto que na Euleriana as mudancas de configuragdo na estrutura séo medidas a partir
de um referencial mével no espaco.

A descricdo Lagrangeana pode ser classificada em total, atualizada, ou parcialmente
atualizada, onde na atualizada a configuragdo de referéncia é atualizada durantes os
incrementos de carga ou tempo, na parcialmente atualizada a configuracdo de referéncia é
atualizada apenas no inicio dos incrementos de carga e na total a configuracao de referéncia
é sempre fixa, tomada como configuracdo inicial. Tais definigdes podem ser encontradas
em WONG & TINLOI (1990).

A formulagdo adotada, baseada no MEF, para resolucdo da n&o linearidade
geométrica da estrutura € a definida como Lagrangeana total. As formulacdes classificadas
como tal podem ser encontradas nos artigos de MONDKAR & POWELL (1977),
SURANA (1983) e SCHULZ & FILIPPOU (2001). Formulagdes classificadas como
Lagrangeana atualizada podem ser encontradas em MEEK & TAN (1984), GATTASS &
ABEL (1987) e GADALA et al (1984). FormulacGes classificadas como Lagrangeana
parcialmente atualizada podem ser encontradas em PETERSON & PETERSSON (1985) e
WONG & TINLOI (1990).

A formulacdo com descricdo Euleriana, pode ser encontrada em ORAN &
KASSIMALI (1976) e 1ZZUDIN & ELNASHAI (1993). A formulacdo co-rotacional,
caracterizada pela utilizacdo de sistemas de coordenadas locais nos elementos finitos, pode
ser encontrada em CRISFIELD (1990), PACOSTE & ERIKSSON (1996), BEHDINAN et
al (1998) e THEN & CLARKE (1998).

Outro artigo original que trata sobre ndo linearidade geométrica € o de RIKS (1979),
que apresenta formulacdo incremental para busca de solugdo em problemas de flambagem.
O ponto fundamental deste artigo é a identificacdo de fendmenos ndo lineares tradicionais,
como pontos limite (de carga e de deslocamento) e pontos de bifurcagéo.

No presente trabalho, adota-se uma formulacdo posicional ndo linear geométrica
classificada como Lagrangeana total com cinematica exata desenvolvida em CODA (2003).

Em se tratando de problemas de natureza néo linear, faz-se com que seja necessaria
a presenca de estratégias numéricas para sua resolugdo. Algumas das principais estratégias

podem ser encontradas em RIKS (1972), que apresenta o classico método de Newton-
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Raphson, em HAISLER & STRICKLIN (1977) e BATOZ & DHATT (1979), encontra-se
0 método do Controle de Deslocamento, em YANG & McGUIRE (1985) o método do
Controle do Trabalho, em RIKS (1979) e CRISFIELD (1981) o método do Controle do
Comprimento de Arco.

No artigo de CRISFIELD (1981) apresenta-se a estratégia do comprimento de arco
na versd@o modificada, desenvolvida de forma a resolver problemas contendo os fendmenos
n&o lineares de snap-back.

Outro artigo que merece destaque sobre estratégias numéricas para resolucao de
problemas ndo lineares é o de YANG & SHIEH (1990), que apresenta uma estratégia
unificada com objetivo de facilitar a incorporacgdo de diversos métodos numéricos presentes
na literatura cientifica. Neste artigo, apresentam-se ainda as estratégias de Newton-
Raphson, controle de deslocamento e método do comprimento de arco desenvolvidos
segundo o esquema unificado. As estratégias sao testadas em problemas estruturais onde se
encontram presentes pontos criticos da anélise ndo linear geométrica.

A estratégia do comprimento de arco pode ser encontrada ainda no artigo de
SOUZA NETO & FENG (1999), enquanto que a estratégia do controle de deslocamento
variavel em FUJII et al (1992).

Nesta dissertacdo utiliza-se 0 método classico de Newton-Raphson para a solu¢do
de sistemas ndo lineares, tendo em vista que neste estagio de pesquisa ndo se esta
preocupado com a solucdo de snap-backs ou pontos de bifurcacéo.

O conhecimento do comportamento dindmico de uma estrutura € de extrema
importancia para Engenharia estrutural, visto que na natureza as acgdes aplicadas as
estruturas sdo geralmente variaveis com o tempo.

A equacdo que rege o equilibrio dindmico de uma estrutura é diferencial nas
variaveis posicdo e tempo, fazendo com que seja necessaria a utilizacdo de um algoritmo de
integracdo temporal. Na literatura cientifica existem diversos métodos para integracéo das
equacdes de movimento, sendo que a escolha do método mais adequado varia
principalmente com o tipo de analise dindmica que se deseja realizar.

Os algoritmos de integragdo temporal sdo geralmente classificados em dois grupos,

os algoritmos explicitos e os implicitos.
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Segundo BATHE (1996), os algoritmos explicitos sdo 0s que as variaveis no
intervalo de tempo seguinte sdo determinadas apenas em fungdo das variaveis obtidas nos

intervalos de tempo passados, ou seja:

Upoy = F (U, 0,0, U0 (1.2)

N+

Os algoritmos implicitos sdo definidos em BATHE (1996) como aqueles cujo valor

da incAgnita base no intervalo de tempo (n+1) é dependente do seu proprio valor, além da

historia ao longo dos tempos passados, ou seja:

U, =Tt ,u,,,0.,U,..) (1.2)

n+l n+1? ¥ n+l 0 Zn+l?

Como exemplo de algoritmo explicito pode-se citar o Método da Diferenca Central,
considerado um dos mais tradicionais métodos utilizados na mecéanica computacional. O
Método da Diferenga Central pode ser encontrado em COOK et al (1989) e KRYSL &
BELYTSCHKO (1998).

Como exemplos de algoritmos implicitos podem-se citar os algoritmos da familia de
integracdo Newmark (NEWMARK, 1959). Dentro dos algoritmos de integracdo implicitos
da familia Newmark, podem-se citar os métodos: da Aceleracdo Média (ou Regra
Trapezoidal), o da Aceleracdo Linear e o de Fox-Goodwin. Maiores detalhes sobre cada
método em particular podem ser encontrados em HUGHES (1987), COOK et al (1989) e
BATHE et al (1996).

Neste trabalho adota-se 0 método de Newmark da Regra Trapezoidal para a solugéo
dindmica de estruturas convencionais (sem ocorréncia de impacto).

A metodologia relacionada ao impacto é ampla e diversificada, existindo diversas
técnicas e métodos aplicados conforme o problema em anélise, ndo existindo uma forma
generalizada.

Em se tratando de metodos numéricos aplicados a problemas envolvendo impacto, o
artigo de HUGHES et al (1976) € considerado como um marco. Este representa uma grande

contribuicdo para o desenvolvimento de aproximagOes em elementos finitos utilizando
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multiplicadores de Lagrange. No trabalho sdo considerados problemas elasticos sem
plastificacéo ou atrito.

No artigo de BATHE & CHAUDHARY (1985), apresenta-se uma formulacdo para
tratar problemas bidimensionais de contato com grandes deformacgdes envolvendo atrito,
utilizando multiplicadores de Lagrange. Ja o artigo de BATHE & CHAUDHARY (1986),
apresenta uma formulagéo tridimensional classica baseada na técnica do multiplicador de
Lagrange com o objetivo de resolver problemas de impacto.

Em CARPENTER et al (1991) apresenta-se uma formulagdo quase-explicita para
abordar problemas de impacto com atrito. Este apresenta um algoritmo de integracéo
temporal, baseado no método de Gauss-Seidel modificado. A técnica da integracdo
temporal é aperfeicoada em TAYLOR & PAPADOPOULOS (1993), através da utilizacéo
de multiplicadores de Lagrange expressos em termos de velocidade e aceleracdo, com o
objetivo de garantir condigdes de contato e separacdo entre 0s corpos envolvidos no
impacto. Em HU (1997) apresentou-se um algoritmo de integracdo temporal que tem como
caracteristica partir de uma hipotese simples relacionada com as aceleragcbes que se
desenvolvem na regido de contato durante o impacto. Esse algoritmo resulta em estratégia
simples de estabilizacdo da maioria dos algoritmos de impacto existentes na literatura, que
tendem a ser instaveis em problemas que apresentem atrito.

Em se tratando de problemas que envolvem impacto, uma das primeiras
dificuldades que aparece é o da sua identificacdo. Na literatura cientifica existem diversos
tipos de algoritmos que apresentam como objetivo identificar a ocorréncia do impacto. Os
algoritmos mais simples e conhecidos com esse intuito sdo os baseados nas &reas de
influéncia proximas aos elementos do corpo alvo. Dentre esses, se enquadram os algoritmos
baseados no conceito de territério (area de influéncia local de cada elemento alvo) e os
algoritmos do tipo “pinball” (areas de influéncia circulares ou esféricas do elemento alvo).
Algoritmos baseados no conceito de territdrio podem ser encontrados no artigo de ZHONG
& NILSSON (1996), enquanto que os do tipo “pinball” podem ser encontrados em
BELYTSCHKO & NEAL (1991) e BELYTSCHKO & YEH (1993).

Devido ao fato dos algoritmos baseados nas areas de influéncia aproximarem a
posicdo e o instante do impacto, consequentemente nem sempre apresentando resultados

muito confidveis, é frequente a utilizagdo conjunta destes com funcbes de penalizagdo.
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Outro exemplo de algoritmos de impacto pode ser encontrado em LORENZANA &
GARRIDO (1998) e WANG et al (2001), sdo os baseados no balango das forgas de
superficie na regido de contato.

Outro fato proveniente da dificuldade de identificagdo do instante em que iniciara o
impacto, é que nem sempre se chega ao instante exato do impacto utilizando intervalos de
tempo constante. Fazendo com que uma das saidas seja a utilizacdo de algoritmos de
integracdo descontinuos. Técnicas de integragdo temporal descontinuas baseadas no método
de Galerkin podem ser encontradas em HULBERT (1992) e KARAOGLAN & NOOR
(1997). Em CHO & KIM (1999), encontra-se uma técnica de integracdo descontinua no
tempo utilizando a técnica de penalizacdo. Em CZEKANSKI et al. (2001), apresenta-se um
novo algoritmo de integracdo do tipo Newmark modificado com utilizacdo de
multiplicadores de Lagrange na formulacéo.

Segundo CHEN et al. (1993) e MAHMOUD et al (1998), o contato deve ser
admitido sem atrito, para que assim sejam evitadas oscilagcdes indesejaveis. Sendo que essa
consideracéo traria uma limitacdo do modelo em relagdo a muitas aplicagdes de impacto.
Como ja descrito anteriormente, estas oscilacBes desaparecem utilizando o esquema de
integragdo proposto por HU (1997). Modelos complexos de atrito, apresentando
comportamento ndo linear nas superficies de contato, sdo encontrados em WRIGGERS et
al. (1990), ODEN & PIRES (1983) e ODEN & MARTINS (1985). Em WRIGGERS et al.
(1990), apresenta-se uma lei de atrito baseada em fenbmenos micro-mecénicos. No artigo
de ODEN & PIRES (1983), apresentam-se leis de atrito ndo lineares e nao locais enquanto
que em ODEN & MARTINS (1985) apresentam-se formulagdes numéricas de atrito para
problemas de impacto. No artigo de SIMO & LAURSEN (1992), apresenta-se uma
formulacdo baseada no método do multiplicador de Lagrange aplicada a problemas de
impacto envolvendo atrito. Em CHEN et al. (1993) apresenta-se uma formulagéo com base
no Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) aplicada a problemas de impacto com atrito e
utilizando funcdo de relaxacao viscoelastica.

FormulacBes que ndo consideram a existéncia de atrito na superficie de contato
podem ser encontradas em SOLBERG & PAPADOPOULOQOS (1998) e LANDENBERG &
ELZAFRANY (1999). O artigo de SOLBERG & PAPADOPOULOS (1998) baseia-se na
técnica do multiplicador de Lagrange, enquanto que LANDENBERG & ELZAFRANY
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(1999) utiliza funcdes de penalizacdo utilizando elementos descontinuos nas superficies de
contato.

A técnica de penalizacdo é definida pela consideracdo de uma funcdo (de
penalizacdo) para relacionar a aproximacao relativa entre os corpos a intensidade das forcas
de contato. Nela, as equacdes de movimento dos corpos ja estdo definidas e o problema de
contato passa a ser um problema de condigdes de contorno interdependentes.

O trabalho de ARMERO & PETOCZ (1998) também ndo considera problemas com
atrito e apresenta uma técnica de penalizagdo com via a alcancgar a conservagdo da energia
total do sistema. Em HEINSTEIN et al. (2000), apresenta-se uma técnica que utiliza a
conservacao de energia dos corpos separados, cada corpo com suas condi¢fes de contorno,
e utilizando a estratégia de penalizagdo no contato do impacto. Outro artigo onde se pode
encontrar técnica de penalizacdo € o de HALLQUIST et al. (1985).

Uma técnica que utiliza conservacdo de momento e equacles de restricdo de
velocidade nos pontos que sofreram impacto é apresentada no artigo de WASFY & NOOR
(1997).

Nos artigos FARAHANI et al. (2000) e FARAHANI et al. (2001) é apresentada
uma técnica em que se realiza uma forma particular de acoplamento para resolver o
problema de impacto. Esta técnica é caracterizada por uma transformacgéo na qual os graus
de liberdade normais nas regies de contato sdo eliminados e as forgcas de contato sdo
calculadas ap06s o sistema de equacdes ser resolvido.

No presente trabalho, adota-se um esquema de impacto contra anteparo rigido
baseado em SIMO et al (1986) e GRECO (2004). O esquema tem como principio basico a
limitac&o de posicdo de cada n6 da estrutura que sofrer impacto. Nele serd considerado
impacto, sem atrito, entre sélidos bidimensionais e anteparo rigido. Na modelagem do
impacto o algoritmo de integracdo temporal adotado serd o de Newmark modificado por
HU (1997), tal como apresentado em GRECO (2004).
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1.4 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Neste toOpico apresenta-se a organizacdo dos capitulos desta dissertacdo. Esta
dissertacdo esta organizada em seis capitulos. O primeiro capitulo, de introducéo, trata da
relevancia do tema abordado, onde procura-se enfatizar a importancia de formulagdes
numéricas para analise ndo linear de estruturas. Ainda no primeiro capitulo, traz-se uma
revisdo bibliografica sobre os diversos topicos relacionados ao codigo computacional,
como: ndo linearidade geométrica, dindmica de estruturas, métodos numéricos para solugdo
de problemas n&o lineares e impacto.

No segundo capitulo apresenta-se a formulacdo posicional ndo linear geométrica
aplicada a problemas estaticos e a estratégia numérica adotada para a resolucdo do
problema ndo linear. O codigo computacional ndo linear geométrico implementado é
validado através de exemplos tradicionais na literatura cientifica, e os resultados obtidos
sdo apresentados no capitulo trés.

No capitulo quatro apresentam-se as formulacGes relacionadas a dindmica das
estruturas e ao impacto. Em se tratando de dindmica das estruturas, mostra-se o algoritmo
de integracdo temporal de Newmark e comenta-se sobre a instabilidade que ele pode
apresentar em problemas com impacto introduzindo-se a modificagcdo necessaria para sua
estabilizacdo. O cddigo computacional dindmico ndo linear geométrico considerando
impacto, é validado através de exemplos tradicionais na literatura cientifica, e os resultados
obtidos sdo apresentados no capitulo cinco.

Por fim, no capitulo seis sdo apresentadas as conclusfes da dissertacao e sugestdes

para trabalhos futuros.
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CAPITULO 2
FORMULACAO NAO LINEAR GEOMETRICA APLICADA A
PROBLEMAS ESTATICOS

2.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo descreve-se e aprimora-se uma formulagdo posicional ndo linear
geométrica, apresentada inicialmente em CODA (2003), para o tratamento de solidos
bidimensionais considerando-se grandes deslocamentos. O termo posicional da formulacéo
vem do fato desta ndo considerar no equacionamento os deslocamentos como variaveis, e
sim as posic¢des nodais do corpo.

A formulacao posicional ndo linear geometrica adotada é apresentada através de trés
etapas. Inicialmente descreve-se o conceito de fungdo mudanca de configuracéo e de seu
respectivo gradiente. Como segunda etapa chega-se na equacdo de equilibrio para
problemas estaticos a partir da equacdo da energia potencial total e através da aplicacdo do
teorema da minima energia potencial total. A equacdo de equilibrio estéatico é apresentada
em funcdo da energia de deformacdo acumulada no corpo em estudo, e conseqlientemente
do gradiente da funcdo mudanca de configuracéo.

Por fim, a terceira etapa é caracterizada pela aplicacdo do método de Newton-
Raphson, transformando a formulagdo adotada em um processo incremental e iterativo.
Muitos dos conceitos matematicos aqui descritos podem ser vistos com detalhes em
OGDEN (1984) e CIARLET (1993).
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2.2 FUNCAO MUDANCA DE CONFIGURACAO E MEDIDAS DE DEFORMACAO

Considera-se um corpo deformavel submetido a um sistema de forgas em equilibrio
(resultante nula em forcas e momentos). E fato que se o corpo fosse rigido esse sistema de
forcas ndo realizaria trabalho qualquer que fosse a mudanca de posicdo do corpo. Porém,
para um sistema conservativo onde as forgas estdo aplicadas em um corpo elastico, o
trabalho realizado por essas forgas sera armazenado no corpo por causa da sua deformacéo.
A energia armazenada é denominada energia de deformacao. A quantificacdo da energia de
deformacgdo é conseguida através da avaliagdo da mudanca de forma ponto a ponto no
continuo.

Para um ponto do continuo, a deformacdo pode ser entendida como a alteracdo da
forma de uma vizinhancga do ponto pela fungdo mudanca de configuracao.

De forma a definir o conceito da fungdo mudanca de configuracao, considera-se um
corpo (conjunto de particulas X) na sua configuracéo inicial (denominada Bgy) sofrendo
alteracdes na sua posicao e chegando a sua configuracdo final (denominada B;), conforme

apresentado na Figura 2.1.

»
»

f(x)

Figura 2.1 — Mudanca de Configuracdo de um corpo.

A funcdo mudanca de configuracdo é uma funcdo matematica cujo gradiente ira

indicar a mudanca de dire¢éo e comprimento do vetor infinitesimal dx no ponto x, para
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dy em uma nova posi¢éo, no ponto Yy, na configuragdo genérica. Essa funcdo pode ser

escrita em torno do ponto X, da seguinte forma:
y="f(x)=f(x+Ax)=f(x)+Grad f | Ax+0O’ (2.1)
ou, simplificando a notagéo
y=Y,+Grad f | Ax+0O?’ (2.2)
fazendo o limite da eq (2.2) para Ax — 0, tem-se
dy=Grad f | dx (2.3)

A eq (2.3) pode ser descrita na forma matricial

dy, _ of,/ox,  of [ox, || dx, 2.4)
dy,| |of,/ox  of,/ox, || dx, '
e na forma indicial
dy; = of, /ox; |, dx; (2.5)
fazendo com que
A=A =0 /ox|, (2.6)
tem-se
dy = Adx 2.7

tal que A é um tensor que representa o gradiente da funcdo mudanca de configuracéo, e

indica a mudancga de forma do corpo no ponto x, quando este sai da configuracdo inicial
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para a configuracdo “final” (atual) y. Devido ao fato da referéncia permanecer fixa e ser a
configuracdo inicial, a descricdo € denominada Lagrangeana.

Um ponto importante a se observar é que, como a medida de deformacdo a ser
adotada é baseada na descri¢do referencial Lagrangeana, todas as operagdes integrais e
diferenciais devem ser realizadas no volume inicial do corpo.

Conforme ja& descrito anteriormente, a formulacdo ndo linear geométrica aqui
descrita € baseada no Método dos Elementos Finitos (MEF), portanto a funcdo mudanca de
configuracdo necessita ser parametrizada por valores nodais e func¢@es de forma.

Seja um elemento finito, com grau de aproximacdo qualquer e sobre o qual se
mapeia, por meio de funcdes de forma usuais, 0 continuo a partir das posicdes
(configuracao inicial e atual) de pontos nodais, tendo o espaco adimensional como base

para 0 mapeamento numeérico, conforme Figura 2.2.

(referéncia)
52 f/v

1y 4 @y f

> &

('11'1) (11'1)
fi
(atual)

Figura 2.2 — Configuracg®es inicial e atual, mapeadas a partir de um mesmo espaco adimensional.

De acordo com a eq (2.6) podem-se criar dois mapeamentos f, e f, de (&,S,)

para a configuracao inicial e final do corpo respectivamente.

Assim se escreve:

Gustavo Coda dos S. C. Marques




Capitulo 2 — Formulacao nao linear geométrica aplicada a problemas estaticos 14

— afOl/aé:l 6f01/8§2 _ 8f11/8§1 6f11/8§2
B [8f02/8§1 6f02/8§2} A [ale/a(’gl 6f12 /agj 0

sendo que em f;, j representaadirecdo x ou y e i representa o mapeamento O ou 1.

Deve-se observar que:

fij = ¢k (é:l’gz)xilj( (2.9)
Ay 09"y (2.10)
o6 0§
oy _ 04" X 2.11)
g, 0%,

na qual ¢ representa as funcbes de forma do elemento finito referentes ao n6 k .
Assim, o gradiente da mudanca de configuracdo total f , parametrizado por valores

nodais e fungdes de forma, fica dado por:

A=A&(§l,§2)ﬁgl(é‘l,§2) (2.12)

Na implementacdo do codigo computacional utiliza-se um elemento finito triangular
com aproximacdo cUbica, denominado elemento QST (ASSAN (1999) e SAVASSI

(1996)), conforme apresentado na Figura 2.3.

Figura 2.3 — Elemento triangular com 10 nos.
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As funcbes de forma nodais para o elemento finito triangular com aproximacéo
cubica (ASSAN (1999) e SAVASSI (1996)), séo:

h=24(6-D(E6-2)
b =56(36-D(3-2)
@:%@@é-n@;_a
b5 66 (35-1)
b= 66(36-) (2.13)
b= k(36 1)
b =2 65(36-1)
b= 64(35-1)
=5 &4(36-1)

¢10 = 2751?253

As derivadas das funcdes de forma em relacdo a & e &, séo:

o4 _ 27 o _
o 251 -9 +1 e 8(52—0
Oy _ 29, 27 .,
651_0 e 852 252 9, +1
e 18s 18, Tes
o1 2 e 2T
1818 8 266 &
evsn—h e o646
eejalan e SRozran s 219
o __9 1) e s _gge 2 O, 8.
L I S S LR
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o9, __45 o8, _ _f E 2 81

o5~ 2 5+21868,+218, e 3¢, I—a et HHaG TS5

%2_45514‘%512+54§1§2+9_E§2+Z_§22 e %:_%§1+27§1 +218¢5,
oh_ 81 9,
gL dTEs s o Shea(3)

8¢10_ _ _ 2 8¢10: _ 2 _
o =215, -548¢, 215, e o 218 - 2718 =546,

1 2

De posse dos valores das derivadas das funcdes de forma nodais determinam-se os
gradientes da funcdo mudanca de configuragdo das posigcdes inicial e atual, e
posteriormente através da eq (2.12) o gradiente de f parametrizado por valores nodais e
funcdes de forma.

O conhecimento das expressdes referentes as deformacgdes longitudinais e de
distorcdo € de extrema importancia para o entendimento da formulacdo ndo linear
geométrica adotada. Elas sdo apresentadas em funcdo do gradiente da funcdo mudanca de

configuracéo e consequentemente dos parametros & e &,.
Para se chegar a expressdo das deformacdes longitudinais (¢, e &,) € necessario

conceituar o alongamento relativo. Para isso, consideram-se dois vetores unitarios ue v,
respectivamente, no sentido das fibras dx (pertencente ao sélido indeformado) e dy
(pertencente ao solido deformado), respectivamente.

O alongamento relativo (definido pela varidvel 1), ou estiramento, entre uma fibra
inicialmente em uma direcdo e sentido qualquer u, na configuracdo inicial, e que apds
mudanca de configuracdo resultou na direg&o e sentido v na configuragéo atual, pode ser

definido a partir das seguintes relagdes:

dy = Adx (2.15)

|dy|v = A|dx|u (2.16)
|dy|v*|dy|v = |dx|u* A" Au]dX] (2.17)
|dy|2 = utAtAu|dx|2 (2.18)
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% { (A‘Au)} = A(u) (2.19)

Logo, o alongamento relativo pode ser definido como a razdo entre o comprimento
final de uma fibra e seu comprimento inicial.
A deformacdo longitudinal de engenharia em relacdo a configuracdo de referéncia

na dire¢do u pode ser definida como:

dx
£(u,&) = y ||d || 8 =A(u,¢)-1 (2.20)

A deformacéo ndo linear de engenharia é objetiva, segundo OGDEN (1984).

Observa-se que esta medida € ndo linear, pois o vetor G ndo é paralelo ao vetor v .

Para se considerar a deformacdo ¢,, faz-se u={1 0}, enquanto que para a
deformagéo &, tem-se u={0 1}.
A expressdo da distorcdo y,, € determinada em funcdo do denominado angulo de

distor¢do. Para se conceituar o angulo de distor¢do consideram-se dois vetores, ue u,
posicionados na configuracdo de referéncia, com direcGes quaisquer e ndo coincidentes e

suas respectivas fibras infinitesimais.
dx = uldx| dx =u’ ‘dx" (2.21)
Define-se o angulo entre os dois vetores como:
cos®=u-u (2.22)
Considerando-se que na configuracdo final tém-se duas novas direces v e Vv

associadas as fibras inicialmente em u e u’, faz-se com que 0 novo angulo entre as fibras do

material seja dado por:
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cos@=Vv-v (2.23)

Fazendo-se a relacdo entre u e v tem-se

|dy|v = Aldx|u (2.24)
chegando a
dx  Au
=Au— =—— 2.25
o " aw) .
e consequentemente
v =R (2.26)

concluindo

u-(A'AU)

l(u))t(u')

cosd = (2.27)

Denomina-se a diferenca ® —@ de angulo de distor¢do entre as diregdes u e u no
plano formado por estes vetores (configuracdo de referéncia).
De posse da expressdo que define o angulo @, e fazendo com que ue u sejam

ortogonais (logo ® = z/2), calcula-se a distor¢éo de engenharia:

T g7 e (AAY)
Yy =75 0—2 arcos[ﬁ(u)l(u,)} (2.28)
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A deformagdo ¢,, € dada por:

£, = (2.29)

2.3 ENERGIA POTENCIAL TOTAL

De acordo com a Figura 2.4, o funcional de energia potencial total (H) para

problemas estaticos, pode ser escrito através de dois tipos de energia, conforme eq (2.30)
m=u,-P (2.30)

na qual U, e P representam a energia de deformagédo e a energia potencial das forcas

externas, respectivamente.

—> %

Figura 2.4 — Energia potencial total para uma estrutura em duas posicdes distintas.
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A energia de deformacdo é fornecida através da integral (no volume inicial) da

energia de deformagéo especifica (u, ) em relagéo as posic¢oes, conforme eq (2.31).

U, = [udv, (2.31)

Vo

A energia potencial das forcas externas para um sistema de forgcas concentradas

conservativo é escrita como:

P=FX, (2.32)

sendo que F, representam as forcas aplicadas e X, as coordenadas onde as forcas estdo

atuando. O indice i € referente ao grau de liberdade na qual forca e posicdo estdo
associados. Neste estudo s&o consideradas apenas forgas concentradas.
Substituindo as eqgs (2.31) e (2.32) na eq (2.30) tem-se

= [u,dv,—FX, (2.33)
Vo

A energia de deformacdo especifica Lagrangeana pode ser calculada utilizando-se
qualquer par conjugado de tensdo e deformacdo. Aplicando-se uma lei constitutiva elastica
linear, sobre a medida de deformacdo de engenharia, tem-se que a energia de deformacéo

especifica é dada por:

U, =—0.:& (2.34)

e 2 ij<ij
na qual &; representa o pseudo-tensor de deformagdes e o;; 0 pseudo-tensor de tensdes.

Na proxima secdo determina-se a forma como se calcula os conjugados de tenséo e

de deformacao.
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2.4 CONJUGADOS DE TENSAO E DE DEFORMACAO

O pseudo-tensor de deformacdes € formado pelas deformacdes longitudinais ¢, e
&, , e pela distor¢do y, , todos apresentados no item 2.2 deste capitulo.

O pseudo-tensor de tensdes é dado, seguindo lei linear, pela multiplicacdo de uma

matriz constitutiva, adotada na formulacao, pelo pseudo-tensor de deformacg6es, conforme

eq (2.35).

o=Keg (2.35)
sendo a matriz K representada por:
LY
1-v 1-v
kK= E |V 1 o (2.36)
1+v|1-v 1-v
o o I
i 2]

A expressdo da lei constitutiva (eq (2.36)) quando substituida na eq (2.35), e
considerado o parametro v igual ao coeficiente de Poisson do material, corresponde ao
denominado estado plano de tensdes (EPT). De modo a se considerar estado plano de

deformacdes (EPD), deve-se fazer:

y= (2.37)

A partir da eq (2.35) tém-se as expressoes referentes aos componentes do pseudo-

tensor de tensdes (o,,0,,0,,):

o, =K (L), +K(L2)e, +K(1,3)7, = K (L) &+ K (1,2)e,

Gustavo Coda dos S. C. Marques



Capitulo 2 — Formulacao néo linear geométrica aplicada a problemas estaticos 22

o, = K (2,1)5X +K (2, Z)gy +K (2,3)7/Xy =K (2,1)5X +K (2,2)5y (2.38)

r, =K(31)&,+K(3,2)s, +K(3,3)y, =K(33
w =K(31)e+K(32), +K(3.3)7, =K(3,3)7,

Substituindo a expressao do tensor de tensdes na energia de deformacdo especifica

((2.34)) e lembrando-se que K é simétrica, tem-se:

u, :%{K(l,l)gf +2K (1,2) 5,2, + K(2,2)2) + K (3,3) 72 | (2.39)

A propriedade de tensdo-deformacdo conjugada é obtida fazendo-se a derivada da

eg (2.39) em relacéo a cada deformacéo encontrando-se a tenséo associada.

2.5 TEOREMA DA MINIMA ENERGIA POTENCIAL TOTAL

A minimizacao do funcional de energia potencial total representa a configuracéo de
equilibrio do corpo em estudo. Um fato a ser observado é que a equagdo referente a
minimizacdo pode ser escrita em funcdo de derivadas parciais em relacdo a parametros

quaisquer, conforme:

an:jaue(é,xi)dv _o(RX) (2.40)
oa % oa ° oa |

A partir do Método dos Elementos Finitos Posicional tem-se a concep¢do de que os
parametros no qual o funcional de energia potencial total deve ser minimizado sdo as
posi¢cbes dos pontos do corpo e que a partir desses pontos podem-se aproximar as
configuragdes do continuo conforme eq (2.41). Portanto, para cada ponto do elemento

finito tem-se:

Ol (U (& X) o, &
v | oAV, —F, =0 (2.41)

S Vo S
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simplificando a eq (2.41) tem-se que:

g Y.
oX

—Fext, =0 (2.42)

S

sendo que as variaveis U, /0X e Fext, representam o vetor de for¢as internas e o vetor de

forgas externas respectivamente.
A eq (2.42) representa a equacgdo de equilibrio para um problema estatico, ou seja,

guando g =0 tem-se forcas internas iguais a forcas externas aplicadas. Outro ponto
importante a ser observado esta na natureza ndo linear da eq (2.42).
2.6 FORMULACAO NUMERICA

Como mostrado anteriormente a equacao que rege o equilibrio da estrutura é de
carater ndo linear e é satisfeita na sua configuracdo de equilibrio. Para se determinar tal
configuracdo expande-se a eq (2.42) em série de Taylor, truncada a partir dos termos

lineares, chegando-se a:
0=g(X)=g(X°)+Vg(X°)AX (2.43)

A eq (2.43) pode ser trabalhada de forma a melhor se adequar ao Método de

Newton-Raphson (RIKS, 1972), como mostrado abaixo:
Vg(X°)AX =-g(X°) (2.44)

O vetor de residuos ¢ obtido a partir da eq (2.42) calculada na posicéo tentativa X°,

tal como:

g(x°)=aUe—F =f —f

ax ext intg ext (2 45)
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O vetor de forgas internas oU,/0X é determinado através da integral no volume

inicial, da derivada da energia de deformacdo especifica, conforme mostrado na eq (2.46):

aue 5' Xi
i, = Vj (gT) dv, (2.46)

S

A energia de deformacdo especifica, apresentada na eq (2.39), encontra-se em

funcédo das deformacdes nao lineares de engenharia:
ue = ue((c"X’gy’}/Xy) (247)
logo, a derivada desta em relagéo as posi¢cdes X, é dada por:

ou, _ ou, 0¢, , U, o¢, Loy, 07y
X, 0 X, 0s, OX, 0y, OX,

S

(2.48)

Derivando-se a eq (2.42) em relagéo as posi¢des nodais chega-se a matriz hessiana

do sistema:

2
9 _ oY, (2.49)
X, XX,

A partir da eq (2.49) conclui-se que a matriz hessiana é dada pela integral no
volume inicial da derivada segunda da energia de deformacdo especifica, conforme

mostrado na eq (2.50):

HSI :J-82ue (g,xl)dvo (250)

X X,

Vo

Gustavo Coda dos S. C. Marques



Capitulo 2 — Formulacao néo linear geométrica aplicada a problemas estaticos 25

logo, seguindo 0 mesmo raciocinio da derivada primeira, a derivada segunda da energia de

deformacdo especifica em relacdo as posi¢des é dada por :

. 07y |0e, 0u, 0%,
. + + + +
%, OX, 05,06, OX, | 05,0y, X, |OX, | 0g, OX0X,

XX,

o, [62ue os, o, Oe, U

(2.51)

o%u, de, 0%, 0s,  du, Oy, |0s, ou, O,
+ + +
O¢,0¢, OX, 628y oX, 0&,0y, OX, )X, 0O&, OX0X,

X € €

+ +
0y,y08, OX,  Oryde, 0K, 0%, OX, |OX, 3y, XX,

+[ o, os, o, 08, o, 67ijéyxy+au 0%y

De acordo com as egs (2.46) e (2.50) sabe-se que para a solugdo do sistema néo
linear apresentado na eq (2.44) ndo é necessario apenas a utilizacdo de um metodo
numérico para resolucdo de sistemas ndo lineares, mas também a utilizagdo de uma técnica
de integracdo numerica de modo a solucionar as integrais referentes ao vetor de forgas
internas e a matriz hessiana. Para tanto, utiliza-se a técnica de integragdo numérica de
Hammer (BREBBIA & DOMINGUEZ, 1992).

Este método de integragcdo tem como principio basico substituir uma soma integral
por uma soma discreta (somatdrio). Portanto as eqgs (2.46) e (2.50) podem ser reescritas da

seguinte forma

f =Wi[%}detw(@)m 252

S

~ NPH aZUE (51 Xi)
o+ X X,

Jdet(Ao(éig))wig (2.53)
na qual i& é o indice referente ao somatorio, a varidvel NPH representa o numero de
pontos de Hammer e W;. o peso utilizado na técnica de integragdo numérica

Realizada a integracdo numérica determina-se o vetor de forcas internas local e a

matriz hessiana local de cada elemento.

Gustavo Coda dos S. C. Marques



Capitulo 2 — Formulacao nao linear geométrica aplicada a problemas estaticos 26

De posse das matrizes hessiana locais e dos vetores de for¢as internas locais monta-
se, a partir das restricbes de graus de liberdade do sistema estrutural em estudo, a matriz
hessiana global da estrutura e o vetor de forgas internas global da estrutura.

A partir da matriz hessiana e do vetor de forcas residuais, resolve-se o sistema
apresentado na eq (2.44) e determinam-se as corregdes de posi¢cdo A X. Durante 0 processo

iterativo, devem ser feitas modificacdes nas posicoes:

X = X +AX (2.54)

De posse do vetor AX, verifica se ele é suficientemente pequeno dentro de

determinada tolerancia. Para isso, utiliza-se uma expressdao denominada critério de

convergéncia, que é dada por:

<TOL (2.55)

sendo que || é a norma euclidiana.

Estando o critério de convergéncia satisfeito, muda-se para um novo passo de carga.

O processo poderia ser apenas iterativo, porém € definido como incremental e
iterativo para garantir que a posigéo inicial de previsdo ndo seja muito distante da posi¢céo
de equilibrio do sistema, reduzindo o nimero de iteracGes e melhorando a convergéncia do
processo.

O Quadro 2.1 apresenta a esquematizagdo do método de Newton-Raphson

implementado neste trabalho.

Gustavo Coda dos S. C. Marques



Capitulo 2 — Formulacao nao linear geométrica aplicada a problemas estaticos

Quadro 2.1 — Esquema do método de Newton-Raphson.

27

A. INICIALIZACOES

A.1 Inicializa o vetor posicdo X (com a tltima posi¢do de equilibrio conhecida) e faz-
se AX =0

B. PARA CADA INCREMENTO DE CARGA

B.1 Atualiza-se o vetor de cargas externas aplicadas, fazendo F,, =F

ext

+AF,,
B.2 Calcula-se o vetor de forcas internas global (F,, )

B.3 Calcula-se o vetor de residuos ou de forgas desequilibradas g=F, —F,

Xt

B.4 Monta-se a matriz hessiana global da estrutura Vg
B.5 Resolve-se o sistema VgAX =—g¢

B.6 Atualiza-se posicdo X = X +AX
AX
B.7 Calcula-se o erro e verifica-se o critério de convergéncia erro = H <TOL
0
B.8 Se o critério de convergéncia for satisfeito va para B.1 sendo volte para B.2

C.FIM
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CAPITULO 3
EXEMPLOS ESTATICOS

3.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo analisam-se alguns sistemas estruturais onde se encontram presentes
fendmenos ndo lineares geométricos. Os sistemas analisados apresentam como objetivo
servir de exemplos de validacdo para o programa ndo linear geométrico estatico
implementado e cuja formulagdo encontra-se no capitulo 2.

Para a visualizacdo dos resultados obtidos, através da formulagdo numérica
posicional, utiliza-se o pds-processador do GMEC (Grupo de Mecanica Computacional)
desenvolvido em PACCOLA & CODA (2005).

3.2 EXEMPLO 1 - CHAPA TRACIONADA

No primeiro exemplo estuda-se o caso de uma chapa (Figura 3.1) submetida a um

carregamento de tracdo F .

LSS
SECAO TRANSVERSAL
SN ih
|$|
= u
|ﬁ| X

Figura 3.1 — Esquema da chapa engastada.
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Os dados de entrada para o problema sdo apresentados no Quadro 3.1.

Quadro 3.1 — Dados de entrada do exemplo 1.
E=1
L=0,5
h=0,5
b=1 (espessura)
v =0,5 (coeficiente de Poisson)

Este exemplo é aqui utilizado para testar a lei constitutiva adotada com coeficiente
de Poisson diferente de zero.

Na analise, a chapa foi discretizada em 2 elementos finitos e foram aplicados 10
passos de carga de F =0,05. Estuda-se o comportamento dos deslocamentos horizontal e

vertical do bloco.

Na Figura 3.2 apresenta-se a configuracdo deslocada final do bloco.

LEGENDA < F-05
DESLOCAMENTO CONFIGURAGAO DESLOCADA FINAL - F =0,

HORIZONTAL
Legenda:

0.50000
I 043750

0.37500

031250
0.25000
0.18750
0.12500

. 006250
0.00000

LEGENDA

DESLOCAMENTO X E—
VERTICAL CONFIGURACAO DESLOCADA FINAL- F =0,5

Legenda:
0.25000
I 021675
0.16750
0.15625
0.12500

009375
006250

. 00312s
0.00000

Figura 3.2 — Configuracdo deslocada final da chapa.
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Analisando-se a Figura 3.2 percebe-se que os resultados obtidos coincidem com o0s
esperados para 0 exemplo em estudo, fazendo com que o bloco deslocasse horizontalmente

em 1 e verticalmente em 0,25.

3.3 EXEMPLO 2 -BLOCO ENGASTADO TRACIONADO

Como segundo exemplo estuda-se o caso de um bloco engastado submetido a uma

forca de tracdo na extremidade (Figura 3.3).

SECAO TRANSVERSAL
—
F i )
<—>|
=g b
'ﬁ' x

Figura 3.3 — Esquema do bloco engastado.

Para o estudo realizam-se duas analises; inicialmente faz-se o coeficiente de Poisson
igual a zero e depois diferente de zero para verificar a sua influéncia nos resultados obtidos.
Nas duas analises considera-se estado plano de deformacdes (EPD).

Os dados de entrada para o problema s@o apresentados no Quadro 3.2.

Quadro 3.2 — Dados de entrada do exemplo 2.
E=1
L=1
h=1
b=1 (espessura)
Andlise | - v =0 (coeficiente de Poisson)
Andlise Il - v =0,3 (coeficiente de Poisson)

Nas analises, o bloco foi discretizado em 20 elementos finitos e foram aplicados 10
passos de cargade F =0,1.

Na Figura 3.4 apresenta-se a configuracdo deslocada final do bloco para anélise |

(coeficiente de Poisson iguala v =0 ).
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LEGENDA N
DESLOCAMENTO CONFIGURACAO DESLOCADA FINAL - F=1

HORIZONTAL

Legenda:
1,00000
0,57500

075000
0,62500
0,50000

0,37500

0,25000

I 0,12500
0,00000

Figura 3.4 — Configuracéo deslocada final do bloco para anélise I.

Analisando-se a Figura 3.4 percebe-se que a formulacdo apresentou o resultado
esperado fazendo com que o bloco se deslocasse apenas horizontalmente e com valor
unitério.

Na Figura 3.5 apresenta-se a configuracdo deslocada final do bloco para analise Il

(coeficiente de Poisson v =0,3).

LEGENDA B
DESLOCAMENTO CONFIGURAGAO DESLOCADAFINAL - F =1

HORIZONTAL

Legenda:

087533

076581 j

055648

054708

043766

032825

021883 L

I 0,10842
0,00000

i

LEGENDA
DESLOCAMENTO A —
VERTICAL CONFIGURAGAO DESLOCADAFINAL- F =1
L da: r
o TENRNENEE
0,14433 ‘l"r
ot I HAwARANANA
0,00005
-0,04800
. e JannnENNAN

-0,19225

Figura 3.5 — Configuracdo deslocada final do bloco para anélise II.
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Observando-se a Figura 3.5 percebe-se que o0s resultados obtidos foram os
esperados para o exemplo em estudo. O efeito do coeficiente de Poisson (diferente de zero)
faz com que o bloco tanto se desloque menos na dire¢do horizontal quanto tenha um

estreitamento de secéo.

3.4 EXEMPLO 3 - VIGA ENGASTADA COM CARGA TRANSVERSAL
APLICADA NA EXTREMIDADE LIVRE

Neste terceiro exemplo analisa-se 0 comportamento de uma viga engastada com
uma carga transversal aplicada na extremidade, conforme Figura 3.6.

Este exemplo é muito utilizado como teste para formulagdes que apresentem como
objetivo a andlise ndo linear de estruturas, por se conhecer sua solucdo analitica e pelas
caracteristicas de seu comportamento ndo linear. Este pode ser encontrado em
MATTIASSON (1981) e FUJII (1983).

Para se processar este exemplo em codigo computacional de chapa adota-se v=0,
permitindo-se que se utilizem as dimensdes estabelecidas na Figura 3.6.

Na analise realizada, sdo investigados os deslocamentos horizontal e vertical do no

em que a carga transversal encontra-se aplicada.

F
SEGCAO TRANSVERSAL
v
Ih
U, <—
u, b

[ L |

Figura 3.6 — Esquema da viga engastada.

Os dados de entrada para o problema sdo apresentados no Quadro 3.3.
Nas Figuras 3.7 e 3.8 encontram-se as solu¢Ges numeéricas obtidas com a utilizagdo
da formulagdo numérica posicional e comparadas com as soluc¢des analiticas para portico

plano.
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Quadro 3.3 — Dados de entrada do exemplo 3.
E =210,010° Pa
L=10m
h=0,0178 m
b=1m (espessura)
v =0 (coeficiente de Poisson)
10000 + -
] .
9000 - W
. —<— Solucéo Analitica d
8000 —e— Solugéio Numérica ‘/./
7000—-
6000—-
5000—-
4000—-
3000—- ‘/i
2000 /‘,l/
4 /‘/‘/l
1000—- /ri
0 T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6
)
Figura 3.7 — Deslocamento horizontal x carga aplicada.
No estudo, a viga foi discretizada em 120 elementos finitos e foram aplicados 100
passos de cargas de 100 N .
10000 -
4 -
9000 | ,,.’[
8000 —<— Solugao Analitica :
] —— Solucdo Numérica o
7000 .
] a
6000 — [
] o
5000 - o
1 /
4000
3000—-
2000—- /-/./i/
l/‘
1000+ ./l/
i /‘/l/
0 = LI T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
uy
Figura 3.8 — Deslocamento vertical x carga aplicada.
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Na Figura 3.9 encontra-se a configuragéo deslocada final da viga.

LEGENDA

DESLOCAMENTO < F =10 kN
VERTICAL CONFIGURAGAO DESLOCADA FINAL - F =

Legenda:

0.00000
\\
-1.01423 B

202347

~3.04270
—4 05694
507117
~6 05540
-7 09964

. -5.11357

Figura 3.9 — Configuracdo deslocada final da viga.

Observando-se os graficos apresentados nas Figuras 3.7 e 3.8, percebe-se que tanto
em relacdo ao deslocamento horizontal quanto ao deslocamento vertical a formulacdo
posicional ndo linear geométrica implementada apresentou excelentes resultados, tanto que

a resposta em ambos 0s casos coincide com a resposta analitica do exemplo.

3.5 EXEMPLO 4 - PILAR COM CARGA EXCENTRICA

No quarto exemplo analisa-se um dos mais tradicionais problemas em se tratando de
analise ndo linear de estruturas. Trata-se de um pilar com base engastada (Figura 3.10), e
com uma carga longitudinal excéntrica aplicada em seu extremo.

Este problema também pode ser denominado de linha eléstica de Euler e pode ser
encontrado nos artigos de FUJII (1983) e SIMO et al (1984).

Para analise, o pilar foi discretizado em 80 elementos finitos e foram aplicados 371
passos de carga de 100 kN .

Os dados de entrada para o problema séo apresentados no Quadro 3.4.

Na Figura 3.11 encontra-se a solugdo numeérica obtida com a utilizacdo da

formulagdo numeérica posicional ndo linear geometrica.
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A,

<5

SEGAO TRANSVERSAL

Ih

Figura 3.10 — Esquema do pilar com carga excéntrica.

Quadro 3.4 — Dados de entrada do exemplo 4.
E =210,010° Pa
H=2m
h=0,0663m
b=1m (espessura)
v =0 (coeficiente de Poisson)

40000 —
36000 —
32000 —
28000 —
24000 —

20000

P (kN)

16000
12000
8000

4000

0 —
0.0 05 1.0 15 2.0 25

X (m)

3.0

Figura 3.11 — Deslocamento horizontal x carga aplicada.
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Na Figura 3.12 encontram-se as configuracOes deslocadas do pilar para alguns

niveis de carregamento.

LEGENDA CONF. DESLOCADA PARA
DESLOC. LEGENDA DESL.
HORIZONTAL HORIZONTAL
P =3500 kN
Legenda:
115453
I 1.01035
036601 »”
I 072163 /!
057734
0.43301
028867

. 014434
0.00000
P =6300 kN

Legenda:

1 65078
I 144443
1.23808
1.03174
I 082539
0E1504

\
041270 \
. 020635
0.00000

P =37100 kN

Legenda:

053469
I 073035
0 B2602
052168
I 041735
03130 \
020887

. 0.10434
0.00000

CONF.DESLOCADA PARA
LEGENDA DESL. VERTICAL

P =3500 kN

2

P =6300 kN

-

P =37100 kN

\
|

LEGENDA
DESLOC.
VERTICAL

Legenda:

0.00450
I —0.05505
=012100
~0.15355
I -0.24629
—0.30954
-0.37274

. -0.43574
—0.49363

Legenda:

0.00754
I -0.22720
-0.46193
-0.6967E
I -0.93156
-1.16635
-1.40114

. -1.63593
-1.87072

Legenda:

001176
I —0.35547
-0.80470
-1.22044
I -1.63117
-2.041490
-2.45263

. -2 86337
=3.27410

Figura 3.12 — ConfiguracGes deslocadas do pilar para alguns niveis de carregamento.
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A justificativa para que este exemplo seja muito encontrado na literatura técnica é o
fato de que apesar de sua geometria simples, possui um comportamento mecanico
altamente ndo linear, sendo um bom teste para a verificacdo da eficiéncia de modelos néo
lineares.

Analisando-se a Figura 3.11, percebe-se que os resultados obtidos coincidem com

os valores da referéncia (carga critica e deslocamentos).

3.6 EXEMPLO 5 - VIGA ENGASTADA COM CARGA TRANSVERSAL
APLICADA NO CENTRO

Como quinto exemplo, analisa-se 0 caso de uma viga engastada na extremidade
esquerda com grau de liberdade horizontal livre na extremidade direita e com uma carga
transversal aplicada no centro, conforme Figura 3.13. Este exemplo pode ser encontrado em
LIMA & GARCIA (2003).

Na andlise sdo investigados os comportamentos dos graus de liberdade vertical (w)
do ponto A e horizontal (u)do ponto B.

Para andlise, a viga foi discretizada em 24 elementos finitos e foram aplicados 48

passos de carga de 0,5kN .

F
SECAO TRANSVERSAL
% _
% I
A B %
u b

w
I
I

N

L
2

Figura 3.13 — Esquema da viga engastada com carga transversal aplicada no centro.

Os dados de entrada para o problema séo apresentados no Quadro 3.5.
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Quadro 3.5 — Dados de entrada do exemplo 5.

E = 24000 kN/cm?
L =100cm
h=1cm
b=1cm (espessura)
v =0 (coeficiente de Poisson)

38

354

304

25+

204

-u (L)

10

T T T T T T
0 3000 6000 9000

T T T T T T T T 1
12000 15000 18000 21000 24000
F(N)

Figura 3.14 — Carga aplicada x deslocamento horizontal do apoio B.

354

304

254

204

w (L/2)

10

T T T T T T
0 3000 6000 9000

T T T T T T T T T 1
12000 15000 18000 21000 24000

F(N)

Figura 3.15 — Carga aplicada x deslocamento vertical do ponto A.
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Na Figura 3.14 encontra-se o grafico do comportamento do grau de liberdade
horizontal da extremidade direita da viga obtida com a utilizacdo da formulacdo numérica
posicional ndo linear geométrica.

Na Figura 3.15 encontra-se o grafico do comportamento do grau de liberdade
vertical do centro da viga (ponto de aplicacdo da carga) obtida com a utilizagdo da
formulagdo numeérica posicional ndo linear geometrica.

Para efeito de comparacdo, mostram-se na Figura 3.17 os gréficos referentes aos
deslocamentos horizontal (u(L)) e vertical (w(L/2)), retirados de LIMA & GARCIA

(2003).

LEGENDA LEGENDA
DESLOCAMENTO DESLOCAMENTO
HORIZONTAL VERTICAL

CONF. DESLOCADA HORIZONTAL - F =6 kN

Legenda: Legenda:
00s712 K S 0.00000
I -0B774 I -1.92420
-1.41194 e -3.84840
-2.14848 -5.77260
| CONF. DESLOCADA VERTICAL - F =6 kN |
-3.51554 -8.62100
-4.35007 e Fa— ~1154520
-5.08461 : = ~13.46940
. 581914 o= . -15.38360

CONF. DESLOCADA HORIZONTAL - F =12 kN

Legenda: -\ 4 Legenda:

007471 000000

I —1.84032 . I -3.04589
-3.75547 -B.09177
-5 67055 -3 13766

| YR CONF. DESLOCADA VERTICAL - F =12 kN | ERERECEs
-8 50073 15 22844
~11.41582 -\ /vmmn- -18 27533
-13.33091 -21.32121

. -15.24500 » 4 . -24.36710

e

Figura 3.16 — Configuracdes deslocadas da viga para alguns niveis de carregamento.
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LEGENDA LEGENDA
DESLOCAMENTO DESLOCAMENTO
HORIZONTAL VERTICAL

CONF. DESLOCADA HORIZONTAL - F = 24 kN

Legenda: -\ Legenda:
009549 0.00000
I -3.80846 I -4.14868

771241 -5.29735

=11 61636 =12 44603
-1552030 CONF. DESLOCADA VERTICAL - F = 24 kN -16.59470
—19.42425 -20.74338

—-23.32520 \ / —-24 55203
. -27.23215 =25 04073
=31.13610 . —-33.15340

S’

Figura 3.16 — Configuracdes deslocadas da viga para alguns niveis de carregamento.

k)
30 et
-"..—
25 4 -~
I~ o
B -
5 e -
5 20 A -
£ L
SRR L
B G
- -
< -
1o Lo
-;'J‘*.
5 4 T (L)
e — w2
0 Pameme

i 0N a0 90K 12006 15000 18000 25000 24000
Carga transversal F (N)

Figura 3.17 — Carga aplicada x deslocamento vertical (LIMA & GARCIA, 2003).

Na Figura 3.16 encontram-se as configuracfes deslocadas da viga para alguns niveis

de carregamento.
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CAPITULO 4
FORMULACAO NAO LINEAR GEOMETRICA APLICADA A
PROBLEMAS DINAMICOS COM OU SEM IMPACTO

4.1 Considerac0es Iniciais

Neste capitulo, inicialmente descreve-se a formulacdo dindmica baseada na
formulagdo posicional ndo linear geométrica, desenvolvida para problemas estaticos,
apresentada no capitulo anterior. Posteriormente, descreve-se 0 modelo de impacto adotado
neste trabalho.

A formulacdo dindmica aqui adotada é apresentada a partir de duas etapas. A
primeira etapa tem inicio na expressao do funcional de energia potencial total chegando-se
na equacgdo de equilibrio dindmico a partir da aplicacdo do teorema da minima energia
potencial total. A formulacdo matematica adotada em dindmica das estruturas € baseada em
equacOes diferenciais nas variaveis posicdo e tempo. Desta forma, a segunda etapa
apresenta como objetivo integra-las no tempo utilizando-se como ferramenta matematica o
método de integracdo de Newmark.

Como terceira e Ultima etapa tem-se a aplicacdo do método iterativo de Newton-
Raphson na equacéo de equilibrio dindmica integrada pelo método de Newmark.

Por fim, apresenta-se o esquema de impacto adotado nesta dissertacdo e comenta-se
sobre a necessidade de alteragdo das constantes de integracdo do algoritmo de Newmark,

para casos envolvendo impacto de forma a eliminar possiveis instabilidades na analise.
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4.2 Balanco de energia

De acordo com a Figura 2.4 (Capitulo 2), o funcional de energia potencial total pode

ser escrito através de quatro tipos de energia, conforme eq (4.1):
[[=U,-P+K+Q 4.2

sendo que U,, P, K e Q representam a energia de deformacéo, energia potencial, energia

cinética e energia de dissipacdo (ou perda de energia por amortecimento, GRECO &
CODA (2006)), respectivamente.
Conforme ja visto no capitulo 2, a energia de deformacdo é fornecida através da

integral no volume inicial da energia de deformagé&o especifica (u, ) em relagéo as posigdes.

U, = [udv, (4.2)
Vo

A energia potencial para um sistema de forgas concentradas conservativo € escrita

como.

P=-FX, (4.3)

sendo F. as forcas aplicadas e X, as coordenadas dos seus pontos de aplicagdo. O indice i

é referente ao grau de liberdade na qual forca e posicao estdo associados. Neste estudo sdo
consideradas apenas forgas concentradas.

A energia cinética é dada por:

1p
K = Ev[ Po¥ XAV, (4.4)
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na qual os termos X, e p, representam as velocidades e a densidade de massa,

respectivamente. O termo de energia que representa a perda por amortecimento é escrito ja

diferenciado em relacdo as posi¢des nodais como:

j & dV [ Anpoxav, (4.5)
Vo

na qual q representa o funcional de energia especifica dissipativa e 4, € a constante de

amortecimento proporcional. Substituindo as eqs (4.2)-(4.5) na eq (4.1) tem-se que:

judv ~F X, += jpo xdV, +Q (4.6)

0

Aplicando-se o teorema da minima energia potencial, na eq (4.6), em relacdo a

posicdo nodal X, sendo k ond e s adiregdo, tem-se:

ou, (&, X;)
axk _j X dv, —F, +j¢po (X, )dV, +
(4.7)
[ Andl poti X (£, X,)AV, =
Vo
simplificando a eq (4.7), encontra-se:
o=k 4F F.=0 (4.8)

X inerc amort

F

amort

e F

ext

tal que as variaveis oU,/oX;, F

ere representam o vetor de forcas internas, o
vetor de forca inerciais, o vetor de forcas referentes ao amortecimento e o vetor de forcas
externas respectivamente.

A matriz de massa para cada elemento finito é definida como:
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M(ks)(lz) = J.¢skpo¢zldvo (4.9)

Vo

no qual (ks)e (lz) representam os graus de liberdade globais.

O vetor de forgas inerciais e o vetor de forcas referentes ao amortecimento podem

ser escritos como:

Frue = [ 4 2o X0V, = % [ g iV, = MK, (4.10)
vy vy
Famort = J./1m¢skpo¢zl X;dvo = Xlz I ¢skpo¢zldv =Cx, (4.11)
VO VO

sendo C a matriz de amortecimento proporcional a massa, %, 0 vetor de velocidade e X, 0

vetor de aceleracéo.

Portanto, a equacdo de equilibrio dindmico pode ser escrita da seguinte forma:

g:%—F +MX +Cx =0 (4.12)

ext
1

4.3 FUNCIONAL DE ENERGIA APROXIMADO - NEWMARK

A eq (4.12) é diferencial nas varidveis posi¢do ( X ) e tempo (t), necessitando assim
da utilizacdo de um algoritmo de integracdo do tipo Newmark de forma a integra-la no
tempo.

Assim, escreve-se a eq (4.12) para um instante de tempo atual (S+1) como:

an
oX

_au,
S+1 aXS

—F,,,+MX,,, +CX,,, =0 (4.13)

S+1

Na eq (4.13) o vetor de forcas internas é calculado de forma idéntica ao problema
estatico. O vetor de forgas externas (carregamentos nodais) é definido para cada passo de

tempo atraves da seguinte expressao:
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Fou = Fo[ G+ Cot + Cit? +C,t° + Cysen(Cit) + C, cos(Cyt) + Coe™! | (4.14)

na qual as constantes C, sdo dados de entrada do programa e representam o tipo de forca

adotada no passo de tempo.
Aplicam-se na equacéo de equilibrio, para um instante de tempo atual, as expressoes

de Newmark de posicdo e de velocidade aproximadas, dadas por:

Xy = xs+AtXS+At2K%—ﬁj>'<‘s+ﬁ>'<’M} (4.15)

Xs+1 = Xs +At(l_]/))‘<g +7At)z3+1 (4.16)

sendo S e y constantes referentes ao método de Newmark (GRECO, 2004) e At o
intervalo de tempo.
Nas eqgs. (4.15) e (4.16), pode-se isolar a aceleracdo do passo de tempo atual e

posteriormente substituir na equacdo dinamica de equilibrio (eq(4.13)), resultando em:

an
oX

— aLJt
S+1 aX

M yC
-F, +——X.,—MQ. +CR, +— X..,—AtCQ. =0(4.17
. 541 BAt 2 NS4l Qs s BAt a1 — AtCQq ( )

g(XS+1) =

tal que os vetores Q; e Ry representam as contribui¢des dinamicas relativas ao passado

(passo S) e sdo dadas por:

Xs X (1 )
Qs = AL + At +(2ﬂ 1] Xs (4.18)
Re = X +At(L— )X (4.19)

O vetor g(X,,,) naeq (4.17) sera nulo caso o equilibrio dindmico esteja satisfeito,

caso contrario representa o residuo de forcas do sistema.
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Derivando-se a eq (4.13) novamente em relagdo a posi¢do atual chega-se a matriz

hessiana para o problema dindmico.

o* 11
oX?

_ azut
oX?

~va(x')

+M( 12+7ﬂmJ (4.20)
o BAC T AL

2

o o,
sendo o primeiro termo >
X

idéntico ao determinado no capitulo destinado a

S+1

formulacdo ndo linear geométrica estatica.

4.4 FORMULACAO NUMERICA

Da mesma forma que no caso estatico, a equacao que rege o equilibrio dindmico da
estrutura, segundo a presente formulacao, também é de carater ndo linear e € satisfeita pela
configuracdo de equilibrio. Para encontrar a configuracdo de equilibrio, expande-se a eq

(4.17) em serie de Taylor, até os termos lineares, chegando-se a:

0=g(X)=g(X°)+Vg(X°)AX (4.21)

A eq (4.21) pode ser trabalhada de forma a melhor se adequar a0 método de

Newton-Raphson, como mostrado abaixo:
vg(X°)ax =-g(X°) (4.22)

O vetor de residuos €é obtido a partir da eq (4.17), fazendo-se X° idéntico a dltima

posicédo de equilibrio conhecida X° = X_, . Para o inicio do intervalo de tempo X_, = X..

ouU M »C
0) _ t _ v _ VA B B
9(X*) = G| Pt g Xou™MQu+CRo+20 X, —/AICQ, =0 (429)

Gustavo Coda dos S. C. Marques



Capitulo 4 — Formulacao ndo linear geométrica aplicada a problemas dindmicos com 47
ou sem impacto

A partir da resolucdo do sistema apresentado na eq (4.22) chegam-se as corregdes

das posicbes AX . Durante o processo iterativo, devem ser feitas correcOes nas posicoes

X, € nas aceleracBes X ,:

Xg, = X +AX (4.24)
. X
Xsu =—ﬂ2t+§ -Qs (4.25)

Logo apds as correcdes de posicdo e aceleracdo, calculam-se as velocidades pela eq
(4.16).

De posse do vetor AX , verifica-se se 0 mesmo é suficientemente pequeno dentro de
determinada tolerancia. Para isso, utiliza-se uma expressdao denominada critério de

convergéncia, que para este trabalho foi adotada a eq (4.26).

erro = "AX " <TOL (4.26)
X

sendo que || é a norma euclidiana.

Estando o critério de convergéncia satisfeito, muda-se para um novo passo de
tempo. Para este novo passo os valores de passado (S) assumem o0s valores recém
calculados (S+1).

E importante ressaltar que, antes de dar inicio ao processo iterativo atribuem-se
valores iniciais para as varidveis posicdo, velocidade e aceleragdo. Em se tratando de
posi¢do é conveniente considerar as posi¢Oes tanto de passado (S) como de presente
(S+1) iguais a posicéo inicial do corpo. No caso da velocidade e aceleracdo de passado,
estas podem ser admitidas como nulas ou entdo considerar uma velocidade inicial do corpo,

onde a partir desta e através da eq (4.27) calcula-se a sua respectiva aceleragdo inicial.

ou,
X

>'<0=M1[FO—CXO—

} (4.27)
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O Quadro 4.1 apresenta a esquematizacdo do algoritmo de Newmark implementado

neste trabalho.

Quadro 4.1 — Esquema do algoritmo de Newmark.

A. INICIALIZACOES

A.1 Define-se o intervalo de tempo At

A.2 Inicializa-se os vetores X, e XS (condicdes iniciais, ouseja S=0)efaz AX =0

A.3 Calcula-se o vetor de forcas desequilibradas (vetor de residuos) g, =F,— CXO - ?;)J(‘
0
A5 Calcula-se X, =M ™| F,~CX, - oy,
oX |,

B. PARA CADA INCREMENTO DE TEMPO

B.1 Atualiza-se posicdo X, = X +AX

. oy X
B.2 Atualiza-se aceleragdo X, = ﬂASt; -Qs

B.3 Atualiza-se velocidade X, = X + At(1—y) X + jAtX,,

B.4 Calcula-se o vetor de forcas desequilibradas

-F M

C
g=F S+1+WXS+1_MQS+CRS+ﬁXS+1_7/AtCQS

int

B.5 Calcula-se VQAX =—g

B.6 Calcula-se o erro e verifica-se o critério de convergéncia erro = ||||§<X|||| <TOL
0

B.7 Se o critério de convergéncia for satisfeito va para B.8 sendo volte para B.1

B.8 Atualizam-se as varidveis de passado

Xs = Xs+1
xs = xs+1
Xs = Xs+1

B.9 Volta-se para B com novo passo de tempo

C.FIM
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4.5 IMPACTO DE ESTRUTURAS CONTRA ANTEPAROS RIGIDOS

Nesta secdo apresenta-se 0 esquema adotado para a consideracdo do impacto na
implementacdo computacional. Conforme ja afirmado anteriormente, neste trabalho sera
considerado o impacto, sem atrito, entre solidos bidimensionais e anteparos rigidos.

O esquema de impacto adotado, baseado em SIMO et al (1986) e GRECO (2004),
consiste na limitacdo de posi¢des dos nos impactantes da estrutura.

De forma a apresentar o esquema de impacto adotado neste trabalho considera-se,
na situacdo | da Figura 4.1, uma estrutura A (estrutura projétil) distante 5 de um anteparo
B (anteparo rigido). Na situacdo Il faz-se com que a estrutura A se encontre em movimento

e em direcdo ao anteparo, fazendo com que o impacto sé ocorra se:

X-6>0 (4.28)
5
SITUACAO | A B
X,
SITUACAO I
< X >

Figura 4.1 — Impacto entre uma estrutura e um anteparo rigido.
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Na situagdo Il da Figura 4.1, deve-se fazer a limitagdo das posi¢cGes dos nds da
estrutura projétil que satisfazem a condicédo para o impacto (eq (4.28)), fazendo com que as
suas coordenadas horizontais sejam igualadas as do anteparo rigido. Portanto para 0s nos

que sofrerem impacto deve-se fazer:

X NO T XANTEPARO (4.29)

Nesta situacéo calcula-se f,, =0 nos pontos impactantes que contribuira no vetor

de residuo (g = f f.. — fi,.) de forma a garantir a forga necessaria a reflexéo do corpo.

ot =
Como as forgas internas calculadas serdo sempre devidas as correcGes ortogonais a
superficie de colisdo, ter-se-a a situacdo de impacto sem atrito. Este procedimento simula
de forma indireta a técnica do multiplicador de Lagrange descrita em GRECO (2004) e
GRECO et al (2004).

De forma mais geral, considera-se o caso da Figura 4.2, onde a estrutura projétil

encontra-se cercada pelos anteparos I, I, 111, V.
ANTEPARO I
ESTRUTURA
PROJETIL
- \ )Z>
e - 5
< . 5
o
] R 2
= o
< / =
v NO
R
N x  ANTEPARO IV

Figura 4.2 — Impacto entre uma estrutura e um anteparo rigido.
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Aplicando-se a metodologia adotada, na Tabela 4.1 encontram-se as condigdes para
que ocorra impacto nos anteparos I, 11, Il e IV e as respectivas corre¢des nas posi¢oes dos

nos impactantes.

Tabela 4.1 — Condicdes para existéncia de impacto, e respectivas restricoes.

ANTEPARO CONDICAO LIMITACAO
I XNO < XANT' XNO = XANT'
I YNO > YANT" YNO = YANT"
i XNO >XANT'” XNO :XANT'”
v YNO < YANT'V YNO = YANT v

4.5.1 Parametros £ e y e aregularizacdo da solucao do impacto

Na familia de algoritmos Newmark existem diversos métodos que apresentam como
diferenca entre si, os valores das constantes f e y. Os parametros [ e y estdo
diretamente relacionados a propriedades como estabilidade, precisdo e amortecimento dos

métodos (COOK et al, 1989).
Na Tabela 4.2 encontram-se alguns dos métodos da familia Newmark com seus

respectivos valores das constantes 5 e y.

Tabela 4.2 — Métodos da familia Newmark.

METODO TIPO B 4

. . 1

Aceleracdo Média  implicito 2 >
1 1

Aceleracdo Linear  implicito 6 2
_ I 1 1
Fox-Goodwin implicito 12 5

. , . 1
Diferenca Central  explicito 0 >

Neste trabalho adota-se 0 Método da Aceleracdo Média (ou da Regra Trapezoidal)
por ser um método reconhecidamente eficiente na solucdo dindmica de estruturas

convencionais (sem ocorréncia de impacto). Porém, de acordo com CARPENTER et al
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(1991), TAYLOR & PAPADOPOULOS (1993) e SOLBERG & PAPADOPOULOS
(1998), 0 mesmo nédo apresenta a mesma eficiéncia em problemas com ocorréncia de
impacto, especialmente em problemas com existéncia de altas freqiiéncias.

Uma solucdo possivel para se corrigir a instabilidade numérica gerada em
problemas envolvendo impacto pode ser encontrada em HU (1997). No mesmo foi
apresentado um algoritmo de integracdo temporal que tem como base partir de uma
hipotese relacionada com as aceleracdes que se desenvolvem na regido de contato durante o
impacto. O artigo propde um algoritmo que se enquadra na familia de Newmark, que

conforme determinado em GRECO (2004) corresponde ao algoritmo classico com y =1,5
e f=10.

Na Figura 4.3 apresentam-se as regides de estabilidade em funcdo dos parametros
de Newmark S e y.

De acordo com a Figura 4.3, os pardmetros propostos por HU (1997) (=15 e
£ =1,0) encontram-se no limite da regido de estabilidade sobre a curva £. Da mesma

forma, os parametros classicos de integracdo temporal utilizados em problemas dinamicos

de estruturas convencionais (»=0,5 e #=0,25) encontram-se no limite da regido de

estabilidade na interseccdo da reta y e da curva £, também gerando um algoritmo estavel.

1.6

1.4 A

1.2 4
Incondicionalmente Estavel
1.0 1 i
Instavel

0.8

——— B=(y+0.5)%/4
v=0.5

0.6 4

0.4+

Condicionalmente Estavel
0.2

Instavel
0.0 .

0.0 0.5 1.0 15 2.0

Figura 4.3 — Regides de estabilidade em fungdo de S e y.
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Segundo GRECO (2004), o termo estabilidade aplicado a um algoritmo de
integracdo temporal faz referéncia apenas a caracteristica do algoritmo em apresentar
solucdo para qualquer discretizacdo temporal (At), ndo garantindo porém a qualidade da
resposta numeérica obtida. Na formulacdo classica de Newmark (y=0,5 e £=0,25),
pequenos valores de At podem gerar respostas oscilatdrias para o campo das forgas de
contato. Enquanto que para a formulagdo modificada por HU (1997) é importante que se
adote At pequeno. Valores pequenos fazem com que exista um pequeno amortecimento
numerico resultando erros de fase.

O algoritmo de integracdo temporal de Newmark modificado por HU (1997) pode
ser classificado em incondicionalmente estavel, para qualquer At existe resposta, € em

convergente, quanto menor At a resposta converge para a resposta esperada.
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CAPITULO5
EXEMPLOS DINAMICOS COM OU SEM IMPACTO

5.1 CONSIDERACOES INICIAIS

Neste capitulo analisam-se exemplos de validacdo para o programa ndo linear
geométrico dindmico implementado, com ou sem consideracdo de impacto, e cuja
formulagdo encontra-se no capitulo 4.

Para a visualizacdo dos resultados obtidos, através da formulacdo numérica
posicional, utiliza-se o pds-processador do GMEC (Grupo de Mecanica Computacional)
desenvolvido em PACCOLA & CODA (2005).

5.2 EXEMPLO 1 - BARRA ENGASTADA SUBMETIDA A CARREGAMENTO
AXIAL DE TRACAO

Neste primeiro exemplo analisa-se 0 comportamento de uma barra engastada
submetida a uma forca de tracdo aplicada na extremidade livre, conforme Figura 5.1.

Este exemplo é muito utilizado como teste para formulacdes que apresentem como
objetivo a analise dindmica de estruturas.

Na analise é investigado o comportamento do grau de liberdade horizontal dos nés

em que a forga de tracdo encontra-se aplicada.
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SECAO TRANSVERSAL
— F
h
H ux

| [ | <5

Figura 5.1 — Esquema da barra engastada.

Os dados de entrada para o problema sdo apresentados no Quadro 5.1.

Quadro 5.1 — Dados de entrada do exemplo 1.
E=1
L=10
h=1
b=1 (espessura)
p=1
c,=0
At=1
v =0 (coeficiente de Poisson)

A barra foi discretizada em 20 elementos finitos e o grafico de carregamento é

apresentado na Figura 5.2.

t

Figura 5.2 — Grafico de carregamento do exemplo 1.

Na Figura 5.3 encontra-se a solugdo numérica, do deslocamento horizontal, obtida

com a utilizacéo da formula¢do numeérica posicional dinédmica.
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2.0

1.5

1.0 1

0.5

0.0 . . . . . . . |
0 20 40 60 80

t

Figura 5.3 — Tempo x deslocamento horizontal do grau de liberdade analisado.

Este resultado esta em concordancia com a resposta analitica do problema, que
apresenta pico maximo de 2 e espaco temporal entre picos de 40. As oscilacdes e 0

amortecimento sdo devidos a discretiza¢do adotada.

5.3 EXEMPLO 2 - VIGA ENGASTADA AMORTECIDA

No segundo exemplo analisa-se 0 caso de uma viga engastada submetida a uma

carga transversal dinamica em sua extremidade, conforme Figura 5.4.

F(t)
SECAO TRANSVERSAL
v
Ih
U, <—

| L I

Figura 5.4 — Esquema da viga engastada.

Este exemplo pode ser utilizado como teste para o termo da formulagéo relacionado

ao amortecimento e pode ser encontrado em GRECO (2004).
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Os dados de entrada para o problema sdo apresentados no Quadro 5.2.

Quadro 5.2 — Dados de entrada do exemplo 2.

210,010° Pa
L=120m

E=

0,1856 m

h:

1m (espessura)

b
o)

81N s?/m*

=1691,
Cm

200s™
0 (coeficiente de Poisson)

V=

Na andlise, a viga foi discretizada em 80 elementos finitos e aplicou-se um

carregamento dindmico de impacto na extremidade livre da viga (Figura 5.5).

F(N)

t(s)

510°

Figura 5.5 — Gréafico de carregamento do exemplo 2.

—e— Solugdo Dindmica sem amortecimento
—e— Solugdo Dindmica com amortecimento

T e

0000 o 5 ¢ q,
000000 o\u\.\n‘n\-\nwn\-.flu
'o-,-!-fo'-'o(;o’-

o0-0—0—0—0—0—0

lay...f..\-i.f.!.f.'
00009 ¢ ,,

-\-\n\.\-\-wo‘-kl

), e

L SR e nteqese,
POy AR
Csu-\.\-\*qq‘ow\blt.?ﬂz S H"e—e—0—0

T
0.01

0.06

00— VP-N-0g0-4 0
» * I.’l.\.l.\:l‘l'v‘l‘l.r
T T T T
n < (a2} N - o
8 S 3 S S 3
IS IS IS o o o
(w) AN

0.00

t(s)

Figura 5.6 — Tempo x deslocamento do grau de liberdade analisado.
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Para se processar este exemplo em codigo computacional de chapa adota-se v=0,
permitindo-se que se utilizem as dimensdes estabelecidas na Figura 5.4.

Na Figura 5.6 encontra-se a solugdo numérica, do deslocamento vertical, obtida com
a utilizacdo da formulacdo numérica posicional dindmica. Apresenta-se a resposta dinamica
elastica para as situacbes sem amortecimento e amortecida. Os resultados estdo

praticamente iguais aos da referéncia, omitindo-se detalhes das comparagdes.

5.4 EXEMPLO 3 - VIGA ENGASTADA SUBMETIDA A UM CARREGAMENTO
TRANSVERSAL

No terceiro exemplo analisa-se uma viga engastada (Figura 5.7) submetida a um
carregamento transversal cujo esquema encontra-se demonstrado na Figura 5.8. Este
exemplo pode ser encontrado no artigo de BEHDINAN et al. (1998) e em GRECO (2004).

F ()
SEGAO TRANSVERSAL
\4
Ih
U, <—
Y <5

I L I

Figura 5.7 — Esquema da viga engastada.

Os dados de entrada para o problema sdo apresentados no Quadro 5.3.

Quadro 5.3 — Dados de entrada do exemplo 3.
E =30000 ksi

L=120in
h=10,627 in
b=1in (espessura)
p=9,4116 10°Ibs? /in*
c,=0s"
At=0,01s
v =0 (coeficiente de Poisson)
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F(t)

F(lb) f-------

t(s)

0,2

Figura 5.8 — Gréafico de carregamento do exemplo 2.

Na analise, a viga foi discretizada em 80 elementos finitos e foram aplicados dois
carregamentos distintos iguais a F =100000 Ib e F =500000 Ib (Figura 5.8).
Nas Figuras 5.9 e 5.10 encontram-se a solugcdo numérica obtida com a utilizacéo da

formulacdo posicional dindmica para os deslocamentos segundo os graus de liberdade

horizontal e vertical do n6 em que a carga esta aplicada.

IR R B A
AN
AT ARARRNARAYE
21 LD
el )W oW oUW U U
) '/ ] luca |
o] e Solucto para cargn de 100000 b
]
.
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 tO(:) 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0

Figura 5.9 — Tempo x deslocamento do grau de liberdade horizontal.

A Figura 5.13 mostra a configuracdo deformada final da viga para F =100000 Ib.
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80
L] ] L] ] -~ - -
.y N N LY = n n un
T R R
AV NN
O T T
ihd ® M a e = o=
50 | [ =
g 40 1 ./ —a— Solugdo para carga de 500000 Ib
5 E / —— Solugao para carga de 100000 Ib
304 u
204 /. onovoﬁ.ovon. v’ﬂﬁ ohO.v.o’
10 /'.oJ
| =
0"3'|'|'|'|'|'|'|'|'|'|
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
t(s)

Figura 5.10 — Tempo x deslocamento do grau de liberdade vertical.

As Figuras 5.11 e 5.12 mostram os graficos dos deslocamentos segundo 0s graus de

liberdade horizontal e vertical retirados de GRECO (2004), onde se utilizou elementos de

barra.

F=100000 Ib
—e— Solucdo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)

—a— Solucdo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)

F=500000 Ib
—>— Solucdo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)

—&— Solucdo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)

0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1,0
t[s]

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

Figura 5.11 — Tempo x deslocamento do grau de liberdade horizontal.
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F=100000 Ib

—— Solugao Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)
—#a— Solucdo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)
F=500000 Ib

—— Solugao Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)

—&— Solugdo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)

120
110-
100

90

80
70
60
50
40
30

Uy [in]

10

20 A

7 A—
00 01 02

0,3

— . . . .
04 05 06 07 08 09 10
t[s]

Figura 5.12 — Tempo x deslocamento do grau de liberdade vertical.

LEGENDA DESLOCAMENTO CONFIGURACAO DESLOCADAFINAL - t =0, 25 S
Legenda:
0E5E72
I 005220
048433 A A AT GO SO Wnr
e AT
B oisars ‘-‘w'“‘“"""::::;..

222381

—-2.50044
. —3.37696
—-3.495345

LEGENDA DESLOCAMENTO
VERTICAL

Legenda:

0.00000
I -2.52041

-5.64062

-G.46124

. -11.28165

—-14.10206
-16.92245

. -19.74289
—22 5E330

CONFIGURAGAO DESLOCADA FINAL-t=0,25s

Figura 5.13 — Configuracéo deslocada final da viga para F =100000 Ib.
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A Figura 5.14 mostra a configuracédo deslocada final da viga para F =500000 Ib.

LEGENDA DESLOCAMENTO CONFIGURAGAO DESLOCADAFINAL-t=0,35s
DESLOCAMENTO

Legenda:

139535
I -3.52542

-8.446149

-13.36695
-15.28772
-23.20545
-25.12926

—33.05003

. —37 97050 i
v
LEGENDA < t=0.35
DESLOCAMENTO CONFIGURAGAO DESLOCADAFINAL -t =0,35s
VERTICAL

Legenda:

000000
I -8.76273

-19.52558

R e
AR A AT AT RV AT

—-289 28536
-38.05115
-45.51354
-58.57673
-65.33951

'y
. 7810230 9

Figura 5.14 — Configuracéo deslocada final da viga para F =500000 Ib.

Analisando-se as Figuras de 5.9 a 5.12, percebe-se que 0s resultados obtidos com a
presente formulacdo sdo coincidentes com GRECO (2004).

5.5 EXEMPLO 4 - VIGA ENGASTADA COM AMORTECIMENTO SUBMETIDA
A UM CARREGAMENTO TRANSVERSAL

Como quarto exemplo, analisa-se 0 caso de uma viga engastada com amortecimento
e submetida a um carregamento transversal de impacto (Figura 5.15). Este exemplo pode
ser encontrado no artigo de BEHDINAN et al. (1998).

Os dados de entrada para o problema sdo apresentados no Quadro 5.4.
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F ()
SEGAO TRANSVERSAL
\4
Ih
U, <—
Y <5

| L I

Figura 5.15 — Esquema da viga engastada.

Quadro 5.4 — Dados de entrada do exemplo 4.
E =30000 ksi

L=120in
h=10,627in
b=1in (espessura)
p=9,4116 10°Ibs? /in*
c,=0s"
At=0,01s
v =0 (coeficiente de Poisson)

F(t)

F(lb) [-------

t(s)

0,2 0,4

Figura 5.16 — Grafico de carregamento do exemplo 2.

Na andlise, a viga foi discretizada em 80 elementos finitos e foi aplicado um
carregamento igual a 100000 Ib .
Na Figura 5.17 encontra-se a solugcdo numeérica para o deslocamento vertical do no

em que a carga esta aplicada.
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304

25 -
20
=
LY |
"
15 4 f.\
—_ = °
c | ]
S
5 . .
S
0-' EEE g
am Om
] v
-5
-10 : r : ; . ; . ; . .
0.0 05 1.0 15 2.0 25

t(s)

Figura 5.17 — Tempo x deslocamento do grau de liberdade vertical.

5.6 EXEMPLO 5 - CONJUNTO BIELA - MANIVELA

Como quinto exemplo, verifica-se a eficiéncia do programa na analise de um
conjunto biela-manivela (Figura 5.18). Este exemplo foi baseado em CODA et al (2005),

onde se utilizou elementos de barra.

MANIVELA

Figura 5.18 — Esquema do conjunto biela-manivela.
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Na Figura 5.18, 0 ponto A representa um né pertencente simultaneamente a biela e a

manivela enquanto que o ponto B representa o centro de giro do conjunto.

A manivela é composta por um retangulo com dimensdes H,, e L,, e por duas
semi-circunferéncias, de raio R, e R,, nas extremidades. Os pontos A e B ficam

localizados no centro de cada extremidade (menores lados) do retangulo.

Os dados de entrada para o problema sdo apresentados no Quadro 5.5.

Quadro 5.5 — Dados de entrada do exemplo 5.
E=2,110° kg/cm-s?
L, =14,4cm
Hg=2cm
hy =1cm (espessura)
L, =10,0cm
H,, =2R =2R,=9cm
h, =1cm (espessura)
R, =4,5cm
R, =4,5cm
p =0,00790 kg/cm®
c,=5s"
At =0,00025s
v =0 (coeficiente de Poisson)

A forca F =100010° kg.cm/s® encontra-se aplicada durante o tempo em que a

manivela permanece proxima a posi¢ao de maximo aproveitamento de forca.
No Quadro 5.6, apresentam-se as condi¢fes em que a for¢a F encontra-se aplicada,

considerando-se o sistema de eixos (fixo) adotado na Figura 5.18.

Quadro 5.6 — Condicdes para aplicacdo da forca F .
-14,10< X, <5,10

X. <0

No Quadro 5.6, X. representa a posi¢éo horizontal do ponto de aplicacéo da forca

F.
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Na anélise, o conjunto biela-manivela foi discretizado em 381 elementos e foram

utilizados 6000 passos de tempo. Na Figura 5.19 apresenta-se o0 conjunto biela-manivela

com sua respectiva discretizacdo de malha. Neste exemplo ndo se preocupou com a

qualidade da malha, apenas em verificar o funcionamento do codigo para problemas com

grandes rotagdes e mudancas de posigéo.

Figura 5.19 — Discretizacdo de malha do conjunto biela-manivela.

Os parametros do integrador de Newmark adotados foram idénticos aos utilizados
em CODA et al (2005), sendo os mesmos iguaisa y=0,55e £=0,30.

Na Figura 5.20 encontra-se a solucdo numerica da velocidade angular do centro de

giro em funcdo do tempo obtida com a utilizacdo da formulacdo numérica posicional

dinamica.

velocidade angular (rad/s)

500

400

300+

200+

100

LI I R B R A R R A R —
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 12 14 16

t(s)

Figura 5.20 —Tempo x deslocamento angular no centro de giro.
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LDEEGSIil\(I)E():A CONF. DESLOCADA PARA CONF.DESLOCADA PARA LEGENDA LI;EISSI?_’\(I)%A
HORIZONTAL LEGENDA DESL. HORIZONTAL DESL. VERTICAL VERTICAL

t=0,0125s

Legenda: Legenda:
1278830 6.73353
1067546 536055
SETEE 402758
AR 2 B7460
4.34895 18
223812 (\ pll=lss
D - ~ " -1 38433
I Jp— : I 273730
—\FETER —4.09025
t=0,025s

Legenda:

Legenda:
2271510

595552
18.75124

493096
1475737

0.85609
10.82350

-3.19577
665964

-7 26364
289575

11 32851
-1.06808

-15.30337

-5.03196
I -19.45523

-5.959552

-23.52310

t=0,0325s

Legenda: Legenda:
9 B90E4 7.27198
757048 343616
545011 -0, 389966
332875 -4 23549
1.20933 -5.07131
-0.910895 -11.80713
-3.03134 -15.74296
I -5.15171 I -19.57878
-7.27207 -23.41460
t=0,0425s
Legenda: Legenda:
142815 142830
053129 0.75038
0.23441 0.07246
-0.36243 -0.60546
-0 95837 -1.26335
-155625 -1.596129
-2.15314 -2 63321

I 275002 I 331713
-3.34591 -3.89505

Figura 5.21 — Configuracdes deslocadas do conjunto biela-manivela para alguns instantes de tempo.
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Na Figura 5.21 encontram-se as configuragdes deslocadas do conjunto biela-
manivela para alguns valores de tempo.

Para um melhor entendimento do comportamento mecénico do conjunto biela-
manivela é interessante a realizacdo de uma anélise de tensdes. Neste caso, realiza-se um
breve estudo da distribuicdo das tensbes o, € o, ao longo do conjunto biela manivela
durante um determinado instante de tempo.

Na Figura 5.22 apresenta-se a distribuicdo das tensoes (o, € o) para o instante de

tempo t=0,075s.

LEGENDA DE TENSOES s cho SBES {—0.0755
_ DISTRIBUICAO DE TENSOES O, - L =V,
G, (x10™* MPa) x

Legenda:

9000000000
B7FFT IR
45555 55556
23353.33333
matm
211111111
—43333.33333

-B5555.55556
I =G77FTFIITE
—110000.0000

LEGENDA DE TENSOES
o, (<10 MPa)

DISTRIBUICAO DE TENSOES O, -t = 0,075s

Legenda:

H0000.00000
BYFTT TG
45555.55556
2333333333
IRRRMARRR
2111111111
-43333.335333

-E5555.55556
I —SFTFT IS
=110000.0000

Figura 5.22 — Distribuicdo de tensdo no conjunto biela manivela durante um instante de tempo
t=0,075s.
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Observando-se a Figura 5.22 percebe-se que a distribuicdo da tenséo o, indica que,

durante a aplicacdo da forca e aceleracdo de rotacdo no sentido horério, a parte superior da

biela encontra-se tracionada longitudinalmente enquanto que a parte inferior comprimida.

LEGENDA DE TENSOES - . t=0.0755s
_ DISTRIBUIGAO DE TENSOES o, -1 =0,
5, (x10™* MPa) L

Legenda:

90000.00000
B7777FIITE
45555 55556
2FI55.33333
matm
211111111
-43333.33333

-B5555.55556
I =G77FTFIITE
—110000.0000

LEGENDA DE TENSOES
o, (x10* MPa)

DISTRIBUIGAO DE TENSOES 0, -t =0,0755s

Legenda:

000000000
Y7 TG
45555 55556
233353.33335
IRRRMARRR
211111111
—43333.335333

-B5555.55556
I —GFTFT TS
=110000.0000

Figura 5.23 — Distribuicdo de tensdo (dire¢Bes principais) no conjunto biela manivela durante um
instante de tempo.

Para se obter os valores destas tensdes segundo a direcdo do eixo da biela faz-se a

analise das tensdes principais na Figura 5.23. A tensdo o; mostra o nivel de tracéo da parte
superior da biela enquanto os outros valores de o, sdo menores e na dire¢éo transversal da

biela. Os valores da tensdo o, indicam o nivel da tensdo de compressdo na parte inferior da
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biela enquanto os outros valores de o, sdo menores (em modulo) e estdo na diregdo

transversal ao eixo da biela.

5.7 EXEMPLO 6 - IMPACTO UNIDIRECIONAL ENTRE BARRA E ANTEPARO
RIGIDO

Com este exemplo inicia-se a secdo de exemplos dindmicos com impacto.
Inicialmente analisa-se o caso do impacto entre uma barra, com velocidade constante, e um
anteparo rigido (Figura 5.24). Este exemplo pode ser encontrado em TAYLOR &
PAPADOPOQULOS (1993). As variaveis envolvidas no problema sdo consideradas como

adimensionais.

SEGAO TRANSVERSAL X =100

Figura 5.24 — Esquema do impacto entre barra e anteparo rigido.

Os dados de entrada para o problema s&o apresentados no Quadro 5.7.

Quadro 5.7 — Dados de entrada do exemplo 6.
E=1
L=10
h=1
b =1 (espessura)
p=1
c,=0
0 =0,0075
v =0 (coeficiente de Poisson)
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Na andlise, a barra foi discretizada em 20 elementos finitos e foi utilizado um
intervalo de tempo At =0,0001.

Foram investigados os comportamentos do deslocamento e da velocidade no eixo da
barra ap6s o impacto no instante t=5. As respostas obtidas, atraves da formulacdo
numérica, foram comparadas com a solucao analitica do problema.

Na Figura 5.25 apresenta-se a solugdo numérica dos deslocamentos ao longo do

eixo da barra no instante t =5 .

509-8-8-8-8-0-8-8-0-0-8-8-0-8-8-8
4,5+
4,0

3,5

3,0 1

2,5+ —a&— Solugdo Numérica
1 —— Solucdo Analitica

2,0 1

Deslocamento

1,54
1,04

0,5

o+

Barra

Figura 5.25 — Coordenada do ponto ao longo do eixo x deslocamento para t =5 .

Na Figura 5.26 apresenta-se a solugdo numérica da velocidade ao longo do eixo da
barra no instante t =5.

Observando-se a Figura 5.26, percebe-se que no tempo t=5 a onda de impacto se
encontra no meio da barra ocasionando um salto de valores na velocidade, exatamente nesta
posicdo. A partir da Figura 5.25 (deslocamentos do eixo da barra), verifica-se que no
instante t =5 metade da barra apresentou efeitos da limitagdo ao deslocamento provocada

pelo impacto no anteparo rigido.
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110 4
100 B ]
90
80
70 _ -
E —&— Solucdo Numérica
L 907 —— Soluc&o Analitica
£ 504
3 1
S 404
g i
30
20
10
0 L R o e o R R e o e
-10 ; : , : .
0 2 4 6 8 10

barra

Figura 5.26 — Coordenada do ponto ao longo do eixo x deslocamento para t =5.

Analisando-se as Figuras 5.25 e 5.26 percebe-se que a formulacdo implementada

apresentou excelentes resultados, fazendo com que as respostas encontradas coincidissem

com a solucéo analitica do problema.

5.8 EXEMPLO 7 - IM
RIGIDO

PACTO UNIDIRECIONAL ENTRE BARRA E ANTEPARO

Este exemplo trata do impacto axial entre uma barra uniforme, com velocidade

constante, com um anteparo rigido (Figura 5.27). Este exemplo pode ser encontrado em
ARMERO & PETOCZ (1998). As varidveis envolvidas no problema sdo consideradas

como adimensionais.

Os dados de entrada para o problema séo apresentados no Quadro 5.8.

Quadro 5.8 — Dados de entrada do exemplo 7.

E=1
L=1
h=1
b =1 (espessura)
p=1
c,=0
6=0,05
v =0 (coeficiente de Poisson)
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SECAO TRANSVERSAL

[

<5

X =0,5
S
|
<
L

Figura 5.27 — Esquema do impacto entre barra e anteparo rigido.

Na andlise, a barra foi discretizada em 20 elementos finitos e foi utilizado um

intervalo de tempo At =0,01.

Foram investigados os comportamentos da forca de contato e da velocidade dos nés

que sofreram impacto. As respostas obtidas, através da formulacdo numérica, foram

comparadas com a solucdo analitica do problema.

Na Figura 5.28 apresenta-se a solu¢do numérica da velocidade dos nés que sofreram

impacto.

0,6
0,5 —-I
04-
0,3—-
0,2—-

0,14

—#&— Solucdo Numérica
—— Solucao Analitica

0,0

-0,1
]

Velocidade

-0,2 4
-0,34
-0,4

0,5

0,00

T
0,25

T
0,50

T
0,75

1,00 1,25 150 1,75

t

2,25

1
2,50

Figura 5.28 — Tempo x velocidade horizontal do ponto que sofre impacto.
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Na Figura 5.29 encontra-se a solu¢cdo numérica da forca de contato dos nds que

74

sofreram impacto.
0,00 - —
4 [
-0,05 u
. .
-0,10 -
] "
-0,15 = - "
j —#— Solucdo Numérica .
-0,20 —e— Solugdo Analitica =
4 [ |
-0,25 .
- u
=4 - - [ |
§ 0,30 ] ..
L 0,35 =
4 | ]
-0,40 -
-0,45 !
-0,50 b
-0,55
-0,60 -7 r ' 1 1 ~1r 11 r1 1 1 1 "1 ' 1
o0 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20 22 24
t
Figura 5.29 — Tempo x posic¢ao horizontal do ponto que sofre impacto

Observando-se a Figura 5.28 percebe-se que o impacto ocasiona um salto de
velocidade na extremidade da barra. No periodo de duragdo do impacto (t=2) a
velocidade dos pontos em contato é praticamente nula, aumentando de valor logo apo6s o
impacto, porem com sentido contrério ao movimento inicial. Deve-se comentar que a
solucdo analitica, baseada em conservagdo da quantidade de movimento, apresenta como

velocidade de reflexdo a velocidade média final do corpo e ndo do ponto em questdo, vide

exemplo 8.

5.9 EXEMPLO 8 - IMPACTO UNIDIRECIONAL ENTRE DUAS BARRAS

Como terceiro exemplo dinamico, com existéncia de impacto, estuda-se o caso do

impacto entre duas barras iguais (Figura 5.30), apresentando mesma velocidade inicial, mas
se movimentando em sentidos opostos. Este exemplo pode ser encontrado em

CARPENTER et al (1991) e em GRECO & CODA (2004).
Na analise, discretiza-se a barra em 20 elementos finitos e utiliza-se um intervalo de

tempo At=0,510"°s.
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Os dados de entrada para o problema séo apresentados no Quadro 5.9.

X, =202,2in/s X, =202,2in/s
E— <
| |
S I I I
10in S 10in

Figura 5.30 — Esquema das duas barras.

Quadro 5.9 — Dados de entrada do exemplo 8.
E =30000, 0 ksi

L=10in
h=1in
b=1in (espessura)
p=17,33710"Ibs* /in*
c,=0s"
0=0,02in
v =0 (coeficiente de Poisson)

Como as duas barras apresentam mesma velocidade, o problema pode ser

considerado como o impacto entre uma barra e um anteparo rigido, conforme Figura 5.31.

0
%
. [«
SECAO TRANSVERSAL X =202,2in/s
_—

I |

<5 -

Figura 5.31 — Esquema do impacto entre barra e anteparo rigido.
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Foram investigados os comportamentos dos graus de liberdade horizontais, das
forcas de contato e das velocidades dos nds que sofreram impacto inicialmente. As
respostas obtidas, através da formulacdo numérica foram comparadas com a solugdo
analitica do problema, que pode ser encontrada em CARPENTER et al (1991).

Na Figura 5.32 apresenta-se a solu¢do numérica obtida com a formulag&o posicional
dindmica para a posicdo horizontal dos nds que sofreram impacto.

Na Figura 5.33 apresenta-se o comportamento da velocidade horizontal, dos nds que
sofrem impacto inicialmente, ao longo do tempo.

Por fim, na Figura 5.34 analisa-se o comportamento da forca de contato, do ponto
que sofre impacto na barra 1, ao longo do tempo.

A resposta numeérica, apresentada na Figura 5.34, trata do somatério dos valores de

forca de contato nodais obtidos para os n6s que sofreram impacto.

10,011

10,010

10,009 —
10,008 —
10,007 —
10,006 —

10,005 H

X (in)

—a&— Solucdo Analitica

10,004 a o
—&— Solucdo Numérica

10,003

10,002

10,001

10,000 -} . , . , . , . , .
0,00000 0,00004 0,00008 0,00012 0,00016 0,00020

t(s)

Figura 5.32 — Tempo x posi¢do horizontal do ponto que sofre impacto.

Na Figura 5.32 percebe-se que a posicéo horizontal da barra cresce linearmente até
o0 instante da colisio (t=4,945510"°s). O impacto ocorre aproximadamente entre os
tempos t =4,9455x107°s e t =16x10"°s, quando a barra se desprende do anteparo rigido

e retorna.
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Analisando-se a Figura 5.33, percebe-se que apds a separagdo das barras a
velocidade do ponto em estudo oscila em relagdo a velocidade de —202,2in/s. Este fato
pode ser justificado pelo movimento oscilatério apresentado pela barra apds o impacto, nao
sendo representado pela solugdo analitica simplificada e baseada em conservacdo da

quantidade de movimento. Novamente as solu¢Ges numéricas estdo em 6tima concordancia

com as analiticas.

250
200 L

150

100 1 —&— Solug&o Analitica
| —&— Solucdo Numérica

50 4
0

-50 4

velocidade (in/s)

-100
-150

-200

- ot
0,00000 0,00005 0,00010 0,00015 0,00020 0,00025 0,00030 0,00035 0,00040

t(s)

Figura 5.33 — Tempo x velocidade horizontal do ponto que sofre impacto.

\

0
-5000

-10000

-15000

-20000

-25000

cont

-30000

-35000

—&— Solucéo Analitica

-40000
—— Solugdo Numérica

-45000

-50000
0,00000

T T T T T T T 1
0,00004 0,00008 0,00012 0,00016 0,00020

t(s)

Figura 5.34 — Tempo x forca de contato horizontal do ponto que sofre impacto.
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5.10 EXEMPLO 9 - IMPACTO DE ANEL E ANTEPARO RIGIDO

Como segundo exemplo de impacto, analisa-se 0 caso do impacto entre uma malha
anelar e um anteparo rigido horizontal (Figura 5.35). A estrutura se movimenta seguindo
uma trajetoria inclinada em relagdo ao anteparo e com velocidade constante.

Este exemplo foi baseado em WRIGGERS et al (1990) e GRECO (2004). Neste

exemplo, as varidveis sdo consideradas adimensionais.

ext

Figura 5.35 — Esquema do impacto de anel e anteparo rigido.

Os dados de entrada para o problema séo apresentados no Quadro 5.10.

Quadro 5.10 — Dados de entrada do exemplo 9.
E =100,0

D, =20
D,, =18
b=1 (espessura)
p=0,01
c,=0s™
v =0 (coeficiente de Poisson)

Na Figura 5.36 apresenta-se a estrutura anelar com sua respectiva discretizacdo de
malha.

Na anélise, a estrutura anelar foi discretizada em 80 elementos finitos e foi adotado
um intervalo de tempo igual a At =0,05.

Na Figura 5.37 apresenta-se a configuracdo deslocada da estrutura anelar para o

€aso sem atrito.
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Figura 5.36 — Discretizacdo de malha do anel.

LEG. DESLOC. LEG. DESLOC.
HORIZONTAL CONF. DESLOCADA HORIZONTAL CONF. DESLOCADA VERTICAL VERTICAL
t=5s t=5s
Legenda: Legenda:
14.06150 000000
13.04539 —1 40108
12.03128 -280215
1.01817 -4 20323
10.00107 -5 E0430
£ HE596 -7 00536
7 57085 -6 40645
. £ H5574 I -6.80753
5 54063 ~11 20860
Legenda: Legenda:
22 78500 000000
2208915 -0.82225
21 39335 -1 54457
20 9753 -2 7EAS
2000170 —3 65913
19.30588 —4E1141
18.61005 -5 53370
. 17 41422 I -G 45598
17.21840 -7 37826
t=20s t=20s
Legenda: Legenda:
4173300 11 67820
4130215 11.28315
4087130 1090710
4044045 1052105
4000960 10.13501
38 57675 9 74596
38.14790 936291
I 3871705 I 8 7RG
38.28620 558081

Figura 5.37 — Configuragéo deslocada da estrutura anelar.
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5.11 EXEMPLO 10 - IMPACTO DE UM DISCO E ANTEPARO RIGIDO

Como segundo exemplo de impacto, analisa-se o caso do impacto entre um disco e
um anteparo rigido horizontal (Figura 5.38). A estrutura se movimenta seguindo uma

trajetdria inclinada em relacdo ao anteparo e com velocidade constante.

Figura 5.38 — Esquema do impacto de disco e anteparo rigido.
Os dados de entrada para o problema séo apresentados no Quadro 5.11.

Quadro 5.11 — Dados de entrada do exemplo 10.
E=10
D=20
b=1 (espessura)
p=0,01
¢, =0s"
Andlise | - v =0 (coeficiente de Poisson)
Anédlise Il - v =0,3 (coeficiente de Poisson)

Para o estudo realizam-se duas anélises, inicialmente faz-se o coeficiente de Poisson
igual a zero e depois diferente de zero para verificar a sua influéncia nos resultados obtidos.

Na Figura 5.39 apresenta-se o disco com sua respectiva discretizagdo de malha.

Figura 5.39 — Discretizacdo de malha do disco.
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Na analise, o disco foi discretizado em 138 elementos finitos e foi adotado um
intervalo de tempo igual a At=0,05.
Na Figura 5.40 apresenta-se a configuracdo deslocada do disco para o caso sem

atrito e com coeficiente de Poisson v =0.

LECERoA CONF. DESLOCADA PARA LEGENDA CONF.DESLOCADA PARA LEGENDA LECEROA
HORIZONTAL VERTICAL
t=5s t=5s
Legenda: Legenda:
24 45120 0.00000
2334425 -1 40888
22 22730 -381785
2111035 -5 72662
1999340 -7 63580
18 87645 -3.54488
17 75850 -11 45385
. 16 64255 l -13.36263
15 52560 -15.271580
Legenda: Legenda:
3218140 0.00000
a1 G453 040121
3110165 180243
3055678 -2 70365
50.01190 -3 .B0456
29 45703 -4 50605
2682215 540729
I 28 37725 . - 30651
27 83240 -7.20972
Legenda: Legendaz
59.23060 1958810
58.91323 19.21421
55.59585 1884033
5827845 18 46644
5796110 18.09255
57 64373 17 71866
57 32635 17 34478
. 57.00898 . 1697089
56 68160 16.99700

Figura 5.40 — Configuracao deslocada do disco.

Na Figura 5.41 apresenta-se a configuracdo deslocada do disco para o caso sem

atrito e com coeficiente de Poisson v =0, 3.
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LEGENDA CONF. DESLOCADA PARA LEGENDA CONF. DESLOCADA PARA LEGENDA LEGENDA
DESLOC. HORIZONTAL VERTICAL DESLOC.
HORIZONTAL VERTICAL
t=5s t=5s
Legenda: Legenda:
25,17260 0,00000
I 23 88038 I -1,79134
22 53315 -3 53268
21,29533 -5,37401
20,00370 -7,16535
18,71143 -8,95659
17,41925 -10,74803
I 18,12703 . -12, 53536
14,E3480 -14,33070
Legenda: Legenda:
30,33530 ,00000
30,56534 I3 -01,59153
I pI I
30,4345 é}g& -1,38316
30,20441 S -
¥ ﬂ%ﬁ" 207474
20,97395 Ef -2,76632
20,74343 b -3,45789
HH
20,51303 Fe -4,14947
I 29, 28256 . -4,84105
20,05210 -5 53263
t=15s t=15s
Legenda: Legenda:
62, 15560 21,2930
I £1,52085 A ) I 21,34121
Fabe, o
£1,07513 AV g 20,75313
: 5 Flaigeel N '
B0,52939 FHEEEIEN V%! £ 20,16504
A e L
£9,93355 SR 1957695
SRR i
£9,43791 ) 9 18,9333
Ty
58,83218 18 40074
I 58,34644 . 1781269
57,30070 17,2460

Figura 5.41 — Configuracao deslocada do disco.

Observando-se as Figuras 5.40 e 5.41, percebe-se claramente o efeito do coeficiente

de Poisson na configuracdo deformada do disco ao longo do tempo. Com o coeficiente de

Poisson diferente de zero a esfera apresentou uma configuracdo deformada mais esticada

horizontalmente do que quando foi admitido igual a zero, além disso, no conjunto, se

mostrou levemente mais rigida adiantando a saida na reflexdo.
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CAPITULO 6
CONCLUSOES

Esta dissertacdo tem como objetivo principal o estudo do comportamento dindmico
ndo linear geométrico de solidos bidimensionais. Apresenta-se uma formulacéo
implementada e testada em exemplos conhecidos, para se analisar via Método dos
Elementos Finitos (MEF), o comportamento dindmico ndo linear geométrico de solidos
bidimensionais com possivel consideracdo de impacto.

Um dos principais pontos em relacdo ao tema abordado nesta dissertacdo é que ele
contempla temas relacionados a algumas das principais linhas de pesquisa em Engenharia
de Estruturas, como: ndo linearidade geométrica, dindmica das estruturas e impacto.

Para a consideracdo do comportamento ndo linear geometrico, apresenta-se e
aprimora-se no capitulo 2 uma formulagdo posicional estatica, desenvolvida em CODA
(2003), para o tratamento de soélidos bidimensionais considerando-se grandes
deslocamentos.

Valida-se a formulagdo ndo linear geométrica posicional estatica atraves de
exemplos conhecidos da literatura cientifica. Nos exemplos analisados a formulacdo
implementada apresentou excelentes resultados quando comparada com solucdo analitica
ou trabalhos da literatura.

No capitulo 4, a formulacdo NLG posicional € aqui expandida para o caso dinamico.
A consideracdo do comportamento dindmico da estrutura é realizada atraves da
incorporacao, no cédigo computacional, de um algoritmo de integracdo temporal baseado
na familia de integradores temporais de Newmark (GRECO & CODA, 2006). A adocao do
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algoritmo de integracdo temporal da Regra Trapezoidal se restringe a problemas
envolvendo estruturas convencionais (sem consideracdo de impacto).

Da mesma forma que o codigo computacional ndo linear geométrico estatico, o
codigo dindmico ndo linear geométrico desenvolvido é validado considerando-se
tradicionais exemplos da literatura cientifica, apresentando excelentes resultados quando
comparados com a literatura pesquisada.

E importante observar que para o caso do exemplo da Biela- manivela ndo se adota
para a consideracdo do problema dindmico, o algoritmo da Regra Trapezoidal e sim um

algoritmo da familia Newmark modificado através dos parametros y =0,55 e £ =0,30.

Os parametros adotados neste exemplo séo justificados em CODA et al (2005) por obter
resultados mais estaveis e precisos na analise de maquinas em alta rotag&o.

Por fim, o codigo computacional implementado € mais uma vez expandido com a
possibilidade de se considerar o impacto entre estruturas e anteparos rigidos. A inclusao do
impacto € realizada com um esquema simplificado, baseado em SIMO et al (1986) e
GRECO (2004), que consiste na limitacdo de posicBes dos nds impactantes da estrutura.

E importante enfatizar que para estruturas com comportamento dindmico n&o
convencionais (com consideracdo de impacto), a utilizacdo do algoritmo de integracdo
temporal da regra trapezoidal pode gerar respostas instaveis. Estas instabilidades na solugéo

desaparecem quando o algoritmo de Newmark cléssico (y =0,5 e #=0,25) é substituido
pelo algoritmo de Newmark modificado por HU (1997) (¥ =15 e £=1,0).

Um ponto importante para o esquema de impacto implementado € que para alguns
exemplos é importante a consideracdo de At pequeno, pois quando ndo sdo podem fazer
com que exista um amortecimento numeérico indesejavel que pode resultar em erro de fase.
Este fendmeno pode ser explicado por o algoritmo de Newmark modificado por HU (1997)
ser classificado em incondicionalmente estavel, para qualquer At existe resposta, e em
convergente, quanto menor At a resposta converge para a resposta esperada.

Com a inclusdo do impacto no cddigo computacional ndo linear geométrico
dindmico, 0 mesmo passa a ter a capacidade de analisar o impacto, sem atrito, entre solidos

bidimensionais e anteparos rigidos.
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O codigo ndo linear geométrico com impacto é testado em exemplos existentes na
literatura consultada, apresentando resultados muito bons quando comparados com a
mesma ou com suas respectivas solucées analiticas.

Portanto, com todos 0s aspectos acima citados, tem-se que 0s objetivos desta
dissertacdo de mestrado foram devidamente cumpridos, com o estudo e posterior
implementagdo de uma formulacdo ndo linear geometrica dindmica para soélidos
bidimensionais, com capacidade de se analisar problemas dindmicos convencionais ou nao
convencionais.

Definem-se como desenvolvimentos futuros a consideracdo de mais tipos de
impacto, incluséo do atrito, consideracdo de mais estruturas envolvidas e a implementacao

da ndo linearidade fisica na formulagé&o.
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