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RESUMO

Lima Jr., E. T. (2006), Formulacdo do Método dos Elementos de Contorno
para Analise de Cascas Abatidas. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia

de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, 2006.

O presente trabalho trata da analise numérica de cascas abatidas com o
uso do Método dos Elementos de Contorno (MEC). A formulacéo é desenvolvida a
partir do acoplamento entre as equacdes integrais para flexdo de placas delgadas
e para estado plano de tensdo. No esquema implementado, os termos sobre o
contorno séo avaliados a partir de processos analiticos e numéricos de integracgao.
No caso das integrais de dominio, aplica-se um procedimento semi-analitico de
calculo sobre células discretas. A validacdo do modelo computacional
desenvolvido é feita com base em resultados da literatura, obtidos com uso do
método dos elementos finitos e dos elementos de contorno, além de solucdes

analiticas.

Palavras-chave: mecénica das estruturas, mecéanica computacional, método dos

elementos de contorno, cascas abatidas, integrais de dominio.



ABSTRACT

Lima Jr., E. T. (2006), Boundary Element Formulation for Shallow Shell
Analysis. M. Sc. Dissertation — Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade
de S&o Paulo, 2006.

The present work deals with the numerical analysis of shallow shells using
Boundary Element Method (BEM). The formulation is developed by coupling
integral equations of plate bending and plane stress elasticity. In the implemented
scheme, the boundary terms are evaluated with analytical and numerical
processes of integration. In the case of domain integrals, a semi-analytical
calculation procedure is applied on discrete cells. The validation of developed
computational model is made with results from other works, obtained by use of

BEM or finite element method, besides analytical solutions.

Keywords: Structural mechanics, computational mechanics, boundary element

method, shallow shells, domain integrals.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES GERAIS

O tema proposto no presente trabalho diz respeito ao desenvolvimento
de uma formulacdo para andlise de cascas abatidas a partir do Método dos
Elementos de Contorno (MEC). Pretende-se, desta forma, explorar diversos
problemas relacionados a elementos estruturais que apresentem curvaturas.
Como exemplos de aplicagdo pode-se citar o0s painéis utilizados em
carenagens de veiculos nas industrias mecanica e aeronautica, bem como seu
emprego em cascos de navios e embarcacbes em geral. No ambito da
engenharia civil, cascas abatidas aparecem com certa frequéncia de formas

diversas, especialmente em estruturas de cobertura.

1.2. BREVE HISTORICO

Desde o inicio do século XIX tem-se conhecimento de estudos acerca de
equacdes integrais, as quais sao a base do desenvolvimento do Método dos
Elementos de Contorno. Contudo, a primeira teoria classica das equacfes
integrais, onde os nucleos eram definidos e integraveis, é devida a Fredholm
(1903). O préprio Fredholm (1906) foi pioneiro na solugdo de problemas de
valor de contorno em elastostatica a partir de formulacéo integral linear. A partir
desse trabalho, o emprego de equacdes integrais ficou restrito a formula¢cdes
tedricas de dificil compreensédo pelos engenheiros, por serem métodos ditos
indiretos. Nestes a solucdo do problema era obtida através de fontes ficticias
aplicadas ao contorno que, apds sua determinacdo, permitiam o célculo das
variaveis fisicas do problema. Em 1967, Rizzo apresentou a primeira

formulacdo direta para o tratamento de equacdes integrais, onde os nudcleos
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dos integrandos continham as variaveis do problema. Com base na técnica
apresentada por Rizzo (1967), varios autores abordaram o problema, podendo-
se citar os trabalhos de Cruse (1969, 1973, 1974), que trataram de problemas
gerais da elasticidade bi e tridimensional, e Rizzo & Shippy (1968), que
apresentaram a proposta de introduzir sub-regiées no tratamento de dominios
nao-homogéneos.

Os chamados métodos de contorno tiveram grande avanco a partir da
tese de Lachat, apresentada a Universidade de Southampton em 1975, onde o
autor introduziu a simplicidade e elegancia que faltavam ao método,
imprimindo-lhe uma maior generalidade. A partir dos desenvolvimentos de
Lachat, as técnicas de resolucdo das equacles integrais passaram a ser
interpretadas como um método numérico. Consta que Brebbia (19782, 1978
foi o primeiro se referir a técnica como “Método dos Elementos de Contorno”
em seus trabalhos. Nestes, a obtencdo das equacgdes integrais foi feita a partir
do método dos residuos ponderados, com escolha conveniente da funcao
ponderadora. A partir do primeiro livro, publicado por Brebbia (1978%), o Método
passou a ser estudado de forma intensa em varios centros de pesquisa.

Telles & Brebbia (1979, 19802, 1980°) mostraram o uso do MEC em
problemas de elasto e viscoplasticidade, a partir da introducdo de campos de
tensdes ou deformacdes iniciais no equacionamento. Venturini (1982, 1984,
1988) e Venturini & Brebbia (1983, 1984) aplicaram o Método dos Elementos
de Contorno a problemas geotécnicos,inclusive na modelagem de materiais
com descontinuidades.

No desenvolvimento de formulacdes para analise de placas, a referéncia
inicial é devida a Jaswon et al. (1967), que resolveram a equa¢ao governante,
de natureza bi-harmonica, a partir de sua decomposicdo em duas equacdes
harmonicas, tratadas por formulagédo integral e posteriormente recombinadas.
De maneira similar, outros trabalhos foram apresentados, podendo-se citar:
Hansen (1976), Altiero & Sikarskie (1978) e Wu & Altiero (1979). A formulacao
direta para flexdo de placas foi consolidada em 1978 com os trabalhos de
Bezine (1978, 1981), Bezine, & Gambi (1978), Tottenham (1979) e Stern (1979,
1983).

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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A partir da proposicao da formulacéo direta diversos outros trabalhos
foram, ao longo do tempo, ampliando o uso do MEC em placas: Bézine (1980)
propds uma formula¢éo mista envolvendo contorno e dominio, para andlise de
vibracOes; Kamiya et al. (1983) aplicaram o modelo a problemas sujeitos a
variacdo de temperatura; Van der Weeén (1982) desenvolveu a formulagéo
para placas espessas, com base nas hipoteses de Reissner; Katsikadelis &
Armenakas (1984) apresentaram formulagdes para o problema de placas sobre
fundacao elastica. Em 1987, Paiva analisou placas considerando sua interacao
com um pavimento de edificacdo e, em Venturini & Paiva (1988) adicionou-se a
possibilidade de variagdo de espessura. Chueiri (1994) analisou placas
delgadas em regime elastoplastico. Fernandes, em 1998, tratou da né&o-
linearidade em placas, adicionando a consideracdo de espessura variavel em
Fernandes et al. (1999). Em 2002, Fernandes & Venturini propuseram a analise
de placas com enrijecimento. Andrade (2001) tratou da analise de solucdes
fundamentais para placas espessas, pelas teorias de Reissner e Mindlin.

Newton & Tottenham (1968) apresentaram a primeira aplicacdo do
método dos elementos de contorno ao problema de cascas abatidas, com um
método semi-direto baseado na decomposi¢cdo da equagdo governante de 42
ordem em uma de 22 ordem. A obtencdo de solu¢des fundamentais para o
problema foi objeto de estudo de alguns pesquisadores ao longo dos anos. Lu
& Huang (1991, 1992) deduziram a solucdo fundamental para cascas abatidas
com superficie média quadratica, considerando cisalhamento. Dentre outros
trabalhos, também trataram dessas dedugfes Matsui & Matsuoka (1978) e Lei
et al. (1995). A aplicacéo direta do MEC implica na necessidade de existéncia
das solucdes fundamentais, as quais, nos problemas de casca, resultam
significativamente complexas.

Desta forma, um outro tipo de aproximacao foi desenvolvido, o chamado
domain-boundary element method (DBEM), sendo apresentado inicialmente
por Forbes & Robinson (1969) na analise estatica de cascas abatidas. Zhang &
Atluri (1986) estenderam o método a andlise dinamica, com base no método
dos residuos ponderados. Com auxilio do teorema da reciprocidade, Providakis
& Beskos (1991) formularam o método para problemas com vibracdes.
Mostrou-se a possibilidade de analise ndo-linear geométrica em Lin & Long

(1996). A principal qualidade do DBEM €& a simplicidade das solucdes

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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fundamentais requeridas, quando comparado com a aplicacdo direta da
solugdo fundamental de cascas. Porém deve-se destacar que, devido aos
termos de curvatura adicionais introduzidos nas equacdes de equilibrio, surgem
integrais de dominio, as quais necessitam de tratamento relativamente custoso.

Com filosofia similar a utilizada no DBEM, Dirgantara & Aliabadi (1999)
propuseram uma nova formulagdo, feita com base no acoplamento das
equacdes integrais para flexdo de placas e das equagles integrais para o
problema de estado plano de tensdo, para analisar cascas com dupla
curvatura, considerando cisalhamento. Wen et al. (20003, 2000°) apresentaram
uma formulacdo, também acoplada, com base na teoria de cascas abatidas,
onde os deslocamentos de membrana e as deflexdes e rotagbes de placa
foram interpretados com func¢des radiais. As integrais de dominio séo tratadas
com a técnica de reciprocidade dual.

Em 2002, Wen et al. consideraram as cascas com enrijecedores, 0S
quais foram modelados pela teoria de vigas curvas. Dirgantara & Aliabadi
(2003) introduziram néo linearidade geométrica no problema de casca abatida
com dupla curvatura.

Mendonga (2002) analisou estruturas compostas por laminas planas,
acoplando os efeitos de membrana e flexdo. A técnica de sub-regides é

utilizada na montagem do sistema final de equacdes da estrutura ndo-coplanar.

1.3. OBJETIVOS

Propbe-se aqui um modelo para analise numérica de cascas abatidas,
com o qual pretende-se analisar estruturas que apresentem estes elementos
como componente principal. A verificagcdo dos limites de aplicabilidade da teoria
utilizada, que pressupde o abatimento da casca, é de interesse neste trabalho.

Como objetivos secundarios podem-se citar o estudo e a implementacéo
do método dos elementos de contorno aplicado a analise de placas delgadas e
chapas, e 0 estudo de estratégias para a avaliacdo de integrais sobre o

dominio.

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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1.4. METODOLOGIA

Considera-se que o comportamento das cascas pode ser entendido
como uma composicao dos regimes de flexdo e membrana. Neste trabalho sua
formulacdo de equilibrio € escrita, em forma integral, a partir das equacdes
integrais para flexdo de placas e para o problema de estado plano de tenséao.
Com base na teoria de cascas definem-se o0s termos que, incorporados ao
equacionamento proposto, promovem o0 acoplamento dos dois regimes
fundamentais.

A aproximacdo das integrais de dominio é feita por integracdo sobre
células. As formulacdes sdo validadas com base em exemplos da literatura,

além de resultados de programas de analise numérica consagrados.

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior



CAPITULO 2
ELASTOSTATICIDADE LINEAR — FUNDAMENTOS BASICOS

O proposito deste capitulo é a apresentacdo de alguns fundamentos
basicos da teoria da elasticidade no espaco tridimensional, em regime linear.
Para tanto, em 2.1 define-se o problema elastico, com as hipéteses pertinentes.
Em 2.2 o equacionamento basico € apresentado, bem como as simplificacbes

possiveis para tratamento de estados bidimensionais.

2.1. DEFINICAO DO PROBLEMA

A analise de uma estrutura em um determinado regime deve ser pautada
em algumas hipoteses a respeito do seu material constituinte, sua geometria e
condi¢Oes de servico. No presente caso, valem as seguintes consideragoes:

- O material é is6tropo, homogéneo e elastico linear;

- Na&o ha descontinuidades no material constituinte nem nas propriedades
do dominio do corpo;

- Valem os regimes de pequenos deslocamentos e deformacdes;

- Os campos de deslocamentos sdo escritos a partir de descricao
Lagrangeana, ou seja, o mapeamento das coordenadas é feito em
funcéo da configuragcao indeformada do corpo.

2.2. EQUACIONAMENTO BASICO

2.2.1. Relagdes Deformagéo — Deslocamento
O conceito de deslocamento traduz as possiveis mudancas de posicao
de cada ponto de um corpo, sob determinada configuracdo de forcas. Uma

alteracdo na posicao relativa entre quaisquer desses pontos, devido a um
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deslocamento, configura uma deformacé&o. Caso a posi¢ao relativa entre todos
0S pontos permaneca inalterada, ocorre o chamado movimento de corpo rigido.
De forma geral, pode-se definir o tensor de deformacdes a partir de taxas de

variacdo dos deslocamentos, como segue.
1
gkj(q):E(Uk,j(q)+uj,k(q)+ui,jui,k) (2.1)
O termo de ordem superior é desprezivel em relacdo as outras derivadas, logo
1
gkj(q):E[uk,j(Q)"'uj,k(q)] (2.2)

2.2.2. Relagdes de Equilibrio

Admita-se um corpo sélido, em regime elastico linear, com dominio Q
delimitado pelo contorno I'. Impondo-se o equilibrio de um elemento
infinitesimal representativo de um ponto qualquer do sdlido, obtém-se as

equacdes de equilibrio, escritas em forma condensada como segue:
o4 (@) + b (@) =0 (2.3)

Sendo o,;(q) o componente do tensor de tensdes e b,(q) o componente do

vetor das forcas de volume atuantes no corpo. As for¢cas de superficie sobre

um plano genérico passando em um ponto QeI' relacionam-se com as

tensdes internas pela equacao de Cauchy, escrita abaixo,
P« (Q) = 0y (Q)m; (2.4)

onde 7; representa o co-seno diretor da direcao j, normal ao plano

considerado.
Admitindo a auséncia de momentos distribuidos no volume, vale o
Teorema de Maxwell, que prova a reciprocidade das tensdes cisalhantes,

estabelecendo-se, assim, a simetria do tensor de tensoes:

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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2.2.3. Relagao Constitutiva
Na teoria da elasticidade, os tensores de tensdo e deformacdo se

relacionam pela chamada lei de Hooke generalizada, escrita a seguir.

04 () = Cjmiem (Q) (2.6)

sendo Cy, um tensor de 4% ordem (81 elementos) representativo dos

parametros elasticos do material. Considerando isotropia do material, a simetria
dos tensores de 22 ordem envolvidos e o principio de conservagdo da energia,
pode-se representar as propriedades elasticas do material por dois parametros,
0 moédulo de elasticidade longitudinal E e o coeficiente de Poisson v.

Com base nessa simplificacdo, pode-se escrever a lei constitutiva como:

2G
oi(a) = =2 Sién (d) +2Ge4(a) (2.7)
1-2v

sendo G o médulo de elasticidade transversal, escrito da forma:

G= E (2.8)
2(1+0v)
o tensor &, conhecido como delta de Kronnecker, € definido por:
1k=]j
O =8, = 2.9
Kj ik {Qk?ﬁj ( )

A forma inversa de (2.7) € util na obtencéo de campos de deformacdes, sendo

escrita a seguir.

&4(a) :%[Ukj(q)_ﬁaii(q)é‘kjj (2.10)

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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Substituindo-se (2.2) em (2.7) pode-se representar as tensdes em

termos de deslocamentos:

2Gov

5t @)+ Bl (@) + Uy ()] 2.11)

O-kj (q) 1—

Reescrevendo a equacao de Cauchy (2.4), obtém-se

pk(Q)—— L1 Q)7 + Gluj, (Q)m; +uy, (Q)] (2.12)

A substituicdo de (2.11) em (2.3) leva a equacdo de equilibrio em

deslocamentos, a chamada equacédo de Navier,

ka(q)+b {9 _g (2.13)

u +
K.jj (q) G

—-2v

Nos problemas de engenharia, comumente pode-se recorrer a analises
em ambito bidimensional, simplificando o processo de solucdo. Assim, é
necessario introduzir algumas simplificacdes na formulacéo até aqui descrita.

Numa primeira situagdo, admitem-se nulas as componentes de
deformacéo ao longo de uma das dimensdes do corpo, o0 denominado estado
plano de deformacéo (EPD). Esta simplificacdo € comumente adotada quando
uma das dimensdes do corpo em estudo € bem maior do que as outras duas.
Para esse caso, a formulagédo apresentada permanece inalterada, observando-
se que os indices passam a variar de 1 a 2.

Ja no chamado estado plano de tensdo (EPT) supbem-se nulas as
tensdes ao longo de uma das dimensdes do corpo, ao longo da qual também
atua o carregamento. Essas duas hip6teses representam bem corpos que
apresentam uma dimensao muito menor que as demais, por exemplo a
espessura de uma placa. A formulacédo para o EPT pode ser derivada a partir
da utilizada no EPD, redefinindo a constante elastica de poisson, a seguir:

v'=—2 (2.14)
1+ov

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior



CAPITULO 3
FUNDAMENTOS DA TEORIA CLASSICA DE PLACAS

Este capitulo trata de alguns pontos importantes no tocante ao estudo de
placas delgadas. O item 3.1 traz conceitos basicos e hipoteses admitidas na
teoria classica de placas. Em 3.2 apresenta-se 0 equacionamento bésico
envolvido, sendo a consideracdo das condicbes de contorno no problema

descrita no item 3.3.

3.1. DEFINICOES E HIPOTESES INICIAIS

Entende-se por placa um corpo delimitado por duas superficies planas e
paralelas, separadas de uma distancia muito pequena em relagdo as demais
dimensdes, a espessura da placa (t). Ainda, o carregamento atua na direcédo
normal ao plano médio, como € chamado o plano paralelo as faces da placa e

equidistante destas, no caso de espessura constante.

A{ ~

Figura 3.1 — Esquema ilustrativo da placa e definicdo do sistema de coordenadas

Serdo admitidas aqui as hipdteses devidas a Kirchhoff (1876), para

tratamento de placas delgadas:
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- Os deslocamentos transversais da placa sdo pequenos em relacédo a
espessura;

- S&o nulas as tensdes cisalhantes nas faces inferior e superior da placa;

- Qualquer reta normal a superficie média indeformada permanece normal

e reta apos a deformacéao;
- Na lei constitutiva, desprezam-se as tensfes normais atuantes em
planos paralelos ao plano médio;
Além destas, valem as hipoteses admitidas na teoria da elasticidade.

3.2. EQUACIONAMENTO BASICO

3.2.1. Lei Constitutiva

A partir da relacdo (2.2) e seguindo a notagéo da figura 3.1, pode-se

explicitar as componentes nulas de deformagao da forma:

813:1 %4_% :O
2\ ox,  ox,

‘923=£ &1_24_% =0
2\ ox,  ox,

Lembrando que os deslocamentos u, e u, s&o lineares ao longo da

(3.1)

espessura (X;), a integragédo das equagodes (3.1) resulta:

u
0X,
(3.2)
Ou,
0X,

O campo de deslocamentos considerado na direcdo 3 € o referente a superficie
média, denotado aqui por w, logo:

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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1 3 ox,
ow
U, =—X;—— 3.3
2= Ko (33)

Vale destacar que os deslocamentos u, v e w sdo fungbes apenas de

X, € X,. Os termos nao-nulos do tensor de deformagGes podem agora ser

escritos:
L0 O'w
11 axl 3 8X12
ou, o*w
Epp = =-X 3.4
22 ox, 38X22 (3.4)
1(6u, éu, o*w
So=5 a0 T as |T X o
2\ 0x, O0X; 0X,0X,

Com base na lei de Hooke generalizada para material isotropo (2.7), e

admitindo estado plano de tens@es, as tensdes em termos de deslocamentos
valem:

E o’w  o*w
611 = 2 X3 +0U 2

1-v xS’ ox,
E o’'w  o*w
Opp =— X +0 3.5
212 3(6x22 8x12] (3:5)
2
oy, =—2GX, 0w
OX,0X,

3.2.2. Equacdes de Equilibrio

Definindo-se um sistema coordenado no plano médio da placa, como na

figura 3.1, tome-se um elemento infinitesimal, ilustrado abaixo.

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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t/2
On _~
//
o 02 t/2
// O23
T 13y
g2z
O 23

Figura 3.2 — Esquema dos esforcos solicitantes em um elemento da placa

A imposi¢éo do equilibrio das forgas na direcéo vertical (x;), incluindo

um possivel carregamento distribuido g, leva a expresséao

"2 (66,, 0o
.[ (—13 +—2 4 b, +g]dx3 =0 (3.6)
T 0Xg 0%y

que, desprezadas as forcas de volume, resulta em:

o, o,

+g=0 3.7
o0X; 0X, J 37

A expresséo acima é escrita em func¢édo dos esforgos cortantes g;, que valem

t/2
0= [ ouixy,  i=12 3.8)

—-t/2

ou, em deslocamentos

g :_D(W,ikk) (3.9)

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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onde a constante D estd associada a rigidez flexional da placa, e depende de

propriedades geométricas e de material, como segue.

E-t3

“h (3.10)

As equacbes correspondentes ao equilibrio de momentos em relagéo

aos eixos X, e X, resultam

omy, N om,, _q,=0
oX,  0OX, (3.11)
omy, N omy, g, =0
O0X;  0X,
sendo:
t/2
my= [ opgdx, L i=1..2 (3.12)
—t/2
ou, em deslocamentos:
1-v 2v
m; =-D 5 [Zw,ij "1, W,kké‘ij} (3.13)

Como visto nas equacdes (3.7) e (3.11), as representacdes de equilibrio

da placa foram desenvolvidas em termos de esforcos resultantes m; e g;.

Cabe ressaltar que isso é feito com base na hip6tese de que as tensdes
possuem distribuicéo linear ao longo da espessura, podendo ser representados

os esforcos por suas resultantes na superficie média (Fig. 3.3).

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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Figura 3.3 — Esquema das resultantes dos esforgos

A partir das equactes (3.9) e (3.13) e utilizando a formula de Cauchy
(2.4), pode-se reescrever os esforgos fletor e cortante, agora como forgcas de

contorno,

Q= —D(W,kki)ﬂi

Observe-se que 0 momento na borda € uma grandeza vetorial, representada
por suas duas componentes nas direcdes globais.
Manipulando-se as equacdes (3.7) e (3.11), chega-se a equacao de

equilibrio condensada da placa, a seguir.

82m11 42 82m12 + 82mzz _ g, dq,

=0 3.14
X2 OXOX, O, (3:14)

o0X; 0X, -

De posse da representacdo das tensdes em termos de deslocamentos (3.5),
pode-se reescrever as integrais das expressdes dos esforgos, originando uma

outra forma da equagdao diferencial governante, em deslocamentos:

4 4 4
V4W=6VZ+2 62w2+6m2=g
0X, O0X,“0X,"  0x," D

(3.15)

Geralmente, na descricdo de problemas de placa, € conveniente a

adocdo de um sistema de coordenadas alternativo, baseado nas direcdes

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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normal e tangencial ao contorno da placa. O estudo das condi¢gbes de contorno

do problema, feita a seguir, sera referenciado nesse novo sistema ns.
3.3. VALORES DE CONTORNO

Com base no conhecimento do problema fisico de placas delgadas, tém-

se como condi¢des de contorno as seguintes grandezas:

w, @, w (essenciais ou de Dirichlet)

on  0s

Q,, M., M, (naturais ou de Neumann)

A solucédo pela teoria de Kirchhoff, onde se desprezam as tensdes
normais na direcdo 3, recai na equacao diferencial (3.15), que requer quatro
condi¢Bes de contorno. Logo, duas condi¢bes, uma natural e uma essencial,

tornam-se redundantes na solucdo do problema, de forma que a condigcao

. OW N . .
essencial Y e desprezada. Com relagdo as condi¢bes naturais, 0 momento
S

cruzado M, € incorporado a for¢a cortante Q,, dando origem a um novo

esfor¢o cortante equivalente, definido pela expresséo:

My (3.16)

V. =Q, +
n=Qn s

Os valores de contorno para os tipos de vinculo mais comuns séo

dados,

w=0, M, =M (apoio simples)
w=0, all =0 (engaste)
on

;ﬂnz 0, V, =0 (engaste movel)

M, =0, V, =0 (livre)

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior



CAPITULO 4
EQUACOES INTEGRAIS PARA ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL

Definem-se aqui a solucdo do problema elastico no estado fundamental,
a chamada solucdo de Kelvin (4.1), bem como as equacgdes integrais de
contorno correspondentes, ambas necessarias ao desenvolvimento da

formulacdo do MEC.

4.1. SOLUCAO FUNDAMENTAL

Para a caracterizacdo do problema fundamental, considera-se um
dominio infinito Q", submetido a uma carga concentrada unitaria atuante no
ponto s (ponto fonte), ao longo da direcdo i. A fim de representar o
carregamento unitario, reescreve-se a parcela b, (q), da equacéo de equilibrio
do problema elastico (2.3), como uma distribuicdo delta de Dirac, ponderada

por um delta de Kronnecker que relaciona as direcdes i e k,

by (@) = 5(s, )9y (4.1)

A distribuicdo de Dirac, comumente utilizada na representacdo de forcas

concentradas em elasticidade, assume valores nulos ou que tendem ao infinito,

como segue:
©,S=(
S#E(Q

Uma propriedade importante desta funcao € a seguinte:
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[F()sx,y)dQ(y) =F(x) (4.3)
Q

A equacédo de equilibrio (2.3), para fins de solucdo fundamental, pode

entdo ser escrita da forma:

a;'j (s,9)+5(5,9)5, =0 (4.4)

onde o (s,q) é o tensor de tensdes no estado fundamental. Todas as
grandezas referentes ao estado fundamental serdo indicadas no texto com um

asterisco ().
A partir da equagéo (2.2) escreve-se a Lei de Hooke (2.7) em termos de

deslocamentos. Derivando esta em relagdo a x;, obtém-se o primeiro termo da

equacao acima, que resulta:

1 * * 1
125 i (SaQ)+Uik,jj(SaQ)+a5(5’Q)5ik =0 (4.5)

onde u’(s,q) representa o campo de deslocamentos no estado fundamental.

As solugdes da equacéo (4.5), para os casos bi e tridimensional, valem:

1
87(1-v)G

1
167(1—0)Gr

U (s,0) = [ -(3—4v)In(1)3y + 11, | (2-D) (4.6)

Ui (5,0) = | 3-40)8y +11, | (3-D) 4.7)

sendo r a distancia entre os pontos fonte e de avaliagdo, s e (,
respectivamente.
Derivando-se a equacgao (4.7) em relagdo a x;, e substituindo na

expressao (2.2), obtém-se o tensor de deformacdes no problema fundamental.

Este sera aqui apresentado numa expressao geral, valida para os casos em

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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duas ou trés dimensdes, a depender das constantes auxiliares ¢ e £, como

segue:
1

W[(l— 20)(r\ 85+ ¥ 63 ) — 115 +ﬁpipjr’k] (4.8)

g;k (s,9)=-

a=1p8=2 (2-D)
a=2.4=3 (3-D)

A partir da lei de Hooke, pode-se escrever as tensdes, como segue:

1

o K UL R DR (4.9)

O';;k(S,Q) ==

E também de interesse a expressio da for¢a de superficie relacionada a
solucéo fundamental. De posse da expressdo acima, e fazendo uso da férmula

de Cauchy (2.4), chega-se a:

1

’.k s’ =
Pi (5.) dra(l—0)r*

{[(1— 20)5; + :Br,ir,j] r,—@Q=20)(rin;—rm, )} (4.10)

4.2. FORMULACAO INTEGRAL DE CONTORNO

A aplicacdo do método dos elementos de contorno a um determinado
corpo requer a representacado do equilibrio deste na forma integral, a qual pode
ser obtida a partir de métodos de residuos ponderados, definindo como funcao

ponderadora a solucdo fundamental para a variavel basica do problema que,
no problema elastico por exemplo, corresponde aos deslocamentos u?k :

Embora o procedimento via residuos ponderados seja consagrado,
adota-se aqui uma metodologia alternativa, proposta por Somigliana (1886),
baseada no teorema da reciprocidade de Betti. O teorema fundamenta-se no
principio da conservacao de energia e define que, para um sélido de volume V

entre dois estados quaisquer, vale a relacao:

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior
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[ o (@)2,(@0V = [ & ()0, @)V (4.11)
\Y

\Y

Desta forma, admita-se um dominio finito Q, delimitado pelo contorno

[, inserido num meio infinito Q. Considera-se a existéncia de dois
carregamentos, sendo que um deles atua na regidao Q, correspondendo ao
problema real. O segundo, relacionado ao problema fundamental, atua no

dominio infinito Q°. Com base no teorema supracitado, é possivel escrever

[ o @45 (s,0)dQ = [ & (@) o (s, q)Q (4.12)

Pela equacédo deformacao deslocamento (2.2), a expressao assume a forma

[ o @ui (s, a)dQ = [ uy ;(A)or (5,9 (4.13)
Q Q

Integrando-se por partes, obtém-se:

[ o (Quic (5, Qmydr - [ o (@) (5, 0)dQ =
Tr Q

. . (4.14)
[ ik Quy(Qmidr - [ o j(@)uy (s, a)dC
Tr Q
Com base na equacéao de Cauchy (2.4), pode-se escrever
[Petic (s, QT - [ o (@)U (5, Q)R = [ P, (T - [ o 5(@)uy (@) (4.15)
Tr Q r Q

Pode-se substituir as derivadas das tensdes que aparecem nas integrais de
dominio pelos valores das cargas de volume correspondentes (Eq. 2.3 e 4.3),

resultando

[ Py (5, QI + [ by (@)U (5, G)IQ = [ Pu (Q)T + [ 5(s, ) 5y i ()L (4.16)
Tr Q Tr Q
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Capitulo 4 — Equagdes Integrais para Elastostaticidade Bidimensional 21

Utilizando-se da propriedade da distribuicdo de Dirac mostrada na equacao

(4.3), pode-se organizar a equacao acima da forma que segue.

U;(5) = [ P(Q)uji (5, QI - [ Pl (5, Q)uy ()T + [ by (@)U (5, G)IC (4.17)
r r Q

A equacao Somigliana, escrita acima, define o campo de deslocamentos
em um ponto de colocagdo s do dominio, a partir dos deslocamentos e forgas
medidas em pontos do contorno.

Para fins de utilizagdo do MEC, € necessaria uma representacao integral
dos deslocamentos de pontos do contorno. Para sua obtencao, introduz-se um
dominio complementar, em forma de um semicirculo de raio @, em torno do
ponto de colocagdo S (Fig. 4.1), de forma que este possa ser tratado como

ponto interno, pela ja conhecida equagdo Somigliana.

Figura 4.1 — Inclusdo do dominio complementar infinitesimal

Redefinindo (4.17), considerando a inclusdo do dominio infinitesimal, obtém-se

Ui(S) = | P(Q)ui (S, QT + [ P (Q)ui (S, Q)T

r-r r

[}

~ | Pi(S.Qu (Q)r - [ P (S, Q)u, (Q)dr (4.18)

+[ by (@U3 (S, a)dQ+ [ by (a)uy, (S, q)Q

Q

@
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Para a caracterizacdo de S como ponto de contorno, faz-se o limite da

expresséo acima quando @ tende a zero. Aplicando o limite, as integrais sobre
- permanecem iguais as originais sobre I'. As integrais sobre Q,eTl, se

anulam, exceto a que contém os deslocamentos sobre o contorno infinitesimal,

. . 1 .
a qual apresenta singularidade de ordem =, devendo ser resolvida em termos
r

de valor principal de Cauchy. Desta forma, a equacdo Somigliana adaptada

para pontos do contorno resulta

Cicli (S) = [ P QUi (S, QI - [ Py (S, Q)u (Q)I + [ by (0)ui (S, G)C (4.19)

A avaliagdo do termo C, depende do trecho do contorno onde esta

localizado o ponto fonte. Consideram-se as possibilidades de contorno suave,
com uma unica tangente passando pelo ponto, e contorno anguloso. Os

valores s&o definidos a seguir:

a cos(2y)sen(«) sen(2y)sen(«)

Cy = on 4r(d-v) dr(l=v) (anguloso) (4.21)
sen(2y)sen(«) a  cos(2y)sen(a)
4r(l-v) 2w dr(l-v)

Figura 4.2 — Pontos S, e S, em contorno suave e anguloso, respectivamente
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4.2.1. Analise em Pontos Internos ao Dominio

Com base nos valores calculados sobre o contorno, pode-se avaliar 0s
deslocamentos e tensdes em pontos internos. A equacado Somigliana (4.17),
fornece os valores de deslocamento num ponto qualquer do dominio.
Substituindo essa definicdo integral dos deslocamentos na lei de Hooke,

obtém-se a expresséao das tensoes,
73(8) = = S (5, QU (Q)T + [ Dy (8, Q)P ()T + | Dy (5, G)by ()2 (4.22)
r r Q

os tensores S, e D, valem:

G or
Siik =m{28—n[(1— 20)5;1, + (Sl + Gy —4rrr, | 4.23)
+2U(77ir,jr,k + 77jr,ir,k)+(1_ 20)(277kr,ir,j + 17,0y + 17,0y )_ (1_40)77k5ij}

1
Dix = m[(l— 20)(Oy 1 + Oyl =ty ) + 2r,ir,jr,k:| (4.24)
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CAPITULO 5
EQUACOES INTEGRAIS PARA PLACAS DELGADAS

O objetivo do capitulo € equacionar o problema de placas delgadas de
forma integral. A exemplo do capitulo anterior, inicialmente apresenta-se a
solugéo fundamental correspondente, sendo a formulacéo integral mostrada na

sequéncia, em 5.2.
5.1. SOLUCAO FUNDAMENTAL

Como ja colocado no item 4.1, a definicdo de problema fundamental esta
relacionada a um dominio infinito onde atua uma carga concentrada unitaria.
No presente caso admite-se uma placa circular, sujeita a uma carga transversal
no ponto fonte s, admitido no centro da placa. A solu¢cdo fundamental consiste

na deflexdo em um ponto qualguer g na vizinhanca do ponto fonte, quando

considera-se o raio tendendo ao infinito.
Em se tratando de um dominio circular, € conveniente escrever o0
equilibrio da placa (eq. 3.12) em coordenadas polares. O operador bi-

harmonico, no sistema polar (r,0), € escrito da forma

o'w 20w 16w 1 ow
V=W, 2OW S OW, > OW 5.1
o roa® o o (®-1)

A representacdo da carga unitaria na equacao de equilibrio da placa (3.12) é
feita a partir da funcdo delta de Dirac, definida nas equacbes (4.2) e (4.3),

sendo o equilibrio reescrito para o problema fundamental da forma

VAW (s,q) =2 (St;q) (5.2)
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a solucéo desta equacao € dada por:

W*(s,q):%r2 In(r)+(CZ—C1)§+C3In(r)+C4 (5.3)

Na determinacdo das constantes observe-se inicialmente que, devido a
simetria em torno do ponto fonte, neste a taxa de variacdo do deslocamento em
relacdo ao raio é nula, levando a C;=0. Tomando um circulo de raio r em
torno do ponto fonte, e impondo-se o equilibrio de for¢as na dire¢édo transversal

obtém-se, apos algum algebrismo, o valor de C;:
C,=—— (5.4)

A avaliagdo das constantes C, e C, é feita a partir das condi¢bes de

contorno da placa. No problema fundamental, onde o raio tende ao infinito, as
constantes podem ser arbitradas, sendo aqui admitidas nulas conforme

sugerido por Paiva (1987). Assim, a solucdo fundamental resulta:

w'(s,q) :&%rz(ln(r)—%j (5.5)

A partir da expressdo acima pode-se escrever, para 0 problema
fundamental, outras grandezas envolvidas na solucdo de placa, como a rotacao

e 0s esforgos preponderantes:

ow’(s,q) _rin(r) or

OX; 47D 0X;

- 1 or

. s, e e —— 5.6
q; (s,0) 271 X, (5.6)

i OX;

m;} (s,q) = —i{[u +oln(r) +In(r)]o; + 1 - U)%ﬂ}
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5.2. FORMULACAO INTEGRAL DE CONTORNO

Conforme ja mostrado em 4.2, a obtencdo da equacéo integral pode ser
feita a partir do teorema da reciprocidade de Betti, procedimento aqui adotado.

Admite-se uma placa de dominio finito Q, delimitado pelo contorno T,
inserida em outra de meio infinito Q. Considera-se a existéncia de dois
carregamentos, sendo que um deles atua na regido Q, correspondendo ao

problema real. O segundo, relacionado ao problema fundamental, atua no

dominio infinito Q. Com base no teorema da reciprocidade de Betti, é possivel

escrever

[ (s, )@V = [ o3(@); (s, a)dV (5.7)
\% \Y

Com base nas hipoteses de Kirchhoff, e escrevendo-se as tensdes e
deformacbes em termos de deslocamentos, a integracdo ao longo da

espessura leva a

(s, q)dQ (5.8)

ij ij

J

Fazendo integracao por partes, obtém-se a expressao:

j(mij(@%@,@m — QWG Q)n.}iﬁ [+ ‘(Q)W (5. QdO =
T i

5.9
m 602 (Q —am”(s Qw(Q), i+ o, 5 IW(ER -
Jr.ij’a—xiﬂja—xj, 77; imaqq
Com base nas equacdes de equilibrio de placas,
| (Mi(Q)%(s,Q) -Q, (Q)W*(S,Q)de— [a@w (s q)d0 =
r ' @ (5.10)

| (M?(s,o_)(;ﬂ(@)—@: (sQ)w(Q)]dr— [9" s ayw(a)d
X; o

r

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Cascas Abatidas Eduardo T. de Lima Junior



Capitulo 5 — Equagdes Integrais para Placas Delgadas 27

Pode-se manipular os termos das integrais de contorno em que constam
momento e rotacdo, a fim de se trabalhar com um sistema de coordenadas

normal e tangencial ao contorno ns, como segue

M; (Q)—(S Q) =M (Q) (S Q)+ My, (Q) (S Q)
(5.11)

MT(s,Q)g(Q)m = M:(S,Q)a—n(Q)+ M” (S,Q)E(Q)

Aplicando a propriedade da distribuicdo de Dirac ao ultimo termo da

equacao (5.10), esta pode ser reescrita assim:

W)= [| -Ma(Q) 2 (5.Q) - M, (Q 2 (5,Q) + Q, QW (5, Q) T
e on 0s

¥ [—M: 6O QM6 Q0 (@+Q,6 Q)w(Q)jdr (5.12)
5 n 0s

+[g(a)w"(s,q)dQ
Q

Conforme visto no capitulo 3, o momento volvente M, e a rotagéo na direcao

tangencial ;ﬂ podem ser reescritos. A integragéo do termo de M (Q) leva a:
S

M 5<Q) (s QI =

r

ns

j a'\a"sns (Qw’(s,Q)dl (5.13)

na qual N, representa o numero total de trechos definidos por uma unica

normal, sendo estes trechos limitados pelos extremos T'¥ e I's. Para um
dominio fechado, o nimero de trechos com descontinuidade geomeétrica N,

corresponde ao numero de vértices do contorno. Logo, a somatéria da equagao

acima € equivalente a uma somatodria em termos de N,, que representa o

namero de vértices da placa, como segue:
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k
2
k
1

[ME@-M(@Q] w'.Q) (5.14)

F

I M<Z

r
I

N¢
> ME QW (s, Q)
k=1

1

MP. e M, sdo os momentos volventes posterior e anterior de um vértice, como
ilustrado na figura 5.1. A partir destes define-se a chamada reacéo de canto R,

da placa, a qual é necessaria para manutencéo do equilibrio da placa na teoria
de Kirchhoff,

R, = [Mﬁs (Q)- My (Q)]L (5.15)
Analogamente, para o termo correspondente ao problema fundamental:

Ry =[M2(5,Q - M2 (S,Q)]C (5.16)

Aplicando um procedimento semelhante, elimina-se éﬂ de forma que a
S

equacao dos deslocamentos num ponto do dominio (Eq. 5.12) resulta da forma

* N,
W)= [| -M,(Q) 2 (5,Q)+ V, (QW'(5,Q) T + Y R (Qw'(5,Q)
r on k=1

I\IV
-[ (—ME(S,Q)%(QHV;(S,Q)W(Q) I'-> Rc(s,Qw(Q) (5.17)
r k=1
+ [ (9@w’ . 9) e
Qg

sendo V, e V. os esforgos cortantes equivalentes (Eq. 3.15), e Q, representa

a area efetiva do carregamento g(q) .
Com base no principio de Saint-Venant, e na andlise discreta do
contorno, pode-se admitir que a reacdo de canto R, € distribuida ao longo dos

elementos adjacentes, de forma que o termo referente a reagdo é omitido da

equacao (5.17), sem prejuizo significativo da precisao dos resultados.
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e
-~ Mgs

Figura 5.1 — Definicdo dos momentos anterior e posterior ao canto “k” da placa

Para a aplicacdo do MEC, necessita-se da formulacéo integral para um
ponto genérico S do contorno. Num procedimento semelhante ao mostrado no
capitulo 4, introduz-se um dominio complementar 2, em torno de um ponto de
canto da placa (Fig. 5.2). Fazendo deste o ponto fonte, ele esta inserido no

novo dominio, de forma que seus deslocamentos podem ser obtidos pela
equacao integral (5.17).

Figura 5.2 — Incluséo do dominio complementar em torno do canto da placa

Ficam definidos dois novos vértices ¥, e ¥,, em substituicdo ao ponto

de canto inicialmente definido, sendo a equagé&o reescrita assim:
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r-r

w)= | [—Mn(Q)agv—n(S,Q)+Vn(Q)W*(S,Q)]dF

1M, @2 (5,0 +V, QW S.Q) [,
on

r

-| (—ME(S,Q)%(Q)+V§(S,Q)W(Q))df
r (5.18)

- (—I\/I: s Q);ﬂ(Q) VLG, Q)w(Q)}in
T, n

1

N, -
=X R:S.Qw(Q)], ~[R:S.Qw(Q)] ~[R:(S.Qw(Q)]

1

k=
+ [ (9@w’ (S, a)w(Q) e,

0

A definicdo de S como ponto de contorno é feita impondo-se a condicdo limite
do raio ¢ tender a zero, em cada termo da equacdo dos deslocamentos.
Operando estes limites corretamente, como mostrado em Chueiri (1994),
obtém-se a equacdao integral para pontos do contorno:

cEWE) = | [—Mn (Q)a(;’v—n(& Q+V,(QW'S, Q)]dr

NV
- (—MZ(S,Q)%(QHV:(S,Q)W(Q) r-> R(S,Qw(Q) (5.19)
r k=1
+ [ (9@w’(8.9)jde,
QQ

a constante C(S) depende do angulo interno do vértice da placa g, sendo

definida por

C(S) = %f) (5.20)
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5.2.1. Anélise em Pontos Internos ao Dominio

A deflexdo num ponto interno qualquer da placa pode ser calculada por
(5.17). A partir desta, obtém-se a representacao integral dos esfor¢cos cortante
e fletor, definidos em (3.9) e (3.13):

a;(s) = j[ M, (Q) J(s Q)+V, (Qwjs, Q)]d

NV

—I( My (s, Q) Q)+ V(5. Qw(Q) dr'-> Ry (s,Qw(Q) (5.21)
k=1

+| (g(q)w,—(s,q))dﬂg

Qg

M;(s) = j( IVI(Q) (s Q>+V(Q)w.,<sQ)]d

r
+| (g(q)W?}(s,q))ng

Sendo que as variaveis geneéricas X’j’ e XIJ sdo escritas de acordo com 0s

esforgos cortante e fletor, respectivamente, como mostrado abaixo:

o [ *X"
Xj(s,Q) =- Da—[a XX k( Q)] (5.23)
. 1-v| . o*°X" 20 ) o°X”
Xij(s,Q)——D—2 { X ,0x J( ,Q) + (1_ ja X OX k( ,Q)J, } (5.24)

As derivadas das solu¢Bes fundamentais, calculadas no ponto fonte s, séo

apresentadas no anexo |.
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CAPITULO 6
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste capitulo faz-se uma breve apresentacdo do meétodo dos
elementos de contorno. Alguns comentarios gerais sdo postos em 6.1, e em 6.2
define-se a filosofia do método. A aplicacdo do MEC aos problemas de
membrana e de placa € ilustrada nos itens 6.3 e 6.4, respectivamente.

6.1. CONSIDERACOES GERAIS

Diante das dificuldades na obtencdo de solucdes analiticas para
problemas de modelagem em geral, surgem os chamados métodos numéricos,
baseados em solucBes aproximadas calculadas em pontos discretos do
dominio em analise.

Dentre estes, 0 método dos elementos finitos (MEF) por muitos anos
figurou como a alternativa mais amplamente difundida no meio cientifico, com
utilizacdo em diversas areas do conhecimento.

Os desenvolvimentos em métodos de elementos de contorno foram
impulsionados a partir da identificacao de limitacdes do MEF em aplicacdes de
engenharia, especialmente aquelas que apresentavam algum tipo de
singularidade resultando, por exemplo, em campos de tensdes tendendo ao
infinito em determinados pontos.

Uma das vantagens do MEC € a necessidade de discretizacdo apenas
na superficie de contorno, e ndo em todo o volume. Desta forma, as malhas de
elementos de contorno normalmente resultam menos densas que as utilizadas
em elementos finitos, podendo levar a uma maior facilidade de modelagem e
menor custo computacional. No caso em andlise, considerando que existem

integrais de dominio, utiliza-se um procedimento de discretizacdo deste em
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células, o que ndo inviabiliza o uso do MEC, mantendo-o competitivo em

relacdo a outros métodos aproximados.

6.2. ELEMENTOS DE CONTORNO E DISCRETIZACAO

Partindo da formulacéo integral de um problema, escrita para pontos do
contorno, seu tratamento depende da descric&o clara desse contorno.

O objetivo principal do MEC €, com base no equacionamento integral, a
montagem de um sistema de equacdes algébricas que permite a determinacao
direta dos valores de contorno aproximados e, a partir deles, dos demais
valores necessarios a andlise. Naturalmente, sdo infinitas as equacgfes
possiveis de serem escritas, visto que pode-se aplicar a formulagéo integral a
infinitos pontos da fronteira, do dominio ou pontos externos a este.

A representacdo equivalente do contorno, em dimenséo finita, é feita
com a definicdo de ndés que delimitam os chamados elementos de contorno.
Esta parametrizacdo do contorno pode ser exata ou aproximada, dependendo
da geometria do dominio em andlise e do tipo de parametrizacdo adotada. A

figura 6.1 ilustra as duas situa¢des, com o uso de elementos lineares.

Figura 6.1 — Discretiza¢gBes de contorno exata e aproximada

Além da caracterizacdo geométrica do elemento, deve-se aproximar as
varidveis de interesse do problema, com base em fun¢des aproximadoras e
nos seus valores nodais em determinados pontos. E comum a utilizacdo de

funcdes polinomiais.
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As funcbes de aproximacdo da geometria do contorno e das variaveis
envolvidas podem ser escolhidas livremente, a depender do tipo de problema
estudado e da precisdo requerida dos resultados. A combinacdo de duas
funcbes de parametrizacdo iguais da origem ao elemento do tipo
isoparameétrico.

No presente trabalho sera utilizado o elemento isoparamétrico linear,

llustrado a seguir.

)

Figura 6.2 — Elemento isoparamétrico linear

Onde ¢ e ¢, sdao as funcdes que aproximam a distribuicdo linear (<),
definidas sobre a coordenada local adimensional ¢&=[0,1]. Logo, as

coordenadas de um ponto S ou a variavel de interesse avaliada neste ponto

podem ser escritas segundo a mesma forma aproximada,

X (S) =, (S)xy, (6.1)

an(S) = ¢, (S)ay, (6.2)

O indice m refere-se a direcdo coordenada e n ao né considerado no
elemento.

Partindo da equacdo (6.2), pode-se representar matricialmente o0s
deslocamentos e forcas de superficie sobre um elemento genérico. Para um

problema bidimensional, tém-se:

uj
Uy 4 0 ¢ O0]|u
= = 6.3
s 2 3 .
u;
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P
Py # 0 ¢ O pé
= = 6.4
°} {pz} [0 ¢ 0 ¢2} p? ©4)
p

De forma andloga para as coordenadas:

{X1}=|:¢l 0 ¢ 0} X5 (6.5)
X3 0 4 0 4]|x; .

Em alguns problemas, onde se precise representar descontinuidades
entre elementos adjacentes, pode-se utilizar a idéia de elemento descontinuo
(Fig. 6.3). A operacionalizacdo deste conceito pode ser feita definindo-se nos

duplos, que sdo ndés com mesma coordenada, e valores associados distintos.

Figura 6.3 — Elementos adjacentes descontinuos, com né duplo; Fung¢fes de interpolagéo

num elemento descontinuo
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6.3. MEC APLICADO AO PROBLEMA DE MEMBRANA

6.3.1. Obtencéo dos Deslocamentos e Forgas em Pontos do Contorno
A equacdao integral dos deslocamentos no contorno de uma chapa (4.19)

pode ser escrita, de forma discreta, como segue:

Ne o Ne * j *
[CIIEY + 3| [[P7lgldr; Kud =D | [[u'l[gldr; (P} + [ u'b,d0 (6.6)
FLT FLT Q,

sendo N, o numero de elementos em que foi dividido o contorno. A equacao

acima relaciona os deslocamentos do ponto fonte aos valores de

deslocamentos e forcas nodais num elemento qualquer j.
Fazendo a transformacéo para o espaco da coordenada homogénea &, surge

0 operador jacobiano J, o qual é constante no elemento linear,

1

N, . N - i *
[CIAHF + D1 |£ [ [P*][¢]d§}tu}’ =>4 |{ [Iu ][¢]d§]«P} +[ubde  (67)
3 =1 3 Qy

Na formulacdo do método dos elementos de contorno, o sistema

implicito acima é escrito em funcdo das chamadas matrizes de influéncia, H e
G, definidas pelas integrais destacadas nos parénteses. A avaliagdo da

integral referente as forcas de volume, apresentada no capitulo 8, d& origem a

um vetor de cargas independentes nas duas dire¢ds globais, {Fm}ZN .
o

N, - ) N, i
[CIA{Y + D131 A {uY = 13| [GKPY +{F,} (6.8)

= I

No procedimento de resolucdo do sistema, as parcelas a esquerda da

igualdade sdo condensadas num unico termo,

[H]= [IfI}L[C][(ﬁ]S para SeT (6.9)
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Caso o ponto fonte ndo pertenca ao contorno, tem-se [H]:[I:I] A equacéao

(6.8) assume a nova forma a seguir.

Ne . N )
2 NIHHUY =2 |J[[GKPY +{F, } (6.10)
[E i1

Considerando que o problema em questdo é bidimensional, a integracao

de (6.10) para cada ponto de colocagao resulta em
{H} 2npTUbonp 1 ={C}2np{Planps + Fn (6.11)

sendo N, o numero de pontos utilizados na discretizagdo do contorno. Cada

ponto possui 4 valores incognitos, os deslocamentos e forcas nas duas
direcGes. Metade destes valores sdo impostos como condi¢des de contorno, de

forma que a solucao do sistema demanda a obtencdo de 2N, equacdes. Para

tanto, escreve-se duas equacOes para cada ponto fonte, originando o sistema
de equacoes final:

[HKHU} =[GKP}+{FR,} (6.12)
Com a inclusdo das condi¢cdes de contorno, € conveniente rearranjar as
matrizes do sistema, de forma que os valores incognitos estejam no primeiro

membro, e os valores prescritos no segundo. Fazendo a troca das colunas das

matrizes, a equacao (6.12) pode ser reescrita da forma:

[AI{X} =[AL{X} +{F} (6.13)

Efetuando-se o produto dos termos a direita da igualdade, tem-se o0 sistema

linear resultante, que pode ser resolvido segundo qualquer técnica conhecida.

[AI{X}={B} (6.14)
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Admitindo a ocorréncia de um movimento de corpo rigido, com forcas de

superficie nulas, a equacéo (6.12) fornece:
{HH{U}=0 (6.15)

Expressando a singularidade da matriz H segundo as duas diregoes,

independentemente, tem-se:

Np

2. Hoja=0

F

' (6.16)

P
=1

ou seja, é propriedade da matriz que, em uma linha, a soma dos elementos das

colunas impares seja nulo. Idem para a soma das colunas pares.
6.3.2. Andlise em pontos internos

De posse dos valores de deslocamentos e forcas de superficies nos
pontos do contorno discretizado (valores de contorno ja obtidos com a solucao
do problema), pode-se obter os deslocamentos e tensfes em pontos internos
ao dominio. Reescrevendo a equacdo Somigliana de forma discreta para um

ponto interno s, tem-se:

Ne o N j .
{uF =D 1JI[HIKu} + D |I[GIKP} +{Fi,} (6.17)
j=1 j=1

Os 3 valores de tensdo s&o dados pela expresséo:

N, N,
{o¥ =-> [Su} + > [DKP} +{Fi,, } (6.18)
j=1 j=1

onde os tensores [S] e [D] séo definidos em (4.23) e (4.24).
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6.4. MEC APLICADO AO PROBLEMA DE PLACA DELGADA
6.4.1. Obtencédo dos Deslocamentos e Forgas em Pontos do Contorno

A representacédo integral dos deslocamentos no contorno de uma placa

(Eq. 5.19) pode ser escrita de forma discreta como segue:

Ne

C(S)wW(S) =ZU ow’ (S Q) ¢dFJMJ +Z[ j w' (s, Q)¢dFJVJ
=L

=1

—Z( M Q)¢dF]— —Z(IV S Q);zﬁdrjwJ (6.19)

N, N,
+> RQW(S,Q)- Y R:(S,Qw(Q)+ [ (a(a)w(S,a) e
k=1 k=1

Q

Escrevendo em termos da coordenada adimensional &, referida na Figura

(6.2), obtém-se:

Ne
C(S)W(S):Z|J|U aud (S Q ¢d(§JM‘ +Z|J|Uw S, Q)¢d§]
=

Ne . ow! & . -
—ZIJI( [-Mi6 Q)¢d§]a—n —Z|J|(Ivn (S, Q)¢d§]WJ (6.20)
= r =1 r

N, N,
2 R (QW(S,Q) - 2R (S, Qw(Q) + [ (g(a)w’(S,a) [,
k=1 k=1

Q

Apds as integracfes sobre todos os elementos serem feitas para todos

0s nés do contorno, chega-se ao sistema matricial,

[CHw}+ [H{U} = [GKP}+{R,} (6.21)

onde o vetor {U}sz,l contém os deslocamentos e rotagbes normais ao

contorno e o vetor {P}2va1 contém os esforgos normais ao contorno. No caso
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de um ponto localizado sobre um dos cantos da placa, seus valores
correspondentes estardo nesses mesmos vetores citados acima, na posicao
correspondente. No vetor {F,} constam os valores resultantes da integragédo da
carga de dominio.

De forma similar ao problema de membrana, pode-se reescrever (6.21)

da forma a segquir:

[H{U}=[G{P}+{F,} (6.22)

Trocando-se as colunas das matrizes de influéncia, pode-se agrupar os termos

prescritos no lado direito da equacéo, e os valores incognitos do lado esquerdo,

[AKX} =[AL{G+{R} (6.23)
ou seja
[AI{X}={B} (6.24)

Como visto, cada ponto possui 4 valores incognitos. Metade destes
valores sé&o impostos como condi¢cdes de contorno, de forma que a solucao do

sistema demanda a obtengdo de 2N, equacdes. A versatilidade do método

permite que sejam quaisquer estas equac¢des. Comumente, escrevem-se, para
cada no da discretizacdo, a equacdo de deslocamentos (6.22), e a primeira
derivada desta, que fornece as rotagdes. Neste trabalho, conforme experiéncia
do orientador, opta-se por escrever apenas a equacao de deslocamentos, e
associar dois pontos fonte a cada n6 do contorno. E importante o devido
posicionamento do segundo ponto fonte, considerando que pontos préximos
levam a problemas de mau condicionamento das matrizes, incorrendo em
singularidade destas.

Uma possibilidade para a escolha do primeiro ponto de colocacao é
toma-lo como sendo o préprio ndé, ou um nd interno ao elemento

correspondente, no caso de elemento descontinuo. O segundo ponto pode ser
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externo e normal ao primeiro, a uma distancia compreendida entre 1% e 20%

do tamanho do elemento. A figura a seguir apresenta um esquema ilustrativo.

X X
|
|
|

N\ duplo simples

Figura 6.4 — Pontos de colocacdo nos casos de né simples e duplo
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CAPITULO 7
MODELAGEM DE CASCAS ABATIDAS ATRAVES DE FORMULACAO
DO METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Apresenta-se aqui uma metodologia para a analise de cascas abatidas a
partir do acoplamento entre membrana e placa. O item 7.1 traz conceitos
iniciais acerca das cascas delgadas. A definicdo das hipéteses de abatimento
da casca, bem como sua formulacdo basica sdo apresentadas em 7.2. A

formulacdo do MEC a ser utilizada consta do item 7.3.

7.1. CASCAS DELGADAS

Define-se por casca o elemento estrutural curvo dotado de uma
dimenséo significativamente pequena, em relacéo as outras duas dimensdes e
aos raios principais de curvatura, e submetido aos efeitos de flexdo e
membrana. O efeito de flexdo € semelhante ao sofrido por uma placa,
enquanto que a parcela de membrana estd ligada a deformacfes do plano
médio da casca nesta mesma superficie. O local dos pontos equidistantes das
duas superficies que delimitam a casca é chamada superficie média, sobre a
gual fazem-se as principais suposi¢oes e analises.

A curvatura de uma casca pode ser definida, em uma direcédo

coordenada i, como sendo:

K =— (7.1)

Sendo R, o raio de curvatura da casca referente a direcéo i.
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As cascas podem ser classificadas em delgadas ou espessas, com base
na relacdo entre sua espessura h e o raio de curvatura R. Segundo

Novozhilov (1964), a esbeltez da casca pode ser definida pela inequidade:

h 1t (7.2)

A teoria que trata as cascas delgadas foi desenvolvida por Love (1888),
fortemente baseada na formulacdo de Kirchhoff para placas delgadas. Nesta
formulagéo classica, também chamada de teoria de Kirchhoff-Love, fazem-se
as seguintes suposicdes: Um segmento de reta normal a superficie média
permanece retilineo e normal a esta apés a sua deformacéo; As componentes
de tensdo agindo em planos paralelos a superficie média podem ser
desprezadas. Além destas, continuam valendo as consideracdes de material

elastico linear, isétropo e homogéneo.

Figura 7.1 — Casca abatida com curvaturas principais

Definiu-se aqui o elemento estrutural denominado casca delgada, com
as hipdteses pertinentes a teoria linear utilizada. Este trabalho limita-se a
apresentar, a seguir, a formulacao utilizada no tratamento de cascas delgadas
com certo grau de abatimento. O equacionamento completo para as cascas

finas pode ser consultado em Novozhilov (1964).
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7.2. CASCAS DELGADAS ABATIDAS
Admite-se uma casca, com superficie média definida por:
X3 = X3(X1,X,) (7.3)

Esta pode ser considerada abatida se, para todos os pontos da
superficie média, verificar-se

2 2
K| g , X3 | «1 (7.4)
0X, 0X,

0 que implica que as curvaturas sao pequenas.

A teoria de cascas abatidas é regida pelas seguintes simplificacées,

- As componentes tangenciais do deslocamento sdo pequenas em
relacdo & componente transversal,

- As tensdes cisalhantes podem ser omitidas nas duas primeiras
equacdes de equilibrio do elemento de casca delgada,

- Os termos de ordem superior envolvendo as derivadas de x, podem ser

desprezados.

7.2.1. Equacionamento Basico

Considere-se que a casca possui superficie média quadratica, dada por:
1

sendo K;; e K,, as curvaturas principais da casca nas dire¢des indicadas. O

equacionamento de equilibrio da casca € escrito a seguir,

Nysp+0d, =0 (7.6)
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Qa,a - KaﬂNaﬁ +03 = 0 (77)

Mgz —-Q, =0 (7.8)

sendo N, Q,, M, as resultantes dos esforcos normal, cortante e fletor

respectivamente. As cargas de volume s&o representadas por g, .

No qual os indices variam de 1 a 2. Visando apresentar de forma mais concisa
a formulacéo, tomam-se u, e w como sendo os deslocamentos nas dire¢oes
1, 2 e 3, respectivamente. Nesse equacionamento simplificado as curvaturas
cruzadas K, e K,, séo consideradas nulas, de forma que se analisam cascas
com curvaturas principais apenas.

As componentes de deformacdo sao expressas em funcdo dos

deslocamentos da superficie média, como segue:
&£ :—[uaﬁ+uﬁya +2Kaﬁw] (7.9)

Considerando a teoria de Kirchhoff-Love as resultantes de esforcos em

termos de deslocamentos, escritas para o estado plano de tensédo, valem

1-v 2v
N(w:—2 B(ua’ﬂ+uﬂya+EuM§aﬁJ+ B[(l—u)Kaﬂ+uK¢¢5aﬁJW (7.10)
Q, :_D(W,yyﬂ) (7.112)
1-v 2v
MWZT;D@MM+WM+E$WW@J (7.12)

com a rigidez de membrana B definida considerando a espessura t da casca:

_Et
(1-0?)

(7.13)

Derivando-se (7.10) em relacdo a f e substituindo na primeira equacao de

equilibrio (7.6), obtém-se a expressao a seguir:
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1-v 2v “m

Verifica-se que a primeira parcela, a menos de uma for¢a de volume q,,

corresponde ao equilibrio do problema isolado de membrana. Define-se ainda

um termo de forgas equivalentes:

Ay =0, +B[ 1-0)K + 0K 5,5 |W 4 (7.15)

Nll

NP M2 " Q:

Figura 7.2 — Esforgos de membrana e flexo atuantes na casca

Deriva-se a equagéao (7.8) em relagéo a «,
Maﬁ,aﬁ _Qa,a =0 (716)
a fim de incorporar o valor de Q, , dado em (7.7), resultando:
Maﬁ,aﬁ_KaﬁNaﬂ +q3:0 (7.17)

Substituindo as expressfes das resultantes em termos de deslocamentos,

pode-se reescrever a expresséo acima, como segue.

1-v 2v -
TD(w'aaﬂﬂ +W go0p +Ewwaﬁ5aﬁj+ qf =0 (7.18)

as forcas equivalentes sdo dadas, para o caso de flexao, por:
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5 1-v

q;:q3—KaﬁB{(—z)(ua'ﬂ+uﬂya)+uuy175aﬂ+[(1—U)Kaﬂ+uK¢¢5aﬂ}W} (7.19)
Pode-se verificar que os termos de forgas equivalentes promovem o

acoplamento dos problemas de membrana e flexdo, os quais definem o

comportamento mecanico da casca.
7.3. FORMULAQAO INTEGRAL ACOPLADA

De posse das equacdes de equilibrio do problema de casca abatida
(Egs. 7.6 e 7.17), o procedimento de obtencdo da formulacdo integral
correspondente segue um roteiro semelhante ao ja apresentado nos itens 4.2 e
5.2, para os casos de membrana e placa isoladamente.

Para a equacao do regime de membrana deve-se observar que a tensao

o, representada na equagao (7.10), a menos da multiplicagdo da espessura

da casca, apresenta-se em dois termos: um primeiro que corresponde ao
comportamento puramente de membrana, e um segundo associado a correcao

de rigidez imposta pelo acoplamento com o regime de flexdo, como segue:

1-v 2v m b
Nep :TB[ua'ﬂ TUpq +Eum5aﬁj+ Bl (1~ 0)K gy + UK gy JW=Nys" + Ny

Assim, o teorema da reciprocidade de Betti pode ser escrito da forma:

[, (@0, (5,00 + [ 04, ° ()5, (5,0)Q = [ £, ()0, (5,0)Q (7.20)
Q Q Q

Apoés o desenvolvimento da expressao acima, a equacao integral valida

em pontos do contorno resulta da forma

Copli5(S) = [P4(Q)U74(S, Q)T - [P5(S,Q)u 4 (Q)I -
B j U (S, 0) [ (L= 0)K 5, + 0K, 8, [ Wiy, ()T + (7.21)

BJ U, (S,a)[ A—0)ky, + UK 48, W, (a)Q+ [ U7,(S,a)q, (@)
Q Q
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Ja a equacao dos deslocamentos no contorno da placa (5.19), pode ser

reescrita, com o termo de acoplamento, da forma

. N,
CEW(S) = | [—Mn(@@g”—n(s, Q)+V,(QW (S,Q) r-Y R:(S.Qw(Q)
r k=t (7.22)

* avv * ra *
- (—Mn(s, Q—-Q+V; (S Q)w(Q)jdm [ af(@)w (s, qye
r Q
A substituicdo de i em (7.22) leva ao resultado a seguir.

* NV
cEWE) = | [—MH(Q)?—n(s, Q)+V,(QW'(8,Q) =Y R: (S, Qw(Q)
r k=1

-f (—M:(s, EJORA Q)w(Q)jdn [as(@w (s g (7.23)

[ Ko @N (@W' (S, q)0
Q

A equagcéo integral dos esforcos de membrana N, ou das tensdes o,

pode ser obtida com a substituicdo da equacéo (7.21), adaptada para pontos

internos, na Lei de Hooke, como segue:

0 (8) =[S, (8, QU4 (QT + [ D ., (5, Q)P (Q)T + [ D5, (5, 4) s (@) -
B[ D, (5. ) @-0)kp, , + 0Ky, 55, JWi, ()IOQ+ (7.24)
Q

B j D, (s, q)[(l—u)k PRt uk¢¢,y5ﬂy]w,y (q)dQ
Q

E valido afirmar que os esforcos N_. s&o iguais as tensdes ao nivel da

superficie média multiplicadas pela espessura da casca.

Nes (5) =0, (s) (7.25)
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E ainda de interesse obter a representacéo integral dos deslocamentos

de flexdo para pontos internos.

w(s) = f( M (Q) (S Q) +V,(Qw'(s,Q) ZR (8, Qw(Q)

-| [—M:(s,@a—n(Q) +v:(s,Q)w(Q>jdr+ [as(@w’ (s g (7.26)
r Q

_I K s (@N 5 (@)W (s, 9)dQ
Q

7.2.1. Representacédo Algébrica das Equacfes Integrais
As equaclbes (7.21), (7.23), (7.24) e (7.26) compdem um sistema de
equacles determinado que permite a obtencéo dos valores de interesse.
Apresentam-se a seguir as expressdes algébricas das equactes

supracitadas, na ordem em que foram definidas no item anterior. Vale destacar

que a somatéria K ,N_, é representada pela variavel N,

[Hm]Zn,Zn {Um}Zn,l - [Gm]Zn,Zn {Pm}Zn,l _[Sm ]Zn,Zn {Ub}Zn,l +[Rm]2n,2i {Wf }Zi,l + {Fm}Zn,l

[Hb]Zn,Zn{U }an [Gs ]Zn Zn{ b}Zn,1+[Jb]2n,i{Nm}i,1+{Fb}2n,1

(N =[H 0] 0 (U b 716 o0 (Prbons =[S ] {Ubhans # 1@y W s +{F 'y

{Wb}i,l - _[H 'b]i,Zn {U }Zn 1t [G ]. 2n { f}Zn,l +[‘] ¥ ]i,i {Nm}u + {F'b}i,l
(7.27)
A representacdo matricial do sistema (7.27) € dada a seguir:
H, -R, S, 0 U, G, O F,
H, -Q., S | Uy, G\ 0 [|P, F '
O I H 'b _\] Ib Nm 0 G Ib Flb
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sendo n o numero de pontos no contorno e i 0 numero de pontos no interior

do dominio, os quais, na metodologia adotada, constituem os nés de células.

A solucéo deste sistema acoplado leva aos valores de:

- Deslocamentos de membrana nos pontos de contorno {U }
- Forcas de membrana nos pontos de contorno {Pm}

- Deslocamentos de flexdo nos pontos de contorno {U,}

- Forgas de flexdo nos pontos de contorno {P,}

- Deflexdes nos pontos internos {w, }

- Forcas de membrana equivalentes nos pontos internos {Nc}

Com base nestes valores calculados pode-se obter as tensdes de
membrana, pela lei de Hooke, e os esforcos de flexdo, pelas equacgdes (3.9) e

(3.13), para os pontos internos.
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CAPITULO 8
ASPECTOS NUMERICOS COMPLEMENTARES

Inicialmente, este capitulo traz alguns pontos relevantes no que diz
respeito ao tratamento de integrais sobre o dominio. No item 8.2 apresenta-se
um breve comentéario acerca de um processo de sub-elementacao utilizado em

procedimentos de integracdo numérica.
8.1. TRATAMENTO DE INTEGRAIS DE DOMINIO

As integrais sobre o dominio que constam na formulacdo apresentada
podem ser subdivididas em duas classes basicas. Na primeira o nucleo da
integral, que consiste em uma solucdo fundamental ou suas derivadas,
multiplica um termo de valor conhecido sobre o dominio (eq. 8.1), como é o
caso das integrais das forcas de corpo. Outra situacdo é aquela em que o

termo multiplicado é incognita do sistema (eq. 8.2).

J’ X'T dQ (8.1)

j X'T dQ (8.2)

8.1.1. Integragéo de Termos de Valor Conhecido

Este procedimento é utilizado no calculo de integrais do tipo (8.1). O
objetivo é transferir a integral do dominio para o contorno, de forma que esta
possa ser avaliada de forma mais simples.

Admite-se a existéncia de uma primitiva da solugao fundamental:

ViL=X" (8.3)
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A integral pode entdo ser reescrita da forma:

QO —
><*

2 2
do = ijLT 40 = j(ﬁ LS LJT do (8.4)
oy’
Fazendo-se uma integracéo por partes, tém-se:

2 2 _ _ T T
(22t fraanf[Zn o dn Jrar- [ 2225w @y
X =\ OX oy sl ox ox oy oy

Uma segunda integracéo por partes leva a

j(% i der I(—m al JLdF+I[aZI+GZIJLdQ (8.6)
7\ OX ay ay al OX° oy

Por fim, a integral original no dominio resulta:

[viLT dQ:J.(Z—th dF—I[Z—:jL dr+[vTL do 8.7)
Q r r Q

Vale destacar que podem-se fazer sucessivas integracfes, a fim de
anular a integral de dominio que resta no ultimo termo do desenvolvimento. Ao

fim de duas integracbes, como mostrado acima, € possivel tratar integrais cujo
termo T possua distribuicdo constante ou linear.

Como exemplo, mostra-se a aplicacdo do método a integral I w'gdQ,

admitindo que a carga transversal g seja linear, dada por g=ax+by+c.

Considerando que as solugbes fundamentais sdo escritas em funcdo da
distancia r, é conveniente representar o operador Laplaciano em coordenadas

cilindricas, vale:

ve =12 (ri] (8.8)
ror\ or
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A primitiva da solucao fundamental € entéo calculada:

lg % =W* =_1 rz |n(r)_l (89)
ror\ or 87D 2
Integrando em r duas vezes, obtém-se, respectivamente
oL 1 3
—=——r"|In(r)—— 8.10
=m0 @10
L= r* (In(r) -1 8.11
1287D (In()-1) ( )
Sobre o contorno de normal n, pode-se escrever
oL_da 812)
on  or on
Com relacéo ao carregamento, tém-se:
g=ax+by+c=V’g=0 (8.13)
(8.14)

og o G
J_H, +—g77y =an, +bn,

on ox X oy
Ficam entdo definidos os termos das integrais de contorno apresentadas

em (8.7), que podem ser calculadas usualmente, por integracdo de Gauss.

8.1.2. Integracdo em Células
Podem-se utilizar diversas metodologias para o tratamento dos termos

de dominio do tipo (8.2). Adota-se aqui um procedimento de célculo semi-
analitico dessas integrais, a partir da definicdo da variavel de interesse em

regides discretas do dominio.
Considere uma por¢cdo do dominio Q, discretizada em células Q. ,

como ilustrado a seguir.
Eduardo T. de Lima Junior
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Figura 8.1 — Divisdo do dominio em células; exemplo de aproximagéo linear

Aproximando o valor de f(q) em cada célula por uma fungéo ¢(q), tém-se:

f () = 4 (a)f)" (8.15)

Desta forma, uma integral que contém o termo em f(q) pode ser escrita como

um somatorio das integrais de cada célula, por exemplo:

Ncel
[Uaf@da=3" [ u'(Sa)a@de,f" (8.16)
Q

m:ZI.Qrn

A integracdo de um termo de dominio sobre as células resulta numa matriz de
coeficientes, que representa a influéncia dos valores f,. Substituindo-se os f,
obtém-se as influéncias dos deslocamentos e suas derivadas.

No presente trabalho, utilizam-se células planas triangulares com trés
nés, e aproximacao linear para as variaveis.

Como ilustracdo, mostra-se o calculo da integral de acoplamento da

equacgao de membrana: J.ui*kB[(l—u)Kkj +UKnn5kj]W1de.
Q
A funcéo de forma linear € dada por:

1
) :K(ao"'(”ox"'?/oy) (8.17)

C
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Sendo A, a area da célula, e os termos «,, ¢, € y, definidos por notacéo

ciclica, com i, j,k =1...3, como segue:

&y = XY = XY
Po=Y;— Y« (8.18)
Vo = X =X

Pode-se entdo aproximar a variavel w ;:

(w;), =gw’ (8.19)

E representar a integral da forma a segquir,

Nce
Z [ Ui B[ @-v)Ky +0K,, 54 |4 dQ, Wi (8.20)
m=lq,

Condensando os valores constantes no termo ij:B[(l—u)KijruKnnékj],

explicitando a expressao da solucdo fundamental, e escrevendo a integral em
coordenadas cilindricas, obtém-se (8.21), que pode ser integrada
analiticamente em r, resultando em (8.22)

Nielj‘.[g (11 )G [(40_3) In(r)é‘lk + rlrk:IFkJ¢|J rdrd@ W:m (821)
m=1lg r T\L—VU

NCEIJ‘]_G 1-0)G [(40_3)("](0 - ;jé‘lk + rir,kj| Fyd; O wy’ (8.22)
m=1 /] T -

ApOs esse passo analitico, a integral é escrita sobre o contorno da célula

m, de forma a ser integrada numericamente com quadratura de Gauss.

Ncel r.2 1or
mzirf 16”(1_0)6{(40 3)(In(r) j@kﬂrk}ﬁ, A (—a—ndr j (8.23)
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Definem-se coordenadas homogéneas &, p=1...3 para os lados da célula

triangular. Em funcdo dessas coordenadas, pode-se representar a integral:

or n
I p16;;(1 {(4‘) 3)('”“) derr } o b 595 Wi (8.24)

F

Por integragéo de Gauss, tém-se o esquema final, a ser implementado:

Zce:zzg] | {m{(% 3)(In(r) ja‘lkﬂr } ’ ¢“} o w" (8.25)

on
ng

8.2. PROCESSO DE SUB-ELEMENTACAO

No processo de integracdo numérica, quando o ponto de colocacgédo
estiver relativamente proximo ao elemento a ser mapeado (r — 0), 0s nucleos
das integrais apresentam elevados gradientes. Assim a integral torna-se quase
singular, conduzindo a resultados ruins. Na tentativa de evitar essa perturbacéo
pode-se utilizar o artificio de dividir o elemento em trechos menores,
dimensionados automaticamente de forma a compatibilizar as ordens de
grandeza do comprimento de cada sub-elemento e da distancia ao ponto de

colocacao. A figura a seguir ilustra a situacao:

S

Figura 8.2 — Ponto fonte proximo ao elemento mapeado
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O comprimento do sub-elemento é calculado com base no angulo «
indicado. Caso este seja inferior a 60°, admita-se o triangulo isésceles indicado
na figura seguinte. O comprimento é dado pela interseccdo da mediatriz

relativa ao lado de tamanho r com o elemento.

r S

Figura 8.3 — Dimensionamento do sub-elemento

Para valores de « superiores a 60°, tomam-se sub-elementos de comprimento

igual ao raio r.
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CAPITULO 9
EXEMPLOS DE APLICACAO

A metodologia aqui desenvolvida foi implementada em linguagem
MATLAB®, dando origem ao programa SSPLBE — Shallow Shell Problem with
Linear Boundary Element.

No presente capitulo apresentam-se algumas aplicagées do programa.
Inicialmente, analisam-se exemplos de estado plano e de placas, a fim de
validar a implementacao para problemas desacoplados de membrana e flexao,
respectivamente. O item 9.3 trata de exemplos de cascas abatidas, principal

objeto de estudo do trabalho.

9.1. ESTADO PLANO DE TENSAO

Admite-se uma chapa retangular engastada em uma das bordas,
solicitada por um carregamento de superficie uniforme, como ilustrado na figura

9.1. A chapa tem dimensdes a=150m; b=0,50 m, estando sujeita a uma

carga de 10 kN/m?*. Os parametros elasticos valem E=1kN/m?*; v=0.

LYy
e e e
e e e
e e A o
e e e
—> > > >
a X

Figura 9.1 — Chapa engastada sujeita a carga uniformemente distribuida
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O problema equivalente a este, no dominio unidimensional, € o de uma
barra engastada e uniformemente solicitada ao longo de seu comprimento.
Com base na resisténcia dos materiais, os campos de deslocamento e tensao

normal na barra s&o dados por:

B ENE I

2EA EA

0 (0 =1 (LX)

u(x)=-—
(9.1)

A seguir apresentam-se os diagramas de deslocamento e tensao normal
na chapa, calculados com o programa desenvolvido, além das curvas obtidas

analiticamente a partir das equacdes (9.1).

Figura 9.2 — Diagrama de deslocamento horizontal na chapa (m)

12

I
I
M- === == A
I
I
|

deslocamento (m)
(2]

coordenada horizontal (m)

Figura 9.3 — Deslocamento horizontal obtido analiticamente para a barra
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N W A OO N 0 ©

-

Figura 9.4 — Diagrama de tens&do normal na diregao horizontal (kN/m2)

tensao normal (kN/m2)

coordenada horizontal (m)

Figura 9.5 — Tensdo normal horizontal obtida analiticamente para a barra

Com base no exposto acima, pode-se observar a congruéncia entre os
resultados fornecidos pelo programa proposto e os calculados analiticamente.

Vale destacar que a malha utilizada € de 10 elementos, integrados por 4
pontos de Gauss. Os pontos fonte sdo afastados do contorno de uma distancia
equivalente a 100% comprimento do elemento correspondente, € o processo
de sub-elementacao é utilizado. Sem esse processo, faz-se a colocagao dos
pontos fonte sobre o contorno, sendo necessarios 40 elementos e 96 pontos de
integracao por elemento para obtencgao de resultados equivalentes.

Nos exemplos seguintes, a colocagéo do primeiro ponto singular é feita
sobre o contorno, enquanto que o segundo é afastado de 100% do tamanho do

elemento correspondente.
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9.2 PLACAS DELGADAS

Apresentam-se exemplos de placas delgadas, encontrados na literatura,

a fim de validar a implementacao feita com base na Teoria de Kirchhoff.

9.2.1. Placa Apoiada em Dois Lados Ortogonais e Engastada nos Outros Dois

Trata-se de uma placa quadrada, com 2m de lado e 6cm de
espessura, sob um carregamento de 400 N/m’. Admita-se moédulo de
elasticidade de 2,05 x 10" N/m?* e coeficiente de Poisson nulo. O problema é

analisado em Bares (1969). Utilizam-se 24 pontos de integracao, e diferentes

discretizagdes no contorno. Nao ha processo de sub-elementagao.

y

|
|
|
|
|
|
|
|
|
o - *——————————
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

>

d X

Figura 9.6 — Placa apoiada/engastada com carga uniforme

A tabela a seguir apresenta os resultados obtidos nos pontos

destacados, confrontados com os de valores de referéncia.

Tabela 9.1 — Valores de deflexdo e momentos nos pontos especificados (N, m)

Método W P1 M« P1 My P1 M, P2

Bares(1969) 3,642 x 10° 37,44 37,44 -108,32
16 elem. 3,654 x 10°® 37,47 37,47  -115,22

Presente

-6
Estudo 32elem. 3,649x10 37,46 37,46 -109,74

64 elem. 3,649 x 10° 37,46 37,46  -108,72
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Nas figuras 9.7 e 9.8 apresentam-se alguns diagramas tracados com
resultados do programa, representando as distribuicbes dos campos de

deslocamento transversal e momentos sobre a superficie média da placa.

0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8
R T U O A - A
= © © N O O A @O N =2
g © 590 5c 05 d095 o0 © o © ©°

Figura 9.7 — Deflexao (m); Momento M, (N.m)
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Figura 9.8 — Momento M,  (N.m); Momento M (N.m)
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9.2.2. Placa Circular Apoiada

Considere-se uma placa circular simplesmente apoiada, de didametro

d=2m e espessura h=6 cm. Os dados de carregamento e propriedades do

material constituinte sdo os mesmos aplicados no exemplo 9.2.1.

Figura 9.9 — Placa circular apoiada com carga uniforme

As solucbes analiticas para a deflexdo e para o momento fletor na

diregao radial sdo apresentados em Timoshenko (1959).

Os resultados obtidos com o0 uso do programa sdo comparados com 0s

valores de referéncia, como mostrado nas figuras a seguir.
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Figura 9.10 — Deslocamentos transversais analitico € numérico
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Figura 9.11 — Momentos na dire¢ao radial, analitico e numérico

Tabela 9.2 — Deflexdo e esforgos no ponto central (N, m )

Método W Qr M;

Timoshenko (1959) 8,468 x 10°° 0 75

Presente Estudo
(32 elementos)

8,325 x 10° 0 74,28

A malha utilizada possui 32 elementos, e 4 pontos de Gauss. Nao se
utiliza processo de sub-elementacao.

Pode-se observar que o modelo proposto apresenta bons resultados
frente aos valores de referéncia, ainda que com aproximacgdes relativamente

pobres para a geometria circular do contorno e para o campo de deslocamento.

9.3 CASCAS DELGADAS ABATIDAS

A seguir analisam-se exemplos de cascas, com diferentes geometrias e
niveis de abatimento. A validacdo dos valores obtidos com o uso do programa
desenvolvido é feita com base em resultados da literatura e provenientes da

aplicagao do Método dos Elementos Finitos.
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9.3.1 Casca Cilindrica de Base Quadrada, Engastada e Livre
Admite-se uma casca de curvatura cilindrica, com raio de 100 m, e base

quadrada de dimensdes unitarias (Fig. 9.12). O carregamento transversal vale

g, =0,006853 N/m?, o modulo de elasticidade longitudinal é de 1000 N/m?* e o

coeficiente de Poisson é igual a 0,3. A espessuradacascaé h=0,1m.

Figura 9.12 — Casca Cilindrica, engastada nas bordas retas e livre nas bordas curvas

Na analise com uso do programa desenvolvido, adotam-se 40 elementos
de contorno, e 32 células sobre o dominio, como ilustrado em 9.13.

Os resultados s&o validados por um pacote comercial, baseado no
método dos elementos finitos. Para tanto, utilizam-se 400 elementos do tipo
quadrilateral isoparamétrico com aproximag¢ao quadratica, o qual é bastante

indicado para o tipo de problema em analise, segundo instru¢gdes do programa.

Figura 9.13 — Discretizag6es utilizadas no contorno e no dominio
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Figura 9.14 — Deslocamento transversal obtido com a proposta apresentada

Alguns valores obtidos com a presente proposta sdo confrontados com
os resultados de referéncia, como mostra a tabela 9.3. O diagrama de

deslocamento transversal € apresentado acima.

Tabela 9.3 — Deflexdo no ponto central e forgas de contorno (N, m)
Método Wy N, P2 N, P1 Qn P1 M, P1
Refer. MEF 2,30E-04 2,70E-05 1,20E-04 3,12E-04 -4,67E-04
Presente Estudo 2,15E-04 2,77E-05 1,25E-04 3,35E-04 -4,70E-04

Verifica-se uma razoavel conformidade entre os valores propostos e os

resultados do método dos elementos finitos.

9.3.2 Casca Esférica de Base Circular, Engastada
Analisa-se neste exemplo uma casca em forma de cunha esférica, com

10 m de diametro, espessura de 0.01m e raio de curvatura R=100m. As
propriedades mecanicas e de carregamento valem: E/q,=2,1x10° N/m* e
v=0,3. Considera-se a borda perfeitamente engastada, sendo as condi¢des
de contorno u, =0 e M, =0.

A validacao do exemplo é feita com base em dois trabalhos da literatura.
Em Dirgantara & Aliabadi (1999), apresenta-se uma analise pelo método dos

elementos de contorno, além resultados obtidos com uso de um programa
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comercial (SAP90), baseado em elementos finitos. Na formulagdo via MEC
proposta no trabalho supracitado, a flexao é tratada pela Teoria de Reissner, e
as integrais de dominio sdo computadas por aproximagdo sobre células
quadrilaterais com geometria quadratica e aproximagédo constante para as
variaveis. Ainda, utilizam-se elementos de contorno quadraticos
isoparamétricos. Neste trabalho referenciado, utilizam-se 16 elementos de
contorno e 81 células. A malha de elementos finitos utilizada possui 540
elementos. O segundo trabalho, Wen et al. (2000) utiliza o MEC para a analise
do problema, com elementos quadraticos isoparamétricos na aproximagao do
contorno. As integrais de dominio sao transformadas para o contorno através
do método da reciprocidade dual (Nardini & Brebbia). Utiliza-se a Teoria de
Reissner. O contorno é discretizado em 16 elementos, e 25 pontos séao
utilizados no mapeamento do dominio.

No presente trabalho, analisa-se apenas um quarto da estrutura, em
razdo da simetria. Utilizam-se 36 elementos de contorno e 82 células, como
ilustrado na figura 9.15.

A tabela 9.4 lista alguns resultados, tais como a deflexdo no ponto

central, e as forgas no contorno.

Figura 9.15 — Discretizag¢des utilizadas no contorno e no dominio
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Tabela 9.4 — Deflexdo e forgas no contorno da casca esférica (N, m)

Resultado Presente Refer.1 MEC Refer. 2 MEC Refer. MEF

Wo 0,205 0,209 0,211 0,210
Nn 22,812 22,300 22,729 22,879
Qn 1,667 1,386 1,429 -

Mhn 1,463 1,499 1,507 1,492

Verifica-se uma razoavel concordancia dos valores aqui obtidos com os
resultados de referéncia. Deve-se ressaltar que na modelagem de apenas um
quarto da estrutura existe o inconveniente do canto livre, que pode levar a

perturbagcdes na solugdo em sua vizinhancga.

9.3.3. Casca Esférica de Base Quadrada, apoiada

Uma casca com base quadrada de 2 m de lado e 5cm de espessura,
possui curvaturas K, =K,, =1/80 m™. Admite-se E/q,=1x10° N/m?, com

coeficiente de Poisson nulo.

Os valores obtidos s&o confrontados com resultados de um pacote
comercial baseado no MEF. Para tanto, considera-se uma malha de 400
elementos quadrilaterais isoparamétricos. No programa proposto, o contorno é

dividido em 4 elementos e o dominio discretizado em 32 células.

X2 %

Figura 9.16 — Casca esférica de base quadrada

A tabela 9.5 ilustra a comparacéo entre os valores de deflexdao no ponto
central da casca, além da rotagao e forca de membrana normais ao contorno,

no ponto central de uma borda. Os resultados apresentam-se satisfatorios.
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Tabela 9.5 — Deflexao e forgas no contorno da casca esférica (N, m)

Método Wo dw/dn Nn
Refer. MEF 6,120E-02 1,025E-01 1,892
Presente Estudo 6,240E-02 1,030E-01 1,756

Figura 9.17 — deslocamento transversal

Na figura 9.17 traga-se o diagrama de deslocamentos transversais

obtido com o programa proposto.

9.3.4. Casca Cilindrica de Base Quadrada, Apoiada

O objetivo deste exemplo é validar a implementacdo desenvolvida na
analise de cascas com diferentes niveis de abatimento. Para tanto parte-se de
uma placa, e incrementa-se a curvatura em uma direcdo apenas. Vale destacar
que a literatura ndo estabelece limites para o abatimento das cascas, de forma
que os resultados serdo confrontados com valores obtidos através de analise
com um pacote comercial baseado no MEF.

Admita-se uma placa quadrada com 2 m de lado e 6 cm de espessura,

apoiada nas quatro bordas. O carregamento transversal & uniforme, de valor

g, =100 N/m*. As propriedades de material sdo as seguintes:

E=205x10° N/m?; v=0,3.
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A imposicdo de curvatura na diregdo x, da origem a uma casca

cilindrica, como mostrado na Figura 9.13. Os raios de curvatura adotados
valem 200 m, 100 m, 50 m e 20 m.

A malha utilizada na analise via elementos finitos possui 400 elementos
quadrilaterais isoparamétricos de aproximagao quadratica.

As discretizagdes utilizadas no contorno e no dominio do problema, 40
elementos e 32 células, respectivamente, sdo semelhantes as apresentadas no

exemplo 9.3.1. A integragao numérica foi realizada com 2 pontos de Gauss.

Tabela 9.6 — Deflexdes no ponto central (m)

Raio de Curvatura Relacéo fo/a Presente Refer. MEF Erro (%)

% 0 0,16069 0,16104 -0,22%
200 1,25E-03 0,16011 0,16005 0,04%
100 2,50E-03 0,15941 0,15925 0,10%
50 5,00E-03 0,15668 0,15405 1,71%
20 1,25E-02 0,13371 0,12537 6,65%

Com base nos valores da tabela acima, nota-se a perda de congruéncia
entre os resultados obtidos com o programa desenvolvido e os valores de
referéncia, a medida que diminui-se o raio de curvatura. Isso pode significar
uma limitacdo da propria formulagcdo utilizada, que nao representa
adequadamente o ganho de rigidez devido ao comportamento de membrana
em casos de curvatura mais acentuada.

Um outro aspecto que deve ser ressaltado é o ganho de rigidez, ainda
que pequeno no presente caso, da estrutura com o aumento da curvatura.
Segundo os valores de referéncia, o deslocamento maximo cai cerca de 22%
na casca de maior curvatura analisada, em relagao a placa. Esse percentual é

de 17% nos resultados aqui propostos. A figura a seguir serve de ilustragéo.
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Figura 9.18 — Deflexdes na linha central para os varios niveis de abatimento
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CONCLUSAO

Apresentou-se um modelo numeérico para andlise de cascas abatidas, o
gual apresentou desempenho satisfatorio numa validagdo feita com base em
outros trabalhos e em resultados de programas comerciais consagrados,
baseados no método dos elementos finitos.

O programa desenvolvido mostrou-se significativamente sensivel a
densidade do mapa de células utilizado no dominio, bem como a relacao entre
a quantidade de células e de elementos no contorno.

Como propostas para trabalhos futuros, a implementacao de elementos
de contorno e células com aproximacbes de ordem maior pode ser
interessante, a fim de diminuir a densidade das malhas utlizadas neste
trabalho.

A introducdo de enrijecedores no dominio das cascas, bem como seu

acoplamento com vigas, possibilitara a analise de estruturas reais.
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ANEXO |
DERIVADAS DAS SOLUCOES FUNDAMENTAIS PARA PLACAS
DELGADAS

Apresentam-se aqui as expressdes das derivadas de solucdes
fundamentais da teoria de placas, necessarias ao célculo dos esfor¢cos cortante
e fletor, dados em (5.21) e (5.22).

*

%(S’Q) =—47%D|n(r)f,i (Al.1)
T (6.0) - zn) 1)
9 =gt A
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o | ow 1
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