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RESUMO

VICENTINI, D. F. (2006). Formulacdo do método dos elementos de contorno
para andlise de fratura. S&o Carlos. Dissertagcdo (Mestrado) — Escola de
Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Séao Paulo.

No contexto do método dos elementos de contorno, este trabalho apresenta
comparativamente trés formulagbes em distintos aspectos. Visando a analise
de sodlidos bidimensionais no campo da mecanica da fratura, primeiramente é
estudada a equacéao singular ou em deslocamentos. Em seguida, a formulacéo
hiper-singular ou em forcas de superficie é avaliada. Por dltimo, a formulacao
dual, que emprega ambas equacdes é analisada. Para esta analise, elementos
continuos e descontinuos sdo empregados, equacdes numéricas e analiticas
com ponto fonte dentro e fora do contorno séo testadas, usando aproximacéo
linear. A formulacdo € inicialmente empregada a problemas da mecanica da
fratura elastica linear e em seguida extendida a problemas nao-lineares,
especialmente o modelo coesivo. Exemplos numéricos diversos averiguam as
formulacbes, comparando com resultados analiticos ou disponiveis na

literatura.

Palavras-chave: fratura, método dos elementos de contorno, modelo dual,

mecanica da fratura elastica linear, coesivo.



ABSTRACT

VICENTINI, D. F. (2006). Boundary element formulations applied to fracture
mechanics. Sado Carlos. M.Sc. Dissertation — Escola de Engenharia de Séo
Carlos, Universidade de Séo Paulo.

In this work three boundary elment formulations applied to fracture mechanics
are studied. Aiming the analysis of two-dimensional solids with emphasis on the
crack problem, the first considered method is the one based on using
displacement equations only (singular formulation). The second scheme
discussed in this work is a formulation based on the use of traction equations
(hyper-singular formulation). Finally the dual boundary element method that
uses singular and hyper-singular equations is considered. The numerical
schemes have been implemented using continuous and discontinuous linear
boundary and crack elements. The boundary and crack integral were all carried
out by using analytical expressions, therefore increasing the accuracy of the
algebraic system obtained for each one of the studied schemes. The developed
numerical programs were applied initially to elastic fracture mechanics and then
extended to analyze cohesive cracks. Several numerical examples were solved
to verify the accuracy of each one of the studied models, comparing the results

with the analytical solutions avaliable in the literature.

Keywords: fracture, boundary element method, dual boundary element method,

linear elastic fracture mechanics, cohesive crack model.
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Capitulo

1 Introducéao

— ——

Temos, na nossa histéria, catastrofes mundialmente conhecidas, como a
que ocorreu com o Titanic ou com 0s navios “Liberties”, da Segunda Guerra
Mundial, ou ainda com o avido a jato britanico Comet, em 1954, entre outras.
Estas impulsionaram o estudo do comportamento de materiais da industria
naval e bélica, melhorando o entendimento do comportamento de certos
materiais, como 0 a¢o, que a baixas temperaturas assume um comportamento
fragil. Os estudos avancaram nesse sentido, dando origem ao estudo da
ciéncia hoje conhecida por Mecéanica da Fratura.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), ferramenta numérica
alternativa ao Método dos Elementos Finitos (MEF), € bastante eficiente em
problemas que apresentam concentracdes de tensdes. Especialmente no caso
da fratura, o emprego de solucdes singulares como ponderadora consegue
simular a presenca de singularidades na ponta da fissura com maior preciséo.

Visando o uso do MEC no estudo de solidos bidimensionais em presenca
da fratura, pretende-se estudar possiveis formula¢des, algumas ja existentes,
outras em desenvolvimento, com o objetivo de obter melhorias tanto na
qualidade das representacdes obtidas, particularmente no caso de problemas
nao-lineares.

O método requer apenas a discretizacao da fissura, ndo sendo necessaria
a discretizacdo do dominio a cada avanco e a correspondente aproximagao
das variaveis no interior do corpo.

Todas as implementacdes necessarias para a analise das estruturas sao

realizadas em linguagem computacional FORTRAN.



1.1. Revisao da bibliografia

Na literatura encontra-se hoje uma vasta quantidade de trabalhos
importantes sobre o desenvolvimento de formula¢cées do MEC em problemas
de Mecanica da Fratura. Os primeiros trabalhos que trataram do problema da
andlise de fissuras sé@o ainda da década de setenta, de autoria de Cruse e van
Buren (1971), que empregaram elementos de contorno usuais para a
modelagem da fissura, porém considerando sua forma eliptica. Essa técnica
levou a erros significativos e, além disso, exigia um numero grande de
elementos para aproximar as variaveis da superficie da fissura, portanto nao
apresentou um desempenho satisfatério e foi abandonada. Cruse (1972) apud
Salgado (1998) ainda mostrou que devido a existéncia de nés do contorno
coincidentes em superficies opostas da fissura, a aplicacdo direta do MEC a
este tipo de problema conduz & uma matriz singular. O trabalho do Prof. Cruse
em fratura teve continuidade, e em 1975 prop6s uma formulacdo baseada no
uso de funcbes de Green (SNYDER e CRUSE, 1975). As funcdes de Green
representavam a solucdo exata de um dominio infinito com a presenca da
fissura que se pretendia analisar. Com essa técnica 0s termos integrais
referentes ao contorno da fissura desaparecem e a solugdo é extremamente
precisa. Entretanto, sua aplicacdo é restrita. Permite o estudo dos fatores de
intensidade de tenséo, porém nao permite o estudo do avanco da fissura.

O uso da equacdo singular para o tratamento de fissuras aparece
posteriormente no trabalho de Blandford et al. (1981), que utiliza a técnica das
sub-regibes para simular o crescimento da fissura entre dois contornos.
Venturini (1982) também utilizou uma técnica similar para separagcdo e
deslizamento em juntas. Neste caso, 0 problema era também nao-linear, pois
considerava os modelos constitutivos elasto-plasticos (von Mises e Mohr-
Coulomb) para governar o estado de tensdo entre as superficies, incluindo-se
também efeitos dependentes do tempo. Além desses trabalhos, a formulacéo
singular também aparece nos trabalhos de Cen e Maier (1992) e de Liang e Li
(1991) que utilizaram a técnica para a modelagem de fratura coesiva.

O modelo de sub-regides foi bastante utilizado para a andlise de fissuras,

porém contém o mesmo problema computacional dos métodos de elementos
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finitos classico. H& a necessidade de se fazer uma previsdo do crescimento da
superficie com a definicdo de uma interface tentativa e depois modificar a
malha em fung¢édo da resposta obtida.

Uma alternativa utilizada para a modelagem de fratura € decorrente da
formulacdo do método da descontinuidade de deslocamentos (Crouch, 1976).
Esse método € similar ao método dos elementos de contorno, porém utiliza
como ponderadora uma solucdo fundamental (funcdo de Green) que é a
resposta em um dominio infinito da aplicacdo de uma descontinuidade unitaria.
Aplicacbes dessa formulacao foram feitas em: (Crouch e Starfield, 1983 e Wen
e Fan, 1994).

Um trabalho importante foi proposto por Cruse (1988) que utilizou fungdes
de Green para a modelagem da fissura, particularmente para o estudo dos
fatores de intensidade de tensdo. Os trabalhos de Mews (1987) e Telles e
Guimardes (2000) também seguem essa linha com a proposicdo de
melhoramentos. Telles propde a obtencdo numérica da funcdo de Green e,
portanto pode simular o avanco da fissura independentemente de sua
geometria.

A introducdo de uma equacéo integral adicional e hiper-singular em uma
das faces da fissura foi primeiramente descrita por Watson (1986), Watson
(1988) apud Saleh (1997). Nesses trabalhos, propunha-se o uso da equacao
singular para os nés definidos em uma das faces da fissura e a representacéo
hiper-singular para os nés da face oposta. Para problemas tridimensionais o
uso simultaneo das duas equacdes integrais foi feito por Gray et al. (1990).

A técnica conhecida como Método dos Elementos de Contorno Dual
(MECD) para a analise de problemas de fissura € hoje a mais difundida.
Também foi idealizada com a utilizacdo simultdnea das equacdes integrais
singulares e hiper-singulares, porém de maneira mais versatil. A geracdo de
novos elementos foi idealizada e, portanto a analise do crescimento da fissura
€ bastante simples. O trabalho de Portela et al. (1992, 1993) é sempre utilizado
como referéncia para a técnica. O método foi em seguida estendido a
problemas tridimensionais, inclusive tratando do problema da propagacdo de
fratura, por Mi e Aliabadi (1992%°, 1994%°  1995). O resultado dos estudos de

fratura para o caso tridimensional esta resumido no livio de Mi (1996). E
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interessante ainda mencionar uma série de outros trabalhos que utilizaram a
técnica e introduziram avancos para alguns tipos especificos de analise. Nesse
contexto, deve-se citar os trabalhos de Mellings e Aliabadi (1994) para a
identificacdo de falhas, Sollero e Aliabadi (1994) para o estudo de compdsitos e
Saleh (1995; 1997) para a analise de fissuragcdo em concreto. Ainda dentro da
mecanica da fratura, algumas pesquisas interessantes comprovam sua
eficacia, como Dirgantara e Aliabadi (2000) que a utilizam para a analise de
placas combinando flexao e tracao (uni e biaxial); Alessandri e Mallardo (1999),
acoplando a técnica de otimizacdo e analise inversa (combinando MECD com
Linear Complementary Problem - LCP), onde a fissura é incégnita (variavel de
desenho) e a minimizag&o do erro é a funcao de penalizacdo (calculado entre a
posicdo suposta inicial e a posicdo atual da fissura). Fedelinski et al. (1997)
usaram-na convenientemente adaptada a um dominio em funcdo do tempo
para a analise de cargas dinamicas, obtendo bons resultados.

Uma técnica alternativa que utiliza um campo de tensdes iniciais para a
correcdo do estado de tensdo em fissuras mostrou-se também bastante
eficiente quando a espessura da regido de processo € degenerada para zero,
isto €, quando a zona de processo se transforma numa fissura. Venturini
utilizou essa técnica para a modelagem da fratura coesiva, inclusive modelando
comportamentos que exibem snap-back (VENTURINI, 1994 e LOPES e
VENTURINI, 1997). Esse procedimento também foi utilizado para a modelagem
de deslizamento de taludes: Jiang e Venturini (1998a) para o caso
bidimensional, e Jiang e Venturini (1998b) e Jiang e Venturini (2000) para o
caso tridimensional e, mais recentemente, Manzoli e Venturini (2004),
simulando o comportamento nédo-linear em problemas de descontinuidades
fortes.

No campo dos MEF existem muitos trabalhos consolidados sobre fratura
coesiva. O grupo da Universidade de Cornell (BITTENCOURT, 1993; HANSON
et al. 2004) apresenta algumas das principais contribuicbes nesta area,
simulando inclusive a fratura coesiva tridimensionalmente e originando o
programa cohFRANC3D.

Mais recentemente foram feitas algumas tentativas de se modelar fratura

utilizando apenas a formulagcéo singular e definindo-se os labios da fissura
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muito proximos um do outro, similar ao que o Prof. Cruse tentou sem sucesso
fazer nos anos setenta. Esse estudo feito na EESC-USP demonstrou que esse
modelo é preciso desde que as integrais sobre os elementos da fissura sejam
bem avaliadas, utilizando-se para isso sub-elementacdo adequada ou
integracdo analitica dos termos integrais. Resultados dessa tentativa estdo na
dissertacdo de mestrado de Maciel (2003) e na tese em desenvolvimento de
Leite (2003).

Nos objetivos descritos a seguir observa-se que o trabalho tem seu foco
centrado na modelagem do fendmeno da fratura utilizando o MEC. Em termos
de fratura mecanica € necessario mencionar também alguns trabalhos béasicos
que permitem o entendimento do fendbmeno da iniciacdo e crescimento de
fratura elastica linear e também coesiva. Para os problemas de fratura elastica
linear o trabalho esta restrito a determinacdo dos fatores de intensidade de
tensdo (IRWIN, 1957) que permitem conhecer a seguranca do solido com
relagéo a sua integridade e também indicar o crescimento. Os fundamentos da
mecanica da fratura elastica linear podem ser encontrados em textos classicos
como os de Broek (1982), Kanninen e Popelar (1985), Anderson (1995), entre
outros. Ha diversos procedimentos para a determinacdo dos fatores de
intensidade de tensédo, podendo inclusive ser determinado a partir dos valores
das tensdes que séo precisos quando se utiliza o MEC. Um procedimento
simples € a utilizacdo dos valores do deslocamento do nd posicionado no
quarto do elemento. Essa técnica é mostrada em Dominguez e Martinez (1984).
O texto de Aliabadi e Rooke (1992) também tem bastante interesse, pois
mostra procedimentos numéricos para o tratamento da fratura elastica linear
através do MEC.

A fratura coesiva € um modelo de fraturamento ndo-linear relativamente
simples. Tem origem nos trabalhos de Barenblatt (1962) e depois bastante
detalhado e estudado numérica e experimentalmente nos trabalhos de
Hillerborg (1976) e Carpinteri (1986). Nos livros de Karihaloo (1995), Bazant e
Panas (1998), € também estudado e aplicado ao concreto e outros materiais

quase frageis.
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1.2. Objetivos deste trabalho

Este trabalho objetiva um estudo das formulacbes do método dos
elementos de contorno para a analise do problema de fratura de meios
continuos planos. Pretende-se inicialmente implementar a formulacdo dual do
método (que emprega as equacgbes singular e hiper-singular). Para a
confrontacdo dos resultados e andlise da eficiéncia de cada um desses
procedimentos as equacdes algébricas de cada uma dessas formulacdes serdo
obtidas com o emprego de integracdes analiticas dos elementos da fissura.
Seréa também experimentado o uso de sub-elementacdo para a verificagdo da
sua potencialidade e também aferir a integracdo analitica. As formulacfes
serdo inicialmente escritas para a fratura elastica linear. Pretende-se ainda
analisar as formulacbes com a inclusdo do modelo coesivo (cohesive crack

model).

1.3. Justificativa

No contexto atual, os métodos numéricos tém sido amplamente utilizados
no estudo da mecéanica da fratura e propagacdo de fissuras. Dentre eles,
destaca-se o MEF, que pode ser aplicado a um vasto niumero de problemas
fisicos.

No entanto, se gasta tempo para aproximacao da solucdo. As solucdes
obtidas ndo satisfazem plenamente a equagdo que governa o problema no
dominio, mas sim na medida em que o dominio é subdividido. Funcbes
polinomiais séo testadas, sendo utilizadas para aproximar a solu¢cao dentro dos
elementos finitos. Para problemas que envolvem singularidades, tais como o
campo de tensdes na ponta de uma fissura, o uso do MEF requer uma
discretizacdo muito boa da malha em torno do ponto singular. Além disso, em
uma analise de propagacéo de fissuras, geralmente € necessario modificar a
malha em grandes porcées do dominio do problema ao invés de tentar
acomodar as alteracdes de posicdo da ponta da fissura.

Desde sua introdugédo, por volta dos anos 60, o MEC vem sendo utilizado

como uma ferramenta alternativa ao MEF. Conceitualmente, a principal
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diferenca entre os dois métodos € que no MEC uma aproximac¢ao analitica para
a solucdo é tomada pela adocdo de funcbes peso, chamada solucéo
fundamental, a qual satisfaz a equacdo que governa. Na maioria dos casos, a
formulacdo é obtida de maneira que ndo contenha integrais no dominio do
problema. Sendo assim, somente 0 contorno necessita ser discretizado em
elementos, resultando em ganho substancial na preparacdo do modelo assim
como um sistema algébrico de equagfes muito menor a ser resolvido. Uma boa
discretizacdo € ainda necessaria proxima as singularidades; no entanto ela
esta restrita aos contornos do problema, exigindo significativamente menos nos
e elementos do que no MEF.

O MEC ¢é particularmente vantajoso em problemas envolvendo
singularidades e contornos em movimento, como 0s problemas de propagacéo
de fissuras. As formulacdes requerem pouca discretizacdo, ndo ha modificacéo
na malha com o crescimento da fissura e a aproximacdo necessaria das
variaveis é sempre pouco significativa.

Uma desvantagem é que as matrizes sdo carregadas.

O MEC teve um desenvolvimento rapido, principalmente a partir da
década de oitenta. Muitas tém sido as propostas de formulacbes para analise
com aplicagao nos mais diversos problemas de engenharia, como por exemplo,
nao-linearidade fisica (plasticidade, visco-plasticidade, visco-elasticidade), ndo-
linearidade geométrica, mecanica da fratura, contato, problemas transientes,
vibracBes, propagacdo de ondas, problemas de concentracdo de tensdo e de
delaminacdo, materiais compostos dentre outros. As formulagbes do método
também aparecem como promissoras para um grande numero de casos de
mecéanica das rochas e mecéanica dos solos (ambos caracterizados por
apresentar dominios infinitos) e de grande interesse na industria petrolifera e
em geociéncias. Além de outras aplicagdes na engenharia, como placas (por
representar corretamente concentracdo de tensdes), interagdo solo-estrutura,
bioengenharia e varias outras, onde pode ser utilizado como Unico modelo
numérico ou combinado com outros convenientemente.

Neste trabalho pretende-se estudar possiveis formulacdes objetivando a
obtencdo de melhorias tanto na qualidade das representacdes como também
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nos processos de solugcdo do sistema de equacdes, em particular no caso dos
problemas nao-lineares.

Com o trabalho proposto, pretende-se voltar ao tema fratura mecanica que
ja foi abordado em outros trabalhos desenvolvidos no grupo da USP/S&o
Carlos. Os trabalhos anteriores, embora tenham chegado a formulacdes
interessantes, nado permitiram fazer um confronto entre as diversas
possibilidades existentes e tampouco fazer um estudo sobre a melhoria dos
modelos numéricos em termos de precisdo para sua utilizacdo, quer em
programas computacionais especificos ou como parte integrante de um
sistema computacional maior.

O confronto proposto é no minimo interessante, pois permitird uma real
analise das possibilidades quando comparadas entre si. Além disso, a
introducdo de melhorias na aproximacao e nos procedimentos de integracao
vai dar mais confiabilidade aos modelos a serem analisados. A obtencdo de um
diagndstico mais preciso para qualificar e fazer uma analise comparativa entre
0s modelos é o real interesse da proposta. Além disso, deve também se
considerar como justificativa a introducdo de melhorias especificas nos

modelos que ja foram descritos nos objetivos.

1.4. Metodologia de trabalho

Pretende-se melhorar uma ferramenta numeérica para o estudo de
formacdo e crescimento de fissuras. Optou-se por utilizar o método da
colocacdo onde a equacao de equilibrio em sua forma integral € escrita para
um ponto. Essa formulacdo é mais simples que outras alternativas, que
acabam necessitando de integracdo dupla para originar matrizes simétricas.
Poderia ainda utilizar outras solu¢cdes fundamentais alternativas ou procurar
funcbes de Green alternativas. Porém, o caminho escolhido, além de ser
confidvel quanto aos resultados finais, é também mais seguro para um trabalho
de mestrado.

No contexto dos métodos de colocacdo pretende-se utilizar as

representacdes integrais singulares e hiper-singulares, isto €, a representacdo
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dos deslocamentos, sua derivada e, posteriormente, analisar estas equacdes
numa mesma analise em problemas de fratura, constituindo o MECD.
Pretende-se utilizar procedimentos seguros nas avaliagdes das integrais
sobre elementos de contorno ao longo da fissura melhorando assim a preciséo
do sistema de equac¢des necessaria principalmente em problemas nao-lineares.

Neste caso, modelos mais adequados para a solu¢cdo podem ser introduzidos.
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Capitulo

2 Teoria da elasticidade

—_— —

—

Neste capitulo, serdo apresentados alguns conceitos basicos da teoria da
elasticidade tridimensional que servirdo de embasamento para os temas
seguintes. Posteriormente simplificacbes serdo feitas para adequar ao
problema bidimensional. Para este estudo, foi consultada a seguinte
bibliografia: Timoshenko & Goodier (1980), Valliappan (1981), Villaga & Garcia
(1996).

2.1. Hipoteses e defini¢cdes

A teoria aqui apresentada € valida no seguinte contexto:
e Considera-se que o0 material constituinte dos soélidos em analise
apresenta comportamento elastico-linear.
e Admite-se material homogéneo, continuo e isétropo;
Um ponto qualquer de um determinado corpo com as condi¢cdes acima
mencionadas apresenta as seguintes variaveis (com suas componentes) para o

problema tridimensional:

X

— deslocamento: representado pelo vetor u=<u,

Cc C C

z

o o

— forca de massa ou volumétrica: representada pelo vetor b= y

O

Py
— forga de superficie: representada pelo vetor P = p,
P,



— deformacdo: representada pelo tensor

€y
Yy
Vi
Ve

™
I

& Yy T
E= }/yx
7/zx 7zy €

11

ou

E a taxa de variacdo dos deslocamentos em relagéo ao espago cartesiano

(descricado Lagrangeana). Assim:
ou

X

o oX

O-X
— tensao: representada pelo tensor o =| 7, ©
TZX

T ou o

N SN N Q9 9

(2.1)

(2.2)

(2.3)

(2.4)

(2.5)

(2.6)

! Tensor é uma matriz ou vetor gue expressa uma relagdo entre grandezas fisicas independentemente do

sistema de coordenadas escolhido. Um tensor de ordem zero é um escalar, ordem 1, um vetor, ordem 2 é

uma matriz, ordem 3 é uma matriz cubica e existe ainda tensor de 42 ordem (quatro indices variando).
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As componentes de tensdo estdo representadas no elemento infinitesimal

dado a sequir:

Fi oy
8]
W

-

Figura 2.1 — Estado de tensdes tridimensional de um ponto— Timoshenko &
Goodier (1980)

2.2. Equacdes de equilibrio

Dado um corpo no espaco, diz-se que 0 mesmo estd em equilibrio se as
seguintes condicbes forem satisfeitas, para um ponto qualquer (elemento

infinitesimal) do mesmo:

do, 0J7T, s

+ 2 4, =0 (2.7)
oXx dy 0z
0 0 0
by (99 9%y o —g (2.8)

24y b,=0 (2.9)
oX dy 0z
ou, em notac&o indicial’:
o;;th=0, com (i, j=13). (2.10)

0;;

’Da notacgdo indicial: = O'ij j »como indice antes da virgula indicando a diregdo da componente de
]
O e o indice apés a virgula indicando a direcio da componente em que é derivada. O indice | varia

primeiro.
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As componentes com um indice sdo as componentes normais e as
demais cisalhantes ao plano em que ocorrem.

E importante salientar que a propriedade de simetria é aqui vélida, quando
impde-se o equilibrio rotacional ao elemento, ou seja:

T, =T

0, =0, Ty=Ty, T,=T,€ T,=T, (2.11)

Ressaltando que o estudo sera em 2D, os indices referentes ao eixo

cartesiano z desaparecem.

2.3. Relagdes entre deformacéo e deslocamento

As relacbes entre deformacdo e deslocamento (definicdo classica) ja
foram mostradas de (2.1) a (2.6), contudo nesse estudo € mais conveniente
apresentar essas relagbes expressas pela notacdo indicial, de forma mais

compacta:

- Ju.
& _1 ﬂ+i ou g =1(ui i+u;) (2.12)
2 9%, 9% 2% 7 ‘

2.4. Lei de Hooke generalizada

Pela Lei de Hooke, é possivel escrever uma relacéo (linear) entre tenséo e

deformacéo que é dada por:
0, =Cjuéu (2.13)
onde C,, € um tensor de quarta ordem, contendo as propriedades elasticas do

material. Essa relacdo também pode ser encontrada na bibliografia (para
materiais is6tropos) como:

0, = 4,0, +2G¢, (2.14)

onde A e G séo as chamadas constantes de Lame, dadas por:

4= (2.15)
1-2v
E
G= 2.16
2(1+v) (2.16)
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G é chamado de modulo de elasticidade transversal do material, E € o modulo
de elasticidade longitudinal do material, v é o coeficiente de Poisson ou

modulo de Young e ¢; e a funcao delta de Kroneker?.

A relacdo inversa também é muito utilizada:

1 14
=550 iy o) &40

2.5. Equacdes de compatibilidade

Partindo da condicdo que assegura a continuidade do campo de
deslocamentos, eq. (2.1) a (2.6), da Lei de Hooke e das derivadas das
equacdes de equilibrio, chega-se a outra relacdo, a equacao diferencial em
tensdes, que pode ser escrita em funcdo dos deslocamentos. Para 0 nosso

estudo, € mais conveniente apresentar esta forma:

b -
(1—2v)uj'” +U +6':O , com i,j=1..3 (2.18)

gue é também conhecida como Equacao de Navier (3D).

2.6. Condicdes de contorno (formula de Cauchy)

Dado um ponto em equilibrio, qualquer superficie passante por este

ponto define um conjunto de for¢cas de superficie cujas componentes sdo dadas

pelo vetor:
P, =0 N +T,N, +7,N, (2.19)
p, =7,N,+o,n, +7,N, (2.20)
p, =7, +7,N,+0,N, (2.21)
ou, em notacao indicial:
p=0o.n (2.22)

® Fungao delta de Kronecker é uma fungéo equivalente a 1 quando | = | ea 0 quando | # | .
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onde n, & o vetor normal a superficie considerada, contendo os co-senos

diretores.

\p}f n
Gx pX
‘ny
I
Tx
y Gy

Figura 2.2 — Forcas de superficie atuantes em um elemento diferencial
bidimensional.

Em duas dimensdes as eq. (2.19) e (2.20) se resumem a:
p,=o,n +7,N, (2.23)
p, =7, +o,N, (2.24)

tendo em vista que a componente z, das rela¢des, some.

2.7. Problemas planos

Em certos problemas tridimensionais, é bastante util fazer simplificacdes
para modelos bidimensionais, desprezando uma grandeza em relacdo as
demais. Assim, se pode ter estado plano de tensdo ou de deformacao.

No Método dos Elementos de Contorno (MEC) trabalha-se com a

D

formulacdo do estado plano de deformacédo, cuja solucdo fundamental

[N

conhecida. Quando o problema estiver no estado plano de tensao,
necessaria uma correcao no coeficiente de Poisson, com a seguinte alteragéo:

y="Y_ (2.25)
1+v

2.7.1. Estado plano de tensao (EPT)

Ocorre quando uma das dimensfes (espessura) € bem menor em relagédo

as demais, podendo ser considerada como um diferencial. A tensdo € entédo
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considerada constante na espessura e as componentes na direcdo desta
espessura podem ser desprezadas. Estruturas onde o carregamento
considerado atua em seu plano médio, sem ser perpendicular a ele, como
vigas paredes e chapas, sdo bons exemplos deste modelo. Neste estado a
configuracdo de tensdes na terceira dimensao € nula, ou seja:

0,=7,=17,=0 (2.26)

2.7.2. Estado plano de deformacao (EPD)

Ocorre quando uma das dimensfes € muito maior que as demais, tanto
gue se pode considerar que os deslocamentos e, portanto, as deformacdes
nesta direcdo (direcio da maior dimens&o) sdo despreziveis. E muito mais
frequiente em problemas de engenharia, sendo esta a razédo pela qual se aplica
o coeficiente de Poisson corrigido no caso de EPT. Barragens, tuneis, tubos
enterrados sdo exemplos desse estado plano. Aqui as componentes de
deformacédo na terceira dimenséo sdo nulas, ou seja:

£,=Ve=7,=0 (2.27)
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Capitulo

3 Meétodo dos Elementos de Contorno

— ——

— ——

Neste capitulo serdo apresentados os conceitos basicos e a formulacéo
do método, que foram utilizados para o presente estudo.

Para o desenvolvimento deste capitulo foi consultada a seguinte
bibliografia: Brebbia e Domingues (1992), Venturini (1988), Wutzow (2003),
Assan (2003) e Maciel (2003).

3.1. Introducéao

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), consiste numa ferramenta
numerica para a resolucdo das equacdes integrais que governam o problema,
fazendo-se aproximacdes da geometria do contorno (discretizacdo) do dominio
em elementos e dos valores de contorno. A aproximacdo da geometria é

mostrada na Figura 3.1.
@r i ’ :F
Figura 3.1 — Discretizacdo do problema pelo MEC.
Em relacdo a outros meétodos numéricos, o MEC apresenta menor
necessidade de entrada de dados (entrada somente das coordenadas inicial e

final dos nés dos elementos) e melhor aproximacdo dos problemas quando

definidos por regides infinitas e problemas de concentracdo de tensdes
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(mecanica da fratura). No entanto as matrizes do sistema de equacdes séo

completas e nao simétricas.

3.2. Condicdes de contorno

Em um problema elastico bidimensional, nos deparamos com as seguintes
condi¢Bes de contorno:
e Condicdes de contorno essenciais (do tipo Dirichlet): no problema

elastico estas condi¢des equivalem a deslocamentos (vetor).

u=u (3.1)
e Condicdes de contorno naturais (do tipo Neuwman): no problema
elastico estas condi¢des equivalem a forgas de superficie (distribuidas).

p=p (3.2)
A barra indica que o valor é conhecido. Na Figura 3.2 temos um exemplo

da aplicacdo das condicBes de contorno.

p=p .

Figura 3.2 — Condi¢des de contorno em um dominio elastico.

O contorno I'" é percorrido de maneira que o dominio Q esteja sempre a
esquerda, desta maneira garantindo que o vetor normal n esteja apontando
para fora do dominio. Assim, quando o contorno € percorrido no sentido anti-
horario, o sélido € como o mostrado na Figura 3.2. Se o contorno for percorrido
no sentido horério, o solido discretizado € uma cavidade em um meio infinito
(Figura 3.3).

Formulagédo do Método dos Elementos de Contorno para Anélise de Fratura



19

Figura 3.3 — Exemplo de dominio infinito, discretizacéo de cavidade.

3.3. Representacéo integral

O equacionamento geral para o MEC pode ser obtido pelo teorema da
reciprocidade de Betti ou através do Método dos Residuos Ponderados. Neste
trabalho, o ponto de partida seréd o Método dos Residuos Ponderados.

O MEC se aplica a problemas que podem ser representados pela equacao
de Laplace:

Vu=0 (3.3)

Com a adicao de um termo independente, a equagdo denominada agora
Poisson fica assim definida:

Vu+b=0 (3.4)
onde b s&o fontes distribuidas no dominio e V? é o operador Laplaciano®.

Com a introducédo de um erro ou residuo, se pode escrever:

Vu+b=R (3.5)

Multiplicando essa equacé&o por uma funcdo ponderadora ou peso o e

integrando no dominio, a igualdade nao é alterada:

j(v2u+b)wdgz:o (3.6)

Q

‘0 Laplaciano de uma fungéo A, qualquer, é dado pela derivada segunda parcial da fungéo A:
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Essa equacédo apresenta apenas o residuo de dominio, que é o usual do
método dos residuos ponderados. Para se obter o equacionamento completo
com o0 nao atendimento dos valores prescritos no contorno, € necessario
integra-la por partes duas vezes, impor as condi¢cdes de contorno e integrar por
partes no sentido inverso para se chegar a conhecida forma fraca dos

Residuos Ponderados (Weak Formulation), para o problema potencial:

[%—@der 0 (3.7

I(V u+bwdQ+j(u u)zwdl“ j o

Q

Desenvolvendo analogamente para o problema elastico, onde o termo

referente & equacdo de Poisson (V?u+b=0) é a equacdo de equilibrio
(0;,;+b =0), se pode escrever a eq. (3.7) como:

I( 0y, +h )udQ- j(u —U)de j( Bi)ui*dr:o (3.8)

Q

Onde I'=T',+T,, I, é aregido do contorno onde os deslocamentos séo
conhecidos (prescritos) e as forgas de contorno desconhecidas, I', as forcas
de contorno sdo conhecidas e os deslocamentos incégnitos. Os termos com
asterisco (*) séo relativos a solucdo fundamental, que sera vista no proximo
item.

No problema elastico, a eq. (3.4) € a equacdo de equilibrio (2.10), que
pode ser escrita em fungdo da deformacéao ¢ (pela Lei de Hooke generalizada)
e esta, por sua vez, € funcdo dos deslocamentos, eq. (2.12). Desta maneira,
esta relacdo satisfaz a equacdo de Laplace, sendo funcdo indireta das
derivadas segundas dos deslocamentos.

Manipulando-se a eq. (3.8), chega-se a conhecida identidade Somigliana,

que fornece os valores dos deslocamentos nos pontos internos u, em funcéo

de u, e p (termos no contorno):
) =[ul ()R (@] p(s Ay (Q)dr+[uj (s.0)b (a)de (39)

onde | é a direcdo da componente atuante. Lembrar que, para s ¢ Q ,
u (s)=0.
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3.4. Solucao fundamental (Kelvin)

A solucdo fundamental pode ser vista, fisicamente, pela acdo de uma
carga unitaria e concentrada aplicada num ponto “s” (ponto fonte), cujo efeito é
medido em um ponto qualquer “q”, de dominio infinito.

Trabalhando a equacgdo de Navier, eq. (2.18), € possivel obter a solucéo
fundamental em deslocamentos para o problema eléstico bidimensional, EPD
(para o EPT basta aplicar o coeficiente de Poisson corrigido, como ja

mencionado) através da substituicdo de b do equilibrio, eq. (2.10), pela

distribuicdo delta de Dirac (anexo D) multiplicado pelo delta de Kronecker.

U :@[—(3—41/)In(r)5ij +r’ir’j} (3.10)
Derivando-se esta solucdo e substituindo-se na eq. (2.12), obtém-se a
solucéao fundamental em componentes de deformacéo:
& = —;[(1— 20)(r, Gy +1,8, )~ 16, + 201, rvk} (3.11)
87Gr (1-v)
Da lei de Hooke generalizada, eq. (2.13), os valores para tensdo podem
ser também obtidos:
O = —;[(1— 22)(r, 6, +1,8,) -1, +2rr, r’k} (3.12)
4zt (1-v)
E, finalmente a solugcédo fundamental para forcas de superficie € dada pela
férmula de Cauchy, eqg. (2.22), assumindo a seguinte forma:
. 1 or
P, :—m{%[(l— )6, +2r,ir,jj|+(1_ 2v)(nr, —nyr, )} (3.13)
onde r € a distancia entre o ponto fonte (ou de colocacéo) “s” ao ponto campo
“q". E a%n é dado por:

ar _dr ox _dr dy

— =+ (3.14)
on  dxodn dyadn

e 0 asterisco indica solucao fundamental.
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Figura 3.4 — Componentes de p .

Desse modo, para cada ponto fonte tem-se as seguintes matrizes para
forcas de superficie e deslocamento:

[p"]{p“ pﬂ e M{“P H (3.15)

p21 p22
cujos elementos (ui’} e pi’}) da primeira linha referem-se a carga unitaria na

primeira direcdo (x ou x;) e 0os da segunda linha a direcdo y ou x, (ver Figura
3.4).

3.5. Equacdo integral para pontos no contorno

Para ponto fonte pertencente ao contorno (uma particularidade de ponto

pertencente ao dominio), deve-se utilizar um artificio a fim de evitar a

singularidade (quando o raio for = 0, na divisdo % ou %z, o resultado tende

ao infinito) que ocorre quando a integracdo passar no proprio ponto. Assim, é
usual acrescentar um dominio complementar infinitesimal, um semicirculo (no
caso bidimensional) sobre o ponto fonte (coincidindo com o centro do
semicirculo), englobando-o. No limite, quando o raio desse semicirculo tender a
zero, a resposta sera a verdadeira.

Assim, a Somigliana para pontos do contorno assume a seguinte forma:

G U (s) :J.U: (s.9)p (Q)dF_I p: (s.a)u, (Q>dr+J.u|*i (s.a)b (g)dQ (3.16)
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1 :
onde ¢, =§5ij para contornos suaves. Para contornos com angulosidades (ver

Figura 3.5), ¢, € dado pelos coeficientes da matriz:

ﬁ+cos(2;/)sin(a) sin(2y)sin(a)
27 4z (1-v) 4r(1-v)
c= _ _ _ (3.17)
sin(2y)sin(e) & cos(2y)sin(«)
4z (1-v) 27 4r(1-v)

(a)Ponto Fonte em um Ponto de Contorno i by Ponto Fonte em um Ponto de Contorno

Com Angulosidade Suave
Figura 3.5 — Ponto fonte no contorno — Wutzow (2003).

Neste estudo a parcela das forcas volumétricas da eq. (3.16) foi
desprezada. Genericamente, a Somigliana pode ser escrita (jA com a exclusédo

do termo):

G (s)=Ju (s,a)p (@)dr- [ p. (s.a)u (q)dl (3.18)

e os coeficientes ¢, podem ser representados pelos elementos das matrizes:

0

para pontos no contorno (suave);

2
o pela eq. (3.17) para pontos no contorno (com angulosidades);
00 .
o c= 0 0 para pontos fora do dominio;

L4 Cc

10
{O J para pontos internos (sera apresentado a seguir).
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3.6. Equacao integral para pontos internos (tensdes)

Derivando a Somigliana, eq. (3.9), e substituindo na Lei de Hooke,
juntamente com as relacdes de deformacéo e deslocamento, € possivel obter-

se a equacao para os pontos internos em tensdes:

0;(8) = [ D pdT - Sy, dT + [ Db dQ (3.19)
r r Q

onde D, e §;, sao tensores de terceira ordem, dados por:

ou’ ou
D, = 2Gv 5 u, LG au|k+ Uy (3.20)
@-2v) ~ 9x ox; 09X

gque se transforma em:
1

D :?{(1—2v)(5mr,j +8,T =0 r, )+ 2rr, k}m (3.21)
e
p. o op,
Sik = 4 J; o, | P 4 P (3.22)
(1-2v) 7 ox ox;  9X
ou ainda:

or

Sic =§{2%[(1— V)61, +v(5ikr’j +3,, )—4r’ir’jr’k}+2v(rgr’j +n, r’i)ryk +

r

1

+(1-2v) (2011 + 0,5, +10 5, ) - (1-4v) nkéi} i) (3.23)
n

1-v)
Neste trabalho despreza-se as forcas volumétricas, desaparecendo o
ultimo termo da (3.19).

3.7. Sistema de equacgbes

Agora sera abordado o procedimento da obtencdo da forma algébrica das
representacdes descritas anteriormente.

Para cada n6 do problema, deve ser informada uma das condi¢cdes de
contorno: ou deslocamento ou forca deve ser prescrito nos nés. Para este
trabalho, sdo utilizados elementos lineares isoparamétricos continuos (Figura

3.6-a) ou descontinuos (Figura 3.6-b), sendo este utilizado para captar melhor
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certos parametros tais como diferenca entre carregamentos em elementos
adjacentes ou condicdes de contorno diferentes em um mesmo no. Além
desses parametros, a aproximacao utilizada para campos de deslocamento de
forcas de superficie, foi a linear (polinbmio do 1° grau).

6
| 5 | | 6 |
0 7
5 6 7
5 6

FEEREEY parans!
O O O ? O
5 5 6 6 7 5 6 7 6 8
a) Elementos Continuos b) Elementos Descontinuos

Figura 3.6 — Elementos continuos e descontinuos.

Para explicar os passos de resolucdo do sistema de equacgdes,
comecemos pela equagcdo Somigliana, eq. (3.18), na forma mais geral e ja sem
o termo das forcas de massa, repetida aqui por conveniéncia:

Gl (5) = [ (s,9) p(@)dT— [ P! (5,9)u, (q)dT

As integrais de contorno podem ser transformadas em soma de integrais
sobre os elementos, e a geometria destes pode ser escrita em funcdo das

coordenadas dos nés que o definem e de funcdes interpoladoras:

NE NE
Gl = J. u pdr-»’ I p udT (3.24)
i=lr, i=lr,

onde u e p sao expressos em funcdes aproximadoras:
u =g, U (3.25)
'p=¢, 'R (3.26)
O indice j representa o elemento, m o n6 e k a direcdo da componente.

Rearranjando e substituindo as funcées aproximadoras:
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NE NE
Gl =—Z[I p.1¢mdrj}U£“+Z£ [ uigndr, ]P (3.27)
=1\ T =1\

onde NE representa o numero de elementos de contorno em que o mesmo foi

discretizado. Os termos entre parénteses geraram duas matrizes: [ah] e [ag],

respectivamente, conforme for variando os elementos e os nés. Portanto, para

cada elemento é gerado um conjunto de matrizes e vetores do tipo:

u:
1 1 2 2 Ul
o L) e 329
ath ahZZ ath ahZZ Ul
u?
ou
H_l

(3.29)
agy ag, agy ags, ||R’

F)22

{agh agh, agh agfz} P

conforme o caso. A Figura 3.7 ilustra o posicionamento dos termos da matriz,

devido a uma carga S, atuando nas direcdes i =1(x) e i =2(y).

P2 EX.:
Ui U 1, N6
k
noé 2 l
i =2 1 o
T Pk Direcao da
UL componente
® _; né 1 ‘
S =1

ah, ah, ah ah;

Figura 3.7 — Geragao das matrizes e vetores locais.
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Cada matriz destas é entdo montada em uma matriz global [H] e [G] que

tera ordem 2*NCx2*NC (ponto fora ou sobre o contorno), ja que para cada
ponto fonte (que para aproximagao linear deve ser dois, coincidindo assim com

0 numero de nés do contorno), temos duas direcBes (x ou y). Por exemplo,

tomando o caso mais simples, quando [c]=0 (ponto fora), o problema final a
ser resolvido é do tipo:
[0]=—[H]{U}+[G]{P} (3.30)
ou:
[HI{u}=[c){P} (3:31)
Quando o ponto fonte for interno ou sob o contorno, ou seja, a submatriz
[c] for diferente de zero, os respectivos termos séo adicionados aos da matriz
[H] e o mesmo sistema é resolvido.

Ambos vetores conterdo valores conhecidos e desconhecidos (desde que
nao seja um caso de movimento de corpo rigido) misturados. Assim, com um

correspondente codigo, transfere-se os valores conhecidos e agrupando-os em

uma Unica matriz [A] ou num vetor {B} (dependendo se provinha de matriz ou
vetor), o sistema final de equacdes consiste na resolucao de:

[Al{X]}=1{B] (332)
sendo {X}, o vetor contendo todas as incégnitas do problema (deslocamento e

forcas de superficie misturadas).
Apéds a resolucéo deste sistema de equacdes, os valores calculados séao
transferidos para a posi¢do correspondente nas matrizes e vetores. Com 0s

valores de contorno conhecidos — forgas de superficie {P} e deslocamentos

{ul - ¢ possivel calcular os deslocamentos dos pontos internos, {u}”, dados
por:

{u” ==[H J{u}+[c1{P} (3.33)

Agora, as matrizes [H'] e [G'] terdo dimensdo 2*NIx2*NC, sendo NI o

namero de pontos internos. Para o calculo das tensfes nos pontos internos,
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sdo utilizadas as equacdes (3.21) e (3.23) que formardo os elementos das

matrizes [G"] e [H"] respectivamente.
{o}=-[H"{u}+[c"{P] (3.34)
Estas terdo dimensdo 3*NIx2*NC e serd obtido, com a resolucdo desse

sistema, um vetor contendo os valores das tensdes o,, 7,, € o, para cada

ponto interno.

Para a resolucdo das integrais com as quais se obtém as matrizes do
sistema de equacdes, podem ser aplicadas varias técnicas. Pode-se fazer isto
numericamente ou analiticamente. Para o calculo numérico foi empregada a
guadratura de Gauss-Legendre (Anexo A).

No processo de montagem global das matrizes, € importante salientar que

guando ocorrer né simples ou elemento continuo, a contribuicdo é levada em

conta e as parcelas dos nés coincidentes sdo somadas nas [H]|'s e [G]’s.

Contudo, quando o elemento for descontinuo ou né duplo, ndo ha contribuigdo

entre estes nos.
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Capitulo

4 Mecanica da fratura elastica linear

— ——

— ——

Neste capitulo serdo apresentados conceitos fundamentais para o estudo
da Mecénica da Fratura Elastica Linear (MFEL), de interesse a este trabalho.

Para o estudo do presente capitulo foram utilizadas as seguintes
referéncias: Maciel (2003), Lopes (1996), Salgado (1998), Saleh (1997), Mi

(1996), Broek (1986) e outros que serdo convenientemente citados.

4.1. Introducéo

A fratura é um mecanismo de falha potencialmente -catastréfico,
caracterizado pela propagacéao instavel de fissuras extremamente rapida e é,
geralmente, o evento final de um processo durante o qual o nivel de resisténcia
é gradualmente reduzido pela presenca de propagacéao de fissuras.

Especialmente a MFEL tem ampla aplicagio em materiais de
comportamento fragil, onde praticamente nao ocorre deformacao plastica antes
e durante o processo de surgimento de fissuras.

O ponto inicial € geralmente uma pequena fenda ou pré-fissura em uma
regido de concentragcdo de tensbes, cujo caminho se desenvolve até
transformar-se em uma fissura.

Se a estrutura € submetida a processos ciclicos de carga, entdo a fissura
aumenta, inicialmente a taxas muito baixas (com cargas abaixo do limite), em
um processo conhecido como propagacdo de fissuras por fadiga. Este
processo, crescendo de maneira estavel e lenta, alcancara um nivel critico de
tensdo, e neste instante, a estrutura ndo é mais capaz de suportar as cargas e
ocorre a fratura.

A fadiga foi definida (experimentalmente) como o numero de ciclos de

carga necessarios para causar a falha para um determinado valor de
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carregamento aplicado. Geralmente 95% dos ciclos de carga sdo gastos para a
iniciacdo da fissura e 0s 5% restantes para a propagacéo lenta. Uma vez que o
momento em que ocorrera a fadiga for determinado, sua vida operacional ficara
restrita, até que se substitua o componente antes da iniciacdo das fissuras
ocorrer.

Portanto, o tempo de vida util de um material € baseado no numero de
ciclos de cargas antes da iniciagao da fissura.

A Mecanica da Fratura é a ferramenta usada na analise de tolerancia de
dano para estudar propagacao de fissuras por fadiga, estudando materiais e

estruturas que contenham fendas na forma de fissuras visiveis ou detectaveis.

4.2. Balango energético

Griffith (1920) estudou o balanco de energia em uma chapa de espessura
unitaria, constituida de material elastico, submetida a uma tensdo o e
contendo uma fissura interna de extensdo 2a, como ilustra a Figura 4.1. A
presenca de uma fissura reduz o nivel de resisténcia estrutural, e quando a
extensdo da fissura é aumentada de uma certa quantidade da, a energia
potencial total armazenada pelo sistema diminui devido a perda de energia
elastica de deformacao:

du,
da

onde U, € a energia potencial total e ¢ a taxa de perda de energia de

== (4.1)

deformacéo.

ftttts

Eixo da
-= Fissura
2a
e

vYvovovow

Figura 4.1 — Chapa com uma fissura central sujeita a tensao uniaxial.

o
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O balanco energético do processo de fratura € expresso pela relagéo:
du, dw

+—=
da da

0 (4.2)

onde W é o trabalho realizado.
Para que a fratura ocorra, a taxa de energia de deformacao perdida deve
ser no minimo igual a taxa de energia absorvida necessaria para formar as

duas novas superficies da fissura, como expressa a relacéo:

W _ 25 <¢ 4.3)
da

onde o, é a densidade de energia de superficie por unidade de area e o 2
refere-se a existéncia de duas superficies de fissura.

Utilizando os resultados de uma analise de concentracdo de tensdes feita
por Inglis (1913) apud Saleh (1997) para o caso de uma chapa infinita contendo
um entalhe agudo eliptico, a taxa de energia de deformacdo perdida €&

calculada como:

¢= (4.4)

EI
onde E' € o médulo de elasticidade (E) do material no caso de E.P.T. ou

E/(l—vz) no caso de E.P.D.. Substituindo-se a eq. (4.4) na relagdo (4.3), €

possivel a obtencéo da tenséo de fratura critica:

o - [P (4.5)
\ 7a,

onde a, € o tamanho critico da fissura.

O trabalho de Griffith (1920) foi desenvolvido para o vidro, material com
deformacéo plastica muito limitada. Neste caso, a energia total necessaria para
a fratura é aproximadamente igual a energia de superficie. No entanto, para

materiais mais ducteis como 0os metais, a energia de fratura costuma ser em

ordem de grandeza muito maior do que a energia de superficie (S>> ;).

Orowan (1952) propdés uma modificacdo a eq. (4.5), para usa-la em

materiais ducteis. Ele sugeriu a substituicdo da energia de superficie 25 da
equagdo por uma energia efetiva de fratura, dada por 2(ds+9,), onde J, € a

propriedade do material que define a taxa de energia de deformacéo plastica
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por area unitaria fissurada. Assim, o critério de falha para materiais ducteis €

o, = 2(d+6,)E’ (4.6)
| 7

Irwin (1948) apud Mi (1996), preferiu formular o problema em termos da

dado por:

taxa da perda de energia elastica:
c=6.=2(0s+0) (4.7)

onde ¢. € a energia global da fissura.

4.3. Modos de deformacao da fissura

Uma estrutura com fissura pode apresentar um ou mais modos de
deformacédo. Basicamente, existem trés modos:
e Modo I, Modo de Abertura ou Tracao
e Modo I, Modo de Escorregamento ou Cisalhamento

e Modo Il ou Modo de Rasgamento

MODO | MODO I MODO 1T

Figura 4.2 — Modos bésicos de deformacéo.

4.4. Aproximacao do campo de tensdes

Irwin (1957), estudou o problema do campo de tensdes em torno da ponta
da fissura usando a teoria da elasticidade linear.
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Considere uma chapa qualquer, sendo solicitada em seu proprio plano,

como mostra a Figura 4.3:

Ponta da

fissura

P

Figura 4.3 — Campo de tensdes proximos a ponta da trinca

A distribuicdo de tensbes em um elemento proximo a ponta da fissura é

dada por:

o, (r.0)= fi(r.0) , i,j=12 (4.8)

2nr
onde r € a distancia do elemento infinitesimal a ponta da trinca e 8 o angulo

indicado na Figura 4.3. f; (r,0) séo fungbes trigonométricas conhecidas. K é

uma constante chamada Fator de Intensidade de Tenséo (FIT), e € obtida da
relacéo:
K = yora (4.9)
onde y € uma funcdo que depende da geometria do corpo, lugar da fissura e
carregamento.
O FIT (K), pode ser decomposto em funcéo dos trés modos basicos de
deformacédo. Indica-se com subscrito o0 modo de deformacdo ao que esta
associado, assim sendo, para 0 modo misto® (entre os modos | e Il), por

exemplo, as tensdes sao:

® Modo misto é o estado de deformacdo caracterizado pela presenca de mais de um modo bésico. Os

modos | e Il sdo mais comumente encontrados em problemas de engenharia.
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oy, = K, cos 9 {1—sin£gjsin(%ﬂ— K, sin QJ{Z+COS(QJSM[%)} (4.10)
2rr 2 2 2 2zr 2 2 2
K o )il @ )cos 2 )= —Kicoe [ 1—gn( & )sn ¥
Glz—ﬁcos > sm(zjcos(zj \/ﬁcos(zj_l sn(zjsn(zﬂ (4.11)

Op = K ool & 1+sin[gjsin(%j K gn Qj cos(QJCOS(ﬁj (4.12)
oy 2 2 2 2zr -\ 2 2 2

e os deslocamentos u. séo dados por:

_K Lcos(gj 1(K—1)+sin2(g +
T2 2|2 2
K Lsin(ng(zﬁlﬂcosZ[g]_ (4.13)
GV2r \2)2 2)]
u2:ﬁ Lsinﬂg]{l(zﬁl)—cosz(g }+
G \2r 2) 2 2

ﬁ\/I cos(gj F(l— K)+sin? (Qj_ (4.14)
G V2r 2|2 2)]

onde G=E/2(1+v) é o modulo de elasticidade transversal, eq. (2.16). O

3—
coeficiente x=(3-4v) paraE.P.D. e K‘=( V) para E.P.T.

(1+v)

Vérios trabalhos propdem métodos para obtencdo dos FIT e angulo de
propagacao da fissura. Para os FIT, a integral J € um dos mais conhecidos
(numericamente falando), consistindo na integracdo ao redor da fissura,
gquantificando a taxa de energia disponibilizada para o fraturamento. Anderson
(1995), Blandford et al. (1981), Fett & Munz (1997), Martinez & Dominguez

(1984) apresentam algumas das técnicas existentes para extracao dos FIT.

4.5. Fator de Intensidade de Tensé&o (FIT)

Considere a Figura 4.4:
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—

5
g 0
o
CSD

1 =X

Figura 4.4 — Obtencao dos FIT e do angulo de propagacao.

De acordo com Aliabadi & Rooke (1992), o campo de deslocamentos nas

superficies da fissura pode ser representado por:

COD:UZ(H:ﬂ)—uz(H:—ﬁ):%HKl\/; (4.15)

O lado esquerdo desta equacdo € chamado COD (Crack Opening
Displacement) e indicara a dimensdo da abertura total equivalente ao modo |
de abertura (ver Figura 4.4). Analogamente ha o termo que caracteriza o
deslocamento das faces por modo Il, quando ocorre o deslizamento ou
cisalhamento entre as faces. Este termo € chamado CSD (Crack Sliding

Displacement):

CSD=u1(t9=7r)—u1(6?=—7r)=%+1K”\/; (4.16)
onde
_(8v) (2
K'—(1+V) e xk=(3-4v) (4.17)

para EPT e EPD, respectivamente.
Apos algumas operacdes algébricas, € possivel obter os fatores de

intensidade de tensdo, K, e K, . Para o EPT tem-se:
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K, =CODE 2z e K, =CSDE,/2 (4.18)
8\ r 8\Vr

Enquanto que para o EPD tem-se:

K =coD—2 |ZZ ek, —cD—C2— |2 (4.19)
41-v)\N r 41-v)\N r

Estes valores podem ser calculados para r (ver Figura 4.4) coincidente
com alguns nés da fissura.

Uma técnica bastante simples, apresentada por Paris & Cafas (1997),
baseada nas tensbes em frente a fissura, foi também empregada. Neste
trabalho sera apresentado um procedimento analogo, mas para os COD
obtidos nos nés ao longo da fissura. Partindo da eq. (4.18), para o modo |, a
técnica propbde a aplicacdo da funcdo logaritmica a ambos os lados desta

equacao e o agrupamento dos valores constantes:

8
EV2r

Os valores de COD, obtidos pelo MEC em diversos nds sdo plotados em

In(COD):In( K|j+o,5ln(r) (4.20)

um gréafico em funcéo da distancia r a ponta da fissura, onde se observa que
nos pontos localizados muito proOximos a ponta ocorre um erro numerico,
devido a presenca da singularidade. Para obter os valores de COD
diretamente dos ultimos nés da fissura, deveriam ser empregados elementos

especiais, ja que a aproximacdo adotada foi linear.

Fazendo um gréfico In(COD) por In(r), seleciona-se uma regido com os

pontos onde a resposta é admissivel (comparada com a analitica).

A equacdo (4.20) pode assim ser reescrita:

INCOD =b+minr (4.21)

Portanto, utilizando-se os valores obtidos para varios pontos pode-se
determinar a reta que melhor representa a equacado (4.21) e assim pode-se
ajustar uma linha de tendéncia. O valor de m é obtido pela inclinacdo da reta e
a partir dessa aproximacdo uma resposta admissivel para o FIT pode ser
obtida por:

K =— (4.22)
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para o EPT.

4.6. Critério datenacidade a fratura

Para o EPD, o valor da tenacidade a fratura K, (ou fator de intensidade
de tenséo critico) ndo devera ultrapassar o valor de K,, para o modo | de
deformacgéo.

K, 2K, (4.23)

No caso de EPT, analogamente tem-se:

K, 2K, (4.24)

onde K_é atenacidade a fratura para o estado plano de tenséo.
Ou seja, a partir de um certo valor critico K. ou K,., dependendo do

caso, a fissura ira se propagar.
Para o modo misto de deformacdo, ndo ha teorias consolidadas

desenvolvidas no momento.

4.7. Direcéo de propagacao

O Critério da Maxima Tensao Principal (CMTP), adotado neste trabalho,
postula, de acordo com Erdogan & Sih (1963), que a propaga¢do ocorrera na
direcdo perpendicular & méaxima tensdo principal. Desta forma, € gerada
automaticamente uma série de pontos ao redor da ponta da fissura e a cada
um destes é feito o calculo das tensdes girado em seus respectivos angulos,
obtendo-se assim a tensdo principal em cada um (equivalente & tenséo
circunferencial, em coordenadas polares), como mostra a Figura 4.4. Apos este
processo, a posi¢cao do ponto com a maxima tensao principal indicara a direcao
ou angulo @ de propagacédo. O raio (r) serd o tamanho do incremento (Aa).

O CMTP pode ser usado tanto na MFEL quanto no fraturamento n&o-

linear.
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Pela MFEL a propagacéo ocorrera se o valor estimado de K, superar um
valor critico, K. (EPD) e K. (EPT).

Para o modelo em forcas coesivas a propagacao ocorrera se a tensdo

obtida pelo CMTP ultrapassar a tenséo resistente do material, f,".
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5.1. Introducéao

Utilizando a equag&o Somigliana, eq. (3.18) ou também chamada equacéo
em deslocamentos para a modelagem da fissura como superficie usual de

contorno, nao é possivel desprezar o tamanho da abertura A da mesma. Como

sera apresentado posteriormente, para valores de até 10* se obteve bons
resultados, o que ndo aconteceu para valores menores de A (ou seja, abertura
tendendo a zero). Este problema ja foi estudado por Portela, Aliabadi & Rooke
(1992), concluindo que para utilizar A=0 deveria ser adotado um outro
procedimento, que foi chamado de Método dos Elementos de Contorno Dual
(MECD). O “dual” se deve ao fato de em uma das faces da fissura ser aplicada
a equacao em deslocamento “U” e na outra a sua derivada, a equagao em
forcas de superficie “P”. Na Figura 5.1, tem-se um exemplo para o modo | de
deformacao, nas condigdes de contorno indicadas. Também é representada a
estratégia de modelagem da fissura, mostrando qual equacédo (U ou P) é

aplicada em cada contorno.
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Azoi : U
NEEERRRERE!

Figura 5.1 — Estratégia de modelagem da fissura.

5.2. Sistema de equacg0es

Na auséncia de forcas volumétricas, a representagao integral dos

deslocamentos num ponto fonte interno é dada por:

u(s)=Ju (sa)p(@dr-|p (sau (q)dr (5.1)

Derivando-se esta equacédo com relagdo ao ponto fonte para obté-la em
deformagdes e em seguida substituindo na Lei de Hooke, se chega a equacéo

em tensoes:

o;(s) :J-Dijk pkdr_j S dll (5.2)

Levando-se esta integral para um contorno suave, no limite quando o
ponto interno tende a um ponto do contorno, de acordo com Portela et al.

(1993), a eq. (5.2) pode ser reescrita como:
1
Eo-ij (s) :IDijk pkdr_j Sjkukdr (5.3)
r T

As integrais da eq. (5.3) devem ser calculadas no contexto do valor
principal de Cauchy e de Hadamard, respectivamente. Aplicando-se a formula
de Cauchy, eq. (2.22) na eq. (5.3), determina-se a equacéo integral em forcas

de superficie:

1
> P :—njjsdjukdl“+ ndDMj pdl (5.4)
r r
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onde n; € o vetor normal ao contorno na posigéo do ponto fonte.

Esta equacao utilizada em uma superficie da fratura associada a equagao
de deslocamento escrita para a outra superficie da fratura permite que a
abertura (A) seja igual a zero (Figura 5.1).

Analogamente a equagao em deslocamento, € montado um sistema global
de equacgdes, porém com parcelas obtidas pela integragcdo entre contorno-
contorno (CC), fissura-contorno (FC), contorno-fissura (CF) e fissura-fissura
(FF). Assim as matrizes H e G globais do sistema ficargo:

Hee Her ||Goc Ger

Hee He |G G (5.5)

HE HE |G G
sendo que nos termos com indice “P” sera aplicada a equacao em forgcas de
superficie, eq. (5.4) e nos termos com indice “U” a equagdo em deslocamento,
eq. ((5.1)).

As equacgobes algébricas obtidas para o lado da fratura onde se aplica a

eq. (5.4) podem ser escritas matricialmente como:
1
Ep:_HFPCUC_HIfFUF+GECPC+GEFPF (5.6)

lembrando que p pode ser escrito com a aproximagdo do elemento:

p:¢1(E)+¢2(f), sendo g_g a coordenada adimensional do ponto singular.

Portanto a equacao acima fica:
1 — _
O:_HFPCUC - HFPFUF +GFPCPC +GFPF PF _E[@@f) plp +¢2(§) pg] (5-7)

Para um melhor entendimento destas contribuicbes nas matrizes H e G,
no Apéndice A € mostrado um problema simples para elucidar esta questéo.

Na MFEL, os valores do vetor P nos nds da fratura sdo todos conhecidos
e iguais a zero (condigdo de contorno natural nas faces da fissura). Portanto o

sistema global consistira na resolugao de:

T N [T
ch HEF { C}: ch G|L=JF {g} (5.8)
HP HP F GP GP

FC FF FC FF
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Novamente agrupam-se os termos conhecidos e desconhecidos,

resolvendo:
[Al{X}=1B] (5.9)
onde {X} é o vetor com as incognitas do problema a serem calculadas, entre

deslocamentos e forgas de superficie.

Na néo-linearidade havera forcas de superficie nas faces da fissura (no
caso do modelo coesivo, por exemplo).

Para esta modelagem, é utilizada a integragdo analitica com ponto fonte
sobre o contorno. Para os pontos internos € utilizada a integragdo numérica

com subelementacéo.

5.3. Equacao em forcas de superficie

Partindo da eq. (5.4), hipersingular, sera apresentada a deducdo analitica
de um dos termos para aproximacao linear de um elemento com o ponto fonte
contido nele mesmo ou na face oposta da fissura (que possui as mesmas
coordenadas, porém co-senos diretores diferentes). As demais equacgdes séo
apresentadas nos anexos B e C.

Seja a solugao fundamental para o termo §; da eq. (5.4), dada por:

2G| or
S =r—2{2%[(1—2v)5”r’k+v(é‘ikr’j +5].kr’i)—4r’ir’jr’k}+2v(rgr'jr’k+njryir’k) +
1
+(1—2v)(2nkr'iryj+njé}k+q51k)—(1—4v)nk§ij}m (5.10)

O termo em (a%n) € igual a zero, pois o raio de integragdo é

perpendicular ao vetor normal do elemento (r-n=0), restando apenas:

1
S«-i=r—2K3 (5.11)

onde:

G
Ks= m{z‘/(nr,jr,k )+ (=20 ) (2007, + 06, + 1Sy ) - (1-4v) nka”}

(5.12)
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€ uma fungao que depende unicamente dos co-senos diretores do elemento a

ser integrado. A integragao ficara, conforme eq. (5.4):
1 1
[Sqgndr=| = Kgpdl" =K, | =g, dT (5.13)
r r r

Dividindo-se o elemento a ser integrado em parcelas a e b, como

indicado na Figura 5.2:

SN
a \J b
N

—

H_} - ~ J
Trecho 1 Trecho 2

Figura 5.2 — Divisao em trechos para integragao.

A integral (5.13) fica:
"1 = 1= 1 =
jﬁdj¢mdF:K3Ir—2¢mdF:K3 jﬁgpmdnjr—%dr (5.14)
T —a —a £

onde ¢ representa uma distancia infinitesimal medida em relagdo ao ponto

fonte. Para as fungdes de forma, temos, de acordo com a Figura 5.3:

rlo

Figura 5.3 — Funcdes de forma ¢, e ¢, .

onde d é uma distancia genérica a partir do ponto fonte e L a dimensao do

elemento. Mas d =T+ a, portanto:

4= (L-d)=(L-T-a)=<(b-T) (5.15)
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r _
e ¢2:%:( Za):%(r+a) (5.16)

Aqui sera mostrado o calculo do termo com a fungé&o de forma ¢, que

chamaremos de Sfij . De acordo com as figuras e substituindo em (5.15), para o

Trecho 1 tém-se as seguintes relagdes:
T——r. . dT=—dr e ¢ = 1(b+r) (5.17)
e para o Trecho 2 tém-se:

F=r-.df=dr e(z)l:%(b—r) (5.18)

Resolvendo-se a integral (5.14) com a mudanga dos limites de integracao,

tem-se:

b
= 1
Sliu =K {I ¢1(trechol) I'+ J.r ¢(trech02) } (519)

Substituindo-se as equacgoes (5.17) e (5.18):
1 1 511
v =Ko | = —=(b+r)(=dr)+|==(b-r)dr 5.20

Manipulando mais esta equacao se chega a:

1—K{£ b Ine Ina 1 b Inb Ine
=K,

Lembrando que neste caso sobra um termo infinito da integral ao redor do

ponto singular, portanto pode-se cancelar o termo em 1/¢:

Sii :%Ka{—gﬂna—l—lnb} (5.22)
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6 Modelo Coesivo

— ——

—

6.1. Apresentacao

O modelo coesivo tem grande aplicagdo no estudo e simulacdo de
materiais de comportamento quase-frageis, tais como alguns tipos de rochas e
concreto.

No concreto, antes mesmo da aplicacdo de cargas, a estrutura pode
apresentar ou desenvolver microfissuras (na interface agregado graudo e
argamassa) devidas a segregacdo, expansdo e contracdo térmica da
argamassa, aléem da diferenca de rigidez entre os materiais argamassa e
agregado, entre outras causas. Por este motivo a resisténcia a tracdo do

concreto € muito menor que a resisténcia a compressdo (o, =10%G0.).

Portanto o estudo a respeito do comportamento destas fissuras e de sua
propagacéo € de grande importancia.

De acordo com o estado de tensdo e deformacéo, é possivel definir trés
diferentes regides em torno da ponta da fissura, como mostra a Figura 6.1,

para dois materiais amplamente utilizados em construcao civil:

|:| Zona elastico-linear

m - Zona plastica

H]]I[ﬂ Zona de processo

Metais Concreto

Figura 6.1 — Tensado na regido em frente a ponta da fissura (SALEH, 1997).
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No concreto a zona de processo € alongada em frente a ponta da fissura
e ndo apresenta deformacdo plastica significativamente grande. Esta
provavelmente é uma das razfes pela qual a Mecanica da Fratura Elastica
Linear (MFEL) ndo pode ser aplicada ao material concreto.

O modelo coesivo, que se originou inicialmente dos classicos trabalhos de
Barenblatt (1962), Dugdale (1960) e Hillerborg (1976) é um modelo nao-linear
de fraturamento que estabelece que a zona de processo de fratura pode ser
modelada como um prolongamento adequado da fissura. Dentro da zona de
processo, ocorrem for¢cas coesivas ou ficticias que estdo relacionadas com a
abertura da fratura através do amolecimento do material. O modelo coesivo é
uma aproximacgdo de uma zona de fratura localizada, adotada com o objetivo
principal de simplificar matematicamente, desde que preserve 0S aspectos
mais relevantes da realidade fisica.

A zona de processo € entdo modelada como uma fissura ficticia, em frente
a fissura livre de forcas de superficie. A localizagdo da deformacéo € idealizada
como uma abertura das faces da fissura, enquanto a tensao coesiva simula o

comportamento tensdo-amolecimento. £
t

y v Y Y Y Y Y Y VY Y Y Y'Y

1 — Fissura livre de tracéo, (a,)
2 — Zona de transicéo (e
[ _| microfissurag&o)
' 3 ' 3-Zonade microfissuragéo
| 4 — Zona de processo (I )

Figura 6.2 — Zona de processo de fraturamento em frente a fissura livre de

tracao real.

Na Figura 6.2, f' € a resisténcia a tracdo do material, a regiao

compreendida entre D e B indica onde estad ocorrrendo o amolecimento. Em

frente a regido A o material ainda apresenta integridade e portanto obedece a
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Lei de Hooke (regime elastico-linear). Este comportamento pode ser

mecanicamente visualizado pelo grafico tensdo x deformacao da Figura 6.3:

A P
o B

Figura 6.3 — Comportamento mecéanico a tracdo de um material quase-fragil.

Ao atingir certo carregamento (tensdo maxima de tracdo), a fissura
aparece (ponto A) e o material deixa o regime elastico. A abertura ficticia (com
a tranferéncia de tensdes entre as superficies ou 0 amolecimento do material)
se da até o ponto D. A partir do ponto D, ocorre o cessamento de transferéncia
de tenséo, isto €, quando ultrapassar uma abertura critica Au, (Figuras 6.2 e
6.3) a fissura abre realmente.

Uma vez que a fissura foi formada, as forcas coesivas p transferidas
através das faces da fissura sdo assumidas dependentes dos delocamentos

Au por uma lei constitutiva p=p(Au) ou o=0c(Au) que descreve o

comportamento de amolecimento do material. O comportamento em qualquer
ponto € isotropico, elastico-linear até atingir a resisténcia a tracdo do material

ou tensdo critica, f,'.

Hillerborg (1976), propde uma relacdo entre forcas (de superficie)
coesivas e deslocamentos bastante simples. Uma curva linear monotbnica de
amolecimento (semelhante a da Figura 6.3, ramo descendente BCD) é
assumida para o modo puro | de abertura e a area sob a curva é o que

chamamos de energia de fratura especifica, G, (Figura 6.4):
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oA

»
»

Au;,  Au
Figura 6.4 — Simplificacdo do modelo de Hilleborg.

Esta area, dada por:

Aug

G, = j odAu (6.1)
0

representa a quantidade de energia absorvida por unidade de area fissurada.
A fissura se propaga quando as tensdes na ponta superaram a tensao

critica f,'. Imediatamente quando a fissura abre, a tenséo na ponta néo € igual

a zero, mas sofre uma reducao a medida que aumenta essa abertura até atingir

seu valor critico, Au,. Na parte onde Au<Au, a “fissura” em realidade

corresponde a uma zona microfissurada com alguns ligamentos de tenséo
residual sendo transferidos. O modelo coesivo ou da fissura ficticia é assim
chamado para ressaltar o fato de que na regido em frente a ponta da fissura
ainda existem forcas resistentes que ndo permitem a separacdo completa do
material, e que este fendbmeno ocorre gradualmente.

Aproximadamente, é permitido adotar para o modelo as simplificacdes

dadas na Figura 6.5, dependendo do material que se pretende simular.
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Au,  Au Au,  Au Au, Au
(@) (b) (€)

Figura 6.5 — Diferentes hipéteses de possiveis modelos tenséo (o) x abertura

(Au) em aplicacdes praticas.

Assim, o primeiro caso (a), poderia ser mais indicado a materiais dotados
de certa flexibilidade, como os agos que tém grande ductilidade por exemplo. O
caso (c) parece ser 0 mais adequado para materiais quase-frageis
(comportamento da Figura 6.4) como 0 concreto, ja que o comportamento
corresponde razoavelmente bem com a resposta para tensdo obtida por Evans
& Marathe (1968) apud Hilleborg (1976).

Da equacéo (6.1), temos portanto:

Au, =2G_ /T, (6.2)

Sendo assim, o material em frente a ponta da fissura sera governado pela

Lei Coesiva, de acordo com a Figura 6.5 c, dada por :

_folp AU
o= {1 AUCJ (6.3)

Em sintese, as hipéteses classicas do modelo de fissura ficticia (MFF) ou
coesiva, sao (ver Figura 6.6):

1) a zona de fratura comeca a se desenvolver em um ponto quando a
méxima tensao principal alcanca a resisténcia caracteristica a tracdo do
material ( f,');

2) a zona de fratura se desenvolve perpendicularmente a maxima tensao

principal;
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3) o material na zona de fratura € parcialmente danificado, mas ainda
capaz de transmitir tensdo. A tensao depende da abertura;

4) as propriedades do material externas a zona da fratura séo
consideradas elastico-linear e dadas pelas relacdes tensdo/deformacao.

- fy Forcas: Y

: coesivas | 7ona de
AU > Aug fratura

i Auc Y

: . . Fissura

: : real

-~ -

%)
> i
e
Vo
> !
[
(¢]

&

Figura 6.6 — Modelo de Fissura Ficticia (SALEH e ALIABADI; 1995).

E importante notar algumas diferencas entre os modelos propostos por
Dugdale e Barenblatt com o modelo coesivo (KARIHALOO; 1995). No modelo
de Dugdale, as tensdes corretoras na zona de processo Sao constantes
enquanto que no coesivo seguem a lei apresentada na equacéo (6.3). No
modelo de Barenblatt, o tamanho da zona de processo de fraturamento (ou
zona coesiva do modelo de Barenblatt) deve ser pequeno em relacdo ao
tamanho da macro-fissura pré existente, o que no modelo coesivo independe.

6.2. Algoritmo proposto

O algoritmo incremental proposto, baseado no modelo coesivo, € a seguir
apresentado. O processo iterativo esta implementado somente para problemas
em modo | de fraturamento. Neste trabalho sdo desprezadas as forcas
tangenciais na face da fissura, somente sendo consideradas as for¢cas normais

a mesma.
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6.2.1. Geracao de nova fratura (propagacgéo)

O modelo para a propagacdo ou geracado de novos elementos de fratura
aplica-se ao primeiro ou a qualquer outro elemento de uma fratura ja existente.

Conhecido um ponto de partida, que tanto pode ser um ndé escolhido,
pesquisado ou gerado; ou ainda no caso de ja ser um elemento de fratura a
ponta do ultimo elemento, calculam-se as tensdes em pontos internos

quaisquer distantes /4 do tamanho admitido para um elemento de fratura
(Aa=L, /4), Séao definidos pontos num arco de circunferéncia que comeca a

partir do vetor normal a fratura e termina depois de percorrer 180° no sentido
anti-horario.

Calcula-se para cada um dos pontos gerados o estado de tensdo (todos
os incrementos devem ser considerados; o valor da tensdo nos novos pontos é
calculado a partir dos valores acumulados) com suas respectivas componentes
normais relativas as retas que unem a ponta da fissura e 0os pontos da semi-
circunferéncia.

O ponto que definira o novo elemento de fratura corresponde ao que
apresentar a maxima tensao de tracdo na direcdo normal a fissura (CMTP), se
essa tensdo ultrapassar o valor do critério para uma abertura zero
(Au=0..0"=f").

Para a definicdo do elemento criam-se dois pontos (nés). O primeiro, PF1
indicado na Figura 6.8, foi o que definiu a direcédo da fissura (direcdo em que ira

propagar-se) e esta localizado a Aa= Lf/4 da ponta do dltimo elemento de
fratura ou do no selecionado. O segundo ponto, PF2 do elemento de fratura
dista 3L, /4 da ponta, sendo L, o tamanho do novo elemento de fratura.

Analogamente ao PF1, de tensdo normal elastica o), calculam-se as

tensBGes normais o, para o segundo ponto.

Considerando-se que o elemento de fratura foi gerado num incremento de
carga (ou de deslocamento), os incrementos dos valores de contorno devem
ser acumulados:

Ul =U2 +0U/” (6.4)
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R*=RL+6R" (6.5)
sendo k o incremento da criagéo do elemento.

Estes vetores permitirdo calcular as tensdées nos novos pontos internos
gerados através da eq. (3.34):

{o}=-[H"ur}+[G"{R") (6.6)

Com os novos elementos de fratura sendo gerados automaticamente, as

equacdes ou matrizes H e G terdo suas dimensdes aumentadas conforme

indicado na Figura 6.7, onde a parte em amarelo delimita os termos obtidos

com o ponto fonte no contorno integrando elemento no proprio contorno

(sempre serd 0 mesmo) e as partes indicadas em laranja e rosa mostram o

sentido da expansao das matrizes globais H e G:

Figura 6.7 — Expansédo das matrizes H e G.
6.2.2. Modelo incremental

Para mostrar como as equacdes algébricas sdo aplicadas na simulacéo
do processo de abertura de uma fissura (tomada apenas uma por simplicidade,
porém sem a perda da generalidade do processo) admitimos a situagdo do

solido no incremento de carga (ou de deslocamento) JR,. No final do
incremento anterior (k—1), a situacdo de equilibrio apresentava as seguintes
variaveis:

e Abertura da fissura (ficticia): Au, , =0;

e Tensdo verdadeira (coesiva) no incremento k-1 (admite-se k como

sendo o incremento da criagdo do elemento) dada pelo critério:

e Deslocamentos acumulados no contorno: {Uf"}kfl;
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e Deslocamentos acumulados na fratura: {U ?C}k

Corrigidas as matrizes (com a possibilidade de novos elementos se for o

caso), aplica-se o0R, e obtém-se os respectivos incrementos dos valores de

contorno atual 6{U.} e &{R | , incrementos de deslocamentos dos nés da

fratura 6{U,} e incremento da abertura da fratura §{Au, | .

Neste instante recalcula-se a tensdo verdadeira atual, definida como

critério do modelo coesivo:

Au

Au

=114k ] 67
[

onde f,' e Au, sdo a resisténcia a tracdo do material e a abertura critica da

fissura, respectivamente.
Usando a relagdo de Cauchy, a forca (de superficie) verdadeira atual a ser

aplicada na nova fratura coesiva sera:
P, = oy (6.8)
Acumulam-se os incrementos para calculo dos valores totais:

{ug‘C}k :{u:C}k_l+5{U§°}k e {u $°}k :{u ?C}k_1+5{u ?C}k (6.9)

ac|l _ Jpacl ac ac|l _ Jpacl ac
{R? }k_{PC Jk_1+5{F:3 }k € {Pf }k_{ f Jk_1+5{Pf }k
No incremento inicial ndo tem fratura (o sélido comeca integro), portanto
os valores sao obtidos com incrementos elasticos e os valores relativos a

fratura coesiva ainda ndo gerada permanecem iguais a zero até a colocacéo da

mesma.

Note-se que os valores de 5{ P }k serdo as correcdes atuais aplicadas e
5{Uf}k os deslocamentos atuais nos nés da fratura obtidos através destas

corregdes, que levardo a obtencéo de §{Au,}, abertura atual da fissura.

Com o valor da abertura da fratura atual Au,, recomecam as iteragoes a

partir da aplicacéo do critério, eq. (6.7).
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O processo iterativo cessa, com a adicdo de novo incremento se for o

caso, assim que (Au, —Au,,)<TOL, sendo TOL uma certa tolerancia admitida.

Para melhor entendimento do processo incremental e iterativo, considere
um problema elastico, em principio integro, como o da Figura 6.8. S&o
indicados pelo usuario (mas poderiam ser pesquisados, gerados
automaticamente, etc.) os dois primeiros ndés onde comecgara a fraturar, neste

caso foram escolhidos os nés 14 e 15 (dever&o obrigatoriamente ser duplos).

ANNNERINNE

e
Nés duplos estabelecidos para 7
4

inicio do fraturamento

15

16
| 1 2 5

X ITITTFTTT T,

Figura 6.8 — Corpo integro com os pontos internos indicados.

Ao redor dos pontos escolhidos, é gerada uma série de pontos internos,
cujas tensdes rodadas serdo calculadas (pontos representados em azul). Neste
caso, qualquer tensao interna sera igual a o,, mas apos rotacionar, sera
verificada qual delas possui a maxima tenséo principal (em seu sistema local).
Se superar o critério ( f,'), o ponto de maior tensdo principal sera o primeiro
Ponto Fonte (PF1) do elemento novo de fratura ficticia, e por esta razéo

também é calculada a tensao para um segundo ponto fonte (PF2), na mesma

direcéo do primeiro, como indica a Figura 6.9.
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--------- . Elementos que seréo gerados
o i\l() 18e19
617e "
© o
PF1 PF2
................ o

Figura 6.9 — Geracgao dos PF.

Essas tensdes sdo as chamadas tensdes elasticas, assim:
e __ e _
O0; =0pp; € 0, =0pp,
Verifica-se o critério do modelo: se o7 > f,', as tensbes sdo extrapoladas

para os extremos dos elementos, gerando novo elemento de fratura e comeca
0 processo iterativo. Caso contrario, acrescenta-se novo incremento de carga
ou deslocamento até ultrapassar (pois ainda esta na fase elastica).

Comega a iteracdo zerando as variaveis: Au, , =0, onde Au é a abertura

da fratura e ¢’ é a tens&o verdadeira, dada por: oy, = ft'(l—Ai]: f.,' no
uC

inicio do processo iterativo.
Em outras palavras, quando os esforcos externos aplicados produzem

uma tenséo elastica local que supera o f,' do material, € introduzida uma

descontinuidade ao problema, chamada fratura ficticia ou coesiva, que segue a
eq. (6.3) e onde as forgas aplicadas em sua superficie sdo destinadas a manter
a coesdo do material, representando um certo ligamento existente entre as
particulas da regido.

O processo iterativo é bastante simples, seguindo sempre 0s mesmos

passos descritos na sequéncia:
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1) Calcula-se a tenséo verdadeira com a Lei Coesiva: o' = ft'(l—ﬂl,

Au,
onde Au, é a abertura critica (Quando Au>Au,, ¢’ =0);

2) Apoés transformar estas tensfes para o sistema global, calculam-se as

I 4 . v o_ v .
forcas de superficie, usando a férmula de Cauchy: p; =z, n +o'n,;

3) Aplicam-se estas forgcas como indicado na Figura 6.10.

R R,
NG 17Y Y N6 18
> @
(XS17,YS17) I (XS18,YS1g)
NG 20 | (XS%YSZO) . (XS19,YS10) NG 19
D 1—* A
R P

Figura 6.10 — Forcas de superficie aplicadas nas faces da fissura.

4) Testa-se a convergéncia do processo: Se (Au, —Au,_,)>TOL, volta para
nova iteracdo; se (Au,—Au,,)<TOL significa que convergiu e em
seguida verifica se necessita a adicdo de novo incremento ou fratura.
TOL é uma certa tolerancia estipulada e os vetores acumulados durante

0 processo incremental sao utilizados para o calculo dos novos pontos

internos.

6.3. Algoritmo de Saleh e Aliabadi

De acordo com o MFF, a zona de fratura pode ser representada por meio
das forcas coesivas em ambas faces. Em geral, quando uma fissura ficticia se
desenvolve, a descontinuidade de deslocamento na fissura ndo necessita ser

perpendicular a ela, ou seja, Au tem duas componentes: Au, e Au, (Figura

6.11).
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Fissura
ficticia

A

Fig. 6.11 — Componentes dos deslocamentos da abertura da fissura, Au.

Considera-se que somente Au, dissipa energia. Na Figura 6.11 também

sdo mostrados os parametros desconhecidos para as componentes de u e p
(deslocamentos e forgas de superficie), na fissura ficticia (drea sombreada).

Por simplicidade considera-se que somente Au, causa dissipa¢ao de

energia e esta associado as forgas normais. Estas forcas sdo referidas como
forcas de superficie, no contexto do MECD. Assumindo uma lei constitutiva
linear, com amolecimento (Figura 6.5 c), a relacdo entre forca de superficie
normal e deslocamento no sistema local de coordenadas (n,p), pode ser escrito

como:.

: Au,
P, = T, (1_ AU j e p,=0 (6.10)

onde Au, € a abertura normal & fissura (ou COD) (Au, =u’—u?). Quanto a

transmissao das tensdes ao longo da zona de fratura, considera-se que ndo ha

garantias nas forcas de superficie na direcdo tangencial (p,#0) e nem

descontinuidade no deslocamento tangencial (Au, =u? —u? =0). Na interface da
zona da fratura, para manter o equilibrio, as seguintes condigfes sao impostas:

pi=-pr ; P =-p (6.11)
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6.3.1. Calculo das tensfes na ponta da fissura

Quando um solido é submetido a um carregamento, as tensdes na ponta
da fissura teoricamente tendem ao infinito. Para um material real isto é
impossivel. O que ocorre é o desenvolvimento de uma zona de fratura,
reduzindo a concentracdo de tensdes na ponta. Para o modelo de Saleh e
Aliabadi, quando esta tensdo excede a resisténcia a tracdo do material, a
fissura ird propagar perpendicularmente & maxima tensdo principal. A tenséo
na ponta € estimada por extrapolacdo de trés pontos internos calculados em

frente a ponta da fissura (N;, N, e N,, indicados na Figura 6.12).

6.3.2. Propagacéao

Na Figura 6.12, o processo iterativo proposto por Saleh e Aliabadi (1995)

é ilustrado:
*Ns fy
{
reb N2
' Ny
3 — Rt f1
Pre-
fissura

a) Ponta inicial da fissura.
# Ns
/
Fe/. N>

b) Primeiro incremento.
N3
i

Fe “NZ
N,

fy

¢) Alguns elementos na ponta da
fratura ficticia serdo completamente d) Incremento do proximo

separados quando Au,, >Au, . elemento.

Figura 6.12 — Processo iterativo de propagacéo (ALIABADI e SALEH; 2002).
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onde I'oc € 0 contorno da fissura ja aberto, I'sc contorno da fissura ficticia, I'e € 0

contorno elastico.
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7 Resultados Numéricos
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Serdo apresentados aqui resultados de exemplos analisados com as
formulacdes desenvolvidas. Exemplos estes que comprovam a eficiéncia dos
modelos implementados e mostram que mesmo usando elementos simples o
fenbmeno da fratura é simulado com relativa precisdo. Assim, serao
apresentados resultados que ndo merecem ser negligenciados, obtidos desde
vigas elasticas até problemas de fraturamento ndo-linear com o modelo
coesivo, todos usando as formulagcdes expostas. As anadlises foram feitas
admitindo-se espessura do sélido unitaria (EPT).

7.1. Exemplos de vigas elasticas

Neste trabalho foram feitas diversas analises para testar as formulagdes,
antes de emprega-la na diretamente na andlise de fratura. Entre estas, ainda
no problema elastico, o estudo de vigas como um problema elastico 2D
utilizando o MEC com integracéo analitica e numérica sem sub-elementacao.
Utilizando as equacdes singular e hiper-singular comparativamente com a
resposta analitica do problema pela resisténcia dos materiais, os problemas

estudados estao representados na Figura 7.1.:

SRR NNy . \SRRRRTRRESTURTNEY

A

a) Viga bi-apoiada b) Viga engastada

Figura 7.1 — Exemplos de vigas elasticas.
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Foi utilizada a mesma discretizacdo em ambos problemas: 68 elementos
de mesmo tamanho, 72 nds (mistos), 45 pontos internos, EleOOKN/cmz,
v =0,45, EPT, h=40cm, | =300cm, q=1KN/cn?.

Os Pontos Fonte (PF) ou de colocacdo sédo gerados automaticamente a
partir de uma distancia (aqui foi adotada em cm, mas sem perder a
generalidade poderia aplicar-se a problemas em unidades coerentes)
determinada pelo usuario no arquivo de dados, podendo ser desde zero (PF no
contorno) até onde se queira (PF fora). Variando essa distancia em relacao ao
elemento que o gerou foi feita uma analise objetivando descobrir se existe uma
distancia ideal para o posicionamento do PF ou se esse fator ndo alteraria o
resultado.

A resposta analitica aproximada obtida a partir da teoria de vigas para o

problema € apresentada na Tabela 7.1:

Tabela 7.1 — Resposta analitica para o problema de vigas.

o 5q1* M.y
a) Viga bi-apoiada = o (y)=—2=
IVig P ™ 384El ) I
: q* o’ M.y
L= + =7
b) Viga engastada = o T oG o,(y) I

onde f . € aflecha maxima, y é a distancia da Linha Neutra (LN) até a fibra
considerada, M € o momento fletor na se¢éo considerada, | € o momento de
inércia da se¢cdo, E e G sdo os moddulos de elasticidade longitudinal e

transversal respectivamente e o, € a tensdo em x. O valor de A. € dado por:

&=%m (7.1)

onde b é a espessura (unitaria).

Os valores analisados foram tomados no meio do vao para ambas vigas.
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Usando a equacdo em deslocamentos ou singular, os resultados séo

apresentados nos diagramas das Figuras 7.2 a 7.13.

Equacédo em Deslocamento — Viga a) bi-apoiada

Integracdo Analitica

Inteqgracdo Numérica

—— MEC

CONVERGENCIA PARA VALORES DE FLECHA
MAXIMA

/

5 10 15 20

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

A distancia do PF, representada no grafico, é a distancia multiplicada pelo

— MEC
——RM

25

CONVERGENCIA PARA VALORES DE FLECHA
MAXIMA
1 6 11 16

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.2 — Convergéncia para flecha maxima em cm, Viga a).

tamanho do elemento (em cm).

Equacéo em Deslocamento — Viga a) bi-apoiada

Integracdo Analitica

Inteqgracdo Numérica

——MEC
——RM

CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA BORDA SUPERIOR

30

é 1‘0 1‘5 /ZU

20

10

/

/

-10

-20

-30

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

—MEC
—RM

10U

CONVERGENCIA PARA VALORES DE sx NA BORDA
SUPERIOR
6 11 16

-100
-200

-300

oX

-400

-500

-600

-700

-800

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.3 — Convergéncia para tensdo na fibra superior em KN/cm?, Viga a).

Formulagédo do Método dos Elementos de Contorno para Anélise de Fratura




63

Equacédo em Deslocamento — Viga a) bi-apoiada

Integracdo Analitica

Integracdo Numérica

——RM

CONVERGENCIA PARA VALORES DE ox NA LN

100

80

60

yd

-20

" '
5 10 15

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

—MEC|
——RM

50

CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA LN

-50

-100

-150

aX

-200

AN

-250
-300

AN

-350

AN

-400

N

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.4 — Convergéncia para tensdo na Linha Neutra em KN/cm?, Viga a).

Equacédo em Deslocamento — Viga a) bi-apoiada

Integracdo Analitica

Integracdo Numérica

CONVERGENCIA PARA VALORES DE 6x NA BORDA

INFERIOR

——RM

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

CONVERGENCIA PARA VALORES DE sx NA BORDA
INFERIOR

25

204

15

oX

104

6 1 16

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.5 — Convergéncia para tensdo na fibra inferior em KN/cm?, Viga a).

Para a viga engastada, foram obtidos os seguintes resultados:
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Equacdo em Deslocamento — Viga b) engastada

Integracdo Analitica

Integracdo Numérica

—MEC CONVERGENCIA PARA VALORES DE FLECHA
—RM MAXIMA

270

250

230
©
=g
S 210
[

190 s

170

150 T T T

0 5 10 15
Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

20

CONVERGENCIA PARA VALORES DE FLECHA MAXIMA

T T T
6 11 16
Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.6 — Convergéncia para flecha maxima em cm, Viga b).

Equacdo em Deslocamento — Viga b) engastada

Integracdo Analitica

Inteqgracdo Numérica

—MEC CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA BORDA
—RM SUPERIOR

394
34 /\
29

24 /
x
)

/

0 5 10 15
Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

20

— MEC
—RM

CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA BORDA SUPERIOR

6000

5000

4000

% 3000

2000

1000

-1000

6 11 16

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.7 — Convergéncia para tenséo na fibra superior em KN/cm?, Viga b).
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Equacédo em Deslocamento — Viga b) engastada

Integracdo Analitica Integracao Numeérica

—MEC N —— MEC N
- CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA LN R CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA LN

1000 2500

800 2000

600 1500
% 400 % 1000

200 500

0 0 —_— ——
5 10 15 20 6 11 16
-200 -500
Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento) Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.8 — Convergéncia para tens&o na Linha Neutra em KN/cm?, Viga b).

Equacédo em Deslocamento — Viga b) engastada

Integracdo Analitica Integracao Numeérica
— V&S CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA BORDA —MEC CONVERGENCIA PARA VALORES DE 6x NA BORDA
— INFERIOR ——FRu INFERIOR
1400 1000
1200 0
6 \ 16
1000 1000
800
-2000
% 600 5
-3000
400
200 -4000
0 -5000
200 5 10 15 20| 6000
Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento) Distanciado Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.9 — Convergéncia para tensdo na fibra inferior em KN/cm?, Viga b).

Usando a equacdo em forcas de superficie foi feita a analise para a
equacao analitica, a nhumérica ndo foi implementada para esta formulacdo ja
que mais adiante, no modelo dual, so seria utilizada a analitica. Usando apenas
nds duplos, o contorno foi discretizado em 136 nds. Foram obtidos os seguintes

diagramas para a viga (a) bi-apoiada:
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Equacédo em Forcas de Superficie — Viga a) bi-apoiada

Integracdo Analitica

—MEC —MEC
——RM CONVERGENCIA PARA VALORES DE FLECHA MAXIMA —RM CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA BORDA SUPERIOR
480
250
-20
200 J 520 - 5 10 15 2
-1020
150
= -1520
3 \ ] \\\\
o 100 -2020 \
\ -2520
50 ‘\\\
! -3020 \
0 ; . -3520
0 5 10 15 -4020
Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento) Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.10 — Convergéncia para flecha maxima em cm e tensédo na fibra
superior em KN/cm?, Viga a).

Nesta figura, avaliando a convergéncia para flecha maxima, os valores
para Distancia do PF a partir de 5 cm nao foram considerados pois a resposta

nos nos duplos no meio do vao da viga divergia.

Equacdo em Forcas de Superficie — Viga a) bi-apoiada
Integracdo Analitica

—Mec N ——MEC CONVERGENCIA PARA VALORES DE 6x NA BORDA
— M CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA LN — M
INFERIOR
5000 2000
0
0 2000 5 10 15 2
5 10 15 20

5000 1 -4000

-6000
-10000 -8000 \
-10000

-15000

oX

ox

-12000
-14000
-16000
-25000 -18000

-20000

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento) Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.11 — Convergéncia para tensao na Linha Neutra e fibra inferior em
KN/cm?, Viga a).

Para a Viga b), engastada, os resultados obtidos foram os seguintes:
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Equacédo em Forcas de Superficie — Viga b) engastada

Integracdo Analitica

CONVERGENCIA PARA VALORES DE FLECHA MAXIMA

0 5 10 15

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

20

— MEC
—RM CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA BORDA SUPERIOR

oX

770
270
-230
-730

-1230
-1730
-2230
-2730
-3230
-3730
-4230

10 15 / 20

\
\/

\_/

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.12 — Convergéncia para flecha maxima em cm e tenséo na fibra
superior em KN/cm?, Viga b).

Equacdo em Forcas de Superficie — Viga b) engastada

Integracdo Analitica

CONVERGENCIA PARA VALORES DE gx NA LN

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

—V&C CONVERGENCIA PARA VALORES DE 6x NA BORDA INFERIOR
——RM

2500
2000
1500
1000
500
0
-500

-1000
-1500
-2000

/N

15\ 2

5 10

Distancia do Pto Fonte (x Tamanho do elemento)

Figura 7.13 — Convergéncia para tensao na Linha Neutra e fibra inferior em
KN/cm?, Viga b).

Para PF fora do elemento de integracdo, observa-se que em praticamente
todos os diagramas apresentados, uma Distancia do PF x Tamanho do
elemento adequada seria de até 4 cm, sendo que para distancias muito
grandes com relacdo ao tamanho do elemento, os valores j4 ndo fazem sentido
algum. Isto se deve a que neste caso 0 raio de integracdo nas equacoes
analiticas (ver anexo C) para um PF infinitamente longe € praticamente o

mesmo para qualquer ponto do contorno.

Formulagédo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Fratura



68

Para PF no contorno, ou seja, Distancia do PF x Tamanho do elemento
igual a zero, notou-se que em alguns casos a resposta ndo correspondeu
exatamente a analitica do problema.

Observou-se, ainda, que para a equacdo em forcas de superficie
apresentou maior sensibilidade que a equacdo em deslocamentos. Em funcéo
disto, deve-se ter maior cautela na escolha do problema, discretizacéo,

geometria e malha, ja que as respostas podem ser instaveis, devido a hiper-

singularidade %2 da formulacao.

A seguir sdo apresentadas as deformadas e os gradientes de tensao das
vigas a) e b) respectivamente. Na primeira foi aplicada a equacao em forcas de
superficie, com integracao analitica dos termos integrais, com PF fora distando
o triplo do tamanho do elemento e na segunda foi aplicada a equacdo em
deslocamentos também com integracdo analitica, mas com o PF sobre o

contorno.

Deformada

Viga a) Viga b)

e
-
.
.

......
" o .
**********

------------

L] L
* *
.............
........
---------

Figura 7.14 - Deformada das vigas a) e b).
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Tensao

Figura 7.15 — Gradientes de Tensao para as Vigas a) e b).

Observa-se que para a viga a), as tensdes (tanto em o, como em o, )

maximas de tracdo ocorrem, conforme esperado, nas fibras inferiores (indicado
em vermelho) e as minimas nas superiores (indicado em azul). O diagrama de

tensdo cisalhante (z,,) apresentou simetria que, para esta viga, era esperada.

Para a viga b), as tensGes na regido proxima ao engaste indicam que
ocorre maior tracdo na parte superior e compressdo na parte inferior,
condizente com a deformada da viga, apresentada. O diagrama de tensédo
cisalhante para a viga b) apresenta-se também coerente, com valores proximos

a zero na extremidade em balanco que vao crescendo em direcdo ao engaste.
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7.2. Exemplos na MFEL

Para a analise dos exemplos de MFEL as trés formulacdes do MEC
(singular, hiper-singular e dual) ja discutidas, séao utilizadas, todas com o ponto
fonte pertencendo ao contorno e com integrais analiticas sobre os elementos
de contorno e de fratura.

Seja uma chapa de dimensées 50x50cn’ com fissura de aresta medindo
a=20cm, E=3000KN/cn?, v =0,2, tensdo p=o0=10KN/cm* em modo puro I.
Este exemplo foi feito com o objetivo de visualizar onde ocorreria a tensao
maxima, avaliar as formulacdes e verificar até que abertura da fissura pode-se
obter respostas razoaveis.

Analisando-se somente a equacao hiper-singular e em seguida somente a
singular, foram utilizados 40 elementos de contorno, 3 elementos de fratura
para a singular e 9 elementos de fratura para a hiper-singular. As condi¢des de
contorno para o problema em analise sdo apresentadas na Figura 7.16.

Na Tabela 7.2 sao apresentados os diagramas de tensao (o,) e as

deformadas obtidas variando o tamanho da abertura da boca da fissura, Au,
usando a equacdo hiper-singular. Na deformada é apresentada a posi¢cao

deslocada dos pontos do contorno e internos discretizados.

JERRERERREEN

»
»

dIRERRRNRNE

<«

Figura 7.16 — Problema analisado variando a abertura Au.
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Tabela 7.2 — Variagcdo de Au para a equagéao hiper-singular.

Equacédo em forcas de superficie (hiper-singular)

Tensao (o)

EREE8RES

Abertura
cm) Deformada
cm
Au=1x10"
Au=1X10"2 JRERECE
sumpao® | PLEELE
Au=1x0%| °° EEIRTEEEES
Au=140° SEEESEES
AU =1x10 R
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Tabela 7.3 — Variacdo de Au para a equacéo singular.

Equacdo em deslocamento (singular)

Abertura -
cm) Deformada Tensao (o, )
cm

Au=1x10" LR

Au=1x10"° LR

Au=1x10"° LR

Au=1x10" R

Au=1x10"° b

Au=1x0"° ESE
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Pela Tabela 7.2, observa-se pelas deformadas que para aberturas

menores que 1x10'cm (até 1x10™“cm) ja ocorre um erro numérico devido a
proximidade das faces da fissura, provavelmente ocasionado pela hiper-
singularidade presente na formulagéo. Assim, os nés da fissura sdo deslocados
para fora do corpo, perdendo sentido fisico. Entretanto as tensdes apresentam-
se estaveis para uma abertura de até 1x10°cm.

O mesmo problema apresentado na Figura 7.16, foi também analisado
usando a equacéo singular ou em deslocamentos.

Na Tabela 7.3 sdo apresentados os diagramas de tensdo (o,) e as

deformadas obtidas variando-se o tamanho da abertura da fissura, Au usando
agora a equacdo singular. Analogamente a equacdo hiper-singular, na
deformada é apresentada a posicdo deslocada dos pontos do contorno e
internos discretizados.

Por esta tabela, nota-se que as respostas estdo coerentes, com a maxima

tensdo (representada em vermelho) ocorrendo na ponta da fissura. Apenas
quando a abertura é de 1x10°cm que este maximo ocorre a esquerda da
posicdo da ponta da fissura. As deformadas indicam a abertura em modo |,
com excecdo das aberturas de 1x10°cm e 1x10°cm, onde n&o ocorre uma
abertura visivel.

Analisa-se em seguida um problema de fratura central, caracterizado pelo
modo |. O problema estudado € o apresentado na Figura 7.17. Adotou-se
W =200cm, a=5cm, p=o=10KN/cm?®, E=3000KN/cn?, v=0 e EPT.

Resolvendo este problema com a equacéao singular, a malha foi modelada

usando simetria de 1/4 do problema da Figura 7.17. O problema foi

discretizado usando 118 elementos no contorno e 20 na fratura, sem
refinamento e 36 pontos internos.

O FIT foi extraido com base no procedimento apresentado no capitulo 4.
Fazendo um grafico Inr x INnCOD (com o valor de r sendo dado pela distancia
entre o n6é do elemento e a ponta da fissura e os COD obtidos com os
deslocamentos nodais), pode-se determinar a reta que melhor ajusta a funcéo
e assim determinar uma linha de tendéncia. Para isto, os resultados obtidos no
primeiro elemento (0 da ponta) e os elementos mais distantes a ponta foram

Formulagédo do Método dos Elementos de Contorno para Andlise de Fratura



74

desprezados para a obtencdo de um intervalo de dados aceitaveis, de acordo
com a linha de tendéncia.
Assim, o valor obtido (K, =40,55KN.cm¥?) apresentou um erro de

somente 2,4% com relagéo a resposta analitica (K, =39,6KN.cm¥?

) para uma
chapa infinita, dada pela equacéo (7.2):

K, =ora (7.2)

S W2

Figura 7.17 — Fratura central, problema em modo puro I.

Resolvendo o mesmo problema com a equacao hiper-singular, utilizando
uma malha idéntica ao problema com a equagao singular, mas somente com
nés duplos, a resposta obtida apresentou um erro de 1,84% comparado com a
solugéo analitica do problema.

Para obtencao do intervalo de interesse, foram desprezadas as respostas
obtidas para os dois elementos mais proximos a ponta, evidentemente os mais

distantes também e assim o valor do FIT estimado foi:
K, =40,33KN.cm™¥? (7.3)
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Apesar da resposta aqui obtida ter sido melhor do que usando a equacéo
singular, o intervalo de dados de interesse para o ajuste da linha de tendéncia
foi menor.

Usando o MECD, o problema foi discretizado com simetria de 1/2 da

Figura 7.17. Utilizou-se 160 elementos de contorno e 44 na fissura, solucdo
analitica para o contorno, numérica com sub-elementacdo para os pontos
internos.

Foi feito um pequeno refinamento da malha na regido de interesse para
aproximar melhor a resposta. Os resultados no primeiro elemento da ponta
foram desprezados para a obtencéo do intervalo de interesse.

O valor obtido para K, neste caso, foi:
K, =39,24KN.cm¥? (7.4)

apresentando um erro de menos de 1% com a resposta analitica do problema.
Considere agora uma chapa em modo puro Il, também utilizando o MECD.

Adotando-se h=24, a= h3 , E=3000, v=0,3, 0=10, em unidades coerentes.

Foi utilizada uma malha de 8 elementos no contorno e 4 na fratura somente,

com 12 pontos internos. A Figura 7.18 mostra o problema estudado:

it i
e h —
e —
— I —

I a P E—

e E—

I—— h —

ﬂ _

I ¥ ——

] (0]
2h

7.18 — Problema em modo puro Il.

Neste exemplo foi feita somente a analise de propagacao de uma fratura.

Os resultados para o angulo de propagacao foram comparados a Figura 7.19,
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gue apresenta um grafico mostrando a relacdo do angulo formado entre a
inclinacdo da fissura e a dire¢cdo de carregamento, em diferentes critérios de

propagacao.

---- Criterio da M&xima Tens&o Principal

90° N %% Critério da Minima Densidade de Energia
80 5, de Deformacéo, 0<v <0,3

ég ] ~ Critério de Griffith
50
40
30 +
20

10 +

FRACTURE ANGLE, — ¢

0 LN
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90°

CRACK INCLINATION ANGLE, g3
Figura 7.19 — Direcéo de propagacdo (CARPINTERI; 1986).

Na Figura 7.19, S € o angulo formado entre a inclinacéo da fissura e a direcédo

de aplicacdo do carregamento.

Para este exemplo o angulo S € zero e, de acordo com o grafico, a
direcdo de propagacao sera dada entre 70° e 90° (eixo local na ponta da
fissura), dependendo do critério adotado. No modelo, o angulo inicial de
propagacédo obtido apresentou um erro de 2,85% de acordo com o CMTP.
Esta, portanto, na faixa aceitavel pelo critério da minima densidade de energia
de deformacgéo e um erro de 20% com o critério de Griffith (Figura 7.19).

Observou-se que variando a distancia r em que foram calculadas as
tensbes principais (Figura 4.4), este angulo pode variar. Recomenda-se,
portanto, avaliar estas tensdes até certa relacdo incremento/tamanho de pré-
fissura, para o qual apresentou valores razoaveis até Aa/a=0,2. Devido a que
nos pontos mais préximos a ponta as tensées tendem ao infinito, é mais facil
identificar qual dos pontos ter4 a maior tensdo nesta regido do que na regiao
em que estas tensfes comecam a apresentar-se homogéneas (mais distante

da ponta).
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Na Figura 7.20 ilustra-se uma representacdo com o0s angulos de

propagacao obtidos, respectivamente para problemas de modo puro Il e I:

)

]

7.20 — Direcao de propagacéao para (a) modo puro Il e (b) modo puro 1.

Pela Figura 7.20 (a) nota-se que num primeiro instante atua o modo Il
puro, até que esta fissura esteja a aproximadamente 90° da original, onde
comeca a atuar (localmente) o modo puro I, fazendo com que a fissura
prossiga nesta mesma direcdo até a ruptura total.

No modo |, Figura 7.20 (b), a fissura propagara sempre no seu proprio
eixo, perpendicularmente a maxima tenséao principal.

O procedimento de propagacdo é feito de maneira bastante simples,
apenas adicionando o0s novos elementos gerados que formardo o
prolongamento da fissura anterior.

Ainda no MECD, foi feito um exemplo de aplicacdo do Principio da
Superposicao dos Efeitos (PSE), valido para a MFEL (Bazant e Planas; 1998),
com o objetivo de averiguar as equacdes integrais. O PSE postula que o
estado de tensdes, deformacdes e deslocamentos (consequentemente os FIT
também) em um solido pode ser decomposto na soma de outros estados, com

aplicacdes em diversos tipos de problemas. Seja o problema da Figura 7.21:
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a) b) c)

_ 111
YYYY Y

I I I T T

7.21 — Principio da Superposicéo dos Efeitos (PSE). a) Problema inicial, obtido
pela adicdo dos problemas b) e c).

De acordo com o PSE, o problema a) pode ser obtido da soma dos
problemas b) e ¢). O primeiro, corpo integro elastico submetido a esforcos no
contorno de tracdo e o segundo, problema com fissura central e esforcos
aplicados nas faces da mesma.

Este exemplo foi feito utilizando o= p=10, uma chapa de dimensbes

100x50 e a fissura medindo 10, em unidades coerentes. Valendo-se da
simetria, os resultados obtidos no problema a) foram exatamente iguais aos
resultados dos problemas b) e c¢) somados, para tensbes internas e
deslocamentos nos nos do contorno. Este problema ratifica a qualidade das

integrais obtidas, comprovando sua precisao.

7.3. Exemplos no modelo coesivo

O modelo coesivo proposto foi implementado a partir do MECD. Através
do CMTP, a direcédo da propagacédo da fratura € automaticamente localizada e
gerada, sem a necessidade de serem adotados elementos de fratura pré-
estabelecidos e nem remodelar a malha do contorno.

Os sélidos comecam integros, sendo dado um ponto de partida para inicio
do fraturamento.

Considere o problema da Figura 7.22. Foi utilizada uma malha bastante
simples, com somente 6 elementos no contorno e a fratura gerada

automaticamente com dois elementos (um em cada face). O problema comeca
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sem nenhuma fissura e a posicéo escolhida para o inicio do fraturamento esta
indicada. Adotou-se L=1, E=1, v=0, Au,=100000, f,'=0,333, Aa=0,0125 e

o deslocamento aplicado =1 dividido em 10 incrementos em unidades

coerentes.

L/2

Posicao escolhida para o
inicio do fraturamento \
v | p

A
v

Figura 7.22 — Chapa com deslocamento (¢ ) aplicado.

Com Au, — <, 0 exemplo escolhido em realidade € o modelo de Dugdale,
sendo as forgas aplicadas na fissura sempre constantes e iguais a f,'. As
tensdes internas e os deslocamentos podem ser facilmente averiguados pela
solucéo elastica para este problema, ainda quando o sdlido esta integro. Ao
superar o f', a tensdo verdadeira a ser calculada pelo critério

Au

o'=f"1- serd sempre o' =f,'. Devido a essas condicdes, a
Au, — oo

abertura da fissura final sera constante e igual a 0,067 .

O diagrama tenséo verdadeira o' por abertura da fissura Au obtido esta

de acordo com o modelo, como mostra a Figura 7.23:
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Tensdo Verdadeira x Abertura

0,35
0,3
0,25
0,2 1
? 0,15
0,1
0,05

0 : : : : : : :

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 0,07 0,08

Du

Figura 7.23 — Modelo coesivo - Diagrama ¢’ x Au.

Pela Figura 7.23 observa-se que como a abertura critica tende ao infinito

as tensfes serdo sempre constantes e iguais a f,'=0,333, pois neste caso

particular o problema recai no modelo de Dugdale. A fissura sera toda coesiva,
jd& que o programa ndo esta preparado para continuar incrementando
carga/deslocamento ap6és a ponta da fissura ter atingido o contorno.
Observando o comportamento do modelo apresentado na Figura 7.24,
onde séo plotados os valores das forcas (P) x deslocamentos (J) nodais para
0 ponto no canto superior direito da Figura 7.22, verifica-se que o modelo esta
coerente. As forcas variam pouco a medida em que sdo gerados novos
elementos de fratura, em seguida tendendo a permanecer na forca equivalente

a da tensdo maxima de tracdo do material.

Forca x Deslocamento nodal

0,25
0,2

0,15

Px

0,1

0,05

0 0,2 0,4 0,6 0,8 1 1,2 1,4 1,6
Ux

Figura 7.24 — Curva do comportamento da chapa.
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Na Figura 7.24 a linha continua representa a resposta obtida através do
algoritmo e a linha tracejada mostra o0 aumento do deslocamento do ponto para
uma mesma forca. Como o programa nao permite que se continue adicionando
carga/deslocamento apds a ponta da fissura ter atingido o contorno (ainda ndo
representando a ruptura total do material portanto, afinal o processo ainda se
encontra na zona coesiva) a resposta s6 pdde ser obtida até a linha continua
apresentada.

Na Figura 7.25 é apresentada a deformada final do problema, onde os
pontos em azul sdo os ndés do contorno e fratura. A zona coesiva, que ainda
mantém um certo ligamento entre as particulas da regido, é também

representada nesta figura.

B I I A
T T

Figura 7.25 — Deformada final do problema mostrando a zona coesiva.

Suponhamos agora a viga bi-apoiada abaixo, submetida a esforgcos em 3

l P.o
/ A

pontos:

d=25

Posicéo escolhida para o

inicio do fraturamento

L=10

d »
< »

Figura 7.26 — Viga bi-apoiada com carga ou deslocamento central aplicado.
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As propriedades do material analisado s&o: E=1386100,106, v =0,15,
f.'=230, Au, =0,00276555, Aa=0,0625 e ¢ =0,006. O nimero de incrementos
foi variado, justamente para poder comparar as possibilidades entre si. A malha
foi composta por 50 elementos de contorno.

A Figura 7.27 apresenta o diagrama tensao verdadeira ¢’ por abertura
da fissura Au, onde observa-se que obedece a relacéo linear regida pela eq.

(6.3) do modelo coesivo, sendo que a tensao verdadeira para aberturas

maiores que a critica € zero.

Tensdo Verdadeira x Abertura
250
200 \\
150
>
wn
100 -
50
O T T T T T T T
0 0,0005 0,001 0,0015 0,002 0,0025 0,003 0,0035 0,004
Du

Figura 7.27 — Modelo coesivo - Diagrama " x Au.

A curva obtida para este problema variando o numero de incrementos na
aplicacdo de carga/deslocamento, € apresentada na Figura 7.28. Observa-se
gue apds superar o trecho elastico-linear o modelo proposto apresenta
resposta mais rigida que a referéncia, na primeira parte do grafico. Acredita-se
gue isto acontece devido a simplificacdo do modelo proposto, que apenas
verifica a geracao de novo elemento de fratura depois que a fratura anterior

convergiu ou estabilizou.
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Forca x Deslocamento nodal
180
160 —— Lopes (1996)
140 — 10 incr
120 50 incr
ke 128 | 100 incr
— 200 incr
601 —— 300 incr
401 ——500 incr
20 1 )
0 T T T T T ‘
0 0,001 0,002 0,003 0,004 0,005 0,006 0,007
Uy

Figura 7.28 — Curva obtida com o modelo proposto.

Observa-se que utilizando somente 10 incrementos a resposta nao
apresentou-se adequada, jA para incrementos de 50 até 500 a resposta
apresentou infima variagdo. Isto se deve a robustez do método, que mesmo
para discretizacdes pobres e poucos incrementos, é capaz de captar a curva
do comportamento. Ainda nos incrementos entre 50 a 500, nota-se uma certa
defasagem no ramo descendente com relacdo a curva de Lopes, o que é
perfeitamente aceitavel, tendo em vista que ao se aproximar 0 momento da
ruptura do material, praticamente nao ha tensédo residual resistindo e a ruptura
se da abruptamente.

Manzoli e Venturini (2004) e outros autores (SALEH e ALIABADI; 1995),
apresentam a resposta esperada do comportamento para um problema similar,
viga bi-apoiada com deslocamento central aplicado, mas de espessura t=5 e
diferentes propriedades de material. Usando o MEC, MEF e analise
experimental, o grafico do comportamento que apresentam estes autores

mostra um intervalo aceitavel para a curva do modelo, conforme Figura 7.29.
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P [kN]
0.8
. Ey
y
0.8 /./
y;
0.4 —
. - experimental
e,
0.2 — L T
.......... MEF
0.0 T | T I T H T T T
0.0:0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
8 [em]

Figura 7.29 — Comportamento do modelo.

Através da Figura 7.30 se pode visualizar deformada para 8 elementos de
fratura, no incremento 69, aumentada 100 vezes com a representacao da zona

coesiva;

Figura 7.30 — Deformada da viga.

Nesta representacdo pode-se verificar que a direcdo de propagacao esta
correta e que nesta iteracao e incremento de carga (100 incrementos) apenas o
primeiro elemento de fratura abriu, sendo os demais pertencentes a zona

coesiva.
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Pretende-se, em estagio posterior ao da pesquisa, testar a geracdo de
novo elemento coesivo de fratura concomitantemente ao teste de estabilizacdo
da abertura do mesmo, corrigindo-se a rigidez excedente na primeira parte do

processo.
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Conclusoes

Neste trabalho diversos aspectos da formulacdo do MEC na analise de
problemas, especialmente de fratura puderam ser avaliados.

Na literatura, ndo encontram-se facilmente modelos com integrais
analiticas que tratem de problemas de fratura. Ainda que utilizando
aproximacao linear, portanto simples, pode-se afirmar que de maneira geral o
MEC é uma excelente ferramenta numérica para analisar fratura e problemas
envolvendo singularidades.

Na analise das vigas elasticas, foi verificado que a distancia dos pontos de
colocacdo com relacdo ao elemento alteram a resposta. Com base nas
analises feitas, conclui-se que uma distancia ideal para avaliar a resposta seria
de até 4 (Distancia do PF x Tamanho do elemento) cm (a unidade pode ser
generalizada ao adotar-se unidades coerentes).

A equacdo em forcas de superficie € menos estavel para analise de
problemas elastico-lineares e também em problemas de fratura ou envolvendo
singularidades. As respostas até apresentam-se coerentes em determinados
casos, mas para obter uma resposta segura € mais indicada a equacao em
deslocamentos.

Entretanto, as equacdes singular e hiper-singular quando usadas em uma
mesma analise em problemas de fratura (MECD), mostraram-se muito
eficientes.

Observa-se que o estudo da propagacdo pelo MECD é realmente
bastante simples, sem a necessidade de remodelar a malha do contorno, e os
resultados séo confidveis, mesmo com pouca discretizacao.

Também neste caso, notou-se uma grande sensibilidade quanto a
discretizagdo da malha, havendo uma relagdo entre a malha do contorno e a da

fissura. Refinar certa regido de interesse, por exemplo, produz uma resposta
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muito melhor do que se utilizar elementos de tamanho constante. Nesse
contexto, parece ser de fundamental importancia um estudo de malha, tal como
0 modelo adaptativo, para a geracdo da malha do problema inicial, pois se
verificou uma existéncia de certa relacdo entre a discretizacdo do contorno
(dimenséo dos elementos, se constantes ou com refinamento) e da fissura, no
calculo do FIT.

Para a propagacao, entretanto, verificou-se que a discretizacdo da malha
€ pouco afetada. Porém, observou-se também que a escolha do tamanho dos
elementos de fratura gerados pode interferir na propagacédo, pois o CMTP
identifica melhor a direcdo de propagacao para pontos mais proximos a ponta,
onde as tensdes séo infinitas. Com base neste estudo, recomenda-se portanto
usar um comprimento de geracdo de pontos internos/tamanho da fissura de até
0,2.

Tanto os modelos que utilizam apenas a equacdo singular ou a hiper-
singular também podem ser usados para andlise de problemas de fratura.
Apesar do modelo hiper-singular ter obtido melhor resultado, as respostas
variaram muito durante sua analise, apresentando uma sensibilidade muito
maior quando comparada a solucéo fornecida pela equacéo singular somente,
gue é mais estavel. Portanto, fatores como geometria, refinamento, distancia
do ponto de colocacéo influem muito mais no modelo que utiliza a equacéo
hiper-singular que no modelo que usa a singular.

Para a andlise do fraturamento ndo-linear com o modelo coesivo descrito
no Capitulo 6, as respostas obtidas foram satisfatorias, ainda que a uma
andlise por enquanto restrita a problemas somente em modo |.

Inicialmente, o corpo esta integro e escolhe-se o ponto onde iniciara a
fratura, mas este procedimento poderia ser otimizado, gerando
automaticamente uma ou varias fissuras em pontos onde ocorresse a maxima
tenséo.

O modelo aqui proposto para a fratura coesiva ndo se presta a captar a
extensdo ou tamanho da zona coesiva, uma das importantes respostas de
interesse nesta area. Devido a que é gerado um novo elemento de fratura
somente apOGs o anterior ter convergido, nem sempre esta zona podera ser

prevista corretamente. Com esta simplificacdo ndo é possivel portanto precisar
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a dimensdo da zona coesiva, mas pretende-se corrigir este problema em
desenvolvimentos futuros.

O grafico de comportamento para a viga bi-apoiada obtido, apresenta-se
um pouco mais rigido em seu trecho ascendente quando comparado com a
bibliografia, no entanto esta resposta pode ser considerada satisfatéria. O fato
de o ramo descendente final da curva ndo seguir constante com o
deslocamento crescente, deve-se a limitagdo que o programa apresenta de nao
permitir adicdo de cargas ou iteragdes ao atingir o contorno.

O caminho de propagacao poderia ter sido estabelecido desde o principio,
como é apresentado na maioria da literatura; entretando preferiu-se testar o
CMTP gerando automaticamente a fratura e o seu avango para posteriormente
ter mais liberdade de aplicacdo em problemas, inclusive em modos mistos de
fraturamento, ou em problemas mais complexos, onde ndo se conhece a priori
0 caminho da propagacao.

De maneira geral, pode-se notar a potencialidade do MEC usado como
ferramenta numérica na aplicacdo em problemas elasticos e da Mecanica da
Fratura, seja linear ou nédo linear. As solucbes sdo precisas mesmo usando
pouca discretizacdo, incrementos e com aproximacao linear, confirmando a

eficacia do método.
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Apéndice

/{4 Contribuicdo nas matrizes

Acreditando que seja muito util apresentar a disposi¢éo dos coeficientes
nas suas respectivas matrizes do model dual (MECD) e com o objetivo de
auxiliar a trabalhos futuros que ingressem no mesmo tema, neste anexo sera
apresentada a contribuicdo dos coeficientes nas matrizes G e H, no que se
refere & posicgao.

Tendo em vista que essas matrizes nao apresentam propriedades como
nos elementos finitos, este anexo pode ser de grande utilidade.

Seja um problema de fratura com a seguinte geometria:

8L11 6] 12 13 | 7] 14 6 2 4
>0 J
] ‘;77 8
-0 | 9
9r18 o| 17 16 [g| 15
10 3
1 2

Figura 1 — Problema de fratura.

Esta figura é representativa, sendo, em realidade, a abertura entre as
faces igual a zero e as coordenadas dos nés dos elementos 6 e 7 idénticas as
dos elementos 9 e 8 respectivamente. Assim, por exemplo quando um ponto
fonte do elemento 9 estiver integrando ele mesmo e o elemento 6, havera
contribuicdo na matriz G (supondo que na face inferior serd aplicada a equacao
em forcas de superficie).

Nas figuras a seguir sdo representadas as matrizes para este problema:
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Figura 2 — Contribuicdo na matriz H.

=1 =2 =3 =4 j=5 =6 j=7 j=8 =9
Xy y x y y x y x .y y X Yy X y X y X y X y x y X Yy X y X y Xy
11 2 3 3 5 6 6 7 8 9 9 10 10 11 11 12 12 13 13 14 14 15 15 16 16 17 17 18 18

—

X Xy X X X
2 4 4 5 7 8

GCF

COPNNDOUTUTBRRWWNNR P

2 Gec

T1
.I.

i Grc amE T

M

KX XXX X X X XXX XXX X X< X< X< X
=
o

Figura 3 — Contribuicdo na matriz G.

onde a parte representada em amarelo aplica-se a equagcéo em deslocamentos
e na parte representada em verde a equacdo em forcas de superficies é

aplicada.
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As partes assinaladas em vermelho mostram as posicfes onde entram
as contribuicdes. O primeiro subindice indica o posicionamento do ponto fonte
e 0 segundo indica onde esta integrando (exemplo: CF quer dizer ponto fonte

pertencente ao contorno integrando no elemento de fratura).



Anexo

./q Quadratura de Gauss-Legendre

O estudo contido neste anexo baseou-se nos livros dos professores
Assan (2003) e Brebbia & Domingues (1992).

Dada uma fungdo f (x) continua e definida num intervalo a<x<b, é

possivel calcular o valor aproximado (numérico) da integral dessa funcdo em

certos pontos x, tais que a<x <butlizando uma combinagdo linear dos

mesmos. Assim:

'Tf X)ax=w, f () +w, f (%) +...+w f(x)+...+w,f(X,) (A1)

onde f(x) € o valor da fungéo no ponto x e w séo valores denominados

|
pesos da funcdo neste ponto. Para cada nimero n de pontos existe um peso
equivalente, e estes valores séo tabelados.

Obviamente que quanto maior o0 numero de pontos utilizados na
aproximacdo, melhor o resultado, enquanto que uma aproximagdo com
somente 1 ponto de Gauss, por exemplo, a resposta é bastante grosseira.

Fazendo a transformacdo para coordenadas adimensionais ¢&, valida
num intervalo —1<£ <1, a eq. (A.1) fica:
b
_[f X)dx = Jjg )¢ = JZWg (A.2)
a -1
onde NG € o numero de pontos de Gauss da integracdo, Jé o Jacobiano da

transformacéao, dado por:

(A.3)

Estes pontos estao localizados simetricamente em relagdo ao centro do
intervalo a ser integrado e os pares simétricos possuem o mesmo peso. Por

exemplo, para até 4 nimeros de Gauss temos:
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Tabela A.1 — Pontos de Gauss.

NG i Valor (&) Peso (w)
1 1 0 2
2 1 +/]/«/§ !

w
|
o
o
o<

0,8611363116 0,3478548451
0,3399810435 0,6521451549
-0,3399810435 0,6521451549
-0,8611363116 0,3478548451

A W DN P

Para muitas funcdes de facil resolucdo analitica ndo € muito comum a
utiizagdo deste método, mas para fungcbes mais complexas esta é uma
ferramenta mateméatica muito eficiente. Para exemplificar, vamos calcular a

integral de duas funcdes simples.

a) Dada a fungdo f(x)=2x*+3x—1 no intervalo 1<x<2, encontrar a

solucéo analitica e a numérica.

= Solucdo Analitica:

j(zxz+3X—1)dx=[2—§I+(3—5I—(X)f =§(23—13)+g(22—12)—(2—1)

(2x2 +3x—1)dx _A9. 8,1667
6

[ L

= Solucdo Numérica (utilizando 2 pontos de Gauss):

2-1
J:uzl; NG =2 p/i=1 :>§1:+i—>vq:1

2 2 NE
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p/I 2352 _%%szl
X ¢
b-a
Da transformacéo: |a -1 1=0 :>x:( )§+a+b 1 +§
b 1 2 2 27 2

2
IZX +3x—1)dx = JZWg
1

i=1

e ) }1{2@@%}2+3@ea+s>—l}}=
e ol ol

2
jzx +3x-1)d 4—558,1667
1

b) Dada a funcdo f(x)=x" no intervalo 0<x<1, encontrar a solug&o

analitica e a numérica.

= Solucao Analitica:
1 3\!
[peyme| X ] =1-0-1
5 3), 3 3 3

= Solucdo Numeérica (utilizando 2 pontos de Gauss):

(1-0) 1 : 1
1= 2 NG=2 2]l =& =4+ X =1
> 5 PIHEL = 6 =+ = oW
p/i=2 =& ——iaw =1
2 \/é 2
x ¢
b-a
Da transformacéo: [a -1 1=0 :x=( )6 atb_1..1
b 1 2 2 2 2

:[(xz)dx: JiZZW.g(f) =%He;+g}1{@§2 +%ﬂ} =



Anexo

qg Integrais Analiticas Singulares

— —_—

As equacdes contidas neste anexo encontram-se na dissertagdo de
Wutzow (2003).

Sendo as constantes:

_ (1-2v)
K= 4n(1-v)

L
K=
> 16nG(1-v)

G

K, = W{ZV [niljjrk + njljiljk] +(1- 2v)[2nkpipj +ng, + niﬁjk] -(1- 4v)nk8ij}
1

K, = m{_[“ -2V)(r,j8ki +18, -1, §; ) + 2r,kr,if,j]}

as componentes das matrizes [H] e [G] (para os casos B.1, B.2 e B.3), além

das matrizes [S| e [D] para o caso B.2 s3o:

Caso B.1) Ponto Fonte coincidente ao primeiro né do elemento de integracio

Figura B.1 — Ponto fonte coincidindo com o primeiro né do elemento a ser
integrado — Wutzow (2003).



le =K, (1 —Ln(L))

H122 = _K1
H121 = _H12
H§1 = _H122

H11 :H122 :H121 :ng =0

612 = G122 = G121 = G§1 = _K29162

Caso B.2) Ponto Fonte dentro do elemento de integracao

Figura B.2 — Ponto fonte dentro do elemento — Wutzow (2003).

H, = ﬁ(—bLn(Ej + Lj
L a

He, = K aLn[ij—L
L b

1 1
H21 - _H12

2 _ 2
H21 - _H12

H11 :H122 :H121 :ng =0

6, = 2% {—(3—4V)Kab+%m(a)+

L
b_— |
T -
= 9

2

2 2 2
b—Ln(b)— a—+ab+£ +L—622
2 4 4 2
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L
Gzz—

2 _
G =

2K, 3a

2
G22 -

Glz = G122 = G121 = G§1 =—K,0,0,

S! =K, {Ln(a)—Ln(b)—g—1}

$? =K { a)+Ln(b —%—1}
=K,{b[Ln(a)-Ln(b)+1]+a}
=K.{a[tn(a)~Ln(b) ~1]-b]

L—{ (3- 4V)Kab+%JLn(b)+%Ln(a)—[2—2+ab+7 +

] ]
—— ——

]
—_—

Caso B.3) Ponto Fonte coincidente ao sequndo n6 do elemento de integracdo

Figura B.3 — Ponto fonte coincidindo com o segundo né do elemento a ser

integrado — Wutzow (2003).

le =K,

Hi, = K, (1 - Ln(L))

H121 = _le
H§1 = _H122
H11 = H122 = H121 = ng =0

Gl =K, {(3—4V)[%_Ln(,_)j+ezz}

Gl, =K, {(3—4V)(%—Ln(L)j+ef}
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G =K, [(3 - 4v)(g _Ln(L)) .\ e;}
G, =K, [(3 - 4V)(% _Ln(L)) . (ﬂ

Glz = G122 = G121 = G§1 = _K29192

Aqui as constantes 6, e 6, representam os co-senos diretores da normal

ao elemento a ser integrado.



Anexo

C Integrais Analiticas Nao Singulares

— —_—

-

As equacgbes contidas neste anexo encontram-se na dissertacdo de
Wutzow (2003).
Sendo as constantes:
-1
K= =
' 8nG(1-v)

K, =(3-4v)

as componentes das matrizes [H], [G], [S] e [D] (para os casos C.1, C.2 e

C.3) séo:
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Caso C.1) Ponto Fonte ndo alinhado ao elemento de integracdo

Figura C.1 — Ponto fonte n&o alinhado ao elemento — Wutzow (2003).

HI, =K, {K4 {Ln(Cos(e2 ))%+ 92¢1} +(Sen(6,)Cos(6,)+6,)d, +Cos(6, )2 %} +

K, {K4 |:Ln(COS(91))%+ elq)l} +(Sen(6,)Cos(6,)+8, )6, —Cos(8,)° %}

H, =K, {K4 [—Ln(c:os(e2 )0, +(-Tg(6,)+9, )ﬂ —(-Sen(6,)Cos(6,)+6, )§+
—Cos(6, )’ ¢l} -K, {KA [—Ln(Cos(Ol))q)l +(-Tg(6,)+ el)ﬂ +

—(~Sen(6,)Cos(6,)+ el)% —Cos(8,)” ¢1}

HL, =K, {KA {Ln(Cos(e2 )6, —(-Tg(6,)+6, )ﬂ —(-Sen(®,)Cos(6,) +6, )% +
~Cos (6, )" o} - K, {K4 [Ln(Cos(Gl))q)l —(~Tg(6,) + el)ﬂ +

—(-Sen(6,)Cos (6, )+ 61)%— Cos(8, )’ ¢1}

H:, =K, {K4 {Ln(Cos(e2 ))% + ezq)l} +(-Sen(6,)Cos(6,)+6,)0, +Sen(6, )2 %+

2al.n(Cos(6,))

+f} -K, {K4 {Ln (Cos(el))% + elq;l} +(-Sen(6,)Cos(6,)+6,)0, +

+Sen(el)2 %+ M}
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HZ, =K, {K4 {—Ln (Cos(8, ))% + ezq)z} +(Sen(6,)Cos(6,)+6, ), —Cos (6, ) %} +

-K, {K4 {—Ln (Cos(el))% +0,0, } +(Sen(8,)Cos(6,)+8,)0, — Cos(8,)’ %}
H2, =K, {K4 [—Ln(Cos(e2 )0, —(-Tg(6,)+6, )ﬂ +(-Sen(6,)Cos(6,) +6, )% +

—Cos (6, )’ ¢2} -K, {K4 [—Ln (Cos(6,))d, —(-Tg(6,)+ el)ﬂ +

+(-Sen(6,)Cos(6,) + 61)% —Cos(8,)’ ¢2}

H2, =K, {K4 [Ln(Cos(ez))q)2 +(—Tg(92)+62)%}+(—Sen(ez)Cos(62)+92)%+

~Cos(6,)" 9, } K, {K4 [Ln(Cos(el))q)z +(~Tg(8,)+ el)ﬂ +

+(-Sen(6,)Cos(6,) + 91)% —Cos(6,)° q>2}

2

H2, =K, {K4 [—Ln(Cos(e2 ))% + 92¢2}+ (-Sen(6,)Cos(6,)+6,)0, —Sen(6, ) §+

B 2al.n(Cos(6,))

- } K, {K4 [—Ln(Cos(Gl))% + 6,0, } +(~Sen(6,)Cos(6,)+6,)0, +

a2 )

= n a - a _+ - + +
G“_Kl{KZ [L [COS(GZ)J{TQ(GZ)% 2L.Cos (6, )’ | (=To(0:) - e.)e,

+ 2 ]_ezq)l _%Ln (COS(OZ))}—Kl {Kz _Ln(Lj[Tg(el)q)l +

4L.Cos (8, ) Cos(8,)

2 } — 6,0, - %Ln(Cos(el))}

]+(—T9(91)+91)¢1 " alcos(e,)

2LCos(6,)”

G, = Kl{Ln(Cos(ez ), +w} - Kl{Ln(Cos(el))q)l +

(Tg(el)_el)}
L

1 _ 1
G21_G12



= n a - a +(= + +
GZZ_Kl{KZ !L (Cos(ez)][Tg(ezwl 2LC05(92)2} (=To(8,)+6.) o,

}+ (-Tg(6,)+6,)0, + aTg (6, + aLn(Cos(ez))}+

a
+ 2
4LCos(8,)

a a
-K, {Kz Ln (m] [Tg(el)q>1 - ACos (8] } +(-Tg(6,)+6,)0, +

aTg(e,)* aLn(Cos(e,))
2L " L

2L L

a

+ 2
4LCos(6,)

}+(—Tg(el)+el)¢l +

G% =K, {K2 [Ln(ﬁ(%)][Tg(ez)% & |+ (-Tg(8,)+6,)0, +

+
2LCos(6,)" |

4LCos(8,) Cos(6,)
' 2LCos(8,)’ ] *(-T9(8,)+6,)0. - 4LCos(6,)" } — 0,0, +ELn(Cos(61))}

L

G, = Kl{Ln(Cos(ez))q)2 ‘w}—&{m(ms(egm ~ (Tg(el)_el)}

2 _ (A2
G21—Glz

G2, =K, {KZ [Ln(mJ[Tg(ez)% +m] +(-Tg(6,)+6,)0, +

a aTg(6,)" aLn(Cos(8, ))} .

4L.Cos (8, )’

}+(—Tg(92)+62)¢2— o i

a a
-K, {KZ Ln[mJ[Tg(Gl)% +m] +(-Tg(6,)+6,)0, +

aTg(6,)” aLn(Cos(el))}
2L L

a
4L.Cos(6,)’

]+(—Tg(el)+61)q>2 -

3

1 _ K7
sty =2{[ (2K, +4v)(Sen(8,)Cos(8, )+ 6, )~ (2Sen(8,) Cos (0, )" +

2

+3Sen(6,)Cos(6,)+36,)+(2K, —K5)92]¢1 —%[—(ZK4 +4v)Cos(8,) +

+2Cos(6,)" - (2K, —K5)Ln(Cos(ez))}}—%{[Qm +4v)(Sen(6,)Cos(6,)+6,)+

_(ZSen(el)Cos(el)3 +3Sen(6,)Cos(6,)+ 391) +(2K, —K; )91}4)1 +

~3[ (2K, +4v)Cos(6, + 200s(8, )" (2K, ~K )Ln(Cos(6,))

= 2 } = 0,0, + %Ln (COS(92 ))} -K, {Kz _LH(L] [Tg(el) o, +

111
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S, :&{[—(KA+2V)COS(92)2+2COS( ») }q)l——[(tk +2v)(-Sen(6,)Cos(6,)+

s}

+6,) - (—ZSen(e2 )Cos(6,)’ +Sen(6,)Cos(6,)+6, )}} +

_&{[—(K4+2V)COS(9) +2C0s(6,)" [0, - [(K4+2v)(—Sen(el)Cos(el)+

o)}

+6,) - (—ZSen(el)Cos(el)3 +Sen(6,)Cos(6,) + 91)}}

S]él = Siz
1 _ K7 s
st = [k +2vp, —(—ZSen<ez>Cos<ez> Sen(e,)Cos(0,) 0, Jo +
%[ Sen *+Cos(,)’ +2Ln(Cos(62)))—25en(62)4—K4Ln(COS(92))]}+

~o{l(k, +2v)0,~(-2sen(s, cos(6,)" +sen(e,)Cos(6,)+ 0 o, +
—% (Sen(e) +Cos(el)2+2Ln(Cos(61)))—25en(el)4—K4Ln(Cos(61))}}

1 _ K, 3
st = ?{[(2& ~K,)®, —(~2Sen(6,)Cos(6,)° + Sen(6,)Cos(6,) +6, )]q)l +

-2 -2sen(e,)" - (2, —K5)Ln(C°S(92))}}

K, 3
—?{[(2K4 -K)0, - (—ZSen(el)Cos(el) +Sen(6,)Cos(6,)+ el)}q)l

~2[-2sen(s,)' - (2, —Ks)Ln(COS("l))J}

sgzz%{[—(K4+2v)Cos(e) —2Sen(o )}q)l——[(K +2v)(-Sen(6,)Cos(6,) +

+6,)~(~2en(9,)’ Cos(6,) - 3sen(s, ) Cos (6, ) + 36, [} +
K7
o

)

~(~2sen(e,)’ Cos(6,) - 3Sen(6,)Cos(6,) + 391)]}

{[—(K4+ZV)C05(G) ~2sen(®,)* [0, - [(K +2v)(-Sen(8,)Cos(6,)+

st =2{[ (2, +4v)(sen(o,)Cos(0,) +0,) - (2Sen(0, )Cos (0, )* +
+3Sen(6,)Cos(6,)+36,)+(2K, -K,)6, |0, +%[—(2K4 +4v)Cos(6,)" +
+2Cos(6,)" - (2K, —K5)Ln(Cos(ez))}}—%{[(Zm +4v)(Sen(8,)Cos(8,) +86,) +
~(2sen(6,)Cos(6,)" +3Sen(s,)Cos (6,) +36,) + (2K, —Ks)el]q)z +

+ 22K, + av)Cos(6, +2C0s(0,)' ~(2K, ~K, )Ln(Cos(0,)) ]



S :j{[—(K‘l+2v)Cos(92)2+2C05( ,) Jq)z [(K +2v)(-Sen(6,)Cos(6,)+

+0, ) — (—ZSen(e2 )603(92)3 +Sen(6,)Cos(6,)+6, )}} +

m|7<

{[ (K, +2v)Cos(8,)” +2Cos(6 )}q)z [(K4+2v)(—Sen(61)Cos(el)+
+6,)— ( 2Sen(6,)Cos(#,)’ +Sen(el)Cos(el)+el)J}

2 _ @2
S5 =5

~

Sz, = 7{[(K +2v)6, —(—ZSen(ez)Cos(ez)s+Sen(62)Cos(92)+92)}¢2+

@ |

= I_|QJ

[ Sen *+Cos(6 )+2Ln(Cos(62)))—28en(62)4—K4Ln(Cos(92))J}+

{[(K +2v)6, ( 2Sen(6,)Cos(,)’ +Sen(el)Cos(el)+el)}¢2+

mml

- (Sen(e ) +Cos(8,)” +2Ln(Cos(61)))—28en(61)4 —K4Ln(Cos(el))}}

sz = {[(ZK K,)8, —(—2Sen(ez)c:os(ez)3+Sen(92)(:os(ez)+ezﬂ¢2+

[ 2sen(0,)" - (2K, —Ks)Ln(COS(Gz))]}

Ky 3
A {[(ZK -Kq)6, ( 2Sen(6,)Cos(6,) +Sen(el)Cos(el)+el)}q)2

+
o
|

—2Sen(6,)" - (2K, —K5)L”(C05(91))J}

2 _
832_

s::|x

{[ (K, +2v)Cos(6,)" - 2Sen(s, )" |0, + [(K4+2v)(—Sen(ez)Cos(ez)+

+92)—(—ZSen(92)3 Cos(8,)-3Sen(8,)Cos(8,)+ 36, )}}+

~

j{[ (K, +2v)Cos(6,)’ ~2Sen(6,)* ¢, + [(K +2v)(~Sen(8,)Cos(6,)+
+6,) - ( 2Sen(e,)’ Cos(el)—3Sen(61)Cos(el)+361)}}
D}, = K3{[(K +1)6, + Sen(6, )Cos(ez)]q)l—E[—K4Ln(C05(62))—Cos(ez)zJ}+

+K {[(K +1)6, +Sen(8,)Cos(6,)]o, - [ —K,Ln(Cos(8,))- Cos(elﬂ}

D}, = —K3{[Klan(Cos(ez))—Cos(e2 )2}1)1—E[—K4(Tg(ez)—ez)—Sen(ez)Cos(92)+
+92]}+K3{[K4Ln(005(6 ))-Cos(6,)" [0, - [ K, (Ta(6,)-6,)+

~Sen(6,)Cos(6,)+6, |}
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Dglz—K3{[—K4Ln(Cos(e ))—Cos(6 )}pl——[ .(Tg(6,)—6,)—Sen(6,)Cos(6,) +

+6, ]} +K, {[—KALn(Cos(el))—Cos(el)z}q)l—%[K4 (Ta(6,)-6,)+
,)Cos(6,)+9, |}

-Sen(6

D§2:—K3{[(K4+1)92—Sen(9 )Cos(8,)]o, - [ K, —2)Ln(Cos(8,)) - Sen(ez)z]}+
¢, { (K, +1)8, ~Sen(9,)Cos(6, o, 2] (-, ~2)tn(Cos(8,) -Sen(s, ]

D;1=—K3{[< K4+1>ez—Sen<ez><:os(ez>]¢l—§[<r<4—2)Ln(<:os(ez>)—Sen(ez)Z]}+
+K3{[< K4+1>el—Sen(el)Coswl)]%—%[(m—2>Ln<<:os<el>)—8en<el>1}

2Sen(,)’ N
Cos(8,)

a

DL =K, {[( K, -2)Ln(Cos(8,))- Sen(ez)z}bl—t K,(Tg(6,)-6,)+

+2Sen(6,)’ +Cos(, ) +3Cos(6,)Sen(s,) —392} +K;{[(-K, —2)Ln(Cos(8,))+

2sen(8,)’
Cos(6,)

-Sen(9,) Jq)l [ . (Tg(6,)-6,)+ +2Sen(6,)’ +Cos(6,) +
+3Cos(6,)Sen(6,) - 36, |}
Dfl=—K3{[(K4+1)92+Sen( )Cos(8,) o, + [ —K,Ln(Cos(8,))- Cos(ez)zJ}+

+K3{[(K4+1)91+Sen(61)Cos( )]0, + [KLn(Cos(e E 005(91)1}

D?, = K, {[Kéan(Cos(ez))—Cos(e2 )14)2 +§[—K4 (Tg(e,)-6,)—Sen(6,)Cos(6,)+
+92]}+K3{[K4Ln(COS(9 ))-Cos(8,)" |0, + [ K,(Ta(6,)-6,)+

~Sen(6,)Cos(6,)+6, |}
D§1:—K3{[—K4Ln(003(9 ))—Cos(6 )Jcpz [ ,(Tg(6,)—6,)—Sen(6,)Cos(6,) +

+92]}+K3{[—K4Ln(003(9 ))-Cos(8,)" |, + [ .(Tg(8,)-8,)+

~Sen(6,)Cos(6,)+6, |}
D§2=—K3{[(K4+1)92—Sen(e )Cos(8,)]6, + [ 2)Ln(Cos(92))—Sen(ez)z}}+

+K, {[(K4 +1)6, - Sen(6,)Cos(6,) |0, +E[(—K4 —2)Ln(Cos(8,)) —Sen(el)z}}
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Dgl:—KB{[(—K4+1)92—Sen(ez)c:os( )]0, + [(K —2)Ln(Cos(6, ))—Sen(ez)z]}+
+K3{[(—K4+1)91—Sen( )Cos(6,)]o, + [ 2)Ln(Cos(Ol))—Sen(el)2}}

2Sen(6,)’ N

D%, = K, {[(4(4 —2)Ln(Cos(92))—Sen(ez)z}% +% K, (Tg(6,)-6,)+ Cos(8,)

+2Sen(8,)’ +Cos(8,)+3Cos(6,)Sen(,) - 36, J}+K3 {[(—K4 -2)Ln(Cos(6,))+

2Sen(6 )

Cos(0,) +2Sen(6,)’ +Cos(8,) +

_Sen( ) :|q)2 +%[K4 (Tg(el)—el)

+3Cos(6,)Sen(6,) - 36, |}
Aqui as constantes 6, e 6, representam angulos, conforme Figura C.1.

Caso C.2) Ponto Fonte alinhado ao elemento, anterior a ele

E=—1 I = E=+1

Figura C.2 — Ponto fonte alinhado ao elemento de integracao, posicionado

antes do mesmo — Wutzow (2003).



G, =G5 =G}, =G5, =0
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D!, =K, *K, {—(%) —0,Ln(r,) +Ln(r,)+ [rﬁj —o.Ln(n)- L”(H)}

S;, =S5, =5;=5,=55,=55,=0
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DL, = (K, *K, — 2K, ){—[%) —o,Ln(r,)+Ln(r,)+ (rﬁj +o,Ln(r) - Ln(rl)}

D, = (K, *K, - 2K, ){(%} +o,n(r,)- (rﬁj - ¢2Ln(rl)}

1 _ 1
D21 - _D12

2 _ 2
D21 - _D12

Dil = Dgz = D].’;‘l = D]2.1 = Dgz = Dgl =0

D, = (K, *K, - 2&){(%} + ¢2Ln(r2)—(r—lj—¢2Ln(rl)}

Caso C.3) Ponto Fonte alinhado ao elemento, posterior a ele

E=—1 Iﬁ &=+l
1 I f S

I
| rl 2|

Figura C.3 — Ponto fonte alinhado ao elemento de integracéo, posicionado apos
0 mesmo — Wutzow (2003).

Hiz =K;*K, |:Ln(l’2)¢1+rr2:|—K3 *K, |:Ln(r1)¢1+rrl:|

r

Hfz =K, *K, |:Ln(l’2)(])2 _r2:| -K;*K, |:Ln(r1)¢2 _El}
H21 = _Hiz

H§1 = _Hfz

HL = Hfl = ng = ng =0

Gl = K, *{KB [(Ln(rz)rz )6, +%(%r22Ln(r2)—%r22H}+
+K, * {KG {(Ln(rl)rl -1)o, +%(%r12Ln(rl) —%rfﬂ}
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D%, = (6, 7K, =26 Z -l L)~ 4 o,0n(e) (e, |

r r
DZ, = (K, *K, —2K3){f+¢2Ln(r2)+rl—q>2Ln(rl)}

1 _ 1
D3, =Dy,

2 _ 2
D21 - _D12

Dil = Dgz = Dél = D]2.1 = Dgz = Dgl =0

0%, =6, 716, -2, e oot o -0}

Aqui as constantes ¢, e @, foram empregadas, mas ndo devem ser

confundidas com as fungdes de forma do problema.



Anexo

@ Funcéo Delta de Dirac

—_— —

—

O estudo contido neste anexo baseou-se nos trabalhos de Lopes (1996)
e Wutzow (2003).

A funcéo delta de Dirac constitui uma ferramenta capaz de representar
forcas concentradas na Teoria da Elasticidade ou fontes concentradas na

Teoria Potencial. Pode ser deduzida a partir da funcao representada a seguir:

A 89(x)
> X
£ £
—_— +_
2 2

Figura D.1 — Definicdo da fungao delta de Dirac.

Sendo a fungdo ' (x) definida por:

1 £ E
—,para ——<Xx<—
5 (x)= { € 2 "2

£
0, para | >

onde € € um nimero positivo.

Dada a integral:
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| :T§(£)(x) f (x)dx (D.1)

onde f(x) € uma funcdo qualquer, bem definida em x=0. Se ¢ for

suficientemente pequeno, a variacdo de f(x) no intervalo efetivo de integracéo

{—gﬂ € negligenciavel e f(x) permanece praticamente igual a f(0), de forma
que:
| = £(0) [ §(x)dx=f(0) (D.2)

A aproximacdo é melhor quanto menor for €. Na passagem ao limite,

quando £ — 0, obtém-se a definicdo da fungéo delta de Dirac pela relacéo:
[8(x) f(x)ax=1(0) (D.3)

valida para qualquer funcao f(x) definida na origem. Uma definicdo mais geral

seria:
fé(x—xo)dX= F(%) (D.4)

O conceito da funcdo delta de Dirac pode ser facilmente estendido a dominios
n-dimensionais. Considerando-se uma funcéo f que depende da localizagéo de
cada ponto no corpo, define-se d(p,Q) como a funcdo delta de Dirac, quando

sao vélidas as seguintes propriedades:

,se p=Q
op.Q)= 0,se p£Q (D.5)
[9(Q)8(p.Q)d2=g(p) (D.6)

A funcao delta de Dirac também pode ser representada por:
o(p,Q)=A"° (D.7)





