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RESUMO

NIRSCHL, G. C. (2005). Meétodo dos Elementos Finitos e técnicas de
enriquecimento da aproximagdo aplicados a andélise de tubos cilindricos e
cascas esféricas. Dissertagdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de S&o

Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sio Carlos, 2005.

Sabe-se que o Método dos Elementos Finitos em sua forma convencional é
uma ferramenta poderosa no calculo estrutural moderno. Porém, se o problema
apresenta singularidades, como os efeitos de borda tipicamente introduzidos
pelos vinculos nas estruturas em casca, a analise pode exigir alto refinamento
da malha. Procurando resolver mais eficientemente esse tipo de problema,
especificamente em estruturas com simetria de revolugdo como os tubos
cilindricos e as cascas esféricas, apresentam-se neste trabalho alternativas
nao convencionais para o emprego do Método dos Elementos Finitos. Dadas
as simetrias de forma e carregamento, a abordagem pode ser feita em campo
unidimensional. Sdo apresentadas as respostas analiticas, em termos de
deslocamentos e esforgos, para as estruturas citadas, partindo-se de suas
equagdes diferenciais governantes. Em seguida, as formas fracas
correspondentes sao resolvidas pelo Método dos Elementos Finitos,
incorporando-se alguns tipos de enriquecimento que aproveitam a estrutura
deste método. Por fim, sdo comparados os resultados aproximados entre si e
com relagdo aos analiticos, comprovando o grande potencial das alternativas

sugeridas.

Palavras-chave: tubo cilindrico, casca esférica, método dos elementos finitos,

técnicas de enriquecimento



ABSTRACT

NIRSCHL, G. C. (2005). Finite Element Method and techniques of enrichment
of approximation applied to the analysis of cylindrical tubes and spherical shells.
M.Sc. Dissertation — Sdo Carlos School of Engineering, University of S&o
Paulo, Sao Carlos, 2005.

It is known that the Finite Element Method in its conventional form is a powerful
technique in the modern structural calculus. However, if the problem has
singularities, as boundary effects typically introduced by the support into shell
structures, the analysis may demand high refinement of the mesh. In order to
resolve this type of problem more efficiently, particularly in structures with
symmetry of revolution as cylindrical tubes and spherical shells, this dissertation
presents non-conventional alternatives for the employment of the Finite Element
Method. Due to the form and load symmetry, the treatment can be made in one-
dimensional system. The analytical responses, in terms of displacements and
efforts, are recovered to the mentioned structures, from their governing
differential equations. Next, corresponding weak forms are resolved by the
Finite Element Method and some types of enrichment that utilize the structure of
this method are incorporated. Finally, the approach results are compared
among themselves and with analytical results, proving the great potential of the

suggested alternatives.

Keywords: cilindrical tube, spherical shell, finite element method, techniques of

enrichment
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1. INTRODUCAO

1.1. Consideragoes iniciais

Esta pesquisa se inclui na linha de pesquisa em Métodos Numeéricos
da area de pos-graduacdo em Engenharia de Estruturas da Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, tendo apoio da CAPES
(Coordenacao de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel Superior).

A proposta esta centrada na analise de estruturas em casca fina, com
simetria em forma e carregamento de revolugdo, mediante a combinagao do
Método dos Elementos Finitos com técnicas n&o-convencionais de
enriquecimento da aproximag¢ao. Uma combinagao que serviu de base para os
desenvolvimentos realizados € o Método dos Elementos Finitos Generalizados
(MEFG), denominacédo esta introduzida, segundo BARROS (2002), por
MELENK (1995). As alternativas numéricas escolhidas aplicam-se ao estudo

das cascas com geometrias em forma de tubos cilindricos e cupulas esféricas
(fig. 1.1).

Casca esférica Tubo cilindrico

Figura 1.1: Estruturas estudadas.



A restricdo a esses casos € proposital e motivada pela necessidade de
adequar a abrangéncia do tema ao tempo disponivel para a realizacdo da
dissertagdo. Nesse sentido, as analises conduzidas sdo também restritas ao
campo linear. As restricdes adotadas e, particularmente, a simetria de
revolugdo permitem simplificar convenientemente a formulagdo para uma
abordagem unidimensional.

No caso dos tubos cilindricos, os estudos levam em consideragéo
forcas aplicadas que representam o peso proprio e forgas transversais a
superficie média, linearmente distribuidas ao longo do seu comprimento,
representando pressodes internas ou externas de diferentes naturezas. Ja nas
cascas esféricas, consideram-se forgcas representativas do peso proprio e
forgas e momentos distribuidos ao longo do paralelo de borda.

Um dos produtos da pesquisa realizada é a documentagcdo e
implementacdo computacional das formulagdes numéricas desenvolvidas
utilizando a linguagem FORTRAN. Nesse sentido, o cddigo de calculo
resultante reine numa aplicacéo unica as op¢des de analise de cada uma das
estruturas citadas. No programa podem ser confrontadas as respostas
analiticas (em termos de deslocamentos e esforgos) das equacgdes diferenciais
dos problemas em analise (descritas, por exemplo, em BILLINGTON (1965)),
com solug¢des aproximadas, obtidas pelo Método dos Elementos Finitos (MEF)
e pelo MEF com enriquecimento.

As solugdes numéricas geradas partem de aproximacodes locais (bases
polinomiais) tipicas do MEF convencional. Nas alternativas empregadas para o
enriquecimento da aproximacao inicial, introduzem-se novas bases polinomiais
ou funcdes especiais que representam bem a solugao exata do problema.

Ha alternativas em que o enriquecimento é do tipo nodal e seletivo,
sendo que cada funcido de enriquecimento esta associada a um no e atrela a

ele um novo parametro nodal.

1.2. Objetivos

A pesquisa realizada visa principalmente ao desenvolvimento de uma

alternativa numérica ndo convencional mais eficiente e precisa para a avaliacao



nao somente dos valores da fungao solugdo mas também de suas derivadas.
Outro objetivo & a disponibilizagdo de um programa para o calculo e
visualizacdo das solugcdes em deslocamentos e esforgos de tubos cilindricos e

cupulas esféricas.

1.3. Justificativa

O Meétodo dos Elementos Finitos é, sem duvida, uma ferramenta
bastante poderosa e difundida no ambito da analise de estruturas. As
aproximagbes geradas pelo método convencional sdao sempre de natureza
polinomial.

A melhoria da aproximagao pode ser obtida mediante refinamento
progressivo da malha, mantendo-se fixo o grau polinomial, ou por aumento do
grau sem alteragdo da malha.

Quando a solugéo exata ndo é “irregular” (ou altamente oscilatéria), ou
seja, é suficientemente “suave”, MELENK e BABUSKA (1996) citam que s&o
boas as propriedades de aproximagdo das solugdes polinomiais geradas por
elementos finitos nas versbes h (grau fixo do polinbmio e refinamento
progressivo da malha) e p (malha fixa e aumento progressivo do grau
polinomial).

Porém, dependendo da forma da estrutura a analisar e de suas
singularidades (em termos de geometria e carregamento), o MEF exige um
refinamento consideravel da malha, ou a utilizagado de polinbmios de alta ordem
para a obtencao de resultados satisfatorios.

E nesse contexto que podem ser inseridas técnicas de enriquecimento
do MEF, objetivando-se obter solu¢des satisfatérias a partir de malhas pouco
refinadas e enriquecimentos da aproximacao inicial definida por funcbes de
forma polinomiais de baixo grau. O enriquecimento pode ser feito mediante
funcdes especiais e, neste caso, aplicado com vantagens a problemas cuja
solucdo exata tenha variagdes fortemente localizadas. Neste trabalho, tais
idéias sdo empregadas na andlise das cascas cilindricas e esféricas porque
essas estruturas apresentam “singularidades de borda”, ou efeitos de flexdo

gue se concentram nas regides de vinculagao imposta.



A caracteristica mais relevante dos procedimentos aqui adotados é o
aproveitamento da estrutura convencional fornecida pelo MEF, adicionando-se
as opgdes de enriquecimento. Ha ainda, conforme ja mencionado, a vantagem
de que o enriquecimento possa ser seletivo, ou seja, aplicado apenas na regido
da estrutura que for mais conveniente, sendo as demais calculadas segundo a

estrutura classica do MEF.

1.4. Organizagao do texto

No capitulo 2, sdo apresentadas as equacgdes diferenciais governantes
das estruturas tipo casca cilindrica e esférica, bem como suas solugdes
analiticas encontradas na bibliografia. Considera-se a casca cilindrica
submetida ao peso préprio e a forgcas transversais linearmente distribuidas na
superficie média. A casca esférica € submetida ao peso proprio ou a forgcas e
momentos uniformemente distribuidos ao longo da borda.

O Método dos Elementos Finitos convencional € aplicado as estruturas
citadas no capitulo 3, sendo descritas no capitulo 4 as formas de
enriquecimento adotadas.

O capitulo 5 descreve o programa executavel criado, em termos dos
recursos numéricos utilizados e em termos de seu funcionamento.

No capitulo 6 sao exibidos exemplos numéricos para cascas esféricas
e cilindricas comparando-se solugdes analiticas e aproximadas, em termos de
deslocamentos e esforcos.

As conclusdes sao apresentadas no capitulo 7.

Por fim, no apéndice A, é exposto um procedimento de calculo a ser
realizado para a aplicagao do MEF ao sistema de equagdes que representa o

modelo completo da casca esférica sujeita a peso proprio.



2. CASCAS DE REVOLUCAO

Uma estrutura laminar possui geometricamente uma dimensdao muito
menor que as outras duas, podendo ser descrita por sua superficie média e
pela lei de variacao de sua espessura.

A superficie média pode ser plana ou nao plana. As estruturas
laminares com superficie média plana distinguem-se em chapas e placas e as
estruturas laminares com superficie média ndo plana denominam-se cascas.
Entre estas ultimas, mais especificamente as cilindricas e as esféricas séo
utilizadas nesta pesquisa.

Segundo GRAVINA (1957), a teoria linear das cascas delgadas, ou
finas, admite, em geral, as seguintes hipéteses fundamentais:

1 — O material que constitui a estrutura € homogéneo, is6tropo e
obedece a Lei de Hooke.

2 — A espessura € pequena em relacao as outras dimensdes e aos
raios de curvatura da superficie média.

3 — As tensbes normais a superficie média sdo despreziveis em
relagdo as demais componentes de tenséo.

4 — Os pontos pertencentes, antes da deformacéao, a retas normais a
superficie média, encontram-se sobre retas perpendiculares a superficie média
deformada.

5 - Os deslocamentos sdo muito pequenos em relacédo a espessura.

A teoria linear leva a equacbes fundamentais lineares pelas quais
permanece valida a lei da sobreposi¢cao dos efeitos. Com relacédo as hipoteses
2 a 5, observa-se que, no caso de estrutura de superficie com espessura muito

pequena, a hipétese 5 ndo podera ser admitida, sendo necessaria a aplicagao



de teoria de segunda ordem. Neste trabalho, admite-se somente a teoria de

primeira ordem.

2.1. Casca ou tubo cilindrico

Considere-se um tubo cilindrico-circular de comprimento infinito sob a
acao de pressao interna de simetria axial e continuamente distribuida ao longo
de seu comprimento. Nessas condigdes, imaginando-se que nao haja
impedimento a expansdo lateral, seg¢des transversais descritas por
circunferéncias sofrem deformacdo sem mudanca de forma. Sendo a casca
suficientemente esbelta, tensbes normais elasticas se distribuem
uniformemente ao longo da espessura. Estabelece-se assim um regime de
comportamento dito de membrana. Por outro lado, se o tubo tem comprimento
finito e as extremidades séo vinculadas, a casca nédo € mais livre para expandir
lateralmente e alguma flexdo deve ocorrer na regido adjacente a essas
extremidades. Nos tubos de comprimento finito, € possivel preservar o regime
de membrana desde que a vinculagéo permita o livre deslocamento (e giro) da

parede. A fig. 2.1 ilustra essas possibilidades descritas.

vista lateral da
casca cilindrica

vista superior da
casca cilindrica

carregamento continuamente

distribuido ao longo da altura engaste na borda:
e com apoio moével: regime de efeitos de flexdo
membrana com tensdes de localizada

flexao despreziveis

Figura 2.1: Regime de membrana e de flexdo na casca cilindrica.



Conforme TIMOSHENKO (1940), uma investigacdo mais completa
mostra que a flexdo é de caracteristica local, com acentuada diminuicdo de
seus efeitos (“amortecimento”) a partir de uma certa distédncia da extremidade
vinculada. BELLUZZI (1967) cita ainda que, quanto menor € a espessura da
casca em relagdo as suas outras dimensdes, maior € esse amortecimento.
Assim sendo, longe das bordas prevalece o regime de membrana.

Mesmo nas situagbes mais gerais de for¢as aplicadas, desde que se
observe uma variagao suave na sua distribuicdo, nas cascas finas a espessura
pequena permite considerar adequadamente (longe das bordas) o regime de
membrana. Nesse caso, admite-se distribuicdo uniforme das tensdées normal e
de cisalhamento ao longo da espessura. O regime de membrana é
estaticamente determinado, pois esfor¢os solicitantes normais e tangenciais,
resultantes das tensdes, podem ser determinados somente com as condi¢des
de equilibrio.

O regime de flexdo pode ser estudado mediante teorias elementares
que pressupdem hipdteses de variacdo linear das tensbes normais na
espessura e parabdlica das tensdes de cisalhamento. As cascas em regime de
flexdao sao estaticamente indeterminadas porque, além dos esforgcos
solicitantes normais e tangenciais, ha também, como resultantes das tensoes,
momentos fletores e esfor¢cos cortantes normais a superficie média da casca,
BELLUZZI (1967).

Por sua indeterminagao interna, a formulagdo do problema das cascas
finas em regime de flexdo exige a combinagdo de condigbes de equilibrio,
compatibilidade e constitutiva, BILLINGTON (1965).

A formulagao analitica para o tubo cilindrico em regime linear de flexao
decorrente de solicitagdo externa com simetria de revolugdo é classica e
encontra-se descrita em varios livros, entre eles, BELLUZZI (1967),
TIMOSHENKO (1940) e BILLINGTON (1965). Tal formulacdo é exposta
resumidamente a seguir. Observa-se que, com frequéncia, a partir deste ponto,
sera adotada a denominacéao: reservatorio cilindrico, ja que sera estudado o
tubo cilindrico submetido internamente a pressao linearmente distribuida.

De acordo com a bibliografia citada, sdo previamente estabelecidas as
seguintes hipdteses:

- Simetria axial geométrica;



- simetria axial de carregamento; e
- casca delgada, ou seja, a relagdo entre a espessura da parede e o

raio do reservatério deve ser menor ou igual a 1/20 (0,05);

Em regime geométrico e fisicamente linear, o problema dos
reservatorios em regime de flexdo, formulado em termos de deslocamentos
axiais e radiais, resulta desacoplado. De maior interesse, neste trabalho,
destaca-se a formulacdo em deslocamentos radiais.

Considerando-se um reservatdrio submetido a pressao interna
linearmente distribuida ao longo de toda a sua altura (fig. 2.2), a combinacao
das equacgdes de equilibrio, compatibilidade e constitutiva leva a seguinte

equacao diferencial nos deslocamentos radiais:

d? . d’w
—(D(y) >

d'w E*h(y) . _
dy? dy (y)J+ > w(y)=p(y) (2.1)

r

em que:
y € uma coordenada de posi¢éo vertical, com origem na base do reservatério;
w(y) € a fungdo que descreve o deslocamento horizontal ao longo da parede do
reservatorio, com valores positivos apontando para o centro da casca;
D(y) é arigidez a flexdo da casca, igual a: L(y)?;;
2*(1-v°)
r € o raio médio do reservatorio;
v é o coeficiente de Poisson;
h(y) é a espessura da parede do reservatorio na posigao y;
E € o mddulo de elasticidade; e
p(y) é, no caso desta pesquisa, a fungdo que descreve a pressao interna

linearmente distribuida atuando nas paredes do reservatorio.

Acrescentam-se ainda os seguintes dados:
vp € 0 peso especifico do material da parede do reservatério; e

H é a altura total do tubo.



RESERVATORIO CILINDRICO

GEOMETRIA

| '

TOPO

h(y)

T Y
! BASE

O

pressao interna
linearmente

distribuida

py)

&

Figura 2.2: Reservatorio cilindrico sujeito a pressao linearmente distribuida.

Para o caso particular de espessura constante (h(y)=h), a eq. (2.1)

passa a ser escrita como:

4
‘(’jTVX<y>+4*ﬁ“*w(y>=M

(2.2)

O coeficiente B que aparece na relagao anterior tem, por definigao:

437 (1=v?)
r2*h2

B=

A solucéo geral da equacgéo diferencial (2.2) € dada por:

w(y)=w(y), + w(y),

(2.3)

(2.4)

em que w(y), € uma solugédo particular da eq. (2.2) e w(y), € a solugcdo da

correspondente equagcao homogénea. Tem-se, em geral, para a solugdo da

homogénea:
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w(y), =e®Y) *(C, *cos(B*y)+C, *sen(B*y))+
+e Y *(C, *cos(B*y)+C, *sen(B*y))

sendo C; a C4 constantes a determinar.

Para o caso de pressao interna linearmente distribuida, tem-se a

seguinte solugéao particular:

w(y), = (2.6)

Deve-se observar que a solugdo dada pela eq. (2.6) tem por
correspondéncia o regime de membrana do reservatorio, BILLINGTON (1965).

As constantes C1 a C4 dependem dos vinculos adotados em cada caso
considerado. Nos textos consultados sobre os tubos cilindricos, as constantes
C+ e C, sdo anuladas para efeitos de simplificacdo dos calculos. Porém, desde
que o reservatorio seja longo, essa simplificacdo reproduz bem o fato de que
efeitos de flexdo de uma borda ndo se propagam até a outra borda. Neste
trabalho, pretende-se resolver o problema da forma mais geral, sem levar em
conta tal hipdétese simplificadora. Sendo assim, a solu¢do geral para os

deslocamentos horizontais da parede do reservatorio € dada por:

w(y) = e *(C; *cos(p*y)+C, *sen(B*y))+

* 2| (2.7
+ e B Y)*(C3*Cos([3*y)+C4*Sen(B*Y))*'% @

Os esforgos solicitantes (esforgo tangencial Ny, momentos fletores My e

My e esforgo cortante Q) sdo dados pelas seguintes equagdes:

No(y) =— w(y) (2.8)




d’w

M, (y)=-D* 5

dy?

(y)

M,(y)=v*M

y

L d>w
Q,(y)=-D W(y)

11

(2.10)

(2.11)

Na fig. 2.3, pode-se visualizar a convengéo de sinais positivos para os

esforgos indicados nas eqs. (2.8) a (2.11). Nota-se que tais esforgos séo

distribuidos por unidade de comprimento da face considerada.

RESERVATORIO CILINDRICO

DESLOCAMENTO ESFORCOS

w(y)

Figura 2.3: Convengdes de sinal para deslocamento horizontal e esforgos

solicitantes do reservatoério cilindrico.

Aparece também, na fig. 2.3, o esforgo Ny, que resulta do problema

desacoplado do equilibrio em relagcdo ao peso proprio da parede. A relacéo
para Ny(y) é a seguinte, BILLINGTON (1965):
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N, (y)=-v, "(H-y)"h (2.12)

Introduzem-se, neste ponto, as seguintes fungdes auxiliares:

fi(y)=e"" *(cos(B*y)+sen(B*y)) (2.13)
fo(y)=e" *(cos(B*y)—sen(B*y)) (2.14)
fy(y)=e"" *cos(B*y) (2.15)
f(y)=eP? *sen(p*y) (2.16)
f1(y)=e"" *(cos(B*y) +sen(B*y)) (2.17)
fa(y) =" * (cos(p *y) —sen(B * y)) (2.18)
fa(y)=e" *cos(B*y) (2.19)
fa(y)=e"" *sen(B*y) (2.20)

Considerando as eqgs. (2.13) a (2.20), as relagdes essenciais do

problema podem ser escritas como:

_ _ * .2
W(y) = C, * Fa(y) + Cp *fa(y) + Cq *fa(y) + Cy *fa(y) + p(g)*hr (2.21)
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‘(’j—vyv(w:@ *B*fa(y)+Cy *B*Fi(y)—Cy *B*fy(y)+Cy *B*aly) +

2 (2.22)

E*h

dp, \.
+ dy (y)

d2W * 0% *f * 0% *f
——(y)=-C,*2*p? *fa(y)+ C, * 2*p* *f3(y) +
dy (2.23)

+C3 " 27 B% *f,(y) - C, ¥ 2 B* *f5(y)

d3W *xnN%xn3 % f *0xn3 xf
—— (¥)=-C,*27 B *fa(y)+ C, * 2" B~ *fa(y) +
dy (2.24)

+C3 " 27 B° *fo(y)+C, * 27 % *fi(y)

De maior interesse para este trabalho sao as condigdes de contorno
dos casos de base do reservatério engastada e articulada fixa, ambos com
topo livre (momentos de flexdo e esforgo cortante nulos). A partir dai, podem
ser encontrados os valores das constantes C; a C4 e, portanto, a solugao

analitica do problema.

2.2. Casca esférica

Uma casca esférica (ou cupula esférica) € uma estrutura laminar de
dupla curvatura (ver fig. 1.1) usualmente empregada como cobertura. A teoria
classica, GRAVINA (1957), para a obtengcdo e resolugdo do problema da
cupula com carregamento de revolugao € resumida a seguir.

Inicialmente considera-se uma casca esférica sujeita a peso proprio,
conforme a fig. 2.4, em que:

g € a fungao representativa do peso proprio da cupula (por unidade de area);
t € a espessura (constante) da cupula;
R é o raio cupula; e

oc € 0 angulo central de abertura da cupula.
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CASCA ESFERICA

GEOMETRIA PESO PROPRIO

t mg

Figura 2.4: Casca esférica sujeita a peso proprio.

Considerando a estrutura com simetria de revolugcdo em forma e
carregamento, os esfor¢os internos solicitantes e suas variagbes podem ser

representados como indicado na fig. 2.5.

CASCA ESFERICA
ESFORCOS
Iy M, Qy
I
My
Na I\'d:a
M, +dM,
e Qp+4Q,

Figura 2.5: Esfor¢cos atuantes na casca esférica.

Combinando-se as relagdes de equilibrio, compatibilidade entre
deslocamentos e deformagdes e constitutiva (relagdes tensdo — deformacgéao), é
possivel exprimir o equilibrio, reduzindo o conjunto de variaveis a Q, ¢ @,

mediante as seguintes relagoes:
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sz dQ * * *

S ()~ ()" cotg(e) ~ Qy(®) * cotg* (@) + ve * Qy(@) = (2.25)
—E. *t*®(0)+R*g*sen(n)*(2-v;)

¢o,  do, . . R,

@(w)+a(m) cotg(w) — d(w) Cotgz(co)+vc d)(o)):E Qy(w) (2.26)

em que:

o é a posi¢cao angular medida a partir do topo da cupula esférica (fig. 2.6);

®(w) é o giro sofrido pela tangente ao meridiano em ® apds a deformacédo da
cupula, como ilustrado na fig. 2.6;
s . : Ec *t3
Dc € arigidez a flexao da cupula, igual a: ——————;
12*(1-ve")
Ec € o médulo de elasticidade do material da cupula; e

vc € o coeficiente de Poisson do material da cupula.

CASCA ESFERICA
DESLOCAMENTO E GIRO

antes da
deformacéo

m 2posa
deformacéo

Figura 2.6: Deslocamento horizontal £ e giro ®, em fung¢ao do angulo o, para

casca esférica.

As equacgdes diferenciais (2.25) e (2.26) possuem solugcdo geral
composta por uma solugdo homogénea e uma solugao particular. Aqui, como
no caso da casca cilindrica, a solugdo de membrana constitui boa aproximacao
para a solucdo particular do sistema, desde que, segundo BELLUZZI (1967), a

espessura da casca seja suficientemente pequena em relagdo ao raio.
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Para o regime de membrana (em que Q, = My = My = 0), reproduzem-
se em seguida as relagdes representativas do deslocamento horizontal E e do

giro @, além dos esforcos Ny e Ny, todos em funcdo do angulo o (ver figs.

2.5¢ 2.6).

_ *pR2 1

E(w) = QEC - *sen(o) * (#\;im) - cos(co)J (2.27)

= g *R * *

d(w) = T (2+ve)*sen(w) (2.28)
C

_ _ g *R

Ny(w) = (7 cos(®)) (2.29)

No(w)=g*R* (m —cos(w)] (2.30)

Encontrada a solugédo particular do sistema (regime de membrana),
passa-se a resolver a parte homogénea ou de flexdo, ou seja, o sistema (2.25)

e (2.26) com g = 0. Portanto, o sistema a ser resolvido torna-se:

d2Q(|) de) * * 2 * _
o)+ ()" ootg(w) -0y (0) cotg*(0) + Vi * Qy(0) - 231)
—E. "t (o)

2

PPe (0)+ 22E () * cot g(w) - D () c0t g2(0) — v * () =

do do
R? (2.32)
E Q¢(0))

em que ®f é a parcela de flexdo de ®.
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O problema de flexdo reune os efeitos dos vinculos nas bordas ou
ainda, de forma equivalente, os efeitos da aplicacdo externa de uma forca
horizontal Hc e momento externo Mc distribuidos na borda da casca esférica
(fig. 2.7).

FORCA HORIZONTAL /
GEOMETRIA MOMENTO CONCENTRADO
NA BORDA

corte H,
longitudinal <<jr ‘i>>
\\\\\i:ij

vista
superior

Figura 2.7: Casca esférica sujeita a forca horizontal Hc e momento M¢

distribuido na borda.

A solugao rigorosa do sistema (2.31) e (2.32) é detalhada na literatura,
por exemplo, por meio de séries hipergeométricas, mas apresenta-se muito
trabalhosa, especialmente nos casos de estruturas delgadas, ou seja, com
valores elevados da constante A (eq. (2.36)). Além disso, nesses casos, a
convergéncia das séries se da com razédo quase nula, BELLUZZI (1967).

Conforme GRAVINA (1957), na maioria das aplicacbes praticas em
estruturas civis, o valor de A € alto de modo que a obtengéo das constantes de
integracao pode ser simplificada.

Uma das possiveis solugdes analiticas validas para coeficientes A
elevados, ou seja, cascas delgadas, é dada pelo Métfodo de Geckeler. Tal
método considera o amortecimento dos efeitos das singularidades de borda,
como ocorre nos tubos. Segundo GRAVINA (1957), a solugdo de Geckeler é

valida também para cascas abatidas (oc pequeno), desde que a relagdo R/t
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seja grande. De fato, BELLUZZI (1967) cita que as aproximacdes fornecidas
pelo Método de Geckeler sdo suficientemente boas inclusive para omc em torno
de 15 graus. Cita ainda que raramente sdo empregadas cascas mais abatidas.
Desde que as hipdteses do Método de Geckeler sejam satisfeitas, os
termos de ordem de derivacdo mais baixa das rela¢des (2.31) e (2.32) podem

ser desconsiderados em relacdo aos termos de ordens mais altas, obtendo-se:

d2

df;" (©)=~Eg *t* Dp(0) (2.33)
d? R?

df; (©)=5 " Qo) (2.34)

Combinando-se (2.34) e (2.33), de modo a eliminar o giro ®f, tem-se

finalmente a equacao diferencial que representa o regime de flexdo da casca

esférica:
d*Q
(@) +4* 1 *Qy(w)=0 (2.35)
do
em que:
2
R
x:\/s*(1—v02)*(Tj (2.36)

A solugcado da eq. (2.35) é semelhante aquela apresentada para o tubo

cilindrico (eq. (2.5)). Sendo assim:

Qy(®) = e * (L. * cos(L * ) + L, * sen(X * o)) +

+e MO (L *cos(L * m) +L, *sen(h* o))

(2.37)
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em que:
0= oc —o (ver fig. 2.8); e

L, a Ly sdo constantes a determinar.

CASCA ESFERICA

VARIAVEIS ANGULARES
47

Figura 2.8: Variaveis angulares utilizadas na formulagc&o da casca esférica.

De acordo com GRAVINA (1957), os esforgos solicitantes e as
variaveis cinematicas, para o regime de flexao, resultam entdo pelas seguintes

equacgades:

_ * PN d _ _ _
Er(0) = R SeE”(‘fct: ®) *[ dQ_¢ (@) + v¢ * Q) * cotg(ag —03)] (2.38)
C ®

) (a)) — L* d2Q¢ (E))

(O e (2.39)
N (@) = —Q, (@) * cot g(er — ©) (2.40)

— dOo. —
N (0) = &(m) (2.41)
do
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_ 4’0, —
M (@) = R[;z o d§*¢ (@) (2.42)
My(0) = ve * My () (2.43)

Introduzem-se, neste ponto, exatamente como feito para tubos, as

seqguintes fungdes auxiliares:

ky(®) =™ * (cos(A * ) + sen(L * m)) (2.44)
ky(0) =67 * (cos( * ) - sen() * o)) (2.45)
Ks(0) =" * cos() * @) (2.46)
Ky(@) =" *sen(L * o) (2.47)
k(o) = € * (cos(. * ®) + sen(). * )) (2.48)
kz(0) = " * (cos(%. * ©) - sen(r.* v)) (2.49)
ka(m) = €™ * cos()* ®) (2.50)
k(o) =€ * sen(L * o) (2.51)

Com as fungdes anteriores, as relagbes necessarias para a completa

caracterizacao do problema podem ser escritas como:

Qu(®) =L, *ka(@)+L, *ka(w)+Ls *ks(w) +L, *K4(o) (2.52)
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dQ,

ﬁ("_’) =L, *A*Ka(w)+ L, * A *ki(w) —Lg * A *Ky(w)+L, * L *ky(o) (2.53)

d’Q, — N -
?24’(m):-l_1*2*xz*k4(m)+|_2*2*x2*ks(m)+
do (2.54)

4Ly *2* 22 %k, (0) =L, * 2% 2% *ks(o)

d°Q, ~ 3w (o 3w (o
0 () =Ly " 2% 2% *Ka(w) +L, 2723 *ka(0) +
do (2.59)

+Ls *2* 23 *Ky(w)+ L, *2%23 *k (o)

E preciso lembrar que, no caso de casca esférica sujeita a peso
préprio, os efeitos de membrana precisam ser adicionados a essas solugdes.

A imposicdo das condicbes de contorno em cada caso permite
identificar os valores das constantes L1 a L4 e, portanto, caracterizar a solugéo

analitica de flexado do problema.
As condi¢des de contorno, para o caso de base articulada fixa e topo

livre, sdo:

1) esforgo cortante Q, no topo da casca (o_) = m¢ ) hulo;
2) giro (® = @ + ®¢ ) no topo da casca (o= wg) nulo;
3) deslocamento (& = £+ &¢) na base da casca (o =0) nulo; e

4) momento fletor M, na base da casca (0_3 =0) nulo;

No caso de base engastada e topo livre:

1) esforgo cortante Q, no topo da casca (E) = ¢ ) nulo;
2) giro (@ = O+ @) no topo da casca (o_) = m¢ ) hulo;
3) deslocamento (& = £ + &¢) na base da casca (o =0) nulo; e

4) giro (® = O+ @) na base da casca (o_) =0) nulo;
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Para o problema da casca esférica sujeita a aplicacdo externa de uma

forca horizontal Hc e momento M distribuido na borda, tém-se as seguintes
condicdes de contorno:

1) esforgo cortante Q, no topo da casca (0_) = m¢ ) nulo;
2) momento fletor M, no topo da casca (0_) = m¢ ) nulo;

3) esforgo cortante Q4 na base da casca (0_) =0) igual a -Hc*sen(wc); e

4) momento fletor M, na base da casca (o_a =0) igual a Mc;
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3. METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

Classicamente os problemas de valor de contorno em mecanica dos
solidos sdo expressos na forma de uma equacao diferencial definida em todo o
dominio (©2) do sdlido, cuja solugéo (u) deve satisfazer certas condi¢cdes sobre
o contorno (I') desse dominio. A equagao diferencial e as restricdbes de

contorno podem ser expressas em forma implicita, respectivamente, por:

A(u)=0 (3.1)

B(u)=0 (3.2)

Nas relacbes anteriores, B e A sdo operadores diferenciais que
apresentam redagao particular para cada problema considerado. A forma
anterior é dita forte por exigir que suas solu¢des sejam verificadas em todos os
pontos do dominio e contorno, respectivamente.

Uma maneira de relaxar essa exigéncia € exprimir o mesmo problema

na forma de integrais ponderadas:

jvT *A(u)dQ =0 (3.3)

[ v *B(u)dr =0 (3.4)

em que v e v sao fungbes arbitrarias de ponderacdo com regularidade

suficiente para que as integrais fagam sentido.
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E possivel mostrar que, se (3.3) e (3.4) sdo satisfeitas para todo v e v,
entdo as relagdes (3.1) e (3.2) devem ser satisfeitas em todos os pontos do
dominio e do contorno, ZIENKIEWICZ (1986).

Imaginando-se uma aproximagédo U para a solugdo, substituida nas
relagdes (3.3) e (3.4), segue que A(U) e B(U) representam, respectivamente, o
residuo, ou o erro, na verificacdo da equacao diferencial e das condi¢des de
contorno. Dessa forma, (3.3) e (3.4) passam a ser integrais ponderadas de tais
residuos, constituindo a chamada formulagdo em Residuos Ponderados.

Ambas as formas anteriores podem ser resumidas numa unica relagao:

[ V7A@ dQ+ [ v *B()dr =0 (3.5)

que, uma vez satisfeita para todo v e v, é também equivalente a satisfagdo das
equacdes diferenciais (3.1) e suas condi¢gdes de contorno (3.2).

Na discussao anterior, foi implicitamente suposto que integrais como
(3.5) sao possiveis de serem calculadas. Conforme ZIENKIEWICZ (1986),
inicialmente é usual limitar a escolha de v e v a uma mesma fungdo de valor
finito. As restricdes sobre a fungdo U dependem das ordens de derivagao
empregadas nos operadores A(U) ou B(U). Se a derivada de maior ordem (m)
ocorrer em qualquer termo de A(U) ou B(U), entdo a fungdo U tem que ser tal
que sua derivada de ordem m-1 seja continua.

Em muitas ocasides, € possivel realizar uma integragdo por partes

sobre (3.5) e obter a forma:

jQC(v)T *D(0) dQ + jr G(v)" *M(0)dr =0 (3.6)

Na eq. (3.6), os operadores D e M contém ordens de derivadas mais
baixas do que aquelas dos operadores A e B na eq. (3.5). Nesse caso, uma
ordem de continuidade mais baixa pode ser assumida para a funcdo U,
pagando-se um prec¢o de exigéncia de continuidade mais alta para v. Por isso,

a forma (3.6) € dita fraca, sendo mais conveniente do que a do problema
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original, particularmente se, em cada integral, ordens de derivada iguais
aparecerem nos operadores diferenciais.
O Meétodo dos Elementos Finitos propde a construcdo da aproximacgao

para a solugdo na seguinte forma:

n
uxli=Y g a=9 a (3.7)
i=1

em que:
n € o numero de pontos, ou nods, adotados que compdem discretizacdo do
dominio Q;

@i séo fungcbes de forma associadas aos noés i, expressas em termos de
variaveis independentes (tais como coordenadas x, y, etc.); e

a; sdo parametros que apresentam significados associados aos valores da

funcao incognita, ou de suas derivadas, nos nos.

No chamado Procedimento de Galerkin, empregam-se para a
aproximacado de v as mesmas fung¢des de forma da aproximagao para u, ou
n
seja, V=) ¢ a.
i=1
Substituindo-se a aproximagéo de v na eq. (3.6) e impondo-se que a
mesma seja valida para qualquer combinagdo de a; (hdo todos nulos), obtém-

se um conjunto de n relagdes integrais:

J Cle;)* D) dQ + | G(g;)"M(u)dT =0 j=1n (3.8)

Se as equacgdes diferenciais sédo lineares, ao substituir a aproximagao
para u, o sistema de equacgbes (3.8) produzira um conjunto de equacgdes

lineares que pode ser representado na forma:

=<

a+F=0 (3.9)
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Por outro lado, como se apresenta, por exemplo, em ZIENKIEWICZ
(1986), no sentido de propiciar maior sistematizacdo a geracdo da
aproximacao, as funcdes de forma séo definidas localmente sobre elementos
(ou subdominios, por sua vez associados ao conjunto de nds da discretizagao),
de modo que o sistema discreto (3.9) pode ser montado a partir das
contribuicdes de cada elemento.

Simbolicamente, essa contribuicdo pode ser representada por:

N N
KijzzKﬁ; Fi =Z1Fie: (3.10)
e= e=

em que N é o numero de elementos.

3.1. Método dos Elementos Finitos aplicado ao problema das cascas

cilindricas

De inicio, a equagao diferencial da casca cilindrica (eq. (2.1)) é
reescrita de modo a permitir levar em conta, convenientemente, a possibilidade
de variagdo da espessura. Nesse sentido, considere-se a espessura do

reservatorio dada por:

h(y) =hq *f(y) (3.11)

em que hg é a espessura na base do reservatorio.

Para o caso de variagdo linear da espessura ao longo da altura do

reservatorio, pode-se definir f(y) como:

—1_ (1_Y) *
f(y)="1 {—H } y (3.12)
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em que y € um coeficiente adimensional definido pela razdo entre a espessura

no topo e a espessura na base do reservatorio.

Deste modo, a eq. (2.1) passa a apresentar a seguinte forma:

A (oL dPw R - 2]
a2 [f(y) a2 (y)J+4 Bo "f(y)*w(y)= D, (3.13)
em que:
_ E*hOB
Do——12*(1_vz) (3.14)

[ E*h,
:4—
Bo 4+12+D, (3.15)

Considerando-se, entdo, uma solugido aproximada w(y), obtém-se,

inicialmente, a seguinte forma em residuos ponderados:

2 2~
[ v(y)*{j'?[f(y)?’ *jTVZV(y)} 4% Bt *H(y)* W(y)—%z)} “dy=0|  (3.16)

em que:
v(y) € uma fungao de ponderacéo; e

w(y)deve apresentar, pelo menos, continuidade até a ordem 3.

A seguir é feita a discretizagdo do dominio (a geratriz do reservatério)
em um conjunto de nos e elementos. Neste trabalho, cada elemento contém 2
noés nas suas extremidades (fig. 3.1). Na fig. 3.1, os graus de liberdade
associados a cada no sao indicados sobre um elemento genérico, bem como

as outras variaveis utilizadas na formulacéo.
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RESERVATORIO DISCRETIZAGAO EM
CILINDRICO ELEMENTOS
S FINITOS

ELEMENTO N
p(y)

ELEMENTO 2

ELEMENTO 1

ELEMENTO
GENERICO

“
‘

Figura 3.1: Discretizacado de um reservatorio cilindrico considerando-se

elementos lineares na dire¢cao de sua geratriz.

Dada a divisao do dominio, a integral que aparece na eq. (3.16) passa

a ser composta pela soma das integrais sobre os elementos. Pode-se entédo

representar a forma fraca para um elemento genérico.

Derivando-se duas vezes por partes a primeira parcela da eq. (3.16),

obtém-se, para um elemento genérico:

LN AT
{ dy[f(y) ay? (y)J V(y)L dy?

Ye+1 2~
—i(y)? *{d—wm*

dv
@(Y)}

Ye+1
+

Ye

(3.17)

Ye+1 3*d2VTI *dZV * Ye+1 15pn 4 % > * * _
Fl TO T L O) a)T dy s [T AR Ty W) vly) " dy =
Ye+1 p(y)* *
= =4 d
e D v(y)*dy
em que:

Ye © Ye+1 SA0, respectivamente, as coordenadas dos nds inicial e final do

(gl

elemento “e”.

Note-se que, na eq. (3.17), a diferenciagdo sobre v(y) e w(y) é da

mesma ordem. De modo a garantir a existéncia da integral com valor finito,
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dentro dos limites do elemento, adota-se uma fungédo aproximadora polinomial

de grau 3:

(3.18)

— — — —2 —3
WE(Y)=Cq +Cy*y +C3*y +C,*y

onde a coordenada local y tem origem numa das extremidades do elemento.

Podem-se expressar as constantes c{ a ¢4 em termos dos graus de

liberdade primarios (deslocamento e giro nos nés de coordenadas locais 0 e

he), definidos por:

~ e
7S = we(0) WS = d} (0)
d~ye (3.19)
WS = Wwe(h,) W =" (h,)
dy

Nessas condi¢des, a aproximacao passa a ser representada por:

_ 4 _
WO (y)= D WS * 08 (¥) (3.20)
j=1

As quatro fungdes de forma do elemento, indicadas em (3.20), séo

dadas por:
—\2 —\3
" y | Y
67 (y)=1-3 [—] +2 [—]
1 he he
—\2
03y =y* 1—%}
e

(3.21)

B —\2 —\3
05(v) =3+ % —2*[%}

-,
eV—v*| Y | _ Y
ba(y)=y [h] he]
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As funcbes de forma (3.21) constituem uma base aproximativa

hermitiana cubica para o MEF. Outra base de interesse é a linear, indicada

abaixo:
NS (y) =1
e
_ (3.22)
NS (y) =2
he

Tal base sera usada apenas para a obteng¢ao da solugdo de membrana
do reservatério que, no caso de espessura constante da parede, é

representada por uma fungao deslocamento linear.
A substituicdo das aproximagdes para v(y) e W(y) na eq. (3.17) leva a

um conjunto de equagdes para o elemento finito genérico, dado por:

4
;[ & We|-Fe =0 (i=1,..4) (3.23)
2

em que:

KS = jo dy dy S (3.24)
+ 4By *f(ye +y)OP(y) * 0% (y) * dy

he e y * 1€\ * A, e
o= p(yD—:y) 07 (y)*dy +Q (3.25)

Os termos (3.24) compdem a chamada matriz de rigidez do elemento
que, neste caso, é simétrica; ja na eq. (3.25) agrupam-se, no chamado vetor de
forcas nodais do elemento “e”, as forgas nodais correspondentes as forcas
diretamente aplicadas e as forgas nodais prescritas nas extremidades do

elemento.
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Considerando-se entdo todo o conjunto de elementos compondo a
estrutura do reservatério, as contribuicbes das matrizes de rigidez e dos

vetores de forgas nodais dos elementos geram o seguinte sistema global:

B
B3
1l
I

(3.26)

em que:
K € a matriz de rigidez global;
F é o vetor de for¢as nodais global; e

W € o vetor que contém as incognitas nodais globais do problema.

A geracdo em uma forma matricial do sistema global resolvente a partir
das contribuicbes dos elementos esta indicada na fig. 3.2, em que N é o

numero de elementos.

WG W W aThy
GG R RS G g
D000 D000 D0 00 i
000000000000 /ﬁ;
-——J0. 000000000 éﬁgﬁﬁ
~Z-— 0000000000 W1 e
) == 00000000 Rz e
0 =3 00 000000 L e
008 0 ——Ja 000 00 .
000 %EEED"G_ 00 oo S
K= g I———— F= | 5
=" |00 00 B 0f—=——=—3 0.0 0 0 =
00000 0F———7 00, 0 O S
0000008 0 R
00000000 0
000000 a0 D 0 Ty
0000000000 7;1 o
0000000000 W ;V;Lz
00000000 O0D D00 Zﬁ.g

Figura 3.2: Aspecto genérico da matriz de rigidez global (K) e do vetor de

forcas nodais (F) obtidos na formulagdo do MEF.
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Na matriz K representada na fig. 3.2, cada quadrado preenchido

representa a matriz de rigidez de um elemento, cujos valores sdo calculados
pela eq. (3.24). No vetor F, cada retangulo preenchido representa o vetor de
forcas nodais de um elemento, com seus valores calculados pela eq. (3.25).

A estrutura da matriz de rigidez global (K), representada na fig. 3.2,

tem uma variagdo em banda, porque os nés do problema estdo, por hipétese,
numerados sequencialmente no sentido crescente de y, e é simétrica. A
sobreposigao de duas linhas e duas colunas entre matrizes de rigidez locais
acontece porque ha dois parametros comuns (deslocamento e giro) por né
entre elementos consecutivos, o que, portanto, constitui uma caracteristica
especifica do MEF para aproximagao de grau 3.

Observa-se que, na auséncia de forcas nodais concentradas, os
termos Q° (ver eq. (3.25)) anulam-se na sobreposicdo. As condigdes de

contorno essenciais devem ser impostas diretamente no sistema (3.26). Para o
conjunto de problemas analisados, considera-se que o contorno superior € livre
e o inferior pode ser engastado (deslocamento e giro no n6é da base nulos) ou
articulado fixo (deslocamento no né da base nulo).

Uma vez encontrado o vetor incognito, € possivel novamente
considerar o arranjo de elementos e encontrar os esforgos ao longo de cada

elemento finito, por meio das seguintes equagdes:

No®(y) = —w* we(y) (3.27)

1 €/, * \3 % 4~e*d2¢}e_
M,°(y)=-Dg *f(ye +Y)° *| D W} *—-(y) (3.28)
j=1 dy
Q,°(y) = i, (y)
S == (3.29)
Mo®(y) = v *M,°(y) (3.30)
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3.2. Método dos Elementos Finitos aplicado a cascas esféricas

Conforme ja apresentado, o problema da casca esférica sujeita a peso
proprio apresenta um sistema de equagdes diferenciais a ser resolvido (egs.
(2.25) e (2.26)). A maneira mais adequada de resolu¢do numeérica consiste na
aplicacao do MEF diretamente ao sistema de equacdes diferenciais descrito na
forma de integrais ponderadas. Tal procedimento, entretanto, vai além dos
limites propostos para esta dissertacdo. Nao obstante, a proposta de
formulagcao esta detalhada no apéndice A.

Uma alternativa escolhida para limitar a analise é a aplicagcdo do MEF
apenas ao problema dos efeitos de uma forga horizontal Hc € momento externo
Mc distribuidos ao longo da borda da casca esférica. Deste modo, podem ser
utilizados procedimentos semelhantes aos feitos para casca cilindrica,

aplicados agora a equacao diferencial (2.35), por conveniéncia repetida abaixo:

4
dw*

(@)+4*2*Qy(w)=0 (3.31)

em que A é dado na eq. (2.36).

Considerando uma solugao aproximada Q,(w»), a forma em residuos

ponderados de (3.31) fica:

0

®c * d4(§¢ *14 *x N * _
o V(@ = (@) + 4725 Qo) " do =0 (3.32)

em que:
v(m) € uma funcédo de ponderagao; e

6¢(m)deve apresentar continuidade minima até a ordem 3.

A divisdo do dominio em um conjunto de elementos é feita em funcao

do angulo de abertura da casca. Analogamente ao caso do reservatério
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cilindrico, cada elemento contém dois nds de extremidade (fig. 3.3). Na fig. 3.3,
os graus de liberdade associados a cada nd sao indicados sobre um elemento

genérico, bem como outras variaveis usadas na formulagéo.

CASCA ESFERICA ELEMENTOS ELEMENTO
FINITOS GENERICO

e

ELEMENTO N

ELEMENTO 1

Figura 3.3: Discretizagao de uma casca esférica para aplicagédo do MEF.

Derivando-se duas vezes por partes a primeira parcela da eq. (3.32),
obtém-se a forma fraca de (3.31). Considerando-se a subdivisdo em elementos

para um elemento genérico, tal forma resulta:

3 ®e+1 2= We+1
{d Q‘b(w)*v(m)} {d Qq’(co)*dv(oo)} R

do® do? do
e e (3.33)
O, dzé d2V ©, ~
e+1 ¢ * * e+l fxnd % * *
d 4%\ do=0
+Le 9o (o) o (0)*do+ Le Qy(®)* V(o) * dw

em que:
We € We+1 SA0 as coordenadas angulares do no inicial e final do elemento “e”,

respectivamente.

Adotando-se uma fung¢do aproximadora polinomial de grau maximo 3,
como feito para tubos, em coordenadas locais do elemento, os parametros

nodais assumem o0s seguintes significados:



= 64)6(0)

Q5 =Q,° (o)

- do.®
35 =22 (o)
do

- dO.®
s = 2% (o)

do

Resulta, para o elemento finito genérico:

4 —e
)=2.,Q7 "4y (
=1

sendo as funcgdes de

forma dadas por:

em que:

og € 0 angulo de abertura do elemento “E”; e

® é a coordenada angular local, indicada na fig. 3.3.

35

(3.34)

(3.35)

(3.36)

Substituindo-se (3.35) em (3.33) e considerando-se para v(m) uma

aproximacao dada pelas mesmas funcdes de forma de (~Q¢(co), resulta:

z[ ¢ +G¢]=0

(3.37)
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em que:
e | d2_'e = *d2$'e = N SR TG TR
Ki] =IOE =¢£ () * —5 () + 4"23*¢; () * §; (0) * do (3.38)
do do

As contribui¢des das matrizes de rigidez e dos vetores de forgas nodais

dos elementos geram o seguinte sistema global para casca esférica:

Q=0 (3.39)

1=

onde Q é o vetor que contém as incégnitas nodais do problema.

A geragdo do sistema global resolvente em forma matricial segue
sistematica idéntica aquela apresentada para casca cilindrica indicada na fig.
3.2.

As condi¢bes de contorno devem ser impostas diretamente ao sistema
(3.39) e correspondem a forca Hc e momento M¢ aplicados na borda inferior da
casca. Nesse sentido € preciso observar que M, tem por correspondéncia a
terceira derivada de Q,. No problema casca esférica, considera-se que o
contorno superior, por estar distante da borda inferior, apresenta esforcos
cortante e momento nulos, como feito para a obtencido da solugao analitica, no
item 2.2.

Depois de encontrado o vetor incognito, é possivel voltar ao arranjo de
elementos e encontrar, além do esforgo cortante 6¢ dado na eq. (3.35), as

outras variaveis de interesse por meio das seguintes equagdes:

= _R*sen(o, +0_3)*

€% ()

dQ,” - o -
. ———=(0)+ve " Q, (o) * cotg(w, + o) (3.40)
Ec ™t do
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. d’Q,° =
B2 () = — Si’ () (3.41)
Ec't 4
% (0) = —Q,°(0) * cot g(w, + o) (3.42)
~ o= dQ,° =
Ny (0) = —Q—i(w) (3.43)
do
8, (o) = ——2¢ L8 (0) (3.44)
¢ R* EC *t d0=)3 .
My® (0) = ve * M,°(0) (3.45)
em que:

Ee € a fungao aproximada para deslocamento horizontal no elemento finito “e”
(fig. 2.6);

®°é a fungédo aproximada para giro no elemento finito “e” (fig. 2.6);

f\?fé a fungdo aproximada para esforgo normal N, no elemento finito “e” (fig.
2.5);

Neeé a funcdo aproximada para esforgo tangencial Ny no elemento finito “e”
(fig. 2.5);

1\7I¢e € a funcdo aproximada para momento M, no elemento finito “e” (fig. 2.5); e

1\719e € a funcdo aproximada para momento My no elemento finito “e” (fig. 2.5).
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4. ENRIQUECIMENTO DAS APROXIMACOES DO METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

O enriguecimento das aproximagdes tem por objetivo obter respostas
melhores sem a necessidade do emprego de discretizagdes muito refinadas.
As alternativas de enriquecimento adotadas neste trabalho sdo o procedimento
proposto pelo Método dos Elementos Finitos Generalizados e a ampliacdo da
base de funcbes mediante adicdo direta de funcbes especiais. Tais

procedimentos serao mais bem explicados a seguir.

4.1. Método dos Elementos Finitos Generalizados

Conforme a definicdo apresentada em TORRES (2003), o Método dos
Elementos Finitos Generalizados (MEFG) é um procedimento que incorpora na
estrutura basica do MEF técnicas e recursos dos chamados Meétodos sem
Malha, com o propdsito de melhorar a aproximagdo no dominio do problema.
DUARTE, BABUSKA e ODEN (2000) citam que o MEFG tem como principal
caracteristica o uso de uma “particdo da unidade” (PU), que, entre outras
propriedades, € um conjunto de fungdes cujo somatoério dos valores em cada

ponto do dominio resulta na unidade’.

' Num ponto x, um conjunto de fungdes gi(x), associadas a subdominios s; que o contém,
compdem uma particdo da unidade (PU), se forem atendidas as seguintes condigdes:

1) a9i(x) € Cq (si);
q
2) i§19i(x)=1;

3) g(x)>0ems;e
4) o conjunto gi(x) é associado a um numero finito de suportes s;.

Para fins praticos, a condigao 1 pode ser relaxada no sentido de que fungdes de
suporte compacto até uma certa ordem de derivada podem, ainda assim, ser consideradas
uma PU. A condigao 2 é a mais importante, em termos de aplicagcédo, e somente ela tem sido
exigida para a caracterizagdo de uma PU.
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Uma diferenca entre os Métodos sem Malha e o MEFG é justamente a
escolha da particdo da unidade. No MEFG, a PU é fornecida pelas fungbes de
forma do MEF convencional e, nos métodos sem malha, a PU é fornecida, por
exemplo, pelo Método dos Minimos Quadrados Moveis.

Segundo DUARTE, BABUSKA e ODEN (2000), o MEFG foi proposto
independentemente por BABUSKA, CALOZ e OSBORN (1994), DUARTE
(1996), DUARTE e ODEN (1995, 1996a, 1996b), MELENK e BABUSKA (1996),
ODEN, DUARTE e ZIENKIEWICZ (1996) e BABUSKA e MELENK (1997).

No MEF classico, como relatado em MELENK e BABUSKA (1996),
embora seja possivel construir espagcos de fungdes nao-polinomiais que
fornecem boas propriedades de aproximacgao local, tal procedimento nao
garante a continuidade das fungdes entre elementos. Ja o MEFG, oferece
maneiras para construir espacos de aproximacgao conformes utilizando fungdes
nao-polinomiais, o que é garantido pela PU.

Uma visualizacdo da explicacdo acima pode ser encontrada em
BARROS (2002), reproduzida na fig. 4.1.

Funcio Produto

Aproximacdo Local

Particio da Unidade

Figura 4.1: Esquema de enriquecimento de uma base polinomial em %2. Fonte:
BARROS (2002).
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Na fig. 4.1, encontra-se representada a PU, formada pelo conjunto de
quatro fungbes de forma dos quatro elementos finitos que tém por vértice
comum o no x;. A PU indicada € geradora de aproximacdes com continuidade
C°. Na mesma figura, representa-se uma fungao especial arbitraria (parte local
de uma funcgao enriquecedora global) e o resultado do produto entre a fungao e
a PU. Esse produto no interior de cada elemento apresenta as caracteristicas
aproximadoras da funcéo local, ao mesmo tempo em que herda o suporte
compacto da PU. Consegue-se, além disso, que a aproximagao global, obtida
em um dado elemento pela combinacdo das fungdes produto relativas a cada
nd, seja construida sem penalizar a continuidade (no caso, do tipo C°) entre os
elementos, que, portanto, se mantém conformes.

No MEFG, o numero de funcbes de forma & aumentado, sendo
composto pelas fungbes de forma originais do MEF mais uma combinagéo
delas com outras fungdes, chamadas “enriquecedoras”. A diferenca basica
entre o MEF hierarquico e o MEFG esta relacionada a forma de
enriquecimento. Por exemplo, se somente as fungdes da base aproximativa
que constituem uma PU sao enriquecidas, o método resultante €, entao,
MEFG. Porém, se forem enriquecidas também outras fungdes da base
aproximativa, que nao constituam todas uma PU, o enriquecimento n&o é, a
rigor, um MEFG, e sim um MEF hierarquico.

Sobre a escolha das funcdes enriquecedoras, DUARTE, BABUSKA e
ODEN (2000) explicam que a funcado enriquecedora deve, por hipotese,
representar bem a solugédo sobre o dominio de cada elemento finito.

Como ja mencionado, havera, portanto, uma familia ampliada de

funcdes de forma, representada matematicamente como:

Sh=foue "FE}|  j=1n  a=1() (4.1)

Na eq. (4.1), p € o grau polinomial da familia de fun¢cdes de forma

resultante, ¢; sdo as fungbes de forma (PU) referentes aos n nos de indice j,

FE{ € a fungdo de indice a. que multiplica (ou enriquece) a PU atrelada a cada
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nd de indice j. Finalmente, I(j) € o contador para o numero de fungdes
adicionadas a cada no de indice j.
Deste modo, a nova fungdo aproximadora de um campo u, num

dominio governado pela variavel x, tem a seguinte forma:

n n I(j)
800 = 0,000+ 3 05003 FE(X)] b 42)

j=1 j=1 a=1

em que bj" s&o pardmetros nodais incognitos acrescentados pelo

enriquecimento e que aparecem no vetor solucdo do sistema linear do

problema. Tais parametros podem nao ter significado fisico.

Acrescenta-se que o enriquecimento pode ser seletivo, isto é, feito
apenas em uma regido especifica do dominio, sendo a parte restante
aproximada com a estrutura convencional do MEF.

Como exemplo do procedimento de enriquecimento, considere-se uma
base aproximativa do MEF dada por 4 fungdes de forma, ¢f, ¢5, 03 € 03, €
seja FE uma certa fungdo enriquecedora. Admita-se que, dessa base, apenas

907 e ¢35 formem uma particdo da unidade. De acordo com o MEFG, para a
regido enriquecida, havera 6 fungdes de forma: of, o5, 03, 05, ¢ *FE e

o3 *FE. Na fig. 4.2 esta representado o sistema correspondente ao exemplo,

para o caso de 2 elementos, com trés nds enriquecidos, indicando-se
hachuradas as linhas e colunas adicionadas pelo enriquecimento.

Nota-se que, devido ao maior numero de fungdes de forma, no MEFG,
a integragao da matriz de rigidez € consideravelmente mais trabalhosa do que
no MEF, fato este confirmado por pesquisas citadas em DUARTE, BABUSKA e
ODEN (2000).
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U2 b, u2
ul b, Ul 0! b, Ul UZb, U2

01
!
b1
A
uz
u; Gf

i_ F= ?21 ?22
ll'\j4 u2
us
>
u4

/| termos relacionados ao enriquecimento

Figura 4.2: Esquema de enriquecimento pelo MEFG.

4.2. Outras possibilidades de enriquecimento

Além do MEFG, outras possibilidades de enriquecimento serdo
exploradas neste trabalho. Para facilitar as explicagdes, as outras alternativas
de enriquecimento serdo simbolizadas por: MEFH e MEFBA, a serem

detalhadas a seguir.

MEFH

O procedimento chamado aqui de MEFH é em esséncia um método
hierarquico pois pode conter fungdes da base aproximativa que nao formam PU
multiplicadas por fungdes de enriquecimento.

Considerando-se a mesma base aproximativa do MEF dada no item

4.1 e uma certa funcao enriquecedora FE, de acordo com o MEFH, o elemento

finito apresentara 8 fungdes de forma representadas por ¢, 95, 05 € o,

0} FE, 3 °FE, 3 FE, i FE.
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Na fig. 4.3 esta indicado um sistema genérico montado de acordo com
o MEFH, para 2 elementos, indicando-se hachuradas as linhas e colunas

adicionadas pelo enriquecimento.

A A
2 2
uj by uz b,
A A A A
1 1 1 1 2 2
uj b, u; b, uy b, u;b, ujb,us by
O
1
b1
A
)
u2
b,
1 Ao
U3 u1
K= F= Ea E\)a
1 2
u, u;
b, b,
A
2
u3
5
2
uy
b6
/] termos relacionados ao enriquecimento

Figura 4.3: Esquema de enriquecimento MEFH.

MEFBA

O procedimento chamado aqui de MEFBA tem caracteristicas
diferentes do MEFG e do MEFH. Neste caso, a base inicial € ampliada
mediante adicdo de fun¢gdes de forma especiais de interesse. Obviamente, a
cada fungéo adotada, ha um grau de liberdade primario adicional introduzido.

Neste caso, o sistema global ter& um aumento em sua ordem igual ao
numero de fungdes enriquecedoras. Encontra-se na fig. 4.4 uma visualizagao
de um sistema genérico do MEFBA com 2 elementos e 1 fungéo enriquecedora

adicionada a mesma base polinomial descrita no item 4.1.
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A A
2 2
u1 l'|2
A A A A A A
1 1 1 1 2 2
u; u, u; u, uzu;b,
N
u1
A
1
2
1 Mo
n a
K= = 1 2
R F u; uj
A
2
u3
A
2
uy
b1
| termos relacionados ao enriquecimento

Figura 4.4: Esquema de enriquecimento MEFBA.

A funcdo aproximadora de um campo u, num dominio governado pela

variavel x global, no caso do MEFBA, tem a seguinte forma:

n I(j)
U(x) =Y o;(x)*0; + > (FE(x), *b,) (4.3)
j=1 a=1

Comparando-se os sistemas criados de acordo com o MEFG (fig. 4.2),
MEFH (fig. 4.3) e MEFBA (fig. 4.4), nota-se que o MEFBA apresenta uma
montagem mais simples, porém tal procedimento ndo permite o enriquecimento

seletivo (além do que, perde-se a estrutura em banda da matriz do sistema).

4.3. Enriquecimentos do Método dos Elementos Finitos aplicados a

cascas cilindricas

No caso das cascas cilindricas empregam-se para fungdes de
enriquecimento as fungdes dadas nas egs. (2.15) e (2.16), ja que fazem parte
da solugdo analitica para espessura constante. Tendo-se em vista o conjunto

de elementos da discretizagdo, a estratégia adotada consiste em usar como
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funcdo de enriquecimento em cada elemento somente a parte local da fungao
enriquecedora global que a ele corresponde. Tais fungdes, bem como as bases

aproximativas utilizadas (3.21) e (3.22), estao reproduzidas abaixo:

fy)=1-L
_° (4.4)

ery)= Y

2( )—he

B y 2 y 3
¢1(Y)=1—3*[E] +2*[E]

_ v )
d2(y) =Yy~ 1_EJ

i - e (4.5)
h3(y)=3" EJ —2*[Ej

Syl ) Y]
da(y)=Yy" (E) “he
fs(y)=e™Y *cos(B*y) (4.6)
fu(y)=e" *sen(B*y) (4.7)

As combinacgdes de enriquecimento do MEF com aplicagdo as cascas

cilindricas estao descritas abaixo com siglas a elas associadas.

1) RMEFL: Caso particular do MEF utilizando as fungbes de forma lineares
dadas em (4.4). Aplica-se essa aproximagao exclusivamente para analise do
regime de membrana (base deslizante) do reservatério com espessura

constante.

2) RMEF: Outro caso particular do MEF convencional sem enriquecimento

utilizando como base aproximativa as fungbes de forma dadas em (4.5).
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3) RMEFH: MEFH utilizando como base aproximativa as fungdes de forma
dadas em (4.5) e realizando enriquecimento com as fungdes (4.6) e (4.7) sobre
todas as fungdes da base. As fungdes de forma resultantes em cada elemento

sao dadas por:

e5(y)=95(y)

O3(y) =5 (y)*f3(ye +Y)
O5(y) =5 (y) *fo(yo +Y)
@5(y) = 45(y)

O2(y) = 05(y)*f3(ye +Y)
@8(@: 2(2)*f4(ye+9) s
O7(y) = d3(y)
OF(y)=05(y)* f3(yo +Y)
O5(y) = 05(y)*fo(Yo +Y)
O5(y) = 05(y)
O51(y) = 05(y) * fa(yo +)
0%,(y) = 05(y) *f4(ye +Y)

4) RMEFG: MEFG utilizando como base aproximativa as fungbes de forma
dadas em (4.5) e enriquecimento com as fungdes (4.6) e (4.7), limitado as
funcdes que constituem uma PU. As fungdes de forma, para cada elemento,

sao dadas por:

e5(y)=0
05(y)=0
O5(y) = ¢5
05 (y) = 05(
@2 (y) = 05(y)

O3(y)=05(y)* f3(yo +Y)
O%(y) = 95(y) *f4(yo +Y)
05 (y) = 95(y)

)

Sy
S(Y)*fa(ye +Y)
Y)* (Yo +Y)
y)

(4.9)
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5) RMEFBA: MEFBA utilizando como base aproximativa as fungbes de forma
dadas em (4.5), sendo realizado enriquecimento mediante ampliacdo da base
inicial com as fungdes (4.6) e (4.7). As fungdes de forma, para cada elemento,

sdo dadas por:

05 (y)=5(y)
O5(y) = 05(y)
O5(y) = 5(y)
O5(y)=05(y)
OF(y) =Tf3(ye +)
OF(y) =fy(Ye +Y)

(4.10)
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5. PROGRAMA

Foi criado um programa em linguagem FORTRAN para pré-
processamento, resolugdo e visualizagdo grafica de analises de cascas
cilindricas e esféricas. As respostas sao fornecidas em termos de
deslocamentos e esforgos, colocando-se em confronto solugdes analiticas
(apresentadas no capitulo 2) e solugbes aproximadas (apresentadas nos

capitulos 3 e 4).

5.1. Recursos numéricos especificos

Para o calculo das integrais que aparecem nas formulagdes é utilizada
a Regra de Simpson, segundo procedimento descrito em SWOKOWSKI (1995),
sendo utilizados 500 pontos por elemento. Essa quantidade foi utilizada por
resultar, segundo testes numéricos, em valores para as integrais
suficientemente préximos dos exatos.

O procedimento numeérico para a resolugcdo do sistema linear de
equagdes € o Método de Gauss (inicialmente, com escalonamento na matriz
dos coeficientes desenvolvendo, em seguida, a eliminagdo com pivoteamento
parcial). As subrotinas referentes a esse procedimento foram extraidas de
PROENCA (1986).

As fungbes de forma e suas derivadas foram fornecidas analiticamente
ao programa, nao necessitando de procedimentos numéricos aproximados

para a obtengao de seus valores.
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5.2. Funcionamento do programa

O programa criado tem seu funcionamento descrito segundo as etapas
abaixo:

1) A primeira janela (fig. 5.1), que aparece quando da execugao do aplicativo, &
uma apresentacao.

A Universidade de Sdo Paulo
/
’? Escola de Engenharia de Sdo Carlos

* PROGRAMA PARA CALCULD DE CASCAS |

Sobre o programa

Ezte programa faz parte da digzertagdo de mestrado intitulada
"METODOD DOS ELEMEMTOS FIMITOS E TECMICAS DE
EMRIQUECIMEMTD D APROXIMACAD APLICADOS &
&MALISE DE TUBOS CILIMDRICOS E CASCAS ESFERICAS™,
apresentada & Escola de Engenhana de 530 Carloz, da
Universidade de 530 Paulo, em maio de 2005,

Autor: Guztawo Cabrelli Mirschl

Orientador: Prof. Dr. Sérgio P. B. Proenga

Ezte aplicativa deve ser uzado apenas para fing educacionais.
Fiegistrado para; Departamento de Estruturaz - EESC - ISP

telhor vizualizado em 1024 « 7R3 pikelz

Figura 5.1: Janela de apresentagao do aplicativo.

2) Acionando-se o botdo “INICIAR”, aparece a janela para as escolhas da
estrutura a ser calculada bem como da base aproximativa de funcées do MEF
(fig. 5.2). Nota-se que, independentemente da escolha do método aproximado,
os graficos de respostas exibem sempre a solugcao analitica da estrutura.

A janela da fig. 5.2 tem, além das caixas de lista para a escolha da
estrutura e do método de calculo, o botdo “SAIR”, que fecha o aplicativo, o
botdao “AJUDA”, que abre outras janelas com alguns topicos explicativos sobre

o funcionamento do programa, e o botdao “AVANCAR”, que deve ser acionado
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depois de selecionadas a estrutura e a base aproximativa do método de

calculo.

ESTRUTURA E FORCAS EXTERNAS

CUPULA ESFERICA  RESERVATORIO
CILINDRICO

— Escolha a estrutura a ser caloulada |

RESERVATORIO CILINDRICO =]

— Escolha o meétodo de calculo |

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS - BASE APROXIMATIVA COBICA j

SAIR | AJUDA |

Figura 5.2: Janela para a escolha da estrutura a ser calculada, bem como do

meétodo de calculo aproximado.

Sao disponiveis duas estruturas, reservatorio cilindrico e cupula
esférica. O reservatério cilindrico pode ser analisado somente com forgas
linearmente distribuidas na parede e a cupula admite analise dos efeitos de
peso préprio (somente solugao analitica) ou de forgas e momentos distribuidos

uniformemente em sua extremidade.

3) Dependendo da escolha estrutural, uma janela aparece para a entrada de
dados referentes a geometria, as forgas externas e ao método de
enriquecimento (se desejado). Na fig. 5.3 € mostrada a janela de entrada de
dados para reservatério cilindrico e, na fig. 5.4, a janela de entrada de dados
para cupula esférica sujeita a forga horizontal e momento concentrado na

extremidade. Essas duas op¢des permitem o calculo aproximado.
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SAIR /VOLTAR |

r~ Dados geométricos do reservatorno

deall) [ fom0

Rain (L) 200
Espessura no topa (L] 0.05
Eszpessura na base (L] 0.05

1% Base deslizarte

' Base articulada fixa

" Base engastada

-1

AJUDA | | ENTRE COM 0S DADOS DO PROBLEMA, CLIQUE NO BOTAD “CALCULAR' E AGUARDE

- Dados do material do resereatirio

Coeficiente de Poizson 0.30

Mddulo de elasticidade I 21E+9
[FAL"2)
Pesa especifico [F/L"3] I 2500.00

coLCULeR |

FORCA DISTRIBUIDA

~ Todos os elementos com o mesmo comprimento

Nimern de elementos

INCLUIR
ELEMENTOS

i~ Forga externa distribuida na parede

Forga no tapa [FAL] 0.00
Foiga na base [FL) I 1000000

r~ Elementas com comprimentas diferenl

Comprimento do elemento (L] I 2

Werificagda

INCLUIR
ELEMEMTO

Comprimentos dog elementas (L)

—Werificagio
Hipdtese de tuba delgado;
ESPESSURA / RAID menor ouwigusl 5 0.05

ESPESSURA /RAID = I 0.006 akK

GEOMETRIA LINEARME NTE NA ELEMENTOS
PAREDE FINITOS
RAID
TORO NO n+1 —
. ] eLemenTon
NOn —
= ESPESSURA
= LINEARKMENTE
[t i "
7 WARIAYEL MNG3 —
. ELEMEMTO 2
NO2 —
. ELEMEMTO 1
BASE MO
~ Dados sobre o MEF  Dados sobre o enriquecimenta

~ Escolha otipo de eniiguecimento

BASE VEZES FUNCED 1 E FUNCAD 2 GLOBAIS

—Més a serem enriquecidos

Inclusdo individual 1

2

2 3
Nimero I 5

do nid g

IMCLUIR MO

ELEffEsrffD 1 :Il Somatdria dos
1 comprimentos dos 10,0000
1 elementos [L) .
2

TOPO. : )
ELEMENTO n N‘umemlde 7
elementos
umPeR |

TODOS

Mds enriquecidos

LIMFAR |

Figura 5.3: Janela de entrada de dados referente a reservatorio cilindrico.

PADDS DE ENTRAD.

SAIR /VOLTAR | | ENTRE COM 05 DADOS DO PROBLEMA, CLIQUE NO BOTAD "CALCULAR" E AGUARDE YERIFICAR DADOS | CALCULAR |
Dados geométricos da clpula FORCA HORIZONTAL /
. MOMENTO CONCENTRADO
Anguln de abertura GEOMETRIA S NA BASE
(graus) L TR BASL
ESPESSURA
Raio [L] .00 4—6&}
- I
Espessura (L] 0.05 'AA%GEL;#%SE ELEMENT D1
RAID)
— Dados do matenal da copula . s ELEMENTO n
Coeficiente de / \\
Poissan 0.0

Médulo de
elasticidade I 21E+8
[F/L"2)

F/L"2]

ESPESSURA /RAID = | 0.008 0K

i~ Dadaos sobre o ennquecimenta
r~ Escolha o tipo de eniguecimento

MENHUM [MEF CLASSICO)

VER FUNCES DISPOMIVEIS

MNéz a serem enquecidos
Inclusdo individual
Nimero

do i I
IMCLUIR MO

i Forgas externa i Diados sobre o MEF
i Todos os elementos com o mesmo comprimenta |
Farga harizontal 1.00
ha base [F/L) Mumera de elementoz 5 Eugﬁéﬂlﬁﬂs
i~ Elementos com comprimentos diferent
Momento na 0.00 IMCLLIR:
base [FLAL) Comprimenta do elementa [graus) ELEMENTO
i Comprimentos dos elementas [graus]
- Werifizagia TOPO. 12.0000000000000 Somatdria das
o ELEMEMTO 1 | 12.0000000000000 comprimentos dos | gn poog
Hipdtese de casca delgada: 12.0000000000000 elementos [graus]
12.0000000000000
ESPESSURA / RAI0 menor ou igual a 0.05 BGE 12.0000000000000
ELEMENTO n Niimero de 5
elementos

LIMPAR

Tooos |

Mds enrquecidos

umeer |

Figura 5.4: Janela de entrada de dados referente a cupula esférica sujeita a

forga horizontal e momento concentrado na base.
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Os dados referentes ao numero de elementos finitos, seguindo a
convengao dada na figura que aparece na janela de entrada de dados, devem
ser preenchidos no grupo “DADOS SOBRE O MEF”.

Se o usuario quiser utilizar elementos de comprimentos iguais em todo
o dominio, deve apenas colocar o numero de elementos na caixa de edigao do
grupo “TODOS OS ELEMENTOS COM O MESMO COMPRIMENTO” e
acionar, em seguida, o botado “INCLUIR ELEMENTOS” naquele grupo. Fazendo
isso, os comprimentos dos elementos s&o exibidos na lista do grupo
‘COMPRIMENTO DOS ELEMENTOS”, bem como sao exibidos o somatorio
dos comprimentos dos elementos e o0 numero de elementos nas caixas
estaticas do canto inferior direito do grupo “DADOS SOBRE O MEF".

Para se utilizar comprimentos diferentes dos elementos, seus valores
devem ser cadastrados um a um, na caixa de edi¢ado do grupo “ELEMENTOS
COM COMPRIMENTOS DIFERENTES”, acionando-se o botdo “INCLUIR
ELEMENTQO” para, de fato, incluir um elemento na lista do grupo
‘COMPRIMENTO DOS ELEMENTOS”. Neste caso, pode-se conferir se o
somatoério dos comprimentos dos elementos € coerente, por meio da caixa
estatica do canto inferior esquerdo do grupo “DADOS SOBRE O MEF”.

Cadastrados os elementos, devem ser fornecidos os dados sobre o
enriquecimento, no grupo “DADOS SOBRE O ENRIQUECIMENTQ”. Deve-se
escolher o tipo de enriquecimento por meio da caixa de lista no grupo
‘ESCOLHA O TIPO DE ENRIQUECIMENTO”, sendo que as fungdes
enriquecedoras podem ser visualizadas acionando-se o botdo “VER FUNCOES
DISPONIVEIS”. Feito isso, incluem-se os nds a serem enriquecidos por meio
dos botdes no grupo “NOS A SEREM ENRIQUECIDOS”. Tais nés podem ser
cadastrados um a um, no grupo “INCLUSAO INDIVIDUAL”, ou todos de uma
vez, pelo botdo “TODOS”. Na lista “NOS ENRIQUECIDOS” aparecem os nés a
serem enriquecidos.

Na fig. 5.5 aparece a janela de entrada de dados para cupula esférica
sujeita a peso préoprio, em que apenas € possivel a analise da solugao

analitica.



DADDS DE ENTRADA - COPULA ESFERICA

\ SAIR /VOLTAR | | AJUDA | | ENTRE COM 05 DADDS DO PROBLEM&, CLIDUE NO BOTED “CALCULAR" E AGUARDE CALCULAR

— Dados geométicos da cipula

Angulo de abertura [graus) .00

Raio [L] a.00
Espessura (L) 0.05

¢ Base deslizante

GEOMETRIA ~ PESOPROPRIO

" Base aliculada fixa
ESPESSURA

= Base engastada

AN

ANGULO DE
ABERTURA
~Dados do material da copula—————————————— RAIO

Coeficiente de Poisson 030

Madulo de elasticidade [F/L"2) I 21E+3

Peszo proprio da cdpula [FAL"2] I 1.00

—Werificagio

Hipdtese de casca delgada:

ESPESSURA / RAID menar ou igual a 0.05

ESPESSURA/RAD= [Tgom | oK

Figura 5.5: Janela de entrada de dados referente a cupula esférica sujeita a

peso proprio.

£S5 CASCAS_MEF - [PARTE GRAFICA] _[&][x
VERIFICACAO DOS DADOS NG B :
DE ENTRADA

Pi=0.00

ALTURA = 10.00
DESENHOS SEM ESCALA ELEMENTO  7: 200 RAIO= 8.00
ESPESSURA
TOPO=  0.0500
NG T BASE = 0.0500

MODULO DE
ELASTICIDADE =
0.21F+10
COEFICIENTE DE
POISSON =

ELEMENTO 6: 200

NG 6 0.30
ELEMENTO  §: 200
NO 5
ELEVMENTO  4: 100
NO 4
ELEMENTO  3: 100
NO 3
ELEMENTO  2: 1.0
NO 2
®  NOENRIQUECIDO ELEMENTO  1: 1.0 Pr=
s NONAOEMRQUECDO| o 10000.00

BASE ARTICULADA FIXA

T e rrviavebe R et S e

Figura 5.6: Janela de verificagao grafica dos dados de entrada referente a

reservatorio cilindrico.
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4) Preenchidos os dados de entrada, pode-se conferir visualmente os dados
fornecidos, para os casos representados nas figs. 5.3 e 5.4, acionando-se o
botdo “VERIFICAR DADOS”. Aparece uma janela grafica independente, como
a das figs. 5.6 (reservatério cilindrico) e 5.7 (cupula esférica), cujos desenhos

sao apenas para verificagao, ndo apresentando uma escala definida.

ES CASCAS_MEF - [PARTE GRAFICA] M=

VERIFICACAO DOS DADOS
DE ENTRADA

DESENHOS SEMESCALA RAIO = 5.00

ESPESSURA = 0.0500
12.00

NO .
MODULO DE ELASTICIDADE = 0.21E+10

COEFICIENTE DE POISSON = 0.30

FORCA HORIZONTAL =

ANGLLO DE ABERT]

- NO ENRIQUECIDO
- NO NAO ENRIQUECIDO

i o

Figura 5.7: Janela de verificagao grafica dos dados de entrada para cupula

esférica sujeita a forga horizontal e momento concentrado na base.

5) Preenchidos e verificados os dados de entrada, nas janelas das figs. 5.3, 5.4
ou 5.5, aciona-se o botdo “CALCULAR”, aparecendo uma janela de

confirmacéo (fig. 5.8) depois de concluido o processamento.

AROUIVOD DE SAIDA

Calculos efetuados com suceszo |

Oz dados de zaida também estdo no arquivo:

RESULTADOS. THT

Figura 5.8: Janela de confirmacao do sucesso dos calculos.



55

Como explicado na janela da fig. 5.8, além das janelas dos dados de
saida no programa, os dados numeéricos de saida sdo impressos no arquivo
RESULTADOS.TXT.

Acionando-se o botdo “CONTINUAR” na janela da fig. 5.8, aparece a
janela referente aos resultados. Nas figs. 5.9, 5.10 e 5.11 sdo mostradas as
janelas de resultados para os trés casos representados nas figs. 5.3, 5.4 € 5.5,
respectivamente.

Nas janelas das figs. 5.9, 5.10 e 5.11, aparece uma figura referente a
convencao para os sentidos positivos dos parametros de saida. Tal ilustracao
também n&o oferece interatividade nem obedece a uma escala geométrica,
constando apenas para auxiliar a compreensao dos dados de saida.

Os dados de saida tém seus valores impressos em listas organizadas
segundo os valores nodais (caso haja método de calculo aproximado) apos
pos-processamento (coluna esquerda) e segundo 200 pontos igualmente

espacados sobre o dominio (coluna direita).

RESULTADDS - RESERVATORIO CILINDRICO

SAIR /VOLTAR | s | GREFICOWRT|  GRAACOMu|  GRAFICOMGI|  GRARICD Oub)|  GRAFICOMub)|  GRAFICO Mib)|
~VALORES NODAIS —VALORES INTERPOLADOS
Deslocamento wiy] (L] Deslocamento w(y] (L]

i N ANALITICO - APROXIMADD 1 i ANALITICO - APROAIMADD ﬂ
1- 0.0000- 0.00000E+00-  0.00000E+00 0.0000 -~ 0.00000E+00 - 0.00000E-00
2~ 1.0000- -052414E-02 - -058414E-02 0.0500 — -0.58690E-03 - -0.53690E-03
3 20000-- -049393E-02- -049393E-02 01000~ -011625E-02 - -0.11625E-02
4. 30000 -042532E-02- -042534E-02 01500 — -017174E-02 - -0.17174E-02 5 i
5. 40000-- -0.3657EE-02- -0.36G7GE-02 LI 0.2000 — -0.22447E-02 — -0.22447E-02 LI RESERVATORIO CILINDRICO.
Esforgo Myly]  [F/L] Esforgo Mufw]  [FAL] ESF ORCOS
[ i —— YR T a JE— TR TS] ﬁ’
1~ 0.0000-- -0.12500E+04 I— 0.0000 - -012500E+04 DESLOCAMENTO
2- 1.0000-- -0.1125G0E+04 0.0500 - -012430E+04
3~ 20000-- -0.10000E+04 — 01000~ -012375E+04
4. 3.0000-- -0.87500E+03 01500~ -012313E+04
5. 40000 -0 75000E ¢ - 02000~ 012250 403 =l
Esforgo Mty [F/L) Esforgo MEw]  [FAL)
Y T e ANALITICD - APROxIMADD ol i AMALITICO e APHOXIMADD 3
I— (0.0000

Fl

5. 400 0dBN0EEN5 - 0 de0iE 05 0200 02%EZEN05 - 0284ECE-08
Cortante Qplw]  [FAL] Cartante Qyly)  [FAL)
Y VT Y e ANALITICD —--mer APROXIM&DO & | | [ Y e AMALITICO --eemne APROXIMADD

L

¥

L

1- 0.0000- -0.24601E+04 - -0.24606E +04 j 0.0000 - -0.24601E+04 —  -0.2460BE+04 w
2~ 1.0000- 043215E+03 - 043580E+03 (0.0500 - -0.19855E+04 - -0.19851E+04
3- 20000~ -0.82053E+001 -  0.40260E+01 01000 - -0.15611E+04 —  -0.15608E+04
4. 30000~ -0B4E02E+01 - -0.43423E+01 (0.1500 - -011857E+04 - -0.11857E+04
5-  40000- (0.89489E+00 - -0.47848E +00 j 0.2000 - -0.85712E+03 - -0.85738E+03 LI
Momento Myly]  [F*LAL) tomento Muly]  [F*LAL)

My
M
Nt
1- 00000~ 00000CE+00-  0.0000CE +00 0000 0.00000E+00 —  0.0000CE-+00
2 10000~ [7GESEED5- (7EEERE +05 00500 0.77030E+04 —  0.77U30ED4
3. 20000 DE4B20E05 - O64EZEE 05 09000 015257E+05 —  (0.16257E05 My
4- 30000 0550205  05GEZGE 05 01500 0.22541E+05—  0.22541E05 B
Qy
Wy
h Wt Nt
"
ay !

N ¥ — ENALTICO —— APROXIMAEDD
1 00000~ Q.OOO0DE+DD-  -0.10702E-01 -
2o 10000 QT4199E403 - 0141855403 - DTDSE03 — 0T1094E+D3
3. 20000~ Q1E572E+02- O17I80E+02 w D1993E03 - 019TIE DI
4. 30000~ DE0337E+00- 0 74005E+00 01500 - -1 2R7BGE+03 — -0 267R4E 403 OBS: os esforgos s30 distrubuidos lineanmente
5o 40000 03432300 -07FISIELDD 02000 - -D31BP4E03 — -0.3E72E403 nas faces em que aluam

Momenta Miy]  [FL/L) Momento Mify)  [FLAL)

N e ¥ e ANALTICO e APROAIMADD o] | | [ ¥ e SHALITICD o APAOXIMADD
- 00000 O.0000CE+00- -032108E-02 - 0.00000E+00 —  -0.32108E-02

rrrrrrrrr ¥ —— ANALITICO — APROAIMADD

L

- 0.00000E+00 - -0.10702E-01

LI
coo
==
252
225
g2s

Lo
KX

Ll |

L]
oo
=
28
28
28

1

2. 1.0000- -042598E+02 - -042556E+02 . - 033279402 —  -0.33281E+02
3 20000 049717E+01 - 0.51540E+00 01000~ -053816E+02 — -0.53813E+02
4. 30000 OASI01E+00-  022201E+00 01500 -~ -0.80357E+02 — -0.80351E+02
5 40000- -010257E+00- -0 22667E +00 — -095621E+02 — -0.95617E+02 LI

KT
or
B
g

Figura 5.9: Janela de resultados referente a reservatério cilindrico.



RESULTADDS - COPULA ESFERICA

CERIR TYELTAR

s |

GRAFICD Dsiang | GRAFICO Psifang]|  GRAFICO Niifangl|  GRAFIO Nifang)| [ GRAFIC Milangl]  GRAFICO Miang] | GRAFICO Ofang]]

~WalLORES NODAIS

[ WALORES INTERPOLADOS

o]

Deslocamenta Osilanal L] Deslocamenta Dsifangl L]
e N o ANG[G] - ANALITICT - APRORIMADD il = ANG(G] = ANALITICO - APROXIMADD i’
1- 00000 0.18483E-05- 0.10053E-05 0.0000 0.18483€-0 0.10053€-05
2~ B.0000--  -0.39206E-07 - 0.11612E-06 0.3000 - 0.16868E-0! 0.95857E-06
3. 120000 - -D50792E-07 - -0.3346EE-07 LI 0.6000 - 015283E-05--  091209E-06 LI
A 40AnAn N 39O0NC NO 04 41RCC No A annn A 137490 F n oCROAC nc
Gira Pzilang) Gira Psi(ang)
- NO - ANG[G] — ANALITICT APROXIMADD N - AMG(G) - ANALITICO - APROXIMADO f’
1- 00000~ D43R09E-05- 012286605 0,000 043609E-05 -~  0.12286E-05
2. BOOD0- 068317606 - 0 E3650E-05 0300 043310E-05 - 0.12286E-05
3~ 120000~ -017750E-06 - -0.74847E-07 = 0.6001 0.42482E-05 - 0.12286E-05 =
4 180000 .- -N14174F.N7 - -0 1RPRIF-NT nanni - N41218F-N5 ... N122RRF.NR
Esforga Mfifangl  [FAL] Esforga Mfilang]  (F/L)
e WO e ANG[G ) -eee ANALITICD oo APROXIMAD O - ANALITICO -ene- APROXIMADO ﬂ
1~ 0.0000- 0.50000E+00 - 0.50000E+00 (0.50000E+00 - 0.50000E+00
2~ 60000~ -012B72E+00- -0.27431E-01 (0.42356E+00 - 0.46002E+00
3~ 120000~ -0.18242E-01 - -0.23124E-01 = (0.35254E+00 - 0.42107E+00 =l
4 180000 - N FRA97FN2 . N 29329F N7 N2A70%F 400 - 1 2RI 9F0N
Esforga Mifang) (L) Esforga Nifang)  [FAL)
N8 —— ANG[G] — ANALTICO — APROXIMADD = — ANG(G] — AMALITICO —— APROXIMADO il
1~ 00000- 028162E+02~ 0153856402 0.0000 - 0.28162E+D. 0.15385E +02
2. E0000- -0674BEE+00-  018757E+01 0.3000 - 0.25770E-+D. 0.14710E+02
3- 120000~ -0.90253E+00- -0.59799E+00 0.6000 - 0.23409E +0, 0.14034E+02
i |
4. 1A0NNN .- NRRRIGF-NT - N PRAARF.NM Nannn .. N 211NFF+N? .. N 133R9F+02
tomento Mfilang]  (FLAL) Momento Mi(ang) (FLAL)
- NO - ANG[G] — ANALITICT APROXIMADD N — ANG[G] — ANALITICO — APROXIMADD il
1- 00000~ -D2G027E-16- 0 B1449E-08 00000 -0.26027E-16— D.B1449E-08
2. BOO00- 076962607 023817601 03000 033275601 - 081449608
3~ 120000~ -0.36875E-02- -0.13146E-02 0.6000-- 0.60833E-01 0.81449E-08
4~ 180000~ -0.23781E-02 - -0.68447E-03 | 0.9000-- 0.83395E-01 —  0.81449E-08 =l
Momenta Mi(ang)  [FLAL) Momenta ttang] [FLIL)
wms MO o ANGIG] - ANALITICD - APROXIMAD D il —ANG[G] - ANALITICO - APROXIMADD il
1- 00000 -0.78082E417- 0.24435E-08 0.0000-- -0.78082E-17 0.24435E-08
2- B.000O0--  0.23083E-001 - 0.70B50E-02 0.3000 - 0.99826E-02 - 024435608
3. 120000 - -D11062E-02 - -0.39433E-03 LI 0.6000 - 0.18265E-01 - 0.24435E-08 LI
Estorgo Qfilang]  (FAL) Esforga Qfilang) (FALI
< NO e ANG(G] - AMALITICT e APROZIMADD i’ —ANG[G] -~ ANALITICO — APROXIMADD ﬂ
1- 00000~ -0.B6603E+00- -0.B6E03E+00 0.0000 - -0.86603E+00 - -0.86603E+00
2~ 60000~ O0A7716E+00- 0.37756E-01 0.3000-- -0.72484E+0 -0.78724E+00
3- 120000 0.20260E-001 - 025681E-01 LI 0.6000 -~ -0.63611E+00 - -0.71133E+00 d
4 10000n ACOR1OC 09 0 9CANOC n n annn n s7acnc .nn ncana7c .nn

Qsicang)

COPULA ESFERICA

ESFORCOS

ESLOCAMENTO
E GIRC fi

Tt

Obs esforgos distribuidos linearmente
nasfaces em que atuam
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Figura 5.10: Janela de resultados referente a cupula esférica sujeita a forgca

horizontal e momento concentrado na base.

RESULTADDS - COPULA ESFERICA

s |

GRAFICD Dsiang | GRAFICO Psifang]|  GRAFICO Niifangl|  GRAFIO Nifang)| [ GRAFIC Milangl]  GRAFICO Miang] | GRAFICO Ofang]]

~WALORES INTERPOLADOS
Deslocamento Qsifangl L]

— ANG[G]— ANALITICO

L]

Esforgo Niifang] — (F/LI

0.0000--  0.19355E-06
03000 0.18321E-0B
0.6000 - 0.16430E-05 =
fonan | A1enear ne

Giro Psifang)

- ANG[G) — ANALTTICO fl
00000  0.15176E-06
03000~  0.15130E-06
06000~  0.15083E-06 |
140N —  NARNI7F-NR

~ANGIG) ~— ANALITIEO
00000~ -0.53333E+01

L]

-0.53173E+01
-0.530714E +01
-1 RORREF 41 - |
Esforco Nijang)  [F/L)
— ANG[G] — ANALITICO il
0.0000 0.133336-+01
0.3000 - 0.12811E+01
0.6000 - 0.12230E+01 |
0annn ... 1117790
Momenta Mfilang) (FLAL)
~— ANG[G] — ANALITICO

Llx |

0.00000E-+00
0.00000E-+00
0.00000E-+00

Esforgo Qfilang] (F/L)

0.0000 0.00000E+00

0.3000 0.00000E+00

0.6000 0.00000E+00

0.9000-- 0.00000E-+00 =l
Momento Mifang) [F*L/L]
—&NG[G] — ANALITICO

K

ANaLITICO
0.00000E-+00
0.00000E-+00
0.00000E-+00

A ANAARE AN

le Lk

DESLOCAMEMTO
E GIRD

CUPULA ESFERICA

ESFORGOS

. $ﬁ

M
hf
an
i
*Mt
7\Mﬂ

afi

Obs: esforcos distribuidos linearmente

nas faces em que atuam

Figura 5.11: Janela de resultados referente a cupula esférica sujeita a peso

préprio.
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Nas janelas das figs. 5.9, 5.10 e 5.11, existem ainda botdes na parte
superior que, depois de acionados, exibem, em uma janela grafica
independente, os graficos correspondentes aos parametros ao longo do
dominio. Na fig. 5.12 é exibido um exemplo de grafico de saida de

deslocamento para reservatorio cilindrico.

EE CASCAS MEF - [PARTE GRAFICA] M E

oo DESLOCAMENTO wiy) . . . ) -

T T T T
Q=DOHNPSTMLMD 00 RS-k

£

60 T T T T T T -
-0 B4ER8E-02 -QAMRE-02 -0.32299E-02 -0 G IS0E-02 oo 015150502 032209502 0. 45H0E-02 0.64

Curva analitica Curva aproximada ‘
Al ;I_I

Figura 5.12: Exemplo de janela de grafico de deslocamento referente a

reservatorio cilindrico.

Uma ultima consideragao € que a aplicagao criada nao € restrita a um
sistema fixo de unidades, ficando a cargo do usuario uma entrada de dados
coerente.

Para facilitar este processo, estdo indicadas, ao lado das caixas de
edicdo de entrada de dados e ao lado dos valores de saida, as dimensdes de
cada variavel, sendo elas:

L: dimensao de comprimento; e

F: dimenséao de forca.
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6. EXEMPLOS NUMERICOS

6.1. Resultados para reservatoério cilindrico

A fim de comprovar o potencial das alternativas de enriquecimento
aplicadas ao caso do reservatorio cilindrico, mostram-se, neste item, exemplos
comparativos entre os resultados obtidos utilizando-se o MEF (procedimentos
RMEFL e RMEF) e os procedimentos enriquecidos (RMEFH, RMEFG e
RMEFBA). Os resultados sdo comparados entre si e com relagdo a resposta
analitica.

No programa, conforme descrito no item anterior, o tubo cilindrico pode
ser analisado considerando-se:

- espessura linearmente variavel da parede (somente para solugédo
aproximada);
- malha com elementos de tamanhos variaveis entre si; e

- enriquecimento seletivo de nés do dominio.

Comparam-se valores de deslocamento horizontal w, esforco cortante
Qy e momento fletor My, com suas convengdes de sinal e dire¢cdo visualizadas
nas fig. 2.3. Os valores de Ny € My ndo sao aqui exibidos, ja que séao
proporcionais a w e My, respectivamente (ver eq. (3.27) e (3.30)). Também Ny
nao € analisado, pois numa analise em primeira ordem € independente do
problema de flexao (eq. 2.12).

Como dados de entrada foram escolhidos valores coerentes com a

hipétese de casca delgada. Tais valores estdo mostrados na tabela 6.1.
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Tabela 6.1: Dados de entrada utilizados para o calculo de reservatoério

cilindrico.

PARAMETRO VALOR

Altura (m) 10,00

Raio (m) 8,00

Espessura constante (m) 0,05

Coeficiente de Poisson 0,30
Modulo de elasticidade (kN/m?) 2,10*10°

Peso especifico do liquido de

preenchimento (kN/m?) 1000.00

Como vinculacdo de base, consideram-se trés tipos possiveis para o

reservatorio: deslizante, articulada fixa e engastada.

Base deslizante

O primeiro caso analisado refere-se ao regime de membrana do
reservatorio. Para este caso, como ja explicado, o unico procedimento
aproximado possivel € o RMEFL, descrito no item 4.3.

Somente com um elemento, os deslocamentos obtidos com o
procedimento RMEFL sao idénticos aos da solugdo analitica de membrana.
Isto acontece porque a solugdo de membrana, para o caso de espessura
constante, tem uma forma linear, exatamente descrita pela base aproximativa
linear.

No grafico 6.1, é& apresentada a solugdo aproximada dos
deslocamentos para 10 elementos igualmente espacgados, além da solugéo
analitica.

Naturalmente, o esforgo cortante Q, e o momento fletor My s&o nulos,

de acordo com as hipéteses do regime de membrana.
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10.0

/ r 8.0

/ r7.0

/ r 6.0

/ r 5.0

/ r 4.0

/ r 3.0

/ r 2.0

/ r 1.0
/

0.0
-7.00E-03  -6.00E-03  -5.00E-03  -4.00E-03  -3.00E-03  -2.00E-03  -1.00E-03  0.00E+00

altura do reservatério (m)

deslocamento horizontal w (m) - base deslizante

‘_Solugéo analitica — RMEFL Posigbes dos nos ‘

Grafico 6.1: Curva de deslocamento w para o caso RMEFL.

Base articulada fixa

Para esse tipo de vinculacdo, os resultados aproximados, de um modo
geral, melhoram com o aumento progressivo do numero de elementos e/ou
com o refinamento da malha de elementos préximo a base.

O procedimento RMEF apresenta resultados em deslocamento
proximos dos analiticos a partir de 10 elementos igualmente espacgados. Ja
para esfor¢cos, que decorrem das derivadas das fungdes polinomiais de
aproximacao, sdo necessarios muito mais elementos para reduzir o erro em
relacado as solugdes analiticas (que tém fungdes exponenciais como diretrizes).

Os procedimentos RMEFH, RMEFG e RMEFBA apresentam solugdes
bem melhores, especialmente com relagdo aos esforcos, ja que as derivadas
das funcbes enriquecedoras (exponenciais) fornecem ainda relagdes
exponenciais. Com 2 elementos igualmente espacados (todos o0s nds
enriquecidos), o RMEFH ja fornece resultados bem proximos dos exatos,
inclusive para os esforgos, enquanto o RMEFG exige ao menos 4 elementos
igualmente espagados para representar bem a curva de deslocamentos, sendo

os esforgos, no entanto, ainda ruins.
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A boa constatacéo resulta do RMEFBA que, com apenas 1 elemento,
apresenta solugcdes quase exatas para deslocamento e esforgos.

Para uma comparacao mais eficaz entre os procedimentos descritos,
considera-se uma discretizacdo como a mostrada na fig. 6.1 abaixo, com
refinamento da malha proximo a base e enriquecimento seletivo (limitado a
regidao da base - procedimentos RMEFH e RMEFG). Lembra-se que, no caso

RMEFBA, o enriquecimento seletivo ndo faz sentido.

= CASCAS_MEF - [PARTE GRAFICA] _ & x

VERIFICACAO DOS DADOS . —
DE ENTRADA No 5 e

PJ=0.00

ALTURA = T0.00
RAIO = &.00
ESPESSURA
TOPO = 0.0500
BASE = 0.0500

DESENHOS SEMESCALA

MODULO DE

ELASTICIDADE =
0.21E+70

COEFICIENTE DE

POISSON =

0.30

ELFMENTO 4: .00

NGO 4 e
ELEMENTO  3: 1.00
NGO 3 e
ELEMENTO  2: 1.00
NO 2 e
®  NOENRIQUETIDO FLEMENTO  1: 100 Pr—
o wowhoewmauecwo| o | 10000.00
BASE ARTICULADA FIXA
i o

Figura 6.1: Parametros de entrada para a realizagdo de exemplos comparativos

relacionados a base articulada fixa de reservatorio cilindrico.

Nos graficos 6.2 a 6.4 estdo as curvas obtidas para deslocamento
horizontal w, momento fletor M, e esforco cortante Qy, relacionados aos

referidos procedimentos e a solugéo analitica.
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altura do reservatério (m)

10.0
9.0
r 8.0
r7.0
r 6.0
r 5.0
r 4.0

r 3.0

/
—

\

r 2.0

r 1.0

0.0

-7.00E-03  -6.00E-03  -5.00E-03  -4.00E-03  -3.00E-03  -2.00E-03  -1.00E-03  0.00E+00

deslocamento horizontal w (m) - base articulada fixa

= Solugao analitica
RMEFBA

— RMEF
N&s enriquecidos

— RMEFH

— RMEFG

Ndés néo enriquecidos

Grafico 6.2: Curva de deslocamento w para os casos RMEF, RMEFH, RMEFG
e RMEFBA (base articulada fixa).

altura do reservatoério (m)

10.0

9.0
8.0
7.0
6.0
5.0
4.0
3.0
2.0
1.0

0.0

-450 -350 -250 -150 -50 50

momento fletor My (kN*m/m) - base articulada fixa

— RMEF
Nés enriquecidos

— RMEFH
Nés ndo enriquecidos

= Solugao analitica — RMEFG

RMEFBA

Grafico 6.3: Curva de momento fletor My para os casos RMEF, RMEFH,
RMEFG e RMEFBA (base articulada fixa).
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Grafico 6.4: Curva de esforgo cortante Qy para os casos RMEF, RMEFH,
RMEFG e RMEFBA (base articulada fixa).

Nota-se, por meio da analise do grafico 6.2, que o deslocamento fica
bem representado por todos os métodos propostos, havendo sensivel melhora
dos procedimentos enriquecidos (RMEFH, RMEFG e RMEFBA) em relagao ao
RMEF.

Em se tratando dos esforgcos, as diferengcas entre o RMEF e os
procedimentos enriquecidos (graficos 6.3 e 6.4) sdo mais marcantes, ja que, no
RMEF, como explicado, as derivadas da segunda das func¢des de forma
fornecem funcbdes aproximadoras lineares, o que pode ser confirmado pelo
grafico 6.3, comprometendo os resultados para momento fletor. Além disso, as
terceiras derivadas produzem curvas constantes que n&o aproximam bem a
curva de esforgo cortante (grafico 6.4). Nos procedimentos enriquecidos, as
derivadas das fungdes enriquecedoras exponenciais resultam ainda em
fungdes exponenciais, melhorando sensivelmente as aproximagdes dos

esforgos no interior dos elementos.
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A partir de outros testes realizados, nota-se que, com um numero
menor de elementos, as diferengcas entre o RMEF e os procedimentos
enriquecidos aumentam significativamente.

Comparando-se os procedimentos enriquecidos, pode-se afirmar que o
RMEFH e o RMEFBA apresentam os melhores resultados. No caso do
RMEFH, o custo computacional, apesar de pequeno, € bem maior do que
aquele gasto na resolugdo do RMEF ou do RMEFBA, por conta do aumento do
sistema linear a ser resolvido. Este fato, que é desprezivel para o caso
unidimensional, pode vir a ser importante num equacionamento em duas ou
trés dimensdes.

Portanto, o procedimento RMEFBA pode ser interessante visto que o
enriquecimento causa pequeno aumento da ordem do sistema linear e os
resultados sdo muito melhores do que os apresentados pelo RMEF.

O procedimento RMEFG nao se mostrou muito eficiente, sendo o que

apresentou os piores resultados entre os procedimentos enriquecidos.

Base enqgastada

Os testes mostram que para a base engastada sao necessarios mais
elementos finitos para aproximar bem os resultados, em comparagdo com a
base articulada fixa. Tais resultados sdo qualitativamente iguais aos
apresentados para essa ultima base, em se tratando da comparagao entre o
RMEF e os procedimentos enriquecidos (RMEFH, RMEFG e RMEFBA).

Nos graficos 6.5 a 6.7 estado exibidos resultados para um reservatorio
com base engastada, de acordo com os dados da tabela 6.1 e com a

discretizagado apresentada na fig. 6.2.
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Figura 6.2: Parametros de entrada para a realizagao de exemplos comparativos

relacionados a base engastada de reservatorio cilindrico.
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Grafico 6.5: Curva de deslocamento w para os casos RMEF, RMEFH, RMEFG

e RMEFBA (base engastada).
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Grafico 6.6: Curva de momento fletor My para os casos RMEF, RMEFH,

RMEFG e RMEFBA (base engastada).
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Grafico 6.7: Curva de esforgo cortante Q, para os casos RMEF, RMEFH,

RMEFG e RMEFBA (base engastada).
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6.2. Resultados para casca esférica

No caso da casca esférica, em tempo para a realizagao deste trabalho,
foi possivel desenvolver analises considerando-se somente o MEF
convencional. Os casos analisados foram de estrutura submetida a forga
horizontal e momento uniformemente distribuidos em sua extremidade.

Observa-se que o caso da cupula sujeita a peso proprio ndo é
analisado por meio de métodos aproximados, mas somente suas respostas
analiticas sao obtidas, em termos de deslocamento horizontal, giro e dos
esforgos apresentados na fig. 2.5. A resposta analitica foi inserida no programa
de calculo que fornece, como ja explicado, respostas numéricas e graficas para
0os casos de base deslizante (regime de membrana), base articulada fixa e

base engastada.

= Cupula sujeita a forca horizontal e momento distribuidos uniformemente em

sua extremidade

Os resultados para o MEF aplicado ao problema da casca esférica
(procedimento CMEF) sdo comparados com as respostas analiticas.

No programa para casca esférica € possivel a aplicagdo de malha de
elementos com tamanho variavel entre si.

Obtém-se valores de esforgo cortante Q,;, momento fletor M,, esforco
tangencial Ny, giro ® e deslocamento horizontal &, convencionados
positivamente de acordo com os sentidos visualizados nas figs. 2.5 e 2.6. Os
valores de Ny e My ndo estédo aqui exibidos, ja que s&o proporcionais a Q, € My,
respectivamente (ver eqgs. (3.42) e (3.45)).

Indicando a forga horizontal distribuida uniformemente na extremidade
da casca esférica por Hc e o momento distribuido uniformemente na
extremidade da casca esférica por Mc, sao trés os casos analisados:

1) Hc=1kN/me Mc = 0;

2) Hc=0e Mc=1kN*m/m; e

3) Hc=1KkN/me Mc =1 kN*m/m.
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Para os trés casos, os resultados fornecidos pelo procedimento
aproximado CMEF melhoram na medida em que se aumenta o numero de
elementos finitos. Comparando-se com o MEF aplicado a reservatério
cilindrico, sdo necessarios muito mais elementos ou um refinamento muito
maior para se obter boas respostas.

Por exemplo, os resultados com 40 elementos finitos igualmente
espagados no dominio sdo proximos dos analiticos, mas ainda nao
coincidentes.

Para as analises mostradas a seguir, foram escolhidos dados de
entrada coerentes com a hipotese de casca delgada. Tais valores de entrada

sao mostrados na tabela 6.2.

Tabela 6.2: Dados de entrada utilizados para o calculo de cupula esférica.

PARAMETRO VALOR
Angulo de abertura (graus) 60
Raio (m) 8,00
Espessura constante (m) 0,05
Coeficiente de Poisson 0,30
Maodulo de elasticidade (kN/m?) 2,10*10°
Hc (kN/m) 1,00
Mc (kN*m/m) 1,00

Uma observacdo que se deve fazer € que os angulos utilizados no
programa s&o considerados em radianos, sendo os dados de entrada
angulares, em graus, convertidos internamente.

A seguir, estdo apresentadas comparagdes utilizando-se os dados da
tabela 6.2 e uma discretizacdo de acordo com a fig. 6.3.

Nos graficos 6.8 a 6.12, estdo as curvas obtidas para esforgo cortante

Qy, momento fletor M,, esforgo tangencial Ny, giro @ e deslocamento horizontal

&, relacionados ao procedimento CMEF e a solugdo analitica.
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Grafico 6.8: Curva de esforgo cortante Q, para o caso CMEF.
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Grafico 6.9: Curva de momento fletor M,, para o caso CMEF.
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Grafico 6.10: Curva de esforgo tangencial Ny para o caso CMEF.
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Grafico 6.12: Curva de deslocamento horizontal § para o caso CMEF.

Uma analise dos graficos anteriores revela o potencial do refinamento

do procedimento CMEF. Nota-se que as respostas para todos parametros,

exceto momento fletor M, (grafico 6.9), s&do bem préximas das exatas. Mas,
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mesmo para M,, a fungédo aproximada, formada por polindbmios lineares,
apresenta resposta coerente segundo a teoria apresentada (esse esforgo é
proporcional a terceira derivada do esforgo cortante).

Evidentemente as alternativas de enriquecimento podem ser aplicadas
também as cascas esféricas. Particularmente, os enriquecimentos com fungdes
com as caracteristicas das solucdes analiticas podem ser muito eficientes na
aproximacao dos problemas com efeitos de borda localizados.

Entretanto, de modo a incluir também o caso da casca sob peso
préprio, a formulagcdo adequada a ser explorada seria aquela indicada no
apéndice A, que considera o problema em forma forte formulado mediante um
sistema de duas equacdes diferenciais.

Essa €, portanto, uma possibilidade clara de prosseguimento para a

pesquisa aqui iniciada.
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7. CONCLUSOES

Varias conclusdes podem ser tiradas dos procedimentos analisados
nesta dissertagdo. Em geral, nota-se o grande potencial do enriquecimento
com fungdes especiais aplicado a reservatério cilindrico, principalmente em
relacdo a descricao dos esforgos.

No caso de reservatorio cilindrico, em se tratando dos procedimentos
enriquecidos (RMEFH, RMEFG e RMEFBA), com 10 elementos uniformes, os
valores ja se mostram satisfatorios, enquanto o RMEF nao produz resultados
bons o suficiente, mais especificamente em termos de esfor¢cos. De fato, os
graficos dos esforgos apresentam descontinuidades entre os elementos, ja que
a base aproximativa hermitiana tem fungdes com continuidade reduzida nas
ordens de derivadas associadas ao momento e a cortante. As
descontinuidades nos esforgcos diminuem com os procedimentos de
enriquecimento, quase desaparecendo para o RMEFH e para o RMEFBA.
Destaca-se novamente que, com apenas 1 elemento finito, a solugdo de
deslocamento pelo RMEFBA iguala-se a analitica e, com apenas 2 elementos,
0 mesmo acontece com o RMEFH.

Um Judltimo comentario sobre as analises feitas para reservatério
cilindrico é que o enriquecimento pelo RMEFH, aplicado a todas as funcdes da
base hermitiana, produz melhores resultados do que aquele feito com o
RMEFG, em que somente fungdes que formam uma PU sao enriquecidas.

Portanto, ao se considerar a PU, os resultados e a eficiéncia dos
procedimentos de enriquecimento dependem fortemente da base aproximativa
utilizada. De fato, considerando-se bases muito simples, apesar dos esforcos
serem mais bem representados, no interior dos elementos, pelos

procedimentos enriquecidos em comparagdo com o MEF convencional, a
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7

continuidade entre os elementos, nas ordens de derivadas, ndo ¢é
necessariamente garantida, pois esta atrelada ao grau de continuidade da PU.

Comparando-se as solugbes aproximadas nao enriquecidas entre
casca cilindrica e esférica, nota-se uma dificuldade maior para se obter
respostas coerentes no caso da cupula. Enquanto o RMEF produz resultados
satisfatorios com 10 elementos igualmente espagados, o CMEF necessita de
40 elementos.

Como propostas para a continuacdo dos trabalhos tém-se o
enriquecimento aplicado ao MEF na analise dos efeitos de borda da casca
esférica e a implementagdo do MEF e dos procedimentos de enriquecimento
ao caso de cupula esférica sujeita a peso proprio, cuja formulagdo esta

proposta no apéndice A.
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APENDICE A — Proposta de solucdo aproximada para o problema da casca

esférica sujeita a peso proprio

Como visto no capitulo 2, o problema da casca esférica sujeita a peso
proprio fica expresso por um sistema de equacgdes diferenciais. Tais equacdes

(egs. (2.25) e (2.26)) estao repetidas abaixo:

2
dw?

dQ¢ * * 2 *
(®)+m(®) cotg(®) — Qy(w) * cotg™(m) + ve * Q4 (w) =

~Eq *t* ®(w)+R*g* sen(m)* (2 - v;)

(A1)

2
9P () + 92 (1) * cot g(e) - B(w) * cot g2(e) - ve * B(o)
do do

R2

—E* Qy(@)]  (A2)

Segundo BECKER, CALOZ E ODEN (1986), é possivel estender a
analise via MEF para sistemas de equacdes diferenciais.

De inicio, cada uma das egs. (A.1) e (A.2) passa a ser substituida por
uma forma integral ponderada. Em seguida, realiza-se uma integragdo por
partes das parcelas que envolvem derivadas de segunda ordem de Q; e .
Resultam as chamadas formas fracas.

As formas fracas podem entdo ser “discretizadas” a partir da divisdo do

dominio de solugdo em elementos. Para um elemento genérico, considerando-

se que Q, e ® sdo aproximados por Qbe @, respectivamente, resultam:

~ g +1 ~
{d&(m)*v(m)} _J'“e“d&(w)*d—v(m)*dm+

ve dw do

~

[ cot g(w)*&(m) * V(o) * do +
do

e

[ (v - cotg®(@))* Qy(@) * V(o) *do+|  (A3)

We

-j‘”e”EC *£* B(w)* V(o) * do =

e

j"’e”R*g*sen(m)*(z—vc)*v(co)*dm

We
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hi)(w)* V(o >} fme”dﬁ( )” _(w> “do+

®e +1 dCB -
cotg(w)* — () * v(m) * dw +
J,. " eotg(o) " —(0)* V(®) Al

J~03e+1 (—VC —cot 92(03)) * CT)((D) * ;((D) *do +

e

-j“’e”R *Qyl@)* V(o) do =0

e

em que e € We+1 representam as posi¢cées angulares dos nés de extremidade

do elemento finito “e

Segundo o MEF, as interpolagées para os campos incognitos podem

ser representadas por:

= ng __ -
Qy*(©)=>.Q * o (A.5)
=1
D°(0) = ) D] * 0] (o) (A.6)
j=1
em que:

n$ € o numero de fungdes de forma ¢ prescritas em cada elemento “e”;

Q}’ sdo os valores nodais relacionados ao esforgo cortante e suas derivadas; e

<T>f. sdo os valores nodais relacionados ao giro e suas derivadas.

Quando se substitui (A.5) e (A.6) em (A.3) e (A.4), encontram-se 2*n¢
equacgdes algébricas. As n¢ primeiras equacgoes, ja em coordenadas angulares

locais do elemento, sdo dadas por (A.7) e as restantes sdo representadas em
(A.8).
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J

__% *% * O *% * *
. (w) . (w)*Q; +cotg(w) 9o (@)* ¢j(w)*Q; +

[ +(ve —cotg* () ¢ (0)* 9j(@)*Q;+  |*do=

—E¢ "t (0) " 9j(0)* &, (A7)
j;’ER*g*sen(w)*(z—vC)*(pj(m)*dco
OI‘p'( )* i (0)* d, +ootg()* " do, ()"0 (@) ®, +

(O

[ +(=ve —cotg?(e))* %(w) o)(@)* @+ [*do=0] (A8

2

—S—C 9(©)* ¢,()* B,

em que o € o angulo de abertura do elemento “E”.

Portanto, as componentes da matriz do sistema e do vetor de forga
serdo explicitadas a partir de dois tipos de equacgdes. Para i e j variando de 1 a
ng, tem-se as formas (A.9) e (A.10) e para i e j variando de (n¢+1) a (2* no),
tem-se as formas (A.11) e (A.12).
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