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RESUMO

GOIS, W. (2004). Método dos elementos finitos generalizados em formulagdo
variacional mista. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos,

Universidade de Sdo Paulo, Sao Carlos.

Este trabalho trata da combinacdo entre a formula¢ao Hibrida-Mista de Tensao
(FHMT) (Freitas et al. (1996)), para a elasticidade plana, com o Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG), Duarte et al. (2000). O MEFG se caracteriza como uma
forma nao-convencional do Método dos Elementos Finitos (MEF) que resulta da
incorporacdo a este de conceitos e técnicas dos métodos sem malha, como o
enriquecimento nodal proposto do Método das Nuvens “hp”. Como na FHMT sao
aproximados dois campos no dominio (tensdo e deslocamento) € um no contorno
(deslocamento), diferentes possibilidades de enriquecimento nodal sao exploradas. Para
a discretizacdo do modelo Hibrido-Misto empregam-se elementos finitos quadrilaterais
com fungdes de forma bilineares para o dominio e elementos lineares para o contorno.
Essas fungdes sdo enriquecidas por fungdes polinomiais, trigonométricas, polindmios
que proporcionam distribuicdo de tensdes auto-equilibradas ou mesmo fungdes
especiais relacionadas as solugdes dos problemas de fratura. Uma extensdo do teste
numérico abordado em Zienkiewicz et al. (1986) é proposta como investiga¢do inicial
das condigdes necessarias para garantia de estabilidade da resposta numérica. O estudo
da estabilidade ¢ completado com a andlise da condi¢do de Babuska-Brezzi (inf-sup).
Esta condicdo ¢ aplicada nos elementos finitos quadrilaterais hibridos-mistos
enriquecidos por meio de um teste numérico, denominado de inf-sup teste, desenvolvido
com base no trabalho de Chapelle e Bathe (1993). Exemplos numéricos revelam que a
FHMT ¢ uma interessante alternativa para obtencao de boas estimativas para os campos
de tensdes e deslocamentos, usando-se enriquecimento sobre alguns nds de malhas

pouco refinadas.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos; Método dos Elementos Finitos
Generalizados; Formulacao Variacional Mista; Estabilidade do Método dos Elementos

Finitos.



ABSTRACT

GOIS, W. (2004). Generelized finite element method in mixed variational formulation.
MS.c. Dissertation — Sao Carlos School of Engineering, University of Sao Paulo, Sao

Carlos.

This work presents a combination of Hybrid-Mixed Stress Model formulation
(HMSMF) (Freitas et al. (1996)), to treat plane elasticity problems, with Generalized
Finite Element Method (GFEM), (Duarte et al. (2000)). GFEM is characterized as a
nonconventional formulation of the Finite Element Method (FEM). GFEM is the result
of the incorporation of concepts and techniques from meshless methods. One example
of these techniques is the nodal enrichment that was formulated in the “hp” Clouds
Method. Since two fields in domain (stress and displacement) and one in boundary
(displacement) are approximated in the HMSMEF, different possibilities of nodal
enrichment are tested. For the discretization of the Hybrid-Mixed Model quadrilateral
finite elements with bilinear shape functions for the domain and linear elements for the
boundary were employed. These functions are enriched with polynomial functions,
trigonometric functions, polynomials that generate self-equilibrated stress distribution,
or, even special functions connected with solutions of fracture problems. An extension
of the numerical test cited in Zienkiewicz et al. (1986) is proposed as initial
investigation of necessary conditions to assure the stability of the numerical answer.
The stability study is completed with the analysis of the BabuSka-Brezzi (inf-sup)
condition. This last condition is applied to hybrid-mixed enrichment quadrilaterals finite
elements by means of a numerical test, denominated inf-sup test, which was developed
based on paper of Chapelle and Bathe (1993). Numerical examples reveal that HMSMF
is an interesting alternative to obtain good estimates of the stress and displacement

fields, using enrichment over some nodes of poor meshes.

Keywords: Finite Element Method; Generalized Finite Element Method; Mixed

Variational Formulation; Stability of Finite Element Method.
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Capitulo 1: Introdugdo 1

1. Introducio

1.1 Consideracoes Iniciais

O M¢étodo dos Elementos Finitos (MEF) ¢ um dos métodos numéricos mais
difundidos na comunidade técnica e cientifica e tornou-se ferramenta usual para anélise
de problemas em engenharia. Particularmente, na mecanica estrutural, a chamada
“formulagdo em deslocamentos” do MEF ¢ preferencialmente estudada. Esse “sucesso”,
em parte, deve-se a sua simplicidade conceitual e facilidade de implementagao
computacional.

Mas a “formulagdo em deslocamentos” decorre, na verdade, da forma como ¢
expresso o Problema de Valor de Contorno (PVC), a qual ¢ independente do Método
dos Elementos Finitos (MEF). Neste trabalho o MEF ¢ entendido como uma técnica
sistemdtica de geracdo de fungdes interpoladoras que podem ser utilizadas nas
diferentes formas nas quais o PVC ¢é expresso, com o objetivo de gerar uma solugdo
aproximada. As formas ditas variacionais estdo associadas a um principio variacional
(como o Principio da Minima Energia Potencial, Principio dos Trabalhos Virtuais,
Principio da Minima Energia Complementar, etc.) ou a ponderagdo da forma forte do
modelo estudado.

Apesar de bastante usado, o modelo “em deslocamentos” do MEF, quando ¢
baseado em aproximagdo polinomial de baixa ordem da solugdo, apresenta limitagdes,
particularmente decorrentes da crescente perda de precisdo nas ordens superiores de
derivadas da funcdo aproximativa. Na andlise de problemas da elasticidade, por
exemplo, a solugdo final do campo de tensdo, embora seja a variavel mais importante
em alguns casos, pode apresentar baixa precisao, pois depende de derivadas da solugao
em deslocamentos. Do ponto de vista numérico, diferenciagdo implica em perda de

precisao.
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Outra limitacdo que pode ocorrer ¢ o fendmeno denominado de travamento
(“locking™). Trata-se, essencialmente, da reducdo na capacidade de aproximagao de um
elemento finito, em conseqiiéncia de uma restricdo imposta pelo modelo teorico.
Especificamente nos estudos de cascas, placas e solidos aonde se impde a restricdo de
incompressibilidade sobre as deformagdes plasticas, por exemplo, a formulagdo em
deslocamentos do MEF pode apresentar essa dificuldade numérica, (BATHE, 1996).

Por outro lado, em problemas que apresentam regides com singularidades (por
exemplo, que se caracterizam por elevados gradientes de tensdo) a taxa de convergéncia
exponencial, usualmente obtida com as fungdes de forma polinomiais geradas pelo MEF
classico, ndo é mais observada, (SZABO; BABUSKA, 1991). Assim, uma melhor
representacdo do campo de tensdes fornecida pelo modelo convencional do MEF passa
a exigir uma boa estratégia de refinamento, aliada a um numero considerdvel de
elementos finitos na discretizagdo dessa regido singular.

Essa ultima situagdo, procedimento tipico da versao h-adaptativa do MEF
classico, muitas vezes torna-se inviavel, pois o custo computacional pode ser
demasiadamente elevado. Além desse entrave, muitos geradores de malhas, utilizados
nas analises numéricas, ndo conseguem limitar a particdo do dominio somente a regiao
proxima a singularidade, mas acabam criando refinamentos desnecessarios, ou
elementos distorcidos, em outras partes do dominio. Segundo Duarte, Babuska e Oden
(2000), esta pratica pode fornecer uma convergéncia de resultados insatisfatéria, mesmo
em pontos do dominio distantes da singularidade.

Em anélise de problemas com grandes deformagdes, com a utilizagdo do MEF
convencional, ¢ necessaria uma mudanca continua da malha para evitar distor¢des
exageradas nos elementos. Para estudo destes tltimos casos, com o uso dos processos p-
adaptativo ou hp-adaptativo do MEF classico as dificuldades podem ser ainda maiores.

Formulagdes nao-convencionais do PVC vem sendo desenvolvidas com o
objetivo de melhorar a precisdo das analises onde a forma do MEF em deslocamentos
ndo consegue apresentar bons resultados, com baixo custo computacional. Dentre as
formulagdes ndo-convencionais do PVC, destacam-se as formulagdes hibridas mistas de
tensao e de deformacdo, onde os campos de tensdo e deformagdo, respectivamente,
também podem ser diretamente aproximados.

As formulagdes em tensdo se dividem basicamente em trés tipos: Hibrida,
Hibrida-Trefftz e Hibrida-Mista. A formula¢ao Hibrida-Mista de Tensdo (FHMT), foco

principal do trabalho, esta apresentada, por exemplo, em Freitas, Almeida e Pereira
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(1996). Esta formulagao tem como principais vantagens a possibilidade de aproximagao
independente das variaveis em deslocamentos e tensdo, envolvidas no PVC, e a escolha
de diferentes graus na aproximac¢ao dos campos envolvidos na analise.

Essa forma nao-convencional do MEF ¢ denominada mista porque se
fundamenta na aproximacdo direta de dois campos incompativeis no dominio:
designados de tensdes e de deslocamentos. Como os deslocamentos também sao
aproximados no contorno, onde as forcas de superficies sdo impostas, a formulag¢do
também ¢ caracterizada como hibrida. O modelo utilizado diz-se de tensdo, pois a
formulagdo ¢ desenvolvida de modo a permitir, sob certas condigdes, a determinagao de
solucdes estaticamente admissiveis, isto €, solucdes que satisfazem localmente as
condicdes de equilibrio de dominio e de contorno do problema.

O modelo Hibrido de Tensdao (FHT) pode ser obtido do modelo Hibrido-Misto
de Tensdo pela simples escolha de fungdes interpoladoras do campo de tensdo que
satisfazem previamente a equagao diferencial de equilibrio local. Esta condi¢dao vem a
evidenciar a redundancia da equagdo de equilibrio e, por conseqiiéncia, o campo de
deslocamentos no dominio também passa a ser redundante.

Assim, no modelo Hibrido de Tensao, tém-se somente aproximagdes dos campos
de tensd@o no dominio e de deslocamento no contorno.

Na formulacdo Hibrida-Trefftz de Tensdo (FHTFT), tem-se também a
aproximac¢do dos campos de tensdo no dominio e o deslocamento no contorno do
problema. Como caracteristicas das fun¢des aproximativas dos campos de tensdo ¢ que
estas devem ser derivadas de potenciais de tensdes bi-harmdnicos. Como citado no
trabalho de Bussamra (1999), na formulagdo Hibrida de Tensdo e Hibrida—Trefftz de
Tensdo ndo existe interpolacdo nodal. Dessa forma, os ndés de um elemento ndo tém
muita importancia, pois as aproximacgdes dos campos de tensdo ndo estdo atreladas a
eles. Outra grande caracteristica dessas duas formulagdes € que as integracdes do
modelo discreto podem ser realizadas no contorno do elemento.

Para essas trés formulacdes onde os campos de tensdo sdo diretamente
aproximados, os sistemas de equacdes lineares sdo esparsos e simétricos. Resumem-se
na tabela 1.1, as formulagdes onde os campos de tensao sdo diretamente aproximados e

as suas principais caracteristicas:
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Tabela 1.1 — Caracteristicas da FHMT, FHT e FHTFT.

Restricio Sobre os Campos

Formulacao Campos Aproximados
Aproximados
Tensdo e deslocamento no
FHMT dominio e deslocamento no Nenhuma

contorno

As aproximagdes para 0 campo
Tensdo no dominio e
FHT de tensOes devem satisfazer a
deslocamento no contorno
equagdo diferencial de equilibrio

As aproximacdes para o campo
Tensdo no dominio e
FHTFT de tensdes devem satisfazer a
deslocamento no contorno )
restri¢ao de Trefftz

Por outro lado, segundo Duarte (1995), os métodos sem malha sdo definidos
como métodos numéricos para solugdo de problemas de valor de contorno (PVC), onde
as equagodes que governam o modelo discreto independem totalmente ou em parte, do
conceito de uma malha de elementos finitos. Em Duarte (1995), encontra-se também
uma revisao geral sobre os métodos sem malha.

No Método das Nuvens “hp” (“hp” Clouds Method), apresentado nos trabalhos
de Duarte ¢ Oden (1995), Duarte e Oden (1996), a constru¢do do modelo discreto ¢
gerada a partir de pontos nodais dispersos no dominio, sem nenhuma conectividade. A
principal caracteristica desse método € que o enriquecimento das fungdes de
aproximacdo ¢ realizado sem a necessidade de introduzir novos pontos nodais ao
dominio.

Como na maioria dos métodos sem malhas, as fun¢des aproximadoras do
M¢étodo das Nuvens hp sdao determinadas pelo Método dos Minimos Quadrados Moveis
(MMQM), (LANCASTER; SALKAUSKAS, 1981,1990). Tais func¢des de forma
constituem uma Parti¢cdo da Unidade (PU) (essencialmente um conjunto de fungdes cuja
soma, num ponto, ¢ igual a unidade).

No Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) (BABUSKA;
CALOZ; OSBORN, 1994; BABUSKA; MELENK, 1997; DUARTE, 1996; DUARTE;
ODEN, 1995, 1996a, 1996b; MELENK; BABUSKA, 1996; ODEN; DUARTE;
ZIENKIEWICZ, 1998), uma malha de cobertura ¢ empregada para definir nuvens
suporte dentro das quais as fungdes de forma do MEF cléssico sao usadas como PU. As
funcdes de forma podem entdo ser enriquecidas dentro de cada nuvem, mediante a

multiplicagdo da PU por funcdes de interesse.
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Os elementos finitos hibrido-mistos também podem ser utilizados como malha
de cobertura e as suas funcdes de forma sdo usadas como PU. Pimenta, Proenca ¢
Freitas (2002) aplicaram o MEFG a FHMT. Como nessa sd3o aproximados
independentemente os campos de deslocamentos e tensdes, a técnica de enriquecimento
nodal também pode ser aplicada de forma independente aos campos de tensdes e
deslocamentos.Além disso, o conhecimento prévio da solucdo do problema estudado
também pode ser utilizado como funcao enriquecedora.

Portanto, as muitas potencialidades apresentadas pela FHMT combinada com a

técnica de enriquecimento nodal, justificam a continuidade das pesquisas nesse tema.

1.2 Objetivos

O trabalho proposto tem por objetivo oferecer uma contribui¢do ao estudo de
uma formulacao variacional nao-convencional do PVC, denominada de FHMT,
combinada com uma técnica de enriquecimento nodal de aproximacdes definidas por
uma malha de elementos finitos.

A pesquisa tem por base o trabalho de Pimenta, Proenga e Freitas (2002), que
trata da aplicacdo do MEFG na formulagcio FHMT. Como primeira extensdo do
programa fonte desenvolvido naquele estudo, tem-se a possibilidade de enriquecimento
de aproximagdes nodais para o contorno do problema. Esta consideracdo amplia as
possibilidades de combinacdo das situagdes de enriquecimento das funcdes de forma
basicas utilizadas, naquele trabalho, nas aproximacdes dos campos de tensdes e
deslocamentos no dominio.

Uma segunda extensdo ¢ o uso de fun¢des ndo-polinomiais no enriquecimento
da aproximag¢do nodal. No caso de exemplos que apresentem singularidades no campo
de tensdes, empregam-se, no enriquecimento, aproximacdes que se assemelham a
solugdes tipicas da mecanica da fratura.

Outra extensdo do programa fonte a ser analisada ¢ a possibilidade de
enriquecimento das bases aproximativas do campo de tensdes com os polindmios que
fornecem distribui¢des de tensdes auto-equilibradas.

Um objetivo complementar, preliminarmente desenvolvido neste trabalho, diz
respeito a analise da convergéncia da solucdo pela verificagdo da condicao de Babuska-

Brezzi (BABUSKA, 1971; BREZZI, 1974).
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1.3 Organizacao do Texto

O conteudo do trabalho estd organizado como se segue:

- No capitulo 2, apdés uma breve revisdo dos conceitos basicos da teoria da
elasticidade utilizados no trabalho, apresentam-se os principios variacionais
mistos, que sdo a base para o desenvolvimento da formulacdo em elementos
finitos estudada.

- No capitulo 3 ¢ descrita a FHMT para a elasticidade. S3o definidas as formas
aproximadas para cada um dos campos envolvidos na FHMT, bem como o
sistema linear de equagdes discretas que governam o modelo.

- O capitulo 4 trata da aplicacdo do MEF a FHMT, adotando-se o elemento
isoparamétrico quadrilateral de quatro nds. Sdo definidas as bases aproximativas
utilizadas para aproximagdo das tensdes e deslocamentos no dominio e
deslocamentos no contorno do problema. Desenvolvem-se todas as matrizes
envolvidas no sistema de equagdes lineares discretas da FHMT. Também sao
detalhadas as integra¢des de cada uma dessas matrizes.

- O capitulo 5 apresenta a aplicagdo do MEFG sobre a FHMT. Abordam-se, de
forma simplificada, as origens do MEFG. Faz-se a defini¢do das novas familias
de funcdes para os campos de dominio e contorno enriquecidos & maneira do
Meétodo das Nuvens “hp”. Destaca-se o conjunto de matrizes intervenientes no
modelo Hibrido-Misto para as varias situagdes de enriquecimento propostas no
trabalho.

- No capitulo 6, estudam-se, inicialmente, as condi¢des para a solvibilidade do
sistema de equagdes lineares discretas do modelo Hibrido-Misto de Tensao com
enriquecimento.

- No capitulo 7 s3o apresentados os exemplos numéricos e os resultados sao
discutidos.

- No capitulo 8, apresenta-se também um estudo preliminar sobre a condi¢do de
Babuska-Brezzi aplicada a FHMT.

- No capitulo 9 sdo apresentadas as consideracdes finais e conclusdes.
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2. Principios Variacionais Mistos

2.1 Introducao

Neste capitulo ¢ feita inicialmente uma breve revisao dos conceitos essenciais da
Teoria da Elasticidade Linear, com o objetivo principal de apresentar a notagdo adotada.
Em seguida, apresentam-se os principios variacionais mistos, que sdo a base para o

desenvolvimento da FHMT.

2.2 Conceitos da Teoria da Elasticidade Linear

As equagdes aqui apresentadas referem-se a problemas regidos pela Teoria da
Elasticidade Linear, dentro dos limites das deformagdes infinitesimais e pequenos
deslocamentos. Nao ¢ objetivo deste item esgotar todo o equacionamento e
peculiaridades da teoria, os quais podem ser encontrados em obras como Xu (1992),
Timoshenko e Goodier (1980) e Valliappan (1981).

Neste trabalho, considera-se o material como um meio eldstico com isotropia.
Para a apresentacdo das relagdes de interesse, sera usada a notacdo matricial e em
alguns momentos a notacdo indicial de Einstein.

Considere-se um corpo elastico ocupando uma regido, ou dominio €, limitado
por um contorno regular I". O sdlido ¢ submetido a forgas de volume, representadas
pelo vetor b, distribuidas em Q e por forgas de superficie, dados pelo vetor £,

distribuidas na parte I", do contorno. Denotam-se I', e I', as partes de I" onde sdo

impostos os deslocamentos e as forgas de superficie, respectivamente (ver figura 2.1).

Essas duas partes sdo complementares, ou seja:
r=r, 6 ur,

r,nI, =9
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|

Figura 2.1 — Corpo elastico submetido a for¢as de volume e de superficie.

Observa-se que os pontos da superficie do contorno do corpo nio pertencem ao

seu dominio Q2. Assim:

QANTr=9g

As equagoes gerais do problema elastico linear podem ser resumidas da seguinte

forma:

e Lei Constitutiva:

o,=Dy(s,—5;)+0; , (2.1)

ou

€;=fiu(Ou—0;)+E; (2.2)

(comi, j, k, 1=1, 2, 3).

Nas eq.(2.1) e eq.(2.2), observa-se que Dy, e f;;, sdo, respectivamente, 0s
tensores constitutivos de rigidez e de flexibilidade de quarta ordem; o; ¢ o tensor de

tensdes de segunda ordem; &; € o tensor das deformagdes de segunda ordem, o 3 e 33.

sdo tensores de segunda ordem de tensdo e deformagao iniciais, respectivamente.
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e Equagoes de Equilibrio:

c,;+b =0 (2.3)
onde b, ¢ o vetor das forgas de volume.
e Equacgdo de Compatibilidade:
1
& = E(”i’j +u;;) (2.4)

Vale ressaltar que a estas equagdes acrescentam-se as condigdes de
forga/deslocamento prescritas no contorno.
Para o caso de estados planos, as equagdes anteriores podem ser expressas da

seguinte forma:

e Lei Constitutiva:

o=D(s-¢,)+0, (2.5)
e=f(o—-o,)+eg, (2.6)
onde:
o, £, 1 v 0 1 -v 0
E 1
o = O'y , E= £y ,D=1 Vz v 1 0 ,f_f -V 1 0 ,
z,, Ve 0 0 (1-v)/2 0 0 2(1+v)

onde E é o mddulo de clasticidade ¢ v ¢ o coeficiente de Poisson. Nessa notacdo, o ¢
& sdo representados por vetores coluna formados com as componentes dos tensores de

tensdo e deformagdo em um sistema cartesiano de coordenadas x e y; o, € &, sdo

vetores coluna formados com as componentes dos tensores de tensdo e deformacao

iniciais, respectivamente; ¢ D e f s3o as matrizes de rigidez e flexibilidade

respectivamente, para materiais elasticos lineares isotropos.
e Equagoes de Equilibrio:

As equagdes de equilibrio passam a ter a seguinte apresentagdo num dominio

bidimensional Q :
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Lo+b=0, em Q (2.7)
onde:
0 % 2

¢ o operador diferencial divergente e b € o vetor de forgas voliimicas.
e Equacgdo de Compatibilidade:

A equacao de compatibilidade ¢ dada por:
e-L'u=0,em Q, (2.8)

onde:

¢ o vetor de deslocamentos.

As condigdes de contorno da elasticidade plana sdo:
u-u=0emT, (2.9)

t—No=0,emT, (2.10)

onde:

¢ a matriz construida com as componentes do vetor n normal ao contorno, u ¢ o vetor

t

dos deslocamentos impostos em I', e t_={_x} ¢ o vetor das forgas superficiais

ty

aplicadas em T,.
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2.3 Principios Variacionais

Os principios variacionais t€ém grande importancia na Mecanica servindo de base
para o desenvolvimento de métodos numéricos. Por generalidade, pode-se dizer que um
principio variacional especifica uma quantidade escalar (funcional), definida por

expressoes integrais sobre o dominio Q e contorno I' do sélido, do tipo:

IT(u) = _[R(u,g—u,...)dﬂ + jM(u,a—”,...]dr (2.11)

X
onde u ¢ uma fungdo supostamente continua e com derivadas continuas e R ¢ M sao
operadores diferenciais.

Em Mecanica dos Solidos a condi¢do de estacionariedade de IT expressa a
chamada forma fraca do PVC. Normalmente essa forma resulta da imposi¢ao da

nulidade da primeira variagdo do funcional para qualquer variagdo compativel du da

fungao u. Assim:
SI (u)=0 (2.12)

Levando-se em conta a defini¢cdo eq.(2.11), a condi¢ao dada pela eq.(2.12), pode

ser escrita apos realizar algumas diferenciacdes, na forma:

ST (u) = [ Su” A(u)ds2 + [ Su” B(u)dI" = 0 (2.13)

Como a eq. (2.13) deve ser valida para qualquer variagdo de du, a sua nulidade

fica garantida se:

A(u)= 0 em Q
e (2.14)
B(u)=0 em T

Se A(u) coincide exatamente com a equacao diferencial que rege o PVC na
forma forte e B(u) coincide com as relagdes referentes as condigdes de contorno, o

principio variacional serd denominado natural. As expressdes definidas na eq.(2.14) sdo

conhecidas como equagdes diferenciais de Euler.
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Considere-se, agora, o problema de calcular a primeira variagdo do funcional

17 (u), eq.(2.11), obedecendo a um certo conjunto de restricdes expresso por equagoes

diferencias e representado na forma:

C(u)=0,emQ (2.15)

Esta restrigdo pode ser combinada com a eq. (2.11) mediante a técnica dos

multiplicadores de Lagrange, formando, assim, outro funcional:

T1(u, A)=T(u)+ [ 27 C(u)d©2 (2.16)
Q
onde 4 ¢ um vetor de fungdes de coordenadas linearmente independentes no dominio
Q conhecidas como multiplicadores de Lagrange. A primeira variagdo desse novo
funcional resulta:

O(u, )= OM1(u)+ [ A7 SC(uldQ -+ [ 54 C(u)aQ (2.17)

Uma condi¢ao para que a eq.(2.17) satisfaca a condicdo de estacionariedade
expressa pela eq.(2.12), ¢ a nulidade simultanea das integrais em €.

De uma maneira geral, restrigdes podem ser introduzidas também em pontos do
contorno. Por exemplo, se ao caso anterior for acrescentado que u deve obedecer

também a:
Ew)=0em T (2.18)

o funcional da eq. (2.16) recebera o termo: j/IT E (u)dF .

r
Embora os multiplicadores de Lagrange sejam introduzidos como uma técnica
matematica necessaria para que se cumpram certas restricdes, observa-se que na maioria
das situacdes fisicas eles podem ser identificados com certas quantidades fisicas de
grande importancia para o modelo original. Na vasta literatura sobre célculo das
variagOes aparece com freqliéncia esta identificagdo, como nos exemplos dados por

Washizu (1975).
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2.4 Principios Variacionais Mistos

No item anterior foi apresentada a caracterizagdo matematica geral dos
Principios Variacionais. Dentre os Principios Variacionais cléssicos, citam-se: o
Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV), Principio da Minima Energia Potencial,
Principio da Minima Energia Potencial Complementar. O Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV) tem uma vasta abordagem para muitos problemas dentro do campo da
mecanica estrutural. Ele ¢ considerado um principio geral, pois ¢ aplicado em andlises
que englobam tanto comportamento eldstico, quanto aneldstico, carregamento tanto
mecéanico quanto térmico, € em problemas envolvendo estabilidade estrutural e
dindmica estrutural.

Tanto o Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV) como os demais citados tem
uma caracteristica em comum: todos estdo definidos sobre campos Unicos, sejam eles de
tensdo ou de deslocamento. Nesta etapa serdo exibidas duas outras formulagdes
variacionais que, diferentemente das anteriores, envolvem funcionais dependentes de
dois e trés campos. Na literatura, estas duas formulagdes sao conhecidas como funcional
de Hellinger—Reissner (funcional de dois campos) e funcional de Hu-Washizu ou
Principio Variacional Generalizado (funcional de trés campos).

Ao se definir o classico funcional da energia potencial (I1(s,u)=U(g)+V (u),

aplicado normalmente a analise de estruturas elasticas), admite-se que o campo das
deformacdes se relaciona com o campo dos deslocamentos , como mostra a eq.(2.8).

Ainda, no contorno I',, os deslocamentos prescritos sdo expressos na forma da

eq.(2.9).
As condicdes representadas pelas eq.(2.8) e (2.9) podem ser entendidas como

restri¢des e incluidas num novo funcional:
T =TI(s,u)- [ A7 (e - L uliQ - [ A% (u—)ar (2.19)
Q T,

onde se introduziram dois multiplicadores de Lagrange independentes, A, definido no
dominio Q e A, definido somente em I, .

Efetuando-se a primeira variagcao do funcional expresso pela eq. (2.19), tem-se:
ST1=0=a(e,u)- [ 64 (e~ L' ui2~ [ 67 (u—t_t]dl'— [ 20 (e~ auhir— [ A duar  (2.20)
Q T, Q L,

Usando o teorema de Green, pode-se escrever:
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[ A7 L7 6udQ = ~[ 6u” LA,dQ + [ 6u” NA,dT (2.21)
Q Q T

onde N ¢ um operador que reune as componentes da normal ao contorno . Assim,

levando-se em conta que AlI(g,u)= IégTa(g)lQ - j Su’ bdQ) — j Sutdl , a eq.(2.20)
Q Q r

resulta:

[ 66" (o(e)- 4, )a2 - [ 5u” (LA, +b)ds2 + IJuT(Nﬁ, —EJJF+

o

+ [au” (N2, —/lz)dl“—;[&f(a—LTu)dQ —J&ﬁ[u— ;}Jdr =0

Fu

(2.22)

Analisando-se as parcelas de variacdes de energia envolvidas na eq.(2.22), nota-

se que A,e A, multiplicam termos em deformagdo e deslocamento, respectivamente.

Assim sendo, os multiplicadores de Lagrange podem ser identificados como campos de

tensdo e de forga por unidade de superficie:

A=ccl =t (2.23)

Com esta identificagdo, a eq.(2.19) recebe o nome de principio de Hu-Washizu e

passa a ser enunciada como o seguinte funcional:

T = 11(e,u)- [0 (¢ - L w2 - jtT(u—z_tde (2.24)

Este funcional envolve de modo independente os campos &,u ¢ ¢ no dominio

Q) e t no contorno I".
Por outro lado, a soma das energias de deformacgdo e energia de deformacao

complementar pode ser escrita como:
U(e)+U(o) =[o"eaQ (2.25)
Q

Fazendo-se a variacdo da eq. (2.25), tem-se:

U +8U" = [ 86" odQ + | 0" £dQ (2.26)
Q Q
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Pode-se formular outra expressdo variacional substituindo-se U (a) da eq.(2.25)

na expressao da energia potencial total 77 (8, u) =U (£)+ V(u) , assim:
(s,u)=[o"ed2-U(c) +V(u) (2.27)
Q0

A eq. (2.24) toma entdo a seguinte forma:
ﬁ=IaTedQ—U(a)* —juTbtﬁl—jqudF—IaT(g—LTu)dQ— ItT(u—ujdl‘ (2.28)
Q Q I, Q T,

Admitindo-se que & ndo ¢ mais independente e que satisfaz as condig¢des de
compatibilidade, pode-se escrever a eq. (2.28) como uma nova expressao variacional

conhecida como principio variacional de Reissner-Helinger. Assim:

I=|c"ed2-U"(c)- [u"bd2— [u" tar (2.29)
Q

2 T,

T - ;. <y ..
com =L u em Q; u—u=0 em I',. Neste caso as Unicas variaveis independentes

para este novo funcional sdo os campos o e u em QQ e u em [,.

2.5 O MEF na Mecanica dos Solidos

O objetivo desse item ¢ contextualizar as FHMT, FHT e FHTFT propostas no
trabalho de Freitas, Almeida e Pereira (1996), dentro da classificagdo do MEF para a
mecanica dos solidos fornecida em Desai e Abel (1972) e Pian e Tong (1969).

Ja foi enfatizado que o MEF pode apresentar diferentes caracteristicas na
aproximacao de um PVC, dependendo do principio variacional e dos espagos de
fungdes adotadas. Quando sdo mudados o principio variacional e os respectivos
espacos, uma diferente formulagdo em elementos finitos ¢ aplicada para aproximacgao do
PVC.

No item anterior, destacou-se que o problema elastico linear pode ser expresso
em forma fraca, valendo-se de diversos principios variacionais. Vale salientar que um
principio variacional associado ndo ¢ necessdrio para o desenvolvimento de uma
formulacao do MEF.

Na tabela a seguir, formulada com base em Desai e Abel (1972) e Pian e Tong

(1969), apresentam-se os varios métodos do MEF na mecanica dos solidos relacionados
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com seus respectivos principios variacionais € as variaveis a serem determinadas em

cada um desses métodos.

Tabela 2.1 — Classificacdo do Método dos Elementos Finitos na Mecanica dos Sélidos.

O Que é O Que é A
9 Q Parametros a
Principi Aproximado no Aproximado no
~ rincipio L. Serem
Formulagéo Variacional  Dominio de Cada Contorno de .
ariaciona > > Determinados
Elemento? Cada Elemento ?
Minima Energia Distribuigdo suave dos ~ Continuidade nos Deslocamentf)s‘ nodais
. no dominio
Deslocamento Potencial deslocamentos deslocamentos
. . Distribuigéo suave e s ~ .
- Minima Energia o Equilibrio das forcas ~ Tensdes nodais no
Equilibrio equilibrada das .
Complementar ~ nos contorno dominio
tensoes
L. Deslocamentos
Minima o .
o ~ . Distribuigdo suave e nodais no contorno
Hibrida —Tensao Energia - Deslocamentos ~
equilibrada das R e campos de tensdo
(FHT) Complementar ~ compativeis .
. tensoes equilibrados no
Modificado .
dominio
Distribuigdo suave  Continuidade nas ~ Deslocamentos e
Mista (2Campos) Reissner das tensoes e tensoes e tensdes nodais no
deslocamentos deslocamentos dominio
C Deslocamentos
Distribuigdo suave ~ ’
das tensdes Distribuigdo de tensoes,
Mista (3 Campos) Wu-Whashizu ’ deformagdes nodais
deslocamentos ¢~ forcas no contorno i
~ no dominio e forcas
deformagoes
no contorno
Tensoes e
. . ~ Distribui¢do suave deslocamentos
Hibrida - Mista Tensao . * gac Deslocamentos . -
Reissner das tensoes e .. nodais no dominio e
(FHMT) compativeis
deslocamentos deslocamentos
nodais no contorno
Deslocamentos
. Minima ~ nodais no contorno
Hibrida - Trefftz . As tensdes devem ~
< Energia ; - Deslocamentos e campos de tensdo
Tensao Complementar satisfazer a restrigo compativeis que satisfazem a
FHTFT : de Trefftz”™ S
( ) Modificado restricao de Trefftz
no dominio

* . . , . . .
O funcional de Reissner ¢ modificado para uma forma hibrida-mista.

ok .~ . . . ~ o . .

A restri¢ao de Trefftz implica que as aproximagdes no dominio do elemento satisfagam o sistema de
equacdes diferenciais que governa o PVC. No caso de problemas da elasticidade linear, assume-se que as
aproximagdes do campo de tensdes sdo derivadas de potencias de tensdes bi-harmonicos que satisfagam a

equacdo de Beltrami.
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3. Formulaciao Hibrida-Mista de Tensao para Elasticidade

3.1 Consideracoes Iniciais

No capitulo anterior, foram evidenciados alguns principios variacionais para a
Elasticidade, restritas aos regimes de pequenas deformacdes e deslocamentos. Observa-
se que estes proporcionam uma abordagem natural para determinacdo de solugdes
aproximadas de problemas elastoestaticos e 0 MEF proporciona uma técnica sistematica
para geragdo de solugdes aproximativas.

Dependendo do principio variacional adotado na analise, pode-se aproximar um
ou mais dos seguintes campos: tensdo, deformacdo e deslocamento. Quanto menor o
numero de campos a aproximar, mais condigdes de restrigdes devem ser obedecidas “a
priori” pela aproximagdo. Especificamente, na formulagdo classica em deslocamentos,
com aplica¢do do MEF, deve-se garantir que os elementos finitos da discretizacdo sejam
compativeis, ou seja, neles sejam satisfeitas a condi¢do de compatibilidade eq.(2.4) e a
condi¢do de contorno de Dirichlet eq.(2.9).

Para os principios variacionais mistos, podem ser aproximadas duas variaveis
(funcional de Reissner-Helinger eq.(2.29)) ou trés variaveis (funcional de Hu-Washizu
€q.(2.28)). Nestes casos os campos de tensdo e deslocamento sdo incompativeis, isto &,
nao satisfazem “a priori” a lei constitutiva eq.(2.1) mesmo que seja satisfeita a equacao
de compatibilidade eq.(2.4).

Apresentar-se-a no que segue a formulacdo adotada neste trabalho, onde, para o
modelo Hibrido-Misto de Tensdo, além das aproximagdes independentes dos campos de
tensdo e deslocamento no dominio da analise, serd aproximado de forma independente o
campo de deslocamento no contorno do problema.

Assume-se também para o desenvolvimento da FHMT as seguintes condigdes:

as deformagdes (&,) residuais, tensdes (o,) residuais, for¢as de volume (b) e
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deslocamentos U prescritos no contorno serao considerados nulos. Além disso, como ja

comentado, serao adotadas as hipoteses de linearidade geométrica e fisica.

3.2 Formulacao Geral Hibrida-Mista de Tensao

Seja o funcional de Reissner-Helinger dado pela eq.(2.29) escrita da seguinte

forma:

H(u,a):jaTedQ—J’gganadQ—judeQ—juTEdr (3.1)
0 2

I
come=L"u em Q; u—u=0 em T, e sendo f a matriz de flexibilidade definida na

lei constitutiva da eq.(2.6).
Podemos substituir a equacdo de compatibilidade, eq.(2.8), na primeira parcela

da eq.(3.1). Assim:

(u,0)=[o"L'ud —L)%arfadﬂ —[u"bd2 - [u” tar (3.2)
0 n

I

Aplicando o teorema de Green a primeira integral da eq.(3.2), tem-se:

j o LM udQ = — j " LodQ + j (No )T + j "(NoWr (3.3)
Nessas condicdes, a eq.(3.2) assume a forma:

(s, 0, ) =—J‘ —o fodQ - j (Lo +b)Q+ | uF[NO' t] j "(Neyr (34

A eq.(3.4) ¢ forma hibrida-mista da eq.(3.2), pois agora além da
incompatibilidade entre os campos de tensdo (0') ¢ deslocamento (u) no dominio (Q),
temos um campo de deslocamento definido também na parte contorno (1",) onde as
forcas de superficie estdo definidas. Assim o funcional da eq.(3.4) possui trés varidveis
independentes: tensdo (0') e deslocamento (u) no dominio (Q) e o deslocamento no
contorno (ur )

A condi¢ao de estacionariedade do funcional dado pela eq.(3.4) é:

§H=0:>an~d0'+an~du+aﬂ~dur=0 (3.5)
o Ou Ou .
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Para nulidade da eq.(3.5), considerando-se qualquer variagcdo dos campos de
tensao (0') ¢ deslocamento (u) no dominio (Q) ¢ do deslocamento no contorno (ur ),
deve-se ter:

o

(244

=0 (3.7)

o =0 (3.8)
Ou,
Desenvolvendo as derivadas das eq.(3.6), eq.(3.7) e eq.(3.8), tem-se:

a—n_0:>j S fodQ)+ j (Lo MO~ Iur (NS ML ~ j (Nsoypr=0 (3.9)
oo

on =0= [6u" (Lo +b)d2=0 (3.10)
ou A
AL _ 0= [ou" (No—ilT =0 (3.11)
Ouy. I

Vale ressaltar que se pode chegar as equacdes integrais dadas pelas eq.(3.9),
eq.(3.10) e eq.(3.11) por outra abordagem, realizando-se ponderacdes de Galerkin,

ou forma fraca, das eq.(2.7), eq.(2.8) e eq.(2.10). Nesse caso, resultam:

[ou" (Lo +blQ=0 (3.12)
[s07 (e~ L uhi2=0 (3.13)
[ 8" (N — £)ar = 0 (3.14)

Da eq.(3.13), com ajuda da eq.(2.6), €q.(2.9) e do Teorema da Divergéncia, vem:

Tu

[80™(fo + L'uli~[(N6o) updr - [(Néo) wdr =0 (3.15)
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Assim as eq.(3.9), €q.(3.10) e eq.(3.11) sdo exatamente iguais as eq.(3.15),
eq.(3.13) e eq.(3.14), respectivamente.
3.3 Forma Aproximada do Modelo Hibrido-Misto de Tensao
3.3.1 Aproximacido do Campo de Tensdes no Dominio
Na FHMT, o campo de tensdo no dominio (Q) ¢ uma variavel independente,
podendo assim, ser também aproximado por um conjunto de fun¢des interpoladoras.

Denominando-se S, a matriz com as fung¢des de interpolacdo e s, 0 vetor que agrupa os

graus de liberdade do campo de tensdo, entdo:

o =8,5, (3.16)
3.3.2 Aproximaciao do Campo de Deslocamentos no Dominio

O campo de deslocamentos no dominio (Q) tem sua representagdo aproximada
dada na seguinte forma:

A

u=Uqyq, (3.17)

onde U, ¢ a matriz que guarda as funcdes de aproximacdo do campo de deslocamento

no dominio (Q) € g, € o vetor com os graus de liberdade.

3.3.3 Aproximag¢io do Campo de Deslocamentos no Contorno

O campo de deslocamentos aproximados no contorno (F) tem a seguinte
representacao:

iup =Urqr (3.18)

onde U, ¢ a matriz que coleta as fun¢des de aproximagdo do campo de deslocamento

no contorno (1") e gr € o vetor que guarda os graus de liberdade.

3.3.4 Aproximaciao Geral do Modelo Hibrido-Misto

Os campos virtuais de tensdo, deslocamento e deslocamento no contorno podem
ser representados pelo mesmo conjunto de funcdes de aproximagdo apresentados

anteriormente.
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Assim, sejam as €q.(3.9), eq.(3.10) e eq.(3.11) escritas com a consideragdao das

aproximacodes adotadas:

&S(IQSSM)SQ+c%£U(LS;z)TUngqQ—&5[ j(m)’vrdr]%—&z[ j(m)’w]=o (3.19)

rt Ty

q| [US(LS, + b)dQ] =0 (3.20)
oqf| [UL (NS, —f)dl"]sg =0 (3.21)

Como as variagoes ds,, dq, € d¢. Sao quaisquer, para garantir a nulidade das

eq.(3.19), eq.(3.20) e eq.(3.21), deve-se ter:

[ Sa1Sadsg + [(LSo)" Updy, — [(NS,)' Updlyg = [(NSp) wdl  (3.22)

L T,

[U& (LS )Qs, =—[UpdQ (3.23)
Q

Q

- [Uf (NSQ rsq =-[ UL (£)ar (3.24)

T

As eq. (3.22), eq.(3.23) e eq.(3.24) levam ao seguinte sistema de equagdes

lineares:
F A, -A;|sq er

Al 0 0 |qo|=|-0 (3.25)
- AIZ 0 0 qr -0r

onde foram introduzidas as seguintes matrizes:
F=[ S§fS,d0 (3.26)

Aq = [(LSy) UgdQ (3.27)

Ap = [(NS,) Urdr (3.28)

t
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er = [(NS,) wdr (3.29)
0, = [ULbaQ (3.30)
0: = [U{ (e)ar (3.31)

Para a situagcdo em que as forcas de volume (b ) sdo desconsideradas e o vetor
de deslocamentos # ¢ prescrito como nulo no contorno, entdo e. = Q, =0 € o sistema

de equagoes, eq.(3.25), toma a seguinte forma:

F A, -ATsqg 0
AL 0 0 [qol=| 0 (3.32)
A 0 0 flgr| |-Or

Observa-se que a matriz F ¢ uma matriz quadrada que depende das constantes
elasticas do material. Além disso, sua ordem ¢ definida pela ordem da matriz que guarda

as interpolagdes do campo de tensdo. A dimensdo da matriz 4, ¢ funcdo

respectivamente das ordens das matrizes que coletam as aproximagdes dos campos de

tensdo e deslocamento no dominio. J4 a dimensdo da matriz A, depende também da

matriz que guarda as aproximagdes do campo de tensdo e da matriz que coleta as
interpolag¢des do campo de deslocamento no contorno.

Para que a eq.(3.32) seja valida € necessario que as fungdes de aproximacao
adotadas tenham continuidade suficiente para que as integrais que levam as matrizes F,

A, € Ap e ao vetor Q. possam ser calculadas.

Serdo discutidos posteriormente os aspectos numéricos para solu¢ao do sistema

de equacdes lineares da eq.(3.32).
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4. Formulacao Geral Hibrida-Mista com Malha de Cobertura

4.1 Introducao

Neste capitulo serdo abordadas as caracteristicas gerais da FHMT com a
utilizagdo de uma malha de cobertura. Apds esta abordagem geral, particularizar-se-a a
analise para uma malha de elementos finitos isoparamétricos quadrangulares
convencionais de quatro nos. Estes serdo os elementos usados na anéalise numérica com

0 Modelo Hibrido-Misto de Tensao.

4.2 Modelo Hibrido Misto com Malha de Cobertura

Seja 0 dominio Q coberto por uma malha de n, elementos finitos. Esta malha
¢ aqui denominada malha de cobertura. Sejam ainda Q,, e=1,..n,, os dominios

desses elementos finitos e I';, i =1,...n., os lados dos elementos que pertencem ao

1

contorno I' do dominio Q . Agora, sejam s, ,4, € ¢p 0s vetores que guardam os

graus de liberdade nodais correspondentes as tensdes e deslocamentos pertencentes ao
elemento e ou ao lado i, respectivamente.
Os graus de liberdade nodais do elemento e podem ser colocados em

correspondéncia com os graus de liberdade globais s,,q, € ¢r pelas seguintes

relacdes:
Sq, = Fgsq,e =1,..n, 4.1
4o, =Ag 4o,¢=1,..n, (4.2)

qr, = A qr,i =1,..n; (4.3)
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onde F, ¢ A, sdo as matrizes Booleanas que extraem os graus de liberdade do
elemento finito de dominio Q, ¢ A, ¢ a matriz Booleana que extrai os graus de

liberdade do lado T, no contorno.

Considere-se que as aproximagdes do campo de tensdes, eq.(3.16), e dos

deslocamentos no dominio, eq.(3.17), sejam agora restritas do dominio €, e dadas por:

o, = So, 5, 4.4)
i, = UQque 4.5)

Da mesma forma a interpolagdo do campo de deslocamento no contorno,

eq.(3.18), para um lado I'; ¢ dada por:

ﬁri =Urqr, (4.6)

S, , U, e U, sdo as matrizes que coletam respectivamente as funcdes de

interpolacdo dos campos de tensdo e deslocamento no dominio e deslocamento no
contorno. A partir da contribui¢do de cada um dos elementos e lados que pertencem ao
contorno as matrizes das eq. (3.26), eq.(3.27), eq.(3.28) e eq.(3.31) podem ser

calculadas por meio de

F =:Q;Fe' F,F, 4.7)
A, = gFe" Ag A, (4.8)
A= gF:AR A (4.9)
0 = :ZFI‘,AI, o, (4.10)

onde:

F,=[ S5, 15,4 (4.11)
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Ay = (LS, J U, a2 (4.12)
Q

4, = [(vs, JUar (4.13)
L%

0y, = [UL(e)ar (4.14)

As matrizes que retinem as fungdes de interpolacao para os campos de tensdes e
deslocamentos sao formadas por sub-matrizes cujo numero de nds estd associado ao
numero de nos dos elementos. A ordem dessas sub-matrizes esta relacionada ao nimero
de graus de liberdade definido em cada nd. A representagdo aqui adotada para as

matrizes € a seguinte:

So =20 . o 2] 4.15)

U, =|H, H; .. H, | (4.16)
G, | (4.17)

onde Z,H e G s3o0 as sub-matrizes que reunem as fungdes interpoladoras dos
campos de tensdo e deslocamento no dominio e deslocamento no contorno,
respectivamente; N e [N, sdo respectivamente os numeros de nos de tensdo e
deslocamento no dominio do elemento e ¢ N, ¢ o numero de nds do elemento que

pertencem ao lado i do contorno. Assim, pode-se ter uma representacao geral das

dimensdes das matrizes representadas pelas eq.(4.11), eq.(4.12), eq.(4.13) e eq.(4.14):

F = : . : (4.18)
FNsl FNSNS
onde:
Fu= [ 11> 440, a,f=1,.N (4.19)
Qe

Assim como:
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AQ“ e AQINU
Ao = (4.20)
Aﬂwsl o AQNSNU
onde:
AQ,,& = .[(LZa)TH(Ym’ a= 1""NS ’ 5 = 1""]VU (421)
Qe

No contorno, tem-se:

Ty e Arl N

A= (4.22)

Tyt Ty

onde :

4 =[(VY,) Gur, a=1,.Ny, y =1..N, (4.23)

I

Por outro lado, as forgas generalizadas no contorno sdo dadas por:

Q‘r1
O, = Qr (4.24)
o,
onde:
0, =[G (@)ar, y =1,...N; (4.25)

Ty
4.3 Elementos Finitos Hibridos-Mistos Quadrangulares Bilineares

Restringindo-se a abordagem as analises planas, serdo adotados neste trabalho,
como elementos da malha de cobertura, os elementos finitos isoparamétricos
convencionais de quatro nds. Como fungdes aproximadoras dos campos de tensdes e

deslocamentos no dominio €2, serdo assumidas as fungdes bilineares convencionais

utilizadas no MEF cléssico. Para a interpolacao do campo de deslocamento no contorno

I';, fungdes lineares serdo aplicadas.
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Definindo-se ¢,,a=1,2,3,4, como as fungdes bilineares e y,,y =1,2, como as

lineares, entdo as eq.(4.15), eq.(4.16) e eq.(4.17), sdo escritas da seguinte forma:

Sge = [¢113 0,1, @1, ¢4I3] (4.26)
Uge = [(0112 0.1, @1, (0412] (4.27)
U, =[w.I, v.1,] (4.28)

onde I, e I, sdo as matrizes identidades de terceira e segunda ordem respectivamente,

uma vez que em cada nd definem-se trés graus de liberdade de tensdo e dois de
deslocamento.
As funcdes bilineares para elementos finitos quadrilaterais regulares com um

sistema de referéncia cartesiana localizado no centro do elemento tém a seguinte

apresentagdo:
o, = i(X -1 -1) (4.29)
o, = —%(X ) (4.30)
¢)3:—%(X—1)(Y+1) (4.31)
P, = %(X +1)Y +1) (4.32)

onde X =2(fj ey =2(%) sdo coordenadas adimensionais variando entre —1 e 1,
a

enquanto a € b sdo as dimensdes dos lados do elemento retangular apresentado na

figura 4.1.
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A

b2

b2

o=, I [

Figura 4.1 — Elemento finito quadrilateral com sistema de referéncia no baricentro.
Em termos gerais, pode-se escrever as fun¢des de forma da seguinte maneira:

po = X (X4 X,V ) @=1234 @33)

onde X_,,¥, sdo as coordenadas adimensionais dos nds, ou seja,

{=1-1),0-1),(-10), (L)

Assim para cada elemento no dominio €, pode-se escrever:

Fy . Fy
F = " (4.34)
Eu ) EM
onde:
F, =[ | qoaqo,,anJ fy 2, f=1,.4, (4.35)
QL’

da mesma forma:

LT AV14
Ay =| P (4.36)
A

Va m

onde:
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jaa(’i: ¢ﬂM2 0

QL’

0,
A, = 0 | ; P, | o, f =1,.4. (437)

Q

., a1 2, a1
_g{ayf% zg{ax(”ﬁ 2

Nas relacOes anteriores:

dQ = dxdy = ?dXdY (4.38)
Para a integracdo numérica das matrizes da eq.(4.34) e da eq.(4.36) se utilizam
dois pontos de Gauss em cada dire¢do. Neste caso particular, as integrais das eq.(4.35) e

eq.(4.37) tém a forma exata fornecida por:

abpi g1 1 (1 1
J%(oﬂdQ:I [.], PuppdXdY=— azb(S X, X, +1j(S vY, +1) (4.39)
oo X, Y \1
2 d0=| 2 | “py +pY 4.40
iax(”ﬂ (sj(s” “) (440)
(2. ¢ﬂdQ=(X“Y“j(laXﬂ+aXaj (4.41)
a, oy 8 3

As fungdes lineares para os lados dos elementos finitos quadrilaterais que

pertencem ao contorno I" tém a seguinte representagao:
1
vi=—5(-1) (4.42)

1
v, =5 (¢+1) (4.43)
onde & ¢ a coordenada adimensional com origem no centro do elemento e variando

entre —1 e 1.

Para cada lado do elemento finito retangular que pertence ao contorno I', pode-

S€ €SCrever:
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l—‘11 AFIZ

A=l 0o, (4.44)
o, AF42

onde:

jnxan/7‘l[‘IZ 0
1",.

A = 0 [mou,d, |,a=1,.4,y=1,.2 (4.45)

1",.

.[ny¢a'//ydl—‘12 J.nx¢a'//yd[‘12
T, I |

Vale salientar que para nds a do elemento e que ndo pertencem ao lado I'; a

1

matriz Ay ¢ nula.
ay

As forgas generalizadas no contorno sao dadas por:

Or
_|“n 4.46
0. 2 »
onde:
t dU1
0 - Jy prieart, =12 (4.47)

T, - -
-[r; y,t,dl'l,

Para a integracdo numérica das matrizes da eq.(4.44) e da eq.(4.46) se utilizam
dois pontos de Gauss. Nota-se, entretanto, que as componentes da normal e as fungdes
@ ¢ ¥ que aparecem nessas integrais dependem do lado do elemento quadrilateral.
Entao:

e se o lado horizontal superior do elemento ¢ o que coincide com o

contorno I', tém-se:

n.=0

ny=1

x=2% (4.48)
a

Y=1

E=X
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e se o lado horizontal inferior do elemento ¢ o que coincide com o

contorno I', tém-se:

n_=0

n,=-1

x=2* (4.49)
a

Y =-1

§=X

I', tém-se:
n_=
n,=0
X=1 (4.50)
y=22
b
£=v
e se o lado vertical esquerdo do elemento € o que coincide com o contorno
I, tém-se:
n_=-1
n,=0
X=-1 (4.51)
y=2%
b
£=v

A integracdo numérica das matrizes da eq.(4.44) e da eq.(4.46) serd aqui
exemplificada somente para um dos casos mostrado acima. Considerando-se entdo o
lado vertical direito do elemento pode-se escrever:

wa=—%0“—0 (4.52)

w2=%0ﬂ+u (4.53)
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Com a utilizacao de dois pontos de Gauss, as integrais das eq.(4.45) e eq.(4.47),

tém a forma exata fornecida por:

X, +1
[y, dr = ( « J (4.54)
T; 3

IF,- w,i.dl =21, (4.55)

.[r. l//7iydr = 2)’:y (4'56)
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5. FHMT com Enriquecimento — Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG)

5.1 O Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG)

5.1.1 Origem

Os métodos sem malha (ver apéndice B) apresentam certa dificuldade no
controle do erro da integragao numérica, aliado ainda, a necessidade freqiiente do uso de
técnicas especiais (como por exemplo, os multiplicadores de Lagrange) para aplicagdo
das condi¢des de contorno essenciais do problema.

Para superar essas dificuldades, percebeu-se a possibilidade de combinar o MEF
classico com as técnicas de enriquecimento dos métodos sem malha. Surgiu entdo o
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG).

Assim, o Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) pode ser
entendido como uma combinac¢do da forma classica do Método dos Elementos Finitos
(MEF) com técnicas dos métodos sem malha, especificamente a estratégia de
enriquecimento da aproximac¢do adotada no Método das Nuvens “hp”.

Segundo o trabalho de Duarte e Babuska e Oden (2000), o MEFG, foi proposto

independentemente por:

e Babuska e Caloz e Osborn (1994) sob a denominagao de Método dos
Elementos Finitos Especiais;

e Melenk e Babuska (1996) e Babuska e Melenk (1997) como M¢étodo
dos Elementos Finitos Particio Unidade (MEFPU) ;

e Duarte (1996), Duarte e Oden (1995, 1996a, 1996b) com os trabalhos
correspondentes a formulacdo do Método das Nuvens;

e (QOden e Duarte e Zienkiewicz (1998) como uma formulagao hibrida entre

0 Método das Nuvens “hp” e a forma classica do MEF.
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A fundamenta¢ao do MEFG vem com os seguintes trabalhos:

e De Oden e Duarte e Zienkiewicz (1998), onde foi apresentada a
possibilidade de empregar a malha de elementos finitos para a definicao
dos nos e das nuvens, e realizar o enriquecimento, & maneira do Método
das Nuvens “hp”, sobre as funcdes de forma Lagrangianas usadas no
MEF classico (que constituem uma particdo da unidade, se relaxadas

algumas das condi¢des que definem uma PU).

e De Strouboulis e Babuska e Cops (2000), que apresentam o MEFG
como combinacao do MEF classico com o Método dos Elementos
Finitos Particdo da Unidade, (MELENK,1992,1995; BABUSKA;
MELENK,1996). A principal caracteristica desse trabalho ¢ a adig¢do de
fungdes solucdo do problema de valor de contorno estudado ao espago

da formulagao classica do MEF.

Nota-se, por esses trabalhos, que as caracteristicas principais do MEFG ja
estavam bem definidas, ou seja: utilizagdo da malha de cobertura como dominio de
integracao, uso das funcdes de forma Lagrangianas do MEF convencional como PU e
seu enriquecimento (utilizando as estratégia do Método das Nuvens “hp”’) com fungdes
polinomiais ou ndo. A regido de influéncia de um certo nd, denominada nuvem ou
suporte, ¢ definida pelo conjunto de elementos finitos que tém por vértice comum o nod
em questdo. Vale ressaltar ainda, que nessas condi¢des nao existem problemas quanto a
imposi¢ao das condi¢des de contorno do problema.

Algumas aplicacdes do MEFG sdo encontradas nos trabalhos de Duarte e
Babuska e Oden (2000) e Strouboulis e Babuska e Cops (2000). Os dois trabalhos
evidenciam as vantagens do MEFG com relagdo ao MEF classico na analise de
estruturas complexas, caracterizadas por cantos reentrantes que se constituem em pontos

de singularidade (regido de grandes gradientes de tensao).

5.2 FHMT com Enriquecimento Nodal.

5.2.1 Consideracoées Iniciais

No Método das Nuvens “hp” a nuvem ®; atrelada a um né x;, € definida como

uma regido circular (ou poligonal) em torno daquele n6. J& na FHMT com
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enriquecimento, aproveita-se, como no MEFG cléassico, a malha de cobertura para
defini¢ao das nuvens ou suportes. Como na FHMT ha uma malha de cobertura para o
dominio e outra para o contorno, existem, também, suportes ou nuvens para o dominio e
contorno do problema. Em ambas as malhas, a nuvem em torno de um no6 ¢ formada

pelo conjunto de elementos que tém aquele n6 como vértice, como indica a figura 5.1.

Muwem do nb X (-
Molho de dominlo

‘x\_\_\_\_\___,_,—'-"'"__J

»
'j

Figura 5.1 — Nuvens de influéncia para as malhas de cobertura: dominio (bidimensional)
e contorno (unidimensional).

Em cada nuvem, a aproximacdo nodal fica determinada aproveitando-se as
fungdes de forma dos elementos finitos que compde a nuvem e associadas ao no base.
Dessa forma, a continuidade entre elementos sera da mesma ordem das funcoes
adotadas para aproximagdo. Empregando-se o mesmo procedimento proposto no
M¢étodo das Nuvens “hp”, o enriquecimento sobre as fungdes de forma nodais (para
cada um dos campos aproximados na FHMT), em cada nuvem, ¢ realizado pela sua

multiplicagdo, por polindmios ou outras fungdes especiais. Assim, pode-se representar:

e A familia de fungdes para o campo de tensdes no dominio Q:

UiSa Ly, =l Nin, =1, 1(j)] (5.1)

Jj=1

e A familia de fungdes para o campo de deslocamentos no dominio Q:

0% = Ua }jvl i, M, }jvl = Loy Nim, = Loy I(j)| (5.2)
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e A familia de fungdes para o campo de deslocamentos no contorno I":

8% =Ur f* O 0, [ =l Nen, =1 I()] (53)

Jj= j=1

onde para as representagdes anteriores, tém-se que:

- NN é o nimero total de nds no dominio Q;

- N € o nimero total de nds no contorno I';
- p ¢ o grau maximo da aproximag¢do Lagrangiana resultante;

-8 o,© U 2 sdo as funcdes de forma (Partigcdes da Unidade) para os campos de

tensdo e deslocamento respectivamente, referentes aos nés j=1,..., N do dominio Q ;

- Ur, ¢ a funcdo de forma (Particdo da Unidade) para o campo de deslocamento

referente dos nos do contorno I ( j=1,.,N );

- L, .M, sioas n, fungdes que multiplicam ou enriquecem a fungio de

Jn, 2
forma de dominio definida em cada né de indice j;

0,, sdoas n, fungdes que multiplicam (enriquecem) a fungdo de forma de

contorno definida em cada n6 de indice j ;

-1 ( j) ¢ o contador para o nimero de fungdes adicionadas a cada nd de indice

5.3 Elementos Finitos Hibridos-Mistos de Tensio Quadrangulares
Bilineares com Enriquecimento Nodal

5.3.1 Introducao

Na FHMT sao aproximados trés campos independentes e, como ja salientado, o
enriquecimento também pode ser realizado de forma independente para os trés campos.
Neste item diferentes possibilidades de enriquecimento sdo apresentadas. Inicialmente,
a estrutura de enriquecimento ¢ desenvolvida com ajuda de fungdes polinomiais. Em
seguida, a estratégia de enriquecimento ¢ apresentada utilizando-se especificamente
funcdes relacionadas as solugdes fornecidas pela Mecanica da Fratura Elastica Linear.
Uma terceira op¢ao apresentada é o emprego de funcdes enriquecedoras, das bases

aproximativas das tensdes, que geram estados de tensdes auto-equilibrados. Finalmente,
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fungdes trigonométricas sdo propostas como funcgdes enriquecedoras das fungdes de

forma da FHMT.

5.3.2 Enriquecimento Nodal Polinomial

Supondo que num dominio plano tenha sido adotada uma malha de elementos
quadrangulares de quatro nos, entdo fun¢des Lagrangianas bilineares sao utilizadas para
aproximacao dos campos de tensdo e deslocamento no dominio. Admitindo-se que se
deseja enriquecer a aproximagdo correspondente a um né @ da malha de cobertura,

com ajuda de fungdes polinomiais h,,,ka =1,...,n,, onde n, ¢ o nimero de fungdes de

enriquecimento escolhidas as eq.(5.1) e eq.(5.2) podem ser re-escritas da seguinte

forma:

e A familia de fung¢des para o campo de tensdes no dominio Q:

3 =180, 1 OiS, By, f ci= L Nin, = 1, 1())] (5.4)

J= J=
utilizada para construir a seguinte aproximacao:
N n,
G=) 8,180 +D h;b, (5.5)
j=1 i=1
onde s, sdo os graus de liberdade de tensdes associadas as fungdes de forma originais
J

e bj; sdo os novos pardmetros nodais correspondentes a cada uma das parcelas de

enriquecimento.

e A familia de fungdes para o campo de deslocamentos no dominio Q:

0} =o' o i |¥ 2 i= L Nin, =1, 1(j)] (5.6)

J= Jj=1

utilizada para construir a seguinte aproximacao:

ﬁ = i U-Qj {u-oj + ihﬂcﬁ} (5'7)
i=1

j=1
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onde u, sdo graus de liberdade em deslocamento associados as fungdes de forma
J

originais € ¢ sd0 os novos pardmetros nodais correspondentes a cada uma das parcelas

de enriquecimento.
Para a malha de contorno sao normalmente empregados elementos retos de dois
nds com fungdes de forma Lagrangianas lineares. Analogamente, supondo que se deseja

enriquecer a aproximacdo correspondente a um n6 «p da malha de cobertura de
contorno com ajuda de fungdes polinomiais h,, ,kar =1,...,n, , n, ¢ o numero de

fungdes de enriquecimento adotadas, a eq.(5.3) pode ser re-escrita da seguinte forma:

e A familia de fungdes para o campo de deslocamentos no contorno I":

She = Wr e DUty [ =t e, =1 I() 58)

utilizada para construir a seguinte aproximacao:

Nt Mep
i =) Up S, + D hd; (5.9)
j=1 i=1

onde u, sdo graus de liberdade em deslocamento associados as fungdes de forma
J

originais ¢ d ; sdo os novos pardmetros nodais correspondentes a cada uma das parcelas

de enriquecimento.

Uma opcdo conveniente para as fungdes h,, ¢ h escolhidas para o

kar

enriquecimento, ¢ que sejam tais que:
h,(X,,Y,)=0 (5.10)

B (€, )=0 .11)

onde X,,Y, sdo as coordenadas adimensionais para o elemento da malha de cobertura
de dominio e &, ¢ a coordenada adimensional para o elemento da malha de cobertura

de contorno. Nesse caso, essas fungdes sdo nulas no n6 enriquecido (‘funcdes bolhas’) e
a vantagem desse procedimento ¢ que se preserva o significado fisico de graus de

liberdade nodais s,,,u,e u..
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Apesar de toda a estrutura de nuvens centradas em nos, caracteristicas do
MEFG, todo a implementagdo computacional se realiza sobre uma estrutura
convencional do MEF, acrescentando-se as matrizes de cada elemento um nimero de
linhas e colunas correspondentes aos enriquecimentos realizados sobre cada um de seus
nos.

Assim sendo, as matrizes de interpolagdo dos campos, apresentadas nas

eq.(4.26), eq.(4.27) e eq.(4.28), podem ser escritas da seguinte forma:

Sne = [¢1A1 0,0, @A, ¢4A4] (5.12)
UQe = [¢1A1 P, A, @A, ¢4A4] (5.13)
U = |_‘r”1Ar1 ‘/’zArz (5.14)

onde A, ,a=1,...,.4 ¢ Arar’al“ =1,2 sdo, respectivamente, as matrizes de

enriquecimento polinomial do n6 a do elemento de dominio e do n6 a; do elemento

de contorno.
Considere-se agora que as matrizes de enriquecimento polinomial sejam dadas

por:

Ag=|l, m I, ... h,I, .. hI] (5.15)

quando do enriquecimento do campo de tensdes;

A, =1, n

a

I, .. b, .. hI| (5.16)

la

quando do enriquecimento do campo de deslocamentos de dominio; e

L A A A (5.17)

naral" 12 J
quando do enriquecimento do campo de deslocamentos no contorno.

Claramente, se as fungdes h,, ¢ h,m,r sao nulas, preserva-se, com as matrizes
I, e I,, aestrutura convencional do MEF.

Observa-se que formas habituais para as fungdes bolhas h,, ¢ h,, sio:

hy, =(X-X, ) (X-Xx, ) .(x-x, Y=Y, ) (Y -7, ),.. (5.18)
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he, =-& )E-&, ) (5.19)

Assim para qualquer no a,(a=1,...,4) do elemento finito retangular e,

escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para a matriz representada pela eq.(4.11)

St 1S, =|0.0, A A, L a=p=1,.4 (5.20)
F,=|F,la=p=1.4 (5.21)
onde:
F, {I%%Aﬁ,f%t@]’ a,f=1,.4, (5.22)
Q,
Nota-se que:
i f 2 hk{,f 2 hnef,f ]
A fh, = hk,:,f hka':fkﬂf hkah:,,e,;f (5.23)
Bt o Bt B

Da mesma forma, tém-se:
e Para a matriz representada pela eq.(4.12)

LSQe=L[¢1A1 @, 4, @;4; (044‘4]:

(5.24)
= [(L @, )Az + @, (LAI ) e (L Dy )A4 t+@, (LA4 )]
Af (L ?, )T + 9, (LAI )T
(L, ) = : (5.25)
Ag (L @, )T +o, (LA4 )T
(s, VU, =4 (Lp,) +0,(L4,)e,4, )0 = B =18 (5.26)
Ay =|4, la=B=1..4 (5.27)

onde:
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Apes =[ | (£ (Lo,) +0,(L4,) 0,4, )d.QJ a,f=1,.4, (5.28)

Para qualquer n6 @, (&, = 1,2), de cada lado do elemento finito retangular

que pertence ao contorno I', que € escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para a matriz representada pela eq.(4.13)

NS.Qe = [(N¢’1)AI (N¢’2 )Az (N(”s )As (N¢4 )4;] (5.29)
Af (N¢1 )T

(Vs ) = 3 (5.30)
Ag (N¢4 )T

(vs,, YUy, = (4l (e, ) X%AF, o =1ty =12 (5.31)

A =4 la=1,.4,y=12 (5.32)

onde:

A, { | (AZ(N%)TX%AF’ }/FJ a=1.4,y=12, (5.33)

L

e Para a matriz representada pela eq.(4.14)

AT
Ul = Vi T (5.34)
' ‘//zAr2
o, =lo; }r=12 (5.35)
onde:
O, = UF v, AT t'dl“} ¥y =12. (5.36)

Para o calculo do niimero de pontos de Gauss necessarios para integracao das

matrizes enriquecidas de cada elemento, consideram-se os casos:

e Para o dominio do problema:

Sendo g, o grau méaximo dos polindmios h,, em uma dire¢do, entdo

sdo necessarios g,, + 2 pontos de Gauss em cada diregéo para integragdo;
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e Para o contorno do problema:

Sendo g, o0 grau maximo dos polindmios h,, , entdo sdo necessarios

kap
8, +2 pontos de Gauss para integragéo,

Vale ressaltar que o enriquecimento de polindmios empregando-se bases
também polinomiais pode gerar familias de fungdes linearmente dependentes. Isso
acarreta um grande problema, pois no sistema de equagdes representado pela eq.(3.32)
jé existem dependéncias lineares provenientes da propria formulacdo Hibrida-Mista de
Tensdo. Neste trabalho, adaptou-se o procedimento numérico de Babuska, sugerido por
Strouboulis e Babuska e Copps (2000), para contornar esse problema. No apéndice A,

apresenta-se esse procedimento detalhadamente.

5.3.3 Enriquecimento Nodal com Func¢ées que se Assemelham as Solucées da
Mecénica da Fratura Elastica Linear

Considere-se, no plano, a solugdo referente a uma trinca alinhada com o eixo y e

tracionada na dire¢do x, conforme indicado na figura 5.2.

Fonto do Fissurao

Figura 5.2 — Fissura em um campo tensional

A distribuicdo das tensdes e o campo de deslocamentos proéximos a ponta da
fissura, fornecidos pela solucdo da Mecanica da Fratura Eldstica Linear podem ser

escritas como:

o1 (0 AWNED
o, = e —ﬁcos[2)|}+sen[2jsen[2ﬂ (5.37)
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oy _
o, = TN Lcos(g] 1- sen(gj sen(ﬁ (5.38)
K, Jr 2)| 2 2

NG I T
Th = Py N2R Lcos(g - sen(gj sen(ﬁj (5.39)
K, Jr 2] 2 2 )]

u' = w2z = Jr {|:k + l} sen(gj - lsen(ﬁj} (5.40)
K, 2G 2 2) 20 (2

o e o) 1of2)

K, 2G 2 2\ 2

onde r ¢ a distdncia de um ponto até a ponta da fissura , € ¢ ao angulo entre o vetor
posicdo do mesmo ponto e o eixo x ¢ K; ¢ denominado fator de intensidade de tensao.
Para o estado plano de tensdo o modulo de elasticidade transversal G e a varidvel k sao

expressos, em funcdo do mddulo de elasticidade E e do coeficiente de Poisson v, por:

E
G = 2(1+v) (5.42)
_(-v)
k= (1 " V) (5.43)

Para os ensaios numéricos com esse tipo de enriquecimento, somente as bases
aproximativas do dominio serdo enriquecidas, correspondentes a um ndé da malha de
cobertura de dominio. As bases de aproximagdo do campo de tensdes serdo enriquecidas
com as fungdes dadas pelas eq.(5.37) a eq.(5.39) e as fung¢des interpoladoras do campo
de deslocamentos no dominio com as eq.(5.40) e eq.(5.41). Assim as equagdes as

eq.(5.1) e eq.(5.2) passam a ser escritas da seguinte forma:

e A familia de fungdes para o campo de tensdes no dominio Q:

3y =, ), Ui, 0 ), 17 =L N (5.44)

Jj/j=

utilizada para construir a seguinte aproximagao:

N
=) S, {sgj +ob,, } (5.45)
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onde s, sdo os graus de liberdade de tensdes associadas as fungdes de forma originais
J

¢ b;, sdo os novos pardmetros nodais correspondentes a cada uma das parcelas de

enriquecimento.

e A familia de fungdes para o campo de deslocamento no dominio Q:

0 =Ua }{VI iU, uy, }71 ¢ j=1osN| (5.46)

Jj=

utilizada para construir a seguinte aproximacao:

N
ﬁ=ZUQj{qu+uj,cj,} (5.47)
=1

onde u, sdo graus de liberdade em deslocamento associados as fungdes de forma
J
originais ¢ ¢;, sdo os novos pardmetros nodais correspondentes a cada uma das parcelas

de enriquecimento.
Nota-se que para esse tipo de enriquecimento, somente uma fungdo de

enriquecimento (n, =1 ) é acrescida a um n6é & da malha de cobertura de dominio.

Com a possibilidade de enriquecimento dos ndés da malha de cobertura do
dominio, as matrizes que guardam as interpolacdes enriquecidas do campo de tensoes e

deslocamentos, analogas as eq.(5.12) e eq.(5.13), podem ser escritas da seguinte forma:

S.OE=[¢1A1 9,4, @;4; ¢4A4] (5.48)
Uge=[¢1A1 9,4, @;4; (04A4] (5.49)

onde A, =1, +0';(a=1,...,4) para S, ¢ 4, =1, + uﬂ(ﬂ =1,...,4) para U,
sdo as matrizes de enriquecimento do n6 & no dominio, sendo, ainda, o, ¢ u 5 dadas

por:

o. 0
o,=| 0 o, (5.50)
0o o 7

xy
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u 0 (5.51)
U, = .
Folo v
Nas eq.(5.50) e eq.(5.51) as componentes das matrizes sdo obtidas pelas
expressoes €q.(5.37) a eq.(5.41).
Assim, para qualquer n6 « (a=1,...,4) do elemento finito retangular e,

escolhido para ser enriquecido, pode-se escrever:

e Para a matriz representada pela eq.(4.11)

St 1Ss, =|@0s A 24, = =14 (5.52)
L =|F la=p=1,.4 (5.53)
onde:
F, =[ [0.0,4, fA,,dQJ, a,B=1,.4, (5.54)
2

Da mesma forma, tém-se:
e Para a matriz representada pela eq.(4.12)

LSQG=L[¢1AI 9,4, @;4; ¢4A4]=

=[(Lp,)4, +9,(L4,) ... (Lo,)4,+¢,(LA4,)] (5.55)

4, (L ?, )T +o, (LAI )T
(Ls, ) = : (5.56)
4; (L Py )T T 9, (LA4 )T

(Ls, VU, =(4(Le, ) +0,(L4,) 0,4, )@ = B =18 (5.57)
o =0, la=p=1..4 (5.58)

onde:

Ay = (I(AZ Lp,) +o,(L4)p,4 ﬂ)d[)] @, f=1,.4, (5.59)
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e Para a matriz representada pela eq.(4.13)

N, Sae = [(N D, )AI (N ?, )Az (N (2 )As (N Dy )4:] (5.60)
4, (N, )’
(Nsae )T = 5 (5.61)
4; (N¢4 )T
(Ns,, F U, =4 (Vo) N, hot = Tty = 1,2 (5.62)
A =4 la=1.4,y=12 (5.63)
onde:
Aray =[J. (AZ(Nwa)TX'//;' )dr]’ a= 19'"4’7 = 192 P (564)
E
e Para a matriz representada pela eq.(4.14)
Ur, = (5.65)
v,
Qri = |_er J>7 =1,2 (5.66)
onde:
O = UF w,idf} ¥ =12. (5.67)

No apéndice (E) apresenta-se a expansao das matrizes S 0 Ug . Ur, F, Age ,
A, ¢ O de um elemento quadrilateral de quatro nés com o lado vertical esquerdo

contido no contorno I~ , considerando-se todos os nos enriquecidos e algumas
condigdes de enriquecimento sobre as bases aproximativas do dominio. Vale salientar
que ao enriquecer diretamente as fungdes de forma com este tipo de fun¢do (ndo

polinomial), os parametros s, e u, perdem, respectivamente, os significados de

tensao nodal e deslocamento nodal, sendo que a aproximagao para um certo n6 devera
ser calculada (“pds-processamento”) por meio das eq.(5.45) e eq.(5.47).
Quanto a integracdo numérica das matrizes enriquecidas com esse tipo de

fun¢do, tem-se que a quadratura de Gauss torna-se insuficiente para aproximar
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exatamente a integral procurada. No trabalho de Strouboulis e Babuska e Copps (2000),
onde estuda-se um problema com essa mesma caracteristica, utilizando-se o algoritmo
de DECUHR, para integra¢do numérica das matrizes que governam o modelo analisado.
Tal algoritmo ¢ baseado em sub-divisdes ndo uniformes do elemento finito, na direg¢do

do ponto singular.

5.3.4 Enriquecimento Nodal com Campo de Tensdes Auto-Equilibrados

Em Bussamra (1999), cita-se o trabalho de Pereira (1993) onde foram
desenvolvidos elementos finitos de tensdo que utilizam bases aproximativas que geram
campos de tensdo auto-equilibrados. Portanto, a caracteristica principal dessas fungdes ¢
a geracdo de distribuicdo de tensdes que satisfazem, a menos das forgas de volume, a
equacao diferencial de equilibrio. Uma forma original para a obtengdo dessas fungdes ¢
a utilizacdo da fung¢do de Airy.

Considere-se a fungdo de Airy:

Alx, ) (5.68)
logo

o, = % (5.69)

o, = % (5.70)

Ty = —%gy’y) (5.71)

Com A(x, y) dado por:

1 1
A(x,y)=3bx2 —cxy+3ay2 (5.72)
entao
1 0 0fla
o=|0 1 0b (5.73)

0 0 If|c
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Com A(x, y) dado por:

1 3 1 2 1 2 1 3
Alx,y)=—dx’ ——cx"y——bxy” +—a 5.74
(v,9)=de’ = e’y = bxy’ +—ay (5.74)
entao
()
y —-x 0 0
b
o=|0 0 -y x|§ ¢ (5.75)
c
0 y x 0
\d)
Com A(x, y) dado por:
1 1 1 1 1
Alx,y)=—ex’ —=d’y+=cx’y’ —=bxy’ + —ay’ 5.76
(oy)=ppex’ 3@y 4 ey’ —2bo’ + Ly G710
entao
ra\
y: =2xy X’ 0 0 (|b
oc=|10 0 y: =2xy x’[ep (5.77)
0 y: =2xy X’ 0 ||ld
\eJ

Dessa forma, pode-se continuar com a determinag@o de outros campos de tensao

por meio de fungdes de Airy de graus mais elevados. Assim, defini-se a seguinte matriz

de enriquecimento com tensdes auto-equilibradas atrelada a um n6 a da malha de

cobertura:
A, = lEo E,, Ey,
onde
1 0 0
E, =0 1 0

0 0 1

E,,] (5.78)

(5.79)
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[y —x 0 0
E, =0 0 -y x (5.80)
0 vy x 0

E, =0 0 y: =2xy x’ (5.81)

a

e d, ¢ o grau de enriquecimento. Nota-se que

n =

e

% (5.82)

onde n, é o nimero de fungdes que enriquecem a base aproximativa inicial dos campos

de tensdo. Para os ensaios numéricos que serdo realizados com o campo de tensdes

auto-equilibrados serd utilizado no méximo d, = 2.

Considerou-se na matriz de enriquecimento com tensdes auto-equilibradas,

eq.(5.78), a matriz identidade E,, eq.(5.79), para que ndo seja destruida a caracteristica

principal do enriquecimento nodal, utilizado neste trabalho, que ¢ a ampliacdo da base
aproximativa inicial (PU), pela multiplica¢ao desta por outras funcdes.

Observa-se que nos outros dois tipos de enriquecimento pontuados, a matriz
identidade também foi inserida na matriz de enriquecimento com o objetivo de garantir
que a estrutura inicial das bases aproximativas, no caso da nulidade das funcdes
enriquecedoras, seja preservada.

Utilizando-se o enriquecimento com campo de tensdes auto-equilibrados, pode-
se definir a mesma familia de fungdes 33, e a aproximagido & para o campo de tensdes

no dominio.

Com a possibilidade de enriquecimento da base aproximativa do campo de
tensdes atrelados aos nds da malha de cobertura de dominio, utilizando o campo de
tensdes auto-equilibrados, a matriz de interpolagdo do campo de tensdes dada pela

eq.(4.26), pode ser escrita da seguinte forma:
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S0E=[¢1A1 9,4, @;A4; ¢4A4] (5.83)

Observa-se da aproximagdo do campo de tensdes no dominio, eq.(5.83), que
para a matriz representada pela eq.(4.12), a matriz dada pela eq.(5.78), serd anulada
quando da aplicacao do operador diferencial divergente L na eq.(5.83). Do exposto

anteriormente, tem-se para a eq.(5.83):

Lsge:L[(%AI 0,4, @;A4,; ¢4A4]:

(5.84)
= [(L¢1 )A1 T, (LAI) (L¢4 )A4 T, (LA4 )]
Como A4,,...,A, sdo matrizes com campo de tensdes auto-equilibrados
(L4,) ... (L4,)=0 (5.85)
e dessa forma
LS.Qg = [(L¢1 )Az (L¢4 )A4] (5.86)

Assim, conclui-se que o enriquecimento da base aproximativa do campo de
tensdes da FHMT com campo de tensdes auto-equlibrados preserva as trés bases
aproximativas envolvidas na FHMT.

Apresentar-se-4 o desenvolvimento das matrizes dadas pelas eq.(4.11), eq.(4.12)

e €q.(4.13), adotando-se o grau de enriquecimento d, =1 ¢ um n6 (n6 4) do elemento

finito retangular e enriquecido, considerando que o lado vertical esquerdo desse

elemento pertence a malha de cobertura do contorno 7~ . Ver figura 5.3

Figura 5.3 — Elemento utilizado para desenvolvimento das matrizes das eq.(4.11),
eq.(4.12) e eq.(4.13)

Para esta situacdo de enriquecimento proposta, a eq.(5.83) toma a seguinte

apresentacao:
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o, 0 0 o, 0 0 o, 0 0
So, =0 o, 0 0 ¢, 0 0 ¢@; 0--
0 0 o, 0 0 ¢, 0 0 o,

o, 0 0 (y)¢4 (—x)¢4 0 0
0 @, 0 0 0 (‘J’)% (x)(o4

0 0 o, 0 (y )(04 (x )¢4 0

(5.87)

Nota-se que a dimensdo da matriz S, , para essa situagdo de enriquecimento, ¢

de (3 x 16).
A matriz F,, dada pela eq.(4.11), terd uma dimensdo de (16 x 16), como

mostra a eq.(5.88).
Linhas 1, 2 e 3 da matriz F,

0 0. [P @ f10; 0

0. 1P 9.f1:9; 0 0. [P @ f1,9,
0

Q1 fuP 9100, 0 Q0P O 00, 0 0109 O f00;

0 0 @9, 0 0 @[30, 0 0 @1 3:9;

¢1f11¢4(y) ¢1f11¢4(_x) (0,f12(04(—y) ¢1f12¢4(x)

0. Py PiS 129, 0
¢1f21(94(y) ¢1fz1¢4(_x) ¢1fzz¢4(_J’) ¢1f22¢4(x)

0 0Py P 00, 0
0 0 1[0, 0 ¢1f33¢4(y) ¢1f33¢4(x) 0

Linhas 4, 5 € 6 da matriz F,

0,129 0 0, P 9 f19; 0

0. uP P2 f1:9; 0 @, 1P
0

0 f09, 9219, 0 0,29,
0 0 0, [39; 0 0

@29, 0 0 f29; @[ 09;
O, f39, 0 0 0, f39;

(5.88)

¢zf11¢4(.)’) ¢2f11¢4(_x) ¢2f12¢4(_y) ¢2f12¢4(x)

¢2f11¢4 ¢2f12¢4 0
¢2f21¢4(y) ¢2f21¢4(_x) ¢2f22¢4(_y) ¢2f22¢4(x)

0, fu®s P2 f00, 0
0 0 0, [0, 0 @, f 339, (y) @, f 339, (x) 0
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Linhas 7, 8 € 9 da matriz F,

0 fu9 O: 1.9, 0 0 19, P93 f1,9, 0 O f19; @ f1:9; 0
Qs [P 9309, 0 Qs [0 P[00, 0 O3 f2905 @3 09; 0
0 0 0 f3:9; 0 0 0; f59, 0 0 ;s f339;

0[P 93129, 0 ¢3f11¢4(y) ¢3f11¢4(_ x) ¢3f12¢4(_ y) (03f12¢4(x)
03 [0Ps PSPy 0 ¢3f21¢4(y) ¢3f21¢4(_ x) ¢3f22¢4(_ y) ¢3f22¢4(x)
0 0 9,fs0, 0 0, f50.(0)  @if0.(x) 0

Linhas 10, 11 e 12 da matriz F,

Q.9 P19, 0 P Sfu®: PuS129; 0 PSP Puf129; 0
QS0P PiS29; 0 PSP PiSf09, 0 PSP Puf0®; 0
0 0 0, f59, 0 0 0, [0, 0 0 @, f3:9;

PSPy PuS129P4 0 (04f11¢4(y) (04f11¢4(_ x) ¢4f12(04(_ y) P19, (x)
PSPy O S2Py 0 ¢4f21¢4(y) ¢4f21¢4(_ x) ¢4f22¢4(_ y) ¢4fzz¢4(x)
0 0 0. f3:9, 0 ¢4f33¢4(y) ¢4f33¢4(x) 0

Linhas 13, 14,15 e 16 da matriz F,

0.0 0,0 f e, 0 o.Wfup:  0,(0)f 00 0
0.Cx)fue 0.CX)fuer 000 0,100 0. CX)fn0: 0,00
0.0 fue, 0.CV 00 0. ()0 0.V fue 0900, 0,(x)f 0,
L 0. () 0,(x)f 00, 0 0, ()00 0,(xX)f 00 0

0.V fues  0.(0)f 00, 0 e,V fues  0.(0)fu0,
0w 0 X0 0,0)f w0 0,0, 0,00, 0y
0.9 fu0s 0,000 0,(5)fs0s 0.0 a0, 0.0 ne, 0.(x
0, ()f00;  0,(x)f 20, 0 0, ()00, 0,(x)f20,

VQ

39,

N—

[0,

S
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¢4(.V)f11¢74 (y) ¢4(_ .V)fu¢74(x) (04(_ y)f,2¢4(y) ¢4(y)f,2¢74(x)

?y (x)f21¢4 (y)

Py (_ x)f21¢4 (x)

Onde f,,, f12s [0

€

I3

considerada na andlise do problema.

...¢4 (_ x)f11¢4 (y) Py (x)f11¢4 (x)+ Py (y)f33¢4 (.V) P, (x)f]2¢4
P4 (_ y)f21¢4 (y) P (y)f21¢4 (x)+ P4 (x)f33¢4 (y) ?, (y)f22¢4

Sa0 0s termos

(
(

0, x)f,0,(y)

2)+0.0)f50,(x) 0,(-x)f10,(x)
y)"‘ Py (x)f33¢4 (x) ?y (_ y)f22¢4 (x)

@y (x)fzz¢4 (x) J

da matriz de flexibilidade

A matriz A, , dada pela eq.(4.12), para essa situag¢do de enriquecimento, ¢ de

(16 x 8), como mostra a eq.(5.89). Vale lembrar que no desenvolvimento da matriz 4, )

para esse tipo de enriquecimento LA, = 0.

Linhas 1, 2 e 3 da matriz 4,

[ 0o, 0o,
0
( o j(”z ( o ?,
0 [%2)p, 0 90,
oy oy
99,

op; o9, op;
[ay }(01 [ax @, oy @,

Linhas 4, 5 ¢ 6 da matriz 4,

o0p,
J(oz [ ox )(02

09,
Ox

Ox

b
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Linhas 7, 8 € 9 da matriz A4,
0p;

s o (S
b |

|
S (& (5 (

oy
Linhas 10, 11 e 12 da matriz A4,,

09,
Ox

op;
Ox

0

0

09,
oy ]%

09,
? ]%

[
(

[
[

b
b

o0p;
oy
o0p;
ox

0

09,
oy

0p;
oy

0p, 09, 0p, op,
0 0 —£ 0 —/£ 0
( o J(”z ( ox ?, ox @; o ?,
0 a¢4 ¢1 0 a¢4 ¢2 0 a¢4 ¢3 0 a¢4 ¢4
oy oy oy oy
09, 0p, 09, 0p, 0p, 09, 0p, 0p,

(5 (Gl (5 (B

Linhas 13, 14, 15 ¢ 16 da matriz A4,

oy ox oy ox

(aa%)(y)% 0
g
B (o
_ 0 [%}(X)%
(aa%j(y)% 0
GO LN
T (e
0 [aa%)(x)%
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(a% ](y)sﬂs 0

C S G Bl ™S

A matriz A dada pela eq.(4.13) tera uma dimenséo de (16 x 4), como mostra

a eq.(5.90).

Linhas 1, 2 e 3 da matriz 4,

n.gy, 0 n.Qy, 0
0 n,Q,y, 0 h,Q,y,

noy, noy, noy, noy,
(5.90)

Linhas 4, 5 ¢ 6 da matriz 4,

h.Q, ¥, 0 h.Q,¥, 0
0 n,Q,y, 0 n,Q,y,
nQ,y, n.@Q ¥, nQy¥, noy,



Capitulo 5: FHMT com Enriquecimento — Método dos Elementos Finitos 56
Generalizados (MEFG)

Linhas 7, 8 € 9 da matriz 4,

n.Q;y, 0 n.g;y, 0
0 h,Q;y, 0 n,Q;y,
noy, nQy, nQy, nQ;y,

Linhas 10, 11 e 12 da matriz 4,

nh.ov, 0 n.oW, 0
0 n,oy, 0 n,oy,
noy, noyy, noy, noy,

Linhas 13, 14, 15 e 16 da matriz A,

[ no, (v, 0
ng,(xw, +n,0,(0W, no, (v,
n,o. (<, RN RN
0 n,0, (W,

no,(vW, 0 ]
np,(-xW,+n,0,(W, no, (v,

“ n,0,(x) n,o, -y, +n.p,(xW,
0 n,0,(x

onde n, e n, sdo as normais ao contorno /” do elemento.

A matriz Q- dada pela eq.(4.14) tera uma dimens@o de (4 x 1), ou seja, néo tera

sua dimensao alterada com esse tipo de enriquecimento.
No tocante aos pontos de Gauss necessarios para integracdo das matrizes
enriquecidas de cada elemento, foram adotados os mesmos procedimentos utilizados

quando do enriquecimento polinomial.

5.3.5 Enriquecimento com Func¢des Trigonométricas

Para o enriquecimento das bases aproximativas da FHMT com fungdes

trigonométricas e o desenvolvimento das novas familias de fung¢des com suas
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respectivas  aproximagdes, utilizou-se o mesmo procedimento quando do
enriquecimento nodal polinomial.

Como fungdes trigonométricas enriquecedoras, dos campos envolvidos na

o 2 2 ~
FHMT, foram utilizadas senl(Y —Ya)J e cosl_(X —Xa)J onde X,,Y, sdo as
coordenadas adimensionais. Para esse tipo de enriquecimento, somente a fungdo

senl_(Y -Y, )ZJ ¢ nula no no enriquecido (“fun¢do bolha”) . O enriquecimento das

fungdes de forma com cosl_(X -X, )ZJ ndo gera a “funcdo bolha” e os parametros

nodais de tensdo e deslocamento perdem, respectivamente o significado de tensdo e
deslocamento nodal e a aproximagdo para um certo n6 deverd ser “pds-processada”,
como foi feita para o enriquecimento com solucdes da Mecanica da Fratura Elastica
Linear .

Constatou-se que sdao necessarios no minimo cinco pontos de Gauss em cada
direcdo do elemento de dominio e trés pontos de Gauss no elemento de contorno para
integragdo das matrizes enriquecidas de cada elemento com esse tipo de fungdo

enriquecedora.
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6. Estudo Inicial das Condicoes de Convergéncia da FHMT
com Enriquecimento Nodal

6.1 Introducao

Neste capitulo sdo discutidas questdes relativas a convergéncia das solugdes
obtidas da FHMT com enriquecimento nodal. Apresenta-se, uma generaliza¢do do Teste
do Mosaico (“Patch Test”) para Formulacdes Mistas (“The Patch Test For Mixed
Formulations” proposto no trabalho de Zienkiewicz et al. (1986)) como ponto inicial
de andlise das condigdes gerais para solvibilidade e convergéncia do sistema de
equacgdes lineares que governa a FHMT com enriquecimento nodal.

Focando-se ainda a convergéncia, serd estudada posteriormente a condi¢do de
Babuska-Brezzi (inf-sup) que ¢ necessaria e suficiente para estabilidade de qualquer

formulagdo desenvolvida com a técnica do MEF.

6.2 O Teste do Mosaico

6.2.1 Consideracoes Iniciais

Para que se garanta a convergéncia da solu¢do aproximativa de qualquer
formulacao do MEF com o refinamento da malha, o espago da aproximagao escolhida
deve satisfazer basicamente duas condi¢oes: a de consisténcia e a de estabilidade.

Uma das garantias oferecidas pela condicdo de consisténcia ¢ que com o
tamanho dos elementos finitos tendendo a zero, a aproximagdo adotada passa a
representar exatamente, no limite, a solugdo da equagdo diferencial e as condi¢des de
contorno do problema. Um outro aspecto resultante da condi¢do de consisténcia ¢ a
compatibilidade. A compatibilidade exige que as func¢des de forma utilizadas na

aproximacao dos campos devem ser tais que garantam a continuidade destes.
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Ja se a condi¢do de estabilidade ¢ satisfeita, a solu¢ao do sistema de equagdes
discretas existe e converge, com o refinamento, para uma solucao unica. Tendo-se em
vista um elemento ou uma malha de elementos finitos, a condicdo de estabilidade
pressupde o atendimento a duas outras condi¢des: a primeira ¢ representada pela
elipsidade e a segunda pela condicido de Babuska-Brezzi (inf-sup), proposta
independentemente por Babuska (1973,1977) e Brezzi (1974).

Neste item a énfase ¢ dada a estabilidade. Como primeiro passo no estudo das
condi¢des para a convergéncia da solugdo da FHMT com enriquecimento nodal,
adaptam-se as técnicas definidas no trabalho de Zienkiewicz et al. (1986). Naquele
trabalho representa-se uma condi¢do algébrica simples para se garantir a estabilidade de
formulag¢des mistas.

Verifica-se que esta condi¢do esta ligada a solvibilidade do sistema de equagdes
lineares discretas da formulagdo Mista, e constitui-se numa condi¢do algébrica

necessaria para a nao singularidade desse sistema linear.

6.2.2 O Teste do Mosaico

No Teste do Mosaico para Formulagdes Mistas, apresentado no trabalho de
Zienkiewicz et al. (1986), analisa-se um sistema tipico resultante da aproximacao mista

para dois campos, dado por:

P HE o1

onde 4 eB sdo matrizes € x € y sdo vetores com dimensdes (nx X nx), (nx X ny),
(nx) e (n y) respectivamente. (nx) e (n y) sdo os nimeros de incognitas das varidveis x

e y, respectivamente.
Os vetores x e y podem representar, por exemplo, os campos de tensdo e
deslocamento (0' e u) e assim a eq. (6.1) resulta da aproximacdo do funcional de

Reissner-Helinger dado pela eq.(2.29).
A condi¢ao algébrica necessaria para que o sistema de equacdes dado por

eq.(6.1), seja ndo-singular ¢:

n.zn (6.2)
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ou seja, o numero de graus de liberdade em tensdo deve ser maior ou igual ao numero
de graus de liberdade em deslocamento.

Observa-se que na eq.(6.1), se o numero de varaveis do vetor y (n,) for
superior a0 numero de varidveis do vetor x (m_), pode-se obter um vetor x

diretamente da segunda linha desse sistema, conduzindo a multiplas solugdes para o

vetor y e comprometendo, naturalmente, a convergéncia.

A condicdo representada pela eq.(6.2) fica evidente com o seguinte
desenvolvimento.
Assume-se que na eq.(6.1) a matriz 4 seja ndo-singular. Assim, pode-se

eliminar o vetor x da primeira linha e substitui-la na segunda para obter:

(B"4'Bly=—f, +B"4"'f, (6.3)

Para a determinagao do vetor y ¢ necessario garantir que o produto matricial

(B "A"'B ) seja inversivel. Entdo:

y2%x

B(, 0 ) AGn) Blasn,) (6.4)
|

Da primeira multiplicacao matricial da eq.(6.4), representada por (I ), resultara

a seguinte matriz:

Cloyxn,) (6.5)

v

Agora, multiplicando-se a eq.(6.5) por (II ), tem-se:

Cloyxn VB (ugxn,) = Dlayxn,) (6.6)

yxne ) mxn,

Da Algebra Matricial, tem-se a seguinte condicio: dadas uma matriz C de
dimensao (n yxnx) e uma matriz B de dimensdo (nxxn y), a matriz D resultante da
multiplicagdo de CB s6 serd inversivel se n 2>n,. A prova dessa condi¢do €

desenvolvida no apéndice (C).

A condi¢do dada pela eq.(6.2), ao evitar infinitas solugdes para o vetor y,

garante ainda que o vetor nulo ndo serd uma solugdo para o vetor x. Vale salientar que
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a eq.(6.2) ¢ uma condi¢do necessaria, mas nao suficiente para garantir a nao

singularidade da matriz D . Para que exista solugdo unica do vetor y, deve-se ainda ter:

Byz0 V y#0 (6.7)

Os autores ainda afirmam que todas as condigdes apresentadas anteriormente, de
certa forma, estdo presentes na condi¢ao de Babuska-Brezzi.

Em termos praticos, o Teste do Mosaico para Formulagdes Mistas ¢ realizado
basicamente pela verificacio da condicdo dada pela eq.(6.2) em “mosaicos” de
elementos na discretizagdo estudada. E importante salientar que todos os “mosaicos”
possiveis devem ser investigados e a falha em qualquer um deles pode comprometer a
solugdo global, mesmo quando um comportamento ndo-singular para todo o conjunto ¢é
obtido.

Para estender os conceitos fundamentais do trabalho de Zienkiewicz et al.
(1986) para a FHMT com enriquecimento nodal, considere-se o sistema de equacdes

dado pela eq.(3.32) expresso da seguinte forma:

Fso+Apqo—Arqr =0
A[T)s[2 =0 (6.8)

- AIT"S.Q =-0r

Como primeira condi¢do algébrica necessaria para existéncia de solug¢do tnica

da eq.(6.8), tem-se:

So2q,+4q, (6.9)

pois de forma similar a proposta do trabalho de Zienkiewicz et al. (1986), se
S, <4, +4q,-, asegunda e terceira equagdes da eq.(6.8) poderiam ser utilizadas para
determinacdo de s, o que conduziria multiplas solu¢des para os vetores g, € ¢ .
Sabe-se que a dimensdo da matriz F, como ja comentado, depende da
dimensdo da matriz S, que coleta as aproximagdes do campo de tensdo, e da matriz de

flexibilidade f . Assim, a matriz F possui a seguinte dimensao:

(6.10)

(saxsa)
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Da mesma forma, pode-se definir para as matrizes 4, e A, as seguintes

dimensdes respectivamente:

6.11)

A-Q (s!)X‘In)

(6.12)

AL (cprar)

Além disso, a matriz F é simétrica ¢ com a utilizagdo de fungdes linearmente
independentes para aproximacdo do campo de tensdo, tem-se que F também ¢

inversivel. Entdo, pode-se eliminar s, da primeira equagdo do sistema (6.8) e substitui-

la na segunda e terceira equacao do mesmo. Com isso, escreve-se o seguinte sistema:

(CALF 4, ), +(ALF 7 4. )g, =0
0 )

(_ AIT*F_IAQ )qg + (AIT*F_IAF )qr = _Qr

() ()

(6.13)

No sistema (6.13), os produtos matriciais representados por (II ) e (III ) nao sao
quadrados e por isso também ndo sdo inversiveis. Para a obtencdo de ¢, ¢ ¢,
obrigatoriamente, deve-se garantir que os produtos matriciais representados por (I ) e

(I V) gerem matrizes inversiveis. Para que isso ocorra, tem-se necessariamente:

- -1
()= (45F " 4, ) = | Afyprs)Fissn) Artsasas) |= Clomsa)Artsamaa) (6:14)

Clupxsa) Dyaa)

A matriz D, . daeq.(6.14) so tera inversa se:

5o > 90 (615)

Analogamente,

(IV)= (A?F_IAr)ﬁ A?(qrxsﬂ)I?(S.sta)_IAr(snx‘Ir) = E(‘Irxsn)xAr(snx‘Ir) (616)
E(‘lr"“'n) G(llrxllr)

e, da mesma forma, a matriz Dy, ., y da eq.(6.16) so tera inversa se:

So 24qr (6.17)
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A condi¢do fornecida pela eq.(6.15) estd ligada a eq.(6.9), pois se o Teste do
Mosaico for aplicado a um tnico elemento finito no dominio da estrutura analisada, sem
conectividade com o contorno da mesma, a eq, (6.9) assumird a mesma forma da
eq.(6.15). A eq.(6.14) também esta embutida na eq.(6.9), pois quando esta ¢ aplicada
aos elementos da malha de contorno, também existird a igualdade entre as equagdes
€q.(6.9) e eq.(6.17). Entdo, se a eq.(6.15) ¢ satisfeita no dominio e a eq.(6.17) no
contorno, tem-se que a eq.(6.9) também ¢ satisfeita.

Assim, o Teste do Mosaico para FHMT com enriquecimento nodal pode ser
aplicado da mesma forma que o Teste do Mosaico para Formula¢des Mistas. Escolhidos
0s varios “mosaicos” de elementos do problema, investigam-se as condi¢des eq.(6.15) e
€q.(6.17) para a malha de dominio e contorno respectivamente. Vale ressaltar que esse
teste ¢ uma condi¢do necessaria, mas nao suficiente para garantia da estabilidade da

solu¢do da eq.(3.32).
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7. Exemplos Numéricos

7.1 Introducao

Os exemplos propostos consistem de duas chapas retangulares submetidas a
condicdes distintas de carregamento e vinculagdo. Como ja enfatizado, no trabalho, as
analises pressupdem um regime de comportamento elastico-linear. Por simplificagao
ndo foram adotadas unidades para os parametros elésticos e dimensdes nos dois
problemas. Consideram-se o moddulo de Young e coeficiente de Poisson,
respectivamente, com os seguintes valores: £ =1000 e v =10,3.

As duas chapas retangulares, representadas nas figuras 7.1 e 7.3, possuem as

mesmas dimensdes 6ax3a (adotou-se a = 20 unidades de comprimento).

6o

»
U=0
=
——
=0 = » P
wy:D |
L. :
» L/L_,:D

Figura 7.1 — Chapa tracionada simetricamente.

A chapa da figura 7.1, que d4 origem ao problema 1, deve apresentar uma
distribuicdo de tensdes bastante regular esperando-se, apenas, uma maior concentragao
de tensdes proximo da aplicagdo do carregamento. Como condi¢do de contorno

essenciais desse problema, tém-se que o lado vertical esquerdo é fixo (u, =0 e

u, =0); ja os lados horizontal superior e inferior possuem o deslocamento na dire¢do y
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impedido (u, =0). Ja a figura 7.3 que mostra o problema 2, decorre da exploragdo da

dupla simetria de uma chapa com fenda central (ver figura 7.2). O problema 2, além da
descontinuidade associada a forga aplicada, apresenta um ponto de singularidade forte
na extremidade da fenda e por essa razdo a estimativa para os campos de tensao naquela
regido ¢ de dificil simulacdo. Ambas as chapas sdo tracionadas por p =10 unidades de
forga distribuida por unidade de comprimento.

120

o o
I al
P Fendo 5 o
P =]
—a o o —n

2o
=
2o

Figura 7.2 — Chapa tracionada com fenda.

6o
‘_
=]
ol
=0
——r
=

=0

?—b

Figura 7.3 — Dupla simetria da chapa tracionada com fenda.

Como na FHMT s3o aproximados de forma independente trés campos, o
enriquecimento dessas aproximagdes pode ser explorado também com diferentes
combinacgdes. Neste estudo, seis possibilidades independentes sdo empregadas: o
enriquecimento sobre o campo de tensdes no dominio, sobre o campo de tensdes e
deslocamento no dominio, sobre o campo de tensdes no dominio e deslocamento no
contorno, sobre o campo de deslocamento no dominio e sobre o campo de deslocamento

no contorno. O Teste do Mosaico, apresentado no capitulo anterior, ¢ aplicado para
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todas as possibilidades de enriquecimento, como ponto inicial de anélise da
solvibilidade dos dois problemas.

Vale lembrar que, por simplificagdo, o enriquecimento dos campos de tensdo e
deslocamento no dominio ¢ simultineo e realizado nos mesmos nods, ou seja, ao
enriquecer a base de aproximacdo do campo de tensdes em um nd a base de
aproximacao do campo de deslocamento também ¢ enriquecida.

Para andlise dos problemas 1 e 2, utilizam-se malhas regulares e irregulares,
com os elementos quadrilaterais de quatro nds definidos no trabalho. Os campos de
tensdo de cada problema sdo comparados com resultados de uma andlise pelo MEF
convencional, gerados no software ANSYS®, a partir de uma malha bastante refinada. A
energia de deformag¢do ¢ adotada como medida global de comparacdo entre as
simulagdes. Por exemplo, no caso do problema 2, a energia de deformag¢ao obtida numa

analise por meio da FHMT ¢ confrontada com a energia de deformacao exata, dada pela
. R (6 pa)2
seguinte relagdo: U, ~ 0,0458403 -

Além disso, em cada um dos problemas simulado com o ANSYS® sdo
identificados deslocamentos em noés de referéncia para a confrontagdo com os
respectivos deslocamentos da FHMT com enriquecimento nodal.

Para a integracdo numérica de todas as matrizes envolvidas, nos ensaios
numéricos sem enriquecimento, utilizam-se 2 pontos de Gauss em cada dire¢cdo do
elemento de dominio e 2 pontos de Gauss em cada elemento de contorno. Quando do

enriquecimento polinomial sobre as bases de aproximagdo do dominio, usam-se g,, + 2
pontos de Gauss em cada dire¢@o do elemento de dominio para integragdo, onde g,, € o

grau maximo das aproximacdes enriquecidas. Para a base aproximada do contorno,

também enriquecida com fungdes polinomiais, utilizam-se g, +2 pontos de Gauss
para integragdo, onde g, € 0 grau maximo das aproximagdes enriquecidas para o

contorno.

No caso de enriquecimento das aproximagdes do dominio com as fungdes que se
assemelham as solu¢des da fratura (eq.(5.37), eq.(5.38), €q.(5.39), eq.(5.40) e eq.(5.41)),
como nenhum procedimento adaptativo especifico de integragdo numérica ¢ utilizado (a
exemplo do procedimento aplicado no trabalho de Strouboulis e Babuska e Copps
(2002)), opta-se por usar uma grande quantidade de pontos de Gauss para integragao

numérica. Nesse trabalho, para esse tipo de funcdo enriquecedora, utilizam-se 50 pontos
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de Gauss em cada dire¢do no caso do elemento de dominio e 25 pontos de Gauss no
caso do elemento de contorno.

Quando o enriquecimento das bases aproximativas do campo de tensdes for
desenvolvido com algum campo de tensdes auto-equlibradas, utilizam-se, para
integracdo numérica das matrizes, os mesmos procedimentos quando do enriquecimento
polinomial.

Adotando-se fungdes trigonométricas para o enriquecimento das bases
aproximativas da FHMT, usam-se, no minimo, 5 pontos de Gauss em cada dire¢dao do

elemento de dominio e 3 pontos de Gauss para o elemento de contorno.

7.2 Problema 1: Chapa Tracionada Simetricamente

Para a geragio com o ANSYS® de resultados de referéncia para o problema 1,

considerou-se a discretizagdo representada na figura 7.4.

LELL]

LA

L

LR AL L

Figura 7.4 — Exemplo modelo do problema 1.

Nessa discretizagdo um total de 798 elementos triangulares foram distribuidos
com um maior refinamento na regido da aplicagdo do carregamento. O elemento
triangular Plane 2 da biblioteca do ANSYS® foi utilizado na analise, possuindo seis nos

e dois graus de liberdade por n6 (u, ¢ u,). Como valor de referéncia para a energia de

deformacao, obteve-se: 46,47. Para os deslocamentos de referéncia adotaram-se os
graus de liberdade do né do canto superior direito da chapa, obtendo-se, para essa nova

situagdo, como valores: u, =0.2818 ¢ u, =0.0000.

A resposta para o campo de tensdo, para esse exemplo modelo, esta ilustrada na

figura 7.5.
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Sigma — x

.115709

(N R(NN
BEC00EOCEN

-3.47
-2.697
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Figura 7.5 — Exemplo modelo do problema 1 — representacdo do campo de tensdes.

Para analise do problema 1 com a FHMT com enriquecimento nodal, duas
possibilidades de malha sdo selecionadas: a primeira ¢ uma malha regular com oito
divisdes na direcdo x e nove na dire¢do y e a segunda ¢ uma malha irregular com
doze divisdes na dire¢do x e quinze na diregdo y. A figura 7.6 apresenta as
discretizag¢des adotadas.

Neste problema, qualquer né da malha de dominio pode ser enriquecido, mas os
enriquecimentos dos nds da malha de contorno sdo realizados somente no lado vertical
direito da chapa, onde ndo existem condi¢des de contorno essenciais prescritas.

Quanto a aplicagdo do Teste do Mosaico, para as varias condigcdes de
enriquecimento, observa-se que para uma malha geral o teste deve ser aplicado tanto ao
conjunto total de graus de liberdade, como a cada elemento ou Mosaicos (nuvens)
isoladamente. Para um melhor entendimento no tocante a aplicagdo desse teste,
consideram-se os graus de liberdade de um Ttnico elemento retangular no dominio:

doze graus de liberdade de tensdo (s, =12 ) e oito graus de liberdade de
deslocamento (g, = 8 ). Sejam também os graus de liberdade de um tnico elemento de
contorno: quatro graus de liberdade de deslocamento (g, =4 ).

Admite-se que esses dois elementos estejam sobrepostos de modo que o

elemento de contorno ocupe um dos lados do elemento de dominio.
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20

20

20

/e 36 12

Malha irregular 12x15

Malha regular 8x9

Figura 8.6 — Discretizagdes adotadas para andlise do problema 1.

Para o elemento de dominio, numa situagdo sem enriquecimento, a eq.(6.15)

deve ser satisfeita ou seja: s, 2¢q, =(12=8). No elemento de contorno, sem
enriquecimento, tem-se que a eq.(6.17) deve ser satisfeita ou seja: s, =g, = (6=4).

Nesta ultima condi¢do, consideram-se seis graus de liberdade de tensdo

(s, =6), pois somente os nds da malha de dominio que coincidem com os nos da
malha de contorno contribuem para a montagem da matriz 4, o elemento i no

contorno.
Agora, analisando-se o enriquecimento em suas varias possibilidades de
combinagdo e considerando-se as condigdes expressas pelas eq.(6.15) e eq.(6.17), pode-

se concluir inicialmente que:

e O enriquecimento exclusivo sobre o campo de tensdes no dominio ¢
livre, pois as eq.(6.15) e eq.(6.17) sdo sempre satisfeitas para qualquer

parcela analisada;

e O enriquecimento simultaneo dos campos de tensdo e deslocamento no
dominio também ¢ livre, pois a eq.(6.15) ¢ satisfeita em todas as

parcelas;

e Enriquecer simultaneamente os campos de tensdao e deslocamento no
dominio e o deslocamento no contorno ¢ permitido, desde que os nds da
malha de dominio que coincidem com os noés da malha de contorno
enriquecidos, também sejam enriquecidos. Basta que dois nos de um

elemento do contorno, sem condi¢gdes de contorno essenciais prescritas,
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sejam enriquecidos sem essa preocupagdo e a condi¢do dada pela

eq.(6.17) sera violada;

e Para o enriquecimento exclusivo dos campos de tensdes no dominio e de
deslocamentos no contorno valem as mesmas observagdes da conclusao

anterior;

e Enriquecer somente o campo de deslocamentos no dominio, ou o campo
de deslocamentos no dominio juntamente com o campo de
deslocamentos no contorno ou ainda somente o campo de deslocamentos
no contorno nao ¢ recomendavel, pois para poucos nos enriquecidos no
dominio e contorno considerando-se um elemento, as eq.(6.15) e

€q.(6.17) ja ndo serdo mais verificadas.

E importante ressaltar que as conclusdes anteriores sio necessarias, mas nio
suficientes para a garantia de solvibilidade do sistema de equagdes lineares, dado pela
eq. (3.32), e conseqiientemente da estabilidade da resposta pela FHMT. Por exemplo, as
fungdes adotadas para o enriquecimento podem ter influéncia na estabilidade da
resposta.

Apresenta-se em seguida, para cada uma das duas malhas utilizadas na analise
do problema 1, um resumo contendo os resultados de varias investigagdes, no tocante as
possibilidades de enriquecimento com a utilizacdo do Teste do Mosaico.

Para leitura da tabela de resultados, considere-se a seguinte legenda:

- Q: dominio;

I": contorno;

o : aproximag¢do do campo de tensio;
- u : aproximag¢do campo de deslocamento;

- Energia de deformag¢do do exemplo modelo: U,,, =46,47;
- Deslocamentos de referéncia do exemplo modelo: u _,, =0.2818 e

X

U,y =0.0000.

e Resultados para a malha regular 8x9 — enriquecimento polinomial com

. ~ I 2
diferentes fungdes no dominio e com (y — y,, )’ no contorno.
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Como fungdo enriquecedora dos campos de dominio, adota-se inicialmente, a
fungao do tipo (y—y,, ).

Oito nos especificos da malha de cobertura de dominio sdo escolhidos para
realizacdo dos varios tipos de enriquecimento.Tais noés sdo: 35, 36, 44, 45, 53, 54, 62 ¢
63. Na malha de cobertura de contorno sdo quatro os noés enriquecidos: 36, 45, 54 ¢ 63.
Esses nos ficam proximos da regido onde esta aplicado o carregamento da chapa; como

mostra a figura 7.7.

/] .

\A
( 62 63 N6 de referéncia
53 54 para os
44 440 deslocamentos.
) 35 36
/ P

Figura 7.7 — Nos da malha regular 8x9 escolhidos no enriquecimento seletivo.

Vale lembrar que a numeragdo dos nds e elementos adotados no programa fonte
¢ a seguinte: para a malha de cobertura de dominio as numeragdes dos nds e elementos
sdo feitas da esquerda para a direita e de baixo para cima; ja os nés de contorno recebem
a mesma numerac¢ao que foi dada aos nds de dominio coincidentes. Para numeracao dos
elementos de contorno, adota-se o sentido anti-hordrio, sendo o primeiro elemento
aquele em coincidéncia com o primeiro lado horizontal do elemento de dominio
localizado no lado inferior esquerdo da chapa.

Os resultados da tabela 7.1 mostram que, em todas as situacdes onde o Teste do
Mosaico falha a energia de deformagdo se afasta do valor de referéncia, ou, entdo, o
sistema apresentou problemas de convergéncia para a tolerancia imposta. Nota-se que o
enriquecimento exclusivo sobre o campo de tensdes e deslocamentos no dominio
proporciona um valor de energia de deformacao mais proximo ao valor de referéncia,
quando comparados com as energias obtidas com enriquecimento exclusivo sobre o
campo de tensdo.

A tabela 7.1 também apresenta, para fins de comparagao, resultados obtidos com

todos os nds de dominio enriquecidos.
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Tabela 7.1 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha regular 8x9 e
funcdo enriquecedora do tipo ( V="V )2.

Energia de Deformacio Teste do Mosaico

Condig¢oes de Enriquecimento

U,, =46,47
Sem enriquecimento 46,52 Ok!
Todos 0s nos enriquecidos - o e u - €2 45,98 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o - 45,34 Ok!
Todos o0s nos enriquecidos - # -2 104,64 Nao Ok!
Oito nds enriquecidos - o e u - €2 46,06 Ok!
Oito nos enriquecidos - & - Q) 45,79 Ok!
Oito nds enriquecidos - # - Q) 63,72 Nio Ok!
Oito nos enriquecidos - oe u - (2 e
quatrccl) noés - # no I’ 46,75 Okt
Oito noés enriquecidos - o - Q e 46,52 OK!
quatronds - ¥ no I’
Oito nos enriqu,ecidos -u -Qe Niio convergiu Niio OK!
quatronés - u - I’
Quatronds - u - [’ Nio convergiu Nao Ok!

O enriquecimento do campo de deslocamento no contorno associado as outras
possibilidades de enriquecimento, quando o Teste do Mosaico ¢ satisfeito, gera valores
de energia de deformagdo bem proximos aos valores de referéncia.

Na tabela 7.2, mostram-se os resultados do Teste do Mosaico para as mesmas
condi¢des de enriquecimento pontuadas na tabela 7.1, mas com uma diferente fungao
enriquecedora para as aproximagdes dos campos de tensdes e deslocamentos no
dominio.

Nessas novas andlises ¢ adotada a seguinte funcdo enriquecedora para as

aproximagdes no dominio do problema 1: (y -V )

Tabela 7.2 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha regular 8x9 e
funcdo enriquecedora do tipo ( V=Y. )

Energia de Deformacio  Teste do

Condicoes de Enriquecimento

U,, =46,47 Mosaico
Sem enriquecimento 46,52 Ok!
Todos o0s nos enriquecidos - o e u- 46,19 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o - Q 45,76 Ok!
Todos os nos enriquecidos - # - 104,64 Nzo Ok!
Oito nos enriquecidos - o e u - (2 46,20 Ok!
Oito noés enriquecidos - & - Q2 4591 Ok!
Oito nds enriquecidos - # - Q) 63,72 Niao Ok!
Oito nos enriquecidos - e u - e quatronds - u - [ 46,93 Ok!
Oito noés enriquecidos - o - e quatronds - # - I’ 46,53 Ok!
Oito nos enriquecidos - ©# - €2 e quatronds - u - I’ Naio convergiu Nao Ok!

Quatronds - u - I’ Nio convergiu Nao Ok!
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As respostas indicadas na tabela 7.2 t€ém praticamente o mesmo comportamento
daquelas apresentadas na tabela 7.1.

Como pode ser visto na figura 7.7, o n6 90 (n6 do canto superior direito da
chapa) ¢ o nd de referéncia para efeito de comparacao dos campos de deslocamentos.
Na tabela 7.3 sdo apresentados os resultados dos deslocamentos do n6 de referéncia para

a malha regular 8x9 com a consideracao dos diferentes tipos de fungdes enriquecedoras.

Tabela 7.3 — Deslocamentos do né de referéncia da malha de cobertura de dominio e
contorno para a malha regular 8x9 e fun¢do enriquecedora do tipo

(V=)
Deslocamentos do no6 de referéncia
Condicdo de Enriquecimento Uy =0,2818 © up,, = 0,0000
Deslocamento do né 90 (F) Deslocamento do n6 90 (Q)
Sem enriquecimento u, =0,2386 € u, =0,0000 u,=02316 € u, =-0,1147
Todos o0s nés enriquecidos - o e u - u, =0,2949 €y =0,0000 u, =0,2952 € y =-0,0077
Todos os nos enriquecidos - O - Q u, =0,2859 € u =0,0000 u, =0,2826 € u, =0,0003
Todos os nos enriquecidos - U - Q u, =-0,0595 € u, =0,0000 u, =-13540 € u =-41331
Oito noés enriquecidos - O e U - Q u,=03026 € u, =0,0000 u, =0,2831 ¢ u, =0,0558
Oito nds enriquecidos - & - Q u,=03087 € u, =0,0000 u,=03172 € u, =0,0165
Oito nods enriquecidos - U - Q u, =0,0875 ¢ u, =0,0000 u, =-12541¢ u, =-59203
Oito nés enriquecidos - oe u - € e u, =0,2332 €y =0,0000 u,=0,2231¢€ 4y =-01117
quatronés - u - I’ * ! ! i
Oito nos enriquecidos - o - €2 e quatro u = 02437 € u = 0,0000 u = 01115 € u, = 0,637

nos-u - I

Os deslocamentos de referéncia do n6é 90 obtidos com os enriquecimentos do
. 2 ~ . . s
tipo (y —y.) e (y— ym),) sdo muito semelhantes, e, em termos gerais, proximos aos

deslocamentos de referéncia dos exemplos modelos.

Com o enriquecimento somente sobre a aproximagao do campo de deslocamento
no dominio, os deslocamentos de referéncia do n6 90 da malha de contorno e dominio
ndo apresentam compatibilidade e nem proximidade com os valores dos deslocamentos
do exemplo de referéncia. Nas situagdes onde o Teste do Mosaico ¢ satisfeito, dos
resultados da tabela 7.3, tem-se que o enriquecimento compatibiliza os valores dos
deslocamentos de referéncia do n6 90 da malha de contorno e dominio. Esses valores
sdo incompativeis quando ndo hé enriquecimento.

Observando-se os resultados da tabela 7.3, fica evidente que o enriquecimento
exclusivo sobre o campo de deslocamentos no dominio ndo fornece bons resultados

(Teste do Mosaico ndo satisfeito).
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A seguir serdo apresentadas visualizagdes do campo de tensdes para algumas das

situagdes de enriquecimento estudadas. Na figura 7.8, tem-se a representagdo do campo

de tensdes para a situacdo sem enriquecimento.

Sigma-x

Tau-xy

Figura 7.8 - Representacao do campo de tensdes sem enriquecimento.

Com o enriquecimento sobre os campos de tensdo e deslocamento no dominio,
(ver figura 7.9) ha um pequeno acréscimo na estimativa dos valores maximos dos
campos de tensoes.

Enriquecendo-se o campo de deslocamento no contorno, também ha um
aumento na estimativa dos valores maximos dos campos de tensao, além de uma melhor
defini¢do do bulbo de tensdes proximo a regido da aplicacdo do carregamento. Uma
visualizacdo dos campos de tensdo para essa situagdo serd apresentada com a malha

irregular 12x15.
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Figura 7.9 - Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento do tipo (y -V )2

sobre o ¢ u no Q - oito nds (35,36,44,45,53,54,62 ¢ 63).

e Resultados para a malha regular 8x9 — enriquecimento com fungdes de

Airy com o grau de enriquecimento d, =1 e d, = 2.

Nas tabelas 7.4 ¢ 7.5 mostram-se os resultados gerais dos ensaios numéricos

realizados com a possibilidade de enriquecimento das bases aproximativas dos campos

de tens@o no dominio com os polindmios correspondentes a fungdes de Airy.

Tabela 7.4 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha regular 8x9 e
funcdo de Airy enriquecedora do tipo polinomial (d, = 1).

Condicdes de Enriquecimento

Energia de Deformacio

Teste do Mosaico

Sem enriquecimento

Ok!

Todos os nos enriquecidos - o - € Ok!

Oito nds enriquecidos - & - Q Ok!
(35,36,44,45,53,54,62 ¢ 63)

Oito nos enriquecidos - o - Q OK!

(34,35,343,44,52,53,61 e 62)

Na tabela 7.4 para as condi¢des de enriquecimento apresentadas, utiliza-se o

grau de enriquecimento d, =1 e conseqiientemente 4 fungdes (n, = 4) enriquecem a

3.40
2.90
2.40

~1.90

—1.40

0.90

0.40

0.10

—-0.60
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base aproximativa inicial dos campos de tensdes. Ja os resultados do tabela 7.5 sdo
obtidos com o grau de enriquecimento d, = 2 e assim, 9 funcdes (n, = 9) enriquecem
as aproximagdes do campo de tensdes. Observa-se que além dos nds propostos para

enriquecimento seletivo (ver figura 7.7) outras situacdes de enriquecimento sao

apresentadas para efeito de comparagao.

Tabela 7.5 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha regular 8x9 e
funcdo de Airy enriquecedora do tipo polinomial (d, = 2).

Energia de Deformacio

Condicdes de Enriquecimento Teste do Mosaico

U,, = 46,47

Sem enriquecimento 46,52 Ok!

Todos o0s nos enriquecidos - o - 42,27 Ok!

Oito nds enriquecidos - & - Q 43.85 Ok!
(35,36,44,45,53,54,62 ¢ 63)

Oito nos enriquecidos - & - Q) 4431 OK!

(34,35,343,44,52,53,61 ¢ 62)

Para esse tipo de enriquecimento as estimativas das energias de deformagao
obtidas sdo mais baixas quando comparadas com as energias resultantes dos ensaios
numéricos com enriquecimentos polinomiais. Observa-se que para d, =2 as
estimativas da energia de deformagao sao menores que as obtidas para d, = 1.

Com relagao aos deslocamentos de referéncia do ndé 90, existe uma grande
semelhanca entre os resultados das duas situagdes de enriquecimento analisadas (d, = 1
e d,=2) e, de uma forma geral, estdo também proximos aos deslocamentos do no

referéncia do exemplo modelo.
Nas figuras 7.10, 7.11 e 7.12, destacam-se as representagdes do campo de

tensdescom d,=1¢e¢d,=2.



950
850
J 750
6.50
550
450
350
| 250
150

Sigma-x

9.40
8.10
6.80
—5.50
4.20
2.90
1.60
0.30
-1.00

Sigma-x

Capitulo 7: Exemplos Numéricos

Sigma-y

Tau-xy

Figura 7.10 - Representa¢do do campo de tensdes com enriquecimento do tipo d, = 1

sobre o em todos os nods.

10.70

0

Sigma-y

_

-3.0C

Tau-xy

Figura 7.11- Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento do tipo

sobre o - oito nos (35,36,44,45,53,54,62 ¢ 63).
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Figura 7.12- Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento do tipo d, =2
sobre o - oito nos (35,36,44,45,53,54,62 ¢ 63).

Para todas as representacdes dos campos de tensdes com enriquecimento

pontuadas, verificou-se um aumento na estimativa dos valores maximos das tensdes. As

representacdes desses campos de tensdes também tiveram uma boa aproximacgao quando

comparados com o campo de tensoes ilustrados na figura 7.5.

e Resultados para a malha irregular 12x15 — enriquecimento polinomial
com a fungio: (y-y,,)V+(x—-x,)+(—-y,Nx—x,) no dominio e

(y — Vs )2 no contorno.

Os nos enriquecidos da malha irregular 12x15 também estdo proximos a regiao
de aplicacdo do carregamento. Enriquecem-se dezesseis ndés na malha de dominio (64,
65, 77, 78, 90, 91, 103, 104, 116, 117, 129, 130, 142, 143, 155 e 156) e seis nos da
malha de contorno (78, 91, 104, 117, 130 e 143). O n6 de referéncia para os campos de
deslocamento ¢ o nd 208 (canto superior direito). O conjunto de nos enriquecidos esta

ilustrado na figura 7.13.
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ﬂ 208

{ e[ 143 N6 de referéncia
\ 129 130 para oS
peglt” deslocamentos
103) 104
50| o1 P
] 77| 78

/ 541 65

Figura 7.13 — Nos enriquecidos da malha irregular 12x15.

Tabela 7.6 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha irregular 12x15.
Energia de Deformacéo

Condicoes de Enriquecimento

U,, =4647 Teste do Mosaico
Sem enriquecimento 46,25 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - o e u - €2 46,15 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - o - €2 46,04 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - # - € 50,59 Nao Ok!
Dezesseis nos.enrquuemdos -oeu-Qe 4624 Ok!
seisnds - # no I’
Dezesseis nos enr’iquecidos -o-Qe 46,13 OK!
quatronds - ¥ no I’
Oito nd i idos - u -Q) . . «
1o nos enrlqu,ec1 08 © Nao convergiu Nao Ok!
quatronés - u - I’
Quatronds - u - [’ Nio convergiu Nao Ok!

Com a malha irregular 12x15, os valores das energias de deformagao, para as
possibilidades de enriquecimento apresentadas na tabela 7.6, também estdo proximos do
valor da energia de deformagdo de referéncia. O enriquecimento do tipo
(v=y,)V+x-x,)+( -y, )Nx-x,) simultineo aos campos de dominio e contorno
¢ mais eficiente.

Na tabela 7.7 estdo agrupados os deslocamentos do n6 de referéncia (208) para a
malha irregular 12x15.

O enriquecimento compatibiliza os valores dos deslocamentos dos nos que
pertencem simultaneamente as malhas de dominio e contorno, sempre que o Teste do
Mosaico ¢ verificado. Além disso, os deslocamentos de referéncia da malha irregular

12x15 também estdo proximos aos deslocamentos de referéncia do exemplo modelo.
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Para o enriquecimento exclusivo sobre o campo de deslocamentos no dominio,
como ja era esperado, os deslocamentos do n6 de referéncia observado como n6 da

malha de dominio ou de contorno ndo resultam compativeis.

Tabela 7.7 — Deslocamentos do no de referéncia da malha de cobertura de dominio e
contorno para a malha irregular 12x15.

Deslocamentos do né de referéncia

Condig¢des de Enriquecimento Uy = 02818 € u .y, =0,0000
Deslocamento do n6 208 (F) Deslocamento do no 208 (Q)
Sem enriquecimento u, =0,2868 © u, = 0,0000 u,=0,2885 © u, = -0,0119
Dezesseis nos enrlglzuemdos -oeu - u, = 0,3035 € u, =0,0000 u, =0,2805 © u, = 0,0008
Dezesseis nos enriquecidos - o - Q u,=0,3022 €y, =0,0000 u,=0,3032 ¢ u, =-0,0007
Dezesseis nos enriquecidos - # - u,=0,2277 € u, =0,0000 u,=0.1674 € u, =-0,4989

Dezesseis nos enriquecidos - o e # - Q

o u, =0,3050 ¢ u, = 0,0000 u,=0,3176 © u, = -0,0012
eseisnos - u - I

Dezesseis nos enriquecidos - o - £ e

> enr u,=0,3020 € u, =0,0000  u, =0,3048¢ u, =—0,0018
seisnos- u - I’

As visualizagdes dos campos de tensdes, para a malha irregular 12x15 sem
enriquecimento, estdo representadas na figura 7.14. Nessa figura, observa-se que o
sigma-X e 0 sigma-y estdo com as zonas de concentracdes de tensao, na regido adjacente
a aplicagdo do carregamento, bem mais definidas quando comparadas com as

representacdes dos campos de tensdes da malha regular apresentada anteriormente.
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10.50

9.50

8.50

7.50

6.50

5.50

4.50

3.50

250

1.50

-0.50
Sigma-y

3.00

2.00

—1.00

—0.00

-1.00

Tau-xy

-2.00

—-3.00

Figura 7.14 - Representagdo do campo de tensdes sem enriquecimento.

11.80
10.20
8.60
7.00
5.40
3.80
220
0.60
-1.00
Sigma-y
I 300
1 I 2.00
] —1.00
—0.00
-1.0C
-2.0C
l -3.0

Tau-xy

Figura 7.15-Representagdo do campo de tensdes com enriquecimento do
tipo(y—y,;)'+(x—x, ) +(y -y, Nx—x,) sobre ¢ no Q - dezesseis
nos (64,65,77,78,90,91,103,104,116,117,129,130,142,143,155 e 156 ) .

6.00

5.00

4.00

3.00

2.00

1.00

0.00

-1.00

-2.00

7.50

6.50

5.50

4.50

3.50

250

1.50

0.50

-0.50

-1.50

-2.50
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Na figura 7.15, pode-se notar um aumento na estimativa para as tensoes

maximas quando se enriquecem os campos de tensao e deslocamento no dominio.

Sigma-y

3.50

250
150
0.50
| ' -0.50
J 150

-2.50

Tau-xy
Figura 7.16 - Representagdo do campo de tensdes com enriquecimento do
tipo(y =y, ) + (v =x,, ) +(y =y, 5~ x,) sobre o e u no Q -
dezesseis nos (64,65,77,78,90,91,103,104,116,117,129,130,142,143,155
e 156)eem u no I'-seis nos (78,91,104,117,130 ¢ 143).
A figura 7.16 mostra que o enriquecimento simultineo sobre os campos de
dominio e contorno também proporciona um aumento na estimativa dos campos de

tensao.

e Resultados para malha regular 12x15 — enriquecimento polinomial por

fungdo de Airy com graus de enriquecimento d, =1 e d, =2.

Nas tabelas 7.8 e 7.9 mostram os resultados gerais dos ensaios numéricos
realizados com a possibilidade de enriquecimento das bases aproximativas dos campos

de tens@o no dominio com fungdes de Airy descritas por polindmios.
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Tabela 7.8 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha regular 12x15 e
fungdo enriquecedora de Airy do tipo polinomial (d, =1).

Energia de Deformacio

Condicdes de Enriquecimento Teste do Mosaico

U,, = 46,47

Sem enriquecimento 46,52 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o - €2 46,12 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - o - Q 46,17 Ok!

Na tabela 7.8 utiliza-se o grau de enriquecimento d, = 1. J4 os resultados do
tabela 7.9 correspondem a um grau de enriquecimento d, = 2. Além do enriquecimento

seletivo (ver figura 7.13) utiliza-se o enriquecimento em todos os noés do dominio para

efeito de comparagao.

Tabela 7.9 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha regular 12x15 e
fungdo de Airy do tipo polinomial (d, = 2).

Energia de Deformacéo

Condigoes de Enriquecimento Teste do Mosaico

U, = 46,47
Sem enriquecimento 46,52 Ok!
Todos o0s nos enriquecidos - o - 43,06 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - o - €2 45,82 Ok!

Para enriquecimento com d, =1 as estimativas das energias de deformagdo

estdo muito proximas as obtidas com enriquecimento polinomial. Observa-se que para

d, =2 as estimativas da energia de deformacdo sdo menores que as obtidas para
d, =1 e da energia de deformagdo do exemplo modelo.

Na figura 7.17, destacam-se as representacdes do campo de tensdes com
enriquecimento com d, = 2 para a condi¢do de dezesseis nos enriquecidos no dominio.

Ainda na figura 7.17, verifica-se uma maior estimativa dos valores maximos,

comparando-se com a situagdo sem enriquecimento (ver figura 7.14).
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11.80

10.20

8.60

7.00

5.40

3.80

220

0.60

-1.00

Sigma-y

Tau-xy

Figura 7.17- Representagdo do campo de tensdes com enriquecimento do tipo d, =2 -

dezesseis nos sobre o (64, 65, 77, 78, 90, 91, 103, 104, 116, 117, 129,
130, 142, 143, 155 ¢ 156).

e Resultados para malha regular 12x15 — enriquecimento com fungdes

trigonométricas.

Finalizando as andlises do problema 1, apresentam-se alguns resultados de

ensaios numéricos realizados com enriquecimentos, utilizando fungdes trigonométricas

(ver tabela 7.10). Como funcdes enriquecedoras adotadam-se senl_(y— Vs )ZJ e

cosl_(x— X, )ZJ para enriquecimento dos campos de dominio e sen[(y— Vs )ZJ para o
enriquecimento do deslocamento no contorno.
Da tabela 7.10, verifica-se que, para todas as condigdes de enriquecimento

apresentadas o valor da energia de deformacdo ficou bem proxima a energia de

referéncia do exemplo modelo.
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Tabela 7.10 — Resultados gerais obtidos para o problema 1 com malha irregular 12x15
e 0 enriquecimento realizado com fungoes trigonométricas.

Energia de Deformacdo  Teste do

Condicdes de Enriquecimento

Uy =46,47 Mosaico
Sem enriquecimento 46,25 Ok!
Todos os nos enriquecidos - e - Q - sen/(y-yns) ] 46,17 Ok!
Todos os nos enriquecidos - & - Q - sen/(y-yus)°] 46,06 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - & e u - Q sen/(y-yus)’] 46,17 Ok!
Dezesseis nés enriquecidos - & - Q - sen/(y-yus)°] 46,11 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o e u - - COS[(X-xms)ZJ 46,14 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o - Q) - COS[(X-ij)2] 45,46 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - & e u - Q - cos[(Xx-X,5)"]) 46,25 Ok!
Dezesseis nés enriquecidos - & - Q - cos[ (x-X,s)°/ 46,23 Ok!
Dezesseis nos enriquecidos - & e u - Q - sen/(y-yns)’]) e 46.29 Okl

seisnods - U - F-sen[(y—yno')z]

No tocante aos campos de deslocamentos, hd uma maior compatibilidade entre
os deslocamentos de dominio e contorno quando se enriquece somente o campo de

tensdes. Em geral, os deslocamentos do né de referéncia de contorno (208) (I') estdo

proximos aos do exemplo modelo. Ver tabela 7.11.

Tabela 7.11 — Deslocamentos do nd de referéncia da malha de cobertura de dominio e
contorno para a malha irregular 12x15.

Deslocamentos do né de referéncia

Condigdes de Enriquecimento Uy, =0,2818 € u ;= 0,0000
Deslocamento do né 208 (F) Deslocamento do né 208 (Q)
Sem enriquecimento u, =0,2868 € u, =0,0000 u, =0,2885 ¢ u,=-0,0119

Todos os nos enriquecidos - & - €2 -

p u,=0,3013 € u =0,0000  u, =0,3007 € u, =0,0005
senf(y-yus) ]

Dezesseis nds enriquecidos - 0 e U -

p u, =0,2980 €y =0,0000  u, =0,3007 € u, =—0,0050
Q - sen[(y-yns)] : ’

Dezesseis nos enriquecidos - o - ) -

S u, =0,30129 € u =0,0000 u, =0,30414 € u =—0,0038
sen[(y-yns)"]

Dezesseis nos enriquecidos - o - ) -

P u,=0,2867 € u, = 00000  u, =0,2906 € u =—0,0142
COS[ (X-Xng)"/ ’

Dezesseis nds enriquecidos - o e U -
Q- Sen[(y-yné)zj) e seig nés -u -I'- u =0,30168 € u, = 0,0000 u,=0,2955 € u, =0,0087
senf(y-yns)/

Nas figuras 7.18 a 7.20 apresentam-se os campos de tensdes para algumas das

condicdes de enriquecimento abordadas na tabela 7.10.
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7.50
10.00
6.50
9.00
8.00 5.50
d 7.00 4.50
6.00 3.50
5.00 250
4.00 1.50
' 3.00
0.50
2.00
1.00 -0.50
0.00 -1.50
-1.00 -2.50
Sigma-x Sigma-y
3.00
2.00
1.00
0.00
-1.00
-2.00
-3.00
Tau-xy
Figura 7.18- Representagéo do campo de tensdes com enriquecimento do
tipo sen y y,w sobre o e u no Q - todos os nos.
11.00 750
6.50
9.50
5.50
8.00 4.50
6.50 —3.50
5.00 2.50
1.50
3.50
0.50
2.00
-0.50
0.50 -1.50
-1.00 -2.50
Sigma —x Sigma-y
3.00
2.00
1.00
0.00
1.00
2.00
-3.00

Tau-xy

Figura 7.19- Representagdo do campo de tensdes com enriquecimento do
tipo senl_(y— Vs )2J sobre o no Q - todos os nods.
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Sigma-x

A figura 7.18 mostra que o campo de tensdo na direcdo x (Sigma-x) apresenta-
se mais regular com o de enriquecimento 14 indicado. Da figura 7.19, observa-se uma
melhor representacdo do efeito da concentracdo da tensdo Sigma-x na regido de
descontinuidade (limite da regido de aplicagdo do carregamento nas cotas de 20 e 40

unidades de comprimento do lado vertical esquerdo da chapa).

10.00

Sigma-y

-0.50
-1.50

Tau-xy

Figura 7.20- Representagdo dos campo de tensdes com enriquecimento do tipo
cosl_(x—x,w, )2J sobre o ¢ u no Q - dezesseis nos (64, 65, 77, 78, 90,
91,103, 104, 116, 117, 129, 130, 142, 143, 155 ¢ 156).

. . . 2 . r
Com o enriquecimento do tipo cosl_(x—xné) J em dezesseis nds das bases

aproximativas do dominio, como apresentado na figura 7.20, ndo h4 muitas mudancas

quando se compara com os campos de tensdo obtido da situagdo sem enriquecimento.
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7.3 Problema 2: Chapa com Fenda

Para a geragcdo do conjunto de resultados de comparacao do problema 2, com o
ANSYS® adotou-se a malha representada na figura 7.21 com um total de 1648

elementos triangulares.

"' vvyﬂV
b S
S AN NAVAYA::
S RRRRRNA AR

Figura 7.21 — Exemplo modelo.

Nessa discretizagdo, observa-se um maior refinamento na vizinhanga da ponta da
fenda e proximo de um dos limites da zona de aplicagdo do carregamento. O elemento
triangular da biblioteca do ANSYS® utilizado na anélise ¢ 0 mesmo do exemplo modelo
do problema 1. Como valor da energia de deformacao, obteve-se: 65,98. O valor exato
da energia de deformacdo do problema 2 para a geometria e carregamento adotado é:
66,01. No tocante aos deslocamentos de referéncia, o correspondentes ao n6é do canto

superior direito, obtiveram-se como resultados: u, =0,2125 e u, =0,0667 .

A visualizagdo da resposta para o campo de tensdo proximo a ponta da fenda ¢
apresentada na figura 7.22. Nota-se, claramente, a concentragdo de tensdo proxima a
essa regiao.

Para anélise da FHMT com enriquecimento nodal, duas malhas de elementos sdo
selecionadas: a primeira ¢ regular e bastante simples com trés divisdes na direcdo x e
trés na direcdo y, enquanto que a segunda ¢ irregular com doze divisdes na dire¢do x e
nove na direcdo y. A figura 7.23 apresenta a geometria das discretizacdes adotadas.

No problema 2, analogamente ao problema 1, qualquer n6 da malha de cobertura
de dominio pode ser enriquecido. J& os enriquecimentos dos nés da malha de cobertura
de contorno sdo realizados somente nos lados verticais (direito e esquerdo) e no lado

horizontal superior da chapa, onde nao existem condigdes de contorno essenciais
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prescritas. A aplicacao do Teste do Mosaico, segue todas as recomendagdes adotadas no

problema 1.

- -131.84
- - -
% ;::‘;; E 23.49 -
- . I:I 43.83 l:l
= i E =
= g iE S =
~ [
~
AN
A
N\
\
Sigma-x Sigma-y Tau-xy
Figura 7.22 — Exemplo modelo — representagdo do campo de tensdes proximo a ponta
da fenda.
\0
™
O
E:
12 72 36
Malha regular 3x3

Malha irregular 12x9

Figura 7.23 — Discretizacdes adotadas para analise do problema 2.

Apresentam-se, no que segue, os resultados gerais (representacdo dos campos de
tensao, deslocamentos do nd de referéncia considerando-o como n6é de dominio e de
contorno, energia de deformacdo e verificagdo do Teste do Mosaico), para as
discretizacdes adotadas com algumas situagdes de enriquecimento.

Para leitura da tabela de resultados, considera-se a seguinte legenda:

- Q: dominio;

I": contorno;
- o :aproximag¢do do campo de tensio;

- u : aproximagao do campo de deslocamento;

Energia de deformag¢do do exemplo modelo: U,,, =65,98;

—-59.653
-50. 369
-41.084
-31.8

-22.516
-13.z232
—-3.8947
5.337

14.621
23.906
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- Energia de deformagdo exata do problema 2: U, ,, = 066,01;

- Deslocamento de referéncia dos exemplos modelos: wu ., =02125 e

U,y = 0,0667 .

e Resultados para malha regular 3x3 — enriquecimento polinomial com a

~ 2 ;.
fungdo: (y - y,;)’ no dominio e no contorno.

Os resultados apresentados colocam em confronto as possibilidades de
enriquecimento do total do conjunto de ndés ou de alguns deles. No caso de
enriquecimento seletivo, os nos selecionados estdo na regido da aplicagdo do
carregamento ¢ da ponta da fenda. Os seis nds enriquecidos na malha de cobertura de
dominio, utilizados nos ensaios da tabela 7.12, sdo: 1, 2, 5, 6, 9 ¢ 10. O n6 da malha de
contorno enriquecido foi o n6 8. O nd de referéncia para os campos de deslocamento ¢

0 n6 16 (canto superior direito). Tal conjunto de nds esta ilustrado na figura 7.24.

16
9 10 TR N6 de referéncia
para os
S 6 g deslocamentos.
)
1 o — P

Figura 7.24 - N6s da malha regular 3x3 escolhidos no enriquecimento seletivo.

Mesmo com uma malha pobre, os resultados da tabela 7.12 mostram que a
energia de deformacdo para cada situagdo de enriquecimento, onde se verifica o Teste
do Mosaico, estd proxima ao valor exato da energia de deformagao do problema 2.

No entanto, como a malha regular 3x3 ¢ uma malha muito pobre, ndo ¢ possivel
colher o efeito da concentragdo de tensdes na ponta da fenda, conforme mostra a figura

7.25.
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Tabela 7.12 — Resultados gerais do problema 2 obtidos com a malha regular 3x3 para
algumas situa¢des com enriquecimento polinomial.

Energia de Deformacio

Condicao de Enriquecimento Teste do Mosaico
U.uops = 66,01 U, = 65,98
Sem enriquecimento 67,63 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o e U - Q 62,06 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o - 59,45 Ok!
Todos os nos enriquecidos - u - Nao convergiu Nao Ok!
Seis nds enriquecidos - o e # no Q) 68,08 Ok!
Seis nos enriquecidos - o no €2 66,01 Ok!
Seis noés enriquecidos - # no €2 Nao convergiu Nao Ok!
Seis nos e’nr1q1.1ec1dc')s -oeu-Qe 70,11 OK!
um né enriquecido - # - I
Seis nos’ enrl'quem.dos -o0-Qe 67.28 OK!
um noé enriquecido - # - I’
Seis nos enriquecidos - u - {2 e Néo convergiu Nao Ok!

um noé no contorno - ¥ - I

11.80

10.20

8.60

7.00

5.40

3.80

220

0.60

-1.00

Sigma-x sem enriquecimento Sigma-x com enriquecimento em seis nds em €2

Figura 7.25 - Representa¢do do campo de tensdo Sigma —x sem e com
enriquecimento em seis n0s ¢ no 2.

e Resultados para malha regular 3x3 — Enriquecimento com fungdes que se
assemelham as solugdes da Mecanica da Fratura sobre cada componente

do campo aproximado das tensoes.

O objetivo maior do enriquecimento sobre as aproximacdes dos campos de
tensdes, com as €q.(5.37), eq. (5.38) e eq.(5.39), € a possibilidade de capturar o efeito da
concentragao de tensdes proximo a regido da ponta da fissura. Enriquecendo-se somente
o campo das tensdes em quatro n6s do dominio (5, 6, 9 e 10), ja € possivel capturar esse

efeito mesmo com a malha regular 3x3, como ilustra a figura 7.26.
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10.00
55.00

9.00
50.00

45.00 8.00

40.00 7.00

35.00 6.00

30.00 5.00

25.00 4.00
20.00 3.00

15.00 2.00

10.00 1.00

5.00 0.00
0.00 -1.00
Sigma-x Sigma-y

1.50

r ‘ 1.00

0.50

—0.00

—-0.50

-1.00

-1.50

-2.00

-2.50

Tau-xy

Figura 7.26 - Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento por meio de
fungdes que se assemelham a solugdo singular da Mecéanica da Fratura.
Ja em termos de valores numéricos, em razdo da malha adotada, resultam

energias de deformagdo bem menores que as de referéncia, conforme mostram os dados

da tabela 7.13.

Tabela 7.13 — Resultados gerais do problema 2 obtidos com a malha regular 3x3 para
algumas situa¢des com enriquecimento niao polinomial.

Energia de Deformacio

Condicio de Enriquecimento Teste do Mosaico
U,ups = 66,01 U, = 65,98
Sem enriquecimento 67,63 Ok!
Seis n6s enriquecidos - o no €2 50,14 Ok!
Quatro nés (5,6,9 e 10) enriquecidos - & no QQ 50,30 Ok!

e Resultados para malha irregular 12x9 — enriquecimento polinomial com
a fungio: (y-y,)V+(x-x,)+(-y,)Nx—x,) no dominio e

(y — Vo )2 no contorno.

Os resultados deste caso também se referem a um enriquecimento do conjunto

total ou seletivo dos n6s da malha. Para visualizacdo dessa segunda opg¢ao, na figura
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7.27 estdo representados os quatorze nos enriquecidos no dominio (12, 13, 26, 27, 28,
38, 39, 40, 41, 53, 54, 66, 67) ¢ os trés enriquecidos no contorno (27, 26 e 39). O nd de

referéncia para efeito de comparagao entre os campos de deslocamento ¢ o né 130.

130

N6 de referéncia
para os
deslocamentos.
67
pasa
54
66 —
53
‘;O - 38 39
~—
P 25 26| D
12 13

Figura 7.27 - N6s da malha irregular 12x9 selecionados para o enriquecimento.

Tabela 7.14 — Resultados gerais do problema 2 obtidos com a malha irregular 12x9 para
algumas situa¢des com enriquecimento polinomial.

Energia de Deformacio

Condicao de Enriquecimento Teste do Mosaico
U,op2 = 66,01 U, = 65,98
Sem enriquecimento 62,05 Ok!
Todos os nos enriquecidos - e u - £ 61,20 Ok!
Todos os nos enriquecidos - o - €2 59,58 Ok!
Todos os nos enriquecidos - u - Q2 Nao convergiu Nao Ok!
Quatorze nos enriquecidos - O - Q 61,02 Ok!

Quatorze nds enriquecidos - o - Q e

A, . . 61,45 Ok!
Trés nos enriquecidos - © - I’

Quatorze nods enriquecidos- oe u - Q e

N . . 61,93 Ok!
Trés nos enriquecidos - u - I

A energia de deformagdo resultante da anélise com a malha irregular 12x9, para
a situagdo sem enriquecimento, estd um pouco abaixo da energia de deformacao exata
do problema e da energia de deformacao obtida com a malha regular 3x3, como mostra
a tabela 7.14. Os enriquecimentos realizados sobre o campo de deslocamentos no
contorno fornecem as maiores energias de deformagdo, dentre as situagdes com
enriquecimento.

Os deslocamentos do n6 de referéncia (130) sdo apresentados na tabela 7.15.

Os deslocamentos do n6 de referéncia da malha de cobertura de contorno, em
todos os casos de enriquecimento seletivo mostrado na tabela 7.15, aproximam-se dos

deslocamentos de referéncia. Em particular, o enriquecimento sobre os campos
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aproximados no dominio favorece a compatibilidade entre os campos de deslocamento

do dominio e contorno.

Tabela 7.15 — Deslocamentos do n6 de referéncia da malha de cobertura de dominio e
contorno para a malha irregular 12x9 com enriquecimento polinomial.

Deslocamentos do né de referéncia

Condi¢io de Enriquecimento Uy =0,2125C u = 0,0667
Deslocamento do n6 130 (F) Deslocamento do no 130 (Q)
Sem enriquecimento u, =0,2648 € u, =0,0612 u,=01039 € u =0,2229
Todos os nos enriquecidos - e u - u, =0,2327 € u, =0,0645 u,=0,0304 € u, =-0,0760
Todos os nos enriquecidos - o - u, =0,2345 € u, =0,0560 u,=0,2347 €y =0,0551
Quatorze nés enriquecidos - o - u, =0,2370 € u, =0,0677 u, =0,2370 € u, = 0,0692
Quatorze nés enriquecidos - 0 - Qe u, =02350 € u, =0,0691 u, =02393 € u =0,0707
Trés nés enriquecidos - # - I’

Quatorze nds enriquecidos - o e u -2 4, = 02390 € u, = 0,0659 u, = 02434 © = 0,0623

e Trés nos enriquecidos - # - I’

Quanto aos campos de tensdes, representadas na figura 7.28, com a malha
irregular 12x9 sem enriquecimento ja ¢ possivel observar o efeito da concentragdo de
tensdes na regido da ponta da fissura, mesmo com uma imprecisdo quanto a posicao da
zona de concentragdo, que deveria estar mais proxima a cota de 20 unidades de

comprimento.

9.50
8.50
7.50
6.50

5.50

Sigma-y

0.50
0.00
-0.50
-1.00
-1.50
' -2.00
-2.50

Tau-xy

Figura 7.28 - Representagdao do campo de tensdes sem enriquecimento.

6.50

5.50

4.50

3.50

250

1.50

0.50

-0.50

-1.50

-2.50

-3.50
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As figuras 7.29 e 7.30 apresentam os campos de tensdes com enriquecimento em

todos os nos sobre o campo de tensdo no dominio e sobre os campos de tensdo e

deslocamento no dominio, respectivamente.

Tau-xy

Figura 7.29 -Representagdo do campo de tensdes com enriquecimento

20.00

17.00

14.00

-11.00

—8.00

5.00

2.00

-1.00

—-4.00

=

Sigma-y

-5.50

do

tipo(y—y,;)'+(x—x, ) +(y -y, Nx—x,,) sobre & em todos os nos do

Q.

Nota-se do confronto das figuras 7.29 e 7.30 com a 7.28, que com esses tipos de

enriquecimento € possivel uma melhor reprodugao do efeito de concentracio de tensoes

na aponta da fenda. Ainda entre as figura 7.29 e 7.30, nota-se que o enriquecimento de

ambos os campos aproximados no dominio proporciona uma maior regularidade dos

campos de tensoes.
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14.00

12.00

10.00

8.00

6.00

4.00

2.00
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-2.00

Sigma-x

Tau-xy

Figura 7.30- Representacio do campo de tensdes com enriquecimento  do
tipo(y—y,, ) +(x—x,,)+(y -y, Nx—x,,) sobre ¢ e u em todos os
nés do Q .

e Respostas para malha irregular 12x9 — Enriquecimento com fungdes que
se assemelham as solu¢des da Mecanica da Fratura sobre cada
componente do campo aproximado das tensdes no dominio (sigma-x,
sigma-y e tau-xy) e sobre cada componente do campo de deslocamento

no dominio (u, € u ).

O enriquecimento das aproximagdes dos campos do dominio com as eq.(5.37),
eq. (5.38), q.(5.39), €q.(5.40) e eq.(5.41), ndo proporcionam uma queda na estimativa
da energia de deformagdo, como foi observado na anélise semelhante realizada com a
malha regular3x3. Conseqiientemente, os deslocamentos do n6 de referéncia da malha
de cobertura de contorno ficam proximos aos dos exemplos modelos.

Nas figuras 7.31 e 7.32 sdo apresentadas as visualizagdes dos campos de tensdo
para as situacdes de enriquecimento descritas na tabela 7.16. Observa-se que a zona de
concentracdo de tensdes ficou bem definida j& com poucos nos enriquecidos em torno

da ponta da fissura.
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Tabela 7.16 — Resultados gerais do problema 2 obtidos com a malha irregular 12x9 para
algumas situa¢des com enriquecimento ndo polinomial.

Energia de Deformacio
Condicdes de Enriquecimento Teste do Mosaico

U,..p, =6601 Up, = 65,98
Sem enriquecimento 62,05 Ok!
Quatro nés (40,41,53 e 55) enriquecidos - O no 61,02 OK!
Seis nés (26,39,40,41,53 e 54) enriquecidos - O ¢
61,43 Ok!
u no Q

220.00

45.00
200.00

40.00
180.00

160.00 35.00

+ 140.00 - 30.00

120.00 - 25.00
100.00 — 20.00
80.00 15.00
60.00 10.00

40.00

5.00

20.00 0.00

0.00

Sigma-x Sigma-y

12.00
10.00
—8.00
—6.00
—4.00
2.00

0.00

-2.00

400

Tau-xy

Figura 7.31 - Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento por meio de
fungdes que se assemelham a solu¢do singular da Mecénica da Fratura
sobre o - quatro nos (40, 41, 53 e 54).
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250.00

225.00
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L 175.00

150.00

125.00

100.00

75.00

50.00

25.00

0.00
Sigma —x Sigma-y

20.00
17.00
14.00

11.00

Tau-xy

Figura 7.32 - Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento por meio de
fungdes que se assemelham a solucdo singular da Mecanica da Fratura
sobre o e u - seis nos (26, 39, 40, 41, 53 e 54).

e Respostas para malha irregular 12x9 — enriquecimento com fungdes de

Airy considerando o grau de enriquecimento d, =1 e d, =2.

Nas tabelas 7.17 e 7.18 mostram os resultados gerais dos ensaios numéricos
realizados com a possibilidade de enriquecimento das bases aproximativas dos campos

de tensao no dominio com os tensdes auto-equilibrados.

Tabela 7.17 — Resultados gerais obtidos para o problema 2 com malha irregular 12x9 e
fungdo de Airy enriquecedora do tipo polinomial (d, = 1).

Energia de Deformacio
Condicao de Enriquecimento Teste do Mosaico

U, uopr = 66,01 Uy, = 65,98
Sem enriquecimento 62,05 Ok!
Todos o0s nos enriquecidos - o - Q 61,14 Ok!
Quatorze nos enriquecidos - O - Q 61,77 Ok!

Na tabela 7.17, para as condi¢gdes de enriquecimento apresentadas, foi utilizado o

grau de enriquecimento d, =1; ja os resultados do tabela 7.18 foram obtidos com o
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grau de enriquecimento d, = 2. Além dos nds propostos para enriquecimento seletivo

(ver figura 7.27) utilizou-se do enriquecimento em todos os nos do para efeito de

comparacao.

Tabela 7.18 — Resultados gerais obtidos para o problema 2 com malha irregular 12x9 e
fungdo de Airy enriquecedora do tipo polinomial (d, = 2).

Energia de Deformacio

Condicao de Enriquecimento Teste do Mosaico

U,ups = 66,01 U, = 65098
Sem enriquecimento 62,05 Ok!
Todos o0s nos enriquecidos - o - 57,34 Ok!
Quatorze nds enriquecidos - o - Q 60,57 Ok!

Observa-se que as energias de deformagdo para essas situagdes de
enriquecimento foram muito parecidas com as obtidas com outros tipos de
enriquecimento. As representagdes dos campos de tensao (ver figuras 7.33 € 7.34) e os
valores de deslocamentos (ver tabela 7.19) também tiveram um comportamento
semelhante quando do enriquecimento por fungdes polinomiais. Com os dois graus de

enriquecimento (d, =1 e d, =2), conseguiu-se uma melhor defini¢do da zona de

concentragdo de tensdes na cota de 20 unidades de comprimento, como apresentam as

figuras 7.33 ¢ 7.34.

Tabela 7.19 — Deslocamentos do n6 de referéncia da malha de cobertura de dominio e
contorno para a malha irregular 12x9 e funcdo de Airy enriquecedora do
tipo polinomial (d, = 2).

Deslocamentos do né de referéncia

Condig¢io de Enriquecimento Uy = 0,2125€ up,, = 0,0667
Deslocamento do né 130 (F) Deslocamento do né 130 (Q)
Sem enriquecimento u,=0,2648 € u =0,0612 u, =0,1039 €y =0,2229
Todos o0s nos enriquecidos - o - u,=0,2501 € u, =0,0342 u,=0,2499 € u, =0,0346

Quatorze nods enriquecidos - - Q u,=0,2314 € u, =0,0669 u,=0,2307 € u,=0,0716
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15.00 7.00
13.50 6.00
12.00 5.00
10.50 4.00
9.00 3.00
7.50 2.00
6.00 1.00
450 0.00
3.00 1.00
1.50 200
-3.00
0.00
Sigma-x Sigma-y
1.50
0.50
0.50
1.50
2.50
3.50
-4.50
Tau-xy
Figura 7.33- Representa¢do do campo de tensdes com enriquecimento do tipo d, =1
sobre o em todos os nos .
16.00 9.00
14.00 8.00
12.00 7.00
10.00 6.00
8.00 5.00
6.00 4.00
4.00 3.00
2.00 2.00
' 0.00 1.00
2.00 0.00
-4.00 100
-6.00 200
-8.00 =00
) -4.00
Sigma-x Sigma-y
3.00
2.00
—1.00
—0.00
1.00
-2.00
-3.00
—-4.00

Tau-xy

Figura 7.34- Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento do tipo d, =2

sobre o - quatorze nos para (12, 13, 25, 26, 27, 28, 38, 39, 40, 41, 53, 54,
66 ¢ 67).
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e Resultados para malha irregular 12x9 — enriquecimento com fungdes

trigonométricas.

Para finalizar as analises do problema 2, serdo apresentados alguns dos
resultados dos ensaios numéricos realizados com enriquecimento das Dbases

aproximativas, envolvidas na FHMT, por fungdes trigonométricas (ver tabela 7.20).

Como fungdes enriquecedoras foram adotadas senl_(y— Vs )2J e cosl_(x— X, )2J para

. . y . 2 . .
enriquecimento dos campos de dominio e senl_(y— ym,,) J para o enriquecimento do

campo de deslocamentos no contorno.
Da tabela 7.20, verifica-se que dadas as peculiaridades do problema que acaba
por exigir uma malha mais refinada, ndo se conseguiu uma aproxima¢do maior em

relagdo ao nivel de energia de deformacao exato do problema 2. .

Tabela 7.20 — Resultados gerais obtidos para o problema 2 com malha irregular 12x9 e
o enriquecimento realizado com fun¢des trigonométricas.

Energia de Deformacdo  Teste do

Condicdes de Enriquecimento

U ors = 66,01 Up,, = 6598 Mosaico
Sem enriquecimento 62,05 Ok!
Todos os nés enriquecidos - o e 1 - Q- senf(y-yus)] 61,85 Ok!
Todos os nos enriquecidos - & - Q - sen/(y-yus)°] 61,41 Ok!
Quatorze nés enriquecidos - & e 1 - Q - sen/(y-yus)'] 62,02 Ok!
Quatorze nés enriquecidos - & - Q - sen/(y-yus)']) 61,75 Ok!
Quatorze noés enriquecidos - o e u - Q - cos[(X-Xno')Zj 62,14 Ok!
Quatorze nos enriquecidos - & - Q - COS[(X'xno’)Zj 61,88 Ok!

Quatorze nos enriquecidos - & - () - sen/| (y-yno')Z] ) e 1n6

61,79 Ok!
-u - F-sen[(y-ynd)zj ’

No tocante aos campos de deslocamentos, houve uma maior compatibilidade
entre os deslocamentos de dominio e contorno quando se enriqueceu somente o campo

de tensdes. Em geral, os deslocamentos do n6 de referéncia de contorno (130) (F) estao

proximos aos do exemplo modelo. Ver tabela 7.21.
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Tabela 7.21 — Deslocamentos do nd de referéncia da malha de cobertura de dominio e
contorno para a malha irregular 12x9.

Deslocamentos do né de referéncia

Condig¢des de Enriquecimento Uy = 0,2125€ w1, = 0,0667

Deslocamento do n6 130 (F) Deslocamento do no 130 (Q)

Sem enriquecimento u, =0,2648 € u, =0,0612 u,=01039 €y =0,2229

Todos os nos enriquecidos - e u- €

5 u,=0,2335 € u =0,0644  u, =—0,0204 € u =—0,0189
- sen/(y-yus)'] ’ ’

Todos os nés enriquecidos - 0 - € - 5206 ¢ u,=0,0636  u_=0,2290 € u, =0,0635
sen/(y-yns)']

Quatorze nds entiquecidos - o7 - Q- 076 ¢ u,=0,0602  u =0,2256 € u, = 0,059
sen/(y-yns)']

Apresentam-se nas figuras 7.35 ¢ 7.36 os campos de tensdes para algumas das
condigdes de enriquecimento abordadas na tabela 7.20. Com esse tipo de
enriquecimento, também se conseguiu uma melhor definicdo da zona de concentragdo
de tensdes na ponta da fenda (cota de 20 unidades de comprimento no lado esquerdo da

chapa).

12.50
11.00
9.50
8.00
6.50
5.00
3.50
2.00
0.50

Sigma-x Sigma-y

4.00

3.00

2.00

1.00

0.00

-1.00

-2.00

-3.00

-4.00

Tau-xy

Figura 7.35- Representacdo do campo de tensdes com enriquecimento do
tipo senl_(y— Vs )ZJ sobre o em Q - todos os nos.
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-

-4.00

Tau-xy

Figura 7.36- Representacdo dos campos de tensdo com enriquecimento do
tipo senl_(y—ym,, )ZJ sobre o e u em Q - todos os nos.

7.4 Discussao dos Resultados.

Inicialmente, deve-se observar que as consideragdes que seguem em relacdo a
precisdo dos resultados numéricos obtidos, tém por base o confronto entre os valores de
referéncia e calculado para a energia de deformagdo. Porém uma outra norma poderia
ser adotada para o confronto, como a norma de energia, obtendo-se, eventualmente,
margens de erro menores. Portanto, a avaliagdo qualitativa depende da norma adotada e
nao esta sendo objeto de consideragao rigorosa neste trabalho.

No estudo do problema 1 com as malhas regular (8x9) e irregular (12x15),
utilizaram-se diferentes tipos de enriquecimento sobre as bases de aproximacdo dos
campos de dominio e contorno envolvidos na FHMT. Nesse primeiro problema foram
testados funcdes polinomiais, trigonométricas e polindmios especiais que proporcionam
campos de tensdes auto-equilibrados. Todos os ensaios numéricos englobando as varias
possibilidades de enriquecimento, onde o Teste do Mosaico foi satisfeito, resultaram em

energias de deformagdo proximas as energias dos exemplos modelos.
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Os dois graus de enriquecimento (d, =1 e d, =2) utilizados nos ensaios

numéricos com polindmios especiais (fungdes de Airy) na malha regular (8x9),
proporcionaram um nivel da energia de deformacdo um pouco abaixo do nivel de
energia de deformacio do exemplo modelo simulado no ANSYS®. Ja para a malha

irregular (12x15), somente com o grau de enriquecimento d, = 2 o nivel de energia de

deformacao ficou abaixo do valor de referéncia.
O enriquecimento das bases aproximativas com fungdes trigonométricas, no

problema 1, s6 foi testada na malha irregular (12x15). Os casos de enriquecimento por
senl_( V=V )2J e cosl(x— X, )ZJ, os niveis de energia de deformagdo foram bem

proximos a do exemplo modelo. Vale salientar que, para esse tipo de enriquecimento,
foram utilizados no minimo cinco pontos de Gauss em cada direcdo do elemento de
dominio e trés no elemento de contorno para integragao das matrizes com esse tipo de
enriquecimento.

Os deslocamentos dos nds de referéncia das malhas de contorno e de dominio do
problema 1, discretizado com a malha regular (8x9) sem enriquecimento, ndo foram
compativeis. Com o enriquecimento polinomial sobre as bases aproximativas do
dominio, conseguiu-se recuperar a compatibilidade entre os deslocamentos nos mesmos
n6és de dominio e contorno. O enriquecimento polinomial sobre os campos de
deslocamento no contorno, para a malha regular (8x9) ndo propiciou a compatibilidade
entre os nds da malha de cobertura de dominio e contorno. Na malha irregular (12x15)
em todas as situacdes onde o Teste do Mosaico foi satisfeito houve proximidade entre
os deslocamentos da malha de cobertura de contorno e dominio do problema 1.

Em termos gerais, os deslocamentos do n6 de referéncia da malha de cobertura
de contorno do problema 1, para as malhas regular (8x9) e irregular (12x15) com todos
os tipos de enriquecimento utilizados na analise desse problema, ficaram proximos aos
deslocamentos dos exemplos modelos quando o Teste do Mosaico foi satisfeito e o
nivel da energia de deformacdo ndo foi muito distante da energia de deformagdo de
referéncia.

No tocante aos campos de tensdes do problema 1 com a malha regular (8x9),
observou-se que as estimativas dos valores méximos e a propria representacdo dos trés
campos nao foram proximas aos resultados obtidos com o exemplo modelo simulado
no ANSYS®. O enriquecimento polinomial, na malha regular (8x9), proporcionou um

aumento na estimativa dos valores maximos desses campos, mas nao houve mudancas
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significativas na representacao dos mesmos. Para algumas situacdes de enriquecimento
com os polindmios auto-equilibrados ja se conseguiu uma melhor representacdo dos
campos com um aumento na estimativa dos seus valores maximos.

Para a malha irregular (12x15) as estimativas e representacdes dos campos de
tensdo ja sio muito proximas aos resultados do exemplo de referéncia do ANSYS® .
Alguns dos enriquecimentos polinomiais proporcionaram um aumento na estimativa dos
valores maximos dos campos de tensdo. Os enriquecimentos com polindmios auto-
equilibrados e fungdes trigonométricas na malha irregular (12x15), além de aumentar a
estimativa dos campos de tensdes, em algumas situagdes de enriquecimento,
conseguiram capturar o efeito da concentracdo de tensdo na regido de descontinuidade
do carregamento (nas cotas de 20 e 40 no lado vertical direito da chapa).

O problema 2 foi analisado com as malhas regular (3x3) e irregular (12x9).
Além dos tipos de enriquecimentos aplicados no estudo do problema 1, utilizou-se no
problema 2, o enriquecimento com fungdes que se assemelham as solu¢des do campo de
tensdes € do campo de deslocamentos proximos a ponta de uma fenda fornecidos pela
Mecanica da Fratura.

Como o problema 2 ¢ de dificil simulagdo, justamente pela presenca da fenda,
requerendo uma malha mais refinada, ndo se conseguiu, em todos os ensaios numéricos
um nivel de energia de deformacao proximo a energia de deformacao exata do mesmo.

O estudo do problema 2 utilizando a malha regular (3x3) e as varias situagdes
de enriquecimento com a fungao polinomial ndo resultaram em boas representagdes dos
campos de deslocamento e de tensdes . J4 ao se enriquecer as aproximagdes dos campos
de tensdes com fungdes que se aproximam das solu¢des da fratura em poucos nos
proximos a ponta da fenda, mesmo usando a malha regular 3x3, verificou-se que ¢
possivel representar de forma mais fiel a zona de concentragdo de tensdo na regido da
ponta da fissura.

Analisando o problema 2 com a malha irregular (12x9) sem enriquecimento, ja
foi possivel obter uma regido de maior concentracao de tensao entre as cotas 20 ¢ 30 do
lado vertical esquerdo da chapa, mesmo com a energia de deformagdo resultante da
analise sem proximidade a energia de deformagao exata do problema.

Quando na malha anterior foi realizado o enriquecimento polinomial sobre os
campos aproximados de dominio, conseguiu-se uma melhor representacdo do efeito da
concentragdo de tensdo na cota 20 do lado vertical esquerdo (ponta da fissura). O

enriquecimento com este tipo de fungdo polinomial sobre as aproximagdes dos campos
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de tensdo e deslocamento no dominio geraram niveis de tensdo mais baixa, quando
comparados com os niveis de tensdo obtida com o enriquecimento exclusivo sobre a
aproximacdo do campo de tensdes no dominio. Por outro lado, o enriquecimento de
ambos os campos aproximados no dominio proporcionou uma maior regularidade dos
campos de tensao.

Para o problema 2, verificou-se que o enriquecimento sobre as aproximagoes no
dominio somente, em nos proximo a ponta da fissura ndo propiciam a compatibilidade
entre os campos de deslocamentos no dominio e contorno. A compatibilidade entre
esses dois campos € recuperada quando o enriquecimento sobre os campos do dominio €
realizado ao mesmo tempo em nds proximos a ponta da fissura e em nos da regido da
aplicacdo do carregamento.

Na malha irregular (12x9) com o enriquecimento pela solu¢do da fratura
somente sobre a aproximagdo do campo de tensdes no dominio, ou simultaneamente
sobre as aproximacgoes do campo de tensdes e de deslocamento no dominio, a regido de
concentragdo de tensoes na ponta da fenda (cota 20 no lado vertical esquerdo da chapa)
ficou bem definida. As energias de deformagdo nos casos de enriquecimento citados
ficaram proximas a energia de deformagao para a situacdo sem enriquecimento.

Também foi possivel recuperar o efeito da concentragdo de tensdes na ponta da
fenda quando se realizou o enriquecimento das bases aproximativas com os polindmios
especiais e fungdes trigonométricas. Mesmo com um nivel de energia de deformacgado
um pouco abaixo da exata, obteve-se uma boa proximidade dos deslocamentos do n6 de
referéncia das malhas de cobertura de dominio e contorno em relagdo ao valor indicado
pelo exemplo modelo.

Sobre a escolha do nimero de pontos de Gauss necessarios para integracao das
matrizes que guardam as aproximacdes da FHMT com a possibilidade de
enriquecimento nodal, observou-se que para as fungdes enriquecedoras do tipo
polinomial, a lei representada para a obten¢@o do nlimero de pontos de Gauss em fun¢do
do maior grau do polindmio enriquecedor, mostrou-se eficiente.

No enriquecimento por fungdes trigonométricas ou aproximagdes das solucdes
da Mecanica da Fratura, o nimero de pontos de Gauss pode influenciar diretamente a
qualidade da resposta. Com as fungdes trigonométricas existe um nimero minimo de
pontos de Gauss que deve ser utilizado para que o nivel de energia de deformagao nao

fique distante do valor da energia de deformacao de referéncia.
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Ja o enriquecimento com aproximacoes das solu¢des da Mecanica da Fratura
exige uma grande quantidade de pontos de Gauss. Isso ficou evidente na tentativa de
enriquecer todo o dominio do problema 2 com esse tipo de fungdo enriquecedora.O
nivel de energia muito baixo obtido indicou que a quantidade de pontos de Gauss
adotado ndo foi suficiente para integracao da fungo presente em todo o dominio.

Em relacdo ao Teste do Mosaico verificou-se que o mesmo estd ligado a
solvibilidade do sistema de equagdes lineares discretas que resulta da FHMT com
enriquecimento nodal e dado pela eq.(3.32). Entretanto, este teste ¢ somente uma
condicdo necessaria para a solvibilidade da eq.(3.32). De fato para algumas situa¢des de
enriquecimento, mesmo com o Teste do Mosaico satisfeito, ndo se conseguiu
convergéncia do método de Babuska (utilizado para resolucdo da eq.(3.32)) dentro da
tolerancia desejada.

Dessa forma, procurou-se estudar a condi¢do suficiente para solvibilidade do
sistema dado pela eq.(3.32), pesquisando-se os autovalores da matriz dos coeficientes da
€q.(3.32) de um elemento quadrilateral com que um dos lados pertencente ao contorno
do problema.

Sobre esse elemento, ndo vinculado, calculam-se os autovalores da matriz do
sistema para todas as situacdes de enriquecimento que condicionaram a nao
convergéncia do método de BabusSka. Nessas situacdes, verificou-se a presenca de mais
de trés autovalores nulos (correspondentes aos movimentos de corpo rigido). Assim,
devido ao numero superior a trés autovalores nulos seria impossivel resolver o sistema

de equagodes lineares dado por esse elemento.
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8. Estudo da Condicao de Babuska-Brezzi (inf-sup) Aplicada a
FHMT

8.1 Introducao

No capitulo 6, pontuou-se sobre o Teste do Mosaico para a FHMT. Esse estudo,
baseado no trabalho de Zienkiewicz et al. (1986), esta ligado a solvibilidade do sistema
de equagdes discretas do problema e como ja salientado ¢ somente uma condig¢do
necessaria, mas ndo suficiente para existéncia, unicidade e convergéncia da solugao.

Nesta parte do trabalho apresenta-se a condicdo de Babuska-Brezzi (ou condicao
inf-sup), Babuska (1971) e Brezzi (1974), que ¢ necessdria e suficiente para a
existéncia, unicidade e estabilidade de qualquer aproximag¢ao numérica obtida com o
MEF. Inicialmente faz-se uma revisdao da formulag¢do variacional convencional em
deslocamentos do problema elastico, para que se possa identificar e compreender todas
as medidas envolvidas na condi¢do de Babuska-Brezzi . Por outro lado, a verificagdo
analitica dessa condi¢@o para um elemento finito associado a FHMT pode ser de dificil
obtengdo e, por essa razdo, propde-se uma alternativa numérica, baseada em Babuska
(1996) e no trabalho de Chapelle e Bathe (1993) , para verificar se os elementos

quadrilaterais de quatro nés da FHMT satisfazem ou ndo essa condicao.

8.2 Problema Elastico Linear em Deslocamentos — Método dos
Deslocamentos do MEF

Como ja pontuado, o problema elastico linear pode ser escrito em varias
formulacdes variacionais ou fracas. Essencialmente todas elas t€ém a seguinte estrutura

formal:

e Dois espacos de Hilbert H; e H>; (8.1)
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e Uma forma bilinear B(.,.) definida em H; x H;; (8.2)
e Um funcional linear F(.) definido em H,. (8.3)

Considere-se entdo o problema elastico linear escrito numa forma variacional decorrente

da aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais - PTV.

j boudQ + j fSudl" = j o0edQ (8.4)
Q r Q

onde b, u, t, o e & sio respectivamente, numa representagio matricial, vetores que
guardam as componentes de forgas volumicas, de deslocamentos, de for¢as por unidade
de superficie, do tensor de tensdes e do tensor de deformagdes.

Nas integrais da eq.(8.4) ou ¢ um vetor de deslocamentos virtuais € o um
vetor de deformagdes virtuais compativeis com Jdu. Considerando-se b € f vetores
conhecidos, para expressar a e¢q.(8.4) em funcdo somente do campo de deslocamentos,
utiliza-se da lei constitutiva e da relagdo de compatibilidade dadas, respectivamente,

pelas eq.(2.5) e eq.(2.8). Assim, tem-se:

[ou" (LDL Jud = [ 8u"bd + [ 6u” taT (8.5)
Q Q T

t

onde o operador L representa o operador divergente ou das derivadas parciais
espaciais.
Finalmente, o problema (PVC) expresso pela eq.(8.5) pode ser representada da

seguinte forma:

Encontre u, € H, tal que:

B(uo,v)= F(v), VveH, (8.6)

Na eq.(8.6), tem-se que:

e v representa o vetor dos deslocamentos virtuais;

o A forma bilinear ¢ dada por B(u,v)= '[vT (LDLT )udQ ;

Q

e O funcional linear F(v)= _[vadQ+ jvadF

Q T,
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Na hipotese de restrigoes homogéneas sobre os deslocamentos na parte

vinculada do contorno, admite-se ainda que H, = H, , e por defini¢do,

H,=H,= {v|v = PZ(.Q);% e P(Q)i,j=123;v, =0,i= 1,2,3} (8.7)
xj r

Na relagdo anterior PZ(Q) ¢ o espago de Sobolev, definido como o espago das

fungdes quadrado-integraveis no dominio Q considerado. Formalmente:

2
ri(Q)

<+ oo} (8.8)

i=

P@)=freal [0 e

Nota-se que, tendo-se em vista a defini¢do anterior, qualquer elemento vem H,

deve satisfazer com a nulidade as condig¢des de contorno essenciais do problema e ainda

2

IQ(v)de <we jg[aa:f} dQ<w,i=123ej=123 (8.9)
j

0 que tem a ver com a existéncia de solugdo para o problema em questao.

Vale salientar que, nessas condi¢des, usualmente H, e H, representam,
respectivamente, espagos de deslocamentos ou deslocamentos virtuais de energia finita.
Para maiores detalhes sobre os espacos de Hilbert e Sobolev ver: Bathe (1996), Schwab
(1998) e Brezzi e Fortin (1991).

A forma variacional descrita ¢ usada para a determina¢do de uma solucao
aproximada do PVC. Nesse sentido, definem-se:

Espacos lineares n-dimensionais

S;cH, S, cH, (8.10)

e uma solugdo aproximada u, que se caracteriza por verificar a seguinte relagao:

B(u,,v,)=F({v,), Vv, c S; (8.11)

nd"n

Deseja-se também que a solugdo aproximada verifique a seguinte condi¢ao:

un—u(,”H] —0 comn— © (8.12)
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onde u,, conforme a eq.(8.6), representa a solugdo exata.

8.2.1 Problema Bem Colocado

Para garantir que o problema dado pela eq.(8.6) tenha boas propriedades, ou que

seja bem colocado, ele deve apresentar as seguintes condigdes:

1) Continuidade

Um requerimento minimo sobre B(u,v) e F(v) para que a eq.(8.6) tenha
sentido ¢ a continuidade, baseada na idéia que pequenas perturbacdes nos argumentos
produzam pequenas variagdes naquelas formas. De modo mais formal, devem existir

numeros C, >0 e C, > 0 tais que paratodo ue H,e ve H,

|B(u,vx < CB”u”H1 ||v F(vx <C, ||v (8.13)

H,’ H,

representam normas em H, e H,, respectivamente.
2

onde [[,, .|,

H,’

Se a eq.(8.13) ¢ satisfeita, denomina-se F(v) como um funcional linear

!
continuo em H,. O conjunto desses funcionais pertence ao espago linear completo H,

denominado de espaco dual de H,. A menor constante C, na eq.(8.13) ¢ a norma de

F(v), dada por:

|F(v) (8.14)

onde sup significa o valor supremo.

2) A condi¢do de Babuska-Brezzi (inf-sup)

Sejam H, e H, espacos de Hilbert com normas |||| u, © ||||H2 , respectivamente.
Sejam ainda B() : H x H, - R uma forma bilinear e C, e A escalares positivos,

tais que:

[Bu,v) < Cylu,, v

VueH eveH,

H,

Entao,
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e inf sup B(u,v) >A>0 (8.15)
uz0cH, v=0cH, U H, 14 ",
o supB(uy)>0 Vvz0cH, (8.16)

ueH,

As notagdes inf e sup significam respectivamente, o infimo e o supremo.
Essas condi¢des sdo necessarias e suficientes para que exista uma unica solugao

u, € H, que satisfaca:

B(uo,v)=F(v) Vve H, (8.17)
para todo funcional linear continuo F em H,.

Por outro lado, se as eq.(8.15) e eq.(8.16) sdo satisfeitas, uma estimativa para u,

¢ dada por:

1 1)

H A A ve0eH, V||H
2

””0

(8.18)

de modo que uma mudanga suave em F € H 2' produz uma mudanga também suave
em u,.

O MEF foi formulado no item anterior, onde se definiram sub-espacos, dados
respectivamente por S, < H, e S, < H,. Se o problema original ¢ bem colocado, o
desempenho do método depende somente das escolhas de S| ¢ S, .

Assumindo-se entdo que B(u,v) satisfaca as eq.(8.13), eq.(8.15) e eq.(8.16), a

forma discreta da eq.(8.15) pode ser escrita como:

inf sup _Bluy) > A(n)>0 (8.19)

uz0eS" v=0es? ||U \4

H; H,

Note que a eq.(8.19) ¢ uma analogia da eq.(8.15). Nao ¢ necessaria uma analogia
para a eq.(8.16), pois a mesma resulta atendida uma vez que S, e §, estdo contidas

em H, e H,,respectivamente e abrangidas pela eq.(8.7).

Por outro lado, sendo u, € H, e u, € S, tais que:
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B(u,,v)=F(v), VveH, (8.20)
B(u,v,)=F({v,) Vv, € S! (8.21)

Subtraindo-se a eq.(8.20) de eq.(8.21) e utilizando-se a primeira parte da
desigualdade dada pela eq.(8.13), pode-se escrever que:

C
<|1+—2\influ, —
i

(e (8.22)

n HI

A relagdo anterior serve para uma interpretagdo melhor sobre o escalar 4, que

aparece na condicao inf-sup, conforme o desenvolvimento que segue.
Sejam {¢.};'=1 e {l//,.};'zl bases para S, e S§,, respectivamente. Assim, se

1

u, € S, , pode-se escrever

u, = Ug, (8.23)
i=1

v, =D w,6U, (8.24)
j=1

onde U; e OU; sdo os deslocamentos € os deslocamentos virtuais nodais,
respectivamente. Assim, pode-se escrever a eq.(8.21) da seguinte forma:
> UB@,v,)= Fly,)j=1msn (8.25)
i=1

O sistema anterior pode ser expresso em notagdo matricial, introduzindo-se os

vetores: u= {U LU, }T e f={F(y, ),...,F (v, )}T . Assim sendo, tem-se:

Bu=f (8.26)

onde B € uma matriz n x n com elementos B, = B((o,.,y/ j).

A condigdo ﬂ(n) >0 ¢ necessaria ¢ suficiente para indicar a existéncia e
unicidade de uma solugdo para a eq.(8.26). Observa-se que esta condi¢do ndo diz nada

sobre a rela¢do entre u, e u,, ou seja, ela é necessaria mas ndo ¢ suficiente para

convergéncia.
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Assumindo-se que S, seja tal que, para qualquer u, € H,,

inf |u, — 7], =@"(u,) >0 com n - (8.27)
ZESY '

entdo, se ﬂ(n) > A, >0, aeq.(8.22) implica:

||ll0 - un

S (1 + ﬂf:;)}@"(uo) — 0 com 1 —> (8.28)

(havendo convergéncia, 4 € necessariamente positivo).

Por outro lado, se ﬂ(n)—) 0" com n— o, mesmo se a eq.(8.27) ¢é satisfeita,

pode existir u, € H, tal que:

" /0 com n —> (8.29)

||u0 - un

(A positivo ndo garante convergeéncia).

Em termos praticos, numa primeira etapa a condicdo de Babuska-Brezzi para
uma certa aproximagao (ﬂ(n) > () indica existéncia de solugdo. Numa segunda etapa a
constatacdo de ﬂ(n) — 0 para sucessivas aproximagdes mais refinadas indica que pode

haver problemas de convergéncia.

8.2.2 Determinacio Numérica de ﬂ,(n) para uma Formula¢io em Deslocamentos

Como salientado anteriormente, a condi¢do dada pela eq.(8.15) pode servir ao
controle das solu¢des obtidas com o MEF e por esta razao ¢ de interesse determinar um
valor de ﬂ(n). A determinagao analitica de /1(n), dependendo da formula¢do do MEF
estudada, pode ser dificil, seguindo dai a necessidade de sua avaliagdo numérica. O
desenvolvimento apresentado a seguir ¢ baseado em Babuska (1996).

Sejam, entdo as aproximagdes definidas em ue §; e ve§;, escritas em
funcdo de graus de liberdade nodais e bases de funcdes do espago de elementos finitos
definidos no item anterior. Primeiramente, reconhece-se que existem matrizes

simétricas positivas-definidas A4, e A,, tais que:

=v' A,v (8.30)

|

T .
u Au; ||v

2 2
H, - H,
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onde u e v sdo vetores que reinem graus de liberdade nodais
Da mesma maneira, pode-se escrever a forma bilinear B(u,v) como:
T
B(u,v)=v"Bu (8.31)

Seja a condigdo dada pela eq.(8.19), escrita da seguinte forma:

inf R(u) >A(n)>0 (8.32)

uz0eS" ll”H
1

B(u,v)

onde R(u)= sup |
v

v#0eS)

. Assim, com as eq.(8.30) e eq.(8.31), pode-se expressar R(u)

H,

da seguinte maneira:

B(u,v)= sup v Bu
1

R =
(ll) sup |v||H2 yE0eS! (VTAZV)E

v#0eSy

(8.33)

Por outro lado como A, ¢ simétrica e positiva definida, existe uma matriz

1 1 1

simétrica positiva definida AZE tal que A} AZE =A, , Babuska (1996). Definindo-se:

1 -1
Ajv=s e vV=AS s (8.34)
tem-se que :
T _ 2
s's=|w,, (8.35)
e
-
"A?B
R(u)= sup% (8.36)
sTs)Z
;1
Selecionando-se s= A,” Bu:
1 ot
"B"A?A?B !
R(u)> -2 22 %2 P8 (47 B” A7 Bu): (8.37)

A 2
(uTBTAZ2 o BuJ
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a desigualdade de Schwartz fornece:

-1
s"A? Bu 1
-1 2
L I< [uTBTAZZ Bu} (8.38)
(sTs)3
Assim:
1
R(u)=(u" B” A;'Bu): (8.39)

Das eq.(8.32) e eq.(8.39), tem-se:

T pT 4-1
B A;'B
ﬂz(n)=infuT—2u
ueS; u Alu

(8.40)

Na expressdo a direita da eq.(9.40) reconhece-se o quociente de Rayleigh, Bathe
(1996), e portanto A’ (n) ¢ o menor autovalor de um problema de autovalor

generalizado dado por:

B"A;'Bx = uA,x (8.41)

onde x e u sdo respectivamente os autovetores e os autovalores da eq.(8.41).

8.3 A Condic¢ao de Babuska-Brezzi (inf-sup) aplicada a FHMT

8.3.1 O Teste Numérico da Condicao de Babuska-Brezzi (inf-sup) aplicado a
FHMT.

8.3.1.1 Introducao

No item anterior, apresentou-se o procedimento numérico para determinagao do
/l(n). Neste item desenvolve-se o teste numérico da condi¢do inf-sup aplicado aos
elementos quadrilaterais da FHMT com enriquecimento, tendo por base o trabalho de
Chapelle e Bathe (1993). Antes, porém, comentam-se algumas caracteristicas do teste

numérico apresentado no trabalho de Chapelle e Bathe (1993).
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8.3.1.2 O inf-sup Teste Aplicado a Problemas Incompressiveis

Em Chapelle e Bathe (1993) o ’inf-sup teste’ é aplicado a problemas que
envolvem a condi¢do de incompressibilidade. Naquele trabalho, chama-se a atengao
para dois fendmenos comuns quando numa formulacdo em elementos finitos estdo
envolvidas grandezas como pressdo e deslocamentos: o fendomeno de travamento
(‘locking’) e a presenga de modos espurios.

Adotado um certo elemento finito, o fendmeno de travamento resulta de um
desvio sobre a propriedade de convergéncia e pode ser detectado pelo ‘inf-sup teste’
quando se obtém ﬂ(n) — 0, para uma seqiiéncia de malhas mais refinadas.

J& a presencga de modos espurios pode afetar somente a solvibilidade, ndo tendo
nenhuma relagdo com o travamento. De fato, Bathe (1996) ressalta que existindo modos
espurios, deve-se ignorar todos eles para o calculo de ﬂ(n) .

Assim sendo, aqueles autores sugerem que um elemento seja testado, no tocante
ao travamento, pelo calculo de /l(n) com a eq.(8.41), utilizando-se malhas com
refinamentos sucessivos. Ao menos trés refinamentos sdo recomendados para prever se
/1(n) sera limitado inferiormente por uma constante positiva. Em Chapelle e Bathe
(1993) seguindo a formulagdo apresentada, sdao testados varios elementos e os valores
numéricos comparados com a prova analitica da condi¢ao, quando disponivel, obtendo-
se para todas as situagdes confrontadas, resultados que confirmam, assim, a validade do

procedimento.

8.3.1.3 O inf-sup Teste Aplicado a FHMT com Enriquecimento

Sejam as equagdes que governam a FHMT escritas da seguinte forma:

L) So" fod2 + IuT(Lﬁa)dQ - J‘ui (Néo I = IET(Néa)dF (8.42)

I T,

[ou" (Lol =~[gu"bae2 (8.43)

IE ou" (NoWI" = [ ou'tdl’ (8.44)
I,
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Como apresentado em Schwab (1998) para a formulacdo hibrida-mista de

tensdo, pode-se definir para as €q.(8.42), eq.(8.43) e eq.(8.44) uma forma bilinear B(.,.)
e uma linear F(.), como segue abaixo:

B(UY)=[ 60" fodQ+ [u" (Loc)i2 - [ul(Noo)ar + [ou” (Lol + [ou’ (No)ar (8.45)
[2] 0 T,

I i

F()= [u"(NSoWI — | gu"bd 2+ [ Su" tal (8.46)
r, I

onde os espacos U = (O',u,u,) eV = (50',§u,§ur) sdo definidosem X x Y com:
X={(0',u,ur):0'eH,;u,urePZ(.Q)} (8.47)

Y ={(60,6u,6u,.): 6 € H, ;u,0u, « P*(2)} (8.48)

Da eq.(8.45), define-se a seguinte norma:

[0} =lo,u,ur ) = [ o’d+[(Lo) d@+[(No) dI +[u’dQ +[ujar  (8.49)
Q T, Q T,

Dessa forma, ficam caracterizados todos os elementos envolvidos na eq.(8.15).
Agora, para a aplicacdo do inf-sup teste ao elemento finito quadrilateral de quatro nos
da FHMT com enriquecimento, ¢ preciso determinar todas as matrizes envolvidas na
eq.(8.41). Para isso, consideram-se as mesmas bases aproximativas para os campos de
tensao e deslocamento no dominio e deslocamento no contorno, apresentadas no
capitulo 3.

Entdo, seja um elemento quadrilateral com o lado vertical esquerdo contido no

contorno do problema a ser analisado e um outro elemento qualquer do dominio. Ver

figura 8.1.
3 4 34 .
Q Q r
1 2 1 2

Elemento quadrilaterol de dominlo  Elemento quodrlloteral de dominlo
com a lodo vertlcol esquerdo no
contarno

Figura 8.1 — Elementos quadrilaterais de quatro nos analisados pelo inf-sup teste.
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Das eq.(8.30), eq.(8.31) e eq.(8.49) determinam-se todas as matrizes da
eq.(8.41). No apéndice (D) apresenta-se em detalhes a obten¢ao de cada uma dessas
matrizes.

Igualmente a formulacdo estudada no trabalho de Chapelle e Bathe (1993), a
FHMT também ¢ suscetivel a modos espurios. No trabalho de Freitas, Almeida e
Pereira (1999), salienta-se a presenca dos modos espurios estaticos, decorrentes do
desenvolvimento de dependéncias lineares entre as trés bases de aproximagao, como um
dos grandes entraves da FHMT. Nesse mesmo trabalho, destaca-se que este entrave
pode ser superado se a estrutura do “solver” utilizado para solu¢do do sistema de
equagdes lineares que governa o modelo hibrido-misto for adaptada para identificar e
descartar esses modos espurios estaticos.

Quando sao calculados os autovalores da matriz B , referente a forma bilinear da
eq.(8.26), (sem qualquer enriquecimento sobre as bases aproximativas da FHMT)
observa-se claramente a presenca de modos espurios estaticos, pois além dos trés
autovalores nulos, que correspondem aos movimentos de corpo rigido, existem mais
autovalores ndo nulos positivos, mas muito proximos de zero. Para efeito do inf~sup
teste adota-se, aqui, 0 mesmo procedimento sugerido em Bathe (1996) e no trabalho de
Freitas, Almeida e Pereira (1999), ou seja, descartam-se os autovalores proximos de
zero.

Nos casos de enriquecimento exclusivo sobre os campos de deslocamentos da
FHMT, tem-se claramente que o Teste do Mosaico ndo ¢ satisfeito. Com essas
condigdes de enriquecimento, verifica-se a presenca de mais de trés autovalores nulos
(modos espurios cinematicos), que indica a impossibilidade de solvibilidade do
problema. Dessa forma o inf-sup teste serd aplicado somente ao elemento finito
quadrilateral com as condi¢des de enriquecimento onde o Teste do Mosaico ¢ satisfeito,
pois se o problema nao tem solucao nao faz sentido estudar a existéncia e unicidade da
resposta numérica.

Com os elementos ilustrados na figura 8.1 foram realizados os ensaios
numéricos referentes ao inf-sup teste para varias condi¢des de enriquecimento utilizando
fungdes polinomiais (onde o Teste do Mosaico foi satisfeito) e com fungdes

trigonométricas. Os resultados, plotados na forma log x log, estdo apresentados nas

: ~ 1 ,
figuras que seguem, onde nas abscissas estdo alocados o log N/ com N o numero

de elementos na direcdo x (lado horizontal da chapa) e nas ordenadas o log(/l(n)).
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log (UN)
2 -1.8 -1.6 -14 -12 -1
o 0
- 04

log(valor do inf-sup)

—— Sem enriquecimento - elemento de dominio e contorno
—&— Sem enriquecimento - elemento de dominio

Figura 8.2 — inf-sup teste aplicado ao elemento quadrilateral de quatro nds sem

enriquecimento.
log (I/N)
-2 -1,8 -1,6 -14 -1.2 -1
\ 0
~
S 02
S
N
<
E] 04
2 ’\0\
--06
—o— Com enriguecimento Tensdo- todos os nos - elemento de
dominio e contorno
—&— Com enriguecimento Tensdo- todos os nos - elemento de
dominio

Figura 8.3 — inf-sup teste aplicado ao elemento quadrilateral de quatro nds com
enriquecimento sobre o campo de tensdes em todos os noés com a

fungdo ( y)z .
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log (I/N)
2 -1.8 -1.6 -14 -1.2 -1
0
X .
S A—
?S\ -\ | _04
<
~
=2
g 08
g
L 12

—e— Com enriquecimento Tensdo e Deslocamento- todos os

nos - elemento de dominio e contorno
—a— Com enriquecimento Tensdo e Deslocamento- todos os

nos - elemento de dominio

Figura 8.4 — inf-sup teste aplicado ao elemento quadrilateral de quatro nés com
enriquecimento sobre o campo de tensdes e deslocamentos no

s 7 ~ 2
dominio em todos os nds com a fungdo (y) :

log (I/N)
-2 -1.8 -1.6 -14 -1.2 -1
0

~ I
S
Né - -04
)
N - -08
=2
= 1.2
N r -1
S

--1.6

—— Com enriguecimento Tensdo -todos os nos- fungdo seno - elemento de

dominio e contorno
—4— Com enriquecimento Tensdo -todos os nos- fungdo cosseno - elemento de

dominio e contorno

Figura 8.5 — inf-sup teste aplicado ao elemento quadrilateral de quatro n6és com
enriquecimento sobre o campo de tensdes no dominio em todos os

nés com as fungdes sen|_(y)2J e cos[(x)ZJ.
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log (I/N)
) -1.8 -16 -14 .12 -1
0
-~
5 04
=
<
3 - -0.8
3
N—
&
~ L .12

—&— Com enriquecimento Tensdo - 2 nos - elemento de dominio

e contorno
—a— Com enriquecimento Tensdo - 2 nos - elemento de dominio

Figura 8.6 — inf-sup teste aplicado ao elemento quadrilateral de quatro nds com
enriquecimento sobre o campo de tensdes em dois ndés com a

fun¢do ( y)z .

log (I/N)
19 18 -17 -16 -15 -14 -13 -2 -1l -
‘ 0
-
® 04
3 ‘\A\‘
N
S
g 08
&
12

—— Com enriquecimento Tensdo-1 no - elemento de dominio
e Contorno
—A— Com enriguecimento Tensdo - 1 no - elemento de dominio

Figura 8.7 — inf-sup teste aplicado ao elemento quadrilateral de quatro nds com
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Figura 8.8 — inf-sup teste aplicado ao elemento quadrilateral de quatro nés com
enriquecimento sobre o campo de tensdes no dominio em um nod

com as fungdes sen|_(y)2J e cosl_(y)ZJ.

8.4 Discussoes sobre a Condicao de BabuSka-Brezzi (inf-sup) aplicado
a FHMT com Enriquecimento Nodal

Dentro do contexto da determinacdo das condi¢gdes de convergéncia da resposta
dada pela FHMT, iniciou-se o estudo da condi¢ao de Babuska-Brezzi que ¢ necesséria e
suficiente para existéncia e estabilidade de qualquer resposta numérica para formulagao
em elementos finitos. Prop0s-se um teste numérico (inf-sup teste), apresentado no item
anterior, derivado da condicdo de Babuska-Brezzi para analisar se o Elemento Finito
Hibrido-Misto de Tensdo Quadrilateral com enriquecimento nodal pode proporcionar
respostas estaveis ou nao.

Na aplicagdo do inf-sup teste, verificou-se a tendéncia de obtencdo de uma

constante positiva (/l(n)> 0) para o elemento quadrilateral (dominio ou

dominio/contorno) com todas as condi¢gdes de enriquecimento polinomiais e
trigonométricas propostas, como apresentam os graficos das figuras 8.2, 8.3, 8.4, 8.5,
8.6 ¢ 8.7, 0 que indica a verificacdo da condi¢do de Babuska-Brezzi.

Em particular, quando se analisaram os resultados do inf-sup teste, pode-se
observar que com as condi¢des de enriquecimento utilizando fung¢des polinomiais e

trigonométricas, nas quais o Teste do Mosaico foi satisfeito, ndo houve problemas de
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travamento da resposta, confirmando assim a validade das previsdes do Teste do
Mosaico sobre a solvibilidade do problema.

Comentou-se que nas situagdes com enriquecimento onde a condi¢do necessaria
dada pelo Teste do Mosaico ndo foi satisfeita, ndo faria sentido aplicar o inf-sup teste.
Mesmo assim, para esses casos, procurou-se calcular o valor do A(n) utilizando-se
malhas com refinamentos sucessivos. Observou-se que apds descartar os modos
espurios estaticos, nos trés refinamentos analisados, obteve-se um menor autovalor
ﬂ(n)= 0, confirmando, assim a robustez, do inf-sup teste proposto como ferramenta
para a andlise da existéncia e estabilidade da resposta numérica dada pela FHMT com

enriquecimento nodal.
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9. Conclusoes e Consideracoes Finais

Nesta pesquisa de mestrado estudou-se a formulagao Hibrida-Mista de Tensao
combinada com a possibilidade de aplicagdo do Método dos Elementos Finitos com
enriquecimento nodal. O enriquecimento nodal, proposto originalmente no Método sem
malha denominado Método das Nuvens “hp”, foi aqui utilizado sobre os noés de uma
malha de elementos finitos e consistiu na adi¢do de novos graus de liberdade a um
conjunto de nos pré-selecionados, aumentando o grau da aproximagdo sem a
necessidade de refinamento da malha.

A discretizagdo foi feita com elementos finitos quadrilaterais de quatro n6s com
fungdes de aproximagdo Lagrangianas bilineares para os campos de tensdo e
deslocamento no dominio e Lagrangianas lineares para o campo de deslocamento no
contorno.

Para o enriquecimento nodal adotaram-se fung¢des polinomiais, fungdes
trigonométricas, polindmios correspondentes a distribuicdes de tensdo auto-equilibradas
ou mesmo fungdes especiais relacionadas as solu¢des dos problemas de fratura. Foram
analisadas varias condigdes de enriquecimento sobre os campos de tensdo e
deslocamento no dominio e deslocamento no contorno.

No tocante a precisao dos resultados numéricos, utilizou-se o confronto entre os
valores da energia de deformacdo dos exemplos modelos e os obtidos com a FHMT
com enriquecimento nodal. Observa-se que poderiam ser utilizados outros tipos de
norma (por exemplo, a norma de energia) para comparagdo de resultados e obter,
eventualmente, margens de erro menores. Como ja pontuado, a avaliacdo qualitativa
depende da norma adotada e ndo € objeto de consideragdo rigorosa neste trabalho.

Os resultados numéricos obtidos apontaram, em geral, para uma avaliagdo
positiva sobre a eficiéncia da alternativa numérica adotada. Particularmente, merecem

destaque os resultados obtidos com enriquecimento pelo emprego de fungdes especiais,
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que permitiram identificar as zonas de concentracdo de tensdes mesmo com malhas
pouco refinadas. Entretanto, nem todas as combinag¢des de enriquecimento conseguiram
gerar niveis de energia de deformacao satisfatoria ou boa estimativa para os campos de
tensdo e deslocamento. Em alguns casos ndo se obteve sequer convergéncia. Por esta
razdo, ¢ para fins de complementagdo do trabalho, passou-se a investigar as condigdes
para convergéncia da resposta numérica da FHMT com estratégia de enriquecimento
nodal da aproximacao.

Inicialmente, com base no trabalho de Zienkiewicz et al. (1986), propds-se um
teste simples (denominado aqui de Teste do Mosaico) como indicativo da estabilidade
do sistema de equagdes lineares resultante. Nesse teste, essencialmente, realiza-se uma
comparagdo entre o nimero dos graus de liberdade das tensdes e deslocamentos em
“mosaicos” ou nuvens do dominio e contorno do problema.

Mostrou-se, por um lado, que o Teste do Mosaico esta ligado a solvibilidade do
sistema discreto. De fato, em todas as investigacdes onde o Teste do Mosaico nao foi
verificado, os resultados obtidos para os campos aproximados e para a energia de
deformacdo ndo foram coerentes.

Por outro lado, observou-se que dependendo das fungdes e dos campos
aproximados que sdo escolhidos para o enriquecimento, podem existir situacdes onde o
Teste do Mosaico ¢ satisfeito, mas sem convergéncia global da solugdo. Com essa
ultima observacdo, conclui-se que o Teste do Mosaico ¢ somente uma condi¢do
necessaria para solvibilidade e estabilidade.

Para avaliar melhor a questao da solvibilidade do sistema de equagdes lineares
discretas da FHMT com enriquecimento, passou-se a uma analise dos autovalores da
matriz dos coeficientes do sistema. Para um Unico elemento finito quadrilateral foram
determinados os autovalores, considerando-se as bases aproximativas dos trés campos
da FHMT e algumas das fun¢des enriquecedoras utilizadas no trabalho. Conclui-se que
ndo ha convergéncia na resposta numérica quando para um determinado tipo de
enriquecimento aparecem mais de trés autovalores nulos (correspondentes aos
movimentos de corpo rigido).

Este numero adicional de autovalores nulos tem a ver, como sera comentado
mais adiante, com os modos cinematicos espurios.

E importante observar que o procedimento numérico utilizado para solugdo do
sistema de equacdes lineares foi a combinagdo do método iterativo de Babuska

juntamente com métodos para matrizes esparsas. Em todos os exemplos numéricos,
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onde as condigdes necessarias e suficientes para solvibilidade foram satisfeitas, esse
procedimento mostrou-se bastante eficiente.

A suscetibilidade a modos esplrios estiticos e cinemadticos ¢ um ponto de
vulnerabilidade da FHMT com enriquecimento nodal. Os modos espurios estaticos
existem para a situacdo sem enriquecimento. Sabe-se que esses modos, quando
identificados e descartados nao interferem na solvibilidade do sistema de equagdes
lineares (FREITAS, ALMEIDA e PEREIRA (1999)). O método de Babuska, pontuado
anteriormente, consegue identificar os modos espurios estaticos e elimina-los. Ja os
modos espurios cinematicos podem surgir quando os campos de deslocamentos sdo
exclusivamente enriquecidos ou simplesmente pela escolha inadequada da funcao
enriquecedora utilizada para ampliar as bases aproximativas da FHMT (que foi o caso
onde o Teste do Mosaico foi verificado, mas a solu¢do ndo apresentou convergéncia). A
presenga desses modos leva a impossibilidade de existéncia e estabilidade da resposta
para a FHMT com enriquecimento nodal da aproximacao.

Para complementar o estudo da existéncia e estabilidade de solugdo, passou-se a
analise da condicdo necessdria e suficiente de Babuska-Brezzi (inf-sup) aplicada a
FHMT com enriquecimento nodal. Esse tema constitui-se em outra contribuicdo
original deste trabalho. Um teste numérico (inf-sup teste) dessa condi¢do foi entdo
proposto, tendo-se como referéncia os trabalhos de Chapelle e Bathe (1993), para
verificar se os elementos finitos hibridos-mistos quadrilaterais com enriquecimento sdo
estaveis ou ndo.

Os ensaios numéricos com o inf-sup teste revelaram que:

e O elemento finito hibrido-misto sem enriquecimento ¢ estavel, pois conseguiu-se

/l(n) > (), indicando verificacao do critério de Babuska-Brezzi.

e O celemento finito hibrido-misto enriquecido por fungdes polinomiais e
trigonométricas também ¢ estavel, pois obtiveram-se ﬁ,(n)>0 nas vdrias

situacoes testadas.

o O inf-sup teste ¢ também condicdo necessaria e suficiente para solvibilidade da
eq.(3.32), pois em todas as situagdes onde o Teste do Mosaico ndo foi satisfeito
ou mesmo sendo satisfeito, detectou-se a presenca de modos espurios

cineméticos, obteve-se ﬂ(n) =0.
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Pode-se concluir, finalmente, que os ensaios numéricos realizados sobre a chapa
tracionada simetricamente e a chapa com fenda e nos quais o inf-sup teste foi verificado,
mostraram que a combina¢do dos elementos finitos hibridos-mistos de tensdo com o
enriquecimento nodal pode ser uma interessante alternativa para obteng¢do de uma boa
precisdo nas estimativas dos campos de tensdo e deslocamento sem que seja necessario
o emprego de malhas exageradamente refinadas. De fato, a utilizagdo de discretizagdes
simples e o enriquecimento sobre alguns nds enriquecidos em regides de maior
interesse, foram suficientes para gerar bons resultados, principalmente no tocante a
representacao dos campos de tensdo.

Como propostas para desenvolvimentos futuros, citam-se:

e Implementacdo de novos elementos finitos para as analises via FHMT com
enriquecimento da aproximag¢do nodal.

e Avaliacdo da possibilidade de extensdo da estratégia de enriquecimento nodal
para as aproximagdes envolvidas na Formula¢do Hibrida Pura. Vale salientar
que o enriquecimento proposto pelo Método das Nuvens ‘hp’ ¢ realizado sobre
bases aproximativas que constituem uma PU e por esta razao esta proposta deve
ser cuidadosamente analisada, visto que as bases aproximativas de tensdo da

Formula¢ao Hibrida Pura nao constituem uma PU.
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APENDICE A - Solucéo do Sistema de Equacdes Gerado pela
Aplicacdo do MEFG na FHMT — Método de Babuska

O sistema de equacdes lineares discretas do modelo hibrido-mista, eq.(3.32), tem
como caracteristicas principais: a simetria ¢ a alta esparsidade. Ao contrario dos
sistemas de equacgdes obtidos por meio da formulagdo classica do MEF, a eq.(3.32),
dependendo das bases utilizadas na aproximacgao e do tipo de enriquecimento realizado
sobre os campos de tensdo e deslocamento no dominio e deslocamento no contorno, ¢é
suscetivel a modos espurios cinematicos e/ou estaticos. Entdo € possivel que o sistema
de equagdes representado pela eq.(3.32) seja indeterminado uma vez que nao € possivel
a priori se eliminar todas as dependéncias lineares.

O método iterativo de Babuska ¢ adotado neste trabalho para solucdo da
eq.(3.32), pois com sua utilizacdo, busca-se contornar a dependéncia linear entre linhas
e colunas desse sistema de equagdes.

Para sua apresentagdo, considere-se a eq.(3.32) escrita da seguinte forma:

Ax=b (A1)
onde
F A, -A, Sa 0
A=| AL 0 0 |sx=|qgo|eb=| 0
—A; 0 0 qr -0r

Com a ajuda da matriz diagonal dada por:

B= [diag(F)]‘§ (A.2)

O sistema representado pela eq.(A.1) pode ser balanceado conforme:
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Ax=b (A.3)
onde
BFB BA, - BA, Sa | 0
A=| ALB 0 0 |sX=|qga|eb=| 0
-A;B 0 0 qr -0r
Nota-se que:
diag(BFB) =1 (A.4)
€
s, =Bs, (A.5)

A eq.(A.5) deve ser utilizada apds se obter a solugdo da eq.(A.3). Seja entdo a

seguinte aproximagdo de A :

A=A+el (A.6)

onde & ¢ uma numero positivo pequeno. A eq.(A.6) garante que A seja positiva

definida. O método de Babuska pode ser resumido no seguinte algoritmo a seguir:

. j=0; X,=0; 7, =h;
2. resolva Aa; =r;;
3. X, =X, +a;;
4 P =F-Aa, (A.7)
5. jej+1;
_T_
r.r.
6. se |—==— >tol volte para o passo 2.
x; Ax,

onde a; € o erro na iteragdo j e r; € o residuo no iteragdo j.
No passo 2 do algoritmo anterior o sistema deve ser resolvido por um método

numérico que leve em conta a estrutura e a esparsidade da matriz 4. Neste trabalho
foram experimentados tanto os métodos diretos, como o de Choleski com

armazenamento esparso, como iterativos como, o método dos Gradientes Conjugados

pré-condicionado pela decomposi¢ao incompleta de Choleski de A.
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A convergéncia de (A.7) tem-se mostrado rapida em todos os casos testados,
onde os testes para analise da solvibilidade da eq.(3.32) sdo satisfeitos, com menos de
trés iteragdes para £ =10" e tol =107", nas analises sem enriquecimento. Nas analises
com enriquecimento mediante fun¢des polinomiais adotaram-se os mesmos valores
anteriores, enquanto que €=10" e to/ =107 foram adotadas nas analises com
enriquecimento usando fungdes ndo-polinomiais, trigonométricas e polindmios

correspondentes a distribuicdes de tensdo auto-equilibradas.



Apéndice B 136

APENDICE B - Métodos sem Malha

B.1 Consideracoes Iniciais

Nos métodos sem malha a solu¢do aproximada do PVC ¢ feita a partir de um
conjunto de pontos nodais dispersos no dominio sem conectividade pré-estabelecida,
ndo existindo assim, uma malha de elementos finitos.

Em Torres (2003), pontuam-se algumas das principais motivagdes limitagdoes do
MEF como para o desenvolvimento dos métodos sem malha. Entre as limitagdes
destacam-se: a geracdo de malha, na formulagdo em deslocamentos do MEF, ¢
realizada com grande custo computacional; o procedimento h-adaptativo numa certa
regido do problema demanda uma nova malha de elementos e, o MEF classico nao
favorece a resolucao de problemas no &mbito da mecanica da fratura.

Como serdo evidenciadas mais adiante, as fun¢des de forma da maioria dos
métodos sem malha s3o obtidas com a utiliza¢ao das fung¢des aproximadoras do Método
dos Minimos Quadrados Moveis (MMQM) (LANCASTER; SALKAUSKAS,
1981,1990). No MMQM os elementos fundamentais para constru¢do da aproximagao
local de um certo ponto do dominio sdo: uma base de fung¢des (geralmente polinomiais),
funcdes de ponderagdo e uma regido de influéncia ou nuvem.

Em Barros (2002) foi apresentado um resumo das varias denominagdes dos
métodos que eliminam ou reduzem em parte a necessidade de construcao de uma malha

de elementos finitos na discretizagdo de um dominio. Reproduz-se este resumo a seguir:

e Hidrodindmica de Particulas Regularizadas (Smoothed Particle

Hydrodynamics-SPH), (MONAGHAN, 1982,1994);

e Mc¢étodo de Galerkin por Ondas Pequenas (Wavelet Galerkin Method),
(AMARATUGA; WILLIAMS, 1997);
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e Método das Particulas com Reproducdo de Nucleo (Reproducing Kernel

Particle Method — RKPM), (LIU et al., 1995).

e M¢étodos baseados diretamente nas aproximacdes do Método dos

Minimos Quadrados Moveis (MMQM):

Meétodo dos Elementos Difusos, MED (Difuse Element Method-
DEM), (NAYROLES; TOUZOT; VILLON, 1992);

M¢étodo de Galerkin Livre de Elementos, MGLE (Element Free
Galerkin Method — EFGM), (BELYTSCHKO; LU; GU, 1994);
Método dos Pontos Finitos, MPF (Finite Point Method — FPM),
(ONATE; IDELSOHN; ZIENKIEWICZ, 1995), (ONATE et al.,
1996a, 1996b);

e M¢todos baseados na defini¢cao da Parti¢ao da Unidade (PU):

M¢étodo das Nuvens “hp” (hp-clouds Method), (DUARTE;
ODEN, 1995), (DUARTE, 1996) ¢ (DUARTE; ODEN, 1996 a,
1996b);

Método dos Elementos Finitos da Particio da Unidade, MEFPU
(Partition of Unity Finite Element Method — PUFEM),
(MELENK, 1995), (MELENK; BABUSKA, 1996) e
(BABUSKA, MELENK, 1997).

Mesmo nao estando incluidos nesta listagem, alguns trabalhos em diferengas

finitas sdo também considerados precursores no desenvolvimento dos métodos sem

malha (Liszka e Orkisz (1977,1980) e Pavlin e Perrone (1975)).

Os trabalhos dos dois ultimos grupos, citados no resumo acima, se destacam

pelo pioneirismo e consolidagao dos métodos sem malha.

O Método das Nuvens “hp” apresenta como particularidade o processo de

construcdo da sua familia de fungdes aproximadoras. A denominagdo de “hp” do

Me¢étodo das Nuvens ¢ devido a grande versatilidade do mesmo para combinar os
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enriquecimentos do tipo “h”, que introduz novos pontos nodais ao dominio, com os do
tipo “p”, que introduz fungdes de graus superior com novos parametros nodais a eles
associados.

Mas a caracteristica mais peculiar do método é que caso seja necessario o
enriquecimento da aproximacgao, pode-se introduzir novos mondmios ou outro tipo de
fungcdo multiplicando a base de fungdes proposta inicialmente, sem a necessidade de
novos pontos nodais na discretizacdo original.

A Unica exigéncia para que se possa realizar o enriquecimento sobre as fungdes
de forma originais do Método das Nuvens “hp”, é que estas constituam uma Parti¢do da
Unidade (PU). Mas essa caracteristica ¢ intrinseca as fungdes de forma do Método das

Nuvens “hp”, pois estas sdo obtidas a partir das fung¢des aproximadoras do MMQM que

constituem uma PU.

B.2 Formulacido Geral dos Métodos sem Malha com Base no Método
dos Minimos Quadrados Mdveis (MMQM)

Para apresentacdo da formulacdo dos métodos sem malha, considere-se o
conjunto de pontos nodais, distribuidos no dominio € e indicados por

Oy = {x,,x2 yooes Xy },xj € 2. Com centro em x;, defini-se a area de influéncia ou

nuven @;, com a regido limitada por uma medida r;, representada por:

w.:{xeﬂ;x—xjHSrj} (B.1)

J

Na eq.(B.1), xeQ representa um ponto qualquer do dominio Q. A
distribuicdo de pontos e nuvens ¢ tal que a unido de todas as nuvens constitui uma

regido J, que deve englobar o dominio €2 e seu contorno. Caracteriza-se essa regido

como:

N
3y=Jo»,,3y >0 (B.2)
j=1

J
onde Q inclui o interior e o contorno da regido Q.
Define-se também uma fungdo ponderadora continua W;, associada a cada
nuvem @; , que assume valores ndo-nulos somente nessa vizinhanga do n6 x;. Estas

fungdes que apresentam valor ndo-nulo apenas numa dada regido do dominio sdo
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denominadas fungdes de suporte compacto. Formalmente, indica-se: W, € C{ (a) j),
onde ¢ representa grau de derivada continua de W;, @; a vizinhanga de x; em que a
fungio peso € definida e o indice 0 indica que a fungdo peso W; tem valor diferente de

zero somente no interior de @ ;e

T'b ¢ o raio que define

anuvem @ p

Nuvem

@, - pontos
cuja aproximacdo sera
influenciada pelo né A

Ponto x;jestd na nuvem formada pela envoltéria das
nuvens B e C.

Figura B.1 — Representacio das nuvens e suas influéncias num dominio Q € R*

Observa-se a na figura B.1 que um ponto x; do dominio pode ser englobado por
mais de uma nuvem. Dessa forma, a aproximagdo no ponto x; sera determinada pela

combinacdo das funcdes de forma locais ou nuvens em que ele esteja incluido.

Foi salientado que na grande maioria dos métodos sem malha, as fungdes
aproximadoras sdao construidas pelo Método dos Minimos Quadrados Moveis
(MMQM). O MMQM ¢ um método de geracao de fungdes de aproximacao introduzido
por Shepard (1968). Com os trabalhos de Lancaster e Salkauskas (1981,1990), o
MMQM foi aprimorado, mas permaneceu, na época, sem muita importancia dentro das
pesquisas em elementos finitos.

Para entendimento do MMQM e conseqiientemente da obtencao das funcdes de
forma utilizadas pela maioria dos métodos sem malha, considere-se o problema simples
de encontrar uma fun¢do de aproximag¢do a partir de um conjunto de dados

u,j=1,..,N associados a cada ponto x;. Assume-se que a aproximacio seja descrita

pela seguinte expressao:
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u(x) = ix) = p" (x)ar(x) (B3)

onde p” (x) = {p1 (x), D, (x),..., P (x)} ¢ o vetor, de dimensdo m , que guarda a base de
fungdes adotada (geralmente polinomial) e aT(x) = {al (x),a,f2 (x),...,am (x)} € o vetor,
também de dimensdo m , que contém as constantes da combinagdo linear que define a
aproximacao associada ao ponto x.

Diferentemente do Método dos Minimos Quadrados classico, no MMQM, os
parametros “a ” sdo determinados pela minimizagdo da funcdo que retne o quadrado

das distancias entre os N valores dados de u ; (definido em cada ponto x;) e os
valores fornecidos pela aproximagao ﬁ(x j) (nos mesmos pontos), ponderados por uma
fun¢do W; de suporte compacto (C 0). Assim, a fun¢do a ser minimizada pode ser

representada matematicamente pelo seguinte funcional quadratico (J ) :

2

J(x)= ﬁ: W, (x.i - xI(ﬂj -p' (x)a(x))] (B:4)

Jj=1

A fungdo ponderadora W; ¢ definida em cada ponto do dominio € e, nesse

sentido, pode ser considerada como movel, ou seja, acompanha o ponto onde se deseja
definir a aproximacao.

Para a minimizagdo da eq.(B.4), impde-se a condigdo necessaria para
estacionariedade de um funcional, ou seja, a nulidade de sua primeira derivada parcial

em relagdo a cada coeficiente «;,i =1,...,m . Assim:

ONijj—x ﬁi—pTx x)[
e A .
oa; oa. )

l l

A solucdo do sistema de m equacdes lineares geradas pela eq.(B.5), fornece a

seguinte expressao para o calculo do vetor a(x):

a(x)= H(x)> 6, ()i, (B.6)

j=1

onde a matriz H (x) ¢ dada por:
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H(x)= ENZ W, (x, - x)plx, Jp" (x;) (B.7)

J=1

e o vetor G (x) por:

G,(x)=w,(x; - x)plx;) (B.8)

Substituindo-se a eq.(B.6) na eq.(B.3), tem-se a nova apresentacdo para a

aproximacao da fung¢ao u(x):

ﬂﬂ=2%&% (B.9)

sendo as fungdes de forma ¥, (x) dadas por:

¥,(x)=p" (x)H ' (x)G,(x) (B.10)

Define-se assim, uma fungdo de forma para cada ponto x;.

A principal desvantagem do MMQM ¢ que a sua aproximagdo ¢ rapidamente
destruida se o nimero de nés, N, largamente excede o nimero m de termos do vetor

p(x) que guarda a base de fungdes adotadas. Isto faz sentido, pois qualquer

aproximacao por minimos quadrados, o valor nodal aproximado ﬁ(x j) ¢ diferente do
valor u; . Por outro lado, devemos ter como condi¢do necessaria (mas ndo suficiente)

para que a matriz H (x) dada pela eq.(B.7) seja inversivel € que este mesmo numero de
nés, N, que contribuem para a aproximacdo seja maior ou igual ao niumero m de
fungdes da base p(x).

As fungdes de forma ‘Pj(x) obtidas pelo MMQM, tem uma caracteristica
basica: elas constituem uma Particdo da Unidade (PU). Direta ou indiretamente todos os
métodos sem malha citados envolvem esse conceito. Convencionalmente , num ponto

x o conjunto de fungdes de forma ¥, (x), associados a subdominios @;, que o contém,

constituem uma Particdo da Unidade caso satisfagam algumas condigdes. Estas

condi¢des estio apresentadas, por exemplo, em Torres (2003) e sdo transcritas abaixo:
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1) ‘I‘j(x)e Ccy (a) j): as funcdes de forma pertencem ao conjunto de fungdes
para os quais @; ¢ um suporte compacto (incluindo-se suas derivadas até a ordem
infinita). Isto significa que ¥, (x) e suas derivadas assumem valores ndo-nulos apenas

no interior da regido @;.

2) ZY’. (x)=1 : esta condigdo ¢ essencial para assegurar que as funcdes de

forma sejam capazes de reproduzir de modo exato uma funcdo constante e assim
garantir a convergéncia da aproximac¢ao a medida que novos pontos nodais sejam
acrescentados ao dominio.

Para melhor compreensdo da afirmacdo anterior, considere-se a aproximacao
dada pela eq.(B.9). Admitindo-se que a fungdo a ser aproximada ¢ uma constante, assim

u(x)=k e todos os valores nodais u ;=k,VYj=12,.,N . Dessa forma a condi¢do

abordada neste item ¢ necessaria, pois:

u(x)~ a(x)= ZN:Tjk = ki ¥, , como ZN:TI. =1, entdo :

J=1 j=1 J=1

u(x) ~ ft(x) =k

Com a verificacdo dessa segunda condicdo, tem-se que a aproximagao ﬁ(x)
representa exatamente qualquer constante. Isto implica, no caso da formulacdo classica
em deslocamentos do MEF, na capacidade de se reproduzir em movimentos de corpos
rigidos, o que ¢ um dos critérios utilizados pelo Teste do Mosaico (“Patch Test )
proposto por Irons e Razzaque (1972) e Irons e Ahmad (1980), como condicdo de

convergéncia da solucdo discreta.
3) ‘Pj(x)ZO em Q.
4) Todo sub-conjunto compacto de € intercepta apenas um numero finito de

suportes ¥, (x)

As quatro condi¢Oes acima sdo bastante restritivas e para fins praticos elas
podem ser “relaxadas”. Dessa forma, a primeira condi¢do que exige suporte compacto

até a ordem infinita nas derivadas, pode ser relaxada de tal forma que as fungdes de
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suporte compacto até uma ordem finita de derivada sao ainda consideradas uma particao
da unidade. Por isso, as fungdes Lagrangianas amplamente empregadas como fungdes
de forma do MEF cléssico, podem ser consideradas uma PU.

Destaca-se, mais uma vez, que as fungdes ponderadoras W, juntamente com a

base polinomial p(x) adotada, sdo responsaveis pela continuidade da aproximagdo

gerada a partir da fungdo de forma ¥, (x) Pode-se demonstrar que:

p(x)eCk(a)j)
w,(x)e Cé(a)

J

ﬁ(x)e C‘;“i“("’l)(a)j) se ) (B.11)

Por ultimo, tem-se que qualquer fun¢do que seja uma combinagdo linear dos

mondmios da base p(x) pode ser exatamente reproduzida pela aproximagao.

B.3 O Método das Nuvens “hp”

Em Duarte (1996), foi apresentada uma nova classe de func¢des de forma,
denominada de familia de Nuvens “hp”. Essa nova familia de fungdes ¢ obtida
basicamente pela multiplicagdo das fungdes de aproximacdo do MMQM, que
constituem uma PU, por fung¢des (geralmente polinomiais) linearmente independentes.

A familia de Nuvens “hp” foi desenvolvida para gerar aproximagdes do tipo
polinomial de ordem mais elevada a partir de uma base polinomial fraca sem a
necessidade de inserir novos pontos nodais ao dominio discretizado. Com isso, elimina-
se um grande entrave encontrado quando se deseja aproximacgoes, do tipo polinomial, de
ordem mais elevada através do MMQM; essencialmente ligada a garantia de que a
matriz H (x) seja inversivel , ouseja, N > m.

Para apresentacdo formal da familia de Nuvens “hp”, considere-se, para o caso

unidimensional, que as fungdes de forma ¥, (x), eq.(B.10), tenham sido obtidas a
partir de uma base polinomial p, = {l,x,xz,...,xk} e de fungdes ponderadoras W

eC/! (a) i ), tal que ¢ 2 k. Pode-se mostrar que qualquer polindmio de ordem menor ou

igual a k pode ser exatamente reproduzido pela aproximagdo gerada. Para elevar a

ordem da aproximagao até a ordem p , tal que p > k, passando entdo a corresponder a
uma nova base p, = {l,x,x2 peeey XX orry X P }, define-se uma familia de fungdes formada

pela soma das fungdes de aproximacao originais com as fungdes resultantes do produto
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de cada wuma das fungdes originais pelas componentes do conjunto

P,—Pi = {xk“ yorey X7 } A classe de funcdes assim definida denomina-se familia de

funcdes de forma do Método das Nuvens “hp” e tem a seguinte representacao:

;i :i=k+1,...,p} (B.12)

Substituindo-se as fungdes apresentadas na eq.(B.12) na aproximacao fornecida

pela eq.(B.9), tem-se:

ii(x) = iyfj(x){ﬂj + Y. x'b j(,._k)} (B.13)

onde b;;_,) sdo os parametros adicionais aos nos em fungdo do enriquecimento

analisado.
Segundo Duarte e Oden (1996), quando se utilizam as fungdes de forma da
familia do Métodos das Nuvens “hp”, a taxa de convergéncia da resposta depende

somente da base final p,, ou seja, a base original p, ndo tem influéncia sobre ela. Por
isso, € usual escolher como base inicial p, a base mais simples , p,_, ={1},
eliminando-se assim, a necessidade de inversio da matriz H (x) Dentro dessas

condicdes, as expressoes da matriz H (x) , do vetor Gj(x) e das funcgdes das fungdes

de forma ¥, (x) (denominadas, nessa situacdo, de fun¢des de Shepard), resultam em :

H(x)= ﬁWj(xj N 1111} 1 % [ — (B.14)
= ;Wj(xj _x)
G,(x)=W (x, - xJt}=w,(x, - x) (B.15)

W, (xj B x)

) ]Zj;W,-(x,- —x)

¥, (x)=p" (x)H " (x)G,(x) (B.16)

As fungdes Shepard podem constituir uma PU, pois satisfazem em particular a

N
condicao Zij(x)=l, ou seja, podem representar de modo exato uma constante.
j=1
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Mesmo sabendo que as fun¢des de Shepard sdo aproximagdes pobres, estas sao muito
utilizadas como base inicial para a familia das Nuvens “hp”. Outro fato importante ¢
que mesmo o aumento do nimero de varidveis em regido de enriquecimento,
comparando-se com o emprego de base polinomial inicial de mesma ordem, é

compensado pela redugdo do esforco computacional para a inversao da matriz H (x)
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APENDICE C - Condicio Algébrica

No capitulo 6 foi utilizado um teorema da algebra matricial para provar as
condi¢des minimas necessarias para estabilidade do sistema analisado no trabalho de

Zienkiewicz et al (1986). Esse teorema ¢ enunciado da seguinte forma:

“Dados uma matriz C de dimensdo (nyxnx), e uma matriz B de dimensdo
(nxxn y) a matriz D de dimensio (n ,Xn y) resultante da multiplicagdo de CB so6 sera
inversivel se n, 2 n 7.

Para a prova do teorema acima, considere que existe uma matriz E de dimensao

(nyxny) tal que:

D-E=1 (C.1)

onde I ¢ a matriz identidade de dimensao (n Jxn, )
Considere-se também TC, TB e TD as transformagdes lineares cujas matrizes

relativas as bases candnicas sdo C ,B ¢ E .

IC: R, em R, (C.2)
TB: R, em R, (C.3)
TE : iRny em iRny (C4)

onde R, sdo os reais de dimensdon, ¢ R, osreais de dimensdon, .
* v

Dessa forma, pode-se escrever a eq.(C.1) da seguinte forma:

TC -(TBE)=1 (C.5)
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A eq.(C.5) ¢ a aplicagdo identidade que por definicdo ¢ bijetora. Como I ¢

sobrejetora entdo TC € sobrejetora e, portanto obrigatoriamente , deve-se terin, 2 n .
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APENDICE D — Desenvolvimento das Matrizes Envolvidas no
inf —sup Teste

No capitulo 8, foi apresentado o inf-sup teste aplicado a FHMT. Neste apéndice
serdo desenvolvidas todas as matrizes envolvidas na eq.(8.41) para um melhor
entendimento sobre o teste numérico proposto. Foram considerados os elementos da
figura 8.1 para analise com o inf-sup teste.

Dos elementos propostos na figura 8.1 e sem enriquecimento algum sobre as

bases aproximativas envolvidos na FHMT, pode-se escrever:
e Para as tensdes no dominio:
G=S8, 59 (D.1)
onde S, ¢amatriz que guarda as aproximagdes para o campo de tensao:
o, 0 0 o, 0 0 o, 0 0 @, 0 0

S,=[0 @ 0 0 o, 0 0 9o, 0 0 o, 0 (D.2)
0 0 o, 0 0 9, 0 0 o, 0 0 o,

e s, € o vetor que agrupa os graus de liberdade do campo de tensdes no dominio:

To_
So —{O'x, o, T o, o, T c, o, t, O©, O, rxh} (D.3)

Vi Xy X2 Y2 Xy2

e Para os deslocamentos no dominio:
u=U, 4, (D.4)

onde U, ¢ a matriz que guarda as aproximacdes para o campo de deslocamento no

dominio:
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B o, 0 o, 0 o, 0 ¢, 0

U, (D.5)

0 o, 0 o, 0 o, 0 o,

e q, ¢ o vetor que agrupa os graus de liberdade do campo de deslocamentos no

dominio:
T
9o = [”1 v, u, v, u; V; U, v4] (D.6)
e Para os deslocamentos no contorno:
ﬁ, =Uri.qr (D.7)

onde U, ¢ a matriz que guarda as aproximagdes para o campo de deslocamento no

contorno:
v, 0 vy, 0
U r= (D.8)
0 vy, 0 vy,

e g, ¢ o vetor que agrupa os graus de liberdade do campo de deslocamentos no

dominio:

9r = |_”r, Vr, Ur, "FZJ (D.9)

O operador diferencial divergente L definido na eq.(2.7) aplicado a eq.(D.2),

fornece:

%, , o0 op , op

LS, = ox oy Ox a
’ 0 op, 99, 0 op, 0¢;
oy Ox dy Ox
(D.10)
0, , oo oo , O
Oox oy Ox oy
o9, 20, , 0. 0
dy Ox dy Ox

A matriz N construida com as componentes do vetor normal ao contorno,

definido na eq.(2.10) aplicada a eq.(D.2) fornece:



Apéndice D 150

@1 0 ho, nao, 0 n,o, .
0 ho, ngQ, 0 h@, n.oQo,
(D.11)
om0 ng; np, 0 nm}
0 n,p; n.gQ; 0 n,9, n.ogQ,

Da eq.(8.49) e as aproximagodes definidas nas eq.(D.2), eq.(D.5) e eq.(D.8),

€SCreve-se:

[0 =) =55, $6.S0dRs0+55 [ S5 L LS d2,55+
‘Qe

(D.12)
ot sh [SLNTNS, dlisg +qh (UL Ug d2,40 +4], [ULUdT g,
T, 2, T,

Como definido na eq.(D.30), a eq.(D.12) pode ser escrita da seguinte forma:

[U], =u" 4,u (D.13)
onde
sV
u=<q, (D.14)
qr
e

jge SL Sq dQ, + jﬂe S5 L'LS, dQ, + Ir, S& NTNS,, dr,
A, = ol
0,
(D.15)
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Na eq.(D.16) O, de dimensdo (12 x 8), O, de dimensdo (12 x 4) e O, de
dimensdo (8 x 4) sdo matrizes nulas. Das eq.(D.2), eq.(D.5), eq.(D.8), eq.(D.10) e
eq.(D.11), pode-se concluir que a dimensdo da matriz A4, eq.(D.15) é de (24 x 24).

Da eq.(8.31), tem-se que matriz B(U ,V) dada pela eq.(8.45), pode ser escrita da

seguinte forma:

B(U,V)=v"Bu (D.16)
onde
Vi=lsl s syt (D.17)
€
F A, -
P (D.18)
AL 0 0

onde foram introduzidas as seguintes matrizes:

F= j’gs; 15,402 (D.19)
A, = [(LS,) U a2 (D.20)
Ap = [(NS,) U pdr (D.21)

Para o elemento proposto, sem enriquecimento, tem-se que a dimensao da matriz
B dada pela eq.(D.18) ¢ (24 x 24).

Como pode ser observado no desenvolvimento das equagdes deste apéndice, o
espago das funcdes peso V' € o mesmo das fungdes teste U e por isso 4, = A,. Assim,

estdo definidos todos os parametros da eq.(8.41) necessarios para o calculo de /l(n).

Agora, para a determinacdo de A, e B dentro das vdarias condigdes de

enriquecimento ¢ s6 ampliar da forma desejada as bases aproximativas iniciais, atrelada
a cada ndé do elemento, dos campos de tensdo e deslocamento no dominio e

deslocamento no contorno.
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APENDICE E - Enriquecimento Nodal com Solugées da
Mecanica da Fratura Elastica Linear

Considere o elemento finito quadrilateral de quatro nds apresentado na figura 5.3
e as mesmas fungdes aproximativas para os campos envolvidos na FHMT. Para esses

elementos pode-se escrever:

e Matriz que guardam as aproximagdes para o campo de tensao:

o, 0 0 o, 0 0 o, 0 0 o, 0 0
So=|0 @ 0 0 9, 0 0 ¢, 0 0 ¢, 0 (E.1)
0 0 o, 0 0 o, 0 0 o, 0 0 o,

e Matriz que guardam as aproximagdes para o campo de deslocamento no dominio:

(E.2)

o, 0 o, 0 ¢, 0 o, 0
U, =

0 o, 0 o, 0 ¢, 0 ¢,

e Matriz que guardam as aproximagdes para o campo de deslocamento no contorno:

vy, 0 y, 0
Up = (E.3)
0 vy, 0 vy,

Com a possibilidade de enriquecimento de todos os nds dos elementos finitos da
figura (6.1) com fun¢des que se aproximam das tensdes elasticas (eq.(5.37), eq.(5.38) e
€q.(5.39)) e do campo de deslocamentos (eq.(5.40) e eq.(5.41)) proximo a ponta da

fissura representada na figura (5.2), as eq.(E.1) e eq(E.2) tem a seguinte apresentagao:
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0 0 o 0 0 o)
o, 0 0 g0)) 0 0
0 9, 0 0 go) 0
0 0 @, 0 0 o)

(E.4)
?; 0 0 ?3 (O-;c ) 0
L0 @, 0 0 o)

0 0 o, 0 0 0 (T:cy )
o, 0 0 o, (O-; ) 0 0
-0 9, 0 0 P4 (O-; ) 0
0 0 o 0 0 ?, (r;y )

Observa-se que a dimensdo da matriz S, passou de (3 x 12) para (3 x 24),

quando todos os nds sdo enriquecidos.

U :|:¢1 0 (01(”,) 0 o, 0 ¢z(”') 0
° 0 ¢ 0 (01("') 0 o 0 ¢2(v')

(E.5)
P 0 (03(”') 0 o, 0 (04(”') 0 i|
0 o 0 ?s (v') 0 o, 0 @, (v')

Observa-se que a dimensdo da matriz U, passou de (2 x 8) para (2 x 16),

quando todos os nos sao enriquecidos.

A matriz F,, dada pela eq.(4.11), terd uma dimensao de (24 x 24), com todos

os nods enriquecidos, como mostra a eq.(E.6).



(e,
(e,

(o,
(o,

o )fu(”l
o, )f21¢1

0

O-:c )fll¢2
O-:c )f21¢2

0
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Linha 1,2 e 3 da matriz F,:

o fue 019 0 ¢1f11(¢10;) ¢1f12(¢10-;)) 0
P fu® O 0@ 0 ¢1f21(¢10;) ¢1f22(¢10-:v) 0
0 0 ?, f33 @, 0 0 ? f33 (¢17;y )
o fuP: O fuP: 0 ¢1f11(¢20;) @ /12 (¢20Jy) 0
O fn® O 0nPs 0 ¢1f21(¢20';) ¢1f22(¢20-’y) 0
0 0 O, [0, 0 0 O[3 (¢Zr;y )
(E.6)
Oufu?s Ofups 0 o fulencl) ofuleso)) 0
"’¢1f21¢3 ¢1f22¢3 0 ¢1f21(¢30;) ¢1f22(¢3 ) 0
0 0 @, 395 0 0 ¢1f33(¢3f )
¢ fuPs S0P, 0 ¢1f11((040'; 0 ((040-;)
0 f0Ps 0 00, 0 ¢1f21(¢4°'; ¢1f22(¢4°"y) 0
0 0 O [0, 0 0 @1 [ (¢4T;cy )
Linhas 4, 5 e 6 da matriz F,:
((010-; ).f12¢1 0 (¢1O-;c )fu((”lo-;) ((010-; )flz (¢1O-;) 0
((010-; )fzz¢1 0 (¢1O-;c )f 21 (¢1O-;) ((010-; )f 2 (¢10Jy) 0 o
0 (¢lr:cy )f 3P 0 0 ((le;y )f33 (¢lr;y)
(0.0, )10, 0 (2o )fulp:0l) (9.0 )fulpsor) 0
(¢10'; )f22¢2 0 (¢10'; )le ((020';) (¢1°'; )fzz ((020';) 0
0 (¢1 7;y )f 339 0 0 (¢1 T;y )f 33 (¢2 7;y )
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(¢1O-;c )fn @ (¢1O'; )flz(”s 0 ((010-; )fn (¢320; ) (¢1O'; )fu (¢3 O'; ) 0
"'((010';)f21¢3 (¢1O'; )fzz¢3 0 ((010'; )f21 (¢3O';) (¢10; )fzz (¢30;) 0 )
0 0 (¢1 T;cy )f 393 0 0 (¢lr;y )f 33 ((03 7;y )
((010'; )f11¢4 ((010';; )f12¢4 0 (¢1O-:c )f11(¢40';) (¢10-; )le ((040-;) 0
- '((010'; )f21¢4 (¢10-;) )f22¢4 0 (¢10; )f21 ((040'; ) (¢10Jy )f22 ((040-; ) 0
0 0 ((le;y )f 3P4 0 0 (¢1T;y )f 33 (¢4 T;y )
Linhas 7, 8 € 9 da matriz F,:
2 I Y ) 0 (szn((DlO';) ¢2f12(¢10';) 0
Do S0P PSP 0 (ozle((olo-;) (2% P9 ((010';) 0
0 0 (02f 3?1 0 0 ?, f 33 ((olz-;y )
0,119, 0,119, 0 ¢2f11(¢20-;) ¢2flz(¢2o-;) 0
. '¢2f21¢2 (ozfzz(oz 0 (szn((DzO';) ¢2f22 ((020-;;) 0
O 0 ¢2 f;3¢2 0 0 ¢2 f:’oS (¢ercy)
O, 195 0,01:9; 0 ®:.fu (¢320-:c ) 2 (¢30-; ) 0
0 [0 01 00; 0 ¢zfz1(¢3o-;) ¢zf22(¢30-;) 0
0 0 0, f 1393 0 0 ?, f 33 ((037;@ )
0. fuPs 921294 0 ¢ fu (¢4O-; ) 29 I ((040-; ) 0
O Py O 0Py 0 @,/ (¢4°';) 292 (¢4°';) 0
0 0 @ f2:94 0 0 ?,f3 (¢4 T;cy )
Linhas 10, 11 e 12 da matriz F,:
(¢2 o, )f11¢1 (¢29'y )f12¢1 0 (¢2 o, )fn (¢1 o, ) ((02 O-’y )flz (¢1 OJy ) 0
(¢720'; )f21¢1 (¢20-;; )f22¢1 0 (¢20-:c )le (¢1O-; ) (¢20-; )fzz (¢1 O-; ) 0 e
0 0 ((02 Z':cy )f 13 0 0 (¢2 T;y )f33 (¢1 T;y )
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((020-; )f11¢z (¢2O-’y )f12¢2 0 (¢20-:c )fn (¢2 o, ) (¢2O-; )flz (¢20Jy ) 0
- '(¢2O-; )f 1P, (¢20-_;; )f 29> 0 ((020-; )le ((020-; ) ((020'; )f 2 (¢20-; ) 0
0 0 ((02 7;@ )f 3P, 0 0 (¢2 T:cy )f 33 ((02 T;cy )
(¢20; )f11(03 (¢20Jy )f12(03 0 (¢20'; ) 1 (¢320'; ) ((020-; )flz (¢3G; ) 0
e (¢2O-; )f21¢3 (¢2O-;; )f22¢3 0 (¢20-.:c )f21 (¢3O'; ) ((020-; )fzz (¢30-;; ) 0 o
0 0 ((02 T.:cy )f 393 0 0 (¢2 T;cy )f33 ((03 T.:cy )
(¢2 o, )f11¢4 (¢2 0';» )f12¢4 0 (¢2 o, )fn (¢4 o ) (¢2 O-; )flz (¢4G;’ ) 0
- '((020' . )f 2194 ((020'; )f 294 0 ((020-; )f 21 (¢4O-; ) ((020-; )f 2 (¢40; ) 0
0 0 ((02 T:ry )f 3394 0 0 ((02 T:cy )f 33 (¢4T;y )
Linhas 13, 14 e 15 da matriz F,:
o fuP O3 f? 0 ¢3f11(¢1O-Zc) 2 ((010-;) 0
Oful OSu0r 0 0iful00)) ofnlec)) 0
0 0 O3 129, 0 0 @3S (¢1 T;y )
0. 119, 0319 0 ¢3f11(¢20-;) 2 (¢20;) 0
O uPr P f0n0, 0 (03f21((020';) @3 [ ((ozo-ly) 0
0 0 @3 [0, 0 0 @3 [ (¢2 z-;cy )
O 1@ 931205 0 ¢3f11(¢320';) (o ((030';) 0
Q3 [Py O3 0n®s 0 (03f21((030';) ¢3f22(¢30';) 0
0 0 D5 f 1393 0 0 ?s f 33 ((DST;y )
O fuPs 931294 0 @3/ (¢40-:c ) [ (¢40'; ) 0
O3 @ O3 0Py 0 ¢3f21((040';) 1 ((040';) 0
0 @3 f3:04 0 0 @5 f33 ((04 T:cy )



Apéndice E 157

Linhas 16, 17 e 18 da matriz F,:

(¢3 o, )f11¢1 (¢3 O-;) )f12¢1 0 (¢3 o, )fn (¢3 o, ) (¢3 O-; )flz (¢1 O-; ) 0
((030'; )f 1P ((030'; )f 2P 0 ((030-; )f 21 (¢3O-;c ) (¢3O-:v )f ) ((01 0'; ) 0
0 0 ((03 T.:cy )f 3P 0 0 (¢3T;cy )f33 ((01 T:cy )
(¢30; )fn(oz (¢30Jy )f12¢2 0 (?30'; )fn (?20'; ) ((030-; )flz (¢20Jy ) 0
T '(¢3O':c )f 192 (¢30Jy )f L 0 (¢30'; )f 21 ((020'; ) ((030'; )f 2 (¢20'; ) 0
0 0 ((03 Z-;cy )f 392 0 0 (¢3 T;cy )f33 ((02 T.:cy )
(¢30-:c )f11¢3 (¢3O-;z )f12¢3 0 (¢3O-; ) 11 (¢320-:c ) (¢30-; )f12 (¢3G; ) 0
T (¢3O-:c )f21¢3 (¢30-;; )fzz(os 0 (¢30-:c )le (¢30-:c ) ((030-; )fzz (¢3O-; ) 0
0 0 ((03 T:cy )f 1393 0 0 (¢3 r;y )fs3 ((03 T:cy )
(¢3 o )f11¢4 (¢3 O-; )f12¢4 0 (¢3 o, )f11 (¢4 o ) ((03 O-; )flz (¢4O-; ) 0
- ‘((030' . )f 21Ps (¢30'; )f 2P, 0 (¢3O':c )f 21 (¢40' . ) ((030-; )f 2 (¢4O-; ) 0
0 0 (¢3T;y ) 3304 0 0 (¢3T;y )f 33 (¢4T;y )

Linhas 19, 20 e 21 da matriz F,:

PSP PSP 0 ¢4f11(¢10-;c) [ (¢10Jy) 0
QS0P O f00 0 ¢4f21((010';) @4t (¢lo-;;) 0
0 0 ¢4f 3P 0 0 ¢4f 33 ((011';3, )
O 1P @it 120, 0 ¢4fu((020-;) 0 ((020';) 0
QS O S0®, 0 ¢4f21((020';) i ((020';) 0
0 0 Dy f 3902 0 0 ?, f33 (¢2 T;cy )
P Ju®?s PuS12?s 0 ¢4f11(¢320';) ¢4f12(¢3°';;) 0
P fnPs PuS0n®s 0 ¢4f21(¢30-:c) Puf (¢3°';) 0

0 0 [0 PN 0 0 OS2 ((03 T:ry)
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(¢4O-; )f11¢1

(¢4O-:c )f 1P
0

((04 o )f11¢2

T '((040'; )fu(”z
0

(¢4 o )fl 193

" '(¢4°'; )f21¢3
0

(¢4 o )fl 194

T '(¢40'; )f21¢4
0

’

O S0Py PuS 1294 0 ¢4f11(¢40'x) ¢4f12(¢4

’
%)

Q@ OS2y 0 ¢4f21(¢40';) OS5 (¢40;) 0
0 0 04 [0, 0 0 PS5 (¢4T:cy )
Linhas 22, 23 e 24 da matriz F,:
((04 0'; )fn(”l 0 (¢4 o )fu ((03 o ) ((04 0'; )flz ((01 O-; ) 0
((040' ; )f 2P 0 ((040-; )f 21 (¢3O-; ) (¢4O'; )f 2 ((010-; ) 0
0 ((04 7;3; )f 1391 0 0 (¢4 T:cy )f33 (¢1 T;y )
o) 0 (eol)fuleol) (oo )fiulec)) 0
((04 O-’y )f 2P, 0 (¢4 o )fzn ((020-; ) ((04 O-'y )f 2 ((02 O-;» ) 0
0 ((04 T:cy )f33 ?, 0 0 ((04 Z';y )f 3 ((02 T;y )
(¢4O';z )f12¢3 0 (¢4°'; )fil (¢320-:c ) (¢4G; )ﬁz (¢30-; ) 0
((040';; )fzz(os 0 ((040'; )le (¢3O'; ) (¢4O-; )fzz (¢3O-;z ) 0 o
0 ((04 T:cy )f33 @5 0 0 ((04 T;y )f33 ((03 T:cy )
(¢40' ; )f12¢74 0 ((040'; )fn (¢40' . ) (¢4°'; )flz ((040'; ) 0
(¢40"y )f22¢4 0 (¢4O-.:c )le (¢40'; ) ((040'; )fzz (¢40'; ) 0
0 (¢4 T, )f33¢4 0 0 (¢4 Ty )f 33 (¢4 Ty )
Onde f,,, fi,5f515f5 € f;; sdo os termos da matriz de flexibilidade definida
na eq.(2.6).

A matriz 4,, ,dada pela eq.(4.12), terd uma dimensao:

e De (24 x 8), considerando-se somente os campos de t

como mostra a eq.(E.7).

ensdo enriquecidos,
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Linhas 1, 2 ¢ 3 da matriz A4, :
09, 09,
0 0
( ox J(Dz [ ox ?,
oy oy
( oy J(oz ( o ?, oy ?,; o ?,
09, 09,
0 —= 0
( ox J¢3 ( o Py

(ayj¢3 (ax 2 o ) Lax )

(E.7)
Linhas 4, 5 ¢ 6 da matriz A4, :
[ a(¢lo-;c ) a(¢lo-:c ))
( ox ]¢1 0 ( ox ?, 0
. [a(wla;)]% ) [a(co]a;)]%
oy oy
a((01 z';cy ) a((01 z.;cy ) a(qol T;y ) a(qol T;cy )
o & ox ? oy 2 ox ?,
a((olo':c )) (a((ol o, )) ]
( o @5 0 ox ?4 0
0 [ 6((010'; )] o, 0 [ 6((010'; )) o,
oy oy
0 (¢1 T.:cy ) 6(¢1 T.:cy ) 6(¢1 T.:cy ) a((ol T;cy )
oy 3 ox s oy 4 ox ?, |
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Linhas 7, 8 ¢ 9 da matriz A4, :

op, 0p,
0 0
( ox j(oz ( ox ?,
0p, 0p,
0 bl 0 P2 . ...
[ oy J(oz [ oy @,
09, o9, o9, o9,
( oy j(”z ( o ?, oy @, o @,

Linhas 10, 11 e 12 da matriz A4,,,:

. La(waza;)]% ) (6(60620;)]%
dor)) (o)) (dloi))  (olores)
(5 %5 (T (M5

(Ao, o (T '

. [a(cozo;)J% ) (a(cozo;)J%

o)) (Ao (o)) (olows)

e (5 (M5 (e

Linhas 13, 14 e 15 da matriz A4,,,:

0p; 0p;
0 0
(%) (%),
op op
0 3 0 73
( e J(oz [ oy j(”z
op; op; 09; op;
[ oy J(oz ( o ?; oy ?, o @
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Linhas 16, 17 e 18 da matriz A4,,,:

(% o) ) o)
0 29,0\, 0 9% )\p,
(v, La(%;y )J: o), %a(%;y )J:
(& o) ) o) |
o) () (do) [(ay»]%
Cak ol (57 p (o

Linhas 19, 20 e 21 da matriz A4,,,:

[ 0p, op,
0 0
( ox J¢1 [ o ?,
0p, o0p,
0 0 Cilp. ...
[ oy J(oz [ oy @,

09, 99, %9, %9,
[ay}ol(ax P T )77 o )

.o —_— —_— ¢
[ oy }03 ( o ?; oy ?, o ?,
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Linhas 22, 23 e 24 da matriz A,,,:

( a); )“’ La(%i}) ” ( axo )(” [0(%00';)]%..
o) o)) (o)) (olows)
v M [ ox ]‘”‘ [ oy ]% [ ox ](”2
. [0(4040;)]% ) (0(%0})}%
' ayr ’ ayr
(2ol (o), (ol (%el)e

e De (24 x 16), considerando-se os campos de tensdo e deslocamentos

enriquecidos, como mostra a eq.(E.8).

Linhas 1, 2 ¢ 3 da matriz A4, :

(%)(01 0 (%)(w’) 0

’ [aa? jq" ’ aa? J(W')

B (B (oo (S
EENCI
A S N 9
S (2 (2o (o
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u4 u4
S S
/N S I/
ge g
N—— N——
N S
Sl& Sa
N— N
S S
7N\ - 7N\
sl < sle
N—— . N——

Linhas 4, 5 ¢ 6 da matriz A4, :
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Linhas 7, 8 ¢ 9 da matriz A4, :
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Linhas 10, 11 e 12 da matriz A4,,,:

Linhas 13, 14 ¢ 15 da matriz A,,,:
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Linhas 16, 17 e 18 da matriz A4, :
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7~ N\
jo))
—
S
Q
~

—

AS)
=

7~ N\
o))
—
S
Q
~

—
—_—
S
N~
=

N
S
%q‘
~
(—]
7~ N\
R
S
Q
N —
—_—
)
~—

(5 (5, (o (4

2 o (B o
CEh [
2o (2 (2o (2o
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Linhas 22, 23 ¢ 24 da matriz A, :
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Caso nos do contorno do problema sejam enriquecidos, a matriz A4, dada pela

€q.(4.13) terda uma dimensao de (24 x 4), como mostra a eq.(E.9).

Linhas 1, 2 ¢ 3 da matriz 4 r'

(nx¢1 )'//1 0 (nx¢1 )'//2 0
0 (ny¢1 )//1 0 (ny¢1 )//2
(”y¢1 )//1 (nx¢1 )V’I (”y¢1 )//2 (”x¢1 )‘//2

Linhas 4, 5 ¢ 6 da matriz 4 r’

h, ((010-; )/’1 0 n, (¢1O-; )’//2 0
0 n \p,c’ b, 0 n\p.c) b,

n, ((01 T;cy )//1 n, ((01 T;cy )//1 n, ((01 T.:cy )//2 n, ((01 T.:cy )//2

Linhas 7, 8 ¢ 9 da matriz 4 e

(nx¢2 )'/’1 0 ("x¢z )'»Vz 0
0 (ny¢2 )//, 0 (ny(oz)//z
(ny¢2 )/’1 (”x¢2 )'//1 (” yP2 )//2 (”x¢2 )'»Vz

Linhas 10, 11 e 12 da matriz Ar,. :

n, ((020-; )'Vl 0 n, ((020'; )Vz 0
0 ny(¢20-_’y )//1 0 n\p,o, N>

n, (¢2T.:cy )//1 n, (¢2T.:cy )Vl n, (¢27;y )ﬁz n, (¢2T.:cy )Vz

(D.9)
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Linhas 13, 14 ¢ 15 da matriz An :

(”x¢3 )‘//1 0 (nx¢3 )‘//2 0
0 (ny¢3 )/’1 0 (ny¢3 )/’2
(ny¢3 )//1 (nx¢3 )V’z (”y¢3 )//2 (nx¢3 )V’z

Linhas 16, 17 e 18 da matriz Ar,. :

n, ((030-; )‘/’1 0 n, ((030-; )‘/’2 0
0 n, (¢3o"y )yl 0 n \@.c

n, (¢3T;y )//1 n, (¢Sr;y )//1 n, (¢31-:cy )/’2 n, ((031';@ )//2

Linhas 19, 20 e 21 da matriz Ar,. :

(nx¢3 )V/I 0 (nx¢3 )'//2 0
0 ("y¢3 )/’1 0 ("y¢3 )/’2
(ny¢3 )//1 (nx¢3 )'//1 (”y¢3 )Vz (nx¢3 )V/z

Linhas 22, 23 e 24 da matriz 4 r’

n, ((040'; )‘//1 0 n, ((040'; )‘//2 0
0 n, ((040'; )‘/’1 0 n, ((”40'; )/’2
n, ((04 T:cy )/’1 n, (¢4 T.:cy )//1 n, (¢4 T.:cy )/’2 n, (¢4 T.:cy )//2

A matriz Q. dada pela eq.(4.14) tera uma dimenséo de (4 x 1), ou seja,

sua dimensdo ndo sera alterada com esse tipo de enriquecimento.



