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RESUMO

OSHIMA, S.T. (2004). Uma combinagdo MEC/MEC para andlise da interagcdo de
estacas inclinadas e o solo. Sao Carlos, 2004. 84p. Dissertagdo (Mestrado) —

Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

O presente trabalho apresenta uma formula¢do mista do MEC (método dos
elementos de contorno) ¢ 0 MEF (método dos elementos finitos). Nessa formulagao,
as estacas sao modeladas através do MEF como elementos de barra e o solo através
do MEC, como um meio continuo, eldstico linear, isdtropo e homogéneo, utilizando
as solucdes fundamentais de MINDLIN (1936). Os sistemas de equagdes do solo e
das estacas para elementos verticais sdo apresentados como uma combinagdo de
ambos, originando um Unico sistema final de equagdes. Apresentam-se também as
modificacdes necessarias para um sistema composto por estacas inclinadas. Apos a
resolugdo do sistema final, obtém-se os deslocamentos ¢ as tensdes de contato solo-
estaca. A seguir, apresentam-se alguns exemplos numéricos obtidos a partir da

formulacao proposta e compara-se com modelos de outros autores.

Palavras-chave: Estacas, interacao solo-estrutura, método dos elementos de contorno,

método dos elementos finitos.
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ABSTRACT

OSHIMA, S.T. (2004). A combination BEM/FEM for analysis of the interaction of
inclinated piles and the soil. Sdo Carlos, 2004. 84p. Dissertagdo (Mestrado) —

Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

This work presents a hybrid formulation of BEM (Boundary Elements
Method) and FEM (Finite Elements Method). In that formulation, the piles are
modeled through FEM as bar elements and the soil through BEM, as an isotropic,
homogeneous, semi-infinite and linear-elastic continuum, using the fundamental
solutions of MINDLIN (1936). The systems of equations of the soil and of the piles
for vertical elements are presented as a combination of both, originating a single final
system of equations. Some modifications are accomplished for the system of
inclinated piles. After the resolution of the final system, the displacements and the
contact tensions between soil and pile are obtained. Numeric examples are obtained
starting from the proposed formulation and to proceed they are compared with other

authors' models.

Keywords: Piles, soil-structure interaction, Boundary Elements Method, Finite

Element Method.



1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES GERAIS

Atualmente a interacdo solo-estrutura tem sido um assunto muito discutido
entre pesquisadores do mundo todo. O comportamento real de um sistema solo-
estrutura € um assunto complexo, envolvendo muitas variaveis e hipéteses. Devido a

essa dificuldade uma solucdo promissora consiste na simulagdo numérica.

Virios pesquisadores tém se dedicado a analise do problema da interagdo
solo-estrutura, utilizando formulagdes mistas de técnicas consagradas como o MEF
(método dos elementos finitos) e técnicas relativamente recentes, como o MEC
(método dos elementos de contorno), aproveitando as vantagens de ambas as

ferramentas.

O MEF ¢ uma ferramenta ja consagrada no meio técnico, sendo o método
numérico mais utilizado nos problemas de engenharia. J4 o MEC ¢ uma técnica
muito utilizada na modelagem de meios infinitos ou semi-infinitos, e tem como
caracteristica a redu¢cdo do niimero de equagdes e variaveis envolvidas, diminuindo

consideravelmente o tempo de processamento do problema.
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1.2 PROPOSTA DE TRABALHO

O presente trabalho tem como objetivo principal o estudo e o
desenvolvimento de um codigo computacional que possibilite a analise da interagdo

solo-estrutura através de uma formulacao mista entre o MEC e o MEF.

Nesta formulacdo, as estacas serdo modeladas através do método dos
elementos finitos como elementos de barra. Inicialmente, serdo consideradas apenas
estacas verticais isoladas. Posteriormente, o estudo sera direcionado para grupo de

estacas e estacas inclinadas.

O solo sera considerado um meio semi-infinito, homogéneo, continuo,
isotropo e elastico linear. Sua influéncia serd considerada através do MEC utilizando

as equagdes de Mindlin.

1.3 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Com a evolugdo dos computadores, os métodos numéricos se transformaram
em uma ferramenta cada vez mais utilizada pelos pesquisadores. Atualmente um dos
grandes campos de pesquisa em que se utiliza essa ferramenta ¢ a interagdo solo-

estrutura.

Na realidade, o interesse por pesquisas sobre o comportamento do solo ¢
bastante antigo, porém como avang¢o dos métodos numéricos, se tornaram cada vez

mais freqiiente.

Dentre os varios modelos propostos sobre o comportamento do solo, pode-se

destacar trés deles:
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a) Modelo de Winkler

WINKLER (1867), propds que cargas aplicadas na superficie do solo geram
deslocamentos somente no ponto de aplicagdo da mesma, ou seja, desconsidera o

efeito da continuidade do meio.
b) Modelo do meio continuo

Prevé o deslocamento em pontos distintos ao ponto de aplicagdo de carga,
considerando o efeito da continuidade do meio, inicialmente desprezada por Winkler.
Viérios autores utilizaram este modelo em suas pesquisas. Flamant analisou linhas de
cargas normais a superficie num semi-espago, descritas em TIMOSHENKO &
GOODIER (1970). SELVADURAI (1979) estudou o comportamento dos
deslocamentos na superficie de um semi-espaco finito sob um carregamento normal
uniforme de largura finita, através de uma aproximagdo da integral de Fourier ou
através do método as superposi¢do, descrito anteriormente por SNEDDON (1958).
WATSON (1944) analisou através do método da superposi¢ao, o comportamento de
uma regido circular sob um carregamento dado por uma pressdo constante uniforme.
O integrando ¢ ponderado por fun¢des de Bessel. CERRUTI (1882) apresentou
solucdes para o problema de cargas normais a superficie de um semi-espago,
homogéneo, isotropo e elastico linear. BOUSSINESQ (1885) fez uma andlise
semelhante, para cargas normais a superficie. MINDLIN (1936), generalizou o
problema, analisando o comportamento do semi espago sujeito a cargas unitarias em
qualquer posicao do seu dominio. Os modelos de Boussinesq-Cerruti ¢ de Mindlin

serdo apresentados com maiores detalhes no capitulo 2.

c) Modelo de dois parametros

E um modelo definido através de duas constantes elasticas independentes,

visando reduzir a descontinuidade do modelo de proposto por Winkler.

Baseado no modelo de dois parametros, Selvadurai cita alguns trabalhos de

outros pesquisadores:
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cl) Modelo de Filonenko-Borodich: Através da utilizagdo de uma
membrana delgada tensionada entre as molas, a continuidade ¢ garantida,
incorporando na equacao diferencial, a contribui¢do da tensdo da membrana e

o coeficiente de base elastica de Winkler.

c2) Modelo de Pasternack: De maneira analoga ao principio anterior, mas
com a continuidade entre as molas simulada através da utilizagdo de uma
camada flexivel apenas ao cisalhamento, fazendo com que a equagdo
diferencial seja afetada pelo modulo de elasticidade transversal da camada e

pelo coeficiente da base elastica.

c3) Modelo de Hetényi: Neste modelo, a continuidade do meio é simulada
através de uma placa elastica na interacao entre as molas, visto que a equagao
integral tem uma parcela da equacdo de placas e outra referente a base

elastica de Winkler.

c4) Modelo de Vlasov: E um modelo hibrido, oriundo das restri¢des sobre
as possiveis distribui¢des de deslocamentos. Através do método variacional,
obtém-se as equacdes diferenciais para o maci¢o de solo. Através deste

modulo, obtém-se resultados semelhantes pelo método dos dois parametros.

Com relagdo a interagdo estaca-solo, varios trabalhos foram apresentados,
utilizando o modelo de Winkler. MATLOCK & REESE (1961), propuseram um
método de calculo de uma estaca solicitada por uma forga horizontal € um momento
na superficie do terreno. Neste trabalho, a variagdo do moédulo de reacdo horizontal
do macigo de solo, em fun¢ao da profundidade, foi analisado de duas formas, uma
polinomial e outra exponencial. NAVDOCKS (1962), através do trabalho proposto
por MATLOCK & REESE (1956), onde o moédulo de reacao horizontal do macigo de
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solo foi admitido linearmente crescente com a profundidade, apresentou solugdes
para o problema de uma estaca submetida a acdo de uma carga horizontal e um
momento fletor. BROMS (1965), considerando modulos de reagao horizontal do
maci¢o tanto constante, como linearmente crescente com a profundidade,
trabalhando no estado limite de ruptura, obteve solugdes analiticas para estacas
rigidas e flexiveis, sujeitas a carregamentos laterais no topo. DAVINSON &
ROBINSON (1965), propuseram um estudo do problema da flexdo e flambagem em
estacas parcialmente enterradas, sujeito aos efeitos de momento, carga lateral e axial,
considerados separadamente. Neste trabalho, a reacdo do macico de solos ¢

considerada constante ou linearmente crescente com a profundidade.

Um dos estudos mais antigos sobre o comportamento de estacas deve-se a
POULOS & DAVIS (1968). Nesta pesquisa, estudaram o problema de uma estaca
cilindrica incompressivel isolada, submetida a acdo de uma carga axial, imersa em
um meio semi infinito is6tropo e homogéneo. A tensdo de cisalhamento ao longo da
estaca foi admitida constante e na base alongada, apenas a tensdo axial. Neste
problema foi empregada a solu¢do fundamental de Mindlin para deslocamentos
verticais. As integrais foram resolvidas analiticamente ao longo da estaca e

numericamente no sentido circunferencial.

Uma extensdo desta formulagdo foi proposta por POULOS (1968). Neste
trabalho foram realizadas analises de grupos de estacas. Inicialmente, foi feito um
estudo da interacdo de duas estacas idénticas, com carregamentos semelhantes e a
partir dos resultados obtidos, o método foi aplicado a um grupo de estacas,
considerando a superposi¢do elastica da influéncia de todos os elementos do grupo,

tomados sempre dois a dois.

Uma nova formulagao, agora considerando a compressibilidade da estaca foi
proposta por MATTES & POULOS (1969). Nela a equagdo diferencial dos

deslocamentos verticais sdo expressos na forma de diferencas finitas.

POULOS (1971a,b) apresenta uma formulacdo similar a anterior para uma
estaca vertical submetida a uma forca horizontal e momento, utilizando as equagdes

de Mindlin para modelar o macigo de solo. A estaca foi discretizada pelo método das
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diferencas finitas. Logo a seguir, estendeu esta formulacao para o caso de grupo de

estacas.

POULOS & MADHAV (1971), estudaram o problema de estacas isoladas
inclinadas submetidas primeiramente a um carregamento axial e posteriormente 4 um
carregamento normal e momento fletor, concluindo que os deslocamentos sdo

praticamente independentes do angulo de inclinag¢do da estaca.

No Departamento de Engenharia de Estruturas — SET/EESC, foram
publicados vérios trabalhos cujo tema principal é interacdo solo-estrutura. Dentre
eles pode-se citar o trabalho de FERRO (1993) que apresentou uma formulagdo
mista do MEC/MEF para a andlise da interacdo solo-estrutura. O solo foi
considerado um meio semi-infinito, homogéneo, continuo, isétropo e eléstico linear,
utilizando as equagdes de Mindlin. A estaca foi modelada por um elemento de barra.
PAIVA (1993), estudou o problema da interagdo placa-estaca-solo através do método

dos elementos de contorno.

MENDONCA (1997) estudou a interagdo placa-estaca-solo. O solo foi
modelado pelo MEC utilizando as equagdes de Mindlin. A placa foi discretizada
utilizando elementos triangulares (DKT ¢ HSM) e a estaca por elementos de barra.
Neste estudo, admitiu-se que as forcas interagdo variam linearmente nas células e as
forcas de cisalhamento na estaca sdo aproximadas por um polindmio quadratico.

Admite-se que na base da estaca atue somente uma tensdo axial constante.

MATOS FILHO (1999), desenvolveu um modelo de estacas isoladas ou
grupo de estacas submetida a agdo de um carregamento horizontal e momento em
duas diregdes e carregamento vertical. O solo foi modelado pelo MEC, utilizando as
equacdes fundamentais de Mindlin. As estacas foram modeladas como elementos de
barra. Os deslocamentos transversais foram aproximados por um polindmio de 4°
ordem, e os deslocamentos verticais, por um polindmio cubico. As forcas de
interagdo nas direcdes X; e X, s@o aproximadas por um polindmio cubico e na
dire¢do X3 , por um polindmio quadratico. A tensdo na base da estaca ¢ admitida
constante. O modelo proposto por Matos Filho serd abordado com mais detalhes no

capitulo3. ALMEIDA (2003) estudou o problema da interacdo solo-estrutura através



1 - Introducgdo 7

de uma combinagao mista entre 0 MEC e o MEF. A estrutura foi discretizada por
elementos reticulares e laminares, o solo foi considerado um meio ndo homogéneo

estratificado com camada de cota indeslocavel.

1.4 CONTEUDO DO TRABALHO

No capitulo 2 apresenta-se a teoria do MEC, envolvendo as equacdes de
elasticidade linear para corpos tridimensionais, as equacdes integrais de contorno e

as solucdes fundamentais de Kelvin, Mindlin, e Boussinesq-Cerruti.

No capitulo 3, ¢ desenvolvida toda a formulacdo e acoplamento entre MEC e
o MEF para o andlise de estacas imersas num meio semi-infinito, homogéneo,

continuo, isotropo e elastico linear, utilizando as equagdes de Mindlin.

No capitulo 4, apresenta-se o sistema casca-solo. No capitulo 5 sdo
apresentados exemplos numéricos para a avaliacdo de estacas isoladas ou em grupo,

com ou sem capeamento rigido, inclinadas ou nao.

Ja o capitulo 6 traz as conclusdes finais decorrentes do emprego do método
dos elementos de contorno ¢ o método dos elementos finitos na interacao solo-

estrutura.



2 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

Neste capitulo sdo abordados os problemas elédsticos fundamentais em so6lidos
tridimensionais, bem como as equagdes integrais para a utilizacdo do MEC,

relacionando os problemas elésticos reais e fundamentais.

2.1 GENERALIDADES

Através do método dos elementos de contorno, utilizando-se as relagdes
basicas da teoria da elasticidade, ¢ possivel obter solucdes da andlise de problemas

elasticos.

O MEC ¢ derivado de uma representacao integral que envolve dois tipos de
problemas: o primeiro, associado ao problema fundamental, considerando-se um
dominio infinito Q*e contorno I'*, envolvendo as variaveis u*; (tensor de
deslocamentos fundamentais de 2* ordem), p*; (tensor de forgas de superficie
fundamentais de ordem 2), 6*; (tensor de tensdes fundamentais de ordem 3) e £*jjk
(tensor de deformagdes fundamentais de 3* ordem); o segundo, associado ao
problema real, definido em um dominio finito €, contido em Q*, envolvendo as
componentes Ui, p;, i € &, caracterizado pelas condi¢des de contorno naturais e

essenciais.
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Entende-se por solugdo fundamental, a resposta em um ponto “p” (ponto
campo), observado na direcdo j, devido a aplicacio de uma carga unitaria

(Il
S

concentrada no ponto (ponto fonte) na direcao i.

A equacdo governante dos solidos elasticos, também conhecida como

equacgao de Navier, para uma carga unitaria, pode ser escrita como:

1

* * 1
Euik,jk T UG +56 (s,p)5, =0 (2.1)

onde:

v: constante elastica conhecida como coeficiente de Poisson
G: modulo de elasticidade transversal

d;j: delta de Kronecker (0 se1#j; 1 se1=))

O(s,p): distribui¢ao Delta de Dirac

A solucdo fundamental em deslocamentos u*;; depende das caracteristicas do
dominio e do contorno da regido onde o problema elastico estd inserido. Assim, a
seguir, apresentam-se as solugdes fundamentais de Kelvin, Boussinesq-Cerruti e

Mindlin.

2.2 SOLUCOES FUNDAMENTAIS

A solucdo fundamental de Kelvin para problemas eldsticos definidos em um
dominio tridimensional infinito Q*, homogéneo, isétropo e elastico-linear,

submetido a acdo de cargas unitarias concentradas, foi proposta por LOVE (1944).
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Figura 2.1 — Problema fundamental de Kelvin

As solucdes fundamentais de deslocamento e forgas de superficie em termos

de seus respectivos tensores sao dadas abaixo:

. 1+v

P A I SRS S ,
4 = gl oy (3400 7 @2

p; = W(ll—o) {r,l. n, [(1 —20)3, +3r,,; 1, ]— (1=20)(n,r,,—nr,, } (2.3)
onde:

r=(rn)" (2.4)
1 = Xi(p) - Xi(s) (2.5)

I,; = Or;/Or = 1/t (2.6)
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2.2.1 Solucio fundamental de Boussinesq-Cerruti

CERRUTI (1882) analisou o problema de cargas concentradas tangenciais
aplicadas no plano de contorno I' (limitado pelo plano X3 = 0) de solidos
tridimensionais considerando o dominio Q* semi-infinito, homogéneo, isoétropo,
elastico-linear e por hipdtese, livre de forcas de superficie no contorno.
BOUSSINESQ (1885) fez uma analise semelhante levando em considera¢do apenas

cargas concentradas normais a superficie de contorno.

Figura 2.2 — Problema fundamental de Boussinesq-Cerruti

Particularmente, para x; (p) = 0, as solu¢des fundamentais de deslocamento

sdo apresentadas abaixo:

.« _(1-v)+v 2

u 2.7
" 2nGr 2.7)

.« VI,
Up =Uy = ﬁ (2.8)
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+ (0,5-v)+vr,

B 2nGr =
i = % (2.10)
i = (0,5 —;gv Iy (2.11)
4 = % (2.14)

2.2.2 Soluc¢ao fundamental de Mindlin

Mindlin apresentou seu trabalho, solugdes fundamentais para problemas
elasticos definidos em um dominio tridimensional semi-infinito, homogéneo,
isotropo e elastico-linear, assumindo que o plano definido em x3 = 0, esteja livre de

forgas de superficie e considerado como superficie de contorno.

Diferentemente do trabalho de Boussinesq-Cerruti, as equagdes de Mindlin
permitem a colocacdo de pontos fontes em planos diferentes daquele definido por

X3:O .



2 — Meétodo dos elementos de contorno 13

Figura 2.3 — Problema fundamental de Mindlin

As equagdes para deslocamentos fundamentais sdo descritas a seguir:

2 _ 2 2 _ _ 2
u, —kal2=Av L n G4V Zerfy 3 Ad-wvA-2vfy g 2.15)
r R r R R R R+R, R(R +R},)

" :Kdrlrz{%-i- 3-4v_ 6ez 4(1—v)(l—2v)}
T

2.16
R* R’ (R+R;)’ (2-16)
;, (B-4v)r; 6czR;, 4(1-v)(1-2v)
u,, = Kdr,q =3+ 3 — 2+ 2.1
B 1{# R’ R’ R+R, @17
1 3-4v 6¢cz 4(1-v)(1-2v)

u,, =Kdrr,q—+ - - 2.18
. : z{ﬁ R* R’  (R+R,)’ (2.18)

2 _ 2 2 _ _ 2
R e e e T
r R r R R R R+R, R(R+R;,)

5, G-4vr 6eR,  40-v)(1- 2v)} 2.20)

s :Kdrz{ﬁ R’ R’ R+R
3
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—4 R _ _
u,, = Kdr, r_§+ @3 3v)r3 N 6cz5 s A4l1-v)d-2v) 221)
r R R R +R,
u,y = Kd, {_ RCRL S (e 2”} 2.22)
r +R,
2 _ 2 _ 2 _ _ 2
u,, =Kd r% N (3—-4v) N 6021513 N 81-v)"(3—4v) N @3 4\/)R33 2cz (2.23)
r r R R R

onde:

R = (R; R)"? (2.24)

Ri = Xi(p) - Xi’(S) (225)

c=x3(s)>0 (2.26)

2= x5(p) >0 (2.27)
SnE(1-v)

Nota-se que as solu¢des fundamentais de Mindlin podem ser escritas como
uma somatoria da solu¢do fundamental de Kelvin acrescida de uma parcela referente
a influéncia do plano de contorno X3;=0. Assim, afastando os pontos “s” e “p” do
plano de contorno, isto ¢, fazendo ¢ — w0 ¢ z — «©, tem-se R3 — w0 ¢ R — o, ¢ como
conseqiiéncia, a parcela referente a influéncia do contorno tende a zero, chegando-se

finalmente a solucao de Kelvin.

(1Pt e

Agindo agora de maneira contrdria, isto ¢, aproximando os postos “s” e “p
do plano definido por X3;=0, nota-se que as solugdes fundamentais tendem as

solugdes de Boussinesq-Cerruti, apresentadas no item anterior. Desta forma, conclui-
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se que as equacdes de Boussinesq-Cerruti sdao casos particulares da solugdo de

Mindlin, para cargas aplicadas na superficie do solido.

2.3 REPRESENTACAO INTEGRAL DE DESLOCAMENTO

A representagdo integral para o campo de deslocamentos pode ser dividida
em duas partes: a primeira chamada de equagdo integral para pontos de dominio, é
caracterizada pelo ponto fonte no dominio; e a segunda, conhecida como equagdo

integral para pontos de contorno, quando o ponto fonte se encontra no contorno.

2.3.1 Representagao integral para pontos de dominio

A representacdo integral para pontos de dominio pode ser obtida através de
varios métodos, como a técnica dos residuos ponderados, o teorema da divergéncia
ou o teorema da reciprocidade (teorema de Betti). Por ser bastante comum entre as
técnicas numéricas, o método dos residuos ponderados sera empregado neste

trabalho.
A equacdo de equilibrio de um corpo ¢ dada por:
Gij,j t bi=0 (1,j=1,2,3) (2.29)

Para garantir o equilibrio do corpo, faz-se necessario obter a solu¢do das
equacdes diferencias de equilibrio. Multiplicando a equagao (2.29) por uma fungdo

ponderadora u*ij e integrando-se no dominio Q*, temos:
.[Q (Gij=j+bi>u; dQ=0 (1,j=12,3) (2.30)

onde:
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[13%2]

u*;:  solucdo fundamental relativo a uma carga unitéria na dire¢do“1” e

(1343

deslocamento na direcao j

[19%2]
1

bi: forca volumétrica na direcao

Integrando-se duas vezes por partes a equagdo (2.30), temos:

IQG;,j uidQ+IQu; b, dQ=Irp:; u, dF—Iu; p, dl’ (2.31)

r

Lembrando que a integragdo de uma fun¢do delta de Dirac ao longo de um

dominio fornece um valor unitario:
J,865.p)8; u;dQ =5 u; =, (2.32)
Substituindo (2.32) em (2.31), temos:
u, =—J.rp; u; dF+J}uE p; dF+IQu; b, dQ (2.33)

Esta equagdo ¢ chamada de Identidade Somigliana e ¢ valida somente para os
pontos de dominio Q.. Ela fornece as componentes de deslocamento no ponto fonte,
situado no interior do dominio 2, uma vez conhecida as componentes u; € p; situadas

no contorno.

2.3.2 Representacio integral para pontos de contorno

Retomando a equacao (2.31) e dividindo-se o contorno em I'; e I',, onde se
aplicam as condi¢des de contorno essenciais (deslocamentos prescritos, u=u) e

naturais (forgas prescritas, p = 5), obtém-se:

[ o1 udQ+ [ ujb do= _In u; p, dI ‘Lz u; p, dl'+ jrz pyuidl+ jrzp; u, dr' (2.34)



2 — Meétodo dos elementos de contorno 17

onde:

=+, (2.35)

Como a Identidade Somigliana fornece apenas os deslocamentos para pontos
no interior do dominio, hé a necessidade de um artificio para torna-la valida também

para os pontos situados no contorno.

Uma solu¢do matematica utilizada ¢ ampliar o dominio original Q+T", através

da adic¢ao infinitesimal Q.

Essa adicao ¢ feita de modo a considerar um acréscimo de raio €, centrado no

€ 9

ponto “s”, formando assim um novo contorno I' ="+, e um novo dominio Q+C2,,

€

€6
S

fazendo com que o ponto passe a pertencer ao dominio, como mostra a figura

abaixo:

contorno I
contorno Fs
Q
contorno I
contorno I’

contorno

Figura 2.4 — Acréscimo do dominio Q
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Assim, pode-se escrever a equacao (2.34):
u;, = —J.rfpijujdl“ + J‘Ffuijpjdl“ + J.QuijbdeJ-rs pyu;dl + J.rs up,dl’+ J-Qg u;b,dQ) (2.36)
Retomando ao dominio inicial, isto é, fazendo-se £—0, temos Q.—0. Assim:

u, = limHO[— Ir_Fp;ude +Ir_Fu;pde +J.Qu;bjd§2_|.r p;ude +Ir u;pjdl“ + J.Q u;bde} (2.37)

Analisando separadamente cada termo da equagao acima, nota-se que:
lim,_ Ur_fpiiuidFJ: .[Fpijujdl“ (2.38)

lim, Urfuijpjdf J= [ ujp,dr (2.39)
Restando agora, a andlise das quatro tltimas parcelas da equacao (2.37)

Quanto as parcelas referentes ao dominio, ou seja, a 3* e 6" verifica-se que
fazendo €—0, a integral de Q representa o dominio todo do problema, enquanto

tende a zero, ou seja:
lim,_, UME ujb de} = [ ujbja0 (2.39)

Em relagdo a quinta parcela da equagdo (2.37), verifica-se que os valores de
u;j sdo da ordem de 1/e, enquanto a integracdo no contorno I'; produz termos da

ordem de &%, podendo concluir que:
lim, . Ur ujp jdr} 0 (2.40)

Finalmente, 4* parcela apresenta forte singularidade, ao contrario das demais

parcelas. Esta singularidade provoca uma descontinuidade na fungéo p;; no contorno.

A integracgao dos valores de p; no contorno I'y produz termos da ordem de 1/¢%,
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enquanto os termos da integracio sobre a superficie sdo de ordem &’. Portanto a
integral para e—>0 produz um termo independente. Admitindo-se que a parcela da

equacdo (2.37) em questdo,satisfaz a equacdo de Holder e em termos de forgas,

¢ 9

considerando que o ponto “s” pertenca a um contorno sem angulosidade (smooth),

tem-se que:
lim,_, Ur pyu jdr} =u, lim,_, [ L p;dF} =3,u, (2.41)
Assim, a equacdo (2.37) pode-se escrita da seguinte forma:
Cyu, ==| pju;dr+[ uip dr+[ ujb;d (2.42)

que ¢ conhecida como expressao geral para pontos de dominio e para pontos

de contorno.

O termo Cj; (s) pode assumir diferentes valores, dependendo da sua posi¢ado e

do tipo de solucao fundamental utilizada:

Solucao de Kelvin ou Mindlin

se Q——>C;(s) =9dj

(2.43)
sel[——>C;(s) = %Sij
Solucdo de Boussinesq-Cerruti (para “s” na superficie)
s € Q——>C;(s) = jj

(2.44)

se[——C;(s) =90y
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Por praticidade, representa-se &;; na forma matricial:

00
10 (2.45)
0 1



3 SISTEMA ESTACA-SOLO

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo apresentadas as formulagdes para o conjunto estaca-solo,
suas discretizacdes e hipoteses admitidas. Na seqiiéncia, apresentam-se as etapas
algébricas da obtencdo das matrizes que compdem o sistema final MEC/MEF, bem

com o seu acoplamento.

3.2 HIPOTESES BASICAS

O comportamento do sistema estaca-solo ¢ um assunto muito complexo,
envolvendo muitas varidveis, sendo assim necessario adotar algumas hipoteses
basicas para a simplificacdo da analise numérica. Dentre essas simplificagdes, podem

ser citadas:

e O solo e as estacas estdo livres de tensOes iniciais, decorrentes da

instalagdo das mesmas;

¢ Admite-se que tanto o solo como as estacas trabalham no regime elastico-

linear;
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e As estacas estdo totalmente imersas num em um semi-espago, elastico

linear, 1so6tropo e homogéneo.

e Admite-se que a estaca possui superficie rugosa, ndo existindo

deslocamento relativo entre a mesma € o solo;
e A distancia entre as estacas sdo tomadas eixo a €ixo;

e As forgas volumétricas sdao desprezadas.

3.3 ESTACA ISOLADA

Nesta etapa descreve-se toda formulagdo para o caso de uma estaca isolada,
estendendo-se mais adiante, para o caso geral de uma estaca inclinada e grupo de

estacas.

Todo o equacionamento, bem como a escolha das fung¢des interpoladoras para
deslocamentos e forcas de superficie, foram baseadas no trabalho desenvolvido por

MATOS FILHO.

Discretizando a estaca como um elemento de barra, com quatro nos
eqiiidistantes, um em cada extremidade e outros dois ao longo do seu comprimento,
MATOS FILHO, através de sucessivas tentativas utilizando varias fungdes
polinomiais para representar os deslocamentos e forcas de interacdao, chegou a um
elemento final considerado eficiente, composto por 14 parametros nodais, sendo
quatro deslocamentos lineares em cada uma das direcdes (X, X, e X3) e mais dois
parametros localizados na cabega da estaca, referentes as rotagdes em torno dos eixos
Xje X;. Os deslocamentos transversais ao longo da estaca foram aproximados por
um polindmio de 4° grau e os deslocamentos axiais foram representados por uma
funcdo polinomial cubica. As forcas de interacio normais a estaca foram

representadas por polindmios de 3° grau, ¢ a forga cisalhante que ocorrem ao longo
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do fuste foi admitida como um polindmio quadratico. A tensao normal que ocorre na

base da estaca é admitida constante.

3.3.1Estaca vertical isolada

Considerando a estaca com um unico elemento finito com deslocamentos
transversais aproximados por uma func¢do polinomial de 4* ordem e deslocamentos
axiais aproximados por um polindmio cubico, discretizado por 4 nds, conforme a

figura abaixo:

F. o
Fl / \// U/ s
0 ><1 i u Ty
e
3 X ‘ W P,
J ————L e U, T,
3 Vs W, P,
R ) L / U T
3 Ve Wi
R PS
L U
X, y -

Ca (o> (e Ceb (e

Figura 3.1 — (a) Discretizagao do elemento; (b) Forgas no topo do elemento; (c)
Parametros nodais de deslocamento; (d) Forgas de interacdo nas dire¢des
X e Xy; (e) Forgas de interacao na dire¢ao X3
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Assim para a dire¢ao X, temos:

Up (2)=A12'+B; 22+ C, 22+ D, z+E, (3.1a)
Wap (2)=4A12+3B22+2C,z+D (3.1b)
Wy (2)=12A, 22+ 6B, z+2C, (3.1c)
E

Px; (z) = A, 4B, 22 +Cyz+ D, (3.1d)

Para a direcao Xj:

Vap 2) = A3 7'+ B3 2 +C3 22 + D3 2+ E3 (3.2a)
Vap (2)=4A32+3B3Z2+2C32+D; (3.2b)
V' (2) =12 A2 +6B32+2 Cs (3.2¢)
E

Px; (z) = A4 Z° +B4 2 +C4 z + Dy (3.2d)
E para a direcao Xs:

Wap (2) = AsZ’ + Bs 2>+ Cs z + Ds (3.3a)
Wap (2) =3 As 2> +2Bsz+Cs (3.3b)
E (3.3¢)
Tp (2) = As 7 +Bg z + Cg

T (z2) =1 (3.3d)

Substituindo valores para os nos “i”, “j”, “k” e “1” temos:

0 0 0 0 1

o 0 0o 1 0|(Aa) (yu

v e |[a] |

81 27 9 3 { Cyp | =]y (3.42)
16L* 8L’ 4L oL || Di| |

81 27 9 3 E, u

o L
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0 0 0 0 1
0 0 0 1 0|(A) (v
¢ s |
81 27 9 3 |Gy l=|v (3.4b)
16L* 8L’ 4L’ 2L || Ds| | %
81 27 9 3 B ) Ly
IS S P P
0 0 o0 1
oL (A (v
3 2 . C - (3.4¢)
8L 4L 2L 15| | Yk
27 9 3 Ds ) (w
I S

Pode-se escrever cada uma das expressdes acima da seguinte maneira:

[C] {a} = {3} (3.5)
Isolando-se o termo {a}, tem-se:
{o} =[CI" {5 } (3.6)

Lembrando que a equacgdes (3.1a), (3.2a) e (3.3¢) pode ser escrita na forma

matricial;

—_

uap(z):{z4 2 7%z 1} (3.7a)

m U 0w >

Vap(z):{z4 AR AR 1} C, (3.7b)
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As
W, (2) = {23 2tz 1} 25 (3.7¢)
5
Ds
Substituindo (3.6) em (3.7), temos
uap(z) = {0} [CT" {3, } (3.8)
Derivando as expressoes:
uyp(2) = {9737 [C]" {3 } (3.92)
Vap(2) = (¢} [CT" {3 } (3.9b)
Wap'(2) = {07} [CT" {3 } (3.9¢)

Agora, considerando as forcas de interface nas diregoes X; e X, aproximadas

por um polindomio cubico, e na direcdo X3 por uma funcao polinomial quadratica,

temos:

Px, (2)=A, 2 4B, 22+ C, z+ D
Px; (z) = A4 7 +By4 72+ Csz+ Dy
Px; (z) = As 7 +Bg z + Cq
w(z)=1

(3.10a)
(3.10b)
(3.10c)
(3.10d)

Pode-se escrever estes polindmios como uma soma de fungdes de forma

multiplicados pelos respecitvos valores das forcas de interface nos pontos de

colocagdo, ou seja:

Pxy (2) = ¢1 P1 + ¢2 P2 +¢3 P3 +4 Py
Px; (z) = ¢1 Ps + ¢z P +¢3 P7 +¢4 Pg
Px3(Z) =01 11 T 0212+ 0313

Px, = o] {P)
Px, = {E)}T {P}

Px; = {&}T {P}

(3.11a)
(3.11b)
(3.11¢c)

(3.12a)
(3.12b)

(3.12¢)
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onde:

Fazendo & = z/L,

onde:

Direcao X; e X,
-97° 977

11z

—277° 18z2* 9z
+ S
21’ > 2L

9z 9z =

2L 217 L

temos

Direcao X; e X,

9 , , 11
-—& +98" ——E+1
2% & 2&

27 ., 45,
—& ——E°+49
2& 2& &

27 ., , 9
e piger -2
2& g 2&

9., 9.,
Ei—aﬁﬂLﬁ

€ ¢ a cota adimensional;

z € a cota do ponto em questao;

L ¢ o comprimento da estaca.

Tt o+
2L > 2L
2773 3 457° %
_J) 21} 217 L

Direcao X3

97 9z

217 2L
~97% 6z
+

Direcao X3

—98% + 68
92 3
2& 2g

9 , 9
ZEr_ZEql
25 TS

(3.13a)

(3.13b)

Sabe-se que a energia potencial total ¢ dada pela soma da parcela referente a

energia de deformacao e pela energia potencial do carregamento externo.

[m=u+Q

(3.14)
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onde:
I1: energia potencial total;
U: energia potencial de deformacao;

Q): energia potencial das cargas externas.

Assim, pode-se escrever o funcional para o elemento de estaca:

_E;l
2

EPIP EPAP L ' 2
IT 5 J-Owap(z) dz +

L
.[ u" (z)*dz +

0

IOL V' (z)’dz +
+ J:)L Px,(z)u,,(z)dz + LL Px,(z)v,,(z)dz + J.OL Px;(z) w,,(z)dz + (3.15)

+jA c,w,dA -Fu, -F,v, —M,u",-M V',
P

onde:

E, é o modulo de elasticidade longitudinal da estaca;
I, ¢ 0o momento de inércia da estaca;

A, € a area da secdo transversal da estaca.

(13421
l b

F; ¢ a forca externa aplicada na dire¢ao

31
1.

M; € o momento externo aplicado em torno da diregao

Pode-se dividir o funcional dado em (3.15) em uma soma de funcionais

referentes as energias dadas em cada direcao:

Hap:H1+H2+H3 (316)
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onde:

E.I L L

IT, :_f"z P .[0 u"ap (Z)2dz +J;) PXI(Z)uap(Z)dZ—Flui ~M,u', (3.17a)
EPIP L " 2 L '

IT, = 5 Io V' (2)7dz +.[0 PXx,(2) vy, (2)dz — F,v; = M, V', (3.17b)
E. A L L

Trabalhando agora apenas com a dire¢do X; e sabendo-se que:

u,, (" =8} [C] oot [C] 6. ) (3.18)

Substituindo (3.14) em (3.13) e agrupando os termos,

M == [0Sl o) el B+, . CT olfe)" Plaz— 151" 5.,

2
Fazendo:
K, =S8 O] [ ooz ] (3.16)
[Q]=[cT" [ {o}lof"dz (3.17)
Obtem-se
Iy =18} [K, 1B+ 81T [Q )P {8} iF ) (3.20)

Minimizando-se o funcional, ou seja, derivando-se a equacao (3.20) em

funcao dos pardmetros nodais, obtém-se:

K, ]} ={F}-[Q,]iP, | (3.21)



3 — Sistema estaca-solo 30
onde:
[ 23722 40841 —42876 26838 —7684 |
i 4084L  808L> —6912L 3996L. —1168L
[K,]==2-2|-42876 -6912L 81648 —55404 16632 (3.22a)
40L 26838 39961 —55404 42282 —13716
| —7684 —1168L 16632 —13716 4758 |
(721 495 —45 285 |
. 38 18L  18L  38L
[Ql]:ﬁ 54 2430 —486 —486 (3.22b)
27 —243 2673 567
38 -162 378 474 |

Na direcdo X,, como os polinomios adotados para representar os

deslocamentos e forcas de interagdo sdo iguais aos da direcao X;, bem como os
carregamentos externos, as matrizes [K;] e [Q;] obtidas no processo descrito acima,
logo também serdo iguais a [K;] e [Qz] respectivamente. Ja na dire¢do X3, a parcela
do funcional é dada por (3.17c):

_ p (L _, 2 L
[y == [ W @7 dz+[ Px;(2) Wy, (2)dz - Fyw, +IAp0bW1dAp

Analogamente aos procedimentos executados no item anterior, temos:

K ]{8.}={F}-[Q;]{P, | (3.23)
Onde:
148 —189 54 -13
[K ]_EIAP —-189 432 -297 54 394
3 40L 54 -297 432 -189 (3.24a)
-13 54 —189 148
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L

80
3L

80
3L

80
7L
80

L
80
—9L

80
9L

i
2L
80

(3.24b)

Para representar o funcional do sistema todo, ¢ necessdrio somar as

contribui¢des parciais dos funcionais relativos a cada uma das diregoes X;, X, € X3, €

reagrupar as matrizes resultantes, num tnico sistema final, dado por:

[K]{Up}: {F}_[Q]{Pp}

Onde:
fa,, 0
0 ay
0 0
a,, 0
0 ay
ay, 0
K-,
0 0
a, 0
0 ay
0 0
a51
0 a5
0 0
al = 23722

ajp = a1 = 4084L
a3 =az; = -42876
a4 — a4 = 26838

0

0 a,
-a, O
0 0
0 ay
a,, 0
0 aj
—a; 0
0 0
0 a,
-a, 0
0 0
0 ag
—ag 0
0 0

a3 0 ayy
0 0 aj 0
a3 0 ay

a)s =asy =-1168L
az; = 81648

azs = ag3 = -55404
a35 = as3 = 16632

(3.25)
0 0]
a,s 0
0 Ciq
0 0
a,, 0
0 0
ass 0
0 a, (3.26)
0 0
a s 0
0 C3y
0 0
ass 0
0 Cyy

Cip=Cy1 = -189
Ci3=C31 = 54
Cia=c41 =-13

Cyp = C33 = 432
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ais — as1 — -7684 44 — 42282 Cy3 = C32 = -297
Ay = 808L2 a4s = Asq4 = -13716 Cyqg = Cqp = 54
Az — a3y — -6912L ass = 4768 C3g4 = C43 = -189
Axq = A4qy = 3996L Ci1 = 148 Cq44 = 148
I
Lembrando que os termos “a” devem ser multiplicados por p—L}; € 0s termos

E A
emaac” por PP

40L

[Q]= (3.27)

di; =721 ds, 2430 ds3= 378 dos=0
di»-495 ds3- -486 ds4 =474 €31=3
di3--45 dss - -486 er="7 €3=-18
dis-285 dg1 =27 €12=2 €33=45
d; =38L dsr--243 enn=1 €34=0
dx - 18L d43- 2673 e14=0 €s1="7
d3- 18L dys= 567 €1=3 €4 =-20
dos - 38L ds; =38 €2 =36 €43=23

d31 - 54 d52 _-162 €23 -9 €44 = &0/L
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Novamente lembrando que os termos “d” devem ser multiplicados por 720

2 .9

L
e os termos em”e” por —.
80

Nota-se que em determinados trechos das matrizes [K] e [Q], aparecem
elementos dispostos em diagonal que possuem o mesmo valor absoluto, porém
apresentam sinais inversos. Esses elementos sdo coeficientes correspondentes as
coordenadas de rotagdo em torno dos eixos. Como no modelo apresentado, as
coordenadas de rotagdo em torno dos eixos X; e X, apresentam sinais opostos, seus

coeficientes também apresentaram sinais contrarios.

E os vetores sdo dados da seguinte forma:

{F}T={F1 F, F; M, M 00OO0OO0OO0OOOOO 0} (3.28a)
{up}T: {ui vi wi Ui Vi Uj Vi Wj Uk Vi Wi W Vi Wi (3.28b)
{P,}"={P Ps Py P, Pg P;y P3 P; P;; Py Pg Ppp} (3.28¢)

Das equagdes provenientes do MEC, sabemos que
Cyu; = _,[“pij u; dr"‘L“g p; dl“—i—_[Quij b, dQ (3.29)

Entretanto, para o caso de estacas imersas em um meio continuo, ¢ necessario
adicionar um termo na equacdo geral de deslocamentos, correspondente a agdo de
uma carga distribuida ao longo das estacas , sendo feito o acréscimo a partir do limite

de forcas volumétricas. Desta maneira, a nova equagao de deslocamentos fica:
Cyu, = _j-rpij u; dI" + J-ruij p; dI" + jQuij bj dQ + L uijqj?dF (3.30)

onde

q: Forgas de interagdo aplicadas ao sélido tridimesional

I Linhas de carga onde estdo aplicadas as forgas q
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Na equacao (3.30), a parcela referente as forgcas volumétricas pode ser
desprezada para os efeitos desse estudo, e como serd empregada a solucdo de
Mindlin para deslocamentos,e ndo serdo analisados casos de escavagdes, a 2° e a 3"

parcela também serdo desconsideradas. Assim, temos:
Cyu, =, wjazar (331)
Lembrando que para as equagdes de Mindlin, C;; = [I],
u, =, wjasdr (332

Agora se faz necessario resolver a integral da equagao (3.32). Como a estaca,
nesse estudo sera tratado como um elemento de barra, imerso num meio semi-
infinito, is6tropo, homogéneo e elastico linear, e que a menor distancia entre o ponto
fonte e o ponto campo serd igual ao raio da estaca, ndo havendo, portanto qualquer
singularidade na integracdo da mesma, utilizaremos o artificio da integracdo pela
regra da quadratura de Gauss. Para evitar a utilizagdo de integragdo com muitos
pontos de Gauss, porém, sem perder o numero de contribui¢cdes dos valores dos
coeficientes de influencia do solo ao longo da estaca, utilizaremos também o artificio

da subelementagao.
Assim, equagdo (2.32) pode ser escrita como:
u, =] uj(s.p)¢,(p)dr(®) Py(p) (3.33)
Pela regra da quadratura de Gauss:
L ng N —
u; =3kz,:‘uij (Sap)d)j (P) Wy Pj(p) (3.33b)
onde
ng: E o numero de pontos de Gauss;

wi:  E peso de ponderagdo da integragdo do k-ésimo ponto.

ou
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{us}=ZU[U*]{¢}dF v} (3.33¢)
onde
{us}: € o vetor de deslocamentos dos pontos de colocacao;
[U*]: ¢ matriz de solu¢des fundamentais de Mindlin;
{d_)} ¢ o vetor de funcdes de forma para as forcas de interagao;
{Ps}: ¢ o vetor de forcas na interface estaca-solo;
ou ainda escrevendo na forma matricial:
{us}12x1 = [Glizx12 {Ps}12x1 (3.33d)
u, Ir‘ulld_)l dr’ J‘r‘und—)z dr Ir‘u1363 dr P,
Vil _ .[r uy ¢, d’ .[r Uy ¢, dI .[r Up; @3 dI Ps (3.34)
W_k J.r, u314_)1 dr J.r. u32$2 dr J.r. us3¢5 dl T_l
- Js : : : :
onde:
[61=X[ [U]ipjar (339)

Conforme foi visto anteriormente, a contribuicdo do solo para o sistema ¢é

feito através da integracdo das solugdes fundamentais de Mindlin. Os termos da

matriz [G] s3o calculados através da multiplicagdo da integral da solugdo

fundamental u;; pela func¢do correspondente as forcas de interface (ao longo do fuste)

ou tensdo normal (na base da estaca). Contudo um melhor entendimento, ¢

necessario discutir algumas etapas do processo:

e Os coeficientes da matriz [G] sdo referentes a integracdo ao longo do

fuste da estaca sao dados através de uma integragdo dupla, quando na
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diregdo X3, sendo desenvolvida analiticamente de 0 a 2m e
numericamente ao longo do eixo da estaca, utilizando a regra da
quadratura de Gauss. Ja4 nas direcdes X; e Xp, as integrais sdo

resolvidas numericamente, utilizando a regra da quadratura de Gauss.

Quando o ponto fonte e o ponto campo forem iguais (situagcdo em que ocorre
a contribui¢do da tensao normal na base da estaca, no 4 ponto de colocagdo), o termo
Giax12 serd calculado através de uma integral dupla numérica, utilizando a regra da
quadratura de Gauss, ou seja, sera integrada numericamente no intervalo de 0 a 2 e

novamente utilizando outra integral numérica no intervalo de 0 a r.

Retomando agora a equagao (3.25):
K], §={F}-[Q] P, }
Das equagdes (3.25) e (3.34) temos um conjunto de expressoes algébricas que
possuem alguns termos em comum. Abaixo descreve-se cada vetor e matriz, que

compdem estas expressdes, bem como algumas relagdes entre os mesmo:

[K]: Matriz de rigidez da estaca,;

{u,}: Vetor de deslocamentos laterais da estaca;

{F}: Vetor de for¢as na cabeca da estaca;

[Q]: Matriz de transformagdo de cargas do elemento em cargas nodais;
{Pp}: Vetor de forcas de interagdo composto por todos os nos da estaca;
{us}: Vetor de deslocamentos laterais do solo;

[G]: Matriz de solug¢des fundamentais do solo;

{Ps}: Vetor de forcas de interagao na interface estaca-solo.

Isolando o termo {Ps} na equacao (3.34)

(P} iox1 = [Glizxi2” {Us}iax1 (3.36)

Realizando o equilibrio na interface solo-estaca, temos:

{us) = {up} (3.37)
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{Ps} + {Pp}=0

e substituindo (3.36) em (3.25), temos:

[Kliaxi4 {Up}1ax1 = {F}iax1 — [Qliaxi2 [G]1_21x12 {us}12x1 (3.38)
Fazendo agora:
[T]iax12 = [Qliast2 [Glaar (3.39)

Para tornar algebricamente possivel o equacionamento da expressdo (3.39),
necessita-se expandir a matriz [T] adicionando duas colunas de zeros nos termos
referentes as rotacdes em torno dos eixos X; e X,. Assim adicionam-se duas colunas
de zeros a partir da terceira coluna da matriz [T]:. Conseqiientemente, o vetor {us}

também deve ser expandido:

Tll T12 Tl3 O 0 Tll3 T114
TZ] T22 T23 O 0 T213 T214
0 0
: [ﬂ _ 00 3.40
. 14x14 O 0 ( . )
T13l T132 T133 O 0 Tl313 T13l4
_Tl4l T142 T143 O 0 Tl413 T14l4_
Assim, o sistema final fica:
[KJiax14 1U Jr1ax1 = {F}iax —[ﬂmxm {Ubiaxi (3.41a)
[[K]+ |T] [{U} = {F} (3.41b)

K]{u}=1{F} (3.41c)
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3.3.2ESTACAS INCLINADAS

Toda formulagdo descrita anteriormente, bem como as matrizes e vetores
obtidos foram baseados em um sistema dextrorso que tem como um dos eixos
principais, o proprio eixo da estaca. Porém, nos problemas de engenharia, nem
sempre as estacas de fundagdo sdo elementos verticais, podendo apresentar certo
grau de inclinacdo em relagdo ao eixo vertical ou mesmo diferentes inclinagdes entre
as varias estacas de um mesmo elemento de fundagdo. Para podermos tratar do
assunto estaca inclinada, é necessario adotar um novo sistema de referéncia, idéntico
para todas elas, uma vez que as mesmas podem ter diferentes inclinagdes entre si.
Assim, nesta etapa, desenvolve-se uma nova formulagdo, tomando como partida as

relagdes obtidas no item anterior.

Todas as formulagdes desenvolvidas nos itens anteriores, que estdao
relacionadas ao sistema dextrorso, na qual um dos eixos principais foi tomado como
o proprio eixo da estaca, sera a partir de agora admitida como sendo relacionada ao
eixo local de referéncia. O sistema global de referéncia sera tomado em relagdo aos

o

eixos X, Xz, € X3, € um indice “g” serd adotado para todas as matrizes e vetores

cujas diregdes estiverem relacionadas aos referidos eixos.

Por comodidade, optou-se por trabalhar com a montagem das matrizes [K],
[Q] e [G] referidas aos eixos locais, fazendo-se as devidas alteracdes na formulagao
das mesmas, quando necessario. A passagem para o sistema de referéncia global

somente ¢ realizada na etapa anterior a resolu¢do do sistema linear final.

Da equagdo (3.33d) dos deslocamentos do solo, sabe-se que a matriz [G]
relaciona as forcas de interacdo do solo aos deslocamentos do mesmo. Porém, a
formulagdo admite que os deslocamentos e as forcas de interagdo sdo aproximados
por uma certa fungdo polinomial que varia na extensdo do fuste, ou seja, os vetores

{us} e{Ps} estdo associados ao sistema local de referéncia.

Porém sabe-se que as equacdes fundamentais de Mindlin fazem referéncia ao
global, isto ¢, as equacdes da matriz [G] foram descritas no sistema global, sendo

assim necessario rotacionar esse sistema para adequa-la ao problema.



3 — Sistema estaca-solo 39

FERRO apresentou em seu trabalho, uma matriz de rotagdo para sistemas

tridimensionais.

I - CXCY —-CXCZ
NCY? +CZ?
JCY?+CZ2  AoY?+CZ?
CczZ —CY
[R]= 0 (3.42)
JCY?+CZ2 AoY?+CZ?
CX CY CcZ
Sendo:
szxlixi; Cy:}ﬁ;}’i; CZ=ZI_Zi;

;o
1

Onde os indices “1” e das coordenadas x,y,e z fazem referencia ao ultimo
e ao primeiro ponto de colocagdo de uma mesma estaca e L representa o

comprimento da mesma.

Assim pode-se relacionar os vetores de deslocamentos da seguinte forma:

{us} =[R] {us}e e {Ps} =[R] {Ps},
ou (3.43)
{us}e = [R]_l {us} e {Pg}e= [R]_l {Ps}

Nota-se que para estacas com grau de inclinagdo zero (estacas verticais),
Cx=Cy=0, Cz=1 e [R]=[I], ou seja, os sistemas de referencia global e local se

sobrepoem.

Retornando ao problema original, faz-se necessario rotacionar o tensor de
deslocamentos para adequar as coordenadas locais, para posterior integragcdo das

solugdes fundamentais escritas no novo sistema de referéncia.

Da equacao de deslocamentos do solo, sabe-se que:
{us}e = [Glg {Ps}e

u ujp uz u3z ) (éxy 00 Pxy

3.44
v | = Wy Wy w3 || 0 ¢x2 0 [dle| Pxo ( )
W/, U3 U3 U3 0 0 ¢x3 Px3
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{uste = [U*] [0]{Ps} ¢ (3.45)
Substituindo os vetores {us}, € {Ps}, pelas relagdes dadas em (3.43), temos
[RT" {us} = [U*]1[¢] [R]" {Ps} (3.46)

Lembrando que [R] é uma matriz ortogonal, ou seja: [R]™" = [R]":
{ug} = [R] [U*] [R]" [¢]{Ps}
{us} =[G] {Ps}

E assim, obtém-se¢ a nova matriz [G], relacionada aos eixos locais, onde:

(3.47)

[G]= [R] [U*] [R]" [¢] (3.48)

A seguir, trabalhando no sistema local, repete-se os todos os procedimentos
descritos pelas equagdes (3.36) até (3.41c). Para obter o sistema final nas

coordenadas globais, basta fazer um rearranjo:

81" [K] (8] {U}= {F}, (3.49)
onde
_[R]3x3 0 O [0]3x3 [0]3x3 [O]3x3 ]
0 1 0 0 0 0
o 0o 1 0o 0 0
Pl 0 0 Rl Db [ 350
[0]3x3 O 0 [0]3x3 [R]3x3 [0]3x3
[0, 0 0 [0l [0 [R];]

3.4 GRUPO DE ESTACAS

Nos itens anteriores, desenvolveu-se toda a formulacdo para estacas isoladas.
Nesta se¢do, descrevem-se as modificagdes necessarias para a consideracdo de um

sistema composto por um grupo de estacas.
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O sistema de equagdes para um grupo de estacas ¢ bastante semelhante ao
sistema de uma estaca isolada. A grande diferenca estda na ordem das matrizes
envolvidas. De uma maneira simplificada pode-se descrever todo processo partindo
do sistema final de uma estaca isolada, mudando apenas a ordem das matrizes

envolvidas.

Assim com nos trabalhos de POULOS (1968, 1971b), em um sistema
composto por varias estacas, sera considerada a superposicdo elastica da influéncia
de todos os elementos do grupo, sempre tomados dois a dois, ou seja, o sistema final
serd composto por varios subsistemas que por sua vez, representardo a interagao de

duas estacas e o solo, ou a influéncia de uma estaca sobre ela mesma.

Entretanto, algumas consideragdes serdo feitas a seguir, para este modelo

idealizado:

e A influéncia de uma estaca sobre si mesma sera feita através da
integracao numérica pela regra da quadratura de Gauss, com os pontos
posicionados no eixo da estaca e os pontos campo, no contorno da

mesma.

e A integragdo entre estacas diferentes também sera feita através da
regra da quadratura de Gauss, porém agora, os pontos campo e fonte

serdo dispostos no eixo das diferentes estacas.

Assim para a interacdo entre duas estacas, temos

[Kl28x28 {Up}2sx1 = {F}28x1- [Ql2sxos [GEXM {us}24x1 (3.51)
Onde:
[MECH]IZ 12 [MEC12]12 12
Gl = . : 3.52
Ok = (vic, ] MEC..].., 652

MEC,;: Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos
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MEC;,

MEC,,

MEC;,

[K]zsxzs =

MEF“Z

MEF»,

[Q]ZSX 24

a influencia da estaca 1 sobre ela mesma

Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos
a influencia da estaca 1 sobre a estaca 2

Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos
a influencia da estaca 2 sobre a estaca 1

Representa os coeficientes de rigidez provenientes do solo relativos
a influencia da estaca 2 sobre ela mesma

(3.53)

[MEFH ]l4x14 [O]l4xl4 :|
[O]l4xl4 [MEF22 ]14x14

Representa os coeficientes de rigidez provenientes da estaca
relativos a influencia da estaca 1 sobre ela mesma

Representa os coeficientes de rigidez provenientes da estaca
relativos a influencia da estaca 2 sobre ela mesma

[ 11]14x12 [0]14x12

_ (3.54)

[O]l4x12 [ 22 ]l4x12

Qi1:  Coeficientes das forgas de interacao na estaca 1

Q2 Coeficientes das forgas de interagdo na estaca 2

Para um grupo com mais de duas estacas, o procedimento padrao ¢ o mesmo,

bastando apenas montar as matrizes considerando cada estacas isolada, ¢ as matrizes

das interagdes entre uma estaca e as demais, sempre tomadas dois a dois, e inserindo-

as na matriz do sistema final.



4 SISTEMA CASCA-SOLO

4.1 INTRODUCAO

Um sistema estrutural pode ser dividido em subestruturas colaborantes, que
por sua vez podem ser compostos por elementos estruturais, ou até mesmo serem os
proprios. Desta forma, os elementos estruturais podem ser classificados da seguinte

forma, quanto as suas dimensodes:

e Elementos lineares: quando uma das suas dimensdes ¢ muito superior

que as demais.

e FElementos laminares: quando uma de suas dimensdes ¢ menor, se

comparada com as outras duas.

e FElementos volumétricos: quando todas as suas dimensdes possuem a

mesma ordem de grandeza.

Na engenharia ¢ muito comum a utilizacdo de elementos estruturais de casca.
Uma casca ¢ uma estrutura caracterizada pela superficie média, definida como a
regido formada pelos pontos eqiiidistantes das superficies limitantes. Dessa forma,
uma casca ¢ facilmente definida através do conhecimento da sua espessura e da sua

superficie média.
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Por apresentar a espessura muito menor que as outras dimensoes, o elemento
de casca pode ser aproximado por uma ou mais laminas com superficies planas,

simplificando o problema, obtendo-se um modelo bidimensional menos complexo.

De maneira geral, o elemento de casca pode ser simulado através da
sobreposi¢ao dos efeitos de um estado de flexdo e de um estado de membrana. O
estado de membrana ¢ caracterizado por uma distribuicdo uniforme de tensdes ao
longo da espessura resultando em esfor¢os normais e tangenciais. J4 o estado de
flexdo ¢ conseqiiéncia de uma distribui¢do de tensdes nao uniforme ao longo da

espessura, resultando em esfor¢os que tendem a fletir e a cisalhar a estrutura.

Neste trabalho a casca sera discretizada em elementos planos triangulares.O
efeito de flexdo serd computada através da adogdo do elemento finito DKT (Discrete
Kirchhoff Theory) - BATOZ & BATHE (1980) e a membrana através do elemento
FF (Formulagdo Livre) — BERGAN & FELIPPA (1985). Nao sera desenvolvida a
formulacdo dos elementos, uma vez que ambos sdo de conhecimento amplamente

difundido nos meios académicos e cientificos.

4.2 O ELEMENTO DKTFF

A formulagdo proposta para o elemento laminar desse trabalho, ¢

desenvolvida admitindo-se a hipoteses de Kirchhoff-Love:

e Os deslocamentos s3o muito pequenos se comparados em relagdo a espessura
da lamina.

e As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis em relacdo as demais.

e A espessura da lamina é pequena em relacdo as dimensdes e aos raios de
curvatura da superficie média.
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e Os pontos pertencentes a uma mesma reta normal a superficie média na

situacdo indeformada, encontram-se em uma mesma reta normal a superficie
deformada.

Com base nas hipoteses acima, os deslocamentos de uma area infinitesimal de

um elemento laminar sdo dados por:

I uo'(Xl ,X2) — X3'.‘d_ Wo |
U(Xl ’XZ’X3) d
{u} = V(XI’XZ’X3) = Vo'(x1,x2) - X3'~'d_w0 Y
W(Xl »X25 X3) e
i w'(X1 ,Xz) _

onde uy, vop € Wy sdo os campos de deslocamentos locais de um ponto genérico,

considerado nas diregdes X, X; € X3.

As parcelas do campo das deformagdes oriunda dos efeitos de membrana e

flexdo sao dadas logo abaixo:

2
—Uu 2™
dxg dx
€1
d d2
{e} ={e}st{etm= | & |= Vo - X ——wo (4.2)
dX2 dx 2
2
Y12 d d
—ug + —uv0 d2 )
dx dx; 2.
dX1 dX2

onde o indice “m”e “f” fazem referencia 8 membrana e flexdo respectivamente.

Lembrando da relagdo constitutiva
{o} =[Dl{&} (4.3)
e aplicando(4.2) sobre a equacao (4.3):

{o} =[D] ({e}m* {e}r) = {o}m * {o}¢ (4.4)
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onde [D] ¢ a matriz constitutiva

Torna-se necessario agora, definir um campo de deslocamentos aproximado,

para se obter as expressdes basicas do método dos elementos finitos.

- —(Lowl ol Y (]3]
{Unoga} =[¢]. {8} = o] |¢f| ) |8f| (4.5)

onde [0] € [Of] s@o os vetores de deslocamentos nodais do elemento, relacionados ao
sistema local de coordenadas; [¢n] e [¢f] sA0 as fungdes de forma para as parcelas de

[13%4]
1

membrana e flexao respectivamente. Para um ponto do elemento, esses vetores

podem ser expandidos como:

Bl =[wi vi ;]

(4.6)
[8" = [ wi 0x1; 0xa]
Desta forma, o campo de deformagdes pode ser expresso como:
Sm T= Ui Vi Oi
[ ]T [ : 4.7)
[6¢]" = [ Wi Ox1i Oxai]
{e}=[[Bm] + x3.[Bf] ] . {tnodal} = [B] . {Unodar} (4.8)

onde [Bn] e [Bf] s@o as matrizes de interpolacio de deslocamento-deformagio

correspondentes a parcela de membrana e flexao.

A expressdao da matriz de rigidez pode ser obtida utilizando-se a defini¢cao da

energia de deformagao U:
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U=%[y{e} {c} dV="%]y {e}" [D] {e} dV (4.9)

Substituindo-se (4.8) em (4.9), tem-se

U=%[y {8}"[B]' [D] [B] {8} dV =% {8} [K] {8} dV (4.10)

onde [K] é a matriz de rigidez definida por:

[Bul (|Dm| |Dm4] T T
[K]= v [B]" [D] [B] dV = L3|Bf|T D] |D (™ x I av 4.11)

v

Resolvendo esta integral, temos:

Km|  |Km
|K|=(| a AJ (4.12)

Ke| K]

onde [Ky], [K¢], sdo as matrizes de rigidez de membrana e flexdo; [Kuf] € [Ksm] s@o

matrizes de acomplamento entre as duas ultimas. Suas matrizes sdo expressas por:

(4.13)

sendo:



4 — Sistema casca-solo 48

e b
B B Bh o]
Duf = | [Dldx, [pd=| GoPiplax [Pmi = | slDlds gy
— —h -
2 T ’
Desta forma, tem-se que [Kyy¢] = [Kue]= 0, pois
b
2
|Dmf| = X3 |D| dx; =0 (4.15)
-h
2
Assim, a matriz final do elemento de casca ¢ dado por:
K| 0
K| = (4.16)
o |K4

4.2.1 Efeito de flexao

Neste trabalho, utiliza-se o elemento DKT para considerar o efeito de flexao
nas laminas. O DKT ¢ um elemento finito muito difundido no meio cientifico e ¢

considerado por muitos, uns dos melhores em sua classe.

O DKT ¢ um elemento triangular com os nos associados em seus vértices. Em
cada vértice sao associados trés graus de liberdade (duas rotagdes e um deslocamento
transversal), totalizando nove deslocabilidades por elemento. Sua formulagao inicial
adota, além dos nos nos vértices, a existéncia de nos auxiliares, localizados nos
pontos médios dos lados, onde existe apenas um grau de liberdade, representando a

rotacdo da se¢do transversal, como mostra a figura:
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< 1 o 0. 0y

2

Figura 4.1 — Pardmetros nodais e nos auxiliares do elemento DKT.

A formulag¢dao deste elemento finito é inicialmente baseada na teoria de
Reissner-Mindlin, considerando o efeito do esfor¢o cortante. Posteriormente, as
hipdteses da teoria classica de placas delgadas, ou teoria de Kirchhoff sdo impostas

discretamente ao longo dos lados do elemento. As hipoteses da teoria de Kirchhoff

sao:

e Os deslocamentos horizontais dos pontos do plano médio da placa sao
despreziveis.

e Todos os pontos contidos em uma reta normal ao plano médio possuem o
mesmo deslocamento vertical.

e As tensdes normais ao plano médio da placa sdo despreziveis.

e Uma reta normal ao plano médio indeformado da placa mantém-se normal a
superficie média apds a deformacgao.
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Na teoria de Reissner-Mindlin, porém, os pontos pertencentes a uma reta
normal ao plano médio da placa, ap6s a deformagdo, permanecem sobre a mesma

reta, mas ndo necessariamente normal a superficie deformada.

Por ser um elemento consagrado no meio cientifico, estd presente em varios
trabalhos publicados no ramo académico. Porém, neste trabalho, ndo ha a pretensao
de se desenvolver toda a formulagao deste elemento.Todo o desenvolvimento da

formulagdo deste elemento pode ser conferida no trabalho de BATOZ (1980).

4.2.2 Efeito de membrana

Para computar o efeito de membrana, utilizou-se neste trabalho, o elemento
triangular com formulagdo livre, desenvolvido por BERGAN & FELLIPA (1985).
Esse elemento de chapa ¢ composto por trés nds, localizados nos vértices do mesmo.
Em cada n6 ha trés graus de liberdade, sendo duas translagdes (u € v) nos dois eixos

que definem o plano da chapa e uma rotagao normal ao plano do elemento (03).

Figura 4.2 — Geometria e graus de liberdade do elemento de membrana.
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Assim como no item anterior, toda a formulagdo e hipoteses adotadas para o
desenvolvimento deste elemento n3o serdo aqui apresentadas. Para maior
compreensdo, recomenda-se a leitura dos trabalhos de PELETEIRO (1996) e
MESQUITA (1998), ambos desenvolvidos no departamento de Engenharia de
Estruturas — SET/EESC.

4.3 O MEIO SEMI-INFINITO

Nessa etapa ¢ apresentada a contribuicdo do meio semi-infinito no problema
da interagdo solo-estrutura. Admite-se que o solo estd em contato com a estrutura, e

que ambas possuem a mesma discretizagao.

Esse problema incorpora a solu¢do fundamental de Boussinesq-Cerruti, e se

as forcas de volume forem desprezadas, a representacao integral do problema ¢ dada

por:
uj = J uii(s,p)pjdl(p)  (1,j=1.2,3) (4.17)
r
Discretizando-se a superficie do meio semi-infinito em elementos triangulares
ou células:
u = ZJ u(s,p) P dQEL(P)  (i,=1,2,3) (4.18)
n o QEL
onde:

Qg :  dominio do elemento de contorno,

n: namero de elementos de células que compdem o contorno I,

(1344

P forca de superficie na diregao “”.
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ujj: solucdes fundamentais de Boussinesq-Cerruti, dadas na forma simplificada:
I+v| 1—-v L '(]':'{1)2
U = + (4193)
n-E R R®
v(1+ V)RR
Upp = Wy = 31 - (4.19b)
-E-R
(1 + o)-(l - 2-1))-R
U3 =~y = 2 1 (4.19¢)
2-m-E-R
1+v| 1-v V(R
Uy = —— — + (R) (4.19d)
n-E R R®
(1 + U)-(l - 2-0)-R
U3 = —Usp = 2 - (4.19¢)
2n-E-R
11— l)2
Uy = —— (4.191)
n-E-R

Admitindo-se que as forcas de superficie variam linearmente e ao longo do

elemento de contorno:

noCk)

nod j»

no»

Figura 4.3 — Distribuigdo das forcas de superficie no elemento de contorno
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Assim, a funcao interpoladora das forcas de superficie, pode ser escrita como:

pi=Ai.X;stBi. x5+ C (4.20)
onde:
Xis, X2s coordenadas do ponto “s” no sistema global de referéncia,
pi forga de superficie na dire¢do “i”.

Fazendo uma translacdo de eixos, as coordenadas do ponto “s” podem ser

escritas em relagdo a um sistema (x; X2)

[Xl ] [Xls j [Xl )
= + (4.21)
X X2s X2

As forgas de superficie, no sistema (X; X») podem ser escrita como:
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pi=Ai.x1*tBi.x2+D (4.22)
onde:
Di=A.xis+B;.x5+C (4.23)

Torna-se necessario integrar as solugdes fundamentais u; no dominio do
elemento de contorno. PAIVA (1993), resolve estas integrais de dominio Qgp,
transformando-as em integrais semi — analitica equivalentes, que requer apenas
integracao ao longo do contorno do elemento Iy, isto €, ao longo dos lados do
triangulo. O método consiste em transformar o sistema cartesiano local em

coordenadas polares (r,0). Dessa forma as forcas de superficie podem ser escritas

como:
pi=Aj.rcos0+Bj.rsen0+D (4.24)
dQgp =1 dr do (4.25)

Como exemplo, fazendo apenas a parcela referente a solucao fundamental u3;

na direcao de p;:

. Ry
J J (A-R-cosd + B-R-send + D)-u33-RdR dO (4.26)
6“0

Substituindo us; na integral:

R
0 2
1-v

(A¢R-cosd + B;R-send + D;)-R dR do 4.27)
t-E-R

Integrando analiticamente ao longo do raio vetor r:
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1—02

2n-E

[Ai-(RO)z-cose + Bi(Ry)send + 2-Di-R0] do (4.28)

E o diferencial dO pode ser escrito em fun¢do do diferencial de contorno do

elemento dI'gr:

nxr
do = -dlg (4.29)
Ro
Fazendo a substituicao, temos

1- 02

B (Ai-RO-cose + B;‘R-send + 2-Di) nxrdl g (4.30)
TE .

1—‘el

Agora basta integrar a equacao restante ao longo dos lados do elemento. Essa
segunda parte da integral ¢ resolvida numericamente, utilizando a regra da quadratura

de Gauss.

As demais parcelas das integrais, referentes as solugdes fundamentais nas

outras diregdes sdo dadas abaixo:

1
Para uy;: J 27:-;5)L1 —v+ U.(cose)2J (AjRg-cos + Bj-Rg-send + 2.D;) nx rdl g (4.31a)
l—‘el

(1 + U)-U-cose-sene(

b Aj-Rg-cosO + Bj-Rg-send + 2-Di> nx rdlg (4.31b)
Tc .

Para u;;:

rel

(1 + U)-(l —2-u)~c0s9(

po AiRgcos0 + BiRo-send + 2.D;)nxrdle  (4.31¢)
Tc .

Para u;s:

el
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(1 + U)-U-cose-sene
Para uy;: b (Ai-R(ycosG + Bi-Rg-send + 2-Di> nx rdl g (4.31d)
Tc .
7 rel
Para uy: 1;;[1 —v+v .(seHO)Z] .(Ai.RO.COSG + B;-Rg-send + 2.Di).n>< rdl g (4.31e)
Y 1—‘el
1+v)\l-2v)send
Para u,;3: ( ) (4 = ) (Ai'R()-COSG + B;-Rg-send + 2-Di)-n>< rdlgp  (4.310)
Tc .
1—‘el
—(1 + U)-(l - 2-0)-0059
Para us;: i E (Ai-RO-COSG + B;-Ry-senb + 2-Di) axrdle  (4.31g)
TE .
1—‘el
—(1 + U)-(l — 2-U)-sen6
Para us;: B (Ai-R(ycosG + Bj-Rg-senb + 2-Di) nx rdlg (4.31h)
TE .
rel

Apo6s efetuar o calculo das integrais indicadas, obtém-se a representagdo

algébrica do solo, que ¢ dada por:

Hs Us = Gs Ps (432)
onde:
Ps: Vetor que contém as forcas de superficie dos nos dos elementos de contorno,

Us: Vetor que contém os deslocamentos dos nos dos elementos de contorno,

Gs Matriz que contém os coeficientes da influéncia do solo.

Para o caso em que a malha discretiza parte da superficie do semi-espago, a

matriz Hg torna-se igual a matriz identidade. Dessa forma, temos na forma matricial:

Us = Gs Ps (433)
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4.4 ACOPLAMENTO MEC/MEF

Nos itens anteriores, foram apresentados os sistemas algébricos finais, a partir
do método dos elementos finitos e do método dos elementos de contorno. Para que o
acoplamento entre os sistemas algébricos oriundos do MEC e do MEF seja possivel,
¢ necessario a consideracdo das condigdes de equilibrio e compatibilidade existentes

nos pontos nodais comuns aos dois métodos.

De forma simplificada, o acoplamento dessas duas técnicas numéricas
consiste em transformar a regido discretizada em elementos de contorno num
elemento finito equivalente, ou vice versa. Nesse trabalho, optou-se pela primeira
alternativa, ja que o objetivo desse trabalho ¢ analisar a influencia do solo no

comportamento das estruturas.

Porém sabe-se que a representa¢do das forcas externas no sistema algébrico
do MEC ¢ tomada como for¢a por unidade de area, enquanto que nos MEF, ¢
empregado o conceito de equivalente nodal. Assim torna-se necessario adotar um

campo de for¢as comum nos dois sistemas algébricos.

Seja uma célula com um carregamento transversal distribuido por unidade de

area.como mostra a figura abaixo:
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Figura 4.5 — Forgas de superficie e carga nodal equivalente.

O trabalho das cargas externas pode ser expresso por:
Te = J g(XI,XZ) 'W(XI,X2) dA (4.34)
A

Onde w(x,x2) sdo os deslocamentos transversais no dominio do elemento. A

¢ a area do elemento. Para o caso em que este campo possui variagao linear, tem-se:

Wl = Wi &1 + W_] (%2 + Wk (%3 (435)

E analogamente, as forgas de superficie podem ser expressas por:

gi=gi&tg&tess (4.36)

Transformando-se as coordenadas dos eixos cartesianos para as coordenadas

homogéneas e fazendo a substituicdo das duas ultimas equagdes:
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Te = J (gi-a1 +gj€a+ gk-as)'(wral +wja+ Wk'§3> dA (4.37)
A

Minimizando-se a energia potencial devida as cargas externas e sabendo-se

que a integral abaixo

J f(z1.82.85) dA (4.38)

A

Pode ser calculada como:

' ni!mains!
J f(€1,82.65) dA = 2:A. (439)
A (m+nz+n3+2)!
Chega-se ao vetor de cargas nodais que ¢ dado por:
F; (21 1)(s
A
F | = EL1 > 1J- g (4.40)
Ou seja:
Fj g
Fi | = Q] - g; (4.41)
Fy &
211
A
[Q]= E 1 21 (4.42)

1 12
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Casca (MEF)

Solo (MECD

Figura 4.6 — Rede empregada para o solo e a lamina em contato.
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Figura 4.7 — Forgas de superficie na interface casca-solo
Do sistema algébrico do MEF, conhecida a equacao:
[KimetlN.68)* { Umef} (6N~ { Fimer} (6N)- { Rmef} 3N) (4.43)

onde N ¢ o nimero de nds discretizados no solo quanto no casca.
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{Rmef} pode ser calculado através da seguinte relagao:

{Rumer} 38~ [Qlanan * {Ps 3w (4.44)

Lembrando ainda da equagdo dos deslocamentos do solo, proveniente do

MEC:

{Us}en = {Gstanan {Pshon) (4.45)

Pode —se ainda escrever:

{Ps} v = [Gslanan ' {Ustan (4.46)

Assim, {Rper} pode ser dado por:

{Riner} anv=[Qlnan* [Gslanan ' {Ushan (4.47)

Fazendo agora o equilibrio na interface solo-casca, temos:

{Umet} = {Us} e {P}+{Ps}=0 (4.48)

Para que essa igualdade seja verdadeira, ¢ necessario expandir os vetores e as
matrizes envolvidas. A expansdo ¢ realizada adicionando-se ao vetor ou matriz linhas
e/ou colunas nas posigoes referentes as coordenadas de rotacdo, existentes na

formulag¢dao do MEF, mas que ndo aparecem no MEC.

Assim:

{Runet} 0= [Qlisn.on* [Gslisnen” {Uon (4.49)
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E assim, o novo sistema ¢ dado pela substituicdo de (4.49) em (4.43):

[Kimerlen.68* LU 6ny={ Fimer} 6x)-[Qlienom * [Gslensny”’ {Ubon) (4.50)

Juntando os termos em comum, tem-se:

[Kmetlon.om™ {UY enHQlisnon) * [Gslionany ' {U en= {Fmet} 6N (4.51)
Fazendo:
[Kiotatleon.sn) = [Kmerlenon + [Qleneny * [Gslisneny (4.51)

Pode-se agrupar todo o sistema num outro equivalente, que ¢ dado por:

[KTotal]* {U}z{Fmef} (451)

onde:
[Krota] Matriz de que incorpora a influencia da casca como também a do solo.
{U} Vetor de deslocamentos, composto por todos as deslocabilidades de todos os nos.

{Fmet}  Vetor de forcas nodais equivalentes, oriundo do carregamento externo.



S EXEMPLOS

Nesta etapa, apresentam-se exemplos comparativos entre ensaios realizados
por outros autores e os resultados provenientes do coédigo computacional,

desenvolvido no decorrer deste trabalho.

5.1 EXEMPLO 1 — ENSAIO DE WHITAKER & COOKE

Em 1966, Whitaker & Cooke ensaiaram uma estaca vertical de 12,2 m de
comprimento e didmetro de 0,61 m, submetida apenas a um carregamento axial de
1100 kN. O moédulo de elasticidade do solo e da estaca sdo 72400 kN/m? e 2,067 107

kN/m?, respectivamente.
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P=1100 kN
Focrace =2,067 10° KN/m®
F... =72400kN/m? L=12,2 m
v =05
DF0,61 m
+._’¢

Figura 5.1 — Ensaio de Whitaker & Cooke

Neste ensaio, Whitaker & Cooke obtiveram um deslocamento vertical, na
cabeca da estaca de 0,284 cm. Utilizando o modelo proposto, obteve-se um
deslocamento de 0,289 cm, resultando num erro percentual de 1,8 %. Outros autores
também analisaram numericamente o ensaio de Whitaker & Cooke. Ferro obteve
como resultado, um deslocamento de 0,2816 cm, discretizando a estaca com apenas 3

no6s. Matos Filho obteve para o0 mesmo problema, um deslocamento de 0,287 cm.

Tal diferenga entre os valores obtidos através do modelo proposto em relagao
ao modelo de Matos Filho, na qual este trabalho foi baseado, deve-se unicamente a
parcela referente a singularidade na base da estaca, quando os pontos fonte e campo
se encontram na mesma cota. Matos Filho resolveu este problema utilizando uma
integral analitica enquanto este modelo foi desenvolvido utilizando uma integral

numérica.

Contudo, deve-se ressaltar que o modelo proposto apresenta boa

concordancia com os modelos apresentados por outros autores.
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5.2 EXEMPLO 2 — ACAO DE FORCA AXIAL

Neste exemplo, apresenta-se uma estaca isolada de comprimento L e didametro
D, inclinada em relacdo ao eixo vertical de um angulo ¢, submetida apenas a ag¢ao de

uma forca axial.

P=1000 kN

“

%

E eevoc = 10% KN/ @
F... =210°KkN/m*®
v =0.9

Figura 5.2 — Estaca submetida a acdo de uma forg¢a axial
Inicialmente fixa-se a inclina¢do da estaca ($=30°) e fazendo uma variagdo da

relacdo L/D, compara-se os resultados obtidos através desta formulagdo (programa

Pile 2004), com os valores apresentados por Poulos & Madhav.

Tabela 5.1 — Deslocamentos na cabec¢a da estaca

LD Deslocamento axial (m) Deslocamento transversal (m)
Poulos & Madhav Pile 2004 Poulos & Madhav Pile 2004
10 0,174996 0,182090 0,000005 -0,007931
25 0,123997 0,126869 0,000004 -0,004104
100 0,063499 0,064982 0,000003 -0,000560

Nota-se claramente nos resultados obtidos por Poulos & Madhav, que

praticamente, forcas axiais geram apenas deslocamentos axiais. Comparando os
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resultados entre os dois modelos, nota-se que ha grande concordancia entre ambos. A
maior discrepancia ocorre nos deslocamentos normais a estaca. Porém, através de
uma andlise mais detalhada, nota-se que os valores de deslocamentos normais ao
fuste, obtidos através do modelo em estudo, sdo da ordem de 4% dos deslocamentos
axiais e diminuem quando a relacdo /D aumenta, tendendo a um valor proximo a

Z€r0.

Em seguida, para efeito de comparagdo, fixa-se agora a relacdo L/D (L=4 m e
D=40 cm) e varia-se o angulo de inclinagdo (¢) da estaca. Os resultados obtidos

através do programa Pile 2004, sdo apresentados a seguir:

Tabela 5.2 — Deslocamentos axiais para uma estaca com inclinagao ¢

Pto de Deslocamento axial (m)
colocacio d=0° o =10° o =20 o =30
1 0,1837951 0,1833642 0,1825301 0,1820949
2 0,1837505 0,1833195 0,1824854 0,1820502
3 0,1837201 0,1832892 0,1824551 0,1820199
4 0,1837075 0,1832766 0,1824425 0,1820075

Observa-se também que os deslocamentos axiais praticamente independem
do angulo de inclina¢do da estaca, ou seja, os deslocamentos axiais de uma estaca
inclinada podem ser estimados, de uma maneira simples, através dos deslocamentos

de uma estaca de inclinacdo zero (estaca vertical).

5.3 EXEMPLO 3 - ACAO DE FORCA TRANSVERSAL

Agora, apresenta-se uma estaca isolada de comprimento L e diametro D,
inclinada em relagdao ao eixo vertical de um angulo ¢, submetida apenas a agao de

uma forga transversal.
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@zl&@rkN /g/

I A AN

F ey =2 10° KN/ @
. =210°KkN/m®
v =00

Figura 5.3 — Estaca submetida a agdo de uma forga transversal.

Da mesma forma que o exemplo anterior fixaremos a inclinagdo da estaca
(0=0°) e (¢=30°) e faremos uma variagdo da relagdo L/D, comparando-se os

resultados obtidos através desta formulacao (programa Pile 2004).

Tabela 5.3 — Deslocamentos na cabeca da estaca

Deslocamento axial (m) Deslocamento transversal (m)
b $=0° $=30° $=0° $=30°
10 0,000000 -0,004452 0,390540 0,399235
25 0,000000 -0,002880 0,307868 0,312206
100 0,000000 -0,000354 0,340601 0,340703

Nota-se claramente, que assim como ocorre com as cargas axiais , forgas
transversais geram praticamente apenas deslocamentos transversais. Comparando os
resultados da estaca vertical e da inclinada, nota-se que ha pouca diferenca entre os
resultados obtidos, podendo-se estimar os deslocamentos da estaca inclinada em

func¢do dos resultados obtidos para a estaca vertical.
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54 EXEMPLO 4 - ESTACA INCLINADA

Neste exemplo, estudaremos o comportamento de uma estaca com um

carregamento fixo no seu topo, porém sendo analisada com diferentes angulos de

inclinagdo.

/hMS@TFt
8—‘74»

5 =3.10° psi

estaca

E
v =05

=3.10° psi

solo

L =23

L=1"

Figura 5.4 — Estaca inclinada sujeita a acao de varias forgas.

Os resultados obtidos estdo dispostos na forma de tabela, e dois gréficos,

representando respectivamente, os deslocamentos na cabega da estaca (horizontais e

verticais), e suas rotagoes.



5 — Exemplos numéricos 69
Tabela 5.4 — Deslocamentos na cabeca da estaca
Deslocamentos
Horizontal (pol) Vertical (pol) Rotacao (rad)
0 Poulos & Pile Poulos & Pile Poulos & Pile
Madhav 2004 Madhav 2004 Madhav 2004
-30° 0,70 0,62 0,56 0,54 0,0251 0,0308
-20° 0,66 0,58 0,40 0,41 0,0221 0,0275
-10° 0,56 0,50 0,27 0,29 0,0185 0,0237
0° 0,44 0,39 0,18 0,21 0,0152 0,0198
+10° 0,30 0,27 0,16 0,17 0,0121 0,0157
+20° 0,18 0,15 0,16 0,17 0,0080 0,0116
+30° 0,04 0,04 0,18 0,21 0,0050 0,0076
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o o

I )
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|
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Figura 5.5 — Grafico deslocamento x Inclinacao
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Figura 5.6 — Grafico rotacgdo x inclina¢do

Neste exemplo, pode-se observar que os resultados obtidos apresentam boa
concordancia com aqueles apresentados por Poulos & Madhav. Nota-se também que
os deslocamentos diminuem quando o angulo de inclinagdo se aproxima do angulo

na qual se aplica o carregamento.

5.5 EXEMPLO 5 - GRUPO DE ESTACAS

Agora, estudaremos um grupo composto por nove estacas idénticas e
igualmente espagadas. As estacas estdo divididas em subgrupos, conforme indica a
figura abaixo. Em seus respectivos topos serdo aplicadas um carregamento horizontal
de 20 kN. Todas as estacas possuem diametro igual a 0,35m, comprimento de 15m.
O modulo de elasticidade do macigo de solos é Eg = 10° kN/mz, E,= 10" KN/m”. e Ug

=0,2.
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1,9m

1,5m

Figura 5.7 — Grupo de estacas

Tabela 5.5 — Deslocamentos horizontais da estaca

Cotas Deslocamento Horizontal (m)
Subgrupo 1 Subgrupo 2 Subgrupo 3 Subgrupo 4
0,00 0,0329245 0,0352426 0,0358183 0,0385847
5,00 0,0083437 0,0084658 0,0087351 0,0088904
10,00 0,0040781 0,0040573 0,0039653 0,0039326
15,00 0,0024825 0,0024005 0,0025326 0,0024347

Observando os deslocamentos de cada subgrupo, nota-se claramente que as
estacas mais distantes do centro geométrico (subgrupo 1) tém os menores
deslocamentos no topo, enquanto as estacas mais ao centro possuem maiores

deslocamentos.
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0,045

Cota (2)

-12 —e—Grupo1  —#—Grupo 2

Grupo 3 —%—Grupo 4

Deslocamento (m)

Figura 5.8 — Deslocamento dos grupos de estacas

5.6 EXEMPLO 6 — BLOCO DE ESTACAS COM CAPEAMENTO
RIGIDO

Este exemplo € um problema retirado de Poulos (1980). Consiste em calcular
o deslocamento lateral de um grupo de estacas, todas com didmetro igual a 1 sob um
bloco de capeamento rigido, devido a uma carga de 100 kips na dire¢do x;. Adotou-
se um coeficiente de Poisson igual a 0,5 e K, = 107. (1 feet = 30,48 cm e 1 Kip =

4448,22 N)
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-o-<F @3},

100 Kips

\ | —»

25’

Figura 5.9 — Grupo de estacas com bloco de capeamento rigido.

Esse tipo de problema permite a simulacdo de estrutura formada por um
radier espesso e estaqueado num solo eldstico linear, homogéneo, isétropo e semi-

infinito. Admite-se que nao ha contato do bloco com o solo.

A simulagdo numérica ¢ realizada através da colocacdo de condigdes de
contorno no topo das estacas, de tal maneira que a cabeca da estaca agora ¢ engastada

e todos os elementos deslocam-se igualmente.

Da equagao final do acoplamento MEC/MEF, temos que:

[K] {U} = {F} (5.1)

onde:
[K]:  Matriz de rigidez da fundacao
{U}: Vetor de deslocamentos laterais e rotacdes

{F}: Vetor de carregamentos externos no topo da estaca
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Pode-se escrever matricialmente a eq (5.1), da seguinte forma:

ki1 ki2 ki3 kiga kis ) [y 10000)(F
ko1 koo ko3 koa ks || O; 0100O0/||M
k31 k32 k33 k34 k3s ||y |={0 0 1 00| 0 (5.2)
ka1 kao ka3 kaa kas || ug 00010 0
ks1 ks2 ks3 ks kss ) 000001/ 0

Supondo-se agora que foram prescritos o deslocamento e a rotagdo na cabega
da estaca (u; e 0;), nesse caso, faz-se a troca de colunas dos coeficientes de rigidez
multiplicaveis pelas suas respectivos valores prescritos no primeiro termo por
coeficientes da matriz identidade multiplicaveis pelas suas respectivas forgas

externas do segundo termo, trocando-se também os sinais.
Dessa maneira, temos:

-1 0 ki3 kig kys | F; ki1 k2 0

00)(y
0 -1 ky3 kpg kos || M —ka; —kpp 00 0 || g,
0 0 kisz k3g k3s || uj | =] k33 —ks 1 0 0 || o (5.3)
0 0 kyz kgg kgs || ug kg1 —kgp 01 011 0
0 0 ksy ksq kss )y ks —ks» 0 0 110
ou
[K]*{U}=[I"]*{F"} (5.4)
onde:

[K’]:  Matriz que possui coeficientes de rigidez e coeficientes nulos
[[’]:  Matriz que possui coeficientes de rigidez e coeficientes nulos
{U’}: Vetor de forgas e deslocamentos incognitos

{F’}: Vetor de forcas e deslocamentos prescritos

Multiplica-se a matriz [I’] pelo vetor {F’} chegando ao sistema:
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[K']{U"}= {W} (5.5)

{W=[T]*{F} (5.6)

Resolve-se o sistema (5.5) e obtém se os valores incognitos tanto de forgas,

como de deslocamentos.

Este processo ¢ normalmente utilizado para através da prescrigdo de um
deslocamento qualquer para um grupo de estacas, descobrir a carga que nela devera
ser aplicada para que esse grupo desloque igualmente no caso de estacas sob blocos

de capeamento rigido.

Dessa forma, para se resolver esse problema, inicialmente assume-se que

todas as estacas deslocam igualmente e que sua rotagdo ¢ restringida.

Prescreve-se um deslocamento unitario e obtém-se os esfor¢cos necessarios
pra que este deslocamento ocorra. Assim, prescrevendo um deslocamento unitério,

tem-se:

Tabela 5.6 — Coeficientes de mola para as estacas

Estacas K; K,
1,3,4¢6 10,164 kpis/pol
2e5 7,070 kpis/pol

Obs: 1 Kip/pol = 1751,27 N/em, 1 Kip =4448,22 N e 1 pol =2,54 cm
Fazendo o equilibrio, tem-se:

4 H1+2H2=100

K1 =10,164 kpis/pol

K2 =7,070 kpis/pol

H,=K, .u,
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u =u

H, =1,438 H,

Substituindo na equagdo de equilibrio, obtém-se:
H, = 18,550 kips

H, = 12,900 kips

Executando mais uma vez esse problema, prescrevendo se como forcas na

cabeca da estaca, os valores de H; e Hy, obtém-se:

ul =u2=1,82 pol.

E os valores encontrados por Poulos sdo:
upouLos = 1,53 pol
Hipouros = 20,1 kips

Hapouros = 9,8 kips

Observa-se certa discrepancia entre os valores encontrados. Porém Poulos
estendeu seu método desenvolvido para duas estacas, para andlise de grupos
genéricos onde todos os espacamentos deveriam ser idénticos, 0 que ndo ocorre nesse

exemplo.
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5.7 EXEMPLO 7 - ESTACAS INCLINADAS

Este ¢ um exemplo de um grupo de estacas inclinadas. As duas estacas
possuem a mesma geometria, as mesmas caracteristicas fisicas e a mesma inclinacao.
Pretende-se mostrar através deste exemplo que, se o carregamento for simétrico, os
deslocamentos das duas estacas logo também serdo, independentemente do angulo de

inclinagdo @.

Para esse exemplo, serdo consideradas as caracteristicas das estacas: L=10m,
D=0,40 m, variando-se o angulo de inclinagdo das estacas ®=0° (caso a - estacas

verticais) e ®=30° (caso b — estacas inclinadas).

P=200kN P=200kN

- —»

Eectaca =107 KN/m?
Eoe =110 *KN/m?
v =05

Figura 5.10 — Grupo de estacas inclinadas com simetria
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Tabela 5.7 — Deslocamentos na estaca (caso a — estacas verticais)

Cotas Estaca 1 (m) Estaca 2 (m)
(m) Horizontal Vertical Horizontal Vertical
0,00 -0,0089701 0,0008295 0,0089701 0,0008295
2,89 0,0009404 0,0008196 -0,0009404 0,0008196
5,77 -0,0002492 0,0008418 0,0002492 0,0008418
8,66 0,0005573 0,0008754 -0,0005573 0,0008754

Tabela 5.8 — Deslocamentos na estaca (caso b —inclinadas)

Cotas Estaca 1 (m) Estaca 2 (m)
(m) Horizontal Vertical Horizontal Vertical
0,00 -0,0095484 -0,0021092 0,0095499 -0,0021073
2,89 -0,0000506 0,0032221 0,0000518 0,0032243
5,77 -0,0008741 0,0026665 0,0008753 0,0026688
8,66 -0,0008345 0,0026841 0,0008358 0,0026865

Conforme o esperado, as estacas apresentaram os mesmos deslocamentos,
uma vez que ambas possuem as mesmas caracteristicas geométricas e 0 mesmo

carregamento.
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5.8 EXEMPLO 8 — ESTACAS INCLINADAS COM CAPEAMENTO
RIGIDO

Este ¢ um exemplo muito interessante de um grupo de estacas inclinadas. As
duas estacas possuem a mesma geometria, as mesmas caracteristicas fisicas e a
mesma inclinac¢do. As caracteristicas das estacas sdo L =10m, D= 0,40 m e @ = 30°.
Porém em seus topos hd um bloco de capeamento rigido. Sob o bloco, uma carga

vertical de 200 kN.

P=200kN

v

Eoctoce =2.107 KN/ ?

Eoo =110 “KN/m?®

Figura 5.11 — Grupo de estacas inclinadas com bloco de capeamento rigido

Neste exemplo, admite-se agora que quando se aplica a carga concentrada no
bloco, as estacas sofrem um deslocamento de uma unidade no sentido do eixo da

mesma. Assim, temos para cada estaca:
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Tabela 5.9 — Coeficientes de mola para as estacas

Estacas Desc (x) Desc (z) K; (x) K, (z)
1 +0,5000 0,866 -20042,29 32655.57
2 -0,5000 0,866 +20042,29 32655.57

Sabe-se que K, (z) + K, (z) =200 kN .. K, (z) =100 kN

Portanto, o deslocamento em cada estaca é 3E-3 m.




6 CONCLUSOES

Neste trabalho foi apresentado uma formulag¢do hibrida do MEC/MEF para

avaliar a interag¢ao solo-estrutrura.

Comprovou-se que o MEC ¢ um método adequado para se empregar na
analise de solidos tridimensionais de dominio semi-infinito, principalmente por
dispensar grandes discretizacdes do meio infinito ou semi-infinito, reduzindo

consideravelmente o numero de variaveis envolvidas.

As estacas foram tratadas como elementos de barra. Através de comparagdes
com modelos de outros autores, constatou-se a boa concordancia do modelo
apresentado. Os varios exemplos serviram para comprovar a eficiéncia desta

formulagao.

No que diz respeito as estacas inclinadas submetidas a um carregamento
horizontal ou vertical, notou-se que seu comportamento ¢ muito parecido com a das
estacas verticais, pois os deslocamentos sdo pouco influenciados pelo angulo de
inclinagdo. Para as estacas inclinadas submetidas a um carregamento qualquer, nota-
se que os deslocamentos tendem a diminuir quanto a inclinacdo da estaca se

aproxima do angulo na qual se aplica o carregamento.
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