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RESUMO

BEGAMBRE C., O.J. (2004). Detecg¢do de dano a partir da resposta dinamica
da estrutura: Estudo analitico com aplica¢do a estruturas do tipo viga. Dissertagao

(Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Siao Paulo, Sao

Carlos, 2004.

O objetivo deste trabalho ¢ estudar métodos dinamicos de detec¢do de dano em
vigas, em especial os métodos baseados na variagdo da flexibilidade medida
dinamicamente. Os métodos revisados formam parte das técnicas de Deteccdo de Dano
Nao Destrutivas (DDND). Nas técnicas DDND o dano ¢ localizado por comparacdo
entre o estado sadio e o danificado da estrutura. Neste trabalho, o problema de vibragao
inverso ¢ apresentado e a matriz de flexibilidade estatica da estrutura ¢ determinada a
partir de seus pardmetros modais.Com ajuda de um Modelo de Elementos Finitos
(MEF) sdo mostrados os diferentes padrdes de variagdo da matriz de flexibilidade
produzidos pela presenca do dano. Baseando-se nestes padroes ¢ possivel identificar a
posi¢do do dano dentro da estrutura, como indicado pelos diversos exemplos

apresentados.

Palavras-chave: Detec¢ao de dano; Problema inverso de vibragdo; Parametros

modais; Matriz de flexibilidade; Dinamica das estruturas.



ABSTRACT

BEGAMBRE C., O. J. (2004). Damage detection by structure’s dynamic
response: An analytical study with applications to beam type structures. M.Sc.
Dissertation — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de sao Paulo, Sao

Carlos, 2004.

The purpose of this work is to study dynamic methods for damage detection in
beam structures. The attention is devoted to the methods based on dynamically
measured flexibility. The reviewed methods are part of Nondestructive Damage
Detection techniques (NDD). In the NDD techniques the damage is determined through
the comparison between the undamaged and damaged state of the structure. In this work
the inverse vibration problem is presented and the structure’s flexibility matrix
calculated from his modal parameters. The Finite Elements Model (FEM) is employed
to show that a clear pattern exist for the changes in the flexibility matrix produced due
to the presence of damage. The flexibility matrix changes is used to identify and locate

damage as indicated by the several examples presented.

Keywords: Damage detection; Inverse vibration problem; Modal parameters;

Flexibility matrix; Dynamic of structures.
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1. Introducdo

A tarefa de detectar dano em uma estrutura utilizando sua resposta dindmica esta
longe de ser um problema resolvido, devido a grande quantidade de varidveis que
podem ter influéncia na sua resposta dindmica, mesmo que as variacdes decorrentes nao
sejam necessariamente indicadoras da existéncia de dano. Neste trabalho, as maximas
variagdes nas freqiiéncias naturais encontradas foram da ordem de 4.23% para a viga em
balango, de 2.98% para a viga simplesmente apoiada e de 3.7% para a viga livre-livre.
Sendo que todas elas foram calculadas em condi¢des ideais. Quando estas variagdes sdo
comparadas as variacdes devidas a fatores ambientais reportadas na literatura, algo da
ordem de 6%, fica evidente a necessidade de se incluir nos algoritmos de detecgdo a
modelagem dos efeitos ambientais no comportamento dindmico da estrutura. Um
método geral de deteccdo que possa ser aplicado a todo tipo de estruturas deveria
incorporar, entre outros elementos, a influéncia de fatores ambientais, das condigdes
reais de construcdo, das propriedades fisicas dos materiais e dos métodos experimentais
na determinacdo dos parametros modais da estrutura e seu monitoramento durante
longos periodos de tempo.

Monitorar e detectar dano estrutural em suas primeiras etapas ¢ de grande
interesse nas areas de engenharia civil, mecénica e aeroespacial, j4 que quase toda
industria deseja detectar danos em sua infraestrutura da forma mais rapida possivel,
devido aos grandes beneficios econdmicos, e de diminui¢do de risco a vida humana, que
esta tecnologia potencialmente oferece.

O dano pode ser definido, em termos gerais, como as variagdes introduzidas em
um sistema, que afetam adversamente seu atual ou futuro desempenho. Implicito nesta
defini¢do esta o conceito de que dano nao tem significado sem uma comparagdo entre
dois diferentes estados do sistema, um dos quais ¢ assumido como o inicial e quase

sempre € o estado nao danificado.



11

Os atuais métodos de deteccao de dano sdo visuais ou experimentais localizados,
tais como analise de imagens tomograficas (NAGY et. al, 2003), métodos acusticos ou
de ultra-som, métodos de campo magnético, raios X, corrente de Eddy e métodos de
campo térmico (DOHERTY, 1987). Todas estas técnicas experimentais necessitam que
a vizinhan¢a do dano seja conhecida a priori e que a por¢do da estrutura a se
inspecionar seja accessivel. Além destas limitagdes, estes métodos s6 podem detectar
dano em ou proximo da superficie da estrutura.

A necessidade de um método de detecg¢do de dano global que possa ser aplicado
a estruturas complexas tem conduzido ao desenvolvimento de métodos que examinam
variagOes nas caracteristicas de vibragdo da estrutura. Estes métodos formam parte das
técnicas de Detec¢ao de Dano Nao Destrutivas (DDND).

A idéia basica da deteccio de dano ¢ a de que os parametros modais
(freqiiéncias, formas modais e amortecimento modal), que sdo fung¢des das propriedades
fisicas da estrutura (massa, amortecimento e rigidez), ao experimentar qualquer
mudanga destas propriedades causardo mudanca nos pardmetros modais. Este fato
permite a detecgdo de dano a partir da resposta dinamica da estrutura.

Em muitos dos métodos propostos, os dados medidos em um experimento sao
usados para refinar ou modificar o modelo de elementos finitos (MEF), de forma tal
que o modelo faga predigdes acuradas do comportamento dindmico observado da
estrutura, possibilitando a determinagdo da posicdo do dano (FRISWELL E
MOTHERSHEAD (1995)).

Essa mencionada abordagem do problema ¢ recomendavel para estruturas
complexas, porem o uso de modos individuais no ajuste produz algumas dificuldades,

tais como:

e Sele¢ao dos modos a serem utilizados, quer dizer, que o analista deve
escolher os modos e freqiiéncias que serdo usadas no algoritmo de
deteccgao.

e Este tipo de métodos precisa reduzir o modelo numérico empregado ou
de expandir os dados modais medidos, devido ao fato de que nem todos
os graus de liberdade considerados no modelo numérico podem ser

tratados experimentalmente (dificuldades de ordem pratica).
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e Uma outra dificuldade mencionada por Doebling, Peterson e Kenneth
(1996) ¢ o alto custo computacional de minimizar uma norma de erro

ndo linear.

Por estas razdes, métodos de detec¢do que relacionem diretamente o dano com a
resposta da estrutura estdo sendo cada vez mais empregados na engenharia civil. Dentre
estes métodos pode-se mencionar: Variacdoes das Formas Modais (e freqiiéncias
modais). Variacées da Curvatura das Formas Modais, Variacoes da Matriz de
Flexibilidade e Variac¢oes da Curvatura da Flexibilidade.

Devido a que as formas modais sdo altamente influenciadas por danos locais,
elas também podem ser usadas de forma efetiva para localizar danos (PANDEY,
BISWAS E SAMMAN 1991, FOX 1992 E SALAWU E WILLIAMS 1994).

Recentemente, a matriz de flexibilidade medida dinamicamente tem sido usada
para detec¢do de danos em pontes (JAUREGUI E FARRAR, 1996a, 1996b E
DOEBLIG E FARRAR, 1996) e fuselagens de avidoes (ROBINSON ET.AL. 1996) e as
Curvaturas das Formas Modais tem sido empregadas para localizar dano em pontes
(WAHAB E DE ROECK, 1999).

O interesse principal do presente trabalho esta no estudo e formulacdo de
métodos analiticos de detec¢do de dano via analise da resposta dindmica da estrutura,
em especial os baseados na variacdo de flexibilidade medida dinamicamente (métodos
baseados na resposta da estrutura). Para isto é apresentado o problema inverso de
vibragdo, uma vez que ele inclui a derivacdo das relagdes entre a matriz de rigidez, a
matriz de flexibilidade estrutural e os pardmetros modais da estrutura.

Aplicam-se os métodos propostos por Pandey e Biswas (1994), (1995) e Lu, Ren
e Zhao (2002), para deteccdo de dano em vigas, mediante implementacdo de um
programa computacional e da realizacdo de simulagdes numéricas com os seguintes
cendrios de dano: Dano Individual, Dano Multiplo, Influencia do nivel de Dano
introduzido e das condi¢des de contorno. E testada a eficacia dos métodos na detecgio
de dano em cada um dos cendrios mencionados assim como também ¢ estudado o efeito
do niimero de modos utilizados na detecgao.

O Método de Elementos Finitos (MEF) foi usado para realizar as simulagdes
numéricas. O elemento finito dindmico de viga utilizado (modelo de Euler — Bernoulli)
tem dois graus de liberdade por nd (rotacdo e deslocamento vertical), com sua massa

concentrada nos nos.



13

Os parametros modais (formas modais e freqiiéncias naturais) foram calculados
a partir do problema de auto-valor generalizado para vibracao livre ndo amortecida, que
¢ governado pela classica relacdo matricial:

[KJia}=o*[M]q) (L.1)

Onde:

[K]=Matriz de rigidez global da estrutura.

[M]=Matriz de massa global da estrutura.

{q} = Auto-vetor ou forma modal do sistema.

o = Freqliéncia natural do sistema.

O Fluxograma geral do programa que foi implementado para realizar os

exemplos incluidos neste estudo ¢ apresentado na figura 1 a titulo de informagdo

preliminar:

Montagem das Matrizes de massa e
Rigidez (Viga Euler-Bernoulli):

e Viga sem dano

 Viga danificada (Reducao de Rigidez)

l

Particao das Matrizes.
Redugdo das equacdes de Freqiiéncia
(Método de Kidder, 1973)

l

Solucao do problema de auto valor
generalizado (Calculo das freqiiéncias
naturais e formas Modais).
Normalizagao da formas modais com
relacdo a massa.

I

Métodos de deteccao de Dano:
¢ Variacao da Flexibilidade
(Pandey e Biswas ,1994)
e Variacao da curvatura da
Flexibilidade (Lu, Ren e Zhao, 2002)

Figura 1. Fluxograma geral para simular e detectar danos em vigas.
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Como as estruturas analisadas neste trabalho (vigas), foram modeladas com
elementos finitos unidimensionais (elemento de Euler —Bernoulli) e o dano nas vigas
modelado como uma redu¢@o do modulo de elasticidade para um elemento especifico (e
ndo como um defeito geométrico a exemplo de fissura), os resultados obtidos nas
simulagdes sdo indicadores de dano, sendo o dano entendido (e simulado) como uma
variacdo nas propriedades constitutivas do modelo de elementos finitos da estrutura
(CAWLEY E ADAMS 1979, FOX 1992, PANDEY E BISWAS 1994 E 1995,
HIJELMSTAD E SHIN 1996 E LU, REN E ZHAO 2002).

O contetdo deste trabalho ¢ agora, no que se segue, objeto de exposi¢ao mais
detalhada.

Nos capitulos dois e trés ¢ apresentado um completo estudo tedrico sobre a
determinagdo dos parametros de vibragdo de vigas (freqiiéncias naturais e formas
modais), oferecendo-se tanto a solugdo exata do problema quanto a solugdo aproximada
do mesmo. No capitulo dois, a equagdo de movimento para o modelo de viga de Euler-
Bernoulli ¢ estabelecida e sua solugao feita através do método de separagao de
varidveis, chegando-se no problema de auto-valor para sistemas continuos. A solucdo
do problema do auto-valor para vibragao livre ndo amortecida fornece os pardmetros de
vibragao para as vigas. Estes pardmetros sdo calculados para a viga em balango, viga
simplesmente apoiada, viga com ambos os extremos livres e para uma viga bi-
engastada. No capitulo trés, apresenta-se o elemento finito dindmico de viga, que foi
utilizado para elaborar os exemplos do capitulo cinco. O problema de auto-valor para
vibragdo livre ndo amortecida e amortecida ¢ estudado e sua solugdo, neste caso,
fornece os parametros de vibracdo para vigas, modeladas como sistema discreto. Estes
parametros sdo ferramentas fundamentais para os métodos de deteccdo de dano, objeto
do capitulo quatro.

O Capitulo quatro proporciona uma visao ampla sobre os diversos métodos de
deteccdo de dano, via resposta dindmica da estrutura, reportados na literatura. Estes
métodos sdo conhecidos como técnicas de detec¢do de dano ndo destrutivas (DDND).
Aqui ¢ estudado o problema de vibragdo inverso, e cuja solucdo pode ser usada para
detectar danos.

Diversos exemplos de aplicacdo dos algoritmos de deteccdo de dano baseados na
flexibilidade medida dinamicamente sdo apresentados no capitulo cinco, todos eles

elaborados com base no programa implementado em linguagem Fortran, apresentado no
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(anexo A). Neste capitulo fez-se um amplo estudo, que inclui diversos cenarios de dano
e condicoes de contorno.
No capitulo Seis sdo apresentadas as conclusdes da dissertagdo, encerrando-se a

exposi¢ao do tema naquilo que mais de perto interessa.



2.Equacoes de Movimento para Vigas
2.1 Introducdo

A resposta dindmica de um sistema estrutural continuo ¢ dada pela solugdo das
equacdes diferenciais que o governam o movimento, as quais por sua vez devem
satisfazer certas condi¢des prescritas ao longo do contorno. O conjunto de equacdes
diferenciais parciais que governam o problema, junto com as condi¢cdes de contorno
prescritas ¢ conhecido como Problema de Valor de Contorno.

No caso mais geral, o problema do movimento estrutural envolve as trés
coordenadas espaciais € uma coordenada temporal. A formulacdo das equa¢des do
problema e das condi¢des de contorno ¢ em quase todos os casos, direta. Porém, a
solugdo analitica do problema, na maioria dos casos ¢ impossivel ou muito dificil de se
obter. Uma solugdo matematica exata em forma fechada sé existe para problemas com
geometrias simples e/ou com propriedades uniformes do material. E por este motivo que
muitos problemas praticos devem ser resolvidos por métodos aproximados ou métodos
numéricos. No caso das vigas € possivel de se obter uma solugdo analitica do problema
para varios tipos de condigdes de contorno, a qual fornece uma visao do comportamento
do sistema, além de ajudar na formulacdo e validacdo de métodos aproximados e de

métodos numéricos para resolver o problema de vibragao.

2.2 Vibracgdo Transversal de uma Viga

A figura 2 mostra uma viga com rigidez a flexdo EI(x) e massa m(x) por
unidade de comprimento e comprimento L, em funcdo da coordenada espacial x. A viga
¢ considerada vibrando no seu plano sob a agdo da forga P(x,2). O deslocamento
transversal é representado em fun¢ao da coordenada temporal ¢ e da coordenada espacial

X, ¢ denominado por U(x,?) ou simplesmente U.



17

P(x.t) P
\I/ —)/ Q+6—de
M Ox
é dx  El(x), m(x) dx
— - X Q
— u(x.t) M+ oM dx
X ox
H ‘ o’U
<——— L \ or?
v
b
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Figura 2. Vibragao lateral de Viga.

Tendo-se em conta a teoria de pequenos deslocamentos, € sem se levar em conta
a deformacgdo por cortante nem a inércia de rotagdo, admitindo-se distribuigdo linear de
tensdes, e aplicando-se o modelo Kelvin para materiais visco-eldsticos, pode-se
formular a equacdo para a vibragdo de vigas (flexdo simples) da forma exposta no que
segue.

O equilibrio de momentos para um elemento diferencial (figura 2b), implica em:

M M
—a—dx+de:0.'.a—: (2.1)
ox ox
onde se desprezam os termos de ordem superior. O momento de flexdo denomina-se M
e o esforco cortante Q.

Aplicando-se a segunda lei de Newton na direcdo Y tem-se:

Q_, U

=—P(x,t 2.2
> "3 p (x,1) (2.2)

onde m ¢ a massa por unidade de comprimento e P(x,?) a carga distribuida atuante.

A teoria elementar da flexdo ao assumir a permanéncia de se¢des planas na
deformacao por flex@o prescreve:
o°U

3 (2.3)

& ==y

onde & ¢ a deformacao da fibra longitudinal da viga no nivel y.
Tendo-se em conta 0 modelo Kelvin (WARBURTON, 1976), a relacao entre

tensoes e deformacgodes fica:
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o€ o’U U
=FLl¢ + = | =-F + 24
7 [ ‘ az} y{axz catéxz} @9

onde £ ¢ o modulo de elasticidade, c o fator de amortecimento € o a tensdo normal.

Tendo-se em vista que o momento de flexdo atende a relagdo:

M=jax~y-dA 2.5)
A
onde 4 ¢ a area da se¢do transversal da viga, substituindo-se a eq. (2.4) na (2.5) tem-se:
o’'U  oU )
M=-E- +c | y°dA 2.6a
( o oox J { Y (&.62)

Por outro lado, para uma viga de se¢do constante pode-se escrever:

2 3
M =-EI- 6(2]+06U2 (2.6b)
ox Otox
Além disso, das eqgs.(2.1), (2.2) e (2.6b) pode-se entdo concluir:
o’ o’U U o’U
ET +c +m = P(x,t 2.7
ox’ [ ( ox’ otox’ H ot (x-2) @7)

Mais ainda, designando-se a derivada com relagdo ao tempo por um ponto

encima da variavel (U), e a derivada com relagdo ao espago por um nimero romano

como expoente (U'), pode-se escrever a eq.(2.7) da forma seguinte:

a—Z[EI(U” + cu'”ﬂ +mU = P(x.1) 2.8)

Oox

A eq.(2.8) ¢, pois, a equagao diferencial parcial de segunda ordem que governa a
vibragao transversal de viga, segundo o classico modelo Euler-Bernoulli, no qual
despreza-se o efeito da deformagdo por cisalhamento e a inércia de rotacio (HUMAR,
1990).

Dada a ordem das derivadas presentes em (2.8), para obter solu¢do unica desta
equagao deve-se especificar quatro condi¢des de contorno e duas condigdes iniciais. A
notagdo apresentada na eq.(2.8) para as derivadas serd empregada no restante deste
estudo.

Por exemplo, para uma viga simplesmente apoiada as 4 condi¢des de contorno

ficam:
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U(x=0,t)=0 EIU"(x=0,t)=0
e (2.9)
Ux=L,t)=0 EIU"(x=L,t)=0
sendo as duas condig¢des iniciais:
U(x,t=0)= f(x)
(2.10)

Ut =0) = £,
onde as fungdes f(x) e f,(x) indicam condi¢des de deslocamentos e velocidades iniciais
ao longo da viga, podendo ser nulas no caso de repouso.

Para uma viga engastada — livre (figura 2) as condigdes de contorno sdo:

U(x=0,)=0

2.11
U'(x=0,t)=0 @10
e
EIU"(x=L,t)=0
(2.12)
EIU" (x=L,t)=0
com as condi¢des iniciais definidas pela equagao (2.10).
Para uma viga livre-livre tem-se:
EIU"(x=0,0)=EIU" (x=L,t)=0
(2.13)

EIU" (x=0,t)=EIU" (x=L,t)=0
com as condi¢des iniciais indicadas pela equagdo (2.10).

Existem outros tipos de condi¢des de contorno, como, por exemplo, no caso da
vibragdo de uma viga em balangco com um disco rigido soldado na extremidade livre

(massa concentrada), mas nao serdo abordadas na presente discussao.

2.3 Vibracao Livre ndo Amortecida: Problema do Auto-
valor

A equagdo de vibragdo livre ndo amortecida para uma viga com produto de
rigidez EI(x) ¢ massa distribuida m(x) constantes obtém-se da eq.(2.8) fazendo-se ¢ =0

e P(x, t) = 0, ou seja:

EI-U" +mU=0 (2.14)
que se constitui numa equagdo diferencial parcial homogénea linear de quarta ordem.
Adotando-se como solucdo da eq.(2.14) uma funcdo da forma:

U(x,t) = u(x)-T(?) (2.15)
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onde se emprega a técnica da separagao de varidveis, sendo #(x) uma fungao s6 da

variavel x e T(¢) uma funcao exclusiva do tempo. Substituindo-se a eq.(2.15) na (2.14)

tem-se:
IV (1]
w_ __L_ (2.16)
m T
R .u
EI

Como os termos da esquerda da eq.(2.16), incluindo a massa m e a rigidez a flexdo EI,
sdo funcdes sO6 de x, enquanto que os termos da direita sdo fungdes s6 do tempo, tal
igualdade sera valida, se e sO6 se, ambas as partes da equagdo forem iguais a uma
constante, geralmente chamada de constante de separacdo. Admitindo-se por
conveniéncia uma constante de separacdo quadratica & (a constante de separagdow’
deve ser positiva para garantir que a fungdo 7(#) seja harmonica), a eq.(2.16) permite,

pois explicitar duas equacdes separadas, ou seja:

T+0’T=0 2.17)
€
u” 0>y =0 (2.18)
El

A solugdo da equagao (2.17) ¢ do tipo:

T=Fsenw-t+Gcosw -t (2.19)
sendo que as duas constantes F' e G devem ser determinadas das condigdes iniciais do
problema.

Vale observar que se como constante de separagdo tivesse sido escolhido um
nimero negativo, a solugdo para a fungdo 7(#) envolveria um deslocamento com
crescimento exponencial, que ¢ inadmissivel para o problema fisico tratado.

As condi¢des de contorno quando o deslocamento ¢ da forma da eq.(2.15)

podem ser escritas em forma resumida como:

(E7-u" Ju' ) =0 (2.20a)

o

(E7-u™ Y] =0 (2.20b)

Para a eq.(2.20a) ser satisfeita duas possibilidades existem. A primeira consiste

na nulidade do momento Elu” =0, e a segunda na nulidade da declividade U’ =0. A
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=0, ou entdo se o

eq.(2.20b) sera satisfeita se o esforco cortante se anula Elu
deslocamento ndo ocorreU = 0.

A eq.(2.18) junto com as condi¢cdes dadas pelas eqs.(2.20), representa um
problema de auto-valor em termos de funcdes para vibragcdo transversal de vigas
(modeladas como sistemas continuos).

Mediante substitui¢dao, pode-se verificar que u(x)=0 ¢ uma possivel solucao da
Eq.(2.18), porém, esta solucdo ¢ trivial e de pouco interesse, ja que, ndo representa
movimento do sistema. Uma solucdo ndo trivial € possivel s6 para valores especiais de
«. Em geral, existem infinitos valores da constante de separagdo, separados por
intervalos discretos, que satisfazem a equacdo (2.18), e esses valores sdo chamados de
autos-valores do sistema. A raiz quadrada do auto-valor, @, ¢ conhecida como a

freqiiéncia natural do sistema. Correspondendo a cada auto-valor, existe uma solugdo

para u(x), chamada de auto-fun¢do ou forma modal. Cada par (®,,u,(x)) ¢ conhecido
como modo de vibracdo natural da viga. A autofungdo u,(x) representa a “deformada”

da viga para o modo de vibragdo i, comi =/,..., «x .

2.4 Ortogonalidade das Autofuncoes

Admitindo-se que @i e a)zj sdo dos autos valores da viga, e que u;(x) € uj(x) sao
as autofuncdes correspondentes e sabendo-se que as autofungdes devem satisfazer a

€q.(2.18), pode-se escrever:
{ELu,(0)" " = 02mu, (x) 2.21)
{ELu, (0" = 0?mu, (x) (2.22)

Multiplicando-se ambos os lados da eq.(2.21) por u; ¢ integrando-se sobre o

comprimento (omitindo-se a parte que indica func¢do de x), tem-se:

J 1

L L
J‘u_AuAIVEI dx = a)izjmujuidx (2.23)
0 0

Reduzindo-se a parte esquerda da eq.(2.23) mediante integragdes parciais
sucessivas, e usando o fato de que u; e ujdevem satisfazer as condi¢des de contorno nos

dois extremos da viga, obtém-se:
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L L
J.ujugVEl-dx = uju.”]EI‘L —Iu Tu™EL - dx
i i 0 Jj i

0 0

L
1 11 7
=u El u, ‘ +juj Elu,” dx
’ 0
0

. (2.24)
= IEI -ul.”uj]]dx
0
A eq.(2.23) fica com isso reduzida a:
L L
jEI~uiHuj”dx = a)izjm u;u ;dx (2.25)
0 0

Agora, multiplicando-se ambos os lados da eq.(2.22) por u;, ¢ integrando-se

sobre o comprimento, tem-se:

L L
juiE[uj[de :a)fjmuiujdx (2.26)
0

0

Reduzindo-se a eq.(2.26) de igual forma que a eq.(2.23), chega-se em:

L L

jEI~uiHuj”dx = a)/zjm u;u ;dx (2.27)
0 0

Subtraindo-se a eq.(2.27) da eq.(2.25):

L
(a)l.2 -] )Im au;dx =0 (2.28)
0
Ou ainda:
L
jm wu;dx =0 (2.29)
0

2 2
dado que w; # w;.

Substituindo-se a eq.(2.29) na eq.(2.23) e na eq.(2.26) tem-se:

l L

IuiEI . udex :Iu_/ELuinx =0 (2.30)
0 0

As equacgdes (2.29) e (2.30) expressam a propriedade de ortogonalidade das
auto-fung¢des. Esta propriedade indica que auto-fun¢des correspondentes a dois autos
valores diferentes sao ortogonais entre si.

Se u; for uma solu¢do da eq.(2.18), poder-se-ia verificar facilmente, por

substitui¢do, que mu;, sendo  uma constante, também serd uma solucdo da eq.(2.18).
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Além disso, se u; satisfizer as condi¢des de contorno dadas pelas eqs.(2.20), nu;
também satisfara essas mesmas condigdes.

E evidente, entdo, que a magnitude das autofun¢des ndo é Unica e que elas
podem ser escaladas na forma que se desejar. O procedimento de se escalar as
autofungdes ¢ chamado de normalizacdo. Existem diversos procedimentos de
normaliza¢do, porém um dos mais convenientes, desde o ponto de vista da dinamica de

estruturas, ¢ o de normalizagcdo com relacao a massa, dado pela seguinte equagao:
L
[me? (x)ax =1 (2.31)
0

onde ¢, (x) ¢ uma auto-fungdo normalizada com relagdo 4 massa. Um comentario final

sobre as autofuncdes ¢ que duas autofungdes com autos valores idénticos nao sdo
necessariamente ortogonais entre si, porém, elas serdo ortogonais com todas as outras
autofungdes que tiverem diferentes autos-valores. Autofuncdes dentro de um conjunto
com o mesmo auto-valor, ndo sdo unicas, qualquer combinacao linear de dois ou mais

membros do conjunto, serda também uma autofuncao do sistema.

2.5 Fregqiiéncias e Formas Modais para Vibracao Lateral
de Viga

Para o caso especial de uma viga uniforme, sem se levar em conta a inércia de
rotacdo, o amortecimento ¢ a deformagao por cortante, o problema de auto-valor tem a

forma eq.(2.18), ou seja:

EI-u" =w*mu (2.32)
Fazendo-se agora:
2
@m_ iy (2.32a)
El
a eq.(2.32) fica:
u” 1 u=0 (2.33)

cuja solugao ¢ dada por:

u=Ae"”" (2.34)
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Substituindo-se a eq.(2.34) e suas quatro derivadas sucessivas na eq.(2.33), tem-

se finalmente a equacgao caracteristica:

(w2 =27 J? + 27 )=0 (2.35)
cujas raizes sio:

a=+1

e

a=4+i-1

Portanto, uma solucdo geral da eq.(2.33) ¢ entdo dada por:

u=Asen 'x+ BcosA x+ Csenh A'x + Dcosh A'x (2.36)
onde A4, B, C ¢ D sao constantes arbitrarias que devem ser determinadas a partir das

condicdes de contorno do problema, como mostrado nas se¢des seguintes.
2.5.1 Viga em Balanco

Para uma viga em balan¢o de secdo uniforme e comprimento L, as condi¢des de

contorno sao:

u(0)=0

”H(O) =0 (2.37)
u (L)=0

W"(L)=0

Substituindo-se a eq.(2.36) e suas derivadas nas eqs.(2.37), obtém-se as

seguintes quatro equagoes lineares nas constantes A, B, C e D:

0 1 0 1 A
1 0 1 0 B
—senA'L —cosA'L senhA'L coshA'L|C
—cosAL senAL coshA'L senhA'L|D

(2.38)

|
oS O O O

As egs.(2.38) sdo um conjunto de equacdes homogéneas, que tem uma solucao
diferente de zero para os coeficientes A, B, C ¢ D, se e sO se, o determinante da matriz

for igual a zero. Isto impde a seguinte condicao:

coshA'L-cos 'L+1=0 (2.39)
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conhecida como equacgao de freqiiéncia. A solu¢dao da equacao transcendente (2.39)
pode ser obtida por diversos métodos numéricos. Esta equagdo produz um nimero

infinito de raizes (valores A';), e portanto de freqiiéncias @;. As freqiiéncias naturais do

sistema @; podem ser calculadas da seguinte forma. Fazendo-se 4; = A';L (Raizes da
equagao de freqiiéncia) e utilizando a eq.(2.32a) tem-se:

A% |EL
W, =—.|—
I’ \'m
Onde :
2, =1.8751
A, = 4.6941 (2.40a)

A= 4, =7.854

T
A =(@i-1Z
;= (20 )2

Para a cada valor de A';, pode se obter uma autofun¢do u(x), substituindo 1
nas eqs.(2.38) e calculando-se os coeficientes A, B, C, a partir de um valor unitario, por
exemplo, arbitrado para a constate D (D=I). Com os coeficientes assim determinados a
€q.(2.36) fornece as formas modais do sistema, que para a viga em balang¢o sdo:

cosh A 'L+cosA L
senh ﬂ[*L +sen /li*L

u, =cosh A x—cosA x+ { }[senh A, x —senh ii*x] (2.40b)

comi=1,..,«a
2.5.2 Viga Simplesmente Apoiada

Neste caso as condi¢des de contorno sao:

u(0)=0

EI-u"(0)=0 241)
u(L)=0 '
EI-u"(L)=0

Mais uma vez, substituindo-se a eq.(2.36) e sua segunda derivada nas eq.(2.41),

chega-se no seguinte sistema homogéneo de equacdes:
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0 1 0 1 A 0
0 -1 0 1 B 0

* . . . = (2.42)
senA L cosAL senhA L coshAL|C 0

—sen AL —cosA L senhA'L coshA'L|D 0

Das duas primeiras eqs. (2.42) sabe-se que B=D=(. Substituindo-se este
resultado nas duas ultimas eqs.(2.42) tem-se:

CsenhA'L=0 (2.43)

Asen A'L=0 (2.44)

Ja que senh A'L ndo pode ser zero (uma raiz nula significa, neste caso, auséncia
de movimento), a constante C deve ser nula. Assim, a eq.(2.44) pode ser satisfeita
escolhendo-se A= 0, mas isto levaria a solucdo trivial u(x)=0, ou seja, sem movimento.
Uma solugdo nao nula ¢ possivel so se:

sen 'L =0 (2.45)
que ¢ a equacao de freqiiéncia para a viga simplesmente apoiada, e cuja solugdo
determina o valor de A" e por tanto de .

Como solugdes da eq.(2.45) tém-se os seguintes valores:

Ail=2 =irx (2.46)
comi= 1,..,0 , sendo que i = 0 ndo esta incluida porque representa um estado sem

movimento do sistema (A" =0). As freqiiéncias do sistema podem ser calculadas

usando-se a egs.(2.32a) e (2.46), ou seja:

A° |EI
w=—_|— 2.47
o (2.47)
Assim, para cada valor de A, obter-se-4 uma solucio diferente para u(x),
(autofunciao). As autofungdes para uma viga simplesmente apoiada sdo (substituindo os

valores B=C=D=0 na Eq. (2.36)):
u =A sen(%jx (2.48)

Como a magnitude das autofuncgdes u; € arbitraria, pode-se normaliza-las com

relagdo a massa utilizando-se a eq.(2.31):
L . 2
j (A sen(— xD dx =1 (2.49)
0

Para uma viga com massa constante, o valor do coeficiente 4 apo6s a

normalizag¢do fica:
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g | _ ]2 (2.50)

L . I
0 L

E, finalmente, substituindo-se o valor de 4 da eq.(2.50) na eq.(2.48), obtém-se

as autofungdes normalizadas com relagdo a massa, ¢, para a viga simplesmente

¢ X sen 1 1,...,“ 2.51

Para uma viga simplesmente apoiada (e todas as vigas tratadas neste estudo),
vibrando livremente e sem amortecimento, a amplitude de vibracdo em cada modo varia
com o tempo, porém, todos os pontos dela estdo em fase (vide solu¢do para 7(¥) no
tempo, eq(2.17)), ou seja, todos eles passam pela posi¢do de equilibrio a0 mesmo
tempo. Os pontos onde a forma modal cruza o eixo x sdo chamados de nés, e os nds

sempre sdo pontos estaciondrios.
2.5.3 Viga Livre — Livre

Esta viga ndo possui qualquer restricdo contra deslocamentos de corpo rigido.

Neste caso tem-se um sistema semidefinido com as seguintes condi¢cdes de contorno:

u”(0)=0
u[[] (0) — O

2.52
u" (L) =0 (2:52)
u" (L)=0

Mais uma vez, substituindo-se a segunda e terceira derivadas da eq. (2.36) nas
condi¢des de contorno (2.52), chega-se no seguinte sistema de equagoes:

0 -1 0 1 A 0
-1 0 1 0 B 0

* * * * = (2-53)
—senAL —cosAL senhAL coshAL|C 0

—cosAL senA’L coshA'L senhA'L| D 0

que fornecerdo valores ndo nulos para os coeficientes 4, B, C e D s6 se o determinante
da matriz envolvida for nulo. Calculando-se o determinante da matriz de coeficientes da

eq.(2.53) e igualando a zero, obtém-se a equacdo de freqiiéncia do sistema:
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1—coshA'LcosAL=0 (2.54)

Como se pode notar, a eq.(2.54) possui duas raizes A" nulas, ou seja, A9 =0 ¢
A, =0. Como no caso da viga simplesmente apoiada, é possivel que estas raizes
representem solucdes triviais do sistema.

Para verificar se as autofungdes correspondentes as raizes nulas representam um
estado de movimento ou nio, substituem-se os valores de 4'=0 na eq.(2.33):

u” =0 (2.55)
que tem solucdo da forma:

u=A +A,x+ Ax> + 4,x° (2.56)

Calculando-se agora a segunda e a terceira derivadas da eq.(2.56) e substituindo-
se o resultando nas eqs.(2.52) tem-se que Az = A4= 0, e, portanto, a eq.(2.56) fica:

u=A4 +A4,x (2.57)
que por sua vez apresenta duas autofungdes, correspondentes aos dois auto-valores
nulos. Pode-se selecionar duas autofungdes, por exemplo, A; e A,x, mas deve-se notar
que qualquer combinacao linear destas fun¢des também ¢ uma autofuncao.

As duas autofungdes ndo sdo ortogonais, porém mediante uma apropriada
combinagdo linear ¢ possivel se obter duas funcdes ortogonais. Se a primeira e a
segunda autofungdes sdo: A; e Ay + Ayx, para se cumprir com a ortogonalidade deve-se

obedecer:

L
jA+AxmA dx =0
0

(2.58)
Ou
24
L
As duas autofun¢des podem ser representadas por:
u, = A4,
2.59
oo af1-2) @59
L

sendo que as autofuncgdes da eq.(2.59) podem ser escaladas de maneira arbitraria, de
forma tal, que B; e B(1-2x/L) sejam também autofuncdes do sistema. Utilizando-se a
€q.(2.31) para normalizar as autofungdes com relagdo a massa pode-se calcular B; e B;

de modo que:
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L
IBIZ mdx =1
0 (2.60)
1
B =——
1 \mL
ou seja:
L
B,>(1+ ﬁ)zm =1
? L
0 (2.61)
sendo que as duas autofun¢des normalizadas com relagdo a massa ficam:
1
B, = — (2.62)
’ \mL
e
3 2x
=, —|1-— 2.63
N ENOEY o

e, com isso, as autofuncdes dadas pela eq.(2.59) podem ser associadas com os
deslocamentos de corpo rigido da viga, que consiste numa rotagdo ao redor do centro da
viga eq.(2.63) e numa transla¢@o na dire¢do y eq.(2.62).

As raizes da equagao transcendente (2.54) podem ser calculadas numericamente,
sendo que correspondendo a cada raiz existe uma auto-funcao que pode ser determinada
solucionando-se a eq.(2.53) para os coeficientes 4, B, C com a condicdo D=I.
Substituindo-se tais valores resultantes na eq.(2.36), e seguindo-se o anterior
procedimento, chega-se em:
cos A, L—cosh A, L
senh /’tl.*L —sen /’tl.*L

u, = cosh/li*x+cos/1i*x+{ }[senﬂi*x+senh/1i*x] (2.64)

As anteriores autofungdes ndo estdo necessariamente normalizadas com relagao
a massa, porém, elas sdo ortogonais entre si € também ortogonais com relacao aos dois
movimentos de corpo rigido.

Finalmente, as freqiiéncias naturais calculadas a partir das eqs.(2.54) e (2.32a)
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2 [m
P\ m
Onde :
AL=2,
A,=0
A,=0 (2.65)
A, =4.730
A=9 3, =17.853
As =10.996
T
A =12i+1)—
= i)
i=l..«

2.4.4 Viga Engastada-Engastada

As condigdes de contorno para a viga com os dois extremos engastados sdo:
u(0)=0
u'(0)=0
u(L)=0
u'(L)=0

(2.66)

Novamente, substituindo-se a eq.(2.36) e sua primeira derivada nas condigdes de
contorno eqgs.(2.66), tem-se as seguintes equagdes para os coeficientes 4, B, C e D:
0 1 0 1 A 0
1 0 1 0 B 0
sen 'L cosAL senhA'L coshA'L|C| |0
cosA'L —senA'L coshA'L senhAL|D| |0

(2.67)

A equacdo de freqiiéncia ¢ obtida entdo igualando-se o determinante da matriz
de coeficientes da eq.(2.67) a zero, ou seja:

1-coshA'LcosA'L=0 (2.68)
que conduz a um numero infinito de autos-valores. Para cada um deles existe uma auto-
funcdo que pode ser determinada substituindo-se o valor de A" na eq.(2.67), e

calculando-se os coeficientes A, B, C com a consideracdo D=I. Assim, a i-ésima

autofuncao fica:
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cos A, L—cosh A, L
senh A, 'L —sen A, L

u, =—cos A x+cosh /Ii*x+{ }[senh A x—sen Ai*x] (2.69)

Como se pode observar, a eq.(2.68) possui duas raizes nulas, a exemplo do caso
da viga livre-livre. Com isso, € possivel que essas duas raizes representem solugdes
triviais do problema, e, se este for o caso, tais raizes ndo devem ser levadas em conta.
Para verificar se as auto-fun¢des correspondentes as raizes nulas representam ou nao
movimento, deve-se substituir o valor nulo do auto-valor na eq.(2.33), ou seja:

u” =0 (2.55 Repetida)
que tem solucao da forma:

u=A +A,x+ A,x" + 4,x° (2.56 Repetida)

Substituindo-se a eq.(2.56) nas condi¢des de contorno eqs.(2.66), tem-se:

4,=0

4,=0

AL+ A, =0

24,L+34,L’ =0

(2.70)

que sdo satisfeitas tomando-se A; = A, = A; = A 4= 0 e, portanto, a raizes nulas
significam estrutura em repouso.
Da eqgs.(2.32a) e (2.68) se pode calcular as freqiiéncias naturais do sistema, que
sdo dadas por:
o = 2o |EL
Y \m
Onde :
A =AL (2.71)
A, =4.730
A, =7.853
A =19 1, =10.996
. N\
A, = (2i +1)E

Ficando encerrado assim o estudo do problema de auto-valor que fornece os
parametros de vibragdo para vigas (formas modais e freqiiéncias naturais) em vibragao

livre ndo amortecida.
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2.6 Vibracdo Livre Amortecida

Desprezando-se a inércia de rotacao e a deformagdo por cortante, mas incluindo
o efeito do amortecimento, a equacdo de movimento obtém-se da eq.(2.8) com P(x,t)=0,
ou seja:

2 . .o
a—z{EI(u'#cu”ﬂ +mu=0 (2.72)

ox

e, neste caso, o método de separacdo de varidveis ndo consegue desacoplar as variagdes
espaciais das temporais. Portanto, verifica-se que ndo existem modos e freqii€ncias

similares aos encontrados no estudo da vibragao livre ndo amortecida.



3.Equacdo de Movimento por Elementos Finitos

3.1 Introducdo

O método dos elementos finitos (MEF) ¢ o mais difundido procedimento
numérico para solucionar equagdes diferenciais de maneira aproximada. Sua principal
caracteristica reside no fato de o dominio no qual esta definido o problema ser dividido
em subdominios (figura 3), e a variavel dependente de natureza continua do problema
(neste caso U(x,t)) ficar definida por seus valores aproximados em pontos discretos
chamados de n6s. Nos demais pontos que ndo os nos, o valor da varidvel ¢ aproximado
pelas fungdes de forma (geralmente polindmios). Nas seguintes segdes apresenta-se a
formulacao da equacao de movimento para vigas via MEF a partir da qual ¢ possivel

obter as formas modais e as freqiiéncias naturais de vibragao.

3.2 Elemento Finito Dindmico de Viga

Considerando-se a viga da figura 2 e a equagdo de equilibrio dada pela eq. (2.8),
para uma viga com inércia, modulo de elasticidade, amortecimento € massa constante

tem-se:

1w

EIU" +cEIU +mU = P(x,1) (3.1)

Admitindo-se para efeito desta analise condi¢des lineares e empregando-se o
método de Galerkin para calcular uma solugdo aproximada da eq.(3.1), pode-se
estabelecer as equacdes de movimento correspondentes do método dos elementos finitos
da forma apresentada no que se segue.

Multiplicando-se a eq.(3.1) por uma fungdo arbitraria ‘¥ (x), chamada de func¢ao

peso, utilizando-se 9(x,t) como funcdo para aproximar o campo de deslocamentos
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U(x,t) e integrando-se sobre o dominio do problema, tem-se (omitindo a notagcdo para as

variaveis independentes):

L L] IV (1]
j \P{EJ&W +cEl$ +m3-P(x, t)}dx =0
0

ou (3.2)

L L o IV L .o L
j WEIS" dx + J“PcEI 9 dx+ j Wm Jdx — j WP(x,t)dx =0
0 0 0 0

1 2
onde L ¢ o comprimento do elemento de viga (figura 3).

Cumpres assinalar que a eq.(3.2) estabelece que o erro da solucdo aproximada
adotada 9 seja zero no sentido integral ponderado (caracteristica basica do método de
Galerkin).

Integrando-se por partes duas vezes os termos 1 e 2 indicados por chaves

horizontais na eq.(3.2) tem-se:

L L
[\WEL9" dv = [WEL9" —W'EI9" ]| + EI[¥" 9" dx (3.3)
0 0

1
L i . « 1L L .
[weEr 9 dx=cEI [‘P 9" ! 9”} + [ 9" dx (3.4)
0 0 0

2

Por outro lado, sabendo-se que:
o
M = —EI(S” +c 4 )
(3.5)

o I
0= —E[[Q’” +cd j
substituindo-se a €q.(3.3), q.(3.4) e eq.(3.5) na eq.(3.2) e agrupando termos tem-se:
L L oI L . L .
[ E1" 9" dx +[ cEIP" 8 dv+[m¥® $dx =[P P(x,0)dx + [~ ¥ (- 0)+ W' (- M) (3.6)
0 0 0 0

Como na eq.(3.6) os niveis de derivagdo na variavel espago foram uniformizados
entre a solucdo aproximada 9 e a funcdo peso V¥, a eq.(3.6) ¢ conhecida como forma
fraca do problema. Além disso, ela requer condi¢des de continuidade menos rigorosas

para a fun¢do 3 (funcdo desconhecida), além de incorporar as condi¢cdes de contorno
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naturais (forcas) do problema (ultimo termo do lado direito da eq.(3.6)). Desta forma a
solugdo aproximada 9 s6 deve satisfazer as condi¢des essenciais do problema.
Tomando-se como funcdo para aproximar o campo de deslocamentos da viga
uma funcao do tipo:
9(x,t)=[d+Bx+Cx* + Dx’] (3.7)

Os coeficientes A, B, C e D podem ser determinados em funcdo dos
deslocamentos dos extremos do elemento i, como se ilustra na figura 3, e tendo-se em

conta o exposto na eq.(3.7), ou seja:

E L m
& i ko
4 )
{-’KE
*m- Ve ¥
- L >

Figura 3. Elemento finito dindmico de viga.

I0,0)=V,(t)=4
9'0,6)=06,(t)=B
$(L,t)=V, (t)= A+ BL+CL* + DI
9" (L,t)=6,(t)= B+2CL+3DL’

(3.8)

Resolvendo-se o sistema anterior nos coeficientes 4, B, C e D, chega-se em:

A=V,(1)
B=0(t)
C == 0-V,(@) = (0,0 +6,0) (3.9)

D=2 (0=, () ===(0, ) +0,)

Substituindo-se as eq.(3.9) na eq.(3.7) e agrupando-se termos, tem-se:

3x? 2x° 2x? Xx? 3x7 2x°
8(x,t)=[1— IE +E]V’(t)+(x_ 7 +Fj9"(t)+[_ JVk(t)

L
X x3
+ (—z + 7}@ (¢) (3.10)

A eq.(3.10) ¢ a representagdo da forma de vibragdo da viga como superposi¢ao
de quatro fungdes polinomiais multiplicadas por uma coordenada que varia no tempo

Vi(t). Estas coordenadas funcionam como incognitas do sistema e seus valores devem
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ser determinados mediante a solu¢do da equacao de movimento (eq.(3.6)). O numero de
coordenadas Vj(t) € igual ao nimero de graus de liberdade considerados do sistema.
Definindo-se as fun¢des de forma como:
2x°
1=
6 -1-2 2

3x?
L’ "

2x* x°
& =|x- 7 +?] (3.11)
B 3x? 2x°
A
X x3
G=|——+—3
L L

as quais sdo conhecidas como fungdes de forma de Hermite, vale registrar garantem
continuidade dos deslocamentos e rotagdes entre elementos vizinhos. Tendo-se em

conta as eq.(3.11), a eq.(3.7) pode ser escrita como:

Vi
0,

Sx,0=1& & & &) (3.12)

S

Hk
Utilizando-se as fungdes Wi = & (com i = 1,2,3,4) como fungdes peso e a fungao
expressa na eq.(3.12) como fungdo para aproximar o campo de deslocamentos da viga, e
sendo & (0)=¢&/(0)=&,(L)=&/(L)=1, pode-se escrever com base na relagio dada na

eq.(3.6) as seguintes quatro equagdes que permitem explicitar os valores de Vj, 6, Vi ¢

Hki

17

&
i
!EJ B
4

Vj
i 9,'
& & & &} v
0,
&
&
: & & & &)
g,

S
dx—i—ch[ 52

4
Vi £
0, te
o bdx =
v, . !5
ek Sy

i

M .
P(x,t)dx + /
0

& & & &)

-0,

k

_Mk

1

V;
0.
b
Vk
0,
(3.13)
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onde Q e M sao a forca cortante ¢ o momento aplicado no contorno do elemento.

Empregando-se notacdo matricial, a eq.(3.13) toma a forma:

M0, e, 1, [k Y = Py ) (3.14)
onde:

{V,.} = Vetor de deslocamentos nodais do elemento.

A matriz de massa do elemento fica entdo definida por:

Si
[ME]:jm ? {651 & & é}dx (3.15)
Sy

A matriz de amortecimento do elemento tendo-se em vista tratar-se de material

visco-elastico ¢ dada por:

17

S
¢ 4:2 17
[Cl=[eET e & & &) ax (3.16)
0 3
S4
A matriz de rigidez do elemento passa a ser expressa por:
é b/
1
f 52 Vi
K )=[ENT 0 de & & &) ax (3.17)
0 3
Sa
e o vetor de carregamentos dado por:
é:l - Qj
L
M
)= L penyde ] (3.18)
0 3 Qk
54 - Mk

A eq.(3.14) ¢ a equagdo de movimento para um sistema discreto nos seus
multiplos graus de liberdade; neste caso para uma viga modelada utilizando s6 um
elemento finito. Atentando-se para o fato de que as matrizes globais de rigidez [K],
massa [M |, amortecimento [C] e o vetor de carregamentos {P} para uma viga modelada

com N elemento finitos, podem ser calculadas como o somatdrio das contribui¢des de
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cada elemento do conjunto, ¢ possivel gerar as matrizes para o sistema utilizando o

seguinte procedimento:

k1= Y[, ): b= e, el Y e ): (p)= X ) 3.19)

Tendo-se em vista as eqs.(3.19), a eq.(3.14) pode ser escrita para uma viga

modelada com N elementos finitos da seguinte forma:

M1 b ey b KT = P} (3:20)

onde {/'} é o vetor de deslocamentos nodais globais.

3.3 Matriz de Massa do Elemento de Viga

A matriz de massa definida pela eq.(3.15) é conhecida como matriz de massa
consistente. Como pode ser visto, ela ¢ calculada usando as mesmas fungdes de forma

empregadas na derivacdo da matriz de rigidez. Para as funcdes adotadas tem-se:

156 22L 54 —13L

(] mL | 22L 41>  13L  -3L
4201 54 13L 156 —-22L
—13L —3L -22L 41’

(3.21)

Comparando-se a (3.15) com a (3.17), percebe-se que a expressao para a matriz
de rigidez envolve a segunda derivada das fun¢des de formas, enquanto que para o
calculo da matriz de massa sdo usadas as fungdes de forma. Isto sugere que para
calcular a matriz de massa de um elemento, poder-se-iam utilizar fungdes de forma
diferentes (de ordem menor, por exemplo) de aquelas usadas para determinar a matriz
de rigidez.

Uma aproximagao razoavel utilizada como uma alternativa pratica no método
dos elementos finitos para calcular a matriz de massa para vibracdes de flexdo em vigas,
pode ser feita mediante o emprego das seguintes fun¢des de forma:

{1 x<LJ/2

S50 x>L1/2

& =0 (3.22)
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£ = 0 x<L/2
S x>L/2

Para estas fungdes de forma, a matriz de massa calculada com a eq.(3.15) fica:

/2 0 0 0
0 0 0 0

[M]=mL (3.23)
0 0 1/2 0
0 0 0 0

A matriz anterior ¢ chamada de matriz de massa concentrada (lumped), e nela
a inércia referente aos graus de liberdade rotacionais ¢ negligenciada, sendo considerada
apenas a massa do elemento concentrada nos graus de liberdade de translag3o.

Existem outras aproximacdes possiveis para a matriz de massa, porém, a
utilizada neste estudo ¢ a matriz de massa concentrada indicada, em face das seguintes
razdes: (1) os graus de liberdade rotacionais tém inércia negligenciada permitindo-se
sua posterior eliminacao mediante o processo de condensagdo estética; (2) a matriz de
massa correspondente ¢ diagonal, o qual resulta em considerdvel diminui¢dao do esforgo

computacional de armazenamento.

3.4 Matriz de Amortecimento

Devido a dificuldade de se definir o coeficiente de amortecimento ¢ nos termos
da eq.(3.16) e com base nas caracteristicas fisicas do sistema, ¢ mais facil tratarem-se as
forcas de amortecimento de forma aproximada. Existem varias maneiras para construir
uma matriz aproximada de amortecimento, de forma tal que produza valores especificos
de amortecimento para um ou varios modos. Entre elas pode-se mencionar as seguintes:
amortecimento proporcional a massa ([C] =0 [M ]), amortecimento proporcional a
rigidez ([C]= B,[K]) e amortecimento de Rayleigh ([C]= g[M]+ B,[K]) (HUMAR,
1990) onde S e f; sdo constantes que devem ser calculadas, por exemplo, a partir do
amortecimento desejado para os modosi e .

Uma matriz de amortecimento pode ser necessdria nas seguintes situacdes:
quando uma integracdo direta das equacdes de movimento vai ser usada em vez da

técnica de superposi¢ao modal ou quando se vai fazer uma analise ndo linear.
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3.5 Matriz de Rigidez

Para o elemento estudado, a matriz de rigidez ¢ calculada a partir das fungdes de
forma, eqs.(3.11) e do expresso na eq.(3.17), ou seja:

12 6L -12 6L
EIl 61 41> —6L 21
T |-12 —6L 12 —6L
6L 2I° —6L 4I

K]

(3.24)

A matriz de rigidez dada pela eq.(3.24) ¢ idéntica a matriz de rigidez estatica,
uma vez que na aproximagao do campo de deslocamentos foram empregadas fungdes de

forma idénticas as usadas na analise estatica de vigas.

3.6 Vibracao Livre ndo Amortecida: Problema do Auto-
valor

A equacao para vibracdo livre ndo amortecida segundo a configuracdo dada nos

termos do método dos elementos finitos pode ser obtida da eq.(3.20) fazendo-se [C] =0

e {P}= 0, ou seja:

M [+ (K [y § = {o] (3.25)
A equagdo matricial (3.25), por sua vez, tem solugdo vetorial da forma:
V}=1{q}sen(w-1+5) (3.26)

onde {g}é um vetor arbitrario, @ é a freqiiéncia de vibragio e §é o angulo de fase,

sendo todos estes pardmetros incognitas do problema. Substituindo a eq.(3.26) e sua

segunda derivada na eq.(3.25) tem-se:

[K]- 0 [M])g)sen(w -t + &)= {0} (3.27)
Como a eq.(3.27) deve ser valida para todos os valores de ¢, pode-se escrever:
[Klg} =M g} (3.28)

A eq.(3.28) representa o problema do auto-valor conhecido como problema de

auto-valor generalizado ou problema de auto-valor linearizado. Em geral, para um
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sistema de NV graus de liberdade, a solugdo da eq.(3.28) fornece N valores de &’ que sdo

reais e positivos. Porém, se a matriz [M ] for singular, a eq.(3.28) terd um ou mais autos
valores infinitos. Por outro lado, quando [K ] for singular, a eq.(3.28) terd um ou mais
autos-valores nulos. Associado a cada auto-valor existe um auto vetor {g}.

Na analise de vibracdes as raizes quadradas dos autos-valores do problema de
auto-valor generalizado sdo chamadas de freqiiéncias do sistema e os autos vetores sdo
chamados de formas modais reais.

Para se resolver o problema de auto-valor dado pela eq.(3.28) existem diversos
métodos numéricos que podem ser agrupados da seguinte forma:

-Métodos de Transformacao: Tais métodos sao de emprego indicado quando
as matrizes envolvidas sdo de pequena ordem. Dentre esses métodos merecem destaque
o método generalizado de Jacobi, o método da transformacdo de House-Holder, o da
transformagdo denominada QR e o denominado LR. E uma caracteristica desses
métodos o fato de o calculo envolver todos os autos-valores e autos-vetores do
problema, sem possibilidade de tratamento separado. Vale assinalar que a linguagem
Fortran disponibiliza para seus usudrios uma completa biblioteca de sub-rotinas para
analise do problema de auto-valor dentro dessa técnica. Neste trabalho foi utilizada a
rotina DGVCSP do IMSL, MATH/LIBRAY (Visual Numerics., 1997, capitulo 2, p.
407) para o calculo dos autos vetores e autos valores da eq.(3.28). Os resultados
encontrados com esta rotina foram idénticos aos obtidos mediante a aplicagdo do
método de Jacobi Generalizado. A sub-rotina para este método pode ser encontrada em
Bathe (1996), no capitulo 11, pags. 924-927. As duas técnicas mencionadas acima
podem ser aplicadas para matrizes de pequena ordem. Suas vantagens sdo o baixo custo,
simplicidade e elegancia.

-Métodos de iteracio: Sdo métodos ideais para problemas envolvendo matrizes
de ordem elevada, particularmente quando sé sdo requeridos alguns poucos autos
valores e autos vetores do problema. Entre estes, os métodos de iteragdo de Sub-espago
e o de Lanczos sdo os mais populares.

-Métodos de busca de Determinante: Tais métodos caracterizam-se por
calcular inicialmente as raizes da equagdo de freqiiéncia (polindmio caracteristico). A
avaliacdao dos coeficientes da equagdo de freqiiéncia demanda um grande numero de

operagdes numeéricas, €, além disto, as raizes da equacdo de freqiiéncia se mostram
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muito sensiveis aos valores dos coeficientes. Assim, pequenos erros na avaliacdo destes
coeficientes, levam a uma perda significativa de precisdo nos valores das raizes.

Uma excelente apresentagdo destes trés grupos de métodos para solucdo do
problema de auto valor pode ser encontrada em Bathe (1996), Humar (1990) e Weaver e
Johnston (1987).

Os autos vetores obtidos com a eq.(3.28) possuem uma caracteristica especial
chamada de propriedade de ortogonalidade ou simplesmente ortogonalidade. Sejam o

) . ..
e o7 dois autos-valores distintos, e {q}i e {q} ;seus correspondentes autos vetores.

Assim, pode-se escrever:

[&Ka} = w7 [M g}, (3.29)
[KHa}, = o] [MKa}, (3.30)
Pré-multiplicando-se ambos os lados da eq.(3.29) por {g}] , tem-se:

la}; [Kla}, = o e} M ]}, (3.31)

Transpondo-se as matrizes de ambos os lados da eq.(3.31), e usando-se a

propriedade de simetria das matrizes de massa e rigidez, ou seja:

K] =[K] e [M] =[M]

tem-se:
lafi [k g}, = g} M g}, (332)
Pré-multiplicando-se ambos os lados da eq(3.30) por {¢}' chega-se em:
lal [KRa}, = 0} {a} [MHa}, (333)
Subtraindo-se a eq.(3.33) da eq.(3.32), tem-se:
(0 02 g} Mg}, =0 (3.34)
ou ainda:
" MY}, =0 (3.35)

onde supde-se ®; # @ .

A eq.(3.35) estabelece, pois, que dois autos vetores correspondentes a diferentes
autos valores sdo ortogonais com relagdo a matriz de massa. Em geral a propriedade de

ortogonalidade pode ser escrita como:

{af; [(Mlq}, =0 (3.36)
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onde se supde i # j .
Substituindo-se a eq.(3.36) na eq.(3.32) tem-se:
la} [KJa}, =0 (3.37)

onde novamente supde-se [ # j.

Como as componentes dos autos-vetores sao conhecidas s6 em sentido relativo,
¢ conveniente normaliza-los. Uma forma apropriada nesse sentido € muito comum de
escalar as formas modais ¢ a normalizagdo com relacdo a massa, na qual os autos
vetores devem satisfazer a seguinte relacao:

o ){mlg }=1 (3.38)
onde {¢,} denota o i-ésima forma modal normalizada com relagio i massa. As

propriedades de ortogonalidade para as formas modais normalizadas segundo a

€q.(3.38) sdo, pois:

o) Mg, |=5, (3.39)

W[k, = 0?5, (3.40)
com:

6, =0 i=j

5, =1 i=j

A matriz [®],,, formada reunindo-se as N formas modais {#,}de um sistema

numa mesma matriz ¢ chamada de matriz modal, e tem grande aplica¢do nas analises
de vibragdo (livre e for¢ada), e também no estudo de diversos método de detecgdo de

danos, como sera visto no capitulo 4. A matriz modal ¢ definida da seguinte maneira :

[@]=le} o} - - o] (3:41)
Usando-se as propriedades de ortogonalidade dadas pelas eq.(3.39) e eq.(3.40),

chega-se nas seguintes expressoes que representam as propriedades de ortogonalidade

do sistema:
o] [M]@]=1] (3.42)
o] [x]e]=[a] (3.43)
onde:

[2] = Matriz diagonal dos autos valores @’ do sistema.
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As propriedades do problema de auto-valor generalizado dado pela eq.(3.28)

podem assim ser resumidos:

-Os autos valores do problema generalizado, no qual as matrizes [K] e [M] sdo
simétricas, sdo todos reais.

-Quando as matrizes de massa e rigidez sdo positivas definidas, os autos valores
sdo todos positivos.

-Se a matriz de rigidez [K ] for singular, pelo menos um dos autos valores sera
nulo. Se a matriz [M ] for singular, no minimo um dos autos valores sera infinito.

-Os autos vetores sdo ortogonais com relagdo tanto a matriz de massa quanto a
matriz de rigidez (eqs.(3.39) e (3.40)).
-Um vetor arbitrario de ordem M, pode ser expresso como superposi¢ao dos auto

vetores de um problema de auto-valor generalizado de tamanho MxM.

3.7 Vibracao Livre Amortecida: Amortecimento
Proporcional (Classico)

Quando se trabalha com amortecimento proporcional, as formas modais sdo as
mesmas do caso nao amortecido e as freqiiéncias naturais tém valores muito préximos
dos valores do caso sem amortecimento correspondente. Por exemplo, para o modelo

com amortecimento proporcional a rigidez, ou seja, [C] = f, [K ], pré-multiplicando-se e
pos-multiplicando-se a matriz [C ] pela matriz [d)] obtém-se:
[®] p[k]®]=[2]=][c], onde [c] ¢ uma matriz diagonal que contem os coeficientes
de amortecimento dos modos do sistema. O fato da matriz [c] ser diagonal significa que
as formas modais do sistema sem amortecimento sdo idénticas as formas modais do
sistema amortecido.

Por outro lado, efetuando-se a seguinte transformacdo de coordenadas:
{V}=[®[{r}, onde {¥} e um vetor de coordenas transformadas (coordenadas normais),
e substituindo-o na eq.(3.20) (com {P}: 0), ¢ possivel o desacoplamento das N

equacdes simultaneas de movimento, e obter-se as freqiiéncias modais amortecidas do
. ~ 2
sistema (®,, ), que para o problema estudado sdo dadas por w,, = w;4/1-y,” , com y,

sendo a razdo de amortecimento para o modo i.
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3.8 Vibracao Livre Amortecida: Amortecimento nao
Proporcional (ndao Classico).

Quando o amortecimento nao pode ser desprezado na eq.(3.20), e o
amortecimento nao ¢ proporcional (ou do tipo classico), as freqiiéncias e formas modais
dependerdo da matriz de rigidez, da matriz de massa e da matriz de amortecimento do
sistema estrutural. Para determinar as formas modais e freqii€ncias neste caso pode-se
proceder da seguinte forma.

Tomando-se como solugdo da eq.(3.20) o expresso na eq.(3.44), ou seja:

Vh=1{g}e” (3.44)
e substituindo-se a eq.(3.44) e suas derivadas na eq.(3.20), chega-se em:
(a?[M]+dlc]+ [m))g} = {0} (3.45)

A eq.(3.45) tera solugdo ndo trivial para o vetor {q}, se e sO se, o determinante
da matriz coeficiente da eq.(3.46) for nulo, ou seja:

det(a*[M]+a[C]+[K])=0 (3.46)

Assim sendo, a eq.(3.45) representa o Problema de Auto-valor Quadrdtico, ¢
sua solug¢do fornece 2NNV autos valores (a) e seus correspondente autos-vetores {q} 0]
problema pode ser transformado em um problema de auto-valor standard ou em um
problema de auto-valor generalizado, permitindo-se assim o uso dos métodos de solugao
mencionados no item 3.6, porém, a transformacgdo implica em se dobrar a ordem das
matrizes envolvidas; portanto aumenta o esfor¢o computacional da solucao.

Para se obter a forma modal generalizada, primeiro define-se um vetor de

tamanho 2Nx1, que contem as velocidades e deslocamentos desconhecidos, ou seja:

)
V

As equacdes de movimento escritas nos termos da forma ampliada (3.47)

ganham as seguintes redagoes:
M1 -[mlivi=0 (3.48)

M1 [Clr i+ [k =0 (3.49)
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Combinando-se as eqs.(3.48) e (3.49) tem-se:

{[E\Ol] ] [[]Z]]HZ} " {_[[(Z)\]l | [[I(;]]Hi} - {8} (3.50)

ou ainda:

[4]in} = [Bln} (3.51)

onde:

(3.52)

ORI
A=) el
] o]

[B]= [0 [Kﬂ (3.53)

A eq.(3.51) ¢ chamada de equagdo de movimento reduzida, com as matrizes [A]

e [B] sendo matrizes simétricas e de ordem 2N , e tem solugio da forma:

{np={vle” (3.54)
Substituindo-se a eq.(3.54) na eq.(3.51) tem-se:
[BJv}= rlaliv} (3.55)

que ¢ a equacdo do problema do auto-valor generalizado, e cujos autos-vetores e autos-
valores sdo dados pelo vetor {V} e pelos valores f . Transformado-se a eq.(3.55) na

forma standard, chega-se em:

-1 -1
~m]'[c] -[m]'[K] W= i) (3.56)
/] [0]

sendo que a eq.(3.56) representa o problema de auto-valor standard com ordem igual a
2N. Como a matriz apresenta coeficientes reais, os autos-valores devem ser reais ou
estar em pares complexo conjugados. Os autos-vetores correspondentes aos autos
valores complexos s3o também complexos, € aparecem em pares conjugados. Um auto-
vetor complexo ¢ chamado de forma modal complexa. Vale assinalar que quase todos
0s sistemas estruturais sdo sub-amortecidos, e, neste caso, todos os autos-valores sdo

complexos e estdo em pares conjugados com parte real negativa.
As propriedades de ortogonalidade, como nos casos anteriores, podem ser

escritas como:
Wi [4fiv}, =0 (3.57)
vl [Blv), =0 (3.58)
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Para encerrar o estudo sobre os parametros de vibracdo de vigas, apresentam-se

na Tabela 1 as diferengas basicas entre uma forma modal real e uma forma modal

complexa:

Tabela 1. Comparacdo entre formas modais reais e formas modais complexas®.

Forma modal real

Forma real complexa

A forma modal é uma onda estacionaria,

com pontos nodais estacionarios fixos.

A forma modal pode ser descrita por uma

onda viajante sem pontos nodais

estacionarios.

Todos os pontos passam pelo maximo ou

minimo no mesmo instante do tempo.

Todos os pontos ndo passam pelo maximo

a0 mesmo tempo.

Todos os pontos passam por zero no

mesmo instante do tempo.

Todos os pontos ndo passam por zero ao

mesmo tempo.

Todos os pontos ou estdo totalmente em
fase ou fora de fase com relacdo a outro

ponto da estrutura.

Os pontos tém uma relagdo de fase geral
que ndo necessariamente ¢ de 0 ou de 180

graus.

As formas modais reais do caso nao
amortecido sdo as mesmas do caso com
amortecimento classico e sdo definidas por

nameros reais.

As formas modais complexas ndo podem

ser descritas com numeros reais

*(ABITABILE 2002, p.18, traducao nossa).



4. Métodos Dindmicos de Detec¢do de Dano
4.1 Introducao

Seguindo o memoravel raciocinio de Tarantola (1994) e admitindo-se que se
pode definir um conjunto de parametros do modelo (massa, rigidez, amortecimento,
geometria), que descrevem completamente o comportamento de um sistema fisico, €
possivel definir de forma operacional um conjunto de parametros observaveis (formas
modais, freqliéncia e amortecimento), de tal forma, que seus valores reais dependam dos
parametros do modelo.

Segundo aquele autor, resolver o problema direto ¢ predizer os valores dos
parametros observaveis a partir dos valores dos parametros do modelo. Por exemplo,
resolver o problema do auto-valor da vibragdo livre ndo amortecida de vigas ¢ um
problema direto, no qual devem ser definidas as matrizes de massa e rigidez da estrutura
(parametros do modelo), para depois calcular, a partir deles, as freqiiéncias e formas
modais da viga (parametros observaveis).

Resolver o problema inverso consistird em inferir, a partir dos valores dos
parametros observaveis, valores para os parametros do modelo. Continuando com o
exemplo da viga, determinar as matrizes de massa e rigidez com base em dados
experimentais da vibracdo da viga (freqliéncias e formas modais), seria resolver o
problema inverso de vibracao.

O problema de deteccdo de dano em estruturas ¢ um tipico problema de
engenharia com dados incompletos e inexatos, que pode ser atacado com duas
estratégias diferentes. A primeira, considerando-o como um problema inverso, no qual a
presencga e posicdo do dano devem ser determinadas a partir de variagdes na resposta
dindmica da estrutura. A segunda alternativa € tratar o problema como um problema

direto, ou seja, calculando-se as variagdes na resposta dindmica a partir de um tipo
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conhecido de dano, e determinando sua presenca (ou auséncia) por comparacao entre a
resposta do modelo e a resposta real da estrutura.

Neste trabalho, entende-se por dano a degeneragdo estrutural que resulta em
perda parcial de rigidez de um ou vérios elementos da estrutura. O termo localizar ¢
utilizado no sentido de determinar a posi¢ao geométrica do dano dentro da estrutura.

Para utilizar a informag¢ao modal de uma estrutura como ferramenta pratica de
diagnostico e localizagdo de danos, devem ser considerados varios fatores que afetam a
resposta dinamica da mesma, e que ndo necessariamente indicam a presenga de falhas
ou dano. Os efeitos dos fatores ambientais como umidade e temperatura nas freqiiéncias
naturais, a confiabilidade e consisténcia dos procedimentos de aquisi¢ao de dados e as
variagdes nas condi¢des de apoio, que afetam a resposta dindmica da estrutura, mas, que
ndo implicam risco para ela, devem ser levados em conta para determinar até que ponto
os dados modais obtidos servem para diferenciar as variagdes produzidas pelo dano
dentro da estrutura daquelas devidas as mudangas aleatorias causadas por erro
experimental ou por variagdes ambientais (CORNWELL ET.AL, 1999 E FOX, 1992).

O interesse deste capitulo estd no estudo e formulagcdo de métodos analiticos de
detec¢do de dano, sendo o dano modelado como uma redugdo da rigidez de um
elemento da malha de elementos finitos da estrutura e adotando-se condig¢des ideais para
a analise de vibragdo, tais como: material homogéneo e isotropico, comportamento
linear da estrutura, auséncia de erro experimental nas medi¢cdes e de variacdes de
temperatura e umidade.

Durante as ultimas trés décadas do século 20, diversos métodos de detecgao de
dano a partir da resposta dinamica da estrutura tem sido propostos, entre eles vale
destacar os que se seguem.

O trabalho apresentado por Lifshitz e Rotem (1969), tal vez o primeiro na area, é
uma proposta a detec¢ao de dano via medidas de vibragdo. Eles indicam uma pesquisa
da variagdo do modulo de elasticidade dinamico e sua relagdo com mudangas de
freqiiéncia em elastomeros.

Cawley e Adams (1979) desenvolvem e aplicam um método baseado nas
variagoes de freqiiéncia para detectar defeitos em placas retangulares de aluminio
(problema 2D). A regido danificada da placa ¢ localizada dentro das restrigdes impostas
pela simetria. A presenca de dano ¢ indicada imediatamente a partir da variacdo nas

freqliéncias naturais.
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Lieven e Ewins (1988), propoem o COMAC (Coordiante Modal Assurance
Criterion) como método de comparagao e correlacao entre formas modais. O COMAC
correlaciona dois conjuntos de formas modais, que podem ser obtidos tanto de forma
experimental quanto de forma analitica e identifica as coordenadas responsaveis pela
falta de correlagdo. A técnica ¢ utilizada para detectar regides inconsistentes (com
aumentos de massa) dentro de uma estrutura de molas ¢ massa com oito graus de
liberdade.

Stubs, Kim e Toppole (1992), apresentam um método baseado no decremento na
energia de deformagdo modal entre dois graus de liberdade estrutural definido pela
curvatura das formas modais.

Saiidi, Douglas e Feng (1994) chegam na conclusdo de que ndo e possivel de se
usar as variacdes de freqiiéncia para determinar perda de protensdao em elementos de
concreto protendido devido ao fato de que variagdes pequenas nos parametros
estruturais (rigidez dos apoios, propriedades da secao transversal, entre outros fatores)
introduzem variacdes nas freqiiéncias, que sdo da mesma ordem de grandeza das
mudangas produzidas pela perda de protensao.

Pandey e Biswas (1994 e 1995), apresentam um método de detec¢ao baseado nas
variagoes da matriz de flexibilidade da estrutura. Resultados de diversos exemplos
numéricos e experimentais demonstram que a posi¢cdo do dano pode ser obtida usando-
se os dois primeiros modos de vibragdo somente.

Sampaio, Maia e Silva (1999) propdem o método da curvatura das FRF's
(Fungdes de Resposta em Freqiiéncia), que ¢ uma extensdo do método proposto por
Pandey, Biswas e Samman (1991), para todas as freqiiéncias medidas e ndo so para as
freqiiéncias modais. A principal vantagem do método ¢ sua simplicidade.

Cornwell, Doebling e Farrar (1999) estudam métodos baseados nas mudangas da
energia de deformagdo para localizar danos. Originalmente, estes métodos foram
empregados para vigas (curvatura unidimensional). O estudo apresentado generaliza o
método para estruturas 2D.

Cornwell et al. (1999) apresentam resultados de analises experimentais sobre
variacdo dos parametros modais com a temperatura, para uma ponte no Novo México.
Eles reportam uma variagdo de ate 6% nas freqiiéncias modais em um periodo de 24
horas, indicando que essa variabilidade deve ser levada em conta nos algoritmos de

detecgao de dano.
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Filho, Roitman e Magluta (2000) utilizam a metodologia de ajuste de modelos
por matriz 6tima, propondo uma solucao alternativa ao problema da esparcidade real
dos modelos, e, mediante simulacdes numéricas com diferentes cenarios de dano em
porticos, conseguem indicar, em quase todas as simulagdes, a regido do dano.

Pai ¢ Young (2001) apresentam um método de deteccdo de dano em vigas
usando formas operacionais de deflexdo (ODS-Operational Deflection Shape). A ODS
¢ a deformada da estrutura quando submetida a uma excitagdo harmoénica de freqiiéncia
unica. As ODS sdo medidas com um scanner de laser. Resultados numéricos e
experimentais demonstram que o método localiza com sucesso trincas (largura de 1.1
mm e altura variavel entre 8mm e 1.75 mm) em uma viga de aluminio simplesmente
apoiada, de comprimento 717.5 mm, altura 25.4 mm e largura 3.32 mm, entre outros
cendrios de dano estudados.

Teughels, Maeck ¢ De Roeck (2002) propdem um método de detecgdo de dano
mediante ajuste do modelo de elementos finitos, usando fungdes de dano. Eles
conseguem detectar, localizar e quantificar o dano em uma viga de concreto refor¢ado.

Patsias e Staszewskiy (2002) propdem um método de detec¢do, baseado na
medida dptica das formas modais. Com esta informagao é possivel calcular a variagao
absoluta da curvatura das formas modais, que, como foi demonstrado por Pandey,
Biswas e Samman (1991), ¢ indicadora da presenca de dano na estrutura. O método ¢
aplicado para detectar dano em uma viga em balango com sucesso.

Galindez et.al. (2003), estdo atualmente implementando o sistema de
monitoramento para detectar dano na ponte pénsil Pereira - Dos Quebradas (Colombia).
Os resultados preliminares das simulagdes numéricas, para varios cendrios de dano,
mostram que as formas modais mostram-se sensitivas a quase todos os tipos de dano,
mas que as primeiras dez freqiiéncias naturais ndo mudam, inclusive para casos
extremos de dano nos cabos.

Kim et. al.(2003), estudam e avaliam duas metodologias para Detec¢do de Dano
Nao Destrutivo (DDND), para as quais poucas freqiiéncias naturais e/ou formas modais
estdo disponiveis. As duas técnicas conseguem quantificar e localizar dano estrutural em
uma viga de concreto modelada pelo MEF.

Nas seguintes se¢des sdo estudados e descritos em detalhes varios dos métodos

de deteccao de dano existentes que podem ser aplicados a vigas.
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4.2 Classificacdao dos métodos.

Existem multiplos métodos reportados na literatura que tratam o problema de
detec¢do de dano a partir da resposta dinamica da estrutura, em Doebling et.al (1996),
Salawu (1997) e Doebling, Farrar e Prime (1998), onde encontra-se um completissimo
resumo sobre literatura recente em esta area. Segundo estes autores, dependendo do tipo
de dados medidos e/ou da técnica empregada para identificar o dano, os métodos de

detecg¢ao de dano podem ser classificados nos seguintes grupos:

Variagoes de freqiiéncia

Variagdo das formas modais

Variacées das curvaturas das formas modais

Meétodo de ajuste de matriz ou de ajuste de modelos
Meétodos baseados na flexibilidade medida dinamicamente

Meétodos ndao lineares

Rytter (1993), define um sistema de classificagdo, dividindo os métodos de

detec¢do de dano em quatro categorias:

Nivel 1: Métodos que detectam a presenca de dano na estrutura.
Nivel 2: Métodos que localizam o dano na estrutura.
Nivel 3: Métodos que quantificam a severidade do dano na estrutura.

Nivel 4: Métodos que prevéem a vida util remanescente da estrutura.

Uma outra classificagao pode ser feita, diferenciando entre métodos que utilizam
sO os dados experimentais (abordagem baseada na resposta da estrutura) para localizar
a falha, e métodos que precisam de dados experimentais e modelos analiticos
(métodos de ajuste de modelos ou - model updating methods) para resolver o problema

de deteccao.
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4.2.1 Variagoes de Fregqiiéncia

O método da variacao de freqiiéncia ¢ um método de nivel 2 ou 3, que consiste
em identificar a presenca, estimar a localizacdo e quantificar o dano a partir de
variagdes nas freqiiéncias naturais, que como ¢ sabido, por si sés, ndo sdo suficientes
para dar uma localizagdo unica do dano, e, portanto, estes métodos precisam de um
modelo analitico prévio para localizar o dano. Esta técnica se classifica dentro dos
métodos que requerem dados experimentais ¢ modelos analiticos.

Neste método, a varia¢do na freqiiéncia natural ow,do modo i de uma estrutura

devida a presenca de dano localizado ¢ modelada como fun¢do do vetor de posi¢ao do

dano, {p}, e da reducdo de rigidez causada pelo dano, AK , assim sendo, tem-se:

o, = f,(AK,{p}) (4.1)

Expandindo-se esta funcdo em torno do estado ndo danificado (AK =0), e

desprezando-se os termos de segunda ordem, a eq.(4.1) pode ser aproximada por:

50, = £,(0, @})m&(a {p}>+p%<o, (o) (42)

Como f,(0,{p})=0para todos os {p}, ja4 que ndo existe variagio de freqiiéncia sem

dano, e sabendo-se que, por causa da expansdo em torno do estado ndo

o

danificado pG—(O, {p}) =0, pode se escrever para o modo i:
0

Sw, = AK - h,({p}) (4.3)
De forma analoga, a variagdo de freqiiéncia no modo fica:

Sw; = AK -h;(ip}) (44)
Assim, considerando-se que a variacdo de rigidez seja independente da

freqiiéncia, uma nova relagdo pode-se escrever:

5o, _h(lp) _
e L @)

A eq.(4.5) expressa que a razdo da variagdo de freqiiéncia em dois modos ¢

fungdo apenas da localizacdo do dano. Posi¢des onde a relagdo tedrica dwi/dw;, for igual
ao valor medido experimentalmente serdo, portanto, possiveis locais danificados.
E preciso agora calcular as variagdes de freqiiéncia da estrutura devidas ao dano

num determinado local. O método baseia-se em considerar o dano como uma redugao
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local de rigidez. Uma forma de calcular as variagdes nas freqii€ncias naturais, devidas
ao dano, num determinado elemento da malha de elementos finitos ¢ reduzir a rigidez
desse elemento e repetir a analise dindmica confrontando-se os resultados. Isto pode ser
feito para um elemento de cada vez, de forma tal, que as variagdes teodricas das
freqiiéncias, para danos introduzidos em diferentes lugares, possam ser determinadas.
Em vez de realizar a andlise dindmica total para calcular as variacdes de freqiiéncia,
pode ser usada uma anadlise de sensitividade ou andlise de perturbagdo para se obter as
variagdes de freqiiéncia. Mediante o emprego deste método as sensitividades das
freqliéncias naturais de um sistema as variacdes de rigidez sdo calculadas a partir das
formas modais da estrutura ndo danificada, e estas formas modais sdo obtidas na analise
dindmica inicial.

O problema bésico que € resolvido na anélise dinamica ¢ (eq(3.28)):

(&]- 212 g} = {o] (4.6)
onde:

[K]=Matriz de rigidez global do sistema.
[M ] =Matriz de massa global do sistema.
{¢} = Autos vetores do sistema.

®® = A Autos valores do sistema.

Considerando-se o efeito de uma variagio pequena de rigidez AK na matriz[K |,
e com variacdes similares nos outros parametros, a eq.(4.6) fica:

(& +aK]-[M + AM |2+ A2))g + Aq}= {0} (4.7)
onde AM ¢ a variacao da matriz de massa, A4 € a variacdo dos autos valores do sistema
e AK ¢ a variagdo na matriz de rigidez devida ao dano localizado.Realizando-se as
multiplicagdes indicadas na eq.(4.7), desprezando-se os termos de segunda ordem,
sabendo-se que no modelo adotado AM =0 e empregando-se a eq.(4.6) a eq.(4.7) passa
a se redigir:

AK g} = aa[M g} + [K]alg}- Alm ]alg} = o) (4.8)
Multiplicando-se a eq.(4.8) por {q}T tem-se:

o) Axlg}-arlg) g} + (g} [K]- g} I Ial} = {0} (4.9)
J& que as matrizes de massa e rigidez sdo simétricas, a transposta da eq.(4.6)

multiplicada por A{q} fica:
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(g} [K]- 2la) Mg} = {0} (4.10)

Substituindo-se a eq.(4.10) na eq.(4.9), tem-se:

Az = W0l AKlg), (4.11)
g}, Mg},
que expressa a variacao das freqliéncias naturais em fun¢do das variagdes de rigidez
AK , da matriz de massa original do sistema e das formas modais.

Como AK, neste caso, representa a variagdo da matriz de rigidez devida a
reducdo de rigidez de um elemento, AK serd uma matriz com todos os elementos nulos,
exceto aqueles afetados pela reducdo de rigidez (dano). AK pode ser calculada a partir
da primeira eq.(3.19) e utilizando a seguinte expressao:

AK =[K]-[K] (4.12)
onde[K]” ¢ a matriz global de rigidez danificada.

A eq.(4.12) pode ser usada junto com a eq.(4.11) para determinar as sensitividades das
freqliéncias naturais ao dano em qualquer ponto da estrutura.

Usando-se o procedimento anterior, as medidas de variagdes de freqiiéncia em
um par de modos indicardo o local onde possivelmente existe dano, isto €, pontos onde

a relacdo de variacdo de freqiiéncia determinada experimentalmente ¢ igual a relacdo

teorica:

[&“J :[A%J (4.13)
ow, . A,

Com as eqgs.(4.11) e (4.12) pode-se estimar, de forma grosseira, a severidade do

dano. A comparacdo das variacdes de freqiiéncia medidas experimentalmente para um
modo, com os valores obtidos pela andlise de sensitividade para um elemento
danificado (grau de dano conhecido), fornece uma indicacao da severidade do dano em
termos do grau de danificagdo introduzido no modelo teodrico. Este método foi proposto
por Cawley e Adams (1979). Os autores mostram, através de resultados de ensaios, que
o método pode ser usado para detectar, localizar e quantificar (de forma grosseira) dano
em estruturas. A técnica ¢ aplicavel a qualquer sistema que possa ser modelado com
elementos finitos.

Da discussao anterior, fica em evidencia, que este método e altamente sensivel a
qualidade das medigoes das freqiiéncias, e, por tanto, deve ser utilizado com muita

precaugao.
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4.2.2 Variacoes das Formas Modais.

Este método considera o que pode ser feito em relagdo a detec¢do de dano, a
partir de dados experimentais somente, evitando-se assim o alto custo de desenvolver
um MEF e validé-lo. Neste método ¢ feita uma comparacao grafica das formas modais
para indicar a localizagdo do dano. Os parametros usados sdo a diferenca relativa e a
diferenca direta (ou simplesmente diferenca), que sdo calculadas usando as formas
modais da estrutura sem dano e as forma modais da estrutura danificada. Estes

parametros podem ser calculados usando as eqgs.(4.14) e (4.15) (FOX (1992)), ou seja:

{D }:% (4.14)
{DD} =g}, — a0} (4.15)

onde:

DR} =Diferenca Relativa entre formas modais.

{DD} = Diferenca Direta entre formas modais.

. }i = i-ésima forma modal da estrutura sem dano.
{g5}. = i-ésima forma modal da estrutura danificada.

O método da diferenca relativa fornece informacao sobre variagdes na
amplitude da forma modal (efeito de escala) e variagdes na posi¢do dos nos (efeito de
defasagem). Para dar claridade a estes dois conceitos parece sugestivo estudar o
seguinte exemplo. Tome-se uma fungdo senoidal de amplitude 4 e a mesma fungdo com
amplitude 4. Na figura 4 apresentam-se a diferenga relativa e a diferenca direta entre

as duas fungodes, calculadas segundo as eqs.(4.14) e (4.15).
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——SiN(X) - - 12sin(x) ——s——Diferenga

Diferenga relativa

Figura 4 —Efeito da Variagcdo de amplitude fungdo sen(x).

Da figura 4, pode-se observar que a diferenca entre funcdes escaladas de forma
diferente ¢ uma fun¢do que possui a mesma forma que as fungdes originais € com nos
nas mesmas posi¢oes. Porém, a diferenca relativa tem um valor constante, indicando-se
a existéncia de uma diferenca de escala entre as fungdes.

A figura 5 apresenta a mesma funcao senoidal, mas com uma defasagem de dois
graus. A curva da diferenca entre as duas funcdes apresenta uma pequena oscilagao,
com um maximo na regido dos nés da fungdo original. A diferenca relativa tem uma
variagdo brusca com picos bem diferenciados na vizinhanga dos nos onde as maiores
variagdes relativas nas formas modais acontecem. Tomando-se a informagdo fornecida
pelas figuras 4 e 5, pode-se constatar que o método da diferenga relativa se mostra
bastante eficiente para detectar pequenas mudangas nas formas modais, devidas a
variagdes nas posi¢cdes nodais e as mudangas de escala.

Tragando-se as curvas de diferencia entre formas modais para uma viga com e
sem dano, Fox (1992) encontrou um padrao interessante que se repete em todos os
modos de vibracdao, qual seja, uma descontinuidade das curvas na regido onde esta
presente o dano, inclusive para os modos que apresentam variacdes de freqiiéncia
pequenas.

Uma desvantagem dos métodos baseados em variacao das formas modais € que,
para defini-las razoavelmente, ¢ preciso medir o deslocamento num nimero suficiente
de pontos. Pelas caracteristicas mencionadas, estes métodos podem ser amplamente
aplicados para deteccdo de dano em vigas. Este método pode ser classificado como de

nivel 2.
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1

sin(x) = = = =sin(xt2) ———e——Diferenca

Diferenga relativa

Figura 5 - Efeito da Variacao de fase funcao sen(x).

4.2.3 Variacoes da Curvatura das Formas Modais e Variacoes

da Energia de Deformacdao.

A existéncia de uma fissura ou dano em uma se¢do de uma estrutura reduz a

rigidez no lugar onde esta se encontra. A reducdo em E/ (E ¢ o modulo de elasticidade e
I é o momento de inércia da se¢iio) produz um aumento na grandeza da curvatura v na

se¢do, como se deduz da expressdo classica da resisténcia : v =M /EI onde M é o
momento de flexdao na secao.

J& que, as variacdes da curvatura sdo locais, e dependem da reducdo de E1, elas
podem ser usadas para detectar, localizar e quantificar danos (PANDEY, BISWAS E
SAMMAN, 1991 e SALAWU E WILLIAMS, 1994). Espera-se que a diferenga
absoluta da curvatura das formas modais entre a estrutura sem dano e a danificada
apresente um maximo na regido danificada. Alem disto, a maxima diferenca aumenta a
medida que o grau de reducdo de rigidez aumenta na zona danificada. As curvaturas sdo

calculadas a partir das formas modais usando-se uma aproximacao de diferenga central:

n_ (q(m)j _2qij + q(i—l)j) (4.16)

ij 12

onde:

/ = comprimento do elemento de viga utilizado.

17 .y . . o, .
v, =i-ésimo elemento do i-ésimo vetor de curvatura.

g, = 1-ésimo elemento da j-€ésima forma modal.
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A diferenga absoluta da curvatura, DC, ¢ calculada como:

DC =

big ub
Vi = Vi

4.17)

com:

v{" = Curvatura da forma modal k da estrutura intacta.

vk”D = Curvatura da forma modal k da estrutura danificada.

Neste método, a simulagdo do dano também ¢ feita reduzindo o modulo de
elasticidade E para cada elemento selecionado E isto implica que s6 dano afetando a
rigidez estrutural pode ser considerado.

Para se levar em conta todos os modos medidos, Wahab ¢ De Roeck (1999)
propuseram o chamado Fator de Dano de Curvatura (FDC), que simplesmente ¢ uma
média aritmética das diferencas de curvatura entre a estrutura sadia e a danificada, ou
seja:

D
i o
Vi = Vi

FDC=1%

k=1

(4.18)

onde 7 ¢ o numero total de modos considerados.

Um outro método que emprega as formas modais, especificamente as curvaturas
das formas modais, proposto por Stubbs, Kim e Toppole (1992) baseia-se na variagao
da energia modal de deformacao. Para vigas, este método pode ser estabelecido da
seguinte forma.

A energia de deformacdo para a viga Euller — Bernoulli, de comprimento L, sem
dano ¢ dada por:

1% 0’u ’
U=—\|EI d 4.19
2-([ (zeJ * ( )

onde u ¢ uma funcdo que representa a deformada da viga (vide eq.(2.15)).Para um

forma modal qualquer, g,(x), a energia associada com esta forma modal ¢ dada por:

ox

14 (0%, Y
U, :EJ.E][—q;j dx (4.20)
0

Se a viga for dividida em N partes, entdo a energia associada com cada sub

regido j, devida ao i-¢simo modo, vem a ser dada por:

1”‘f+1 2. 2
Uy=5 | (EI){%J dx 4.21)
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Definido-se a energia fracionaria, F, como a relacdo entre a energia de
deformacdo da regido j para o modo i, Uj;, e a energia de deformacdo total para o modo i

U, tem-se:
N (4.22)

e, mais ainda:

N

ZI',F,-,» =1 (4.23)
=

A eq.(4.23) expressa que a somatoria das energias fracionarias para as N regides
estudadas venha ser igual a unidade. Para a viga danificada, pode-se definir quantidades

similares, ou seja:

1% aqu 2
UP =~ [EI"| =2 | dx (4.24)
29 ox
2
1 o*q;
v =1 | (E])Dj[ | as (4.25)
U?
F =00 (4.26)

FP =1 (4.27)

i
J=1

onde D indica a quantidade calculada usando-se a estrutura danificada. Escolhendo-se
sub-regides pequenas, a rigidez a flexdo para a j-ésima regido, (EIL)", pode ser

considerada constante, e portanto F” fica:

a i azqiD
(G e
F- =

i UD
i

(4.28)

Admitindo-se que o dano esteja localizado numa unica sub-regido, entdo a

energia fracionaria permanecera relativamente constante nas regides nao danificadas.

Utilizando as eqs(4.23) e (4.27), tem-se que F; = E.J.D . Para um dano localizado na sub
regido j = /, e usando-se o modo 7, pode-se escrever:

A 82qi D (%1 62qiD
(St (G
_ (4.29)

U, up

1
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Supondo-se que EI ¢ EI” sejam constantes, ¢ essencialmente iguais ao longo da
viga, a €q.(4.29) pode ser re-escrita usando-se as eqs.(4.20) e (4.24) de tal forma que
forne¢a uma indicacao da variagcdo da rigidez a flexdo na sub regido /, para o modo de

vibragdo 7, ou seja:

a. 62qlD aquD
(E), _L/ ( o’ Jdﬂj ( o’ ]dx D

il
_ _8i (4.30)
(EI),  faa(0%q, o’q, g
! ‘LI axiz dx /'[ axiz dx !

Para considerar todos os modos medidos, p, no calculo, define-se o indice de

dano para a sub regido / como:

o

Zgil
é/l = lj,l
Zgil
i=1

A eq.(4.31) fornece a variagdo de rigidez na regido / devida a contribui¢ao de

4.31)

todos os modos de vibragdo. E evidente que as regides com ¢;=1 ndo estdo danificadas.
Quanto maior ¢, maiores as chances de o dano estar localizado no elemento /.

Admitindo-se que o conjunto dos indices de dano &, representam uma amostra
de uma populagdo que pode ser representada por uma varidvel aleatéria normalmente
distribuida, um indice de dano normalizado pode ser obtido usando-se:

r =St (4.32)

0,
onde:

Z, = Media dos indices de dano.

o, =Desvio padrao dos indices de dano.

A transformagdo dada pela eq.(4.32) permite utilizar a distribui¢do normal
padrao (reduzida), N(0,1), para definir potenciais zonas danificadas. Por exemplo, nos
trabalhos de Cornwell, Doebling e Farrar (1999) e de Jauregui e Farrar (1996), regides
com indices de dano normalizado, /7, maior que dois, ou seja, valores de /; afastados
mais do que dois desvios padrdo da media, estdo associados com locais danificados.

Uma vantagem da formulagao apresentada é que as formas modais empregadas

ndo precisam ser normalizadas. A apresentacdo anterior esta baseada no trabalho de

Stubbs, Kim e Toppole (1992). A principal desvantagem deste método ¢ a dificuldade
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para se calcular as derivadas e integrais quando as formas modais sao estimadas a partir

de poucos pontos de medicao na estrutura.

4.2.4 Métodos de Ajuste de Matriz ou Métodos de Ajuste de
Modelos

Sao métodos baseados na modificagdo das matrizes do modelo estrutural (massa,
rigidez e amortecimento) a partir dos pardmetros modais medidos, visando reproduzir,
da melhor forma possivel, a resposta da estrutura (estatica ou dindmica), medida
experimentalmente. Uma caracteristica basica dos métodos diretos de ajuste ¢ que
reproduzem os dados medidos de forma exata (modelos representacionais). Porém, o
ajuste ¢ feito, de forma tal, que o ruido devido aos erros nas medidas ndo seja
reproduzido. Por isso, na implementagdo destes métodos, € preciso que o modelo
matematico da estrutura (MEF, por exemplo) e as medigdes experimentais sejam
acurados e de alta qualidade.

A principal desvantagem destes métodos ¢ que as matrizes ajustadas perdem seu
sentido fisico original. Por exemplo, a matriz de rigidez ajustada geralmente é uma
matriz cheia e sem elementos nulos, perdendo-se a informacgao sobre conectividade dos
elementos da estrutura (FRISWELL e MOTTHERSHEAD, 1995).

Para evitar esses problemas, e para levar em conta no ajuste que as matrizes de
rigidez podem acumular valores ndo nulos (em razdo da presenca do dano) em locais
onde a matriz original de rigidez continha elementos nulos (devido ao cancelamento de
forcas durante a montagem da matriz global), Filho, Roitman e Magluta (2000)
propuseram o uso no ajuste de uma matriz ponderadora, eq.(4.39), que acumula valores
absolutos das contribuigdes elementares, resolvendo-se assim o problema da
esparsidade real do modelo. Um completissimo tratamento destes métodos pode ser
encontrado no livro de Friswell e Mottershead (1995).

A formulagdo e solu¢do do problema de ajuste das matrizes de flexibilidade e
rigidez (método direto) segundo Baruch (1978b) pode ser feita da seguinte maneira:
Seja [F] (nxm) uma matriz retangular que contem as formas modais medidas, e

corrigidas (segundo o método proposto por Baruch e Bar Itzhack ,1978a), de forma tal,

que cumpram com a condicio: [[']'[M]]=[I], e seja [Q,,] uma matriz diagonal
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(mxm), que contem as freqiiéncias medidas do sistema. Busca-se uma matriz de rigidez

[Y] que minimize a norma euclidiana (fungao objetivo) que se segue:

Ne = 1/2”[[1\4]”2 [ (]~ [&Dpe] ] H - %;L;mh (v, k. )m;;}2 4.33)

e que satisfaga as restrigdes dadas pelas eqgs.(4.34) e (4.35), ou seja:
[YIr]=m]r]e] (4.34)

Y] =[v] (4.35)

A restricio dada pela eq (4.34) é necesséria e suficiente para que [I'] e

lQ " 2J sejam solucdes da equacao de movimento, eq.(4.36):

[ 1073+ [Y Y} = o (4.36)

A eq.(4.35) indica que a matriz de rigidez corrigida deve ser simétrica e a eq.

(4.33) ¢ uma forma de medir quio proximas estio as duas matrizes [Y] e [K]. Nas

anteriores equagdes, m ¢ o nimero de autos valores medidos e #n o nimero de graus
de liberdade do modelo e:

[Y] =Matriz (nxn) de rigidez corrigida a ser calculada.
[K ] =Matriz (nxn) de rigidez original, geralmente obtida mediante medi¢des ou

pelo MEF.

[M]=Matriz (nxn) de massa positiva definida, tomada como pardmetro

conhecido do sistema.

[['] = Matriz (nxm) de Formas modais medidas normalizadas.
{V'} = Vetor de deslocamentos nodais.

m,; = Elemento (i,j) da matriz ]2

y; = Elemento (7,j) da matriz [Y]

k, = Elemento (i,j) da matriz [K ]

Para resolver o problema em apreco emprega-se o método de multiplicadores
de Lagrange. A fun¢do aumentada, Lg, deve ser minimizada para se obter a matriz

de rigidez [Y]; e isso pode ser obtido a partir das eqs.(4.33), (4.34) e (4.35),

apresentando-se a seguinte redagdo:
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Z[Zmzh Ve K mk/i| +ZZ,, (J/,, - ,) (4.37)

l]lhkl i,j=l1

Fun.Objetivo Re st.Simetria

+222;{UZ( —-m, Fh]a)j)

i=l j=1

Re st.Movimento

onde:

m, = Elementos da matriz de massa [M].
w; = j-ésima freqiiéncia medida.
;(UY , ¥ = Multiplicadores de Lagrange.
A fungdo lagrangeana dada pela eq.(4.37) deve ser minimizada com relagao

aos elementos da matriz de rigidez [Y]. Derivando-se a eq.(4.37) com relagio a cada

um desses elementos, igualando o resultado a zero e procedendo-se as

transformagdes necessarias, obtém-se:
[Y]=[&]-[KICIr] [m]-[m ][F][F]T [K]+ M ]IrIr] [k IrIr] [m]
+mIr]e, [T M (4.38)

A eq.(4.38) fornece a matriz de rigidez [Y] buscada, em fun¢do da matriz de
formas modais medidas normalizadas [I'], da matriz de massa [M] do sistema e das
freqiiéncias naturais medidas [Q,, ].

Da anterior discussdo, fica evidente que no, ajuste da matriz de rigidez, nao foi
utilizada a informagdo sobre a conectividade da estrutura. Além disto, a funcao objetivo
definida pela eq.(4.33), pode originar variagdes percentuais maiores nos elementos da
matriz de rigidez com valores baixos, que para os elementos com valores numéricos
elevados Para evitar estes problemas, Filho, Roitman e Magluta (2000), baseando-se no
trabalho de Kabe (1985) e Vercosa (1995a), propuseram a seguinte restri¢ao:

[Y]=[x.]®] (4.39)
onde:

® =Operador que indica multiplicagdo elemento a elemento.

[y]=Matriz de coeficientes de ajuste da matriz de rigidez.Esta matriz é a

incognita do problema.
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7; =Elemento (i,j) da matriz [;/]
[K . ] = Matriz de conectividade, ou matriz ponderadora.
A matriz [K,] ¢ obtida através da acumulagdo dos valores absolutos das

contribui¢des locais de rigidez durante o processo de montagem da matriz de rigidez
global da estrutura. Como sabido, durante a montagem da matriz de rigidez global,
surgem zeros devido ao equilibrio de forgas, j4 em uma estrutura danificada os
respectivos elementos da matriz de rigidez afetados pelo dano poderiam nao acumular

valores nulos. A matriz [K,] representa esta possibilidade.
A matriz [y], e portanto a matriz [Y], pode ser obtida a partir do trabalho de

Kabe (1985) , estabelecendo-se que [;/] minimiza a seguinte fun¢do erro:

-lil® ] (4.40)
com:
ly =1 kcij #0
;=0 k% =0

onde k“; elemento i, da matriz ponderadora [K].

A minimizag¢do da eq.(4.40) esta sujeita as restrigdes dadas pelas eq. (4.34) e

(4.36), com a matriz [Y] definida pela eq.(4.39). A funcdo ¢ independe das grandezas

dos elementos da matriz de rigidez original, e visa minimizar as variagdes percentuais
dos mesmos durante o processo. Compondo a fungdo Lagrangeana e derivando-a com

relagdo a cada y;, igualando estas derivadas a zero e realizando as transformagdes

necessarias, obtém-se as equagoes:

¥]-lk Jobl=k]-;Zle (I +[TT) @41)

Arle, H I+ e Iy i+ ekl frl=o - @)
onde:

z]=[x.]®[k.].

[77] =Matriz de multiplicadores de Lagrange 77,

A partir da equacio (4.42) pode-se calcular a matriz [;7], que, substituida na

eq.(4.41), fornece a matriz de rigidez [Y]
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A localizagdo de danos usando-se o método de ajuste de modelos pode ser feita
comparando-se as duas matrizes de rigidez [K ] e [Y], como proposto por Filho,

Roitman e Magluta (2000).

Criando-se uma matriz de rigidez erro com a seguinte forma:

| | _‘k!/' _yi/“
Elj ™ k€
ij

e: (4.43)

=0 se

|KE |ij
onde:

|K e |i], = Elemento i,j da matriz de rigidez erro.

= FElemento 7,j da matriz ponderadora ou matriz de conectividade.

c
kij

ki = Elemento i,j da matriz de rigidez original.

v;i= Elemento i,j da matriz de rigidez ajustada (corrigida).

O dano podera ser localizado através das variagdes bruscas dos elementos da
matriz de rigidez erro. Da anterior discussdo, fica claro que o método ¢ bastante
exigente para realizar a deteccdo, requerendo o desenvolvimento de um MEF
requintado para a abordagem da estrutura, além de precisar de medi¢des de alta
qualidade, para ndo falar do alto custo computacional requerido pela minimizag¢do. O
método acima exposto pode ser classificado como de nivel 2, segundo a classificagdo de

Ritter (1993).

4.2.5 Meétodos Baseados na  Flexibilidade Medida

Dinamicamente

A matriz de flexibilidade estrutural pode ser calculada usando-se so as
freqliéncias e formas modais medidas (Flexibilidade Modal), com a grande vantagem
que pode ser construida a partir de modos truncados sem perda de exatiddo, como
estabelecido por Pandey e Biswas (1994), (1995). No limite, se todos os modos forem
medidos, a matriz de flexibilidade calculada tendera asintoticamente a matriz de

flexibilidade estatica da estrutura (que ¢ a inversa da matriz de rigidez). A matriz de
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flexibilidade representa a resposta estatica em deslocamento da estrutura a um vetor de
carregamento estatico. Estas propriedades da matriz de flexibilidade a tornam uma
ferramenta muito util para a detec¢do de dano.

Dentro deste conjunto de métodos para deteccdo de dano via resposta dindmica
da estrutura alguns se destacam e sdo objeto de uma apresentagdo mais detalhada no que

se segue.

4.2.5.1 Método da Variacdo de Flexibilidade ou Método da
Diferenca de Flexibilidade

Neste método, a matriz de flexibilidade é formulada como a inversa da matriz de
rigidez estatica. O dano ¢ detectado por comparacao da matriz de flexibilidade gerada a
partir dos modos de vibragdo da estrutura danificada, com a matriz de flexibilidade,
gerada a partir dos modos e vibragdo da estrutura sem dano. A matriz de flexibilidade
medida dinamicamente ¢ mais sensivel a variacdes nas baixas freqliéncias da estrutura
devido a sua relagdo inversa com o quadrado das freqiiéncias modais.

Como passo prévio do método ¢ preciso normalizar as formas modais com
relacido a massa. Para tanto, toma-se a propriedade de ortogonalidade dada pela
€q.(3.42) com a seguinte redacao:

[q]T [M ][q] = [M g] (propriedade de ortogonalidade dos autos vetores)

onde:
[q] = Matriz de formas modais do sistema (nao normalizada).
[M]=Matriz de massa original do sistema.

[M . J = Matriz de massa generalizada (Matriz diagonal)

Agora divide-se cada elemento de cada coluna da matriz [q] pela raiz quadrada

do termo correspondente da matriz de massa generalizada, obtendo-se assim, a matriz

de formas modais normalizas :
~1/2
[@]=lq]-[r, ]
onde[®] ¢ a matriz de formas modais normalizadas com relagdo & massa.Usando-se a

propriedade de ortogonalidade dada pela eq.(3.42), repetida aqui por comodidade, ou
seja, eq.(4.44):
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o] [M]o]=1/] (4.44)
e usando-se a matriz [CD], pode-se obter expressdes para a matriz de rigidez e de

flexibilidade da estrutura em fun¢do dos parametros modais da seguinte maneira:
-O problema de auto-valor em termos de rigidez, para vibragdo livre, pode ser

escrito usando a eq.(3.30) como:
[K]o]=[m]o]e] (4.45)
onde [Q] ¢ a matriz diagonal de autos valores (®”). Pré-multiplicando-se a eq. (4.45)

por [K]" =[f], e pos-multiplicando-a por [Q]", tem-se:
ole]” =/ ]e] (4.46)

que representa o problema de auto-valor em termos de flexibilidade. Os autos-vetores
das eqgs.(4.45) e (4.46) sdo os mesmos, mas 0s respectivos autos valores sdo reciprocos
(BERMAN E FLANNELLY 1971). O modo dominante da eq.(4.45) é aquele com a
maior freqiiéncia e 0 modo dominante da eq. (4.46) ¢ aquele com a menor freqiiéncia.

A eq.(4.44) pode ser escrita das seguintes formas:

o] [m]=[0]" (4.47)
ou

[vIo)=[e]" (4.48)

As eqs. (4.47) e (4.48) podem ser escritas devido ao fato de que a matriz de
formas modais para um sistema com N graus de liberdade consiste de N vetores modais
independentes, e por tanto ¢ uma matriz ndo singular e pode ser invertida.

Agora, poés-multiplicando a eq.(4.45) por [db]*l e utilizando a propriedade dada
pela eq. (4.47), tem-se:

[K]=[m]o]o]e] [m] (4.49)

A eq. (4.49) ¢ a expansdo da matriz de rigidez em termos de seus autos vetores e
autos valores. Substituindo a eq. (4.48) na eq. (4.46) e pos-multiplicando-a por [<I>T ],
tem-se:

[/1=le]o] [of (4.50)

A eq. (4.50) representa a expansao da matriz de flexibilidade em fung¢do de seus

autos-valores e autos-vetores. Os resultados dados pela egs. (4.49) e (4.50) podem ser

escritos como somatoérios das contribui¢des modais, ou seja:
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1= 3L iohbo) (451)

[K]:[M]-[iwfw {¢}3j-[M1 452)

onde:

[£]=Matriz de flexibilidade do sistema, calculada dinamicamente.
[K ] = Matriz de rigidez do sistema, calculada dinamicamente.
[M]= Matriz de massa do sistema.

{#}. = Vetor contendo a i-esima forma modal normalizada.

o, =1-esima freqiiéncia modal.

N= Numero de graus de liberdade do sistema.

Da eq. (4.52) pode-se notar que a contribuigdo modal a matriz de rigidez
aumenta a medida que aumenta a freqliéncia. Para se obter uma estimativa acurada da
rigidez, todos os modos de vibragdo da estrutura devem ser medidos ou no minimo os
modos de freqiiéncias altas. Isto representa uma restricdo severa, do ponto de vista
pratico, para os métodos que utilizam a diferenca entre matrizes de rigidez para detectar
danos.

Na pratica, em estruturas complexas s6 uns poucos modos de baixa freqiiéncia
podem ser medidos. Por outro lado, a eq.(4.51) mostra que a contribui¢do modal a
matriz de flexibilidade diminui a medida que a freqiiéncia aumenta, ou seja, que a
matriz de flexibilidade converge rapidamente para valores crescentes da freqiiéncia. Por
tanto, a partir de poucos modos de baixa freqiiéncia, pode ser feita uma boa estimativa
da matriz de flexibilidade.Esta caracteristica da matriz de flexibilidade ¢ utilizada por
Pandey e Biswas (1994) e (1995) para localizar e quantificar dano em vigas. O
raciocinio usado por eles pode ser resumido da seguinte forma: como a presenca de uma
fissura ou dano localizado dentro de uma estrutura reduz sua rigidez, e como a
flexibilidade ¢ a inversa da rigidez, uma redug¢do de rigidez deve incrementar a
flexibilidade da estrutura, indicando-se de esta forma a presenga de dano.

Para detectar o dano numa estrutura usando o método da variagdo de
flexibilidade medida dinamicamente devem ser calculados (experimental ou
numericamente) os parametros modais do sistema. Usando a eq.(4.51) estima-se a

matriz de flexibilidade para dois estados diferentes da estrutura, sendo o primeiro
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considerado como o estado intacto [f] ou sem dano, e o segundo como o estado

danificado [f P ] Com as matrizes de flexibilidade anteriores, calcula-se a matriz de
variagdo de flexibilidade [A]:

[Al=1r1-1r"] (4.53)
Para cada grau de liberdade j, define-se 77_] como o valor maximo absoluto dos

elementos na coluna correspondente de [A] :

7, = max|n,| (4.54)

onde 7, sdo elementos de [A].

Para se detectar e localizar o dano pode ser feito um grafico que apresente a
variagdo de flexibilidade para cada ponto de medi¢ao (ou no). O dano ficara localizado
nos pontos onde a variacdo de flexibilidade apresente uma variagdo brusca, um valor
maximo de variacdo, ou um valor maximo local, dependendo das condi¢des de
contorno. Diversos exemplos de aplicagao deste método sdo apresentados no Capitulo
V.

Lu, Ren e Zhao (2002) introduziram uma modificagdo no método, que consiste
em se usar como medida da variacdo de flexibilidade os elementos da diagonal da

matriz [A] , de maneira tal que a localizacdo do dano fica definida pelo grau de

liberdade j onde 77, ¢ maximo, ou seja:

n, = mlax‘n_”‘ (4.55)

Duffey et.al.(2000) aplicaram o método da variacdo de flexibilidade em
problemas de vibragdo axial de barras, estudando o caso de dano simultdneo. Para estes
casos conseguiram detectar ¢ localizar elementos danificados com redugdo de 10% na
rigidez.

A técnica anterior pode ser classificada como de nivel trés e suas principais
vantagens, que a tornam muito atraente do ponto de vista pratico, sdo sua independéncia
de qualquer modelo analitico da estrutura estudada e seu baixissimo custo
computacional (o céalculo das variagdes de flexibilidade ¢ simples, vide eqs.(4.51),
(4.53) e (4.54)), porém o sucesso do método depende, em alto grau, da qualidade e
quantidade das medicdes, ou seja, quantos mais pontos de medida dentro da estrutura

mais chances existem de detectar o dano.
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4.2.5.2 Método da Checagem da Unidade.

O método da checagem da unidade ¢ baseado na relagdo pseudo-inversa entre a
matriz de flexibilidade dinamicamente medida e a matriz de rigidez da estrutura.
Definindo-se uma matriz erro da forma:

[e] =" |- [K]-11] (4.56)
onde:

[ fP ] =Matriz de flexibilidade dinamicamente medida, estrutura danificada.

[K]=Matriz de rigidez da estrutura sem dano.

[I]= Matriz identidade.

esta relacdo pode ser usada para detectar os graus de liberdade com maior varia¢do de
flexibilidade. Usa-se uma matriz pseudo-inversa devido ao fato de que a matriz de
flexibilidade medida dinamicamente apresenta colunas linearmente dependentes.Lin
(1990) propds o método da checagem da unidade para localizar erros na modelagem e
usou a localizacdo do elemento com maior erro em cada coluna para determinar a

posicao do erro.

4.2.5.3 Método da Matriz Erro de Rigidez

Apresentado por He e Ewins (1986), o método esta baseado no célculo de uma
matriz erro que ¢ funcdo da variacdo de flexibilidade na estrutura e da matriz de rigidez
sem dano, ou seja:

le]= [k ]ar]K] (4.57)
onde:

[ar1=[r"]-[7]

[/ ]=Matriz de flexibilidade da estrutura sem dano.

Para identificagdo de dano, a matriz de rigidez geralmente fornece mais
informacao que a matriz de massa, e por isso ¢ mais usada. Os dois métodos anteriores
utilizam a matriz de rigidez, que como visto no item 4.2.5.1, ¢ dificil de se determinar a
partir s6 de medidas experimentais, e, portanto estes métodos tendem a serem

abandonados.
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4.2.5.4 Método da Variacdo de Curvatura da Flexibilidade

Como sabido, os elementos da i-ésima coluna da matriz de flexibilidade
representam a deformada assumida pela estrutura quando aplicada uma carga unitaria
no grau de liberdade i. O somatdrio de todas as colunas da matriz de flexibilidade
representa a deformada da estrutura, quando aplicado um carregamento unitario em
cada grau de liberdade. A curva assim obtida recebe o nome de flexibilidade de carga
uniforme. Como mostrado por Jauregui e Farrar (1996a), a variacdo da curvatura da

deformada produzida por uma carga uniforme pode ser utilizada para localizar dano.

Em funcdo da curvatura da deformada produzida por uma carga uniforme F” | a

variagdo de curvatura no local i pode ser avaliada usando-se:

AF" = ‘FiD” _F" (4.58)

e
1 (F(i+1) B 2F(i) + F(i-1))

F = - (4.59)
onde:

AF" = Variacio absoluta de curvatura.

FP"e F" = Curvaturas para a estrutura danificada e para a estrutura sadia,
respectivamente.

F; = Deslocamentos da superficie de flexibilidade de carga uniforme, no local i.

h = Distancia entre pontos de medida, (Sensores).

Pode ser utilizada, por exemplo, a interpolacdo entre pontos de medida para
obter-se dados de deslocamentos em pontos intermedidrios, ou pode-se usar um
polindmio que ajuste os dados para se obter a curva que represente a deformada de
carga uniforme.

Uma alternativa proposta por Lu, Ren e Zhao (2002) ¢ a seguinte: partindo-se
do fato que, para uma estrutura sadia, o grafico da curvatura possui uma forma suave, e
que, portanto, um pico ou descontinuidade no grafico indica uma variagdo anormal de
flexibilidade/rigidez, na posicdo onde estd a descontinuidade, o dano pode ser

localizado utilizando-se esta informagdo. A vantagem pratica do método reside no fato
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de que seu calculo ndo depende da comparacao entre dois estados diferentes da estrutura
(ndo precisa de dados de referencia). A curvatura da flexibilidade pode ser calculada
empregando-se o método de diferenca central, da forma seguinte:

F€ = (f("*l”'*l) B 2fi,i + f(i+1,i+1))
1 Ahz

(4.60)

com

onde:

ES = i-ésimo elemento do vetor de curvatura da flexibilidade.

S

~ i-ésimo elemento diagonal da matriz de flexibilidade danificada.

Ah = Comprimento do elemento ou distancia entre pontos de medigao.
n = Numero de graus de liberdade.

No Capitulo V apresentam-se varios exemplos de aplicacdo deste método.

4.2.6 Métodos ndo Lineares.

Do ponto de vista da dindmica das estruturas, o comportamento ndo linear de
uma estrutura se pode manifestar como uma variagao nas freqiiéncias naturais devidas a
mudanca da posicdo (e grandeza) da excitagdo aplicada, ou como uma distor¢dao nas
curvas das FRF's (Fungdes de Resposta em Freqiiéncia). Do ponto de vista das
propriedades do material, o0 comportamento ndo linear pode surgir quando, durante a
vibragdo da estrutura, as tensdes em determinados lugares atingem valores tais que as
deformacdes nesses lugares tornam-se plasticas, ou quando existem fissuras de fadiga
dentro do material. Nestes casos, a localizagdo dessas regides (danos) pode ser feita
seguindo o método proposto por Lin e Ewins (1990).

O método esta baseado na correlagdo entre os dados obtidos com o MEF ¢ os
dados modais medidos. As relagdes que formam a base do método sdo estabelecidas a
partir do problema de auto-valor, da seguinte forma: supondo-se que o modelo analitico
da estrutura e as medi¢des dos autos valores e autos vetores correspondentes a dois
niveis de excitagdo para o modo i estejam disponiveis, pode-se escrever as seguintes

relacoes:

(1 ]+ [anme D + (K ]+ [aK D! = o) (4.61)



74

(] [ane 2 + (K ]+ [k ]+ [aK, D }= o} (4.62)
onde:

A, {q}}, A, {qlz } = pardmetros modais medidos nos niveis de excitagdo 1 e 2,
correspondentes ao i-¢simo modo.

[AK] e [AM] = erros na modelagem da matriz rigidez e de massa, (matrizes de
perturbacao).

[AK D] = Matriz de erro de rigidez devido a presenga da ndo linearidade (dano).

Multiplicando-se a eq.(4.61) por {qlz }T , e aeq.(4.62) por {q,1 }T tem-se:

[ane i+ [ak g a2 =[ae ) + [k gt Ha2 (4.63)

[an)z: + [ak]+ 2k, Ja? Hat = [m1z + [k o H § (4.64)

Subtraindo (4.63) de (4.64), e ordenando, tem-se:

(Ve IV o ¥ -z + 6V Yt =[a ezl - 2k fr V)

NINS Ry R A IV (R (4.65)
sendo que a parte esquerda da eq.(4.65) é chamada de matriz [[T]. A matriz [I1] ¢

funcao de pardmetros conhecidos (medidos em dois niveis de excitagdo diferentes e das

matrizes de massa e rigidez do sistema original) e deve satisfazer a condigao:

Lim (g, 42 1 4. 22 )| =[o] (4.66)

Como {qlz} ¢ uma forma modal (ndo classica) perturbada de {q;}, devida a

mudanga de rigidez produzida pela n3o linearidade e supondo-se que os erros de

modelagem ,[AM ] e [AK ], sejam da mesma magnitude que a variagdo de rigidez

causada pela ndo linearidade [AK b ], as seguintes simplificagdes podem ser feitas:

e} —taiflaz) ~o0 (4.67)
2l falf - 2laifa ) =0 (4.68)
Entdo, com aproximaco de primeira ordem, a eq.(4.65) pode ser escrita como:

Ak, Y2 fa! | =[] (4.69)

Se [AK ] for um dano localizado, ou seja, que s6 os elementos afetados pela

ndo linearidade serdo diferentes de zero e que o resto serdo nulos, entdo, apds a
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multiplicagdo dada pela eq.(4.69), a posi¢ao do dano estara presente na matriz resultante

[I1], A figura 6 ilustra este fato:

AK, ] ! fla!f ]

||

Figura 6. Localizagio do dano usando-se a matriz [I1].

A eq.(4.66) indica que a localizagdo da ndo linearidade (dano) esta baseada
somente na diferenca entre os parametros modais correspondentes a dois niveis
diferentes de excitagao.

Como foi visto ao longo do capitulo, o proposito de todos os métodos de
detec¢do tratados ¢ identificar a presenca ¢ determinar a posi¢do do dano a partir de
dados modais da estrutura. Alguns métodos utilizam uma formulacio do MEF para
conseguir o objetivo, em outros os dados modais sdo relacionados diretamente com o
dano. Mas, até hoje, ndo existe um método de detec¢do que seja aceito como padrao

pela comunidade cientifica.



5. Exemplos Numéricos

5.1 Introducdo

Nos exemplos apresentados a seguir estuda-se o comportamento dos métodos de
detec¢dao de dano em vigas baseados nas variacdes da flexibilidade. Para cada uma das
vigas propostas como exemplo, ¢ realizado um estudo sobre o comportamento dos
métodos na detecgdo de danos segundo suas caracteristicas, ou seja: Dano Individual
(um elemento afetado por perda de rigidez), Dano Multiplo (elementos afetados por
perda de rigidez em forma simultanea), Influencia do nivel de dano introduzido no
desempenho do método (reducao do modulo de elasticidade E), e, por ultimo, o efeito
do ntimero de modos na localiza¢do do dano.

Cada viga foi dividida em 32 elementos finitos iguais (figura 7), e as condigdes
de contorno consideradas foram:

e Viga simplesmente apoiada (VS).
e Viga em balanco (VB).
e Viga Livre-Livre (VL).

Figura 7. Viga para os exemplos numéricos.

Todas as vigas estudadas correspondem ao perfil W3j9x23.8, com as propriedades

apresentadas na tabela 2.
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Em cada exemplo, as formas modais correspondentes aos deslocamentos

verticais {q,,} (deslocamentos medidos durante um ensaio real) e as freqiiéncias modais

do sistema, foram calculadas usando-se o programa apresentado no anexo A.

Tabela 2- Propriedades do perfil W3qox23.8

Propriedade Valor
Area 0.00304 m”
Inércia 429E-5m*
p 7837.1 Kg/m®
E 199.95E9 N/m’
\% 0.3
L 2.44 m

5.2 Viga em balanco

Os exemplos estudados para a viga em balango, avaliam o comportamento dos
métodos baseados nas variacdes da flexibilidade, para diversos cendrios de dano. Nestes
exemplos, o dano ¢ individual, ou seja, ¢ danificado um elemento de cada vez. Um

resumo dos cenarios de dano pode ser observado na tabela 3:

Tabela 3. Exemplos Numéricos dano individual. Viga em Balanco (VB).

Exemplo Elemento Modos Reducdao de E  Resultado Método
de Dano Danificado usados (%) Figura N,
VB1  48,12,16,20,24,28 3 prim. 50 8 Variacio da
VB2 20 12eT 00 9 Flexibilidade
VB3 20 3 prim. 90,70,50,30,10 10
VB4 4,16,20,28 5 prim. 50 11 Curvatura da
VBS5 20 1°,2°,3°,5°7° 50 12 Flexibilidade
VB6 20 3 prim. 90,50,10 13

As freqliéncias e as variagdes de freqiiéncia obtidas para os exemplos VBI1 e

VB4 estdo nas tabelas 4 € 5:

Tabela 4. Freqiiéncias naturais Redugdo de 50% em E. Viga em Balanco (VB).
Exemplos VB1 e VB4
Frequéncias naturais (Hz).

Modo Sem Dano D4 D8 D12 D16 D20 D24 D28
1 56,373 53,989 54,816 55,466 55,926 56,202 56,331 56,369
2 352,893 348,294 352,755 347,757 342,598 343,297 348,380 352,234
3 987,126 985,430 970,711 966,990 986,692 969,425 955,050 977,437
4 1932,387 1929,692 1887,421 1931,755 1880,258 1924,628 1892,300 1889,157
5 3191,079 3164,128 3164,330 3117,314 3184,681 3106,047 3187,100 3092,952
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Na tabela 4, a nomenclatura Di, com 1 = 1,...,32, indica que o elemento

danificado corresponde ao i-ésimo elemento da viga da figura 7.

Tabela 5. Variagao de Freqii€ncias naturais. Reducao de 50% em E.
Viga em Balanco.

Exemplo VB1
Variagao de Frequéncia (%).
Modo D4 D8 D12 D16 D20 D24 D28
1 423 276 161 0,79 030 0,07 0,01

1,30 004 146 292 272 128 0,19
0,177 166 204 004 1,79 325 0,98
0,14 233 003 270 040 207 224
084 084 231 020 266 0,12 3,08

a b wWON

Das Tabelas 4 ¢ 5, ¢ evidente que, para todos os casos de dano individual, existe
uma variacao de freqiiéncia. Porém, com s6 esta informagao ¢ dificil se obter a posi¢ao
exata do dano. Com base nos dados da coluna D16 da tabela 5, poder-se-ia dizer que o
dano (dano no elemento 16) esta perto do meio do vao da viga, devido ao fato de que as
maiores variagdes percentuais de freqiiéncia acontecem no segundo e quarto modos.
Isso significa que o dano estd proximo do local onde o momento ¢ maximo (para estes
modos). O modo trés ¢ o menos afetado, sinalizando que o dano deve estar contiguo de
um no (neste modo). Contudo, a posi¢do do dano é definida de forma qualitativa e com
ajuda da informacao contida nas formas modais. A andlise anterior aplica-se para vigas
uniformes, mas, para estruturas mais complexas, uma interpretagdo similar ¢ mais
dificil.

Para descobrir a posi¢do do dano, empregando-se as formas modais, utilizou-se
primeiro o método da variacdo de flexibilidade. De acordo com a eq.(4.51), uma boa
estimativa da matriz de flexibilidade pode ser obtida usando-se os modos de baixa
freqliéncia. Com a matriz de flexibilidade gerada a partir das eqs.(4.51), (4.53) e (4.55)
e aplicando o método de detec¢do descrito no item 4.2.5.1, obtiveram-se, para os
exemplos VBI1, VB2 e VB3, as seguintes curvas de detec¢do de dano (figuras 8, 9 e
10). A figura 8 mostra que a variagdo de flexibilidade ¢ quase zero entre o extremo
engastado e o elemento danificado, aumentado-se linearmente a partir do elemento
danificado a medida que se avanca na dire¢do do extremo livre, onde a variacdo atinge

seu maximo valor. Por tanto, a posicdo do dano neste exemplo ¢ a indicada de forma
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clara, pelo ponto onde a flexibilidade come¢a a aumentar (variagdo brusca de

flexibilidade).

4,50E-08
4,00E-08 -
3,50E-08 -
3,00E-08 -
2,50E-08 -
2,00E-08 -
1,50E-08 -
1,00E-08 -
5,00E-09 -
0,00E+00 + ; € =
1 5 9 13 17 21 25 29 33
N6

D4 D8 D12
—ee D 16 =—p=—=D20=- = = -D24
—— D 28

(miIN)

Figura 8. Variagdo de Flexibilidade Viga em Balancgo para os elementos 4, 8, 12,
16, 20, 24, 28 danificados, um de cada vez.Trés primeiros modos
usados. Reducdo de 50% em E. Exemplo VBI.

1,00E-08

8,00E-09 -

6,00E-09 -

(m/N)

4,00E-09 -

2,00E-09 -

_--—-----‘

0,00E+00 -
1 5 9 13 17 21 25 29 33

Né6

= = ={1modo — - — :2 Modos =7 modos

Figura 9. Variagdo de Flexibilidade Viga em balanco em funcdo do numero de
modos usados. 50% reducdo em E. Elemento 20 danificado (D20),

Exemplo VB2.
Da figura 9, fica claro que a curva de variacdo de flexibilidade converge
utilizando-se apenas os dois primeiros modos. O dano estd localizado no ponto aonde a
varia¢do linear comeg¢a. Quando utilizado s6 o primeiro modo, a identificacdo ndo ¢

direta, quer dizer, ndo fica claro se existem um ou dois locais danificados (elemento 6 e

elemento 20).
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8,00E-08

6,00E-08 -
3
E 4,00E-08 -

2,00E-08 -

0,00E+00Q -memnmmammemmmmeumomont

1 5 9 1317 21 25
N6
—s—D2090% = = = -D2070% —e—— D20 50%

D20 30% ——s«— D20 10%

Figura 10. Variacdo de Flexibilidade Viga em balan¢o em funcdo do aumento de
dano. Elemento 20 danificado. Trés primeiros modos usados.
Exemplo VB3.

A figura 10 mostra que existe uma relagdo entre nivel de dano introduzido na
estrutura ¢ a declividade da variacdo de flexibilidade. Este fato pode ser usado para
quantificar a severidade do dano. Para danos de menor severidade espera-se uma
declividade menor. O método consegue detectar danos de ate 10% de redugdo de
rigidez.

Aplicando-se o método estudado no item 4.2.5.4 aos exemplos VB4, VBS ¢

VB6, obtém-se os seguintes resultados, Figuras 11, 12 e 13 respectivamente:

6,00E-07

5,00E-07 -
4,00E-07 -

3,00E-07 -

1/m.N

2,00E-07 -

1,00E-07 -

0,00E+00 &= T —

1 5 9 13 17 21 25 29 33
No6

—— D450% —e— D1650% —a— D20 50%

—o— D28 50% —=— Semdano

Figura 11. Curvatura da Flexibilidade Viga em Balango para os elementos 4, 16,
20 e 28 danificados, um de cada vez. Cinco primeiros modos usados.
Redugao de 50% em E. Exemplo VB4.
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A figura 11 indica que o método da curvatura da flexibilidade nao consegue
detectar dano na viga. A curvatura permanece quase inalterada para todos os casos

estudados.

6,00E-07

5,00E-07 -
4,00E-07 -

3,00E-07 -

1/m.N

2,00E-07 -

1 5 9 13 17 21 25 29 33
No6
—— D20 50% 1 modo —a— D20 50% 2 modos
—a— D20 50% 3 modos —o— D20 50% 5 modos
—— D20 50% 7 modos

Figura 12. Curvatura da Flexibilidade Viga em Balango em fun¢ao do numero
de modos usados. Elemento 20 danificado. Redu¢ao de 50% em E.
Exemplo VBS.

Da figura 12, ¢ evidente que uma boa estimativa da curvatura da flexibilidade
pode ser obtida usando-se sé os trés primeiros modos. A curvatura calculada com o
primeiro modo fornece uma indicag¢ao da posi¢do do dano (variagdo brusca no elemento
20). Quando utilizados dois ou mais modos, a curva sobe a inclinagdo e repete 0 mesmo
comportamento da figura 11; o qual indica que, neste caso, o0 método ¢ sensivel ao

nimero de modos empregados.

7,00E-07
6,00E-07 |
5,00E-07 |
4,00E-07 |
3,00E-07 |
2,00E-07 |
1,00E07 |
0,00E+00 L=
1 5 9 13 17 21 25 29 33
N6
—— D20 90% —a— D20 50% —a— D20 10%

1/m.N

Figura 13. Curvatura da Flexibilidade Viga em balanco em fun¢do do aumento
de dano. Elemento 20 danificado. Trés primeiros modos usados.
Exemplo VB6.
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O método de curvatura da flexibilidade s6 consegue identificar o local
danificado para reducao de rigidez de 90%, que ¢ um dano severo. Como mostrado na
figura 13, a curvatura aumenta fortemente a partir do elemento 20, mantendo-se o
incremento constante para os elementos localizados entre o extremo livre e o elemento

20; razdo pela qual, a curva sobe bruscamente.

5.3 Viga Simplesmente apoiada

Para os exemplos de viga simplesmente apoiada (VS) da tabela 6, os resultados

sdo apresentados nas figuras 14, 15, 16, 17, 18 e 19 e nas tabelas 7 e 8.

Tabela 6. Exemplos Numéricos Dano Individual, Viga simplesmente apoiada (VS) e
Viga livre-livre (VL).

Rl Flme s wads OO Tl
\\/,SLIIC 48,12,16, 3 prim. 50  14¢20

\{/8526 20 1°,7°—1°3%7° 50  15e2l g:;iiggﬁgailae
\{/Sf; 20 3prim.  90,70,50,30,10  16e 22

\ifsf 4e 4,16,2028 5 prim. 50 17e23

W m e 0 e G
\{,S&e 20 3prim. 90,50,30,10  19¢25

Tabela 7. Freqgliéncias naturais Redugéo de 50% em E. Viga simplesmente apoiada.
Exemplos VS1, VS4
Freqiiéncias naturais (Hz).
Modo Sem Dano D4 D8 D12 D16 D20 D28
1 158,312 157,749 156,117 154,410 153,596 154,095 157,410
2 633,249 625,346 614,910 622,274 633,005 625,786 621,681
3 1424,804 1393,281 1399,372 1422,049 1385,362 1413,619 1385,883
4 2532,955 2464,145 2529,327 2465,411 2529,260 2466,479 2467,541
5 3957,642 3857,014 3926,018 3919,255 3858,139 3952,879 3892,908

Das tabelas 7 e 8, fica claro que a presenga de dano na estrutura modifica as

freqliéncias naturais, mas, ndo fornece informacao suficiente para localiza-lo. Para dano
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introduzido no elemento 4 ¢ no elemento 28 (extremos da viga), as maiores variagdes
percentuais nas freqiiéncias naturais (tabela 8), apresentam-se nos modos trés e quatro,
indicando-se que o dano deve estar proximo dos locais de momento maximo para estes
modos. Nesta situacdo, existem duas regides que poderiam estar danificadas. Mesmo
utilizando-se a informagdo qualitativa sobre as forma modais, a posi¢ao do dano fica

indeterminada.

Tabela 8. Variagéo de Freqliéncias naturais. Redugéo de 50%
em E. Viga em Balanco.

Exemplos VS1,VS4
Variagdo de Frequéncias(%).

Modo D4 D8 D12 D16 D20 D28
1 036 139 246 298 266 0,57
2 1,25 290 1,73 004 118 1,83
3 221 178 019 277 0,79 273
4 272 014 267 015 262 2,58
5 25 080 097 251 012 1,64

Aplicando-se 0o método de variagdo da flexibilidade descrito no item 4.2.5.1
obtiveram-se, para os exemplos VS1, VS2 e VS3 as seguintes curvas de deteccdo de

dano, figuras 14, 15, 16 respectivamente:

3,50E-09

3,00E-09 -
2,50E-09 -

m/N

2,00E-09 -

1,50E-09 1

1,00E-09 1

5,00E-10 | ol

0,00E+00 # S0y

1 5 9 13 17 21 25 29 33
N6

o— D4 D8 = = = =D12 —g—D16

Figura 14. Variacdo de Flexibilidade Viga simplesmente apoiada para os
elementos 4, 8, 12, 16 danificados, um de cada vez. Reducao de
50% em E. Trés primeiros modos usados. Exemplo VS1.

Para a viga simplesmente apoiada, a regido (elemento) que apresenta a maior

variagdo de flexibilidade indica a regido danificada. O comportamento da variagao ¢

linear, tomando valores nulos nos extremos (figura 14).
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3,00E-09
2,50E-09 - \
2,00E-09 -
1,50E-09 -

m/N

1,00E-09 -
5,00E-10 -

0,00E+00 +#—— ———
1 5 9 13 17

No6
7MODOS - - - -1MODO

21 25 29 33

Figura 15. Variagdo de Flexibilidade Viga simplesmente apoiada em fun¢ao do
numero de modos usados. Elemento 20 danificado. 50% de reducao
em E. Exemplo VS2.

Da figura 15 ¢ evidente que uma boa estimativa da variacdo de flexibilidade
pode ser obtida usando-se apenas o primeiro modo. A posi¢cdo do dano também ¢

determinada com s6 o primeiro modo.

3,00E-08

2,50E-08 1 N
2,00E-08 - " N

1,50E-08 - ? AN

m/N
L]

1,00E-08 - v N

5,00E-09 - .

0,00E+00 mis T
1 5 9 13 17 21 25 29 33

= = = =D2090% =—&—D20 70% =——e=— D20 50%
—>¢— D20 30% D20 10% === D20 5%

Figura 16. Variacao de Flexibilidade Viga Simplesmente apoiada em fungao do
aumento de dano. Elemento 20 danificado. Trés primeiros modos
usados. Exemplo VS3.

Da figura 16, vé-se que, o método localiza com sucesso o dano quando a

reducdo de rigidez ¢ de 10%, e mais uma vez uma quantificacdo do dano pode ser feita a
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partir desta informagdo. Quanto maior a variagao da flexibilidade maior a severidade do

dano.
Aplicando-se 0 método da variagdo de curvatura da flexibilidade descrito no

item 4.2.5.4, aos exemplos VS4, VS5 eVS6, tem-se as seguintes curvas, figuras 17, 18 e

19:

2,00E-07
1,50E-07 ¢
1,00E-07 -
5,00E-08 -
0,00E+00
-5,00E-08 -
-1,00E-07 -
-1,50E-07 -
-2,00E-07

1/m.N

1 5 9 13 17 21 256 29 33

—— D4 50% —a— D16 50% —a— D20 50%
—o— D28 50% —=— Semdano

Figura 17. Curvatura da flexibilidade Viga simplesmente apoiada. Elementos 4,
16, 20 ¢ 28 danificados, um de cada vez. Redugdo de 50% em E.
Cinco primeiros modos usados. Exemplo VS4.

A figura 17 mostra que, para as condigdes de contorno de este exemplo, o
método da curvatura da flexibilidade consegue identificar a posicdo dos elementos

danificados, mostrando, neste caso, igual desempenho que o método da variagdo da

flexibilidade.

2,00E-07
1,50E-07 { &
1,00E-07
5,00E-08 -
0,00E+00
-5,00E-08
-1,00E-07
-1,50E-07 -
-2,00E-07

1/m.N

1 5 9 13 17 21 25 29 33
N6
—— D20 50% 1 modo —a— D20 50% 2 modos

—a— D20 50% 3 modos —o— D20 50% 4 modos
—— D20 50% 5 modos

Figura 18. Curvatura da Flexibilidade Viga simplesmente apoiada em funcao do
numero de modos usados. Elemento 20 Danificado. Redugdo de 50%

em E. Exemplo VS5.



86

Da figura 18, conclui-se que a posi¢ao do dano pode-se obter usando-se s6 os
dois primeiros modos de vibragdo. A posi¢do do dano ¢ indicada pela forte

descontinuidade na curva.

4,00E-07

2,00E-07 |,

0,00E+00

-2,00E-07 -

1/m.N

-4,00E-07 -
-6,00E-07 -

-8,00E-07
1 5 9 13 17 21 25 29 33
Né6

= =+= = D2090% —=— D2050% —=—— D20 30%

——o6— D20 10% Sem Dano

Figura 19. Curvatura de flexibilidade Viga simplesmente apoiada em fung¢ado do

aumento de dano. Elemento 20 danificado. Exemplo VS6.

A figura 19 mostra que o método da varia¢do da curvatura de flexibilidade

¢ sensivel a danos de até 30% de redugdao no modulo de elasticidade.

5.4 Viga Livre — livre

Para a viga livre sdo estudados os mesmos exemplos que para a viga
simplesmente apoiada (Vide tabela 6), e os resultados obtidos para as freqiiéncias

naturais sdo apresentados nas tabelas 9 e 10:

Tabela 9. Freqiiéncias naturais. Redugéo de 50% em E. Viga Livre.
Exemplos VL1, VL4
Frequéncias naturais (Hz).

Modo Sem dano D4 D8 D12 D16 D20 D28
1 357,794 357,499 354,313 348,203 344,542 346,835 357,097
2 984,225 979,641 955,874 960,16 983,614 967,033 974,648
3 1925,654 1901,078 1870,264 1924,946 1874,408 1918,211 1882,771
4 3176,587 3104,639 3147,088 3103,812 3170,942 3092,127 3079,441
5 4735,606 4596,964 4729,627 4667,132 4620,803 4721,081 4601,289
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Tabela 10. Variagéo de Freqliéncias naturais. Redugdo de 50% em E.
Viga Livre-Livre.
Exemplos VL1, VL4
Variacao de Frequéncias (%).

Modo D4 D8 D12 D16 D20 D28
1 0,08 0,97 2,68 3,70 3,06 0,19
2 0,47 2,88 2,45 0,06 1,75 0,97
3 1,28 2,88 0,04 2,66 0,39 2,23
4 2,26 0,93 2,29 0,18 2,66 3,06
5 2,93 0,13 1,45 2,42 0,31 2,84

Utilizando-se o método de variagdo da flexibilidade para os exemplos propostos
(tabela 6) para a viga com ambos os extremos livres, obtém-se os resultados das figuras
20,21 e 22.

A figura 20 mostra que, para as condi¢des de contorno deste exemplo, o método
da variagcdo da flexibilidade identifica a regido danificada como sendo aquela onde
existe um maximo local. O méximo global ocorre no extremo livre mais proximo da
regido danificada.

Na figura 21 mostra-se a que a deteccao do dano pode ser feita usando-se apenas
o primeiro modo. A figura 22 mostra que dano até 10% de reducdo de rigidez ¢é
detectado pelo método. Das figuras 20, 21, 22 pode-se concluir que os maximos globais

de variagdo sempre se apresentam em um dos extremos da viga.

1,20E-09

8,00E-10 -

m/N

6,00E-10 -
4,00E-10 -
2,00E-10 -

0,00E+00

—— D4 e— D8 F—D12 = = = = D16

Figura 20. Variacdo da flexibilidade Viga Livre para os elementos 4, 8, 12, 16
danificados, um de cada vez. Redugdo de 50% em E. Trés primeiros
modos usados. Exemplo VL1.
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1,20E-09

8,00E-10 -

m/N

4,00E-10 -

0,00E+00 ‘ —— o

13 17 21 25 29 33
No6

D20 3 modos —=— D20 5 modos

—e=— D20 1 modo

Figura 21. Variagdo de Flexibilidade Viga livre-livre em fun¢do do nimero de
modos usados. Elemento 20 danificado. 50% de redugdo em E.
Exemplo VL2.

1,00E-08 i
8,00E-09 -

6,00E-00

m/N

4,00E-09 -

2,00E-:09 | - .

4
0,00E+00 +—=
1 5 9 13 17 21 25 29 33
Né6

—F——090% = = = =70% —A——50% = = = =30% 10%

Figura 22. Variacao de Flexibilidade Viga Livre em fun¢do do aumento de dano.
Elemento 20 danificado. Trés primeiros modos usados.Exemplo

VL3.

Aplicando-se o método da variagdo da curvatura da flexibilidade a viga com os

dois extremos livres, tém-se os seguintes resultados, figuras 23, 24 e 25:
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2,00E-07
1,50E-07 | %83\
1,00E-07
5,00E-08 -

1/m.N

0,00E+00

-5,00E-08

-1,00E-07
1 5 9 13 17 21 256 29 33

N6
—— D450% —=— D1650% —=— D20 50%

—o— D28 50% —=— Semdano

Figura 23. Curvatura da flexibilidade Viga livre-livre. Elementos 4, 16, 20 e 28
danificados, um de cada vez. Redugdo de 50% em E. Cinco primeiros

modos usados. Exemplo VLA4.

O método de variagdo da curvatura ndo consegue identificar danos nos
elementos 4 e 28 proximos dos extremos livres como se pode ver da figura 23. A
posicdo do dano ¢ determinada, para elementos centrais, com o uso do primeiro modo.
Porém para se obter uma estimativa mais acurada da variagdo da flexibilidade ¢
necessario usar os trés primeiros modos (figura 24). A menor severidade de dano que o

método consegue indicar ¢ de 30% de redugdo da rigidez (figura 25).

2,00E-07
1,50E-07 | 23%_
1,00E-07 |
5,00E-08 |

1/m.N

0,00E+00

-5,00E-08

-1,00E-07
1 5 9 13 17 21 25 29 33
No
—— D20 50% 1 modo —=— D20 50% 2 modos
—a— D20 50% 3 modos —o— D20 50% 4 modos
—=— D20 50% 5 modos

Figura 24. Curvatura da Flexibilidade Viga livre-livre em fun¢do do ntimero de
modos usados. Elemento 20 danificado. Redugdo de 50% em E.

Exemplo VLS.



3,00E-07

2,00E-07 -

100807 | °©

0,00E+00

1/m.N

-4,00E-07

L

-1,00E-07
-2,00E-07
-3,00E-07 -

1 5 9

13 17 21

Né6

25 29

90

--- D20 90% —s=— D20 50% —=a—— D20 30% —o— D20 10%

Figura 25. Curvatura de flexibilidade Viga Livre em fun¢do do aumento de dano.
Elemento 20 danificado. Exemplo VL6.

5.5 Dano Multiplo: Viga simplesmente apoiada

Os exemplos numéricos para a viga simplesmente apoiada com dano multiplo

estdo resumidos na tabela 11:

Tabela 11. Exemplos Numéricos Dano Multiplo. Viga Simplesmente apoiada (Vs).

Exemplo  Elemento Modos  Reducdo  Resultado Método
de Dano Danificado  usados deE (%) Figura N,
Vsl 14,16,18 3 prim. 5,5,5 Variagio de
Vs2 14,16,18 3 prim. 10,5,10 26 Flexibilidade ¢
Vs3 14,16,18 3 prim. 30,30,30
. Curvatura da
Vs4 14e18 3 prim. 10e 10 27 fexibilidade
Vs5 14e18 3 prim. 30e 30
Vsl 14,16,18 3 prim. 5,5,5
Vs2 14,16,18 3 prim. 10,5,10 28 Variagao da
Vs3 14,16,18 3 prim. 30,30,30 Curvatura da
Vs4 14e18 3 prim. 10e 10 29 Flexibilidade
Vs5 14e18 3 prim. 30 e 30

Os resultados da analise correspondentes aos exemplos da tabela 11, utilizando-

se o método de variacdo da flexibilidade, sdo apresentados nas figuras 26, 27.

O método da variagdo da flexibilidade ndo consegue distinguir, em nenhum dos

trés cenarios de dano estudados, os elementos individuais danificados, sem se importar

com a magnitude do dano introduzido (figuras 26). O método indica uma regiao



91

danificada localizada em torno do elemento 17. J& na figura 27 ¢ possivel identificar os

dois elementos danificados (elementos 14 e 18).

4,00E-09
3,50E-09 1
3,00E-09 1
2,50E-09 1
2,00E-09 1
1,50E-09 -
1,00E-09 -
5,00E-10 |
0,00E+00 448 N
1 5 9 13 17 21 25 29 33

m/N

—e—D14,D16, D18 (5%)
——D14,D16,D18 (10%, 5%, 10%)
—o— D14,D16,D18 (30% ,30%, 30%)

Figura 26. Variacdo de Flexibilidade Viga simplesmente apoiada. Elementos 14,

16 e 18 danificados simultaneamente.Trés primeiros modos usados.
Exemplos Vs1, Vs2 e Vs3.

2,50E-09

2,00E-09 -

1,50E-09 -

m/N

1,00E-09

5,00E-10 -

- P

0,00E+00 FfH+—+—+—r TR
1 5 9 13 17 21 25 29 33
No

—o—D14,D18 (30%, 30%) = = = =D14, D18 (10%, 10%)

Figura 27. Variacao de Flexibilidade Viga simplesmente apoiada. Elementos 14
e 18 danificados simultaneamente. Trés primeiros modos usados.
Exemplo Vs4 e VsS.

Os resultados fornecidos pelo método da variagdo de curvatura da flexibilidade
para o exemplo analisado sdo apresentados nas figuras 28 e 29. Para o caso de trés
elementos muito préoximos danificados simultaneamente (elementos 14, 16 e 18), a
deteccdo indicada pelo método ¢ ambigua, fornecendo indicios sobre uma regido

danificada entre os elementos 14 e 18 (figura 28). Com um refinamento da malha de
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elementos finitos seria possivel identificar, também como danificado, o elemento 16.
Para dois elementos danificados ao mesmo tempo, proximo um de outro (elementos 14

e 18), o método consegue identificar os dois locais danificados para uma reducdo de

10% na rigidez dos elementos (figura 29).

2,00E-07
1,50E-07 -
1,00E-07 -
5,00E-08 -
0,00E+00 At
-5,00E-08 -
-1,00E-07 -
-1,50E-07

1/m.N

1 5 9 13 17 21 25 29 33
N6
——D14,D16, D18 (5%) —e— D14,D16,D18 (10% 5% 10%)

—=&—D14,D16,D18 (30% 30% 30%)

Figura 28. Curvatura da Flexibilidade Viga simplesmente apoiada. Elementos 4,
16 e 18 danificados simultancamente. Reducdo de 50% em E.

Exemplos Vs, Vs2 e Vs3.

2,00E-07
1,50E-07 -
1,00E-07 -
5,00E-08 -

1/m.N

0,00E+00
-5,00E-08 -
-1,00E-07 -

-1,50E-07
1 5 9 13 17 21 25 29 33

Né6

—&—D14,D18 (30% 30%) - - -u- - - D14,D18 (10% 10%)

Figura 29. Curvatura da flexibilidade Viga simplesmente apoiada. Elementos 14
e 18 danificados simultaneamente. Trés primeiros modos usados.

Reducdo de 50% em E. Exemplo Vs4 e Vs3.
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5.6 Discussao de Resultados e Comentarios

No trabalho de Pandey e Biswas (1994), a variacdo de flexibilidade méxima
reportada, por exemplo, para a viga em balango, com elemento 4 danificado (redugdo de
50% em E) ¢ de 1.02E-4 (in/Ib), enquanto que no presente estudo, o valor obtido para a
variagdo de flexibilidade para a mesma condigdo ¢ de 7.33E-6 (in/lb). Este ultimo valor
foi obtido a partir de trés analises diferentes. A primeira, utilizando-se o programa
desenvolvido neste trabalho para deteccdo de danos em vigas, e a segunda, com uma
simulagdo empregando-se os programa ANSYS e MATHCAD e uma terceira, com um
calculo simples (método da carga unitaria), cujas descrigdes sdo apresentadas a seguir.

Utilizando o primeiro teorema de Castigliano, calcula-se o deslocamento do
extremo livre para a viga sem dano e o mesmo deslocamento para a viga danificada
(Dano no elemento 4, 50% redugdo da rigidez). Com estes dados, utilizando-se a
eq.(5.1), determina-se a variagdo da flexibilidade, A, para o extremo livre da viga, ou
seja:

A=|5, -6 (5.1)

onde op e dsdo o deslocamento do estremo livre da viga danificada e do extremo livre
da viga sadia, respectivamente. Os deslocamentos anteriores podem ser calculados de
acordo com a eq.(5.2):

ow
S=-—" 52
oP (52)

onde W ¢ a energia de deformacdo para a viga, neste caso, para a viga em balanco e P ¢
um carregamento unitario, aplicado no lugar onde se quer determinar 6. Para a viga em

balanco (com as propriedades dadas na tabela 2), tem-se:

2.135 2 2.21125 2 2.44 2
w, =+ j(Px) do+ [ (Bx) et [ (Px) (5.3)
0

2.135 D 221125

:% f (5.4)

onde Wp e W sdo a energia de deformacgdo para a viga danificada e para a viga sem

dano. Utilizando-se a eq.(5.2) os deslocamentos ficam:



5, = 6.0649E — 7(m/ N)

e

5 =5.645E —7(m/ N)
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A variacdo de flexibilidade, usando-se a eq.(5.1) ¢ A = 4.198E-8(m/N) ou em

unidades do sistema inglés 7.33E-6(in/Lb), que ¢é o valor reportado na figura 30b. Uma

comparagdo entre o resultado reportado no artigo de Pandey e Biswas (1994) e o obtido

neste estudo pode observar-se na figura 30:

10

Flexibility change » 10*

15 20
Node number

Figure 2. Plot of fexibility change for typical damage bocations (30% reduction in £) for the

(a)

;
Damage at ¢lement

8,00E-06

7,00E-06 4
6,00E-06
5,00E-06 4
4,00E-06 -
3,00E-06 -
2,00E-06 -
1,00E-06 -
0,00E+00

in/lb

-
-
- a®

Dan 4

5 9 13 1

7 21 25 29

N6

= === =Dan 20

Dan 8
—e—Dan 24

(b)

——s——Dan 12
Dan 28

=

33

Dan 16

Figura 30.Comparacdo de resultados para a viga em balango: (a) resultado

reportado por Pandey e Biswas (1994) e (b) resultado obtido com o
presente trabalho.

Como pode observar-se da fig. 30, o comportamento das curvas ¢ igual, e a

deteccdo do dano ¢ realizada com sucesso. Uma comparacdo entre freqiiéncias para a

viga em balango calculadas neste trabalho e as fornecidas no artigo de Pandey e Biswas

de (1994), apresenta-se na tabela 12:

Da tabela 12, fica claro que, as freqiiéncias calculadas no presente estudo estdo

em completo acordo com as reportadas no artigo, estabelecendo-se, assim, a validade

deste trabalho.
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Tabela 12.Lista de Freqiiéncias Naturais viga em balango. Elemento 4 danificado (50%)

A Freqiiéncias viga D4, %Diferenga entre
Freqiiéncias viga sem dano (Hz) (Hz) Freqiiéncias
Freq. Freq. Artigo Presente Fred. Artieo Presente | Art./Trab. Art./Trab.

Tedérica P e B (1994) Trabalho 4 8% Trabalho | Sem dano D4

56,398 56,407 56,373 54,022 53,989 0,060 0,061
353,450 353,106 352,893 348,505 348,294 0,060 0,060
989,453 987,722 987,126 986,025 985,430 0,060 0,060

1939,328  1933,554  1932,387  1930,858  1929,692 0,060 0,060
3205,827  3193,006 3191,079  3166,039 3164,128 0,060 0,060
4788,952  4764,812 4761,936  4683,906 4681,079 0,060 0,060
6688,701  6647,884  6643,871 6506,356  6502,428 0,060 0,060




6. Conclusoes e Trabalhos Futuros

As técnicas baseadas nas variagdes de flexibilidade estudadas neste trabalho
precisam de malhas de sensores refinadas (muitos pontos de medigdo), e, felizmente,
esta dificuldade esta sendo superada com o aparecimento de transdutores de baixo
custo, alta sensibilidade e tamanho menor adaptados para este tipo de problema. Estes
sensores possibilitam o monitoramento da estrutura em um numero maior de pontos,
facilitando-se assim a implementacdo destes métodos. Por outro lado, as técnicas
baseadas nas variacdes de flexibilidade oferecem a vantagem de nao depender de um
modelo analitico para realizar a detec¢ao do dano.

Como parte deste trabalho, foi apresentado o célculo da matriz de flexibilidade
das vigas utilizando a técnica da vibragdo inversa. Com base nas equagdes da
formulacao de vibragdo inversa, implementou-se um programa de elementos finitos que
gera a matriz de flexibilidade a partir dos parametros modais. Os parametros modais da
estrutura foram calculados mediante a solugdo do problema de auto-valor generalizado.
A matriz de flexibilidade gerada foi usada como entrada para os algoritmos de detecg¢ao
de dano.

Neste trabalho, a capacidade dos métodos de detec¢do de dano baseados na
medicao dindmica da flexibilidade foi comprovada através de diferentes simulagdes de
dano em vigas. O método de Pandey e Biswas teve o melhor desempenho quanto a
determinagdo da posi¢dao do dano individual nos trés casos estudados. O método da
variagdo da curvatura da flexibilidade teve sucesso nos casos de detec¢do de dano para a
viga simplesmente apoiada e para a viga com os dois extremos livres, mas, falhou
totalmente quando aplicado 4 viga em balango. Na detec¢dao de dano multiplo, o método
da variacdo da curvatura da flexibilidade mostrou melhor desempenho que o método da
variagdo da flexibilidade. Das simulacdes apresentadas, pode-se concluir que o efeito de
trés trincas pequenas sobre a variagdo da flexibilidade para a viga simplesmente apoiada

¢ maior do que o efeito de uma tUnica trinca maior. O anterior indica que uma
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combinacdo dos dois métodos ¢ recomendavel para casos praticos, onde nao se conhece
de antemao a posi¢ao do dano, nem o numero de locais danificados.

A continuidade do tema envolve uma abordagem da deteccdo de danos que
inclua a comportamento ndo linear da estrutura, além, de ter a capacidade de reconhecer
padroes de “comportamento estrutural”. Para isto, podem ser utilizadas ferramentas
computacionais analiticas como as Redes Neurais e os Sistemas Inteligentes. Estas
técnicas vém sendo aplicadas a solucdo de problemas tdo diversos como o
processamento de linguagem, previsdo do tempo e reconhecimento de imagens, muitos
dos quais ainda nao possuem uma solugdo satisfatoria.

A maioria dos métodos de detec¢ao de dano reportados na literatura aplica-se
quase sempre a situacdes ideais (comportamento linear da estrutura, obten¢do dos
parametros modais em condigdes de laboratério controladas), e, a estruturas
unidimensionais. Este fato indica que ¢ preciso muito trabalho experimental para chegar
em resultados conclusivos sobre o desempenho dos métodos tedricos propostos na
literatura internacional, quando aplicados a estruturas bi ou tridimensionais em
condi¢gdes normais de uso. Neste sentido seria interessante realizar, por exemplo, uma
analise modal experimental sobre um pdrtico danificado, e, a partir destes dados, testar

o desempenho dos varios métodos de detec¢ao de dano estudados neste trabalho.
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ANEXO A — Listagem do programa

O programa realiza primeiramente a montagem das matrizes de rigidez e de
massa da viga em estudo (viga sadia e viga danificada). O elemento finito dinamico de
viga usado ¢ descrito no capitulo 3 deste trabalho. A geometria da viga, suas condi¢des
de apoio e os dados do material sdo fornecidos durante a etapa de entrada de dados. O
seguinte passo efetuado pelo programa ¢ realizar a parti¢do das matrizes, e, seguindo o
método proposto por Kidder (1973) ¢ feita a montagem das equagdes de freqliéncia
reduzidas. A solucdo das equagdes de freqiiéncia e realizada mediante a rotina
DGVCSP do Fortran, que calcula todos os auto valores e auto vetores do problema de
auto valor generalizado para a viga sem dano e para a viga danificada. Devido 4 particao
feita nas matrizes, as formas modais calculadas correspondem aos deslocamentos
verticais da viga, que sao os deslocamentos medidos durante um ensaio real.

Com as matrizes de formas modais e de freqiiéncia naturais, obtidas no passo
anterior, o programa determina, utilizando a técnica de vibragdo inversa (ver se¢do
4.2.5.1), a matriz de flexibilidade correspondente aos dois estados da viga, quais sdo:
viga sadia e viga danificada. Finalmente, utilizando o algoritmo proposto por Pandey e
Biswas (1994), estudado na se¢@o 4.2.5.1 deste trabalho, o programa calcula a variagdo
de flexibilidade da viga e fornece os dados para realizar as curvas de variacdo de
flexibilidade apresentadas nos exemplos do capitulo 5. O programa pode ser utilizado
para vigas de secao constante com as seguintes condi¢des de apoio: viga simplesmente
apoiada, viga com os dois extremos livres, viga com ambos os extremos engastados e

viga em balango.
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Listagem do programa para calculo da variacio da flexibilidade a partir

dos parametros modais. Visual Fortran professional Edition 6.0.0:

use imsl
!DECLARACAO VETORES DE PROPRIEDADES DO ELEMENTO
real*8,dimension(:),allocatable::IE,LE,EE,EEDN
REAL*8 IT,LT,E,RE,ME,PLIP,W,DAN,AS, FI,POISS
IDECLARACAO MATRIZES DE MASSA E RIGIDEZ
real*8§,dimension(:,:),allocatable::A,B,DELTAFLEX rigte,flexte
!Declaracao sub-matrizes de massa e rigidez
real*8,dimension(:,:),allocatable::A11,A12,A21,A22,B11,B21,B22,B12
real*8,dimension(:,:),allocatable::Bk,M11,M22,M33,M44 M55 M111
real*8,dimension(:,:),allocatable:: FLEXABS
!Declaracdo matrizes de massa e rigidez do elemento
DIMENSION RE(4,4),ME(4,4)
REAL*8 CRE1,CRE2,CRE3,CRE4,MASS,R,AR,MASS1, MASS2, MASS3, MASS4
REAL*8 MASS5,MASS6
'DECLARACAO LISTA DE RESTRICAO
INTEGER,dimension(:),allocatable::LR,LRC
IDECLARACAO VARIAVEIS PARA GRAUS DE LIBERDADE
INTEGER M,NR,NRJ,NJ,GLV,GLV1,GLG,GLG1,NF.NME,T
'Declarag¢ao da matriz inversa
real*8,dimension(:,:),allocatable:: AINV
!Declaracdo das matrizes para calculo da Matriz Rigidez Ar reduz.
real*8,dimension(:,:),allocatable::Kr,Kr1,Ak,AD
'VARIAVEIS PARA CALCULO DE AUTOS VETORES E AUTOS VALORES
real*8,dimension(:),allocatable::EVAL,EVALDN,FLEXVAR,varEVAL
real*8,dimension(:,:),allocatable::EVEC,EVECT,M1,M2,FF,EVECDN
real*8,dimension(:,:),allocatable:: EVECTDN,M1DN,M2DN,FFDN
real*8§,dimension(:,:),allocatable:: FMODDN,FLEXDN,FMODTDN
IDECLARACAO TEMPORARIA PARA VERIFICAR NORMALIZACAO DE AUTOS
VETORES
real*8,dimension(:,:),allocatable::F1,F2,F3
'VARIAVEIS PARA FORMAS MODAIS COMPLETAS
real*8,dimension(:,:),allocatable:: FMOD,FMODT,FLEX
'ENTRADA DO NOME DE ARQUIVO PARA GRAVAR O 'FILE' CORRESPONDENTE AO
EXEMPLO CALCULADO
CHARACTER*12 AN
'ENTRADA DE DADOS DA ESTRUTURA
10 WRITE(*,*)'DADOS DA ESTRUTURA'
WRITE(*,*)NOME DO ARQUIVO PARA GRAVAR DADOS (MAXIMO 4
CARACTERES):'
READ(*,*)AN
WRITE(*,*)'Tipo de viga:1.Livre-livre;2.Outro(Simples,balan¢o,bE)'
READ(*,*)T
WRITE(*,*)' ENTRE COM A AREA DA SECAO AR='
READ(*,*)AR
WRITE(*,*)'ENTRE COM A DENSIDADE DO MATERIAL R='
READ(*,*)R
WRITE(*,*)'ENTRE COM O COMPRIMENTO LT='
READ(*,*)LT
WRITE(*,*)'ENTRE COM A INERCIA DA SECAO IT='
READ(*,%)IT
WRITE(*,*)'ENTRE COM O MODULO DE ELASTICIADADE E='
READ(*,*)E
WRITE(*,*)' ENTRE COM O NUMERO DE ELEMENTOS M='
READ(*,*)M
WRITE(*,*)' ENTRE COM O NUMERO DE RESTRICOES DE APOIO NR='
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READ(*,*)NR

WRITE(*,*)ENTRE COM O NUMERO DE NOS COM RESTRICAO NRJ='
READ(*,*)NRJ

WRITE(*,*)ENTRE COM O NUMERO DE ELEMENTOS DANIFICADOS='
READ(*,*)ND

WRITE(*,*)ENTRE COM O NUMERO DE MODOS PARA EXPANSAO='
READ(*,*)NME

NJ=M+1

N=2*NJ-NR

IN=2*NJ

IALOCANDO VETORES DE PROPRIEDADES E DE RESTRICAO
ALLOCATE(IE(M),LE(M),EE(M),EEDN(M))
ALLOCATE(LR(JN),LRC(JN))

DO I=1,M
LE()=LT/M
IE(D)=IT
EE(I)=E
EEDN(I)=E
ENDDO
IINTRODUZ O DANO NO ELEMENTO
IF(ND.GT.0.0) THEN
DO I=1,ND
WRITE(*,*)ENTRE COM O NUMERO DO ELEMENTO
DANIFICADO='
READ(*,*)JDAN
WRITE(*,*)ENTRE COM % DE REDUCAO DE ELASTICIDADE
ELM="
READ(*,*)DAN
EEDN(JDAN)=DAN*E/100
ENDDO
ELSE
CONTINUE
ENDIF
IINICIALIZAR A LISTA DE RESTRICAO
DO J1=1,IN
LR(J1)=0.
ENDDO
DO J=1,NRJ
WRITE(*,*)'ENTRE NUMERO DO NO COM RESTRICAO:'
READ(*,*)K

WRITE(*,*)ENTRE DESLOC.VERTICAL NO'K.": LIVRE=0 ; FIXO=1'
READ(*,*)LR(K)
WRITE(*,*)ENTRE GIRO NO',K,": LIVRE=0 ; FIXO=1'
READ(*,*)LR(K+M+1)
ENDDO
IINICIALIZAR O PRIMEIRO ELEMENTO DA LISTA DE RESTR. ACUMULADAS
WRITE(*,*)'LISTA DE RESTRICAO ACUMULADA LRC():"
LRC(1)=LR(1)
DO K=2,JN
LRC(K)=LRC(K-1)+LR(K)
ENDDO
IZERAR AS MATRIZES DE RIGIDEZ(A) E DE MASSA(B)
ICALCULO GRAUS DE LIBERDADE ATIVOS VERTICAIS E HORIZONTAIS
GLV=NJ-LRC(NJ);GLV1=GLV+1
GLG=NIJ-(LRC(JN)-LRC(NJ));GLG1=GLG+1
ALLOCATE(A(JN,N),B(JN,N))
DO J=1,N
DO K=1,N
A(K,T)=0.
ENDDO
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103
120
104
105
130
106
107

140

150

160
170

180
190

200
210

ENDDO
DO J=1,N
DO K=1,N
B(K,J)=0.
ENDDO
ENDDO
IGERACAO DA MATRIZ DE MASSA
DO I=1,M
J1=1
J2=[+M+1
K1=I+1
K2=[+M+2
MASS=R*AR*LE(I)/2
MASS1=0
MASS2=0
MASS3=0
MASS4=0
MASS5=0
MASS6=0

INOVA NUMERACAO PARA OS DESLOCAMENTOS (PARTICAO)

IF(LR(J1)) 100,101,100

JI=N+LRC(J1)

GOTO 110

J1=J1-LRC(J1)

IF(LR(J2)) 102,103,102

J2=N+LRC(J2)

GOTO 120

12=J2-LRC(J2)

IF(LR(K1)) 104,105,104

K1=N+LRC(K1)

GOTO 130

K1=K1-LRC(K1)

IF(LR(K2)) 106,107,106

K2=N+LRC(K2)

GOTO 140

K2=K2-LRC(K2)

IGERACAO DA MATRIZ DE MASSA

CONTINUE

ME(1,1)=MASS ; ME(2,2)=MASS

ME(1,2)=0 ; ME(1,3)=0;ME(1,4)=0

ME(2,1)=0 ; ME(2,3)=0;ME(2,4)=0

ME(3,1)=0 ; ME(3,2)=0;ME(3,3)=0 ;ME(3,4)=0

ME(4,1)=0 ; ME(4,2)=0;ME(4,3)=0 ;ME(4,4)=0

IF(LR(I)) 160,150,160
B(J1,J1)=ME(1,1)+B(J1,J1)
B(K1,J1)=ME(2,1)
B(J2,J1)=ME(3,1)+B(J2,]1)
B(K2,J1)=ME(4,1)

IF(LR(I+M+1)) 180,170,180
B(J1,J2)=ME(1,3)+B(J1,]2)
B(K1,J2)=ME(2,3)
B(J2,]2)=ME(3,3)+B(J2,]2)
B(K2,]2)=ME(4,3)

IF(LR(I+1)) 200,190,200
B(J1,K1)=ME(1,2)
B(K1,K1)=ME(2,2)+B(K1,K1)
B(J2,K1)=ME(3,2)
B(K2,K1)=ME(4,2)+B(K2.K1)

IF(LR(I+M+2)) 220,210,220
B(J1,K2)=ME(1,4)

106
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B(K1,K2)=ME(2,4)+B(K1,K2)
B(J2,K2)=ME(3,4)
B(K2,K2)=ME(4,4)+B(K2,K2)
220  CONTINUE
ENDDO
'PARTICAO DA MATRIZ de massa (PREPARA METODO KIDDER,1973)
ALLOCATE(B11(GLV,GLV))
DO JA=1,GLV
DO JA1=1,GLV
B11(JA1,JA)=B(JA1,JA)
ENDDO
ENDDO
ALLOCATE(Ak(GLV,GLV))
call DANO(T,M,IN,IE,LE,.EE,GLV,GLV1,GLG,N,LR,LRC,Ak)
ICALCULO DA MATRIZ DE MASSA REDUZIDA Bk
ALLOCATE(Bk(GLV,GLV))
Bk=B11
ICALCULO DE FREQUENCIAS
PI=acos(-1.0)
ALLOCATE(EVAL(GLV))
ALLOCATE(EVEC(GLV,GLV))
ICHAMA FUNCAO PARA CALCULO DE TODOS OS AUTOS-VALORES E AUTOS-
VETORES
CALL DGVCSP(GLV,Ak,GLV,Bk,GLV,EVAL,EVEC,GLV)
IP=DGPISP(GLV,GLV,Ak,GLV,Bk,GLV,EVAL,EVEC,GLV)
WRITE(1,*) 'INDICE DE PERFORMANCE:'
WRITE(1,*)IP
INORMALIZACAO DOS AUTOS VETORES COM RELACAO A MASSA (THOMSOM
1981;LAN 1999)
ALLOCATE(EVECT(GLV,GLV))
DO I=1,GLV
DO J=1,GLV
EVECT(IJ)=EVEC(J,I)
ENDDO
ENDDO
ALLOCATE(M1(GLV,GLV))
ALLOCATE(M2(GLV,GLV))
ALLOCATE(FF(GLV,GLV))
MI1=MATMUL(Bk,EVEC)
M2=MATMUL(EVECT,M1)
DO I=1,GLV
DO J=1,GLV
FF(J,)=EVEC(J,1)/SQRT(M2(L,I))
ENDDO
ENDDO
IGERACAO DE FORMAS MODAIS COMPLETAS(30/07/2003)
'FMOD=MATRIZ FORMAS MODAIS, FLEX= MAT DE FLEXIBILIDADE
'FMODT=MAT. FORMAS MODAIS TRANSPOSTA
ALLOCATE(FMOD(NJ,GLV))
ALLOCATE(FLEX(NJ,NJ))
ALLOCATE(FMODT(GLV,NJ))
IZERA MATRIZEZ DE FORMAS MODAIS E FLEXIBILIDADE
DO I=1,NJ
DO J=1,GLV
FMOD(I,])=0
ENDDO
ENDDO
DO I=1,GLV
DO J=1,NJ
FMODT(I,J)=0
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ENDDO
ENDDO
DO I=1,NJ
DO J=1,NJ
FLEX(1,J)=0
ENDDO
ENDDO
IGERA MATRIZ DE FORMAS MODAIS COMPLETA
lviga LIVRE LIVRE
IF(T.EQ.1) THEN
DO I=1,GLV
DO J=1,GLV
FMOD(L,J)=FF(LJ)
ENDDO
ENDDO
ELSE

IVIGA COM APOIOS
if(LR(1).EQ.0.0) THEN
DO J=1,GLV
FMOD(1,))=FF(1,J)
ENDDO
ELSE
DO J=1,GLV
FMOD(1,])=0.0
ENDDO
ENDIF
'PREENCHE A MATRIZ DE FORMAS MODAIS
DO I=2,NJ
IF(LR(I).EQ.0.0) THEN
DO J=1,GLV
FMOD(I,J)=FF((I-1),])
ENDDO
ELSE
DO J=1,GLV
FMOD(L,J)=0.0
ENDDO
ENDIF
ENDDO
ENDIF
ICRIA A MATRIZ FMODT
DO I=1,GLV
DO J=1,NJ
FMODT(I,J)=FMOD(J,I)
ENDDO
ENDDO
Iprocesso para se obter a matriz de flexibilidadE EXPANDIDA apArtir das FM
IF(T.EQ.1) THEN
do L=3,NME
J=GLV-L+1
W=1/EVAL(J)
do I=1,NJ
do K=1,NJ
FLEX(K,)=W*(FMOD(K,J)*FMODT(J,1))+FLEX(K,I)
ENDDO
ENDDO
ENDDO
ELSE
do L=1,NME
J=GLV-L+1
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W=1/EVAL(J)

do I=1,NJ
do K=1,NJ

FLEX(K,I)=W*(FMOD(K.J)*FMODT(J,[)}+FLEX(K,]I)
ENDDO

ENDDO

ENDDO
ENDIF

ALLOCATE(AD(GLV,GLV))

CALL DANO(T,M,IN,IE,LE,EEDN,GLV,GLV1,GLG,N,LR,LRC,AD)

ICALCULO DE FREQUENCIAS DANIFICADAS

ALLOCATE(EVALDN(GLV))

ALLOCATE(EVECDN(GLV,GLV))

ICHAMA FUNCAO PARA CALCULO DE TODOS OS AUTOS-VALORES E AUTOS-
VETORES

CALL DGVCSP(GLV,AD,GLV,Bk,GLV,EVALDN,EVECDN,GLV)

INORMALIZACAO DOS AUTOS VETORES DANIFICADOS

ICOM RELACAO A MASSA (THOMSOM 1981;LAN 1999)

ALLOCATE(EVECTDN(GLV,GLV))

DO I=1,GLV
DO J=1,GLV
EVECTDN(LJ)=EVECDN(J,])
ENDDO
ENDDO

ALLOCATE(MIDN(GLV,GLV))
ALLOCATE(M2DN(GLV,GLV))
ALLOCATE(FFDN(GLV,GLV))
MI1DN=MATMUL(Bk,EVECDN)
M2DN=MATMUL(EVECTDN,M1DN)

DO I=1,GLV
DO J=1,GLV
FFDN(J,[)=EVECDN(J,I)/SQRT(M2DN(L]))
ENDDO
ENDDO

IGERACAO DE FORMAS MODAIS COMPLETAS DANIFICADAS

IFMODDN=MATRIZ FORMAS MODAIS COM DANO, FLEXDN= MAT DE
FLEXIBILIDADE DN

IFMODTDN=MAT. FORMAS MODAIS TRANSPOSTA DANO

ALLOCATE(FMODDN(NJ,GLV))

ALLOCATE(FLEXDN(NJ,NJ))

ALLOCATE(FMODTDN(GLV,NJ))

IZERA MATRIZEZ DE FORMAS MODAIS E FLEXIBILIDADE

DO I=1,NJ
DO J=1,GLV
FMODDN(I,J)=0
ENDDO
ENDDO
DO I=1,GLV
DO J=1,NJ
FMODTDN(LJ)=0
ENDDO
ENDDO
DO I=1,NJ
DO J=1,NJ
FLEXDN(LJ)=0
ENDDO

ENDDO



IGERA MATRIZ DE FORMAS MODAIS COMPLETA
IVIGA LIVRE LIVRE
IF(T.EQ.1) THEN
DO I=1,GLV
DO J=1,GLV
FMODDN(L,J)=FFDN(1,J)
ENDDO
ENDDO

ELSE
if(LR(1).EQ.0.0) THEN
DO J=1,GLV
FMODDN(1,J)=FFDN(1,])
ENDDO
ELSE
DO J=1,GLV
FMODDN(1,7)=0.0
ENDDO
ENDIF
IPREENCHE A MATRIZ DE FORMAS MODAIS
DO  I=2NJ
IF(LR(1).EQ.0.0) THEN
DO J=1,GLV
FMODDN(IJ)=FFDN((I-1),J)
ENDDO
ELSE
DO J=1,GLV
FMODDN(LJ)=0.0
ENDDO
ENDIF
ENDDO
ENDIF
ICRIA A MATRIZ FMODTDN
DO I=1,GLV
DO J=1,NJ
FMODTDN(LJ)=FMODDN(J,])
ENDDO
ENDDO

Iprocesso para se obter a matriz de flexibilidadE EXPANDIDA apArtir das FM

IF(T.EQ.1) THEN
do L=3,NME
J=GLV-L+1
W=1/EVALDN(J)
do I=1,NJ
do K=1,NJ

FLEXDN(K,I)=W*(FMODDN(K,J)*FMODTDN(J,I))+FLEXDN(K,])

ENDDO
ENDDO
ENDDO

ELSE
do L=1,NME
J=GLV-L+1
W=1/EVALDN(J)
do I=1,NJ
do K=1,NJ

FLEXDN(K,I)=W*(FMODDN(K,J)*FMODTDN(J,I))+FLEXDN(K,])

ENDDO
ENDDO
ENDDO
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ENDIF
ICALCULO DA VARIACAO DE FLEXIBILIDADE
ALLOCATE(DELTAFLEX(NJ,NJ))
DELTAFLEX=FLEX-FLEXDN
IMEDIDA DA VARIACAO De FLEXIBILIDADE
ALLOCATE(FLEXABS(NJ,NJ))
DO I=1,NJ
DO J=1,NJ
FLEXABS(J,I)=>ABS(DELTAFLEX(J,]))
ENDDO
ENDDO
!Grava RESULTADOS EM ARQUIVO, NOME ARQUIVO:AN
open(unit=1,file=AN,status="replace")
ALLOCATE(FLEXVAR(NJ))
FLEXVAR=MAXVAL(FLEXABS,DIM=1)
DO J=1,NJ
WRITE(1,*)FLEXVAR(m/N)(,J,)=',FLEXVAR(J)
ENDDO
write(1,*)'Lista de FREQUENCIAS Hz '
NNNN=GLV+1-7
do [ENNNN,GLV
write(1,*)(sqrt(EVAL(I)))/(2*PI)
enddo

write(1,*)'Lista d¢ FREQUENCIAS DANIFICADAS Hz '
NNND=GLV+1-7
do I=NNND,GLV
write(1,*)(sqrt(EVALDN()))/(2*PI)
enddo

END

ICALCULO DOS PARAMETROS COM DANO
SUBROUTINE DANO(T,M,JN.IE,LE,EEDN,GLV,GLV1,GLG,N,LR,LRC,AKDN)
INTEGER GLV,GLV1,GLG,N,M,JN,NJ,T
REAL*8 CRE1DN,CRE2DN,CRE3DN,CRE4DN,AS,FI,POISS
REAL*8 IE(M),LE(M),EEDN(M),REDN(4,4)
INTEGER LR(JN),LRC(JN)
REAL*8 ADN(JN,N)
REAL*8 A11DN(GLV,GLV),A12DN(GLV,GLG),A21DN(GLG,GLV)
REAL*8 AMOLAS(GLV,GLV),A11L(GLV,GLV)
REAL*8 A22DN(GLG,GLG),AINVDN(GLG,GLG)
REAL*8 KrDN(GLG,GLV),KrIDN(GLV,GLV),AKDN(GLV,GLV)
1ZERAR A MATRIZ DE RIGIDEZ ADN
DO J=1,N

DO K=1,N

ADN(K,J)=0.

ENDDO
ENDDO
IGERACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DANIFICADA
DO I=1,M

J1=1

J2=[+M+1

K1=I+1

K2=I+M+2
POISS=0.0 'COM INFL. CORTANTE
AS=0.001708
F1=0.0*(1+POISS)*IE(I)/(AS*(LE(I))**2)
CRE1DN=(4.0+FI)*EEDN(I)*IE(I)/(LE(I)*(1+FI))
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150

160
170

180
190

200
210

220
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CRE2DN=6*EEDN(I)*IE(I)/((LE(I))**2*(1+FI))
CRE3DN=2.0*CRE2DN/LE(I)
CRE4DN=(2-FI)*EEDN(I)*IE(I)/(LE(T)*(1+FI))
INOVA NUMERACAO PARA OS DESLOCAMENTOS (PARTICAO)
IF(LR(J1)) 100,101,100

JI=N+LRC(J1)

GOTO 110

J1=J1-LRC(J1)

IF(LR(J2)) 102,103,102

J2=N+LRC(J2)

GOTO 120

12=J2-LRC(J2)

IF(LR(K1)) 104,105,104

K1=N+LRC(K1)

GOTO 130

K1=K1-LRC(K1)

IF(LR(K2)) 106,107,106

K2=N+LRC(K2)

GOTO 140

K2=K2-LRC(K2)

IGERACAO DA MATRIZ DE RIGIDEZ DANIFICADA

CONTINUE

REDN(1,1)=CRE3DN ; REDN(2,2)=CRE3DN

REDN(1,2)=-CRE3DN; REDN(2,1)=-CRE3DN

REDN(3,1)=CRE2DN;REDN(1,3)=CRE2DN;REDN(4,1)=CRE2DN

REDN(1,4)=CRE2DN

REDN(3,2)=-CRE2DN;REDN(2,3)=-CRE2DN;REDN(4,2)=-CRE2DN

REDN(2,4)=-CRE2DN

REDN(3,3)=CREIDN ; REDN(4,4)=CRE1DN

REDN(4,3)=CRE4DN ; REDN(3,4)=CRE4DN

IF(LR(I)) 160,150,160
ADN(J1,J1)=REDN(1,1)+ADN(J1,J1)
ADN(K1,J1)=REDN(2,1);
ADN(J2,J1)=REDN(3,1)+ADN(J2,]1)
ADN(K2,J1)=REDN(4,1);

IF(LR(I+M+1)) 180,170,180
ADN(J1,J2)=REDN(1,3)+ADN(J1,12)
ADN(K 1,]2)=REDN(2,3);
ADN(J2,]2)=REDN(3,3)+ADN(J2,]2)
ADN(K2,J2)=REDN(4,3);

IF(LR(I+1)) 200,190,200
ADN(J1,K1)=REDN(1,2)
ADN(K1,K1)=REDN(2,2)+ADN(K1,K1)
ADN(J2,K1)=REDN(3,2);
ADN(K2,K1)=REDN(4,2)+ADN(K2,K1)

IF(LR(I+M+2)) 220,210,220
ADN(J1,K2)=REDN(1,4)
ADN(K1,K2)=REDN(2,4)+ADN(K1,K2)
ADN(J2,K2)=REDN(3.4)
ADN(K2,K2)=REDN(4,4)+ADN(K2,K2)

CONTINUE

ENDDO

IPARTICAO DAS MATRIZES (PREPARA METODO KIDDER 1972)

DO JA=1,GLV
DO JAI=1,GLV

A1IDN(JALJA)=ADN(JAL,JA)
ENDDO

ENDDO

DO JB=GLVI,N
DO JB1=1,GLV
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JB2=JB-GLV
A12DN(JB1,JB2)=ADN(JB1,IB)
ENDDO
ENDDO
DO JC=1,GLV
DO JC1=GLVI1,N
JC2=JC1-GLV
A21DN(JC2,JC)=ADN(CL,JC)
ENDDO
ENDDO
DO JD=GLV1,N
DO JD1=GLVI,N
ID2=JD-GLV
JD3=JD1-GLV
A22DN(JD3,ID2)=ADN(JD1,ID)
ENDDO
ENDDO
ICHAMA FUNCAO PARA INVERSAO DE MATRIZES,INVERTIR A22DN
call dlinrg(GLG,A22DN,GLG,AINVDN,GLG)
!Calculo da matriz de rigidez Reduzida Ar. (KIDDER 1972)
If(T.EQ.1) THEN
DO I=1,GLV
DO J=1,GLV
AMOLAS(1,J)=0.0
ENDDO
ENDDO
AMOLAS(1,1)=0.01
AMOLAS(GLV,GLV)=0.01
A11L=A11DN+AMOLAS
KrDN=MATMUL(AINVDN,A21DN)
Kr1DN=MATMUL(A12DN,KrDN)
AKDN=A11L-Kr1DN
ELSE
KrDN=MATMUL(AINVDN,A21DN)
Kr1DN=MATMUL(A12DN,KrDN)
AkKDN=A11DN-Kr1DN
ENDIF
RETURN
END





