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RESUMO

PEREIRA, J. P. A. (2004). Extracao de fatores de intensidade de tensdo utilizando a
solugdo do método dos elementos finitos generalizados. Dissertacdo (Mestrado) —
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2004.

O trabalho apresenta uma analise do desempenho de varios métodos de extragdao de
fatores de intensidade de tensdo a partir de solugdes numéricas obtidas com o método
dos elementos finitos generalizados (MEFG). A convergéncia dos fatores de intensidade
de tensdo ¢ comparada com a da energia de deformacdo a fim de investigar a
superconvergéncia dos métodos. Para extra¢do dos fatores de intensidade de tensdo e o
calculo da taxa de energia disponibilizada para propagacdo da fissura, implementam-se
os métodos da integral de contorno (MIC), da funcdo cutoff (MFC) e da integral-J no
contexto do MEFG. Desenvolve-se a formulagao dos métodos de extracdo de forma a
obter uma implementa¢ao independente da malha utilizada na modelagem do problema.
Aplica-se a extracdo dos fatores de intensidade de tensdo, para modos puros e mistos,
em problemas classicos da mecanica da fratura. Verifica-se a convergéncia dos fatores
de intensidade de tensdo e da taxa de energia disponibilizada para a propagacdo da
fissura, obtidos com cada método de extragdo, com o enriquecimento da ordem
polinomial da solucdo do MEFG. Investiga-se a robustez dos métodos com relagdao ao
tamanho dos dominios de extracao.

Palavras-chave: métodos de extragdo, fatores de intensidade de tensao, MEFG, método
da integral de contorno, método da funcao cutoff, integral-J
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ABSTRACT

PEREIRA, J. P. A. (2004). Extraction of stress intensity factors from generalized finite
element solutions. M.Sc. Dissertation — Escola de Engenharia de Sao Carlos,
Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos, 2004.

The performance of several techniques to extract stress intensity factors (SIF) from
numerical solutions computed with the generalized finite element method (GFEM) is
investigated. The convergence of the stress intensity factors is compared with the
convergence of strain energy with the aim of investigate the superconvergence of the
methods. The contour integral (CIM), the cutoff function (CFM) and the J-integral
methods are considered to compute stress intensity factors and energy release rate. The
proposed implementation of the extraction techniques is completely independent of the
discretization used. Several numerical examples demonstrating the convergence of the
computed stress intensity factors and the energy release rate, with the increasing of p
order of the GFEM solution, are presented.

Keywords: extraction methods, stress intensity factors, GFEM, contour integral
method, cutoff function method, J-integral.
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1 Introducao

1.1 Mecanica da fratura — parametros e aplicacoes

A ocorréncia de falhas estruturais por propagacdo de fissuras estd associada a
problemas de andlise e projeto em diversos campos da engenharia. Nesse sentido, o
desenvolvimento de métodos para quantificar os efeitos da presenca de fissuras em
elementos estruturais tem conduzido a evolucao da teoria da mecanica da fratura.

As formas de avaliar a estabilidade de determinada fissura e sua maneira de
propagacdo sdo aplicacdes importantes da mecanica da fratura. A analise do
comportamento de uma fissura, em um material submetido a diversas condigdes de
carregamento, envolve a avaliagdo de pardmetros tais como a taxa de energia
disponibilizada pelo sistema para a propagacao da fissura (%) e os fatores de intensidade
de tensao (K), cujos valores estdo diretamente relacionados.

Com a determinacao dos valores de K referentes a cada modo de deformacgao
(Figuras 2.1, 2.2 e 2.3 - K, Ky e K1), em um material eldstico linear, definem-se os
campos que regem o comportamento das tensdes e deslocamentos na regido proxima a
ponta (aresta no caso tri-dimensional) de uma fissura. Os valores Kj, Ky e Ky também
sdo utilizados na determinacdo da direcdo e da velocidade com que a fissura se propaga.

A propagacdo de uma fissura ocorre quando % excede um determinado valor
critico. O valor ¢ critico pode ser admitido como um pardmetro do material. Com base
nesse valor critico, determina-se a intensidade da fratura para fissuras de qualquer
tamanho em um mesmo material. E possivel avaliar também o tamanho maéximo de
fissura que o material suporta sob determinado estado de tensdo. Portanto, o valor ¢

critico ¢ uma medida da resisténcia do material a fissuragao.
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O balanco de energia serve como base na formulagdo de um critério para a
propagacdo de fissura. Segundo Griffith, a condicdo necessaria para a propagacao de
uma fissura ¢ que o sistema possa disponibilizar a quantidade de energia a ser
despendida para o aumento de sua superficie atual (BROEK, 1982). Esse critério
energético aplica-se, de uma forma geral, a materiais em que os defeitos iniciais sdo
considerados despreziveis e a resposta do material ¢ elastica linear.

Utilizando o critério energético de Griffith, Irwin apresentou uma relagao direta
entre os fatores de intensidade de tensdo, referentes a cada modo de deformagdo, e a
taxa de energia disponibilizada para a propagagdo da fissura em materiais elasticos
lineares (OWEN; FAWKES, 1983).

Para problemas em que as deformagdes pléasticas ndo sdo desprezadas, a integral-
J, desenvolvida por Rice (1968), fornece o valor da taxa de energia disponibilizada para
a propagacao da fissura. Rice (1968) mostrou que a integral-J, quando definida ao longo
de um contorno em volta da ponta da fissura, ¢ a mudanca na energia potencial total
com relagdo a extensdo virtual da fissura. Aplicando-se esse resultado a materiais com
regime elastico linear, encontra-se 0 mesmo valor determinado por Griffith para a taxa
de energia disponibilizada para a propagacao da fissura. Portanto, a integral-J pode ser
um critério de fratura aplicavel a problemas eldsticos lineares bem como para fraturas
plasticas.

Como conseqiiéncia da presenga de fissuras, o valor de esfor¢o limite para o
qual uma estrutura foi projetada ¢ reduzido. A resisténcia residual da estrutura decresce
progressivamente com o aumento do tamanho da fissura. Sendo assim, algumas
estruturas sdo projetadas para suportar cargas de servigo altas o suficiente para dar
inicio a fissuragdo, particularmente quando defeitos ou concentragdes de tensdo estdo
presentes (OWEN; FAWKES, 1983).

Em virtude da disponibilidade de combinagdes de materiais ¢ métodos de analise
mais detalhados, o projetista tem a oportunidade de aperfeigoar seus projetos para obter
produtos mais seguros, esbeltos e com custo reduzido. Cabe ao projetista antecipar a
possibilidade de fissura¢do da estrutura e conseqiientemente admitir a possibilidade de
falha estrutural.

Em determinadas andlises ¢ importante para o projetista poder simular o
caminho com que a fissura se propaga. O exemplo descrito a seguir ilustra a

necessidade de investigar a direcdo de propagagdo de uma fissura. Trata-se da analise do
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comportamento de uma fissura em uma engrenagem utilizada em motores de

helicopteros.

Figura 1.1 - (b)

Figura 1.1 - {a)

Figura 1.1 — Analise da dire¢ao de propagacao de uma fissura. (a) e (b) rompimento de
um dente da engrenagem (c) e (d) colapso da engrenagem. Adaptada de Cornell (2003).

Dependendo da direcao de propagacao da fissura, pode ocorrer o rompimento de
apenas um dente da engrenagem (Figura 1.1- (a) e (b)) ou o rompimento da engrenagem
como um todo (Figura 1.1- (¢) e (d)). No primeiro caso (rompimento de apenas um
dente da engrenagem), o piloto pode fazer um pouso de emergéncia e evitar um acidente
grave. No segundo caso (colapso total da engrenagem), o motor para de girar podendo
gerar conseqiiéncias catastroficas.

Esse exemplo ilustra a necessidade de se obter valores para K;, Ky e Ky de
forma precisa e confidvel e ndo apenas o valor de % ou J. A aplicagdo de métodos de
extracdo dos fatores de intensidade de tensdo, comumente encontrados na literatura,
torna possivel a andlise desse tipo de problema. Uma breve revisdo bibliografica dos

principais métodos de extrac¢do ¢ apresentada na segdo 1.3.
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1.2 Sobre o método dos elementos finitos generalizados (MEFG)

O método dos elementos finitos generalizados (MEFG) pode ser interpretado
como uma forma distinta de geracdo das funcdes de forma de elementos finitos (Figura
1.2). As fungdes de forma no MEFG podem ser constituidas utilizando-se fungdes
polinomiais, como no MEF, ou qualquer outra classe de fungdes que tenha boas
propriedades aproximadoras (DUARTE; BABUSKA; ODEN, 1999). O MEFG foi
proposto, independentemente, por Babuska e colegas utilizando os nomes: Método da
particao da unidade (BABUSKA; MELENK, 1997), e MEFG (STROBOULIS; COPPS;
BABUSKA, 2000) e por Duarte ¢ Oden com os nomes: Método das nuvens hp
(DUARTE, 1996) ¢ MEF baseado no método das nuvens hp (ODEN; DUARTE e
ZIENKIEWICZ, 1998).

Fungdo de forma do MEFG

Fungdo enriquecedora

.| Particdo da unidade

Figura 1.2 — Funcdo de forma do MEFG. Adaptada de Barros (2002).

A constru¢ao das fungdes de forma do MEFG (Figura 1.2) pode ser descrita
matematicamente da seguinte forma:
Considere, por exemplo, uma malha de elementos finitos convencional formada

por quadrilateros mostrada na Figura 1.2, na qual fun¢des de forma globais N_ sdo

construidas em cada ponto nodal x_, j=1,2,...,n. Estas fungdes sdo tais que:
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ZH:NQ (x)=1 em qualquer x €Q (1.1)

a=1

ou seja, as funcdes de forma N, formam uma particdo da unidade (PU) (ODEN;

REDDY, 1976). Em (1.1), Q é o dominio de anélise e o seu contorno.

Seja ®, o conjunto formado pelos elementos que compartilham o n6 x_,

conforme ilustrado na Figura 1.2. Seja L, :{l,L L L } uma base geradora

al®> ~a22* > on

para um espago de fungdes 7, (oaa) definido sobre ®,. As fungdes de forma para o

método dos elementos finitos generalizados, associadas ao n6 x_, sdo entdo definidas

por:

{0} =N A{LL, Lo Ly ) (1.2)

A escolha mais evidente para as fungdes de enriquecimento L (base do espaco
local (cooL )) sdo as fungdes polinomiais, as quais podem aproximar fungdes suaves de

forma satisfatoria. Neste caso, o MEFG ¢é essencialmente idéntico ao método dos
elementos finitos convencional. Maiores detalhes sobre 0o MEFG podem ser encontrados
nas referéncias (ODEN; DUARTE; ZIENKIEWICZ, 1998; DUARTE; BABUSKA;
ODEN, 1999; STROBOULIS; COPPS; BABUSKA, 2000; BARROS, 2002).

1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo geral

Como objetivo geral para o presente trabalho, propde-se:

e Aprofundar os conhecimentos nos fundamentos da mecédnica da fratura
computacional e no método dos elementos finitos e suas generalizagdes,
particularmente o método dos elementos finitos generalizados (MEFG), por

meio de uma implementagdo para extracdo de fatores de intensidade de tensdo,
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Implementam-se os métodos de extragao de fatores de intensidade de tensao em
um codigo computacional desenvolvido pelo orientador deste trabalho. Tal programa
implementa o MEFG utilizando os recursos de programacdo orientada a objetos. O
estudo do MEFG, no presente trabalho, ¢ feito tanto em nivel tedrico, como também em
relacdo a aspectos de implementacdo. Contudo, em virtude da extensdo do assunto ¢ do
enfoque do trabalho ser voltado para extracdo dos fatores de intensidade de tensdo a
apresentacdo tedrica do MEFG limita-se a Secdo 1.2. Maiores detalhes podem ser

encontrados nas referéncias citadas naquela secao.

1.3.2 Objetivos especificos

No presente trabalho, propoe-se:

e Revisao e estudo dos métodos de extracdo de fatores de intensidade de tensao
disponiveis para o método dos elementos finitos. Esse estudo concentra-se no
método da integral de contorno (MIC) (SZABO; BABUSKA, 1988) e no
método da funcio cutoff (MFC) (SZABO; BABUSKA, 1988). Justifica-se tal
escolha pela generalidade, fundamentagdo matematica, robustez demonstrada no
contexto do MEF e eficiéncia computacional dos referidos métodos.
Adicionalmente, a formulagdo do MIC e do MFC ¢ geral suficiente para que
esses métodos possam ser utilizados, por exemplo, com o método dos elementos
finitos generalizados;

e Implementacdo computacional do MIC e do MFC em um programa para a
solugdo de problemas da elasticidade linear baseado no método dos elementos
finitos generalizados. A aplicacdo dos métodos de extragdo concentra-se na
analise de problemas elasticos bidimensionais. Nao houve a necessidade de
nenhuma grande modificagdo na formulagdo do MIC e do MFC. As
modificagdes aplicadas aos métodos estdo relacionadas com aspectos de
implementag¢do dos mesmos. Esta implementacao foi desenvolvida de modo que
sua extensdo para o caso tridimensional seja da forma mais simples possivel. No
calculo das integrais de contorno ¢ dominio, a malha de elementos finitos nao ¢
utilizada;

e Andlise critica do desempenho dos métodos de extragdo de fatores de

intensidade de tensdo implementados. Analisa-se ndo sé a performance relativa




Revisao Bibliografica 7

de cada método, mas também a robustez dos mesmos em relacao ao refinamento

e/ou enriquecimento polinomial do espago solugao.

1.4 Revisao Bibliografica

A aplicagdo dos principios da mecanica da fratura ¢ amplamente voltada para os
fatores de intensidade de tensdo. Nas tultimas décadas, diversas pesquisas tém sido
direcionadas para o desenvolvimento de métodos de extragdo dos fatores de intensidade
de tensao.

Para problemas mais simples, ¢ possivel obter os valores dos fatores de
intensidade de tensdo analiticamente. Porém, para a maior parte dos problemas de
interesse pratico, o desenvolvimento analitico completo ndo ¢ possivel. Na andlise
desses problemas mais complexos, faz-se necessario o uso da solugdo de métodos
numéricos para extracao dos fatores de intensidade de tensdo, particularmente o Método
de Elementos Finitos (MEF) e suas generalizacdes, o Método dos Elementos de
Contorno, etc.

No presente trabalho, os métodos de extracdo foram divididos em dois grupos,

0s quais serdo descritos a seguir.

1.4.1 Métodos de extracio baseados na Integral-J

Dentre os métodos de extracdo que utilizam a solu¢do do MEF, destacam-se
como mais utilizados os que possuem sua formulagio baseada na integral-J.

Rice (1968) apresentou uma integral de linha que possui o mesmo valor para
todos os caminhos que envolvem a regido proxima a ponta da fissura. Considerando
uma fissura em uma placa submetida a uma carga arbitraria, assumida remota em
relacdo a fissura, com um caminho fechado arbitrario em torno da fissura (Figura 1.3).

Assim, na auséncia de forgas de volume, a integral J ¢ definida da seguinte forma:

(RAJU; SHIVAKUMAR, 1990)

ou.
J., =|| Wn, —oy—-n,; |dI (1.3)
I

k

onde W ¢ a densidade de energia de deformacao total.
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W = [o,d; (1.4)
0

Nas equagdes (1.3) e (1.4), o;; € o tensor de tensdo, g; ¢ a deformag@o total (a
qual inclui a soma das deformagdes elasticas e plasticas) e n; € a j-ésima componente do
vetor n normal ao contorno I" (Figura 1.3). No caso bidimensional, os indices i, j e k
recebem os valores 1 e 2. x, e x, representam as dire¢des tangencial e normal a ponta
da fissura, respectivamente (Figura 1.3).

Na equag@o (1.3) adotando k = 1,2 (J, e J ), tém-se as integrais de caminho
independente que definem a quantidade total de fluxo de energia que deixa o contorno
I' na diregdo x, e x,, respectivamente. A integral J = ¢ comumente chamada de
integral-J (RICE, 1968; MORAN; SHIH, 1987 a, b; RAJU; SHIVAKUMAR, 1990) ¢ a
integral J_ ¢ denominada de integral do produto (RAJU; SHIVAKUMAR, 1990).

A X2

Fissura

Figura 1.3 — Contorno tipico para avaliagdo da integral - J.

A integral da equacdo (1.3) permite avaliar a variagdo do potencial de energia
em relagdo ao avanco virtual da fissura em problemas bidimensionais. O valor J € a taxa
de redugdo do potencial de energia com relagdo ao comprimento da fissura para
materiais em que os efeitos de plasticidade nao sdo desprezados. A integral-J fornece a

generalizacdo da conexdo entre os fatores de intensidade de tensdo e a taxa de energia
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disponibilizada para a propagacdao da fissura, inicialmente proposta por Irwin para
materiais lineares. E possivel demonstrar que a integral-J, quando aplicada a materiais
elasticos lineares, ¢ equivalente a formulacao de Irwin (RICE, 1968).

A resposta numérica dos campos de deslocamento e de tensdo e a avaliagao da
integral de linha na vizinhanga da ponta da fissura sao as principais fontes de resultados

imprecisos e que dificultam a aplicagao do método da integral-J.

1.4.1.1 Meétodo da derivada da rigidez

Parks (1974) desenvolveu a técnica da derivada da rigidez para a determinagdo
da taxa de energia disponibilizada para a propagacdo da fissura e dos fatores de
intensidade de tensao, utilizando a solucdo do MEF. Esta técnica foi baseada na
varia¢ao do potencial de energia com relacdo ao comprimento da fissura, o que implica
na variagdo da rigidez do sistema com o avango da fissura. Parks (1974) mostrou que a
técnica da derivada da rigidez ndo requer o uso de elementos especiais na ponta da
fissura, bem como uma segunda solu¢do do MEF, para pequenas modificacdes no
comprimento da fissura. Utilizando elementos triangulares com deformacdo constante,
Parks (1974) mostrou que a técnica da derivada da rigidez ¢ numericamente equivalente
ao método da integral-J. O método desenvolvido por Parks (1974) pode ser interpretado

como uma forma alternativa do método da extensdo virtual da fissura.

1.4.1.2 Meétodo da extensdo virtual da fissura

Hellen (1975) utilizou a técnica de extensao virtual da fissura, juntamente com o
MEF, para a determinacdo da taxa de energia disponibilizada para a propagagdo da
fissura. Hellen (1975) mostrou que o uso da técnica de diferenca de energia com
pequenas mudangas no tamanho da fissura e a modelagem do problema com elementos
finitos de alta ordem polinomial e elementos especiais na ponta da fissura levam a
resultados precisos. No trabalho de Hellen (1975) utilizou-se o critério da taxa maxima
de energia disponibilizada para determinar a direcdo de propagacdo da fissura. Com esta
técnica ¢ possivel determinar o fator de intensidade de tensdo para modos puros ¢ a
direcdao de propagacdo da fissura para modos mistos. A desvantagem desse método esta
relacionada com a impossibilidade de determinagdo dos valores de Kj, Ky e K

individualmente para modos mistos.




Introducdo 10

1.4.1.3 Técnica da integral de dominio equivalente

Nesta técnica, a integral-J ¢ transformada em uma integral de dominio
equivalente (IDE) (LI, SHIH; NEEDLEMAN, 1985; MORAN; SHIH, 1987 a, b). Na
transformagdo utilizam-se fungdes ponderadoras em uma regido formada por um
caminho fechado proximo a ponta da fissura (Figura 1.4). Utilizando a equagao (1.3) em
um caminho fechado (Figura 1.4), multiplicando o integrando por uma funcdo

ponderadora S e aplicando o teorema da divergéncia, tem-se:

8[% s:’ Sj
(Jxk )dominio - _.[ a(WS) - : dA

1.
0X,, 0X . (15)

J

A

Fissura

Figura 1.4 — Convengdes na ponta da fissura. Dominio A contornado por I', C+, C-, Co.
Vetores normais m = n em C+, C- e Coe m =-nem I' (MORAN; SHIH, 1987b).

No contorno mais proximo a ponta da fissura o valor da funcdo ponderadora ¢
unitdrio, enquanto que no contorno mais externo o valor ¢ nulo. Para qualquer funcdo
suficientemente suave, a formulagdo IDE ¢ valida. Segundo Li, Shih ¢ Needleman
(1985), a técnica IDE torna a avaliagdo numérica da integral-J mais precisa ¢ melhor
compativel com o MEF, sob o ponto de vista de implementacao.

A conversdo de integral de contorno em integral de dominio ¢ bastante atrativa

com relacdo a utilizagdo do MEF. Todas as implementacgdes utilizadas para o calculo
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das integrais de dominio estdo prontamente disponibilizadas em uma analise utilizando
o MEF.

Um estudo comparativo entre o método da integral-J e sua respectiva formulagao
utilizando a técnica IDE foi apresentada por Li, Shih e Needleman (1985). Nesse
trabalho, a técnica IDE foi interpretada como uma aplicagdo do principio dos trabalhos
virtuais e associada ao método da extensdo virtual da fissura. Segundo Li, Shih e
Needleman (1985) a implementagdo da técnica IDE, utilizando o MEF, corresponde ao
método da extensdo virtual da fissura. A andlise comparativa dos métodos sugere a
utilizagdo de elementos finitos singulares apropriados na regido da ponta da fissura ¢ a
aplicacdo da técnica IDE no célculo da taxa de energia disponibilizada para a

propagacao da fissura (%).

1.4.1.4 Formulacdo de Moran e Shih

Para uma extensa classe de problemas em mecénica da fratura, os parametros
que caracterizam os campos na ponta da fissura podem ser representados em termos de
integrais de contorno ou de dominio. Esses parametros s3o valores criticos os quais
podem formar a base de um critério de fratura.

Os resultados satisfatorios de aplicagdes baseadas na integral-J tém estimulado
atividades relacionadas com o desenvolvimento de novas integrais de caminho
independente para solucionar problemas de mecanica da fratura (MORAN; SHIH
1987a). Moran e Shih (1987a) mostraram que as integrais de contorno ou dominio
independentes, desenvolvidas recentemente, sdo apenas representagdes alternativas de
integrais de ponta de fissura especificas.

Moran e Shih (1987a, b) apresentaram uma formulacdo unificada para as
integrais de contorno que sao utilizadas na obten¢do de parametros de ponta de fissura
em diversos tipos de problemas e suas respectivas formulagdes equivalentes no
dominio. As integrais de contorno foram desenvolvidas sob o ponto de vista de que suas
formulagdes, em quaisquer tipos de problema, sdo simplesmente obtidas de leis
apropriadas de balanco de energia. A utilizagdo das equacdes de balango de energia, de
restrigdes apropriadas com relagdo ao comportamento dos materiais € movimentos na
ponta da fissura conduzem diretamente as integrais que sdo utilizadas em analise de

fissuras.
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1.4.1.5 Problemas que envolvem modos mistos

A principal desvantagem dos métodos baseados na integral-J ¢ a necessidade de
procedimentos auxiliares para a extragdo dos fatores de intensidade de tensdo em
problemas que envolvem modos mistos. Entre os procedimentos de extragdo mais
utilizados citam-se: o método direto, o método da decomposicao e o método da integral
de interagdo (MORAN; SHIH, 1987a, b; NAHTA; MORAN, 1993; ORGAN, 1996;
RAJU; SHIVAKUMAR, 1990).

Um estudo comparativo entre o método direto ¢ o método da decomposicao,
aplicado a problemas bidimensionais, foi apresentado por Raju e Shivakumar (1990).
Meétodo direto

O método direto envolve a avaliagdo numérica de integrais de linha na
vizinhan¢a da ponta da fissura. As integrais de linha utilizadas no método direto sdo a
integral-J e a integral do produto (equagdo (1.3)). Essas duas integrais, independentes do
caminho de integracdo, definem o fluxo total de energia que passa através do contorno
em volta da ponta da fissura nas diregdes paralela e perpendicular a fissura,
respectivamente (Figura 1.3). As parcelas do fluxo de energia relativas a cada modo de

deformacao sao descritas em fun¢do das integrais J e do produto

X

1.6
szz_z\/JlJu (1:6)

J, =3+

sendo J, e J, as parcelas do fluxo de energia relativo aos modos de deformagao I e II
(Figuras 2.1 e 2.2), respectivamente. As parcelas J, e J,; podem ser escritas em fung¢ao

das integrais J e do produto (equagdo (1.7)).

I = %(JJM NS R

JH:%(\/JM_JXZ —\/JXI—}-JX2 )2 (1.7)

J

=J,+J;

total

Com isso, ¢ possivel definir quanto cada modo de deformagdo influencia no
fluxo de energia proximo a ponta da fissura e, conseqiientemente, os fatores de

intensidade de tensdo de cada modo.
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Uma das desvantagens desse método ¢ a dificuldade de avaliar numericamente
as integrais de linha proximas a ponta da fissura. Outra desvantagem € que para modos

puros os valores das integrais de contorno J, e J  ndo determinam completamente os
modos individuais. Isto ocorre porque no caso em que J, =0, J fornece a energia

total. A equacdo (1.7) sugere que apenas J, existe. Essa dificuldade se deve a escolha

do sinal positivo para os termos de raiz quadrada na equagdo (1.7) (RAJU;
SHIVAKUMAR, 1990).

Método da decomposicdo

O método da decomposi¢ao envolve a separagdo dos campos de deslocamento e
tensdo em parcelas simétrica e anti-simétrica. Nesse método, a integral do fluxo de
energia proxima a ponta da fissura € avaliada apenas no dominio. A parcela simétrica da
integral esté relacionada com o modo de deformagdo I e a anti-simétrica com o modo de
deformacao II.

Obviamente esse método envolve um procedimento adicional. E necessario
decompor os campos em componentes simétricos e anti-simétricos. Entretanto, os
modos puros sdo diretamente avaliados.

Segundo Raju e Shivakumar (1990), a aplicagdo do método direto ndo apresenta
valores precisos tendo em vista a dificuldade de avaliagdo numérica precisa das
integrais de contorno na ponta da fissura. Os valores obtidos com o método da
decomposicdo sdo condizentes com os encontrados na literatura. O trabalho também
apresenta uma andlise do comportamento da solucdo do método IDE utilizando
dominios com mais de uma camada de elementos em torno da ponta da fissura e
fungdes de ponderacao diferentes. Os resultados mostram que a utilizacdo de apenas
uma camada de elementos, em volta da ponta da fissura, e funcdes de ponderacao
lineares sdo suficientes para obter valores precisos da taxa de energia disponibilizada
para a propagacao da fissura (9).

Método da integral de interacdo

O método da integral de interacdo envolve a utilizagdo de campos auxiliares
assintoticos na regido da ponta da fissura. Esse método foi desenvolvido com base na
forma unificada da integral de caminho independente apresentada por Moran e Shih
(1987a, b). Dentre os métodos citados, esse ¢ o mais geral para extracao dos fatores de
intensidade de tensdo. Os campos auxiliares devem satisfazer as equagdes que regem o

problema e podem ser superpostos aos campos atuais. A introdu¢do desses campos
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auxiliares no sistema resulta em termos de interacdo na expressao da taxa de energia
disponibilizada para a propagacao da fissura, os quais podem ser utilizados para separar
as parcelas da taxa de energia disponibilizada referentes a cada modo. A integral de
interacdo resultante é posteriormente transformada de integral de contorno para integral
de dominio. Com a escolha prudente dos campos auxiliares, os fatores de intensidade de
tensao, relativos a cada um dos modos, podem ser extraidos diretamente.

Nahta e Moran (1993) enfatizaram a aplicagdo do método IDE para a extragao
dos fatores de intensidade de tensdo em modos mistos. Aplicaram o método da integral
de interacdo para problemas axisimétricos de fissuras em interface entre materiais.

Organ (1996) utilizou o método da integral de interagdo para determinar os
fatores de intensidade de tensao em problemas de fratura dinamica envolvendo modos
mistos.

Gosz, Dolbow ¢ Moran (1998) utilizaram o mesmo método na avaliagdo dos
fatores de intensidade de tensdo ao longo de fissuras curvas tridimensionais em interface
entre materiais.

Os valores obtidos nas andlises com o método da integral de interagdo sdo
condizentes com a literatura. Em todos os casos, os valores obtidos para os fatores de

intensidade de tensdo apresentaram boa precisdo numérica.

1.4.2 Meétodos de extraciao superconvergentes

Antes de iniciar a apresentacdo dos métodos superconvergentes sdo necessarias
algumas defini¢des. A energia potencial total de um corpo eléstico, submetido a agdes

externas, pode ser escrita da seguinte forma (SZABO; BABUSKA, 1991):

H(u):%B(u,u)—L(u) (1.8)

sendo +B(u,u) a energia de deformagéo e L(u) o trabalho das forcas externas. B(.,.) ¢

uma forma bilinear e L() ¢ uma forma linear. Com isso, define-se a norma energia:

Jull) = %B(u,u) (1.9)
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Os métodos citados nesta se¢dao sdao ditos superconvergentes porque convergem
para os valores esperados tao rapido quanto a energia de deformacao.

Babuska e Miller (1984a, b, c) apresentaram uma metodologia para o célculo de
funcionais de solu¢des do método de elementos finitos. O funcional pode ser, por
exemplo, uma componente de tensdo em um ponto ou um fator de intensidade de

tensdo. Seja tal funcional denotado por ®(u,,) sendo u, a solugdo numérica de um

problema de valor de contorno obtida com o MEF. Por meio de uma expressao do tipo

®(u, )=B(u,,v) (1.10)

o valor do funcional ¢ calculado. B(.,.) ¢ uma forma bilinear ¢ v ¢ uma func¢ao

adequadamente escolhida e denominada de fun¢do extratora. Métodos desse tipo sdo
chamados de métodos de extragdo. Babuska e Miller (1984c) demonstraram
matematicamente que o erro no valor do funcional calculado por tais métodos pode ser

escrito como

u

|q)(uexata _uefl = | exata  Yer E(Q)”Wexata —Wer E(Q) (11 1)

a solucdo exata do problema, w, e w_. as

exata exata

sendo ||.||E(Q) a norma energia (1.9), u

solucdes de elementos finitos e exata, respectivamente, de um problema auxiliar
(utilizado apenas para demonstracdes teoricas). BabuSka e Miller (1984c) também

demonstraram que € possivel selecionar a funcdo extratora v de tal forma que

||W exata Wef E(Q) - 0 (112)
tdo quanto ou mais rapido do que
|uexata _uef E(Q) _)0 (113)

com o aumento do numero de graus de liberdade da solucdo de elementos finitos.
Portanto, os valores dos funcionais calculados por esses métodos de extragao possuem
pelo menos a mesma taxa de convergéncia da energia de deformagdo do problema, ou

seja, os valores do funcional sdo superconvergentes (BABUgKA; MILLER, 1984b, c).




Introducdo 16

1.4.2.1 Os métodos MIC e MFC

Szabo e Babuska (1988) apresentaram a base tedrica de dois métodos utilizados
para extragcdo dos fatores de intensidade de tensdo da solucdo do MEF: o método da
integral de contorno (MIC) e o método da funcdo cutoff (MFC). Nessa se¢do, 0s
métodos desenvolvidos por Szabd e Babuska (1988) serdo descritos sucintamente. Nos
Capitulos 3 e 4, as formulagdes dos métodos MIC e MFC serdo apresentadas com mais
detalhes.

Ambos os métodos possuem a formulagdo baseada no Principio dos Trabalhos
Virtuais (PTV). Aplicando-se o teorema de Green na formulacao obtida com o PTV ¢
possivel chegar a Lei de Betti que consiste em uma integral de caminho independente.
O caminho de integragdo para extrair os fatores de intensidade de tensdo deve iniciar em
uma aresta da fissura e terminar na outra e o sentido da integra¢do deve ser anti-horario

em relagdo a fissura (Figura 1.5 - para o caso de fissura: o = 27).

Figura 1.5 — Caminho de integrag¢éo em torno de um vértice do dominio (MIC e MFC)
(SZABO; BABUSKA, 1991).

Utilizando um caminho de integragdo circular e a solugdo exata do problema, o
raio utilizado para extragdo dos fatores de intensidade pode ser arbitrario. Porém, como
a solugdo do MEF ¢ utilizada na extracdo, o raio de integracdo deve ser proximo a
extremidade da fissura para garantir a independéncia do caminho.

A formulagdo para o MIC e para o MFC possui um carater geral com relagio ao

tipo de singularidade presente no dominio. A singularidade ¢ caracterizada pelo angulo
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existente entre as arestas que compdem uma regido de extremidade no dominio (Figura
1.5). Ambos os métodos podem ser utilizados na extracao dos fatores Kj, Ky e Ky, bem
como outros coeficientes da expansao assintdtica da solucdo em torno de uma aresta. A
diferenca existente entre esses métodos esta no tipo de funcao extratora utilizada.

No MIC, a fungdo extratora possui a mesma forma da solugdo analitica do
campo de deslocamento nas extremidades reentrantes presentes no dominio, utilizando
os autovalores negativos.

No MFC utiliza-se a mesma forma da funcdo extratora do MIC multiplicada por
uma func¢do suave, denominada de fun¢do cutoff, que varia de 1, no contorno mais
proximo a fissura, a 0, no contorno mais externo (Figura 1.5). Processo semelhante ao
utilizado no método IDE.

O MFC modifica a fungio de extragio tal que (SZABO; BABUSKA, 1988):

e O carater local da funcao de extracdo € preservado no vértice (conseqiientemente
a fun¢do cutoff ¢ igual a 1 no contorno interno)

e A funglo cutoff ¢ uma fungdo suave tal que a solu¢do do problema auxiliar pode
ser bem aproximada pela solucao do MEF.

e A funcao extratora do MFC e a sua derivada anulam-se no contorno e fora do
caminho fechado de integracdo, conseqiientemente as tensdes e tragdes
correspondentes para a solu¢do do MEF ndo precisam ser consideradas. Por esta

razdo o MFC ¢ mais preciso do que o MIC.

Szab6 e Babuska (1988) também apresentaram uma analise da convergéncia dos
fatores de intensidade de tensdo obtidos com MIC ¢ MFC da solugao do MEF na versao
p' em problemas bidimensionais. Em todos os casos os métodos convergem para os
valores analiticos na mesma taxa da energia de deformagdo, ou mais rapido. Porém a

convergéncia nao ¢, em geral, monotonica. Pela precisdao obtida para os fatores de

intensidade de tensdo, um destaque maior ¢ dado aos valores extraidos com o método

MEC.

" A versio p do MEF é uma extensdo do MEF baseada no controle do erro da solugdo por meio do
incremento da ordem polinomial das fun¢des de forma dos elementos. Denomina-se extensdo de um
método numérico toda mudanga sistematica de discretizagdo que gera um aumento no numero de graus de
liberdade da solugdo. Outras extensées do MEF sdo: a versdo h (que envolve a variagdo do nimero de
graus de liberdade pelo controle do tamanho dos elementos) e a versdp hp (que € uma combinacdo das
versdes h e p) (SZABO e BABUSKA, 1991).
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Szab6 e Babuska (1988) mostraram uma analise da convergéncia da norma do
vetor cujas coordenadas sdo os fatores de intensidade de tensdo. Nessa andlise foram
utilizados os métodos MIC, MFC e o método da derivada da rigidez (PARKS, 1974).
Em todos os métodos, os resultados foram obtidos a partir da solu¢do do MEF na versao
p' Os trés métodos apresentaram forte convergéncia e mais uma vez o MFC apresentou
os melhores resultados. Nessa andlise, o método da derivada da rigidez apresentou um
maior custo computacional do que o MIC e o MFC.

Algumas complica¢des podem surgir com o uso e implementagao do MIC e do
MFC em problemas cujo comportamento da solu¢do na regido de singularidade ndo ¢
conhecido. Isso dificulta a escolha da funcdo extratora que serd adotada na
implementagdo. As fungdes extratoras utilizadas no MIC e no MFC dependem dos
autovalores e das autofuncdes do problema. Em problemas mais gerais € possivel obter
os autovalores e as autofungdes numericamente (PAPADAKIS; BABUSKA, 1995;
YOSIBASH; SZABO, 1995b).

Yosibash e Szabd (1995¢) apresentaram uma extensdo do MIC para extrair os
fatores de intensidade de tensdo em problemas axisimétricos utilizando a versao p do
MEF'. Embora o problema axisimétrico possua a formulagdo reduzida para o problema
bidimensional, faz-se necessario um tratamento especial para encontrar sua solugdo na
vizinhanga de arestas de singularidade. Sendo assim, utilizou-se o Método de Steklov
Modificado (MSM) (YOSIBASH; SZABO, 1995b) para compor a fungio extratora
desta extensdo do MIC. Segundo Yosibash e Szabd (1995c¢), os valores computados
com a extensdio do MIC para problemas axisimétricos também exibem

superconvergencia.

1.4.2.2 Meétodo de Yosibash e Szabo

Yosibah e Szabo (1995b) desenvolveram o Método de Steklov Modificado
(MSM). Esse método pode ser aplicado a problemas com singularidades associadas a
dominios que possuem extremidade, anisotropia, interface de materiais compostos e
mudangas bruscas nas condigdes de contorno. Exemplos numéricos de problemas
isotropicos e anisotrépicos, utilizando a versio p do MEF', comprovaram que o0 MSM
exibe superconvergéncia. Esse método pode ser utilizado na elaboracdo de fungdes
extratoras para os métodos MIC e MFC aplicados aos casos em que a solu¢do exata ndo

¢ conhecida.
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Utilizando o MSM para compor funcgdes extratoras ¢ a versdo p do MEEF,
Yosibash e Szabd (1995a, 1996) desenvolveram um método baseado na formulacao
fraca complementar para problemas elipticos. Baseado no mesmo principio, Yosibash
(1997b) desenvolveu um método para a extragcdo das componentes do tensor de tensdo
em um ponto, da solu¢io do MEF nas versdes h e p', para problemas bidimensionais
elasticos lineares.

A comparacao numérica entre o método de Yosibash e Szabo (1995a, 1996) e o
MIC mostra que, para a versdo p do MEF, os dois métodos convergem fortemente para
os valores esperados. Porém, os valores obtidos com o MIC apresentaram melhor
convergéncia. Segundo Yosibash e Szabd (1995a, 1996), o melhor rendimento do MIC,
em relacao ao método baseado na formulagdo fraca complementar, esta relacionado ao
uso da fungdo extratora com base na solu¢do do MSM, enquanto que no MIC foi
utilizada a solucdo analitica.

Yosibash (1997d, 1998) apresentou uma aplicacdo do método baseado na
formulagdo fraca complementar, em conjunto com o MSM e a versdao p do MEF, para
problemas termoelésticos bidimensionais com pontos de singularidade. Yosibash
(1997a, c) ampliou a formulagdo do MSM para problemas tridimensionais elasticos
lineares com arestas de singularidade. Nos dois casos, os valores obtidos sao
condizentes com os encontrados na literatura.

Os autovalores e autofuncdes, obtidos com o MSM, podem ser utilizados em
extensdes, para o caso tridimensional, dos métodos de extracdo dos fatores de
intensidade de tensdo descritos nessa se¢ao. Particularmente o MIC e o MFC, que sdo os
métodos de extracao a serem utilizados no presente trabalho.

O presente trabalho propde a extragdo dos fatores de intensidade de tensdo da
solucdo do método de elementos finitos generalizados (MEFG). Os problemas
apresentados aqui sdo elasticos bidimensionais, lineares e isotropicos. Na extracdao dos
fatores de intensidade de tensdo utilizam-se os métodos da integral de contorno (MIC) e
da fun¢do cutoff (MFC) em problemas de modos mistos ¢ o método da integral-J em

problemas de modos puros.




Introducdo 20

1.5 Estrutura da dissertacao

Nesta se¢do, apresentam-se alguns parametros e aplicagdes da Mecanica da
Fratura, uma breve introdugdo sobre o0 MEFG, os objetivos do presente trabalho e uma
revisdo sobre os principais métodos encontrados na literatura. Nas demais secdes, a

dissertacdo encontra-se divida da seguinte forma:

e No Capitulo 2, desenvolve-se a formulacdo analitica para a solucdo da
elasticidade na vizinhanca de regides reentrantes do dominio. Tal solugdo tem
grande importancia na formula¢do dos métodos de extracdo MIC e MFC;

e No Capitulo 3, apresenta-se a formulacdo dos métodos de extragdo
implementados para as analises desenvolvidas nesta dissertacao;

e No Capitulo 4, propde-se uma formulacdo numérica para os métodos de extragao
que possui como principal caracteristica a independéncia da discretizagdo
utilizada na analise. No processo de integragdo numérica, os elementos da malha
ndo sdo utilizados;

e O Capitulo 5 exibe uma descri¢do do programa SET (Scientific and Engineering
Toolkit), da implementagdo computacional dos métodos de extragdo e dos
recursos computacionais utilizados nas implementacdes;

e O Capitulo 6 expde os resultados e as discussdes dos exemplos numéricos
desenvolvidos no presente trabalho;

e E, finalmente, o Capitulo 7 apresenta as principais conclusdes deste estudo e as

propostas para trabalhos futuros.

Nos apéndices A, B e C encontram-se algumas formulagdes desenvolvidas para
a implementacdo dos métodos de extragdo, bem como os cddigos computacionais

utilizados nesses desenvolvimentos.




2 Problemas elasticos com pontos singulares

Neste capitulo, apresenta-se a solucdo da elasticidade para problemas
bidimensionais que possuem regides reentrantes em seu dominio. Nesse conjunto de
problemas encontra-se o objeto de estudo da mecanica da fratura eléstica linear: o
problema de uma fissura em um dominio elastico. As formulagdes apresentadas aqui
sdo particularizadas para o caso plano e material isotropico e estdo baseadas em

(BROEK, 1982; SZABO; BABUSKA, 1991; VALLIAPAN, S. 1981).

2.1 Conceitos basicos de Mecanica da Fratura

A solugdo elastica linear da fratura ¢ um caso particular da solu¢ao da
elasticidade para problemas que possuem arestas reentrantes em seu dominio. Nessa
secdo, apresenta-se um breve resumo dos principais pardmetros da mecanica da fratura.
Tais parametros sdo necessarios para o entendimento e desenvolvimento da solugdo da

elasticidade na vizinhancga da fissura.

2.1.1 Modos de deformacio

O campo de deformagdo em torno de uma fissura em um soélido qualquer,
submetido a um determinado carregamento, pode ser decomposto em trés componentes
ou modos de deformagao (BROEK, 1982). Tais modos sao definidos a seguir:

Modo de abertura (Modo I)

Modo de deformagdo em que as duas faces da fissura sdo separadas na dire¢do y

(Figura 2.1) e as deformacdes sdo simétricas em relagdo aos planos x-z e x-y. Para esse
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modo, os deslocamentos da superficie da fissura sao sempre perpendiculares ao plano

da fissura.

Figura 2.1 — Modo de abertura (Modo I).

Modo de cisalhamento ou de deslizamento (Modo 1)

Modo de deformagdo em que as faces da fissura deslizam uma sobre a outra na
dire¢do x (Figura 2.2) e as deformagdes sdo simétricas em relagdo ao plano x-y e anti-
simétrica em relacdo ao plano x-z. Nesse caso, os deslocamentos da superficie da fissura

acontecem no plano da fissura e perpendiculares a aresta da extremidade da fissura.

Figura 2.2 — Modo de cisalhamento (Modo II).

Modo de rasgamento (Modo 111)

Modo de deformagdo em que as faces da fissura deslizam uma sobre a outra na

direcdo z (Figura 2.3) e as deformacgdes sao anti-simétricas em relacao aos planos x-y e
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x-z. Nesse caso, os deslocamentos da superficie da fissura acontecem no plano da

fissura e paralelos a aresta da extremidade da fissura.

Figura 2.3 — Modo de rasgamento (Modo III).

A deformagdo da fissura pode ser representada por uma superposicao dos trés
modos de deformagdo apresentados. Para o caso plano, a resposta de deformagdo da
fissura ¢ composta por modos I e II. O modo III aparece apenas nos casos

tridimensionais.

2.1.2 Fatores de intensidade de tensao

Cada modo de deformagdo possui um campo de tensdo associado. A Equacao
que descreve os campos de tensdo na vizinhanca de uma fissura reta pode ser escrita da

seguinte forma (BROEK, 1982):

o = Ka gt (0) 2.1)

n =L I I indica cada um dos modos de deformacdo, r ¢ 6 sdo coordenadas polares
centradas na ponta da fissura e fif.“)(e) sdo fungdes suaves diferentes para cada
componente do tensor de tensdo e para cada modo.

Os parametros K,, K, e K, sdo conhecidos como fatores de intensidade de

tensdo correspondentes aos trés modos de deformacdo. Esses fatores caracterizam a

magnitude dos campos de tensao na ponta da fissura.
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2.2 Descricao da solucdo exata em um dominio com pontos singulares

Para problemas bidimensionais, a solucao exata pode ser escrita como a soma de

duas fung¢des: uma funcdo suave qualquer u, e, na vizinhanga de um ntmero finito de

pontos P, P,,...,P_, funcdes na forma (SZABO; BABUSKA, 1991):

u, =y A" (0) (2.2)

i=1

1

sendo r e O coordenadas polares centradas no ponto P, (kzl, 2,...,n), A
coeficientes que dependem do carregamento e da geometria do dominio e ‘Pi(e)
fungdes suaves.

Os pontos P, sdo denominados de pontos singulares, os quais podem aparecer

no interior do dominio de solu¢do, no contorno do dominio de solugdo, ou fora do

dominio de solugdo. Um tipico dominio de solugdo com pontos singulares ¢ mostrado

na Figura 2.4.

Figura 2.4 — Dominio tipico com pontos singulares (SZABO; BABUSKA, 1991).

Para pontos singulares que pertencem ao dominio de solucdo, ou no contorno do

dominio de solugdo, o pardmetro A, e as fungdes associadas ‘() caracterizam a

singularidade da solu¢do exata (u.,) na vizinhanga do ponto singular. Em pontos
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singulares que nao pertencem ao dominio de solugdo, a distancia do ponto singular ao

dominio de solugdo, junto ao parametro A, e as fungdes associadas ¥, (0), determinam

a singularidade de u, .

2.3 Soluc¢ao exata bidimensional na vizinhanca de pontos singulares

A solugdo de problemas elasticos bidimensionais, considerando forgas de

volume nulas ou constantes, resume-se a encontrar uma solugdo para a equagao (2.3)

010 1Yo 10 18 )y g 23
o’ ror r?o0* \or* ror r? oo’ (2:3)

conhecida como equagdo biharmdnica, sendo ® denominada funcao de tensdao de Airy

(VALLIAPAN, 1981).

Na vizinhanga de quinas reentrantes (Figura 2.5), a funcdo de tensdo pode ser

descrita na forma

® = d(r,0)=r""'F(0) (2.4)

A escolha da fungdo de tensdo apresentada em (2.4) ¢ conhecida como técnica de

separagdo de varidveis.

AY
T
i
u/2 !
r
;7 P
/i n 0
arestas >
\ n X
\\\ —
u/2

Q

Figura 2.5 — Vizinhangca da singularidade (SZABO; BABUSKA, 1991).
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Para que a equacdo (2.4) satisfaga a equacdo biharmonica (2.3), F(O) deve

obedecer a seguinte equagao:

+(* +1)F(6)=0. 2.5)

A solugdo geral da equacdo (2.5), para A # 0 e A # £1 ¢ escrita na forma:

F(G) =a, cos[(k - 1)6] +a, cos[(k + 1)6] + a3sen[(7» - 1)6]+ a4sen[(k + 1)6] .

Parte simética (PAR) Parte anti—simétrica (IMPAR)

(2.6)

A relacdo entre as componentes de tensdo em coordenadas polares ((‘Sr, Cy» Tre)

e a funcao de tensdao ® ¢ da forma (VALLIAPAN, 1981):

o, =100, 120 rk‘{(k+l)F(e)+d2F(e)} @

"ror r?oor’ de?
o0’D .
Sy = 3 =MA+1)""F(0) (b) (2.7)
2
. 10’ 1 o _ dF(6) ©
TTo00 00 do .

Para determinar os autovalores A e as constantes a,, i=1,2,3,4, assume-se que
o dominio Q (Figura 2.5) ¢ infinito e impde-se apenas as condi¢des de contorno nas
arestas. Consideraremos aqui 0 caso em que as tensdes nas arestas em 0 =zto,/2
(Figura 2.5) sdo nulas. O procedimento para outras condi¢des de contorno nas arestas ¢

andlogo. Para 6=—0/2 o vetor normal a aresta é n=—e,. Assim, aplicando a

condig¢do de contorno na aresta 6 = —o/2, tem-se:
0 Teo (r,—%) =0
{ } - . (2.8)

Para 6 =0/2 o vetor normal & aresta ¢ n=e¢,. Com isso, aplicando-se a

condi¢do de contorno na aresta 0 = a,/2 , tem-se:
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(00
Ty (r,—j =0
{0} SN2 2.9)

COS((X—l)Ej cos —sen((h—l)%} —Sen[(}\,+])%j
solod] el

J 0

j -9 (2.10)
) sen((x - 1)%] sen((?» + 1)%) a; g

5

A cos((k _ 1)%] _ cos((k + 1)%1

( (.+1)
Asen[(k - 1)%} sen( (h+1)
cos((?» - 1)3j cos( (L +1)

( 0.+1)

Asen((k - 1)%} sen

M|Q l\)|$2 N|Q NIQ

Manipulando algebricamente o sistema (2.10), chega-se a um sistema

equivalente no qual € possivel verificar que a, € a, sdo independentes de a, ¢ a,.

I cos[(x—l)%j cos((k+1)%j 0 o |
Asen((x—l)ﬂj sen((?w—l)gJ 0 0 a; ’
0 2 0 2 sen((x—1)%j sen((xﬂ)%j 33 i § -
0 0 Acos[(x—1)%J cos[(mn% 4
sendo:
Ad:% (2.12)

Para que a solucdo ndo trivial exista, o determinante da matriz do sistema (2.11)

deve ser nulo. Para isso, as seguintes equagdes devem ser satisfeitas:

cos((k - 1)%jsen((x + 1)%] - Asen((k - 1)%] cos((x + 1)%} =0, (2.13)
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sen[(% - 1)%) cos((x + 1)%) ~A cos((x - 1)%jsen[(x + 1)%) =0. (2.14)

Simplificando:

sen(Ao)+ Asen(ra) =0, (2.15)
sen(ha)—Asen(ha)=0. (2.16)

Assumindo que A ¢ um numero real, se A ¢ solucao da equacao (2.15) ou da
equacdo (2.16), entdo —A também ¢ solugdo. Entretanto, para que o campo de tensdao
correspondente a solucdo possua energia de deformagdo finita, A deve ser maior que
zero (L >0).

Considerando que k(il) , 1=12,..., ¢ solugdo da equagdo (2.15), do sistema

(2.11) tem-se:

a, cos((?&i” — 1)%] +a, cos((k(i” + 1)%j =0, (2.17)
alAﬁ”sen((xg“ - 1)%) + azsen((k(il) + 1)%} -0, (2.18)
M _
sendo A" = ——— Assim, define-se:
A0 41

COS((%:) _I)ZJ A(il)sen((k(i” - I)ZJ

QU _& - . (2.19)

A cos[(k(i” + l);j sen((%i” + l)zj

Utilizando-se a defini¢do (2.19), a equagdo (2.4) pode ser escrita da seguinte

forma:

® =" [oos((1 ~1)0)+ Q" cos((A” +1)0)]. (2.20)




Solugdo exata bidimensional na vizinhanga de pontos singulares 29

Considerando A” , i=12,..., como solugdo da equagio (2.16), e

desenvolvendo de forma similar ao procedimento anterior (de (2.17) a (2.19)), define-

S€:

sen[(%fz) —1);) 0 cos((%ﬁz) —l)(;)

5 a
Qi()=_4=_

= : (2.21)
% sen ((kfz) +1)§j A7+ Ccos ((Mz) +1)(;j
Assim, obtém-se a seguinte func¢do de tensao:
® =r""*'[sen((A? ~1)0)+ Q@sen((1> +1)p)]. (2.22)

Nota-se que (2.20) ¢ simétrica em relagdo a 0, enquanto (2.22) ¢ anti-simétrica.
Os campos de tensdo e de deslocamento correspondentes a (2.20) sdo denominados de
Modo I e os campos de tensdo e deslocamento relacionados a (2.22) sdo denominados
de Modo II.

Para o Modo I, as equacdes que descrevem as componentes do campo de

deslocamento podem ser escritas na forma:

u® = % e = QP (A0 +1))cos(0) - 1 cos((1 - 2)0)], (2.23)
ul = %r“” |:(K +Q (A +1))sen(170) + Asen (1 -2) e)} , (2.24)
ou ainda:
i ={HEZ} = fe (o)), (2.25)
w26

sendo

(2.26)

{\Pia) (6)}: {(K - Qfl) (}Jil) + 1))cos (7‘?)9)_ 7‘(11) cos((xﬂu - 2)6)} ,

(k- QU + ben(u00) 20sen((u - 2))
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G ¢ 0 modulo de rigidez ao cisalhamento e k ¢ a constante de Kolosov. k ¢ funcdo do

coeficiente de Poisson. Para o estado plano de deformac¢do (EPD), k ¢ definida como:

K=3-4dv, (2.27)

para estado plano de tensao (EPT), tem-se:

3_
k=""Y (2.28)
1+v

As componentes de tensao para o Modo I sdo:
o =20 2= Q@ (1 +1))eos (A —1)0)- (1 —1)eos(A -3))],  (2:29)
o =20 2+ QU (1 +1))cos (1 —1)0)+ (1 —1)cos((1" —3)0)],  (2.30)

e = a0 00 — ke (2 =3)0)+ QU (A + 1hen((1 1)) 231

Para o Modo II, as equagdes que descrevem as componentes do campo de

deslocamento podem ser escritas na forma:

u® = %r”ﬁ” (= QP (1) +1)ken(12'0) - 1Psen((1?) —2)0)], (2.32)
u? = —%W [(HQ@ (A1) oos (270)+ 2 cos( (17 - 2)9)}, (2.33)
ou ainda:

) 2
af”Z{Ez‘;>}=ir*“{w><e>}, @34)
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sendo

1

0
- (K +QP (X(z) + 1))cos (7»1(2)9) 2P cos ((MZ) -~ 2)

1

(K ~ sz) (Mz) + 1)) sen (xf”e) - kfz)sen ((kfz) - 2)
(2.35)

As componentes de tensdo para o Modo II sdo:

o =20 22 Q@ (0 +1)ken (12 — 1)) - (1?9 —1)en (02 - 3))].  236)
o =224+ QP0) + 1 )ken (1P —1)0)+ (0P —1ken((1? =3)0)],  (2.37)

T = —kfz)rw_l [(7»1(2) - 1) cos ((7»1(2) - 3) 6) +Q? (7»1(2) + 1) cos ((7»1(2) - 1) 9)} . (2.38)

O desenvolvimento apresentado ¢ valido para uma regiao reentrante no dominio
de angulo a qualquer (Figura 2.5). No caso da mecanica da fratura, particulariza-se a
solugdo para a = 21 . Neste caso, as equagoes (2.15) e (2.16) sdo idénticas e suas raizes

sdo reais e simples (ndo repetidas ou multiplicidade 1).

sen(A2m) =0
gl (2.39)
2
sendoi#0 ei#2,pois A #0 e A #=xl, assim:
YO N R S (2.40)
' ' 2 2 2

Assumindo que as faces da fissura possuem tensdes nulas, energia de
deformacao finita e desprezando os deslocamentos e rotacdes de corpo rigido, qualquer

solucdo na vizinhanca da fissura pode ser escrita na forma:

o A0 > AP,
{3*}=zAi 0O 3 A o)) @41)
y i=1

2G = 2G
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A série infinita da equagdo (2.41) converge absolutamente para r<r, para
qualquer r, >0. Os coeficientes A ¢ A§2> sdo chamados fatores de intensidade de

tensdo generalizados. A relagio entre os coeficientes Al ¢ A® ¢ os fatores de

intensidade de tensdo do Modo I e do Modo 11 ¢ da forma:

AY =

K 2.42
Jor (2:42)

Do ponto de vista de analise de engenharia, os vértices com angulo o de 360°,
270°, 240°, 225° e 210° sdo de grande importancia (SZABO; BABUSKA, 1991).

Para estes angulos os valores de A, para os Modos I e II sdo:

Tabela 2.1 - Valores de A, para os Modos de deformacao I e II para vértice com angulo
o (SZABO; BABUSKA, 1991).

o k?) MZ)
360° 0,500000 0,500000
270° 0,544484 0,908529
240° 0,615731 1,148913
225° 0,673583 1,302086
210° 0,751975 1,485812

As equagoes da elasticidade para a vizinhanga em torno de uma regido reentrante

no dominio, desenvolvidas neste capitulo, serdo utilizadas na formulacdo dos métodos
de extracdo dos coeficientes Ai(“) da expansdo assintotica e, em particular, para extragdo

dos fatores de intensidade de tensdo. No Capitulo 3 serdo apresentadas as formulagdes

dos métodos de extragao utilizados no presente trabalho.




3 Formulacao dos métodos de extracao

A extragdo dos fatores de intensidade de tensdo ¢ de grande importancia para a
analise do comportamento da fissura em um so6lido. Neste capitulo sdo demonstradas as
formulagdes dos métodos da integral de contorno (MIC) e da fun¢do cutoff (MFC).
Esses métodos foram desenvolvidos por Szabo e BabuSka (1988) no contexto do
método de elementos finitos (MEF). As formulacdes desenvolvidas por Szabd e
Babuska (1988), para os métodos de extragdo, servem ndo sé para a extragdo dos fatores
de intensidade de tensdo, mas também para a extragdo de outros coeficientes da
expansao assintotica. No presente trabalho, tais métodos sao utilizados para extrair os
fatores de intensidade de tensdo da solucdo do método de elementos finitos

generalizados (MEFG).

3.1 Integral independente do caminho — Lei de Betti

Seja u um campo de deslocamento para o problema eldstico plano, sendo:

a:(sygzﬁ G.1)

A representagdo vetorial do tensor de deformagdo, correspondente ao campo de

deslocamento (3.1), e suas respectivas componentes sao definidos da seguinte forma:

O 3.2)
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As relagdes entre deformacao e deslocamento sao:

ou
(u) _ 9YUy
el == (a)
ou
el = 8; (b). (3.3)
o _Ou, du
Yo = ©)
dy  oOx

Similarmente, definem-se a representacdo vetorial do tensor de tensdo e suas

componentes correspondentes ao campo de deslocamentos (3.1):

{G(“)}z{ci“) G(y“) rg‘;)}T. (3.4)

ot} =[Ele™} (3.5)

sendo [E] uma matriz simétrica, positiva definida, denominada de matriz constitutiva de
rigidez do material. Considerando-se for¢as de volume nulas, deformagdes iniciais nulas
e que o campo de deslocamentos (3.1), bem como o tensor de tensdo correspondente

(3.5), satisfazem as equagdes de equilibrio, tem-se:

u (u)
6(55( ) + &EJ =0
0x oy
50 5 (3.6)
TXY Gy — O
0x oy

Sejam n, e n, os co-senos diretores de um vetor normal ao contorno do

dominio de um corpo elastico plano, em um ponto P qualquer pertencente ao contorno,

a relagdo entre as componentes do vetor tragdo e o tensor de tensdo no ponto P é:

TW = csf(“)nX + tg(‘;)n

(
(w) _ () (u)
Ty =1, +0,n,

y

(3.7)
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Seja v (3.8) um campo de deslocamento arbitrario e que a energia de
deformacdo associada a este seja finita no dominio Q (Figura 3.1). Admite-se que as

tragoes (3.7) sdo determinadas ao longo do contorno 0Q (Figura 3.1).

(3.8)

Na auséncia de forcas de volume, agdes térmicas e restri¢des elasticas, o principio dos

trabalhos virtuais (PTV) pode ser escrito na forma:

”{a(v) }T {G(“)}dxdy = J-(T)EU)VX +Ty(“)vy)ds
3 i (3.9)

Trabalho Vitual das Forgas Internas Trabalho Virtual das Forgas Externas

para todo deslocamento virtual v (3.8).

Figura 3.1 — Dominio do problema Q e subdominio de integragio Q.

As componentes dos tensores de deformacdo e de tensdo associados a v sdo
definidas por meio das equagdes (3.2), (3.3), (3.4) e (3.5). Pela simetria de [E] e

utilizando as equagdes (3.5) e (3.9), tem-se:
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| (e} [E]e Jaxdy = I ([ENe))' {elaxay
= [[{o""} (e axdy = j( Iy, + Ty )ds'

Q

(3.10)

A equacdo (3.10) ainda pode ser escrita na seguinte forma:

H[G v) y+1:()(6Ouy Ox)hxdy I V +T V)ds G.11)

Aplicando-se o teorema de Green, tem-se:

J.(T( hu, +T )ds— I (T)Eu)vX +Ty(u)vy)ds

m 3.12
B ol o) o) ool dxd ' (3.12)
—H ot U H ot |uy |dxdy
Q

Considerando-se que as tensdes correspondentes aos campos u (3.1) e v (3.8)

satisfazem as equacdes de equilibrio (3.6) e que as for¢as de volume s3o nulas, chega-se

a Lei de Betti

I(T( )u +T u )ds—J‘( )V +T v )ds (3.13)

oQ oQ

em (3.13) a integracdo ¢ feita em torno do dominio Q no sentido anti-horario (Figura
3.1).
Adota-se um subdominio de Q, denominado de Q", na vizinhanga da regido

reentrante do dominio (Figura 3.1). Q" ¢ contornado por duas curvas continuas (I, e
I',) e por trechos das arestas (I'; e I',). Sendo assim, cada integral da equacio (3.13)

pode ser subdividida da seguinte forma:

J.(T( v, + Ty )ds_j(T Uy, 4+ Ty )ds+j(T v, + Ty Js

ey T

+IT v, +T V)dS-i-J‘(T )V +T V)dS‘

I,

(3.14)
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Admite-se que os campos u (3.1) e v (3.8) satisfazem as condi¢des de contorno

de tensdo nula nas arestas (6,=1,=0 em O=zxa/2). Assim, utilizando-se as

equacodes (3.13) e (3.14), tem-se:

I(T)Ev)ux + Ty(v)uy )ds + J(T)Ev)ux + Ty(v)uy )ds

n r

= I(T)EU)VX + Ty(”)vy )ds + I(Ti“)vx + Ty(“)vy)ds’

T r

(3.15)

em (3.15) a integral ¢ feita em torno do dominio Q" no sentido anti-horério.

Na equagdo (3.15), a integracio ao longo do contorno I} ¢é feita no sentido
horario com relagdo a regido reentrante no dominio (Figura 3.1), enquanto a integral em
I, ¢é feita no sentido anti-horério. Invertendo-se o sentido de integragio ao longo do
contorno I, as integrais ao longo dos contornos I', e I', sdo determinadas no sentido

anti-horario com relagao a regido reentrante do dominio.

J(T}EU)VX + Ty(“)vy )ds — J(T)Ev)ux + Ty(v)uy )ds

o Iy

= I(Ti“)vx + Ty(“)vy )ds - I(Tiv)ux + Ty(v)uy )ds

T I,

(3.16)

Na equacao (3.16), fl* indica a integragio ao longo do contorno I', no sentido
anti-horario. Como I, e T, sdo arbitririos, conclui-se que a integral (3.17) ¢

. . . * e~
independente do caminho. O caminho ' (3.17) deve comecgar em uma aresta da regido
reentrante ¢ terminar na outra sempre no sentido anti-horario, como apresentado na

Figura 3.1.

L. (ﬁ, \7) = J(T}EU)VX + Ty(“)vy )ds - J(T)fv)ux + Tﬁv)uy )ds (3.17)
L8

l—‘*

Quando o tensor de tensdo correspondente ao campo v (3.8) ndo satisfaz as
equacdes de equilibrio e nem as condigdes de contorno em tensdo nas arestas da regido

reentrante, substitui-se (3.17) por:
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X X
p =k
1—‘l 1—l

= J. (T}EU)V + Tiu)vy )ds - J. (T,Ev)ux + Ty(v)uy)ds
r

I(T)EU)V +T§“)Vy)ds—I(T,Ev)u +Ty(v)uy)ds

> ) T,
- J‘ (T(V)u + T(V)uy )ds - J- (T)Ev)uX + Ty(v)uy)ds ' G-18)
o

~ (V) a.r(") a.r(") 66(")
00y Xy Xy y
+ J-|:(_3x +3 )ux+( = e L dxdy

3.2 Ortogonalidade das autofuncoes

No desenvolvimento da solug¢do da elasticidade na vizinhan¢a de uma regido
reentrante no dominio (Se¢do 2.3) foram consideradas apenas raizes reais e simples (ndo
repetidas ou multiplicidade 1). Tal consideragdo € particularmente importante, pois para
a mecanica da fratura elastica linear os autovalores sdo reais e simples e as autofungdes

sdo da forma:

)= ) (3.19)

n (n =1, 2) representa as partes simétrica e anti-simétrica da solucdo, respectivamente.
‘I’i(l)} (2.26) ¢ {‘Pi(z)} (2.35), definidas na se¢do 2.3, sdo fungdes ortogonais.

A ortogonalidade entre fun¢des pode ser interpretada como uma generalizagao
da propriedade de ortogonalidade entre dois vetores em um espago de dimensdo i
(3.19). As componentes do vetor podem ser representadas por fungdes continuas de
varidveis independentes e i indica a quantidade de funcdes.

Considera-se que os campos de deslocamento u (3.1) e v (3.8) sdo fungdes na

forma:

i, = %r”f“) fw) = %r“"}) el am=12 . (3.20)

<!

No campo de deslocamento Vv, o indice —j serve para indicar o uso de autovalores

negativos na determinagdo deste campo. Sendo assim, X(f’j) = —k(}“).
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Assume-se, na integral (3.17), o contorno I'" = I',. Sendo I') um arco circular

de raio p, centrado no vértice da quina reentrante, como ilustrado na Figura 3.2.

a/2 P

Figura 3.2 — Caminho de integrag@o circular (I')) na vizinhanga da regido reentrante.

O vetor tragdo correspondente ao campo de deslocamento u; no contorno I, ¢

escrito na forma:

1 1

{T(ui)} _ }\’En)prn)_l {Y(n)} (3.21)
{Ti(“)} ¢ calculado por meio da equacgao (3.22)

{Ti(“)}= [Gf“)]{N}; onde {N}={cos(6) sen(6)}" (3.22)

sendo {N} um vetor unitario normal ao contorno I') em um ponto P qualquer (Figura

3.2). As componentes do tensor [Gi(“)] sdo as equacoes (2.29), (2.30) e (2.31) para a
parte simétrica e as equagdes (2.36), (2.37) e (2.38) para a parte anti-simétrica. Assim, a

fungdo {Yi(“)} pode ser escrita da seguinte forma: para n =1 (parte simétrica)
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(-0 4+ es(( 1)) e (3]0
+[(x§” ~1)sen((1 ~3)0)+ Q" (A +1)sen (2" —1)9)] sen(0)
fvij - (3.23)
(1 =1)sen((24” =3)0) + Q" (1" +1)sen( (A ~1)0) |cos(6)

+[(2 +Q (1 +1))cos((A ~1)0) + (A ~1)cos (A" —3)9)}sen(9)

e para n = 2 (parte anti-simétrica)

[(2 - Qf2) (kf2) + 1))sen ((x?) - 1) 9) - (ki(z) - l)sen ((x?) - 3)6)] cos (9)
+ [—(Xi@) - l)cos ((M” - 3) 9) -Q® (kf” + 1) cos ((kf” - 1)6)} sen(@)

(Y= (3.24)
[—(Mz) - 1) cos((kfz) - 3) 6) -Q® (MZ) + l)cos ((MZ) - 1) 9)} cos (9)

#] (24P (17 1) )sen (7 ~1)0) + (1 ~1)sen (1 ~3)0) sen(0) |

Similarmente, o vetor de tragdo correspondente ao campo de deslocamento Vv

em Fp é:

{Ti(”)} _ k<m>pxﬂ“}>—l {Y@)} (3.25)

-J -J

{Y_(gn)} ¢ escrita na forma das equagdes (3.23) e (3.24), modificando apenas o uso de

auto-valores negativos.
Utilizando-se os campos de deslocamento (3.20), as tragdes (3.21) ¢ (3.25) e a

integral independente do caminho (3.17) no contorno I, tem-se:

n) 5 (m)
Irp (ﬁi,flfj): o Cgfna?); (m,n=1,2) (3.26)

sendo:

el =L T oty o) e @) -2 iy ) (i (o) (3.27)
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Irp (3.26) ¢ uma integral independente do caminho, portanto ¢ independente do

raio de integragdo p (Figura 3.1). Algumas observagdes podem ser feitas com relagdo

ao valor final da integral (3.27):

e Se K(i“) # ‘7»(:‘.)‘ a equacao (3.26) so sera independente de p se, e somente se,

cim =0,

i
o Se k(i“) = ‘k(f})‘ e m#n o integrando ¢ a soma dos produtos internos das partes

simétrica e anti-simétrica da solugdo, portanto Cf“fjn) =0 e, conseqiientemente, a
equacdo (3.26) sera independente de p.

o Se ?»(i“) =

"/, para m=n e i=j no caso anterior, clmn) pode ser arbitrario e

i,—]

a (3.26) sera independente do caminho.

Assim, para que a equagdo (3.26) seja independente do caminho, das

propriedades da equacdo (3.27), tem-se:

Sei=jem=n

(") (o) = Cmm)

¢,(a)=C™",

cim) = ‘N() ' (3.28)
s€nao
0

3.3 Extracao dos fatores de intensidade de tensao

Utilizando-se as formulagdes apresentadas nas Sec¢des 3.1 e 3.2 ¢ possivel
desenvolver algoritmos para extragdo dos fatores de intensidade de tensdo. Assim,
Szabo e Babuska (1988) apresentaram o método da integral de contorno (MIC) e o
método da funcdo cutoff (MFC) para a determinagdo dos coeficientes da expansao
assintotica Afm)(i=1, 2,...,mn=1, 2) (2.41). No presente trabalho, enfatiza-se a
extracdo dos primeiros termos da expansao assintotica, que sdo equivalentes aos fatores
de intensidade de tensdo. A principal diferenca entre os métodos MIC e MFC est4 na

escolha das fungdes extratoras utilizadas. Essas e outras particularidades dos métodos

sao apresentadas nas Secoes 3.3.1 e 3.3.2.
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3.3.1 Método da Integral de Contorno (MIC)

Considera-se, primeiramente, o caminho de integragdo I, como um arco
circular de raio p centrado no vértice da regido reentrante do dominio (Figura 3.2).
Assume-se p suficientemente proximo ao vértice, de maneira que a solugdo exata

{u EX } possa ser representada por:

o0 2 A(n) .
{uEX}:ZZ 21G rkli){‘Pi(“)}. (3.29)

i=l n=1

O respectivo vetor tracao para (3.29) pode ser escrito como:

fre )= 33 A fr) 630

i=l n=1

sendo A" >0 ¢ A?) > 0 autovalores reais e simples.

Define-se também o campo de deslocamento para um problema auxiliar:

Al 2m)
{W(—j)}:ir 5 {‘P_(J )} (3.31)
{w(_‘g‘)} ¢ composta por autovalores negativos (k(f}) = —k(jm)). {w(_‘j‘)} nao ¢ um campo de

deslocamento admissivel em Q, porém ¢é admissivel em Q" (Secdo 3.1) (Figura 3.1).

No contorno I') o vetor tragdo, referente ao campo {w(_‘j‘)} (3.31), ¢é:

fr ) Aty o) (3.32)

- -J -]

Substituindo-se 0s campos {uEX} (3.29) e {W(—T)} (3.31) e suas respectivas

tracoes ((3.30) e (3.32)) na integral (3.17), tem-se:

Il“p (uEX’W(m)): A m)iiAgn)plﬂ“)ﬁ(‘?)C(?,{n) (3.33)
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utilizando-se a ortogonalidade (3.28) e sabendo-se que 7»(1‘}) = —k(jm) chega-se a

(e w')= APAMC (a). (3.34)

-

O coeficiente cgm) (oc) pode ser definido analiticamente (Secao 3.4). Assim, para

A" =1/c!" (o) (3.35)

e considerando-se a independéncia do caminho (3.17) em Irp (uEX,W(_'?)> (3.34), tem-se:

S [ R [ 330

-

para I'" arbitrario. A funcdo {w(j’;)} ¢ denominada de funcdo extratora para Agm). Os

valores para {u EX} e {T(”EX)} ndo sdo conhecidos. Entretanto, substituindo-se os valores
(ugx) 3 Ar1 (waom) L 4 1
Ugy s € 4T por uma solugdo numérica U,y 5 € T ¢ possivel obter uma
aproximacao para os coeficientes da expansao assintotica Agm).

No presente trabalho, utiliza-se a solu¢do numérica do método dos elementos

finitos generalizados (MEFG) para a extrag¢do dos coeficientes Agm).

3.3.2 Método da Funcao Cutoff (MFC)

* * . ~ :
Assume-se que ambos os contornos I, e I', (Figura 3.1) sdo arcos circulares de
raios p, e p,, respectivamente (p, >p,). Assim, define-se a fungdo extratora para

Al

J

= on)w | (3.37)

sendo {w (j’;)} semelhante a equagdo (3.31) e (I)(r) chamada de fungao cutoff. Define-se a

funcdo cutoff por:
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1 para r <p,
2 3
o(r) = 1—3(ﬁ] +2(&j para p, <r<p,, (3.38)
P2 =Py P2 =P
0 para r<p,

a Figura 3.1 ilustra a representacdo grafica da funcao cutoff.

-2.83 -1.13 0.57 2.27 397

Figura 3.3 — Representagdo grafica da fungao cutoff.

Nesse caso, a funcdo extratora nao satisfaz as condi¢des de contorno na aresta

reentrante € nem as equacdes de equilibrio. Portanto, substitui-se a equagdo (3.17) por

(3.18) para extrair os coeficientes Aﬁm). Especificamente, adotando-se A(j‘j‘) = 1/ cﬁm)(oc) ,

tem-se:

(m)

w(m wm wim w™
A = I(T)E o )ux +Ty( o )uyjds— I (T( : )ux +T£ A )uyjds

X

" m . n (3.39)
acEW(’j)] m(;{j] ar(W(’j )] ac[w(’j))

o[ s A =T, o
|

. . * * . .
As integrais de contorno em I, e I, devem ser calculadas no sentido anti-

horério com relagio ao dominio Q" (Figura 3.1).

A funcdo cutoff modifica a funcdo extratora de tal maneira que:
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e As caracteristicas da fung@o extratora sdo preservadas no contorno mais proximo
ao vértice (em T onde ¢(r)=1);

e A funcdo cutoff ¢ uma funcdo suave tal que a solucdo do problema auxiliar
(m)

correspondente a {W 4 } pode ser aproximada de maneira satisfatoria pelo MEF

e pelo MEFG;
(m)

. {VNV_j } e suas derivadas sdo nulas no contorno Fz*. Portanto, as integrais de
contorno em I, sdo nulas, dispensando o célculo das tensdes e tragdes obtidas
com o método numérico utilizado. No MFC utiliza-se a solu¢do numérica apenas
para os deslocamentos. Por essa razdio o MFC ¢ mais preciso do que o MIC.
Qualquer funcdo suave que possua as mesmas caracteristicas da funcdo cutoff

pode ser utilizada no MFC para compor a funcdo extratora.

Algumas transformac¢des de coordenadas necessdrias para a implementacao

computacional do MFC podem ser encontradas no Apéndice C.

3.4 Coeficiente da funcao extratora

Utilizando-se a equacdo (3.28), as equagdes (3.23) e (3.24), que compdem o
vetor tragdo ao longo do contorno I', (Figura 3.2), os autovalores e as autofungdes,
apresentados na Secdo 2, ¢ possivel desenvolver a integral para o calculo dos
coeficientes ci(m)(oc). Tais coeficientes definem os campos de deslocamento que sdo

utilizados como fungdes extratoras no método da integral de contorno (MIC) e no
método da funcao cutoff (MFC)

A Tabela 3.1 apresenta os valores cgm)(a) para os angulos o (Figura 3.1) de

maior importancia do ponto de vista de engenharia.
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Tabela 3.1 - Valores de csm)(oc) para os Modos de deformagao I e II para vértice
com angulo a.

o c'(a) c’(a)

ol i
270° ~5,393243(1+ K)% -1, 760617(1+K)%
240° —5,430248(1+ K)% 2,295247(1+ K)%
225° —5,604299(1+ K)% 5,832225(1+ K)%
210° —5,859722(1+ K)% 8, 776590(14—1{)%

Na Tabela 3.1, k¥ ¢ a constante de Kolosov apresentada na Secdo 2. As

constantes ¢!)(at) e c®(a) sdo os coeficientes da fungdo extratora referentes aos

modos I e II, respectivamente. No Apéndice B, descreve-se o procedimento para o

desenvolvimento analitico das integrais utilizando o aplicativo MAPLE 7.

3.5 Integral-J

A Integral-J ¢ a medida da taxa de energia disponibilizada nos casos onde os
efeitos de plasticidade ndo sao desprezados. Em problemas da elasticidade linear, pode
ser demonstrado, para cada modo de deformacdo particular (Modos I, II e III), que a
integral-J ¢ também igual a taxa de energia disponibilizada para a propagagao da fissura
(RICE, 1968). Nos casos de estado plano de tensdo ou estado plano de deformagdo a

integral-J pode ser escrita na forma:

ot
1= (Wdy - Ta—dsj, (3.40)
T X

sendo I" um contorno em volta da ponta da fissura no sentido anti-horario (Figura 1.3) e

W (3.41) a densidade de energia de deformagao.
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W:W(X,y)zé(cxax +o,8, +rxyyxy). (3.41)

Na equagéo (3.40), T ¢ o vetor tragdo (com componentes T, e T,) ortogonal a

I' (Figura 3.2), u ¢ o campo de deslocamento e ds ¢ um elemento infinitesimal de I".
Impde-se o sistema de coordenadas de tal forma que a origem ¢ localizada na ponta da
fissura e a direcdo do eixo-x ¢ paralela a aresta da fissura (Figura 1.3).

Considerando que a integral ¢ calculada ao longo de um caminho circular de raio

p, centrado na ponta da fissura (Figura 3.2), a equacao (3.40) pode se escrita na forma:

T aux au
J:J(Wcos(e)—Tx =T, axy jpd@. (3.42)

-7

No presente trabalho, utilizando a Integral-J, calcula-se a taxa de energia
disponibilizada para a propagacdo da fissura e os fatores de intensidade de tensdo (em
modos puros) com o intuito de validar os resultados obtidos com os métodos MIC e
MFC. Algumas transforma¢des de coordenadas necessarias para a implementagdo

numérica do método da Integral-J podem ser encontradas no Apéndice A.




4 Aspectos da formulacio numérica dos métodos de
extracao

A etapa de formulacdo numérica dos métodos da integral de contorno (MIC) e
da fun¢do cutoff (MFC) consiste na avaliacdo numérica das integrais de contorno e de
dominio apresentadas no Capitulo 3. Neste capitulo, apresentam-se os principais
aspectos necessarios para o desenvolvimento e implementa¢do dos algoritmos para os

métodos de extracdo utilizados no presente trabalho.

4.1 Integracido Numérica
A integracao numérica ¢ utilizada quando uma integral definida na forma:

b

j f(x)dx 4.1)

a

apresenta desenvolvimento analitico dificil ou impossivel. Para esses casos e para
problemas de integragdo mais gerais, nos quais apenas alguns valores do integrando sdo
definidos em pontos distintos, ou at¢é mesmo quando os valores dos integrandos sdo
definidos apenas na forma numérica, faz-se o uso de aproximacgdes para a integragao.

Uma alternativa na avaliagio numérica de integrais ¢ encontrar uma fungio g(x)
que aproxime f(x) de forma satisfatoria e que seja de facil integragdo. Polinomios

interpoladores, como os polindmios Legendre e os polindmios de Hermite, sdo funcgdes

que possuem essas caracteristicas.
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Na integracdo numérica, a localizagdo dos pontos utilizados na integracao
discretizada, o grau e o tipo do polindmio interpolador sdo parametros que caracterizam
o método que estad sendo aplicado.

Os métodos classicos de integracdo podem ser divididos em dois grupos: os
métodos de Newton-Cotes, como o método da regra trapezoidal e o método da regra de
Simpson, que aplicam os valores das fun¢des com pontos de integracao igualmente
espagados e as quadraturas Gaussianas, como a quadratura de Gauss-Legendre e a
quadratura de Gauss-Hermite, que aplicam os pontos de integragdo com espacamentos

diferentes, determinados por certas propriedades dos polindmios ortogonais.

4.1.1 Quadratura Gaussiana (Gauss-Legendre)

No célculo das integrais dos métodos de extragdo, utiliza-se o método de
integracao numérica de Gauss-Legendre. Procedimentos especiais de integracdo nio sdo

utilizados, pois o dominio de integracdo nao contém a extremidade da fissura.

4.1.1.1 Integra¢do em dominios unidimensionais
No método da quadratura Gaussiana, aproxima-se o valor de uma dada integral
em um intervalo normalizado [— l; 1] pela integral do polindmio interpolador da fungao

nesse trecho. Para casos unidimensionais, a integral ¢ avaliada por meio do somatorio

do valor da funcdo em determinados pontos &; (abscissas) multiplicados pelo fator de

ponderagdo o, (pesos), como apresentado na equacao (4.2).

If(i)dﬁ ~ Zf(ii )(Di > (4.2)

cada abscissa &,

1

€ 0 seu respectivo peso ®, sdo conhecidos como pontos de Gauss.

Os valores das abscissas &, e 0 seus respectivos pesos ®, sdo anti-simétricos e
simétricos com relacdo a & = 0, respectivamente. Para um niimero de pontos impar as
abscissas &; incluem o ponto & =0. Um tipico dominio de integragdo de Gauss para o

caso unidimensional ¢ apresentado na Figura 4.1.
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g
| | | L

I 1 1 Ll
-1 1} 1

Figura 4.1 — Dominio unidimensional para integragdo Gaussiana.

Na quadratura de Gauss-Legendre, os valores das abscissas &, s3o definidos
pelas raizes dos polinomios de Legendre. Quando o integrando ¢ um polindmio de grau
2N +1, sendo N o numero de pontos de Gauss utilizados na integra¢do, o erro na
integracdo numérica depende apenas da precisdo utilizada no célculo das abscissas &; e
dos seus respectivos pesos ;. Se a func¢do integrando ndo for um polinémio, o erro

existente na integragdo esta relacionado com a quantidade de pontos de Gauss utilizados

na integragao.

4.1.1.2 Integragdao em dominios bidimensionais

As integrais bidimensionais avaliadas na forma numérica podem ser admitidas
como uma combinacdo de duas integrais unidimensionais, como apresentado na

equagdo (4.3):

11

J [t(&n)edn ~ i if & ool 43)

—1-1 i=l =1

[

wfé) e (ogn) representam os pesos referentes a &; e m; , respectivamente. Todas as

observacdes feitas para o caso unidimensional sdo vélidas para o caso bidimensional.
Essa abordagem ¢ valida para dominios bidimensionais que podem ser mapeados para
um quadrado.

Um dominio tipico para integracdo Gaussiana bidimensional ¢ apresentado na

Figura 4.2.
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v
et

Figura 4.2 — Dominio bidimensional para integracao Gaussiana.

4.2 Formulacio numérica dos métodos de extracao

Para aplicar o método de integracdo Gaussiana as integrais dos métodos da
integral de contorno (MIC) e da fungao cutoff (MFC), apresentados no Capitulo 3, faz-
se necessario o desenvolvimento de algumas transformagdes de coordenadas. O uso de
tais transformagoes de coordenadas promove generaliza¢des na formulagdo numérica e
na relacdo entre implementacdo do método de extracdo e metodologia adotada na

solugdo do problema.

(2) (b)

- malha — fisssta ——— contormo dominio

Figura 4.3 — Dominios para integragao numérica em torno da ponta da fissura: (a)
utilizando a discretizacdo do problema e (b) independente da discretizacao.
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A implementacdo numérica de métodos de extracao dos fatores de intensidade
de tensdo, geralmente, estd associada a malha de elementos finitos utilizada na
discretizagdo do problema (MORAN; SHIH, 1987 a, b; NAHTA; MORAN, 1993;
ORGAN, 1996; RAJU; SHIVAKUMAR, 1990). Nesses métodos de extragdo sao
utilizados anéis de elementos finitos em torno da extremidade da fissura (Figura 4.3 (a))
2. No presente trabalho, desenvolve-se uma abordagem em que o processo de integracio
para os métodos de extracdo ndo utiliza os elementos da malha empregada na anélise

(Figura 4.3 (b)). Algumas vantagens desta abordagem sdo:

e As implementagdes em duas e em trés dimensdes podem ser feitas
compartilhando boa parte do cdédigo computacional se uma linguagem orientada
a objetos, como C++, for utilizada.

e A implementacdo ¢ completamente independente do tipo de elemento utilizado
(quadrilatero, triangular, tetraédrico, etc), da discretizagdo, da ordem polinomial
do elemento, etc.

e A implementacdo ¢ ideal para ser usada em propaga¢do de fraturas utilizando o
MEFG.

e A implementagdo pode ser utilizada com qualquer método numérico que fornega

uma solucdo aproximada do problema da elasticidade.

As transformacdes utilizadas para as integrais de contorno e de area, seus

respectivos jacobianos e a formulagdo numérica para cada método sdo apresentados nas

Secoes 4.2.1 € 4.2.2.

4.2.1 Método da integral de contorno (MIC)

4.2.1.1 Transformagdo de coordenadas

Para a implementa¢do do MIC, utilizando quadratura Gaussiana ¢ necessario

desenvolver uma transformag¢do de coordenadas que conduza pontos do dominio

normalizado I'* para o dominio em coordenadas globais I' (Figura 4.4). Essa

% As malhas apresentadas na Figura 4.3 servem apenas para ilustracdo. Em geral, na extragdo de fatores de
intensidade de tensdo (RAJU; SHIVAKUMAR, 1990), utilizam-se varias camadas de elementos em torno
da ponta da fissura, especialmente na versdo h do MEF (SZABO; BABUSKA, 1991).
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r

transformagao de coordenadas também ¢ utilizada na implementacdo do método da

Integral-J (Se¢do 3.5).

“rd‘n

-1 0 1

Dominio de integracio .
. - — ( r4 )
normalizado

L%
>

Xgluh al

Dominio de integragao
) — ()

global

Figura 4.4 — Transformacdo de coordenadas (método da integral de contorno - MIC).

Para facilitar o entendimento, a formulacdo utilizada na mudanga de
coordenadas para integracdo numérica do método da integral de contorno (MIC) foi
divida em quatro etapas. Tais etapas e a transformagao final sdo descritas a seguir.
Passo [

O primeiro passo ¢ desenvolver um equacionamento que transforme as

coordenadas de um sistema normalizado, com os eixos paralelos aos eixos globais,

localizado no vértice da regido reentrante I, em coordenadas do sistema global T

(Figura 4.5).
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L
X
Dominio local - Dominio T global
( 1) global (')

rotacionado e normalizado

Figura 4.5 — Transformacao de coordenadas (método da integral de contorno - MIC) —
Passo |

Na transformacao do espago fl para o espaco I utilizam-se as seguintes

fungdes:

T :[,>T
(Xj (glj (XJ . (4.4)
=p +
Y n Y,

X, e Y, sdo as coordenadas globais do vértice da regido reentrante, p € o raio do arco
de circular I" e as coordenadas &, e mn, obedecem a equagdo do arco circular de raio
unitario I, . Essa transformacgdo representa uma translagdo e uma varia¢do de escala nas

coordenadas.
Passo 11

Aplica-se uma rotagdo entre as coordenadas de fz e fl (Figura 4.6).
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F ]'l
1 =
///
u/2 P
- b
- .
[
-
1
/2
L
Dominio local () Dominio local — (1)
normalizado 2 rotacionado e normalizado 1

Figura 4.6 — Transformacao de coordenadas (método da integral de contorno - MIC) —
Passo II.

As equagoes que possibilitam a rotacdo entre os espagos sao:

T, :IA"2 - fl
m {COS(B) —sen(B)}(azj- (4.5)
n,) |sen(B) cos(B) {n,
sendo B o angulo entre a bissetriz do angulo do material (OL) e o eixo horizontal de

coordenadas globais (Figura 4.4).

Passo 111

Aplica-se uma transformagdo entre as coordenadas locais &, e 1, na ponta da

fissura e as coordenadas r e 0 representadas no plano cartesiano (Figura 4.7).
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Ay
I
! 1
I
|
|
|
|
|
|
-0/2
Representagiio de r e 8 em . Dominio local ~
: onttesinas - (13) . — (L)
coordenadas cartesianas 3 normalizado 2

Figura 4.7 — Transformacao de coordenadas (método da integral de contorno - MIC) —
Passo III.

A

As equacOes da referida transformagdo entre os espagos I; e I', sdo

apresentadas a seguir:

CHE
n, sen
Passo IV

A

Transformar as coordenadas do dominio de integracdo de Gauss (F4) para a

representacao das coordenadas r e 0 no plano cartesiano (F3).
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LT
/'—_\ A
I 1 I
| |
t : ! |
= I !
-1 0 1 = ! !
I I
! —>
_o/2 az Y
Dominio para = ‘ezentacd ‘e b 2
. olmio P () Rep1e_e11tﬂgq_o de1_(—; ; e_m — (D)
1ntegracio GGanssiana coordenadas cartesianas A
Figura 4.8 — Transformacao de coordenadas (método da integral de contorno - MIC) —
Passo IV.
Sendo assim, a equacdo para a referida transformagdo ¢ a seguinte:
T,:T,>T,
o 4.7)
0=—¢
2

sendo & a coordenada do dominio de integragdo de Gauss.

Equacionamento Final

O equacionamento final da transformacao para a integracdo numérica do método

da integral de contorno (MIC) ¢ dado por:

T=T,oT,oT,oT,

(XJ‘ {COS(B) —sen(B)} COS(%@ {Xoj- (4.8)

v) " sen(p)  cos(p) 2| LY

o
O jacobiano da transformagao ¢ escrito na forma:

() (Y g gz p @
ds_\/(d&] +[d§Jd§_)ds pzdci. (4.9)
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4.2.1.2 Formula¢cdo numérica

Utilizando a transformag¢do de coordenadas, descrita na Secdo 4.2.1.1, a equacao

do método da integral de contorno (MIC) ¢ dada por:

AP = WX VE o (e ¥(e)b &
B (4.10)

o XE YO i x(e) viE)p La
2

U Indica o campo de deslocamento solu¢gdo do método de elementos finitos

generalizados.
Simplificando e aplicando a quadratura Gaussiana, chega-se ao seguinte

algoritmo:

A =S e e T )0 @i

sendo npG o numero de pontos de Gauss utilizados na integra¢ao numérica.

4.2.2 Método da funcao cutoff (MFC)

4.2.2.1 Transformagdo de coordenadas

Na formulacao numérica do Método da funcao cutoff, utilizando-se quadratura
Gaussiana, ¢ necessario o uso de uma transformac¢ao de coordenadas, bem como o

desenvolvimento do jacobiano dessa transformacdo. Desenvolve-se uma transformagao

s .« qe . . ~ . Ak
que conduz pontos do dominio bidimensional de integragdo Gaussiana €2, para o
dominio de um setor circular vazado no centro, préximo a extremidade da regido

reentrante, em coordenadas globais Q" (Figura 4.9). No dominio Q°, a variavel R ¢

definida no intervalo [p, ;p, ].
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-
[
[

A\ d

it

AY

.
X
. . - .. . .~ global
Dominio de mtegracao A Dominio de mtegracao e

. — — Q*
normalizado (2D global (2%

Figura 4.9 — Transformacao de coordenadas para o método da funcdo cutoff — MFC.

Para facilitar o entendimento, a formulacdo utilizada na mudanca de
coordenadas para integragdo numérica do método da func¢do cutoff (MFC) foi divida em

quatro etapas. Tais etapas e a transformacao final sdo descritas a seguir.

Passo [

O primeiro passo ¢ desenvolver um equacionamento que transforme as
coordenadas de um sistema normalizado, com os eixos paralelos aos eixos globais,
localizado no vértice da regido reentrante Qf, em coordenadas do sistema global Q’

(Figura 4.10).
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.
”

X global
Dominio local Dominio de integragio

(2%)

rotacionado e normalizado . ( 91* ) global
Figura 4.10 — Transformagdo de coordenadas para o método da fun¢ao cutoff (MFC) —
Passo .

As equagoes para a transformagao apresentada na Figura 4.10 s3o:

T,:Q ->Q
[X] {glj [XJ (4.12)
=P, +
Y Th Yo

O jacobiano para a transformacao ¢ dado por:

oX oX
08, 0 p, O

=l 0 p|7 ) (4.13)
o, o,

Passo 11

. . Ae A
Aplica-se uma rotagdo de coordenadas entre os espagos Q, e Q) :
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Dominio local . Dominio local .
normalhzado 23) rotacionado e normalizado 27

Figura 4.11 — Transformagado de coordenadas para o método da fun¢ao cutoff (MFC) —
Passo II.

A

~ ~ a s * ~
As equagdes para a transformagdo entre os espagos €2, e €, sdo apresentadas

na forma:
T, f)z — f)l
(alj{cos(ﬁ) —sen(B)Mgzl. (4.14)
n sen(B) cos(B) [(n,

O jacobiano para a transformacao T, ¢ dado por:

%, 0k,
_|6E, om,|_ cos(B) —sen(B B
1= on,  on| [sen(B) cos(B)1 =1 (4.15)
o, on,

sendo B o angulo entre a bissetriz do angulo do material (OL) e o eixo horizontal de

coordenadas globais (Figura 4.9).
Passo 111

Desenvolve-se a transformagao entre as coordenadas locais &, e m, na ponta da
fissura e as coordenadas r e O representadas no plano cartesiano (Figura 4.12). A

variavel r é definida no intervalo normalizado [ p, /p, ;1].
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-a/2
Representacao der e 6 em . Dominio local

coordenadas cartesianas normalizado

Figura 4.12 — Transformagdo de coordenadas para o método da fun¢ao cutoff (MFC) —
Passo III.

Ak

. ~ Ak,
O equacionamento para a transformacdo entre os espagos €, ¢ Q, ¢ dado na

forma:
T, f)3 - f)z
g, cos(0))- (4.16)
=r
n, sen (6)
O jacobiano para a transformagao T, ¢ dado por:
%, o
I o 00 cos(0) —rsen(0 417
= = =T. .
P |on, On,| [sen(®) rcos(B) @17)
or 00
Passo IV

A

Transformar as coordenadas do dominio de integracdo Gaussiana Q, em

coordenadas polares representadas em eixos cartesianos Q; (Figura 4.13).
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A
i

~al2 a2 9
Dominio de integracfio . Representacio de r e 8 em .
. — (Q%) ) oo 0x
normalizado 4 coordenadas cartegianas 3

Figura 4.13 — Transformagdo de coordenadas para o método da fun¢ao cutoff (MFC) —
Passo IV.

O equacionamento para essa transformacao ¢:

T4:£A)Z—>§A2;
2 0 0
r) |2 £ . (4.18)
(9]: o (P2=p1) (n}r (pzzil)
2p, P2

O jacobiano para a transformagao ¢ dado por:

or or

o
_a_ﬁ %_E _E(Pz—Pl)
'=loe a0, (a=p) T2 29, (“4-19)
o¢ oOn 2p,

Equacionamento ﬁnal

O equacionamento final da transformagao de coordenadas entre os espacos 2, e

Q" ¢ dado por:
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T=T,oT,oT,0T,

X)_, (P2=p) (02 +p)]cos(p) —ﬁm@)(m{%
oloesiay

Y
+(X0j. (4.20)

0

Y 2p, 1 2p, sen(B) cos(B)

O jacobiano total da transformacdo pode ser encontrado pelo produto dos

jacobianos de cada transformagdo. Assim:

I=J1,1,1,

J(n)=:(pz)2{((p2"pl)n-+(p2'*Pl)]}fi(pz-pl)- 4.21)

2p, 2p, 2 2p,

Para as integrais de contorno nas arestas do vértice reentrante (3.38), o jacobiano

pode ser escrito da seguinte forma:

ds:aJ(dXﬁth)J +(§EIE££DJ dn_échzzﬁeg:jh)dn, (4.22)
dn dn 2

£ =1 indica a aresta T'; e &=—1 indica a aresta I, (Figura 3.1).

4.2.2.2 Formulagcdo numérica

Utilizando-se as coordenadas normalizadas de integracdo, a formulagdo para o

método da fungdo cutoff ¢ dada por:

Thgrs (XC L YC L L v L) 82 =P ) e
2

[l KLy o m )PP ae
= (4.23)

11 F(W(;?)) ar(w(*'?))
+[]f [ (Em)+=5 (@n)}umx(@n) [[dzdn

[( ) o)
[ e o o) e
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Uy indica o campo de deslocamento solu¢do do método de elementos finitos

generalizados.

Simplificando e aplicando a integracdo Gaussiana, tem-se:

npdn)

A =S (Wt )P o 22

i=1

npd”)

-2 ({“A—T)(—Lm)}T{f“m)(—Lm)}—{uEFG(—l,ni)}T{T(W‘T’)(_L ni)Dwf“) (p,~p)

2
npdﬂ) npdé) . (w(j}‘)) (w(j?))
X(’?x

B[ e e bl

i=l k=l
npd") npdé) (&(w("f} ) ao(w(j}‘) )
y

> %(@m&T(é,m)}m(é,nk)ool(“)oq(@)lﬂ

i=l k=l

(4.24)

)

sendo npG'™ o numero de pontos de Gauss na direcdo & e an(“) o numero de pontos

de Gauss na dire¢do 7).




5 Aspectos computacionais

A solu¢ao numérica utilizada na extracdo dos fatores de intensidade de tensao ¢
obtida por meio do programa Scientific and Engineering Toolkit (SET). Esse programa,
desenvolvido pelo orientador do presente trabalho, utiliza recursos de programagdo
orientada a objetos, em C++ para Linux, que facilitam a reutilizagdao do codigo.

Neste capitulo, apresentam-se uma breve descri¢do do programa SET e uma
descri¢ao dos principais recursos computacionais utilizados no desenvolvimento da

implementagdo dos métodos de extracao.

5.1 O paradigma da Programacio Orientada a Objetos (POO)

A programacao orientada a objetos (POO) (DEITEL; DEITEL, 2001; LIPPMAN
e LAJOIE, 1998; YAROSHENKO, 1994) ¢ um estilo de programacdo que combina
dados (varidveis) e as fungdes (métodos) que sdo utilizadas na manipulacdo desses
dados em uma sO entidade chamada de objeto. Esse estilo de programacao foi
desenvolvido com o objetivo de suplantar diversas limitacdes encontradas em
linguagens de programagdo convencionais, como por exemplo, as linguagens de
programacao estruturadas. A POO conservou todas as boas idéias da programacao
estruturada e acrescentou novos aspectos que permitem uma nova abordagem de
programacao.

A POO ndo foi desenvolvida com a intencdo de substituir a programagado
estruturada tradicional. Esse novo conceito de programacdo propde a evolucdo das
praticas recomendadas em programacao estruturada. O Quadro 5.1 apresenta uma

comparag¢ao entre as principais caracteristicas da POO e da programacao estruturada.
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Quadro 5.1 — Caracteristicas da programacao orientada a objetos e da programagao
estruturada.

Programagdo Orientada a Objetos

Programacgao Estruturada

Métodos

Procedimentos e fungdes

Instancias de varidveis

Variaveis

Mensagens Chamadas e procedimentos
Classes Tipos de dados definidos pelo usuario
Heranca -

Polimorfismo -

A idéia principal da POO propde que o projeto do programa deve ser
desenvolvido a partir de entidades do mundo real (objetos) e ndo a partir de dados e
procedimentos como ¢ feito em programacao estruturada. A programacao estruturada
tem como principal foco as agdes (procedimentos e funcdes), a POO enfatiza a
manipulacdo de objetos e suas interagdes.

O principal objetivo da POO ¢ reduzir a complexidade no desenvolvimento de
um software e aumentar sua produtividade. Tais objetivos promovem duas
caracteristicas importantes da POO: a reutilizacdo do codigo e a redugdo no tempo de
manuten¢do e desenvolvimento de programas.

A reutilizagdo efetiva do cdédigo é assegurada por um conceito importante da
POO, o conceito de classe. Denomina-se classe as variaveis e métodos que representam
caracteristicas de um conjunto de objetos.

Ha trés idéias bésicas em programacgdo orientada a objetos: encapsulamento,

heranca e polimorfismo. Tais idéias sdo descritas a seguir.

5.1.1 Encapsulamento

O conceito de encapsulamento estd relacionado com a agdo de ocultar
informagdes (dados e codigos). O encapsulamento funciona como uma protecao para as
variaveis e métodos, além de tornar explicito qualquer tipo de comunicacdo com o
objeto.

Umas das vantagens de se trabalhar com classes ¢ o encapsulamento das
varidveis e métodos. Os dados e fungdes que atuam sobre os mesmo objetos encontram-

se agrupados em uma mesma entidade, permitindo que se tenha uma melhor defini¢cdo
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do escopo dos procedimentos € uma maior seguranga no acesso aos dados. Em uma
linguagem de programagdo convencional, os dados sao declarados de forma

independente das fungdes.

5.1.2 Heranca

O mecanismo de heranga permite definir uma nova classe, com base em outra
classe ja existente. A classe criada, denominada de subclasse ou classe derivada,
automaticamente herda todas as variaveis e métodos existentes na classe base
(superclasse). O mecanismo de heranca permite ainda que a subclasse inclua ou

sobreponha novas variaveis e métodos da superclasse.

Nivel 1 (Superclasse)

Nivel 2 (Subclasse Nivel 1)
{Superclasse Nivel 3)

[Bndcond]| [MatEles2D] [ MatElas3D ] [ MatL2 |
- —

[MatBCElas2D|  [MatBCElms3D]| | MatLzzD | @ ———  Nivel 3 (Subclasse Nivel 2)

Figura 5.1 — Exemplo de hierarquia de classes.

O mecanismo de heranga € recursivo, ou seja, permite criar uma hierarquia de
classes. Nos niveis mais altos da hierarquia estdo as caracteristicas comuns a todos os
objetos desta classe, enquanto que nos niveis inferiores estdo particularizacdes das
classes superiores.

Ha dois tipos bésicos de implementacdo de heranca: simples e multipla. Na
heranca simples, a subclasse herda varidveis e métodos de apenas uma classe e na
heranga multipla a subclasse herda varidveis e métodos de diversas classes.

O mecanismo de heranca pode ser aplicado no uso de bibliotecas de classes.
Essa pratica permite uma capacidade maior de compartilhamento e reutilizagdao de
codigo. Dessa forma, € possivel criar subclasses para atender novas necessidades do
programa, em fungdo de classes ja existentes. No programa SET, utilizam-se algumas
bibliotecas como C++ Standard library, C++ BOOST Libraries (C++ BOOST, 2004) e
Scientific and Engineering Programming in C++ (BARTON; NACKMAN, 1994) no

desenvolvimento das classes pertencentes ao programa.
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5.1.3 Polimorfismo

O mecanismo de polimorfismo permite o compartilhamento de um método nos
niveis acima e abaixo na hierarquia de classes, com cada classe na hierarquia
implementando o método compartilhado de forma apropriada para o seu nivel
hierarquico.

O polimorfismo permite tratar objetos semelhantes de uma maneira uniforme.
Esse mecanismo da POO permite que se execute um mesmo método em diversos niveis
da hierarquia de classe e o objeto de cada nivel responda de uma forma diferente,
apropriada para o nivel ao qual ele pertence.

O polimorfismo exige a utilizagdo do conceito de heranca para ser implementado

e aplica-se apenas aos métodos (fungdes ou procedimentos) da classe.

5.2 O programa SET (Scientific and Engineering Toolkit)

O Programa SET implementa o método de elementos finitos generalizados
(MEFG) e alguns de seus objetos sdo utilizados no codigo desenvolvido para os
métodos de extragdo. A seguir, apresenta-se uma breve descricdo das principais classes
implementadas no programa SET. Vale salientar que o projeto de varias classes
utilizadas no SET foi influenciado pelo trabalho pioneiro em POO de Devloo (1992),
autor do sistema PZ (BRAVOS, 2004).

Nas proximas sec¢des, apresentam-se os recursos da POO na implementacdo das
classes do programa SET na forma de diagramas. Em todos os diagramas utiliza-se a

legenda descrita no Quadro 5.2.
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Quadro 5.2 — Legenda da representacdo grafica para as classes.

Representacao

. Descricao
grafica ¢

[

GLIGCELENMELET | Representa a classe para a qual o diagrama foi gerado.

Representa uma subclasse da classe que aparece na forma da
2 Nome da Classe | |representacdo 1 ou uma classe que colabora em seu
desenvolvimento.

Utilizada para representar a relacdo de heranca entre as
classes.

Utilizada para representar que uma classe estd contida em
4 “Nomsdoobere T |outra ou é utilizada por outra. O nome do objeto que ¢é
utilizado para relacionar as classes segue ao longo da seta.

5.2.1 Classe geometria do elemento (GeoEl)

A classe GeoEl implementa as caracteristicas geométricas dos elementos. Dentre
as caracteristicas geométricas do elemento citam-se: os jacobianos das transformagoes
diretas e inversas, os vetores normais e tangentes aos elementos, etc. A Figura 5.2

apresenta a hierarquia da classe GeoFEl.

| GeoElD| | GeoElQuad| |GeoEmet| | GeoEITri|

Figura 5.2 — Representagdo grafica da hierarquia da classe GeoEl.

As subclasses da classe GeoEl implementam as funcdes de forma lineares e
criam uma base de dados para aplicagdo das condi¢gdes de contorno para cada tipo de
elemento que possui implementacao desenvolvida no programa SET. Os elementos ¢ as

subclasses sdo associados da seguinte forma:

e GeoEllD: elemento unidimensional;

e GeoElQuad: elemento quadrilateral;
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e GeoElTri: elemento triangular;

e GeoElTet: elemento tetraédrico.

A Figura 5.3 apresenta um diagrama que ilustra a forma com que outras classes

do programa SET auxiliam no desenvolvimento da classe GeoEl.

CompMesh
-~ -7 - -

.

- [ o
; p_compMesh | p_compMesh | p_geoMesh

; ' -7

1 -

N 4

n, A
compEl eoMesh
. P_ P y F_9
~, e

GeakEl

Figura 5.3 — Representagdo grafica das classes que colaboram no desenvolvimento da
classe GeoLl.

As classes CompEl, CompMesh e GeoMesh sdo classes implementadas no
programa SET e p _compEl, p_ compMesh ¢ p_geoMesh sdo ponteiros (tipo de variavel
que armazena o enderego de memoria para outras variaveis € objetos) para objetos
dessas classes (Figura 5.3). Uma breve descricdo dessas classes serd apresentada nas

proximas secdes.

5.2.2 Classe elemento computacional (CompEl)

A classe CompEl implementa as caracteristicas computacionais dos elementos
implementados no programa SET. Como exemplos citam-se: o célculo da matriz de
rigidez, o calculo das condi¢des de contorno de Neumman aplicadas ao elemento, etc. A

Figura 5.4 ilustra a representagdo grafica da hierarquia da classe CompEl.
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CompEIGFEM

| compeD| |CompElQuad| |CompElTet | | CompEITri|

Figura 5.4 — Representagdo grafica da hierarquia da classe CompEI.

Nas subclasses da classe CompEIGFEM estao implementadas as funcgdes de
forma de elementos finitos generalizados e suas respectivas derivadas para cada
elemento finito implementado no programa SET. As subclasses da classe

CompEIGFEM estao relacionadas com os elementos da seguinte forma:

e CompEllD: elemento unidimensional;
o CompElQuad: elemento quadrilateral;
o CompElTri: elemento triangular;

o CompElTet: elemento tetraédrico.

A Figura 5.5 apresenta um diagrama que ilustra a forma com que outras classes

do programa SET colaboram no desenvolvimento da classe CompEl.

CompMesh

-

- -
-~ —
-

- .
< p_compMesh I\ p_comphesh 1p_geoMesh
£ g

"
Compel| ~ [oomeat]

Figura 5.5 — Representagdo grafica das classes que auxiliam no desenvolvimento da
classe CompEl.

CompMesh e GeoMesh sao classes implementadas no programa SET e
p_compMesh e p_geoMesh sdo ponteiros para objetos dessas classes (Figura 5.5). Uma
breve descricdo das classes CompMesh e GeoMesh serd apresentada nas proximas

secoes.
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5.2.3 Classe no geométrico (GeoNod)

Armazena as caracteristicas geométricas dos nds do elemento como, por

exemplo, coordenadas globais do n6 e identificadores numéricos do no.

5.2.4 Classe n6 computacional (CompNod)

A classe CompNod esta associada as caracteristicas computacionais que um no
em uma malha de elementos finitos generalizados possui. Como exemplos de
caracteristicas computacionais citam-se: as fungdes de forma de alta ordem polinomial,
associadas ao n6 em coordenadas globais, utilizadas para o enriquecimento da solugdo

em uma determinada dire¢do, e suas primeiras derivadas.

| compNod1D| | CompNod2D| | CompNod3D |

Figura 5.6 — Representagado grafica da hierarquia da classe CompNod.

As subclasses CompNodID, ComNod2D ¢ CompNod3D estdo associadas aos
nos de elementos unidimensionais, bidimensionais e tridimensionais respectivamente.
A Figura 5.7 apresenta um diagrama com as classes que auxiliam no

desenvolvimento da classe CompNod.

1

I'p_gNode
|

[ Compiiod|

Figura 5.7 — Representagdo grafica das classes que colaboram no desenvolvimento da
classe CompNod.

A classe CompNod obtém diretamente as informagdes necessarias sobre o nd
utilizando objetos da classe GeoNod. p _gNode ¢ um ponteiro para um objeto da classe

GeoNod.
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5.2.5 Classe malha geométrica (GeoMesh)

A classe GeoMesh implementa as caracteristicas geométricas da discretizagdo
utilizada na modelagem do problema. Um dos principais métodos implementados nessa
classe ¢ a funcdo que, a partir da informagdo de um ponto qualquer do dominio, informa
se o ponto estd dentro do dominio de andlise e a qual elemento esse ponto pertence. A
classe GeoMesh também ¢ utilizada para armazenar as coordenadas globais e indices
dos noés e elementos da discretizagdo do problema.

A Figura 5.8 apresenta um diagrama que ilustra a forma com que outras classes

colaboram no desenvolvimento da classe GeoMesh.

.

& i
rk p_geoMesh f'p_cnmpMesh

",
CompMesh

Figura 5.8 — Representagao grafica das classes que auxiliam no desenvolvimento da
classe GeoMesh.

5.2.6 Classe malha computacional (CompMesh)

A classe CompMesh implementa as caracteristicas computacionais da
discretizacdo utilizada na modelagem do problema. Os principais métodos
implementados nessa classe sdo: as fungdes que léem e armazenam todas as
informagdes existentes nos nds e elementos computacionais (CompNod e GeoNod) e a
fungdo responsavel pela montagem da matriz global do problema.

A Figura 5.8 apresenta um diagrama que ilustra a forma com que outras classes

auxiliam no desenvolvimento da classe CompMesh.

D

A "
"\‘ p_compMesh ,.I' p_geoMesh

\.\

Figura 5.9 — Representagdo grafica das classes que colaboram no desenvolvimento da
classe CompMesh.
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5.2.7 Classe material ou equacio diferencial (Material)

O elemento computacional (objeto da classe CompEl) calcula as fungdes de
forma e suas derivadas e integra as fungdes de forma sobre o elemento geométrico
(objeto da classe GeoEl). O objeto da classe CompEl ignora o tipo de problema que esta
sendo analisado. O célculo dos coeficientes da equagdo diferencial discretizada ou
forma bilinear ¢ de responsabilidade exclusiva da classe Material. A classe Material
define a equacdo diferencial a ser discretizada. Essa classe tem como finalidade calcular
a contribuicdo do elemento para a matriz de rigidez, o vetor de forgas externas, as
condi¢des de contorno e o trabalho das forcas externas no ponto de integracdo. A Figura

5.10 ilustra a hierarquia da classe Material.

BndCond| [MatElas2D]| [ MatElas3D]

| MatBCElas2D|  |MatBCElas3D| | Matl22p| | MatL23D

| MatPtBCElas2D| | MatPtBCElas3D |

Figura 5.10 — Representacdo grafica da hierarquia da classe Material.

A classe Material serve como base para a definicdo dos tipos de andlise que
podem ser desenvolvidas no programa SET. O programa SET implementa os problemas
de elasticidade bidimensional e tridimensional. Outros tipos de analise podem ser
implementados apenas inserindo mais uma subclasse na hierarquia da classe material,

sem alterar outras classes do programa.

5.2.8 Classe SpecialBasis

A classe SpecialBasis ¢ uma classe base que define o comportamento de classes
usadas para construir fungdes de forma especiais para o enriquecimento da solucdo do
MEFG como, por exemplo, a expansdo assintotica proximo a ponta da fissura e outras

solugdes analiticas. Essa classe pode ser utilizada, por meio de objetos, por outras
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classes como, por exemplo, a classe CompNod. A hierarquia da classe SpecialBasis ¢

ilustrada na Figura 5.11.

| EdgeElas2D| | EdgeElasaD|

Figura 5.11 — Representacdo grafica da hierarquia da classe SpecialBasis.

As subclasses EdgeElas2D e EdgeFElas3D implementam a expansdo assintotica
para regides reentrantes no dominio em problemas eldsticos bidimensionais e
tridimensionais, respectivamente.

As solucdes implementadas na classe SpecialBasis sdo utilizadas por outras
classes. A classe ExactSol tem como propdsito a implementagdo de solugdes exatas para
serem utilizadas em problemas classicos da mecanica como, por exemplo, aplicar as
tensdes da solucdo exata na aresta do dominio de um painel fraturado (subclasse

EdgeSol2D). A Figura 5.12 ilustra a hierarquia da classe ExactSol.

Exactsaol

| Edgesol| | PolySolaD|

| Edgesol?D| |EdgesolaD | | PolySol2D |

Figura 5.12 — Representacdo grafica da hierarquia da classe ExactSol.

A Figura 5.13 ilustra graficamente a interacao existente entre as classes ExactSol

e SpecialBasis no desenvolvimento da subclasse EdgeSol.
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SpecialBasis | | CnSysCaﬂ
4 COoorsys
#
i
Exact50I| | EdgeEIas|
4 p_edge
¢

Figura 5.13 — Representacdo grafica das classes que colaboram no desenvolvimento da
classe EdgeSol.

5.2.9 Classe CoSys

Nesta classe, estdo implementadas as transformacgdes entre coordenadas locais e
globais. A subclasse CoSysCart implementa as transformacgdes para coordenadas
cartesianas entre os dominios dos elementos (dominio local) € o dominio de analise
(dominio global). A classe CoSysCart aplica translagdes e rotagdes entre sistemas de
coordenadas cartesianas e pode ser utilizada, ndo sé para relacionar sistemas de
coordenadas no elemento e coordenadas global, como também para relacionar sistemas
de coordenadas cartesianas em outras classes do programa. A Figura 5.14 ilustra a

hierarquia da classe CoSys.

CosysCart

Figura 5.14 — Representacao grafica da hierarquia da classe CoSys.

5.2.10 Classes para integracao numérica (IntPoints e IntRuleList)

A classe IntPoints ¢ uma classe base para todas as classes que utilizam regras de

integragdo numérica. A Figura 5.15 representa graficamente a hierarquia da classe
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IntPoints. A principal fun¢do dessa hierarquia de classes ¢ fornecer os pontos de

integragdo para as integrais dos elementos.

[Intid| [intCube| |IntQuad| |[IntTet| | IntTria|

Figura 5.15 — Representacao grafica da hierarquia da classe IntPoints.

As classes derivadas de IntPoints implementam as regras de integracdo para
alguns tipos de elementos finitos. As relagdes entre as classes derivadas e os elementos

sao:

e IntlD: elemento unidimensional;
e [ntTri: elemento triangular;

e [ntQuad: elemento quadrilateral;
e [ntTet: elemento tetraédrico;

e [ntCube: elemento cubico.

As regras de integracao utilizadas para os elementos sdo gerenciadas pela classe
IntRuleList. A representagdo grafica da classe IntRuleList e de suas classes auxiliares ¢

apresentada na Figura 5.16.

| IntRuleTet | [ IntRuleTria |
A A

" intListsimp | s
. intListGauss | intListTet v intListTria
s | e

- N
hm

Figura 5.16 — Representacdo grafica da classe IntRuleList e de suas classes auxiliares.

As classes auxiliares da classe InfRuleList e suas funcdes especificas sao

descritas da seguinte forma:
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o Classe IntRule: implementa regra de integragdo quadratura Gaussiana e ¢
utilizada nas integrais dos elementos (CompEL) unidimensionais, quadrilaterais
e cubicos, essa classe também implementa a regra de integracdo de Simpson;

e C(lasse IntRuleTri: implementa a regra de integragdo para elementos triangulares;

o Classe IntRuleTet: implementa a rega de integragdo para elementos tetraédricos.

5.2.11 Classe para etapa de pré-processamento (DataFilel)

A classe DataFilel organiza as fungdes de leitura e armazenamento dos dados de
entrada para o problema que sera analisado pelo programa SET. Um diagrama que

ilustra a hierarquia dessa classe ¢ apresentado na Figura 5.17.

FEDataFile

PhDataFile

Figura 5.17 — Representacao grafica da hierarquia da classe DataFilel.

O codigo desenvolvido para a etapa de pré-processamento do programa SET 1€
os dados no formato Phlex (ALTAIR ENGINEERING, 2004). O arquivo de entrada de
dados Phlex descreve o problema pela defini¢do de nds, conectividade dos elementos,
propriedades dos materiais, condigdes de contorno e alguns dados especificos do
problema como o sistema de coordenadas na ponta da fissura. O arquivo de entrada ¢

dividido em sete pacotes basicos de dados:

e DOMAIN: informa o tipo de dominio de andlise (1D, 2D ou 3D);

e NODES: informa numeragao ¢ coordenadas dos nos;

e ELEMENTS: informa a conectividade dos elementos e o tipo de material
associado;

e MATERIALS: informa as caracteristicas dos materiais utilizados na analise;

e BOUDARY: descreve as condi¢des de contorno;
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e BCASSIGN: associa as condi¢des de contorno ao nd ou elemento;
e PROBLEMDATA: informa dados especificos do problema como, por exemplo,

informagdes do sistema de coordenadas na ponta da fissura.

A implementacao do cddigo para a entrada de dados € bastante eficiente e possui
uma complexidade linear, em virtude do uso extensivo das bibliotecas C++ Standard e

C++ Boost Libraries (C++ BOOST, 2004).

5.2.12 Classe para etapa de analise (4nalysis)

Nesta classe estd implementada a etapa de analise do programa SET. A principal
funcdo dessa classe ¢ a resolugdo do sistema de equacdes que representa o problema
analisado com o método dos elementos finitos generalizados. Na classe Analysis
também estd implementada a fung¢do que utiliza a solu¢do exata do problema como
condi¢do de contorno, fazendo o uso da classe ExactSol. A Figura 5.18 apresenta a

hierarquia da classe Analysis.

Analysis

LinAnalysis

Figura 5.18 — Representacdo grafica da hierarquia da classe Analysis.

A classe derivada LinAnalysis ¢ uma especializagdo da classe Analysis para
problemas lineares. Na implementagdo da classe Analysis utilizam-se outras classes do
programa SET. O diagrama da Figura 5.19 ilustra o uso de outras classes no
desenvolvimento da classe Analysis.

Utilizando as classes CompMesh e GeoMesh, a classe Analysis obtém as
informagdes necessaria para compor o sistema de equagdes gerado pela discretizagdo do

problema utilizando o Método de Elementos Finitos Generalizados (MEFG).
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Figura 5.19 — Representacdo grafica da colaboracao de outras classes no
desenvolvimento da classe Analysis.

5.2.13 Classes para representacio grafica (GraphEl e GraphMesh)

A classe GraphEl armazena as informagdes graficas do elemento que serdao

posteriormente utilizadas na composi¢do do arquivo de dados para saida grafica. Essa

classe gera uma discretizagdo interna ao elemento para fins de representacdo grafica.

Cada elemento finito implementado no programa SET possui uma implementagao

distinta da classe GraphEl. A hierarquia da classe GraphEl ¢ apresentada na Figura

5.20.

| GraphElQuad | | GraphElTet | | GraphE(Tri]

Figura 5.20 — Representacdo grafica da hierarquia da classe GraphEl.

As relagdes entre as classes derivadas e os elementos sao:

e GraphElQuad: elemento quadrilateral;
e GraphEITri: elemento triangular.

e GraphElTet: elemento tetraédrico;

A classe GraphEl interage com as classes GraphMesh, que armazena o0s

dados da malha para visualizagdo grafica, e DataFileO, que gera um arquivo de
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saida para a visualizacdo grafica. Uma breve descri¢do das classes DataFileO e
GraphMesh ¢ apresentada na Se¢do 5.2.14. A Figura 5.21 ilustra graficamente a
interacdo entre as classes GraphEl, DataFileO e GraphMesh.

|

i

|'p_graphMesh
|

Grapnc

Figura 5.21 — Representacao grafica da colaboragdo de outras classes no
desenvolvimento da classe GraphEl.

5.2.14 Classe para etapa de pos-processamento (DataFileO)

A classe DataFileO ¢ responsavel pela geracdo da saida de dados em arquivo,
que sera utilizado na representagdo grafica, para o problema analisado no programa

SET. Um diagrama que ilustra a hierarquia da classe ¢ apresentado na Figura 5.22.

| GraphMesh | | oA |

| GraphMeshDX |

Figura 5.22 — Representacgao grafica da hierarquia da classe DataFileO.

A saida de dados em arquivo para a representacao grafica do problema ¢é gerada
pela classe GraphMeshDX que, por sua vez, utiliza os dados armazenados na classe
GraphMesh. O arquivo de saida grafica ¢ visualizado em uma interface grafica (SET

DX) desenvolvida no aplicativo OpenDX para Linux (Figura 5.23). O OpenDX ¢ uma




Implementagdo dos métodos de extragdo (ExtractSIF)

&3

linguagem de programagao visual desenvolvida para a manipulagdo grafica de dados e

criacdo de interfaces (OPENDX, 2004).
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Figura 5.23 — Interface grafica para visualizacao da saida de dados do programa SET
(SET DX).

5.3 Implementa¢io dos métodos de extracao (ExtractSIF)

Nesta secdo, apresentam-se as classes desenvolvidas para a implementacao dos
métodos de extragdo proposta no presente trabalho. Ilustram-se os recursos
computacionais utilizados na implementacdo dos métodos de extragdo MIC, MFC e
Integral-J. Em virtude das caracteristicas da Programagdo Orientada a Objetos (POO),
diversas partes do cddigo, ja implementadas no programa SET, foram reutilizadas nas
implementagdes das classes dos métodos de extracdo. A reutilizacdo do codigo foi
aplicada por meio de objetos das classes existentes no programa SET. A Figura 5.24

apresenta a hierarquia da classe ExtractSIF. A classe ExtractSIF serve como classe base

para as implementagdes dos métodos de extragao.
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| ExtractcFM2D| | ExtractciMzD| | ExtractJzD |

Figura 5.24 — Representacdo grafica da hierarquia da classe ExtractSIF.

As classes derivadas da classe base ExtractSIF implementam os métodos de

extragdo MIC, MFC e Integral-J.

o FExtractCFM2D: implementa o método de extragdio MFC para problemas
bidimensionais;

o FExtractCIM2D: implementa o método de extragdo MIC para problemas
bidimensionais;

e ExtractJ2D: implementa o método da Integral-J para problemas bidimensionais.

Uma breve descrigdo das classes do programa SET e dos recursos
computacionais da POO, utilizados na implementa¢do dos métodos de extragdo, sdo

apresentados nas proximas secdes.

5.3.1 Classe para o método de extracido MIC (ExtractCIM2D)

A classe ExtractCIM2D implementa o método da integral de contorno para
problemas elasticos bidimensionais. Os principais métodos implementados nessa classe

sao:

e extract: implementa a formulacdo numérica do MIC. Nesse método, os pontos
de integracdo sdo obtidos por meio de objetos da classe Intld;

e glPoint: implementa a transformacao de coordenadas dos pontos de integragao.
Nesse método, utiliza-se um objeto da classe CoorSysCart;

e jacobian: implementa o jacobiano da transformag¢do de coordenadas para
integracao numérica;

e normal: implementa o calculo do vetor unitdrio normal ao dominio de

integracao.
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A Figura 5.25 ilustra graficamente o uso das classes do programa SET na

implementa¢ao do método da integral de contorno.

SpecialBasis | | CDSFSCEI’T'

“ coo rsys
&

GeoMesh EdgeElas
-
’ ™.
-~

K
p_gMesh lk p_geoMesh , p_compMesh

/
! i

[ kS -
| ExtractSIF | | CompMesh | EdgeElas2D
>
-
< p_edge2D

Figura 5.25 — Representacdo grafica da colaboracao de outras classes no
desenvolvimento da classe ExtractCIM2D.

Para criar um objeto da classe ExtractCIM2D ¢ necessario um objeto da classe
GeoMesh e um objeto da classe EdgeElas2D. O objeto da classe ExtractCIM2D fornece
a taxa de energia disponibilizada para a propagacdo da fissura e os fatores de

intensidade de tensdo para problemas de modos puros e mistos.

5.3.2 Classe para o método de extracido MFC (ExtractCFM2D)

A classe ExtractCFM2D implementa o método da fungdo cutoff para problemas

elasticos bidimensionais. Os principais métodos implementados nessa classe sao:

e extract: implementa a formulagdo numérica do MFC. Nesse método, os pontos
de integragdo sdo obtidos por meio de objetos da classe Intld;
e ExtractFunct. implementa a fun¢do extratora do MFC. Esse método fornece os

deslocamentos da fungdo extratora, suas derivadas de primeira ordem (em
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coordenadas globais) e o integrando da integral de area do MFC. Nesse método,
sdo utilizados objetos da classe CoorSysCart e da classe EdgeFElas2D;

e glPoint: implementa a transformacao de coordenadas dos pontos de integragao.
Nesse método, utiliza-se um objeto da classe CoorSysCart;

e jacobianArea: implementa o jacobiano da transformac¢do de coordenadas para a
integral de area ;

e jacobianEdge: implementa o jacobiano da transformacao de coordenadas para a
integral das arestas da fissura;

e normal: implementa o calculo do vetor unitdrio normal ao dominio de

integragao.

A Figura 5.26 ilustra graficamente o uso das classes do programa SET na

implementagdo do método da funcdo cutoff.
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Figura 5.26 — Representacdo grafica da colaboracao de outras classes no
desenvolvimento da classe ExtractCFM2D.

Para criar um objeto da classe ExtractCFM2D ¢ necessario um objeto da classe

GeoMesh e um objeto da classe EdgeElas2D. O objeto da classe ExtractCFM2D




Implementagdo dos métodos de extragdo (ExtractSIF) 87

fornece a taxa de energia disponibilizada para a propagacdo da fissura e os fatores de

intensidade de tensdo para problemas de modos puros € mistos.

5.3.3 Classe para o método da Integral-J (ExtractJ2D)

A classe ExtractJ2D implementa o método da integral-J para problemas

elasticos bidimensionais. Os principais métodos implementados nessa classe sao:

e extract: implementa a formulagdo numérica do método da integral-J. Nesse
método os pontos de integragdo sdo obtidos por meio de objetos da classe Intld,

e gl/Point: implementa a transformacao de coordenadas dos pontos de integracao.
Nesse método, utiliza-se um objeto da classe CoorSysCart;

e jacobian: implementa o jacobiano da transformacdo de coordenadas para a
integracdo numérica ;

e normal: implementa o calculo do vetor unitdrio normal ao dominio de

integragao;

A Figura 5.27 ilustra graficamente o uso das classes do programa SET na

implementagdo do método da Integral-J.
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Figura 5.27 — Representacao grafica da colaboragdo de outras classes no
desenvolvimento da classe ExtractJ2D.

Para criar um objeto da classe ExtractJ2D ¢ necessario um objeto da classe
GeoMesh e um objeto da classe EdgeElas2D. O objeto da classe ExtractJ2D fornece a
taxa de energia disponibilizada para a propagagao da fissura e os fatores de intensidade

de tensao apenas para modos puros.




6 Resultados numéricos

Neste capitulo apresentam-se os resultados obtidos com a implementacao
numérica descrita no Capitulo 4. Para tal, foi desenvolvida a solu¢do de problemas
classicos da mecanica da fratura.

A solu¢do numérica utilizada na extracdo dos fatores de intensidade de tensdo
foi obtida por meio do programa Scientiffic and Engineering Toolkit (SET) (Capitulo 5).

A andlise desenvolvida nesta se¢do compara o comportamento da convergéncia
dos fatores de intensidade de tensdo com a convergéncia da energia de deformacgao
regida pelo enriquecimento polinomial da solugdo do MEFG e por malhas apropriadas.
Essa andlise foi desenvolvida com o intuito de comprovar numericamente a hipotese de
superconvergéncia dos métodos MIC e MFC (Secdo 1.4.2).

Os fatores de intensidade de tensdo também sdo comparados com valores
numéricos e analiticos encontrados na literatura. Essas andlises sdo desenvolvidas para
verificar a robustez e a versatilidade das implementacdes dos métodos de extragao.

Em todos os problemas analisados foram utilizados 12 pontos de Gauss para os
métodos MIC e Integral-J e 12 x 12 (144) pontos de Gauss para o método MFC, em

todos os exemplos.

6.1 Painel fraturado com condi¢des de contorno especiais

Considera-se um problema de painel fraturado como apresenta a Figura 6.1.

Idealiza-se o problema da seguinte forma:

e Estado Plano de Deformacao (EPD);
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e Coecficiente de Poisson v =0,3;
e Modulo de Young E =1,0;

e Dimensdes do dominio a =1,0;
e Espessura unitaria;

e Condigdes de contorno de Dirichlet: u_, =0,0, u,=00eu,=00;

e Condicdes de contorno de Neumman: aplicam-se as componentes do tensor de
tensdo para os modos I (2.29 a 2.31) e II (2.36 a 2.38). As componentes de
tensdo particularizadas para o problema de painel fraturado sdo apresentadas a

seguir.

No contexto da solucdo analitica para regides reentrantes no dominio,
apresentada na Se¢do 2, a fissura do problema de painel fraturado pode ser interpretada
como uma regido reentrante no dominio de angulo do material oo =360°. Sendo assim,
utilizando o equacionamento da Secdo 2, as condi¢des de contorno de tensdo podem ser
escritas de seguinte forma:

Para modo I, tem-se:

o K, oY 0). (30)]
G, = cos| — || 1—sen| — |sen| — ||, (6.1)
2nr 2)L 2 2 )
o, = K, cos[gj_1+sen(9jsen(ﬁj_ (6.2)
! N 2mr 2)1 2 2 ) .

0o K sen(gjcos(gjcos(ﬁj (6.3)
oam \2)2) 2 '

onde — 1 <0 < 1. As componentes para o modo II sdo:

o @ = Xu sen(g] 2+cos(g]cos(£j (6.4)
Y a2 2 2)) ‘

s, = ﬁsen(gj cos(g) cos(ﬁj (6.5)
o Vam 2)\2) 2 ‘
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o Ky 0 0 30
Ty =——=cos| — [ l—sen| — Isen| — ||. (6.6)
’ 2nr 2 2 2
G F
H
A X E

C

a a
|
1

Figura 6.1 — Dominio e eixos coordenados para o problema de painel fraturado.

Na modelagem computacional do problema foram utilizados elementos

quadrilaterais ¢ uma malha geométrica com 3 camadas. Um esboco da malha

empregada na analise ¢ apresentado na Figura 6.2.

A
A
"
I
i
-
"
.
y
|
/ i
n

Figura 6.2 — Descricao da malha geométrica utilizada.

Malhas geométricas sdo comumente empregadas quando se utiliza a versao p do
método de elementos finitos. Para a versdo p, a malha geométrica deve ser empregada
com uma taxa de progressao q = 0,15 em direcdo ao ponto de singularidade do dominio
(SZABO (1986); SZABO; BABUSKA (1991)). Oden, Duarte e Zienkiewicz (1998)
apresentaram resultados que confirmam a convergéncia exponencial do MEFG,

utilizando malhas geométricas, em problemas com singularidade. Apesar de apresentar
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resultados satisfatorios, ndo ha estudos que comprovam que q = 0,15 ¢ a taxa de malha

geométrica ideal para o MEFG.

A analise do problema de painel fraturado ¢ apresentada utilizando-se condi¢des
de contorno em tensdo para modo I (modo puro) e para modos I e II (modo misto). O
uso das condi¢des de contorno descritas nessa se¢do ¢ motivado por ndo existir solugao
analitica para problemas da mecanica da fratura em dominio finito. Aplicando-se tais
condi¢des, a solucdo no dominio analisado sera correspondente ao modo I ou modos I e
II, dependendo das condi¢cdes de contorno aplicadas. Os resultados obtidos nessas
analises sdo apresentados a seguir. Na configuragdo dos dominios de integragdo

utilizou-se p=0,18 para o MIC e p,=0,18 e p,=0,60 para o MFC, para os
problemas de Modo I (6.1.1) e Modos I e 11 (6.1.2).

6.1.1 Modol

Inicialmente aplicam-se apenas as componentes de tensdo para modo 1. O fator

(1

de intensidade de tensdo generalizado A, ) ¢ descrito em fungdo de K, na forma da

equagdo (2.42). Para esse exemplo, considera-se K, =+/2nA e define-se o fator de

(1)

intensidade de tensdo normalizado A,"’ na forma:

A (1) (Al(l) )EFG (6.7)

1 = s
A
onde A é um valor arbitrario. Sendo assim, os valores calculados com os métodos de
extracdo devem convergir para 1,0. Essa normalizacdo facilita a monitoracdo da
convergéncia dos fatores de intensidade de tensdo.

A energia de deformagdo exata para o presente problema ¢ dada por (DUARTE,
1991):

A2
Uluy, )= 2,979042 Ff‘tz , 6.8)

onde t, ¢ a espessura da chapa.

A Figura 6.3 ilustra as condi¢des de contorno aplicadas e a malha utilizada na

presente analise.
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(a) (b)
Figura 6.3 — (a) Condigdes de contorno aplicadas (tensdes modo I) e (b) malha utilizada
na discretizagao.

Szabo e Babuska (1988) apresentaram uma analise do erro relativo dos fatores
de intensidade comparando sua convergéncia com o erro relativo na energia de
deformagdo utilizando a versdo p do MEF e malhas geométricas. Com o intuito de

validar o uso do MEFG em uma andlise de convergéncia semelhante, avalia-se a
convergéncia do erro na norma energia (er(“U”E )) e na energia de deformacao (er(U)),
obtidos com o MEFG, comparando com os resultados obtidos por Duarte (1991)

utilizando a versdo p do MEF. er(“U||E> e er(U) sio dados por:

U-U
er(|u], )= Jv-vu, ”U”EFG e , (6.9)
E
er(U) = U_—SEFG (6.10)

onde ||||E ¢ a norma energia, U ¢ o valor de referéncia para energia e U, € a energia

obtida com a solu¢ao do MEFG.

As Tabelas 6.1 e 6.2 apresentam os valores para os erros relativos obtidos nas
analises utilizando a versao p do MEF e o MEFG, respectivamente. Em ambos os casos
foi utilizada uma malha geométrica com 3 camadas e elementos quadrilaterais, como

apresentado na Figura 6.2.
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Tabela 6.1 — Valores de er(U) e er(“U”E) para a solugdo da versao p do MEF (problema

de painel fraturado utilizando condi¢des de contorno para modo I) (DUARTE, 1991).

er(U)% er(jU], po
P N UMEF—p E
MEF -p MEF - p
1 64 2,636678 11,49 33,90
2 164 2,928155 1,70 13,06
3 264 2,961924 0,57 7,58
4 404 2,970030 0,30 5,50
5 584 2,973162 0,19 4,44
6 804 2,974810 0,14 3,76
7 1064 2,975827 0,10 3,28
8 1364 2,976514 0,08 2,91
0 2,979042

Tabela 6.2 — Valores de er(U) e er(“U”E) para a solu¢do do MEFG (problema de painel

fraturado utilizando condi¢des de contorno para modo I).

er(U)% er(“U” )%
p N UMEFG £

MEFG MEFG
1 56 2,726045 8,49 29,14
2 168 2,944589 1,15 10,75
3 336 2,972140 0,23 4,81
4 560 2,976227 0,09 3,07
5 840 2,976647 0,08 2,83
6 1176 2,976935 0,07 2,66
7 1568 2,976916 0,07 2,67
8 2016 2,977125 0,06 2,53
0 2,979042

A Figura 6.4 apresenta o grafico do erro relativo na norma energia e na energia

de deformacao utilizando versao p do MEF e MEFG variando com niimero de graus de

liberdade.
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—s—er(U) -MEF-p (DUARTE, 1991)
—e—er(||U]],) - MEF-p (DUARTE, 1991)
—o—er(U) -MEFG

V'XT— er(||U|l,) - MEFG

10 — o -\\.\.\
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Numero de graus de liberdade (N)

Figura 6.4 — Erro relativo na norma energia e na energia de deformagao para a versao p
do MEF e para o MEFG (escala log x log).

A Figura 6.4 indica que, para uma mesma malha, os erros relativos obtidos com
0 MEFG e com a versdao-p do MEF sdo praticamente equivalentes. A curva S invertido,
tipica da convergéncia da norma energia utilizando a versdo p do MEF (SZABO e

BABUSKA, 1991), ¢ claramente visivel também no MEFG.

A Figura 6.5 apresenta a magnitude do vetor deslocamento e a tensdo de von

Mises obtidas com o0 MEFG para o problema de painel fraturado com modo I.

I
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Solution quads

(2) (b)

Figura 6.5 — (a) Magnitude do vetor deslocamento e (b) tensdo de von Mises para o
problema de painel fraturado utilizando as condi¢des de contorno para modo .

A taxa de energia disponibilizada para a propagac¢do da fissura, para problemas

planos e elasticos lineares, pode ser escrita da seguinte forma (OWEN; FAWKES,
1983):
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(1+x)
8G

(ngz

(K +K,*). (6.11)

Tratando-se de um problema de modo puro, utilizando a equacdo (6.11), ¢
possivel avaliar também o fator de intensidade de tensdo obtido por meio do método da
integral-J, sem procedimentos adicionais (MORAN; SHIH, 1987a, b; NAHTA;
MORAN, 1993; ORGAN, 1996; RAJU; SHIVAKUMAR, 1990).

Na Tabela 6.3 encontram-se os valores dos fatores de intensidade de tensdo
normalizados obtidos com os métodos MIC, MFC e Integral-J. A Figura 6.6 apresenta
uma comparacdo da convergéncia entre os erros relativos na norma energia, na energia

de deformagao ¢ nos fatores de intensidade de tensao.

—eo— MIC i —e— MIC
v —=— MFC 1 —=—MFC
—a— Integral-J ] —a— Integral-J
—~104 o —o—er(U) 104 . —o—er(U)
= S ——er(IUII,) ? —o—er(|lUII,)
g \V‘V_v_v g \\V‘V_V-w
© . 3 & "\
9 Ue \ o 1 \A
o _A =] o
= '\‘/'\ o 1 \
< Ne =]
L <\/ { N i ] ol .\Aﬁ
0,14 00 0,14 /“\74,\ \IE;
Hul)o T '””1'0|00 Tl T ".""‘7
, A 100 1000
Numero de graus de liberdade (N)

Ndmero de graus de liberdade (N)

(a) (b)
Figura 6.6 — (a) Taxa de energia disponibilizada — Erro relativo (%) X Numero de graus
de liberdade (escala log x log) e (b) Fator de intensidade de tensdao K, — Erro relativo

(%) X Numero de graus de liberdade (escala log x log).

A Tabela 6.3 mostra que os resultados com o MFC sdo mais precisos do que os
resultados obtidos com o MIC e com a Integral-J. Para o problema analisado, ¢ possivel
obter um erro relativo menor ou igual a 1,0% enriquecendo a solugdo com p=3 e
utilizando o MFC. Para obter o mesmo nivel de precisao utilizando os métodos MIC e

Integral-J, faz-se necessario enriquecer a solugao com p =5.
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Tabela 6.3 — Fator de intensidade de tensao normalizado e erro relativo (%) obtidos com
MIC, MFC e integral-J.

N Kl(l) er(gl(l) )% Kl(l) er(;xl(l) )% Kl(l) er(gl(l) )%
J MIC

J MIC MEFC MEC

56 0,775866 22,4134 0,761677 23,8323  0,757029 24,2971
168 0,893418 10,6582 0,899090 10,0910  0,972210 2,7790
336 0,957515 4,2485 0,960914 3,9086 1,005503 0,5503
560 0,982788 1,7212 0,985427 1,4573 1,000497 0,0497
840 0,992648 0,7352 0,994246 0,5754 0,997983 0,2017
1176 0,998019 0,1981 0,998537 0,1463 0,998456 0,1544
1568 0,997301 0,2699 0,997906 0,2094 0,998872 0,1128
2016 0,999083 0,0917 0,998634 0,1366 0,998968 0,1032

o0 1,000000 1,000000 1,000000

Na Figura 6.6 observa-se que os métodos da Integral-J e MIC apresentam um
comportamento semelhante. Isso ocorre porque ambos os métodos possuem sua
formulacdo baseada em integrais de contorno, avaliadas na vizinhanca da regido
singular. Também ¢ possivel observar que os métodos MIC e MFC apresentam
caracteristicas de superconvergéncia, pois suas taxas de convergéncias sdo iguais ou
maiores do que a taxa da energia de deformacao, portanto, superiores a convergéncia da
solucdao na norma energia.

Para o MFC, observa-se que a curva do erro relativo para o fator de intensidade
de tensdo (Figura 6.6 (b)) apresenta-se no regime pré-assintotico (de p=1 a p=4) com
uma taxa de convergéncia maior do que a taxa de convergéncia da energia de
deformacdo. No regime assintdtico (de p=5 a p=8) o MFC apresenta uma taxa de
convergéncia semelhante a da energia de deformacdo. Estas observacdes mostram que
os resultados sdo condizentes com as teorias propostas por Babuska e Miller (1984b, c)
e apresentadas na Secdo 1.4.2.

A Figura 43 e a Tabela 6.4 apresentam uma verificagio numérica da
independéncia do caminho de integragdo para os trés métodos de extragdo
implementados. Nessa verificagdo, utilizou-se um enriquecimento polinomial de ordem

p =7. Para o0 método MFC adotou-se o raio interno p, = 0,05 e o raio externo (p,)

variou conforme o raio de integragdo (p ) dos métodos MIC e da Integral-J.
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Figura 6.7 — (a) Taxa de energia disponibilizada — Erro relativo (%) X raio de integragdo
e (b) Fator de intensidade de tensdo K,— Erro relativo (%) X raio de integragao.

Tabela 6.4 — Verificagdo da independéncia do caminho.

R er(;xl(l) )% er(xl(l) )% er(gl(l) )%
J MIC MFC
0,1 0,3639 0,1669 0,2878
0,2 0,0501 0,0433 0,0788
0,3 0,1503 0,1660 0,1412
0,4 0,0999 0,1169 0,1499
0,5 0,0682 0,0759 0,1427
0,6 0,1407 0,1372 0,1271
0,7 0,1798 0,1688 0,1191
0,8 0,1054 0,0968 0,1199
0,9 0,0627 0,0628 0,1205
1,0 0,0875 0,0682 0,1159
Min 0,0501 0,0433 0,0788
Média 0,1308 0,1103 0,1403
Miéx 0,3639 0,1688 0,2878

No presente problema, onde as condi¢des de contorno sdo as componentes de
tensao apresentadas nas equagdes de (6.1) a (6.3), a solucao em todo o dominio ¢ regida
pela primeira parcela simétrica da expansdo assintdtica. Sob estas condig¢des, todos os
métodos implementados apresentaram rendimento satisfatério com respeito a

independéncia do caminho de integragao.

6.1.2 Modo I e Modo I1

Nessa andlise sdo consideradas as componentes de tensdo para modo I e modo

II. O fatores de intensidade de tensdo generalizados Al(l) e Al(z) sdo descritos em
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fun¢do de K, e K, na forma da equacdo (2.42). Para esse exemplo, considera-se

K, =K, =+/2nA ¢ os fatores de intensidade de tensdo normalizado A 1(1) e A 1(2) sdo

definidos na forma:
1) (2)
AW (Al )EFG ) KI(Z) (Al )EFG (6.12)

onde A € um valor arbitrario. Sendo assim, os valores calculados com os métodos de
extracdo devem convergir para 1,0. Essa normalizagdo facilita a monitoragdo da
convergéncia dos fatores de intensidade de tensao.

A energia de deformacao exata para o presente problema ¢ dada por:

A’at
Ulu,, ) =10,5412281 Ff‘ : (6.13)

onde t, é a espessura do painel (SZABO; BABUSKA, 1988).

A Figura 6.8 ilustra as condi¢des de contorno aplicadas e a malha utilizada na

analise do problema de painel fraturado considerando os modos I e II.

(a) (b)
Figura 6.8 — (a) Condig¢des de contorno aplicadas (tensdes modos I e II) e (b) malha
utilizada na discretizagao.

A Figura 6.9 apresenta a magnitude do vetor deslocamento e a tensdo de von
Mises obtidas com o MEFG para o problema de painel fraturado submetido as tensoes

dos modos I e 1.
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Figura 6.9 — (a) Magnitude do vetor deslocamento e (b) tensdo de von Mises para o
problema de painel fraturado utilizando as condi¢des de contorno para modos I e II.

A Tabela 6.5 apresenta os valores da energia de deformagdo (U ) e os valores

do erro relativo na norma energia e na energia de deformagao.

Tabela 6.5 — Valores de er(U) e er(“U”E) para a solu¢do do MEFG (problema de painel

fraturado utilizando condi¢des de contorno para modos I e II).

er(U)% er(“U” )%
p N UMEFG E

MEFG MEFG
1 56 9,76223 7,39 27,18455
2 168 10,43097 1,046 10,22741
3 336 10,51241 0,2734 5,228767
4 560 10,52586 0,1458 3,818377
5 840 10,52838 0,1219 3,491418
6 1176 10,52892 0,1167 3,416138
7 1568 10,52899 0,1161 3,407345
8 2016 10,53058 0,101 3,17805
0 10,5412281

Nas Tabelas 6.6 ¢ 6.7 encontram-se os valores dos fatores de intensidade de
tensao normalizados, obtidos com os métodos MIC e MFC, para os modos I e II,
respectivamente. A Figura 6.10 apresenta uma comparac¢do da convergéncia entre os
erros relativos na norma energia, na energia de deformacao e nos fatores de intensidade

de tensdo.
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Tabela 6.6 — Fator de intensidade de tensdo normalizado e erro relativo (%) obtidos com
MIC, MFC (Modo I).

N Kl(l) er(gl(l) )% Kl(l) er(gl(l) )%
MIC MIC MFC MFC
56 0,761677 23,8323 0,757029 24,2971
168 0,899090 10,0910 0,972210 2,7790
336 0,960914 3,9086 1,005503 0,5503
560 0,985427 1,4573 1,000497 0,0497
840 0,994246 0,5754 0,997983 0,2017
1176 0,998537 0,1463 0,998456 0,1544
1568 0,997906 0,2094 0,998872 0,1128
2016 0,998634 0,1366 0,998968 0,1032
o0 1,000000 1,000000

Tabela 6.7 — Fator de intensidade de tensdo normalizado e erro relativo (%) obtidos com
MIC, MFC (Modo II).

N Kl(z) er(gl(z))% Kl(z) er(xl(z))%
MIC MIC MFC MFC
56 0,819702 18,0298 0,733376 26,6624
168 0,861264 13,8736 0,973867 2,6133
336 0,947477 5,2523 1,010037 1,0037
560 0,981256 1,8744 1,003715 0,3715
840 0,991196 0,8804 0,999215 0,0785
1176 0,995839 0,4161 0,998491 0,1509
1568 1,000212 0,0212 0,998646 0,1354
2016 0,999145 0,0855 0,998868 0,1132
o0 1,000000 1,000000
—e—MIC —e—MIC
—a— MFC »
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§\\M
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Figura 6.10 — (a) Fator de intensidade de tensdao K ,— Erro relativo (%) X Numero de

graus de liberdade (escala log x log) e (b) Fator de intensidade de tensdo K, — Erro
relativo (%) X Numero de graus de liberdade (escala log x log).
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Os resultados apresentados nas Tabelas 6.6 e 6.7 mostram que os fatores de
intensidade de tensao obtidos com o MFC, tanto para modo I quanto para o modo II,
apresentam-se de forma mais precisa do que no MIC. Utilizando-se o MFC, para os
fatores de intensidade de tensdo de ambos os modos, ¢ possivel obter um erro relativo
menor ou igual a 1,0% assumindo-se p =3, enquanto que para 0 mesmo erro relativo
utilizando o MIC ¢ necessario assumir p=35. Com relacdo ao erro relativo, tanto o
método MFC quanto o método MIC apresentaram erros relativos menores do que o erro
relativo na norma energia. As taxas de convergéncia para os métodos MIC e MFC sao
iguais ou maiores do que as taxas de convergéncia da energia de deformagao, portanto,
superiores a convergéncia da solu¢ao na norma energia.

A Figura 6.11 apresenta o erro relativo da taxa de energia disponibilizada para a

propagacao da fissura obtido com os métodos MIC, MFC e Integral-J.

. —e— MIC
; —a— MFC
—A— Integral-J
104 —o—er(U)
3 \\ —o—er(||Ull,)
v——v—ﬂ%‘v

NN

\ \
\ w_%

I '%60 I I 1000
Numero de graus de liberdade (N)

Erro relativo (%)

0,14

Figura 6.11 — Taxa de energia disponibilizada — Erro relativo (%) X Numero de graus
de liberdade (escala log x log).

Assim como no exemplo 6.1.1, os resultados obtidos com os métodos MIC e
Integral-J apresentam comportamentos semelhantes (Figura 6.11). A formulagdo para o
MIC e Integral-J ¢ baseada em integrais de contorno que utilizam a solugao aproximada
do MEFG na vizinhanca da fissura. Como esperado, o MFC apresentou melhores
resultados tanto para a extracdo dos fatores de intensidade de tensdo quanto para a taxa
de energia disponibilizada para a propagacao da fissura.

As Figuras 6.12 e 6.13 ¢ as Tabelas 6.8 e 6.9 apresentam uma verificagdo da
independéncia do caminho de integracdo na extracdo dos fatores de intensidade de

tensdo e no calculo da taxa de energia disponibilizada para a propagacdo da fissura.
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Adotou-se a variagao dos raios da mesma forma que foi desenvolvida nas verificagdes

para a independéncia do caminho no problema 6.1.1.
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Figura 6.12 — (a) Fator de intensidade de tensdo K, — Erro relativo (%) X Raio de
integragdo (R) e (b) Fator de intensidade de tensdo K, — Erro relativo (%) X Raio de
integragao (R).
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Figura 6.13 — Taxa de energia disponibilizada — Erro relativo (%) X Numero de graus
de liberdade (escala log x log).

Nos resultados apresentados na Figura 6.12 e na Figura 6.13 ¢ possivel observar
que os método da Integral-J e da integral de contorno sdo mais sensiveis a variacao do
raio quando se utiliza a solucdo dos elementos que estdo muito proximos a ponta da
fissura [r=0,1;0,3]. O método da funcdo cutoff ndo apresenta variacao significativa no

mesmo intervalo.
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Tabela 6.8 — Verificagdao da independéncia do caminho (Erro relativo para os fatores de
intensidade de tensao).

R er(xl(l) )% er(g 1(1) )% er(xl(z) )% er(le(z) )%
MIC MFC MIC MFC
0,1 0,1669 0,2878 0,1437 0,2067
0,2 0,0433 0,0788 1,0216 0,1806
0,3 0,166 0,1412 0,125 0,1185
0,4 0,1169 0,1499 0,1922 0,1117
0,5 0,0759 0,1427 0,1199 0,1322
0,6 0,1372 0,1271 0,1154 0,1293
0,7 0,1688 0,1191 0,1455 0,126
0,8 0,0968 0,1199 0,1246 0,124
0,9 0,0628 0,1205 0,1262 0,1279
1,0 0,0682 0,1159 0,1737 0,1295
Min 0,0433 0,0788 0,1154 0,1117
Média 0,11028 0,14029 0,22878 0,13864
Max 0,1688 0,2878 1,0216 0,2067

Tabela 6.9 — Verificagdao da independéncia do caminho (Erro relativo para a taxa de

energia disponibilizada para a propagagdo da fissura).

R er(J )% er(J MIC )% er(J MEC )%
0,1 0,4288 0,0234 0,4938
0,2 1,2544 0,9731 0,2592
0,3 0,254 0,2908 0,2595
0,4 0,2838 0,3088 0,2614
0,5 0,1984 0,1957 0,2747
0,6 0,2597 0,2524 0,2562
0,7 0,3203 0,3141 0,2450
0,8 0,2282 0,2212 0,2437
0,9 0,1852 0,1890 0,2482
1,0 0,2513 0,2418 0,2452

Min 0,1852 0,0234 0,2437
Média 0,3664 0,3010 0,2787
Max 1,2544 0,9731 0,4938

No presente problema, onde as condi¢des de contorno sdo as componentes de

tensdo apresentadas nas equagdes de (6.1) a (6.6), a solugdo em todo o dominio ¢ regida

pelas primeiras parcelas simétrica e anti-simétrica da expansdo assintdtica. Sob estas

condigdes, todos os métodos implementados apresentaram rendimento satisfatério com

respeito a independéncia do caminho de integracao.
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6.2 Painel Fraturado — tensao constante e fissura horizontal

O problema anterior foi construido de tal forma que a solugdo exata fosse
representada pelos primeiros termos simétrico e anti-simétrico da expansdo assintotica
em todo o dominio. Em problemas praticos, essa restricdo ndo se aplica e a expansao
assintotica ¢ valida apenas para a vizinhanca da ponta da fissura. Nessa se¢do,
apresenta-se o problema de uma chapa sob condi¢cdes de contorno de Neumman
constante ao longo das arestas do dominio que sdo paralelas a fissura, como apresentado

na Figura 6.14.

T
T

Figura 6.14 — Problema de painel fraturado, sob tensdes constantes e com fissura
horizontal.

Idealiza-se o problema da seguinte forma:

e Estado Plano de Deformacao (EPD);

e Coecficiente de Poisson v =0,3;

e Modulo de Young E =1,0;

e Dimensoes do dominio a=10 e h=b=2,0;

e Espessura unitaria;

e Condicdes de contorno de Dirichlet: u_, =0,0, u,=00eu,=00;

e Condig¢des de contorno de Neumman: ¢ =1,0.
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Para o exemplo descrito na Figura 6.14 utilizou-se uma malha geométrica com

106

3 camadas e taxa de progressao q=0,15 na dire¢do da singularidade. A Figura 6.15
apresenta um detalhamento da malha utilizada na andlise.

T

.
0,0223b 7

Figura 6.15 — Detalhamento da malha para o problema de painel fraturado — tensao
constante e fissura horizontal.

As condi¢des de contorno empregadas na modelagem e a malha utilizada sao
apresentadas na Figura 6.16.

(2)

(b)
Figura 6.16 — (a) Condicdes de contorno aplicadas e (b) malha utilizada na

discretizagao.

A Figura 6.17 apresenta a magnitude do vetor deslocamento e a tensdo de von

Mises obtidas com o0 MEFG para o presente problema.
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Solution quads

om#mm

Solution quads VonMises quads

(a) (b)
Figura 6.17 — a) Magnitude do vetor deslocamento e (b) tensdo de von Mises para o
problema de painel fraturado utilizando tensdo constante e fissura horizontal.

Para a energia de deformacdo foi utilizado o seguinte valor de referéncia
(DUARTE, 1996):

U =9,198545583 (6.14)

o qual foi estimado usando a técnica descrita em (SZABO e BABUSKA, 1988).

O valor de referéncia adotado para o fator de intensidade de tensao foi:

K,™" =5,009987 (6.15)

dado em (TADA; PARIS; IRWIN, 1973). Este valor de referéncia possui um erro

menor que 0,5%.

A Tabela 6.10 exibe os valores obtidos para energia de deformagdo e o erro
relativo na norma energia e na energia de deformagdo. Na Figura 6.18 e na Tabela 6.11
apresentam-se a analise da convergéncia do erro relativo da taxa de energia
disponibilizada para a propagacdo da fissura e dos fatores de intensidade de tensdo
obtidos com os métodos MIC, MFC e Integral-J, comparando com o erro relativo na

norma energia e na energia de deformacdo. Na presente analise, utilizou-se p=0,05

parao MIC e p, =0,05 e p, =0,25 para o MFC.
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Figura 6.18 — (a) Taxa de energia disponibilizada — Erro relativo (%) X Numero de
graus de liberdade (escala log x log) e (b) Fator de intensidade de tensdo K,— Erro

relativo (%) X Numero de graus de liberdade (escala log x log).

Tabela 6.10 — Valores de er(U, ) e er(“U”E) utilizando o MEFG.

p N U ierg er(UE )% er(“U”E )%

1 56 6,743007 26,6949 51,66710753
2 168 8,539692 7,1626 26,76303421
3 336 9,039662 1,7273 13,14267857
4 560 9,138391 0,654 8,087026648
5 840 9,156458 0,4575 6,763874629
6 1176 9,16373 0,3785 6,152235366
7 1568 9,16660 0,3473 5,893216439
8 2016 9,169151 0,3196 5,65331761

0 9,198545583

Tabela 6.11 — Fator de intensidade de tensao e erro relativo (%) utilizando os métodos de
extracdo MIC, MFC e integral-J.

K, er(K, )% K, er(K, )% K, er(K, )%
J J MIC MIC MFC MFC

56 3,254458 70,0353 3,202852 36,0706  3,597666 28,19
168 4,298151 28,398 4,275436 14,6617  4,701625 6,1549
336 4,771129  9,528904  4,726508 5,6582 4,913966 1,9165
560 4,91902  3,628904  4,908076 2,0341 4,965869 0,8805
840 4,934766  3,000704  4,958552 1,0266 4,981305 0,5724
1176 4,935318  2,978704  4,955724 1,083 4,990667 0,3855
1568 4,908003  4,068404  4,951526 1,1668 4,994271 0,3136
2016 4,88781 4,874004  4,942036 1,3562 4,994379 0,3114

0 5,009983 <0,5% 5,009983 <0,5% 5,009983 <0,5%

Analisando a Figura 6.18 e a Tabela 6.11 verifica-se que o MFC apresentou

resultados mais precisos e de forma mais eficiente. Para se obter um erro relativo menor
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ou igual a 3,0% utiliza-se 0 método MFC com ordem polinomial da solugdo p=3.
Com os métodos MIC e Integral-J faz-se necessario o uso de ordens polinomiais
maiores, p =4 para o método MIC e p =5 para integral-J. Na presente analise, apenas

0 MFC exibiu erro menor ou igual a 1,0%.

Observa-se também que o erro relativo para os fatores de intensidade de tensao,
obtidos com o MIC e com o MFC, sdo sempre menores que o erro relativo na norma
energia. Também ¢ possivel verificar que os métodos MIC e MFC apresentam
superconvergéncia, pois suas taxas de convergéncia sdo semelhantes a taxa de
convergéncia da energia de deformacao.

A Figura 6.19 e a Tabela 6.12 apresentam a verificacdo da independéncia do
caminho de integracdo para os métodos MIC e MFC e integral J. Adota-se a variagdo
dos raios da mesma forma que foi desenvolvida nas verificagdes para a independéncia

do caminho nos problemas 6.1.1 ¢ 6.1.2.
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Raio de integragéo ( p para MIC, p, para MFC) Raio de integracao ( p para MIC, p, para MFC)
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Figura 6.19 — (a) Taxa de energia disponibilizada — Erro relativo (%) X raio de
integracgao e (b) Fator de intensidade de tensdao K, — Erro relativo (%) X raio de
integragao.
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Tabela 6.12 — Verificacao da independéncia do caminho.

R elr(KI )% er(KI )% er(KI )%
J MIC MFC
0,1 0,160736 0,2699 0,3593
0,2 0,307036 0,1625 0,3702
0,3 0,890164 0,4211 0,2932
0,4 0,834664 0,4594 0,3256
0,5 0,767064 0,4902 0,3783
0,6 0,786164 0,4839 0,4060
0,7 0,796464 0,3939 0,4251
0,8 1,162264 0,3014 0,4221
0,9 2,927964 0,2928 0,3922
1,0 7,857464 0,2512 0,3399
Min 0,160736 0,1625 0,2932
Média 1,648998 0,3526 0,3712
Miéx 7,857464 0,4902 0,4251

Os resultados apresentados aqui mostram que o método da integral-J é sensivel a
variacdo do raio quando a solu¢do do dominio ndo ¢ regida apenas pelos primeiros
termos da expansdo assintdtica. A Integral-J apresenta resultados satisfatorios apenas
para a regido da vizinhanga da ponta da fissura, onde a solugdo exata do problema ¢
regida pelo primeiro termo simétrico da expansao assintética (RICE, 1968).

Os métodos MIC e MFC nao demonstraram variacdo significativa no erro
relativo da taxa de energia disponibilizada e do fator de intensidade de tensdo para os
raios distantes da vizinhanca da fissura. Sendo assim, esses métodos apresentam-se de

forma mais robusta para a extragao direta dos fatores de intensidade de tensao.

6.3 Painel Fraturado — fissura inclinada

Na avaliacdo da robustez dos métodos de extracdo utiliza-se o problema do
painel com fissura inclinada ilustrado na Figura 6.20. Os fatores de intensidade de
tensao obtidos nesta andlise, utilizando a solu¢do do MEFG, sao comparados com os

resultados obtidos por Szab6 e Babuska (1988) e por Duarte (1996).
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3w /2

T

Figura 6.20 — Painel com fissura inclinada — descri¢do do problema.

Idealize-se o problema de fissura inclinada da seguinte forma:

e Estado plano de tensao;

e Coeficiente de Poisson v=0,3;

e Modulo de Young E=1,0;

e Dimensdo do dominio w=1,0;

e Espessura unitaria;

e Condicdes de contorno de Dirichlet: u_, =0,0, u, =0,0eu,=00;

e Condig¢des de contorno de Neumman: ¢ =1,0.

Nesta analise, utiliza-se uma malha geométrica com 20 elementos quadrilaterais,

distribuidos em 3 camadas e fator de progressdo geométrica q=0,15. A Figura 6.21

apresenta a malha utilizada na andlise.
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Figura 6.21 — Painel com fissura inclinada — malha utilizada na anélise.

A Figura 6.22 apresenta a magnitude do vetor deslocamento e a tensdo de von

Mises obtidas com o MEFG para o presente problema.
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Figura 6.22 — (a) Magnitude do vetor deslocamento e (b) tensdo de von Mises para o
problema painel com fissura inclinada.

Os fatores de intensidade de tensdao foram obtidos por meio dos métodos MIC e

MFC. Os fatores de intensidade de tensdo normalizados sdo definidos na forma:

def KI ~  def KII

e K g Ky
- 0T onw (6.16)
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A Figura 6.23 e a Tabela 6.13 apresentam os fatores de intensidade de tensao
normalizados calculados utilizando o MIC e o MFC com a solu¢do do MEFG. Na
presente analise, utilizou-se p=0,10 parao MIC e p, =0,10 e p, =0,30 para o MFC.
Os resultados obtidos por Szabo e Babuska (1988) com o MIC e com o MFC utilizando
a versdao p do MEF e por Duarte (1996) utilizando o método das nuvens-hp também sdo
apresentados na Figura 6.23. Szab6 e Babuska (1988) utilizaram uma malha geométrica
com 3 camadas com fator de progressdo igual a 0,15 e elementos curvos. Os valores
dos fatores de intensidade de tensdo utilizados como referéncia sdo:

~ ~

K, =0,6018; K, =-0,2909 . (6.17)

Estes valores podem ser encontrados em (DUARTE, 1996).
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Figura 6.23 — Fissura inclinada — fator de intensidade de tensdo normalizado (a) Kl e (b)
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Tabela 6.13 — Fatores de intensidade de tensdo normalizados K, e K, obtido com
MIC e MFC utilizando a solu¢ao do MEFG.

~

~

~

~

p N K[ Kll K[ Kll
MIC MIC MEFC MFC

1 56 0,37321 -0,27116 0,31925 -0,22149
2 168 0,51432 -0,26199 0,4987 -0,26502
3 336 0,59308 -0,30301 0,57553 -0,2858
4 560 0,58566 -0,29261 0,59694 -0,28919
5 840 0,60008 -0,28759 0,60108 -0,29003
6 1176 0,59853 -0,29074 0,60213 -0,29064
7 1568 0,6007 -0,28754 0,6015 -0,29054
8 2016 0,6016 -0,29353 0,60096 -0,29061

Os valores obtidos com os métodos MIC e MFC estdo em concordancia com os

valores encontrados na literatura (DUARTE, 1996; SZABO; BABUSKA, 1988). Os

resultados apresentados indicam que os valores calculados possuem forte convergéncia.

Novamente, o método MFC apresentou os melhores resultados e sua convergéncia ¢

mais monotonica.

A Figura 6.24 apresenta a taxa de energia disponibilizada para a propagacao da

fissura calculada com os métodos MIC, MFC e integral-J, utilizando a solugdo do

MEFG. O valor de referéncia para a taxa de energia disponibilizada calculada com os

valores apresentados em (6.17) é:

Taxa de energia disponibilizada

3,049
2,8—-
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2,4—-
2,2—-
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14419
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Joreeeen : ><=/¢

%=2,8078.

—eo— MIC
—A— MFC

—a— Integral-J

~~~~~~ Valor de referéncia
J =2,8078 (DUARTE, 1996)
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Figura 6.24 — Fissura inclinada — Taxa de energia disponibilizada para a propagacao da
fissura.
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Os valores para a taxa de energia disponibilizada, obtidos com os métodos MIC,
MFC e integral-J, estio em concordancia com o valor de referéncia (6.18). Os
resultados obtidos com os métodos MIC e integral-J apresentam comportamento
semelhante, isso ocorre em virtude de ambos os métodos possuirem suas formulacdes

baseadas em integrais de contorno em volta da ponta da fissura.

6.4 Fissura horizontal centrada inserida no dominio

Nessa se¢do, apresenta-se o problema de um painel com fissura inserida no
dominio sob condi¢do de contorno de Neumman constante ao longo das arestas do
dominio que sdo paralelas a fissura, como apresentado na Figura 6.25. Este ¢ o primeiro
problema com fissura inserida completamente no dominio a ser analisado no presente
trabalho. A fissura apresentada na Figura 6.25 ndo possui excentricidade em relagdo aos
eixos de simetria, conseqiientemente os fatores de intensidade de tens3o s3o iguais para
as extremidades da fissura. A diferen¢a entre os fatores de intensidade de tensdo

calculados nos pontos A e B (Figura 6.25) ndo apresenta variagdo significativa.

h

h

e LTI IITIT T 1ls

Figura 6.25 — Painel com fissura horizontal centrada — descri¢ao do problema.

Idealiza-se o problema da seguinte forma:

e Estado Plano de Tensdo (EPT);
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e Coecficiente de Poisson v=0,3 ;

e Modulo de Young E=1,0 ;

e Dimensodes do dominio 2h=w=2,0 ¢ 2a=1,0;

e Espessura unitaria;

e Condigdes de contorno de Dirichlet: u ;, =0,0, u, =0,0eu,=00;

e Condig¢des de contorno de Neumman: ¢ =1,0.

Na discretiza¢do do problema, utilizou-se uma malha geométrica com 3 camadas
com progressdo geométrica q=0,15 na direcdo da singularidade em ambas as

extremidades da fissura. Um esbog¢o da malha utilizada ¢ apresentado na Figura 6.26.

70,0225 wi4

Figura 6.26 — Painel com fissura horizontal centrada - malha utilizada na analise.

A Figura 6.27 apresenta a magnitude do vetor deslocamento e a tensao de von
Mises obtidas com o MEFG para o presente problema.
O valor de referéncia adotado para o fator de intensidade de tensdo normalizado

foi:

R, =K, [(ovar)=1,3341. (6.19)

Este valor de referéncia pode ser encontrado em (CHANG; MEAR, 1995).
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Solution quads Wonhises quads

(a) (b)
Figura 6.27 — (a) Magnitude do vetor deslocamento e (b) tensdo de von Mises para o
problema painel com fissura horizontal centrada.

Na Figura 6.28 (b) e na Tabela 6.14 apresentam-se a andlise da convergéncia do
erro relativo dos fatores de intensidade de tensdo obtidos com os métodos MIC, MFC e
Integral-J. Nessa andlise, utilizou-se p=0,10 para o MIC ¢ p, =0,10 e p, =0,30 para
o MFC.

Analisando a Figura 6.28 (a) e a Tabela 6.14 verifica-se que o0 MFC novamente
apresentou resultados mais precisos com menor custo computacional. Para se obter um
erro relativo menor ou igual a 2,0% utiliza-se 0 método MFC com ordem polinomial
da solu¢do p=3. Com os métodos MIC e Integral-J faz-se necessario o uso de ordens
polinomiais maiores, p =4 para o método MIC e p =5 para integral-J. Com o aumento

da ordem polinomial, todos os métodos implementados apresentaram valores

condizentes com a literatura.
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Figura 6.28 — (a) Fator de intensidade de tensao e (b) erro relativo.
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Tabela 6.14 — Fatores de intensidade de tensdo normalizados K, e K, obtido com

MIC e MFC utilizando a solu¢ao do MEFG.

p N er(f(l)% er(f(l)% er(f(])%
J MIC MEFC
1 104 31,2136 29,8811 29,0496
2 312 14,4367 9,4077 7,9982
3 624 6,4003 3,1178 1,1773
4 1040 2,2490 0,5755 0,1814
5 1560 0,8292 0,1682 0,1558
6 2184 0,2884 0,0878 0,0715
7 2912 0,1207 0,1153 0,1489
8 3744 0,1094 0,1779 0,1237
(e8]

A Figura 6.29 ilustra a verificagdo numérica da independéncia do caminho.

Nessa verificagdo, adota-se a configuragdo dos dominios de integracdo da mesma forma

que foi empregada nos exemplos anteriores.

06+
0,44
0,2

004 4

02 ¢

0,44

Erro relativo (%)
I\

064

0,8

Ak,
N

.y
n,
.
Aaaaly .

AdAd,

Ada,

—e—MIC
—— MFC
—=— [ntegral-J

A

ll

A .:.:.:0-0-0 %
f..."_..M-N-o-..,j::-....,.,...A..-f‘:ﬁ!itiil:-:.A-A.A,:.:ZXJ-M%:#‘
L/

-1,0
0,0

T
01

T T T T T
02 03 04

0,5
Raio de integracao ( p para MIC, p, para MFC)

Figura 6.29 — Verificagcdo numérica da independéncia do caminho de integragao.

Na Figura 6.29 ¢ possivel observar que os método da Integral-J e da integral de

contorno sao mais sensiveis a variacdo do raio quando se utiliza a solu¢do dos

elementos que estdo muito proximos a ponta da fissura [r=0,01;0,10]. O método da

funcdo cutoff ndo apresenta variacao significativa no mesmo intervalo.

No restante do intervalo, os métodos MIC e MFC ndo apresentam variagao

significativa, com o erro relativo variando entre 0,1% e —0,2% . O método da Integral-
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J ¢é sensivel a variacdo do raio na regido distante da extremidade da fissura, onde a

solucao do problema nao ¢ mais regida pelos primeiros termos da expansao assintotica.

6.5 Fissura inclinada centrada inserida no dominio (com variacao
do angulo de inclinacio)

O problema apresentado a seguir serve para verificar a robustez da
implementagao dos métodos de extracdo. Considera-se um painel com fissura inclinada
inserida no dominio. A Figura 6.30 apresenta um esbog¢o do problema de fissura

inclinada com a fissura completamente inserida no dominio.
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w
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Figura 6.30 — Painel com fissura inclinada centrada — descrigao do problema.

w

Idealiza-se o problema da seguinte forma:

e Estado Plano de Tensao (EPT);

e Coeficiente de Poisson v=0,3 ;

e Modulo de Young E =1;

e Dimensdes do dominio w=4,0 e a=0,4;
e Espessura unitaria;

e Condigdes de contorno de Dirichlet: u , =0,0, u, =0,0 e u, =0,0;

e (Condigdes de contorno de Neumman: ¢ =1,0.
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A Figura 6.31 apresenta um esboco da discretizagdao utilizada na analise do

problema. A malha possui 54 elementos e uma taxa de progressdo geométrica q=0.15

nos elementos proximos ao pontos de singularidade.

Figura 6.31 — Painel com fissura inclinada centrada - malha utilizada na analise.

Na configuragdo dos dominios de integragdo, utilizou-se p =0,02 para o MIC e

p,=0,02 e p,=0,30 para o MFC. A Figura 6.32 ¢ a Tabela 6.15 apresentam os
fatores de intensidade de tensdo variando com angulo de inclinagdo da fissura (B)

Nessa analise, utilizou-se o enriquecimento polinomial da solu¢do do MEFG p=7. Na
presente simulacdo, utilizou-se uma razao entre a aresta do dominio e a aresta da fissura

relativamente grande (w/a = 10), sendo assim, ¢ possivel validar a solugdo numérica

utilizando os valores analiticos para uma fissura em dominio infinito (TADA; PARIS;

IRWIN, 1973).

K, =c+/na/2 cos’ (B), K,=0ovma/2 sen(B)cos(B). (6.20)
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Figura 6.32 — Fator de intensidade de tensao versus angulo de Inclinacao [3.

Tabela 6.15 — Valores K, e K, para todos os angulos 3 analisados, utilizando

enriquecimento p=7.

B I<I I<I I<I I<II I<II I<II
Analitico MIC MFC Analitico MIC MFC
0° 0,793 0,8019 0,80325 0 -3,1333E-4 2,2560E-4
30° 0,594 0,60159 0,60184 0,343 0,34629 0,3475
45° 0,396 0,40065 0,40074 0,396 0,39986 0,40117
60° 0,198 0,20037 0,200254 0,343 0,346061 0,346695
90° 0 0 0 0 0 0

Da Figura 6.33 a Figura 6.37 apresenta-se a convergéncia dos fatores de
intensidade de tensdo com o enriquecimento polinomial da solu¢do do MEFG para cada
inclinagdo de fissura analisada. Da Tabela 6.16 a Tabela 6.19 apresenta-se o erro

relativo para os fatores de intensidade de tensdo K, e K, para cada angulo f
analisado. Em todas as andlises apresentadas nesta se¢do, utilizou-se p=0,02 para o

MICe p, =0,02 e p, =0,30 para o MFC.
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Figura 6.33 — Fatores de intensidade de tensdo K, (a) e K, (b) para f=0°.

Tabela 6.16 — Erro relativo para os fatores de intensidade de tensdo K, e K, para
B =0°, utilizando os métodos MIC ¢ MFC.

. N er(K,)% er(K; )% er(K,)% er(K; )%
MIC MIC MFC MFC
1 132 27,39397 0,526818 5,753328 4,490997
2 396 9,726222 0,896663 0,590472 5,699117
3 792 0,075549 0,859097 1,024325 3,241754
4 1320 1,503161 0,402045 1,811913 1,073686
5 1980 1,455972 0,17732 1,576848 0,129527
6 2772 1,138009 0,068647 1,411558 0,097413
7 3696 1,180783 0,027951 1,402347 0,072168
8 4752 1,274531 0,017218 1,427582 0,015879
Angulo de inclinagéo (p = 30°) Angulo de inclinagdo (B = 30°)
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Figura 6.34 — Fatores de intensidade de tensdo K, (a) e K, (b) para $=30°.
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Tabela 6.17 — Erro relativo para os fatores de intensidade de tensdo K, e K, para
B =30°, utilizando os métodos MIC e MFC.

P N er(K,)% er(K; )% er(K,)% er(K; )%
MIC MIC MEC MFC
1 132 2477108 28,50648 0,465442 3,983007
2 396 4,951079 9,113336 1,927151 4,576369
3 792 2,895832 0,746554 0,845822 2,791899
4 1320 2,876425 2,621636 1,128917 1,585445
5 1980 2,04908 1,952277 1,283332 1,179153
6 2772 1,331007 1,358915 1,304849 1,130193
7 3696 1,25633 0,952623 1,29852 1,303379
8 4752 1,27616 0,656673 1,433528 1,248573
Angulo de inclinago (3 = 45°) Angulo de inclinaggo (p = 45°)
N el
" 0404 ... T A—— = ¢
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0,36 —e— MIC v
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0,32 0,32 dominio infinito (K =0,396)
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Figura 6.35 — Fatores de intensidade de tensdo K, (a) e K, (b) para p=45°.

Tabela 6.18 — Erro relativo para os fatores de intensidade de tensdo K, e K, para
B =45°, utilizando os métodos MIC e MFC.

P N er(KI)% er(KH)% er(KI)% er(KH)%
MIC MIC MFC MFC
1 132 27,08271 29,22782 6,617632 4,378895
2 396 7,343407 8,951607 3,860447 6,668654
3 792 0,887092 1,187129 2,149286 3,524262
4 1320 1,609077 2,857232 0,523889 1,454952
5 1980 1,354519 2,063238 1,058271 0,637587
6 2772 0,919938 1,2484 1,049428 0,678013
7 3696 0,961627 0,763287 0,984999 1,093644
8 4752 0,988157 0,401979 0,894672 0,861826
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Figura 6.36 — Fatores de intensidade de tensdo K, (a) e K, (b) para f=60°.

Tabela 6.19 — Erro relativo para os fatores de intensidade de tensdo K, e K, para
B=60°, utilizando os métodos MIC e MFC.

. N er(K,)% er(K; )% er(K,)% er(K, )%
MIC MIC MFC MFC
1 132 28,82202 34,43227 1,981027 3,724931
2 396 3,009671 9,741394 5,171093 1,168292
3 792 4,415612 0,884931 1,119518 0,849948
4 1320 3,285163 2,674594 0,640728 0,827792
5 1980 2,10885 2,054815 1,067103 0,914375
6 2772 1,049968 1,243505 1,154797 0,966557
7 3696 0,984449 0,884931 0,925986 1,069757
8 4752 1,028296 0,538309 1,02124 1,042353
Angulo de inclinagéo (B = 90°) Angulo de inclinagéo (p = 90°)
o — e e a R . R - | PN N R . R
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Figura 6.37 — Fatores de intensidade de tensdo K, (a) e K, (b) para B =90°.
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Nota-se que os fatores de intensidade de tensdo, calculados numericamente,
convergem para um valor aproximadamente 1% maior que o valor analitico para
dominio infinito. Atribui-se tal comportamento ao efeito causado pela restricdo de
tamanho do dominio de analise.

Outra maneira de validar os resultados obtidos com os método MIC e MFC neste
exemplo ¢ a comparacao entre a convergéncia da taxa de energia disponibilizada para a
propagacao da fissura com o aumento da ordem polinomial do enriquecimento, para os
métodos MIC e MFC, e a taxa de energia disponibilizada obtida com a Integral-J. A
Figura 6.40 ilustra essa analise. Para todas as inclinagdes analisadas, ¢ possivel observar
que o resultados obtidos com os métodos MFC e MIC s3o condizentes com os valores

obtidos para a Integral-J.

Angulo de inclinago (B = 0°) Angulo de inclinagao (B = 30°)
S
© 0,65 N . " " N A\ 0504 L
® / a N A/A\ﬁ/f§l . . \
g 0604 E
o) = 0,451
= g I}
cc) 0,55 =4
a 2 (404
o 0,50 ST
© —a— Integral-J © —a— Integral-J
T 0,45 —eo—MIC D 354 —eo—MIC
=) —A— MFC o —&— MFC
@ 040 ©
() @ 0304
© 0,35 =
© g
% 030" © 025
© =
'— . T a T . T L T a 1 T T T T T T a T . 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Numero de graus de liberdade (N) Numero de graus de liberdade (N)
(a) (b)
A PR 2 o ~ T -
Angulo de inclinagéo (B = 45") Angulo de inclinagéo (p = 60°)
1 © 0,18
© 0,34 (—O“
g e /A\ = 2 N " N A g—h=——p. N R
N A = 0181 / ¢
:-é 0,30 i= 14
S 0281 S o014+
o i R4
@ 0264 5
= o Integral-J © 0124 —a— Integral-J
© 7] & o —e— MIC
D 0224 —e—MIC @ A MFC
,(I_) ' 1 —a&— MFC C 0,10 o
c 0204 =
) | [}
4 T
2 o1s < 0084
- x
© 0161 K 18
S 0,14 E T T T T T T T T 1 0,06 y T g T g T T T T 1
0 1000 2000 3000 4000 5000 0 1000 2000 3000 4000 5000
Numero de graus de liberdade (N) Numero de graus de liberdade (N)
() (d)

Figura 6.38 — Taxa de energia disponibilizada para a propagagdo da fissura para 0° (a),
30° (b), 45° (c) e 60° (d).
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6.6 Fissura inclinada excéntrica inserida no dominio

O problema apresentado a seguir serve para verificar a robustez da
implementa¢do dos métodos de extracdo e a versatilidade da implementagdo utilizando
os recursos da programacao orientada a objetos. Considera-se o problema de um painel
com fissura inclinada excéntrica inserida no dominio (Figura 6.39). Seja €=0,50 a
distancia entre o ponto médio da fissura e o eixo de simetria do dominio.
Diferentemente dos problemas 6.4 e 6.5, os fatores de intensidade de tensdo sdo

distintos para cada extremidade da fissura.
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Figura 6.39 — Painel com fissura inclinada excéntrica e malha utilizada na analise.

O problema ¢ idealizado com as seguintes condigdes:

e Estado Plano de Tensao (EPT);

e Coeficiente de Poisson v=0,3 ;

e Modulo de Young E=0;

e Dimensodes do dominio w=1,0, L=2,0 e a=0,4;

e Angulo de inclinagio da fissura p=45°;

e Espessura unitaria;

e Condigdes de contorno de Dirichlet: u . =0,0, U= 0,0 e u, = 0,0;

e Condig¢des de contorno de Neumman: ¢ =1,0.
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A Figura 6.40 apresenta a discretizacdo utilizada no problema de fissura
inclinada com excentricidade. Nessa analise, utilizou-se uma malha com 56 elementos
quadrilaterais e uma taxa de progressdo geométrica q=0,15 nas extremidade da

fissura.

I

/’;_’/-‘E?

T
-
-
=
T

Figura 6.40 — Painel com fissura inclinada excéntrica e malha utilizada na analise.

Para a validacao dos resultados da presente analise, foram utilizados os seguintes
valores de referéncia para os fatores de intensidade de tensdo normalizados:

para a extremidade A :

K,, =0,536; K,, =0,525, (6.21)

para a extremidade B :

K, =0,538; K, =0,510. (6.22)

esses valores podem ser encontrados em (MURAKAMI, 1978).

A relagdo entre os fatores de intensidade de tensdao normalizados (K) e oS

fatores de intensidade de tensdo (K) pode ser escrita na forma:

cyma/2 ; " oJna/2 (6.23)
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A Figura 6.41 apresenta a magnitude do vetor deslocamento e a tensao de von
Mises para a presente analise obtidas por meio do método dos elementos finitos

generalizados com o enriquecimento polinomial p=7.

Voriises

Solution quads Vonises quads

(a) (b)
Figura 6.41 — (a) Magnitude do vetor deslocamento e (b) tensdo de von Mises para o
problema de fissura excéntrica

Utilizando os recursos da programagdo orientada a objetos, ¢ possivel criar
objetos das classes de extracdo independentes para cada ponto de singularidade. Como
os fatores de intensidade de tensdo sdo diferentes para cada extremidade da fissura,
foram utilizados dois objetos de extra¢do. Cada objeto fornece os valores dos fatores de
intensidade e¢ da taxa de energia disponibilizada para cada extremidade de forma
independente e sem a necessidade de modificagdo no codigo computacional. Na

configuragdo dos dominios de integragdo, utilizou-se p=0,02 para o MIC e p, =0,02
e p, =0,20 para o MFC, para cada extremidade.

A Figura 6.42 e a Tabela 6.20 apresentam os fatores de intensidade de tensdo
para os modos I e II e o erro relativo comparando com os valores de referéncia para a

extremidade A da fissura (6.21), respectivamente.
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Figura 6.42 — Fatores de intensidade de tensdo K, (a) e K, (b) para a extremidade A.

Tabela 6.20 — Erro relativo para os fatores de intensidade de tensdo K, ¢ K, na
extremidade A , utilizando os métodos MIC e MFC.

er(K,)% er(K; )% er(K,)% er(K; )%

p N
MIC MIC MEFC MFC

1 132 32,885381 35,44505 19,80416 5,876824
2 396 11,011328 14,05153 12,12391 0,079146
3 792 0,268715 2,140185 5,307448 0,373752
4 1320 1,595861 0,499012 0,323556 1,539439
5 1980 1,004384 0,4089 0,509408 1,211672
6 2772 0,384192 0,220025 0,292164 0,425176
7 3696 0,253093 0,129673 0,286751 0,407218
8 4752 0,268862 0,035172 0,295459 0,295479

A Figura 6.43 ilustra a convergéncia dos fatores de intensidade de tensdo K, e
K, para a extremidade B da fissura. A Tabela 6.21 apresenta os valores para o erro

relativo dos fatores de intensidade de tensdo, utilizando como base os valores de

referéncia em (6.22).
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Figura 6.43 — Fatores de intensidade de tensdo K, (a) e K, (b) para a extremidade B.

Tabela 6.21 — Erro relativo para os fatores de intensidade de tensdo K, e K, na
extremidade B, utilizando os métodos MIC e MFC.

er(K,)% er(K; )% er(K,)% er(K; )%

p N
MIC MIC MFC MFC
1 132 35,29736 29,26621 19,15353 0,224266
2 396 13,46617 7,266222 10,72941 8,038803
3 792 1,784253 1,694114 5,62054 5,258657
4 1320 0,144677 2,258851 1,850379 1,827939
5 1980 0,152885 1,365612 0,352914 0,491421
6 2772 0,100358 0,618567 0,21737 0,123588
7 3696 0,308118 0,053089 0,521975 0,472374
8 4752 0,386673 0,335276 0,590915 0,189882
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Figura 6.44 — Taxa de energia disponibilizada (a) para a extremidade A (b) para a
extremidade B.

A Figura 6.44 apresenta convergéncia da taxa de energia disponibilizada para a

propagacao da fissura com o enriquecimento polinomial, utilizando os métodos MIC,
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MFC e Integral-J. O valor de referéncia para as taxas de energia disponibilizada em
cada extremidade foi calculado utilizando os valores fornecidos em (6.21) e (6.22).

Para a extremidade A :

G, =0,354, (6.24)

para a extremidade B :

G, =0,345. (6.25)

Nas analises dos fatores de intensidade de tensdo e da taxa de energia
disponibilizada para a propaga¢do de fissuras, para as duas extremidades da fissura, os
resultados apresentam-se de forma condizente com os valores encontrados na literatura.

O exemplo de fissura excéntrica, analisado com as implementagdes das classes
de extracdo (Secdo 5.3), ajuda a ilustrar a versatilidade de uma implementacdo
computacional utilizando o paradigma da programagdo orientada a objetos. Com as
implementagdes desenvolvidas no presente trabalho, é possivel analisar, a0 mesmo
tempo, diversas fissuras inseridas completamente ou parcialmente no dominio. Para
desenvolver andlises com diversas fissuras, basta criar um objeto para cada ponto de

singularidade presente no dominio.




7 Conclusao

Nesta dissertacdo, diversos aspectos relacionados a extracdo de fatores de
intensidade de tensdo e da taxa de energia disponibilizada para a propaga¢do de uma
fissura, utilizando solugdes numéricas, foram investigados.

Utilizou-se a solu¢ao do método dos elementos finitos generalizados (MEFG)
nos experimentos numéricos. A solu¢gdo numérica do MEFG foi obtida por meio do
programa computacional Scientific and Engineering Toolkit (SET), desenvolvido pelo
orientador do presente trabalho, que implementa a versdo p do MEFG. O programa SET
foi implementado utilizando recursos da programacdo orientada a objetos, o que
facilitou a reutilizacdo do codigo computacional em diversas partes da implementagdo
computacional dos métodos de extragao.

A escolha do método da integral de contorno (MIC) e do método da funcao
cutoff (MFC) para extracao dos fatores de intensidade de tensdao no contexto do MEFG ¢
justificada pela generalidade e fundamentacdo matemadtica que suas formulagdes
possuem e pela robustez e eficiéncia computacional inicialmente apresentada por Szabd
e Babuska (1988, 1991) utilizando-se a solu¢do do MEF na versdo p. Em virtude da
generalidade da formulacdo analitica dos métodos, dispensaram-se modificacdes na
formulagdo do MIC e MFC quando aplicados ao MEFG. Algumas modificagdes
aplicadas aos métodos MIC e MFC sdo relacionadas com aspectos de formulagdo
numérica e implementagdo computacional.

A revisdo e estudo dos métodos de extracao de fatores de intensidade de tensao
disponiveis para o MEF mostraram que uma das principais caracteristicas apresentadas
nesses métodos ¢ que suas formulagdes numéricas sdo freqiientemente associadas a

discretizacdo utilizada na andlise. A formulacdo numérica desenvolvida no presente
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trabalho apresenta-se de forma independente da discretizacao, facilitando assim uma
futura analise de propagagao de fissuras e mostrando-se bastante adequada na aplicagao
em método sem malha (PEREIRA; DUARTE, 2004).

Os valores extraidos com os métodos da integral de contorno (MIC) e da fun¢ao
cutoff (MEC) (SZABO, BABUSKA, 1988) foram validados com vérios resultados
analiticos e numéricos encontrados na literatura. Na validacdo desses resultados,
utilizou-se também o método da Integral-J (RICE, 1968), o qual ¢ bastante conhecido e
utilizado na literatura (MORAN; SHIH, 1987 a, b; NAHTA; MORAN, 1993; ORGAN,
1996; RAJU; SHIVAKUMAR, 1990).

Avaliou-se o desempenho dos métodos com a utilizagdo de malhas geométricas
na discretizagdo dos dominios de anélise e com o enriquecimento polinomial da solug¢do
do MEFG. Diversos problemas, variando a inclinag¢ao da fissura e a posi¢dao em relagdo
ao eixo de simetria do dominio, foram utilizados para avaliar a robustez e¢ a

versatilidade da implementagdo computacional dos métodos.

7.1 Consideracoes finais

Com os desenvolvimentos apresentados, € possivel discorrer algumas conclusdes
a respeito das técnicas de extracao dos fatores de intensidade de tensdo utilizadas no

presente trabalho.

7.1.1 Sobre as caracteristicas dos métodos

Alguns aspectos dos métodos de extracdo dos fatores de intensidade de tensdo
foram analisados.

Os resultados obtidos na andlise de problemas cldssicos da mecanica da fratura
confirmam as hipdteses de superconvergéncia apresentadas por Babuska e Miller
(1984a, b e ¢). Nas andlises que comparam as taxas de convergéncia, observou-se que as
taxas de convergéncia dos fatores de intensidade de tensdo, extraido com o MIC e MFC,
sao maiores do que a taxa de convergéncia da solu¢do do MEFG na norma energia.

Com relagdo a qualidade da solucdo, os erros relativos obtidos para os fatores de
intensidade de tensdo apresentam-se sempre entre o erro relativo na norma energia € o

erro relativo na energia de deformagao.
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A andlise da variacdo do raio de integracdo na extragdo dos fatores de
intensidade de tensdo confirma a hipdtese de independéncia do caminho de integracao

apresentada por Szab6 e Babuska (1988, 1991).

7.1.2 Sobre a formulacio numérica

Os métodos de extragdo implementados apresentaram-se de forma adequada no
contexto do MEFG. As andlises de independéncia do caminho de integragdo e da
variagdo da inclinagdo e da posi¢do da fissura no dominio exibem resultados que
confirmam a robustez da implementacdo dos métodos de extragdo com relagdo a
independéncia da discretizagdo do problema e a generalidade da implementagdo
computacional desenvolvida.

A formulagdo numérica utilizada na implementagdo dos métodos de extracao
apresenta-se bastante adequada aos métodos sem malha, visto que a extracao dos fatores
de intensidade de tensdo ¢ feita de forma independente da discretizagdo utilizada na
simulacdo. A caracteristica de independéncia da discretizacdo ¢ particularmente
importante em uma analise de propagacao de fissuras.

Como esperado, os resultados obtidos com o método da fun¢do cutoff (MFC)
apresentam-se de forma mais precisa e confidvel do que nos métodos da integral de
contorno (MIC) e na integral-J, o que justifica a maior complexidade de implementagao

do mesmo.

7.1.3 Sobre a implementa¢io computacional

A analise de problemas com fissuras inclinadas confirmam a robustez da
implementagdo utilizada para os métodos de extracdo. Tal robustez foi alcangada pelo
desenvolvimento das transformacdes de coordenadas entre os espagos utilizados na
integragdo numérica. As transformagdes utilizadas na implementacdo computacional
dos métodos de extracdo permitiram a generaliza¢do do cddigo, tornando-o aplicavel a
diversos problemas da mecanica da fratura.

A versatilidade encontrada na implementacdo, utilizando os recursos da
programagao orientada a objetos, facilita a andlise de problemas mais gerais, como 0s
de fissuras completamente inseridas no dominio, com ou sem excentricidade em relagdo

aos eixos de simetria do dominio. Tal caracteristica permite também que varios pontos
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de singularidade possam ser analisados ao mesmo tempo e de forma independente, sem
qualquer alteracao no codigo computacional.

A implementacdo computacional dos métodos foi desenvolvida de tal forma que
sua extensao para o caso tridimensional pode ser feita da maneira mais simples possivel.
E possivel desenvolver as extensdes dos métodos para os casos tridimensionais criando

subclasses na classe base de extragao (ExtractSIF) (Se¢do 5.3).

7.2 Propostas para trabalhos futuros

Os métodos de extragdo abordados nesta dissertagdo possuem um campo de
aplicacdo e de desenvolvimento que vai além do que foi abordado. Como forma de
ampliar o desenvolvimento deste trabalho sugere-se as seguintes extensoes:

e Aplicar os métodos da integral de contorno e da funcdo cutoff utilizando outro
tipo de método numérico que forneca a solugdo para problemas da elasticidade,
por exemplo, o método dos elementos de contorno.

e Estudo da eficiéncia dos métodos de extracdo para problemas com diversas
condi¢gdes de contorno nas arestas. Ampliar as formulagdes apresentadas para a
analise de problemas com tensdes nas arestas da fissura.

e Desenvolvimento dos métodos de extracdo para problemas tridimensionais.

e Desenvolvimento de formulagdes dos métodos da fungdo cutoff e da integral de
contorno para problemas com materiais nao homogéneos e problemas de fissuras
em interface entre materiais.

e Aplicacdo dos métodos da fungao cutoff (MFC) e da integral de contorno (MIC)
utilizando a implementacdo independente da discretizagdo, em analise de
propagagao de fissuras.

e Utilizacdo dos recursos da programacdo orientada a objetos e de programacdo

paralela para analisar um dominio com diversas fissuras a0 mesmo tempo.
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método da Integral-J
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Nesta se¢do, apresenta-se a transformagao de coordenadas, entre os espagos
local e global (Figura A.l), para as derivadas dos deslocamentos utilizadas na
implementagdo do método da Integral-J.

Para a implementa¢do do método da Integral-J utilizando a solu¢do numérica do
Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG) em coordenadas globais, obtida
com o programa SET (Capitulo 5), faz-se necessario o desenvolvimento de uma
transformag¢do de coordenadas que transforme as derivadas em coordenadas globais em

derivadas nas coordenadas na ponta da fissura (Figura A.1).

Sistema de coordenadas na
extremidade da fissura

Sistema de
coordenadas global

X

Figura A.1 — Sistemas de coordenadas local (extremidade da fissura) e global.

Definem-se as coordenadas dos espacos local e global e as respectivas

representacoes dos campos de deslocamento nesses espagos.

e (&m)— coordenadas cartesianas do espago local;
o (x, y) — coordenadas cartesianas do espaco global;
. (ﬁé (&m).0, (i,n)) — campos de deslocamento no espaco local, em fungdo das

coordenadas cartesianas locais;

. (ux (X,y),uy(x,y)) — campos de deslocamento no espago global, em fungdo

das coordenadas cartesianas no espago global;

A transformagdo que conduz as coordenadas do espago local para o espago

global pode ser escrita da seguinte forma:
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T, :(&n)—>(x.y)
BNENE I

a matriz da transformacgao ¢:

ox OXx
~ G_Q % _|cos(B) —sen(B)
e o ‘Lenm) COM 2
% on

Para os deslocamentos tem-se:

o= Seb

De (A.3) e como (A.2) ¢ constante, usando a regra da cadeia, tem-se:

a) A (e
0 ox 0
N =[R]' gy (A.4)
au, ou, Ouy |10y
o x oy leg
o, ou, du, [(ox
0 OX 0
T =RT Y |jon (A5)
a, Ou, Ouy |0y
n | 0x  0dy |lOn

A relacdo entre as derivadas do campo de deslocamentos em coordenadas
globais, com relacdo as coordenadas globais, e as derivadas do campo de deslocamentos

em coordenadas locais, com relacdo as coordenadas locais, pode ser escrita na forma:

[Di,, |=[R]":[Du, ]-[R], (A.6)




145

sendo:

aﬁé aﬁ&

. og o
Di,, |= : .
P l=| s o, (A7)

L 08 On

. ou

ox 0Oy
[Puy]=| . 4 | (A.8)

y y

| Ox Oy |

Com as transformagdes apresentadas nesta secdo, ¢ possivel obter as derivadas
dos deslocamentos em coordenadas locais com relagdo as coordenadas locais (Equagdo
(A.7)) a partir das derivadas dos deslocamentos em coordenadas globais com relacdo as

coordenadas globais (Equacao (A.8)).




APENDICE B — Desenvolvimento analitico para os
coeficientes da funcao extratora
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Nesta secdo, apresenta-se o calculo das integrais que fornecem os coeficientes
das fungdes extratoras e a verificacao da propriedade de ortogonalidade das autofungdes
apresentados na Secao 3.2.

No desenvolvimento das integrais para a determinagdo dos coeficientes da
funcdo extratora utilizou-se o aplicativo MAPLE 7. Com o intuito de documentar e
facilitar uma futura reutilizagdo do desenvolvimento apresentado nesta secdo, segue o
desenvolvimento da integracdo analitica na forma do cddigo utilizado no aplicativo

MAPLE 7.

Pacotes do MAPLE 7 utilizados no desenvolvimento dos coeficientes da
funcao extratora

>restart:
>with(linalg) :

Definicoes das funcoes y e Y

Para o modo I (considerando autovalores positivos)
>Lambdal:=(i)->(lambdal[i]-1)/ (lambdal[i]+1) ;

. Mi—l
Al =i —> kli+l
>Q1 := (i) ->- Lambdal(i)*sin((lambdal[i]-

1) *alpha/2) /sin((lambdal[i]+1) *alpha/2) ;
A1(Q) sin(é(?di— 1) ocj

Ol =i— — 1
sin( (AL +1) OL]
2 i
Autofungdes para Modo I:
>psil := (theta,i) -> matrix([[ (kappa -

Q1 (i) *(lambdal[i]+1)) *cos(lambdal[i] *theta) -
lambdal[i] *cos ((lambdal[i]-2) *theta) ], [ (kappa +
Ql(i)*(lambdal[i]+1)) *sin(lambdal[i] *theta)+lambdal[i] *sin(
(lambdal[i]-2) *theta)]])
(k=QI(i) (AL, +1))cos(Al . 6)—Al cos((Al,-2)0)
vyl =(0,i)—> ) ) _
(k+QI() (A1, + 1))s1n(k1i9)+k1is1n((7ull_—2)6)}
Tensodes para Modo I (apenas os fatores que sao dependentes de 0 ):
>sigmall := (theta,i) -> (2-
Q1 (i) *(lambdal[i]+1)) *cos((lambdal[i]-1) *theta) -
(lambdal[i]-1) *cos((lambdal[i] -3) *theta) ;
cll:==(0,i) > (2-QI(7) (A, + 1)) cos((Al,=1)0) = (Al,— 1) cos((Al,=3)6)
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>sigmal2 := (theta,i) ->

(24+4Q1 (i) * (lambdal[i]+1) ) *cos ((lambdal[i] -

1) *theta)+ (lambdal[i]-1) *cos ((lambdal[i] -3) *theta) ;
cl2:=(0,i) > (2+QIl(7) (Mﬁ 1)) cos((kli— 1)0)+ (Ml.— l)cos((Ml.— 3)0)

>taul := (theta,i) -> ((lambdal[i]-1))*sin((lambdal[i]-
3) *theta)+Ql (i) * (lambdal[i]+1) *sin((lambdal[i]-1) *theta) ;
Tl :=(6,i)—>(7»11.—l)sin((kll.—?:)9)+Q1(i)(k1i+l)sin((kll.—l)e)

Y (Fungdo que compde o vetor tracao ao longo do caminho de integragdo, apenas os
fatores dependentes de theta)

>Upsilonl := (theta,i) ->

multiply (matrix ([[sigmall (theta, i),

taul (theta,i) ], [taul (theta, i),

sigmal2 (theta,i)]]) ,matrix([[cos(theta)], [sin(theta)]]))

o ] . cl1(0,i) t1(6,i) ] [cos(0)
Y1=0,H- multlplyq 11(6,1)  ol12(6, z')Hsin(e)D

Para o modo I (considerando autovalores negativos)

>Lambdajl:= (i) ->(lambdajl[i]-1)/ (lambdajl[i]+1) ;
lambdajl . — 1

Lambdajl =i — W

>Qjl := (i) ->- Lambdajl(i)*sin((lambdajl[i]-
1) *alpha/2) /sin((lambdajl[i]+1) *alpha/2) ;

Lambdaj1(i7) sinG (lambdajl . — 1) ocj

gjil =i— - I
sin(2 (lambdajl .+ 1) ocj

Autofungoes para Modo I (autovalores negativos):

>psijl := (theta,i) -> matrix([[ (kappa -

Qjl (i) * (lambdajl[i]+1) ) *cos (lambdajl[i] *theta) -

lambdajl[i] *cos ((lambdajl[i]-2) *theta) ], [ (kappa +

Q31 (i) * (lambdajl[i]+1)) *sin(lambdajl[i] *theta)+lambdajl[i]*
sin((lambdajl[i]-2) *theta)]]);

) (= QjI(i) (lambdajl + 1)) cos(lambdaj1,0) — lambdaj1 , cos((lambdajl,~2) )
psyl= (0D =) Lo (lambdajl + 1)) sin(lambdajl  0) + lambdajl sin((lambdajl —2)0)
Tensdes para Modo I (autovalores negativos, apenas os fatores que sdo dependentes de
0):
>sigmajll := (theta,i) -> (2-

Qjl1 (i) * (lambdajl[i]+1) ) *cos((lambdajl[i]-1) *theta) -
(lambdajl[i]-1) *cos((lambdajl[i]-3) *theta) ;
sigmajl1 :=(0,i) - (2 - Qjl(i) (lambdajl + 1)) cos((lambdajl — 1) 0)

— (lambdajl.— 1) cos((lambdajl.—3)0)
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>sigmajl2 := (theta,i) ->

(2+Qj1 (i) * (lambdajl[i]+1) ) *cos ((lambdajl[i] -

1) *theta)+ (lambdajl[i]-1) *cos((lambdajl[i]-3) *theta) ;
sigmaj12 = (0, 1) > (2+ Qjl(i) (lambdajl .+ 1)) cos((lambdajl . — 1) 6)

+ (lambdajl .- 1) cos((lambdajl.—3)0)

>taujl := (theta,i) -> ((lambdajl[i]-1))*sin((lambdajl[i]-
3) *theta)+Qjl (i) * (lambdajl[i]+1) *sin((lambdajl[i] -

1) *theta) ;

tayjl == (0,1) —> (lambdajl,— 1) sin((lambdajl ,—3) 6)

+Qjl(i) (lambdajl + 1) sin((lambdajl ~1)0)

Y (Fungdo que compde o vetor tracao ao longo do caminho de integragdo, apenas os
fatores dependentes de theta)

>Upsilonjl := (theta,i) ->

multiply (matrix([[sigmajll (theta,i),

taujl (theta,i) ], [taujl (theta,i),

sigmajl2 (theta,i)]]) ,matrix([[cos(theta)], [sin(theta)]]))

o . ) sigmajl11(0, i) tauj1(0, 1) cos(0)
1= Itipl
Upsilonj1 := (0, 1) = multip y{{ tauj1(0,7)  sigmajl2(0, i) [ | sin()

Para o modo II (considerando autovalores positivos)
>Q2 := (i) ->- sin((lambda2[i]-
1) *alpha/2) /sin((lambda2[i]+1) *alpha/2) ;

sin@ (A2.-1) ocj

02:=i—> - I
sin(2 (A2.+1) ocj

Autofungoes para Modo II:
>psi2 := (theta,i) -> matrix([[ (kappa -
Q2 (i) * (lambda2[i]+1) ) *sin(lambda2[i] *theta) -
lambda2[i] *sin((lambda2[i]-2) *theta) ], [- ( (kappa +
Q2 (i) * (lambda2[i]+1) ) *cos (lambda2[i] *theta)+lambda2[i] *cos (
(lambda2[i]-2) *theta))]11)
(k—Q2(i) (A2,+ 1)) sin(A2,0) - A2 sin((A2,-2)6)
Y2 :=(0,i)—> .
—(k+Q2(i) (A2, + 1)) cos(A2.0) — A2 cos((A2,-2) 9)}
Tensdes para Modo 1I (apenas os fatores que sdo dependentes de 0 ):
>sigma2l := (theta,i) -> (2-
Q2 (i) * (lambda2[i]+1)) *sin((lambda2[i]-1) *theta) -
(lambda2[i]-1) *sin((lambda2[i]-3) *theta) ;
621 :=(0,i) > (2-Q2(i) (A2,+ 1)) sin((A2,— 1) 0) — (A2, — 1) sin((A2,—-3) 6)

>sigma22 := (theta,i) ->

(2+Q2 (i) * (lambda2[i]+1) ) *sin((lambda2[i] -

1) *theta)+ (lambda2[i]-1) *sin ((lambda2[i] -3) *theta) ;

c22 :=(9,i)—>(2+Q2(i)(X2i+1))sin((k2i—1)9)+(X2i—1)sin((k2l_—3)9)
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>tau2 := (theta,i) -> -(((lambda2[i]-1)) *cos((lambda2[i]-
3) *theta)+Q2 (i) * (Lambda2[i]+1) *cos ((lambda2[i] -1) *theta)) ;
T2 :=(6,1’)—>—(7»21.—1)cos((7»2i—3)9)—Q2(i)(k2i+l)cos((kZi—l)G)

Y (Fungdo que compde o vetor tracao ao longo do caminho de integragdo, apenas os
fatores dependentes de 0)

>Upsilon2 := (theta,i) ->

multiply (matrix ([ [sigma2l (theta, i),

tau2 (theta,i) ], [tau2 (theta, i),

sigma22 (theta,i)]]) ,matrix([[cos (theta)], [sin(theta)]]))

- (To21(6, 1)  12(6,i) 1 [cos(8)
Y2:=(0,0) > multlplyq 2(0,1)  622(6, 1')} [sin(e)D

Para o modo II (considerando autovalores negativos)

>Qj2 := (i) ->- sin((lambdaj2[i]-
1) *alpha/2) /sin((lambdaj2[i]+1) *alpha/2) ;

sin@ (lambdaj2, ~ 1) ocj

1
sin(z (lambdaj2 + 1) oc]

Qj2:=i—> -

Autofungdes para modo II (considerando autovalores negativos):
>psij2 := (theta,i) -> matrix([[ (kappa -
Qj2 (i) * (lambdaj2[i]+1) ) *sin (lambdaj2[i] *theta) -
lambdaj2[i] *sin((lambdaj2[i]-2) *theta) ], [- ((kappa +
Qj2 (i) * (lambdaj2[i]+1)) *cos (lambdaj2[i] *theta)+lambdaj2[i] *
cos((lambdaj2[i]-2) *theta))]]1)
(k= Qj2(i) (lambdaj2,+ 1)) sin(lambdaj2,0) — lambdaj2  sin((lambdaj2 —2) 0)

.
psij2:=(0,1) = —(x + Qj2(i) (lambdaj2, + 1Y) cos(lambdaj2,0) — lambdaj2, cos((lambdaj2, ~2) )

Tensodes para modo II (considerando autovalores negativos, apenas os fatores que sao
dependentes de 0 ):

>sigmaj2l := (theta,i) -> (2-

Qj2 (i) * (lambdaj2[i]+1) ) *sin((lambdaj2[i]-1) *theta) -
(lambdaj2[i]-1) *sin((lambdaj2[i]-3) *theta) ;

sigmaj21 = (0, 1) —> (2 - Qj2(i) (lambdaj2 .+ 1)) sin((lambdaj2 . — 1) 6)

— (lambdaj2 .- 1) sin((lambdaj2,—3) 0)

>sigmaj22 := (theta,i) ->

(24+Qj2 (i) * (lambdaj2[i]+1) ) *sin((lambdaj2[i] -

1) *theta)+ (lambdaj2[i] -1) *sin((lambdaj2[i] -3) *theta) ;
sigmaj22 = (0,1) > (2 + Qj2(i) (lambdaj2 + 1)) sin((lambdaj2 . — 1) 6)

+ (lambdaj2,— 1) sin((lambdaj2,~3) 0)

>tauj2 := (theta,i) -> -(((lambdaj2[i]-

1)) *cos((lambdaj2[i] -

3) *theta)+Qj2 (i) * (lambdaj2[i]+1) *cos ( (lambdaj2[i] -
1) *theta)) ;
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tawyj2 := (0, 1) — —(lambdaj2 — 1) cos((lambdaj2 . —3) 0)
- Qj2(7) (lambdaj2 + 1) cos((lambdaj2,— 1) 0)

Y (Fungdo que compde o vetor tracdo ao longo do caminho de integracao, apenas os
fatores dependentes de 0 )

>Upsilonj2 := (theta,i) ->

multiply (matrix ([[sigmaj21 (theta,i),

tauj2 (theta,i) ], [tauj2 (theta,i),

sigmaj22 (theta,i)]]) ,matrix([[cos (theta)], [sin(theta)]]))

o . . sigmaj21(0, i) tauj2(0, 1) cos(0)
2= Itipl
Upsilonj2 = (0, i) = multip ’ﬂ tauj2(0, i)  sigmaj22(6, i)} Lin(@)D

Definicio da integral C{"

Para m diferente de n

>It :=(theta,i,]j)-

>lambdal[i] *multiply (transpose (psij2 (theta,j)),
(Upsilonl (theta,i))) [1,1] + lambda2[j] * multiply(
transpose (psil (theta,i) ), (Upsilonj2(theta,j) ))I[1,1];
It :=(9,i,j) > Al multiply(transpose(psij2(0,,)), Y1(0, i))1 1

+ X2j multiply( transpose(y1(0, 7)), Upsilonj2(0, j) )1 1

>C:i=(i,3)->(1/(2*G)) *int (It (theta,i,j), theta=-
alpha/2..alpha/2);
12 a
f 1t(0, i, /) do

-12a

C= (i) > =

Param=n-=1
>C1l1l := (i,3) ->(1/(2*G)) *int(
lambdal[i] *multiply (transpose (psijl (theta, j)),
(Upsilonl (theta,i))) [1,1] + lambdal[j] * multiply(
transpose (psil (theta,i) ), Upsilonjl(theta,j))[1,1], theta=-
alpha/2. .alpha/2);
12 a
Cll:=(i,j)— ;J A1, multiply(transpose(psij1(9,,)), Y1(6, i))1 |
-12a

+ M]_ multiply( transpose(y1(0, 7)), Upsilonj1(0, ;) )1 1 do/G

Param=n=2

>C22 := (i,3) -> (1/(2*G)) *int(

lambda2[i] *multiply (transpose (psij2 (theta,j)),

(Upsilon2 (theta,i))) [1,1] + lambda2[j] * multiply(
transpose (psi2 (theta,i) ), Upsilonj2(theta,j))[1,1], theta=-
alpha/2..alpha/2);
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12 a
1
C22:=(i,j)— 2J A2 multiply(transpose(psij2(9,/)), Y2(6, i))1 1
-12a ’

+ 7»2}. multiply( transpose(y2(0, i)), Upsilonj2(0, ;) )1 | do/G

Definicdo dos valores o e A

o (angulo de abertura do material)
>alpha := 2*Pi;
o:=2r

A positivo para o modo I (primeiro e segundo termos simétricos da expansiao
assintotica)
> lambdal :=vector ([1/2,3/2]) ;

13
mL3]
A negativo para o modo I (primeiro e segundo termos simétricos da expansao
assintotica)
> lambdajl:=vector([-1/2,-3/2]);
-1 -3
1= 5,5
lambdaj { ) }

A positivo para o modo II (primeiro e segundo termos anti-simétricos da expansao

assintotica)
> lambda2:=vector ([1/2,3/2]);

13
23]
A negativo para o modo II (primeiro e segundo termos anti-simétricos da
expansio assintotica)
> lambdaj2:=vector([-1/2,-3/2]);

[
lambdaj?2 .—{ ) }

Calculo dos coeficientes da func¢ao extratora

m,n

Valores da integral Cgi,j)) para m diferente de n

>C(1,1); .
>C(1,2); .
>C(2,1); 0
>C(2,2);




153

Valores da integral CE:“J)“ ) param=n=1

>c11(1,1);

1—2713—2]{713
2 G
>Cl1(1,2);
0
>Cl1(2,1);
0
>Cl1(2,2);
1—61{71—671
2 G

Valores da integral Cgfj’)“) param=n=2

>c22(1,1) ;

1—271—21{71
2 G
>C22(1,2);
0
>C22(2,1);
0
>C22(2,2);
1—61(75—67'5

2 G




APENDICE C - Transformacio de coordenadas para
as derivadas da funcao extratora do método da funcao

cutoff
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A expansdo assintdtica na vizinhanga de uma regido reentrante escrita na forma

da equagdo (2.41) (Se¢ao 2.3) fornece os campo de deslocamentos em coordenadas

locais (u&,un) em fun¢do de coordenadas polares (r,e) centradas na extremidade da

regido reentrante.

Sistema de coordenadas na
extrenndade da fissura

Coordenadas polares na
extremidade da fissura

_____

Sistema de
coordenadas global

£2 X

€]

Figura C.1 — Sistemas de coordenadas local (extremidade da fissura) e global.

Na composic¢ao dos integrandos do MFC, faz-se necessario o calculo das tragdes
e das derivadas das tensodes utilizando a fun¢do extratora.

Para o calculo das tragdes nas arestas da regido reentrante, desenvolve-se a

transformac¢ao das derivadas de (ué,un) com relagdo as coordenadas polares na
extremidade da fissura (r,0) em derivadas de (ux,uy) em relagdo as coordenadas

globais (x,y) (Figura C.1).

Por questdes de implementagdo computacional, as equagdes de equilibrio em
tensdo, apresentadas nas integrais de area do MFC (Secdo 3.3.2), foram utilizadas na
forma de deslocamentos. As equacdes que formam o integrando da integral de area

apresentada na formulacdo (3.38) podem ser substituidas da seguinte forma:

ot ot N o’u o’u o’u

+ *+B—+C—
ox Oy ox oxdy oy
W AT g i Sy (C.1)
Oty N do, AZ% . g ou, LodY

ox oy oy’ oxoy  o0x°
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método da funcgdo cutoff

para estado plano de tensdo, tem-se:

E E
A= ;  B= ; C=G.
1—02) 2(1-v) (C.2)
e para estado plano de deformagao, tem-se:
A=2G+1); B=(A+G); C=G. (C.3)

E ¢ o modulo de Young, v ¢ o coeficiente de Poisson, G (modulo de rigidez ao

cisalhamento) e A estdo relacionados com E e v na forma:

SE s (C4)

(1+v)(1-2v)

A seguir, as transformagdes para as derivadas de primeira e de segunda ordens,
para a funcdo extratora do MFC, sdo descritas em notacao indicial.
Considerando as defini¢cdes apresentadas no apéndice A e definindo as seguintes

representacdes para os sistemas de coordenadas e os campos de deslocamento:

o (r,e) — coordenadas polares do espaco loca;
. (ﬁg (r,0),u, (r,@)) — campos de deslocamento no espaco local, em fungdo das

coordenadas polares locais;

e (U,.(x,y),u (X,y))— campos de deslocamento no espaco local, em fun¢do das
€ n

coordenadas cartesianas globais;

Pretende-se calcular as derivadas de primeira ¢ de segunda ordens do vetor,

{u(r,0)} =u,(r,0)g +u,(r,0)g,, (C.5)
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e transformar em primeiras e segundas derivadas do vetor,

{u(r,e)} =uy (XaY)Ql +u, (XaY)gz . (C.6)

Como os vetores bases ¢ e ¢, (Figura C.1) sdo fixos, calculam-se apenas as

transformagdes das derivadas dos componentes do vetor deslocamento. Esse calculo
pode ser feito para cada componente individualmente.

Sejam:

) (C.7)

e sejam:

g(&>n):ﬁ§(§5n) ou u-q (&>n) (C 8)
)21 :&5 5\(2 :T]
sendo assim, define-se:
g(&mn)=goT, "' (&m), (C.9)
sendo:
T : E=rcos(0
s (), (C.10)
n=rsen(0)
Tl_lz r=\/§2+n2
> C.11
0 = arctan ﬂ] ( )
g
or 00 —sen(e)
~ A 0
Jfl(i k):aik: 8&, 6& — COS( ) r (C 12)
: ’ 6)Aii or 00 cos(e) ’ )
—— .| |sen(®)

o o r
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método da funcgdo cutoff

Sejam:
8(x.y)= 1t (xy) ou i, (xy) (€13)
X, =X, X, =Y
define-se:
g(x,y):QOTZ_I(X,Y)- (C14)

T, é definida em (A.1) e T,” pode ser escrita na forma:

B £ T X=X,
T, =|R , .
’ {n} | ]{y—yo} (19

1ge X ox ox | |cos(B) —sen(p)
R :J ! = n — =
[ ] 2 (Jam) 6Xj % a_n |:Sen(B) COS(B) (C16)
dy Oy
Para as primeiras derivadas, tem-se:
. 0g OJg &x il =
G T, ) (R
5 - 8 _ %8 &Ky (m) (C.17)
'oox; ok, ox, T
Portanto:
g,=3"(hm)I " (mk)g,. (C.18)
Agora:

fu(xy)} = {E} _ [R]{Ei}. (.19)

Como [R] ¢ constante:
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WG| U
b {um} B [R]{ﬁmj}’

U, ; e 0, ; sdo calculados usando (C.18).

Para as derivadas de segunda ordem, tem-se:

Sendo:

Para k=1:

Hl_l (1719.]) =

Para k=2:

Portanto:

af(i

VR

(@) o(ama
07 0%, | o%, | o, | a%, %,

0 (08 |o%, , % 0°X,
X, ) 0%, O, OX0%,
o’z X jaik+ g 0%,

X, 0%, R, )0k, 0%, 00K,

b

0°X, e
=H 7 (k
aﬁlaﬁj 1 ( 719.])9
sen’ () _sen(G)cos(e)

sen (6)cos(0) cos’ ()

r r

2sen(0)cos(6)  2sen’(6)-1

r? r?
2sen’ (9)—1 ZSen(G)cos(G)
r? r?

(C.20)

(C.21)

(C.22)

(C.23)

(C.24)
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método da funcgdo cutoff

g,ij = Jl_l (i, m)g,kal_l (Ja k) + g,kHl_l (ka i, J) . (C.25)

Continuando:

0°g i o0 [og| o og 0%,
ox,0x, " 0x,(0x, ) Ox, (0%, Ox,

o (o ok, o§ 0%
= (?J 145 : (C.26)
ox, | 0x, Jox, OX, OX,0X,
{ o’ a&]@f«uag 0%,
0X 0%, 0x, |Ox, OX, 0X,0X,
Sendo:
e
- =H,"(q,n,p). C.27
oeox, 1 (anp) (C27)
Portanto:
g,np = ‘]271 (n9r)g,qu271 (p9 q) _'_g,q1_1271 (qa nop) . (C28)

Utilizando-se as equagdes (C.25) e (C.28)¢ possivel transformar as derivadas de
g em derivadas de g. Neste caso, (C.27) € igual a zero.
Para as segundas derivadas dos campos de deslocamento, utilizando-se (C.19) e

sendo [R] constante, tem-se:

u, i U, ;
u,ij :{ ’J}:[R]{"&?J}, (C29)
uy,ij un,ij

U, ; e u, ;sdo calculados usando (C.25) e (C.28).

Expandindo o desenvolvimento apresentado nesta secdo, ¢ possivel encontrar

uma relacdo matricial para as transformagdes das segundas derivadas.






