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CHAVES, I|.A. (2004). Otimizagéo de pilares de concreto armado mediante
uniformizagéo do indice de confiabilidade. Dissertagao (Mestrado) — Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos, 2004.

Atualmente, busca-se a minimizacdo dos custos para uma estrutura que
satisfaga a principios de seguranga, com respeito aos estados limites de
ruptura e de utilizacdo, e as imposicbes de normas técnicas. Entretanto,
nenhuma estrutura é totalmente segura. O projeto envolve incertezas, pois ha
variagbes tanto nos carregamentos quanto na capacidade resistente e rigidez
da estrutura. Deste modo, modelos de calculo que se baseavam em hipoteses
bastante simplificadoras estao sendo substituidos por modelos que consideram
as variabilidades dos parametros estruturais e das solicitagoes,
consequentemente, obtém-se uma avaliagdo mais confiavel e realista da
capacidade ultima da estrutura. Na pratica, em estruturas que atendem aos
requisitos basicos de seguranca, dificilmente o grau de economia é verificado.
Assim, através de técnicas de otimizacdo matematica e de conceitos
estatisticos, um programa computacional foi desenvolvido para a determinagéo
da secéo transversal de pilares de concreto armado com o custo minimo e a

determinagao do indice de confiabilidade desta estrutura para um estado limite.

Palavras-chave: otimizacdo; estruturas; pilares; concreto armado;

confiabilidade; estatistica
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ABSTRACT

CHAVES, |.A. (2004). Otimizacdo de pilares de concreto armado mediante
uniformizagdo do indice de confiabilidade. M.Sc. Dissertation — Escola de

Engenharia de S&o Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sado Carlos, 2004.

Currently, it searches minimization of the costs for a structure that satisfies the
security principles, with respect to the states use and rupture limits, and the
impositions of norms techniques. However, no structure is total insurance. The
project involves uncertainties, therefore it in such a way has variations in
loading how much in the resistant capacity and rigidity of the structure. In this
way, calculation models that if based on sufficiently simple hypotheses are
being substituted for models that consider the variabilities of the structural
parameters and the requests, consequently, get a more reliability and realistic
evaluation of the last capacity of the structure. In the practical one, in structures
that take care of to the basic requirements of security, hardly the economy
degree is verified. Thus, through techniques of mathematical optimization and
statistical concepts, a computational program was developed for the
determination of the cross section of columns of reinforced concrete with the
minimum cost and the determination of the index of reliability of this structure for

a state has limited.

Keywords: optimization; structures; columns; reinforced concrete; reliability;

statistics



INTRODUGAO

Incertezas sao inevitaveis no projeto estrutural, pois ha variagbes tanto
nos carregamentos quanto na capacidade resistente e rigidez da estrutura.
Portanto, os procedimentos de andlise da engenharia devem, adequadamente,
incluir métodos e conceitos para avaliagao de sua importancia no desempenho
e no projeto do sistema. Com essa consideragdo, os principios de
probabilidade, estatistica e teoria da decisdo oferecem a base matematica para

a modelagem da incerteza e analise dos seus efeitos no projeto.

A utilizagdo de processos que levem em consideracdo a natureza
aleatoria das variaveis envolvidas nos modelos de comportamento do concreto
armado € uma ferramenta indispensavel e talvez até a unica realmente

apropriada para a estimativa da confiabilidade nas estruturas.

Com isso, o esquema do projeto estrutural esta melhorando no que se
refere a introdu¢cdo de novos modelos nas normas. Deste modo, modelos de
calculo que se baseavam em hipéteses bastante simplificadoras estdao sendo
substituidos por modelos que consideram as variabilidades dos parametros
estruturais e das solicitagdes, consequentemente, obtém-se uma avaliagao

mais confiavel e realista da capacidade ultima da estrutura.

Atualmente, busca-se a minimizacdo dos custos para uma estrutura que
satisfaga a principios de seguranca, com respeito aos estados limites de
ruptura e de utilizagdo, e as imposi¢cdes de normas técnicas. Entretanto, em
estruturas que atendem aos requisitos basicos de segurancga, dificimente o

grau de economia é verificado.



Introducgdo

Assim, através de técnicas de otimizacdo matematica e de conceitos
estatisticos, um programa computacional foi desenvolvido para a determinacgao
da secao transversal de pilares de concreto armado de forma a terem custo

minimo e no calculo da confiabilidade desta estrutura para um estado limite.



REVISAO BIBLIOGRAFICA

2.1 ‘Estado-da-arte’ da Pesquisa em Otimizacao

De acordo com VIANNA (2003), o objetivo principal do projeto estrutural
€ encontrar o ponto de equilibrio entre a maximizagdo da seguranga e a
minimizagao dos custos. Como os dois conceitos sdo contraditorios entre si, na
pratica se busca uma minimizacédo dos custos para uma estrutura que satisfaca
a principios basicos de seguranga, com respeito aos estados limites de ruptura
e de utilizacdo, e as imposicdes de normas técnicas. Sucintamente, pode-se
definir otimizagéo estrutural como sendo a definigdo de uma série de variaveis

de projeto que juntas vao extremar uma fungao objetivo definida.

Segundo CAMP et al. (1998), as técnicas de otimizagdo podem ser
divididas em trés categorias: programagéao matematica, método dos critérios de

otimizagao e os métodos heuristicos ou métodos genéticos.

A programacado matematica pode ser dividida em programacgao linear e
nao-linear. Na programacao linear, a fungcdo objetivo e as restricbes séo
funcdes lineares das variaveis de projeto. A programacédo néao-linear foi
desenvolvida para problemas de otimizacdo onde as restrigdes sao fungdes
nao-lineares das variaveis de projeto, e as condi¢des necessarias para
alcancar a solucéo 6tima sao providas pelas condicboes de KUHN e TUCKER
(1951).

Como a aplicagao direta das condi¢cdes de Kuhn-Tucker é extremamente
dificil para a maioria dos problemas, o método dos critérios de otimizacao foi
criado com contribuicbes de BARNETT (1961), PRAGER (1968) e VENKAYYA

et al. (1968), para a sua aplicagdao indireta, combinadas com os
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multiplicadores de Lagrange nos problemas de programacgao nao-linear. Este
método vem sendo usado na maioria dos problemas de engenharia de
estruturas, como em RIZZI (1976), ARORA (1980), MOHARRAMI e
GRIERSON (1993), SOARES (1997) e VIANNA (2003).

O algoritmo genético € uma técnica baseada nos principios genéticos de
sobrevivéncia de uma populacdo através de adequacgdes e adaptagdes. O
método dos algoritmos genéticos tem sido empregado com sucesso na
otimizagao estrutural, como em GOLDBERG e SAMTANI (1986) e JENKINS
(1992).

Desde o trabalho pioneiro de SCHIMIDT (1960), a teoria da otimizagao
estrutural tem avancado consideravelmente nas ultimas quatro décadas,
conforme ilustrado pelo grande numero de livros e artigos publicados, mas as
publicacbes em concreto armado e concreto protendido s&o, na maioria das

vezes, encontrados isoladamente devido a sua heterogeneidade e anisotropia.

Segundo CONH e DINOVITZER (1994), o ago € o material mais utilizado
nos estudos sobre otimizagao estrutural, ocupando 92% dos artigos publicados
a esse respeito, enquanto o concreto e as estruturas mistas representam
apenas 4% do total. Isso se deve as facilidades geradas pelo uso de um

material isétropo e homogéneo, como o ago.

Na aplicagao pratica da otimizagao estrutural estao citadas estruturas do
tipo: trelicas planas; vigas, colunas e cabos; porticos planos e tridimensionais,

arcos; trelicas espaciais; placas, cascas e chapas.

FRIEL (1974) encontrou uma solugéo para otimizar a taxa de armadura,
de modo a minimizar o custo de vigas bi-apoiadas retangulares de concreto
armado, utilizando restricdes no momento aplicado, de acordo com 0 American
Concrete Institute (ACI).

NAAMAN (1976) comparou a otimizagao pelo critério de minimo custo

com a de minimo peso para vigas bi-apoiadas protendidas de secéo retangular
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e lajes armadas em uma direcdo. Concluiu-se que os dois critérios fornecem
solugdes similares apenas quando a razao entre o custo do concreto por metro
cubico e o custo da armadura para protensdo por quilograma é maior que 100.
Para razao menor que 100, caso em que se encaixa a maioria das estruturas
produzidas nos Estados Unidos, o critério de minimo custo traz solugcbes mais

econdmicas.

HUANCHUN e ZHENG (1985) apresentaram um projeto de otimizagao
de pdrticos planos, baseado na norma chinesa, realizado em duas etapas: na
primeira etapa buscou-se uma estrutura 6tima que satisfizesse as restricdes
aplicadas, utilizando o método de programacéo linear sequencial; e na segunda
etapa, o custo do pértico foi minimizado através da consideracao das restricoes
locais para cada elemento, utilizando um método de busca discreta. A funcao
custo do problema levava em consideragdo apenas os custos dos materiais

para a execugao dos pilares e vigas.

SPIRES e ARORA (1990) discutiram a otimizagdo de estruturas em
concreto armado baseada no ACI, utilizando um procedimento de programacéao
sequencial quadratica. Na definicdo da funcéo custo considerou-se o custo do
concreto, do ago e da fébrma. Foram ainda consideradas restricdes na
frequéncia da estrutura para limitar deslocamentos provocados pelo vento ou

por terremotos.

RAMAN (1990) propés um método n&o iterativo de otimizagéo estrutural
para problemas de chapas e vigas em concreto armado. Considerou-se uma
variedade de funcgbes objetivo relacionando tensdo critica, peso minimo,
deformacédo admissivel, tensdes dinamicas, etc. para problemas estaticos e

dindmicos.

KANAGASUNDARAM e KARIHALOO (1991) apresentaram um
procedimento para otimizagdo de vigas bi-apoiadas ou continuas e pilares que
utilizava como variaveis de projeto, além das dimensdes da seg¢éo transversal e
da area de armadura, a resisténcia a compressao do concreto. Apesar da nao-

linearidade das restricdes utilizadas no problema, o mesmo foi resolvido por
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uma técnica matematica de programacao linear, através da linearizagao das
fungdes. Apds a utilizacdo de exemplos, concluiu-se que a inclusdo da
resisténcia a compressao do concreto como variavel de projeto fez com que a
secao otimizada fosse mais esbelta e com uma maior resisténcia, ocasionando
também menores custos futuros de manuteng¢ao, uma vez que a utilizacdo de
concretos de resisténcias mais altas traz também uma melhora na durabilidade

da estrutura.

CHAKRABARTY (1992) apresentou um modelo para otimizagcédo de
vigas de concreto armado de secdo retangular e com armadura simples,
utilizando critérios de minimo custo. Foi apresentado o modelo de formulagao,
indicando que o modelo pode ser resolvido através da utilizacdo de qualquer

algoritmo de programacéao nao-linear.

HOROWITZ (1993) mostrou um método de otimizagcdo de pilares
esbeltos de concreto armado considerando a maximizagdo do momento biaxial
de primeira ordem. Foi utilizado o método dos critérios de otimizagao, através
de um algoritmo de programagao sequencial quadratica. Algumas equacdes de
equilibrio foram utilizadas para redugado do tamanho da fung¢do, dividindo o

problema em subproblemas de programacgéo quadratica.

MOHARRAMI e GRIERSON (1993) apresentaram um método
computacional para otimizagcdo de poérticos planos em concreto armado pelo
critério de minimo custo, utilizando o método de critérios de otimizagcdo. Os
pilares possuiam sec¢ao transversal retangular e as vigas podiam ter secéo
retangular, T ou L. Foram utilizados como variaveis para minimizagao os custos
de concreto, ago e férma. O arranjo das barras n&o foi levado em conta, sendo
s6 utilizada como variavel de projeto a area de armadura, considerando que
esta estava concentrada na borda tracionada da viga e distribuida nos quatro

cantos dos pilares retangulares.

SOUZA e VAZ (1993) apresentaram uma formulagéo para otimizagao do
dimensionamento de um pilar padrao, com base engastada e topo livre, com

secao transversal retangular em concreto armado, sujeito a flexdao composta
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obliqua. Foram utilizadas como variaveis de projeto as dimensdes da sec¢ao
transversal e a area total da armadura, sendo fixa a sua distribuicdo ao longo
das faces do pilar. Como restricbes, foram considerados a seguranga das
estruturas atendendo ao estado limite ultimo da secéo, e os valores minimos e

maximos para as variaveis de controle.

AL-SALLOUM e SIDDIQI (1994) apresentaram um procedimento de
otimizagao para vigas de segao retangular de concreto armado, considerando o
custo de concreto, aco e fédrma, utilizando as restricbes do ACI. As variaveis de
otimizacao utilizadas foram as dimensdes da secado transversal e a taxa
geométrica de armadura. O processo apresentado nao utiliza iteragdes para se
chegar a solugdo otima através da utilizacdo do gradiente da fungéo

Lagrangeana e do método dos multiplicadores de Lagrange.

ADAMU e KARIHALOO (1994a) utilizaram um método de critérios
otimizados tipo discretizado para minimizar os custos de uma viga de concreto
armado com variacao de secao transversal, usando a altura ou a altura e a taxa
de armadura como variaveis de projeto. ADAMU e KARIHALOO (1994b)
discutiram sobre a minimizagdo dos custos de vigas em concreto armado com

secao transversal uniforme e variacdo da taxa de armadura em cada vao.

Utilizando o mesmo método, ADAMU e KARIHALOO (1995a) projetaram
porticos planos baseados nas normas australianas e no Comete Euro-
International du Beton (CEB), com pilares submetidos a flexdo composta
normal. A fungdo custo incluia os custos de concreto, aco e férma, e as
variaveis de projeto eram as dimensdes da segado transversal e a taxa de
armadura. Por razdes praticas assumiu-se que as dimensdes das secgoes
transversais permaneciam constantes para todos os trechos das vigas e dos
pilares, porém variando a taxa de armadura. Em outro trabalho, ADAMU e
KARIHALOO (1995b) utilizaram os pilares trabalhando a flexdo composta
obliqua, ainda utilizando o pértico plano.

ZIELINSKI et al. (1995) apresentaram um procedimento para otimizar

um pilar curto de concreto armado. O procedimento incluiu duas etapas de
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iteracdo: na primeira etapa, foi encontrada a capacidade resistente de uma
coluna com dimensdes dadas e na segunda, foi realizado o processo de
otimizagdo. As variaveis de projeto foram as dimensdes da sec¢ao transversal, a
area de aco e o numero de barras de armadura. As restricdbes foram baseadas
em normas canadenses. A otimizacdo foi feita utilizando a técnica de
penalizagao interna da funcao, que consiste, basicamente, em transformar um
problema com restricdo em outro sem restricido, mediante a adicdo de um
termo de penalizagdo na funcdo objetivo. Para a determinagédo da posigédo da
linha neutra da sec¢ado, no caso da flexdo composta obliqua, foi utilizado o

método de Newton-Raphson.

KOCER e ARORA (1996) compararam diversas técnicas de otimizacao
para minimizacdo de custos de uma torre de transmissdo em concreto
protendido, e concluiram que o método dos algoritmos genéticos foi o mais
eficiente na otimizacdo, apresentando redugao de custos de aproximadamente

25% em relagao ao projeto original.

FADDAE e GRIERSON (1996) apresentaram um processo de
otimizagdo com minimizacdo de custos para porticos espaciais em concreto
armado, utilizando o método dos critérios de otimizagdo, e restricoes
apropriadas para a combinagao entre esforcos normais, momentos fletores e
esforgcos cortantes. Os autores concluiram que o esforgo cortante € uma
consideragao importante para o projeto de pilares e que sua inclusdo aumenta

significativamente os custos da estrutura.

SHIH (1997) apresentou trés técnicas que aplicam penalizacbes na
construgdo de um algoritmo para solugdo de um problema de otimizagado nao-
linear multiobjetiva. Foi apresentado um exemplo de otimizagdo da funcéo
custo de uma viga em concreto armado para comprovar a eficiéncia do

algoritmo.

KRAKOVSKI (1997) mostrou como as especificagbes de projeto
reunidas com o principio das variaveis divididas podem ser aplicados para a

otimizacao de estruturas em concreto armado, exemplificada através da
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otimizagdo da secgdo transversal de um reservatério de agua em concreto
armado. A otimizagao foi efetuada através de um processo iterativo. Programas
de computador disponiveis para os projetos convencionais de estruturas em

concreto armado puderam ser usados.

BALLING e YAO (1997) apresentaram um procedimento para otimizagao
de pdérticos espaciais retangulares de concreto armado, utilizando um método
em que o numero, o didmetro e o arranjo das barras longitudinais de ago séo
levados em conta na otimizagao de vigas e pilares. Fazendo uma comparagéao
entre este método e o método tradicional de se usar como variavel apenas a
area de aco da armadura, mantendo-se fixa a sua distribuicdo, provou-se que
estes dados nao influenciam na definicdo do custo 6timo da estrutura, de modo
que podem ser retirados do processo de otimizagdo sem prejuizo dos
resultados. Baseado nestes dados foi apresentado um método simplificado,
que elimina a area de ago das variaveis de projeto, deixando-a apenas como
funcédo do esforco atuante, reduzindo o tempo de processamento em relagao

ao método tradicional, com a mesma qualidade na otimizagao.

SOARES (1997) apresentou um programa para uso em pré-
dimensionamento 6timo do vigamento de um pavimento através de um método
de aproximagdes combinadas, no qual é feita a otimizacao, utilizando o método
dos critérios de otimizagdo, das sec¢des transversais mais solicitadas de cada
viga. Partiu-se do principio que o somatoério dos minimos locais interagidos
representava o minimo global da estrutura. As varidveis envolvidas no
processo de otimizagado foram a altura da viga e a area de ago, considerando
que a largura da viga € um dado definido pela arquitetura. Através de exemplos
e de comparagbes com estruturas reais, comprovou-se a eficiéncia do

programa apresentado.

COELLO et al. (1997) apresentaram um método de otimizagcado de
projetos de vigas de concreto armado sujeitas a um conjunto de restricbes
especificas. Como ha um numero infinito de dimensdes de vigas e taxas de
armadura que produzem o mesmo momento resistente, torna-se dificil alcangar

um projeto com o minimo custo por métodos iterativos convencionais. Sendo
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assim, apresentaram um meétodo baseado nos algoritmos genéticos. Varias
aplicagdes mostraram como o sistema proporciona projetos mais realisticos
que outros meétodos baseados em técnicas de programacao matematica.
Também, mostraram resultados de experimentos com varios esquemas de
representacado para o algoritmo genético, e a metodologia que utilizaram para
ajustar seus parametros, isto é; tamanho da populagao, relagcdes de mutagao e
recombinagcdo; e o numero maximo de geragdes produziu uma resposta
razoavel em um curto espaco de tempo. Um protétipo deste sistema foi
correntemente testado, para verificar seu potencial de uso como uma

ferramenta em aplicacdes reais.

Um procedimento para a pesquisa de modelos 6timos de bielas e
tirantes de estruturas em concreto armado foi proposto por BIONDINI et al.
(1998).

IMAM (1998) apresentou um modelo de otimizagdo de cascas em
concreto armado com espessura variavel considerando o peso proprio como
carregamento dominante. O modelo foi desenvolvido através do método dos
elementos finitos. O critério de otimizacdo adotado para o concreto envolveu
restricdes nas tensbes principais em pontos criticos da estrutura e uma

avaliagao da resisténcia a compressao através de um critério de falha.

HASSANAIN e LOOV (1999) utilizaram técnicas de minimizacdo de
custos para provar as vantagens da utilizagdo do concreto de alto desempenho
para a fabricagdo de vigas pré-moldadas de secédo I em pontes. Foi utilizado
um programa computacional para fazer comparag¢des através da variagdo do
numero de vigas utilizado, da altura da viga, dentre os padrdes utilizados pelo

cbdigo canadense, e do f, do concreto utilizado.

RATH et al. (1999) utilizaram um método para variagdo da forma de
elementos isolados de concreto armado submetidos a flexdo. A partir de uma
secao inicial retangular e unica ao longo do comprimento, a viga passa, apés a
otimizacao, a apresentar seg¢ao I, com altura variavel ao longo do comprimento.

Para a otimizacdo foram utilizadas diferentes técnicas, como programacéo
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quadratica para a variacao de forma e algoritmo genético para determinacao do
namero e didmetro das barras. A otimizacdo da peca foi feita levando-se em
conta a redug&o no volume de concreto e assumindo-se que o custo da férma é
proporcional a este. Desta forma, este tipo de otimizagdo traz vantagens
basicamente para pecas pré-moldadas que serédo produzidas em larga escala
ou para grandes vigas de pontes, onde a reducédo do volume proporciona uma

reducdo maior que os custos provocados pelo aumento dos cortes na férma.

Uma formulagdo por elementos finitos de placas foi desenvolvida por
POULSEN et al. (2000) utilizando técnicas de programacao linear. Trés
elementos foram estabelecidos, ou seja, elemento de placa triangular,
elemento de barra e elemento de viga. O método foi aplicado para estruturas
de placas em concreto armado, modelando tanto a armadura concentrada
quanto a distribuida. Um eficiente esquema computacional foi usado, reduzindo

o tamanho do problema.

LIANG et al. (2000) propuseram um método de otimizagao de estruturas
continuas sujeitas a restricdbes nos deslocamentos pelo uso de um novo
conceito de projeto baseado no desempenho. O indice de desempenho pbde
ser utilizado para comparar a eficiéncia de estruturas produzidas por métodos
de otimizacado diferentes. Varios exemplos de vigas em concreto armado
demonstraram a capacidade da otimizagdo baseada no desempenho,
selecionando a melhor configuragdo de minimo peso de estruturas continuas

com a maxima rigidez.
Um estudo de otimizac&o do custo de vigas e lajes em concreto armado,

sujeitas a restricdes nos deslocamentos e esforgos, foi proposto por MATOUS

et al. (2000) através da aplicagéo dos algoritmos genéticos.

2.2 ‘Estado-da-arte’ da Pesquisa em Confiabilidade

A maioria dos projetos de engenharia sdo finalizados sem o

conhecimento completo de informagdes; consequientemente, a garantia do
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desempenho pode ser, raramente, completa. Além disso, muitas decisdes que
sdo necessarias durante o processo de planejamento sao feitas sob condi¢des
de incertezas. Por essa raz&o, ha alguma chance de né&o satisfazer ou falhar;
consequentemente, o risco é inevitavel. Segundo FREUDENTHAL (1947), sob
tais condigdes, nao é provavel (praticamente ou economicamente) assegurar

absoluta seguranga ou desempenho de sistemas de engenharia.

Segundo SOARES (2001), risco pode ser definido de varias formas, sua
definicdo depende das circunstancias. Se um evento nao esperado levar a
perda de vidas humanas, prejudicar o meio ambiente ou gerar algum prejuizo
econdmico tem-se um evento acidental. Um possivel resultado de um evento

acidental seria a consequéncia ou efeito.

De acordo com a definicdo de VATN (1998), risco é definido em relagao
a um evento acidental. O risco associado a um evento acidental é uma
combinacdo de probabilidades dos eventos acidentais, ou frequéncias de
eventos acidentais, com a magnitude das consequéncias de ocorréncias. As
consequéncias representam efeitos diferentes, isto &, perda de vidas, poluigdo
do meio ambiente, etc., consequentemente, o risco envolve um espectro de
consequéncias, sendo assim, multidimensional. A proposta de execucido de
uma analise de risco é identificar eventos acidentais que podem ocorrer
durante a atividade analisada, e avaliar em que extensao esses eventos podem

acontecer.

Para ANG e TANG (1974), sistemas estruturais, ocasionalmente, falham
na sua funcao pretendida, incluindo raros exemplos de colapso de grandes
estruturas. Do ponto de vista da mecanica estrutural, a solicitagdo (S) € uma
funcdo de variaveis de deslocamentos, deformagdes e tensdes. A resisténcia
(R) € uma funcdo de varidveis aleatdrias caracterizando a capacidade
resistente da secdo ou da estrutura. O principal objetivo do projeto da
mecénica estrutural é fazer com que a resisténcia seja superior a solicitagao,
ou seja, R maior que S. Em outras palavras, para saber se a estrutura

pertence ao dominio de ruina ou de seguranca, é necessario verificar se a



Revisdo Bibliogrdfica 13

resisténcia € superior a solicitacdo, sendo a probabilidade de ruina pg definida

por :

pr=P(S > R)

Ruina defini-se como a incapacidade do componente ou do sistema de
funcionar como foi projetado e confiabilidade como a probabilidade de
sobrevivéncia de um componente ou um sistema desde que utilizado de acordo
com as especificagdes de projeto, ou seja, confiabilidade (ps) € dada pelo

complemento da probabilidade de ruina:

ps=1-pr

Os principais objetivos da analise de confiabilidade, segundo
MOHAMED (1998), sao:

. fornecer um bom conhecimento das incertezas no comportamento
estrutural;
o proporcionar um tratamento realistico das incertezas e calibrar os

coeficientes parciais de seguranga;

o oferecer uma real medida de seguranga e, consequentemente,
melhorar a estimativa do risco;

o o projeto pode ser melhor dimensionado e, consequentemente,
mais econdmico, possibilitando uma distribuicdo o6tima de
materiais entre os elementos estruturais;

° possibilitar a administracdo de um sistema existente com um
custo 6timo;

o garantir que a analise de confiabilidade seja facilitada na

elaboracao do projeto.

LI e MELCHERS (1995) apresentaram uma técnica para calcular a
probabilidade de ruptura de colunas de concreto armado sob acdes

combinadas de momento fletor e forca axial quando as cargas aplicadas sao
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estacionarias através de processos estocasticos. Obteve-se uma superficie

nao-linear para o estado limite da estrutura.

Na otimizagcdo estrutural existem incertezas e aleatoriedades nas
propriedades dos materiais e nas condi¢gdes de contorno. Ha a necessidade de
reducao da probabilidade de falha estrutural através da analise estocastica, ao
invés de uma aproximagdo deterministica. LUO e GRANDHI (1996)
apresentaram uma técnica usada em analises estruturais através de um
programa de otimizagdo baseado em andlises de confiabilidade. A
implementacdo e modificagdo da entrada das informacbées de natureza
aleatéria foram demonstradas diretamente em exemplos de trelicas e

estruturas expostas ao vento.

BLIUGER e YANKELEVSKI (1996) consideraram o problema de
otimizagcdo de vigas em concreto armado associando a aplicagédo de métodos
confiabilisticos para a determinacéo da probabilidade de ruptura. Esse método
envolveu a determinagao do gradiente da fungao do estado limite da estrutura.
No problema proposto somente a avaliagdo numérica da fungdo do estado
limite e, consequentemente, o seu gradiente, foram baseados pelo método dos
elementos finitos. Neste caso, foi dificil se obter uma estimativa precisa do
gradiente, assim a convergéncia deste método nao foi garantida. Deste modo,
um novo método baseado em uma busca direcional foi considerado,

apresentando uma alta convergéncia.

Uma técnica de otimizagéo para projetos de vigas em concreto armado
para pontes foi apresentada por LIN e FRANGOPOL (1996). O comportamento
e as restricbes especificados pelo cédigo da American Association of State
Highway and Transportation Officials (AASHTO) para pontes foram
considerados no processo. Duas formulagdes para otimizagdo foram
apresentadas. A primeira utilizou fatores de projeto de resisténcia e carga
(LRFD) e a segunda foi inteiramente baseada em uma aproximagéo
confiabilistica. Nestas formulagdes, as variaveis dependentes e independentes
foram identificadas, e as restricdes foram formuladas tanto no formato
AASHTO-LRFD quanto no formato AASHTO-confiabilistico. Exemplos
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ilustraram a aplicagdo da técnica proposta para o projeto de vigas T em
concreto armado. Andlises de sensibilidade foram também feitas para
encontrar os efeitos de varios parametros, incluindo a relagdo concreto-aco e o

nivel de confiabilidade admissivel na solugao 6tima.

ELLINGWOOD (1996) propés um novo critério para a consideracado do
carregamento e da resisténcia nos estados limites, baseado em métodos
probabilisticos, para a avaliagdo da confiabilidade de estruturas ja existentes

através de exemplos em vigas de concreto armado.

FRANGOPOL et al. (1996) apresentaram uma investigagdo da
confiabilidade de colunas em concreto armado. Para colunas curtas, o modelo
de fibra foi usado para gerar superficies de falha, deformacdes e histéricos de
tensdes, tanto para fibras de agco quanto de concreto, sob carregamentos
sequenciais e proporcionais. Dois critérios de falha, um baseado na coleg¢ao de
pontos de picos de carga e outro baseado nas deformagdes maximas no
concreto foram apresentados. Para colunas esbeltas, superficies de ruptura
foram geradas usando um método proposto por BAZANT et al. (1991). A
estimativa de confiabilidade de colunas curtas e esbeltas sob cargas aleatorias

foi formulada pela simulagado de Monte Carlo.

LUNDBERG e GALAMBOS (1996) realizaram testes de capacidade em
perfis de aco revestidos em concreto, tubos de ago revestidos em concreto,
vigas e colunas em concreto armado, e compararam os resultados com
modelos de projeto do American Institute of Steel Construction (AISC). Os
estudos de confiabilidade pelos momentos de primeira e segunda ordem
revelaram que os elementos revestidos em concreto excederam um indice de
confiabilidade alvo, mas que os tubos revestidos em concreto tiveram um

indice de confiabilidade inadequado quando comparado com o valor alvo.

PU et al. (1996) apresentaram um algoritmo para a determinagdo do
indice de confiabilidade de estruturas e aplicaram na otimizacéo de porticos em

concreto armado. Como resultado desta formulagao obteve-se uma estrutura
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13% mais leve que uma estrutura dimensionada pelos critérios convencionais

de projeto.

No trabalho de NIELSEN et a.l. (1998), discutiu-se o uso de métodos
desenvolvidos para o calculo de confiabilidade de estruturas como uma
ferramenta para calcular probabilidades na analise quantitativa de risco. Para
aplicar esses métodos € necessario modelar o sistema, as incertezas e os
parametros de correlagdo separadamente e sistematicamente. Isto &
assegurado ao modelar sistemas por combinagdes logicas de fungbes de
estado limite e modelar incertezas por fixacdo de distribuicdes de probabilidade
marginal e medidas de correlacdo adequadas. Essas propriedades podem
permitir ao analista incluir mais conhecimentos na analise, comparados a
modelos tradicionalmente aplicados em analise de risco quantitativo. Portanto,
a teoria da probabilidade permite que consideragdes subjetivas sejam incluidas

na analise de risco de uma forma consistente.

Incertezas em cargas aplicadas foram apresentadas dentro da teoria de
otimizagdo pelo uso de modelos convexos elipsoidais propostos por
PANTELIDE (2000). Derivagbes matematicas para quantificar incertezas com
modelos convexos foram apresentadas e incorporadas dentro de um algoritmo
computacional de otimizagao. O algoritmo foi usado em uma viga continua com
dois tramos em concreto armado com variagdes nos niveis de incerteza.
Projetos de vigas foram obtidos sob carregamento nominal empregando o
modelo convexo, e sob carregamento incerto usando a condigdo de
carregamento maximo. O custo total de estruturas 6timas foi minimizado e
projetos resultantes foram comparados. As comparagdes mostraram que 0s
custos de projetos 6timos produzidos sob o modelo convexo sdo menores do

que custos de projeto sob carregamento nominal.

Uma metodologia de otimizacdo de vigas em concreto armado baseada
na confiabilidade estrutural com comportamento geometricamente n&o-linear foi
proposta por ANTONIO (2001). A formulagdo envolveu tensdes probabilisticas,
e restricdes de deslocamento e deformacao. Na estrutura foi avaliado o indice

de confiabilidade usando um método de aproximagdo do momento de segunda
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ordem segundo Lind-Hasofer, junto com o procedimento iterativo de Newton-
Raphson. As variaveis aleatérias foram as propriedades mecéanicas dos
materiais tratados como materiais homogéneos e ortotropicos. O projeto 6timo
foi obtido por um algoritmo genético baseado na minimizagcdo do peso sob

confiabilidades prescritas.

Uma aproximagédo para a resolugcdo de projetos estruturais otimos
envolvendo termos de confiabilidade na funcdo objetivo e no conjunto de
restricobes foram discutidos por ROYSET et al. (2001). Uma vantagem
importante da aproximacdo € que a confiabilidade exigida e os calculos de
otimizagdo sao completamente desacoplados, permitindo assim uma
flexibilidade na escolha do algoritmo de otimizagdo e do método computacional

da confiabilidade.

Segundo MOHAMED et al. (2001), o projeto de estruturas de concreto
armado é baseado na verificacdo de métodos definidos por especificacoes
padrdes, onde os fatores de segurancga parciais sao apresentados para garantir
a seguranga. Um novo formato para fatores de seguranga para ago e concreto
foi proposto, a fim de garantir confiabilidade de objetivo uniforme. Estes fatores
foram dados em termos de parametros de projeto de colunas, tais como
resisténcia dos materiais, taxa de armadura, esbeltez e excentricidade do
carregamento. O modelo mecanico adotado levou em conta a nao-linearidade
geométrica e do material. A técnica da superficie de resposta foi usada para
avaliar a confiabilidade estrutural. Aplicacbes numéricas mostraram como a
calibragdo de fatores de seguranga conduziu a um projeto melhor do que o
proposto pelo EUROCODE.

AKTAS et al. (2001) apresentaram um procedimento para a calibragao
dos fatores de seguranca baseado na otimizagao da seguranga e dos custos.
Esse método probabilistico considera o comportamento aleatério e as
incertezas quanto aos materiais e os carregamentos. O estudo foi ilustrado
pela determinacdo dos fatores de seguranga que puderam ser aplicados em

uma especificagao de projeto para pontes em concreto armado.
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SOARES et al. (2002) propuseram uma formulagdo para determinar a
confiabilidade de estruturas de concreto armado, nas quais as nao-linearidades
fisica e geométrica sdo levadas em conta. O modelo nao-linear adotado
permitiu a representacdo do comportamento mecanico de estruturas de
concreto armado no estagio de ruptura, que é governada por possiveis efeitos
de grandes deslocamentos. O modelo de confiabilidade foi baseado nas
superficies de ruptura adaptaveis representando os modelos mecanicos de
resposta. A superficie de ruptura foi obtida pelo ajuste das forgas internas no
estado ultimo da estrutura usando um polindmio quadratico. O indice de
confiabilidade foi estimado pelo algoritmo de Rackwitz e Fiessler, que tem
mostrado convergir depois de um numero reduzido de iteragbes. Uma analise
numeérica paramétrica de colunas e poérticos foi apresentada para aplicagdes
praticas, onde os coeficientes de seguranga parciais propostos por codigos

internacionais foram associados a indices de confiabilidade.

Segundo FRANCHIN et al. (2002), o método de fator de correcéo
modelo (MCFM) foi usado em conjunto com o método de confiabilidade de
primeira ordem (FORM) para resolver problemas de confiabilidade estrutural
envolvendo integrais de campos aleatorios ndo gaussianos. A aproximagao
substituiu a funcéo de estado limite com um estado limite idealizado, no qual as
integrais foram consideradas gaussianas. Analises FORM convencionais
produziram a linearizagdo de pontos de uma superficie de estado limite
idealizado. Um fator de correcdo modelo foi entdo apresentado para substituir a
superficie de estado limite idealizado no lugar da superficie de estado limite
real. Poucas iteragcdes produziram uma boa aproximacdo do indice de
confiabilidade para o problema original. Este método tem aplicacdo para muitos
problemas na engenharia civil que envolvem a aleatoriedade das propriedades

dos materiais ou carregamentos.

Na avaliagdo da confiabilidade de pérticos em concreto armado, uma
metodologia de superficies de resposta foi sugerida por GUAN e MELCHERS
(2002) como um modo de estimar a fungcdo do estado limite. A superficie de
resposta foi construida por uma fungao polinomial implicita para um numero de

pontos. A locagao destes pontos foi analisada, mas os efeitos de variagao das
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suas locacbes tém tido pequena atencdo na literatura. Foi notado que a
probabilidade pode ser tanto sub quanto super estimada, dependendo da
escolha dos pontos, mas néo a esclarece como fazer a selegao de pontos em

qualquer caso.

O envelhecimento de estruturas e programas para extensao da vida util
precisam de monitoramento continuo para garantir a seguranga de operacao.
Assegurando um nivel maximo de risco, exige-se a definicdo de um programa
de inspecao para estas estruturas. Poucas inspegcbes aumentam a
probabilidade de falha. Inspe¢des em excesso conduzem a um aumento nos
custos do tempo de vida. E dificil fazer uma estimativa do custo quando a
deterioracdo e o comportamento estrutural sdo assumidos através de modelos
matematicos ou experiéncias anteriores. Varios métodos foram propostos por
SINGH e KOENKE (2000), ESTES e FRANGOPOL (2001), GARBATOV e
SOARES (2001) e NAKANISHI e NAKAYASU (2002) para minimizar os custos
de reparos, resultando em diferentes estratégias de manutencédo baseadas na

confiabilidade.

Um estudo baseado na minimizagdo do custo de uma estrutura durante
a vida util foi proposto por WEN (2001). As incertezas nos carregamentos e na
resisténcia foram modeladas como variaveis aleatérias. O método foi aplicado
em projetos de edificios em concreto armado sujeitos a acdo do vento e de
terremotos. A questdo para uma confiabilidade uniforme sob riscos diferentes
foi também analisada. Concluiu-se que um projeto desenvolvido através de

técnicas de otimizacao é viavel sob varios riscos.

Um método para determinar a confiabilidade 6tima foi proposto por
KANDA e ADACHI (2001) com base em um conceito de custo total minimo.
Efeitos de carregamento foram considerados por analises probabilisticas. A
proposta deste estudo foi identificar os efeitos de fatores probabilisticos no
indice de confiabilidade 6tima e no custo do ciclo de vida. Exemplos numéricos
revelaram que estes fatores algumas vezes afetam significativamente a

confiabilidade 6tima, mas ndo o custo do ciclo de vida. O custo total minimo
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forneceu um projeto com confiabilidade 6tima para diferentes modelos de

probabilidade de carregamentos.
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OTIMIZAGAO MATEMATICA

3.1 Introdugao

Otimizagdo € uma importante ferramenta na tomada de decisbes e na
analise de sistemas fisicos. Para usa-la, deve-se primeiro identificar algum
objetivo que pode ser uma quantidade ou a combinagdo de quantidades que
podem ser representadas por um numero. O objetivo depende de certas
caracteristicas do sistema, chamadas variaveis ou incognitas. A meta é

encontrar valores para as variaveis que otimizem o objetivo.

O processo de identificacdo do objetivo, das variaveis e restricdes para
um dado problema é conhecido como modelagem. A construgdo de um modelo
apropriado € o primeiro passo, algumas vezes o mais importante, no processo
de otimizagcdo. Se o modelo for muito simplista, ndo fornecera critérios
adequados dentro do problema pratico, mas se for muito complexo, sera muito

dificil de se resolver.

Uma vez que o modelo foi formulado, um algoritmo de otimizagdo pode
ser usado para encontrar a solugdo. Nao ha um algoritmo de otimizagao
universal. Existem numerosos algoritmos, cada qual adaptado para um tipo de
problema de otimizacdo. E de responsabilidade do usuario a escolha de um
algoritmo que seja apropriado para uma aplicacdo especifica. Esta escolha
pode determinar se o problema pode ser resolvido rapido ou lentamente e se,

de fato, a solugao sera a correta.

Depois que um algoritmo de otimizagéo é aplicado ao modelo, pode-se
identificar se houve sucesso na tarefa de encontrar a solugdo. Em muitos
casos, ha expressdes matematicas conhecidas como condigdes oOtimas para

verificar se o conjunto de variaveis € realmente a solugdo do problema. Se as
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condigdes 6timas nao forem satisfeitas, deve-se fornecer informagées de como
a estimativa da solugdo podera ser melhorada. Finalmente, o0 modelo podera
ser melhorado através da aplicacdo de técnicas que revelam a sensibilidade

da solugdo mudar com o modelo e os dados.

3.2 Tipos de Otimizacao

3.2.1 Otimizacao Discreta e Otimizagao Continua

O termo otimizacao discreta, usualmente, refere-se a problemas em que
a solugao procurada € um de um numero de objetos de um conjunto finito.
Contrariamente, problemas de otimizagao continua encontram uma solugao em
um conjunto infinito, tipicamente um conjunto de vetores com componentes

reais.

3.2.2 Otimizagcao Restrita e Otimizagao Nao-Restrita

Problemas de otimizacdo nao-restrita resultam diretamente em muitas
aplicagdes praticas. Se ha restrigbes naturais nas variaveis, algumas vezes, é
mais seguro desconsidera-las e assumir que as variaveis nao tém efeito na
solugcdo otima. Problemas nao-restritos surgem também como reformulagdes
de problemas de otimizacéo restrita, em que as restricdes sao substituidas por

termos de penalizagao na fungao objetivo.

Quando, simultaneamente, a fungéo objetivo e todas as restricdes sao
funcdes lineares de x, o problema é de programacao linear. Caso contrario,

tem-se um problema de programagao nao-linear.
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3.2.3 Otimizacao Local e Otimizacao Global

Os mais rapidos algoritmos de otimizagdo procuram somente uma
solugdo local, um ponto em que a fungéo objetivo € a menor que para os outros
pontos possiveis em uma vizinhanga. Estes algoritmos ndo encontram a menor
de todas as minimas, que € a solugao global. Solugdes globais sdo necessarias

em algumas aplicagdes, mas geralmente sao dificeis de identifica-las.

3.2.4 Otimizagcao Estocastica

Em alguns problemas de otimizagdo, o modelo ndo pode ser
completamente especificado porque depende de quantidades que séao
desconhecidas na hora da formulagdo. Portanto, modeladores podem predizer
ou estimar as quantidades desconhecidas com alguns graus de confianga.
Algoritmos de otimizagao estocastica usam quantificagdes de incertezas para

produzir solugdes que otimizem o desempenho esperado do modelo.

3.3 Formulacao Matematica de Problemas de

Otimizacao

Otimizacdo matematica é a minimizagao ou maximizacdo de uma fungao

sujeita ou ndo a restricbes em suas variaveis. Usa-se a seguinte notagao:

. X € o vetor das variaveis, também chamado incognitas ou
parametros;
. f & a funcdo objetivo. E uma funcéo de x que se deseja maximizar

ou minimizar;
o c é o vetor das restricdes que as incognitas devem satisfazer. E
um vetor fungéo das variaveis x. O numero de componentes em ¢

€ 0 numero de restricdes das variaveis.
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O problema de otimizagao pode ser escrito como:

inf(x) isito 2 gi(x)zo
mint(x), sujelto a
: h(x)=0

Onde f, gi e h; sdo funcdes escalares estimadas das variaveis x.

A Figura 3.1 mostra o contorno da fung&o obijetivo, isto €, o conjunto de
pontos para que f(x) tenha um valor constante. Também ilustra a regido
provavel, que é o conjunto de pontos que satisfazem todas as restricoes, e o
ponto 6timo X, a solugado do problema. O “lado improvavel” das restricbes de

desigualdade é o hachurado.

A

X1

Figura 3.1 — Representacdo geométrica de um problema de otimizacao

3.4 Algoritmos de Otimizagao

Os algoritmos de otimizagdo sao iterativos. Comegam com uma
estimativa inicial dos valores 6timos e geram uma sequéncia de estimativas

refinadas até encontrar a solugdo. A estratégia usada para mover uma iteragéo
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para a seguinte distingue um algoritmo de outro. A maioria das estratégias faz
uso de valores da fungao objetivo, das restricdes, e da primeira e da segunda
derivadas destas fungbdes. Alguns algoritmos acumulam informacgdes
colecionadas em iteracbes anteriores, enquanto outros usam somente
informacdes locais do presente ponto. Independente destas caracteristicas,

todos os bons algoritmos devem possuir as seguintes propriedades:

. Robustez: bom desempenho em uma ampla variedade de

problemas, para todas as escolhas das variaveis iniciais.

o Eficiéncia: ndo devem exigir muito tempo de computador e
memoria.
o Acuracia: devem ser capazes de identificar uma solugdo com

precisdo, sem estar excessivamente sensivel a erros nos dados
ou para erros de arredondamentos aritméticos que ocorram

quando o algoritmo esta sendo implementado em um computador.

Estes objetivos podem ser conflitantes. Por exemplo, um método rapido
de convergéncia para programacao nao-linear pode precisar de muita memoria
do computador para grandes problemas. De outro modo, um método robusto

pode também ser o mais lento.

Para ilustrar a idéia, considera-se o problema para encontrar um valor

minimo y* para a fungao:

y=1f(x), yeR', xeR"

Comeca-se a pesquisa no ponto de inicio xe R", y" = fix"} = y*,
opera-se neste ponto inicial e de acordo com alguns critérios chega-se em um
novo ponto x?, y® = f{x®} < y. Pode-se utilizar os critérios usados
anteriormente para generalizar um novo ponto pela definigdo de uma funcao de
pesquisa A que leva qualquer ponto de R" a outro ponto de R" e, em particular,
xM a x@ isto ¢, x® = A{ x"}. No segundo estagio ou iteragdo da pesquisa,

usa-se x?, y® como ponto inicial e chega-se por meio dos mesmos critérios
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em x® = A{ x?} e R", y® = §x®} < y@. A pesquisa continua desta maneira

com a k-ésima iteragao. Deste modo, tem-se
X(k+1) — A{ X(k)}, y(k+1) — f{x(k+1)}_

Este procedimento gera uma sequéncia de pontos x®: na maioria dos

casos praticos, esta sequéncia ¢é infinita e pode, conseqlientemente, ser escrita
{x(k)}y. Para o procedimento fornecer a resolugdo do problema de

minimizagao, é necessario que

onde
f(x*) = y*.

Na resolugdo do atual problema, ndo se pode executar um numero
infinito de operacdes necessarias para atingir X, entdo se deve terminar a
pesquisa depois de um numero finito k de iteragdes, escolhendo-se k de modo

a alcancgar a acuracia exigida. Esta acuracia pode ser expressa na forma
k+1 ,
[y D -y <o,

onde A’ é um numero positivo tdo pequeno quanto se deseja; desde que y* seja
conhecido, deve-se determinar k por algum outro critério para o término do

processo, ou seja,
| vix®* | < A,

Existem varios tipos de critérios que podem ser usados para decidir
quando o procedimento iterativo gera uma aproximagado apropriada para o
ponto de otimizagdo, a maioria destes podem ser escritos pela definicdo de

uma funcdo B: R” — R' e de um nimero positivo A, tal que, se
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B {x**" <A,

entao x**V ¢ suficientemente préximo de x*.

Pode-se resumir o processo, como se mostra a seguir:

Passo 1 Escolher um ponto inicial X" e R", y = f{x"} e escolher

um valor positivo para A.

Passo 2 Fazer k = 0.

Passo 3 Fazer k = k +1.

Passo 4 Fazer x**V = A{ x"}, y&*D = f{x} < y®),

Passo 5 Se B {x**M < A, ir para o Passo 6; caso contrario retornar
ao Passo 3.

Passo 6 Quando x* = x**1 y* = y& parar.

Em muitos algoritmos, a fungdo de pesquisa do Passo 4 é definida em
termos de uma direcido de pesquisa s e um passo de extensdo r¢. Assim,

primeiro decide-se que A{ x*)} deve ser da forma
A{X) = x® 4 1 g0

onde s¥e R" é um vetor fixo, dependente em x®, e r um numero real
desconhecido, entdo se escolhe um valor especifico r¢ para r. A definicao de
um algoritmo exige que a duragdo do passo seja escolhida e que r = r¢
minimize f{ x*) + r s®)}; portanto, deve-se reconhecer que, em geral, isto exigiria
um numero infinito de operagdes e o melhor a fazer na pratica seria minimizar

f{ x®¥ + r s® dentro dos limites de alguma acuracia especificada.
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3.4.1 Eficiéncia dos Algoritmos

Um algoritmo converge de um dado ponto inicial x'" se a seqiiéncia {x*}
de pontos gerados tiver em seu limite a solugéo x* do problema a ser resolvido.
O conjunto de pontos iniciais, dos quais um dado algoritmo converge para a

solucao do problema, é o seu dominio de convergéncia.

Seja e® o erro x* - x*) na k-ésima aproximacéo iterativa para x* gerado
pelo algoritmo. Se existir numeros reais p > 1 e K # 0, tal que a sequéncia
{|e®*"]/|e®|P} converge para K, entdo p sera a ordem de convergéncia; se p
> 1, a convergéncia sera superlinear. Algoritmos com uma ordem de
convergéncia 2 sao algumas vezes denominados quadraticamente
convergentes; entretanto, deve-se reservar este termo para descrever
algoritmos que podem locar exatamente o minimo da fungdo quadratica em um

numero finitos de iteracoes.

Do ponto de vista da velocidade de convergéncia, algoritmos com
grandes valores de p quando associados com grandes valores de K sao os
preferidos. Entretanto, deve-se indicar que uma ordem mais alta de

convergéncia é associada a um menor dominio de convergéncia.

Outro fator importante na determinagao do valor pratico de um algoritmo
€ o trabalho necessario para cada iteragcdo. Pode-se expressar isto, por
exemplo, com o numero Ni de vezes que se deve avaliar a fungao f(x), ja que
este é o principal tempo de operacado. Se N¢ = N for independente de k, como é
geralmente o caso, entdo a eficiéncia do algoritmo sera definida como N log p;
sob suposi¢cdes adequadas, pode ser mostrado que a eficiéncia mais alta de
um algoritmo implica em menos trabalho para alcangar uma solugdo de uma

dada acuracia.
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3.5 Fundamentos Matematicos para Otimizagao

3.5.1 Matriz Hessiana

Na auséncia de equacgdes de restricdes, uma funcado objetivo f(x1, X2, ...,
Xn) continua e diferenciavel com n variaveis alcanca um valor maximo ou

minimo no interior de um espaco de projeto R" quando as n derivadas parciais,

of of  of
ox, ox, " ox,

n

sdo simultaneamente anuladas, condigbes necessarias para o ponto x* ser um
ponto estacionario. Para uma funcéo escalar, o vetor das derivadas primeiras,
referido como o vetor gradiente Vf é usado para encontrar direcbes de

pesquisa em algoritmos de otimizacéo.

O desenvolvimento de uma condigdo suficiente para um ponto
estacionario x* ser um ponto de extremo exige uma avaliagdo da matriz das
derivadas segundas H da funcdo objetivo. A matriz das derivadas segundas é

também chamada matriz Hessiana definida como:

o*f o*f o
c?xf OX,0%,  OX40X,
H=| S
| OX,0X;  OX,0X, oxZ |

Se a matriz das derivadas segundas avaliadas em x* for positiva
definida, entdo o ponto estacionario sera minimo; se for negativa definida,
entdo o ponto estacionario sera um ponto maximo. Uma matriz simétrica H sera
dita positiva negativa definida se a forma quadratica Q = x"Hx for positiva

(negativa) para todo x, e igual a zero se e somente se x = 0.
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Uma verificagdo computacional para positivo e negativo na determinagao
da matriz envolve determinantes da menor principal, H; (i = 1, ... , n). Uma
menor principal H; € uma submatriz quadrada de H de ordem i cuja diagonal

principal permanece ao longo da diagonal principal da matriz H.

A matriz H sera positiva definida se os determinantes de todas as
principais menores locadas no canto superior esquerdo da matriz forem
positivas; e negativas-definidas se —H for positiva definida. Alternativamente, —
H sera positiva definida se Hy for negativa e seguindo as principais menores,

H, Hs, ..., Hp, serdo alternativamente positiva e negativa.

Uma matriz simétrica H sera chamada positiva semidefinida se a forma
quadratica Q = x"Hx for ndo-negativa para todo x. Isto acontece quando os
autovalores da matriz sdo nao-negativos. Infelizmente, a condicdo de que as
menores principais sdo n&o-negativas ndo é uma condigdo suficiente. Se a
matriz for positiva semidefinida, mas nao-positiva definida, existe pelo menos
um x # 0, tal que a forma quadratica é zero, pelo menos uma das menores
principais € zero, a matriz sera singular, e pelo menos um dos autovalores &
zero. No caso de derivadas com ordens mais altas da fungao f, € necessario

estabelecer condi¢des suficientes para o minimo.

Similarmente, quando — H for positiva semidefinida, entdo H sera
negativa semidefinida. Se H for negativa semidefinida, mas n&o-negativa
definida, derivadas de ordens mais altas serdo necessarias para estabelecer
condigbes suficientes para o maximo. Finalmente, quando H n&o for positiva

semidefinida nem negativa semidefinida, sera chamada indefinida.

3.5.2 Convexidade

O conceito de convexidade é fundamental em otimizagao, implica que o
problema é favoravel em varios aspectos. O termo convexo pode ser aplicado

tanto para conjuntos quanto para fungoes.
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S e R" serd um conjunto convexo se o segmento de reta ligando dois
pontos quaisquer em S permanecer inteiramente dentro de S. Formalmente,

para dois pontos quaisquer x e Sey € S, tem-se:
oX + (1-a)y € S, para todo a € [0,1].
f sera uma fungdo convexa se o seu dominio for um conjunto convexo e
se para dois pontos quaisquer x e y neste dominio, o grafico de f permanecer
sob a reta ligando (x, f(x)) para (y, f(y)) no espago R™". Isto &,

flax + (1-a)y) < af(x) + (1-a)f(y), para todo a € [0,1].

Uma fungéao f sera dita concava se — f for convexa. As Figuras 3.2 e 3.3

ilustram a definigdo de conjunto convexo.

Figura 3.2 — Exemplo de um conjunto convexo
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Figura 3.3 — Exemplo de um conjunto ndo convexo

Algoritmos de otimizagdo sem restricdes sao, usualmente, utilizados
para convergir para um ponto estacionario (maximo, minimo ou ponto de
inflexdo) da funcdo objetivo f. Conhecendo-se se f € convexo, entdo se pode
estar certo de que esse ponto € um minimo global. O termo “programacéao
convexa” é usado para descrever um caso especial do problema de otimizagéo

restrita em que:

. a fungao objetivo é convexa;
. as funcdes de restrigdes de desigualdade g; (x) sdo cbncavas;
. as fungbes de restrigbes de igualdade h; (x) s&o lineares.

A unido de dois conjuntos convexos pode ser um conjunto convexo ou
nao-convexo, mas a intersecdo de dois ou mais conjuntos convexos € sempre
um conjunto convexo, conforme mostrado nas Figuras 34 e 3.5,

respectivamente.
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%@

Figura 3.4 — Exemplo de unido de conjuntos convexos

5§

Figura 3.5 — Exemplo de intersegdo de conjuntos ndo-convexos

3.6 Propriedades dos Pontos de Minimo

3.6.1 Ponto de Minimo Global

Geralmente, busca-se um minimizador global de f, isto €, um ponto onde
a funcéo alcanga seu menor valor em todo o dominio. Deste modo, pode-se
dizer que um ponto x* € um minimizador global se f(x*) < f(x) para todo x, onde

X varia para todo R".
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3.6.2 Ponto de Minimo Local

Um minimizador local € um ponto que atinge o menor valor de f na sua

vizinhanca. Formalmente, diz-se que um ponto x* € minimizador local se

houver uma vizinhangca /" de x* tal que f(x*) < f(x) para todo x € ./, onde a

vizinhanga ./ de x* é simplesmente um conjunto aberto que contém x*.

7

Um ponto que satisfaz esta definicdo € algumas vezes chamado
minimizador local fragil. Esta terminologia distingue-o de um minimizador local
rigoroso, também chamado minimizador local forte, que € um ponto x* em uma

vizinhanga ./ tal que f(x*) < f(x) para todo x € /" com x # x*.

Um ponto x* € um minimizador isolado se houver uma vizinhanga ./ tal
que x* seja o Unico minimizador local em /. Mas alguns minimizadores locais

rigorosos podem n&o ser isolados, & verdade também que todos os

minimizadores locais isolados s&o rigorosos.

A Figura 3.6 mostra uma funcdo de uma variavel que, na auséncia de
qualquer restricdo, tem dois minimos locais, aléem do seu minimo global; esta
funcdo também tem dois maximos locais e, se for assumido que f(x) cresce
sem limite para valores positivos e negativos de x, a fungado néo tera maximo

global.
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f(x)

Minimo Local

Minimo global

Figura 3.6 — Exemplo de uma fun¢gdo com um minimo global e dois minimos locais

Apesar dos exemplos de engenharia, raramente, gerarem problemas
sem restrigdes, casos sem restricbes proporcionam uma teoria basica que se

pode desenvolver para tratar de problemas restritos.

Das definicbes dadas acima, pode-se parecer que o Unico modo de
descobrir se um ponto x* € um minimo local é examinar todos os pontos em
sua vizinhancga imediata e fazer com que nenhum deles tenha um menor valor

de fungao.

Quando a fungao f for plana, havera outros modos mais eficientes e
praticos para identificar o minimo local. Em particular, se f for continua e duas
vezes diferenciavel, pode-se ser capaz de dizer que x* sera um minimizador
local, e possivelmente um minimizador local rigoroso, pela anédlise do gradiente

V f(x*) e do Hessiano V? f(x*).

A ferramenta matematica usada para estudar os minimizadores de

fungdes continuas € o Teorema de Taylor.
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Teorema 1 (Teorema de Taylor).

Sejaf: R" — R continua e diferenciavel, e que p € R". Entdo se tem:
f(x + p) = f(x) + Vf(x + tp)'p,

para algumt € (0,1). Além disso, se f for continua e duas vezes diferenciavel,

tem-se:

VE(x+p) = V(x)+ [ V2f(x + tp)pdt

Vi(x+p) = f(x)+ Vf(x)"p +%pTV2f(x +tp)p,

para algum t € (0,1).

As condigdes necessarias para a otimizagao sao derivadas da suposi¢ao

de que x* & um minimo local da analise de V f(x*) e V? f(x*).

Teorema 2 ( Condigbes necessarias de primeira ordem)

Se x* for um minimizador local e f continua e diferenciavel em uma

vizinhanga aberta de x*, entdo Vf(x*) = 0.
PROVA

Supdbe-se por contradigao que V f(x*) = 0. Define-se o vetor p = - V f(x*)

e nota-se que p' V f(x*) = - [Vf(x*) ? <0. Por V f ser continua préxima de x*, ha

um escalar T > 0, tal que:

p' V(x*+ tp) < 0, para todo t  [0,T].
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Para qualquer te (0,T], tem-se pelo Teorema de Taylor que
f(x* +tp) = f(x*) + P VF(X * +tp), para todo t € (0, t).

Consequentemente, f(x*+fp)<f(x*), para todo t e (0,T]. Tem-se que

na diregdo de x* , f € decrescente. Entdo x* ndo € um minimizador local e se

tem uma contradicao.

Assim, x* € um ponto estacionario se V f(x*) = 0. De acordo com o

Teorema 2, qualquer minimizador local deve ser um ponto estacionario.

Teorema 3 (Condigbes necessarias de segunda ordem)

Se x* for um minimizador local de f e V? f continua em uma vizinhanca

aberta de x* entdo Vf(x*) = 0 e V? f(x*) sera positivo semidefinido.
PROVA

Sabe-se do Teorema 2 que V f(x*) = 0. Por contradigdo, assume-se que
V2 f(x*) ndo é positivo semidefinido. Assim, pode-se escolher um vetor p, tal
que p'V? f(x*)p < 0, e como V? f & continuo préximo de x*, ha um escalar T > 0,

tal que p'V? f(x* + tp)p < 0, para todo t e [0,T].

Fazendo uma expansao pela série de Taylor ao redor de x*, tem-se para

todo t € (0,T]ealgumt e (0,t):
V(X * +p) = f(x*) + T VF(x*) + %fszVZf(x * +tp)p < f(x*).

Como no Teorema 2, pode-se encontrar uma direcdo de x*, em que f é

decrescente, e novamente x* ndo € um minimizador local.
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Agora, pode-se descrever condigcdes suficientes, que sao condigdes nas

derivadas de f no ponto z*, que garantem que x* seja um minimizador local.

Teorema 4

Seja V2 f continua em uma vizinhanca aberta de x* Vf(x*) = 0e V f(x*

positivo definido. Portanto, x* &€ um minimizador local rigoroso de f.
PROVA

Como o Hessiano é continuo e positivo definido em x*, pode-se escolher
um raio r > 0, tal que V? f(x) permanece positivo definido para todo x, em uma

esfera 9 = {z]jz—x*| <r}. Tomando-se qualquer vetor nao nulo p com [p|<r,

tem-se x* + p € 7, entao

f(x*+p) = f(x*)+p ' VF(x*) +% p 'V (z)p = f(x*) + %pTvzf(z)p,

onde z = x* + tp, para qualquer t € (0,1). Desde que z € 7, tem-se p'V?f(z) > 0

e, consequentemente, f(x* + p) > f(x*).

Nota-se que as condigdes suficientes de segunda ordem do Teorema 4
garantem algo mais forte que as condicbes necessarias discutidas
anteriormente; nominalmente, o minimizador € um minimizador local rigoroso.
Observa-se também que as condi¢des suficientes de segunda ordem nao séo
necessarias, um ponto x* pode ser um minimizador local rigoroso e ainda pode

falhar para satisfazer as condigbes suficientes.

Teorema 5

Quando f for convexa, qualquer minimizador local x* sera um
minimizador global de f. Se, além do mais, f for diferenciavel, entdo qualquer

ponto estacionario x* sera um minimizador global de f.
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PROVA
Seja x* um minimizador local, mas nao um minimizador global. Portanto,

pode-se encontrar um ponto z € R" com f(z) < f(x*). Considera-se um segmento

de reta que liga x* a z:

Xx=nz+ (1-n)x*, para qualquer n € (0,1]. (3.1)

Pela propriedade da convexidade de f, tem-se:

f(x) < mf(x) + (1 - ) f(x*) < f(x*). (3.2)

Qualquer vizinhanga ./ de x* contém uma parte do segmento de reta

(3.1), entdo neste trecho sempre estardo os pontos x € ./, na qual (3.2) é

satisfeita. Por essa razao, x* ndo sera um minimizador local.

Para a segunda parte do Teorema, supde-se que X* nao € um
minimizador global e tem-se z como anteriormente. Portanto, da convexidade,

tem-se:

VIO ) = %f(x* +n(z—=x*)) _, =lim f(x * +n(z - x*)) - f(x*)

n=0
n—0 n

<lim nf(z) + (1 — n)f(X*) — f(X*) — f(Z) _ f(X*) <0.

x—0 n

Consequentemente, V f(x*) # 0, entdo x* ndo sera um ponto estacionario.
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3.7 Fundamentos da Otimizagao Nao-Restrita

Em otimizagcdo sem restricbes, minimiza-se uma funcédo objetivo que
depende de variaveis reais, com nenhuma restrigdo em todos os valores destas

variaveis. A formulagcdo matematica é:

mXin f(x), (3.3)

onde x € R" é um vetor real com n > 1 componentes e f : R" — R é uma fungao

plana.

Geralmente, necessita-se uma perspectiva global na funcéo f.
Conhecendo-se os valores de f e talvez de algumas de suas derivadas em um
conjunto de pontos Xp, X1, X2, ..., 0S algoritmos conseguem escolher estes
pontos e identificar uma solugdo segura sem usar muita memoria e tempo no

computador.

3.8 Fundamentos da Otimizagcao Restrita

A maioria dos problemas de otimizagao restrita pode ser colocada como:

minimize f(x), (3.4)
sujeito a gi(x) > 0, parai=1,2,.., m
hj(x) = 0, paraj=1,2,...,p

onde f(x), gi(x) e hj(x) sdo func¢des reais do vetor X = (X1, X2, ... ,Xn) € R".

As relagdes g(x) > 0 e h(x) = 0 sdo chamadas, respectivamente,
restricdes de desigualdade e restricbes de igualdade. Deve-se assumir que o
objetivo e as fungdes de restricdo sdo duas vezes diferenciaveis em R";

qualquer caso onde isto n&o ocorra exigira tratamento especial, geralmente,
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apontado na demonstracdo de que as derivadas existem onde elas forem

necessarias.

3.8.1 Restricoes Ativas e Inativas

Quando se tem uma restricdo de desigualdade gi(x) < 0, diz-se que essa
€ ativa em um ponto x, se gi(x) = 0 e inativa, se gj(x) < 0. Considera-se, por
convengao, que qualquer restrigdo de igualdade hi(x) = 0 é ativa em qualquer

ponto provavel.

Dado um ponto provavel x, as restricbes inativas nesse ponto se
comportam como restricbes de igualdade. Além disso, as restricdes inativas
nao influenciam nas restricbes do problema. Por essa razdo, pode-se
considerar em cada ponto somente as restricdes nele ativas e apds encontrar o

ponto 6timo, verificar se a solugao encontrada satisfaz a todas as restrigcoes.

Este fato pode ser ilustrado pela Figura 3.7, onde as propriedades locais

satisfeitas por x*, obviamente, independem das restri¢oes inativas g, e gs.

Regido Provavel

g2(x)=0 g1(x)=0

Figura 3.7 — Exemplo de restricdes ativas e inativas
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3.8.2 Método dos Multiplicadores de Lagrange

Na esséncia, o método dos multiplicadores de Lagrange em calculo de

variagdes € uma extensao direta do método para minimizacdo restrita em

calculo diferencial. Para uma fungéo objetivo f(§) de n variaveis de projeto ser

um minimo, as variagdes na fungao objetivo deve desaparecer.

df:6—]:dx1+idx2+...+ﬂdxn =0. (3.5)
OX, oX, OX

n
Entretanto, os termos da derivada ndo podem ser um conjunto nulo
porque as variagdes nas variaveis de projeto (dxs, dxp, ... , dx,) sé&o

dependentes entre si através de equacgdes de restri¢cdes.

Para simplificar, assume-se somente uma unica relacdo de restricao

h(x) = 0, tem-se as seguintes variagbes nas variaveis de projeto:

dh:a—hdx1+ﬂdx2+...+a—hdxn =0. (3.6)
OX, 0X, OX

n

Quando se multiplica a Equagéo (3.6) por uma constante arbitraria A,

chamada de multiplicador de Lagrange, e somada a Equagéao (3.5), obtém-se:

OX, OX, 0X, 0X, OX OX

(ﬂ+kﬂjdx1 +[i+xﬂde2 +...+[i+ka—thxn =0. (3.7)

Se )L for determinado, as quantidades dentro de cada paréntese
desaparegcam para satisfazer a equagao anterior. Isto resultara em n equacgoes
para (n + 1) incégnitas, as n variaveis de projeto e o multiplicador desconhecido
A.
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A relagao de restrigao h(;) = 0 fornece a (n + 1)ésima relagédo. As
Equagbes (3.7) e (3.4) sdo exatamente as que seriam obtidas por uma
minimizagcdo sem restricbes de uma fungéo auxiliar (f + Ah) com respeito as

variaveis de projeto e multiplicador de Lagrange A.

Para multiplas fungbes de restricdo, ha um multiplicador de Lagrange A
para cada fungao de restricdo. Consequentemente, um problema de otimizagao
de uma fungdo objetivo com n variaveis de projeto mais n. restricbes de
igualdade estabelecidas em (3.4) é equivalente a um problema sem restrigbes

com uma fungéo auxiliar:

Ne

L(x, 1) =f(x)+ > A h; .

j
=1

Os valores 6timos das variaveis de projeto podem ser obtidos pela

resolucao de um sistema de (n + ng) equacgoes:

i:0, i=1,..,n
OX;

oL :

— =0, =1,...,n
on, J e

para (n + ng) incégnitas.

3.8.3 Condicoes para Minima Restricao

Considera-se primeiro um problema de otimizacdo com duas variaveis e

uma unica restricdo de igualdade:

min f(x), para x = (x1, X2) € R?,

sujeito a c(x1, X2) = 0.
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A regido provavel para este problema consiste naqueles pontos de R?
para os quais a equagao c(x) = 0 é valida, supde-se que se possa resolver esta

equacao para x; em termos de xq:

X2 = Y(X1)

Portanto, para qualquer valor de x4, pode-se calcular o Unico valor de x»
que faz (x4, X2) provavel, pode-se assim considerar x; como um valor
independente (ou variavel de decisdo) e x, como uma variavel dependente (ou

variavel de estado). Deste modo, tem-se:
F(x1) = f{ x1, y(x1)},
um problema restrito e equivalente ao problema sem restri¢cdes:
min F(x{), paratodo x; € R'.
Se x4* for uma solugao para este problema, entéo F’(x1*) = 0. Mas

dF _of ot dy
dx, ox, ox,dx,

Assim, pode-se obter alguma informacéo em y’(x;) pela observagao de

que

C(x41) = c(x1, y(x1)) = 0, para todo X1

e, consequentemente, que

dC oc oc dy
dx, ox, o0x, dx,

ou
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dy = dc /aoc
dx,  ox,/ ox,

A condicéo F’(x1*) = 0 pode ser escrita como:

df (of /aoc |oc 0
dx, \0x,/ 0x, )oX,

e ao se adicionar a identidade:

df [ of /aoc | dc 0
dx, \ox,/ ox, Jox,

chega-se a relagao:
Vf-AVc =0,

onde A = aaf 880 € o multiplicador de Lagrange correspondendo a equagéao
X2 X2

restrita e o lado esquerdo é conhecido como a derivada restrita. Para o caso
mais geral onde x € um vetor de ordem n e ¢ um vetor de ordem m, a condig&o

necessaria para x* ser uma solugao € que la deveria estar o vetor de ordem

m, A dos multiplicadores de Lagrange, tal que
V(x*) - ATVe(x*) = 0.
A seguir apresenta-se uma interpretacdo dos multiplicadores de
Lagrange usada quando se consideram restricdbes de desigualdade.
Retornando ao problema com duas variaveis e uma restricdo, generaliza-se a

restricdo para:

c(x)=b
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e observa-se que a solucdo x* deve ser uma funcdo da quantidade b que

ocorre na restricao; entdo pode-se escrever:
x* = X(b).
Para todo b, X(b) deve satisfazer:

c{X(b)} = b,

VEX(b)} - LVc{X(b)} = 0,

df{;(éb)} = ;: X', (b)Jr%X'2 (b) = VE{X(b)}' %
e
1= de{X(o) _ Ve{X(b)}' ax :
db db
Empregando estas duas ultimas equacgdes, nota-se que
Vf{X(b)}% - ch{X(b)}% =0
e obtém-se:

. _ dfx(o)
db

No caso mais geral quando ha m restrigdes, tem-se:

xizw, parai=1,2,...,m
db,
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Teorema 6

Se x* for um ponto irreqular do problema de otimizacéo restrita geral
(3.6) e for também um ponto de minimizagéo, entdo existira A € R" e u € R tal

que
Vi(x*) - AT Vg(x*)- u’ Vh(x*) =0,
ATvg(x*) =0,
A 20, g(x*) >0 e h(x*) = 0.
Estas sdo conhecidas como as condi¢cbées de Kuhn-Tucker.

Se f for convexo, os g; forem cbncavos, e os h; forem lineares, tal

problema sera de programagdo convexa, e as condicbes de Kuhn-Tucker

considerarem que X * seja uma solugéo para o problema.

Se em alguma vizinhanga N de x* f for convexo, os g; serdo céncavos,

e 0s h; serdo lineares, entdo as condigcbes de Kuhn-Tucker serdo suficientes

para provar que X * sera uma solugéo local para o problema (3.5).
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ANALISE DA CONFIABILIDADE

4.1 Introdugao

A seguranca de uma estrutura € fungdo do maximo carregamento, ou
combinagao de cargas, que pode ser imposta durante toda a sua vida util. A
segurancga estrutural também depende da resisténcia de seus componentes.
Como a maxima carga existente e a atual capacidade estrutural sédo dificeis de
se prever exatamente, pois estdo sujeitas a incertezas, a absoluta seguranga

de uma estrutura ndo é garantida.

Realisticamente, seguranca e utilizagdo podem estar asseguradas
somente em termos da probabilidade de que a resisténcia existente, ou
capacidade estrutural seja adequada para resistir a maxima carga existente.
Problemas de confiabilidade envolvem uma determinagdo ou garantia da

adequagao de um sistema durante sua vida util.

Portanto, pode-se definir confiabilidade como uma medida probabilistica
de garantia do desempenho, ou seja, a seguranga do desempenho pode ser

realisticamente estabelecida somente em termos de probabilidade.

Assim, a analise estrutural probabilistica é, segundo DITLEVSEN et al.
(1996), a arte de formular um modelo matematico dentro do qual pode-se
propor e responder o seguinte problema: “qual € a probabilidade de que uma
estrutura comporte-se de uma forma especificada, uma vez que uma ou mais
das propriedades dos materiais que a constituem ou ainda das suas dimensdes

geométricas, sdo de natureza ndo completamente conhecidas ou aleatérias?”.
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4.2 Fundamentos Estatisticos da Confiabilidade

4.2.1 Espaco Amostral

Espaco amostral (2) de um experimento realizado sob condigdes fixas, é
o conjunto de todos os resultados possiveis do experimento, entendendo-se

por resultado possivel todo resultado elementar e indivisivel do experimento.

4.2.2 Evento

Seja Q2 0 espaco amostral de um experimento. Todo subconjunto A < Q
sera chamado de evento (o). O conjunto Q é o evento certo, o subconjunto & é

0 evento impossivel e se ® € Q o0 evento é dito elementar e indivisivel.

Seja A um evento do espago amostral Q, entdo quando se atribui uma

probabilidade ao evento A, este passa a ser chamado de evento aleatério.

4.2.3 O-Algebra

O-Algebra (A) de subconjuntos do conjunto, ndo-vazio, Q2 é a classe de

subconjuntos de Q satisfazendo as propriedades:

° QeA;

° seAcA :ACGA;
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4.2.4 Variavel Aleatoria

Uma variavel X em um espaco de probabilidade (€, A, P) € uma funcao

real definida no espacgo Q, tal que o evento [ X < x ] € um evento aleatdrio, V x

€ R, isto é, a fungédo X : Q@ — R é uma variavel aleatéria (v.a) se o evento [ X <

X]eA,VXeR.

A v.a X é chamada de discreta quando o seu contradominio € um
conjunto finito ou infinito enumeravel, ou melhor, se existe um conjunto finito ou

infinito enumeravel {x4, X2, X3, ... } © R, tal que X(w) € {x1, X2, X3, ... }, V ® € Q.

A v.a X é chamada de continua quando o seu contradominio € um

conjunto infinito.

4.2.5 Probabilidade

Seja 2 um conjunto finito e A um subconjunto do espag¢o amostral Q; A
e P(Q), entdo se todos os resultados elementares de Q sdo equiprovaveis, a

medida da probabilidade de ocorréncia do evento A é dada por:

P(A)=Z—3,AGA.

Espaco de probabilidade é o trio (3, A, P), onde Q, A e P foram
definidos anteriormente.

4.2.5.1 Propriedades da Probabilidade

Tem-se as seguintes propriedades da probabilidade:
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. P(A) > 0;
. P(Q)=1;
. se Ae B e A e sdo disjuntos = P(A U B) = P(A) + P(B);

n

. se A, Ay, As, ..., neAesaodlsjuntos:>PU )= P(A

- i=1

=}

e seAr,As, As, .. cAesiodisjuntos = P(QAi) =Y P(A).
= i=1

o se A € um evento aleatdrio, entdo a probabilidade de A néo
ocorrer é dada por P(A°)=1-P(A);

. se A é um evento aleatdrio, entdo 0 < P(A) < 1;

. se A1 c A2 = P(A1) <P(A2) e P(Az- A1) = P(A2) - P(A1);

. P(A1 U Ap) = P(A4) + P(A2) - P(A1N A2);

°
HC:

A)<DPA);
. P(QAosiP(Ai):

e P(A4UAU.. UA)_P(UA) Z( 'S =8 -8, +8—..+(-1)""'S ;

r=1

n

o POA)1-YPAS);

«  P(NA)21-YPAY);

. continuidade em probabilidade: “Seja a sequéncia {A}, i = 1,2,3,
., onde A € A Vi, entdo se A convergir para A, isto implicara

que P(Ai) converge para P(A); se A divergir de A, entdo P(A)
divergira de P(A).

4.2.5.2 Probabilidade Condicional e Independéncia de Eventos

Sejam o espaco de probabilidade (Q, A, P) e os eventos A, Be A com

P(B) > 0. Denomina-se probabilidade condicional do evento A dado o evento B



Andlise da Confiabilidade 52

a razao entre a probabilidade da ocorréncia simultdnea dos eventos e a

probabilidade do evento B, ou seja:

P(ANB)

, A BeA.
P(B)

P(A|B)=

Se P(B)=0, P(Al B) pode ser arbitrariamente definida. A maioria dos livros
faz P(AIB)=0, mas é mais conveniente, pela independéncia, fazer-se
P(Al B)=P(A).

Como P(Al B) é uma probabilidade, sdo validas todas as propriedades de

probabilidade.

P(ANB)

Como P(Al B)= P(B)

, entdo a probabilidade da ocorréncia simultanea

dos eventos A e B é dada por:

P(ANB)=P(A)P(B|A) = P(B)P(AB).

4.2.5.3 Independéncia de Eventos

Seja 0 espaco de probabilidade (Q, A, P), entdo os eventos aleatérios
A e B sao estocasticamente independentes se P(A(1B)=P(A).P(B), ou seja,

P(B|A)=P(B) e P(A| B)=P(A).
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Figura 4.1 — Particdo do espago amostral Q

Sejam A4, Az, As, ... eventos aleatdérios mutuamente exclusivos e
exaustivos, isto é, os A s&o disjuntos e UAi = ), entdo os eventos A; formam
i=1

uma particdo do espag¢o amostral QQ, como mostrado na Figura 4.1.

Através da Figura 4.2, admitindo-se que a sequéncia A+, Ay, As, ... seja

finita ou infinita enumeravel, pode se observar que:

° A e AiC formam uma particdo, V A; € A;
. v evento B € A tem-se B=U(A, NB), pois os A sdo disjuntos,
entdo os B A, também sao disjuntos e B=UBA,, logo:

P(B)=Y_P(A,NB)= Y P(A,)-PBIA).

Figura 4.2 — Particido do espacgo amostral Q
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4.2.5.4 Teorema da Probabilidade Total

Se a sequéncia (finita ou infinita enumeravel) de eventos aleatorios Ay,
Az, As, ... forma uma particdo do espago amostral Q2, entdo a probabilidade de

um evento B contido em Q é dada por:

P(B) = ZP(Ai)-P(B|Ai).

O Teorema da Probabilidade Total é utilizado quando se conhecem
todas as P(A)) e as P(B | Ai), mas se desconhece diretamente P(B) e com base
nesse resultado é possivel calcular a probabilidade do evento A; dada a

ocorréncia do evento B, pela formula:

P(A,NB) P(A)-PBA)) P(A)-PEA)
PB)  PB)  XP(A)PEBA)

P(A,B) =

que é conhecida como formula de Bayes ou Teorema de Bayes.

4.2.5.5 Funcgao Distribuicao

A funcao distribuicdo ou funcédo distribuicdo acumulada, da v.a X é
definida por Fx(x) = Px(X < x). A Figura 4.3 ilustra esta definicdo para uma v.a

continua.
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Fungdo Distribui¢do Acumulada da Normal Padréo

1F j j i : —  Médiae D. Padrdo
I ] ol

0.8 F B
0.6 F ]
04 F ]

0.2 F ]

0L, : . . . .

probabilidade acumulada (F(x))

Figura 4.3 — Funcéo distribuicdo acumulada
A funcéo distribuicdo Fx(x) tem as seguintes propriedades:

. a fungdo distribuigdo da v.a X, Fx(x) = Px(X < x), € néo
decrescente, isto é, se x <y, entdo Fx(x) < Fx(y);

. a fungao distribuicdo da v.a X, Fx(x) = Px(X < x), € continua a
direita, isto &, se x, divergir de x, entdo Fx(x,) divergira de Fx(x);

o o valor da funcgéo distribuicdo da v.a X, Fx(x) = Px(X < x), em -« é
Fx(-0) =0 e em w é Fx() = 1, ou seja, se x, divergir de Xx, entdo
Fx(xn) divergira de 0 e se x, divergir de x, entdo Fx(x,) divergira de
1.

4.2.5.6 Funcao de Probabilidade e Fungdo Densidade de
Probabilidade

Uma vez que uma v.a assume um valor de seu contradominio com uma
certa probabilidade, tem-se que as probabilidades sao associadas a valores da
variavel aleatéria discreta por uma fungcdo de probabilidade (f.p.). As
probabilidades sdo associadas a intervalos de valores de uma variavel aleatoria

continua por uma fungao densidade de probabilidade (f.d.p.).
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A funcao de probabilidade da v.a discreta X, representada por P(X = x) =

p(x), € uma fungéo, tal que para X(®) € {X1, X2, X3, ...}, V ® € A, tem-se p(x) =0

0

e Yp(x)="1.

i=1

A funcao densidade de probabilidade da v.a continua X, representada

por fx(x), € uma funcgdo, tal que fx(x) > 0 e J'f(x)dx:1. E como a fungao

—0

distribuicdo acumulada da v.a. X é P(X < x ) = Fx(x) = J'f(t)dt, tem-se que f(x) =

_8Fg(x) . A Figura 4.4 ilustra a definicdo dada.
X

Funcao Dens. de Probabilidade da Normal Padrao

0.4 -_l T T T T '—_ Meédia e D. Padrdo
[ 1 — 0,1

03F .

02F .

densidade (f(x))

0.1F .

Figura 4.4 — Funcao densidade de probabilidade da Normal Padrao
4.2.5.7 Funcoes Conjuntas

Sejam X4, Xz, .... , Xk v.a@’s, todas definidas no mesmo espaco de
probabilidade (Q, A, P), entdo a fungdo distribuicio acumulada conjunta é

definida por F(x4, X2, ... , Xk) = P(X1 < X1, X2< Xo, ..... , Xk < X).

Sejam Xy, Xo, .... , Xk v.a’s discretas, todas definidas no mesmo espaco
de probabilidade (©, A, P), entdo a fungdo de probabilidade conjunta é

definida por P(X1, X2, een sy Xk) = P(X1 = X1, X2 = X2, ..... , Xk = Xk).
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Sejam Xy, Xo, .... ,Xk v.a@’s continuas, todas definidas no mesmo espaco

de probabilidade (Q, A, P), tais que F(x1, Xz, ... , X) = P(X1 < X1, X2 < Xo, ...,
X € %) = [ooen [ X X )X X, eNEEO f(X1, Xo, oo s %) 6

denominada funcao densidade de probabilidade conjunta das v.a’s X4, Xy, ....,
Xk.

4.2.5.8 Distribuicao de Probabilidade Normal (Gaussiana)

Uma v.a X tem distribuicdo Normal ou Gaussiana quando a sua f.d.p.

tem a forma:

1 bew
2
e © |, xeR,peReceR".

fx(x) =

o\ 27

Na distribuicdo Normal, a probabilidade da v.a X assumir um valor entre

aeb (a<b)édado por:

P@<X<b)= Tf(x)dx.

a

Como ¢é dificil trabalhar com todos os membros da familia Normal,
prefere-se trabalhar com a Normal Reduzida ou Normal Padrdo. Esta v.a é

representada por Z e tem a seguinte f.d.p.:

fz(z) = e 2 | z e R.

A distribuicdo de Z tem média e variancia iguais a p = 0 e ¢° = 1,
respectivamente, e essa v.a é obtida da transformagéo Z = (X - u)/c, onde X ~
N(w, o°).
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4.2.5.9 Distribuicio de Soma e Diferengca de Duas Variaveis

Aleatérias (Convolugao)

A distribuicdo de uma variavel aleatéria que seja igual a soma ou a
diferenca entre duas outras variaveis aleatérias € muito util em aplicagdes e

tem forma definida pelo resultado a seguir.

Resultado 1

Sejam X e Y v.a’s com f.d.p. conjunta f(x,y) e sejamasv.asZ=X+Ye

V =X-Y, entdo a f.d.p. de Z é f,(z) = j fry (X, Z-X)dx = j fy (Y, y)dy e a

f.d.p. da v.aV é dada por fy(v) = _[fx_Y (X, z-x)dx = J‘fx,Y (v+y, y)dy.

PROVA

o Z-X

Sejaafd. dav.azZ Fxz)=P[Z<z]=P[X+Y<Zz]= j [ j fv (X, y)dyldx =

—00 —00

j[IfXYY(x,u—x)du]dx, comy =u-—x. Eafd.p. de Z é igual fx(z) = F(2)
8 zZ © ) , .
—{J'[IfXY(x, u-x)dx]du} = jfxy(x, z-x)dx e se as v.as X e Y sdo
o0z ’ ’

—00 —00 —00

independentes, tem-se que fz(z) = _[fX,Y (x, z-x)dx = jfx (z-y)f,(y)dy = IfY (z-

—00 —00

x)fy(x)dx e nesse caso de independéncia o resultado €& chamado de
convolugao, ou seja, a fungao fz(.) € chamada de convolugcéo das fungdes fx(.)

e fy(.).



Andlise da Confiabilidade 59

4.2.6 Esperanca e Variancia de uma Variavel Aleatéria

Seja uma variavel aleatéria X discreta que assume valores no conjunto
{X1, X2, X3, ... , }. Chama-se valor médio ou esperan¢ca matematica de X ao

valor:

Chama-se variancia da v.a X ao valor :

" = V()= E[X-EOQF =[x, ~EOIF -Pr(X =)= 2 ~af -P(X=x).

i=1

O desvio padrao da v.a X € a raiz quadrada da variancia, ou seja,

= JV(X).

Uma relagéo importante & V(X) = E(X?)-[E(X)f’, onde

n

E(X?) =Y x7-P(X =x,).

i
i=1

Da mesma forma, se a v.a for continua, a esperanca de X sera dada por

E(X)=p= _[xf x)dx e a variancia por E(x-p)? = 6° I(x 1)?f(x)dx .

E importante observar que a variancia mede a disperséo (espalhamento)
dos dados em torno da média p = E(X) e o desvio padréo faz isto também, mas

na mesma unidade de medida dos dados.

Se as v.a’s X e Y ndo forem independentes, existira uma diferengca entre

E(X.Y) e E(X).E(Y), esta diferenga sera chamada de covariancia e definida por
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cov(X,Y) = E[(X-E(X)).(Y-E(Y))]. E se cov(X,Y) =0, as v.a’s serdo chamadas de

nao-correlacionadas.

A covariancia entre as v.a's X e Y padronizadas € chamada de
X—E(X))(Y—E(Y)
(e}

coeficiente de correlagdo p = E[( )] - Tem-se que -1 < p <1

X y
e ainda p(X)Y) = 1, se e somente se P(Y =aX+b)=1,Va>0eVbeRE
p(X,Y)=-1,se e somente se P(Y =aX+b)=1,Va<0eVbeR.

O coeficiente de variagdo de uma variavel aleatéria é definido como o
quociente entre o desvio padrado e a média (esperanga matematica) da variavel

aleatdria, ou seja,

= |Q

4.3 Analise da Confiabilidade em Projetos

4.3.1 Confiabilidade em Sistemas Estruturais

Os problemas de confiabilidade estrutural podem ser formulados como a
determinacdo da capacidade de um sistema satisfazer certas exigéncias. Na
consideragdo da seguranga de uma estrutura, o interesse é garantir que a

resisténcia estrutural seja suficiente para resistir a maxima carga aplicada.

Tradicionalmente, a confiabilidade estrutural é alcancada através do uso
de fatores ou margens de seguranga e adotando suposi¢gdes conservativas na
etapa de projeto, isto €, pela determinagdo da minima condicao resistente que
permanecera adequada sob a maxima carga aplicada. As condigbes de minima
resisténcia e o maximo carregamento sao definidas a partir de julgamentos

subjetivos. Também, a adequagédo ou nao das “margens” aplicadas pode ser
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avaliada ou calibrada somente em termos de experiéncias passadas com

sistemas similares.

A aproximacéo tradicional é de dificil quantificacdo e necessita bases
l6gicas para o tratamento das incertezas. Além disso, para novos sistemas em
que nao ha, a priori, bases para calibragcdo, o problema para assegurar o

desempenho, obviamente, torna-se dificil.

Na realidade, a determinagcdo da resisténcia disponivel, bem como as
determinagbes da maxima carga aplicadas ndo sado problemas simples.
Estimativas e suposicoes sao necessarias para estas propostas; nestes
processos as incertezas sao inevitaveis pela simples razdo de que as
informagdes sao incompletas. A partir de tais incertezas, a resisténcia
disponivel e o carregamento ndo podem ser determinados precisamente;
podem ser descritos como parte de respectivas faixas, ou populagdes, de

possivel resisténcia e carregamento.

A fim de representar o significado de incerteza, a resisténcia disponivel e
a carga existente podem ser modeladas como variaveis aleatorias. Nestes
termos, a confiabilidade de um sistema pode ser mais realisticamente medida
em termos de probabilidade. Por esse propésito, definem-se as seguintes

variaveis aleatoérias:

X = resisténcia,

Y = solicitacao.

Sendo assim, o objetivo da analise de confiabilidade é assegurar o
evento (X > Y) por todo a vida util de uma estrutura. A garantia é possivel
somente em termos de probabilidade P(X > Y). Esta probabilidade,
consequentemente, representa uma medida realistica da confiabilidade do

sistema.
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Assume-se que as distribuicbes de probabilidade de X e Y; Fx(x) ou fx(x)
e Fy(y) ou fy(y), respectivamente, sdo conhecidas. Os resultados necessarios

podem ser formulados a seguir.

Resultado 2

Seja a v.a X representando a capacidade de resisténcia de um
determinado sistema estrutural sujeito a solicitacdo de carga Y = vy, que
também é uma v.a. Entdo se tem como a probabilidade de falha do sistema, se

os eventos forem dependentes:

° no caso discreto:

pr = P(X<Y) = S P(X < YIY =y)P(Y =y) 4.1)

y

€ na suposicao mais realistica de independéncia dos eventos, tem-se:

pr = P(X<Y) = ZP(X <Y)P(Y =y),
y
. no caso continuo:
pr=P(X<y)= [F(y)fy(y)dy.

E quando as v.a’s continuas sao independentes, tem-se a probabilidade

de falha igual a:

pr = P(X <) = [Fu(y)f, (y)dy 42)
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PROVA

P(AB)

. A, Be A,
P(B)

Da definigdo de probabilidade condicional P(Al B)=

pode-se escrever:

[(X<Y)N(Y =y)]

PX<Y|Y=y)= P LY =)

e tem-se a probabilidade da ocorréncia simultdnea dos eventos (X <Y) e (Y =

y):
PI(X<Y)N (Y =y)]=P(Y =y).P(X<Y[Y =y)
e considerando V vy, tem-se:

Pr=P(X<Y)= Y PX<Y|Y=y)P(Y=y),

y

como a resisténcia e a solicitacdo, X e Y, sdo, em geral, estatisticamente

independentes, isto &, P(X<Y|Y = y) = P(X<y), obtém-se:

pe=P(X<Y)= Zy:P(X< Y).P(Y =y)
e no caso das v.a’s serem continuas, resulta da fungao distribuicdo de X:
Fx(a)=P(X<a)= .a[of(x)dx
e, consequentemente,

Fuly) = PX<y) = [£,(x)ex,
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sendo que V y resulta:
pr=P(X <y) = [F(y)f, (y)d
0

O Resultado 5 também pode ser expresso em funcdo da densidade de X

e da distribuicdo de Y, ja que se tem uma convolugao e assim,
pr= P(X<y)= I[1 Fy (X)].fx (x)dx (4.3)

A confiabilidade do sistema ou probabilidade de nao falhar € medida por:
ps=1—pF. (4.4)

A Figura 4.5 retrata os argumentos abordados.

fx(x)

Figura 4.5 — f.d.p.’s fx(x) e fy(y)

E claro através da expressdo ps = 1 — pr, que a medida que se aumenta
a confiabilidade, diminui a probabilidade de falha. Observa-se pelas Figuras
44, 46 e 4.7 que a regido coberta pela interseccdo das curvas

correspondentes as f.d.p’s de X e Y depende das posi¢des relativas de fx(x) e
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fy(y) em R; ou melhor, a medida que os parametros de locagao das densidades

se afastam, pr diminui; e a medida que se aproximam, pr aumenta.

»
Xouy
fx(x)
|
fy(y)
|
1
| S \
Y | \
s | S
J— | _ ) —~ ~— »
Ly e X ouy

Figura 4.7 — Efeito das dispersées em fx(x) e fy(y) em pg

Consequentemente, um indice de confiabilidade para o sistema é funcao
dos parametros de locagao (médias) das distribuicdes. De modo que a posigcao
relativa entre fy(x) e fy(y) pode ser medida pela razdo p./uy. Este quociente

costuma ser chamado de “fator de seguranca central”’. E, ainda, essa posicao
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relativa pode ser medida pela diferenca (ux - py), que € denominada “margem

de seguranga”.

E claro que a regido coberta pela intersecdo das curvas depende,
também, da dispersédo das v.a’'s X e Y. Como € bem conhecido, as dispersdes
sdo medidas pelos desvios padrdes das v.a's ou pelos seus quadrados, as
variancias. Um modo de relacionar os valores médios e as variancias € usar os
coeficientes de variacdo, tendo entdo medidas relativas de dispersao
envolvendo os parametros dos quais depende a probabilidade de falha, pe.

Assim, tém-se as v.a’s distribuidas conforme abaixo,
X~(ux,o0%) € Y~(uy,c¥),

P . . . ~ (e} (e)
e obtém-se os coeficientes de variagdo CVx = —* e CVy = —~.

Mx Uy

A probabilidade de falha do sistema, pr, também depende da forma de
f«(x) e fy(y), entretanto na pratica as informacdes sobre as formas dessas

funcdes sdo muitas vezes minimas e quando muito, dispde-se de informacdes

. . . . . . ~ . 2
suficientes apenas para avaliar os principais pardmetros, ou seja, px, Ly, G,

c? e os correspondentes coeficientes de variagdo CVy e CV,.

Na determinagao de pg, feita anteriormente, assume-se que as v.a’s X e
Y sao independentes, porém essas variaveis podem ser correlacionadas e a
determinacédo de pe ser diferente. Quanto se tem variaveis aleatorias
correlacionadas, a probabilidade condicional de uma delas em relagdo a outra

¢é diferente da probabilidade simples, ou seja:
PY<X|X=x)=P(Y<x) e PX<Y|Y=y)=P(X<y).

Neste caso, a probabilidade de falha, pgr, pode ser determinada através

de calculo envolvendo a f.d.p. conjunta das v.a’s X e Y, ou seja:
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or = f[ J'Oyfxyy(x,y)dx}dy (4.5)
e tem-se a confiabilidade correspondente:
Ps=1-pe= J’: on fxly(x,y)dy}dx. (4.6)

A margem de seguranca, pyx - py, pode ser usada na questdo da
‘resisténcia-solicitacao”. A principio, deve-se considerar a diferenca entre as
v.a's M = X - Y que é também uma variavel aleatéria, pois é funcao de duas
variaveis aleatérias. Dentro desta abordagem, entende-se por falha a
ocorréncia do evento aleatério M < 0 e, consequentemente, a probabilidade de

falha é dada por:
0
pe = [fy(m)dm= Fu(0) = p(M <0), (4.7)

onde fy(m) é a fungédo densidade de probabilidade da variavel aleatéria M e Fy
€ a funcao distribuicdo de probabilidade. A probabilidade de falha, pg,

corresponde a area hachurada na Figura 4.8.
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AfM(m)

Area = p¢ Y,

0 Hm m

Figura 4.8 — f.d.p. da margem de seguranca M

Supde-se a construcdo de um indice de confiabilidade ou indice de
segurancga para sistemas estruturais. Evidentemente, deve-se ter informagoes
sobre a variavel aleatéria R que corresponde a resisténcia do sistema e

também sobre a solicitacdo Q. E possivel assumir que ambas tenham

distribuigdes Gaussianas, sendo R ~ N(ug, 62) € Q ~ N(uq, 63).

Dentro dessa suposicdo, M sera também Gaussiana, pois se trata de
uma combinagao linear de v.a’s Gaussianas, e combinagao linear de v.a’s
Gaussianas € também Gaussiana. Na realidade esta suposicdo s6 poderia ser
assumida apos testes de ajustamento do modelo de probabilidade Gaussiano
as amostras de observagdes das v.a’s [rq, I, ...., I'nd] € [Q1, Q2, ..... , Ong)- Entéo,

tém-se os parametros da v.a. M:

Esperanga: uv = E(M) = E[R - Q] = pr - pa,

Variancia: ¢%=V(M)=V(R-Q)=V(R)+R(Q) =02 + c2.
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A colocagao da v.a M na forma de Normal Padrao é indicada para que
se possa evitar a dependéncia dos valores dos parametros no calculo das
probabilidades na Normal. Assim, a v.a Z = (M - uu)/om tem distribuicdo Normal

Padrao, ou seja, Z ~ N(0, 1). Aplicando estes argumentos, tem-se que:

PF = j)'fM(m)dm= Fm(0) = P(M <0)

pr = P(M=Hu O=huy - pz < “Huy = ("M

Owm Owm Opn Owm

e da simetria da curva do modelo Normal, obtém-se a probabilidade de falha:

pF=1—®(§—M)=1-cD(B)

M
e, consequentemente, tem-se como confiabilidade:

B 12
1 -1z
ps = 1-pr = O(*M) = ©(B) = sz_ez dz,
—o T

Opn

onde

Assim, é possivel construir a Tabela 1 com os valores da probabilidade

de falha baseados na diferenca das médias das variaveis aleatérias, ur - uq, €

também das medidas de dispersdo, 6 =63 + c3.
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Probabilidade | Indice de Confiabilidade
de falha B=H—M= Ug —Hg
Pe=1- @(p) Ou  Jor+oh

0.50 0

0.25 0.67
0.16 1.00
0.10 1.28
0.05 1.65
0.01 2.33
10 3.10
10™ 3.72
10° 4.25
10°® 4.75

Tabela 4.1- Valores de 3 e da probabilidade de falha pg

Os numeros da Tabela 1 mostram que a confiabilidade do sistema, ps =
1 — pr, depende da posicao relativa das distribuigdes fr(R) e fo(Q) medida pela

margem de seguranga média uy = ur - u@, € do grau de dispersdo das

distribuicées medido pelo desvio padréo c,, =+/ca + 65 -

O indice de confiabilidade B € uma fungédo desses dois fatores, sendo
que depende diretamente da distancia entre os pontos médios das distribuicoes
e inversamente do desvio padrdo da variavel aleatéria correspondente a essa
distancia. Assim, quanto maior a diferenca, R — Q, entre a resisténcia R e a
carga Q, maior a confiabilidade, ps = 1 — pr, do sistema. E, quanto menor as

dispersdes de R e de Q, maior sera a confiabilidade.

Além da margem de seguranga, uu = ux - My, € do indice de
confiabilidade, B = uw/om, existe também outra estatistica (v.a) muito importante
nos sistemas estruturais. Trata-se do fator de seguranca (FS), definido pela

razao entre a capacidade de resisténcia do sistema e a solicitagao, ou seja:
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_n
0]
I

<[

O fator de segurancga, FS = X/Y, é uma variavel aleatéria, pois é funcao
de duas variaveis aleatdrias. Portanto, possui uma distribuicdo de
probabilidades que pode ser definida por uma f.d.p. Neste caso, a falha é o

evento (FS < 1) e como probabilidade de falha correspondente, tem-se:

pr = [, 7rs(6)d0 = Fis (1.0, (4.8)

como sendo a area hachurada na Figura 4.9.

st(G)‘
/T (0)
/ \
/ \
/ \
/ \
/ \
A = /
Area pr/ p \\
\\ -
0 1 0

Figura 4.9 — f.d.p. do fator de seguranga FS

4.3.2 Formulagcao do Segundo Momento

O calculo do indice de confiabilidade ou probabilidade de falha necessita
do conhecimento das distribuicbes de probabilidade da capacidade de
resisténcia X, fx(x), e da solicitagdo Y, fy(y), ou ainda da distribuigdo conjunta

dessas duas variaveis aleatorias fx y(X,y).
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Na pratica, estas distribuicbes ndo estdo sempre disponiveis em razao
da limitacdo ou inexisténcia de dados. Outra restricdo é os calculos
complicados envolvidos nessa abordagem. Mas a existéncia de dados permite
avaliar os dois primeiros momentos das distribuicées. Assim, tem-se disponivel

a média e o desvio padrdo de cada uma das variaveis aleatorias.

Portanto, um indice de confiabilidade, baseado nestas estatisticas, pode
ser usado na pratica. A confiabilidade pode ser colocada como uma funcido do
primeiro e do segundo momento das variaveis envolvidas no projeto. Por outro
lado, quando nao se tém informacdes sobre as formas das distribuicbes de

probabilidade pode-se usar distribuicbes Normais equivalentes.

Sendo a margem de seguranga M = X — Y, tem-se que estado de
seguranca de um sistema estrutural pode ser definido pela condigao (M > 0); o
estado de inseguranca (falha ou ruptura) é definido por (M < 0) e das condi¢des

dos dois estados, observa-se que o estado limite é definido por M = 0.

Tratando as variaveis X e Y como Normais Padrdes (reduzidas), tem-se:

De forma que fazendo a analise no espago dessas variaveis Normais

Padrdes, tem-se que o estado limite, M = X - Y = 0, pode ser representado por:

M= ux + Gxe—(uy'i' chZY)= 0

oxZx -oyZy + Wx— Ky = 0.

A fungdo oxZx - oy Zy + ux— uy = 0 € uma reta nas variaveis Zx e Zy. A

partir da Figura 4.10, nota-se que distancia da reta do estado limite ao ponto da

origem do sistema de eixos corresponde a uma medida de confiabilidade.
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Deste modo, calculando-se esta distdncia, obtém-se uma medida da

confiabilidade do sistema.

1

Estado de Ruptura
M<0
\ d
Estado_lelte \ N
M=0 \
Estado de Seguranga\\
M>0
-
0 Zx

Figura 4.10 — Espaco das variaveis padronizadas Zx e Zy

A confiabilidade de um sistema de engenharia pode envolver varias
variaveis. Em particular, a resisténcia e a solicitacdo podem ser fungdes de
varias outras variaveis. Para tais casos, o problema resisténcia-solicitagao deve

ser generalizado.

Em um amplo sentido, a confiabilidade de um sistema de engenharia
pode ser definida como a probabilidade de desempenho de sua funcao
pretendida. O nivel de desempenho de um sistema, obviamente, dependera
das propriedades do sistema. Neste contexto, para a proposta de uma
formulagcdo generalizada, define-se como uma fungdo desempenho ou fungao

de estado,

g(X) = g(X1, Xz, ..., Xn) , (4.9)

onde X = g(X4, Xz, ..., Xp) € um vetor das variaveis de projeto do sistema, e a
funcdo g( X) determina o desempenho ou estado do sistema. Sendo que g( X)

= 0 é o estado limite do sistema.
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Considerando que

[g(X) > 0] = “estado seguro”

[g(X) < 0] = “estado de falha” .

Geometricamente, a equacdo do estado limite, g(X) = 0, é uma
superficie n-dimensional que pode ser chamada de “superficie de falha”. Um

lado da superficie de falha é o estado seguro, g(X) > 0, enquanto que o outro

lado da superficie de falha é o préprio estado de falha, g( X) < 0.

Portanto, se a f.d.p. conjunta das variaveis de projeto Xy, Xa, ... , X, for

que pode ser escrita como:

ps = [f(x)dx (4.10)

g(x)>0

A Equacéo (4.10) é simplesmente a integral de volume de fx(x) sobre a
regidao segura g(X) > 0. De modo inverso, a probabilidade do estado de falha

ou probabilidade de falha seria a correspondente integral de volume sobre da

regiao de falha,

ps = [f,(x)dx. (4.11)

g(x)<0



Andlise da Confiabilidade 75

Resultado 3
Seja um sistema estrutural no qual tanto a capacidade de resisténcia
quanto a solicitagdo de carga sao fungdes de n outras variaveis X4, X, Xs, ..... ,

Xnh. Entédo, a distadncia do hiperplano do estado limite a origem do sistema de

coordenadas reduzidas que mede a confiabilidade do sistema é dada por:
g(X) =g(X1, Xz, .... , X) = 0. (4.12)
PROVA

Com n = 2, tem-se como estado limite a reta oxZx - oyZy+ ux—uy=0e€e a

distancia dessa reta a origem (0, 0) € dada, da geometria analitica, por:

g= Ox0-0v 0+ —py o px—py

2 2 2 2
\/Gx-l-GY \/GX-FGY

que é igual ao indice de confiabilidade B, ja determinado. E, generalizando para
n variaveis, Xq, Xz, Xz, ..... , Xn, tem-se que a funcdo que determina o
desempenho do sistema é g(X4, X2, Xs, ..... , Xn) = 9(X), onde X ¢é o vetor de
estado basico do sistema. O hiperplano do estado limite € g(X) = 0 e seguindo
a analise com variaveis Normais Padrbes tem-se que a distancia do ponto

Z'=[Z4, Z5, ...., Zn],na superficie de falha g( X) = 0, até a origem de Z’ é:

D= 22 +2% +..+2% = (Z2)"?.
O mais provavel ponto de falha tem distancia minima a origem e é obtido
minimizando-se D, sujeito a restricdo g(Z) = 0. Aplicando-se o método do

multiplicador de Lagrange, L = D + Ag(X), tem-se:

D =(22)"” + \g(X)
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L=Z2 +2Z2% +..+ Z%, +Ag(X1, Xz, ..., Xn)

oL 2z, .8 20 =120 (@413)
Ty 2T+ L+t Zfy O

oL
—=9g(X1, X2, .... Xn) =0 4.14
i g(Xy, X2 ) ( )

A solucdo do sistema de equagdes acima, formado por n + 1 equacgoes,
fornece o provavel ponto de falha. O vetor gradiente correspondente pode ser

escrito como:

-[ 99 9% 9 com %9 _ 09 dX =c 2
= \oz,,'0z2,, " oz, 0z, oX;dz, Y aX’
pois
dX.
Xi=0,Zy +1y e =0,
X, & X; Xi dZX X;

Escrevendo a Equacéo (4.13) na forma matricial, tem-se:

Z
W‘F}\,Q:O,

mas (Z'2)"? = D, portanto,
Z=-ADG (4.15)
e, consequentemente, obtém-se:

D = [(-ADG) (-ADG)]"?
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r=(GG)"
logo,
Z=-\DG=-D.(GG)'*.G
Z= GD (4.16)

(GG’

Multiplicando-se a esquerda por G’ os dois membros, tem-se:

D=- =% (4.17)

Portanto, substituindo a Equacéao (4.16) em (4.14), obtém-se o valor da

distancia minima:

n=-—=__ =8, (4.18)

onde G ¢ o vetor gradiente no mais provavel ponto de falha [z},, Zy,, ...... ,

z,.,]e naforma escalar, tem-se:
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p=- 1 "X (4.19)

Aplicando 3 na Equacéo (4.17), o mais provavel ponto de falha torna-se:

Z=- (c(;%)”? (4.20)

Resultado 4

Seja g(X) uma variavel aleatéria funcdo de estado de um sistema
estrutural. Entdo a razdo entre a média de g(X) e o desvio padrao de g(X) é
igual & distancia do plano tangente a superficie de falha em Z & origem do

sistema de coordenadas em variaveis reduzidas.

PROVA
Desenvolvendo a funcéo g(X) em série de Taylor no ponto X, situado na

superficie do estado limite g(x ) = 0, tem-se:

. . . n . O
gX1 Xz Xe) = 9(Xis  Xhs Coxl) o+ (x.—xi)a—>‘3+

33X~ X MK~ x;)

s £
= +....

o%g
oX;oX;

e desde que g(X;, X, ..... , X, ) =0,
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4 8 i=1 i=
g(x1’X2! Xn = Z i )? + =1 1 azg +--- ’

. : : Xi =ty Hx, *
mas escrevendo em variaveis reduzidas ——-=Z; e - =z,,tem-se:

Xi'xi*=(6xizi+uxi)_(6xizi* +Mxi)=GXi(Zi_Zi*)

og  0g oX, _ ag

= =0y
0Z, X 0Z,  “oX

0g _ 09 92x _ 1 o9
OX;  0Zy OX; oy 0Zy

pois

oX, _ O(oxZi+uy )
Oy »
0Z 0Z '

entao:

3 1 09 : « 09
X1,Xo,...,.X,) = Zy, z,)— ——+..= Z, —Z, —+ .
9(X1,X2 n) ;Gx,( X; x,) o oz, ;( X; x,) oz,

e truncando a série para uma aproximacgao de primeira ordem e calculando-se
E(g) e V(g), tem-se:

= g — N * g
E = = E —Z —t ..)= E(Z, =z —+
(9) = Kg 21: x 5in ) 21, ( X; xi) 6in
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Vig) = 0% = 2(V(Z,)-0) (o)

- - . 1 . ~ . M i=1 .
Entéo, a razdo entre a média e o desvio padrdo é —2 == 5

% i(ag)Z

idéntica a expressao encontrada para a distdncia minima no Resultado 3.

4.3.3 Fungoes de Desempenho Lineares

Considerando-se uma classe de fungcdes de desempenho lineares, com
excecao de suas proprias utilidades, certos aspectos de casos lineares seriam

a base para uma aproximacao de fun¢des de desempenho nao-lineares.

Uma funcao de desempenho linear pode ser representada como:

g(X)=a, + Zaixi ;

onde ap e a; sdo constantes. A correspondente equagao do estado limite pode

ser escrita da forma:

a, +y.aX =0.



Andlise da Confiabilidade 81

Em termos de variaveis padronizadas, a equagao do estado limite torna-

se:

a, +).a(oxZ;+py )=0.

Em trés dimensdes a equagao acima pode ser escrita como:
A +a,(ox Zy 1y )+tay(ox,Z;, + 1y, )+a5(0x, 25 +1y ) =0,
que é uma superficie plana no espago zx1, zxz, Zx3 como mostra a Figura 4.11.

A Zx2

Superficie do Estado Limite

Zx1

Zx3

Figura 4.11 — Superficie linear do estado limite no espago zx1, Zxz, Zxs

Sendo

g()_() =3, t Zaixi

e sabendo-se que
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ug =E(9(X)) =E(a, + iaixi)
Hg =3¢ +iaiE(Xi)

n
Hg =80 + Zai!lei
i=1

e
V(9)=V(@X)) = V(a, + Y aX,)
V(g)=0+ gaiZV(Xi)
V(g)=3a’c}
e
tem-se:

Portanto, tem-se como distancia do plano de falha a origem das

variaveis padronizadas Z:

a, + Z‘,ail/lxi

Z(aiGXi )?

p (4.21)
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A equacdo acima pode também ser obtida diretamente da Equacao
(4.19). Nota-se que para duas variaveis normais nao correlacionadas, X e Y, a
probabilidade do estado de seguranga, ps, € diretamente uma funcdo da
distdncia da linha de falha a origem das variaveis normalizadas; isto &, a
distancia . Este resultado pode ser generalizado, ou seja, se as variaveis
aleatdrias X4, Xz, ..., X, s&o varidveis normais nao correlacionadas, a

probabilidade do estado de seguranca no presente caso é:

I
o

Ps

ag + iaixi > O]
i=1

n

dg Za Hx. Za Uy,

Ps
/ a GX )? /Z(a Oy, )

Il
T

—d _Zai“xi —(a, +Zaiuxi)
ps =P Z> =1 =1-d =1
(aizcxi )* Z(aizcxi )’
it it
a "'Z:aiuxi

ps =@ =

ICKM:
Z‘ o (4.22)

Comparando as Equacgdes (4.21) e (4.22), o argumento dentro dos
colchetes da Equacdo (4.22) é a distancia B. Consequentemente, a
probabilidade ps € novamente uma funcdo da distancia do plano de ruptura
g(X)=0 a origem da variaveis normalizadas. No caso geral de n variaveis

normais nao correlacionadas, a probabilidade de seguranca é

ps = ©(B) (4.23)
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METODO DE SUPERFICIE
DE RESPOSTA

5.1 Introdugao

Muito do que se conhece em engenharia € desenvolvido através de
testes ou experiéncias. Geralmente, engenheiros trabalham em areas em que
nenhuma teoria de engenharia €& completamente aplicavel. Assim, a
experiéncia e a observagdo dos dados resultantes constituem as unicas

maneiras pelas quais o problema pode ser resolvido.

Mesmo que haja uma boa teoria cientifica em que se pode confiar na
explicacdo do fendmeno de interesse, € quase sempre necessario conduzir
testes ou experimentos para confirmar se a teoria €, na verdade, aplicavel na
situagdo ou no ambiente no qual estd sendo empregada. Julgamentos
estatisticos e métodos estatisticos desempenham um papel importante no
planejamento, conducdo e analise de dados a partir de experimentos de

engenharia.

Um experimento &€ somente um teste ou uma série de testes.
Experimentos sao feitos em todas as areas de engenharia e sao importantes
na maneira de se aprender como sistemas e processos funcionam. A validade
das conclusdes retiradas de um experimento depende em grande extensao de
como o experimento foi conduzido. Consequentemente, o planejamento do
experimento desenvolve o papel principal na solugdo futura do problema que

inicialmente motivou o experimento.
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5.2 Experimentos Fatoriais

Quando varios fatores s&do importantes, a melhor estratégia da
experiéncia € planejar algum tipo de experimento fatorial. Um experimento

fatorial € aquele em que os fatores sao variados conjuntamente.

5.2.1 Experimento de Otimizagcao

Em um experimento de caracterizacdo, deve-se determinar que fatores
afetam a resposta. A proxima etapa € determinar a regido nos fatores
importantes que conduz a uma resposta 6tima. Por exemplo, se a resposta for

dispendiosa, procura-se por uma regiao de custo minimo.

5.3 Planejamento de Experimentos

Quando varios fatores s&o de interesse em um experimento, um
planejamento fatorial de experimentos deve ser usado. Como notado

previamente, os fatores sdo variados conjuntamente nesses experimentos.

Por um planejamento fatorial, pode-se dizer que, em cada tentativa
completa ou réplica de experimento, todas as combinagdes possiveis dos

niveis dos fatores sao investigadas.

5.3.1 Aplicagcao das Técnicas de Planejamento de

Experimentos

O planejamento de experimentos € uma ferramenta extremamente
importante no interesse de se melhorar o desempenho de um determinado
sistema. Também tem uma extensiva aplicagdo no desenvolvimento de novos

processos e no planejamento de novos produtos.
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5.3.2 Planejamentos Fatoriais

Planejamentos fatoriais sdo frequentemente usados nos experimentos
envolvendo varios fatores em que é necessario estudar o efeito conjunto dos
fatores sobre uma resposta. Entretanto, varios casos especiais do
planejamento fatorial geral sdo importantes pelo fato deles serem largamente
empregados em trabalhos de pesquisa e devido ao fato deles formarem a base

de outros planejamentos de consideravel valor pratico.

O mais importante desses casos especiais € aquele de k fatores, cada
um com somente dois niveis. Esses niveis podem ser quantitativos, tais como
os valores da resisténcia do concreto e do aco, ou eles podem ser qualitativos
tais como os niveis “alto” ou “baixo” de um fator, ou talvez a presenca e a
auséncia de um fator. Uma réplica completa de tal planejamento requer 2 x 2 x

2x2x...x 2 =2"observacdes, sendo chamada planejamento fatorial 2K,

O planejamento 2% &, particularmente, Util nos estagios iniciais de um
trabalho experimental quando muitos fatores sdo provaveis de serem
investigados. Ele fornece o menor numero de corridas para as quais os k
fatores podem ser estudados em um planejamento fatorial completo. Porque ha
somente dois niveis de cada fator, temos de supor que a resposta seja

aproximadamente linear na faixa dos niveis dos fatores escolhidos.

5.4 Métodos e Planejamentos de Superficie de

Resposta

A metodologia da superficie de resposta (MSR) € uma colecdo de
técnicas matematicas e estatisticas que sado uteis para modelagem e andlise
nas aplicagcbes em que a resposta de interesse seja influenciada por varias
variaveis e 0 objetivo seja otimizar essa resposta. Por exemplo, deseja-se
encontrar as resisténcias do ago (x1) e do concreto (x2) que maximizem a
capacidade (Y) de uma estrutura de concreto armado. A capacidade estrutural

€ uma fungao das resisténcias do aco e do concreto , como:
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Y =f(X1, X2) + e

em que e representa o ruido ou erro observado na resposta Y. Denotando-se a

resposta esperada por E(Y) = f(x1, X2) = n, pois

Y =f(x1, x2) + €, onde e ~.N (0, 6°).

E(Y) = E(f(x1, X2) + €) = E(f(x1, X2)) + E(€) = f(x1, X2) + 0

E(Y) = f(x1, x2) =1,

entdo a superficie representada por

n = f(x1, x2)
€ chamada de superficie de resposta.

Pode-se representar a superficie de resposta como um grafico de
superficie em um espaco tridimensional. Com o objetivo de visualizar a forma
de uma superficie de resposta, geralmente, plota-se os contornos da superficie

de resposta.

No grafico dos contornos, conhecido como grafico das curvas de nivel,
linhas de resposta constantes sdo desenhadas no plano x4, xo. Cada contorno
corresponde a uma altura particular da superficie de resposta. O grafico das
curvas de nivel é util no estudo dos niveis de x; e X que resultam nas

mudancas na forma ou na altura da superficie de resposta.

Na maioria dos problemas de MSR, a forma da relacido entre a resposta
e as variaveis independentes é desconhecida. Assim, a primeira etapa na MSR
€ encontrar uma aproximagao adequada para a relagao verdadeira entre Y e as
variaveis independentes. Geralmente, emprega-se um polinbmio de baixo grau

em alguma regido das variaveis independentes. Se a resposta for bem
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modelada por uma funcéao linear das variaveis independentes, entao a fungao

aproximadora sera o modelo de primeira ordem:
Y=Bo+B1Xx1+Paxat ...+ Puxk+ €. (5.1)

Se houver curvatura no sistema, entdo um polinomial de maior grau tem

de ser usado, tal como o modelo de segunda ordem:

Y =B, +iBiXi +iBiiXi2 +Zz BiXX;+ €. (5.2)

i<j

Muitos problemas de MSR utilizam uma ou ambas dessas aproximagdes
polinomiais. Naturalmente, & improvavel que um modelo polinomial seja uma
aproximacao razoavel da relacdo funcional verdadeira sobre o espaco inteiro
das variaveis independentes, porém para uma regido relativamente pequena,

geralmente, funcionardao muito bem.

O método dos minimos quadrados € usado para estimar os parametros
nas aproximagdes polinomiais. A analise de superficie de resposta é entéo feita
em termos da superficie ajustada. Se a superficie ajustada for uma
aproximacao adequada da funcao verdadeira de resposta, entdo a analise da
superficie ajustada sera aproximadamente equivalente a analise do sistema

real.

MSR é um procedimento sequencial. Freqientemente, quando se estiver
em um ponto na superficie de resposta longe do 6timo, tal como as condi¢des
operacionais atuais, ha pouca curvatura no sistema e o modelo de primeira
ordem sera apropriado. O objetivo é chegar rapido e eficientemente a
vizinhanga geral do 6timo. Uma vez em que a regidao do o6timo tenha sido
encontrada, um modelo mais elaborado, tal como o modelo de segunda ordem,

pode ser empregado e uma analise pode ser feita para localizar o maximo.
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O objetivo final do MSR é determinar as condi¢cbes operacionais 6timas
para o sistema ou determinar uma regido do espaco fatorial, em que as
especificagdes operacionais sejam satisfeitas. Nota-se também que a palavra
6timo na MSR é usada em um sentido especial. Os procedimentos da MSR

garantem convergéncia para somente um 6timo local.

5.4.1 Método da Ascendente de Maior Inclinagédo (Steepest

Ascent)

Usualmente, a estimativa inicial das condi¢des operacionais 6timas para
o sistema estara longe do 6timo real. Em tais circunstancias, o objetivo do
experimentalista € mover rapidamente em direcdo a vizinhanga geral do 6timo.
Deseja-se usar um procedimento experimental simples e eficiente
economicamente. Quando se estiver longe do étimo, geralmente, considera-se
um modelo de primeira ordem como uma aproximacao adequada da superficie

verdadeira em uma regidao pequena dos x’s.

O método da ascendente de maior inclinagdo € um procedimento para
se mover sequencialmente ao longo do caminho ascendente de maior
inclinagao, ou seja, na dire¢ado de aumento maximo na resposta. Naturalmente,
se a minimizagao for desejada, entdo se fala sobre o0 método da descendente

de maior inclinagdo. O modelo ajustado de primeira ordem é
~ ~ k ~
y =B +ZBiXi (5.3)
i=1

e a superficie de resposta de primeira ordem, isto &, os contornos de y, € uma
série de linhas paralelas. A direcao da ascendente de maior inclinagcéo é a
direcdo em que y cresce mais rapidamente. Essa direcdo € normal aos

contornos da superficie ajustada de resposta.

Geralmente, tomamos como o caminho ascendente de maior inclinagcao

a linha que passa através do centro da regido de interesse e que seja normal
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aos contornos da superficie ajustada. Logo, as etapas ao longo do caminho

~

sdo proporcionais aos coeficientes de regressao {Bi}. O experimentalista

determina o tamanho real da etapa, baseado no conhecimento do processo ou

em outras consideracdes praticas.

Os experimentos séo conduzidos ao longo do caminho ascendente de
maior inclinagdo até que mais nenhum aumento seja observado na resposta.
Entdo um novo modelo de primeira ordem pode ser usado, uma nova dire¢cao
da ascendente de maior inclinagdo é determinada e mais experimentos sio
conduzidos naquela direcéo, até que o experimentalista sinta que o processo

esta proximo do 6timo.

5.4.2 Analise de uma Superficie de Resposta de Segunda
Ordem

Quando o experimentalista estiver relativamente préximo do 6timo, um
modelo de segunda ordem é geralmente utilizado para aproximar a resposta
por causa da curvatura na verdadeira superficie de resposta. O modelo

ajustado de segunda ordem é

y= Bo +ZBiXi + Biixiz +Zz Bijxixj

em que B denota a estimativa de minimos quadrados de 3.

5.4.2.1 Modelo de Regressao Linear Multipla

Muitas aplicagdes da analise de regressao envolvem situagbes em que
ha mais de um regressor x e uma variavel dependente ou variavel de resposta
Y. Um modelo de regressdo que contenha mais de um regressor € chamado de

um modelo de regressao multipla.
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Y =B, +BX; +B,X,+ €. (5.4)

A Equacao (5.4) mostra um modelo de regressao linear multipla com
dois regressores. O termo linear é usado porque a Equacéo (5.4) € uma funcéo
linear dos parametros desconhecidos Bo, B1 € PB2. O modelo de regressao
descreve um plano no espaco tridimensional de Y, x; € xo conforme mostrado
pela Figura 5.1. O parédmetro B € a interse¢do do plano, B e B2 chamam-se
coeficientes parciais de regressao porque 1 mede a variagdo esperada em Y
por unidade de variagdo em x4 quando x, for constante, e B, mede a variagéao

esperada em Y por unidade de variagao em x, quando x4 for constante.

Figura 5.1 — Exemplo de um plano de regresséao

A Figura 5.2 mostra uma curva de nivel do modelo de regressao, ou
seja, linhas de E(Y) constante, como uma fungcdo de x; e x,. Nota-se que as

linhas de nivel sdo retas.
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Figura 5.2 — Exemplo de curvas de nivel

Em geral, a variavel dependente ou de resposta Y pode ser relacionada

a k variaveis independentes ou regressores. O modelo

Y =Bo +BXs +BoX, +on + B X+ € (5.5)

€ chamado de modelo de regressao linear multipla com k regressores. Os
parametros B, j = 0, 1,..., k, sGo chamados de coeficientes de regresséo. Esse
modelo descreve um hiperplano no espaco k-dimensional dos regressores {x;}.
O parametro B; representa a variagdo esperada na resposta Y por unidade de
variagdo unitaria em x; quando todos os outros regressores x; (i # j) forem

mantidos constantes.

Modelos de regresséo linear multipla sdo frequentemente usados como
aproximacoes de funcodes. Isto €, a verdadeira relagao funcional entre Y e Xy,
Xz, ..., Xk € desconhecida, porém em certas faixas das variaveis independentes,

o0 modelo de regressao linear sera uma aproximagao adequada.

Modelos que sejam mais complexos na estrutura do que a Equacéo (5.5)
podem ainda ser analisados por técnicas de regressao multipla. Por exemplo,

considerando-se 0 modelo polinomial cubico com um regressor.
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Y =B, +BX+B,X* +B X+ € . (5.6)

Fazendo-se x; = X, X2 = X%, X3 = X°, entdo a Equagdo (5.6) pode ser

escrita como:

Y =PBo +BiX; +BoX, +B3Xs+ €, (5.7)

que é modelo de regressao multipla com trés regressores.

Modelos que incluem efeitos de interacdo podem ser analisados pelos
métodos de regressao multipla. Uma interagcdo entre duas variaveis pode ser

representada por um termo cruzado no modelo, tal como

Y =By +BX; +BoX, +BipX X, + €. (5.8)

Fazendo-se x3 = X1x2 € B3 = P12X1X2, entdo a Equacao (5.8) pode ser

escrita como

Y =Bg +B4Xy +ByX, +B3X5+ €,

que é um modelo de regressao linear multipla.

As Figuras 5.3 e 5.4 mostram o grafico tridimensional de um modelo de
regressao e as curvas de nivel bidimensionais correspondentes. Observa-se
que, embora esse seja um modelo de regresséao linear, a forma da superficie
que € gerada pelo modelo ndo é linear. Em geral, qualquer modelo de
regressao que seja linear nos parametros (os B’s) € um modelo de regresséao

linear, independente da forma da superficie gerada.

As Figuras 5.3 e 5.4 fornecem uma boa interpretagcao grafica de uma
interacdo. Geralmente, a interacédo implica que o efeito produzido pela variagcao
de uma variavel (x4, por exemplo) depende do nivel da outra variavel (x2). Por

exemplo, os graficos mostram que a variagcdo de x; de 2 a 8 produz uma
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variacdo muito menor em E(Y) quando x; = 2 do que quando x; = 10. Efeitos de

interacdo ocorrem frequentemente no estudo e na andlise de sistemas reais,

sendo os métodos de regressdo uma das técnicas que se pode usar para

descrevé-los.

TN

x1

Figura 5.4 — Curvas de nivel para um modelo de regressdo multipla

Como um exemplo final, tem-se 0 modelo de segunda ordem com

interacao
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2 2 2
Y =By +ByXy +BoXy + By X7 +BpXs +PopXs +BipX X+ €. (5.9)

2 2 ~
Fazendo x; =Xi, X, =X3, X5 =XX;, B3y =Py, By =P € Ps =Py, €ntéo
a Equacao (5.9) pode ser escrita como um modelo de regresséao linear multipla

conforme segue:

Y =By +ByXy +ByX, +B3Xs +ByX, +PsXs+ €.

As Figuras 5.5 e 5.6 mostram o grafico tridimensional e a curva de nivel.
Estes graficos indicam que a variagao esperada por Y quando x4 for variado
por uma unidade, por exemplo, € uma fungao de x4 € xo. Os termos quadraticos
e de interagdo nesse modelo produzem uma fungcdo com forma de morro.
Dependendo dos valores dos coeficientes de regressdo, o modelo de segunda
ordem com interacdo é capaz de considerar uma ampla variedade de formas;

assim, ele € um modelo flexivel de regressao.

N T
e
W

Figura 5.5 — Superficie de um modelo de regressdo multipla
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Figura 5.6 — Curvas de nivel para um modelo de regressdo multipla

5.4.2.2 Método dos Minimos Quadrados

O método dos minimos quadrados pode ser usado para estimar os
coeficientes de regressdo no modelo de regressdao multipla, conforme a
Equacéao (5.5). Supde-se que n > k observagdes estejam disponiveis e faz-se

X denotar a i-ésima observagéo ou nivel da variavel x;. As observagdes s&o:
(Xi1, Xi2, .., Xi, ¥), 1=1,2,..,n e n > k.

Cada observacao (xi1, X, ..., Xik, Y) satisfaz o modelo na Equagao (5.5)

ou

k

Vi =Bo +B1Xiy +BoXip .o+ B Xy + €= By +ZBJXU+ €, 1=1,2,..,n. (5.10)

=

A fungéo dos minimos quadrados é

L:iE?:ZLVi_Bo_ZBjXU] . (5.11)

n
i=1 i=1
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A funcdo L deve ser minimizada com relagcdo a Bo, PB1, ..., Pk AS
estimativas de minimos quadrados de Bo, B1, ..., Pk tém de satisfazer
aL n . kK .
~ :_22 Yi—Bo _ZBinj =0 (5.12)
Bolif,..5, - =

n R K . )
:—ZZ[yi—BO— Bjxijjxij =0, j=1,2, ...,k (5.13)
i = -

Simplificando a Equacdo (5.13), obtemos as equagdes normais de

minimos quadrados:
R a n N n ~ n n
NBo +B1 D Xy + B2 D Xip +oveH B D Xy = DY
=1 i=1 =1 =

n n n n

A A , A "

Bozxn +B4 2 X +B22Xi1xi2 +.t Bkzxnxik = anyi
i=1 i i=1 i=1 i=1

Bozxik +B1zxikxi1 + ﬁZZXikXiZ Tt Bkzxizk = ZXiKYi (5.14)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Nota-se que ha p = k + 1 equacdes normais, uma para cada um dos
coeficientes desconhecidos de regressao. A solugao para as equacgdes normais

serdo os estimadores de minimos quadrados dos coeficientes de regresséo,
BO,B1,...,BK. As equacdes normais podem ser resolvidas por qualquer método

apropriado para resolver um sistema de equacdes lineares.
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5.4.2.3 Abordagem Matricial para a Regressao Linear Multipla

No ajuste de um modelo de regressdo multipla, € muito mais
conveniente expressar as operacdes matematicas usando a notacdo matricial.
Supbe-se que existam k regressores e n observagoées (Xi1, Xiz, ..., Xi, Yi), i =1, 2,

..., N, @ que o0 modelo relacionando os regressores a resposta seja

Yi =By +BiXy +BoXpp +. + B X+ €, i=1,2,..,n.

Esse modelo € um sistema de n equacdes, que pode ser expresso na

notagdao matricial como

Xzﬁ—l_g’ (5.15)
sendo
Y4 T Xy X 0 Xy Bo =
y=|Y2| x|l X Xe o Xa g B e
y3 1 Xn1 Xn2 Xnk Bk En

Em geral, y € um vetor (nx 1) das observagdes, X € uma matriz (n x p)
dos niveis das variaveis independentes, € um vetor (n x 1) dos erros

aleatorios.

Deseja-se encontrar o vetor dos estimadores de minimos quadrados, §,

que minimiza

—
I
m

N
I

ge=(y-Xp)(y-xB).

O estimador de minimos quadrados B € a solugdo para  nas equacgoes
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% _o.

9B
As equacdes resultantes que tém de ser resolvidas sao:
X'Xp=X'y. (5.16)

A Equacgao (5.16) sdo as equagdes normais de minimos quadrados na
forma matricial idénticas a forma escalar das equagbes normais dadas,
anteriormente, pela Equacao (5.14). Com o objetivo de resolver as equacgdes
normais, multiplicando-se ambos os lados da Equacéo (5.16) pelo inverso de

X'X. Consequentemente, a estimativa de minimos quadrados de B €

B=(X'X)"Xy. (5.17)

Observa-se que ha p = k + 1 equagdes normais para p = k + 1 incognitas
(os valores de Bg.pB,,.... A, ). Além disso, a matriz X'X & freglientemente nao

singular, como foi considerado anteriormente, de modo que os métodos

descritos nos livros textos sobre determinantes e matrizes para inverter essas
matrizes podem ser usados para encontrar (X'X)™ . Na pratica, os célculos de

regressao multipla sdo quase sempre realizados em um computador.

E facil ver que a forma matricial das equacdes normais é idéntica a

forma escalar. Escrevendo a Equacao (5.16) em detalhes, obtém-se:

n n n ] B M n
n 2 X D Xp o D2 Xy |0 2V
i=1 i=1 i=1 =1
n n n n
zxn zxﬁ zxi1xi2 zxnxik P = ZXMYi
i =1 =1 =1 : =1

n . n ' n : n )
ink zxikxn zxi1xi2 Zxﬁ( Bk inkyi
Li i=1 i=1 i1 L=
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Se a multiplicagdo matricial indicada for feita, resultara a forma escalar

das equagdes normais. Nessa forma, € facil ver que X'X & uma matriz

simeétrica (p x p) e X'y € um vetor coluna (p x 1). Pode-se notar a estrutura

especial da matriz X'X. Os elementos da diagonal de X'X sdo as somas dos
quadrados dos elementos das colunas de X , e os elementos fora da diagonal
sao as somas dos produtos cruzados dos elementos nas colunas de X. Além

disso, nota-se que os elementos de X'y s&do as somas dos produtos cruzados

das colunas de X e das observacoes {yi}.

O modelo ajustado de regressao &
~ k ~
yi:B0+ZBjxij, i=1,2,..,n. (5.18)

Na notag&o matricial, o modelo ajustado é

>

~

y=Xp.

A diferenga entre a observagdo y; e o valor ajustado y, € um residuo,

e, =Yy, —Y,. O vetor (n x 1) dos residuos é denotado por

(5.19)

|
I
<
|
<

5.5 Desenvolvimento da Superficie de Resposta

Uma vez definida a forma da SR, propde-se com o MSR desenvolvé-la
em torno do ponto de ruptura mais provavel (P*), que tem posigcédo
desconhecida. A solucdo proposta consiste em procurar uma sequéncia de
pontos P*(k) associada a uma sequéncia de SR(k) na qual o dominio de

definicdo contém P*(k). Este procedimento ndo garante uma convergéncia para
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um minimo global, portanto, a existéncia de minimos locais pode induzir a
contribuigdes significativas na probabilidade de ruptura. Em todos os casos,

deve ser feita uma analise dos resultados para valida-los.

A construcdo de uma SR de acordo com o MSR pode ser dividida em

etapas, que serao descritas a seqguir:

5.5.1 Definicao do Espaco de Trabalho

Ha duas possibilidades para construir uma SR: no espaco fisico e no
espaco reduzido ou normal padrdo. O espaco fisico apresenta a vantagem de
se obter diretamente uma solugao fisica para o problema, de acordo com a
experiéncia do projetista. Entretanto, a escolha de pontos fisicos pode conduzir
a pontos padronizados situados muito longe da origem no espagco normal
padrdo (U) se o desvio padréo for inapto ou os pontos forem proximos das
margens. Além disso, o projetista conhece bem a média da area processada
(area sobre os pontos), mas pode ter dificuldades para realizagdes em torno da
ruptura a ser identificada. Finalmente, a qualidade da solucéo de confiabilidade
depende do desenvolvimento da fungao de estado limite obtido por variaveis

normalizadas.

Um estudo a priori de dominios admissiveis das variaveis fisicas induz,
através de transformacgdes isoprobabilisticas, ao dominio padronizado no qual
€ valido o ponto de projeto. De acordo com as caracteristicas citadas acima,
conclui-se que € mais razoavel para o estudo de confiabilidade trabalhar no

espaco normal padrao.

5.5.2 Transformacées de Distribuicées de Probabilidade

E mais conveniente trabalhar no espago normal padrdo, como ja
discutido, s6 que as variaveis de projeto sdo fornecidas e interpretadas no

espacgo fisico. Portanto, necessitam-se transformacgdes isoprobabilisticas no
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desenvolvimento do modelo de confiabilidade utilizado. E necessario um largo
uso de transformagdes, ou mudancas de espacgos de trabalho, em cada
loopping de busca do indice de confiabilidade. Portanto, é essencial para a
analise mecanica-probabilistica a construcdo de uma transformacdo T, que
passa as variaveis do espaco fisico, representado por x, para o normal padrao,

representado por u, e vice-versa.
5.5.2.1 Variaveis Aleatodrias Independentes
Nos casos onde as variaveis aleatérias de base sdo independentes, a
transformacao é feita para cada variavel independentemente, apenas igualando
as funcdes de reparticio:
d(u) =F, (x) (5.20)
A transformacéo direta é entao:

Tx)=u =¢"'(F,(x)) i=1...n

(5.21)
A transformacao inversa é:
T U)=x,=F (¢(u;))  i=1..n (5.22)
Em notagdo matricial:
ful= o' Fyy (D)} (5.23)

U=
X = {x} = F (o)}

onde x; e u; representam as variaveis aleatérias no espaco fisico e reduzido,

respectivamente.

Na pratica, o indice de confiabilidade () € calculado no espago normal
padrdo, ou seja, a variavel u; é representada por uma distribuigdo normal com

meédia nula e desvio padrao unitario. Desta forma, a funcdo que representa ui
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nao é integravel analiticamente, sendo necessaria uma integracdo numérica da
funcdo. Baseado em testes €& aconselhavel utilizar um procedimento
Gaussiano, com a regiao de integragao dividida em sub-regides. Para integrar
cada sub-regido deve-se utilizar dez pontos de Gauss. As fungdes de
distribuicdo acumuladas adequadas as variaveis de engenharia, mesmo no
espaco fisico, em geral ndo sado possiveis de se integrar analiticamente, sendo

necessario o uso de integragdo numeérica.
5.5.2.2 Distribuicao Normal Equivalente

O método consiste em fazer a transformacao das variaveis uma a uma,
apresentando solugao exata apenas nos casos em que as variaveis aleatorias
sao independentes. Apds encontrar os parametros da distribuicdo normal
equivalente a distribuicdo original, faciimente sao feitas transformacoes
isoprobabilistica do espaco normal equivalente para o espago normal padréo e
vice-versa. Pode-se dizer que esta é a forma mais simples de se transformar as

variaveis para o espaco reduzido.

Para encontrar os pardmetros da distribuicdo normal equivalente L e o,
para a variavel xi, com uma funcdo de densidade fi(x;)) e uma funcdo de
distribuicdo acumulada Fi(x;), deve ser feito o procedimento descrito a seguir.
® e ¢ representam, respectivamente, as fungdes de distribuicdo acumulada e

de densidade normal equivalente.

Igualando as funcgdes de distribuicdo acumuladas no ponto considerado:
¢[X;“J =F, (x,) (5.24)
G;

Igualar as fungbes de densidade no mesmo ponto, que é obtida

derivando a Equacao(5.24) em relagao a x;:

G; G;

AFCENT o2
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De (5.24) tem-se:

xi;Hi — ¢! [in (Xi)] (5.26)

Substituindo-se a relagdo (5.26) na (5.25), pode-se determinar uma

expressao para o desvio padrao da distribuicdo normal equivalente:

(5.27)

Reorganizando-se (5.24), tem-se a média da distribuicdo normal

equivalente:

w =% —07'[F, (x,) (5.28)
5.6 Planos de Experiéncia

Os planos de experiéncia podem ser classificados em duas grandes
categorias: o plano de experiéncia numérico e o plano de experiéncia aleatério.
A diferenca entre um PE numérico e um PE aleatério € que para duas
experiéncias com dados idénticos, ao utilizar um PE numérico a igualdade
entre os resultados é total, o que ndo acontece com planos de experiéncia

aleatorios.

Os planos de experiéncia aleatérios podem conduzir a singularidades no
sistema, exigindo um numero maior de pontos para evitar essa singularidade.
Uma outra caracteristica € que os pontos nédo se localizam necessariamente
em torno da solugdo devido a aleatoriedade, podendo necessitar de mais
superficies de resposta para a convergéncia do modelo. Entretanto, para
problemas com elevado numero de variaveis aleatorias pode se tornar dificil
estabelecer um PE numérico que garanta convergéncia. Nessas situagdes o

PE aleatdrio pode ser mais indicado.
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Plano de experiéncia numérico € um conjunto de valores deterministicos
com 0s quais sera aproximada a hipersuperficie da resposta estrutural. Ou
seja, supde-se um sistema de coordenadas, onde cada uma delas equivale a
uma variavel aleatdéria de resisténcia e uma outra equivale a resposta
estrutural. O PE é responsavel pela variacdo deterministica das variaveis
aleatdrias para gerar a hipersuperficie da resposta estrutural também
deterministica, a qual definira a hipersuperficie de ruptura do problema

mecanico-probabilistico.

Existem varias formas de PE disponiveis em bibliografias. Entretanto,
necessita-se definir os coeficientes que se encaixam melhor ao problema
estudado. Estes PE se classificam como planos de experiéncia numéricos
classicos e podem ser vistos na Figura 5.7. E importante observar que os PE

sao construidos no espago reduzido.

Estrela Hiper-cubo Fatorial Completo
u, u, U,
+1.30, . +1.30p, . +1.30u,
My oM, My oM, MM,
0.70p, +1.30p, Y, 0.70p, +130p, Y, 0.70p, +130p, Y
0.70p, . 0.70p,» » 0.70p,
Minimo Composto Fatorial Completo
U, u;
1300 +1.30, ¢
+L15u, |
. Hi ot 0.70u, otz 4130p, 1,30, .
0.70p, +130p, Y 0.85u, +1.15p1, u,
©]0.85y, o
0.70p,
0.70p, 0.70u, +130n, 4,
Q 7()‘|_|

Figura 5.7 - Planos de experiéncia numéricos adotados no presente trabalho

Uy
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Os planos de experiéncia para um numero de variaveis aleatorias
superior a duas sao semelhantes aos listados na Figura 5.7, acrescentados de
pontos posicionados como os descritos nos dois primeiros eixos, u; € ux. O
numero de novos pontos depende do numero de coeficientes do polinbmio

aproximador (n¢) da superficie de resposta.

Na Tabela 5.1 esta listado o numero de pontos (n,) de cada plano, que é
funcdo do numero de coeficientes n; do polinbmio aproximador da SR e do
numero de varidveis aleatorias (nys). Para um polinémio aproximador do
segundo grau, tem-se a seguinte relagdo entre o numero de v.a. e 0 numero de

coeficientes:

v.a. = Nya 1 2 3 4 5 6
n¢ 3 6 10 15 21 28

Tabela 5.1 — Numero de coeficientes em relagdo ao numero de v.a

Ny, =1..n,=n

° Plano estrela:
Nya >1..n, =n_ -1

N, =1..n,=n

o Plano estrela 45 ou hiper-cubo: {
Ny >1..n, =n

o Plano fatorial completo: {np =3

. Plano minimo: {np =n,

Nya =1..n, =5

. Plano composto:
{ =9(ny, —1)

Nya >1..07

Os planos de experiéncia sao responsaveis pelas superficies de

resposta adaptativas requeridas pelo MSR desde o inicio do processo iterativo
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até a convergéncia. A velocidade de convergéncia, ou custo computacional do

meétodo depende de uma boa escolha desses planos.

Na construcdo de um PE é interessante ponderar seus coeficientes com
caracteristicas implicitas das variaveis aleatérias. No caso, optou-se por
construir os planos de experiéncia ponderando seus coeficientes com os
momentos estatisticos das variaveis aleatérias envolvidas. Para isso, considere

a variavel definida na Equacéao (5.29).

5 =20 (5.29)

onde x; e o,referem-se a média e o desvio padrdao da variavel i,

respectivamente.

5.6.1 Plano de Experiéncia Numérico Estrela

Uma observacdo a ser feita para os planos de experiéncia Estrela e
Hiper-cubo é com relacdo aos seus numeros de pontos. Nota-se que o niumero
de pontos € menor que o numero de coeficientes do polinbmio de segundo
grau utilizado para aproximar a RS da estrutura. Portanto, para encontrar os
coeficientes do polindbmio através de regressdo alguns de seus termos devem
ser eliminados para evitar a singularidade do sistema de equacgdes.
Preferencialmente ndo deve ser eliminado o termo independente nem os
termos que dependem exclusivamente de uma unica variavel aleatéria. Como
nao se conhecem as respostas do problema a eliminacdo desses termos pode

empobrecer o algoritmo.
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Como se pode observar esse plano de experiéncia exige um numero

bem maior de pontos do que o numero de coeficientes do polinbmio

aproximador da SR. A principio pode-se pensar que planos com essas
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caracteristicas podem nao ser adequados devido ao aumento do custo
computacional exigido. Entretanto, ha estruturas que nao levam a convergéncia
quando se utilizam planos com um numero menor de pontos. Como ja foi
comentado, cada caso deve ser analisado isoladamente, podendo apresentar

convergéncia mais rapida mesmo quando o numero de pontos inicial € maior.
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onde n, refere-se ao numero de variaveis aleatorias e n,, 0 numero de pontos
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5.6.4 Plano de Experiéncia Numérico Minimo

Esse plano de experiéncia é similar ao plano Estrela, diferenciando-se
pela presenga de pontos adicionais de tal forma que o numero total de pontos &

igual ao numero de coeficientes do polinbmio aproximador da SR.
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I XX X1 X X
o

O procedimento para os planos de experiéncia aleatorios € semelhante
ao utilizado para gerar os planos de experiéncia numéricos, diferenciando-se

apenas na geracgao dos pontos que nesse caso é aleatoria.

E interessante ndo deixar que os coeficientes sejam completamente
aleatorios. A aleatoriedade dos coeficientes deve pertencer a dominios bem
definidos para evitar problemas com a solugdo mecanica da estrutura. E facil
entender essa observagao, imagine se o coeficiente de resisténcia do material
que compode a estrutura for proximo de zero, nessa situagao provavelmente a

matriz de rigidez dessa estrutura sera singular.

Um caminho bastante interessante para “direcionar” a aleatoriedade dos
pontos desses planos é a utilizagdo de algoritmos genéticos. A utilizagcado de
algoritmos heuristicos por natureza para gerar novos planos de experiéncia € a
opg¢ao mais recomendada quando se trata de numero elevado de variaveis
aleatdrias, ou numero elevado de hipersuperficies limites, ou problemas com

elevado numero de respostas ou minimos locais.
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INDICE DE CONFIABILIDADE

6.1 Introdugao

Na maioria dos métodos utilizados para analise da confiabilidade
necessita-se de um algoritmo de otimizagdo para encontrar o ponto de projeto,
ou a solugcdo do problema. Nesses métodos, a otimizagdo € utilizada para
encontrar a minima distancia entre o ponto de projeto e o centro do sistema de

coordenadas no espaco normal padrao nao correlacionado.

Antes de comentar alguns algoritmos de otimizagao aplicados ao calculo

do indice de confiabilidade, serao introduzidas algumas notacoes:

X . variavel aleatdria (v.a) no espaco fisico;

u . variavel aleatéria no espago normal padrao nao correlacionado;

X, U: vetores das v.a no espago fisico e normal padrdao nao
correlacionado;

u, 6 . media e desvio padréo das v.a;

o : cosseno diretor da v.a no espago normal padrdo nao
correlacionado;

B . indice de confiabilidade;

. solugao do problema;
G(.) : funcdo que representa a superficie limite (FS) da estrutura no

espaco fisico,

G(.)<0..Q;
G(.)>0..Q, ;
G(.)=0..limite
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H(.) : funcdo que representa a FS da estrutura no espaco normal
padrao;
E[.] :média.

Grande parte dos algoritmos de otimizagdo pode se classificar em dois
grupos: SQP (Sequential Quadratic Program) e SQP direct. Os algoritmos SQP
trabalham com a primeira derivada da fungao que se deseja otimizar, VG(X) ,
enquanto os SQP direct utilizam a primeira e segunda derivada da fungao,
VG(X)e V’G(X). Os dois grupos de algoritmos tém bom desempenho,
dependem da situagédo ou do tipo do problema. O SQP exige menor esforgo
matematico, pois trabalha apenas com o gradiente de G(X). Em algumas
situacdes pode ser que o SQP direct tenha uma convergéncia mais rapida,

uma vez que utiliza a Hessiana de G(X).

Para o QRSM é melhor utilizar algoritmos de otimizagcdo SQP. No
QRSM, G(X) é representada por um polinbmio de 2° grau, cuja derivada
segunda é constante, levando a uma ma convergéncia do SQP direct. Na
versdo final da tese propde-se o uso SQP + QRSM para determinar a

confiabilidade de uma estrutura.

6.2 Algoritmo de Rackwitz & Fiessler

Um dos algoritmos mais conhecidos no campo da confiabilidade € o
algoritmo de Rackwitz & Fiessler, que permite uma rapida determinagcdo do
ponto de projeto P*. Entretanto, existem varias situagées onde esse processo

contém falhas:

o quando houver muitos pontos de minimo local;

o quando a superficie de ruina for esférica todos os pontos serdo
minimos;

o quando a superficie de ruina apresenta ponto de sela pode haver

oscilagdo na convergéncia para um minimo global;



Indice de Confiabilidade 127

o quando as derivadas da funcéo de falha ndo forem continuas.

Embora esse algoritmo requeira o calculo das derivadas parciais da
funcao de falha, fungdo que representa a superficie de ruina da estrutura, que
pode apresentar elevado custo computacional, especialmente para um numero

elevado de variaveis de projeto, tem bom desempenho quanto a convergéncia.

Levando em considerag&o nesse algoritmo que a reta entre a origem do
sistema de coordenadas U e o ponto de projeto € normal a superficie de ruina

no ponto de projeto, ou seja:

u*=PBa; * (6.1)
O algoritmo é organizado em 5 passos:
1. Escolhe-se um ponto inicial. Geralmente:

X°® =E[X] (6.2)

2. Calcula-se:

Gl =G(x!,x),....x)) (6.3)
VGl - aG(x1,x2,...,xn)J (6.4)
OX, ‘
ol (F ()] ©5)
| fxi(xi) ‘ .
w =x, @ 7'[F, (x,)] (6.6)

Onde i é o indice da variavel aleatdria e j o indice da iteragdo. Ou seja:

° i=1,.. nodev.a;

. j=0, ..., até a convergéncia.
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3. Calcula-se:

n J A n J . n J
XI=YVGx[: =zveui\ L o =Y vGie?| (67)
i=1 i=1 i=1
4.  Calcula-se:
j
of = YEO (6.8)
cSX
j
pi = X=C7he (6.9)
GX
X" =, + o po| (6.10)
5. Repetem-se os passos 2, 3 e 4 até a convergéncia. Obtendo-se
os valores finais:
B, o™, u %, X%, " (6.11)

No caso de trabalhar diretamente no espago normal padrao, o algoritmo

resume-se a:

1. Escolha do ponto inicial. Geralmente:

U° =E[U]=0 (6.12)
2. Calcular:

H =Hu},ul,...,ul) (6.13)

(6.14)
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3. Calcular:
j_ VHi j_H _{VHij}T {Uf} (6.15)
IvH [VH |
u*' = pla (6.16)

E necessario repetir os passos 2 e 3 até a convergéncia. Obtém-se os

*

valores finais: B, oi*, uU*. Os valores de x* sao obtidos através da

transformacgao do espaco normal padrao u;* para espaco fisico.

6.3 Calculo da Probabilidade de Ruina

Os métodos mais utilizados para estimar a probabilidade de ruina de
uma estrutura apdés a determinacédo do indice de confiabilidade sdo o FORM
(First Order Reliability Method) e o SORM (Second Order Reliability Method).

6.3.1 Méetodo de Confiabilidade de Primeira Ordem —
FORM

O método de confiabilidade de primeira ordem fornece uma estimativa
da probabilidade de ruina, linearizando a superficie de ruina (ou superficie de

estado limite) no ponto de projeto u;* no espago normal padrao, ou seja:

oH(u;)

H(u;) = H(u,*) + o

(U =y ") = Hu*) + o * (U —u;™) (6.17)

Como a superficie de ruina é nula, H(u,*) =0, tem-se:
Hu)=a,*u —a,*u*~a, *u +p (6.18)

A Equacéo (6.18) fornece a equacado do hiperplano tangente para a

superficie de ruina no ponto de projeto.
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A probabilidade de ruina é dada por:
P, =P[H(x,) < 0] = P[H(u,) <0 (6.19)
P; =Pla; *u; +B < 0] =Plo; *u; < -] = O[f]

onde ®[] é a fungdo de distribuicho acumulada padrdo de apenas uma

variavel. Entédo, a aproximacao FORM da probabilidade de ruina é:
P, = ©[-f] (6.20)

Entende-se o0 método em questao facilmente quando é utilizando apenas
uma unica variavel aleatéria. Portanto, nesse caso, existe o seguinte

procedimento:

i=1 . a;,=1 —> Hu)=u,+p (6.21)

Nessa situagao, a probabilidade de ruina é dada por:

P, =P[H(x;) < 0] =P[H(u,)<0 (6.22)
P, =P[u, + B <0] =P[u, < -] = O[-P]

Na superficie limite, H(u,) = 0, portanto:

Py =P[H(x;) = 0] =P[H(u;) = 0] (6.23)
P; =Plu, + B =0]=Plu, =] = O[-f]

De acordo com a Equacgao (6.23), no caso de apenas uma variavel na
situagao limite, o valor do indice de confiabilidade se confunde com o valor da

abscissa no espago normal padrdo com o sinal trocado, conforme a Figura 6.1.
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/
P A

B =-u

Figura 6.1- Interpretagédo grafica do FORM no caso de apenas 1 variavel aleatoria.

O sinal de erro na aproximacdo FORM depende se a superficie de ruina
for cébncava (a favor da seguranga) ou convexa (contra a seguranga), como é
mostrado pela Figura 6.2. Uma aproximag¢ao FORM é suficiente se a curvatura
da superficie de ruina for pequena, ndo ha maiores problemas em linearizar a
FS, e a probabilidade de ruina for um valor muito pequeno, a variacdo dos
quantis nas extremidades da curva normal padrao nao é relativamente sensivel
a abscissa do sistema de coordenadas. Na pratica da engenharia geralmente

ocorrem casos COmMoO esses.
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pP* O
Qs

Figura 6.2 - Sinal do erro na aproximagao FORM

6.3.2 Método de Confiabilidade de Segunda Ordem —
SORM

Para melhorar a qualidade das aproximagdes introduz-se o SORM,
baseado na idéia original do FORM. O SORM necessita de mais informagdes
sobre a superficie de ruina em comparagdo com o FORM, além do indice de
confiabilidade, necessario para ambos os métodos; no SORM sao necessarios
ainda conhecimentos sobre as curvaturas principais da superficie de ruina. E
utilizada uma superficie quadratica no lugar do plano tangente utilizado no
FORM.

Para o ponto de projeto P*, a superficie quadratica deve ter as seguintes

caracteristicas:

o deve ser continua e duas vezes diferenciavel;
. deve ter o mesmo plano tangente que a superficie de ruina;

o deve ter a mesma curvatura principal que a superficie de ruina.
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Sao disponiveis varias aproximagdes para a superficie quadratica
utiizada no SORM, sendo a escolha do tipo dependente do interesse da

relagao precisao versos custo.

6.3.2.1 Aproximagao por uma Hiper-esfera

A aproximagao esférica da superficie de ruina € a mais simples utilizada
no SORM. Para curvatura convexa, a probabilidade de ruina sobre a fronteira é

determinada por uma hiperesfera centrada na origem. Esta fronteira € dada

por:

Hu*) = D u, ** B2 =y, —B* (6.24)
A probabilidade de ruina é dada por:

P; =P[H(u;) < 0] (6.25)
P, =P[ys —B* <0]=P[xs <p*]=1-%2(B*)

onde. x> (.) é a distribuigdo y-quadrada com n graus de liberdade.

O numero de graus de liberdade é igual ao numero de eixos do sistema
de coordenadas da superficie de resposta da estrutura, ou seja, 0 numero de

variaveis aleatorias mais um.

6.3.2.2 Hiper-esfera Excéntrica

A melhor aproximagéo € obtida por hiper-esfera excéntrica com raio R
igual a média da curvatura principal do estado limite no ponto de projeto; o

centro é entdo tomado pela linha reta definida pelo cosseno diretor a;. A

probabilidade de ruina é aproximada por:

P =1-%2,(R%) (6.26)
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onde xﬁﬁ(.) € a distribuicdo y-quadrada com n graus de liberdade e parametro

de excentricidaded =R + 3, sendo R o raio da esfera.

6.3.2.3 Aproximacgao Assintética

Esses métodos sdo baseados em aproximagdes parabodlicas da
superficie de ruptura, geralmente apresentam boa aproximagédo da
probabilidade de ruina. Para o seu desenvolvimento devem ser feitas duas

rotagcdes no espago normal padrdo, descritas a seguir:

o no plano de rotagdo, deve-se girar 0 eixo n (eixo das respostas
estruturais) na direcao do ponto de projeto, ou seja, na diregcao
definida pelos cossenos diretores;

o fora do plano de rotagcédo, deve-se girar todos os eixos, com

excecgao do eixo n, nas dire¢gdes das curvaturas principais da FS.

Observou-se através de experiéncias que aproximagoes FORM e SORM

sao suficientemente precisas para problemas de engenharia.

6.4 Formulacao do Problema

Seja X o vetor de variaveis aleatorias e G(X) a fungdo de estado limite,

onde:

G(X)>0 é uma realizagdo de sucesso, x, € 2_, dominio de seguranga;
..G(X)<0 & uma realizagao de ruina, x, € Q ., dominio de ruina;

G(X)=0 é a fungao de estado limite.

Se a fungéo aproximadora da RS é representada por Q(X), a fungéo de

estado limite é determinada por:
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.. G(X) = Q(X) - Ps (6.27)

onde Ps é o esforco solicitante.
O problema de confiabilidade a ser resolvido € definido por:

Prob[(Q(X)-Pg) < 0] (6.28)

Para calcular o indice de confiabilidade, o vetor X das variaveis
aleatodrias no espaco fisico passa a ser o vetor U das mesmas variaveis no
espago normalizado ndo correlacionado através de uma transformacéao
isoprobabilistica T. O vetor U € composto de varidveis normais padronizadas
nao correlacionadas, N(0,1). A transformacéo T deve ser capaz de incluir todos
0s casos possiveis (independéncia, truncamento, correlagdo e composigao), e

as dimensdes m e n dos espacos padronizados e fisicos podem ser diferentes.

O indice de confiabilidade (B) € entdo calculado, resolvendo-se o

problema de otimizagao (6.29):

B:min( /iufj (6.29)

restricgo  H(u,)<0

A solucao fornece o valor do indice de confiabilidade, a coordenada u;*
do ponto de projeto P+, e o cosseno diretor o; da diregdo P-. A interpretagao

grafica do problema encontra-se na Figura 6.3.



Indice de Confiabilidade 136
Espaco Fisico Espaco Normal Padrao
X, H( ) 0 u,
- u)=
o G (x)=0 e . Q H (u)>0
p N / \
// \ // g)s \\
G (x)<0 0 -
e @ o Hee %,
AN e \ /
G0 |

Figura 6.3 - Interpretacao grafica do problema de confiabilidade estrutural

B € a minima distancia da origem O a superficie H(u;) = 0.
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OTIMIZAGCAO DA SECAO
TRANSVERSAL DE UM PILAR

7.1 Introdugao

Atualmente, busca-se a minimizacdo dos custos de uma estrutura
satisfazendo a principios basicos de seguranga, respeitando os estados limites

de ruptura e de utilizacao, e as imposi¢cdes de normas técnicas.

Como um dos objetivos deste trabalho, tem-se o equacionamento do
problema de minimizagdo de custos da secdo transversal de pilares de
concreto armado em que uma fungdo custo, sujeita a restricbes de ordem
pratica, resulta num problema de analise n&o-linear, cuja solugao fornece as

secgOes transversais adequadas de pilares e as respectivas armaduras.

A solucao exata do problema é alcancada através da resolucéo analitica
do sistema de equacdes nao-lineares gerado, a partir da aplicagédo do método

dos multiplicadores de Lagrange e das condi¢cdes de Kuhn-Tucker.

7.2 Variaveis a serem Otimizadas

As variaveis a serem otimizadas s&o as dimensdes da secao transversal
dos pilares e a area de armadura longitudinal. Considerando-se uma sec¢éao
transversal retangular e com armadura simetricamente distribuida em duas
faces da secdo. Denominando-se as variaveis de x;, para facilitar o
procedimento matematico, tém-se as seguintes variaveis no problema, como

mostrado na Figura 7.1:
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X1 = largura da sec¢ao transversal do pilar;
X2 = altura da secéo transversal do pilar;
X3 = area de ago da sec¢ao transversal do pilar;

X4 = posicdo da linha neutra na secao transversal do pilar.

X2 - X3
B AN . CG

Figura 7.1 — Denominagao das variaveis a serem otimizadas

Apesar da variavel a ser otimizada ser apenas a area de ago longitudinal
total da secao, considera-se a disposicdo das armaduras na secao transversal
conforme ilustrado pela Figura 7.1. Esta disposicdo é usada para garantir o
atendimento a NBR 6118, que exige um espagcamento maximo entre as barras
de armadura de 40 cm. A fim de facilitar os calculos e por ser um recurso
comumente utilizado na pratica, consideram-se todas as barras da armadura
com o mesmo diametro. Adota-se neste trabalho o agco CA-50 A por ser o mais

utilizado nas estruturas.

Apesar da posicao da linha neutra ndo estar relacionada diretamente na
funcdo objetivo como variavel a ser otimizada, esta é necessaria para o
equilibrio da se¢ao, sendo por isso incluida como variavel de projeto. O valor
de x4 é definido como a distancia entre a fibra mais comprimida da secéo e a

linha neutra da mesma.
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7.3 Fungao Objetivo

A fungao custo é a de menor custo por metro linear de pilar, levando-se
em conta os custos com o material e mao-de-obra para a execugao do pilar;
incluindo nestes custos o concreto, a armadura longitudinal e a férma utilizada.

Deste modo, tem-se a seguinte equagao:
F= (bh)Cc + As .pPs . Cs + (2b+2h) Cr,
onde:

F :funcado de custo para o pilar, por unidade de comprimento;
Cc : custo do concreto, por unidade de volume;

Cs : custo da armadura, por unidade de massa;

Cr : custo da férma, por unidade de area;

b :largura da sec¢ao transversal do pilar;

h : altura da secdo transversal do pilar;

ps : massa especifica do ago;

As : area de aco da armadura longitudinal.

Utilizam-se como unidades de medidas neste trabalho: (cm) para

unidade de comprimento e (kN) para unidade de forga.
A funcéo objetivo em fungao de x:
F(X) = (X1.X2).Cc + X3 .ps . Cs + (2x1+2x%2). Cr.
Para simplificar os calculos, adota-se as seguintes constantes:
¢1= Cc;

c2 =ps.Cs;
c3=2CF



Minimiza¢do da Segcdo Transversal de um Pilar 140

Assim, tem-se a funcao objetivo da seguinte forma:

F(x) = c1. (X1.X2) + C2. X3 + C3 . (X1+X2).

7.4 Restricoes de Equilibrio

Devido a incertezas na localizagdo exata do carregamento atuante no
pilar, decorrentes de falhas no projeto, imperfeicbes no modelo estrutural
adotado, avaliagdes incorretas de cargas, falhas de execugao e do “prumo” do
pilar, a NBR-6118 nado permite o dimensionamento de pecas de concreto
armado a compressao simples. Desta forma, consideram-se pilares sujeitos a
flexdo normal composta, utilizando as condi¢gdes de equilibrio em forca e

momento para esta situacao, conforme é mostrado na Figura 7.2.

.
| 56=0,85fq
® ® 4 d Rsa2 =
N T - X3 N
cG— | Re — >Md
|
O © ﬁv d Rsa1 —
\
\
|

Figura 7.2 — Condi¢des de equilibrio

Na pratica, tem-se o uso de pilares com secédo constante ao longo do
edificio. Desta maneira, costuma-se dimensionar a seg¢ao para resistir aos
esforcos na base. Como nesta situacdo o esforco normal é preponderante
sobre o momento fletor, considera-se a seg¢ao transversal do pilar trabalhando
no Dominio 5, ou seja, toda a secdo transversal € comprimida. Assim, as

restricbes de equilibrio ficam definidas em fungdo de x, como segue.
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ZFH =0:
X3
0,85-f, XX, +?(Gs1 +0g,)—N; =0
EMCG =0:
X3 '
T(Xz —2d')-(0g1 —05,) My =0
onde:

d’ :distancia do centro da armadura até a face da secao;
osi - tensdo atuante na armadura da camada i, sendo que as camadas sao
numeradas no sentido da face menos comprimida para a mais

comprimida da segéo.

7.5 Restricoes de Compatibilidade

A fim de reduzir o numero de restrigdes de igualdade na otimizagao,
utiliza-se a restricdo de compatibilidade para definir a tensdo atuante nas

barras de armadura, sendo este valor substituido nas restricbes de equilibrio.

Para o Dominio 5, deduz-se a equagao de compatibilidade a partir da

Figura 7.3, considerando-se o ponto de deformagéao fixa igual a 2%., na faixa

que dista % da face mais comprimida da secéao transversal.
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L X1

3x/7 o 0O €si
T 1 2%o

X2

X
4 hsi

Figura 7.3 — Diagrama de deformacdes para o Dominio 5

Através da semelhancga de triangulos, tem-se:

2%0 _&
3 h.
X, ?xz Si

e apos as devidas simplificacdes, obtém-se:

14-hg,

(%) = .
8Sl( 00) 7X4 —3X2

De acordo com a Figura 7.4, a descontinuidade do diagrama situa-se no

ponto de deformacéo igual a 2,07%. Como a posi¢do da linha neutra é uma

variavel a ser otimizada, nao se dispde deste valor no inicio do processo. Desta

maneira, admite-se inicialmente que as barras situadas na metade da secéao

transversal, entre o centro de gravidade (CG) e a face menos comprimida,

terao deformacao abaixo de 2,07%o, € as barras situadas acima do CG terao

deformacéo acima deste valor.
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GsS

tracao

3,5%0  &yd = 2,07%o
\ €S

compressao

Figura 7.4 — Diagrama tensao x deformacgao para o ago CA-50 A

Esta hipétese é baseada no fato de que uma vez o ponto de

deformagédo igual a 2%., situa-se na faixa que dista % da face mais

comprimida, ou seja, pouco acima do CG. Deste modo, torna-se claro que
todas as barras situadas abaixo do CG terao deformacao inferior a 2%, € as
barras superiores sé terao valor inferior a este para valores de x4 muito acima

do valor de xs.

A relacao tensao x deformacéao para o ago CA-50 A, considerando-se o

modulo de deformagao do aco Es = 21000 kN/cm?, pode ser dada como:
para g5 <2,07%o:
g =21000 - g

Cg = 294L
7x, —3X,
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para gg > 2,07%o:

Calculam-se as tensdes osi nas barras, a partir da hipétese acima;
substituem-se os valores nas restricdes de equilibrio; e apds feitos os calculos
e simplificagdbes possiveis, obtém-se as seguintes restricbes de

compatibilidade:

0,85-fcd-x1-x2+x—3 294M f,o |[-Ng =0
2 7X, —3X,

X . X, —X, +d

TS(XZ_Zd)'[fyd_ZQA"ﬁ fydj—Md:O

7.6 Restrigao para garantir o Dominio 5

Como a secgéo encontra-se no Dominio 5, ou seja, com toda a segao de
concreto comprimida, deve-se garantir que, utilizando o diagrama de
deformagdes simplificado retangular, a altura da segéo seja menor que 80% da

localizag&o da linha neutra, ou seja:

1,25x, — x4 < 0.

7.7 Restricoes Laterais

Segundo a NBR 6118, a menor dimensdo dos pilares ndo deve ser
inferior a 20 cm. A norma também solicita que a armadura longitudinal de um
pilar deve ter secgao transversal compreendida entre 0,8% e 3% da sec¢ao do
pilar. Ja para o espagamento maximo entre as barras longitudinais, a norma

indica o limite de 40 cm.
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Portanto, de acordo com as recomendag¢des normativas acima e a
disposicdo da armadura, conforme a Figura 7.1, utiliza-se no problema de
minimizagdo da secgao transversal de um pilar os seguintes limites minimos e

maximos para as dimensdes da secdo transversal e para a taxa de armadura

do pilar:
20<x1<40 cm;
20<x2<40 cm;
0,8% < p < 3%.
Onde:

p = taxa geométrica de armadura no concreto. Razdo entre a area da

armadura longitudinal e a area da sec¢ao transversal do pilar.

Por serem apenas limitantes de variaveis especificas, nao interferindo na
relacdo entre as variaveis, as restricbes laterais n&do sdo consideradas
explicitamente no processo de otimizacdo. Estas sao verificadas apos cada
célculo efetuado e, no momento em que algum valor limite é atingido, a variavel
que atingiu este valor € retirada do processo de otimizagao, utilizando para a
mesma o valor fixo correspondente ao limite atingido, reiniciando-se o processo

de otimizagéo.

7.8 Resolucao do Problema

Aplicando-se a funcédo objetivo, as restricbes de equilibrio e para

garantia do Dominio 5, tem-se o seguinte problema de otimizacgao:
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Minimizar:
F(X) =C1. (X1.X2) +Cyr. X3+ C3. (x1+x2)

Sujeito a:

0851, -x, X, + <3| 204X X2 *d ¢ 1\ g,
2 7x, —3X,

&(Xz—Zd'Y fyd_2g4w -M, =0,
4 7Xx, —3X,
1,25%x2 — x4 £ 0.

Aplicando-se o Lagrangeano, tem-se:

FOX, A1) =Cy (X1 Xp)+Cy - Xy +Cq (X + X, )+

vy -{0,85@d X, X, +X—2‘3[294M+fwj—Nd :o}u

7x, —3X,

iy X3 (x, —2d) [ £, —20a e X2 F D) gy
4 7x, —3X,

+ 1, (1,25, —X,).

Igualando-se o gradiente do Lagrangeano a zero e aplicando-se a

condicdo de complementaridade, encontra-se o sistema de equacgdes

apresentado a seguir que, apods ser resolvido e entéo verificado se as solugdes

satisfazem as restrigdes inativas e as restri¢des laterais, fornecem os pontos de

minimo local do problema de otimizagao.

oF
——=C;-X, +C3+C, - A, X, =0,
oX,
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£=C1'x1+03+7»1- C, X, +05-x;- __ 294 +882—X4_X2+d2 +
OX, 7x, —3X, (7x, —3X,)

+025-h, X, -nyd _pggXa =Xz +d j+
7Xx, —3X,

b(x,—2d)| 2 _ggy XaXo¥d
7x, —3X, (7x, —3x,)

+125pn, =0,

OB o, 1050, |1, +204%s X2,
OX4 7x, —3X,

+0,25- %, - (X, _2d').(fyd _294M] -0,
7x, —3X,

O 050, x, | =22 o5 Xs~Xetd |,
7x, —3X, (7x, —3x,)

+O,25}\,2 (X2 _2d|)x3 (_ 294 +2058mj_u1 = 0,

7x, —3X, (7%, —3X,)?

i:&~(x2—2d')~ fyd—294—x4_x2er -M, =0,
Ok, 4 7x, —3X,
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mq-(125x, —x4)=0,

onde:

A resolugao analitica do sistema de equacgdes, como esta apresentado,
torna-se inexequivel, uma vez que existem varios valores de x, como solugao
do sistema. Pelo fato de uma solugéo iterativa gerar um esfor¢co computacional
muito grande e xp variar, optou-se por trabalhar com valores fixos de x; e
encontrar a solugao analitica do sistema de equacgdes, apds a retirada do termo

derivado em fungao de x,.

O processo para resolugdo, incluindo a verificagcdo das restricdes

laterais, apresenta-se da seguinte forma:

1. Faz-se x; variar entre os valores limites, com intervalo de variagao

definido pelo usuario;

2. com X fixo, encontram-se as demais variaveis de projeto;

3. verifica-se se as variaveis estdo dentro dos limites estabelecidos,
caso 0s mesmos sejam ultrapassados, fixa-se o valor limite
retirando a variavel da otimizagao e retorna-se ao passo 2;

4. caso todas as variaveis estejam minimizadas e dentro dos limites,
calcula-se o custo da seg¢do minimizada e compara-se com o
custo encontrado para a se¢gao com o valor minimo encontrado
até o momento;

5. se o custo da secao for menor, esta passa a ser a sec¢ao 6tima;

6. da-se um novo incremento em Xz e reinicia-se 0 processo.
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7.9 Resultados Numeéricos

Para exemplificar o processo de otimizagao e verificar o comportamento
da funcédo custo e das variaveis, varias séries de otimizacado foram executadas,
considerando excentricidades atuando na dire¢gdo da altura da segédo de 1, 2 e

3 cm, respectivamente.

7.9.1 Dados

7.9.1.1 Resisténcias Caracteristicas dos Materiais:

fok = 35 Mpa
fyk = 500 Mpa

7.9.1.2 Custos dos Materiais:
Custo do Concreto: R$ 228,39/m?
Custo do aco: R$ 2,73/kg
Custo da férma: R$ 31,58/m?

7.9.1.3 Valores Limites das Variaveis:

20<x1 <40 cm
20<x2 <40 cm

0,008 <p<0,03
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7.9.1.4 Resultados obtidos para excentricidade de 1 cm:

Ng My b h A LN Custo
(kN) | (kN.cm)| (cm) (cm) (cm?) (cm) (R$/m)
250 250 20 20 3,2 25 34,46
500 500 20 21,58 | 4,37 | 26,97 | 36,21
750 750 20 2395 | 568 | 29,93 | 38,82
1000 | 1000 | 2412 | 2589 | 6,82 | 32,36 | 45,99
1250 1250 | 26,50 | 27,73 7,79 34,66 | 51,21
1500 1500 | 2934 | 32,91 7,51 4113 | 61,53
1750 1750 | 31,71 | 33,04 8,72 41,3 65,01
2000 | 2000 | 3316 | 34,36 | 9,49 | 42,95 | 68,87
2250 | 2250 | 3574 | 37,09 | 9,72 | 46,36 | 76,49
2500 | 2500 | 36,78 | 38,23 | 10,41 | 47,78 | 79,72
2750 2750 40 40 10,85 50 87,30
3000 3000 40 40 11,83 50 87,32

Tabela 7.1 - Resultados obtidos para excentricidade de 1 cm
100
80 - —o—x1
60 —|—x2
x3
40 x4
20 M‘_’ —%— Custo
0

O O O O O & & O O
ORISR

Esforco Normal (kN)

s>

P S

('L

Grafico 7.1 - Resultados obtidos para excentricidade de 1 cm
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7.9.1.5 Resultados obtidos para excentricidade de 2 cm:

0

RSN
P& A2

N

Q O 0O O
Q \)
P S

VY

Esfor¢go Normal (kN)

o)

Ng Mg b h A LN Custo
(kN) | (kN.cm)| (cm) (cm) (cm?) (cm) (R$/m)
250 500 20 20 4,88 25 34,50
500 1000 20 22,35 8,33 27,93 | 37,13
750 1500 20 24,76 | 10,87 | 30,95 | 39,81
1000 | 2000 | 2571 | 26,82 | 13,03 | 33,52 | 49,20
1250 | 2500 | 2782 | 28,09 | 1533 | 3511 | 53,48
1500 3000 | 2942 | 30,33 | 16,66 | 37,91 | 58,47
1750 3500 | 3195 | 32,89 | 17,55 | 41,11 | 65,32
2000 4000 | 3207 | 34,36 | 18,99 | 42,95 | 67,53
2250 | 4500 | 3447 | 36,65 | 19,74 | 4581 | 74,19
2500 5000 | 356 | 3823 | 2083 | 47,78 | 78,16
2750 5500 40 40 21,70 50 87,53
3000 6000 40 40 23,67 50 87,57
Tabela 7.2 - Resultados obtidos para excentricidade de 2 cm
100
80 - —o—x1
60 - ——x2
x3
40 > x4
20 - W —%— Custo

Grafico 7.2 - Resultados obtidos para excentricidade de 2 cm
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7.9.1.6 Resultados obtidos para excentricidade de 3 cm:

QO O N O N & O O
P A $ PSSP

Esforgco Normal (kN)

Q O O
Q° 00 O
B 4

Ng Mg b h A LN Custo
(kN) (kN.cm) (cm) (cm) (cm?) (cm) (R$/m)
250 750 20 20 7,32 25 34,55
500 1500 20 2348 | 11,68 | 29,35 | 3843
750 2250 20 25,01 | 16,08 | 31,26 | 40,19
1000 3000 | 2412 | 26,92 | 19,44 | 33,65 | 47,48
1250 3750 | 2850 | 29,37 | 21,70 | 36,71 | 56,14
1500 4500 | 2995 | 3156 | 23,76 | 39,45 | 60,94
1750 5250 | 31,71 | 33,86 | 2539 | 42,32 | 66,48
2000 | 6000 | 3316 | 3579 | 27,09 | 44,73 | 71,23
2250 6750 | 3574 | 37,28 | 29,00 | 46,60 | 77,18
2500 7500 | 37,78 | 39,11 | 30,40 | 48,88 | 82,97
2750 8250 40 40 32,55 50 87,76
3000 9000 40 40 35,51 50 87,83
Tabela 7.3 - Resultados obtidos para excentricidade de 3 cm
100
N */x/x/‘/x_x ——x
60 ——Xx2
x3
40 - x/x’*/x/x/ x4
20 | M —%— Custos
0

Grafico 7.3 - Resultados obtidos para excentricidade de 3 cm
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7.9.2 Analise dos Resultados

Comparando-se os todos os resultados das trés situagbes, nota-se

primeiramente a influéncia da excentricidade no aumento de tais valores.

Através da observacgao dos resultados, pode-se notar que a restricao de
desigualdade para garantir a secédo totalmente comprimida esta ativa para
todos os valores de esfor¢co normal. Isto comprova a hipotese que este dominio

€ mais indicado para valores de carregamentos mais altos.

Verifica-se nas séries de otimizacdo o aumento na taxa de armadura no
momento em que os esforcos passam a ser resistidos apenas com um
aumento da taxa de armadura, devido ao arranjo da armadura e as limitagdes

das dimensdes da segao de concreto.

Assim, a medida que se aumenta a area de ago utilizada, aumenta-se
também a quantidade de material que ndo estd com uma utilizagdo otimizada,
nao podendo desta forma levar a uma seg¢ao econOmica. Esta perda de
economia pode ser bem verificada através dos Graficos 7.1, 7.2 e 7.3, pelo

sensivel aumento da inclinagdo da curva da funcéao custo.
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CALCULO DO INDICE DE
CONFIABILIDADE

8.1 Introdugao

Para calcular a confiabilidade de qualquer estrutura é necessario
conhecer a solicitacdo S e a resisténcia R. No estado limite ultimo, tanto a RS
como S (quando for o caso de estudo de coeficientes parciais de seguranca),
sdo definidos pela singularidade da matriz de rigidez global da estrutura, ou

seja, pela instabilidade global da estrutura.

8.2 Determinacao da Solicitacao (S)

O valor atribuido a S € o coeficiente de carga (coeficiente com o qual as
agdes externas sao multiplicadas), quando se deseja verificar a confiabilidade
de uma determinada estrutura, S & o coeficiente de carga equivalente ao
préprio carregamento externo médio, ou seja, S é igual a unidade. Se o objetivo
€ calcular indices de confiabilidade para os coeficientes parciais propostos por
diferentes Normas, o valor de S é definido pelo coeficiente de carga que
conduz a estrutura ao estado limite quando essa é calculada com resisténcias

e solicitagdes alteradas por coeficientes parciais de seguranca.

Para resisténcias de calculo fe4 e fyq, calcula-se o coeficiente de carga
limite global da estrutura (S*). Para este coeficiente obtido, a condicdo de

projeto € dada pela inequagéo: y;S <S7¥. A respeito do coeficiente de carga

*

limite, tem-se: S=——, onde S é o coeficiente de carga externa. Com esse

Y¢
procedimento, € possivel encontrar o indice de confiabilidade B relativo aos

coeficientes parciais utilizados na pratica da engenharia.
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E facil notar que S* é o coeficiente de carga limite determinado pelo
modelo mecanico com resisténcia reduzida por coeficientes parciais, como y. e

Ys, OU S€eja:

fu:.f,sV — modelo mecanico — S*

V = variaveis estruturais tais como geometria, condi¢des de contorno, etc.
Finalmente, S é determinado por:

_S*
Y+

S

8.3 Determinacao da Resisténcia (R)

O esforgo resistente é representado pela superficie de resposta da
estrutura (SR). Se a SR for elaborada com as respostas da estrutura no estado
limite, pode-se dizer que a superficie de resposta se confunde com a superficie

limite da estrutura.
Para encontrar a SR utiliza-se a sequéncia seguinte:
1. Define-se o plano de experiéncia a ser utilizado.

2. Encontram-se as respostas mecanicas referentes ao plano de
experiéncia. As respostas mecanicas sao escritas em termos de
coeficientes de carga que conduzem a estrutura ao estado limite.
Estas respostas mecanicas sido obtidas sem considerar
coeficientes parciais. Os pontos, ou respostas, sdo definidos no

espaco fisico.
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3. E feita a transformac&o isoprobabilistica passar do espaco fisico

para o reduzido.

4. Utiliza-se uma regressao para encontrar os coeficientes do

polinémio aproximador da SR no espacgo reduzido.

5. Verifica-se o erro entre a SR real e a SR aproximada.

8.4 Calculo do indice de Confiabilidade (B

Para calcular o indice de confiabilidade utiliza-se o algoritmo de
Rackwitz & Fiessler. A superficie de ruina FS que representa o estado limite é

definido pela SR subtraida da solicitagdo S, ou seja:

FS=SR-S

8.5 Resultados Numeéricos

Pretende-se exemplificar a determinacdo do indice de confiabilidade
através de uma das sec¢des otimizadas no Capitulo 7 de um pilar de concreto

armado.

8.5.1 Dados

8.5.1.1 Caracteristicas Deterministicas

Base da sec¢ao transversal, bu= 25,71 cm

Altura da secéo transversal, h = 26,82 cm

Taxa de armadura, p = 1,9%

Excentricidade inicial, e =2 cm

Coeficiente parcial de seguranga do concreto, y. =1,40
Coeficiente parcial de seguranga do aco, y. = 1,15

Coeficiente parcial de seguranga das ag¢des externas, y. = 1,40
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8.5.1.2 Caracteristicas Estatisticas

Variavel | Média | Desvio Padrao | Lei
fe 3,50 0,42 N
fy 50 3,00 N

8.5.2 Determinacao da Solicitagao (S)

Admite-se que a solicitagdo S € determinada pelo coeficiente de carga
que conduz a estrutura a instabilidade. Portanto, o valor de S é equivalente ao
coeficiente de carga que leva a estrutura a ruina quando esta é calculada
considerando as resisténcias dos materiais reduzidas e as agbes externas
amplificadas por coeficientes parciais. Determina-se o valor de S, sendo S =
1.3815. Nota-se que S € um valor puramente deterministico, resultado de um

simples céalculo mecanico.

8.5.3 Determinacéo do Plano de Experiéncia (PE)

O préximo passo é escolher um PE e desenvolvé-lo, ou seja, calcular as
respostas mecanicas da estrutura para o conjunto de resisténcias proposto

pelo PE. O plano de experiéncia utilizado € o plano de experiéncia composto.

8.5.4 Transformacao Isoprobabilistica

Para resolver o problema considera-se que a resisténcia do concreto € a
variavel aleatoria numero 1 e a resisténcia do ago a numero 2. Em (8.1), [Xg] e

[Ur] sdo valores atribuidos as variaveis nos espacgos fisico e reduzido,
respectivamente. {R} representa as respostas mecanicas no espaco fisico para

cada conjunto de valores fisicos.
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350 59,00] (000 300 2850000
287 54,50 ~150 150 2676841
413 54,550 150 150 2853109
224 50,00 ~300 0,00 2365961
[X;1=|4,76 5000| [Usl=| 300 000 | {R}={3081255 (8.1)
287 4550 ~150 -150 2432961
413 4550 150 —150 2872395
350 4100 000 -300 2617439
1350 50,00 | 000 0,00 | 2679352

8.5.5 Determinagao do Polinémio da SR

De posse dos valores escritos em (8.1), proxima etapa € construir o
polinbmio que representa a SR através do método de regressdo dos minimos

quadrados, o qual pode ser escrito como:

Q(U) = 2,726 + 0,02763 up — 0,000514 u3+0,2817 uq +
0,001765 usuy — 0,007615 u?

8.5.6 Determinagao do Indice de Confiabilidade (f)

Como ja foi determinada a SR no espaco reduzido, representada por

Q(U), por definicdo, a FS é escrita como:

Préximo passo é determinar o indice de confiabilidade da iteragao, que é

estimado pelo algoritmo iterativo de Rackwitz & Fiessler descrito a seguir:
1. Escolhe-se o ponto inicial: u' =0

2. Desenvolve-se:
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H(u,)" = 2,726 —13815 = 13445

1

ot = OH(UL U, U, ) [02817
'~y | loo2763

[VH|" = 0,2831

1_ VH' /10,9951

" |vH" o976

H - {VH'[ '} 13445

B= 1= =47492
||VH|| 0,2831
W= plo = —4,7259
' ' |-0,4635
3. Como este foi o primeiro passo da iteragao, retorna-se ao passo 2
com os novos para {U}.
4. Verifica-se o erro em 3, que € determinado por:
1 _ Qi
ero, = 1" ‘
5. Caso o processo nao convergiu, retornar ao passo 2. Caso

contrario, fim do processo iterativo.

O processo iterativo converge quando o erro em 3 atingir uma tolerancia
satisfatéria. Aconselha-se, baseado na experiéncia de varias estruturas

processadas, utilizar tolerancia de 1% para o erro em .
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Nesse caso particular, a convergéncia ocorre no terceiro passo do

processo iterativo. Os valores de 3 e U sao:

(8.2)

— 46731
B=4,6947 U= { }

—-0,4358

Percebe-se que até o instante, foi estimado o indice de confiabilidade
para uma RS arbitraria e o procedimento é valido apenas para RS construidas
em torno do ponto de projeto. Portanto, necessita-se construir outras RS até
que em duas RS consecutivas o indice de confiabilidade satisfaga uma
determinada tolerancia. O procedimento segue, deve ser construida outra RS
trocando o par de valores de resisténcia mais distante da solugcdo pelo
equivalente aos valores de {U} encontrados em (8.2). Portanto, os novos

valores para [Xr] e [UR] séo:

(350 59,00 ] 0,00 3,00 2,850000
287 54,50 ~150 150 2676841
413 5450 150 150 2853109
224 50,00 ~300 000 2,365961
[Xz]=| 153 487226| [Ug]=|-4,6731 —04258| {R}=1{1342085
287 4550 ~150  -150 2432961
413 4550 150  —150 2872395
350 4100 000  -300 2617439
1350 50,00 | 0,00 000 | 2679352

Reinicia todo processo de calculo até que os valores dos indices de
confiabilidade para duas FS consecutivas sejam iguais a menos de uma
tolerancia preestabelecida. Conhecido o valor de J facilmente obtém-se a
probabilidade de ruina da estrutura utilizando métodos como o FORM ou o
SORM.
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8.5.7 Anadlise dos Resultados

Através dos

resultados obtidos no Capitulo 7 para as secdes

transversais otimas, calculou-se o indice de confiabilidade para diferentes

planos de experiéncia, conforme mostra a Tabela 8.1 e Tabela 8.2.

Excentricidade Secéo Otima | As Plano de
Solicitacoes ) . B
(cm) (cm) (cm”) Experiéncia
Estrela 4,2025
Estrela 45° 4,2018
Ng= 750 kN
1 20x 23,98 (10,45 |Fatorial Completo |4,2011
My = 750 Kn.cm
Minimo 4,2017
Composto 4,2042
Estrela 4,6033
Estrela 45° 4,6048
Ng= 1500 kN
2 29,34 x 32,91 |17,55 |Fatorial Completo (4,6053
Mgy = 2500 kN.cm
Minimo 4,6723
Composto 4,6947
Estrela 4,7315
Estrela 45° 4,7497
Ng= 2500 kN
3 35,6 x 38,23 [25,39 |Fatorial Completo |4,7271
My = 4000 kN.cm
Minimo 4,8126
Composto 4,6392

Tabela 8.1 — indices de Confiabilidade para Segdes Otimas

Pode-se observar através dos resultados acima que o PE Fatorial

Completo e o PE Composto conduziram o procedimento a uma rapida

convergéncia, demonstrando 6timo desempenho e resultados satisfatérios.
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Solictagao Valores Otimos Valores de Projeto
Plano de
. Nd Md Secao As Secao As As
Experiéncia ) B ) B ) B
(kN) [(kN.cm) (cm) (cm®) (cm) | (cmY) (cm?)
Estrela 4,2025 4,2025 4,4143
Estrela 45° 4,2018 4,2018 4516 4,4129
]
Fatorial Completo 750 20x23,95 | 5,68 [4,2011 5,36 |4,2011 8.04 4,4118
Minimo 4,2017 4,2017 ' 4,4123
Composto 4,2042 4,2042 4,4156
Estrela 4,6033 4,6033 4,6983
Estrela 45° 4,6048 4,6048 4,6996
20 x 25 4220

Fatorial Completo | 750 1500 |20x24,76 | 10,87 |4,6053 10,73 |4,6053 1257 4,6999
Minimo 4,6723 4,6723 ' 4,7154
Composto 4,6947 4,6947 4,7231
Estrela 4,7315 4,7315 4,9517
Estrela 45° 4,7497 4,7497 4530 4,9607
Fatorial Completo 2250 [20x 25,01 | 16,08 |4,7271 16,09 [4,7271 3216 4,9482
Minimo 4,8126 4,8126 ' 4,9967
Composto 4,6392 4,6392 4,7291

Tabela 8.2 — indices de Confiabilidade para Segdes Otimas

Comparando-se agora os valores dos indices de confiabilidade para
novas dimensdes o6timas, mostrados na Tabela 8.2, com os resultados do
indice de confiabilidade para dimensdes usualmente utilizadas em projetos,
pode-se verificar que estes sdo muito préximos. Observa-se também que o PE
Fatorial Completo e o PE Composto conduziram o procedimento a uma rapida

convergéncia, demonstrando 6timo desempenho e resultados satisfatérios.

Conclui-se que o Método de Superficie de Resposta, utilizando
polinbmios de ordem baixa como funcdo aproximadora representativa da
superficie de ruina, é recomendado para calcular o indice de confiabilidade
B em estruturas de concreto armado. Entretanto, esse método apresenta uma
forte dependéncia do plano de experiéncia adotado. O custo computacional
apresentado por esse método € bastante reduzido, apresentando as respostas

com precisao satisfatéria.

O ponto critico dos métodos baseados em superficies de resposta € o

custo computacional do modelo mecéanico. Qualquer melhoria em diminuir o
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numero de pontos dos planos de experiéncia, como consequéncia diminuir o
namero de respostas mecéanicas necessarias para verificar-se a convergéncia
do método é de grande aceitagdo no meio técnico. Portanto, caso deseje-se
melhorar um MSR devesse tentar diminuir o niumero de respostas mecanicas
para constru¢ao da SR. Isso pode ser feito otimizando a distribuicdo dos pontos
dos PE.

Com relacdo a obtencdo do polinbmio aproximador das respostas
mecanicas, acredita-se que o método dos minimos quadrados é o mais
adequado. Finalmente, acredita-se que os MSR s&o adequados para estimar
indices de confiabilidade em qualquer tipo de estrutura, composta por qualquer

material ou conjunto de materiais de comportamento linear ou n&o-linear.
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CONCLUSOES

Neste trabalho foi desenvolvido um programa para a otimizagdo do
dimensionamento de pilares de concreto armado e calculo do indice de
confiabilidade. E possivel que a otimizacdo global da estrutura traga resultados
mais favoraveis, mas a dificuldade de implementacédo e o custo computacional
para se definir uma estrutura o6tima, utilizando um processo global e
trabalhando com elementos de comportamento como o concreto, faz com que
este tipo de otimizagado, por aproximagdo combinada, se torne de mais atraente
implementacgéo. A fungéo objetivo foi uma fungdo de menor custo por unidade
de comprimento do elemento. Foram consideradas restricbes de forma a
garantir o equilibrio e a compatibilidade das sec¢des, além de restricdes laterais

que trazem limitacdes de ordem pratica ou normativa para as estruturas.

Para os pilares, as restricoes laterais adotadas foram a de garantir a
secao totalmente comprimida, pois foi prevista a otimizagdo da segao mais
solicitada da edificagcdo que, geralmente, se encontra nesta situagdo, e as
limitacbes de ordem pratica das dimensdes da secio transversal e da taxa de
armadura. Estas limitacdbes de ordem praticas também foram feitas em
separado do processo de otimizagdo em si, pois se tratavam apenas de

limitagbes em variaveis isoladas, ndo afetando a relagao entre as variaveis.

No estudo das sec¢bes dos pilares, o fato de se trabalhar com a sec¢éo de
concreto totalmente comprimida, onde este material € mais eficiente e com a
disposicdo simétrica da armadura, faz com que os esforgos sejam melhor
combatidos com a utilizacdo de maior area de concreto por ser o material

melhor empregado nesta situagéo.
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Os valores das variaveis adotados como dados de entrada da estrutura
tem pouco significado na secéo 6tima dos elementos estruturais. O fato de se
aplicar um valor inicial muito diferente da realidade pode ser prejudicial apenas
na velocidade de convergéncia do programa, pois irdo ocorrer grandes
variagdes ao longo das primeiras iteragdes, de forma a provocar uma grande
redistribuicdo de esforgos, fazendo com que sejam necessarias mais iteragdes

a fim de se chegar a sec¢ao otimizada.

Uma vez que as perturbagdes provocadas pelas grandes variagdes das
dimensdes se dissipem, a estrutura tende a convergir rapidamente para os
valores otimos. Devido a estas variagdes, é recomendavel que se defina um
numero maximo de iteracbes compativel com as incertezas quanto a
proximidade dos dados de entrada em relagéo aos valores 6timos da estrutura.
Quanto mais incerto se estiver da distancia entre os valores adotados e os
valores 6timos, maior deve ser o numero maximo de iteragdes, ndo sendo

recomendado um numero de iteragdes maximo menor que vinte.

Ha dois aspectos principais a se considerar em um modelo de projeto
adequado para ser aplicado as estruturas. O primeiro aspecto importante € a
possibilidade do modelo de poder quantificar a confiabilidade das estruturas no
estado limite de utilizagcdo e no estado limite ultimo, garantindo assim uma

probabilidade de falha pré-definida.

O segundo aspecto importante € com relagdo ao modelo mecéanico,
onde as condi¢gdes de equilibrio e compatibilidade geométrica devem ser
satisfeitas junto com os modelos adotados para descrever o comportamento
dos materiais. O modelo mecanico deve ser escolhido de tal forma que

represente o mais fielmente possivel o comportamento atual da estrutura.

Por outro lado, o modelo de confiabilidade deve ser escolhido para
estimar precisamente probabilidades de falha, levando-se em consideragao o
aspecto computacional que pode restringir sua aplicabilidade. Além de estimar

a confiabilidade das estruturas, verificou-se que os métodos adotados também
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podem ser utilizados para otimizar a estrutura garantindo um minimo de

seguranga.

O Método de Superficies de Respostas conduz a excelentes resultados,
com rapida convergéncia e consisténcia. Esse método tem suas desvantagens,
como qualquer outro, a principal delas é a extrema dependéncia do plano de
experiéncia adotado para o desenvolvimento. Uma outra desvantagem para o
engenheiro é que exige o emprego de conhecimentos matematicos mais

complexos.

Problemas com elevado numero de variaveis aleatorias conduzem a
trabalhar no espaco com um numero elevado de dimensdes. Isso pode trazer

problemas para definicdo do PE escolhido para governar o algoritmo.

O MSR associado a um algoritmo de otimizag&o pode ser utilizado para
estimar o indice de confiabilidade da estrutura. Métodos de Confiabilidade de
Primeira e Segunda Ordem, FORM e SORM, respectivamente, sao algoritmos
que podem estimar a probabilidade de falha da estrutura quando ja se conhece

seu indice de confiabilidade.

Propostas para Pesquisas Futuras

Algumas sugestdes para a continuidade da pesquisa na area da
otimizagdo estrutural podem ser feitas em funcdo das observacbes dos
resultados da analise numérica efetuada: adotar diferentes distribuicbes de
armaduras; adotar as se¢des trabalhando em todos os dominios de calculo de
forma a deixar livre a variacdo de sec¢des dos pilares, fazendo com que possam
ser aplicados em diferentes tipos de construcdo, e submetidas a variados
casos de carga; otimizar se¢bes de pilares trabalhando a flexdo obliqua,
deixando sua variacdo mais ampla; utilizar o pilar trabalhando a flexao obliqua
em um programa para otimizagdo de poérticos planos e espaciais, realizando

desta forma a otimizacao da estrutura de um edificio como um todo.
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Com relagao a trabalhos futuros na area da confiabilidade estrutural, o
MSR pode ser melhorado no que diz respeito a definicdo de Planos de
Experiéncia. Sabe-se que qualquer ganho no custo computacional € de grande
importancia, e a maior contribuicido do MSR para o custo computacional vem
do tempo de processamento da resposta mecéanica. Portanto, quanto menor o
numero de respostas mecanicas necessarias para desenvolver o MSR, melhor
sera. Uma possibilidade é utilizar processos de otimizagdo para definir os
pontos dos PE.

Nota-se que o uso de coeficientes parciais constantes como indicam as
normas atuais ndo é o mais indicado para uma probabilidade de falha uniforme.
Um procedimento possivel para trabalhos futuros é a analise da confiabilidade
e conseqlientemente nivel de seguranca que eles oferecem. E necessario
também se definir os parametros estatisticos (desvio padrao e distribui¢cdes)
para os modelos que garantam uma confiabilidade mais uniforme e aceita pela
sociedade. Esse estudo deve ser feito separadamente para os Estados limites

Ultimo e de Servico.
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