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RESUMO

PACCOLA, R.R. (2004). Andlise ndo linear fisica de placas e cascas anisotropicas
laminadas acopladas ou ndo com meio continuo tridimensional viscoelastico através da
combinagado entre o MEC e o MEF. Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sao
Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Sdo Carlos. 2004.

Apresenta-se neste trabalho, uma formulagdo de cascas laminadas anisotropicas
enrijecidas ou nao, considerando-se nao-linearidade fisica com lei de fluxo nao-
associativa e acoplamento com meio continuo tridimensional viscoelastico. Para tanto,
sdo desenvolvidos elementos finitos triangulares planos com aproximacgdo cubica de
variaveis para modelagem das cascas e elementos de barra de mesma aproximagao para
os elementos de barra geral (enrijecedores). A cinemadtica de laminados, ou Reissner
geral, ¢ utilizada para ambos possibilitando a representagdo de estruturas enrijecidas
excentricamente e consideracdo de elementos compostos de camadas com diferentes
propriedades fisicas e espessuras, tornando-se assim a formulagao aplicavel a um grande
numero de problemas. Com relagdo a plasticidade na casca, adota-se o critério de Tsai-
Wu para materiais anisotropicos gerais, obtendo-se expressdes fechadas para o
multiplicador plastico com fluxo ndo-associativo. Nas barras, critérios uniaxiais sdo
considerados, desprezando-se a contribui¢do do cisalhamento na plastificagdo. Para
estes elementos, permite-se a utilizagdo de diagrama multilinear para a relagao tensao x
deformacdo. A modelagem do meio continuo viscoelastico ¢ realizada utilizando-se
elementos de contorno triangulares com aproximac¢ao linear de variaveis. As solugdes
fundamentais de Kelvin e de Mindlin sdo apresentadas e implementadas. O acoplamento
foi realizado utilizando-se técnica de matriz de rigidez equivalente, proporcionando uma
contribui¢do direta das matrizes do MEC na matriz de rigidez do MEF. Exemplos gerais

sdo resolvidos para a verificagdo e validagdo da formulacdo proposta e implementada.

Palavras-chave: Elementos Finitos, Elementos de Contorno, acoplamento MEC / MEF,

plasticidade, viscosidade, estruturas laminadas, interacdo solo-estrutura.



ABSTRACT

PACCOLA, R.R. (2004). Physical non-linear analysis of anisotropic laminated plates
and shells coupled or not with three-dimensional viscoelastic medium by BEM / FEM
coupling. Ph.D. Thesis — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao
Paulo, Sao Carlos. 2004.

This work presents an anisotropic laminated stiffened shell formulation, considering
physical non-linearity with non-associative law, coupled to viscoelastic three-
dimensional continuum medium. Plane triangular finite elements with cubic
approximation for nodal variables are developed to model the shell. Bar elements with
the same approximation are derived for the general bar element. Laminated kinematics
is used for both elements, making possible the representation of eccentrically stiffened
structures and the consideration of composed elements with different properties and
thickness for each layer. Therefore, the formulation is applicable for a large number of
problems. In order to model plasticity in shell, the Tsai-Wu criterion for general
anisotropic materials is adopted. Closed expression for the plastic multiplier using non-
associative law is founded. For bars, uniaxial criterion is considered, and shear
contribution for plasticity is neglected. For these elements, the use of multilinear stress
x strain relation is developed. The viscoelastic continuum is modeled by triangular
boundary elements with linear approximation of variables. The fundamental solutions of
Kelvin and Mindlin are presented and implemented. The coupling is made by the
equivalent stiffness matrix method, making possible a direct contribution of the BEM
matrix on the FEM stiffness matrix. General examples are presented to verify and

validate the proposed formulation.

Keywords: Finite element, Boundary element, BEM/FEM coupling, plasticity,

viscosity, laminated structures, soil-structure interaction.
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CAPITULO 1
INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

A utilizacdo de métodos numéricos para a resolug¢do de problemas de
engenharia, no caso engenharia estrutural, vem se tornando cada vez mais requisitada.
Com a utilizacdo desses processos aproximados torna-se imprescindivel o emprego de
computadores para permitir a obtengdo de respostas confidveis. Pode-se dizer que os
avangos tecnoldgicos relacionados a computacdo vém sendo um dos grandes
responsaveis pelo crescente desenvolvimento das técnicas numéricas. Esses avangos
alcangados tanto nas técnicas numéricas quanto na tecnologia de computadores,
proporcionam analises cada vez mais proximas da realidade, possibilitando uma
modelagem mais detalhada dos problemas de engenharia de estruturas em geral.

Com relagdo as técnicas numéricas, deve-se buscar o que cada uma oferece de
melhor, considerando-se o tipo de anélise € 0 meio a ser analisado. Dentre as técnicas
mais difundidas, o Método dos Elementos Finitos (MEF) e o Método dos Elementos de
Contorno (MEC) destacam-se como os mais usados por pesquisadores em engenharia
de estruturas do mundo todo.

O método dos elementos finitos (MEF) ¢ uma ferramenta consagrada em sua
aplicacdo na area de engenharia de estruturas, principalmente na andlise de estruturas
reticuladas e cascas, tanto para abordagem linear quanto para a analise de problemas
nao-lineares. Analises de meios anisotropicos sdo também mais facilmente realizadas
utilizando-se o MEF uma vez que as solugdes fundamentais necessarias para abordagem
deste problema via MEC s3o um tanto quanto complexas. Por ser uma técnica de

dominio, o MEF traz algumas complicacdes em analises que envolvem dominios
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infinitos, devido a interrupcao destes pela necessidade de discretizacao. Outro ponto
negativo ¢ a necessidade de geracdo de um grande volume de dados de entrada para os
problemas, em func¢do da discretizagdo do dominio.

O Método dos Elementos de Contorno (MEC), apresenta-se mais apropriado
para modelagem de dominios infinitos, como por exemplo o solo, uma vez que nio se
faz necessaria a discretizacdo do dominio, eliminado-se assim possiveis perturbacdes
causadas por tais discretizagdes, além da reducdo do niimero de varidveis do problema,
quando se trata de andlises lineares.

O presente trabalho tem como tema geral a analise de estruturas de superficie
laminadas anisotrdpicas em regime viscoplastico conectadas ou ndo a meios continuos
3D em regime viscoelastico através do acoplamento MEC / MEF, aproveitando-se desta
forma as vantagens de cada um dos métodos.

A abrangéncia do trabalho, bem como a introducdo do critério de ruptura de
Tsai-Wu na consideracdo da evolucdo viscoplastica das estruturas de superficie
laminadas baseada no MEF, e ainda o acoplamento com meio infinito em regime

viscoelastico modelado pelo MEC, sdo as principais contribuigdes desta tese.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal desta pesquisa é a geracao de um cddigo computacional
baseado no acoplamento entre 0o MEC e o MEF para a andlise de estruturas de superficie
(cascas ou placas) anisotropicas em regime viscopldstico conectadas ou ndo a meios
continuos e enrijecidas por elementos prismaticos (vigas e pilares).

Esses desenvolvimentos estdo de acordo com a relevante importancia que os
estudos da anisotropia tem no ambito da engenharia, pois diversos materiais estruturais
de uso corrente se comportam de forma anisotrépica. Como exemplos citam-se a
madeira, a madeira laminada, matriz refor¢ada com fibras (concreto armado e fibra de
vidro), alvenaria estrutural etc. As formula¢des envolvendo aplicagdo e modelagem de
materiais que apresentam comportamento anisotropico, naturalmente ou através da
composi¢ao de materiais ortotrépicos ou até mesmo isotropicos, vem sendo cada vez
mais estudadas nos grandes centros de pesquisa em todo o mundo.

Buscam-se representagdes mais proximas da realidade, introduzindo-se nessas
formulagdes uma grande quantidade de variaveis a fim de possibilitar a adequagdo dos

modelos numéricos ao comportamento encontrado em modelos experimentais.

Rodrigo Ribeiro Paccola
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Neste trabalho, as estruturas de superficie sao modeladas por elementos finitos
aplicados a estruturas compostas por estratos (laminas) ortotropicos em comportamento
viscopléstico, utilizando-se a teoria de Reissner-Mindlin ou cinematica de laminados de
Reissner geral.

A verificacdo do comportamento da formulagdo proposta com a variagdo da
espessura (travamento por cisalhamento) faz-se necessaria e foi realizada através da
analise dos resultados obtidos para os exemplos propostos. Nao sdo desenvolvidos
estudos matematicos sobre este assunto, utilizando-se apenas os resultados dos
exemplos como pardmetros para identificar se a formulag@o ¢ sensivel a este fendmeno
e em que grau esta sensibilidade ocorre. Para facilitar tais verificagdes, foi incluido, nos
objetivos inicias desta pesquisa, a formulacdo de elementos de poértico 2D e 3D
laminados também baseados na cinematica de laminados de Reissner geral. Esta
formulagdo de portico foi acoplada a formulacdo de casca laminada diversificando-se
assim o campo de aplicacao do codigo computacional obtido na pesquisa.

A utilizacdo de lei de fluxo ndo-associativa para a plasticidade, atrelada ao
critério de ruptura para materiais anisotropicos gerais, proposto por TSAI-WU (1971),
com a obten¢do de expressdes fechadas para o multiplicador plastico, pode ser
destacada como uma contribui¢do importante desta pesquisa. Soma-se ainda, a estes, 0s
conceitos de viscosidade implementados na formulagao segundo abordagem diferencial
praticada no grupo de pesquisa que este trabalho se insere.

A aplicagdo da solucdo fundamental de Mindlin no c6digo computacional para
analise de so6lidos 3D via Método dos Elementos de Contorno facilita a analise de
fundacdes sobre base elastica, caixas enterradas e tineis. A consideragao dos efeitos
viscosos foi incluida, de forma original para esta solugao fundamental.

Desta forma, justifica-se o desenvolvimento da presente pesquisa, envolvendo
abordagem através de métodos numéricos do tema anisotropia, com a finalidade de
possibilitar uma maior e significativa abrangéncia de problemas da pratica. Destaque
deve ser dado ao acoplamento entre as formulacdes desenvolvidas via MEF (casca
laminada anisotropica e elemento de poértico 3D) e via MEC (so6lidos 3D aplicando a
solucao fundamental de Mindlin). Este acoplamento foi realizado transformando-se o
sistema de equagdes do MEC em um equivalente ao MEF, resultando em uma matriz de
rigidez equivalente que ¢ adequadamente somada as matrizes do MEF. Procedimento
este diferente da técnica de sub-regides usualmente empregada pelos pesquisadores do

Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC - USP.

Rodrigo Ribeiro Paccola
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1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Um apanhado geral do contetido de cada capitulo ¢ apresentado neste item. Os
capitulos foram organizados de tal forma a proporcionar uma seqiiéncia de idéias para o
desenvolvimento desta pesquisa, sendo que neste primeiro capitulo sdo apresentadas
algumas generalidades sobre o trabalho, bem como os objetivos a que este se destina.

No capitulo 2 apresenta-se uma breve revisdo da literatura, destacando-se
alguns pontos sobre o M¢étodo dos Elementos Finitos, Método dos Elementos de
Contorno e também Critérios de Ruptura para os materiais em geral.

Modelos reolodgicos e suas relagdes constitutivas sdo apresentados no capitulo
3. Parte-se dos modelos simplificados e, através da associagdo destes onde os modelos
elastico, viscoso e plastico sdo utilizados, obtém-se os modelos completos para a
presente pesquisa.

A formulacdo para o elemento finito de pdrtico laminado 2D ¢ apresentada no
capitulo 4, juntamente com exemplos numéricos para validacdo das implementacdes
realizadas. A existéncia das laminas permite que sejam considerados materiais
diferentes tornando possivel a representacdo de pegas de concreto armado, cuja se¢do
transversal ¢ composta de concreto e de barras de aco.

De forma analoga, apresenta-se no capitulo 5 a formulagdo para o elemento
finito de portico 3D, incluindo-se neste ponto as consideragcdes sobre plasticidade
envolvidas na formulagdo destes elementos. Os modelos introduzidos permitem que se
adotem comportamentos diferentes na tragdo e compressdo e permitem ainda que em
cada uma delas este comportamento seja multilinear, ou seja, composto de varios
trechos com constantes de plastificagdo diferentes. Tal formulagdo permite que seja
adotado um eixo de referéncia para os elementos em relacdo ao qual sua cinematica ¢
escrita e suas respostas fornecidas. Portanto, ¢ possivel representar elementos com
carregamentos excéntricos, tal como pilares com flexdo obliqua e vigas sujeitas a
tor¢ao. Novamente, exemplos sdo apresentados também com o intuito de se verificar o
real comportamento da formulacdo com relacdo a variacdo da espessura destes
elementos.

A formulacdo e as implementacdes relacionadas ao elemento de casca
triangular plano, justificando-se pelo fato deste ter uma possibilidade maior de

representacao da geometria de cascas do que os elementos quadrilaterais, sao abordadas

Rodrigo Ribeiro Paccola
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no capitulo 6. Aproveitando os recursos dos atuais softwares de manipulagdo algébrica
do mercado, propde-se a utilizagdo de um elemento triangular com funcao de forma de
aproximacao cubica para deslocamentos sobre o plano. Vale salientar que, na espessura
do elemento, foi adotada hipotese de que a secdo permanece plana apds a deformagao,
porém nao necessariamente perpendicular ao plano de referéncia (Reissner-Mindlin).
Destaca-se que a aproximagao quadratica utilizada para o elemento quadrilateral deixa a
desejar no tocante ao calculo de tensdes em pontos distintos dos de integracdo para o
elemento. O mesmo ndo acontece com o elemento triangular com aproximagao ctbica
para as variaveis, adiantando-se uma das conclusdes desta pesquisa. A inclusdo da
verificagcdo do surgimento do travamento por cortante na pesquisa fez-se necessaria para
esclarecer duvidas levantadas em PACCOLA (2001). Na ocasido, técnicas de integracdo
reduzida nas parcelas de cisalhamento foram adotadas como solugdo para o problema
do travamento quando da utilizacdo da formulacdo de placa espessa estudada para
representacdo de placa fina. Com o inicio da revisao bibliografica geral, na parte de
laminados, constatou-se que existe uma diferenga na abordagem da cinematica do
problema que determina o surgimento ou ndo do travamento na formulagdo. Esta
diferenca esta no fato da consideragdo dos giros das se¢des transversais serem adotados
como derivada (corrigida por termo de cisalhamento) do deslocamento transversal nas
formulagdes classicas ou parametros independentes deste deslocamento na formulagdo
de laminados.

No capitulo 7, estudos sobre algoritmo de retorno implicito para o tratamento
da plasticidade nas diversas camadas foram realizados. O retorno implicito foi
estabelecido por formulas fechadas para modelo especifico de material anisotropico.

O capitulo 8 se destina a apresentagdo da formulagdo do Método dos
Elementos de Contorno, destacando-se o equacionamento integral e algébrico para
obtengdo das expressdoes implementadas. Salienta-se que foram utilizadas as
implementagdes desenvolvidas por SOUZA (2001) para a solucdo fundamental de
Kelvin, adaptado-se tal cédigo para inclusdo da solucdo fundamental de Mindlin,
proposta por esta pesquisa, bem como da parcela do comportamento viscoso para o
solido. A técnica de acoplamento utilizada ¢ apresentada no capitulo 9, onde ¢
encontrado um exemplo para validagdo dos procedimentos implementados.

No capitulo 10 sdo apresentados exemplos gerais envolvendo os conceitos

abordados no escopo da pesquisa.

Rodrigo Ribeiro Paccola
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De forma resumida e com o intuito apenas de destacar alguns pontos mais
importantes, apresenta-se no capitulo 11 algumas caracteristicas do programa
computacional geral implementado.

Finalmente, o capitulo 12 se destina a apresentagdo das conclusdes,
consideracdes finais e também das sugestdes e propostas para a continuacdo desta

pesquisa.

Rodrigo Ribeiro Paccola



CAPITULO 2
REVISAO DA LITERATURA

2.1 INTRODUCAO

Uma breve revisdo do “Estado da Arte” ¢ apresentada neste capitulo com base
no levantamento bibliografico realizado. Sado destacados trabalhos relacionados a
utilizacdo do Método dos Elementos Finitos na analise plastica de placas e cascas, bem
como a utilizagdo do Método dos Elementos de Contorno para modelagem do solo e
conseqiientemente do acoplamento entre os métodos. Uma breve revisdo sobre critérios
de ruptura para materiais isotrépicos e anisotropicos também ¢ apresentada neste item,

destacando-se alguns trabalhos relacionados ao estudo e utilizacao destes critérios.
2.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS (MEF)

Como dito anteriormente, a utilizagdo do método dos elementos finitos em
engenharia de estruturas ¢ amplamente difundida, abrangendo areas das mais variadas e
aplicagdes cada vez mais gerais. Uma das aplicacdes que vem sendo abordadas, com
grande freqiiéncia e de forma geral atualmente, ¢ a representacdo de estruturas
compostas por laminas, podendo ser constituidas de materiais distintos, proporcionando
assim uma maior complexidade a analise do conjunto composto obtido e uma melhor
modelagem de problemas da pratica.

No estudo de estruturas laminadas, como pode ser visto em alguns autores tais
como YANG et al. (1966), que se basearam em estudos realizados por HENCK (1947) -
apud YANG et al. (1966) - onde foram considerados os efeitos do cisalhamento na
deformacdo, MINDLIN (1951) - apud YANG et al. (1966) -, STAVSKY (1961),
REISSNER & STAVSKY (1961) e posteriormente por WHITNEY & PAGANO
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(1970), todos para analise de materiais anisotropicos, a cinematica utilizada considera a
rotacdo da se¢do transversal como parametro independente da derivada do deslocamento
vertical no ponto, diferentemente da cinematica classica de placas que assume o giro
como dependente (mesmo que indiretamente) de tal deslocamento, como pode ser visto
em REDDY (1993) entre outros.

Tal cinemadtica leva em consideracao ainda, que os deslocamentos do continuo
sdo tomados em funcdo de deslocamentos relacionados a um eixo ou plano de
referéncia, barras ou placas e cascas respectivamente, adotado que ndo necessariamente
coincide com o eixo que passa pelo centro de gravidade (cg) ou plano médio dos
elementos. Essa consideragdo possibilita a formulagdo de elementos laminados, onde
cada camada que compde os elementos contribui de forma diferente na rigidez do
conjunto, uma vez que cada camada ¢ tomada em uma posicao diferente em relacdo ao
eixo ou plano de referéncia adotada para o problema.

No caso de elementos de barra, o artificio de se adotar o eixo de referéncia fora
do eixo (cg) da peca, permite a representacdo de elementos com carregamentos
excéntricos, tal como pilares com flexao obliqua e vigas sujeitas a tor¢do. A existéncia
das “fibras” paralelas ao eixo de referéncia, permite que sejam considerados diferentes
materiais tornando possivel a representacdo de pegas de secdo composta com maior
fidelidade, como por exemplo pecas de concreto armado.

O acoplamento dos elementos finitos de casca e barra ¢ facilitado e ocorre de
forma direta quando se utiliza a formulacdo de laminados, Isso ocorre pelo fato da
possibilidade de se adotar como plano de referéncia para a casca a sua face inferior e
para o elemento de barra o eixo de referéncia na face superior do elemento. Com isso, a
consideracdo da rigidez dos elementos em relacdo ao sistema de referéncia adotado se
da de forma direta, sem a necessidade da utiliza¢dao de artificios tal como o “off-set”
conhecido de alguns programas comerciais, por exemplo ANSYS®.

Diversos trabalhos podem ser citados com a utilizacdo do MEF na analise de
laminados, onde sdo encontrados estudos e aplicagdes de diferentes tipos de elementos
finitos, tanto quadrilaterais quanto triangulares, na busca de formulagdes livres de
fenomenos numéricos indesejaveis como por exemplo o travamento por efeito de
membrana ou cisalhamento.

LARDEUR & BATOZ (1989) apresentaram uma formulagdo para analise
estatica e dindmica de placas compostas por camadas ortotropicas. Os autores

propuseram um elemento triangular denominado DST (Discrete Shear Triangle) livre de
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travamento e composto de 3 nos e 3 graus de liberdade por n6. Essa formulacao recai no
elemento DKT (Discrete Kirchhoff Triangle) quando os efeitos de cisalhamento sao
desconsiderados, ou seja, para analise de placas finas onde a influéncia do cisalhamento
na deformagdo ¢ muito pequena. Neste trabalho, os autores apresentam ainda uma
revisdo sobre a considerag¢do do efeito do cisalhamento na flexao.

Uma revisao de teorias usadas na analise de estruturas laminadas ¢ apresentada
em REDDY (1989), onde se discute a utilizagdao de condigdes de simetria na analise dos
modelos numéricos, comportamento nao-linear geométrico ¢ de laminados compositos
para diferentes condi¢des de contorno.

KOSMATKA (1994) apresentou a formulacao de um elemento finito triangular
com 6 nos para a analise de placas laminadas, baseado na teoria de Reissner-Mindlin de
placas espessas, REISSNER (1945) e MINDLIN (1951) - apud KOSMATKA (1994).
Os deslocamentos transversais foram aproximados por polindmios cubicos, enquanto os
deslocamentos no plano e as rotagdes foram aproximados de forma quadratica.

Com base nesta mesma teoria de placas espessas de Reissner-Mindlin,
MENEZES & DEVLOO (2000) apresentaram a formulagdo de um elemento finito
quadrilateral para cascas laminadas com possibilidade de aproximacdo de
deslocamentos (translagdes e rotacdes) linear (4 nds) e quadratica (8 ou 9 nods). Os
autores consideraram na andlise que cada camada do laminado pode ser constituida de
materiais ortotropicos, proporcionando assim um comportamento anisotropico para o
conjunto.

KLINKEL et al. (1999), apresentam a formulagdo de um elemento finito de
casca 3D buscando a representagdo do comportamento anisotropico também através da
associacdo de camadas ortotropicas sobrepostas. Os desenvolvimentos apresentados
pelos autores consideram os efeitos da ndo-linearidade geométrica na formulagao.

Em SADEK & TAWFIK (2000) encontra-se a formulagdo de um elemento
finito isoparamétrico de 9 nos para placas laminadas enrijecidas. O modelo considera
variagdo ndo-linear para a distribuicdo dos deslocamentos longitudinais ao longo da
espessura da placa, eliminando assim a necessidade de coeficientes de correcdo para a
distribuicdo do cisalhamento. O enrijecedor utilizado ¢ um elemento de viga
isoparamétrico de 3 ndés. KANT & SWAMINATHAN (2002) apresentam solucdes
analiticas para placas laminadas ortotropicas simplesmente apoiadas, porém nao

enrijecidas, também considerando variacdo ndo-linear para os deslocamentos
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longitudinais ao longo da espessura dessas placas, para eliminar a necessidade de
fatores de correcao para a distribui¢ao do cisalhamento ao longo da espessura.

LUCENA NETO & KATAOKA FILHO (2001) apresentam uma extensao de
um elemento triangular com 6 nds para placas homogéneas, SZE et al. (1997) - apud
LUCENA NETO & KATAOKA FILHO (2001) -, para o estudo de placas laminadas.
Esse elemento, onde cada camada pode ser considerada ortotropica, apresenta
distribuicdo quadratica para as variaveis nodais, tanto translacdes quanto rotacdes.

No que diz respeito a analise elastoplastica de placas e cascas, OWEN &
HINTON (1980) apresentaram aplicagdes do MEF em problemas envolvendo
plasticidade, particularmente para estado plano de tensdo e diferentes critérios de
plastificacao.

FIGUEIRAS (1983), OWEN & FIGUEIRAS (1983a), OWEN & FIGUEIRAS
(1983b) e HINTON & OWEN (1984) aplicaram o MEF para anélise de placas e cascas
anisotropicas laminadas, utilizando uma generalizacdo do critério de plastificacdo de
Huber-Mises nos desenvolvimentos das formulagdes para consideracdo da anisotropia.
OWEN & FIGUEIRAS (1983b) propuseram uma corre¢do das tensdes cisalhantes para
serem usadas no critério de plastificacdo em funcdo da adogdo de distribuicdo constante
de tensdes cisalhantes ao longo da espessura dos elementos.

PROENCA (1988), apresentou um estudo sobre modelos matematicos para
representacdo do comportamento nao-linear fisico do concreto, baseando-se em
procedimentos incrementais iterativos sugeridos em FIGUEIRAS (1983) e apresentando
posteriormente a aplicacdo da formulagdo variacional dos modelos elastoplasticos no
estudo do comportamento do concreto.

Em FERREIRA et al. (2000), sdo encontrados estudos relacionados a
utilizagdo de elementos finitos baseados em deslocamentos para representacao de cascas
laminadas. Neste trabalho o autor introduziu conceitos de ndo-linearidade fisica e
geométrica, sendo a formulacdo elastoplastica considerada segundo o critério de Huber-
Mises para materiais anisotropicos. FERREIRA et al. (2003), apresentaram uma
formulagdo para laminados utilizando-se o método dos elementos sem malha e
polindmios de ordem superior para consideracdo do cisalhamento, evitando-se assim a
introdugdo de fatores de corre¢do para a distribuicdo da cortante na espessura da placa.
Em FERREIRA ef al. (2004) a teoria de laminados ¢ utilizada para modelagem de
placas e também de cascas novamente utilizando-se o método dos elementos sem

malha.
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Nos trabalhos de RASTGAAR AAGAAH et al. (2003) e WOO et al. (2003)
sao apresentados desenvolvimentos utilizando-se a teoria de laminados, sendo que neste
ultimo aplica-se o critério de Huber-Mises para modelagem da plasticidade em
materiais ortotropicos.

Em MESQUITA (1998) apresenta-se uma formulacdo para analise
elastoplastica de cascas, com lei de fluxo associativa e critério de von Mises, utilizando-
se para tanto um elemento triangular resultado do acoplamento entre um elemento de
flexdo de placas e um elemento de tensdo plana baseado na formulacao livre.

Em tese de doutoramento, MESQUITA (2002) apresenta uma formulagao para
o tratamento de problemas inelasticos com acoplamento progressivo MEC/MEF. No
que diz respeito a plasticidade, modelos com lei de fluxo ndo-associativa foram
implementados, bem como a obtencdo de expressoes fechadas para determinagdo do
multiplicador pléstico para os critérios de von Mises e Drucker Prager.

Outros trabalhos importantes no que diz respeito a plasticidade em geral e em
meios anisotropicos podem ser citados tais como HYER (1998), SIMO & TAYLOR
(1985), SIMO & TAYLOR (1986), BRUNIG (1995), PAPADOPOULOS & LU (2001),
OMRI et al. (2000) e FEENSTRA & BORST (1996), JETTEUR (1986), SIMO &
HUGHES (1998) e ALFANO et al. (1996), onde se encontram diferentes modelos para
representagdo do comportamento ndo-linear fisico, bem como caracteristicas de
algoritmos utilizados para solu¢dao dos mesmos.

Com relacdo a analise viscosa, em geral os trabalhos existentes na literatura sao
baseados em funcdes de fluéncia ou de relaxacdo com processos incrementais onde as
solicitagdes sdo aplicadas de forma incremental na andlise, TELLES & BREBIA
(1982), LEMAITRE & CHABOCHE (2000), MUNAIAR (1998).

Nos trabalhos de MESQUITA (2002), MESQUITA & CODA (2002), o
tratamento do problema viscoso, se da utilizando-se de algoritmos de integracao
temporal onde incrementos de tempo sdo considerados, tal como aqueles usualmente
empregados nas andlises dinamicas, diferenciando-se neste sentido das formulagdes
usualmente aplicadas.

O procedimento de retorno para a superficie de plastificacdo utilizado no
presente trabalho se baseia no trabalho de MESQUITA (2002) permitindo que o
multiplicador pléstico seja obtido de forma fechada, bem como a abordagem para o

problema viscoso através de leis diferenciais e algoritmos de integragdo temporal.
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Por se tratar de uma formulagdo de elementos de casca, algumas informagdes
sobre o efeito de travamento foram estudadas e sdo aqui apresentadas. Atualmente
muitos sdo os trabalhos onde sdo discutidas possibilidades para se contornar o efeito do
travamento por cortante em elementos finitos baseados em deslocamentos. Formulagdes
desenvolvidas para cascas espessas, quando aplicadas em problemas limites, ou seja,
quando as dimensdes dessas cascas guardam propor¢des de cascas finas, apresentam
fendmenos indesejaveis que provocam o enrijecimento da estrutura. Esse fendmeno ¢
comumente conhecido na literatura como shear locking ou efeito de travamento por
cisalhamento e sdo atribuidos a elementos cuja formulagdo ¢é baseada em
deslocamentos, HUGHES (1987) - apud CHINOSI & LOVADINA (1999) -, BATHE &
WILSON (1976) e ZIENKIEWICZ & TAYLOR (2000).

Técnicas de integragdo reduzida, onde os termos referentes a contribuicao do
cisalhamento sdo integrados de forma diferenciada, reduzindo-se o nimero de pontos de
integracao necessarios para uma adequada integragdo, sao aplicadas. Em alguns casos,
essas técnicas sdao combinadas com a inclusdo de pardmetros de correcdo para
integracdo dos termos de cisalhamento e levam o nome de integragdo seletiva ou mista,
ARNOLD & BREZZI (1993) - apud CHINOSI & LOVADINA (1999). Alguns autores
afirmam que a utilizagcdo destas técnicas fornece bons resultados para alguns casos mas
podem levar ao surgimento de modos espurios de energia dependendo do tipo de
condi¢do de contorno aplicada, KOSMATKA (1994). A modificacdo da energia do
problema também ¢ comumente utilizada buscando calibrar a influéncia do efeito do
cisalhamento na resposta do problema, na tentativa de se contornar o travamento na
formulacgao.

Neste contexto, € necessario que sejam analisadas algumas informagdes
disponiveis na literatura. Alguns autores como BUCALEM & NOBREGA (2000),
BATHE et al. (2000), CHAPELLE & BATHE (1998) e NEVES (2000) entre outros,
indicam que esses elementos baseados em aproximacdes de deslocamentos apresentam
travamento, enquanto BARUCH (1975) e NARAVANASWAMI & ADELMAN (1974) -
apud BARUCH (1975) -, indicam que caso a rotagdo da se¢do transversal seja
independente da derivada do deslocamento vertical, proporciona-se o desenvolvimento de
uma formulagdo livre do efeito de travamento por cortante. Para este tipo de elemento, o
relacionamento entre tais grandezas (giro e deslocamento) surge naturalmente no decorrer
do desenvolvimento da formulagdo quando se utiliza cinemdtica de laminados ou

Reissner geral. Sdo inumeras as referéncias que se utilizam da cinematica de laminados,
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entretanto ndo mencionam o fendomeno de travamento por cortante, concluindo-se assim
que estes autores nao se depararam com este problema, FERREIRA et al. (2004),
RASTGAAR AAGAAH et al. (2003) e WOO et al. (2003).

Outros trabalhos, tais como BATOZ et al. (2000) e SYDENSTRICKER &
LANDAU (2000) atribuem o travamento em elementos baseados em aproximagdo de
deslocamentos a ndo representacdo adequada do problema real, seja ela por utilizacao de
aproximacao ndo adequada no grau dos polindmios dos elementos finitos ou pelo niimero
e disposicdo insuficiente e inadequada de elementos finitos na malha do problema. Esse
“travamento” ndo pode ser associado ao efeito da forga cortante mas sim unica e
exclusivamente a ndo representacdo adequada do problema e ¢ chamado de travamento
por efeito de membrana.

Alguns testes sdo sugeridos nos trabalhos de CHAPELLE & BATHE (1998),
BATOZ et al. (2000), SYDENSTRICKER & LANDAU (2000), BUCALEM &
NOBREGA (2000) e CHOI & LEE (2003) entre outros, para verificacdo do
comportamento da formulacdo em relacdo aos travamentos por efeito de membrana e
cisalhamento.

O presente trabalho limita-se a verificar se os elementos utilizados nas
formulagdes aqui apresentadas sofrem influéncia do efeito de travamento por membrana e
cisalhamento através da comparacdo das respostas numéricas com respostas analiticas e
numéricas de exemplos sugeridos pelos autores citados, ndo se desenvolvendo nenhum

estudo matematico sobre o assunto.
2.3 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO (MEC)

A utilizagdo do método dos elementos de contorno para representagao de meios
continuos infinitos ou semi-infinitos, como dito anteriormente, ¢ mais apropriada
devido ao fato de ndo ser necessaria a discretizacdo do interior do dominio dos
problemas, quando lineares.

Uma descricdo abrangente sobre a evolucdo do método em geral pode ser
encontrada nos trabalhos de VENTURINI (1988) e MENDONCA (2002). A aplicagao
do método dos elementos de contorno para o estudo de solidos tridimensionais teve
como precursor CRUSE (1969), que utilizou a solu¢do fundamental de Kelvin na
analise de meio elasticos. NAKAGUMA (1979) apresentou em seu trabalho as

vantagens da utilizacao das solugdes fundamentais de Boussinesq-Cerruti ¢ Mindlin no
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estudo de solidos tridimensionais de dominio semi-infinito, onde a aplicagdo se torna
bastante apropriada por dispensar a discretizacao da superficie livre do semi-infinito.

Alguns dos trabalhos desenvolvidos no Departamento de Engenharia de
Estruturas — SET — EESC relacionados a aplicacdo do MEC para representacdo do solo
podem ser citados. BARBIRATO (1991) utilizou as solu¢des fundamentais de Kelvin,
Boussinesq-Cerruti ¢ Mindlin na analise de solidos tridimensionais, discretizados com
elementos triangulares planos. TEJERINA CALDERON (1996) apresentou o uso do
MEC para o estudo de interagdo de placas com meio continuo, inicialmente
considerando o solo segundo as hipéteses de WINKLER (1867) — apud TEJERINA
CALDERON (1996) — e posteriormente utilizando-se as solugdes fundamentais de
Boussinesq-Cerruti ¢ Mindlin. ALMEIDA (2003a) apresentou em seu trabalho uma
analise dindmica de estruturas tridimensionais modeladas pelo MEF e acopladas ao solo
elastoplastico modelado pelo MEC utilizando-se solug¢ao fundamental de Kelvin.

Outros autores cujos trabalhos sdo relacionados com a andlise de solidos
tridimensionais via MEC podem ser citados, tais como, BREBBIA (1978), PAIVA &
BUTTERFIELD (1997), MENDONCA (1997) e ALMEIDA (2003b).

Para o presente trabalho utilizou-se a solu¢do fundamental de Mindlin na
modelagem do solo viscoelastico, baseando-se em técnicas praticadas no Departamento
e no grupo de pesquisa, SOUZA (2001) e BARBIRATO (1999).

O acoplamento entre 0 MEC e o MEF tem se mostrado como uma técnica
bastante empregada na solu¢do de diversos problemas de engenharia, sobretudo na
analise de problemas de interacdo entre a estrutura € meios continuos, como exemplo, a
interacdo solo-estrutura. Neste tipo de analise, comumente se utiliza o MEF para
consideracdo da plasticidade devido a abordagem mais simples que este proporciona. O
MEC, como tradicionalmente, ¢ utilizado na modelagem do continuo, devido a sua
caracteristica de redu¢ao de variaveis.

Segundo BELYTSCHKO et al. (1989), o primeiro trabalho sobre o
acoplamento entre MEC e MEF foi de ZIENKIEWICZ et al. (1977), onde foi
apresentado o método das solugdes de contorno utilizado no contexto convencional do
MEF. LAETHEM et al. (1984) apresentaram a descrigdo de uma avaliagdo estatica
linear computacional de estruturas de fundagdo, enquanto nos trabalhos de VON
ESTORFF & KAUSEL (1989) e VON ESTORFF (1991) sao encontrados estudos sobre
o comportamento dindmico linear de blocos envolvidos por um meio so6lido infinito e

sujeito a carregamentos transientes verticais e horizontais. PAN et al. (1994) analisaram
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um pavimento dinamicamente e em regime elastico-linear pelo MEF sobre um meio
solido elastoplastico modelado pelo MEC nao-linear. PAVLATOS & BESKOS (1994)
desenvolveram um esquema de acoplamento no dominio do tempo para a andlise
dindmica de estruturas elastoplasticas sob condi¢des de deformagdes planas ou tensdes
planas, enquanto WEARING & BURSTOW (1994) no mesmo ano apresentaram um
estudo da combinagdo entre 0 MEC e o MEF para andlise bidimensional de tensdes
elastoplasticas e de problemas da mecénica da fratura elastoplastica bidimensional. YU
et al. (2001) utilizaram um método alternativo chamado linear 6 para melhorar a
estabilidade da formulagdo do acoplamento linear no dominio do tempo.

No Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP, podem ser
citados o trabalho de CODA (1993), onde o problema da elastodindmica transiente
tridimensional foi estudado através da formulacao mista do MEF e do MEC, na ligacao
solo-estrutura. CODA & VENTURINI (1995), ainda numa abordagem tridimensional,
exploraram o acoplamento entre os métodos para o estudo de estruturas de edificios
interagindo com as fundagdes. Em 1999, CODA & VENTURINI (1999) apresentaram o
acoplamento entre estruturas de portico, modeladas pelo MEF, e corpos tridimensionais
tratados pelo MEC. CODA et al. (1999) apresentaram um procedimento para o
acoplamento geral de modelos de elementos finitos (cascas, placas e podrticos) com
corpos tridimensionais modelados pelo MEC para anélise de problemas estaticos e
também dindmicos. Trabalhos relacionados ao acoplamento de estacas com solo ou
radiers, com ou sem presen¢a de estacas, foram desenvolvidos por MATOS FILHO
(1999), MENDONCA (1997) e MENDONCA & PAIVA (2000).

Neste trabalho, o acoplamento foi realizado utilizando-se matriz de rigidez
equivalente, diferentemente de ALMEIDA (2003a), que aplicou técnicas de sub-
regides onde a generalizagdo do processo de acoplamento para multi-regides
plastificadas foi desenvolvida. Outros trabalhos do departamento que podem ser citados
relacionados ao acoplamento sao ALMEIDA (2003b), CODA (2000), FERRO (1999),
KOMATSU (1995), MESQUITA (2002), RAMALHO (1990) e TEJERINA
CALDERON (1996), todos usando a técnica de sub-regides.

2.4 CRITERIOS DE RUPTURA

Os critérios de ruptura tém por objetivo definir o limite eldstico dos materiais

quando submetidos a um determinado estado de tensdo. Em geral os critérios sdo
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escritos em funcdo de tensdes principais e suas superficies representadas no espago
dessas tensoes. Na sua forma mais geral, tal como apresentado em CHEN & HAN

(1988), a condi¢do de ruptura pode ser expressa por:

f(o;.k,ky,..)=0 2.1

onde o, € um estado de tensdo qualquer e k,k,,... sdo constantes do material

referentes ao limite elastico determinadas experimentalmente.

A complexidade no formato da superficie de ruptura de um critério esta
relacionada com a forma que a fungdo da expressdo 2.1 assume. Esta forma estd
diretamente relacionada ao tipo de material, isotrdpico, ortotrépico ou anisotropico, que
se deseja representar. Pode-se dizer que os critérios em geral sao divididos em
dependentes e independentes do eixo de pressdo hidrostatica. Normalmente, critérios
aplicados a materiais ddcteis (metais) sao independentes do eixo de pressdo hidrostatica,
enquanto materiais frageis (madeira, concreto, cerdmica, etc) sdo dependentes.

No presente trabalho, a caracterizagdo da ruptura de um material, seja ele
macigo ou laminado, se da com base numa abordagem macroscOpica, sendo
desconsiderado o efeito de deslizamento entre estruturas individuais (matriz e refor¢o)
em caso de laminados e compdsitos respectivamente. Portanto, no decorrer deste item
sdo apresentados os critérios de ruptura mais difundidos e empregados na andlise
macroscopica da resisténcia dos materiais isotrépicos, ortotropicos € anisotropicos.

Vale salientar, que os critérios para materiais anisotrépicos normalmente sdo
estabelecidos a partir de generalizagdes de critérios inicialmente desenvolvidos para
materiais  isotropicos, portanto, degeneram nestes quando particularizados
adequadamente.

Entre os critérios mais difundidos para materiais isotropicos podemos
encontrar os critérios de Tresca e von Mises, especificos para metais, que sdo
independentes do eixo de pressdo hidrostatica e os critérios da Maxima tensdo de
Rankine, Mohr-Coulomb e Drucker Prager, para materiais frageis, onde a dependéncia
em relacdo ao eixo de pressao hidrostatica se faz presente.

Dentre os citados, apresentam-se as caracteristicas gerais para os critérios de
von Mises e Drucker Prager, critérios isotropicos também implementados nos codigos

computacionais deste trabalho.
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De acordo com CHEN & HAN (1988), o critério de von Mises data de 1913 e
baseia-se na tensdo octaédrica cisalhante como tensdo de escoamento para a expressao
do critério. Como dito anteriormente, este critério € especifico para materiais
isotropicos, em especial metais e tem por caracteristica a independéncia com relagdo ao
eixo hidrostatico.

A superficie de von Mises pode entdo ser representada pela seguinte expressao,

MESQUITA (2002) e SIMO & HUGHES (1998):

1/2
f:j_"(a)—Ez(%aTPaj -5<0 2.2

O termo P que aparece na expressdo 2.2 ¢ uma matriz simétrica definida

CcComo.
2 -1 =100 0
12 1000
1 -1 2 00 0
P=3lo 0 0 6 0 0 2.3
0 0 0 06 0
0O 0 0 00 6

O tensor de um determinado estado de tensdo atuante no ponto em analise €

representado por o e escrito na forma vetorial como:

T
o :[0'11 Oy O33 Op Oyp3 0'23] 24

A tensdo o ¢ a octaédrica de escoamento encontrada em ensaio de tragdo

simples e dada como:

o

_ O , - .
o= \/_ ,onde o, ¢ atensdo de escoamento do material. 2.5
3

A representacdo grafica da superficie do critério de von Mises segundo as

direcdes de tensao principal ¢ apresentada na Figura 2.1.
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Ainda segundo CHEN & HAN (1988), o critério de Drucker Prager, formulado
em 1952, ¢ uma simples modificacdo do critério de von Mises, onde a influéncia da
componente de tensdo hidrostatica ¢ introduzida através da inclusdo de um termo
adicional linear no critério de von Mises. Este critério ¢ especifico para materiais
isotropicos e, devido a possibilidade de consideragdo de diferentes tensdes de

escoamento para tragao e compressao, ¢ aplicado a materiais frageis como o concreto.

<2 Ot
~ g superficie do critério de

- von Mises

Figura 2.1 — Superficie do critério de von Mises.

A superficie de Drucker Prager pode entdo ser representada pela seguinte

expressao:
B 1 12
f=f(0')—5=(50'TP0'] tau'c-5<0 2.6

onde os termos P e o sdao os mesmos apresentados nas equagdes 2.3 e 2.4,

respectivamente. O novo vetor y para inclusdo dos termos lineares ¢ definido como:

,u=[] 1 1 0 0 0] 2.7

Os parametros de escoamento & e « sdo definidos em fun¢do da coesdo “c” e

angulo de atrito interno do material “ ¢ ”, ou seja:

2sen ¢ e o - 6¢cos ¢
\/5(3—sen¢) ’ \/5(3—sen¢)

G =0, onde: a= 28
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Para o =0 a expressdo 2.6 recai na expressdao do critério de von Mises. A
representacao grafica da superficie do critério de Drucker Prager segundo as direcoes de

tensdo principal ¢ apresentada na Figura 2.2 a seguir.

Otent

o1
superficie do critério de
Drucker Prager

Figura 2.2 — Superficie do critério de Drucker Prager.

Para o caso de materiais ortotropicos e anisotropicos, os critérios mais
utilizados sdo os critérios da Maxima Tensdo de Tracdo, proposto em 1967 por
Waddoups como uma extensdo para o critério de Rankine, critério da Maxima
Deformacao, sendo este similar ao critério de Waddoups para tensdo, critério de Hill
como extensdo do critério de von Mises, o critério de Tsai-Hill proposto por TSAI
(1968) e baseado no critério de Hill, critério de Hoffman como extensdao dos dois
anteriores ¢ Huber-Mises também como extensdo do critério de Hill, critério de Hashin,
para materiais fibrosos unidirecionais e critério de Tsai-Wu, sendo este tltimo, proposto
por TSAI & WU (1971), o mais completo em termos de consideragdo da anisotropia
geral dos materiais. Trabalhos como os de BRUNIG (1995), CLOUSTON & LAM
(2001) e KOLAKOWSKI (2003) podem ser citados como exemplo da utilizacdo do
critério de Tsai-Wu na anélise de materiais anisotropicos gerais. Por este motivo, apesar
de se estar considerando materiais compostos por laminas ortotropicas nesta pesquisa,
optou-se por estudar e implementar o critério de Tsai-Wu nos cédigos desenvolvidos
neste trabalho.

O critério proposto por TSAI & WU (1971) baseia-se na teoria de ruptura

representada por tensores polinomiais sugerida inicialmente por Gol denblat e Koprov
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em 1965. Os autores procuraram simplificar € a0 mesmo tempo melhorar a versao
sugerida por Gol'denblat e Koprov. A superficie de ruptura no espago das tensdes €

descrita pela seguinte expressao:
Lo,+Fo0,=1 = (i,]=12,..,6) 2.9

onde F € o tensor desviador de resisténcia e L o hidrostatico.
Expandindo-se a expressdo 2.9 obtém-se:

Lo, +L,0,+L0,+L,0,+ Lo, + Lo+
+Fl10'12 +2F,0,0,+2F,0,0,+2F,0,0,+2F0,0,+2F0,0,+
+F220'22 +2F,,0,0,+2F,,0,0,+2F,,0,0,+2F,,0,0,+
+F,0; +2F,,0,0, +2F,,0,0,+2F,0,0, + 2.10
+F,,0; +2F, 0,0, +2F, 0,0, +
+F550-52 +2F0,04+

+F 0. =1
Matricialmente, o critério pode ser representado da seguinte forma:
f=f(o)-1=(c"Fo+L'c)-1=0 2.11

onde I e L assumem a forma descrita em 2.12:

o_| B Fe By By B Byl | |L -
F;'l F;'Z F;S F;4 F;'S F;'G LS
_Fvél F'62 F'63 F'64 FVGS F'66_ _LG_

Os termos lineares o, consideram tensdes que descrevem rupturas induzidas

por diferencas entre tensdes positivas e negativas e, em conjunto com oS termos

quadraticos o,0;, definem um elipsdide no espago de tensdes principais. De acordo
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com TSAI & WU (1971), os valores dos termos de interagdo Fj sdo limitados pela

desigualdade:
2
VR F,—F} 20 2.13

condi¢do essa que, geometricamente, assegura que a superficie de ruptura intercepte
cada eixo de tensdo e que sua forma seja de um elipsoide, Figura 2.3.
Para o caso de materiais ortotropicos, ainda segundo TSAI & WU (1971),

abordados neste trabalho, a expressdo apresentada em 2.10 se reduz a:
Lo, +L,0,+ Lo, +
+F,\ 07 +2F,0,0, +2,0,0, + F,0; +2Fy,0,0, + 2.14

2 2 2 2
+F,0;5 + Fyo, + Fiso5 + Fog =1

Matricialmente tem-se:

By F, Fy 0 0 0 L
F;l F;2 F23 0 O 0 L2
o | B Fo By 00 0| L 1S
O 0 0 F, 0 0 0
0 0 0 0 F, 0 0
(0 0 0 0 0 F] 0 |

onde as tensdes o,, 0, € 0, sdo, respectivamente, as tensdes de cisalhamento
T35 Tp3 € 79

A representacdo grafica da superficie do critério de Tsai-Wu segundo as
diregoes de tensdes principais ¢ apresentada na Figura 2.3.

Segundo os autores, o tensor de resisténcia F; possui as mesmas propriedades
de simetria elastica que os tensores constitutivos de rigidez (Cy) e de flexibilidade (Sj)
dos materiais, inclusive 0 mesmo nimero de elementos independentes e diferentes de
zero. Sendo assim, as transformagdes necessarias entre sistemas de coordenadas podem
ser realizadas de acordo com as conhecidas leis para manipulacdo tensorial. Afirmam

também, que a maioria dos critérios existentes sdo limitados a materiais ortotropicos,
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enquanto que o presente critério pode ser aplicado para materiais anisotropicos gerais,
permitindo inclusive, transformacdes do tensor de resisténcia Fj; para outros sistemas

de coordenadas.

Z., superficie do critério de

Tsai-Wu

01
Figura 2.3 — Superficie do critério de Tsai-Wu.

Os elementos de L; e Fj; sdo determinados em laboratorio através de ensaios de
tracdo e de compressdo simples, bem como, de cisalhamento puro. Portanto, os

parametros de resisténcia podem ser escritos por:

L :L_L ;L :l_i ;L ZL_L (a)
X X Y Y zZ Z
11 11 11
Li=—-—; L=—-—; L=_-7 (b)
0 1Q R 1R S f 2.16
11 XX, 22 YY’ 33 ZZ’
1 1 1
fumgor Srr feTsy @

onde Xe X'; Ye Y'; Ze Z sdo, respectivamente, as resisténcias a tracdo € a compressao
nas direcdes das fibras 1, 2 e 3; Qe Q'; R e R’; S e § sdo, respectivamente, as
resisténcias positiva e negativa ao cisalhamento puro nos planos 1-3, 2-3 e 1-2.

Para a determinacdo experimental dos termos Fj; (com i # j) ndo sdo suficientes
ensaios uniaxiais ou de cisalhamento simples. Sua determinagao requer combinagdes de
estados de tensdes, sendo possivel entdo, inimeras combinagdes e formas diferentes de
ensaios. A determinacdo desses valores ndo se caracteriza como objetivo deste trabalho.

Portanto, informac¢des mais detalhadas sobre esses ensaios podem ser encontrados em
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TSAI & WU (1971), SHIH & LEE (1978), HYER (1998), HUYBRECHTS ef al.
(2002), MAGAGNIN FILHO (1996) ¢ VANALLI (2004), bem como informagdes
complementares sobre o critério de um modo geral.

Uma outra forma de se obter tais propriedades de resisténcia ¢ por meio de
transformagdes das propriedades de resisténcias entre sistemas de coordenadas,
valendo-se de operagdes idénticas as que podem ser efetuadas com os tensores
constitutivos Cj; e Sj;.

Baseando-se nos parametros de resisténcia envolvidos na expressao polinomial
do critério, verificam-se as possibilidades de falha previstas, podendo ser desde uma
simples ruptura por tragdo, como a combina¢cdo de um estado biaxial de solicitagdo,

onde também se pode verificar a ruptura do corpo por efeito do cisalhamento.
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CAPITULO 3
MODELOS REOLOGICOS

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresenta-se a formulacdo geral para o método dos elementos
finitos partindo-se do problema elastico-linear e, depois de introduzidos os conceitos de
plasticidade e da abordagem diferencial de viscosidade chega-se na expressao completa
viscoplastica para o MEF.

Deve-se comentar que o modelo viscoplastico que foi implementado nesta
pesquisa nao apresenta comportamento instantdneo visando simplicidade nas
implementagdes, sendo que tal comportamento pode ser introduzido na formulagdo
seguindo procedimento descrito para materiais isotropicos modelados pelo MEC em

MESQUITA (2002).

3.2 MODELOS REOLOGICOS GERAIS

A adocao de modelos simplificados para a representacdo da relagao
constitutiva dos materiais ¢ necessaria devido a complexidade da representacdo do real
comportamento destes. Os chamados Modelos Reologicos basicos buscam a
representacdo da relagdo existente entre tensdo e deformacdo para alguns materiais
especificos e mais simples de serem modelados. A complexidade do comportamento de
outros, no entanto, exige que esses modelos iniciais sejam combinados a fim de se algar
o resultado desejado.

Neste sentido, sdo apresentados a seguir modelos reoldgicos uniaxiais

simplificados, para o comportamento dos materiais, que sao utilizados neste trabalho.
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Parte-se do comportamento elastico-linear sendo introduzidos conceitos de viscosidade
e plasticidade gradativamente para se obter a expressao final da representagcao
viscopléstica. As expressdes obtidas sdo utilizadas na formulacdo do Método dos
Elementos Finitos aqui apresentada.

O modelo eléstico-linear, representado esquematicamente por uma mola como
a da Figura 3.1, caracteriza-se pelo aparecimento de deformagdes elésticas instantaneas
a aplicacdo de solicitagdes estaticas, independentes do tempo. Em caso de
descarregamento, essas deformagdes sdo totalmente recuperadas, ndo ocorrendo
portanto o surgimento de deformagdes residuais. Para este modelo, a relacdo
constitutiva se da através da Lei de Hooke, ou seja:

o, =Cyéy 3.1

onde o; e &, sdo tensdes e deformagdes respectivamente e C,

;s € amatriz constitutiva

elastica para o material, podendo esta ser isotrdpica, ortotrdpica, ou ainda, na forma

mais geral, anisotropica.

€

Figura 3.1 — Modelo elastico linear.

A representacao para o modelo viscoso ¢ dada por um amortecedor, Figura 3.2,
sendo que este modelo apresenta um comportamento dependente do tempo. Desta
forma, mantendo-se constante a solicitagdo aplicada, ocorrera variacdo das deformagdes

ao longo do tempo. A relacdo constitutiva para o modelo linear ¢ dada por:

Oy =Myju€u 3.2

onde 7, ¢ a matriz viscosa escrita em fungdo de pardmetros representativos,

determinados experimentalmente, da viscosidade do material. Na equacdo 3.2 fica

determinado que as tensdes dependem da velocidade de deformacao do material.
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€

Figura 3.2 — Modelo viscoso.

A composicao dos modelos eléstico e viscoso, proporcionando uma abordagem
viscoelastica, se dd pela combinacdo destes modelos. Deste modo, adota-se para este
trabalho o modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt, representado pelo arranjo em paralelo

de um amortecedor e de uma mola, Figura 3.3:

E

n

€

Figura 3.3 — Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt.

Para o modelo e Kelvin-Voigt, as deformagdes na mola e no amortecedor sdo

iguais, portanto:

c. =gt =¢g’ 33

onde Eys g; e &, sdo, respectivamente, as deformagdes totais, eldstica e viscosa.

A tensdo total ¢ dada pela tensdo elastica atuante na mola somada a tensdo

viscosa do amortecedor, ou seja:
_ e v
c,=0;+0; 3.4

sendo estas tensoes definidas como:

. . . o )
O, = Cz'jklgkl = Czjklgkl € Oy =N = Myjuéu 3.5

onde, como visto anteriormente, C,,, ¢ a matriz constitutiva elastica e 7, ¢ a matriz

viscosa, que para materiais isotropicos, pode ser representada na forma indicial por:
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Nijtm = eaﬂé‘gfé‘/m + e,ulu(é‘ilé‘jm + é‘lmé‘jl) 3.6

onde 6, e 6, sdo coeficientes representativos da viscosidade do material, determinados

em ensaios simples de cisalhamento e de tragdo uniaxial. Os termos A e x4 sdo as

conhecidas constantes de Lamé para materiais isotropicos, expressos da seguinte forma:

vE E

A=y e p=G=—r
(ev)i-2v) ~“ 37

Entretanto, na grande maioria dos materiais, a matriz viscosa 77,,, pode assumir

uma forma mais simples, tornando-se dependente apenas de um tUnico pardmetro

viscoso y . Desta forma, tem-se y =6, =6, sendo a matriz viscosa escrita da seguinte

forma:

Nijw =7 Cy’k/ 3.8

Adota-se, portanto, a expressao simplificada para a matriz viscosa dada pela
equagao 3.8 para os desenvolvimentos do presente trabalho. Desta forma, a expressao

3.4 para as tensdes pode ser escrita como:

0, = Cyéu +7Cyuéy (para y =0, =0,) 3.9

i ij

O tratamento do problema viscoso, neste trabalho, se da utilizando-se de
algoritmos de integracao temporal (MESQUITA (2002), MESQUITA & CODA
(2002)), onde incrementos de tempo sdo considerados, tal como aqueles usualmente
empregados nas analises dindmicas, diferentemente das formulagdes usuais
(LEMAITRE & CHABOCHE (2000), MUNAIAR (1998)), onde a viscosidade do
material ¢ considerada fazendo-se uso de fungdes de fluéncia ou de relaxagdo sendo que
as solicitagdes sdo aplicadas de forma incremental.

Para o modelo pléstico, a representacdo simplificada se da através do

deslizamento no freio que ocorre a partir do momento em que a tensdo de escoamento

o, ¢ ultrapassada, Figura 3.4. As deformacdes provenientes deste mecanismo, quando

se ultrapassa a tensdo de escoamento do material, sdo imediatas e irreversiveis.

Rodrigo Ribeiro Paccola



Capitulo 3: Modelos reologicos 40

e
Figura 3.4 — Modelo plastico.

O modelo reoldgico representativo para o problema elastoplastico ¢ obtido pelo
arranjo em série de uma mola com outro arranjo sélido-mola em paralelo, tal como na

Figura 3.5:

Ep | Ee
€

Figura 3.5 — Modelo elastoplastico.

onde H define o modulo pléstico tangente do material (endurecimento) e o, a tensdo de

escoamento.
Neste caso, a deformacao total ¢ definida pela soma da deformacao no trecho

elastico e no trecho plastico:
&y =&y t+eED 3.10

onde g = jd &, ao longo do desenvolvimento das deformagdes.
Com isso, a tensdo total fica definida por:

P
E(ki)

_ e __ _ P | _ _ P
O, = Cz'jkl Sy = Cijkl Eu .[ dej, | = Cijkl &y — 0y
0

com o} = I doj = I C,,d&;; encontrado no algoritmo de retorno descrito no capitulo 7.

Tendo-se apresentado os modelos para os problemas viscoelastico e

elastoplastico, introduz-se o modelo reoldgico para o problema viscoplastico. O modelo
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adotado, para o presente trabalho, ¢ representado pelo arranjo em paralelo do modelo

viscoso de Kelvin-Voigt com o modelo elastoplastico, Figura 3.6:

H
€p ‘ Ee
€

Figura 3.6 — Modelo viscoplastico.

Neste caso, as deformagdes sdo relacionadas por meio da seguinte expressao:

v e p e _ p
Ey =€y =&y téy = Epy =€y — &y 3.12

onde &, &, &, € &} sdo, respectivamente, a deformagdo total, elastica, viscosa e

plastica. A tensdo total do conjunto ¢ definida pela soma das tensdes viscosa no

amortecedor e elastoplastica no trecho elastopléstico, como:
_ __ep v
o; =0, +0; 3.13
Analogamente, o, o)/ e o) sdo, respectivamente, tensdes total,
elastoplastica e viscosa, sendo que:

ep e
o, =Cuéu

3.14
v v .
0y =Nyéu =V Ciuén

onde C,, ¢ a matriz constitutiva elastica, 7,,, ¢ a matriz viscosa definida pela equagao

3.6.

Desta forma, as tensdes totais da expressao 3.13 podem ser reescritas na forma:

Rodrigo Ribeiro Paccola



Capitulo 3: Modelos reologicos 42

O, = C;'/klglfl + 7Cg;k/‘ék/ = Ci/kl (gkl — & ) + 7Cg;/f/ék1 = C;'jkl (gkl + 7€y ) _szf 3.15

As expressdes aqui encontradas, para os diversos modelos e representagdes,
podem entdo ser utilizadas para os desenvolvimentos das formulagdes baseadas no
Método dos Elementos Finitos. Isto se da através da introdug¢do das expressdes aqui
encontradas nos termos da Energia de Deformag¢ao ou PTV, escritos em fun¢do do
problema que se deseja abordar.

Portanto, partindo-se da expressdo do Principio da Minima Energia Potencial
Total para se encontrar as equacdes de equilibrio algébricas, pode-se escrever estas na
forma matricial e entdo resolver o problema que se esta tratando com a utilizagdo de
rotinas para resolucdo de sistemas lineares.

A energia potencial total pode ser escrita como:
[I=U+V-P 3.16

onde U ¢ a energia de deformacdo contendo o termo elastico e plastico, tal como:
e h 1
U=U°+U°= J.QJ. Gideide = EJ‘Q Cijklsklaide - '[Q Ggﬁide 3.17
0

Em 3.16, P ¢ a energia potencial das forgas externas (conservativas) e V' € um

potencial dissipativo onde, segundo LANCZOS (1970), seu diferencial ¢ dado por:

oV ) oV oV i
SV = 8_68ij = yCijklgklé‘)aij ou—=—= YCijlekl 3.18

€ dg;  Og;

Deve-se observar que para se escrever 3.17 se usou a seguinte medida de

pequenos deslocamentos:

1
g, :E(u“+ujji) 3.19

1]

e o fato do tensor constitutivo ser simétrico.

(1344
1

Em 3.19 u;; representa a derivada do deslocamento na dire¢do em relacao

[13%3]

a direcdo “j”, com i e j variando de 1 até 3 para o caso tridimensional.
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A parcela de velocidade de deformagdo dada por &, na expressdo 3.18 ¢

escrita da seguinte forma:
. 1. .
& = E(u' ) 3.20

onde a parcela de velocidade de deslocamento, aproximada de forma linear ao longo do

tempo, ¢ escrita como:

u; :M 3.21

onde At ¢ o intervalo de analise, o indice “t” representa o instante atual e pode ser
suprimido nas expressdes que seguem, conseqiientemente o indice “t-1” representa o
valor da grandeza calculado no instante anterior, e portanto conhecido no instante atual.

Para se obter o equacionamento algébrico para o problema, deve-se ainda
substituir as expressoes de deformacdes e velocidade de deformacdes apresentadas em
3.19 e 3.20 respectivamente, em 3.17 e 3.18 e posteriormente as aproximacdes para os

deslocamentos e suas derivadas que, genericamente, sao dadas por:

u; = ¢jaij

Ui = o (&)ﬁf

3.22

onde a barra sobre as varidveis de deslocamento indica que sdo valores nodais.

Antes de se efetuar a integracdo da expressdo obtida no dominio do corpo
divido em elementos, € necessario que se realize a minimiza¢ao do funcional da energia,
derivando-se o funcional em relacdo a cada um dos pardmetros nodais existentes na
expressao encontrada.

Assim, sdo encontradas as equagdes de equilibrio que, depois de integradas nos
elementos, fornecem as equacdes algébricas que devem ser resolvidas para se obter a
solugdo do problema que est4d sendo modelado.

Organizando-se estas equagdes na forma matricial, tem-se:

KU +yKU =F +F” 3.23
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onde K ¢ a matriz de rigidez, U e U os vetores de deslocamentos e velocidades nodais

respectivamente, F o vetor de forcas nodais e ¥ o vetor de residuo pléstico.

Neste caso, a equacdo de equilibrio ¢ diferencial no tempo e algébrica no
espaco devido a parcela referente ao comportamento viscoso onde, da mesma forma que
em 3.21, assume-se a seguinte aproximacgdo temporal para o vetor de velocidades

nodais:

U:M originando 1+L KU, :F+lKUt 3.24
At At At

resultando em algoritmo de passo simples com iteragdes no passo de tempo para
definicdo do equilibrio temporal. O vetor F” ¢ o vetor de forgas residuais proveniente
da integracdo das tensdes residuais ao longo dos elementos.

A solucdo do equacionamento matricial apresentado em 3.23, estabelece um
estado de tensdo que deve ser submetido a expressdo do critério de plastificagdo

adotado, a fim de se verificar se a solu¢do encontrada satisfaz tal expressdo. Caso esta

verifica¢do ndo seja satisfeita, aplica-se o residuo referente a parcela F'”, resultando em
um processo iterativo, em marcha, onde novos valores de deslocamento devem ser
calculados até que se encontre o equilibro e a expressao do critério de plastificacio seja
satisfeita.

Por razdes didéticas, a transformacdo da expressdo integral de 3.16 na
expressao algébrica 3.23 e posteriormente no processo em marcha 3.24 serd feita para
elementos de barra 2D e 3D (linear) e de casca (ndo-linear) nos préximos capitulos,
apesar do processo nao-linear completo ter sido implementado numericamente em todos

0OS Casos.
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CAPITULO 4

FORMULACAO PARA O ELEMENTO FINITO DE
PORTICO 2D

4.1 INTRODUCAO

Apresenta-se a formulagcdo de um elemento finito de pértico com 3 graus de
liberdade por n6 e aproximagdo quadratica para variaveis. Sendo assim, o elemento
possui 3 nos sendo que para cada um dos nds sdo estabelecidas duas translagdes
(vertical e horizontal) e uma rotacdo. A cinematica a ser adotada ¢ utilizada para
laminados e leva em consideragdo o efeito do esfor¢co cortante na deformacdo. A
existéncia das laminas permite que sejam considerados materiais diferentes tornando
possivel a representacdo de pecas de se¢do composta, como por exemplo uma
simplificagdo de pecas de concreto armado. Tal cinematica considera a rotacdo da se¢ao
transversal como grau de liberdade independente, ou seja, ndo ¢ dada como a derivada
do deslocamento vertical em relagao ao eixo horizontal, nem como uma correcao desta
derivada para se introduzir a energia devida a forga cortante na pega. Com isso, assume-
se que secdes planas permanecem planas, porém nao ortogonais ao eixo do elemento
apos a deformagao.

Este elemento foi desenvolvido com o Unico intuito de ajudar a verificar se o
tipo de cinematica adotado para os elementos 3D estd livre do travamento por forga
cortante ou, caso ndo esteja, qual a limitagdo da formulagao adotada.

Alguns exemplos sdo apresentados constatando-se que ao se considerar vigas
tidas como finas a partir da cinematica de laminados o problema de travamento ndo

ocorre.
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4.2 CINEMATICA

A cinemadtica para o elemento de portico bi-dimensional ¢ apresentada a seguir,
sendo que os deslocamentos para o sistema de referéncia adotado no centro da camada
sdo dados em fun¢do dos deslocamentos do sistema de referéncia adotado para o

problema. Tem-se portanto a cinematica para um ponto “P”’ qualquer dada por:

c
o
—
=
Il

uO(X)+t90(X).(f+y)
Ve (x,3) =7, (X) 4.1

Sendo x e y o sistema de referéncia no centro da camada, X ¢ Y o sistema na
referéncia adotada, f a excentricidade entre o cg da camada e o eixo de referéncia e h a
altura da camada, sendo ainda o sentido positivo do giro dado pela regra da mao direita .

Para facilitar o entendimento das expressdes apresentadas em 4.1, ilustra-se na
Figura 4.1 o deslocamento de um ponto “P” de uma camada “a” em relacdo ao eixo do

elemento, tomando-se como base os deslocamentos medidos no eixo de referéncia

adotado:
Y
y=h/2 y
h % ~y 1 |P -
X
f y=-hi2

Figura 4.1 — Cinematica de um ponto “P”’ qualquer.
4.3 DEFORMACOES

Obtidos os deslocamentos através das expressdes cinematicas adotadas para o
problema, determinam-se as deformacgdes (pequenos deslocamentos) em fun¢do das
derivadas das equagdes cinematicas.

Vale salientar que ndo serdo introduzidas aproximagdes de elementos finitos
até que sejam encontradas as expressoes de equilibrio, neste capitulo, pela aplicacdo do

Principio dos Trabalhos Virtuais.
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. - ou, (x,y)

) Ox

o Tn 1[0, (xp) O, (%) 42
Y2002 oy ox

Expandindo-se as expressdes apresentadas em 4.2, tem-se as equacgdes gerais
para as deformacgdes em funcdo das derivadas dos deslocamentos calculados no ponto

“P” dadas por:

Ou,(X) N 00,(X)

STy o (y+f)

4.3
e _Vw _ (9 (X)+6v (X)j
) oX

4.4 TENSOES

Uma vez escritas as deformagdes em fungao das derivadas dos deslocamentos e
giros, aplica-se a Lei Constitutiva (ainda linear) para os materiais, obtendo-se as tensodes

para o ponto “P” da camada do elemento de portico em questao.

o, =Fe¢,
T, = G.yxy 4.4

Substituindo-se as expressoes das deformacdes de 4.3 em 4.4 tem-se:

o - ((%t&)(()() 060,(X) o+ f)]
45
= (6’ (X)+av (X)j
oX

Novamente, as expressOes obtidas estdo em funcdo das derivadas dos
deslocamentos e giros, uma vez que estes serdo aproximados pelo Método dos

Elementos Finitos.
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4.5 ESFORCOS SOLICITANTES

Os esforgos solicitantes sd3o obtidos integrando-se as tensdes normal e de
cisalhamento ao longo da largura e da espessura dos elementos. Tais esfor¢os sao
tomados em relagcdo ao eixo de referéncia adotado para o problema, sendo as tensdes
normais calculadas em cada camada e posteriormente transferidas para o referido eixo,
computando-se os momentos fletores provenientes da transferéncia dessas tensdes. O
mesmo procedimento ocorre com as tensdes de cisalhamento, sendo que estas nao

provocam momento em relagdo ao eixo de referéncia.

4.5.1 FORCA NORMAL

ou,(X)  06,(X) _
Nziax.dAziE.( A .(y+f)].dA—

4.6

- 1[0, 200
oX oX

Em 4.6, “b” ¢ a largura do elemento de pértico, na implementagdo numérica do

caso bidimensional “b” foi considerada constante por simplicidade.

4.5.2 FORCA CORTANTE

o, (X)

vy =z, kda=] G.(@O(X) +

A

j.k.dA =

4.7
= k.G.A.(HO (X)+ Mj
ox

Novamente, em 4.7, “b” ¢ a largura do elemento de poértico e “k” € o fator de
correcdo adotado por ter-se considerado se¢do plana (giro constante) ao longo da
espessura do elemento de portico e conseqilientemente distribui¢do constante da cortante

ao longo da secdo transversal do elemento de portico.
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4.5.3 MOMENTO FLETOR

O momento apresentado em 4.8 surge como conseqliéncia da transferéncia das
tensdes normais atuantes nas camadas para o eixo de referéncia adotado. Portanto, o
momento ¢ dado pelo produto entre a tensdo normal e sua distdncia ao eixo de
referéncia adotado. A distancia para este caso ¢ dada pela excentricidade existente entre
o eixo do elemento e eixo de referéncia, acrescida da coordenada vertical (y) do ponto

“P” com seu valor real, ou seja, considerando seu sinal.

My =[o.(y+f)dd=

A

N E_(aua (X) , 06,(X)
2T ax ox

-(y+f)j-(y+f)-dA = 4.8

oX

PPN 26,0

+EAf. =%

Os sentidos positivos dos esforgos solicitantes podem ser visualizados na

Figura 4.2 a seguir.

Vxy

Nx

Figura 4.2 — Convengao de sinais para os esfor¢os solicitantes.

4.6 TENSAO RESIDUAL

A consideragdo da existéncia de uma tensao residual no calculo dos esforcos
solicitantes tem o intuito de introduzir na formulagdo a idéia inicial para posterior
consideracdo de comportamento ndo-linear fisico nos problemas tridimensionais
(portico e casca). Inicialmente poderia ser esta tensao proveniente de uma variacao de
temperatura ao longo da espessura do elemento de portico, uma vez que tal variagdo

causaria o surgimento de tensdes que provocariam esforgos solicitantes nos elementos.
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Com base nesta idéia, apresentam-se as expressoes dos esforcos solicitantes
considerando-se a inclusdo de tensdes residuais nas expressoes dadas em 4.9, 4.10 e

4.11.

4.6.1 FORCA NORMAL

N=[(o,-07)d4 :I(E.(au“(X) + 890(X).(y+f)j—a;jdA:

oX oX
ou,(X) 06,(X 4.9
=A.E.( u,(X) , 06 )_fj_J'a:dA
oX )¢ o
4.6.2 FORCA CORTANTE
: v (X))
Vy Z_A[(Txy —rxy)k.dA :_[(G'(QO(X)-F%j_Txyjk'dA =
v (X) 4.10
v, .
:k'AG-(‘go(X)"‘aTj—k._[TxydA
4.6.3 MOMENTO FLETOR
My =[(o,~0).(y+/)dA=
ou (X) 96,(X) , )
({20,200 . )}y it

_ ou, (X) 06,(X) 2 06,(X) ¢,
_E.A.f.( e j+E.I.—aX +EASL [or.(v+1).da

A

A parcela referente a tensdo residual permanece na integral pois pode assumir
valores diferentes em cada um dos pontos de Gauss distribuidos ao longo da espessura,
devendo portanto ser integrada numericamente em tempo de processamento no

programa desenvolvido.
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4.7 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS - PTV

O equilibrio, representado pela aplicacdo do Principio dos Trabalhos Virtuais,
possibilita a obtencao da matriz de rigidez e do vetor de cargas nodais envolvidos na
formulagdo. O relacionamento entre tais grandezas ¢ alcangado quando sao igualados os
trabalhos virtuais interno e externo da estrutura.

O trabalho virtual interno ¢ dado pelo produto entre os esforgos solicitantes e

as variacoes dos deslocamentos virtuais em relacao ao eixo de referéncia.

W= {NX.—(%M” Sl
! X

. 85up(X,—f)+65vp(X,—f) y .8590()()}.61;5 4.12
! oY oX L) ¢

Apo6s efetuar-se algumas simplificacdes paralelamente a substituicdo das
expressoes dos esforcos, deslocamentos e suas derivadas, obtém-se a seguinte expressao

parao PTV:

jK [6u L(X) | 96,(X) fj [ord A}aauo()()Jr
) oxX oxX

A

+(kAG(90(X)+Mj—k | r;ya’Aj.(dﬁo(X)+Mj+
oxX ) oxX

(f(AEﬁu(X)I dA} o 00,(X) EAfzaeo(X)Jaaao(X)]dx
oxX oxX

4.13

" oX oX

Seguindo a idéia apresentada em MENEZES et al. (2001) para elemento de
casca laminada, o PTV pode ainda ser representado matricialmente agrupando-se os
deslocamentos virtuais e reais e suas respectivas derivadas em vetores e as grandezas
relacionadas a cinematica, geometria e propriedades do material em matrizes chamadas
aqui de matrizes de contribui¢do. Uma posterior integracdo dessas matrizes, ao longo do
elemento, ira fornecer a matriz de rigidez para o elemento de portico laminado, através
da superposi¢cao das mesmas.

As matrizes de contribui¢do, assim denominadas em MENEZES et al. (2001),

sdo as matrizes que aparecem na equagao 4.14.
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00 0 7 0
W = [| {51y v, 80,1410 0 0 |v =1 0 +
t 0 0 kG.A| |6, kjr;ydA
A

[orda
A

+{Otty vy SO, }[0 O kKGA| v, p—ik[rhdA i+
A

00 O 6, 4.14
f.[G;dA
A
0 0  Of uy,
+{6u, v, G,}.]0 0 0[<vy, e+
0 kGA 0] |6,
EA O EAf Uy x
+{5u0,X OV, x 56?0,)(}. 0 0 0 A Vox (|dx

EAf 0 EI+EAf*] |6,

Antes de se efetuar a referida integragdo, faz-se necessaria portanto a
introducao da aproximacdo de elementos finitos. Vale salientar que para qualquer
aproximacao desejada a formulacdo passa a ser modificada deste ponto em diante, ndo
sendo necessario portanto que sejam refeitos todos os passos até aqui apresentados.

De forma genérica, para qualquer aproximagao das varidveis, tem-se:

uy ouy
vy OV,
0. 50,
ué&ué
u, ou, g 0 0 ¢ O O -~ ¢ O 2 82
v,Ov,t=|0 ¢ 0 0 ¢ 0 - 0 g .00250(;
6, 96, 00 ¢ 0 0 ¢ - 0 0 ¢ "
u, ou, 4.15
Vv, OV,
6y 66,
%/_J
{{u},{&t}}
u, Su, 4 0 0 ¢4 0 0O -~ ¢ 0 0
v ov,t=|0 4 0 0 ¢ 0 0 ¢ 0| {{u}.{ou}}
0, 56, 0 0 g 0 0 ¢ - 0 0 ¢
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As funcdes de forma para a aproximagdo quadratica mencionada no inicio da

formulacio sio dadas em 4.16.
MO=5(E-E)  aO=(-8)  aO=5(EH) 4
As derivadas destas funcdes de forma sdo dadas em 4.17.
AE=TE) AE)=26 AO=3024) 4y

Graficamente tem-se:

¢ (&) (&)

—1

Figura 4.3 — Fungdes de forma para o elemento quadratico.

Adotada e introduzida a aproximagdo, substitui-se as expressdes de 4.15
particularizadas para aproximagdo quadratica, na forma matricial do PTV em 4.14, sdo
obtidas as matrizes e os vetores de 4.19 antes ainda de se efetuar a integragdao ao longo

do eixo do elemento. Como simplificagdo assume-se em 4.18:

g 0 0 ¢ 0 0 ¢ 0 O
[¢]—0¢100¢200¢30]
0.0 ¢ 0 0 ¢ 0 0 4
¢]'00¢2'00¢3'00
[#]=|0 & 0 0 4 0 0 4 0
0 0 ¢ 0 0 4 0 0 g

4.18
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0 0
W =[| {0} [g] {0 0 0 |[g]{u}+
: 0 kG.4
00 0
+{5 {0 0 kG.A].[¢].{u}+
0 0 0
0 0
ou [ [0 0 0|[¢]4u
0 kGA 0
EAS 4.19
+{§u 0 [¢J{u
EAf 0 El+EAf ]
. '[O-;dA
—{ou}"[g]' 4 0 t-{ou} [¢] {k[r,dd | |dx
k[, dA .
y f[olda

Finalmente, parte-se para a integragdo da expressdo obtida em 4.19 e com isso
encontra-se a matriz de rigidez do elemento de portico laminado. A integragdo pode ser
feita analiticamente ou numericamente e em tempo de processamento, em caso de
programacao. Neste caso, para obtencdo da forma analitica da matriz de rigidez e do
vetor de esforgos referentes as tensdes residuais, aplica-se a integracdo analitica.

Portanto, fazendo-se a integragdo das fungdes que acompanham as matrizes de
contribui¢do, obtém-se a matriz de rigidez para o elemento de pdrtico laminado dada em

4.20.

[ 7E4 0 TEASf _BEA 0 _BEAS EA EASf
3L 3L 3L 3L 3L 3L
o 7kG.A LkG.A. o 8kG.A 2kG.A o 1kG.4 kG.A
3.L 2 3L 3 3L 6
TEAf _1kGA TEAf’ 1EI 2LkGA SEA[ 2kGA SEAf' S8EIl LkGA EAf _1kGd4  EAf’ EI LkGA
3L 2 3L 3L 15 3L 3 3.L EVART 3L 6 3L 3L 30
8.EA 0 _8EASf 16.E.4 0 16EAf 8.E.4 0 _8EASf
3L 3L 3L 3L 3L 3L
k-l o 8kG.A 2kG.A. 0 16.k.G.4 0 8kG.A 2kGA
3L 3 3L 3L 3
BEAf 2kGA SEAf 8.EI LkGA 16EAf 0 6EAS 16El 8LkGA SEAf 2kGA SEAJS’ SEIl LkG.A
3L 3 3L 3L 15 3L 3L 3L 15 3.L 3 3L 3L 15
EA 0 EAf 8EA _SEAS TEA TEAS
3L 3L 3L 3L 3L 3L
0 1kG.A LkG.A. 0 8kG.A 2kG.A 7kG.A 1kG.A
3L 6 3L 3 3L 2
EAf  kGA EAf* El LkG.A 8EAf _2kGA SEAS’ 8EI LkGA TEAf 1kGA TEAS TEI 2LkGA
3L 6 3L 3L 30 3L 3 3L 3L 15 3L 2 3L 3L 15
4.20
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A parcela do vetor de cargas referente as tensoes residuais assume a forma de

421:
[#oiar
Vv
k[ e, dv
Vv
k[ g z,dv+ f[gordr
Vv Vv
[g.0lar
V
k l g dV o
k[g,z,dv + f|poldv
vV 4
[poav
Vv

k[ gzl,av
V

k[gz,dv+ f[goldv
4 14

Com o elemento de portico, pode-se adotar como eixo de referéncia as faces
externas ou internas dos elementos, ndo ficando preso ao eixo do cg dos mesmos.

Uma opgao de utilizagdo deste elemento € o calculo de pilares engastados com
carregamento excéntrico, visto que permite-se adotar o eixo de referéncia como sendo a
linha de acdo do carregamento excéntrico, uma vez que este ¢ sempre fornecido em

relacdo ao referido eixo.
4.8 EXEMPLOS DE APLICACAO

Para todos os exemplos, adota-se eixo “X” como sendo horizontal e com
sentido positivo para a direita. O eixo “Y” ¢ adotado como sendo perpendicular ao papel
e com sentido positivo entrando no mesmo servindo para medir os giros sempre em
torno do eixo “Y” no caso dos porticos planos. Finalmente, o eixo “Z” ¢ adotado
vertical e com sentido positivo para cima. A convengdo de sinal para rotagao ¢ dada
para cada um dos eixos segundo a regra da mao direita. A dire¢ao dos eixos pode ser

visualizada na Figura 4.4.
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Figura 4.4 — Convencgao de sinais — Eixos Globais.

4.8.1 EXEMPLO 01

Os dados para este exemplo estdo apresentados na Figura 4.5 e os resultados
sdo obtidos para trés situacdes distintas. Primeiramente considerando os eixos de
referéncia adotados nos eixos dos elementos e considerando um carregamento
uniformemente distribuido “q;”” ao longo de todo o comprimento do elemento horizontal
do portico. Neste caso, os elementos do portico possuem comprimento de 2 m e altura
de 0.40 m. A segunda situacdo de célculo ¢ realizada adotando-se os eixos de referéncia
nas faces dos elementos internas ao portico. Para esta situagdo, os elementos verticais
possuem 1.8 m de comprimento e o elemento horizontal passa a ter comprimento igual
a 1.60 m. Para que haja uma equivaléncia completa entre os dois casos, a carga
uniformemente distribuida “q,” aplicada na segunda situagdo passa a ser dada por: q, =
2.q; / 1.6. Na terceira situacdo, os elementos verticais possuem 2.20 m de comprimento
enquanto que o elemento horizontal possui 2.40 m. Novamente, para que a equivaléncia
seja mantida, o carregamento distribuido “qs;” passa a ser dado por: q3 = 2.q; / 2.4 A

largura adotada para os elementos ¢ de 0.20 m.

q
wﬂ Dados gerais para o exemplo:

- g
o
| T ! E=2.1x 10° kN/m?;
. | | G = 1.05 x 10° kKN/m?;
g
| |
a) 1? Situagao: q; =-120 kN/m;
7 7 b) 2% Situacdo: qx = -150 kN/m;
0.40 ¢) 3* Situacdo: q3 = -100 kN/m;
2.00

Figura 4.5 — Portico plano com carregamento distribuido.
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Foram utilizados 2 elementos finitos para discretizar cada um dos elementos
estruturais do problema (dois pilares e uma viga) utilizando-se portanto um total de 6
elementos finitos para o exemplo do portico.

Os resultados de deslocamentos vertical, horizontal e rotacao na extremidade
(nd) e no centro do elemento horizontal do pdrtico para as trés situagdes de analise, sdo
apresentados na Tabela 4.1.

Como se pode observar na Tabela 4.1, as respostas variam bastante ao se
considerar o eixo de referéncia nas diferentes situagdes. O valor mais significativo da
analise ¢ o deslocamento no centro do vao, onde se observou uma redugao de tal valor
quando se desloca o eixo de referéncia dos elementos tanto para o interior quanto para o
exterior, indicando que (pelo menos para problemas lineares) a situagdo mais

desfavoravel ¢ a situagdo (a) normalmente empregada na pratica.

Tabela 4.1 — Deslocamento vertical, horizontal e rotacao para a extremidade e centro do

elemento horizontal para as duas situagdes de analise.

Desl. X Desl. Z Rot. Y
2) No 0,0000011726 -0,0000142857 0,0000604163
Centro 0,0000000000 -0,0000677478 0,0000000000
b) No6 0,0000034793 -0,0000128259 0,0000162276
Centro 0,0000000000 -0,0000386072 0,0000000000
No6 0,0000087749 -0,0000049784 0,0000405841
Centro 0,0000000000 -0,0000562743 0,0000000000

4.8.2 EXEMPLO 02

Este exemplo simula linearmente o comportamento de um pilar com base
engastada e extremidade superior livre submetido a um carregamento concentrado e
excéntrico, sendo aplicado no eixo em um dos lados do pilar como pode ser visto na
Figura 4.6. Os demais dados necessarios para o exemplo também sdo apresentados na
referida figura.

Utilizou-se apenas um elemento finito para representacdo do problema pelo fato
da forma final da estrutura neste caso poder ser representada por uma fungao quadratica,
sendo desta forma alcangada com a utilizagao de apenas um elemento finito ja que o

elemento utilizado tem aproximacdo quadratica para as variaveis.
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Dados gerais para o exemplo:

P =- 1000 kN;
| E=10x 10° kN/m’;
| G =5x 10° kN/m’;

1.00

‘ Largura = 0.20 m;

Excentricidade = 0.10 m;

0.20

Figura 4.6 — Pilar com carga excéntrica.

Esperam-se como resultados deste exemplo deslocamentos, horizontal e
vertical, e rotacdo na extremidade carregada do pilar devido ao efeito provocado pela
excentricidade da carga de compressao aplicada. Tais resultados podem ser observados

na Tabela 4.2.

Tabela 4.2 — Deslocamento vertical, horizontal e rotagao.

Desl. X Desl. Z Rot. Y
0,0003750 -0,0001000 0,0007500

Os valores encontrados sdo exatamente os esperados pela teoria técnica de
flexdo (problema livre de cisalhamento).

Deve-se comentar que os elementos de portico (ou viga) laminados devem
estar disponiveis na literatura, porém a sua utilizagdo em problemas homogéneos (uma
unica lamina) com ou sem eixo excéntrico ¢ uma contribui¢do, ainda que modesta, desta

pesquisa.

4.8.3 EXEMPLO 03

Apresenta-se neste exemplo a simulacdo do comportamento de uma viga em
balanco, submetida a carregamento vertical concentrado na extremidade livre. O
objetivo do presente exemplo € verificar o comportamento do elemento finito de portico
plano com relacao a a¢ao do esforgo cortante, ou seja, verificar se o elemento utilizado

sofre influéncia do efeito de travamento por cortante.
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Foram utilizados 10 elementos finitos de igual tamanho para simulagdo deste
exemplo, sendo calculado para varios valores de altura, podendo-se com isso colocar os
resultados numéricos e analiticos em graficos para posterior comparagdo desses valores.
As caracteristicas geométricas e fisicas do exemplo sdo apresentadas na Figura 4.7.

A Tabela 4.3 contém os resultados obtidos para o presente exemplo. Nela sdo
apresentados os valores de deslocamento vertical na extremidade livre, obtidos

numericamente ¢ analiticamente (teoria técnica de flexao), bem como a razao e a razao

relativa entre tais valores.

Dados gerais para o exemplo:
E=1x10" kN/mz;
# G=5x 10" kKN/m?;
=-10kN;

L Largura=1 m;

N

L=2m; e h=variavel;

Figura 4.7 — Viga em balango com carga concentrada na extremidade livre.

Apresenta-se ainda uma coluna denominada “Influéncia do Cisalhamento”
onde se adota o valor de deslocamento obtido para a menor espessura (Razao Relativa =
0.25%) como sendo exato ¢ em funcdo deste valor sdo calculados os valores da
influéncia do cisalhamento.

Os valores de deslocamento para espessuras menores que 0.02 m apesar de
excessivamente grandes ndo tem o objetivo de serem reais, apenas de se comparar as

solugdes numéricas com a solugdo da teoria técnica.

Tabela 4.3 — Resultados obtidos

H H/L Deslocamento Vertical Razio Razio Influéncia do

Teoria Técnica Numérica wa/wn Relativa  Cisalhamento
0.00002 0.00001 4.00E+06 3.99007E+06 0.99752 0.25% 0.00%
0.0002 0.0001 4.00E+03 3.99000E+03 0.99750 0.25% 0.00%
0.002 0.001 4.00E+00 3.99001E+00 0.99750 0.25% 0.00%
0.02 0.01 4.00E-03 3.99131E-03 0.99783 0.22% -0.03%
0.2 0.1 4.00E-06 4.02320E-06 1.00580 -0.58% -0.83%
0.3 0.15 1.19E-06 1.20110E-06 1.01343 -1.34% -1.59%
0.4 0.2 5.00E-07 5.12000E-07 1.02400 -2.40% -2.65%
0.5 0.25 2.56E-07 2.65600E-07 1.03750 -3.75% -4.00%
1 0.5 3.20E-08 3.68000E-08 1.15000 -15.00% -15.25%
1.5 0.75 9.48E-09 1.27000E-08 1.33945 -33.95% -34.19%
2 1 4.00E-09 6.40000E-09 1.60000 -60.00% -60.25%
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Como era de se esperar, apenas para uma relacdo acima de 1/6 e 1/10 entre a
espessura € o comprimento da viga, a influéncia do cisalhamento torna-se significante e
a teoria técnica ndo se aplica. De forma geral, a teoria técnica pode ser aplicada nos
casos onde a relacdo h/L seja menor que 1/6, sendo que para Reissner-Mindlin, pode-se
chegar até valores entre 1/4 e 1/3 para h/L e, acima disso, torna-se necessaria a
utilizagao de modelos tridimensionais.

Na Figura 4.8 sdo apresentados os valores de deslocamento vertical na

extremidade livre da viga encontrados na Tabela 4.3.

h/L x w
1.00E+07 \ | |
1.00E+05 L
\ —e—Teoria Técnica
1.00E+03

e
1.00E+01 \ Presente Trabalho |

1.00E-01

1.00E-03

1.00E-05

Deslocamento Vertical (m)

1.00E-07

1.00E-09

0.00001 0.0001 0.001 0.01 0.1 1
Razao h/L

Figura 4.8 — Deslocamento vertical para diferentes relagdes h/L.

Deve-se notar ainda que este exemplo ndo apresenta travamento por cortante

parah — 0.

4.8.4 EXEMPLO 04

Este exemplo trata de uma viga bi-apoiada e submetida a um momento anti-
horario concentrado no centro do vdo como pode ser visto na Figura 4.9, juntamente
com as demais caracteristicas gerais do exemplo.

Os resultados foram obtidos para diferentes malhas de elementos com o intuito
de verificar a influéncia direta de uma discretizacdo inadequada na solugdo do

problema.
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Dados gerais para o exemplo:

P‘—
M =-1000 kN.m;
— I 6 2
E=1x10"kN/m";
T _>P VA4 _ 5 2.
L/2 G=5x%x10"kN/m )
L Largura=1 m;

L=3m; h=0.3 m;

Figura 4.9 — Viga biapoiada com momento concentrado no meio do vao.

Foram utilizadas malhas contendo desde 2 até¢ 7 elementos finitos e os
resultados sdo apresentados em graficos independentes, ou seja, apresenta-se um
primeiro grafico com as discretizagdes impares comparadas com o resultado analitico
(teoria técnica de flexao) para o exemplo e um segundo grafico com as discretizagdes

pares também comparando-se com a resposta analitica do problema.

Deslocamento Vertical

0.035
0.030
0.025
0020 {
0.015
0.010 f—
0.005
0.000
-0.005
-0.010 -
-0.015 -
-0.020 -
-0.025 - \ 4

-0.030 - - e

-0.035 ‘
—eo—Teoria Técnica —&A— 3 elementos
—e—5 elementos ——7 elementos

w (m)

5175 -2 225 25 2.75 -

e
|
|
|
|
S
|
|
|
|

Posicao x (m)

Figura 4.10 — Discretiza¢des impares.
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Deslocamento Vertical

0.035
0.030
0025 f A
0.020

0015 SNy

0.010

—~ 0005 f

E 0.000

\0-25 0.5 0.75
\

2 .0.005 {
-0.010 -
-0.015 -
-0.020 -
-0.025 -
-0.030 -
-0.035

S5 175 2 225 25 275

3

Posigédo x (m)

—eo—Teoria Técnica —®—2 elementos
—&—4 elementos —&— 6 elementos

Figura 4.11 — Discretizacdes pares.

Como pode ser observado nos graficos apresentados, uma discretizagdo com

62

dois elementos forneceu melhores resultados que uma discretizagdo contendo 3

elementos. Essa verificagdo também pode ser feita continuamente para pares de

discretizagdes par e impar.

No caso da primeira comparagdo, obtém-se tais resultados pelo fato de que
com 3 elementos, a rotagdo do no6 central da viga coincide com o né central de um dos
elementos obrigando que este elemento fique reto na sua configuragdao deformada. Isso
ndo acontece com a discretizacao de 2 elementos, onde o n6 central da viga coincide

com um n6 de extremidade do elemento, proporcionando uma maior adequagdo da

aproximacao com a forma final da viga.

Esse exemplo, apesar de simples, mostra claramente quao dependente da malha

se torna a analise de elementos finitos, ndo somente no tocante ao numero de elementos,

mas também no posicionamento dos mesmos dentro da malha.

Aplicacgdes ndo-lineares serdo mostradas no capitulo 5.
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CAPITULO 5

EXTENSAO PARA ELEMENTO FINITO DE PORTICO
LAMINADO 3D

5.1 INTRODUCAO

Analogamente ao elemento finito de portico 2D, apresenta-se um elemento
finito de portico 3D com 6 graus de liberdade por né e aproximagado quadratica para tais
graus de liberdade. Portanto, o elemento possui 3 nos sendo que para cada um dos nos
sdo aproximadas trés translagdes e trés rotacdes. Da mesma forma, a cinematica a ser
adotada ¢ a utilizada para laminados ¢ ja foi introduzida na formulagdo do elemento de
portico 2D.

Com o artificio de se adotar o eixo de referéncia fora do eixo da pe¢a como ja
foi visto, ¢ possivel representar elementos com carregamentos excéntricos, tal como
pilares com flexdo obliqua e vigas sujeitas a tor¢do. A existéncia de “fibras™ paralelas
ao eixo de referéncia, permite que sejam considerados diferentes materiais tornando
possivel a representagdo de pegas de secdo composta com maior fidelidade, como por

exemplo concreto armado.
5.2 CINEMATICA

Com o intuito de se representar secdes mais gerais, a formulacdo aqui
apresentada foi utilizada para camadas consideradas retangulares e triangulares, sendo

suas caracteristicas geométricas ilustradas na Figura 5.1 a seguir.
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pd z z
y y
- o
fz
f
z ‘ 9, z DL
|: Y 7Y

Figura 5.1 — Configuragdo para determinagdo da cinematica do elemento 3D.

A cinematica para o elemento de portico 3D assume portanto a seguinte forma:

uO(X)—GOZ(X).(fY+y)+l90Y(X).(fZ+z)
Vo (%,3,%) = (X) =0 (X).( f, = free oo +2) 5.1

Wp (x’y’x): Wo (X)+6’0X (X)(fy _fch_cg +y)

<
~v
—_
=
=
=
~
I

onde f,. . efy. ., sdo as coordenadas do centro de tor¢do (ou cisalhamento) da segdo

em relagdo ao centro de gravidade. O sentido positivo das rotagdes ¢ dado pela regra da

mao direita, ou seja, sentido destrogiro.

5.3 DEFORMACOES

Seguindo os mesmo passos do elemento de pértico 2D, tendo-se estabelecidas
as relagdes cinematicas para o problema, apresentam-se as expressdes das deformagdes
em um ponto “P” genérico de uma camada qualquer, sendo estas deformacdes dadas

pelas derivadas dos deslocamentos apresentados em 5.1.

. - aup (x,y,z)
’ Ox
Vs 1[8%} (x.y.z) ov, (x,y,z)}
€y = =5 + 5.2
2 2 oy ox
1) v, (ne2)
T2 2 oz ox
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5.4 TENSOES

Apresentadas as expressdes das deformacdes em 5.2, introduz-se a Lei
Constitutiva do material utilizada e com isso determina-se as equacdes que fornecem os
valores de tensdo em um ponto “P” genérico de uma camada qualquer do elemento de

portico.

o =F¢,
T, = k .ny Yy 5.3
sz = k‘ze‘j/xz

Substituindo-se as derivadas das expressdes de 5.1 em 5.2 e o resultado disto

em 5.3 tem-se:

0w (X) a67(X) 0, (X)
ax—E.( X X Afy +Y)+ po .(fZ+z)j
; v (X) 06f(x) -
T, :k.ny.[—HO (X )+ 8§( )— I .(fZ+z)j 54

owy (X)  06,(X)
oX oX

T =k.ze.(90Y (X )+ (fy+Y )j

onde: ]_‘Y =fy = Jree e © J7z =17 = Jree e

Considerando-se a possibilidade de existéncia de tensdes residuais para
posterior inclusdo de ndo-linearidade fisica, tem-se as expressoes das tensdes totais

dadas por:

o.=E¢ -0
T;y = k.ny.]/xy - k.T;y 5.5
2-)tcz = k‘ze‘j/xz - k‘T;z

Na forma expandida, tem-se as expressdes gerais para as tensdes na seguinte

forma:
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[0 (X) 06 (X) aeY(X)
o, —E-[ o S Y )k )]

’ : v, (X ) 00, (X)
7, :k.ny.(—QO (X )+ ax ax (fz+z)] 56
r Y ow, (X) 8(90)((X) _
T —k.ze.(eo (X)+ e + % A fy +Y)j k.t

5.5 ESFORCOS SOLICITANTES

Da mesma forma, os esfor¢os solicitantes sdo obtidos integrando-se as tensodes
normal e de cisalhamento ao longo da largura e da espessura das camadas. Tais esfor¢os
sdo tomados em relacdo ao eixo de referéncia adotado para o problema, sendo as
tensdes normais calculadas em cada camada e posteriormente transferidas para o
referido eixo, computando-se os momentos fletores provenientes da transferéncia dessas
tensdes normais. O mesmo procedimento ocorre com as tensdes de cisalhamento, sendo

que estas provocam momento tor¢or em relagdo ao eixo de referéncia.
5.5.1 FORCA NORMAL

A forga normal calculada para o ponto “P” de uma camada (ilustrada
retangular) qualquer ¢ dada pela equagao 5.7 e ¢ transferida para o eixo de referéncia

adotado.

N=[o.d 5.7

5.5.2 FORCA CORTANTE

Como expressoes para o cisalhamento, tem-se em 35.8.

v, =[kz,d4
A

5.8
V.= [kr.d4
A
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Em 5.8, a constante “k ¢ um fator de corre¢ao adotado por ter-se considerado
giro constante ao longo da espessura e largura do elemento de portico (se¢ao plana) e
conseqlientemente distribuicdo constante da tensdo de cisalhamento ao longo da se¢do

transversal da peca.
5.5.3 MOMENTOS FLETORES E MOMENTO TORCOR

Os momentos fletores € 0 momento torgor sdo apresentados a seguir:

M, = [k (z (f,+y)=7,(f.+2))dA

A

M, =Iax(ﬁ +2)dA 59
A

M. =[-o,(f,+y)dd

Em 5.9, a nova constante “kk™ que aparece na expressao ¢ proveniente da
correcao em fun¢do da forma da se¢do para determinagdo do momento torcor. Este fator
de forma varia, como o préprio nome diz, com a forma da se¢do transversal da pe¢a em
estudo - TIMOSHENKO e GOODIER (1982).

Da mesma forma que para o poértico 2D, os momentos fletores € o0 momento
torcor de 5.9 surgem como conseqliéncia da transferéncia das tensdes normais e
cisalhantes atuantes no eixo do elemento para o eixo de referéncia adotado para o
problema. A distancia entre os referidos eixos ¢ a excentricidade que, dependendo do
momento a ser calculado, ¢ acrescida da coordenada “y” ou “z”, dependendo do caso,
do ponto “P” com seu valor real, ou seja, considerando seu sinal.

Os sentidos positivos dos esfor¢os solicitantes podem ser visualizados na

Figura 5.2 a seguir.

Mz
Vxz

—". E
Vv

My

Figura 5.2 — Convencao de sinais para os esfor¢os solicitantes.
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5.6 ENERGIA DE DEFORMACAO

E possivel escrever as condi¢des de equilibrio aplicando o Principio dos
Trabalhos Virtuais (PTV) usando as forgas internas, tal como MENEZES ef al. (2001)
para elemento de casca laminada e também como apresentado no item anterior para o
elemento de portico bi-dimensional. Para este item, optou-se por utilizar o Principio da
Minima Energia Potencial Total para representaciao das condig¢des de equilibrio.

Portanto, apresenta-se a expressao da Energia de Deformagao para o problema
e através dela obtém-se a matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais envolvidos na
formulacgao.

Vale salientar que, uma vez que as grandezas até aqui apresentadas sdo dadas
em funcao dos graus de liberdades e de suas derivadas incluindo-se apenas a Lei
constitutiva do material e indicando-se a integracdo ao longo da secdo transversal da
peca, a Energia de Deformacao final também sera expressa em fungdo desses graus de
liberdade e de suas derivadas. Isso possibilita a visualizagdo da posterior introdugdo da
aproximacao de varidveis na formulagdo no ato da aplicagdo do método dos elementos
finitos.

Portanto, tem-se a Energia de Deformacao escrita da seguinte forma, levando-
se em consideracdo a existéncia de tensdes residuais para posterior introdu¢ao de ndo-

linearidade fisica como dito anteriormente.
- 1 r r r
Energia=U = J-(E(gxax 7ol t Vel ) - (gxax 7Tt VT )jdV 510

Substituindo-se os valores das grandezas envolvidas na equagdo 5.10 tem-se
como resultado a expressdo 5.11.

A Energia, a exemplo do que foi apresentado para o PTV, pode ser
representada matricialmente agrupando-se os deslocamentos e suas respectivas
derivadas em vetores e as grandezas relacionadas a cinemadtica, geometria e
propriedades do material, em matrizes chamadas aqui de matrizes de contribui¢do. Uma

posterior integracdo dessas matrizes ao longo do elemento ird fornecer a matriz de

rigidez para o elemento de portico 3D laminado.
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U=f[%5-(augf)aeg;X)-(fy”) aeY(X) (fez )]
%.k.ny.(—eg(XHaV‘)aﬁ( ) aHX(X ) (F,+z )J
%-k-ze-(eoY (X)+ awg)((X )2 9;”( L (5 + Y)]z -

5.11
a;-[a”;f)—a‘g‘gf ST RSN C LT )j
k.r;y.[—ﬁg(X)+ av"aﬁ(X) - aeo;(()() (T, + z)]—
K r;z.(eoy (X)+ awg)((X) %K) (7, + )B

Para simplificar a expressdo da Energia a ser apresentada, tem-se os vetores

dos deslocamentos e suas derivadas representados por:

{u}T:{uO vy W, 0, 0, 902} e {“}:{uo vo Wy 05 0 HOZ}

5.12
Portanto, a expressao da Energia assume a seguinte forma:
0000 0 0 0
0000 0 0 0
o000 0o o 0
szj {u} Mo 000 o 0 A{u}—Z. 0 +
0000G, 0 k7!
0000 0 G, k7,
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
oo o 0 00
{wb o 0 0 0 0 ol{u+
0 0 G. G.(fi+y) 00
0 -G, 0 G (f,+z) 00
0000 0 0 -’
0000 0 -G, -k, 5.13
0000 G, 0 5 k7!,
0000 G(F+y) G(F+2)[ " H k(7 w2)—ker (7 43)
0000 0 0 -’
0000 0 0 ol
E 0 0 0 (f2+2) E(fy+)
0 G, 0 =G, (fr+2) 0 0
0 0 fr+y 0 0
{u}t _ _ () )7 ) {u} dv
0 Gy (fr+2) Gu(fi+y) (F+y) +6G, (7, + z) 0 0
E(f,+z2) 0 0 0 E(f,+2) ~E(f,+2).(f,+)
|-E.(fy +») 0 0 0 —E(f,+2).(fy+») E(f,+y)
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As matrizes que aparecem em 5.13, a exemplo do que foi feito para o portico
2D e em MENEZES et al. (2001) para elemento de casca laminada, serdo aqui
denominadas de “matrizes de contribui¢do” e serdo utilizadas para posterior
determinag¢do da matriz de rigidez do elemento de portico. Isso se dard através da
superposi¢do dessas matrizes de contribui¢do tomadas apoés a introdugdo da
aproximacao de varidveis desejada, integradas ao longo da secao da peca e do elemento
finito e diferenciadas em relacdo aos parametros nodais.

Analogamente, antes de se efetuar a referida integracdo, faz-se necessaria
portanto a introdugdo da aproximacdo de elementos finitos. Vale salientar que para
qualquer aproximagdo desejada a formulacdo passa a ser modificada deste ponto em
diante, ndo sendo necessdrio portanto que sejam refeitos todos os passos até aqui
apresentados.

De forma genérica, para qualquer aproximagao das varidveis, tem-se:

1
Uy
Vs
W
sz
r 7 | Y%
u,) [4 0 0 0 0 0 g 0 0 0 0 07|
v,| [0 4 0 0 0 0 04 0 0 0 O 9‘;2
w,| |0 0 4 0 0 0 0 0 ¢ 0 0 0f]:
s 1o 0 g 0 0 00 0 ¢ 0 0 u
' [0 0 0 ¢ 0 00 0 0 ¢ 0"
9/ 10 0 0 0 0 4 00 0 0 0 ¢/
i I
o 5.14
o
6
%/_/
i
U, 4 0 0 0 0 O g 0 0 0 0 O
vy 0 ¢ 0 0 0 O 0 4 0 0 0 0
w,| 10 0 ¢ 0 0 0 0 0 g 0 0 0 (@)
(= , , qu
g 10 0 0 ¢ 0 0 0 0 0 ¢ 0 0
' {0 0 0 0 ¢ 0 00 0 0 ¢4 0
6] 10 0 0 0 0 4 00 0 0 0 ¢
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As funcdes de forma para a aproximagdo quadratica mencionada no inicio da
formulagao sdo as mesmas dadas em 4.16 sendo suas derivadas dadas em 4.17.

Adotada e introduzida a aproximagdo, substitui-se as expressdoes de 5.14
particularizadas para aproximag¢do quadratica, na forma matricial da Energia em 5.13 e
com isso sdo obtidas as matrizes analogas as obtidas em 4.19 antes ainda de se efetuar a
integracao ao longo da se¢do transversal e do eixo do elemento.

Finalmente, parte-se para a integragdo da expressao analoga a obtida em 4.19 e
com isso pode-se encontrar a matriz de rigidez do elemento de poértico laminado. A
integragdo pode ser feita analiticamente ou numericamente e em tempo de
processamento, em caso de programagdo. Neste trabalho a integracdo foi feita
numericamente, principalmente para permitir o calculo ndo-linear.

As expressoes finais ndo foram aqui apresentadas por motivo de espaco, em
funcao da matriz de rigidez resultante da integracdo ser de ordem 18x18.

A adaptagdo da formulacdo para introducdo de aproximagdo cubica de
variaveis foi realizada com o objetivo de se efetuar o acoplamento com o elemento de
casca de mesma aproximagdo. Vale salientar que o programa permite que se utilize
aproximacgdo quadratica ou cubica de variaveis, de acordo com a necessidade do
usudrio. Portanto, a implementacao das duas aproximacdes de variaveis foi mantida no

codigo computacional final deste trabalho.

5.7 INTERFACE GRAFICA

Desenvolveu-se um aplicativo para geracdo do arquivo de entrada de dados a
ser interpretado pelo programa de portico 3D. Tal aplicativo faz a leitura das camadas
previamente definidas pelo usuario em um editor de arquivo “dxf” e desenha estas
camadas na tela. Posteriormente, o aplicativo permite que o usudrio subdivida estas
camadas de forma a melhorar a discretizacdo da se¢do transversal a fim de obter
melhores resultados para problemas nao-lineares.

Feita a subdivisdo de acordo com as necessidades exigidas pelo usudrio, parte-
se para as proximas telas do programa onde serdo definidas as caracteristicas
geométricas e dos materiais do problema a ser tratado, bem como condi¢des de contorno

envolvidas.

Rodrigo Ribeiro Paccola



Capitulo 5: Extensdo para elemento finito de portico laminado 3D 72

Vale salientar que esta ferramenta tem como finalidade facilitar a entrada de
dados do programa. Ela ndo esté ligada diretamente ao programa de portico 3D, gerando
apenas um arquivo de entrada de dados podendo este ser alterado apds sua geragdo.
Sendo assim, ¢ necessario que se execute o programa de portico 3D apos a geragdo do
arquivo de entrada.

Novamente, ¢ importante saber que se o usuario ndo desejar utilizar o
aplicativo para a geracdo do arquivo de entrada de dados, este deve ser criado de forma
a respeitar a formatagdo exigida para posterior interpretacdo do programa de portico 3D.

Como ilustracdo, seguem algumas das telas do aplicativo desenvolvido para
geracao do arquivo de entrada de dados. Tais ilustragdes sdo apenas exemplos de como
0 usudrio estard interagindo com o aplicativo e aqui sdo apresentadas Unica e

exclusivamente com este carater.

i
II

o E‘ﬁg'ﬁgsss
D 2B -
dilh i

Figura 5.4 — Dados gerais e caracteristica  Figura 5.5 — Prescri¢ao das condigdes de

mecanicas dos materiais. contorno.
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5.8 NAO-LINEARIDADE FiSICA - ELEMENTO DE PORTICO

Modelos nao-lineares foram introduzidos na formulacdo do elemento de
portico 2D e poértico 3D, considerando apenas um critério de plastificagdo que leva em
consideracdo somente as tensdes normais na secao transversal, ou seja, modelos ndo-
lineares uniaxiais. Peca-se no sentido de ndo se estar considerando o efeito do
cisalhamento na plastificagdo, porém, alguns exemplos foram testados e os resultados
obtidos se encontram préximos dos experimentais para vigas de concreto pouco armada
e super armada.

O modelo introduzido permite que se adote comportamentos diferentes na
tracdo e compressdo e permite ainda que em cada uma delas este comportamento seja
multilinear, ou seja, composto de varios trechos com comportamento plastico diferente.
Desta forma possibilita-se uma melhor representacdo das curvas tensdo x deformagao de

materiais quaisquer (tanto matriz como refor¢o) obtidas em ensaios de laboratdrio.
5.8.1 MODELOS ELASTOPLASTICOS UNIAXIAIS

A ndo-linearidade fisica ¢ aqui considerada na andlise da estrutura segundo 4
modelos elastopldsticos uniaxiais usuais, que sdo: elastoplasticidade perfeita,
elastoplastico com encruamento isotrdpico, cinematico ou misto, sendo este ultimo
utilizado no programa e obtido através da combinagdo do isotropico e do cinematico.
Portanto, dependendo das constantes adotadas na analise do problema, o modelo pode
degenerar para qualquer um dos demais modelos citados, pois a elastoplasticidade
perfeita ¢ uma particularizagdo do modelo com encruamento isotropico.

A seguir apresenta-se o critério de plastificacdo para o modelo com encruamento

misto como sendo:

f(o.kq)=|o—q|-(o, +Hk)<0 515

Os parametros que aparecem na expressao 5.15 tem o seguinte significado:

e H define o “mddulo pléstico de encruamento isotropico’;
e k¢ aevolugdo da deformacgao plastica até o instante da analise;

e ( define a evolucdo da tensdo de escoamento em cada instante;
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No procedimento implementado ndo se prevé a atualizacdo da matriz de
rigidez, ou seja, ndo se determina a matriz de rigidez tangente em caso de plastificacao
fazendo entdo com que o programa tenha a necessidade de efetuar um maior nlimero de
iteracdes ou passos de corre¢do para encontrar o equilibrio num passo onde ocorra
plastificagdo de algum elemento.

Outro ponto mencionado na introducao deste item € a possibilidade de se
considerar comportamentos diferentes na tracdo e compressdo para os materiais das
camadas envolvidas na analise.

Um ponto importante a salientar com relagdo as camadas, ¢ que a medida que o
numero dessas camadas ¢ aumentado espera-se uma melhora dos resultados a serem
obtidos, isto devido ao fato de um maior numero de camadas implicar em um maior
nimero de pontos para a integracdo numérica e conseqiientemente uma melhor
representacdo do comportamento da se¢do transversal plastificada dos elementos. Em
contrapartida, esse aumento do nimero de camadas provoca um substancial aumento do
custo computacional envolvido no problema verificado pelo fato de que as varidveis
envolvidas na resolugdo do sistema irdo aparecer em numero maior. Portanto, a
discretizacdo da segdo transversal deve ser feita de forma coerente para representar
adequadamente ou de forma préxima ao real o comportamento do problema, porém
seguindo procedimentos criteriosos a fim de ndo ocorrer um comprometimento da

simulagdo por motivos do alto custo computacional.

5.8.2 MULTILINEARIDADE DO DIAGRAMA TENSAO X
DEFORMACAO

Com relagdo ao comportamento dos materiais, assim como foi dito
anteriormente, tem-se no procedimento implementado a possibilidade de se considerar
um comportamento multilinear para o diagrama tensao x deformacao dos materiais. Isso
possibilita uma melhor representagdo do comportamento dos materiais em caso de
ocorréncia de plastificagdo. Esse comportamento multilinear pode ser melhor

visualizado na Figura 5.6 apresentada a seguir.
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Ensaio de
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Figura 5.6 — Comportamento de um material fragil (concreto por exemplo).

Como pode ser visto, Figura 5.6, a aproximagao adotada para o comportamento
do material pode ser bem proxima do comportamento médio encontrado em laboratorio.

Essa aproximagdo pode ser cada vez mais fiel 2 medida que um maior nimero de

trechos ¢ introduzido no diagrama aproximado.

5.9 EXEMPLOS DE APLICACAO

Sdo apresentados 4 exemplos gerais de aplicacdo com o objetivo de verificar o

comportamento da formulagdo de portico 3D apresentada. Os dois primeiro exemplos

sdo lineares e s3o apresentados para verificagdo da formulacdo com relagdo ao

comportamento 3D e efeito de tor¢do. Os outros dois exemplos apresentados na

seqiiéncia sdo simulagdes de ensaios realizados por TAKEYA (1972a,b), e ALVARES
(1993) que consideraram vigas de concreto armado apoiadas nas duas extremidades e
submetidas a carregamentos concentrados nos ter¢os do vao. Para estes ultimos,

considera-se analise ndo-linear fisica para os modelos. Demais detalhes estdo

especificados em cada um dos exemplos que seguem.

5.9.1 EXEMPLO 01 - PILAR COM DUPLA EXCENTRICIDADE

Este exemplo simula o comportamento de um pilar com base engastada e
extremidade superior livre submetido a um carregamento concentrado e excéntrico,

sendo aplicado no eixo de uma das arestas do pilar como pode ser visto na Figura 5.7.
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Os demais dados necessarios para o exemplo também sdao apresentados na

referida figura.

Dados gerais para o exemplo:

] P = - 1000 kN;
I | E =10 x 108 kN/m’;
| G =5x 108 kN/m’;

1.00

Excentricidade “x” = 0.10 m;

Excentricidade “y” = 0.10 m;

020 &

Figura 5.7 — Pilar com dupla excentricidade.

O sistema de referéncia adotado tem as dire¢cdes dadas na Figura 5.7, com eixo
“Z” coincidente com o eixo de aplicacao do carregamento.

Esperam-se como resultados deste exemplo deslocamentos, horizontais e
vertical, e rotagdo na extremidade livre do pilar em torno dos eixos “X” e “Y” devido ao
efeito provocado pela excentricidade da carga de compressdo aplicada no topo do
mesmo. Tais resultados podem ser observados na Tabela 5.1 e sdo iguais aos

determinados utilizando-se a teoria técnica de flexdo.

Tabela 5.1 — Deslocamentos e rotacdes na extremidade livre do pilar.

Desl. X Desl Y Desl. Z Rot. X Rot. Y Rot. Z

0,0003750  0,0003750  -0,0001750 -0,0007500  0,0007500  0,0000000

5.9.2 EXEMPLO 02 — VIGA ENGASTADA DE SECAO “L”

Este exemplo representa uma viga engastada submetida a um carregamento
transversal aplicado na extremidade livre, Figura 5.8. Duas situacdes sdo consideradas:
(a) a carga esta aplicada no centro de cisalhamento da secdo transversal (b) a carga esta
aplicada no centro de gravidade da secdo transversal, como apresentado na Figura 5.8.

Foram utilizados 3 elementos finitos para a simulagao deste exemplo.
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Figura 5.8 — Viga engastada
Elemento finito com aproximacdo quadratica foi utilizado para rodar este
problema. Os resultados sdo apresentados na Tabela 5.2. E importante salientar que os

deslocamentos sdo medidos no eixo de referéncia, isto €, cc ou cg para cada caso.

Tabela 5.2 — Deslocamentos e rotagdes para as duas situagdes (m e rad) - (ponto a)

Situagdo Desl. X Desl. Y Desl. Z Rot. X Rot. Y Rot. Z
(a) 0,000197 0,005461 -0,010410 0,000000 0,005341 0,002807
(b) 0,000000 0,005459 -0,010410 -0,000067 0,005341 0,002807

Como esperado, para situacdo (b) surgiram efeitos de tor¢do enquanto para
situacdo (a) isto ndo ocorre. Para situagdo (a), como as fibras superiores da estrutura
estdo tracionadas, sdo esperados deslocamentos na dire¢do “X”, para situagdo (b), como
o eixo de referéncia esta no centro de gravidade da secdo transversal, ndao aparecerao

deslocamentos na direcao “X”.

5.9.3 EXEMPLO 03 - VIGA DE CONCERTO POUCO ARMADA

A viga de concreto armado deste exemplo tem comprimento de 1.35 m e se¢do
transversal de 11.4x10 cm, sendo apoiada nas duas extremidades e sofrendo um
carregamento concentrado nos tercos do vao como ilustra a Figura 5.9. Tal como no
ensaio de laboratorio, o exemplo foi rodado considerando controle de deslocamento nos
pontos de aplicacdo das cargas, ou seja, foram aplicados passos de recalques em lugar

dos passos de carga nos pontos carregados indicados na Figura 5.9.
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Figura 5.9 — Esquema estrutural.

A viga possui armadura longitudinal superior constituida por 2¢10 mm e
armadura longitudinal inferior também constituida por 2¢10 mm. A disposi¢dao das
armaduras estd detalhada na Figura 5.10, sendo que na Figura 5.11 encontra-se a se¢do

transversal equivalente adotada para o exemplo.
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Figura 5.10 — Se¢ao transversal.
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Figura 5.11 — Seg¢do equivalente.
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As areas de armaduras adotadas para a secdo equivalente sdo iguais as areas das

barras adotadas para a viga diferindo apenas no formato porém mantendo-se a mesma

posicdo do centro de gravidade, tal como pode ser visto na Figura 5.11, desta forma

economiza-se na integragdo nao prejudicando a qualidade da resposta.

Inicialmente, a secdo de concreto foi dividida em 3 partes. Apos esta primeira

divisdo utilizada para entrada de dados, as faixas de concreto sofreram uma segunda

divisdo com o intuito de melhorar o comportamento da resposta nao-linear na se¢ao

transversal. As faixas de concreto externas sofrem uma divisdo em 4 partes iguais cada

e a faixa central sofreu uma divisdo em 6 partes iguais. As faixas referentes ao aco ndo

sofreram subdivisdo por serem consideradas de espessura satisfatoria. Portanto, a secdo

transversal deste exemplo ¢ composta de 16 camadas entre concreto e aco, sendo que

para cada camada foram adotados 16 (4 x 4) pontos de Gauss para efeito de integracao

numérica na se¢ao transversal.
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Na longitudinal a viga foi dividida em 10 elementos finitos de diferentes
tamanhos com uma maior concentracdo no centro do vao para se obter uma melhor
representacdo da secdo onde se inicia a plastificagdo.

O concreto foi adotado com diferentes comportamentos para tracdo e
compressdo e a curva tensdo x deformagdo do material foi aproximada por 3 trechos
com constantes elasticas diferentes. Tal comportamento ¢ descrito com os dados da

Tabela 5.3.

Tabela 5.3 — Constantes elasticas do concreto.

Tensdo de Trechos Unidades
Escoamento  Elastico 1° 2° 3° kgf e cm
~ | 0 -12.95x10° 0 Erecho
Tracao 3x10 = = = ~
4 6.8x10 30x10 45x10” Deformagio
0 a0 a0 0 E
@bmp 22X101 X X trecho

0.5x10° 1x107 2x10°  Deformagcio

Para o ago, foram adotados 2 trechos para o diagrama tensao x deformagdo, ou
seja, material plastico perfeito e comportamento igual para tracdo e compressdo. Os

valores adotados para o aco sdo:

Tensdo de escoamento: 5x10° kgf/ecm?;, ~ Modulo de Elasticidade: 196x10* kgf/cm?.

A Figura 5.12 ilustra os resultados de deslocamentos verticais no centro do vao
obtidos para o exemplo comparados com a faixa de resultados experimentais. Como
dito anteriormente, foram aplicados recalques de 2 cm nos pontos indicados como
carregados na Figura 5.9.

Como pode-se observar, os resultados sdo plenamente satisfatérios mostrando a
eficiéncia do elemento laminado em modelar materiais compostos como o concreto
armado. Acredita-se que a pequena diferenca entre as respostas se refere ao fato de nao
se estar considerando o cisalhamento no critério de plastificacdo. Outro fator € o da ndo
consideracdo do deslizamento entre a armadura e o concreto, podendo causar um

enrijecimento na fase final do problema.
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Forga x Deslocamento Vertical
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1.20E+06 |
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6.00E+05 |
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|
|
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|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|

4.00E+05 |-

2.00E+05 | fff - - - - - =—=Programa - n6 central =—=—Experimental |__

0.00E+00
0.00 020 040 060 080 100 120 140 160 1.80 200 220 240
Deslocamento Vertical - n6 central (cm)

Figura 5.12 — Deslocamento vertical no centro do vao — Experimental e Numérico

5.9.4 EXEMPLO 04 - VIGA DE CONCRETO SUPER ARMADA

Para este exemplo, a viga de concreto armado possui comprimento de 2.40 m e
secdo transversal de 12x30 cm, sendo também apoiada nas duas extremidades e
sofrendo um carregamento concentrado nos tercos do vao como ilustra a Figura 5.13.
Porém, da mesma forma que para o exemplo 1, este foi rodado considerando controle de
deslocamento nos pontos de aplicagdo das cargas, ou seja, foram aplicados passos de

recalques em lugar dos passos de carga nos pontos carregados indicados na Figura 5.13.

80 | 80 | 80

Figura 5.13 — Esquema estrutural.

A viga deste exemplo possui armadura longitudinal superior constituida por 2¢5
mm e armadura longitudinal inferior constituida por 7¢10 mm sendo que a disposi¢ao
de tais armaduras estd detalhada na Figura 5.14. A Figura 5.15 ilustra a se¢do
transversal equivalente adotada para o exemplo tal como mostrado para o exemplo

anterior.

Rodrigo Ribeiro Paccola



Capitulo 5: Extensdo para elemento finito de portico laminado 3D 81

Novamente, as areas de armaduras adotadas para a secdo equivalente sdo iguais
as areas das barras adotadas para a viga diferindo apenas no formato porém mantendo-
se a mesma posi¢ao do centro de gravidade, tal como pode ser visto na Figura 5.15.

A se¢do de concreto neste exemplo foi considerada macica, adotando-se uma
simplificagdo e ndo sendo descontada a area de concreto em comum com a area de aco
por ser esta considerada pequena em relagdo a area total de concreto da secdo
transversal.

De forma analoga ao apresentado para o exemplo anterior, a camada de concreto
sofreu uma divisdo na dire¢do vertical em 50 partes iguais com o intuito de melhorar o
comportamento da resposta nao-linear na se¢do transversal. Novamente, as camadas
referentes ao ago ndo sofreram subdivisdo por serem consideradas de dimensdes
satisfatorias. Portanto, a se¢do transversal deste exemplo ¢ composta de 59 camadas
entre concreto e aco sendo que para cada camada foram adotados 16 pontos de Gauss
para efeito de integragao numérica.

Na longitudinal manteve-se a divisdo da viga em 10 elementos finitos de
diferentes tamanhos possuindo também uma maior concentracdo no centro do vao para
se obter uma melhor representagdo da secdo onde se inicia a plastificacao

Da mesma forma, o concreto foi adotado com diferentes comportamentos para
tracdo e compressdo e a curva tensdo x deformacdo do material foi aproximada por 5
trechos com constantes eldsticas diferentes para compressdo e 3 para tragdo. Tal

comportamento ¢ descrito com os dados da Tabela 5.4.

Tabela 5.4 — Constantes elasticas do concreto.

Tensdo de Trechos Unidades
Escoamento  Elastico 1° 2° 3° 4° 5° kgf e cm
0 -Z.SXIOS 0 - - Etrecho
TFacdo 2x10' - - - -
¢ 5 5310° 0.8x10*  1.6x10" 2.4x10™ - - Deformacdo
DX
C% 2102 7x10*  3.85x10° 0 -8.15x10" 0 Efrecho
mp- 0.8x10° 1.8x10° 3.1x10°  8x10°  10.9x10° Deformagio

O aco foi adotado idéntico ao exemplo anterior, ou seja, foram adotados 2
trechos para o diagrama tensdo x deformacdo e comportamento igual para tracdo e

compressdo. Os valores adotados para o ago sdo:

Tensdo de escoamento: 5x10° kgf/em?; ~ Modulo de Elasticidade: 196x10* kgf/cm®.
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Figura 5.14 — Secao transversal. Figura 5.15 — Secdo equivalente.

A Figura 5.16 ilustra os resultados de deslocamentos verticais no centro do vao
obtidos para o exemplo comparados com a faixa de resultados experimentais. Como
dito anteriormente, foram aplicados recalques de 2 cm nos pontos indicados como
carregados na Figura 5.13.

Novamente, o enrijecimento numérico pode estar relacionado a mecanismos
nao acoplados no modelo como cisalhamento e deslizamento de armadura.

Algumas consideragdes podem ser apresentadas sobre os resultados obtidos
nos dois ultimos exemplos. Tais resultados s3o considerados satisfatorios pois além da
simplificagdo adotada para a lei de plastificagdo nenhum dos parametros obtidos em
ensaio foi modificado ou mesmo adequado para que os resultados encontrados
pudessem ser mais proximos dos resultados de ensaio obtidos. Tais parametros apenas
foram lancados no exemplo e os resultados obtidos de forma a verificar o

funcionamento do programa. Talvez uma melhor discretizagdo da se¢do transversal da
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peca venha a surtir efeitos positivos nos resultados, porém ndo pode ser esquecido o

aumento do custo computacional que tal modificagdo acarreta.
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Figura 5.16 — Deslocamento vertical no centro do vao — Experimental e Numérico

Além da discretizagdo, outro ponto de forte influéncia nos resultados ¢ a
representacdo da curva tensdao x deformagao do concreto que, apesar de se ter adotado
varios trechos para sua representagdo, baseando-se em ensaios de compressdao obtidos
nas referéncias, pode-se estar pecando na representacdo destes valores para compressao
e principalmente para a tracdo onde se estima uma resisténcia em torno de 10% do valor

da sua resisténcia a compressao.
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CAPITULO 6

FORMULACAO PARA O ELEMENTO FINITO DE
CASCA LAMINADA

6.1 INTRODUCAO

De maneira similar ao que foi apresentado para o elemento de poértico e
desenvolvido em PACCOLA (2001), com base nos trabalhos de MENEZES e
DEVLOO (2000) e DEVLOO et al. (1999), para o elemento de placa quadrilateral com
aproximacdo linear e quadratica de varidveis, propde-se o desenvolvimento de um
elemento de casca (foliculos triangulares planos) com cinematica de laminados ou
Reissner geral. Novamente, as rotacdes em relacdo aos eixos da casca sao tomadas
como varidveis independentes da derivada do deslocamento vertical em relacdo aos
eixos. Com isso, secdes inicialmente planas permanecem planas mas ndo
obrigatoriamente perpendiculares a superficie da placa. Os elementos das camadas
podem possuir diferentes caracteristicas mecanicas ¢ em diregdes diferentes, podendo
assim ser adotados materiais ortotropicos distintos para cada lamina. Com isso, se
alcanga um comportamento anisotrépico para o conjunto das camadas em questdo.
Adota-se aproximag¢do quadratica ou cubica para os parametros nodais, sendo estes 3
translagdes e 3 rotacdes independentes entre si. O elemento finito adotado tem forma
triangular possuindo 6 ou 10 nds, dependendo da aproximacgdo adotada.

Vale salientar que esta cinematica, para problemas lineares, foi estudada e
implementada em PACCOLA (2001) utilizando-se elementos quadrilaterais de 4, 8 ¢ 9
nds. Apresenta-se neste item a formulacdo do elemento triangular introduzindo-se de

forma simples, os termos ndo-lineares na formulagao em forma de tensoes residuais.
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A consideragdo de ortotropia para os materiais acarreta a imposi¢ao de uma
condi¢do que estabelece uma relacdo entre os modulos de elasticidade longitudinais e
coeficientes de Poisson nas duas direcdes de ortotropia ou direcdo das fibras (1 e 2).
Essa condicdo ¢ apresentada na equacdo 6.1. Simplificacdes para o estado plano de
tensoes foram admitidas bem como consideracdo de pequenos deslocamentos e

pequenas deformagoes
Ev,=E,yv, 6.1

A verificacdo da presente formulacdo com relacdo ao efeito de travamento por
cortante se faz necessaria em fungdo do grande nimero de informagdes encontradas na
literatura, onde se afirma que elementos baseados em deslocamentos apresentam
travamento. Neste sentido, exemplos sdo apresentados no capitulo 10 com a finalidade
de se verificar o real comportamento da formulagdo com relacdo a este efeito
indesejavel.

A seqiiéncia para o desenvolvimento da formulagdo ¢ basicamente a mesma
apresentada para o elemento de poértico, sendo complementada apenas no tocante as

caracteristicas relacionadas a ortotropia considerada para os materiais.
6.2 CINEMATICA

A cinematica apresentada a seguir € utilizada em alguns trabalhos referentes ao
estudo de laminados e fornece os deslocamentos no plano médio das laminas em fungao
dos deslocamentos em relacdo a um plano de referéncia previamente adotado paralelo,
porém excéntrico, ao plano médio da lamina.

Portanto, tem-se a cinematica expressa na forma apresentada em 6.2:

up(x,y, ) (X)+<9Y(X).(fz+z)
vP(x,y, ) (X HX(X).(fZJrz) 6.2
wp(x,y, ) W(X,Y)

Para facilitar a visualizagdo dos deslocamentos equacionados nas expressoes da
cinemadtica, a exemplo do que foi feito para portico 2D e 3D, apresenta-se a Figura 6.1 a

seguir:
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Z
z=h/2
h % -z |P -
X
f2 z=-h/2

Figura 6.1 — Cinematica para um ponto “P”’ qualquer.

Para facilitar o desenvolvimento do formalismo mateméatico envolvido na
formulagdo do elemento de casca, admite-se inicialmente que os eixos ou dire¢des das
fibras coincidam com o sistema de referéncia local adotado para cada elemento (eixos
em vermelho na Figura 6.1). Esse sistema local possui os eixos “x” e “y” no plano do
elemento, tendo o eixo “x” dire¢do dada pela incidéncia dos nos 1 e 2 do elemento. O
eixo “y” por sua vez ¢ perpendicular a “x” e em sentido destrdgiro em relagdo ao eixo
“x” em torno do eixo “z” perpendicular ao plano do elemento e de orientagdo para cima.
Obtidas as matrizes para este sistema de referéncia, basta aplicar rotagdes nestas para se
obter os coeficientes envolvidos na formulagdo em relacdo a outros sistemas de

referéncia.
6.3 DEFORMACOES

Uma vez que se esta formulando um elemento de casca, adota-se na presente
formulagdo a rotacdo absoluta 6. da camada em torno do eixo perpendicular ao plano
do elemento de casca, tal como em MENEZES & DEVLOO (2000).

A essa rotagdo, faz-se corresponder uma deformacdo ficticia ¢, calculada no
plano de referéncia (abscissa “— f”). Essa deformacao ficticia associa uma medida de
deformagdo a diferenca entre €, e o movimento de corpo rigido correspondente a
rotagdo infinitesimal do plano de referéncia em torno do eixo z, no ponto calculado, e ¢

dada por:

gHz :92 (xr’yr)__ ax ay

1 (6vp (x,7,=f) 0Oup(x,y, —f)] 6.3
2
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As deformacgdes do ponto P sdo calculadas em fungdo dos seus deslocamentos
de translagdo no sistema de referéncia local e sdo apresentadas na equagdo 6.4. Vale

salientar que sdo adotadas hipdteses de estado plano de tensao.

ox
gx ay
gy ez(x’,,yr)_l(a‘/p(x,y,_f)_aup(x,y,_f)]
€y 2 Ox ay
{8} || 6.4
€. 1( owp (x,y,z)JrauP (x,3.2)
o 2 Ox oz
xy l 8Wp (x,y,z)+avP (X,y,z)
2 oy 0z
l aup(x’yaz)+avp(x,y,z)
2 oy Ox

6.4 TENSOES

A consideracao da lei constitutiva, para materiais ortotropicos, juntamente com
as expressoes apresentadas para as deformagdes, dadas em fungdo das derivadas dos
deslocamentos, fornece as tensdes num ponto do elemento de casca. Considerando-se a
possibilidade de existéncia de tensdes residuais para posterior inclusdo de nao-

linearidade fisica no problema, tem-se:

E. (gx + vygy) o
o, 1-vy, y
o, E, (gy + ngx) o
{0} _ 3-6’2 _ l-vy, g 6.5
X2 Se,,
j :gy —ke,
oV — KT,
nyyxy a T;y

onde S é uma constante ficticia definida no item 6.5.3.
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A exemplo do que foi apresentado para o elemento de portico, as expressoes
obtidas estdo em funcao das derivadas dos deslocamentos e giros, uma vez que sao estes
que serdo aproximados pelo Método dos Elementos Finitos. Esta aproximacdo de
variaveis serd introduzida na formulagao apds a apresentacdo da expressdo do equilibrio

do problema dada pela energia potencial total.
6.5 ESFORCOS SOLICITANTES

Os esforgos solicitantes por unidade de comprimento sdo indicados a seguir nas
equacdes de 6.6 a 6.8 e sdo dados pela integracdo das respectivas tensdes ao longo da
espessura do elemento finito. Vale salientar que esses esfor¢os sdo calculados no Plano
de Referéncia adotado para o problema excéntrico ao plano médio da casca em fungao

do sistema de referéncia local para cada camada.

6.5.1 FORCAS NORMAIS
h h h
2 2 2
sz.a'dz,N:J-GydzeN =J-r dz 6.6
“ B
2 2

6.5.2 FORCAS CORTANTES

h

2
kt.dz eV, = .[kryzdz 6.7
Zh

N
Il
N‘&_'—-.N\:*

2

A constante “k” que aparece em 6.7 ¢ um coeficiente de correcdo entre a
distribuicao de tensdes devido a forga cortante, adotada constante ao longo da espessura
da placa, e a real distribuicdo dessas tensdes de cisalhamento. Para este trabalho, da
mesma forma que em REDDY (1989) e MENEZES e DEVLOO (2000), “k” assume o
valor de 5/6. Este pardmetro pode ser melhorado com base em estudos mais elaborados
efetuados por OWEN & FIGUEIRAS (1983b), onde dependendo da espessura e
materiais das camadas determina-se um coeficiente de correcdo especifico para cada

problema em anélise.
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6.5.3 MOMENTOS FLETORES E VOLVENTE

h

2

(z+f)0'xdz, M, = I(z+f)0'ydz eM, =
—h —
2

—_— =

M, = (z+f)rwdz 6.8

=

N“\_ﬂ'—.w\b

v

Os momentos Mx e My sdo denominados Momentos Fletores e Mxy ¢
designado de Momento Volvente.

Além destes, para a representacdo do problema das cascas, considera-se
também um momento ficticio Mgy, = Sheg,, associado a deformagdo ficticia
correspondente & 0z. O valor da constante S utilizado neste trabalho, seguindo o
proposto em MENEZES e DEVLOO (2000) ¢ um valor considerado pequeno e igual a
10°Ex, onde Ex é o modulo de elasticidade longitudinal na dire¢io “x” do material.

Esta grandeza ¢ muito importante na analise de cascas abatidas e placas
utilizando-se o elemento proposto, pois evita que singularidades presentes em
formulagdes usuais de casca composta por foliculos planos venham a surgir.

Da mesma forma que para o portico, os momentos fletores surgem como
conseqiiéncia da transferéncia dos esfor¢os normais atuantes no plano médio das

camadas do elemento para o eixo de referéncia adotado para o problema.

6.6 ENERGIA DE DEFORMACAO

A representacdo das condi¢cdes de equilibrio para o problema ¢ realizada
através da utilizacdo do Principio da Minima Energia Potencial Total. Neste sentido,
pode-se escrever a expressao da Energia de Deformacao para o problema e obter-se a
matriz de rigidez e o vetor de cargas nodais para a presente formula¢do. Da mesma
forma que o apresentado para a formulagdao de portico, uma vez que as grandezas até
aqui apresentadas s3o dadas em funcdo dos graus de liberdades e de suas derivadas,
incluindo-se apenas a lei constitutiva do material e indicando-se a integracao ao longo
da espessura das camadas do elemento de casca, a Energia de Deformacao final também
sera expressa em funcdo desses graus de liberdade e de suas derivadas. Isso possibilita a
visualizacdo da posterior introducdo da aproximacdo de varidveis a ser utilizada na

formulagao. Portanto, tem-se:
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U=[|Ae) {o}~{e} (o'} |av 6.9

Substituindo-se as equacdes das deformagdes e tensdes encontradas
anteriormente podemos escrever a expressdo geral da energia para a presente
formulacao. Em funcao dos termos a serem substituidos, a expressao torna-se longa para
ser trabalhada manualmente.

Para tanto, seguindo metodologia descrita em PACCOLA (2001), pode-se
agrupar os deslocamentos e suas respectivas derivadas em vetores e as grandezas
relacionadas a cinemadtica, geometria e propriedades do material em matrizes
denominadas matrizes de contribuicdo. Uma posterior integracdo dessas matrizes ao
longo do elemento forneceréd a matriz de rigidez do elemento de casca.

Para simplificar a expressdo da Energia a ser apresentada, t€ém-se os vetores

dos deslocamentos e de suas derivadas representados por:

u, u uy
Vo v v,
W, , W, : w
{u) = 00)‘; {u}: g, e{uy}z 9;(: 6.10
6, Oy 0y,
6y 9, 0,,

Ap0s se ter efetuado uma manipulagdo matematica da expressdo geral obtida,

esta assume a seguinte forma:

u} {ux}T[Mxx]{ux}+ 6.11

onde a lei constitutiva para o material e as 9 matrizes de contribui¢do sdo dadas por:
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xy

Ex V2Ex O
(I-viv,) (1-wvv,)
VZEx Ey O
(1-vv,) (1-vv,)
0 0 S
0 0 0
0 0 0
0 0 0
o, 0
0 ££+Q6
0 0
0 —Céé(fz+z)
C,(f.+2) 0
0 0
[ C
= 4+C, 0
0 c,
0 0
0 sz(fz+z)
C66(fz+z) 0
0 0
0 C, 0
C
—=2>+C 0 0
0 0 0
—C66(fz+z) 0 0
0 Cp(fi+z) 0
.0 0 0
[0 0 0 0 0 O]
0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 00
0 0 0 0 00
0 0 kC, 0 0 0
0 =% 0 0 0 0
L 2

0 0 0
0 0 0
0 0 0
G. 0 0
0 G, 0
0 0 G,
0 0 Cll(fz+z)
0 —Cy(f+2) 0
kC,, 0 0
0 Cy(fi+z) 0
0 0 Cy(f.+2)
0 0 0
0 0 C66(f2+z)
0 —Cy(f+2) 0
kCiy 0 0
0 Cu(fi+z) 0
0 0 Coo (/. +2)
0 0 0
~Cpy(f.+2) 0 0]
0 Co(f.+2) 0
0 0 0
0 ~Cy(fo+z2)” 0
~Cy(fo+2) 0 0
0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 00
0 0 0 00
My, = 0 0 —kCy 0 0
00 0 00
S oo 0 00
| 2

S O O O O

S O O O

S ©O o o o o

6.12
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0000 0 0 10 0 0 ~—f-z 0]

0000 0 0 0 0 0 0
_ o0 o0 0 4 - o % o o 0 0
Mo=lo 000 -1 ol ™0 0o -1 o 0 0

0001 0 0 0 0 0 0 0 0

0000 | 0 -1 0 f+z 0 0]

[0 0 0 0 0 0]

0 -1 0 f+z 0 0 Mysz;,

—1
B 0 0 0 o o MemM

M, =M,
0 0 -1 0 0 0
-1 0 0 0 —f-z 0]

Neste ponto da formulacdo, antes de se efetuar a integracdo das matrizes de
contribuicdo, faz-se necessdria a introdu¢ao da aproximagdo de elementos finitos.
Novamente, vale salientar que para qualquer aproximagdo desejada a formulagdo passa
a ser modificada deste ponto em diante, ndo sendo necessario portanto que sejam
refeitos todos os passos até aqui apresentados.

As fungdes de forma para a aproximacao cubica sdo apresentadas no item
seguinte deste capitulo. Adotada e introduzida a aproximagdo, substituem-se as
expressdes na forma matricial da energia de deformacdo e com isso obtém-se a matriz
de rigidez para o elemento finito de casca triangular plano.

Da mesma forma que para a formulagdo de portico laminado, a integragdo foi
feita numericamente, para permitir o calculo ndo-linear e as expressoes finais também
ndo foram aqui apresentadas por motivo de espago, ou seja, a matriz de rigidez
resultante da integragdo ¢ de ordem 60x60, inviabilizando sua visualizacdo e

apresentagao neste texto.

6.7 ELEMENTO FINITO TRIANGULAR — CARACTERISTICAS
GERAIS

Um breve estudo deste tipo de geometria foi realizado baseando-se nos
trabalhos de ODEN et al. (1981), REDDY (1993) e ASSAN (1999), sendo tal geometria
apresentada a seguir juntamente com as func¢des de forma e suas derivadas que foram

utilizadas para aproximacgao das variaveis nodais envolvidas no problema.
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Figura 6.2 — Elemento mestre triangular — mapeamento.

As funcdes de forma para o elemento triangular com aproximagdo cubica,
encontradas utilizando-se um algoritmo desenvolvido para obten¢do de tais fungdes,
Apéndice A, sdo apresentadas em 6.13 e suas derivadas em 6.14. Vale salientar que o
algoritmo desenvolvido foi utilizado para criar uma biblioteca de elementos triangulares

planos com diferentes aproximagdes para as variadveis nodais.

9 2 1 9 2 1
¢1_E§1(§1_§ ('égl_gJ ¢2_5§2(§2_§j(§2_§j

9

2

a-35(a-3)(a-5) a-T{a-3)ee
6-Ta-3)ee  a-Ta-1)es 613
6o-2a-3)es  a-T{a-7)as
6=2(a-1)as ho=2756:6

O algoritmo para geragdo automatica das funcdes de forma do elemento
triangular plano, bem como de suas derivadas, foi desenvolvido com base nas
expressoes gerais encontradas em REDDY (1993) e ZIENKIEWICZ (1985) e com a
utilizagdo de um software de manipulagdo simbolica.

Os desenvolvimentos apresentados neste trabalho, tanto para o elemento de
portico quanto para o elemento de casca, foram realizados considerando-se analise
linear eléstica e tensdo residual qualquer. Para obtencdo das expressdes gerais para o
problema viscoplastico implementado neste trabalho, faz-se necessario que se retorne a

expressdo da energia de deformacdo, para a formulacdo do elemento de casca, e nesta
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seja considerada a expressao geral para tensoes apresentada no item correspondente de
modelos reoldgicos, onde se encontram apresentadas as expressdes para tensoes para

analises viscoeléstica, elastoplastica e viscopldstica. A consideracdo das tensdes

residuais facilita este procedimento.

T -0 o0
2—?=o %3—27@ ~9¢, +1
Z_?:_%gs f Z_?‘:2_27§1§2_%§2
2_?2_2_2753 +9§3_1 Z_?:%é 51
Ops 27,2 9 O _ 27 ;2
651_252 2, 252 f i
os _27 9 Oy _ 27 ,» _ '
25,2 §é — 25 3¢, 5 & +27EE + (é:z &)
=ns B TE s (64
- as(6-8) =Lk
Z_? = _2_2751 2751683 +%(§1 _983) aaigo = 2798253 _275152
oy _ 27,29 o _ _ :
2¢, -5 & +2§1 3¢, 278&,-2786,;

Assim, efetuando-se a devida manipulacdo matematica dessas expressoes,

podem ser apresentadas as equagdes de equilibrio algébrico gerais, na forma matricial,
para os modelos acima citados, tal como em MESQUITA & CODA (2002) e

MESQUITA (2002).
Para o modelo viscoelastico tem-se as tensdes dadas por:

6.15

o, =Cy&y +7C, wEn

Neste caso, a equag¢do de equilibrio, diferencial no tempo e algébrica no

espaco, pode ser escrita como:
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KU +yKU =F 6.16

onde assume-se a seguinte aproximagao temporal para o vetor de velocidades nodais:

UzM originando (1+leUM —F+ L KU, 6.17

At At At

que ¢ um algoritmo de passo simples.

As tensoes para o modelo elastoplastico sdo representadas por:

»
k)

— e __ P _ P
0y = Céiy = Cya | €0~ J dey |=Cyéy =0 6.18
0

que substituida nas demonstragdes para o caso elastico fornece a equacdo de equilibrio

algébrico com a seguinte forma:
KU=F+F" 6.19

sendo F” o vetor de forgas residuais acumuladas proveniente da integra¢ao das tensoes
residuais ao longo dos elementos.

J4 0 modelo completo viscoplastico tem as tensdes escritas da seguinte forma:

&l

O, = Cijklglfl + 7Cijkl‘ékl = Cijkl S~ I dey |+ 7/Czj/‘k1‘ékl = Cijkl (5k1 + Y€y ) _05 6.20
0
e portanto equacao de equilibro algébrica representada matricialmente por:
KU +yKU =F +F* 6.21

utiliza-se a mesma aproximagdo descrita em 6.17 para U resultando em algoritmo de
passo simples com iteragdes no passo de tempo para definicao do equilibrio temporal.
Como dito anteriormente, o procedimento de retorno para a superficie de
plastificacdo ja foi escolhido e se baseia no trabalho de MESQUITA (2002) permitindo
que o multiplicador pléstico seja obtido de forma fechada. Apresenta-se o referido
procedimento no capitulo 7 deste trabalho para materiais anisotrdpicos gerais com

particularizagdo para materiais ortotropicos.
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CAPITULO 7

ALGORITMO DE RETORNO PARA O CRITERIO DE
TSAI-WU

7.1 INTRODUCAO

A consideragdo de comportamento ndo-linear dos materiais nas andlises de
estruturas implica na necessidade de utilizagdo de procedimentos numéricos, através
dos quais torna-se possivel integrar as equacdes constitutivas, que regem o
comportamento desses materiais, ao longo do “corpo” em questdo. Esses procedimentos
numéricos devem possuir certas caracteristicas necessarias a boa integracdo das
grandezas envolvidas no problema com o intuito de possibilitar a minora¢ao dos erros
numéricos e uma convergéncia satisfatoria.

A utilizagdo de algoritmos do tipo tangente acarreta um alto custo
computacional para geracdo da matriz de rigidez global da estrutura atualizada, além do
custo relacionado a atualizagdo das tensoes. Este ltimo esta associado a obtengao do
multiplicador plastico de forma iterativa, como tradicionalmente se faz, através da
resolu¢do da equacdo dada pela condi¢ao de consisténcia.

Porém, como pode ser observado em MESQUITA (2002), ¢ possivel se obter
expressoes fechadas para o calculo do multiplicador plastico, através da manipulagdo
das relagdes constitutivas do modelo proposto, evitando-se assim erros de precisao do
processo iterativo e o custo computacional extra.

Ainda em MESQUITA (2002), sao encontrados desenvolvimentos utilizando-
se de algoritmos implicitos para atualizacdo das tensdes para o caso tridimensional.
Naquele trabalho, as expressdes fechadas para o multiplicador plastico foram obtidas

para os critérios de von Mises e Drucker Prager com encruamento isotrépico com base
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em leis de fluxo associativa e ndo-associativa. Esta ultima com retorno associado a
variagdo volumétrica do material na fase plastica.

No presente trabalho, determinam-se as expressdes fechadas para o caso ndo-
associativo para o critério de Tsai-Wu para materiais anisotropicos gerais e estado plano

de tensao.
7.2 RELAC()ES GERAIS PARA PLASTICIDADE

No caso de plasticidade uniaxial, como a apresentada para o elemento de
poértico 3D, o limite eldstico estabelecido para os materiais ¢ dado por um intervalo de
valores de tensdo que satisfazem o critério de plastificagdo estabelecido. Numa analise
multiaxial, esse intervalo de valores ¢ substituido por uma superficie comumente
conhecida como superficie de plastificagdo, onde valores de tensdo que pertencem a
esta superficie e a seu interior sdo considerados eldsticos e portanto ndo provocam
deformacdes irreversiveis (plasticas).

Matematicamente, se escreve a expressao para a superficie de plastificacdo da

seguinte forma:
f(o-lj’K):]?(o-ij)_E(K):O 7.1

onde & ¢ uma tensdo equivalente fun¢do do parametro de encruamento x, e

S~ € uma fung@o do estado de tensdo o, .

Sendo a equacdo 7.1 satisfeita, ou seja ( f= 0), significa que um estado de

tensdo limite foi alcangado para o problema. Valores negativos de f indicam um

descarregamento (ou estado de tensdo eldstico) e conseqiiente retorno a regido eléstica

do diagrama tensdao x deformagdo. Valores positivos de f caracterizam uma situagdo

de carregamento plastico e sdo inadmissiveis, indicando o aparecimento de deformagdes
irreversiveis (plasticas). A ocorréncia de uma previsao f > 0, de acordo com o modelo
de encruamento adotado para o material, provoca uma evolu¢do na superficie de
plastificagdo, buscando alcangcar um novo estado de tensdo que resulte sobre a

superficie.
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A taxa de deformagdo total pode ser decomposta em uma parcela eléstica

. e e , "
reversivel (£; ) e uma parcela plastica irreversivel (& ).

C e
g =&t & 7.2

A taxa de deformacdo elastica ¢ relacionada com a taxa de tensdo através da

matriz constitutiva elastica C:

ijlm

da seguinte forma:

L e e
O-ij - Cijlmglm 73

A taxa de deformacao plastica pode ser expressa através da seguinte relagdo:

Er :/ij—g:/ié’ g, 74

onde A ¢ uma constante de proporcionalidade denominada multiplicador plastico, que

deve satisfazer as seguintes condi¢des de complementaridade de Kuhn-Tucker,
A0, <0 e A-f=0 7.5

O termo g na equagdo 7.4 ¢ um potencial plastico com unidade de tensdo. O
caso particular de g=f ¢é conhecido como plasticidade associativa. Uma forma

alternativa de se idealizar o fluxo plastico, adotada neste trabalho, ¢ através da seguinte

relacao:

&P =in. 7.6

g y

onde n; € um tensor que define a dire¢do do fluxo plastico. Assim, se a diregdo adotada
n; ndo for normal a superficie de plastificagdo no espago das tensdes principais, pode-

se dizer que esta lei € ndo associativa.
Para o caso de encruamento por deformagao e critério de Tsai-Wu, o escalar x
¢ relacionado com a norma do tensor das taxas de deformagdes plasticas da seguinte

forma:
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) . . 2 .
K =g“’=K||5;|| = K =geq=jK||8if|| 7.7

onde &7 € o tensor das taxas de deformagdes plasticas, ¢“ € conhecida como

deformacdo plastica equivalente e K ¢ um termo cujo valor deve ser escolhido de tal
forma que a partir do modelo generalizado possa-se recuperar o caso unidimensional. A

obtenc¢do do valor de K ¢ explicitada nos itens que se seguem.
7.3 ABORDAGEM INCREMENTAL PARA PLASTICIDADE

As equagdes em taxa sdo transformadas em equagdes que dependem de
incrementos de carga, onde s3o conhecidas as varidveis num determinado nivel de carga
i ¢ devem ser atualizadas para se obter as varidveis do novo estado em i+1. O
procedimento implicito utilizado para determinacao dessas variaveis no nivel de carga
i+1 baseia-se nas condigdes de Kuhn-Tucker, ou condigdes de complementaridade,

dadas por:

A4, 20, [, <0 e AA, f., =0 7.8

Portanto, tem-se para o algoritmo:

=&+ Agm

el P
O = C (gi+1 _‘91'+1)
) 7.9
€i+l

Ki+1

=&’ + A&l

i+l

=K, + AK;

i+l

Admite-se inicialmente que o primeiro passo seja puramente elastico, ou seja,

um estado de tentativa, portanto:

En=&+ Agm

ten __ e P
o =C(e,,—¢&")
Kterl

i+l

f (o—fi’i’ ) Kitf—:l ) = 7 ( Jiti’lz ) - 5( Kiti’lz

7.10
:Ki
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Tendo-se estabelecido o estado de tentativa, ou também conhecida como etapa
de previsdo, pode-se verificar se o estado de tensao respeita a condi¢ao de consisténcia
imposta pelo critério. Caso a condi¢do de consisténcia seja satisfeita, o estado de tensdo
¢ admissivel e ndo provoca deformagdes irreversiveis. Caso contrario, um novo estado
de tensdao deve ser procurado de forma que a condigdo de consisténcia seja satisfeita.

Desta forma:

_ ten e
01 =0y _AZ’HIC 1y
JZ
gi+1 - gi + Ali#»lni#»l 7. 11
Koy =K + Ak, (A4,)

A correcao do estado de tensdo depende da determinacdo do multiplicador
plastico do instante atual. Portanto, utilizando-se a expressdo da condicdo de
consisténcia, pode-se obter uma expressdao fechada para determinagdo de AA no

instante i+1, ou seja:

S0 K,)= 7(O'i+1)_5(’(i+1) =0 7.12

Substituindo-se as expressdes de 7.11 em 7.12, encontramos uma expressao

que fica dependente apenas de AA_,. A solugdo desta equagdo fornece o valor de A4

i+l
que recupera um novo estado de tensdo compativel com o modelo adotado. O valor de
AA pode ser obtido de duas formas: através de processos iterativos, tradicionalmente
utilizados, ou com a obtencao de expressdes fechadas baseadas na variagao volumétrica
da fase plastica que, como dito anteriormente, sdo menos custosas computacionalmente

e ndo incorrem em erros de precisao.

7.4 ALGORITMO DE TSAI-WU NAO-ASSOCIATIVO GERAL

O critério de plastificacdo utilizando-se a superficie de Tsai-Wu pode ser

escrito como:

f:f(a)—E(K)=0'TF0'+0'TL—5(K)SO 7.13
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Na expressao anterior, F € uma matriz simétrica composta pelos valores limites
de tensdao de escoamento do material sendo definida, segundo apresentado no item 2.4
do capitulo 2 para o critério de Tsai-Wu particularizado para materiais ortotropicos, na
forma apresentada em 7.14.

O termo L ¢ um vetor que caracteriza a dependéncia do critério em relagdo a

tensdo hidrostatica e € definido em 7.15.

K K, F 0 0 0
Fle }722 F23 0 O 0
| B B By 000 s
0 0 0 F, O 0 '
0 0 0 0 F;, O
0 0 0 0 0 Fy|
' = {L1 L L 00 0} 7.15
O ¢ o tensor de tensoes escrito em forma vetorial como:
o' = [0_11 Oy, O3 O3 Oy 0-12] 7.16

A tensdo equivalente & ¢ definida, neste trabalho, segundo uma lei de
encruamento isotropica linear escrita em fun¢do do encruamento isotropico x e seu

respectivo parametro de encruamento H .

o(x)=HkK’ 7.17

Para que a expressao anterior respeite o estabelecido no item 2.4 do capitulo 2,
onde a expressdao geral para o critério de Tsai-Wu ¢ apresentada, deve-se assumir
inicialmente o valor de k igual a 1/H.

As deformacgdes plasticas incrementais sao definidas segundo uma lei de fluxo
ndo associativa. Esta idealizacdo parte da suposi¢io de que o sélido ao plastificar podera
se comportar como um fluido compressivo ou incompressivo, ou seja, nao se pode

condicionar o fluxo plastico a uma superficie, responsavel em principio por definir
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apenas os limites eldsticos do material. Assim, imagina-se, a partir das observacdes da

mecanica dos fluidos, que se deve estabelecer a direcao do fluxo plastico mantendo uma

relacido com as tensdes (analogia pressdo/fluxo do fluido), sendo esta relagdo

semelhante a relacdo elastica (tensdo/deformagdo). Neste sentido, pode-se escolher um
c »

tensor qualquer “n” como sendo a direcdo do fluxo plastico, porém ¢ interessante que

este esteja relacionado a dire¢ao da tensao de tentativa, tal como:
Ae? =AA-n=AA-£“ = AAC" o 7.18

onde C” ¢ uma matriz semelhante & matriz constitutiva eléstica.
Para o caso associativo, baseando-se no desenvolvimento apresentados em
MESQUITA (2002) para os critérios de von Mises e Drucker Prager, a expressdo para o

incremento de deformagao plastica para o critério de Tsai-Wu assume a seguinte forma:
of
Ag”:A/Ié’—:A/WUf:A/i(FO'—i-L) 7.19
o

A particularizagdo da expressdo 7.18 adotando-se no lugar da matriz
constitutiva plastica C”, a matriz eldstica C°, faz com que o fluxo pléstico tenha seu
retorno dado na dire¢dao das tensdes elasticas aplicadas ao corpo. Com a utilizacdo da
forma geral, esta direcio de retorno pode ser qualquer dependendo de qudo
compressivel seja o material em estudo na fase plastica. Para se obter material

incompressivel na fase plastica adota-se C” semelhante a uma lei constitutiva isotropica

com “Coeficiente de Poisson Plastico” (vp) igual a meio. Dessa forma, pode-se

quantificar qualquer grau de compressibilidade do material plastificado. Assim, a

expressao de atualizacao das deformagdes plasticas fica escrita como:

=g/ + Al =&! + A1, C" o 7.20

P
g i+l i+1

i+1

O incremento Ax ¢ obtido considerando-se hipotese de encruamento por

deformacao. Para tanto tem-se:
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1

AR = As" = K[as! | = KaA® ((C”_ ol )T Flcas, )j 721

i+1 i+1

onde K tem unidade de tensdo e deve ser determinado para que a expressdo permita a
recuperagdo do caso unidimensional. Como a degeneragdo do problema ortotropico
ficaria complicada usando a norma indicada em 7.21, propde-se a seguinte norma para

simplificagdo das expressdes:
AR =Ae" =K |Ael|= KA (0 Fo™") 7.22

Deve-se recuperar o fator de escala para se compor o pardmetro de
encruamento & como segue, onde o coeficiente K deve ser determinado para esta nova
situagdo, guardando-se ainda a necessidade de se retornar para o caso unidimensional.

Conseqiientemente a expressdo de atualizagdo do parametro de encruamento

_ _ ten” ten
Ki+l - Kz +AKi+1 - Ki +Aﬂ’i+l V K6i+] Fai+l 7.23

fica:

Retornando a parte da expressdo da superficie de plastificagdo referente a

evolucao do critério tem-se:
— T N T
o(k)=Hx}, =H |kl +A Ko Fo!" +2K,Ad, Ko Fo!! ) 7.24

Da expressdo 7.24 entende-se que K deve ter dimensao da inversa da tensao ao
quadrado. Para que o critério degenere no caso unidimensional (direg¢@o ortotropica 1) K

deve assumir o seguinte valor:
K=— 7.25

considerando-se portanto degeneracdo na dire¢do 1 com moddulo de elasticidade
longitudinal E;.

Agora deve-se encontrar a expressao de atualizacdo das tensdes.
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0 =0;F AO_Hl =0+ CB(ASM _Agi[jrl) 7.26

Definindo-se um estado de tentativa elastico € possivel escrever a equacao 7.26

COmo:

_ _ __ten e P
0., =0,+tAo,, =0 —C'Ag], 7.27

Substituindo-se a expressdo de Ag/, dada pela equagdo 7.18 na expressao de

atualizacdo das tensdes 7.27, encontra-se:

i+1 i+l i+1 i+1 i+1

G =0 —CAL C" o =(1—C6M C”’l)afi? 7.28

A consideragdo de retorno relacionada a diregdo eléastica, como pode ser visto
na equacdo 7.28 ndo provoca o aparecimento de tensdes residuais em diregdes
diferentes da estabelecida pela tentativa elastica, ao contrario dos modelos classicos
com lei de fluxo associativa ou mesmo com matriz plastica diferente da matriz elastica.

Agora deve-se encontrar a expressdo da condicdo de consisténcia de maneira
que se possa resolve-la e assim determinar o multiplicador pléastico. Assim, para o

instante atual o critério de plastificagdo fica escrito como:

fin=0l Fo, +o L-5(k)=0 7.29

i+l i+1 i+l

Desenvolvendo-se o primeiro termo da equacdo 7.29 e utilizando-se a

expressao de atualizacdo das tensdes em 7.28, encontra-se:

0L F 0+ 0L =(1=A%,CC" ol F(1-A4,,CC"" oty

i+l i+1 i+1 i+1 i+l i+1 i+1

7.30

i+1 i+1

o (1=an_ cec?' )L
( )

Aplicando-se a definicdo de encruamento expressa pela equacdo 7.23, a

segunda parte da equagdo 7.29 fica escrita como:
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— 2.2 2 2 ten” ten
o(k,, )=+Hx +H AL, Ko, Fo,

i+l i+1

T
2H KM, Kol Fo

7.31

Substituindo as expressdes 7.30 e 7.31 na expressdo do critério de plastificagdo

em 7.29, encontra-se:

+1 T i+1 i+l i+1

f —(I—M C@CP")J’B"TF(J—M CGC”’I)G,»’?I

i+1 i+1 i+l i+1

2H A Kol Foll =0

ro” (1 ~ AL, CC )L — H)? — H*AA2 Ko™ Fo'™ 7.32

Note que a expressao encontrada para determinacao da expressao fechada para
o valor de A4 ¢ uma equagdo do segundo grau e suas raizes podem ser facilmente

encontradas. Para tanto tem-se:

S =aAAL, + BAL, +y =0 onde: (a)

a=c"" CC" FCC" ¢ — H*Kc' Fo' (b)

B=-c"CC" Fo' -~ FC°C" o' 7.33
—o " CCP L-2Hk\[K™" Fo'! ©

y =0 Fo' + o L— H*k; (d)

Se o valor de a dado pela equacao 7.33b, for nulo, entdo a expressdao 7.33a
recai numa equacgdo de 1° grau e o valor de A4 ¢ uUnico para a expressao. Caso
contrario, serdo encontradas 2 raizes para a equagdo sendo que o valor de A4 a ser
adotado deve ser o menor dentre os valores positivos das raizes encontradas.

Para uma melhor compreensdo de todo o procedimento implicito aqui

discutido, apresentam-se os passos do algoritmo para o critério de Tsai-Wu.
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1. Atualizar as deformacgoes e calcular as tensoes e parametro de encruamento de
tentativa
& =& +As,

o =C(&,—¢")

ten
K

il = Kz
2. Verificar o critério de plastificagdo com as tensoes de tentativa

f;ten — O_terszO_?er1 + O_tenTL —E(K')

+1 i1 L1041 T Oy
3.8e £ <0
3.1 Entdo:
3.1.1 Finalizar
3.2 Se ndo:

3.2.1 Determinar A,

i+1

-1
_ p ten
iy = C o;

+1

1
K= = para degeneragdo na diregdo 1.
1

as = PENE —day

i+ T 2a

adotado-se o menor valor positivo.

3.2.2 Atualizar as variaveis internas com o valor de A4,

i+1

o, = (1 —C°AA,C" ) ol

p _ sP
8i+1 _‘91‘ +Aﬂ“i+ln

i+1

Ky =K +A4, i+l i+l

K (O_tenTFO_ten)

Figura 7.1 - Algoritmo de integracdo implicito para o critério de Tsai-Wu.

Semelhantemente aos algoritmos com lei de fluxo associativa e ndo-associativa
para os critérios de von Mises e Drucker Prager apresentados em MESQUITA (2002),
foi possivel encontrar a expressao fechada do multiplicador plastico para lei de fluxo
nao-associativa geral para o critério de Tsai-Wu. Novamente, as mesmas vantagens
mencionadas anteriormente com relagdo ao uso da expressio do AA sdo aqui
reproduzidas, no que diz respeito ao custo computacional e erros numéricos devido ao
calculo aproximado. Deve-se mencionar que os critérios de von Mises e Drucker Prager

podem ser reproduzidos por uma degeneracao do critério de Tsai-Wu.
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CAPITULO 8
METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

8.1 INTRODUCAO

Neste capitulo apresenta-se a formulagdo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para solidos elasticos tridimensionais utilizada no presente trabalho
para modelagem de solidos 3D finitos e semi-infinitos. Sdo apresentadas as solugdes
fundamentais dos problemas abordados, bem como a formulagdo integral e o
equacionamento algébrico com base no trabalho desenvolvido por SOUZA (2001),
cujas implementagdes foram utilizadas e adaptadas para a presente pesquisa.

Portanto, as implementagdes relacionadas ao MEC foram desenvolvidas pelo
referido autor, que utilizou a solucdo fundamental de Kelvin para meios infinitos em sua
formulagdo. De acordo com esta formulagdo, o contorno ¢ discretizado utilizando-se
elementos triangulares planos com aproximacao linear e as integrais singulares sao
desenvolvidas semi-analiticamente, sendo ainda introduzidas na formulacao técnicas de
integracdo de contorno considerando-se a eficiéncia e a precisdo para a integral quase
singular.

Este programa foi adaptado implementando-se as expressdoes da solucdo
fundamental de Mindlin para meios semi-infinitos, sendo que as integrais singulares
foram obtidas com a utilizacdo da propriedade de movimento de corpo rigido, ndo se
utilizando da integra¢do semi-analitica proposta pelo autor para o tratamento da solu¢do
fundamental de Kelvin. Outras adaptagdes algébricas foram necessarias para possibilitar
o acoplamento MEC / MEF e serao descritas no capitulo 9.

A seguir sdo apresentadas as solugdes fundamentais para os problemas de

Kelvin e Mindlin, bem como as formula¢des integral e algébrica do MEC e algumas das
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principais caracteristicas da formulacdo implementada e apresentada em SOUZA

(2001).

8.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL

No desenvolvimento de uma formula¢dao baseada no método dos elementos de
contorno € necessario um conhecimento prévio da chamada solu¢ao fundamental, que ¢
escolhida de acordo com o problema a ser solucionado.

Sao utilizadas no presente trabalho, como dito anteriormente, as solugdes
fundamentais de Kelvin e Mindlin para modelagem de meios infinitos e semi-infinitos
respectivamente.

A solugdo de um problema fundamental ¢ definida como a resposta de um

corpo eléstico e de dominio infinito, submetido a acdo de uma forga estatica e unitaria.

Figura 8.1 - Componentes dos tensores de deslocamentos e forgas de superficie
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Os deslocamentos sdo expressos por u; € as forgas de superficie por p;j, onde o
primeiro indice refere-se a direcdo da carga unitaria aplicada e o segundo a direcdo do

efeito provocado, como mostrado na Figura 8.1.
8.2.1 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE KELVIN

A solu¢do fundamental de Kelvin tornou-se a mais utilizada e difundida entre
os pesquisadores da area de métodos numéricos, por ser a mais abrangente e mais
simples de ser implementada. Esta solu¢do, de acordo com LOVE (1944) — apud
SOUZA (2001), foi desenvolvida por Lord Kelvin e ¢ determinada considerando-se um

dominio €2, como um sélido elastico, isotropico, homogéneo e infinito, Figura 8.2.

I' >

Q*

Xi

Xz

Figura 8.2 - Problema fundamental de Kelvin
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Onde:
Q’: dominio que se estende ao infinito
[": contorno que também se estende ao infinito
xj: corresponde aos eixos cartesianos
r: distancia entre os pontos s € q
1;: componentes cartesianas de r
s: ponto fonte com as forcas unitarias nas trés dire¢des
g: ponto onde serdo avaliadas as respostas as for¢as unitarias
u*;;: deslocamentos fundamentais

p*;: forcas de superficie fundamentais

As expressoes encontradas para a solugdo do problema fundamental de Kelvin
em termos de deslocamentos e forcas de superficie, para o estado tridimensional, sdo as

seguintes:

: 1
u;(s,q) = = (3-4v)-5, +r,7,,] 01

16nG(1-v
P (s )—_—1{[(1—2v)-6 i3 [ A= 2v) (o, — -n} 8.2
P 1=y i EE A B

8.2.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE MINDLIN

A solucdo fundamental de Mindlin (MINDLIN (1936) — apud BARBIRATO
(1999)) ¢ caracterizada pela consideracdo de um dominio €, como um solido elastico,
isotropico, homogéneo e semi-infinito, Figura 8.3, diferindo-se assim do problema
fundamental de Kelvin. Na referida figura, o plano X5=0 representa a superficie de
contorno livre de forcas de superficie.

As expressdoes das solucdes fundamentais de deslocamento e forgca de
superficie sdo dadas em 8.3, sendo que as de forca sdo obtidas em funcdo do tensor de
tensoes do problema fundamental e das componentes do vetor normal a superficie no
ponto q(ng), ou seja, aplicando-se a formula de Cauchy para determinagao de forcas de

superficie num determinado plano que passa pelo ponto em estudo.
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Te 27T T
N
] X
— C
_ ‘ I’1=R1 _
e
r;_O S &{ -~ Rz
e T Pra
\/
r2=R2 R P e ‘
X r
| ~ ~
e -
|~ |~
PR N Vi 4
X d
U*ij, p*ij Q*

Figura 8.3 - Problema fundamental de Mindlin

Onde:

Q’: dominio que se estende ao semi-espago infinito

I'": contorno que também se estende ao semi-espaco infinito
xi: corresponde aos eixos cartesianos

r: distancia entre os pontos s € q

R: distancia entre os pontos s’ € q

ri: componentes cartesianas de r

Ri: componentes cartesianas de R

s: ponto fonte com as forcas unitarias nas trés dire¢des

s’: imagem do ponto fonte

g: ponto onde serao avaliadas as respostas as forgas unitarias
u*;;: deslocamentos fundamentais

p*ij: forcas de superficie fundamentais

[IP%2]
S

c: distancia entre o ponto fonte e a superficie livre de tragdo “x3=0"

111
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Portanto, para os deslocamentos fundamentais tem-se:

. C, v/ 1 Cr’ 2cz 37’
u, =K, = +L+—+-3L4 1-—L 1+
" “’{ r R R R ( R’

. 1 C, 6 4
u, =K q—<+—- — - S

rRR R(R+R)

. r, C.,r, 6czR 4C.C
e =t ol

* *
Uy =Upp

. C. 2 1 Cir} 2¢cz 37
u, =K, =2+ +—+—2+ 1-—= |+
2 ”’{ r ¥ R R R ( RZJ }

+4C1C23 B r
R+R R(R+R3)

. r, C.,r, 6czR 4C.C
ik e S Rt |

. C, . i . 8C; -C, . C,R; —2cz . 6¢zR;
roor R R’ R’

A expressao para determinagdo das forgas de superficie ¢ entdo definida por:

* *j

Py =0y

Para as expressoes do tensor das tensdes tem-se:

(d)

(e)

()

(2

(h)

(1)

112

8.3

8.4
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2 2
o =K.r, {—Q—Sn + G636 +

3 5 3 5
r r R R

2 2
N 7L 7|3~ - 2(3R+R3) +6_i|:3c_C4R3 + 5’/122}
R(R+R;) R°(R+R;) | R R

2 2

__4¢¢G, ]_r,2(3R+R3) _bc ]_5”122
R(R+R,)’| R (R+R,)| K R’

2 2
Gy 3nn N C,r; 3G Ry N

*[ _
03 = Ks { r3 r5 R3 R5

6¢ 5r’zR
o e

K #
0, =0

x C, 3, C,C, 3Cr;
azgszr]{r_;_ sy

4C,C, {]_rj(3R+R3)}+ 6c [C_CR +5r222}}
253 2
R

R(R+R,)’| R (R+R,)| K’

. 3r, 3C.,R, 6c¢ 5zZR

1

O3 K512{_T;_%+F[Cz R—zj}}

o =05

0y =0

. C, 3 C, 3C.R; 6¢ 5zR}
o=k { G- 2 GO Bl o 2

¥
o, —Ks”z{_rg -——+

R(R+R,Y| R(R+R,)
. C, 37 C, 3Cn;
o, =K, {__32 :52 +R_§_ jo’”g
4C,C, 1_r22(3R+R3) _bcz _51”22
R(R+R)| R (R+R)| R | K

I
O3 =0

(2)

(b)

(©)

(d)

(e)

®

(2
(h)
(i)

W)

(k)

)
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oy =0}, (m)
. C, 3r] C,C, 3C e
2
0, =K, {_r_j_ r52 RS R352 +
2 2 (n)
4C,C, 7 (3R+R;)| 6¢ 5Kz
- 5| 3= +—|3c—C,R; +
R(R+R,) R’(R+R;) R’
. Cr, 3rir, Cr 3C, r2R
2
0, =K, {_ ;33 - ;5 S+ R233 Ri
(0)
6¢ 5r’zR
o -2
o, =0, (p)
coh=0 C))
* r *
o5 :7263§ (r)

1

B _ K {C/g_3}”121”3+C2(3F3—4VR3)_3C31921”3+

0-11 = N r3 r5 R3 R5
2 2 2 7 (S)
L (3R+R3)_r1 6cR Cz2ve Sz
R(R+R3)Z R(R+R;) R2 R
. 3r, 3C,; 30czR, 4C,C, 1 1
o) =Krrl{-—2-—52_ — t
12 s"172 ]"5 R5 R7 R2 (R +R ) R+R R ( )
. C, 37 C, 3C,zR, 3c(3z+c) 3002R2
o) =K, {——R— e } W
oy =0 (v)

*3_K C27‘3_37‘227’3+C2(37’3—4VR3)_3C3I’2273+
22 T X 3 5 3 5
r r R R

W
__4CC, |, r | 6eR, {Cz 20_5r2 } )
R(R+R,)| R(R+R) R | K R

. C, 3, C, 3C,R, 3c(3z+c) 30czR;

3

o -kp|-G-2, G 300, ) Hek ]
o5 =03 v)
05 =05 2)
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O33 =

s

3 5 3
r r R

R5

R5

S _ K {_%_ﬁ_’_&__?(%z]{; +3CR3 (5Z+C)_3OCZR33

R7

} (aa)
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Os parametros existentes nas expressdes até aqui apresentadas e mostrados na

Figura 8.3 sdo definidos a seguir.

r=Alnr =ls |

R=\RR =|s'-q|
n=X(q)-X(s)
R =X,(q)-X(s)

}';.
r,=-=+
-
c=X,(s)20
z=X;(q)20
167G (1-v)
3 1
b 8x(1-v)
C, =1-v
C,=1-2v
C,=3-4v
C,=3-2v
C,=5-4v

8.3 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO

(a)

(b)

(©

(d)

8.6

As equagdes integrais de contorno relacionam deslocamentos de um ponto

qualquer do dominio com deslocamentos e esfor¢os no contorno de um determinado

corpo através de integrais que envolvem as solugdes fundamentais, sendo, portanto,

base para a formulagao do método dos elementos de contorno.

A obtencdo dessas equagdes pode se dar através da aplicagdo do teorema da

reciprocidade de Betti ou da técnica dos residuos ponderados, utilizando-se a solugdo

fundamental do problema como fung¢do ponderadora, tendo sido esta ultima utilizada no
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trabalho de SOUZA (2001). Outros trabalhos que utilizaram esta técnica podem ser
consultados como CODA (1990), CODA (2000) e VENTURINI (1988).

8.3.1 EQUACAO INTEGRAL PARA PONTOS DO DOMINIO E DO
CONTORNO

Seja considerado um espago infinito que contenha um sélido tridimensional de
dominio Q e contorno I' dividido em I'; (deslocamentos prescritos) e I, (forcas de
superficie prescritas).

U, =u; em [I', (condigdes de contorno essenciais) 8.7

1

)2 :;,- em I', (condigdes de contorno naturais) 8.8

O traco em cima dos valores u; e p; indica valores prescritos de deslocamentos
e forcas de superficie respectivamente.

Pondera-se a equagdo de equilibrio conforme a expressao abaixo:

+b;)u; =0 8.9

(Gij,z

Efetua-se uma integracdo em todo o dominio do corpo em estudo, a igualdade

8.9 ¢ mantida, portanto:

Q Q

Realiza-se uma integracao por partes na primeira parcela de 8.10, obtém-se:

* *
Jay,i-uj -dQ:IG,.j U 'dF—IG-» ‘U

Q r Q

-dQ2 811

Aplica-se a formula de Cauchy para determinagdo das forgas de superficie na

integral sobre o contorno I':
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Iaif’i'“_j'dQ:ij'”;'dF_IU@/'”:’f'dQ 8.12
r Q

Q

Valendo-se da simetria do tensor de tensdes ¢ da definicdo do tensor de

deformagdes:
* * *
Ui T 0y E =08y 8.13
Sendo:

g; : campo de deformacao do problema fundamental

Substituindo a relacdo obtida em 8.13 na integral sobre o dominio no lado

direito da igualdade 8.12 e o resultado em 8.10, tem-se:

jpj.uf;-dr—foi,-gj;-dQ+jbj-uj-dQ=0 8 14
r Q Q

E necessério que se manipule a integral sobre o dominio, que contém o tensor
de tensdes, da expressdo 8.14 para se obter a equagdo integral final para o método. Pela

Lei de Hooke, tem-se:
O &y —Cj EytEy =& -C & =&y -Cy &y =&y Oy 8.15

i ij

A penultima passagem na expressao 8.15 ¢ devido a simetria do tensor

constitutivo elastico. E de forma analoga, mas inversa, a propriedade 8.13, tem-se:
£y 0, =l 0y 8.16
Portanto a integral sobre o dominio na expressao 8.14, fica:

J.O'lj‘é';'dQ:J-uj,i'G; -dQQ 817
Q

Q
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Efetuando-se uma integracao por partes em 8.17, transforma-se tal integral em

uma integral sobre o contorno:

* * *
J.“jai'% -szjuj N0y ‘dl“—J.uj e
Q r Q

dQ2 8.18

ij i

Aplicando-se a formula de Cauchy na integral sobre o contorno da expressao
8.18, e levando-se esse resultado a expressdo 8.14, de acordo com a igualdade 8.17,

obtém-se:

.r[pj-u;‘dl"—luj-p; -dl“+J-uj‘O'* -dQ+£bj-u;-dQ=O .19

ij2i
Q

Lembrando ainda que, sendo o campo de deslocamento fundamental, elastico e

estatico, este respeita a seguinte equacao de equilibrio:

o, 4b =0 8.20

E, portanto a expressao 8.19 pode ser escrita em sua forma final:
jpj-u;‘dF+J.bj‘u;-szjuj-p;-dFJrJ.b;-uj-dQ 821
r Q r Q

Para transformar a expressdo 8.21 numa forma integral sobre a qual se possa
realizar uma andlise numérica, é preciso uma breve explicagdo do problema
fundamental, como ¢ descrito pela equagdao 8.20. Mas para um melhor entendimento
torna-se necessario dividir o sistema de equagdes 8.20 nas trés equagdes que

representam o problema:

O +b1* =0
O +b; =0 8.22
Cn;+by =0

O problema fundamental ¢ constituido por 3 casos de carregamento. No

primeiro aplica-se apenas uma for¢a concentrada e unitaria na direcdo 1, portanto:
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Ot +68 (s,9)=0
O +0=0 8.23

03, +0=0

Onde 6*(s,q): distribuicao Delta de Dirac — BARBIRATO (1999).

Na equagao 8.23, o indice adicional “1” representa o primeiro problema
fundamental e, portanto, a dire¢do do carregamento concentrado.

Conseqiientemente, no segundo problema fundamental, a for¢a concentrada e

unitaria atua na direcdo 2, o que resulta:

Oy, t+ 0=0
Gan; +6 (5,9)=0 8.24

0,3, +0=0
Analogamente, tem-se para o terceiro problema fundamental:

03, +0=0
03, +0=0 8.25
O3, + 5*(s,q) =0

E de maneira geral, tem-se:
Gzl_'j,i"f'b]; =0 8.26
Onde:

by =06 -5(5,q) 8.27

Sendo &y o delta de Kronecker. O conjunto de solugdes dos problemas “k”

denomina-se solu¢ao fundamental do problema elastostatico (u;; ).

Substituindo-se os estados u,, e de seu carregamento correspondente b, na
ki kj

(1344
1

expressdao 8.21 e trocando-se devidamente o indice “k” por “i”, tem-se a equagdo

integral de contorno para deslocamento.
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u,(s) = [ p,(0)-u;(5,0)-dr = [u,(0)- p(5,0)-dT + [b,(q) - ; (5.q) - 42 8.28
r r Q

Esta equagao ¢ chamada de Identidade Somigliana que determina valores de
deslocamentos para pontos internos através de deslocamentos e forgas de superficie do
contorno, u; € pj respectivamente.

A equagdo integral para pontos no contorno (trecho suave) tem o seguinte

aspecto:

cf,-(S)~u,-(S)+Iu,-(Q)-pZ(S,Q)'dF(Q) =jp,-(Q)'u3(S,Q)-dF(Q)
r r

* 8.29
+[b,(@)-ui(S,9)-dg)
Q

Onde:
1 ..
CU(S)=56U i,j=123 8.30

Para pontos externos ao dominio pode-se obter uma expressdao semelhante a
8.29, mas com o coeficiente cj igual a zero. Assim a expressdo 8.29 torna-se uma

expressdo geral cujo coeficiente c;; possui os seguintes valores:

c; (8)=9; p/ pontos internos
cl.j(S)zé-Bij p/ pontos do contorno suave 8.31
c;($)=0 p/ pontos externos

O Método dos Elementos de Contorno tem origem com a avaliagdo numérica
da expressdo 8.29. Esta formulagdo ¢ denominada de formulagdo direta, pois a equagdo
8.29 expressa deslocamentos e forgas de superficie de pontos do contorno do sélido, e
tais variaveis possuem significado fisico imediato.

As integrais analiticas para pontos no contorno para a solu¢cdo fundamental de
Mindlin devem ser realizadas utilizando-se da propriedade do movimento de corpo

rigido, como descrito no item 8.5.3.
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8.4 EQUACIONAMENTO ALGEBRICO

As equagdes integrais de contorno, que servem de base ao Método dos
Elementos de Contorno, sdo transformadas em equagdes algébricas para serem
utilizadas e isso se da com a discretizacdo do contorno em elementos com determinada
aproximagao e forma, a fim de que possam ser resolvidas numericamente.

Em geral, os elementos utilizados para a discretizacdio de um soélido
tridimensional possuem a forma triangular ou quadrangular, podendo ser planos ou
curvos. Estes elementos possuem fung¢des interpoladoras, definidas por polindmios que
podem ser constantes, lineares, quadraticos ou de ordem superior.

Para se escrever o equacionamento algébrico do método ¢ necessario
inicialmente escrever as coordenadas cartesianas de um ponto P qualquer de um

elemento em fun¢do das coordenadas dos nds que o definem. Portanto tem-se:
x, =0, - XF 8.32

Onde:
xi: coordenadas cartesianas do ponto P
@y: funcdes interpoladoras

X! coordenadas cartesianas dos nos do elemento

Que em forma matricial pode ser expressa da seguinte forma:

=@l X" 8.33

De maneira analoga sdo determinadas expressdes para deslocamentos e forgas

de superficie:

u=a'U" 8.34
p=a'P" 8.35

Da mesma forma, as forcas volumétricas sdo dadas pela seguinte expressao:

b= B’ 8.36
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Onde:

@ e @ :fungdes interpoladoras do elemento e da célula, respectivamente.

U" e P": valores de deslocamentos e forcas de superficie nodais do
elemento, respectivamente.

B" : valores de forcas volumétricas nodais da célula.
Substituindo-se as aproximacdes apresentadas sobre a Identidade Somigliana
de 8.28 para um ponto S qualquer, uma discretizagdo do contorno em L elementos e

uma discretizagdo do dominio em M células, determina-se a seguinte equagao algébrica:

c(S)-u(S)@{ [p'(5.0)@"(0)dr(Q) ]UN(Q)=

M-

Il
~

{ [u'(5.0)-07(0)-dr(Q) ]PN(Q) 837

I

i

1

+

Il
—

J

{ [u'(5.0)@I(q)-dq) ]BN(q)

Q;

Onde o indice N nos vetores U, P ¢ B indica que se trata dos vetores com os
valores de todos os elementos ou células, e ndo somente do elemento i ou da célula j.
Tomando-se o nimero de pontos fonte igual ao nimero de nés do contorno, a

equacdo 8.37 pode-se escrever matricialmente:

CU + HU =GP+ DB 8.38

Onde H, G e D: matrizes determinadas através das integrais numéricas
sobre os elementos e células, e C ¢ a matriz dos termos livres dados em 8.31 para as

linhas referentes a equagdo 8.37.

Adicionando-se a matriz C a matriz H , obtém-se:

HU =GP+ DB 8.39
O sistema algébrico de equagdes apresentado em 8.39 € o sistema para solucao
do problema elastico tridimensional, utilizando-se solugdes fundamentais de Kelvin e
Mindlin, adaptando-se para Mindlin a questdo da determinacdo das integrais singulares

com a utilizag¢do da propriedade do movimento de corpo rigido.
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Com aplicagdo das condigdes de contorno em 8.39 através da troca de colunas
entre as matrizes H e G e dos valores prescritos dos vetores U e P, consegue-se obter
um sistema algébrico onde as incognitas ficam todas do lado esquerdo da igualdade e
assim torna-se possivel a utilizagdo de procedimentos para resolucdo de sistemas

lineares para se determinar a resposta do problema.
AX =F 8.40

Onde:

A : matriz cujas colunas correspondem a valores incognitos.

X : vetor das incognitas de deslocamentos e for¢as de superficie.

F: vetor obtido através da multiplicagdo da matriz G e o vetor P com os
valores ja trocados, podendo este ainda ser acrescido da contribuicdo das forgas de

volume DB.
8.5 PROCESSOS DE INTEGRACAO

Os processos de integragdo utilizados sdo os apresentados em SOUZA (2001),
uma vez que, como dito anteriormente, as implementagdes relacionadas ao Método dos
Elementos de Contorno foram obtidas to referido trabalho e adaptadas para o problema
que se deseja tratar. Uma breve descricdo das técnicas empregadas ¢ apresentada a

seguir, lembrando-se que estas se encontram detalhadas em SOUZA (2001).
8.5.1 INTEGRAL NAO SINGULAR

A integral ndo singular ocorre quando o ponto fonte nao pertence ao elemento
a ser integrado e quando o ponto fonte ndo estd muito proximo ao elemento. Este tipo de
integracdo ¢ a forma mais direta de se calcular a integral sobre um elemento, sendo que
para elementos triangulares planos, a integragdo ¢ feita através da quadratura de
HAMMER et al. (1956) e ¢ estabelecida em funcao das coordenadas homogéneas.

Técnicas de subdivisdo dos elementos sdo aplicadas para que se realize uma
melhor integracdo nos elementos que se encontram mais proximos do ponto fonte a ser
integrado. A integracdo ndo singular ¢ realizada neste trabalho exatamente como

descrito e implementado por SOUZA (2001) para ambas solu¢des fundamentais.

Rodrigo Ribeiro Paccola



Capitulo 8: Método dos elementos de contorno 124

8.5.2 INTEGRAL QUASE SINGULAR E QUASE HIPER-
SINGULAR

Nos casos em que o ponto fonte se encontra muito proximo ao elemento € a
utilizacdo da quadratura de Hammer torna-se muito dispendiosa devido ao grande
numero de sub-elementos necessarios para uma boa integracdo, ¢ preciso recorrer a um
método alternativo para avaliar essa integral de forma mais rapida, no caso da
formulacao implementada por SOUZA (2001), baseado no trabalho de MOM-MA et al.
(1996) — apud SOUZA (2001), que efetua a integragdo em elementos unidimensionais
através da quadratura de Gauss com subdivisdo progressiva dos elementos. Maiores
detalhes podem ser encontrados no referido trabalho.

As integragdes quase singular e quase hiper-singular também sdo realizadas
neste trabalho exatamente como descrito e implementado por SOUZA (2001). Uma

descri¢ao ainda mais detalhada pode ser vista em ALMEIDA (2003a).
8.5.3 INTEGRAL SINGULAR

Quando o ponto fonte pertence ao elemento a ser integrado e este ponto esta
contido no contorno diz-se que essa integral ¢ uma integral singular, pois a solugdo
fundamental possui termos (1/r e 1/r*) que ndo podem ser integrados diretamente pelas
técnicas descritas anteriormente. Para se efetuar tal integral ¢ preciso recorrer a
mudanca das coordenadas cartesianas para coordenadas polares.

A integral sobre este elemento pode ser resolvida de trés formas, sendo as duas
primeiras semi-analiticas e a terceira analitica:

¢ Analiticamente em r e numericamente com a quadratura de Gauss em 6

e Analiticamente em r e com uma transforma¢do da parte angular para linear

no contorno de cada lado do elemento e efetuando-se essa parte
numericamente com a quadratura de Gauss;

e Analiticamente emr e 0.

No trabalho de SOUZA (2001) as integrais singulares foram obtidas para
solugdo fundamental de Kelvin de forma semi-analitica, de acordo com o segundo

procedimento citado e o termo livre calculado utilizando-se a propriedade do

movimento de corpo rigido, BREBBIA et al. (1984).
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Com a realiza¢do das adaptagdes para introdugao da solugdo fundamental de
Mindlin, foram realizadas também algumas modificacdes com relagdo a realizacao da
integral singular para esta solucdo fundamental. Optou-se por realizar a integral singular
utilizando-se também da propriedade do movimento de corpo rigido e de forma
simultanea ao calculo do termo livre.

Portanto, tem-se o seguinte procedimento para obtencdo dos termos livres e

integrais analiticas simultaneamente:

for i=1—n° de nos
for k=1-3
for =153
| hGG-D+k3G-1)+1) = 0.0
for k=1-3 8.41
for =13
for j=1—>n° de nos
if i#j—->hGBE-D+k3GE-1D)+]) +=
-h@GE-D)+k3(j-D+1)

A expressao 8.41 ¢ valida para contorno fechado, sendo que para dominios

infinitos ou semi-infinitos ¢ necessdria uma pequena modificacdo, o que resulta em:

for i=1—>n° de nos
for k=1-3
for =13
h@GE-D)+k3(GE-1)+1) = 0.0
if k=1->hGBG-1)+3,3(-1)+/) = 1.0
for k=1-3
for =13
for j=1—->n° de nos
if i#j->h@0E-D+k3(-D+]) +=
-h@GE-D)+k3(j-D+1)

8.42

8.6 ESQUEMA GERAL DO PROGRAMA DE ELEMENTOS DE
CONTORNO

Para se ter uma visdo geral do programa de elementos de contorno utilizado
neste trabalho, apresenta-se o fluxograma com os principais passos do programa

computacional no que diz respeito a geracao do sistema de equagdes, Figura 8.4.
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Entrada de Dados:
Leitura, Propriedades,

Local do Ponto Fonte,

Alocagéo de Memoria

Ponto Fonte esta
longe do Elemento

a ser Integrado ou

é Ponto Interno?

j )
Calcular Integral Nao-
Singular através da Ponto Fonte esta Nio
quadratura de Hammer no contorno?
com subdivisdo do
elemento
J
Calcular integral Singular Calcular integral Quase
Semi-Analiticamente ou Singular através da
Analiticamente (Elemento Quadratura de Gauss
Constante)
.

Retornar ao Passo 1
para todos os

Pontos Fontes

Alocagao dos Termos Livres na Matriz H

Figura 8.4 - Fluxograma da montagem das equagdes com base em SOUZA (2001).

A consideragdo da viscoelasticidade no MEC se fundamenta teoricamente no
modelo constitutivo de Kelvin mostrado no capitulo 3 e em desenvolvimentos
matematicos descritos em MESQUITA (2002) e MESQUITA & CODA (2002). Sua

implementag¢do, entretanto, ¢ descrita no capitulo 9, e se faz diretamente na formulagao
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acoplada, observando imediata semelhanca nas manipulacdes algébricas das matrizes

(de rigidez) oriundas do MEC e do MEF.
8.7 EXEMPLO DE APLICACAO

A formulagdo implementada por SOUZA (2001) e utilizada neste trabalho ja
foi testada e os exemplos sdo apresentados no referido trabalho. Para verificar as
modificacdes referentes a inclusdo da solucdo fundamental de Mindlin no programa
computacional, apresenta-se um exemplo de carregamento uniformemente distribuido
sobre a superficie do semi-infinito, proposto por BARBIRATO (1999), que utilizou as
solucdes fundamentais de Kelvin e Mindlin para resolucdo do problema. Os dados
gerais do exemplo, incluindo geometria e condi¢des de contorno, sdo apresentados na

Figura 8.5.

7 E = 44.42 kKN/m’ Y
v=0.3

q=95.6 N/m’

Figura 8.5 — Area retangular na superficie do semi-infinito submetida ao carregamento

uniformemente distribuido.

Sabe-se que para solugcdo fundamental de Mindlin apenas a superficie
carregada precisa ser discretizada, ndo sendo necessaria a discretizagcdo da superficie
livre de tracdo do semi-infinito, como ¢ o caso quando da aplicagdo da solugdo
fundamental de Kelvin, adequada para espago infinito. No entanto, como apresentado
em BARBIRATO (1999), utiliza-se a mesma discretizacdo para ambas as solucdes
fundamentais. Foram utilizadas 20 x 20 divisdes de elementos de contorno triangulares,

com aproximacao linear de variaveis. Os resultados sdo apresentado na Tabela 8.1.

Tabela 8.1 — Resultados de deslocamento na direcao vertical para o ponto “A”.

BARBIRATO (1999) Presente Trabalho
Kelvin Mindlin Kelvin Mindlin
2.742 2.829 2.675 2.711
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Analisando-se os resultados apresentados na Tabela 8.1, podemos concluir que
as modificagdes realizadas para inclusdo da solugdo fundamental de Mindlin
forneceram bons resultados, bem como concluir que a pequena diferenca entre as
respostas pode estar relacionada com a diferenca das estratégias de integragdo numérica
utilizadas nos dois trabalhos. Deve-se comentar que as técnicas utilizadas aqui sdo mais
confiaveis que aquelas aplicadas em BARBIRATO (1999) — ver SOUZA (2001) e
ALMEIDA (2003a).
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CAPITULO 9
ACOPLAMENTO ENTRE O MEC E O MEF

9.1 ASPECTOS GERAIS

O acoplamento entre o Método dos Elementos de Contorno e o Método dos
Elementos Finitos pode ser realizado de diferentes maneiras, destacando-se a técnica de
sub-regides, tradicionalmente utilizada no acoplamento entre vérias regides modeladas
pelo MEC, onde deslocamentos e esforcos sdo compatibilizados na interface do
acoplamento entre os diferentes dominios modelados, sendo também esta a idéia geral
para as outras formas de acoplamento. Na presente pesquisa optou-se por aplicar a
transformagdo das matrizes de contorno em matriz de rigidez equivalente ao MEF, de
forma similar ao apresentado em BREBBIA & DOMINGUEZ (1992).

Na técnica de sub-regides a equagdo de equilibrio algébrica encontrada para o
MEF deve ser manipulada de tal forma a se encontra uma nova equagao compativel com
aquela escrita pelo MEC. Ja no procedimento aqui proposto, como dito anteriormente,
obtém-se o acoplamento entre as equagdes de equilibrio algébricas dos dois métodos
através de adequacdes nas matrizes obtidas pelo MEC, transformando as cargas de
superficie em cargas concentradas ¢ manipulando-se as matrizes H ¢ G ¢ a matriz
resultante da transformacao de tal forma a se obter uma matriz denominada aqui de
“matriz de rigidez equivalente”. Deve-se comentar que este tipo de manipulagdo
preliminar ¢ feita em algumas técnicas de sub-regides, porém o tratamento algébrico
final resulta em matriz esparsa onde as incognitas da interface estdo presentes e formam
o0 sistema grande e esparso.

Na técnica aqui utilizada, as forgas de interface devem ser resolvidas (se

desejadas) depois da solucdo do sistema de equagdes. Assim o sistema global a ser
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resolvido ¢ menor, tornando o processo bastante economico quando comparado as
técnicas de sub-regides difundidas na literatura.

As caracteristicas gerais sobre o tipo de acoplamento utilizado nesta pesquisa
sdo apresentadas a seguir, juntamente com um exemplo genérico de acoplamento

baseado em um problema ficticio e um exemplo de aplicacdo geral.
9.2 FORMULACAO GERAL

Pelo que foi descrito do acoplamento, fazendo-se uso da equagdo algébrica
8.39 obtida para o MEC no capitulo 8, a menos dos termos de carregamentos de

dominio, tem-se:
HU =GP 9.1
Para o MEF, a equacdo de equilibrio algébrica pode ser escrita por:
KU=F 9.2

O vetor dos carregamentos nodais F pode ser escrito em funcdo das forgas de

superficie P da seguinte forma:

F=G,P 9.3

Onde G, ¢ a matriz originada da integracdo das fungdes de forma ao longo dos
elementos que transforma forgas de superficie em carregamentos nodais concentrados
tal como descrito tradicionalmente no MEF, CODA et al. (1999). Fazendo-se uso da

relacdo 9.3 na sua forma inversa, pode-se escrever o vetor de for¢as de superficie como:
-l
P=G/F 9.4

Substituindo-se 9.4 em 9.1, obtém-se a equacdo de equilibrio algébrica do

MEUC escrita em func¢do dos carregamentos nodais concentrados, ou seja:
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HU = GG}/ F 9.5

Assumindo-se que (_}=GG;/ e multiplicando-se a equagdo 9.5 por G~ nos

dois lados da igualdade, resulta:
G'HU=F 9.6

Deve-se comentar que para problemas infinitos e semi-infinitos (Solucdo
fundamental de Mindlin) as matrizes “G” sdo sempre pequenas.

Com estas manipulagdes, as equagdes 9.2 e 9.6 puderam ser escritas de forma
similar. Efetuando-se uma ultima simplificagdo, obtém-se a expressao final do MEC a

ser acoplada com as equagdes de equilibro algébricas do MEF, sendo dadas por:
KU=F 9.7
Onde K =G 'H .

O acoplamento entre as varidveis obtidas pelos métodos se d4 de forma direta
(somando termos), naturalmente respeitando-se os graus de liberdade existentes em
cada uma das formulagdes independentemente, sendo 3 translagdes comuns entre ambos
e mais 3 rotacdes para o MEF. Salienta-se que, da maneira que o acoplamento foi
implementado, permite-se qualquer combinagdo dos graus de liberdade que se deseja
realizar, por exemplo, acoplando-se somente o grau de liberdade vertical no caso de
uma placa apoiada em um solo. Esta flexibilidade torna a formula¢do um tanto quanto
mais geral para realizagao da combinagao entre os métodos.

As matrizes do MEC sofreram as modificagdes apresentadas antes de se efetuar
a imposi¢do das condi¢des de contorno através da troca de colunas das matrizes H e G,
como tradicionalmente se faz no MEC. As condi¢des de contorno de forca e
deslocamento serdo aplicadas apds a realizagdo do acoplamento entre os métodos,
fazendo-se uso da técnica de zeros e 1 ou troca de colunas de acordo com o problema
que se esteja analisar.

A equagdo de equilibrio algébrica para o problema acoplado assume portanto a

forma estabelecida em 9.8:
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(K+K)U=F 9.8

Introduzindo-se a viscosidade na formulagdo tal como apresentado no capitulo
3, a expressao 9.8 assume a forma de 9.9 para o caso mais simples da consideragdo da
viscosidade, ou seja, considerando que todas as camadas e elementos finitos possuam o

mesmo pardmetro de viscosidade.

KU+yKU+KU+7KU=F 29

O vetor de velocidade de deslocamento U, adotando-se uma aproximagao

linear, ¢ dado por:

9.10

Substituindo-se 9.10 em 9.9 e isolando apenas as incognitas no lado esquerdo

da equagdo, resulta em:

7\ > _ 9.11
1+l \k+| 1+ LK |u, =F+| Lxk+LK|U
At At At AL

Buscando exemplificar de forma mais clara o acoplamento entre os métodos,
considere um problema onde os elementos finitos estdo conectados a 16 nds, numerados
seqliencialmente de 1 a 16, sendo cada um com 6 graus de liberdade. O acoplamento
entre os elementos de contorno, conectados aos nos 6, 7, 10 e 11, se da apenas no grau
de liberdade 3 dos referidos nds, ficando portanto os demais graus de liberdade livres de
qualquer tipo de acoplamento.

Portanto, a ordem do sistema gerado para cada um dos métodos isoladamente ¢
de 96 e 12 equagdes, sendo para o MEF e para o MEC respectivamente. Para o sistema
acoplado, o numero de equagdes ¢ obtido somando-se os graus de liberdade dos dois

métodos e subtraindo-se os graus acoplados entre ambos. Portanto, somando-se os 96
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graus referentes ao MEF e os 12 referentes ao MEC e do resultado descontando-se os 4
graus de liberdade acoplados, resulta em um sistema final composto de 104 equacdes.

Transportando-se o que foi dito para uma figura, ¢ possivel visualizar a
contribuicdo das matrizes do MEF e do MEC na matriz final acoplada, destacando-se os
graus de liberdade com contribui¢do dos dois métodos e também os ndo acoplados.

Na Figura 9.1, sdao apresentados os graus de liberdade para os 16 nos que
compdem o problema, expandindo-se apenas esses graus para os nos acoplados entre os
métodos. Os nods adicionais e que aparecem sublinhados sdo referentes aos graus de

liberdade pertencentes ao MEC e ndo acoplados ao MEF.

112(314|5]6]1]12]3]4]516 1121314]15]6[1]2]3]4[5](6 1f2{1f2f1]2]1]2
-
4 -
MEI
N = = = =
:
6
4 m) = ) )
=) ]|
6 B i |
ACOPLAMENTO
L 1]
‘
e = = =
k)
6
A
o o = = )

I~ | 1o

=

Figura 9.1 — Matriz de rigidez acoplada.

9.3 EXEMPLO DE APLICACAO

Este exemplo trata de uma placa quadrada de lado “L” sobre o semi-infinito e
sujeita a um carregamento uniformemente distribuido “q” sobre toda area. Os dados
utilizados para o exemplo cuja geometria se encontra na Figura 9.2 sdo apresentados na

Tabela 9.1.
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L

Figura 9.2 — Placa quadrada submetida a carregamento uniformemente distribuido.

Tabela 9.1 — Dados gerais para o exemplo.

Placa Solo Gerais
E=21x10""N/m’ E=2.1x10°N/m’ L=20m
v=0.25 v=0.13 q = 300000 N / m*

Os resultados de deslocamento vertical sdo obtidos para o ponto “A” no centro
da placa. Sdo calculados os deslocamentos para diferentes espessuras para a placa,
saindo de 5 m até 0 m, onde se considera o carregamento aplicado diretamente ao solo.
Os resultados sdo comparados com ALMEIDA (2003a) e sdo apresentados na Tabela
9.2. Foram utilizados 6 x 6 divisdes de elementos triangulares com aproximac¢do ctbica
de variaveis para representagdo da placa e conseqiientemente 18 x 18 divisdes de
elementos triangulares com aproximagao linear para a representacao do solo. Os 3 graus
de liberdade dos nos de contorno estao acoplados com a placa e foi adotado o plano

médio da placa como plano de referéncia para o exemplo.

Tabela 9.2 — Resultados de deslocamento vertical para o centro da placa.

h(m) ALMEIDA (2003a) x 10° Presente Trabalho x 10°  Diferenca (%)

5.0 2.4230 2.5158 3.83
2.5 2.7631 2.7945 1.14
1.5 2.8464 2.8744 0.98
0.5 2.9286 2.9265 0.07
0.0 3.1202 3.1435 0.75
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Analisando-se os resultados apresentados na Tabela 9.2, verifica-se a eficiéncia
da técnica utilizada para realizagdao do acoplamento entre 0 MEC e o MEF, bem como
da solugdo fundamental de Mindlin implementada no programa de SOUZA (2001). A
pequena diferenca encontrada entre as respostas estd relacionada a discretizagdo e a
aproximacao de elementos finitos utilizadas para a placa, diferentes nos dois trabalhos
comparados.

Deve-se comentar que se espera deslocamentos maiores para a formulagdo aqui
proposta (placa espessa) devido a aplicacdo da cinemadtica de Reissner geral. Em

ALMEIDA (2003a) a cinematica de Kirchhoff foi empregada.
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CAPITULO 10
EXEMPLOS GERAIS DE APLICACAO

10.1 INTRODUCAO

Exemplos gerais sdo aqui mostrados, buscando-se explorar a potencialidade da
formulacao apresentada e implementada nesta pesquisa. Entende-se que nao foram
esgotadas todas as possibilidades de andlises propiciadas por esta formulagdo, em
virtude do grau de dificuldade de se representar certas geometrias e também em fungao
do grande nimero de dados gerados, para uma refinada discretizagdo no caso de
elementos finitos, € conseqiliente capacidade de equipamentos necessarios para o
processamento desses exemplos. Mesmo assim, acredita-se que com os exemplos
apresentados a seguir consegue-se verificar o real funcionamento e validacdo da
formulagdo implementada.

Neste sentido, parte-se de andlises lineares elasticas, avangando para simulacao
de problemas onde os comportamentos viscoso e plastico possam ser verificados.
Alguns exemplos iniciais para verificagdo da formulacdo de elementos finitos com
relacdo ao surgimento de efeito de travamento por cortante também sdo apresentados e

comparados com respostas analiticas disponiveis na literatura.
10.2 EXEMPLO 01

Neste primeiro exemplo, uma comparagdo do elemento de casca com as
respostas analitica e numérica obtidas para o elemento de podrtico laminado no item
4.8.3 ¢ realizada, Figura 10.1. O objetivo desta comparacdo ¢ a verificagdo da

formulacao de casca laminada com relagdo ao efeito de travamento por cortante, uma
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vez que neste exemplo a relacdo entre a espessura € o comprimento da estrutura foi
variada de 1/1 até 1/100.000 sendo para esta ultima considerada a espessura como

extremamente fina.

P Dados gerais para o exemplo:
J' E=1x 10" kN/m’;
G=5x10’ kN/mz;
e
N P=-10kN; Largura =1 m;
- L - L=2m; e h=variavel,

Figura 10.1 — Viga em balango com carga concentrada na extremidade livre.

Foram utilizados 4x4 divisdes de elementos triangulares com aproximagao
cubica para discretizacdo deste problema.

A Tabela 10.1 apresenta os resultados obtidos para as diversas relagdes de h/L
utilizadas. Com estes resultados, pode-se concluir que o elemento finito de casca
desenvolvido, com aproximagdo cubica de variaveis, ndo apresenta problemas com
relacdo ao efeito de travamento por cisalhamento.

Novamente, analisando-se a coluna de “Influéncia do Cisalhamento” da Tabela
10.1, podemos verificar que o efeito do cisalhamento torna-se significativo para valores

de h/L maiores que 1/6.

Tabela 10.1 — Resultados obtidos

h hiL Deslocamento Vertical Razdo Razdo Razdo Influéncia do

T. Técnica Portico Casca  Weasca/Wa Wpsri/Wa Relativa Cisalhamento
0.00002 0.00001 4.00E+06 3.99E+06 4.00E+06 1.0008 0.99752 0.08% 0.00%
0.0002 0.0001 4.00E+03 3.99E+03 4.00E+03 1.0000 0.99750 0.00% 0.08%
0.002 0.001 4.00E+00 3.99E+00 4.00E+00 1.0000 0.99750 0.00% 0.08%
0.02 0.01 4.00E-03 3.99E-03 4.00E-03 1.0000 0.99783 0.00% 0.08%
0.2 0.1 4. 00E-06 4.02E-06 4.02E-06 1.0060 1.00580 0.60% 0.52%
0.3 0.15 1.19E-06 1.20E-06 1.20E-06 1.0135 1.01343 1.35% 1.27%
0.4 0.2 5.00E-07 5.12E-07 5.12E-07 1.0240 1.02400 2.40% 2.32%
0.5 0.25 2.56E-07 2.66E-07 2.66E-07 1.0375 1.03750 3.75% 3.67%
1 0.5 3.20E-08 3.68E-08 3.68E-08 1.1500 1.15000 15.00% 14.92%
1.5 0.75 9.48E-09 1.27E-08 1.27E-08 1.3375 1.33945 33.75% 33.67%
2 1 4.00E-09 6.40E-09 6.40E-09 1.6000 1.60000 60.00% 59.92%

As respostas para o elemento de casca para pequenas espessuras Sao
exatamente iguais as analiticas em fun¢do da aproximagdo ctbica do elemento ser da
mesma ordem que a resposta analitica, 0 mesmo ndo ocorrendo com o elemento de

portico onde foi utilizada aproximagdo quadratica para as variaveis.
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10.3 EXEMPLO 02

Este segundo exemplo, BATOZ et al. (2000), trata de uma placa simplesmente
apoiada nas quatro bordas e submetida a um carregamento concentrado no centro da
mesma. A geometria da placa fina, bem como sua configuragdo de carregamento e
vinculagdo podem ser verificadas na Figura 10.2. Os resultados numéricos obtidos para o
elemento proposto com aproximagdo cubica e para o elemento quadrilateral usando
aproximacao quadratica (MENEZES ef al. (2001) e PACCOLA (2001)) sdo comparados

com a teoria classica de placas de Kirchhoff.

Dados gerais para o exemplo:
4 L & P =4kN;
L=2m;h=0.02m
E=2.1x 10° kN/m’;
G =8.08 x 10° kN/m’;
v=0.3;
h /L =1/100 — Placa Fina.

Figura 10.2 — Placa simplesmente apoiada

Somente "2 da estrutura foi discretizado aproveitando-se da simetria do
problema. Uma malha de 10x10 divisdes de elementos quadrilaterais foi utilizada,
enquanto uma malha 5x5 divisdes de elementos triangulares foi adotada. Os
deslocamentos verticais (numérico e analitico) sdo apresentados na Figura 10.3. A razao
entre as respostas analitica e a numérica no centro da placa ¢ de 0.998 para o elemento

quadrilateral e 1.002 para o triangular.

000 025 050 075 100 125 150 1,75 2,00

0,026 L A, | ——Andlitca |
20,039 L - N —HK— QL_JaanateraI 7777777777
0052 - 7h.- | —— Triangular

Deslocamento Vertical
(m)
S
o
(2]
(&)]

Posi¢do x (m) paray=0m

Figura 10.3 — Deslocamento Vertical da faixa central da placa
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Analisando os resultados apresentados na Figura 10.3, podemos concluir que
elementos de casca baseados na cinematica de laminados, tais como os aqui utilizados,
sdo livres do travamento por cortante e podem ser usados para modelar placas espessas

e finas.

10.4 EXEMPLO 03

Para o terceiro exemplo, BUCALEM & NOBREGA (2000), uma casca
engastada ¢ modelada por 10x10 divisdes de elementos quadrilaterais e 200 (10x10
divisdes para melhor representagdo da geometria) elementos finitos triangulares. A
geometria da casca e a configuracdo de carregamento e vinculacdo podem ser
verificadas na Figura 10.4.

Na Figura 10.5 podem ser encontrados os resultados numéricos e analiticos
obtidos para o deslocamento vertical para uma faixa de pontos contidos ao longo da
borda livre perpendicular a borda engastada da casca.

A relagdo entre a resposta analitica e a resposta numérica na extremidade livre
da casca onde foi aplicado o momento distribuido ¢ de 1.005 (quad. e triang.) para os
deslocamentos horizontal e vertical e também para a rotagdo. A resposta analitica foi
obtida aplicando-se PTV em problema de poértico curvo segundo hipotese de Euler-

Bernoulli.

Dados gerais para o exemplo:
R=2m;

m = 240 kN.m/m;
a=30°
h=0.02m;

L=1m;

E=2.1x 10° kN/m’*;

G =1.05 x 10° kN/m”;
v=0.0;

Figura 10.4 — Casca engastada
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Esta diferenca esta associada a descri¢ao da geometria (elementos planos) e nao
pode ser atribuida a qualquer tipo de travamento. Novamente, pode-se concluir que a

cinematica adotada ndo apresenta travamento.

Deslocamento Vertical

0.00 0.20 0.40 0.60 0.80 1.00
0.000

-0.100 1 |
-0.200 - |
-0.300 -
-0.400 -~~~ R e

-0-500 -~ —%— Analitica
-0.600 --- —=—Quadrilateral [ """ M ]
-0.700 | - -+ —&— Triangular [ -—-—--------7

-0.800 -
-0.900 ‘ ‘

Deslocmento Vertical (m)

Posicao x (m) para y = cte

Figura 10.5 — Deslocamento vertical na borda livre perpendicular ao carregamento

10.5 EXEMPLO 04

Este exemplo ¢ sugerido por varios autores tais como, CHAPELLE & BATHE
(1998), BUCALEM & NOBREGA (2000), BATOZ et al. (2000), SYDENSTRICKER
& LANDAU (2000) e CHOI & LEE (2003) entre outros, para verificagdo do
travamento dos elementos de casca com relagao a cortante e efeito de membrana.

Trata-se de um cilindro de diametro igual ao comprimento, submetido a um
carregamento concentrado simétrico e diametralmente oposto na posi¢ao L/2 do eixo do
cilindro como ilustra a Figura 10.6. Os parametros geométricos e fisicos para o exemplo
sao dados na referida figura.

Nos trabalhos citados, os autores buscam novos elementos finitos, sendo alguns
triangulares, com formulagdo mista ou com maior nimero de graus de liberdade para
poder representar o problema sem o aparecimento de travamento.

Novamente, elemento quadrilateral (aproximagao quadratica — MENEZES et
al. (2001) e PACCOLA(2001)), e triangular sdo adotados para rodar este exemplo. As
discretizacdes sdo apresentadas na Figura 10.7 (quadrilateral - quadratico) e Figura 10.9
(Triangular - cubico) e sdo referentes a % do cilindro, correspondendo a area ABCD em

destaque na Figura 10.6.
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P Dados gerais para o exemplo:
c P=-1N;
E=3x10""N/m’;
] G=15x 10" N/m’;
R=3m;
h=0.03m;
L=6m;
v=0.3;

Figura 10.6 — Cilindro e carregamento.

A Tabela 10.2 auxilia o entendimento das discretizagdes adotadas para o

problema para o elemento quadrilateral.

Tabela 10.2 — Caracteristicas das discretizagOes adotadas.

Numero Numero de Elementos nas diregoes
da Malha Circunferéncia Eixo
1 10 10
2 10 15
3 10 30
4 20 30
30 elementos finitos com malha
5 20 refinada préximo ao carregamento
aplicado
20 elementos finitos com malha 30 elementos finitos com malha
6 refinada nas proximidades do refinada nas proximidades do
carregamento aplicado carregamento aplicado

Os resultados de deslocamento vertical no ponto de aplicagdo da carga “P” sdo
mostrados na Figura 10.8.
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Figura 10.7 — Discretizag¢des adotadas.
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As malhas 04, 05 e 06 possuem o mesmo numero de elementos, porém as
malhas 05 e 06 possuem uma melhor discretizagdo nas proximidades do ponto de
aplicacdo do carregamento. Isto justifica o incremento da convergéncia no final do
gréafico apresentado na Figura 10.8. Os resultados obtidos para estas 3 malhas realmente
melhoraram a medida que se caminhou da malha 04 para a malha 06, mostrando que
uma melhor discretizagdo nas proximidades da aplicagdo do carregamento, onde irdo
ocorrer inflexdes na placa deformada, possibilita a obtencao de resultados melhores para
um mesmo numero de elementos da discretizacdo. O elemento finito triangular
proposto, com aproximagdo cubica, proporcionou bons resultados com apenas 288
elementos, como apresentado na Figura 10.8 e Figura 10.9. Isto se da devido a
flexibilidade de representacdo de inflexdes que a aproximacdo cubica proporciona. A
mesma precisdo foi obtida usando 2501 nos para a melhor discretizagdo de elementos
quadrilaterais (malha 06 — 600 elementos) e usando 1354 nos para o elemento triangular
proposto.

Para se obter resultados mais proximos da resposta analitica, LINDBERG et al.
(1969) — apud Manual do Programa ADINA® (2002), outras duas discretizacdes com
elementos triangulares foram utilizadas, ambas para 1/8 do cilindro, ou '2 da area em
destaque da Figura 10.6. Na primeira, foram utilizados 392 elementos, totalizando 1837
nos, obtendo-se um erro de 3.13 %. Na segunda, Figura 10.10, foram utilizados 520
elementos, usando 2425 nos e obtendo-se um erro de 2.07%.

Esses valores também sdo apresentados na Figura 10.8, sendo que este pequeno
erro obtido para a discretizagdo da Figura 10.10 ndo pode ser associado a efeito de

travamento, seja ele por cortante ou efeito de membrana.

Convergéncia
170.00 - | | | |
164.24 | ! 18374/150.00 475 ® 160.83
196.00 == T 1351 ® qsaaq 3T 207% 15494
ﬂ_ | | | |
;l 140.00 | 6.53% | | ‘ 2501
£ 5.66%
125.00 - /9 | ki | |
@ == Quadrilateral ====LINDBERG et al.(1969) & Triangular
110.00 | i i i ‘
100 200 300 400 500 600

w, = Deslocameto vertical no ponto
de aplicacdo da carga

Figura 10.8 — Deslocamentos para as diferentes discretizagdes

Ndmero de elementos
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(b) (©)

Figura 10.9 — (a) Malha triangular %4; (b) e (c) Configuracdo deformada

A malha triangular da Figura 10.10 foi gerada buscando-se uma discretizagdo
uniforme e refinada para toda a casca, tornando possivel desta forma uma melhor

representacao do seu comportamento com relagao as inflexdes que possam vir a ocorrer.

N
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(a) (b) ©

Figura 10.10 — (a) Malha triangular 1/8; (b) e (c) Configura¢ao deformada

Portanto, pode-se concluir que a cinemadtica de laminados utilizada ndo possui
sensibilidade com relagdo ao efeito de travamento por cortante ou efeito de membrana,
para os exemplos abordados, para uma representagdo adequada da geometria do
problema. A aproximacao ctbica proporciona uma melhora significativa nos resultados
devido a melhor representacdo de inflexdes que venham a ocorrer, bem como uma
melhor representacdo da geometria de problemas de casca quando comparado aos
elementos quadrilaterais.

Apenas como comentdrio e para retomar o que foi dito no inicio do texto
referente ao elemento de portico 2D, o que se percebe (apesar de ndo estar explicito nos
textos consultados) ao ler os trabalhos que tratam de travamento, ¢ que os pesquisadores
estdo buscando elementos finitos que possam ser utilizados com malhas consideradas
“pobres” e que os resultados obtidos com a utilizacao dessas malhas estejam dentro de
valores considerados satisfatorios do ponto de vista de engenharia. Portanto, acredita-se
que os elementos baseados em deslocamentos ndo apresentem travamento por

membrana quando utilizados em malhas refinadas adequadamente.
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10.6 EXEMPLO 05

Este exemplo, embora simples, foi formulado para verificar o comportamento
da formulacao viscoplastica implementada. Trata-se de uma chapa isotropica submetida
a tragdo simples, sendo que na fase plastica dois casos sdo analisados: encruamento
positivo (hardening) e encruamento negativo (softening). As caracteristicas
geométricas, bem como propriedades do material, malha de elementos finitos e
parametros de viscosidade e plasticidade utilizados no exemplo podem ser verificadas

na Figura 10.11.

Dados gerais para o exemplo:
AY | E=100000 N/m*  A=4m;
G =40000 N/m*;  B=2m;
v=0.25; q=1N/m;
B oo = 0.45 N/mz; v =4.5;
X) A N°de At=100; At = 0.5 dias;
Et=0.1.E; Et=-0.1.E;

Figura 10.11 — Chapa tracionada

Os resultados de deslocamento e tensdes obtidos para o centro da chapa sdo
apresentados em graficos a seguir, onde podemos concluir que o modelo implementado

forneceu respostas satisfatorias.

E 4.0E-04 - 1 : |

p R

= 3.2E-04 - ——Softening | IR A
2] .

= —&— Hardening

T 24E-04 | | ‘ HLA B -
] i ‘

= ‘ ‘

g | |

S 1.6E-04 1 1

B |

S |

< 8.0E-054 L g
D

Q

0.0E+00

Tempo (dias)
Figura 10.12 — Deslocamento na dire¢do x para encruamento positivo e negativo.
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O gréfico da Figura 10.12 se refere aos deslocamentos obtidos no centro da
extremidade livre para o caso de encruamento positivo e negativo. A Figura 10.13
apresenta os resultados de tensdo normal na dire¢do “x” para o caso de encruamento

positivo e a Figura 10.14 para encruamento negativo.

1 | | | | |
€08 | | | |

z : : l ! :

§06 A

(=] | | | |

'S l l | 1

Boo f7 —

02 - 3 3 3 | 1

—e— Elastoplastica —=— Total —— Viscosa

0 I I I I ;

0 10 20 30 40 50

Tempo (dias)
Figura 10.13 — Tensdo normal na direcdo x para encruamento positivo.

e

—e— Elastoplastica

—=— Total

Tensio oxx (N/m?)
()

—a— Viscosa

30 40 50
Tempo (dias)
Figura 10.14 — Tensdao normal na dire¢do X para encruamento negativo.

Todos os resultados estdo de acordo com o esperado, mostrando que o
algoritmo de retorno, bem como o processo de solucdo ndo-linear e viscosa, estdo
funcionando perfeitamente. Exemplos semelhantes que apresentam exatamente os
mesmos resultados podem ser vistos em MESQUITA (2002), utilizando MEC s6lido
3D isotropico e em VANALLI (2004) utilizando MEC e MEF solido 2D.
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10.7 EXEMPLO 06

Neste exemplo, o comportamento elastoplastico de uma placa quadrada
engastada e submetida a uma carga concentrada no ponto central ¢ considerado.
Novamente, aproveitando-se da simetria do problema, 4 da placa ¢ modelado
utilizando-se 10x10 divisdes de elementos finitos triangulares e composta de 8 camadas
de igual espessura para melhor representacdo da plasticidade. As caracteristicas da
geometria do problema e grandezas fisicas do material isotropico empregado, bem como

parametros de plastifica¢do, podem ser verificadas na Figura 10.15.

i 5‘@ Dados gerais para o exemplo: (MN, m)
L
E =30000.0; G = 11540.0;

>
I

Oox = Ooy = 300,

|

I

|

|

|

i v=0.3; Et =300.0;
|

|

| Toxy = Toxz = Toyz = 17.32;

|

h=0.20; L=6.0;

|
1 = Piotal = 4.0 — ponto “A”;
‘ X

Figura 10.15 — Placa quadrada.

Os resultados sdo comparados com respostas obtidas por OWEN &
FIGUEIRAS (1983b) onde foi utilizado o critério de plastificagdao tridimensional de
Huber-Mises no qual as componentes de tensdo sdo modificadas pela introdugdo de
parametros anisotropicos. Os autores utilizaram lei de fluxo associativa para as
deformacgdes plasticas e propuseram uma corre¢do das tensdes cisalhantes para serem
usadas no critério de plastificacdo em fun¢do da adogdo de distribui¢do constante de
tensoes cisalhantes ao longo da espessura da placa.

Para a formulacdo aqui proposta, foram analisados dois casos: (a) isotropico -
primeiramente adotando-se os parametros utilizados no critério de plastificacio
idénticos aos apresentados na Figura 10.15 e retorno na dire¢do eléstica, e (b)
anisotropico - onde foram adotados coy = 40.0 € Toxy = 20.0, para diferentes diregdes de

retorno para a superficie do critério de plastificacdo e diferentes valores para “E,”.
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Na Figura 10.16, sdo apresentados os valores de deslocamento vertical, no
ponto “A”, n6 central da placa, em fungdo da carga concentrada aplicada, para o caso de
parametros de plastificagc@o isotropicos. Na Figura 10.17 sdo apresentados os resultados
de OWEN & FIGUEIRAS (1983b) com parametros plasticos anisotropicos, porém com
constantes elasticas isotropicas. Nesta figura apresentam-se também os resultados
obtidos pelo programa desenvolvido segundo os mesmos parametros de OWEN &
FIGUEIRAS (1983b), chamado “dire¢do elastica”. Além disso varia-se o mddulo de
elasticidade na dire¢do “Y” para Ey = 40000 e a dire¢do do fluxo plastico conforme
informado na propria Figura 10.17. Isto foi feito visando mostrar a influéncia dos
diversos parametros elasticos e elastoplasticos no comportamento geral da placa
analisada. As unidades apresentadas para as grandezas do problema foram consideradas

iguais as apresentadas na referéncia utilizada para comparagao dos resultados.

3.59

ol e

—&— OWEN & FIGUEIRAS (1983b)

05 £

—@— Presente Trabalho

0.0 —— Tt
0.00 001 002 0.03 004 0.05 0.06 0.07
Deslocamento Vertical no Ponto "A"

Figura 10.16 — Deslocamento vertical “w” em “A” x carga concentrada “P” - isotropico.

Para a Figura 10.16, acredita-se que a diferenca encontrada nos resultados ¢
devida a distribuicao da tensao de cisalhamento adotada constante ao longo da espessura
das camadas da placa para este trabalho, bem como da malha utilizada na modelagem
do problema e uma significativa diferenca entre os critérios de plastificacdo e lei de
fluxo adotados. Os autores OWEN & FIGUEIRAS (1983b), como dito anteriormente,
propuseram uma correcao para as tensdes de cisalhamento para serem consideradas no

critério de plastificacdo.
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Figura 10.17 — Deslocamento vertical “w” em “A” x carga “P” - anisotropico.

Para a Figura 10.17, observou-se que a direcao do fluxo pléstico tem pouca

influéncia no comportamento geral da estrutura.

10.8 EXEMPLO 07

Uma cupula esférica vazada submetida a carregamentos concentrados ¢
analisada e os resultados obtidos sdo comparados com respostas tedrica e numérica
obtidas em CHEN (1992) para as mesmas configuracdes de malhas. As caracteristicas
de geometria e dos materiais para 4 da casca, valendo-se da condicdo de simetria, sdo

apresentadas na Figura 10.18.

Y Dados gerais para o exemplo:
& (referéncia sem unidades)
AR L
mm‘\“%iﬁ\\ P=1;
Y E=6.825x% 10;
. N \
om "‘1‘ (/ ) G=2.625x10";
R=10;
h =10.04;
A ~ .
Z v=20.3;

Figura 10.18 — Casca esférica vazada.
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Foram utilizados 10x10 (Figura 10.18), 12x12 e 16x16 divisdes de elementos
triangulares com aproximagado cubica para deslocamentos para obtencdo das respostas
aqui apresentadas. CHEN (1992) utilizou elementos triangulares planos de casca e com
grau de liberdade rotacional, constituidos pelo acoplamento entre o elemento de flexdo
de placas DKT e elemento de membrana, com grau de liberdade rotacional,
desenvolvido por ALLMAN (1984). A introdu¢do do grau de liberdade rotacional na
formulagcdo, segundo os autores, possibilita maior flexibilidade ao elemento,
propiciando uma melhor modelagem da estrutura e facilitando o acoplamento desses
elementos aos elementos de placa, evitando problemas que possam surgir, quando da
utilizagdo dos elementos de casca obtidos dessa unido, em analises onde os elementos
da estrutura apresentam-se total ou aproximadamente coplanares. O elemento pode ser
adequado ao problema de acordo com os parametros adotados para consideracdo do
grau de liberdade rotacional.

O elemento de casca triangular resultante da combinagdo dos elementos
realizada por CHEN (1992) possui 3 nds e 6 graus de liberdade nodais. Nota-se
portanto, que a utilizacdo de malhas iguais na comparagao apresentada na Figura 10.19
implica na consideragdo de um numero muito maior de graus de liberdade pela
formulacao aqui proposta do que pela formulagdo apresentada por CHEN (1992), uma
vez que o presente elemento possui aproximagdo cubica de deslocamento, 10 nés e 6
graus de liberdade por no, porém ndo se utilizando do artificio do grau de liberdade
rotacional.

Acredita-se que a utilizacdo de elementos com grau de liberdade rotacional
exige um maior conhecimento tedrico por parte dos usuarios dos programas gerados, no
que diz respeito a ado¢do dos parametros envolvidos na formulagdo, o que nem sempre
ocorre na pratica. O mesmo fato ndo ocorre com a utilizagdo do elemento proposto, pelo
fato do simples refinamento da malha por parte do usuario fornecer convergéncia
através da analise dos resultados obtidos em cada discretizacao utilizada.

No entanto, a necessidade de um numero muito maior de graus de liberdade
para obtencdo das respostas torna o elemento proposto um tanto quanto caro, devido ao
maior tempo de processamento € equipamento necessarios para resolu¢ao do sistema
gerado. Porém, a utilizagdo de algoritmos especiais para resolucdo de sistemas lineares
utilizando-se métodos diretos sobre matrizes esparsas, DUFF(1997), DUFF & REID
(1982) e DUFF et al. (1990), possibilitou a utilizagdo das malhas apresentadas sem o

comprometimento das respostas e utilizando tempos de processamento muito
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satisfatorios. Portanto, entende-se que o presente elemento, acoplado aos referidos
algoritmos, torna-se viavel para utilizagdo em problemas onde uma discretizagdo mais

detalhada deve ser utilizada.

0.094 -
g 0.0924
2 0.09 -
= ‘
T 0.086 - |
- |
=) b |
5 :ﬂ 0.082 m——T'cOriCO
§ 0078+ S ==@==Presente Trabalho |
(=] + %
g 0074 4 Ref[ ]a
a =@=Ref.[*]b
0.07 ‘ ‘ |
Ref.[¥] CHEN (1992) 10x10 12x12 16x16
(a) integragdo reduzida; Malha de elementos finitos

(b) integragdo completa

Figura 10.19 — Deslocamento radial no ponto “A” para diferentes malhas adotadas.

Na Figura 10.20, apresentam-se: (a) o mapa de deslocamento na dire¢do “Z” e
(b) a configuragdo deformada da casca esférica analisada. As grandezas e respostas sdao

apresentadas desacompanhadas de unidades como encontradas nas referéncias.

Figura 10.20 — (a) mapa de deslocamento na direcao “Z”; (b) casca deformada.

10.9 EXEMPLO 08

Com o intuito de se verificar as implementagdes do acoplamento entre os
elementos finitos de barra e casca realizadas, formulou-se este exemplo simples de uma
viga bi-apoiada e submetida a um carregamento concentrado no centro do vao sobre o

“eixo de referéncia”, Figura 10.21. A viga tem secdo transversal “T” e 600 unidades de
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comprimento, ¢ foi simulada considerando-se primeiramente o elemento de poértico
laminado e posteriormente utilizando-se o acoplamento entre o elemento de portico e o
elemento de casca laminada, como mostra a Figura 10.21. Adotou-se 2.1x10° como
valor para o modulo de elasticidade longitudinal do material e coeficiente de Poisson

nulo.

Elen?er}to Plano de Elemento
60 de portico referéncia de casca

Ay
20 ’\/ A > B "
40 Eixo é\/ /\’ /\’

referéncia Elemento Eixo de
de portico referéncia

20 20 20

Figura 10.21 — Geometria do problema — se¢des transversais.

Os resultados de deslocamento vertical obtidos para o centro do vao, para uma
carga de 100 u.f. sdo comparados com a teoria técnica de vigas e sdo apresentados na

Tabela 10.3.

Tabela 10.3 — Deslocamento vertical “w” no centro do vao

Teoria Técnica de viga A - Elemento de Portico B - Portico / Casca

Weentro 0.00370 0.00379 0.00387

Os resultados obtidos sdo considerados bons e entende-se que a inclusdao do
efeito de cisalhamento nas formulagdes aqui utilizadas justifica a pequena diferenca
verificada em relagdo a resposta da teoria técnica de viga. O acoplamento entre o
elemento de casca e de barra, como era esperado, forneceu bons resultados e
apresentou-se mais flexivel em fun¢do do efeito de membrana na mesa (casca).

Adotou-se como referéncia para os elementos a interface entre o elemento de
placa e o de portico. Especificamente para este exemplo, a ado¢do da referéncia em
qualquer outra posi¢do ndo acarretaria modificagdes nos resultados, isso porque nao se
restringiu 0 movimento horizontal em um dos apoios da viga, portanto ndo tendo-se o
efeito da normal. Nos casos em este deslocamento ¢ restringido, resultados diferentes

devem ser obtidos dependendo-se da posi¢do da referéncia adotara para problema.
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Fazendo-se uma analogia a alguns tipos de ligagdo existentes, adotar como
referéncia a interface dos elementos estruturais, como no exemplo, ¢ equivalente a uma
ligagdo entre uma placa de concreto e uma viga metélica, ligada a placa através de
conectores. Um outro caso seria o de se adotar como referéncia o plano médio da placa
ou algum plano acima deste. Na pratica, esta modelagem poderia estar associada a
representacao de uma laje e de uma viga, ambas de concreto, pelo fato da armadura da
viga se estender até a parte superior da laje. Portanto, € necessario que sejam tomados

certos cuidados no momento de se idealizar o modelo a ser simulado.

10.10 EXEMPLO 09

Este exemplo trata de uma placa simplesmente apoiada, formada por 3
camadas e submetida a um carregamento uniformemente distribuido, sendo analisada
para diferentes propriedades de materiais e espessuras das camadas, ou seja, se¢oes
simétricas e assimétricas. Aproveitando-se da simetria do problema, 4 da placa ¢
modelado utilizando 10x10 divisdes de elementos finitos triangulares. Os resultados
obtidos sdo comparados na Tabela 10.4 com respostas analiticas, SRINIVAS (1973) -
apud OWEN & FIGUEIRAS (1983b), e também com respostas numéricas apresentadas
por OWEN & FIGUEIRAS (1983b), onde elementos finitos derivados de elementos
tridimensionais, considerando-se portanto deformagdes cisalhantes, sdo empregados. Os
autores ainda assumiram deformagdo cisalhante constante ao longo da espessura e
propuseram uma expressao para determina¢ao do fator de corre¢do para distribui¢do da
tensdao de cisalhamento, em fungdo das caracteristicas da secdo transversal da casca, ou
seja, caracteristicas fisicas e geométricas das laminas que compdem o conjunto. Para
obtencdo e comparag¢do dos resultados, neste trabalho foram utilizados os valores de
correcao da distribui¢do de cisalhamento adotados pelos referidos autores.

A geometria do problema, bem como as caracteristicas gerais do material
empregado nas camadas da placa podem ser verificadas na Figura 10.22. A Tabela 10.4
exibe, além da comparagdo dos resultados, valores de a; utilizados para determinagao
das caracteristicas dos materiais de cada camada para cada configuracdo de se¢do
transversal modelada. As grandezas fisicas utilizadas para as camadas sdo obtidas em
func¢do das grandezas apresentadas na Figura 10.22, multiplicadas pelos valores de o
acima referidos. Nota-se que a camada central serd sempre composta pelo mesmo

material sendo este o apresentado na Figura 10.22, uma vez que o valor de a desta para
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todos os casos ¢ igual a 1.0. As grandezas e respostas sdo apresentadas

desacompanhadas de unidades como encontradas

comparac¢do dos resultados.

AD 1
Oy =0 } 2

AB |

4 0x=0 }
fffffffff AAAAAA

CD A} Bl

w=0y=0 } Y4 da placa 1
BC | 2
w=0x=0 | 3

a

Figura 10.22 — Placa laminada ortotropica.

Secdo transversal

Caso 01:

Caso 02:

nas referéncias utilizadas para

Dados gerais para o exemplo:

Ex =3.4156; E,=1.7931;
Gy=1; Gy, = 0.608;

Gy, = 1.015; Viy = 0.44
a=10.0; hiota1 = 1.0
q=-1.0;

Laminagao (0° 0°, 0°) com “x”

Como pode ser observado na Tabela 10.4, os resultados obtidos utilizando-se a

formulag¢do aqui apresentada estdo de acordo com as respostas tedrica e numérica

apresentadas em OWEN & FIGUEIRAS (1983b).

Tabela 10.4 — Resultados para as diferentes configuragdes de laminado — ponto “A”.

Teoérico - Wm0 Oy
o] O 03 h; h, h; N Ref[ ] I ——
Ref,['] Poiad
1 1 1 0.1 0.8 0.1 0.8333 181.05 183.99 181.355
10 1 10 0.1 0.8 0.1 03521 41.906 41.922 41.998
Caso 01
50 1 50 0.1 0.8 0.1 0.0938 16.753 16.850 16.838
50 1 10 0.1 0.8 0.1 0.1473 28.297 28.432 28.340
Caso02 10 1 10 0.1 0.6 0.3 0.2449 34.549 34.921 34.745

k - fator de correcio da distribuicio do cisalhamento na espessura da placa - Ref.[ ]
[']- SRINIVAS (1973) - apud OWEN & FIGUEIRAS (1983b)
["'] - OWEN & FIGUEIRAS (1983b)

A Figura 10.23 apresentada o mapa de deslocamento vertical para a regido

discretizada e configuragdao de geometria referente ao “Caso 02” da Tabela 10.4.
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Figura 10.23 — Mapa de deslocamento vertical para a regido discretizada — Caso 02.

10.11 EXEMPLO 10

Uma placa quadrada com dupla simetria, enrijecida por elementos de barra e
submetida a um carregamento uniformemente distribuido ¢ analisada. A placa tem 2.0
m de largura e 0.02 m de espessura e os enrijecedores tem secao retangular com largura
0.01 m e altura 0.1 m. Foram utilizados 8 enrijecedores eqiiidistantes ortogonais aos
lados da placa paralelos as direcdes “x” e “y”, Figura 10.24. A ligacdo entre os
elementos de placa e barra ¢ feita na face inferior da placa e superior da barra, ou seja,
na interface entre os elementos como pode ser verificado na Figura 10.24.
Aproveitando-se da simetria, 4 da placa ¢ analisado utilizando-se 9 x 9 divisdes de
elementos triangulares, sendo que os elementos de barra acompanham a divisdo da
malha triangular. Demais dados necessdrio para o problema também podem ser
encontrados na Figura 10.24. Este exemplo ¢ sugerido em SADEK & TAWFIK (2000)
e BISWAL & GHOSH (1994) sendo portanto os resultados aqui obtidos comparados

com os referidos autores.

Yoo

} Y4 da placa Dados gerais para o exemplo:
v NNNNNNNNN
: RSOOSR (placa e barra)
v LN NN N NN NN

RNONANENANENANN
7 KRR RINCRRTKR

SRERERREN

NN KRKRKNKNRK 7 2

- 5\4‘:>};\%y‘;\%\4‘i>};\£> E=2.1x10"ton/m";
e N A S N (e et (S SN R SRS 6 5
; KRRICR R G =28.0769 x 10° ton/m~;
‘ NN
I ~
| Secdo transversal v=0.3;
| |
2

! —
i = x
|

Enrijecedores
Figura 10.24 — Placa enrijecida.
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As unidades apresentadas para as grandezas do problema foram consideradas
iguais as apresentadas por SADEK e TAWFIK (2000).
Na Tabela 10.5, sdo apresentados os valores de deslocamento vertical no ponto

central da placa comparados aos resultados obtidos pelos autores anteriormente citados.

Tabela 10.5 — Deslocamento vertical “w” no centro da placa (mm)

BISWAL & GHOSH (1994) SADEK & TAWFIK (2000) Presente Trabalho

2.0189 1.9256 1.8791

Os resultados fornecidos por SADEK & TAWFIK (2000) e BISWAL &
GHOSH (1994) apresentaram-se mais flexiveis, pelo fato desses autores terem
considerado na formulacdo deformagdes cisalhantes de ordem superior.

Em BISWAL & GHOSH (1994), foi utilizada a cinemadtica de Kirchhoff
modificada para incluir a dependéncia de deformacgdes cisalhantes de ordem superior
acrescidas de parametro corretor. J4 em SADEK & TAWFIK (2000), a cinematica
utilizada ¢ a de laminados, para elemento de 9 nds e 7 graus de liberdade por n6, porém
com deformacdes cisalhantes de ordem superior, sendo ainda utilizado pelo autor o
artificio de integracdo reduzida nas parcelas de cisalhamento.

Com base nos resultados, sendo que para o presente trabalho assumiu-se
distribuicdo constante para o cisalhamento, pode-se perceber que a influéncia dessa

distribuig¢do ¢ pequena.

10.12 EXEMPLO 11

Este exemplo apresenta o comportamento de uma placa quadrada e isotrdpica,
com um enrijecedor no centro € na dire¢do do eixo “y”, submetida a um carregamento
uniformemente distribuido, tal como em KOLLI & CHANDRASHEKHARA (1996).
Adotou-se como referéncia para a placa e para a viga o plano médio da placa. A
geometria do problema, bem como as demais caracteristicas da andlise, estdo
apresentadas na Figura 10.25.

Foram utilizadas 16 x 16 divisdes de elementos finitos triangulares para

modelagem de '2 da placa, sendo que a discretizagdo dos elementos de barra acompanha

a divisdo da malha triangular.
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Dados gerais para o exemplo:

Y,V A
% Corte C-C (placa e viga)

E=11713 kN/cm?;
c G = 4505 kN/cm?;
C C v=0.3; q=6.89x10* kKN/cm’;

LéJ b
X,u Au=w=0y=0 A=B=2.54cm;

B:v=w=0x=0 a=b=0.0254 cm; c¢=0.254 cm;

Figura 10.25 — Placa isotropica enrijecida.

Os resultados de deslocamento vertical medidos no centro da placa sdo
apresentados na Tabela 10.6, comparando-se os valores obtidos com KOLLI &
CHANDRASHEKHARA (1996) onde utiliza-se também a cinematica de laminados na
formulagdo e com ROSSOW & IBRAHIMKHAIL (1978) - apud KOLLI &
CHANDRASHEKHARA (1996), onde utilizou-se o0 Método da Restri¢ao para obtengdo

dos resultados.

Tabela 10.6 — Deslocamento vertical no centro da placa (x10™ cm).

Carga Ref.[*] Ref[™] Ref[™] Presente Trabalho

Weentro 3.472 3.441 3.357 3.538

[']1- ROSSOW & IBRAHIMKHAIL (1978) - apud KOLLI & CHANDRASHEKHARA (1996)
["]- KOLLI & CHANDRASHEKHARA (1996)
[""]- ANSYS® - DIAS et al. (2001)

A Figura 10.26 apresenta a configuracdo deformada da placa enrijecida,
evidenciando um menor deslocamento no centro da placa em fun¢do da contribui¢do do
enrijecedor. Os resultados apresentados na Tabela 10.6 estdo totalmente de acordo com
aqueles apresentados pelos referidos autores, usando também da teoria de laminados e

do Método da Restricao.

. 0.00000
-0.00009
.0.00019

.0.00028

-0.00037

-0.00047

-0.00055

-0.00085

T ’ [ ] 0.00075

Figura 10.26 — Configura¢ao deformada da placa enrijecida.
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10.13 EXEMPLO 12

Este exemplo, também obtido em KOLLI & CHANDRASHEKHARA (1996),
simula o comportamento de uma placa retangular e isotropica, submetida a dois casos
de carregamento: uniformemente distribuido e concentrado no centro da placa. A placa
¢ ortogonalmente enrijecida por duas nervuras centrais. Novamente, a referéncia
adotada para ambos os elementos, placa e viga, foi a camada central da placa. As

caracteristicas gerais para o problema estdo apresentadas na Figura 10.27.

vy Corte C-C Corte D-D
C 7 C : b R
ALY g ohenem E = 20670 iN/em’ d
D b=1.27 cm; . G = 7950 kN/cm’;
7 c=12.7 cm; v=03;
A u,w =7. ;
N d=7.62 cm; q=6.89x10° kN/em% b
‘u=w=0y= A=1524cm; D
Auzwo Oy o P = 4.45 kN;
B=76.2 cm; b

Figura 10.27 — Placa retangular ortogonalmente enrijecida.

Analogamente ao exemplo anterior, foram utilizadas 14 x 14 divisdes de
elementos finitos triangulares para modelagem da placa inteira, sendo que, da mesma
forma, a discretizacdo dos elementos de barra acompanha a divisdo da malha triangular.

Sdo apresentado na Tabela 10.7 os deslocamentos verticais no centro da placa,

comparados aos resultados apresentados em KOLLI & CHANDRASHEKHARA
(1996).

Tabela 10.7 — Deslocamento vertical no centro da placa (xlO'4 cm).

Solugdo em " Presente
Carga . Ref.[ ] Ref[ ] Ref[ ]
Série - Ref.[ ] Trabalho
distribuida 224.790 224.510 221.031 212.000 221.248
concentrada 32.260 32.180 31.500 29.870 32.520

[']- CHANG (1973) - apud KOLLI & CHANDRASHEKHARA (1996)
["]- ROSSOW & IBRAHIMKHAIL (1978) - apud KOLLI & CHANDRASHEKHARA (1996)
["] - KOLLI & CHANDRASHEKHARA (1996)

skskek sk

["]- ANSYS® - DIAS et al. (2001)
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Na Figura 10.28 encontra-se o mapa de deslocamento vertical para este
exemplo caracterizando, da mesma forma que para o exemplo anterior, a contribui¢ao
dos enrijecedores para o comportamento global da estrutura simulada.

Acredita-se que estes trés ultimos exemplos, com base nos bons resultados
obtidos, validam as implementagdes realizadas para o acoplamento entre o elemento

finito de placa e portico.

(.00000
-0.02084
0.04168
-0.06253
-0.08337
010427
012505
-0.14530
16674

Figura 10.28 — Mapa de deslocamento para a placa retangular enrijecida.

10.14 EXEMPLO 13

A placa simplesmente apoiada e submetida a um carregamento uniformemente
distribuido apresentada no exemplo 09, ¢ aqui analisada considerando-se um
comportamento viscoso, para avaliar a influéncia do tamanho do intervalo de tempo
adotado para a modelagem. A discretizacdo adotada ¢ a mesma utilizada no exemplo 09
para "4 da placa.

As andlises foram realizadas para diferentes nimeros de passos de tempo e
conseqiientemente para diferentes intervalos de tempo (At) para a totalizagao dos 100
dias. Os parametros de viscosidade foram escolhidos de tal forma a se obter 95% da
resposta eldstica ao final dos 100 dias, sendo a resposta analitica apresentada na Figura
10.29 juntamente com as respostas numéricas. O grafico da referida figura mostra a
dependéncia das respostas em fungdo do tamanho dos passos de tempo adotados, ou
seja, para At’s menores a respostas foram mais proximas da analitica do que para
valores maiores de passos de tempo, como era de se esperar. Acredita-se portanto, que a
formulagdo aqui apresentada retrata perfeitamente o comportamento viscoso da

estrutura modelada.
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Figura 10.29 — Deslocamento vertical no centro da placa.

10.1S EXEMPLO 14

Este exemplo apresenta a simulagcdo do comportamento de um tubo vazado de
concreto armado, submetido a um carregamento uniformemente distribuido ao longo da
direcdo do eixo do tubo e do raio. Utiliza-se o elemento de poértico laminado na
modelagem deste exemplo, pois este permite que seja adotado diagrama multilinear para
a relagdo entre tensdo e deformacao, representando o concreto de forma mais adequada.

Os resultados sao comparados com a resposta do ensaio experimental obtida
em CHAMA NETO (2002). A curva tensdo x deformagdo adotada para o exemplo,
Figura 10.31 e Figura 10.32, também foi obtida em CHAMA NETO (2002), juntamente
com as demais caracteristicas para o problema. A Figura 10.30 fornece a configuragao

de geometria para o exemplo.

Dados gerais para o exemplo: (kN e cm)

Econe =2970.00 € Geone = 1485.00;
Eaco =21000.00 € Gy = 10500.00;
L=100;R=44.5;h=9.5;

Recalque de 1.50 na dire¢do da carga q;
L

secdo equivalente

Area de aco na secdo transversal: 3.32;

Figura 10.30 — Tubo vazado.
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A secdo transversal do tubo possui uma armadura de 4rea igual 3.32 cm’
posicionada a uma distancia de 3.50 cm da face interna do tubo. Para a modelagem,
adotou-se uma faixa de aco ao longo da se¢do transversal, com espessura equivalente
para se manter a mesma area de aco do experimento.

A parcela referente ao concreto foi subdividida em 50 camadas para melhor
representacdo da plasticidade, enquanto que a de ago manteve-se inalterada. Foram
utilizados 20 elementos de barra de aproximagdo cubica na discretizagdo de '4 do tubo.

As condi¢des de contorno nas duas extremidades da parte modelada sdo de
engastamento, sendo que na extremidade do carregamento, a exemplo do ensaio
laboratorial, aplicou-se um deslocamento de 1.50 cm na direcao deste.

Para o diagrama tensdo x deformag¢do do concreto, foram adotados 4 trechos
para a tracdo e 9 para a compressdo, buscando representar o diagrama obtido em
laboratorio, Figura 10.31 e Figura 10.32.

A tensdo de plastificacdo adotada para o concreto é de 0.9823 kN/cm® para a
compressdo e 0.2210 kN/cm? para a tragdo, sendo que para o ago assumiu-se o valor de

78.65 kN/cm”® para ambas.

o (x10™)

2317

} } } } —~ &
“3/ 0 510 ¢ 0.001 000135 0.002 0.0025

Figura 10.31 — Curva tensdo x deformagao para a tragdo (kN e cm).

o (x10™)

1 1 1
-0.005 -0 04 -0.002

-40-+

Figura 10.32 — Curva tensdo x deformacao para a compressao (kN e cm).
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A Figura 10.33 apresenta os resultados experimentais encontrados em
CHAMA NETO (2002), sendo que a curva em maior destaque ¢ a média das respostas
experimentais obtidas.

Os resultados apresentados na Figura 10.34, comparados com o ensaio de
laboratorio, média dos valores experimentais da Figura 10.33, mostram uma boa
concordancia entre as curvas obtidas. O aspecto dentado na curva da resposta numérica
se dd devido a caracteristica discreta do posicionamento dos pontos de Gauss na

consideracdo da contribui¢do do material.

120

CARGAS (kN/m)
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Figura 10.33 — Deslocamento vertical x carga — resultado experimental.
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Figura 10.34 — Deslocamento vertical x carga aplicada.
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Os valores adotados na andlise numérica foram obtidos diretamente da
referéncia e utilizados na modelagem sem nenhuma calibragdo. Portanto, acredita-se
que os resultados apresentados sdo totalmente satisfatérios do ponto de vista de

engenharia.

10.16 EXEMPLO 15

Este exemplo serve para verificar o acoplamento entre elementos finitos de
casca e elementos de contorno 3D no que diz respeito a transmissdo de forcas. Um
solido engastado discretizado com elementos de contorno triangulares com aproximagao
linear de varidveis é acoplado a uma placa rigida modelada em elementos finitos de
casca com aproximagado cubica. A esta placa aplica-se um carregamento distribuido “q”
perpendicular ao seu plano, onde se analisa o comportamento viscoso deste solido
devido a aplicacdo desta carga. A geometria do problema, bem como as caracteristicas

fisicas e discretizacdo estdo apresentadas na Figura 10.35. Foi utilizada solugdo

fundamental de Kelvin para a modelagem deste problema.

Dados gerais para o exemplo:

Esé]idoz 1X105 N/mz;
Gsélido = 5X104 N/mz;

Vsolo = 0.0; q=1N/m;
At = 0.5 dias; Ysolo = 4.5;
N°de At =100;
L=9m; A=3m;

Figura 10.35 — S¢élido tracionado — MEC x MEF.

Os resultados obtidos estdo apresentados na Figura 10.36, onde sdo plotados os
valores de deslocamento na extremidade livre do s6lido em fungdo do tempo. Como era
de se esperar, os valores encontrados ao final da andlise viscoelastica sdo idénticos a
resposta analitica do problema.

Este exemplo, apesar de simples, serve tanto para validar o funcionamento do
acoplamento, como também o comportamento da formulagao viscoelastica aplicada aos

elementos de contorno.
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0.00010+
__0.00008+
£
(@]
£ 0.00006
]
g —e— Analitico
8 0.00004 + —=a— Numeérico
7
()
0O  0.00002-
0.00000

0 10 20 30 40 50
Tempo (dias)

Figura 10.36 — Deslocamento da extremidade livre ao longo do tempo.

10.17 EXEMPLO 16

Apesar de simples, este exemplo também serve para verificar o acoplamento
entre elementos finitos de casca e elementos de contorno 3D no que diz respeito a
transmissdo de forcas. Neste caso, um sélido engastado e discretizado com elementos de
contorno (MEC - Figura 10.37) ¢ acoplado a um conjunto composto por uma placa e
uma chapa (MEF - Figura 10.37) rigidas. Na extremidade livre da chapa de elementos
finitos aplica-se um carregamento distribuido “q”. A geometria para o problema, bem
como as caracteristicas fisicas dos materiais sdo apresentadas na Figura 10.37.

Novamente, por se tratar de um dominio fechado, utilizou-se solu¢do fundamental de

Kelvin na modelagem do contorno.

Dados gerais para o

exemplo:

Emec= 1x10° N/mz;
Emer = o0;
VMmEC = Vmer = 0.0;
q=3.765 N/m;
Li=L,=9m; A=3m

hMEF =03 m

Figura 10.37 — Soélido tracionado — MEC x MEF.
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A Tabela 10.8 apresenta o resultado de deslocamento na interface do
acoplamento entre a regido do MEC e do MEF, mostrando a total concordancia entre a

resposta analitica obtida de forma simples para este exemplo e a resposta numérica.

Tabela 10.8 — Deslocamento na interface do acoplamento.

Deslocamento (m)
Analitico 0.00016
Numérico 0.00016

10.18 EXEMPLO 17

Um painel sanduiche do tipo ISOTHERM SC 80 ¢ analisado neste exemplo,
comparando-se as respostas obtidas com resultados experimentais de RAPP et al
(1999) e numéricos de MESQUITA (2002) para o caso de um carregamento
uniformemente distribuido. O painel é composto de duas chapas delgadas de ago
separadas por uma espuma de uretano. As caracteristicas geométricas e condigcdes de

contorno do problema estdo apresentadas na Figura 10.38.

vy vy v vy [

ha

espuma he

/ \_ha
- T e 60

Figura 10.38 — Painel sanduiche.

Em RAPP et al. (1999), os médulos de elasticidade cisalhantes para uma
analise viscosa (instantaneo G, e viscoso Gy.) para a espuma de uretano foram obtidos
de uma teoria simples de flexao dada por ALLEN (1969) — apud MESQUITA (2002). O
coeficiente de Poisson foi escolhido como sendo 0.4 em MESQUITA (2002),
usualmente aplicado para polimeros de baixa densidade segundo MERAGHNI et al.
(1999) — apud MESQUITA (2002). Os resultados fornecidos em MESQUITA (2002)
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foram obtidos utilizando-se técnica de acoplamento entre o MEC bidimensional
(modelagem da espuma de uretano) e 0o MEF (modelagem das laminas de ago).

No presente trabalho obtém-se apenas a resposta elastica para o exemplo por
ndo se ter implementado comportamento instantdneo para o modelo viscoso. Portanto,
os valores adotados para os modulos de elasticidade longitudinal e cisalhante sdo
valores equivalentes aos obtidos no trabalho de RAPP ef al. (1999) e determinados pela

relacao:

G,G

e ve

G,+G,

As propriedades fisicas dos materiais empregados na analise, bem como as

caracteristicas geométricas e o carregamento utilizados sdo apresentados na Tabela 10.9.

Tabela 10.9 — Dados gerais para o exemplo.

Aco Espuma Gerais
E=2.1x 10’ N/ mm’ E=6.7N/mm’ L = 4000 mm
v=10.00 v=10.40 b=1100 mm
ha=0.51 mm he = 80 mm q=0.9196 N/ mm

Inicialmente optou-se por simular o exemplo utilizando elementos finitos de
casca laminada e considerando os valores das propriedades fisicas dos materiais tal
como apresentados na Tabela 10.9, apenas dividindo-se o carregamento distribuido no
comprimento da viga pela dimensdo “b” para se obter o carregamento distribuido na
area da placa. Porém, em virtude da consideragao de hipotese de se¢ao plana na
formulagdo de casca, os resultados foram pouco satisfatorios, uma vez que ndo se pode
adotar tal simplificagdo para este problema, ou seja, dizer que a se¢do permanece plana
apods a deformagao, em fungdo da grande diferenga de rigidez existente entre as camadas
de diferentes materiais. Neste caso, a rigidez predominante ao cisalhamento ¢ dada pela
espuma, portanto, na tentativa de representar o problema de forma aproximada,
assumiu-se para o moédulo de elasticidade transversal do aco valores iguais aos da

espuma. Esta estratégia tornou o problema mais flexivel com relagdo ao cisalhamento
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porém continuando com se¢do plana como imposto na formulagao. O resultado obtido ¢
bem proximo daqueles fornecidos por RAPP et al. (1999) e MESQUITA (2002).

Buscando uma melhor representagdo para o problema, partiu-se para a
simulagdo do comportamento do conjunto utilizando-se o acoplamento entre elementos
finitos de casca, para modelagem das laminas de ago, e elementos de contorno
tridimensional, para modelagem da espuma de uretano. Essa abordagem permite que a
secdo transversal da placa possa deformar-se mais livremente, ndo se impondo a
condicdo de se¢do plana na parcela referente a espuma de uretano.

Numa primeira tentativa, até mesmo para verificar o comportamento da
formulacao, foram adotadas apenas 2 divisdes de elementos de contorno triangulares ao
longo da espessura da espuma. Como era esperado, devido a pouca flexibilidade de
deformagdo permitida por estes dois elementos, o deslocamento ficou muito préximo do
obtido para a primeira simulagdo do MEF, evidenciando a necessidade de um maior
numero de elementos para melhor representacao da deformacgao da se¢do transversal.

Outras discretizagdes com maior numero de elementos na espessura da espuma
foram utilizadas, melhorando-se também a discretizagdo das placas de ago e
conseqiientemente do acoplamento entre os elementos finitos e de contorno. Esses
resultados sdo apresentados na Tabela 10.10 a seguir, com as respectivas descrigoes de
numero de elementos utilizados na interface do acoplamento e na espessura da espuma.

A nomenclatura “(a,b,c)” utilizada na Tabela 10.10 para descri¢do dos casos de
acoplamento, significa o nimero de divisdes de elementos de contorno adotadas nas
diregdes “L”, “b” e “he” respectivamente, para "2 da placa em fun¢do da simetria do

problema.

Tabela 10.10 — Deslocamento vertical para o centro da placa (mm).

RAPP et al. (1999) 16.876
MESQUITA (2002) 16.833
MEEF — casca 8.039

MEF — casca — Gago = Gespuma 18.369
MEF / MEC (9,3,2) 8.789
MEF / MEC (9,3,6) 12.881
MEF / MEC (18,6,6) 14.381
MEF / MEC (18,6,12) 14.893
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Alguns comentarios podem ser tecidos analisando-se os resultados
apresentados na Tabela 10.10. Acredita-se que a medida que a malha na espessura da
espuma for refinada, resultados mais proximos dos encontrados nas referéncias citadas
serdo obtidos. Deve-se comentar que os modulos de elasticidade equivalentes obtidos
por RAPP et al. (1999) e MESQUITA (2002) sio diferentes, ou seja, 6.7 N/ mm’e 6.5
N / mm?, respectivamente. Os resultados apresentados indicam que nem a formulagio
simplificada nem a formulag¢do 2D sdo adequadas para a determinagdo dos parametros
do material. Com certeza o modulo de elasticidade da espuma ¢ inferior a 6.5 N / mm?,
porém para se determinar com precisdo este valor seria necessaria uma discretizacdo

que garantisse a convergéncia numérica do exemplo.
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CAPITULO 11
O PROGRAMA COMPUTACIONAL

11.1 INTRODUCAO

O presente capitulo faz-se necessario no intuito de descrever as principais
caracteristicas do programa computacional implementado com a formulagao
apresentada nos capitulos anteriores. Neste sentido, sdo descritas de forma resumida, as
particularidades do programa, como entrada de dados, rotinas e linguagem de

programagao, bem como a estrutura geral do programa na forma de fluxograma.
11.2 CARACTERISTICAS GERAIS

Basicamente, sdao 3 as rotinas que compdem o programa geral obtido do

desenvolvimento deste trabalho:

1. Programa base, desenvolvido em Linguagem de Programacao Pascal,
que contem a parte de entrada e tratamento dos dados a serem utilizados nesta e
nas outras duas rotinas. Esta rotina contém as implementacdes referentes aos
elementos finitos laminados de poértico e casca, bem como as implementagdes
referentes aos critérios de plastificacdo, aplicagdo das condigdes de contorno,
acoplamento final e consideracao da viscosidade na formulagao.

2. A rotina referente a parcela da contribui¢do do solo (MEC), foi
desenvolvida por SOUZA (2001) para solucdo fundamental de Kelvin, como
comentado anteriormente, ¢ adaptada neste trabalho para solugdo fundamental

de Mindlin. Os desenvolvimentos e as adaptagdes, que foram realizados em
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Linguagem de Programacao Fortran, sdo relacionados com o programa base
através da utilizagdo de DLL, sendo as variaveis transportadas de um codigo
para outro com a utilizacdo de ponteiros no intuito de tornar mais rapida esta
ponte entre as rotinas. Nesta segunda parte do cddigo, sdo calculadas as
matrizes de contorno e realizadas as manipulagcdes matematicas apresentadas
no capitulo 9, obtendo-se assim a matriz de rigidez equivalente para o
acoplamento com a matriz obtida pelo MEF.

3. Finalmente, a rotina de solucdo de sistema linear utilizando-se
métodos diretos sobre matrizes esparsas, apresentada pelos autores DUFF &
REID (1982) e DEMMEL (1993) para sistemas simétricos ¢ DUFF (1997) para
nao-simétricos, constitui a terceira parte do programa. Esta rotina também foi
desenvolvida em Linguagem de Programacdo Fortran e ¢ utilizada neste
trabalho da maneira como foi fornecida pelos autores, sem qualquer
modificagao ou adaptagdo. Novamente, a ligagdo entre a rotina € o programa
base, ¢ feita com a utilizacdo de DLL. A possibilidade de se gerar uma matriz
esparsa, onde os coeficientes nulos aparecem em maior niimero que 0s nao-
nulos, como resultado do acoplamento entre o solo (MEC) e a estrutura (MEF)
¢ muito grande. Isto se da pelo fato de poder existir algumas regides que nao
sao comuns entre os métodos, resultando em blocos de valores nulos na matriz.
Sabe-se também que a matriz final resultante do acoplamento ¢ ndo simétrica,
havendo portanto a necessidade de utilizagdo desses métodos que otimizem a
resolucdo do sistema levando em conta as particularidades que tal matriz
apresenta. Neste sentido, os métodos implementados obtiveram bons resultados
no que diz respeito ao tempo de processamento necessario para resolucdo do
sistema, a principio deixando de ser um ponto de morosidade no processo

global.

Essas 2 ultimas rotinas na verdade sdo subprogramas do programa principal,
que ¢ a rotina 1, sendo que este controla todas as etapas envolvidas nos calculos a serem
realizados durante a andlise de um problema qualquer. Tanto o programa principal,
quanto os dois subprogramas sdo divididos em procedimentos, que sdo pequenas rotinas
de célculo, possibilitando uma melhor organizacao das implementacdes realizadas.

Com relacdo aos elementos utilizados, foram introduzidos na formulagdo os

elementos finitos laminados de portico e casca, com possibilidade de aproximacao de
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variaveis quadratica e cubica. A matriz de rigidez dos elementos foi obtida com a
utilizacdo de integracdo numérica ao longo dos elementos e das camadas. Para o
elemento de portico, utilizou quadratura de Gauss tanto na integracdo ao longo do
elemento como na espessura das camadas, fazendo-se o mesmo na espessura do
elemento de casca, porém utilizando-se integragdo numérica com pontos e pesos de
Hammer ao longo da area do elemento, por se tratar de um elemento triangular. Para
estes elementos finitos, permite-se a consideragdo de diferentes materiais na
composicdo das camadas constituintes, como descrito nas respectivas formulagdes
apresentadas nos capitulos anteriores referentes a estes.

Com relacao aos elementos de contorno, como dito anteriormente, utilizou-se o
programa desenvolvido por SOUZA (2001) com aproximagdo linear de varidveis, as
integracdes numéricas sobre os elementos foram realizadas como apresentado no
capitulo referente ao método dos elementos de contorno.

Para a entrada de dados, buscou-se facilitar a criagdo dos arquivos com 0s
dados, bem como tornar possivel a geragdo de geometrias mais complexas. Para tanto,
optou-se por trabalhar com o padrao de seqiiéncia de dados dos arquivos criados pelo
programa comercial ANSYS®, quando da listagem das caracteristicas de geometria e
condi¢des de contorno pelo comando “list”, interno ao programa. Optou-se por este
pacote comercial por ser o programa comercial mais difundido entre os pesquisadores
do departamento no qual esta pesquisa se insere, buscando assim, tornar o programa do
presente trabalho uma ferramenta amigéavel para utilizacdo de outras pessoas da mesma
area. Vale salientar, que para problemas mais simples onde ndo se faz necessaria a
utilizagio do gerador do programa ANSYS®, basta seguir o padrio dos arquivos de
entrada de dados e pode-se gerar estes manualmente.

Portanto, sdo criados arquivos distintos para a geracdo dos nos, elementos,
condicoes de contorno, caracteristicas dos materiais, se¢cdo transversal dos elementos,
entre outros. Para alguns desses arquivos, podem ser criadas bibliotecas de dados,
procedendo apenas com a inser¢do de novos dados manualmente, como ¢ o caso dos
arquivos de entrada de materiais, parametros plasticos e viscosos e se¢ao transversal dos
elementos, por exemplo.

No caso de problemas acoplados, ¢ necessaria a geracdo dos dados de
geometria ¢ condigdes de contorno para os dois problemas separadamente, ou seja,

primeiramente sdo gerados os dados referentes ao MEF e posteriormente os dados
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referentes aos nos, elementos e condi¢des de contorno referentes a malha de elementos

de contorno.

Os arquivos de entra sdo divididos em:

—> Para o primeiro problema — dados acoplados e MEF nao acoplado:

Geragao dos nos;

Geragao dos elementos;

Prescri¢do de deslocamentos nodais;

Prescri¢ao de deslocamentos em linhas de nos;
Prescricdo de carregamentos nodais;

Prescri¢ao de carregamentos distribuidos;

Geracao de pontos auxiliares;

Geracao de linhas auxiliares;

Propriedades dos materiais — biblioteca;

Propriedades dos critérios de plastificacdo — biblioteca;
Parametros da analise viscosa — biblioteca;

Secao transversal para o elemento de portico — biblioteca;

Secdo transversal para o elemento de casca — biblioteca;

—> Para o segundo problema — MEC nao acoplado:

Geracao dos nos, inclusive nds duplos;
Geracao dos elementos de contorno;
Prescrigdo de deslocamentos nodais;

Prescricao de carregamentos nodais;

Com relagdo aos tipos de elementos utilizados no programa ANSYS® para

geragdo dos elementos finitos e de contorno, bem como da nomenclatura que deve ser

adotada para a interpretacdo pelo programa desenvolvido, apresentam-se as seguintes

informacgdes da Tabela 11.1.

Esses tipos de elementos fornecidos para o programa gerado servem para

identificagcdo do elemento a ser utilizado na formulagao, bem como da existéncia e tipo

de acoplamento que este elemento permite realizar.
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Tabela 11.1 — Relacao entre os tipos de elementos.

Elemento ANSYS® Programa
Portico Beam 2D Elastic 3 01
MEF
Casca 02
Solo — Todas dire¢des acopladas 03
Solo — Direcao 1 acoplada 10
Solo — Diregao 2 acoplada 20
Shell 4 Node 63

Solo — Direcdo 3 acoplada ] 30

MEC (triangular)
Solo — Direcdes 1 e 2 acoplada 12
Solo — Diregdes 1 e 3 acoplada 13
Solo — Diregdes 2 e 3 acoplada 23
Solo — Todas dire¢des ndo acoplada 4

11.3 FLUXOGRAMA

O fluxograma a seguir ilustra a ligacdo entre as 3 principais rotinas
constituintes do programa geral do presente trabalho. Naturalmente, essas 3 rotinas sdo
divididas em outras tantas quanto se fizeram necessdria para realizacdo dos
procedimentos descritos no item 11.2. Portanto, tem-se um esquema geral do programa

completo dado pela Figura 11.1.

Rotina 01 \1 @ Rotina 02 - DLL

Programa Base - MEF J MEC

@ l@+ @ |

Rotina 03 - DLL

Sistema Linear

Figura 11.1 — Esquema geral do programa.
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CAPITULO 12
CONCLUSOES E SUGESTOES

12.1 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Retomando as informagdes apresentadas no decorrer do texto do presente
trabalho, algumas conclusdes e consideracdes podem ser citadas. Partindo-se do
pressuposto que o principal objetivo desta pesquisa foi o desenvolvimento e
implementagdo de uma formulagcdo de cascas laminadas anisotropicas enrijecidas ou
nao, considerando-se nao-linearidade fisica com lei de fluxo ndo-associativa e
acoplamento com solidos viscoelasticos, pode-se concluir que, dos resultados dos
exemplos gerais formulados para verificagdo e validagcdo da formulagdo, verificou-se a
eficiéncia das implementagdes e consideragdes adotadas para se obter a formulacdo aqui
desenvolvida. Alguns dos comentarios citados a seguir certamente ja foram
apresentados nos exemplos de final de capitulo ou nos exemplos gerais do capitulo 10 e
até mesmo no decorrer do texto e sdo aqui condensados.

Optou-se pela utilizagdo de elementos finitos planos na modelagem das cascas
em fun¢do da simplicidade que esta geometria proporciona para a formulagdo, em
compara¢do com os desenvolvimentos necessarios para o elemento curvo. De forma
geral, a aproximagdo adotada satisfaz totalmente as exigéncias para modelagem da
maior parte dos problemas da pratica, quando se utiliza malha adequadamente refinada
para a representacdo geométrica e de varidveis. Justifica-se ainda a utilizagdo de
elementos planos pelo fato do acoplamento com os enrijecedores ser facilitado.

A aproximagdo cubica para as variaveis nodais fez-se necessaria em fungao de
observagdes dos resultados obtidos em outros trabalhos do autor e do grupo de pesquisa,

onde a utilizacdo de aproximacdo quadratica deixou a desejar no tocante ao calculo de
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tensdes em pontos distintos dos de integracdo para o elemento, tensdes estas de suma
importancia na realizacdo de uma analise cuja nao-linearidade fisica se faz presente. Em
virtude do acoplamento, a aproximacdo adotada para os elementos de barra foi a
mesma, ou seja, cubica para as variaveis de deslocamento.

A utilizacdo da cinematica de laminados ou Reissner geral na modelagem dos
elementos finitos, proporcionou um enriquecimento do programa obtido, uma vez que ¢
possivel a consideracdo de diferentes materiais e critérios de plastificacdo para cada
camada constituinte do compoésito. Este enriquecimento pode ser estendido as
informagdes encontradas na literatura no que diz respeito ao fendmeno matematico
conhecido como travamento, seja ele por cortante ou efeito de membrana. Verificou-se
que a presente formulacdo, novamente frisando que ndo se realizou estudo matematico
do fendmeno mas apenas a andlise dos resultados obtidos nos exemplos, quando
utilizada em problemas cuja aproximagdo e refinamento da malha adotada permitem
uma boa representacdo da geometria e pontos de singularidade do problema, nao
apresentou sensibilidade a este fendmeno. Novamente, retomando o que foi dito no
capitulo 10, acredita-se que os estudo relacionados ao efeito de travamento encontrado
em grande niumero de trabalhos da literatura, objetivam a obtencdo de elementos finitos
de casca (ou placa) que permitam andlises da pratica, utilizando-se de malhas
consideradas pobres. Técnicas como integracdo reduzida e penalizacdo energética sao
empregadas para se obter tais elementos, poucas informagdes sobre a qualidade dos
resultados em tensdo sdo encontradas na literatura, sendo este o principal aspecto das
implementagdes ndo-lineares do trabalho desenvolvido.

O critério de Tsai-Wu para modelagem do comportamento plastico da casca,
composta por laminados ortotropicos, foi escolhido em funcdo da caracteristica de
anisotropia geral do critério. Além disso, o critério pode ser particularizado para se
obter uma representagdo dos critérios de von Mises e Drucker Prager, modificando-se
os parametros de resisténcia envolvidos na expressdo que fornece a superficie do
critério.

A obtengdo da expressdo fechada para obtengdo do multiplicador pléstico para
este critério foi de grande valia, uma vez que se evita necessidade de calculos iterativos
para a determina¢do do mesmo, diminuindo a possibilidade de acumulo de erros
numéricos e tempo de processamento provenientes destas iteragcdes. A consideracdo de
lei de fluxo ndo-associativa permite que se quantifique a compressibilidade do material

na fase plastica, possibilitando maior flexibilidade para o modelo.
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Para as barras, apesar de se ter desprezado a contribui¢do do cisalhamento na
plastificagdo, os resultados apresentados mostram que o critério utilizado proporcionou
uma boa representacdo do comportamento do modelo quando comparado a resultados
experimentais. A consideracdo da multilinearidade do diagrama tensdo x deformacgdo
possibilita melhores representagdes para o comportamento de materiais quaisquer (tanto
matriz como refor¢o) obtidas em ensaios de laboratério, sendo que permite-se ainda a
utilizagdo de diferentes tensdes de escoamento para tragdo e compressao como visto em
alguns dos exemplos, fornecendo bons resultados.

Com relagdo as solu¢des fundamentais para o Método dos Elementos de
Contorno, optou-se por implementar tanto a de Kelvin quanto a de Mindlin para se
possibilitar a aplicagdo de cada uma delas nos problemas a que mais se adequam, sendo
portanto a de Kelvin para dominios fechados e a de Mindlin para problemas onde a
influéncia do semi-infinito ¢ considerada, ou seja, dominio aberto, como no caso de
placas ou cascas apoiadas sobre o solo. Salienta-se que a formulagao ¢ aplicavel a meios
tridimensionais, podendo ser utilizada para modelagem de sélidos e portanto para o
solo.

O comportamento viscoelastico, de acordo com a formulagao cuja abordagem ¢
diferencial no tempo, foi implementado de forma original para a solugcdo fundamental
de Mindlin.

A técnica utilizada para o acoplamento entre os métodos mostrou-se eficiente,
como pode se ver nos resultados obtidos nos exemplos apresentados. A transformagao
do sistema de equagdes do MEC em um equivalente ao MEF, resultando em uma matriz
de rigidez equivalente que € posteriormente somada as matrizes do MEF, proporcionou
a realiza¢cdo do acoplamento de forma direta e facil, inclusive permitindo que graus de
liberdade de um mesmo ndé possam ser adotados como acoplados ou ndo
independentemente dos demais. Esta forma de acoplamento ¢ diferente da técnica de
sub-regides geralmente utilizada no SET.

Um comentério pertinente sobre o programa obtido é que as formulagdes
apresentadas na tese estdo contidas em um Unico programa, ou seja, a medida que as
formulacdes se desenvolveram, estas foram incluida no programa geral resultado desta
pesquisa. Por ndo se tratar de um dos objetivos estabelecidos para esta pesquisa, 0s
desenvolvimentos relativos a armazenagem e tratamento dos dados foram realizados
sem uma preocupacdo com a otimizagdo. No entanto, o limitante para o tamanho dos

exemplos que podem ser simulados ¢ estabelecido pela configuracdo de memoria do
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computador que se estd utilizando. Técnicas de armazenagem da matriz de rigidez em
banda sdo comumente utilizadas para se obter melhores resultados com relacdo a
armazenagem de dados, sendo que, com relacdo ao tempo de processamento, pode-se
citar a utilizacdo de técnicas de processamento paralelo.

Para o momento, acredita-se que as rotinas de resolu¢do de sistema usando
métodos diretos sobre matrizes esparsas, descritas no capitulo 11, sdo suficientes para os
problemas aqui abordados e para os problemas praticos em geral.

Acredita-se portanto que o desenvolvimento da formulagdo proposta foi
alcangada de forma integral, tendo em vista as implementacdes realizadas durante a
pesquisa. Os resultados dos exemplos apresentados levam a crer que os programas
obtidos sdo totalmente confidveis. Além das contribuig¢des especificas desta pesquisa,
como: implementacdo e desenvolvimento da viscoplasticidade diferencial ndo-
associativa em meios anisotropicos (casca composta por laminas ortotropicas) e da
implementagdo da viscoelasticidade diferencial em meios continuos 3D modelados pelo
MEC utilizando-se solu¢ao fundamental de Mindlin; deve-se verificar a contribuicao
global do trabalho, tendo em vista a ferramenta resultante do acoplamento entre 0o MEC
e o MEF. Deve-se considerar a gama de problemas que podem ser tratados com o
acoplamento entre estruturas em regime viscoplastico e sélidos em comportamento
viscoelastico. Além disso, o acoplamento entre os elementos finitos de superficie e os
elementos finitos de barra, permite a modelagem de pavimentos compostos com vigas e
pilares. Outra contribuicdo interessante ¢ a utilizagdo do elemento finito de portico
laminado em problemas homogéneos para consideragao de excentricidade e segdes

transversais de forma quaisquer, refor¢adas ou ndo.

12.2 PROPOSTAS DE DESENVOLVIMENTO

Diversas sugestdes para continuagdo desta pesquisa, visando uma maior
abrangéncia dos problemas com possibilidade de serem abordados, podem ser citadas,

destacando-se neste item as mais significativas segundo a visao do autor.

—> Encontrar as expressoes fechadas para o caso de plasticidade associativa
para o critério de Tsai-Wu, que se dard de forma facil em funcdo da existéncia da

formulacdo para o caso de nao-associatividade, e também com base nos
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desenvolvimento realizados por MESQUITA (2002) para os critérios de von Mises e

Druker Prager;

—> Inclusdo de outros critérios anisotropicos similares ao de Tsai-Wu para
possibilitar uma maior variabilidade das analises disponiveis no programa e uma
comparacdo entre os resultados obtidos, podendo-se assim optar pelo critério que

melhor representar o problema que se deseja tratar;

- Consideragdo do cisalhamento na plastificagdo para os elementos de barra,
embora tenha se verificado que tal influéncia ndo foi determinante nos casos analisados

e apresentados neste trabalho;

- Inclusdo de diagrama multilinearidade para relagdo tensdo x deformagio
para os materiais aplicados aos elementos de placa e casca, a exemplo do que foi

implementado para o elemento de portico, generalizando o caso trilinear desenvolvido;

- Comportamento viscoso instantaneo, implementando-se o modelo viscoso

de Boltzmann na formulacao existente;

> Inclusdo de fibras aleatorias possibilitando a modelagem de estruturas

reforgadas com fibras, VANALLI (2004);

- Andlise quase-estatica para modelagem de escavagdes de tuneis,
possibilitando a analise de retirada de material e colocagdo de refor¢o em tempo de

processamento, seguindo procedimento apresentado em MESQUITA (2002);

—> Introduzir na formulagdo comportamento viscopldstico para o solo que
podera ser realizado com base no trabalho de ALMEIDA (2003a), bem como
possibilidade de consideragdo de diversas sub-regides para representagdo do meio

heterogéneo tal como em ALMEIDA (2003b);

- Implementagdo de elemento finito isoparamétrico com aproximagio

quadratica de geometria;
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- Teoria de deformacgéo cisalhante de alta ordem, para melhor representagdo
da distribuicao do cisalhamento na espessura dos elementos finitos, evitando-se assim a
necessidade de inclusdao de fatores de correcdo da distribuicdo do cisalhamento na

espessura das camadas dos elementos;

- Consideragdo dos efeitos de ndo-linearidade geométrica, de grande

importancia para modelagem do comportamento de cascas;

- Além das modificagdes conceituais acima citadas, sugere-se ainda a
possibilidade de tornar a entrada e saida de dados dos programas obtidos mais
amigdveis aos usuarios em geral, ou seja, descentralizando a utilizacdo destas
ferramentas geradas em carater cientifico e tornando-as uteis no dia-a-dia dos
pesquisadores desta e de outras area afins com a criagdo de pré e pos-processadores para

estes programas.

Acredita-se que com estas modificagdes, naturalmente a serem desenvolvidas
gradativamente, aumentar-se-4 de forma consideravel a aplicabilidade da formulagdo e

simplificara desenvolvimentos posteriores do programa.
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APENDICE A
ALGORITMO DE GERACAO DAS FUNCOES DE FORMA

Apresenta-se neste apéndice o algoritmo desenvolvido para geragdao automatica
das funcgdes de forma do elemento triangular plano com aproximagdo qualquer, bem
como de suas derivadas, baseando-se nas expressdes gerais encontradas em REDDY
(1993) e ZIENKIEWICZ (1985) e com a utilizagdo de um software de manipulacio

simbdlica.

Grau de aproximacdo para as fung¢des de forma:

ndv

Numero de nds para o elemento triangular:

nne = (ndv + 1) * (ndv + 2) / 2;

Inicializagdo de variaveis:
acumula = 0;

posi¢dao = Matriz [nne,3]; armazenar as coordenadas dos nds

Posicionamento e calculo das coordenadas dos nds para o elemento triangular:

For[1=0,1<(ndv + 1), i++,

{
For[j=0,j<(ndv+1—1, j++,

{
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K

{

acumula = acumula + 1;
posicao[acumula,1] = (ndv —j —1);
posicao[acumula,2] = (j);
posicao[acumula,3] = (i);

3

Inicializagdo de variaveis e fungdes:
vecxi = {L1, L2, L3} — vetor de 3 posigdes;
s[a] = a/ ndv — fun¢do dependente do parametro “a”;

LL[Lj,xi] = (xi—s[j]) / (s[1] — s[j]); - funcdo dependente dos pardmetros L, j e xi;

Calculo das fungoes de forma e suas derivadas:

For[kk =1, kk < (nne + 1), kk++,

acumulado = 1;

For[ij =1, ij < (nne + 1), ij++,

{
1 = posicao[kk,ij]];
xi = vecxi[ij];
For[j =0, j <(ndv + 1), j++,
{
If [j <1, acumulado = acumulado * LL[Lj,xi]]
31;
Ik

Printfacumulado]; - imprime a fun¢ao de forma do no kk.
For[k=1, k <3, k++,
{

dxi=k;

If [dxi =1, dxii = 2, dxii = 1];

acumuladol = 0;

mt=1;

For[ij = 1, ij <4, ij++,
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{
If[ij=3, mt=-1,mt=1];
If [ij <> dxii,
{
1 = posicao[kk,ij];
x1 = vecxi[ij]];
For [j=0,j <(ndv + 1), j++,
{
If [j <1, acumuladol = acumuladol + mt * acumulado / (xi
—J/ndv)];
315
11;
Ik

Print[acumuladol]; - imprime a derivada da fun¢do de forma do n6 kk em

relacdo a k.

31;
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