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RESUMO

GRECO, M. (2004). Andlise de problemas de contato/impacto em estruturas de
comportamento ndo linear pelo método dos elementos finitos. Sdo Carlos, 2004. 153p.
Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo.

Trata de formulagdes e algoritmos para a analise ndo linear em problemas de
impacto bidirecional entre estruturas reticuladas. S&o apresentadas novas formulagtes
posicionais para problemas ndo lineares geomeétricos para 0s casos estético e dinamico,
baseadas no método dos elementos finitos. As formulacdes desenvolvidas sdo estendidas
para problemas de impacto bidireciona entre estruturas reticuladas e anteparo rigido.
Utiliza-se o método do multiplicador de Lagrange para impor as restri¢ées de contato.
Uma pesquisa foi realizada para se encontrar integrador temporal estavel para andlises
de impacto. Desenvolveu-se uma nova estratégia de previsdo do impacto, através da
teoria de problemas potenciais e do método dos elementos de contorno. Por fim, a
formulacdo é adaptada para o estudo de impacto bidirecional entre estruturas
reticuladas, adotando-se algoritmo de retorno geométrico, no qual consideram-se
Situacbes com e sem atrito. S0 apresentados diversos exemplos numeéricos,
comparando-se resultados obtidos com solugbes analiticas e numéricas de outros
trabalhos. A formulacdo desenvolvida ainda considera efeitos elastoplasticos nos
membros estruturais e ligagdes com deslocamentos livres nas conexfes nodais,

possibilitando a andlise de mecanismos flexiveis.

Palavras-chave: analise ndo linear; contato; impacto; elementos finitos.



ABSTRACT

GRECO, M. (2004). Nonlinear structural contact/impact analysis problems using the
finite element method. Sao Carlos, 2004. 153p. Ph.D. Thesis - Escola de Engenharia de
Séo Carlos, Universidade de Séo Paulo.

This work deals with formulations and agorithms for nonlinear bi-directional
impact analysis between reticulated structures. New positional formulations for static
and dynamic nonlinear cases are presented, both based on the finite element method.
The developed formulations are extended to bi-directional impact problem between
reticulated structures and rigid wall, using the Lagrange multiplier method to impose
contact conditions. An appropriated time integration scheme is used to aleviate the
numerical errors due high frequency vibrations occurring in the impact. Finaly, the
formulation is adapted for the bi-directional impact between reticulated structures.
During the thesis several numerica examples are presented, comparing the obtained
results with analytical and other numerical responses. The developed formulation also
considers elastoplastic effects in structura members and nodal connections with free

displacements.

Keywords. nonlinear analysis; contact; impact; finite elements.
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1 INTRODUCAO

O objetivo principal desta tese é desenvolver formulacdo e codigo
computacional, baseado no Método dos Elementos Finitos (MEF), para andise de
problemas de impacto bidirecional entre estruturas reticuladas planas’. Para se atingir
plenamente este objetivo s80 necessarios varios pré-requisitos tedricos intermediérios,
comentados a seguir.

No projeto de estruturas, o problema fundamental é encontrar uma solucéo que
apresente bom desempenho estrutural (estrutura previsivel e segura) com baixo custo
econdémico. Para atingir este objetivo, os projetistas tendem a utilizar materiais de
melhor desempenho e consegiientemente estruturas cada vez mais leves e esbeltas.
Assim, € necessario se utilizar teorias mais complexas, como as formulacBes néo
lineares, para aproveitar 0 maximo possivel as caracteristicas dos materiais utilizados e
tipologias geométricas, dentro dos critérios de seguranca e utilizacao das estruturas.

O contelido da tese envolve trés tipos de comportamento nédo linear: a ndo
linearidade geométrica, relacionada ainfluéncia das mudancgas de geometria da estrutura
na resposta, a ndo linearidade fisica, relacionada aos materiais de que é constituida a
estrutura e a ndo linearidade de contato, relacionada & mudancgas nas condicdes de
contorno einiciais na estrutura’.

Para analisar 0 comportamento ndo linear geométrico nas estruturas sera
utilizada uma nova formulagdo baseada nas posi ¢des nodai s dos Elementos Finitos (EF),
desenvolvida em CODA (2003) e CODA & GRECO (2003) para problemas estaticos e
elasticamente lineares. A formulacdo foi estendida pelo doutorando para problemas
estéticos com ndo linearidade fisica, considerando-se modelo constitutivo elastoplastico

bi-linear (com encruamento positivo). Na seqiiéncia do trabalho, a formulagéo estética

! Considera-se estrutura reticulada aguela constituida por elementos prisméticos (elementos em que as
dimensBes longitudinais sejam maiores que as dimensdes transversais).

2 As condicBes de contorno esto relacionadas & posicdes (ou deslocamentos) e forgas, enquanto as
condigdes iniciais estdo relacionadas avariavel tempo.



ndo linear fisica e geométrica foi adaptada para o caso do problema dindmico, ocasido
na qual se desenvolveu um novo algoritmo de integracdo temporal, baseado na familia
de integradores temporais de Newmark, adequado e eficiente na solucéo do problema. A
formulacdo dinamica desenvolvida além de resolver problemas com grandes deflexdes e
rotacBes nas estruturas, com ou sem ndo linearidade fisica, também foi adaptada para
solucdo de problemas de multicorpos (caso dos mecanismos). Finalmente, as
formulagbes desenvolvidas foram generalizadas para consideragdo dos problemas de
impacto bidireciona de estrutura e anteparo rigido e entre estruturas. No caso dos
problemas de impacto utilizaram-se multiplicadores de Lagrange e constantes de
integracéo temporal adequadas para solucéo do problema.

As estruturas sdo consideradas nesta tese como congtituidas de materia
homogéneo® e isétropo’”.

Nas implementagbes computacionais das formulagcdes desenvolvidas durante o
doutorado foi utilizada a linguagem de programacdo FORTRAN77 (compilador
Powerstation 4.0).

No proximo capitulo da tese sera apresentada uma revisdo bibliogréfica sobre os
temas abordados, como néo linearidade geométrica, dindmica néo linear e formulactes
para problemas de contato/impacto. Apenas os trabalhos considerados mais relevantes
serdo descritos e comentados de maneira mais detal hada.

Na sequiéncia é apresentado o cerne do trabalho, contendo quatro capitulos
relacionados ao impacto bidirecional. A ndo linearidade geométrica é fundamental na
andlise e, portanto, no capitulo 3 é apresentada a formulacdo posicional ndo linear
geométrica estética, base para a influéncia da mudanca de geometria das estruturas nos
problemas de impacto. No capitulo 4 a formulagcdo ndo linear geométrica é estendia para
0s problemas dinamicos, com aplicagdes em problemas envolvendo multicorpos. No
capitulo 5 é apresentada a formulacéo para problemas de impacto bidirecional entre
estrutura reticulada e anteparo rigido. No capitulo 6 € apresentada a formulacéo para
problemas de impacto bidirecional entre estruturas reticuladas.

Por fim sdo apresentadas as conclusdes e as consideragdes finais sobre a tese,
com algumas sugestdes para futuros trabalhos. Apds as referéncias bibliogréficas sdo

apresentados ainda seis apéndices ao trabal ho.

% O material apresenta as mesmas propriedades el 4sticas em qual quer ponto.
* O comportamento do material é o mesmo em todas as direcdes.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

O comportamento n&o linear relacionado a grandes mudancas de geometria nas
estruturas, onde ndo sdo validas as aproximagdes da teoria linear, sdo de interesse em
véarios campos da Engenharia (Aeronautica, Civil, Mecanica, etc). A andlise ndo linear
geométrica em estruturas é complexa e existem poucas solucdes analiticas disponivels,
geralmente encontradas para problemas com geometria simples como as vigas
engastadas apresentadas em BISSHOPP & DRUCKER (1945). Em termos de solugdes
analiticas destaca-se 0 artigo de MATTIASSON (1981) que apresenta respostas, obtidas
pela solucdo de integrais do tipo €eliptica, para problemas de viga engastada, quadro
articulado e quadro rigido. No préximo capitulo seréo apresentados os trés exemplos do
artigo de MATTIASSON como base de validagéo para as aplicagdes numericas.

Na literatura existem diversas formulagdes baseadas no MEF para resolver
problemas de ndo linearidade geométrica em estruturas. Estas formulacfes apresentam
diferencas na descricao de coordenadas. A descri¢éo Lagrangiana mede as mudancas de
configuragdo nas estruturas a partir de um referencial fixo no espaco, e pode ser total,
atualizada ou parcialmente atualizada. Portanto todas as operagOes, inclusive as
derivadas, sdo feitas a partir de uma posi¢éo conhecida. O termo atualizado se refere a
altima configuracdo em equilibrio do sistema de referéncia. Se a configuracdo de
referéncia € atualizada durante os incrementos de carga, ou tempo, entéo a formulacéo é
chamada de atualizada; se a configuracao de referéncia é atualizada apenas no inicio dos
incrementos de carga, entdo a formulacdo € chamada de parciamente atualizada; se a
configuracdo de referéncia é sempre fixa, tomada como a configuracdo inicial, entdo a
formulacdo é chamada de total. Estas defini¢cdes dos tipos de descricbes Lagrangianas
podem ser encontradas, por exemplo, em WONG & TINLOI (1990). Formulagbes que
trabalham com a descricdo Lagrangiana atualizada podem ser encontradas nos artigos
de MEEK & TAN (1984), GADALA et al. (1984) e GATTASS & ABEL (1987). O

artigo de GADALA ainda apresenta em detalhes as diferencas entre as formulagdes



Lagrangiana total e atuadizada. Formulagbes que trabalham com a descricéo
L agrangiana parcial mente atualizada podem ser encontrados nos artigos de PETERSON
& PETERSSON (1985) e WONG & TINLOI (1990). Formulagdes que trabalham com a
descricdo Lagrangiana total podem ser encontrados nos artigos de MONDKAR &
POWELL (1977), SURANA (1983) e SCHULZ & FILIPPOU (1990). A descricdo
Euleriana mede as mudancas de configuracdo nas estruturas a partir de um referencial
movel no espaco. Portanto todas as operagdes, inclusive as derivadas, sdo feitas a partir
de uma posicdo do referencial, em principio, desconhecida. Formulagdes que trabalham
com a descricdo Euleriana podem ser encontrados nos artigos de ORAN &
KASSIMALI (1976) e IZZUDDIN & ELNASHAI (1993). A formulagéo co-rotacional
também é muito utilizada na solucdo de problemas ndo lineares geométricos e consiste
na utilizacdo de sistemas de coordenadas locais nos elementos finitos, tornando possivel
a consideracdo dos efeitos de curvatura. Exemplos de formulagbes co-rotacionais
podem ser encontrados nos artigos de CRISFIELD (1990), BEHDINAN et al. (1998) e
THE & CLARKE (1998). Outras formulages ndo lineares se destacam na literatura,
como as formulagdes termomecanicas, matriciais e cinematicamente exatas. Como
exemplo de formulacdo termomecanica pode-se citar o trabalho de ARGYRIS et al.
(1986), capaz de andlisar deformacBes termomecanicas de sdlidos com grandes
deformacdes. Como exemplos de formulagdes matriciais podem ser citados os artigos
de PETROLITO & LEGGE (1996), que utilizam um algoritmo de auto-adaptatividade,
e os trabalhos de GOTO et al. (1992) e PAI & PALAZOTTO (1996), que consideram a
curvatura exata de vigas tridimensionais. Como exemplos de formulactes
cinematicamente exatas podem ser citados os trabalhos de REISSNER (1973), SIMO et
al. (1984) e WRIGGERS & SIMO (1990), baseados na teoria ndo linear de vigas de
Reissner.

Outro trabalho sobre ndo linearidade geométrica de destague € o artigo de RIKS
(1979) que apresenta formulacéo incremental para busca de solucdo em problemas de
flanbagem passando por pontos limite' ou pontos de bifurcacdo® e determinacdo de

carga critica®.

! O ponto limite define o fim das configuragdes estaveis de equil ibrio, onde as soluges sdo tnicas. Até o
ponto limite ndo ha ponto de bifurcagdo naresposta. O ponto limite € Unico.

2 O ponto de hifurcagao é definido como o ponto a partir do qual existe mais de uma configuracio de
equilibrio possivel. Pode existir mais de um ponto de bifurcagdo, ver BATTINI et al. (2003).

% Carga relacionada ao ponto de bifurcacao.



O trabalho de CRISFIELD (1981) também merece destague, pois apresenta um
algoritmo baseado na técnica do comprimento de arco (arc-lenght) modificada,
apropriado para solucdo de problemas com salto de deslocamento (snap-through?) e
sdlto de forca (snap-back’), nos quais geralmente se utilizam controles de forca e de
deslocamento respectivamente.

O segundo tipo de n&o linearidade tratada nesta tese diz respeito ao
comportamento do material, quando submetido a niveis elevados de tensdo ou
deformacdo, também chamada de ndo linearidade fisica, e é de extrema importancia
para o projetista, pois altera 0 comportamento local e global da estrutura em seu estado
limite Ultimo ou mesmo de utilizagdo. De acordo com o modelo constitutivo de cada
material utilizado na estrutura e das consideragbes geomeétricas, € possivel fazer a
andlise de estabilidade da estrutura. O modelo congtitutivo a ser utilizado sera
elastoplastico com encruamento positivo, conforme descrito na introducéo, e serd
baseado em OWEN & HINTON (1980) e PROENCA (1997). Também foram utilizados
na tese os trabalhos de YANG & SAIGAL (1984), SIMO et al. (1986) e SAJE et al.
(1998), sendo os dois Uil timos baseados na cinemética de Reissner® para vigas.

Com o intuito de ampliar a gama das aplicacbes numéricas da tese buscou-se a
implementacdo de uma técnica de acoplamento nodal que permitisse a consideracéo de
ligacOes deslocéveis nos nds da estrutura. A técnica de conexdo dos graus de liberdade
utilizada é semelhante aapresentada em BRASIL (1990) e GRECO & CODA (2001), e
pode ser vista no apéndice 4. O objetivo da implementacdo € a aplicacdo em problemas
de multicorpos. Um dos trabalhos pioneiros em multicorpos reticulados foi o artigo de
SIMO & VU-QUOC (1986), que utiliza uma técnica de residuos ponderados (Galerkin)
para modelar o problema. Este trabalho foi um dos mais importantes da literatura e é
dividido em duas partes, sendo na segunda parte apresentadas varias aplicacOes
bidimensionais de multicorpos constituidos de estruturas reticuladas. Outros trabalhos
mais recentes utilizam a formulagéo co-rotacional para modelar o problema, como os
artigos de RICE & TING (1993), HSIAO et al. (1994) e ELKARANSHAWY &
DOKAINISH (1995). O artigo de ZYWICZ & PUSO (1999) apresenta uma técnica
baseada nos multiplicadores de Lagrange e conservacdo de energia aplicada a

problemas de multicorpos 3D.

* Comportamento caracterizado por mais de uma resposta em deslocamento para determinada forca.

® Comportamento caracterizado por mais de uma resposta em forca para determinado desl ocamento.

® Ap6s as deformacdes, as secdes permanecem planas, mas ndo necessariamente ortogonais alinha média
daviga



O terceiro tipo de ndo linearidade tratada nesta tese diz respeito & alteracfes nas
condic¢bes iniciais e de contorno do problema, ou sga, contato ou impacto de estruturas.
A literatura cientifica a respeito de problemas de impacto € muito vasta e diversificada,
existem varias técnicas e métodos numéricos diferentes para tratar o problema.
Nenhuma destas técnicas ou métodos € geral. Devido acomplexidade do problema
existem muitas alternativas para se tratar 0 problema e esta érea cientifica ainda esta
aberta para novas idéias e estratégias, basta observar o grande nimero de artigos
publicados recentemente sobre problemas de contato/impacto.

O trabalho de HUGHES et al. (1976) foi um marco em termos de métodos
numeéricos aplicados na solucdo de problemas envolvendo contato/impacto. Este
trabalho contribuiu significativamente para 0 desenvolvimento de aproximacdes em
elementos finitos, utilizando multiplicadores de Lagrange. O trabalho ainda apresenta
aplicacOes que vao desde o impacto entre barras até o impacto de cascas. O trabalho
considerou apenas problemas el asticos, sem plastificacdo ou atrito.

Dois artigos, de mesmos autores, se destacaram na década de 1980. BATHE &
CHAUDHARY (1985) apresentaram uma formulacdo para tratar problemas
bidimensionais de contato com grandes deformacfes envolvendo atrito, utilizando
multiplicadores de Lagrange. No ano seguinte, CHAUDHARY & BATHE (1986)
apresentaram  uma formulacdo tridimensional cléssica baseada na técnica do
multiplicador de Lagrange para resolver problemas de impacto. Estes dois artigos séo
considerados referéncias cléssicas sobre problemas de contato/impacto. Porém, o artigo
de 1986, que trata especialmente problemas de impacto, apresenta uma formulacdo
basecada no MEF com integracdo temporal de Newmark que gera problemas de
instabilidade numérica em algumas respostas.

Mais recentemente foram publicados artigos importantes que tratam de
algoritmos de integracdo numeérica envolvendo problemas de impacto formulados com a
técnica do multiplicador de Lagrange. CARPENTER et al. (1991) apresentaram uma
formulagdo quase-explicita para tratar problemas de impacto com atrito. Apesar de
apresentarem um algoritmo complexo de integracdo temporal, baseado hum método de
Gauss-Seidel modificado, encontra-se neste artigo uma preciosa explicagcdo sobre
impacto bidimensional. TAYLOR & PAPADOPOULOS (1993) apresentaram uma
melhoria na integracdo temporal de problemas de contato/impacto formulados pela
técnica do multiplicador de Lagrange, através de multiplicadores de Lagrange expressos

em termos de velocidade e aceleracdo, com o intuito de garantir condicdes de contato e



Separacdo entre os corpos envolvidos no impacto. HU (1997) apresentou um novo
algoritmo de integracéo temporal que parte de uma hipotese simples relacionada com as
aceleragcdes que se desenvolvem na regido de contato durante o impacto. Este dltimo
artigo é muito eficiente para tratar problemas de impacto e corrige os problemas de
integracdo tempora existentes na formulagdo apresentada por CHAUDHARY &
BATHE (1986).

Em relacdo ao impacto, o primeiro problema que surge € a identificacdo da
ocorréncia do mesmo. Existem diversos tipos de algoritmos capazes de identificar o
contato/impacto. Os mais simples sdo baseados em areas de influéncia proximas aos
elementos do corpo avo, como o algoritmo baseado no conceito de territério (area de
influéncia local de cada elemento alvo) encontrado no artigo de ZHONG & NILSSON
(1996) e os famosos agoritmos do tipo pinball (&reas de influéncia circulares ou
esféricas dos elementos alvo) encontrados nos artigos de BELY TSCHKO & NEAL
(1991) e BELYTSCHKO & YEH (1993). Apesar de muito utilizados, os algoritmos
baseados nas areas de influéncia aproximam a posicdo e o instante do impacto,
fornecendo resultados nem sempre confiaveis. Este tipo de agoritmo de
contato/impacto é freqlientemente utilizado em conjunto com as funcdes de penalizacéo.
Existem algoritmos de contato/impacto baseados no balango das forgas de superficie na
regido de contato, como os apresentados nos artigos de LORENZANA & GARRIDO
(1998) e WANG et al. (2001). Dois novos agoritmos de contato/impacto publicados
recentemente podem ser encontrados em ULAGA et al. (1999), que utiliza funcdes
splines na modelagem da regido do contato, e LI et al. (2001), que apresenta um
algoritmo de contato para elementos finitos sem malha.

Uma das consequiéncias da natureza ndo linear de problemas de contato/impacto
€ que ndo se conhece a priori qual o instante em que se iniciard 0 impacto. Geralmente,
com intervalos de tempo constantes ndo se consegue chegar ao instante exato do
impacto. Uma das dternativas € a utilizacdo de algoritmos de integragdo temporal
descontinuos. Os trabalhos de HULBERT (1992) e KARAOGLAN & NOOR (1997)
apresentaram técnicas de integracdo temporal descontinuas baseadas no método de
Galerkin, com aplicacdo da técnica dos minimos quadrados’ para melhorar a
estabilidade numérica do algoritmo. Outro artigo, CHO & KIM (1999), apresenta uma

" A técnica dos minimos quadrados é usada para corrigir curvas de dados a partir de pontos conhecidos,
de maneiraaminimizar o valor quadratico dos erros (visando evitar 0 cancelamento de erros com sinais
0postos).



nova integracdo descontinua no tempo utilizando a técnica de penalizacdo. Segundo
CHO & KIM, varios estudos foram feitos sobre o assunto e indicaram que apenas a
condi¢do de impenetrabilidade dos corpos ndo € suficiente para simular numericamente
problemas de contato/impacto: “as mudancas repentinas nas variaveis relacionadas com
o problema dindmico, durante o contato, produzem oscilaces indesgjaveis e o método
de integracdo temporal de Newmark ndo é suficiente para resolver este tipo de
problema’. Um artigo mais recente, CZEKANSKI et al. (2001) apresenta um novo
algoritmo de integracdo temporal do tipo Newmark modificado com utilizacdo de
multiplicadores de Lagrange na formulagdo. Para se evitar oscilaces adicionais
indesgldveis, de acordo com algumas referéncias consultadas, em especial CHEN et al.
(1993) e MAHMOUD et al. (1998), se deveria assumir 0 contato sem atrito, reduzindo-
se assim a ndo linearidade do contato apenas a0 aspecto geométrico. Porém, a nédo
consideracao do atrito no contato restringiria bastante a gama de aplicactes de qual quer
formulacdo de impacto. A instabilidade numérica dos algoritmos de impacto e de
retorno, com e sem atrito, se confundem na literatura. Continua-se neste capitulo a
descricdo do conjunto de contribui¢des gerais sobre o tema da tese, tendo em mente que
nos capitulos 5 e 6 serdo apresentadas as propostas deste trabalho para as questées da
estabilidade, identificagcdo do impacto e algoritmo de retorno (com ou sem atrito). Em
relacdo ao atrito naregido de contato, serd apresentada no capitulo 5 uma técnica que se
baseia na interpretacdo geométrica do atrito de Coulomb. O apéndice 6 traz um resumo
do modelo de atrito de Coulomb cléssico.

Alguns trabal hos apresentam model os de atrito complexos, com comportamento
ndo-linear nas superficies de contato, como os artigos de WRIGGERS et al. (1990), que
apresenta uma lei de atrito baseada em fenbmenos micro-mecanicos, ODEN & PIRES
(1983), que apresenta leis de atrito ndo lineares e ndo locais, e ODEN & MARTINS
(1985), que apresenta formulacdes numéricas de modelos de atrito para problemas de
impacto. SIMO & LAURSEN (1992) apresentaram uma formulacdo baseada no método
do multiplicador de Lagrange para problemas de contato com atrito e CHEN et al.
(1993) apresentaram formulacdo baseada no Principio dos Trabahos Virtuais (PTV)
para problemas de contato/impacto com atrito, utilizando funcdo de relaxacdo
viscoelastica. Recentemente, LIU et al. (2003) apresentaram uma técnica baseada em
regides de influéncia para a estabilizacdo numeérica do contato bidimensional com atrito.

Outros artigos interessantes como os de SOLBERG & PAPADOPOULOS
(1998), baseado na técnica do multiplicador de Lagrange, e LANDENBERGER & EL-



ZAFRANY (1999), que utiliza funcdes de penalizacdo com elementos descontinuos nas
superficies de contato, ndo consideram a existéncia de atrito na superficie de contato.

Uma outra abordagem para problemas de impacto pode ser encontrada nas
técnicas baseadas nas relagbes entre quantidade de movimento e impulso, que
consideram a conservacdo da energia total do sistema durante o impacto. Uma étima
referéncia sobre esta técnica pode ser encontrada em ARMERO & PETOCZ (1998),
que utilizam técnicas de penalizacdo buscando a conservacdo da energia total do
sistema, porém, aplicada apenas em problemas sem atrito. Mais recentemente,
HEINSTEIN et al. (2000) apresentaram um trabalho que utiliza a conservacéo da
energia dos corpos separados, cada qual com suas condic¢des de contorno, impondo um
conjunto adicional de restricdes de contato® no impacto, desta maneira, utiliza-se uma
formulago fraca em nivel local® e forte no resto do sistema. Outro trabalho de destaque
€ 0 apresentado por WASFY & NOOR (1997), que utiliza conservagdo de momento e
equacoes de restricdo de velocidade nos pontos que sofrem impacto, usadas para
calcular as velocidades dos pontos que sofreram impacto apds a separacdo dos corpos.
A critica feita para este tipo de abordagem é relacionada ageneralidade das técnicas
empregadas, ou sga, em casos que envolvam dissipacdo de energia, como em
problemas de plasticidade, a eficiéncia da técnica fica comprometida, uma vez que estas
formulacbes sdo adequadas para sistemas conservativos de energia.

As técnicas baseadas nas funcBes de penaizacdo s@0 as mais antigas, mas
atualmente ainda sdo utilizadas, como no trabalho de BITTENCOURT & CREUS
(1998) e em pacotes de andlise estrutural como ANSYSC. Este i po de técnica considera
a existéncia de uma fungdo de penalizacéo que relaciona a aproximacao relativa entre os
corpos aintensidade da forca de contato. As equaces de movimento dos corpos ja estéo
previamente definidas e o problema de contato passa a ser um problema de condic¢des de
contorno interdependentes. Segundo WASFY & NOOR, apesar da simplicidade de
implementacdo computacional, a técnica apresenta duas desvantagens. “ndo ha
conservacdo de energia durante o contato e a funcdo de penadizacéo depende de
paréametros de calibracdo especificos para cada problema, o que reduz em muito a
generalidade esperada’. O artigo de HALLQUIST et al. (1985) também apresenta uma
estratégia alternativa para a solucdo de problemas de impacto, usando fungdes de

penalizacéo.

8 Técnica de penalizagdo.
® Naregiso do contato.
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Uma estratégia alternativa para solucéo de problemas de impacto foi apresentada
nos artigos de FARAHANI et al. (2000) e FARAHANI et al. (2001), nos quais 0s
autores apresentam uma técnica baseada em uma forma particular de acoplamento para
resolver o problema. Os autores utilizam uma transformagdo na qual os graus de
liberdade normais nas regifes do contato sdo eliminados e as forcas de contato séo
calculadas apos o sistema de equactes ser resolvido, através das equacdes de equilibrio
dos corpos.

Um ultimo trabalho que merece destaque € o artigo de FANCELLO & FEIJOO
(1994), que utiliza a técnica do multiplicador de Lagrange em problemas de otimizacdo
de forma durante o contato. Apesar do artigo tratar apenas de contato estético, vale
destacar a exceléncia do trabalho.

Com as informagdes apresentadas neste capitulo, verificase que na ciéncia o
conhecimento cientifico é fragmentado. O problema da modelagem numérica do
impacto, como assunto cientifico, ndo apresenta uma referéncia bibliografica Unica
capaz de sintetizar todo o assunto estudado. O que existe sdo diversas referéncias, com
fragmentos de informagdes, mais ou menos relevantes, sobre o problema. Devido asua
importancia, o trabalho de revisdo bibliografica ndo se restringira apenas a este capitulo,
serd ampliado e revisto durante todos 0s outros capitul os deste trabalho, inclusive com a

citacdo e comentario de artigos ndo citados aqui.
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3 FORMULACAO NAO LINEAR GEOMETRICA APLICADA A
PROBLEMAS ESTATICOS DE ESTRUTURAS RETICULADAS
PLANAS

3.1 Consideracdesiniciais

Neste capitulo descreve-se uma nova formulacdo ndo linear geométrica exata
para 0 tratamento de estruturas reticuladas no plano, considerando-se grandes
deslocamentos e rotacBes. E de extrema importancia frisar que a descricdo aqui
apresentada ndo considera no equacionamento os deslocamentos como variaves,
considera como grandeza real do problema as posi¢oes nodais do corpo. Ta abordagem
se mostra precisa como demonstrado nos exemplo apresentados no final deste capitulo.
Uma das vantagens da formulacéo é seu facil entendimento.

Esta nova formulacdo para problemas ndo lineares geométricos foi recentemente
concebida e desenvolvida em CODA (2003), para 0 caso de problemas estéticos e
elésticos. Neste capitulo sera apresentada a formulagéo original com o acréscimo de
termos relacionados com a plastificacdo, considerando-se 0 modelo de encruamento

misto, combinando-se 0 encruamento i sotropo e cinemético, apresentado no apéndice 3.

3.2 Equacionamento

Considera-se iniciamente o principio da energia potencial total estacionéria®
para um corpo plano qualquer, ver ilustracéo dafigura 1.
P=U,-R D)

! Dentre todas as configuracBes possiveis num sistema corpo flexivel com forcas atuantes, &uela
correspondente ao valor maximo (ou minimo) do potencial total (P) € a configuracdo equilibrada.
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;

Figura 1 - Energia potencial total escrita para um corpo em duas posi¢des distintas

A energia de deformacéo total (Uy), incluindo-se a ndo linearidade fisica, € dada
por:
U, =\5‘3§§ dedV =\5‘3§3Eede - S)Eepdegdv =\5‘;§—£ Ee” - Eee, gdv (2)
Na equacéo (2), o termo e, representa as plastificagdes que ocorrem no corpo,
gue sdo obtidas a partir do modelo constitutivo do material. O termo V representa o
volume inicial do corpo analisado, segundo o referencial Lagrangiano.
A energia potencial das forcas externas é dada por:
R=3 FX (3
Onde X representa o conjunto de coordenadas (posicdes ou inclinagdes)
independentes que um determinado ponto nodal pode ocupar. A energia potencial das
forcas externas pode ainda levar em consideracdo a capacidade de realizar trabalho de
momentos fletores aplicados em pontos nodais (Mq).

O funcional de energia potencial total fica expresso por:
p =%o(e2- 2ee, JV - & FX (4)
\%

Para se determinar o termo que deve ser integrado na expressdo da energia de
deformacao é necessario entender a geometria do corpo a ser estudado e arelacdo desta
geometria gera com a medida de deformacdo escolhida, no caso utilizou-se uma
medida de deformacéo chamada de linear pela literatura corrente, e que nesta tese seré
denominada de deformagdo néo linear de Engenharia. Esta medida de deformacéo pode
ser exemplificada como a leitura de um extensdbmetro fixado na estrutura, que
acompanha as rotagbes ocorridas durante a mudanca de configuracdo. Conforme
CRISFIELD (1991), utilizar esta medida de deformagdes ndo significa necessariamente

trabalhar em regime de pequenas deformagbes. Pode-se considerar grandes
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deformagdes, desde que uma medida de deformacdes objetiva® possa ser calibrada para
0 modelo de material considerado. Deve-se ainda observar como fica o termo da energia
potencial das forcas externas para 0 corpo a ser analisado. A figura 2 fornece a
geometria geral de uma curva no plano (elemento de estrutura reticulada).

Figura 2 - Curva no espaco bidimensional

Esta curva genérica apresentada na figura 2 é parametrizada, com sua geometria
descrita em funcdo da varidvel adimensional x (que varia de zero a um). Deve-se
observar que para o caso plano € possivel escrever umarelacéo linear entret e 0 eixo X,
e uma relacdo cubica entre x 0 eixo Y. Deve-se tomar um cuidado adicional (a ser

discutido mais adiante) para casos onde a curva deixaria de ser umafuncdo y de x.

x=X; +1.x 5
X=X, +(X, - XX (6)
x= X, (1- X )+ XX 7
=(Xs- Xy) ®)
ly=(Y2- Y1) 9)
y=cx® +dx® +ex + f (10)

Deve-se descobrir quais sdo o0s parametros ¢, d, e e f da equacéo (10) de forma a
parametrizar y em funcéo dos valores nodais exatos, ou sga Xi, Y1, Xz, Y2, 1 € Q2. Os
dois Ultimos parametros ndo serdo obtidos diretamente, pois a expressao ficara escrita
em funcéo de tg(q) e tg(qz).

Considerando-se as condic¢des de contorno apresentadas nafigura 2, tem-se:

Y=o) = =V; (11)

2 A medida objetiva de deformagéo ndo depende das rotaces de corpo rigido.
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Wl 5ok 1 2dx +e (12)

dx

dy dy dx

- —e=x2 = | 13

o =e= o x| _ tg(ch) X (13)

dy _ dy dx

- = 2 | = | 14

x| X d+glan)l= o 3 t9(d,)1, (14)

3c+2d =[tg(0,)- o)), (15)

Y(x=1) =C+d+tg(Q1)|x+Y1=Yz (16)

c+d=I, - tg(a,)!, (17)
Considerando-se as equagoes (15) e (17), tem-se:

c=[tg(a,)+tg(a,)]1,- 2, (18)

d=3l, - [tga,) +2t9(a, )], (19)

Conforme o ja comentado, serd utilizada medida de deformacdes ndo linear (de
Engenharia) definidaem OGDEN (1984).

_ Us- ds (20)
dsp

Onde ds representa o comprimento de uma fibra qualquer do corpo (paralela ao
eixo médio) em uma posicdo qualquer e dsp representa 0 seu comprimento na
configuragdo de referéncia. Neste caso vamos considerar a configuragéo de referéncia
como sendo a de um elemento de barrainicialmente reto, ou sga:

x? = X2 +1% (21)
yo =YY +19x (22)
Para a linha média, passando pelo centro de gravidade do elemento (CG), na

configuracdo inicial tem-se:

ds, aiiXOO afdy° — [19)2 042

— = |[c— I I =| 2

dX \/ dX g d g ( x) +( y) 0 ( 3)
Ou:

ds, =1,0dx (24)

Damesma forma, na configuracéo final tem-se:

ds aaix 0 0 _
Jgdxﬂ gdxg =J(1,)% +(3cx? +2dx +e)? (25)
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Ou:

ds=+/(1,)? +(3cx ? +20x +e)? dx (26)
Aplicando-se a medida de deformacdo dada na equacdo (20), tem-se a

deformacédo nalinha média do elemento.

eméd‘°=|i\/(lx)2+(3cx2+2dx+e)2- 1 27)
0

Seguindo-se a coordenada curvilinea s é possivel definir uma coordenada
ortogonal chamada de z, segundo a qual pode-se descrever a deformagéo no elemento
finito, de acordo com a cinemética de Euler/Bernoulli; proporcional adiferenca de
curvatura entre a configuracéo final e inicial. Lembrando-se que para a configuracéo

inicial acurvatura é nulatem-se;

e =e™° +%z (28)
A medida exata da curvatura para a configuracdo deslocada é dada por:
dxd?y d’xdy
2 2
1 dx dx dx dx. (29)

Substituindo-se as expressdes (5) a (10) na equacéo (29), tem-se:
1_ | (6cx +2d)
P 3 (30)
§/Ix2 +(3cx 2 +2dx +e)? %

r

As expressdes obtidas acima podem ser descritas de forma mais complexa. As
posicdes dos pontos utilizados na andlise do meio continuo, no caso o elemento de
estrutura reticulada, sdo descritas em funcdo de um mapeamento nNo espaco auxiliar
adimensional, apresentado na figura 3. Todas operacdes sdo feitas com base neste
sistema auxiliar e descritas em relacdo aconfiguracdo inicial, tornando a descricdo da

formulacdo L agrangiana.
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- /(XRO Yro)

(0,-1) (1,-1)

Figura 3 - Mapeamento da defor mac&o utilizando o espaco auxiliar adimensional

O mapeamento mostrado na figura 3 representa a mudanca de configuragdo da
estrutura a partir da configuracdo de referéncia, aesquerda da figura, até a posicéo
deformada final, a direita da figura, medida com auxilio do espaco auxiliar
adimensional.

Na figura 3, P representa um ponto qualquer no meio continuo e P, um ponto na
linha média do elemento. Considerando-se a cineméatica de Euler-Bernoulli® para vigas
natese, tem-se:

1

dv,
X, =Xpo(x)- zh) dPO = = (31)
Yo, 6, 88X 6
Eax 5 & ox 5
dX 1
Y, =Y(x)+zh) dXPO (32)

gal¥o, 0 atlX oy O
dx E, dx E,

A partir das equactes (31) e (32) encontra-se a expressao (28), via equacédo (20).
Substituindo-se a equacéo (28) na equacdo da energia de deformacéo total,

equacédo (2), tem-se:
.2
U, =< e?av - Emepdv=5£%médi° +19qv- Eoee,dV (33)
2 \Y \% 2 ve g \%

Considerando-se a hipétese dos elementos serem constituidos de materiais

homogéneos e isbtropos, tém-se as seguintes integracdes nas areas das segoes.

% Ap6s as deformacdes, as secdes permanecem planas e ortogonais alinha média da viga
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A= A

A

ozdA=0 (34)
A

oz?dA=|

A

Substituindo-se 0 conjunto de equagdes (34) na equagéo (31), tem-se:

FEEA[ o2 . El ad f
U =gt e (emef + 5 9?9 G- E gpe, dAya = glou,dx (39)
0 T@ el g g A b

As integragOes apresentadas na equacao (35) no comprimento dos elementos
(funcéo de x) e na érea dos elementos (funcdo de A) so feitas numericamente, tendo em
vista que e, € variavel no problema ndo linear fisico. Buscando-se uma representacéo da
plastificacGo mais refinada, foi adotada uma malha de 10 pontos de Gauss no
comprimento e 10 pontos de Gauss na adtura da secdo; considerou-se no
equacionamento secao retangular.

Deve-se derivar o funcional de energia potencial total em relacdo aos parametros
nodais adotados e igualar esta derivada azero. Para tanto € conveniente reorganizar o

problema na seguinte forma:
P =|0(‘Blutdx - FxaXi- R - M@, - Feo X, - RpY, - Mg, (36)
Como ndo ha nenhuma singularidade naintegral devida aenergia de deformacéo

pode-se escrever o divergente do funcional de energia em funcdo dos parametros

nodais.

%zloé%dx- Fyy =0 (37)
%:Ioé%dx- Fy; =0 (38)
%:loé%dx- M, = (39)
1?)';2 :|0@}1?;‘2 dx - Fy, =0 (40)
:TT\Z =|0@}%dx - Fy, =0 (41)
%zloé%dx- M, = (42)
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A estratégia a ser adotada é desenvolver as derivadas presentes no interior do
integrando e depois integrar o resultado numericamente de zero a um. Como se pode
notar o resultado de tal integral (numérica) ndo é linear em relacdo aos parémetros
nodais. Portanto, deve-se escrever 0 sistema de equagOes acima na seguinte forma

genérica:

0.( X1, .0:,%,.Y,,0, )= f,(X,Y,0.,X,,Y,,0, ) - Fy, =0 (43)
9,(X1,Y;,0,,X,,Y,,0,)=f,(X,,Y..9,,X,,Y,,9,)- Fy; =0 (44)
95(X1,Y1 0., X,5,Y, 0, )= f2(X,,Y; 0., X,,Y,,0,)- M, =0 (45)
0.( XY 0., X,,Y,.0,)=f,(X,,Y; 9., X,,Y,.9,)- Fy, =0 (46)
9s(X1,Y1,0.,X,,Y,,0,)= (XY, .0,,X,,Y,,0,)- Fy, =0 47)
s ( X1,Y, 01, X5.Y, .0, ) = fo(X,,Y,0,,X,,Y,,0,)- M, =0 (48)

Pode-se escrever o conjunto de equagdes (43) a (48) em notagdo indicial:

g (X;,F)="f(X;)- F=0 (49)

Considera-se (X,.Y,.0,,X,.,Y,.0,)=(1,234586).

A equacdo (49) pode ainda ser representada vetorialmente:
g(X,F)=f-F=0 (50)

As forcas externas poderiam ser funcdo da posicdo, porém aqui as
consideraremos independentes da posicdo. Sendo a funcéo vetorial g ndo linear em
funcéo dos parémetros de problema, a solucéo do sistema néo-linear expresso em (50)
se faz através do método de Newton-Raphson, ou sgja:

g(x)=0=g(x°)+Ng(x°)ox (51)
Ou ainda:
DX =- [Ng(x")]'lg(xo) (52)

A equacdo (51) é resolvida de acordo com o apresentado no apéndice 2.

A matriz Hessiana Ng(X°) é simétrica e pode ser calculada com base no
conjunto de equactes (36) a (49).
Rg(x°)= g, (x°)= 1, (x°)- F, (53)

Onde i=1,6; k=1,6 para os deslocamentos paramétricos e /¢ =7,12 para as
forgas externas. Assim obtém-se uma expressdo compacta para equacdo (53).

Ng(xo)zloéut,ikdx|xo - dj, (54)
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Para resolver a equacdo (52) também € necessario se calcular as forcas nodais no
inicio do intervalo em que ocorrem as iteragdes. E pertinente comentar que o algoritmo
desenvolvido ndo é necessariamente incremental, o valor das forgas externas F; é o total
acumulado até o intervalo de andlise. Através de intervalos de carga é possivel
acompanhar a evolucdo da estrutura, mas a consideracdo de incrementos ndo é

obrigatdria, a menos que a posicao final estgja muito distante dainicial.
—1 o

g(XO)—IO(autyide(O - F (55)
Para todos os exemplos numéricos desta tese considerou-se tolerancia (TOL)

coord
igual a10®, com critério de tolerancia .| & gz(XO)ETOL. Com base na equagdo (55),
i=1

observarse que o termo g(X °) corresponde ao residuo absoluto da andlise.
O processo iterativo fica resumido em:
1) Assume-se inicialmente que X° é a configuracdo indeslocada. Calcula-se

g(X 0) tal como apresentado na expressao (55).

2) Paraesse mesmo X° calcula-se a matriz hessiana (ou gradiente do vetor g) da

energia de deformagao por unidade de comprimento (ut’ik|x0 ). Integra-se este

como indicado na equacdo (54) e tem-se o gradiente do vetor gem X°.

3) Resolve-se 0 sistema de equacdes determinando-se DX .

4) Atualiza-se aposicdo X° = X° + DX . Retorna-se ao passo 1 até que DX sgja

muito pegqueno.

Dividir a carga total em pequenos acréscimos cumulativos serve para comegar 0
processo em uma posicado mais proxima do equilibrio final, assim o processo pode ser
escrito como:

a) X°posicdoinicia

b) X°=X°+Df onde Df éum acréscimo de carga ou deslocamento prescrito
c){1,2,...,n} iteracOes

d) Retornaaoitem b

3.3 Passos algébricos necessarios para implementacao da formulacdo

Para poder executar todo este processo € necessaria a determinacéo explicita das

EXPressoes u; € Uy .
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Considerando-se as equacoes (27), (30) e (35), tem-se:

.2 z .. -3 U
=T§E- 12 +FGB® - [,EoR D - 12+ /GB 2 z(e,,dA (56)
b 5 Og b 6
Onde:
EAI
T= 0 57
. (57)
Ell
F 0 58
> (58)
B=(1,)? +S(x) (59)
G=(l,)?N(x) (60)
S(x)=s%(x) (61)
(x)=3cx? +2dx +e (62)
N(x)=n?(x) (63)
n(x )=6cx +2d (64)
A primeira derivada da equacdo (56) em relacdo ao pardmetro nodal i fica
expressa por:
T 6. FBG,-3FB,G .
Iout,i = ?- T;B,I 2 - IOEE«ﬁ,i epdA (65)
a 0
B, ,& ¢,  3/cB,? (66)

e, = Tz
2,8 " Soolief e 5
De maneira analoga, a derivada da equacdo (65) em relacdo ao parametro nodal

k fica expressa por:

loUy; I By By |
ogz(f) T
%[G,ik B? - 3B(G, B, +G, B, +GB,, )+12GB, B, |- IOE?a,ikepdA (67)
. .18, BB 251 Po, 36,8,% GGy
“T2gle el s ples(s] el 5 4[] (6]

Bt "Uz (68)
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Os termos envolvendo €, devem ser calculados apenas quando houver
plastificagdo em algum ponto dos elementos. Deve-se tomar cuidado especial nas
equacoes (66) e (68) quando existir algum elemento na posi¢éo horizontal, com Y;=Y>
(segundo a figura 2), que sofra plastificacgo. Nesta situagdo especifica vG =0. Uma
maneira de contornar este problema é somar um nimero muito pequeno a G, como 107,
evitando-se assim singularidades e introduzindo-se um erro desprezivel nos resultados.

Deve-se agora calcular os valores de B, B, B,, G, G, G,,. Para simplificar os
calculos deve-se observar que de acordo com as equacdes (8) e (9), tem-se:

T _ 9.7 _9.79 1T.9_79

——=-—; = — T —=— (69)
™, MM, MmIT, M 1,
Considera-se também a seguinte notacao:
2 2
TN = D2NLXLY ; TN _ ponexT1 (70)
T“)(T“y T”xﬂQl
G, =Gi; G, =Gik (72)
Assim:

Tabela 1 - Primeiras derivadas segundo par @metr os nodais

Bl=-(2LX + DSLX) G1=-(2LXN +(LX )>*DNLX)
B2=-DIY G2=-(LX)?DNLY
B3=DST1 G3=(LX)?DNT1
B4 =2LX + DSLX G4 =2LXN +(LX )?DNLX
B5=D3Y G5=(LX)?DNLY
B6 = DST2 G6 =(LX )*DNT2

As segundas derivadas sdo simétricas, portanto apresenta-se apenas a parte

superior.
Tabela 2 - Segundas derivadas segundo par ametros nodais
B11=2+ D29 XLX G11=2N +4LXDNLX +(LX )?D2NLXLX
B12=D2SLXLY G12 = 2LXDNLY +(LX )*D2NLXLY
B13=- D29.XT1 G13=- (2LXDNT1+(LX )?D2NLXT1)
Bl4 =-Bl11 Gl4=-Gl1
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B15=-B12

G15=-G12

B16 =- D29.XT2

G16 = - (2LXDNT 2 +( LX )2D2NLXT2)

B22 =D23.YLY

G22=(LX)?D2NLYLY

B23=-D29.YT1

G23=-(LX)?D2NLYT1

B24 =-B21

G24=-G21

B25=-B22

G25=-G22

B26 =- D29L.YT2

G26 =-(LX)*D2NLYT2

B33=D2ST1T1 G33=(LX)?D2NT1T1
B34 =-B31 G34=-G31
B35=-B32 G35=-G32

B36 = D2ST1T2

G36 =(LX )?D2NT1T2

B44 = - B41 G44 =G11

B45 = - B42 G45 =-G42
B46 =D29.XT2=-B16 G46 =-G16

B55 = B22 G5h5=G22

B56 =D29.YT2=- B26

G56 =(LX )?D2NLYT2 =- G26

B66 = D2ST 2T 2

G66 =(LX )?D2NT2T2

Ainda ndo se pode determinar numericamente os valores das tabelas um e dois,

pois é necessario determinar as grandezas do tipo D2NL XL X, ainda ndo explicitadas.

Tabela 3 - Primeiras derivadas segundo par @metr os nodais para asfungdes Se N

DX =23sDsL X DNLX =2nDnLX

DAY =2sDsLY DNLY = 2nDnLY

DST1=2sDsT1 DNT1=2nDnT1

DX =2sDsT 2 DNT2=2nDnT2
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Para facilitar a nomenclatura, dagui para frente considerar-se-4 os indices
(14,2,3,4) no lugar de (LX,LY,T1,T2). Assim, a tabela 3 fica resumida nas seguintes
expressoes:

DS(i ) =2sDs(i); DN(i) = 2nDn(i) (72)

Da mesma maneira, seguindo a relacdo de variaveis descrita acima, as segundas
derivadas presentes na tabela 2 podem ser escritas como:

D2(i,j)=2Ds(i )Ds( j)+2Dg(i,j); D2N(i,j)=2Dn(i)Dn(j)+2nDn(i,j) (73)

Faltam serem determinadas as grandezas Ds(i), D<i,j), Dn(i) e Dn(i,j), que
sd0 calculadas a partir das expressoes (62) e (64).
fis(x

A2 =Dgi)=3c, x2+2d, X +e, (74)
v,
M:Dn(i):ec,ix +2d, (75)
v,

2
TS - pog(i, j) =3¢, x2 + 2d,, x +e, (76)
A,

‘|T2n(x) ..
‘Hvi‘ﬂv,- n(i,j) 6c,,Jx+ d,IJ (77)

Onde v, representam as variaveis (LX,LY,T1,T2).

Para completar o procedimento deve-se derivar as constantes da aproximagao

em funcao dos parametros estabelecidos. Assim, chamando-se ¢, de vci ; c,; de d2cij e
fazendo 0 mesmo para as variaveis d e g, tem-se atabela 4.
Tabela 4 - Primeiras derivadas das constantes do polinémio apr oximador
vcl=tangTl+tangT2 vdl=-(2tangTl+tangT2) vel=tangT1
ve2=-2 vd2 =3 ve2 =0
ve3 = LX sec® T1 vd3 =-2Lxsec’ T1 ve3 = LX sec’ T1
ved = LX sec® T2 vd4 = - LX sec® T2 ved =0
Tabela 5 - Segundas derivadas das constantes do polinémio aproximador
d2c11=0 d2d11=0 d2el1=0
d2c12=0 d2d12=0 d2e12=0

d2c13=sec?T1 d2d13=-2sec?T1 d2el3=sec?T1
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d2c14 = sec® T2 d2d14 = - sec®T2 d2el4 =0
d2c21=0 d2d21=0 d2e21=0
d2c22=0 d2d22=0 d2e22=0
d2c23=0 d2d23=0 d2e23=0
d2c24 =0 d2d24=0 d2e24 =0

d2c31=sec’T1 d2d31=-2sc’T1 d2e31=sec?’T1
d2c32=0 d2d32=0 d2e32=0

d2c33 = 2Lxsec®T1lsenT1 d2d33 =-4Lxsec®T1lsenT1l | d2e33 = 2Lxsec®T1lsenT1

d2c34=0 d2d34 =0 d2e34 =0
d2c4l=sec?T2 d2d41=- sec®T2 d2e41=0
d2c42=0 d2d42=0 d2e42 =0
d2c43=0 d2d43=0 d2e43=0

d2c44 = 2Lxsec®T2senT2 | d2d44 =-2Lxsec®T2senT2 d2e44 =0

Agora € possivel montar todos 0s termos necess&rios para se efetuar a
programag3o, para dada posicdo (X,,Y;.q;.X,,Y,.q,) € determinado ponto de Gauss,
calculam-se:

a) Das equagbes (8), (9), (13), (18) e (19), asconstantes. ¢, d, e, Ixely
b) Databela 4, as derivadas: c,

c) Databela 5, as segundas derivadas ¢

ij
d) Das equacoes (61) a(64), asfuncdessen

e) Databela 3 e equacéo (73), as derivadas primeira e segundas derivadas: s, , n,, s; €

1ij
ny;
f) Das tabelas 1 e 2 e equagdes (59) e (60), as funcdes e derivadas: B, G, B,, G, , B,
e G,

g) Finamentetem-se u,; e u,; paracada ponto de Gauss, pelas equactes (65) a (68)
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h) Somam-se os resultados (ponderando-se pelos pesos de Gauss) no gradiente da
energia de deformagdo de um elemento finito, montase o sistema global de
equacOes (apéndices 1 e 2) e procede-se com 0O processo iterativo descrito

anteriormente

3.4 Comentario final sobre a formulacdo

Deve-se observar que caso 0 elemento tenha valores Ix muito préximos de zero
ou zero a matriz hessiana perdera a objetividade. Para resolver este problema cria-se o

sistema de referéncialocal X, mostrado na figura abaixo, de forma a evitar Ix préximo

de zero.
Figura 4 - Sistema dereferéncia local para evitar singularidades
Tem-se assim:
I, =X, - X, (78)
I, =Y, - Y, (79)
a, = arctgg—y% (80)
x @

X, =cos(a, )X, +sen(a, )y, (81)
¥, =-sen(a, )X, +cos(a, )Y, (82)
X, =cos(a, )X, +sen(a, )Y, (83)
¥, =-sen(a, )X, +cos(a, )Y, (84)
Iy =Xy - Xy ) (85)
ly =2 - Yo ) (86)
q, =Qq, +tp, -a, (87)

q_z:Q2 +ip, -y (88)
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Deve-se notar que tp; e tp, sdo iguais na presente formulacdo e representam a
inclinagdo do elemento finito em sua configuracdo reta de referéncia. Quando X; = X,

nao se utiliza a equacéo (80) para calcular o valor de a;, toma-se diretamente o valor

=P

alz

3.5 Exemplos numéricos
3.5.1 Viga em balango com carga transversal aplicada na extremidade livre

A estrutura foi discretizada em 50 elementos finitos e foram utilizados 100
passos de carga de 100N. Na figura 5 sdo apresentados os dados do problema. Os
resultados numéricos, figuras de nimeros 6, 7 e 8, obtidos com a formulacdo posiciona
sd0 comparados com as solucbes analiticas aproximadas do problema, que podem ser
encontradas em MATTIASSON (1981) e FUJII (1983). Nafigura 9 séo apresentadas as

configuracOes da viga para vérios niveis de carregamento.

E=210.0 10° Pa
1-4.762 10" m*
A=239110"m?

1 26 51
\ : |
UZ\'(—\PL ®
uy
10 m |

Figura 5 - Dados de entrada do problema

10.000 NO 51

] —=— Solucéo Analitica
9.000 ~ -
—=— Solugdo Numérica

8.000
7.000
6.000

5.000

PLYEI

4.000
3.000
2.000

1.000 4

0 . . . . . . . . . . . ,
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

UX/L

Figura 6 - Dedlocamento horizontal adimensional X carga adimensional aplicada
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10.000—_ NO 51

9.000 - X SO|UQ<’EIO Analiﬁiga
—=— Solugdo Numérica

8.000
7.000
6.000

5.000 +

PLYEI

4.000 +
3.000
2.000

1.000

0 — T T - 1 1T T T T T T T T T T 1

0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9
UY/L

Figura 7 - Deslocamento vertical adimensional X carga adimensional aplicada

10.000H NO 51

9.000 _ —x— Solugleo Anali'fi(;a
—=— Solugdo Numérica

8.000
7.000
6.000

5.000

PLYEI

4.000 +
3.000
2.000

1.000

0 T T T T T T T T T T T T T T
0,0 0,2 04 0,6 0,8 1,0 1,2 14

Figura 8 - Rotacdo x carga adimensional aplicada

Conforme pode ser observado nos graficos anteriores, os resultados obtidos com

aformulagdo posicional forneceram 6timos resultados para este exemplo.
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0,0 =it

-1,04 ‘A“A\.
4 A.
O
-2,0 A
J ‘A =
3,0 n 3y
i R CARREGAMENTOS
= -4,0 N —— P=0kN
= 1 Ao —=— P=5 kN
> 5,0 = —=—P=10 kN
. ‘A R —a—P=20 kN
-6,0 N —e— P=30 kN
A b —v— P=50 kN
_7’0 . JAN (] —o— P=70 kN
| A m —— P=100 kN
VAN (]
-8,0 )
T T T T T T T T T T T T T T T T T

T — T 1
00 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Figura 9 - Configuragdes da viga para determinados niveis de carregamento

3.5.2 Viga em balango com momento aplicado na extremidade livre

A estrutura foi discretizada em 100 elementos finitos e foram utilizados 100
passos de carga de 502654.8 kgfxcm. Este problema pode ser encontrado em LAVALL
(1996), FUJII (1983), SIMO et al. (1984), CHUCHKEEPSAKUL et al. (1995), PAl &
PALAZOTTO (1996) e SCHULZ & FILIPPOU (2001). Na figura 10 sdo apresentados
os dados do problema. Os resultados numéricos, figura 11, obtidos com a formulagéo
posicional sdo comparados com a solucdo analitica do problema.

E=2.0 10° kgf/om>
1=2.010% cm*
A=20 cm?

M
§ 1 5}1 101}?

500 cm !

Figura 10 - Dados de entrada do problema
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55+ p
NO 101

50 —— Solucéo Analitica
—a— Solugédo Numérica

45 -
40-
35—-
30—-
25

M [10° kgf.cm]

20 1
15 1
10

54

0

T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
00 05 10 15 20 25 30 35 40 45 50 55 60 65
w [rad]

Figura 11 - Rotagdo X momento aplicado na extremidade livre da viga

Conforme pode ser observado na figura 11, os resultados obtidos com a
formulacéo posicional forneceram bons resultados para este problema, com pequenas
diferencas proximo ao nivel de carregamento final. Esta divergéncia se deve ao fato da
aproximacdo ndo ser capaz de representar exatamente uma circunferéncia, o que ja era
esperado. Melhores resultados podem ser obtidos aumentando-se a discretizagdo. Na

figura 12 sdo apresentadas as configuracdes da viga para varios niveis de carregamento.

1 CARREGAMENTOS
400 + —o— M=0 kgf.cm
1 —<— M=5026548 kgf.cm
350 —=— M=12566370 kgf.cm
E A —— M=25132740 kgf.cm
300 —e— M=30159288 kgf.cm
] —v— M=35185836 kgf.cm
250 4 ././n/* —o— M=40212384 kgf.cm
= ] —— M=48757516 kgf.cm
£, 200
> ]
150
100
50
O i S AL WA — == S W T e T e T e T . VY e S e T o Yo Y . T T Y . Y. Y.

-150 -100 -50 0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500
X [em]

Figura 12 - Configuragdes da viga para determinados niveis de carregamento
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3.5.3 Pilar com carga excéntrica

A estrutura foi discretizada em 10 elementos finitos e foram utilizados 371
passos de carga de 100kN. Na figura 13 sdo apresentados os dados do problema. S&o
consideradas trés situacOes de excentricidade (0.1%, 1% e 10% da atura do pilar) e as
respostas sao apresentadas na figura 14, juntamente com a carga critica de flambagem
do problema (teoria de 1% ordem). Na figura 15 so apresentadas as configuragdes do
pilar para varios niveis de carregamento. Este problema também é conhecido com linha
eléstica de Euler e pode ser encontrado nos artigos de FUJII, F. (1983) e SIMO et al.
(1984). O eixo de referéncia X coincide com o eixo vertical que passapelo no 1.

E=210010°Pa [, 1
1=2425 10" m*

A=555710"m?

2m

1
A -

Figura 13 - Dados de entrada do problema

40.000
36.000 NO 11
A —— 1% ordem
32'000__ —=— Excéntricidade=0.1% L
—4— Excéntricidade=1.0% L
28.000
1 —e— Excéntricidade=10.0% L
24.000
=’ 20.000
= ]
& 16.000
12.000
8.000
4.000 N
5 e
0 -'/./ T T T T T T T
0,0 0,5 1,0 15 2,0 2,5 3,0

Figura 14 - Deslocamento horizontal x forca aplicada na extremidade livre do pilar



31

Observa-se na figura 14 que a formulacdo posicional permite uma andlise de
comportamento da estrutura apds a carga critica, quando o problema gue antes era de
pilar submetido acompressao passa a ser um problema de viga engastada e finalmente
quase um problema de barra tracionada. Deve-se destacar a precisdo obtida na resposta
de excentricidade 0.1%L na proximidade da posi¢do inicial, quando comparada acarga
critica obtida pela teoria de 1% ordem. As mudancas de comportamento da estrutura e as

trés fases do problema podem ser observadas na figura 15.

CARREGAMENTOS
2,0 —o5— P=100 kN
—<— P=2900 kN
1,5 —=— P=3100 kN
—+— P=3300 kN
1.0 —e— P=3900 kN

—v— P=5400 kN
—o— P=13100 kN

05 —+— P=37100 kN

0,0 ¢
05- K

41,0

Y [m]

21,54

-2,0 11— —
00 04 08 12 16 20 24 28 32 36 40
X [m]

Figura 15 - Configuracgdes do pilar para deter minados niveis de carregamento (excentricidade=1%)

3.5.4 Viga elastopléstica bi-apoiada com carga no meio do véao

O material da viga tem comportamento elastopléstico perfeito, com tensdo de
escoamento igual a sy=0.25 kN/mnv. Este problema pode ser encontrado em OWEN &
HINTON (1980). A estruturafoi discretizada em 10 elementos finitos e foram utilizados
95 passos de carga de 12.6 kN. Os resultados numéricos obtidos com a formulagéo
posicional sdo comparados com as solugdes de rétula pléstica e do modelo ndo linear

fisico, baseado no MEF, apresentadas pela referéncia.
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E=210 kN/mm?
1=337.510° mm*

- 2
A=45000 mm?* o [ KN/mm’]
0,=0.25 kN/mm*
H=K=0 kN/mm* P 0.25+
l /
z;} | | | | l : : : : ZS [
Vv
v \
€.
! 3000 mm Y €
Figura 16 - Dados de entrada do problema
1 NO 6
1.600 —— Solucéo rétula plastica (Owen & Hinton)
1 —4a— Solugdo MEF (Owen & Hinton)
1.400 + —a— Solucgao posicional (95 passos de carga)
1.200 - s A A A A A Ay
1.000 4 =
= _
=, 800 4
o

600
400

200

0 — 7T T T 1 T T T T 1T 1T 1T 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22
U [mm]

Figura 17 - Deslocamento transversal x forca aplicada no meio do vao da viga

Conforme pode ser observado na figura 17, os resultados obtidos com a
formulacéo posicional forneceram bons resultados para este problema, apresentando
solugdo assintética em relagdo acarga critica de formacdo da rétula plastica. Vale
destacar que o problema proposto na referéncia ndo leva em consideracéo efeitos da ndo

linearidade geomeétrica, que neste caso ndo sdo muito relevantes.

355 Viga €eastoplastica em balanco com carga transversal aplicada na

extremidadelivre

O materia da viga tem comportamento elastopléastico, com modelo constitutivo
apresentado na figura 18. Este problema pode ser encontrado em YANG & SAIGAL
(1984). A estrutura foi discretizada em 20 elementos finitos e foram utilizados 400

passos de carga de 5.0 |b. Os resultados numéricos, figura 19, obtidos com a formulagdo
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posicional sdo comparados com a solucdo apresentada na referéncia e com a solugdo

ndo linear geométrica eléstica. A primeira plastificacéo ocorre no quinto passo de carga.

E=30000 ksi
1=0.001041667 in* .
A=0.05 in* o |ksi]
G,-=30 ksi

K=1000 ksi F 301 K

ﬁl 11‘ 21‘
N T |
|

5in

Figura 18 - Dados de entrada do problema

1.800 / NO 21

1 — Yang (DP=5 Ib)

1.600 | —a— Descrigao posicional (DP=5 Ib)
1 ’ - Resposta ndo linear geométrica
1.400 elastica (DP=5 Ib)

-
00 04 08 12 16 20 24 28 32 36 40 44 48
U [in]

Figura 19 - Deslocamento transversal x forca aplicada na extremidade livre da viga

Conforme pode ser observado na figura 19, os resultados obtidos com a
formulacdo posicional forneceram bons resultados para este problema, com boa
convergéncia com o0s resultados apresentados na referéncia. Na figura 20 sdo

apresentadas as configuracfes da viga para varios niveis de carregamento.



CARREGAMENTOS
—0—P=01Ib
—>— P=100 Ib
—a— P=200 Ib
—A— P=300 Ib
—e— P=500 Ib
—w— P=1500 Ib

Y [m]

-5,0 T T T T T T T T T T T
0,0 10 2,0 3,0 4,0 5,0 6,0 7,0 8,0
X[m]

Figura 20 - Configuragdes da viga para determinados niveis de carregamento

3.5.6 Quadro éastico articulado em forma de losango submetido a duas cargas

aplicadas em sentidos opostos

O quadro articulado deste exemplo, apresentado nos artigos de MATTIASSON
(1981), FUJII (1983), SURANA (1983) e SAJE et al. (1998), é submetido atracdo e
compressdo. Foram utilizados 10 elementos finitos para discretizar a estrutura, fazendo-
se uso da dupla simetria do problema. Os dados do problema sdo apresentados na figura
21. Foram utilizados 100 passos de carga de 0.1 e os resultados numeéricos obtidos com
a formulacdo posicional sdo comparados com a solucdo analitica apresentada por
MATTIASSON, figuras de nimeros 22 a 24, que apresenta 0 problema em termos de

variaveis adimensionais.

Figura 21 - Dados de entrada do problema



_ NO 11

9 —*— Solucéo analitica

1 —=— Solugdo numérica - Tragédo

8 —4— Solugdo numérica - Compressao

PLYEI

T
-0,5 -0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3
UXI/L

Figura 22 - Deslocamento horizontal adimensional X carga adimensional aplicada

10 )
] NO 1
94 —*— Solugéo analitica
E —a— Solugdo numérica - Tragédo
8 —4— Solugé@o numérica - Compresséo
7 4
6 -
T 5-
< |
& 4]
3
2
14
0 T T T T T T T T T T T T T T T T 1
-1,4 -1,2 -1,0 -0,8 -0,6 -0,4 -0,2 0,0 0,2 0,4

UYL

Figura 23 - Deslocamento vertical adimensional X carga adimensional aplicada

10+

PLYEI

NO 1
] —%— Solugao analitica
14 —a— Solugéo numérica - Tragdo
—— Solugdo numérica - Compressao

o """ 1T T T T T 1
15 -12 09 -06 -03 00 0,3 0,6 0,9 1,2 15

Figura 24 - Rotacdo X carga adimensional aplicada
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Conforme pode ser observado nas figuras anteriores, a formulagdo posicional
forneceu 6timos resultados para este problema. Nas figuras 25 e 26 sdo apresentadas as

configuragdes na estrutura para as situages de tragéo e compressao.

1,80
1 CARREGAMENTOS
1,50 —P=0.0
—a—P=2.0
| ——P=10.0
1,20
0,90 1
S ]
0,60 1
0,30
0,00
B e e e B L s B B e B S S
15 12 0,9 0,6 03 0,0 0,3 0,6 0,9 1.2 15

Figura 25 - Configuractes na situacéo de tracéo para deter minados niveis de carregamento

1,80 -
| CARREGAMENTOS
——P=0.0
1,50 ———=—P=15
1 I\ ———4—P=10.0
1,20
AlA
1 A LA
0,90 1 <f A
E P VanV.N SNA
> o Vo
0,60 Ak . : A A
] Y| v
0,30 vl
Y
<
0,00
e e ) E A s m

-5 -12 09 06 -03 00 0,3 0,6 0,9 1,2 15
X

Figura 26 - Configuragdes na situacao de compressdo par a deter minados niveis de carr egamento

3.5.7 Quadr o submetido a duas car gas aplicadas em sentidos opostos

O quadro deste exemplo, apresentado nos artigos de MATTIASSON (1981) e
FUJII (1983), é submetido atracéo e compressao. Foram utilizados 20 €l ementos finitos
para discretizar a estrutura, fazendo-se uso da dupla simetria do problema. Os dados do
problema sdo apresentados na figura 27. Foram utilizados 100 passos de carga de 0.04 e

os resultados numéricos obtidos com a formulacdo posicional sdo comparados com a
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solugdo analitica apresentada por MATTIASSON, figuras de nimeros 28 a 30, que

apresenta o problema em termos de variaveis adimensionais.

PLYEI

E=1
=1 P

A=10000 2P
TUY im 2 Uy 3(.)
1 1

A 1 11

. Ve
1(@L)

I
iy

Figura 27 -Dados de entrada do problema

4,04
3,54
3,04
2,51
2,0 1
1,54
1.0 NO 21
1 —*— Solucédo analitica
0,54 —a&— Solucdo numérica - Tragéo
] —4— Solucéo numérica - Compressao
0,0 T T T T T T T T T T T T T T 1
-0,4 -0,3 -0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4

UX/L

Figura 28 - Deslocamento horizontal adimensional X carga adimensional aplicada
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0,0 — T T 1 L U B |

——
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Figura 29 - Deslocamento horizontal adimensional X carga adimensional aplicada
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Figura 30 - Rotacdo x carga adimensional aplicada
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Conforme pode ser observado nas figuras anteriores, a formulagéo posicional

forneceu 6timos resultados para este problema. Nas figuras 31 e 32 sdo apresentadas as

configuracOes na estrutura para as situagoes de tragcdo e compressao.
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CARREGAMENTOS
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Figura 31 - Configuragdes na situacdo de tracdo para determinados niveis de carregamento

15 _ CARREGAMENTOS
1,24 — P=0.0
i —0——=—P=16
0,9 —v——4—P=4.0
0,6
0,34
0,0
> ]
0,34
-0,6
-0,9
41,24
1S 7T T T T
-20 -16 -12 -08 -04 00 04 08 12 16 20

X

Figura 32 - Configuracfes na situacdo de compr essdo para deter minados niveis de carregamento

3.5.8 Contato entre estrutura anelar e anteparo rigido

O ultimo exemplo deste capitul o é apresentado no artigo de SIMO et al. (1986) e
consiste de uma estrutura reticulada anelar comprimida contra um anteparo rigido. O
contato estético sera feito de maneira idéntica aproposta no artigo, ou seja, cada n6 da
estrutura que entrar em contato terd seu grau de liberdade vertical restrito. Foram
utilizados 20 elementos finitos para discretizar a estrutura, fazendo-se uso da simetria
do problema. Os dados do problema sdo apresentados na figura 33. Foram utilizados
100 passos de carga de 0.0445. Na figura 34, os resultados numéricos obtidos com a
formulacéo posicional sdo comparados com a solucdo numeérica apresentada no artigo,

que apresenta o problema em termos de variaveis adimensionais.
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E=10°
=10~

200

200

Figura 33 - Dados de entrada do problema

504 NO 1
| —*— Solugéo numérica (SIMO)

4,51 = - -
' —a— Solugdo numérica posicional

4,0—-
3,5—-
3,0—-
2,5—-
2,0—-
1,5—-
1,0—-

0,5+

0.0 — T - 1 T T T T T T T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
uy

Figura 34 - Deslocamento vertical adimensional X carga adimensional aplicada

Conforme pode ser observado na figura 34, os resultados obtidos com a
formulacéo posicional estdo em boa concordancia com os resultados apresentados na
referéncia. Na figura 35 sd0 apresentadas as configuragbes na estrutura para

determinados niveis de carregamento.
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Figura 35 - Configuragdes anelar es par a determinados niveis de carregamento
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4 FORMULACAO NAO LINEAR GEOMETRICA APLICADA A
PROBLEMAS DINAMICOS DE ESTRUTURAS RETICULADAS
PLANAS

4.1 Consideracdesiniciais

O desenvolvimento da formulac&o dindmica é baseado na formulagéo ndo linear
geométrica desenvolvida para problemas estéticos e baseada na descricdo de posicoes,
apresentada no capitulo anterior.

Na formulacdo dindmica apresentada neste capitulo considera-se distribuicéo
discreta de massa nas estruturas, amortecimento proporcional apenas a massa e 0
modelo de plastificacio apresentado no apéndice 3 (combinagdo entre os encruamentos
isotropo e cinemético). De acordo com OGDEN (1984), como a formulagdo proposta é
Lagrangiana total, pode-se construir a matriz de massa consistente idéntica autilizada
em andlises geometricamente lineares, gracas ao principio da conservacdo de massa,
que também € utilizado neste trabal ho.

A consideracdo do amortecimento viscoso se baseia no livro de LANCZOS
(1986), que apresenta uma descricdo bastante detalhada sobre a utilizagdo do célculo
variacional em problemas envolvendo energia potencial total com dissipacdo de energia.

As ligagdes nodais generalizadas utilizadas nos problemas de multicorpos, como
0 caso das ligaghes rotuladas, sGo modeladas com base no acoplamento nodal

apresentado no apéndice 4.

4.2 Equacionamento

No caso do problema dindmico, consideram-se as parcelas de energia cinética
(K.) e perda de energia devido ao amortecimento (K;) no funcional de energia potencial
total.
P =U, - FX+K_ +K, D)
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K, = g X2dV @)
v 2

K, =c,r XXav - g oc,r ﬁ.dxkdv (3)
v V Xk X

O dultimo termo da equacdo (3) representa a integracdo nas direcbes dos
parametros nodais (Xy). O termo ¢y, representa o coeficiente de amortecimento. O termo
V representa o volumeinicial do corpo analisado, segundo o referencial Lagrangiano.

E muito comum encontrar na literatura que o principio da energia potencial
total estacionaria ndo se aplica a problemas dissipativos. Porém, de acordo com
LANCZOS (1986), € possivel considerar um termo de energia associado ao
amortecimento viscoso. No caso da formulagdo desenvolvida, o termo K, mede a
quantidade de energia dissipada no sistema mecanico, e quando somado ao potencial de
energia total restitui o carater estacionério do funcional resultante. Assim, a posicéo de
equilibrio dindmico serd dada pela minimizacdo do funcional de energiatotal, dado pela
equagdo (1).

Por simplicidade, considera-se a matriz de massa discreta, ou sgja, diagonal e

sem termos devido arotacdo. Portanto, as equactes (2) e (3) podem ser simplificadas.

K, =MX?2 (4)

K, =CXX - C 92X dx, 5)
Xk X

C=2c,M (6)

Nas equacdes (5) e (6), o termo C representa a matriz de amortecimento
proporcional amassa.

Para cada elemento finito com massa concentrada tem-se uma matriz associada.
Por ser uma matriz diagonal, a matriz de massa local é igual amatriz de massa global

(ver apéndice 1).

€ 000 0 0y

u

20100000

€@ 0 0 0 0 Ou
M:mzr_ALé i 7

2 00 10 0

@ 000 100

e u

@ 0 0 0 0 0§



O funcional de energia total, equagéo (1), deve ser minimizado. As parcelas
devidas aenergia cinética, equacdes (4) e (5), apds serem derivadas em funcdo dos
parametros nodai s podem ser expressas por:

ﬂK coord My 1'[)(
—L2X, —d,, 8
X, .a L2 X, ®

coord X. 0
™ - a leaTX X + X, K' —XI-XI gdik ©)
T[Xk i=1 T[Xk T[Xk Xi g

Nas equacOes (8) e (9), levase em consideracdo a ortogonalidade dos
parémetros nodais, representada através da utilizacdo do delta de Kronecker (diy).

Pode-se desenvolver a derivada da vel ocidade em relacéo aposicdo utilizando-se
aregra da cadeia, com avariavel tempo (t) implicita.

™o Tty 2

'Y (10)
X e IX, X
Substituindo-se a equagéo (10) em nas expressoes (8) e (9), tem-se:
IK coord -1 coord ..

c — XX —d., = m. X 11
ﬂxk ia:-l rni PN Xk ik ka:-l k Nk ( )
1K 009 rd 1 X X. 0 coord .

= a Cn, X + X, X —_ - #—dl = a Cp, )( 12
Xy iz X, Xi g k- K (12)

Considerando-se a minimizagdo de todo o funcional de energia, chega-se a
Seguinte expressao:

P _1,
X X

-F+MX +CX =0 (13)

O valor da derivada da energia de deformacdo (U;) € o mesmo da formulacdo
estatica, apresentada no capitulo anterior.

A equacdo (13) é diferencial nas varidveis posicao (X) e tempo (t). Para integréa
la no tempo, utilizar-se-4 um algoritmo do tipo Newmark, antes de se criar a segunda
derivada em relacéo aos parametros nodais. Paraisto € necessario se escrever a equacao
(13) paraum instante de tempo, por exemplo, o instante atual (St+1).

P

X . - Fgyy +MXg,, +CXg,, =0 (14)
S+1

A equacdo (14) representa a equagdo dindmica de equilibrio para o problema ndo
linear geométrico. Os carregamentos nodais (Fs+1) S80 prescritos para cada passo de
tempo, inclusive parat = 0, através da seguinte expressao:

Fo.y =Ryl + Gt +Cyt2 +¢,t° +cosin(cgt) + ¢, cos(Cgt ) + coe™ ] (15)
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As equacOes de integracdo temporal de Newmark podem ser descritas em

funcéo das posicdes. A deducdo destas equagdes pode ser encontrada no apéndice 5.

Xeuy = Xg + DX + D2 g - b 2K g +bXog,y (16)
g2 o a
Xsu = Xs +Dt(L- g)Xs + DX,y 17)

Vale lembrar que as posi¢des nodais (X) relacionam-se aos deslocamentos (U)
através das posi¢des nodaisiniciais (Xo).
X=X, +U (18)
Na formulagdo utilizada, baseada na descricdo de posicdes, ndo sao utilizados
deslocamentos em nenhuma etapa da formulagdo. A equacdo (18) foi apresentada
apenas lembrar a relacdo entre posicdo e dedocamento. A velocidade é definida
diretamente como a taxa de variacao das posi¢oes em relacéo ao tempo.
U=X (19)
Conseqlientemente, a aceleracdo € definida como a taxa de variagdo das
velocidades em relagéo ao tempo.
U=X (20)
Substituindo-se as equacbes (18), (19) e (20) nas equacdoes de Newmark,
equacdes (16) e (17), seriam obtidas as equacles de integracdo temporal cléssicas de
Newmark descritas em funcéo dos deslocamentos, o que néo é feito nesta formulacdo
devido a seu carater posicional.

Desenvolvendo-se a equacéo (16), pode-se isolar as aceleracbes do passo de

tempo atual.

, X X Xs @1 o,
ey =—2 . 5.5 ¢~ 13X 21
S+1 buz buz th ga g S ( )

Substituindo-se as equacdes (17) e (21) em (14), tem-se:

= ﬂUt
s X

M

P
ﬂ_ - FS+1 +WXS+1 - MQS +CRS +%XS+1 - g:)tCQs =0 (22)

X

S+1
Com os vetores Qs e Rs representando a contribuicdo dindmica das variaveis do

passado (passo S).

Xs . Xs @1 0

—+e—- 1= 23
oo?  bot  E2p s (23)

Qs =

Rs = Xs + Dt(l' g)xs (24)



46

Derivando-se a equacdo (22) novamente em relacdo & posicOes do instante
atual, chega-se amatriz Hessiana para o problema dindmico.
1°P
x?

2
T, ., M , €
'nxzs bDt?  bDt

+1

:Ng(xo)z

S+1

(25)

Aplica-se 0 método de Newton-Raphson na equacéo (22). Assim, obtém-se a
equacdo (26) para correcdo das posicoes durante as iteracles, que € resolvida de acordo

com o apresentado no apéndice 2.

g(x)=0=g(x°)+Rg(x°)ox (26)
O vetor dos residuos também é obtido a partir da equacéo (22).
U M

g(xo):ﬂ_xt - - I:s+1 + W Xs+1 - MQS + CRS + % Xs+1 - g:)tCQs (27)

Durante o processo iterativo, devem ser feitas as corregdes nas posicoes nodais,
de acordo com os val ores obtidos na equacéo (26).
Xgu = Xg + DX (28)
Em seguida devem ser feitas as correcdes nas acel eracoes.

XS+l

X T

- Qs (29)

Ainda durante 0 processo iterativo, com os novos valores cal culados de posicoes
nodais e aceleragdes do passo atual (St 1), calculam-se as velocidades, equacéo (17).

Para verificar se as corregdes das posices (DX) sdo suficientemente pequenas
dentro de certa tolerancia, utiliza-se a equacdo (30) como critério de parada; quando o
critério de tolerancia € satisfeito, muda-se para 0 proximo passo de tempo. Neste
proximo passo, o0s valores que acabaram de ser calculados (St1), sdo armazenados

como valores do passado (S).

"2 g?(x°)eToL (30)

i=1
Vale lembrar que antes de iniciar o primeiro passo deve-se calcular os valores
das aceleracOes nodais iniciais, com base na equacéo (14).
u
f (31)
ol

. é .U
X, =M taF, - CX, - —
0 gFO 0 1-[X

A equagdo (31) pode ser resolvida facilmente, considerando-se apenas as
coordenadas com contribuicdo na matriz de massa, uma vez que a matriz de massa
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possui termos apenas na diagona principal. Para as coordenadas de rotacdo, as

aceleragbesiniciais sdo nulas.

4.3 Exemplos numéricos
4.3.1 Viga engastada amortecida

O objetivo do exemplo é testar o termo da formulacdo relacionado ao
amortecimento em uma situacdo linear. A rigidez da viga é elevada e sdo obtidos
peguenos deslocamentos no grau de liberdade U, em relacdo ao vao da viga. Devido a
rigidez elevada da viga, utilizase um coeficiente de amortecimento proporciona a
massa também elevado. E aplicado um carregamento dindmico de impacto na
extremidade livre da viga, na mesma direcéo do grau de liberdade medido. A viga foi
discretizada em 20 EF. Na figura 1 apresentam-se a geometria, carregamento e dados

fisicos do problema.

E=2.1 10''"N/m*

[=5.3333 10 m*

A=0.04 m?>

p=7.8510"N s%m’ FN]
C¢m=200 st F(t)

Q i 510°
N | —
|

1.20 m ‘ t[s]

Figura 1 - Dados de entrada do problema

Na figura 2 € apresentada a amplitude do deslocamento medido na extremidade
livre, segundo o grau de liberdade U apresentado na figura 1. E apresentada a resposta
dindmica elastica, para as situacdes sem amortecimento e amortecida. Para efeito de
comparacdo apresenta-se também a resposta estética do problema linear, que conforme
era esperado para este exemplo, equivale a metade da amplitude da resposta dinamica
linear. A resposta dindmica com amortecimento apresentou convergéncia para a
resposta estatica, conforme esperado.
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—— Solugédo Estatica

—— Solucédo Dinamica Posicional

—#— Solucdo Dindmica Posicional Amortecida
(At=0.0001s)

0,05+

0,04

0,03

U [m]

0,02

0,01+

0,00 . .
0,00 0,01

t[s]

Figura 2 - Tempo X deslocamento no grau de liberdade analisado

4.3.2 Sistema massa-mola com plastificacdo na mola

Busca-se a resposta dindmica ndo linear fisica de uma barra com massa
desprezivel (mola), submetida a carregamento axial dindmico aplicado em uma massa
concentrada conectada aextremidade livre da barra. A barra foi discretizada em apenas
1 EF, suficiente neste caso para andlise do problema. Na figura 3 apresentam-se a
geometria, carregamento e dados fisicos do problema. O modelo de plastificacdo da

barra é considerado elastoplastico perfeito.

E=30000 ksi e
I=1 in*
A=0.278 in?
p=0 )
m=0.0259 Ib s /in* F [kips]
T,=162.9 ksi

30

100 in

t[s]

ZEE_

F(t)

Figura 3 - Dados de entrada do problema
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Este exemplo foi retirado do livro de BIGGS (1964), no qual o autor apresenta a
solugdo analitica para o problema, descrita nas equacdes (32), (33) e (34). Para este
problema especifico, tem-se tp = 0.0371s, t1,=0.0298s € tymax = 0.0669s.

U =0.36(1- cos(56.8t)), parat£t, (32)
U=-295(t- t,)* +17.6(t - t,)+0.543, parat, £t£1t, (33)
U =0.622+0.184c0s(56.8(t - t;, - tp)), Paratst, (34)

Na figura 4 € apresentada a amplitude do deslocamento medido na extremidade
livre, segundo o grau de liberdade U apresentado na figura 3. S&0 apresentadas as
respostas dindmicas analitica, linear e ndo linear fisica (NLF), baseada na formulacdo
proposta. Para efeito de comparacdo apresenta-se também a resposta estatica do
problema linear, que conforme era esperado para este exemplo, equivale a metade da
amplitude da resposta dindmica linear. A resposta NLF apresentou excelentes

resultados, quando comparada com a solucéo analitica do problema.

0,8 —— Solugéo Estética Linear

—— Formulagédo Posicional Linear

—%— Solugédo Analitica NLF (Biggs)

—=— Formulagédo Posicional NLF
(At=0.001s)

0,7

0,6 1

0,5 1

0,41

U [in]

0,3

0,2

0,1

0,0 T T T T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25 0,30 0,35 0,40

tfs]

Figura4 - Tempo X deslocamento no grau de liberdade analisado

4.3.3 N&o linearidade geométrica em viga bi-engastada

A viga analisada neste exemplo foi discretizada em apenas 8 elementos finitos e
o carregamento € aplicado no meio do vao da viga. Este exemplo foi retirado do artigo
de MONDKAR & POWELL (1977). Na figura 5 apresentam-se a geometria,

carregamento e dados fisicos do problema.
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E=30000 ksi
1=1.6276 10*in*
A=0.125 in? . F [Ib]
p=2.537 10" 1b s*/in" ®
640
/ ! N
4 1 si 9 l§
U
20 1n

t[s]

Figura 5 - Dados de entrada do problema

Na figura 6 é apresentada a amplitude do deslocamento medido no meio do véo
da viga, segundo o grau de liberdade U apresentado na figura 5. S80 apresentadas as
respostas linear e ndo linear geométrica (NLG), baseada na formulacdo proposta,
utilizando massa discreta. A resposta linear teve a amplitude dos deslocamentos
reduzida para 10% de seu valor nominal, para efeito de apresentacdo no mesmo grafico.
Nafigura 7 é apresentada a resposta NL G original do artigo.

—— Solugéo linear (x 0.1) (At=0.00002s)
—a— Solucéo nao linear (descri¢do posicional) (At=0.00002s)

1,14
10
0,9—-
0,8—-
0,7—-
0,6—-

U [in]

0,5—-
0.4
0,3—-
0,2—-
0,1—-

0.0 T T T T T T T T T 1
0,000 0,002 0,004 0,006 0,008 0,010
t[s]

Figura6 - Tempo x deslocamento no grau de liberdade analisado

Apesar do reduzido nimero de elementos, a resposta NL G posicional apresentou
bons resultados, quando comparada com a resposta NLG do artigo, tanto em amplitude
guanto em periodo.
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Figura 7 - Resposta original do artigo de MONDKAR & POWELL (1977)

4.3.4 Nao linearidade geométrica em viga engastada

A viga é discretizada em 10 elementos finitos e uma carga transversal de
impacto € aplicada na extremidade livre. Este exemplo foi retirado do artigo de
BEHDINAN et al. (1998). Na figura 8 apresentam-se a geometria, carregamento e

dados fisicos do problema.

E=30000 ksi

I=100 in*

A=21.9in? F(lb]
p=4.567 10" Ib s* /in* KO

F(t)
1 6 11

120 1n | 02 t [5]

Figura 8 - Dados de entrada do problema

Nas figuras 9, 10 e 11 sdo apresentadas as amplitudes dos deslocamentos e
rotacdo medidos na extremidade livre da viga, segundo os graus de liberdade UX, UY, e
o apresentados na figura 8. S&o apresentadas a resposta linear, utilizando matriz de
massa consistente, e a resposta NLG baseada na formulagéo proposta, utilizando massa

discreta
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F=100000 Ib

—e— Solucéo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)
—a— Solucéo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)
F=500000 Ib

—x— Solucéo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)
—m— Solucdo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)

35+

30

25

20

154

UX [in]

104

54

— A A A A
/&1«‘/} T e R Y e

00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
t[s]

0

Figura9- Tempo X deslocamento do grau de liberdade UX

F=100000 Ib

—e— Solucédo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)
—A— Solugédo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)
F=500000 Ib

—>— Solugéo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)
—&— Solucédo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)

120
110
100-
90
80
70
60
50
40-
30
20 / e AT o & Re &
10 ) / h
R
00 01 02 03 04 05 06 07 08 09 10
t[s]

Uy [in]

Figura 10 - Tempo X deslocamento do grau deliberdade UY

O artigo de referéncia apresenta apenas 0 deslocamento do grau de liberdade UY.
As respostas obtidas na figura 10 muito foram proximas das encontradas no artigo, que

apresenta oscilacdes apds o tempo t = 0.25s variando entre 15.0in e 22.5in.
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F=100000 Ib

—e— Solugéo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)
—A— Solucdo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)
F=500000 Ib

—— Solugdo Linear - Massa Consistente (10 EF; At=0.01s)
—a— Solucdo NLG - Massa Discreta (10 EF; At=0.01s)

1,64

w [rad]

Figura1l - Tempo X rotacdo do grau deliberdade w

Para 0 maior nivel de carregamento as respostas lineares apresentam maiores
amplitudes que as respostas NL G, com excegdo do deslocamento na direcéo UX (que na
teorialinear sdo nulos).

Na figura 12 sdo apresentadas as configuracdes na viga para a formulacéo linear
e NLG, para dois niveis de carregamento (100000 Ib e 500000 Ib). O menor nivel de
carregamento é o mesmo apresentado no artigo. E interessante observar que para o
menor nivel de carregamento, as respostas linear e NLG s8o praticamente iguais, com
excecdo do deslocamento horizontal. Para 0 maior nivel de carregamento a resposta
linear apresentou deformagdes inaceitaveis, a extremidade livre se desloca
verticalmente, gerando uma linha elastica errada na viga. Ja o resultado NL G apresentou
deformagdes mais proximas da realidade, com deslocamentos verticais e horizontais da

extremidade livre.



0
-20 t=0.33s N |
t=0.25s —>— Posicéo inicia
407 F=100000 Ib
—a— NLG
—A— Linear
t=0.29s
T 60
g F=500000 Ib
—e— NLG
> =0.32s —w— Linear
-100 +
t=0.25s
A0+——T——— T 7T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180

X [in]

Figura 12 - Configuragdes da viga par a deter minados carr egamentos e tempos

4.3.5 Laminaflexivel giratoria

O exemplo trata de uma viga apoiada, com rotagdo prescrita no apoio. A
estrutura foi discretizada em 10 elementos finitos. Na figura 13 apresentam-se a
geometria, os dados fisicos do problema e o gréfico da rotacdo prescrita. Este exemplo
foi retirado do artigo de SIMO & VU-QUOC (1986), e também € encontrado nos
artigos de CHRISTENSEN & LEE (1986), WU & HAUG (1988), HSIAO et al. (1994)
e ELKARANSHAWY & DOKAINISH (1995). A funcgéo y ) representa uma rotacéo

tipica de lamina de rotor, como por exemplo, rotor de helicoptero.

135+

El-14 10" 1201
EA=2.8 10 105
p1=6.0 10 %0
pA=12 _ 7]
%é 60 4
1< W 6 11 47
é) i 1 304
15

10 ° 0 é :1 (IS é 1‘0 1‘2 1‘4 1‘6 1‘8 2‘0 2‘2 2‘4 2‘6 2‘8 3‘0

Tempo

Figura 13 - Dados de entrada do problema
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As expressdes para a funcéo de rotagdo sdo apresentadas nas equagdes (35) e

(36).

Y(t)=zgt—+€:eE9 S%osﬁ- 1$rad para 0£t £15 (35)
5 62 epge 15 %

y o =(6t- 45) rad, parat>15 (36)

Na figura 14 sdo apresentados 0 movimento de corpo rigido, as configuractes
inicial e deformada, e as coordenadas locais U; e U,, nas quais séo medidos os
deslocamentos. Estas coordenadas tém como referéncia o n6 11 da estrutura submetida
a um movimento de corpo rigido em um mesmo instante t em que a estrutura se

encontra na configuracéo deformada.

R(X.YR)

Configuragiio nucml

Figura 14 - Configur acdes de defor magéo e sistema de coor denadas local

A partir da figura 14, das posices X e Y, e da rotacdo q do né 11, é possivel
calcular os deslocamentos U; e U,, e arotagdo relativa entre a configuragcéo deformada

e 0 movimento de corpo rigido (a).

S=+/DX? +DY? (37)

b=g-y (38)
U, =Scosb (39)
U, =Ssenb (40)
a=q-y (41)

Nas figuras 15, 16 e 17 sdo apresentados os deslocamentos nas diregdes U; e U,
e a rotacdo relativa a, respectivamente. Na figura 18 sdo apresentadas as posicoes
deformadas NLG e de movimento de corpo rigido para determinados instantes durante o
primeiro ciclo de rotag&o.
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U2

a [graus]

'

0,000 ]
0,002—.
0,004—.
0,006—.
0,008—-
0,010—.
0,012—.
0,014—.
0,016—.

0,018

T 0,000517

— NLG (10 EF; Dt=0.005) |

0,020

T T YT T T T T T T T T T T T T T 1
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tempo

Figura 15 - Tempo x deslocamento do grau de liberdade U,

0,00
0,05
0,10
0,15
0,20}
0,25
0,30
0,35
0,40}
0,45
0,50
0,55

— NLG (10 EF; Dt=0.005) |

-0,60
0

L LA I L DL L I LA DL ELE L I L DL B |
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tempo

Figura 16 - Tempo x deslocamento do grau de liberdade U,

0,0
0,54
1,04
154
-2,0—-
25
'3,0-
_3’5_-
'4,0-

45

-5,0

— NLG (10 EF; Dt=0.005) |

0

r— 1T —T1T 1T 17117 17T 17 17 7717 "7 77 71
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30
Tempo

Figura 17 - Tempo X rotacdo a
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As respostas obtidas pela formulacdo proposta foram bem préximas das
apresentadas nos artigos que apresentam este exemplo. O tempo de deslocamentos
maximos é de t=6.75, no qual sdo obtidos Ui, U, e a iguais a 0.019, 0.578 e 4.472,
respectivamente. Na referéncia séo encontrados valores para U;, U, e a, para o tempo
de deslocamentos méximos, iguais a 0.019, 0.578 e 4.468, respectivamente. Observa-se
gue ocorrem maiores diferencas entre os deslocamentos elasticos e de corpo rigido no
ponto 11 até um tempo préximo de 14.5s; em seguida o corpo elastico praticamente
estabiliza seu movimento, com oscilagdes muito pequenas. Este efeito é conhecido
como protensdo inercial e é responsavel pela estabilidade de hélices de helicopteros,
muito esbeltas e flexivels, mas quando aceleradas resistem a grandes carregamentos.
Para 0 desocamento U; tem-se como solucdo andlitica, apds a estabilizacdo do
movimento, um valor positivo igual a 0.000514, proximo ao obtido na figura 15. Com
uma discretizacdo de 20 elementos finitos é possivel alcancar o valor de 0.000514 para

0 deslocamento U;.

t=6.0 — e 52,5

Movimento de corpo rigido (Dt=0.005)
—e— NLG (Dt=0.005)

T T
-14 -12 110 8 6 -4 -2 0 2 4 6 8 10 12 14

Figura 18 - Configuragdes da viga para deter minados instantes

Observarse na figura 18 que, para os instantes de tempo apresentados, as
configuragbes deformadas apresentaram defasagens crescentes de movimento em
relacéo & configuracdes do movimento de corpo rigido. Este fenémeno era esperado,
por causa das deformagdes que sofrem a estrutura elastica quando € aplicada rotacéo na

base. Os efeitos da rotacdo na base ndo afetam imediatamente os pontos nodais mais
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afastados, como o n6 11. Portanto, a estrutura elastica ndo é rotacionada de maneira
uniforme como o corpo rigido. Deste fato, observa-se na figura, que os pontos mais
préximos do ponto de aplicacdo da rotacdo apresentam respostas elasticas e de corpo
rigido proximas, enquanto os pontos mais afastados do ponto de aplicacdo da rotacdo
apresentam respostas um pouco mais divergentes. Pelas figuras 15, 16 e 17 observa-se
gue apds o tempo t=7, as defasagens entre as configuracdes deformada e rigida
diminuem, e apds o tempo t=14.5 as configuracdes sdo praticamente iguais (efeito de

protensao).

4.3.6 M ecanismo flexivel articulado

Trata de um mecanismo composto de um braco mecénico e uma haste
articulados, com momento aplicado no apoio do braco mecéanico. A haste € menos
rigida que o braco mecanico e esta conectada, através de uma articulagdo, a um bloco
com massa desprezivel que desliza horizontalmente sobre uma superficie sem atrito. O
braco mecanico foi discretizado em 5 elementos finitos e a haste em 10 elementos
finitos. Na figura 19 apresentam-se a geometria, os dados fisicos do problema e o
grafico do momento aplicado (My). S&0 analisadas as respostas para duas situacdes de
carregamento. Este exemplo foi retirado do artigo de ESCALONA et al. (1998) e pode
também ser encontrado nos artigos de MEIJAARD (1991) e ELKARANSHAWY &
DOKAINISH (1995) e MAYO & DOMINGUEZ (1996), com carregamentos prescritos
diferentes.

0.01 (1 _ e-t/0.167)

E=1.0GPa E=0.05 GPa 0,010
1=4.909 10" m* 1-4.909 10™° m*
A=785410" m* A=7.85410" m? 0,008 —<— Carregamento 1
pP=2770 Ns*/m* pP=2770 N's*/m* ——— Carregamento 2
'E 0,006
zZ
Y 17 =
6 7 Z 4
. Lx - EO s~ 0,004
T
Mg, 0,002
0.152m 0.304m
+ 0,000

000 035 070 1,05 1,40 1,75 210 245
t[s]

0456 m

Figura 19 - Dados de entrada do problema

O primeiro carregamento € descrito por uma funcdo exponencia com
comportamento assintético em M=0.01 N m.
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& 10

M) =0.0161- %167 “Nm (42)
(t) =
a

O segundo carregamento possui duas fases distintas, a primeiraigual ao primeiro

carregamento e a segunda nula.

& L9

M) =0.0161- €% *Nm, paraOs£t£7s (43)
)

Mg =ONm, parat>7s (44)

Na figura 20 sdo apresentadas as posi¢Oes, com origem no apoio do brago
mecanico, do centro de gravidade do bloco rotulado com a haste. Sdo apresentadas
respostas para os dois carregamentos. Na figura 21 € apresentada a resposta para o

segundo carregamento por um intervalo de tempo maior.

Carregamento 1 (Dt=0.005)
—&— Carregamento 2 (Dt=0.005)

0,50

0,45
0,40 —
0,35 —
0,30 —

0,25

X [m]

0,20
0,15
0,10

0,05

0,00 . l . l . : : : : : : :
0,0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 3,0

t[s]

Figura 20 - Tempo X posicdo horizontal do bloco para as duas situacdes de carga
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050 —a&— Carregamento 2 (Dt=0.005) ‘

0,10

0,05

0,00 T T T T T T T T T T T T T T

Figura 21 - Tempo X posi¢édo horizontal do bloco para o carregamento 2

As respostas foram muito préximas das apresentadas na referéncia, que
apresenta resultados até t = 1.6s. Para o carregamento 1, o tempo de minima posi¢ao X
damassa é de t = 1.015s (coincidente com o obtido pela formulacdo proposta) e o tempo
de méaxima posicdo® X da massa é de t=1.395s (a formulagdo proposta forneceu
t=1.390s). Para 0 carregamento 2, o tempo de minima posi¢ao X da massa apresentada
pelareferénciaét=1.110s (aformulacdo proposta forneceu t = 1.095s).

Na figura 22 sdo apresentadas as configuragdes do mecanismo para o 1° ciclo de
rotacéo do primeiro carregamento. Na figura 23 sdo apresentadas as configuracdes para
0 2° ciclo. Observa-se que as deformactes devido aflexdo da haste tornam-se mais

visiveis no 2° ciclo de rotagao.

g 1° Ciclo NLG
0,20 (Dt=0.005s)
0,16 —0— t=0.00s

—>%—1=0.20s
—&— t=0.40s
—A—=0.60s
—e— t=0.80s
—w—t=1.00s
—0—t=1.20s
—4—1=1.30s
—0—t=1.35s

0,12—-
0,08—-
0,04—-
0,00—-

Y [m]

-0,04

-0,08

-0,12

-0,16

-0,20

-0,2 -0,1 0,0 01 0,2 03 0,4 0,5
X [m]

Figura 22 - Configuragdes do mecanismo para o carregamento 1 (1° ciclo de rotacio)
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] 2° Ciclo NLG
0.20 (Dt=0.005s)
0,16 —o0— t=0.00s
1 —x—1=1.40s
0,127 —=— t=1.50s
0,08 | —A— t=1.60s
i —e—t=1.65s
0’04'_ —v—t=1.70s
‘e 0,00+ —0—t=1.75s
> 004 —A—t=1.85s
] —0—t=1.90s
-0,08 -
0,12 1
-0,16 -
-0,20 1
A T | T | T | T | T | T | T |
0,2 0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

X [m]

Figura 23 - Configuragdes do mecanismo para o carregamento 1 (2° ciclo de rotacao)

Na figura 24 sdo apresentadas as configuragdes do mecanismo para o 1° ciclo de
rotacdo do segundo carregamento. Observando-se as figuras 21 e 24, percebe-se que
neste caso, 0 movimento € harmdnico, sem oscilacbes geradas pelas deformacdes do
caso do primeiro carregamento. Vale destacar que este € um exemplo ilustrativo, sem
perdas de energia devidas ao atrito ou plastificagéo.

. 1° Ciclo NLG
0.20 (Dt=0.005s)
0,16 —O— t=0.00s
1 —*—1=0.20s
0,12 —_ —&— t=0.40s
0,08 —A— t=0.60s
1 —e— t=0.80s
0.047 —v—t=1.00s
= 0,00 —e—t=1.10s
> 0,04 —v— t=1.20s
| —0—1t=1.30s
-0,08 —4—1=1.40s
-0,12 ——t=1.60s
J —*%—t=1.75s
-0,16
-0,20
] T T T T T T T T T T T T T 1
-0,2 -0,1 0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

X [m]

Figura 24 - Configur agdes do mecanismo para o carregamento 2 (1° ciclo de rotacao)
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Na figura 25 é apresentado um detalhe da re-numeracdo dos graus de liberdade

na rétula entre o bragco mecéanico e a haste, de acordo com o acoplamento nodal

apresentado no apéndice 4.
18 G a [ C> (qlgv sz@
|| =Flemento
() =No

Figura 25 - Re-numeracdo dos graus de liberdade narétula

4.3.7 Mecanismo de Peaucellier flexivel

O exemplo trata da resposta dindmica de um mecanismo do tipo Peaucellier.
Quando considerado rigido, de acordo com SHABANA (1994), este mecanismo é
caracterizado por apresentar movimento no né 20, ver figura 26, apenas na direcéo
vertical (segundo o grau de liberdade U). O objetivo principa deste exemplo é
apresentar 0s desvios de trajetéria na direcéo horizontal do nd 20, quando se considera
um mecanismo flexivel. A estrutura foi discretizada em 45 elementos finitos,
considerando-se nos duplos ou triplos nas posi¢des de rétulas; os graus de liberdade re-
numerados dos nds que constituem as rétulas sdo apresentados na figura 27. O
carregamento prescrito na base do brago mecanico € apresentado na figura 28.
Escolheu-se um carregamento com mudanca no sentido de aplicacdo, de maneira a

amplificar as vibragdes nos elementos estruturais.

BRACO:

E=2.110" me2
=432 10 111
A=0.0036 m?
p=7.70 10° N s%/m*

DEMAIS BARRAS:
E=2.1 10" N/m?
=054 10"’ m*
A=0.0018 m°
p=7.70 10° N ¥/m*

15m ‘ 1.5m | 1.0m | 1.0m

Figura 26 - Dados de entrada do problema
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6

Figura 27 - Re-numeracéo dos graus de liber dade nas r 6tulas do mecanismo

M [N m]

7510

0.1 03 045 055 g
7510 fF ———-

Figura 28 - Carregamento prescrito no apoio do brago mecénico

Nafigura 29 é apresentado o desvio na diregdo horizontal do né 20, em mm. Nas
figuras de nimeros 30 a 33 sdo apresentadas as configuragdes no mecanismo para
quatro instantes de tempo.



—— Desvio [mm]
104 (Dt=0.0015s)
e 04
é 4
g -104
c ]
[e]
S 20
o
2 ]
& -30 -
O
3 ]
S -40
«
s ]
 -50-
0 4
c
o -604
©
2 ]
% -704
[}
8 ]
-80 . ; . ; . ; . . . . . .
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6
t[s]
—— Desvio
0,01 - (Dt=0.001s)
g _
£ 0,00
-
<
€ -0,01
o
N _
s
p -0,02
uT
T, _
g
5 -0,03 4
©
c B
o
N .0,04
0
c
S _
o -0,054
>
%]
a
-0,06 . . . . . . . . . . . .
0,0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6

Figura 29 - Tempo x desvio na direcéo horizontal (X) do n6 20

Observando-se a figura 29, percebe-se que ocorrem desvios consideravels. Estes
desvios podem ser inaceitaveis em maquinas projetadas para trabalharem em

manufatura de alta precisao.
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------- Configuragao inicial (t=0.000s)

—o— Configuracéo deformada (t=0.106s)

rrrrrr Trajet6ria do mecanismo rigido
(Dt=0.001s)

——
-3,0 -2,0

5,0 1

4,0+

3,0

2,0 1

1,04

0,0 1

-1,0 1

-2,04

-3,0-

-1,0 0,0
X [m]

—T - 1 - T T - 1 T T T T
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 30 - Configuracdo do mecanismo para o tempo t=0.106s

------- Configuracgéo inicial (t=0.000s)

—u— Configuragéo deformada (t=0.212s)

"""" Trajetoria do mecanismo rigido
(Dt=0.001s)

X [m]

T —— T T T T T T T T T
-30 -20 -10 00 10 20 30 40 50 60 70 80 90

Figura 31 - Configuracdo do mecanismo para o tempo t=0.212s
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5,0
4 0__ ------- Configuragao inicial (t=0.000s)
’ —o— Configuragdo deformada (t=0.384s)
i —— Trajetéria do mecanismo rigido
3.0 (Dt=0.001s)
2,0
__ 1,04
£ i
> 0,01
_1,0_
-2,04
_3,0_
—T - 1 - T - 1 -1 T -1 T 17 T -1 71"
-30 -20 -10 00 10 20 30 40 50 60 70 80 90
X [m]
Figura 32 - Configuragdo do mecanismo para o tempo t=0.384s
5,0
4 0__ ------- Configuraco inicial (t=0.000s)
’ —o— Configuracéo deformada (t=0.550s)
i —— Trajetéria do mecanismo rigido
3,01 (Dt=0.001s)
2,0 1
. 1,04
£ i
> 0,0
-1,0
_2,0_
_310_
T

T L B e L R . A DL R B
-30 -20 -10 00 10 20 30 40 50 60 70 80 90
X [m]

Figura 33 - Configuracdo do mecanismo para o tempo t = 0.550s

Pelo apresentado nas configuragdes do mecanismo, verificase que o
funcionamento é préximo do esperado. Ocorrem desvios consideraveis do movimento
na direcdo horizontal, e também grandes vibragbes nas duas barras de maior
comprimento. Para diminuir estes desvios pode-se aumentar a rigidez dos membros
estruturais ou, quando possivel, diminuir a amplitude dos deslocamentos verticais

(através da mudanca no carregamento).
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5 IMPACTO ENTRE ESTRUTURAS RETICULADAS PLANAS E
ANTEPARO RIGIDO

5.1 Consideragdes iniciais

Este capitulo é dedicado ao estudo de problemas envolvendo impacto entre
estrutura reticulada e anteparo rigido. Em algumas partes deste capitul o seréo abordados
pontos também validos para o impacto entre estruturas.

A formulagdo do impacto sera feita com base no método do multiplicador de
Lagrange em conjunto com um integrador temporal de Newmark adequado ao
problema.

Durante o doutorado foi desenvolvido um novo algoritmo de identificagdo de
contato/impacto bidirecional entre estruturas reticuladas. O agoritmo é vaido para
impacto de pontos nodais de uma estrutura (projétil) em uma outra estrutura, chamada
de estrutura alvo. A identificacdo dos pontos nodais que sofreram impacto nos
elementos da estrutura alvo é feita com base na teoria de equacOes integrais aplicadas a
problemas potenciais bidimensionais. Os trabalhos de JASWON (1963) e de SYMM
(1963) sdo referéncias importantes sobre métodos baseados nas equacOes integrais
aplicados a problemas potenciais. A idéia € fazer uma analogia entre o problemareal de
impacto, modelado por elementos finitos, e um problema virtual de mesma geometria,
modelado por elementos de contorno. Portanto, o problema chamado de virtual ndo
existe de fato, serve apenas para fornecer informacgdes sobre as posi¢cdes dos pontos
nodais da estrutura projétil em relacéo ao contorno da estrutura alvo. Como a geometria
dos elementos finitos € igual a geometria dos elementos de contorno virtuais, na
estrutura alvo, € possivel utilizar o Método dos Elementos de Contorno (MEC) para
analisar as posic¢oes relativas entre os pontos de uma estrutura qualquer e os elementos
da estrutura alvo. Este processo pode ser estendido para estruturas de chapa, bastando
representar 0s contornos das estruturas envolvidas no impacto através do modelo

virtual. O retorno dos pontos que sofreram impacto também serd feito com base nas
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informacdes fornecidas pelo problema virtual modelado pelo MEC. E importante
observar que existem algoritmos de impacto (ou contato) desenvolvidos utilizando-se o
MEC, sendo que os algoritmos de previsdo de contato e retorno séo totalmente similares
aueles empregados pelo MEF?, ou seja, a técnica aqui proposta é original tanto em
aplicagbes com o MEF quanto com o MEC.

No algoritmo de retorno considerou-se a possibilidade da existéncia de atrito na
superficie de contato da estrutura alvo, através de uma interpretacdo geométrica do
model o de atrito de Coulomb.

Com a nova formulacéo ndo linear geométrica é possivel resolver problemas de
contato/impacto com grandes deslocamentos e rotacOes, e também problemas
envolvendo comportamento pés-critico nas estruturas, como 0s apresentados nos artigos
de WRIGGERS et al. (1990) e SIMO et al. (1986).

5.2 Algoritmo de identificacdo do impacto

O algoritmo de identificacdo do impacto é baseado nas equacdes integrais de um
problema potencia relacionado ao contorno da estrutura alvo. Conforme ilustrado na
figura 1, existem trés tipos principais de dominios de integracdo, o finito, o infinito e os
corpos finitos com cavidades internas. O que define o tipo de contorno, externo ou
interno, é sentido de integracd@o, horario para 0 dominio infinito e anti-horario para o
dominio finito. Assim, o algoritmo aqui desenvolvido ndo se limita aanalise de corpos
sem orificios que colidem entre si, mas possibilita também a andlise de impacto de
corpos no interior de dominios finitos com cavidade.

Na figura 1, as letras gregas m e I' representam, respectivamente, a diregdo
normal e a diregdo tangencial em relacdo ao contorno integrado. Apos a definicdo do
tipo de dominio a ser integrado € feita a discretizacdo do corpo alvo em elementos de
contorno; no caso sd0 utilizados elementos de contorno lineares e coincidentes com o0s

elementos finitos da estrutura avo, conforme afigura 2.

! BELYTSCHO & NEAL (1991); ZHONG & NILSSON (1996); LORENZANA & GARRIDO (1998);
ULAGA et al. (1999); LANDENBERGER & EL-ZAFRANY (1999); L1 et al. (2001).
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Dommio infinito

Dominio finito com
cavidades internas

Figural- Tiposde dominio

‘lf
Si

X

Figura 2 - Integracdo de um cor po finito discretizado em elementos de contor no linear es

Considera-se que cada ponto nodal da estrutura que se colidird com a estrutura
alvo sgja um ponto de integragdo, chamado de ponto fonte? (S), de todos os elementos
de contorno da estrutura alvo. Portanto, cada ponto fonte gerara uma equagdo integral

para problema potencia. No caso, optou-se pela distribuicdo constante de variaveis nos

2 Também chamado de ponto de colocagéo.
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elementos de contorno lineares. A variavel Ry representa a distancia do ponto fonte
(S) da estrutura projétil ao ponto de integracgo® (P) da estrutura alvo.

Para um problema potencial usual, as principais variaveis envolvidas no
problema sdo o potencial (p) e o fluxo (g). O fluxo é relacionado ao potencial pela

Seguinte expressio:

-Tp
q= i (1)

Através de um equacionamento cléssico do MEC, que pode ser encontrado em

KANE (1994), obtém-se a equacdo integral de contorno para o problema potencial.

C()p()+0q pds = OIO E—Ede 2

Onde as variaveis com um asterisco sobrescrito representam as solucdes
fundamentais do problema.

o ='2_p1|nR )
co-1TR
ey (4)

O vaor do parametro livre (¢g) da equagdo integral (2) depende da posicéo do
ponto fonte. A variavel p(g representa o potencial no ponto de colocagéo.
Onde:

" C,s) =0 parapontos S externos ao dominio.

a LA
"Cg = 5 parapontos S no contorno (a € o angulo no contorno). (5)

"Cs) = ;—p =0.5 parapontos S no contorno (contorno suave).

* s =1 parapontos S internos ao dominio.

Para distribuicéo constante de potenciais nos N elementos de contorno, com um

no6 no centro de cada el emento, tem-se a seguinte equacdo para cada ponto fonte:

C(s) P( +agoq de-PJ-a@op deﬂ, (6)
i=lec i=lec

Pode-se escrever a equacao (6) naforma algébrica

® Também chamado de ponto campo.
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N -~ N
Cg)Ps) t @ H;p; =4&Gq; (7)

j=1 j=1
Deve-se determinar o valor de cg para os pontos nodais da estrutura projétil.
Para um problema particular, mas possivel, de potencial constante em toda estrutura

avo e, portanto, fluxo nulo no contorno, tem-se:

H, (8)

Qo=

Cis) =-
(s) 4

A partir da equacdo (8) pode-se calcular o parametro livre cg. Com este
parémetro € possivel saber se algum né da estrutura projétil penetrou na estrutura alvo,
com base nas afirmagdes apresentadas no conjunto de equagdes (5).

Imaginando-se que ndo se conhece a posicdo do ponto fonte em relacdo a
estrutura alvo, utiliza-se desta propriedade para calcular o paré@metro livre da equacéo
integral. Com o valor calculado do parémetro livre € possivel saber se o ponto fonte esta
fora do dominio da estrutura alvo® (SO =0), no contorno da estrutura avo® (SO
= —0.5) ou dentro da estrutura alvo® (SO = —1). No caso de ter ocorrido impacto,
ainda € possivel identificar para qual elemento finito da estrutura alvo o ponto nodal
devera retornar, ou sgja, para o elemento de contorno j cuja integracéo (LJ;) fornega

valor mais proximo de 0.5 (contorno suave).

o Ny e s 0
SH:aHj:agm d; + 9
=1 j=1ec 2

Deve-se agora calcular os valores do coeficientes [J;. Existem muitas maneiras
de calcular estes valores, varias delas podem ser encontradas em BANERJEE (1994).
Uma alternativa é calcular numericamente os valores, através de pontos de Gauss, com
o cuidado de calcular as integrais através do Vaor Principal de Cauchy (VPC) gquando o
ponto fonte estiver localizado em algum elemento de contorno. Esta integracéo singular
usando-se 0 VPC é necesséria devido asingularidade do ncleo integral de g, equacio
(4). Este procedimento € usual no MEC, porém utilizar-se-a4 um procedimento analitico,
matematicamente mais simples e elegante para o calculo dos componentes [J;. O
procedimento de calculo, independentemente da posicdo do ponto fonte, segue o
esquema apresentado na figura 3, onde ha um sistema de coordenadas global (XY) e

outro sistema de coordenadas local ( XY ).

* N&o ocorreu impacto no ponto nodal.
> Ocorreu impacto no ponto nodal.
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Figura 3 - Integracédo de um elemento de contorno

A integral [J; é calculada para cada elemento de contorno j.

~ -19R -1 4R IR, ©
H_ = A - = A —h +—h - 10
"SR % T OprEm Ty M g (0
Observando-se afigura 3, pode-se reescrever a equacdo (10) de formamais
conveniente.

- -1 4R IR, o -1
H =¢ —h, +—h, =d. = ¢ cosy send - seny cosq)d 11
i SZp_R(é'ﬂx x Ty e GOZp_R( Sy q y Q) G (11)

Pelo sistemalocal de eixos, escreve-se;

e (12)
senj

R=

Onde o termo a mede a distancia entre o ponto fonte e o elemento de contorno
virtual. E possivel obter uma equagio em coordenadas locais para a posicdo do ponto de
integracéo (P).

COSj

Xo=Xq - 13
P Sasenj (13)

Pode-se estabelecer umarelacéo diferencial em coordenadas locais no
contorno.

dX, =dG (14)

Derivando-se a equagdo (13) em relacdo ao angulo ¢, tem-se:
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dX a
= 15
dj sen’ | (13)
Considerando-se as equacoes (14) e (15), escrever-se:
dG =—2 —dj (16)

sen’j
Substituindo-se as equacdes (12) e (16) em (11) obtém-se aintegral escritaem
funcdo dej , para cada e emento de contorno, independentemente da posicéo do ponto

fonte e seu resultado analitico em forma fechada pode ser facilmente encontrado.

g o= s 1 (_ i A | s vy JB-1 . ja-ig 17
(= o———(-sen(y - q))dj =o————( senj )dj = 9~ =2 -2 (17)
G 2 senj G 2p senj i a2 2p

Na equacdo (17), ea € 0 angulo ¢ medido em relacéo ao no inicial do elemento
de contorno (n6 A) e ¢ € 0 angulo ¢ medido em relagdo ao no final do elemento de
contorno (n6 B). A equagdo (17) € extremamente simples, mas se deve tomar o cuidado
paraque —p<oea— ¢s=p. Quando ndo for atendido este critério, deve-se seguir aregra
abaixo:

* Se Do = pa— @a>p, entéo: Do = Do — 2p.
» Se Dp< —p, entdo: Do = Dy + 2p.
Portanto, a equacéo (8) pode ser resumida nha seguinte expressao:

Cs)=5-aDbi (18)
J:

Deve-se comentar que este procedimento também pode ser utilizado em
problemas tridimensionais, fazendo-se uso das respectivas expressoes apropriadas. No
caso de estruturas alvo ou anteparos rigidos abertos, conforme ilustrado nas figuras 4 e
5, pode-se utilizar o artificio do elemento mudo para delimitar as regifes de

contato/impacto do avo.
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Y
\

elemento mudo
Vorza Y e — — — — — — —

Figura 4 - Utilizacdo de elementos mudos ha modelagem de estrutura alvo

)

F ~ elemento Qdo\
\

elemento mudo

e

Figura5 - Utilizacao de elementos mudos ha modelagem de antepar o rigido

Durante o contato/impacto, o0 modelo de atrito utilizado é baseado na
interpretacdo geométrica do modelo de atrito de Coulomb, onde dependendo de um
coeficiente de retorno R, que varia de 0 a 1, um ponto impactante com tragjetéria CD
pode retornar dentro de um intervalo na posicdo sem atrito até a posicdo de aderéncia
total. Na figura 6 sdo apresentados os principais angulos envolvidos em uma analise de
contato bidimensional. Todos os angulos sdo medidos no sentido anti-horario, portanto

0 angulo w ilustrado nafigura possui sinal negativo.
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Figura 6 - Angulos envolvidos na anélise do contato bidimensional

O angulo b indica a direcdo normal ao anteparo AB, a partir do ponto D, e é

calculado pela seguinte expressao:

b =90° +q (29)
Com o angulo b calcula-se o coeficiente de inclinagdo de reta do segmento DN

(Mon).

Mpy =tgh (20)
O angulo v indicaa direcéo do ponto D ao ponto C.

g =180° +w (21)
O éangulo » pode ser calculado considerando-se o coeficiente de inclinagdo de

reta do segmento CD (mcp), quando Xpt Xc.

_ _ &Y, -Y. 0

w =arctg(me, ) = arctgémé (22)

Com o0 angulo do elemento alvo de retorno (q) calculase o coeficiente de

inclinacdo de reta do segmento AB (Mag).

YB _ YA
My =—— =t q 23
AB XB _ XA g ( )

Considerando-se as expressdes (20) e (23), pode-se calcular a posi¢édo do ponto

N.
X, _Yp - Ya+Mug X, - Mpy Xp (24)
Mpg - Mpy
m
Yn =Ya +$[YD - Ya +Mpy (XA - XD)] (25)
Mpg - Mpy

O ponto N pode ser associado a posicdo de retorno tentativa, referente a

condic¢éo de atrito nulo.
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5.3 Atrito no contato

O modelo de atrito de Coulomb, ver apéndice 6, estabelece uma proporcéo direta
entre as forcas normais (Fn) que ocorrem naregido de contato e forgas tangenciais (F;)
gue sdo geradas devido ao atrito entre a superficie de contato e o corpo que sofre
colis&o.

F =nF (26)

O coeficiente de proporcionalidade . é chamado de coeficiente de atrito e pode
ser classificado em estatico (ws) ou dindmico (wk). O coeficiente de atrito estatico é
maior que o dinamico, experimentalmente verifica-se que a forca necessaria para atingir
a forca tangencial de atrito € maior quando o corpo esta em repouso e menor quando
este mesmo corpo ja se encontra em movimento. Nesta tese utilizar-se-4 o coeficiente
para se referir a g, umavez gque o objetivo do trabalho é analisar problemas de contato
dinémico.

O modelo de atrito de Coulomb é vastamente empregado em problemas de
contato/impacto. Neste trabalho, propde-se um modelo alternativo para a consideracéo
de atrito em problemas de impacto. Este modelo € baseado no angulo de retorno (x) que
posiciona 0 nd que sofreu impacto huma posicao do anteparo (ponto ) intermediéria
entre a posicdo de atrito nulo (ponto N) e a posicdo de atrito maximo (ponto T), ou
condicdo de aderéncia, de acordo com a figura 6. O angulo de retorno est associado a
um coeficiente de retorno (R), que varia de 0 (sem atrito) a 1 (atrito maximo). As
vantagens desta interpretacdo geométrica do atrito sdo a possibilidade de retorno do
ponto apenas entre os pontos N e T, e a facilidade de implementacdo computacional.
Porém uma desvantagem é a falta de valores experimentais do coeficiente de retorno R e
como consequéncia, a necessidade de associar estes coeficientes de retorno a outros

coeficientes de atrito conhecidos.

c =90° +q + R(90° -q +W) (27)
Desta maneira, pode-se encontrar a posi¢ao do ponto | no anteparo.
my, =tgc (28)
X, _Yp - Yatmgp X,y - My Xp (29)
Mpg - Mp,
m
Y, =YA+¢[YD_YA+mDI (XA' XD)] (30)

Mpg - Mp,
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As equacdes (28), (29) e (30) ndo sdo validas nos casos Xp = Xc € Xa = Xg. Para
estas duas situagbes, devem ser obtidas outras equacdes semel hantes que possibilitem o

cdlculo da posicdo do ponto N. A primeira situacdo particular pode ser observada na
figura 7, neste caso Xp = Xc.

D (X, .Y,)

To

- T -
T 1)

[0
b D (Xp .Tp) L1

X

Figura7 - Caso detrajetériavertical (paralelaao eixo Y)

Ocorrera um problema no cllculo do coeficiente mp, quando R=1. Nesta
situacdo, as equagdes (29) e (30) podem ser substituidas pelas seguintes expressoes.
X, =Xp (32)
Y, =Y, + Mg (X - X,) (32)
No caso em que Xa=Xg, ilustrado na figura 8, também ndo sdo vdlidas as
equacoes (24) e (25).

D (Xp,Yp)
T(X,.Y)

X

Figura 8 - Caso de anteparo vertical (paralelo ao eixo Y)

Nesta situacao, as equactes (24), (25), (29) e (30) podem ser substituidas
pel as seguintes expressoes:

Xy =X, =Xg =X, (33)
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Y, =Yy (34)
Y, =Yp +mp, (XA' XD) (35)

5.4 O multiplicador de Lagrange

Consiste em uma técnica de calculo destinada a incorporar uma restricdo em
uma funcéo objetiva. Em problemas de impacto a varidvel a ser otimizada € a posicéo
(X), descrita pela equacdo dinamica de equilibrio, e a restricéo é obtida pela condicéo de
penetracdo nula (CPN) entre os corpos que colidem. Neste caso, o0 multiplicador de
Lagrange (I ) representa as forcas de contato que atuam nas superficies, comuns aos
COrpos no instante do impacto.

Na figura 9 é apresentado um problema unidirecional® de impacto de uma barra
com um anteparo rigido, onde para que ocorra o impacto, fisicamente, € necessario que
X—d=0.

Figura 9 - Impacto unidirecional de uma barra com um anteparo rigido

Sendo d éadistanciainicia entre pontos que podergo entrar em contato’ e DX a
corregdo na posicdo do nd impactante necess&ria para que sgja atendida a CPN. O
multiplicador de Lagrange pode ser entendido como a for¢a necesséria para restituir a
posicdo de penetracdo nula, impedindo que ocorra DX entre 0 anteparo e a estrutura; em
uma situacdo limite, na qual a penetracdo ndo ocorre nem como previsao numerica, | se

confunde com aforga de contato entre os corpos.

® Com possibilidade de correces em posicdes nodais apenas em uma diregao.
" No caso, n6 de extremidade da barra e ponto de retorno no anteparo rigido.
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Para uma situacdo mais genérica, as posicdes dos ndés submetidos ao
contato/impacto podem estar associadas a uma matriz de restricdo de contato (Rc), onde
o impacto em uma direcéo pode afetar 0 movimento em outras diregdes. O impacto em
anteparo rigido mostrado na figura 9 € relevante apenas na direcdo horizontal, portanto
Rc=1.

A equacdo (36) indica arestricéo imposta ao problema (CPN).

R.X - d£0 (36)

5.5 Formulacao deimpacto baseada no multiplicador de Lagrange

Para um caso mais geral de impacto entre estruturas, considera-se o impacto
entre dois corpos el ésticos, apresentado na figura 10. Tem-se I'; representado as regides
no contorno dos corpos com forgas prescritas, 1", representando as regides no contorno
com deslocamentos prescritos e I'c representado a regido de contato entre os dois

Corpos.

F(t)

(Y ] /

L,

o

"

T
I,

Figura 10 - Impacto entre dois cor pos elasticos

Para garantir que ndo haja superposicdo dos dominios dos corpos (CPN), na
regido de contato tem-se a seguinte equacéo:
ReXgpy =X d=0 (37)

Onde XF é a posicdo do avo, Xs:1 é o vetor posi¢do do corpo projétil e R é a
matriz de restri¢do de contato (usada apenas para representar os efeitos do atrito).

Na regido de contato a equacdo dindmica de equilibrio pode ser representada

por:
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U,
X Jsi

+ IV|>‘(‘s+1 + C>‘(s+1 = FSE+X1T +Rcl s Xs+1T Ge (38)

Sendo C a matriz de amortecimento proporcional a massa (M) e | g1 0S
multiplicadores de Lagrange, ou forcas externas (F) aplicadas nas estruturas de maneira
agarantir a CPN. Lembrando que U; € aenergiatota de deformacéo do sistema

O agoritmo de integracdo tempora é do tipo Newmark, com constantes de

integragdo ge b.

XS+1:XS+DtXS+Dt2§§§— bg)'('s+b)'<'s+lg (39)
€2 g U
Xguy = Xg +Dt(1- g)Xg +0DtX,, (40)

Substituindo-se as equacdes (39) e (40) em (37) e (38) pode-se obter expressdes

escritas em funcéo da acel eracéo.

bDt*Re X5y = X" - Reby (41)
V; _ - EXT ﬂUt
(M +thC)XS+l - Fs+1 + Rcl S+1 ﬂ_X - Cbl (42)
S+1
Com:
bO:XS+DtXS+Dt2§%- ng‘S (43)
b, = Xg - Dt(1- g)Xs (44)

As equactes (41) e (42) podem ser representadas naformamatricial.

o] U
dM +g)tC) - RCUI,XSHL,] ! Fsﬁxl-r - el e _j0g_
é a I
EODCR, 0 fla,p i

Xs, =
XE - Rob, ')[;TOK

Considerando-se o comportamento ndo linear da equagédo (45), pode-se utilizar

(45)

uma expansdo de Taylor em primeira ordem (ou método de Newton-Raphson) a fim de

encontrar um agoritmo iterativo de solucéo.
g(x)=0=g(x°)+Rg(x°)ox (46)

.. 192U 0]

i X0) X, dM+gxc) oy 1 ot

Ng(x?)= 10T o0 M +9XC) O X2y (47)
i

ﬂxsu X511 _é thch OHthZ
Considera-se 0 mesmo critério de convergéncia utilizado nos capitul os anteriores
datese, com toleranciaigual a10®,

Considerando-se as equacoes (45), (46) e (47), tem-se:
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ée 2 o) u i . o ¥

< T e L IRV e O

&bDt?  bDt IX?* | = Beh | s+ gy 8
] S+1

eé RC 0 H ’:\ XE - RCXS+1 i:)

Durante o processo iterativo sdo feitas corregfes nas posicoes ( X ), velocidades

(X ) eaceleragdes ( X).

Xguy = Xguy + DX (49)
XS+1=XS+1"'szxsu"'ﬂ S*LDX =Xs+1+iDX (50)
DX
y y o ™Xeu . 1
Xers =Koy + DX = X\ 28 DX = X +—= DX 51
s+ s+1 1T X e s1 7 o2 (51)

Asforcas de contato podem ser calculadas a partir da equacéo (38).

S+1 S+1

FCON - FEXT _ a-[U'[
£ X

. .0
+MX5+1+CX5+1i Xgil G (52)
S+1 a

5.6 O problema da integracdo temporal no impacto

A integracdo temporal de Newmark, utilizada na formulacdo classica do
multiplicador de Lagrange (g=0.5 e b=0.25) é €ficiente na solu¢do dindmica de
estruturas convencionais. No entanto, de acordo com os trabalhos de CARPENTER et
al. (1991), TAYLOR & PAPADOPOULOS (1993) e SOLBERG & PAPADOPOULOS
(1998), em problemas de impacto, especiadmente envolvendo atas frequéncias, a
técnica € ineficiente. Estes trés artigos apresentam diferentes solucfes para melhorar a
integracéo temporal em problemas de impacto.

Uma solugdo alternativa para melhorar a formulacdo baseada no método do
multiplicador de Lagrange € simplesmente utilizar os parametros de integracéo temporal
propostos por HU (1997). Segundo o autor, o multiplicador de Lagrange (I s+1)
influéncia os campos de aceleracdo, velocidade e deslocamento apenas no passo atual
de tempo (S+1), quando seria desgjavel que a influéncia fosse estendida para as
variaveis do proximo passo. A aproximacao utilizada para a aceleragdo do proximo
passo de tempo (S+2) é linear. Assim, pode-se utilizar as equagdes de integracdo
temporal de Newmark com os seguintes parametros g= 1.5 e b=1.0. Esta constatacéo
tem implicacbes praticas importantes, pois programas comerciais baseados no
integrador temporal de Newmark, usualmente instaveis para problemas de impacto,

tornam-se estaveis a partir de uma simples interferéncia do usuério. No artigo original
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de HU, e também na formulacdo classica, ndo sdo considerados os efeitos do
amorteci mento.

As hipéteses utilizadas por HU implicam nas seguintes equacdes:

Xsir T2X gy - Xs (53)
Xo., = Xg + DX + D28 X+ X 54
S+1 — /\s S 8 - s+1H ( )
é 1, 3, U
XS+1_X +Dtg EXS"'E S+1H (55)
1,50 4 0
& 23
RS
1,25
Incondicionalmente Estavel
1,00 H
Instavel
b 0,75 4
0,50 4
Condicionalmente Estavel
0,25 4
o0 4——-b—+—-"+—-+—FF—77
0,00 0,25 0,50 0,75 1,00 1,25 1,50 1,75 2,00

9

Figura 11 - Regibes de estabilidade para os par@metros de Newmark vy ep

Na figura 11 sd0 apresentadas as regides de estabilidade dos integradores
temporais da familia de Newmark em funcéo dos parametros ge b. Segundo ARGYRIS
& MLEJNEK (1991), acurvade b representa o limite da estabilidade do algoritmo onde
ocorre 0 maximo amortecimento numeérico das freqliéncias mais altas de vibragcdo, que
em problemas de impacto geralmente geram erros numéricos na resposta. Conforme
pode ser observado na figura, os parametros propostos por HU (g=1.5; b= 1.0) estdo
no limite da regido de estabilidade sobre a curva b. Os paréametros propostos no artigo
de CHAUDHARY & BATHE (g=0.5; b=0.5) est&o no limite daregi&o de estabilidade

sobre a curva g e, portanto, também geram um algoritmo estavel para problemas usuais.
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Parametros usuais de integragdo temporal utilizados em problemas dinamicos comuns®
(g=0.5; b=0.25) estéo no limite da regido de estabilidade na intersegdo da reta g e da
curva b, também gerando um algoritmo estavel. Discussdes mais detalhadas sobre a
estabilidade de algoritmos de integracéo temporal podem ser encontradas em ARGYRIS
& MLEJINEK (1991).

O termo estabilidade do algoritmo de integracéo temporal se refere apenas a
caracteristica do algoritmo em apresentar solucdo para qualquer discretizacéo temporal,
ou sgja, um algoritmo estavel apresenta resposta para qualguer intervalo de tempo (Dt).
Porém, a estabilidade ndo garante a qualidade da resposta numérica obtida. Na
formulacéo de impacto (g=0.5; b=0.5 ou g=0.5; b=0.25), pequenos valores de Dt
podem gerar respostas oscilatorias para 0 campo das forcas de contato. Na formulagdo
modificada (g=1.5; b=1.0) é desgjavel que Dt sgja pequeno, pois aformulacdo criaum
pequeno amortecimento numérico que pode resultar em um pequeno erro na fase. O
autor da formulagcdo modificada, descrita em termos de deslocamentos, limita o erro na
energia do sistema, para um periodo, em 1% se w,Dt <0.1. Onde w, S30 as freqliéncias
naturais; em problemas usuais utiliza-se 0 maior valor de w, disponivel (que depende da
discretizacdo do problema). O algoritmo de integracdo temporal modificado obtido é
incondicionalmente estavel, para qualquer Dt existe resposta, e convergente, quanto
menor Dt, aresposta converge para determinado valor.

Depois de resolvido o problema da estabilidade do agoritmo de integracdo
temporal deve-se observar a convergéncia do algoritmo, que também depende da
discretizagdo espacial. A discretizacdo espacial deve ser suficientemente refinada a
ponto de poder captar as fregiiéncias de vibragdo mais relevantes no problema (quanto
maior a discretizacdo mais frequéncias de vibracdo sdo captadas). Por exemplo, se a
maior freqliéncia de vibragdo (calculada) de uma estrutura for igual a 100Hz, o intervalo
de tempo deve ser menor que 0.01s, que seria 0 menor periodo de vibracéo da estrutura.
No entanto, este periodo deve ainda ser subdividido. Entdo, deve-se escolher um
intervalo de tempo pequeno o suficiente para descrever a vibracdo da estrutura na maior
freqliéncia captada (por exemplo: Dt =0.002s ou Dt =0.001s). No trabalho de
TAYLOR & PAPADOPOULOS (1993), os autores recomendam intervalos de tempo

baseados na velocidade de propagacéo de ondas (c= rE)' O intervalo de tempo

8 Sem ocorréncia de impacto.



recomendado deve ser proximo arazdo do comprimento caracteristico médio dos
elementos finitos pela velocidade de propagacéo de ondas (Dt=£). No caso de
Cc

estruturas reticuladas, o comprimento caracteristico € o proprio comprimento do
elemento finito e no caso de elementos bidimensionais, corresponde ao didmetro de uma

circunferéncia onde o elemento possa ser circunscrito.

5.7 Exemplos numéricos
5.7.1 Impacto unidirecional entre duasbarras

Este exemplo, encontrado em CARPENTER et al. (1991), trata do impacto entre
duas barras iguais, com mesma velocidade inicial, se movimentando em sentidos
opostos. As caracteristicas fisicas, geométricas e cinematicas do problema original sdo
apresentadas nafigura 12.

E1=30000.0 ksi E,=30000.0 ksi
A;=1.01in? A;=1.0 in?
p1 =7.33710*1b s2/in* P2 =733710 *1b s/’
X, =202.2 in's X,=202.2 /s
D — S @
| 10in e | 10in |

Figura 12 - Dados de entrada do problema originais

Para usar a formulacdo bidirecional proposta neste capitulo aproveitou-se a
simetria do problema, conforme o apresentado na figura 13. Neste problema, o impacto
ocorre no meio do espaco inicial entre as barras. No lugar da barra 2 definiu-se uma
regido quadrada finita como anteparo rigido na posicdo de impacto do problema
original. As respostas foram obtidas para dois intervalos de tempo (Dt=2.0 10°%s e
Dt=0.5 10°s). A barrafoi discretizada em 20 elementos finitos e o espago inicial entre

as barras do problemaoriginal € d=0.02in.



E=30000 ksi
A=1.0in®
pP=7.33710"1bs?/ in*

X=202.2 in's
.

10.0in

Figura 13 - Dados de entrada do problema modificados

5.0in

24
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S80 apresentados como respostas numeéricas os graficos de posicao, velocidade e

forca de contato do ponto que sofre impacto na barra 1, ao longo do tempo. A origem do

sistema de referéncia esta no n6 1. Nas figuras 14, 15 e 16 sdo apresentadas também as

solucdes analiticas do problema de corpo rigido, que para este tipo de problema podem

ser encontradas em CARPENTER et al. (1991).

* Parat<timpacto

U, =U,t

U, =U,

1,=0

= Para timpacto <t <tseparacio
U,=0

U, =0

|, =-Uy+/Er

" Pal’a t = tgapara@éo

. B 0
u, =2u0§q—+ L\/E— 13
U, VE 2

Onde:
t = d

impacto U
0

t

ﬁ

~ :i + 2L r_
separagio Uo E

(56)

(57)

(58)

(59)

(60)



L - comprimento das barras

d - espacoinicial entre as barras

U; - deslocamento do n6 gque sofreu impacto na barra 1

| 1 - multiplicador de Lagrange do né que sofreu impacto nabarra 1

10,011
10,010—-
10,009—-
10,008—-
10,007—-
10,006—-
10,005—-

X [in]

10,004—-
10,003—-
10,002—-
10,001—-

10,000 ———

— Solucgédo Analitica
—=— Solucdo Numérica (At=0.5x10"°s)
—a— Solucdo Numérica (At=2.0x10"°s)

0 2

6 8 10 12 14 16 18 20 22
t[s] x10°°

Figura 14 - Tempo X posicéo horizontal do ponto que sofreimpacto nabarra 1

250
200 —_‘1
150 —
100 —

50

04

-50

VELOCIDADE [in/s]

-100 —
-150

-200

— Solugdo Analitica
—=— Solugdo Numérica (At=0.5x10"s)
—4— Solugdo Numérica (At=2.0x10s)

-250 —
0 5

T y T y T y T y T y T y 1
10 15 20 25 30 35 40

t[s] x10°

Figura 15 - Tempo X velocidade horizontal do ponto que sofreimpacto nabarra 1
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o A

-5.000:
-10.000:
-15.000:

-20.00064

-25.00064

FN[Ib]

-30.00064

-35.00064

— Solugéo Analitica
) —=— Solug&o Numérica (At=0.5x10"°s)
-45.0004 —a— Solug&o Numérica (At=2.0x10°s)

-40.00064

50.000+—————F—————7 77T T T 7
o 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22

t [s] x10°°

Figura 16 - Tempo X forca de contato horizontal do ponto que sofreimpacto nabarra 1l

Para os dois intervalos de tempo utilizados, as respostas se aproximaram das
solucBes analiticas. Sendo que para o menor intervalo de tempo (Dt=0.5 10°%) a
resposta foi melhor em relac@o & solugdes analiticas, conforme era esperado. Na figura
15, avelocidade do ponto analisado, para os dois interval os de tempo, oscila em relacéo
avelocidade de —202.2 in/s ap6s a separacdo das barras. Este fendmeno ocorre devido
a0 movimento oscilatério apresentado pela barra eléstica apdés o impacto e ndo é
representado pela solucdo analitica simplificada.

A seguir, introduziu-se plasticidade a andlise. Definiu-se um limite de
escoamento para as barras (oy=10ks)) e utilizou-se um modelo de encruamento
istropo (H=0; K=1000ks). As demais caracteristicas fisicas, geométricas e
cineméticas sd0 as mesmas descritas na figura 13. S0 apresentados como respostas
numéricas, obtidas com a formulacgo proposta, os graficos de posicéo, velocidade e
forca de contato do ponto que sofre impacto na barra 1, ao longo do tempo. Nas figuras
17, 18 e 19 sfo apresentadas também as solucdes andliticas lineares do problema e

numéricas obtidas com o programa comercial ANSYSO, utilizando-se os parametros

modificados de integracéo temporal (g=1.5; b=1.0).



X [in]

10,011
10,010—-
10,009—-
10,008—-
10,007—-
10,006—-
10,005—-
10,004—-
10,003—-
10,002—-
10,001—-

10,000

— Solugdo Analitica Linear
—a— Solucdo Numérica Nao Linear (At:0.5x10'es)
—a— Solucdo Numérica ANSYS (At=0.5x10°s)

0

t[s] x10°

Figura 17 - Tempo X posicdo horizontal NLF do ponto que sofreimpacto nabarra 1

250

150 _
100 —

50 _
0
_50_-

-100

VELOCIDADE [in/s]

-150

-200

— Solugédo Analitica Linear
—&— Solugdo Numeérica Nao Linear(At:O.leo'es)

-250
0

t[s] x10°

Figura 18 - Tempo x velocidade horizontal NL F do ponto que sofreimpactonabarra 1
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04

-5.000

-10.000

-15.000
-20.000

-25.000

F [Ib]

-30.000

-35.000 — Solugéo Analitica Linear
—=— Solucso Numérica N&o Linear (At=0.5x10°s)

-40.000 - - . o
—4— Solugédo Numérica ANSYS (At=0.5x10"s)

-45.000 T T T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t[s] x10°

Figura 19 - Tempo x forca de contato horizontal NLF do ponto que sofreimpacto nabarra 1

A primeira plastificacdo ocorre logo no inicio do impacto (t=5.0 10°s) e se
desenvolve nas barras até 0 momento da separacdo (t=21.0 10™s). Percebe-se que no
caso NLF, as barras ficam em contato por mais tempo® e a0 se separarem as vel ocidades
de retorno sdo menores que as velocidades de retorno do caso elastico (—202.2 in/s). A
diminuicdo da velocidade de afastamento do ponto analisado, em valor absoluto, era
esperada, pois ha perda de energia durante a plastificacdo. Ainda em relacdo &
velocidades, apds a separacdo as barras se movimentam em sentidos opostos aos seus
movimentos iniciais, com oscilagdes nas amplitudes das vel ocidades.

Quanto & forcas de contato desenvolvidas durante o impacto, S0 menores que
& do caso linear e estdo compreendidas em dois intervalos de tempo, um de mesma
duracdo do impacto linear (5.0 10°s<t<15.0 10™s) e outro intervalo complementar
(15.0 10°s<t<21.0 10°s), sendo a forca de contato do Ultimo intervalo ainda menor
que a do primeiro intervalo. Nos instantes iniciais do impacto, as for¢as de contato
sofrem oscilagfes devido a plastificagdo.

A plastificacdo neste exemplo traz informagdes importantes para o projeto de
estruturas submetidas ao impacto. Observa-se que para a barra elastopléstica as forcas
de contato sGo menores que as for¢as de contato do caso eléstico. Portanto, os niveis de
aceleracdo também serdo menores e no projeto estrutural isto significa que as condicdes
de seguranca sero maiores. E claro que a barra ndo é um veiculo de transporte, mas 0s
conceitos validos para este exemplo também sdo validos para problemas mais

complexos, como o impacto em veicul os de transporte tripul ados.

® No caso linear, o tempo de contato ét=10.0 10°s.
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As respostas obtidas com o programa ANSY S para posi¢oes e forcas de contato
foram préximas & obtidas com a formulacdo proposta. O programa ANSYS néo
possibilita alistagem direta das vel ocidades.

Nas figuras de nimero 20 a 23 sdo apresentadas as respostas obtidas com o
programa de andlise estrutural ANSY S para duas combinacdes de parametrosge b. Sdo
apresentadas as respostas em deslocamento e forca de contato, utilizando-se 0 mesmo
intervalo de integracdo temporal do exemplo (Dt=0.5 10°s). Foram utilizados no
programa ANSY S os elementos BEAM 3 e CONTAC26 (2D point-to-ground contact).

—— Solugsio Numérica ANSYS (At=0.5x10°s) |

10,011
10,010

10,009—-
10,008—-
10,007 ]
10,006—-
10,005—-

X [in]

10,004—-
10,003—-
10,002 ]
10,001 ]

w00 b
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t [s] x10°

Figura 20 - Tempo X posi¢éo horizontal NLF do ponto que sofreimpacto na barra 1 obtida com o
programa ANSYS (y=0.5; =0.5)

i M

-20.000 -
-25.000
-30.000
-35.000 -
-40.000 -
-45.000 -
-50.000 4
-55.000 -
-60.000 -
-65.000 4
-70.000 T T T T T T T T T T T T T

0 5 10 15 20 25 30 35 40

t [s] x10°

CoN [1b]

— Solugsio Numérica ANSYS (At=0.5x10"s)

Figura 21 - Tempo X forca de contato horizontal NLF do ponto que sofreimpacto nabarra 1
obtida com o programa ANSY S (y=0.5; B =0.5)
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—— Solugsio Numérica ANSYS (At=0.5x10°s) |

10,011
10,010

10,009—-
10,008—-
10,007 ]
10,006—-
10,005—-

X [in]

10,004—-
10,003—-
10,002 ]
10,001 ]

w000 b
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t [s] x10°

Figura22 - Tempo X posi¢ao horizontal NLF do ponto que sofreimpacto na barra 1 obtida com o
programa ANSYS (y=0.5; B =0.25)

TN

-30.000

-40.000

CoN [1b]

-50.000

-60.000 — Solugao Numérica ANSYS (At=0.5x10°s) |

-70.000

T T T T T T T T T T T T T
0 5 10 15 20 25 30 35 40

t [s] x10°

Figura 23 - Tempo x forca de contato horizontal NLF do ponto que sofreimpacto nabarra 1
obtida com o programa ANSY S (y=0.5; B =0.25)

Conforme pode ser observado nos gréficos anteriores, as respostas do ANSY S
gue utilizaram a integracdo de Newmark modificada, com parametros g=1.5e b=1.0,
apresentaram resultados proximos das obtidas com a formulac&o proposta, figuras 17 e
19, tanto para o deslocamento do ponto que sofreu impacto da barra 1 como paraaforca
de contato. Ja as respostas que utilizaram os parametros propostos por CHAUDHARY
& BATHE (1986), g=b=0.5, e parametros de integracdo usuais em problemas
dindmicos, g=0.5 e b=0.25, apresentaram um resultado razoavel para a posicao

horizontal, figuras 20 e 22, e um péssimo resultado para a forca de contato, com muitas
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oscilagdes, conforme apresentado nas figuras 21 e 23. Isto mostra como a atividade de
pesquisa relacionada & técnicas numeéricas € de grande importancia mesmo para definir

caminhos para 0 uso de programas comerciais existentes.

5.7.2 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigidoinclinado

O exemplo trata do impacto de uma estrutura de malha anelar em um anteparo
rigido inclinado. A estrutura foi discretizada em 32 elementos finitos e se movimenta
com velocidade constante. Considera-se 0 problema sem atrito. As caracteristicas
fisicas, geométricas e cineméticas do problema sdo apresentadas na figura 24. As
respostas obtidas sdo comparadas com o programa comercial ANSY S, utilizando-se os

parametros modificados de integracéo tempora (g=1.5; b=1.0).

E=2.1 10" N/m?2
1=5.20833 107" m*
A=25.010*m?
p=7.7 10° N s /m*

3.05m

ELEMENTO MUDO

ELEMENTO MUDO

| 4.35m

Figura 24 - Dados de entrada do problema

Adotou-se na andlise um intervalo de integracéo temporal igual a Dt =0.00015s.
Nas figuras 25 e 26 sdo apresentadas as posicoes horizontal (X) e vertical (Y) do né
nimero 28. Nas figuras 27 e 28 sdo apresentadas as forcas de contato e multiplicadores
de Lagrange para este mesmo nd, nas direcdes X e Y. A origem do sistema de
coordenadas XY se encontra no centro da estruturaindeformadainicial.
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0,40 -
i NO 28
0,30 —a— Formulagéo Posicional (R=0,0)
- —o— ANSYS (n+0,0)
0,20 (At=0.00015s)
0,10+
0,00 T T T T T T T T T T T T 1
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12 0,14
t[s]
Figura 25 - Tempo X posicao horizontal (X) don6 28
1,25 i
] NO 28
1.00 4 —a— Formulagédo Posicional (R=0,0)
T —o— ANSYS (m=0,0)
T T 1
0,12 0,14

Figura 26 - Tempo x posicao vertical (Y) dond 28
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0 = —
-100.000
£ .200.0001
><(/)
3 NG 28
X
1 -300.000- —— Forga de Contato ANSYS
—a— Forca de Contato
—a— Multiplicador de Lagrange
(At=0.00015s)
-400.000
T T T T T T T T T 1
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

t[s]

Figura 27 - Tempo x forca de contato (e multiplicador de L agrange) na diregéo horizontal do n6

28
NO 28
600.000 —— Forga de Contato ANSYS
—a— Forc¢a de Contato
—4— Multiplicador de Lagrange
500.000 - (At=0.00015s)
— 400.000 -
Z
&
2 300.000 -
>
% 200.000 -
100.000 -
0 - T
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05

t[s]
Figura 28 - Tempo x forca de contato (e multiplicador de L agrange) na direcdo vertical do né 28
As respostas em posicoes e forcas de contato, obtidas com a formulagdo

posicional, foram muito préximas das encontradas com o programa ANSY S. Observa-
se nas figuras 27 e 28 que as forgas de contato e os multiplicadores de Lagrange,
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calculados a partir da equacdo (48), sdo praticamente iguais, a menos dos saltos nos
instantes iniciais do impacto que apresentam os multiplicadores de Lagrange. Na figura
29 sdo apresentadas posi¢Oes deformadas da estrutura em determinados instantes de
tempo.

t=0.14s

—*— Anteparo rigido
—e— Deformacdes anelares (R=0,0)
(Dt=0,00015s)

Y [m]

-2,0 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
X [m]

Figura 29 - Configuracfes da estrutura

5.7.3 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido

O exemplo trata do impacto de uma maha anelar em um anteparo rigido
horizontal. A estrutura se movimenta com velocidade constante, seguindo umatrajetoria
inclinada em relacéo ao anteparo. Foram utilizados 16 elementos finitos na discretizacéo
da estrutura anelar e os dados do problema podem ser vistos na figura 30. Considera-se
na andlise do problema as situacbes sem atrito e com atrito. Este exemplo pode ser
encontrado em WRIGGERS et al. (1990). Os autores consideram as variaveis

adimensionais. Adotou-se um intervalo de integracdo temporal igual a Dt = 0.05.



E=100.0
[=8.33333 10°?
A=1.0

pP=0.01

ELEMENTO MUDC

ELEMENT O MUDO

ELEMENTO MUDC -,

50

Figura 30 - Dados de entrada do problema
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Na figura 31 sdo apresentadas as configuracOes deformadas da estrutura para

varios instantes de tempo, segundo a referéncia. Na figura 32 sdo apresentadas as

respostas obtidas com a formulacdo ndo linear geométrica posiciona para as duas

situacOes analisadas. Para a situacdo sem atrito o angulo de reflexdo obtido foi de 49.83°

e para a Situagdo com atrito (considerando coeficiente de atrito equivalente ao da

referéncia, R=0.10) o angulo de reflexdo foi de 34.86°. Na referéncia, figura 31, os

angulos de atrito sdo respectivamente 50° e 35°. Os resultados dos angulos de reflexéo

estdo resumidos natabela 1.

Tabela1- Angulosdereflexdo

Referéncia

Formulac&o posicional

Impacto sem atrito | Impacto com atrito

I mpacto sem atrito

Impacto com atrito

50°

35°

49.83°

34.86°
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3
-

"“‘\\Q‘:\\\- .

o \
AN (b)
-
Figura 31 - Respostas da refer éncia para os casos. (a) sem atrito (b) com atrito
(a) —— Anteparo Rigido (b)
0 % Anteparo Rigido 20— —e— Deformacgdes anelare (R=0.1)
] —e— Deformacgdes anelare (R=0.0) (©=005)
t=20.0

20 J

o

7

v
10+ f 0
s s A .‘-\t‘\\\lrf 7
NS 2
0 ‘\ N
e
..")'/
N\ s" ///’/
104 N - T
10 0 10 2 30 40 50
X X

Figura 32 - Configuragtes anelar es obtidas para os casos: (a) sem atrito (b) com atrito

Considerou-se ainda uma nova situagdo de impacto com atrito, apresentada na
figura 33. No caso, os dados da estrutura s80 0os mesmos apresentados na figura 30,
porém, agora o anteparo considerado € dentado. Esta situacdo ndo é apresentada na
referéncia e utilizou-se 0 mesmo coeficiente de retorno do caso (b) apresentado na
figura 32. Observa-se pela figura 33 que 0 novo anteparo introduz um efeito geométrico

gue aumenta o atrito no impacto, pois o angulo de reflexdo aumenta.
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40

30

20

—*— Anteparo Rigido
—e— Deformagdes anelare (R=0.1)
(Dt=0.05)

-10 #

— T T — T T T T T T 1
-10 0 10 20 30 40 50 60 70

X

Figura 33 - Configuragdes anelar es obtidas para o impacto com atrito em anteparo dentado

5.7.4 Impacto bidirecional de anel em anteparo rigido em forma deV

O ultimo exemplo deste capitulo trata do impacto de uma estrutura reticulada
anelar em um anteparo rigido em forma de V, também encontrado no artigo de
WRIGGERS et al. (1990). A estrutura se movimenta com velocidade constante em
direcdo ao anteparo. Devido asimetria, metade da estrutura foi discretizada em 30
elementos finitos e os dados do problema podem ser vistos na figura 34. O anteparo foi
discretizado por 3 elementos (sendo dois mudos), definindo um dominio finito naforma

de tridngulo. Os autores consideram as variaveis adimensionais. Utilizou-se uma

discretizagéo temporal constante igual Dt = 0.05.

20

33

ELEMENTO MUDO

F=100.0 0
=833333 1077 =
A=10

p=0.01 ELEMENTO MUDO

12.74

Figura 34 - Dados de entrada do problema
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Na figura 35 sdo apresentadas as configuracOes deformadas da estrutura para
varios instantes de tempo, segundo a referéncia. Nas figuras 36 e 37 sdo apresentadas as
respostas obtidas com a formulagdo ndo linear geométrica posicional para a situacdo
sem atrito e com atrito, respectivamente. A referéncia apresenta apenas as configuragoes
em aguns instantes, sem maiores detalhes. No entanto, os graficos das posicoes
deformadas encontrados foram bem semelhantes aos da referéncia, o que leva a crer que

0s resultados s&o de boa qualidade.

Figura 35 - Respostas da referéncia para os casos. (a) sem atrito (b) com atrito

—*— Anteparo rigido —¥— Anteparo rigido
_ —e— Deformagdes anelares (R=0.0) —e— Deformagdes anelares (R=0.00)
t=0.00 (Dt=0,05)
104 =l 104 (Dt=0.05)
5 5
04 0+
54 -5
5. 104 5. 104
-154 -154
-20 -20
-25 -25
-30 -30
T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T T
20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25 30 35 40

X

Figura 36 - Configur acBes anelar es obtidas para o caso sem atrito
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—*— Anteparo rigido
—e— Deformacgdes anelares (R=0.60)
t=0.00 (Dt=0.05)

-104
-154
-204

1 t=1.80
.25

-304

Figura 37 - Configuragfes anelar es obtidas para o caso com atrito

Com o intuito de extrair maiores informagdes do exemplo e testar o programa
desenvolvido, efetuou-se um corte na metade da altura do anteparo, figura 38, de
maneira a permitir que a estrutura continuasse seu movimento. Os dados do problema
s80 0s mesmos apresentados na figura 34, com excecdo da forma do anteparo.

Considerou-se um coeficiente de atrito R= 0.25.

—*— Anteparo rigido

X

Figura 38 - Configur acfes anelar es obtidas para o caso do antepar o secionado na metade da altura

(com atrito)

Na figura 39 aterou-se novamente a forma do anteparo, de maneira que a
metade superior do anteparo fosse igual ao anteparo original e a metade inferior do
anteparo fosse vertical. Os dados do problema sdo os mesmos apresentados na figura
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34, com excecdo da forma do anteparo. Considerou-se neste caso um coeficiente de
atrito R=0.10. Tanto no caso apresentado na figura 38 com no caso apresentado na

figura 39 fez-se uso das condicdes de simetria do problema.

-10

—*— Anteparo rigido

—— Deformacdes anelares (R=0.10)
(Dt=0.05)

-204

-30 4

.40

-20  -10 0 10 20 30 40 50 60 70 80

Figura 39 - Configuracfes anelar es obtidas para o0 caso do antepar o secionado na metade superior e

com geometria vertical na metadeinferior (com atrito)

Na figura 40 considerou-se uma forma dentada para o anteparo. Os dados do
problema so 0s mesmos apresentados na figura 34, com excecdo da forma do anteparo.
Considerou-se neste caso um coeficiente de atrito R=0.10 e fez-se uso das condi¢des de
simetria do problema.

Por fim, na figura 41 apresenta-se um grafico com posi¢oes verticais dos nés

inferiores das estruturas anelares analisadas nas figuras 36 a 40.

20+ —x— Anteparo rigido
t=10.0 —e— Deformagdes anelares (R=0.10)

(Dt=0.05)

t=0.00 JocT

-10- g
N

154

104

N
>

-15 Y

20— T T T T T T T T T

Figura 40 - Configur acBes anelar es obtidas para o caso do antepar o dentado (com atrito)
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0
-5
-10
-15
-20
-25 4
-30
> |
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Figura4l- Tempo X posicdo vertical (Y)dono6 1

Deve-se comentar que no caso do anteparo 1 com atrito (R=0.60) o nd 1 parade
Se movimentar.

Os resultados obtidos neste capitulo demonstram a qualidade e o potencial da
formulacdo desenvolvida. Os exemplos analisados apresentam estruturas sujeitas a
grandes deflexdes e rotagdes. Em alguns casos é possivel ter comportamento pés-critico
e 0S programas computacionais desenvolvidos sdo capazes de encontrar as posi¢oes de

equilibrio mesmo nesta situacéo.
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6 IMPACTO ENTRE ESTRUTURASRETICULADASPLANAS

6.1 Consideracdesiniciais

Neste capitulo o algoritmo de contato/impacto € aplicado em problemas de
colisdo bidirecional entre estruturas reticuladas planas. No impacto entre estruturas é
necessario avaliar tanto as corregfes de posicéo e forgas de contato desenvolvidas nas
estruturas impactantes como os efeitos gerados por estas forcas nas estruturas alvo. Para
as estruturas impactantes utiliza-se o algoritmo de impacto baseado em equacdes
integrais, apresentado no capitulo anterior, e aplica-se o algoritmo de retorno, que sera
descrito neste capitulo. Para as estruturas alvo € necessério considerar a distribuicdo das
forcas de contato, a Situacdo particular de impacto nodal e a determinagéo das
condicOesinicials.

Ser&o apresentadas apenas as modificagcdes que deverdo ser feitas para o caso de
impacto entre estruturas, sendo validos os model os de atrito e plasticidade utilizados nos

capitul os anteriores.

6.2 Algoritmo deretorno edistribuicdo das for cas de contato

O retorno dos pontos nodais impactantes em elementos das estruturas alvo é
feito conforme o modelo de atrito apresentado no capitulo anterior. As novas posi¢oes,
velocidades e aceleracOes de cada ponto que sofreu impacto devem ser consideradas no

célculo das forcas de contato, conforme a equacédo (1).

+ st+1 + CXS+li Xs+1I Gc (1)
S+1 (4]

Rl

Estas forcas de contato geradas nos pontos das estruturas impactante que
entraram em contato devem ser distribuidas nos elementos que sofreram impacto da
estrutura alvo. S&o estas forgas de contato aplicadas nos pontos de retorno |, de cada

elemento que sofreu impacto, que ocasionardo movimento na estrutura alvo. Na
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figura 1 esta ilustrado o impacto de um ponto nodal com trajetéria CD em um elemento
AB da estrutura alvo.

Figura 1 - Distribuicdo da for ¢ca de contato aplicada no ponto | de um elemento da estrutura alvo

Nas condicbes apresentadas na figura 1, as forgas de contato F; e F, geram
componentes de forgcas nos nés A e B. Estas componentes dependem da posicdo de

retorno no elemento AB. Para calcular a posicdo de retorno tomase o0 sistema de
referéncias local XY’ , com origem no ponto médio do elemento. O ponto de retorno
sord X. E importante salientar que referéncias como ANSYS 55 (1998) e
WRIGGERS et al. (1990) adotamn o ponto X, como ponto de retorno,
independentemente da existéncia de atrito. Também vale lembrar que pelo novo modelo
de atrito proposto, quando R=0 tem-se X, =X, . As funcdes de distribuicdo dos
carregamentos sdo consideradas lineares.

As forcas aplicadas nos n6s do elemento da estrutura alvo (Fxa, Fya, Fxs € Fvg)
s80 calculadas a partir de uma distribuicgo linear das forgas de contato nas diregbes
horizontal e vertical (F1 e F,), conforme proposto por WRIGGERS et al. (1990).

Frab §27 L 3R @
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De acordo com a figura 2, o valor de X, (sistema X'Y") pode ser caculado

com base no sistema de coordenadas local XY .

Figura 2 - Coordenadas locais em um elemento da estrutura alvo que sofreu impacto

Onde M representa o ponto médio do segmento AB. Tomando-se com base o
sistema XY , tem-se:
XT = X:A - X:\/IA (4)
Nafigura 2, as cotas verticais em coordenadas globais (sistema XY ) podem ser

cal culadas pel as seguintes expressoes:

Yia =Y - Ya )
v, :% (6)
Yyua =Yy - Yau (7)

Pode-se utilizar o seguinte procedimento para o célculo das variaveis necessarias

na solucéo da equacao (4):

=SeVYal Yp entao:

X;, = ®
seng
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. Y,

Xya =—2A 9
e ©
'Sen?m(YA=YB):

X, =X, (10)
» Xt X

XMA:% (11)

No caso de impacto entre uma estrutura e um anteparo rigido, ndo ha
distribuicdo de forcas de contato para os nés dos elementos do anteparo aonde

ocorreram oS impactos.

6.3 Impacto nodal

O impacto nodal pode ocorrer caso um n6 da estrutura alvo esteja colinear com a
trajetéria de impacto de um né da estrutura impactante. No caso, a colinearidade é
admitida dentro de certa tolerancia. Na figura 3, ilustra-se uma trajetoria definida pelo
segmento de reta CD com um ponto A aproximadamente colinear a0 segmento. Ao

invés do retorno ser feito para o elemento cujo valor da integral H ; for mais proximo

de 0.5, para o ponto N apresentado na figura 3, o retorno sera feito para o ponto nodal A

da estrutura avo.

Figura 3 - Situagdo deimpacto nodal

Para testar colinearidade do ponto A com o segmento de reta CD utilizam-se os

coeficientes de reta mep € myp, aém das distancias Rcp € Reca. O ponto A serd
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considerado como pertencente a0 segmento CD quando forem verificadas duas

condicoes:
Mo - Mep| £TOL (12)
Rea £ Reo (13)

Os coeficientes mep € map Sa0 calculados a partir das tangentes y cp € Y ap,
conforme apresentado no capitulo 5. Caso 0 segmento CD e o segmento AD sgjam,
dentro da tolerancia especificada, aproximadamente verticais, considera-se apenas a
equacdo (13) naverificagdo da colinearidade.

O agoritmo de impacto proposto calcula inicialmente o retorno para o elemento

com valor da integral H ; mais proximo de 0.5, em seguida verifica se para cada

trajetéria de ponto nodal da estrutura impactante se existe algum n6é da estrutura alvo
que sgja colinear a cada trgjetdria analisada. Se houver, entdo o impacto passa a ser do
tipo nodal e as forcas de contato serdo calculadas para as novas corregoes de
deslocamento e serdo transferidas diretamente como forgas de contato, com sentidos

opostos, para o respectivo n6 da estrutura alvo.

6.4 Condiclesiniciais

Em problemas usuais de dindmica das estruturas, que ndo envolvem nao
linearidade devido ao contato, as varidveis podem ser prescritas de duas maneiras,
através das condi¢des de contorno e das condi¢Bes iniciais. A partir das condicdes de
contorno em forca e das condi¢des iniciais calculam-se as aceleragBes iniciais (X, ) nos
pontos nodais.

U, | d
u
X100

, é :
Xo =M ""éF; - CX, - (14)
e

Para os problemas dinamicos chamados de usuais, apds o cdculo de X, inicia-

se a solucdo do primeiro passo de tempo e sucessivamente dos proximos passos, de
acordo com o agoritmo de integracéo temporal utilizado. No caso do impacto entre
duas ou mais estruturas, € necess&rio efetuar o célculo das aceleragdes iniciais nas
estruturas alvo quando os impactos ocorrerem pela primeiravez. Esta necessidade existe
porgue no instante inicial da analise pode ser que ndo tenha ocorrido ainda nenhum
impacto. Caso a estrutura alvo esteja em repouso e sem nenhum carregamento externo

aplicado, entdo ndo havera aceleragdo inicial na estrutura avo. No instante inicia do
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impacto sdo aplicadas forgas externas, geradas pelas forcas de contato, na estrutura avo.
Este novo carregamento externo aplicado provoca uma aceleracdo inicial na estrutura

avo e que ndo existia previamente, pois no cdculo de X, (t=0s) nd havia esta

condicéo de contorno em forca externa aplicada na estrutura alvo. Portanto, para cada

NoVo impacto que ocorre € necessario que se calcule as aceleracfes iniciais da estrutura

alvo que sofreu impacto ( X ).

B h
Xy

u
¥ (15)

K|

t)a
Onde o indice sobrescrito E indica estrutura alvo que sofreu impacto e o indice
subscrito (t) indica o tempo no qual ocorreu o respectivo impacto. A equacdo (15) deve
sempre ser aplicada quando uma estrutura alvo sofrer impacto, nos respectivos instantes

iniciais de cada impacto.

6.5 Exemplos numéricos
6.5.1 Impacto entre duas estruturas anelares

O exemplo trata do impacto entre duas malhas anelares iguais. A estrutura a
esquerda se movimenta com velocidade constante em direcéo aestrutura alvo, adireita.
Cada estrutura foi discretizada com 32 elementos finitos e 0 espago inicia entre as
estruturas € de d=0.01m. As caracteristicas fisicas, geométricas e cineméticas sdo
apresentadas na figura 4. Considera-se neste exemplo o problema sem atrito. A direita
da figura, observa-se o detalhe do ponto nodal 1 e o elemento 33-34 da estrutura alvo,
aonde ocorrera o impacto. Notase ainda que os nés 33 e 34 foram definidos
estrategicamente com mesmo valor de coordenada global X, com o intuito destes nos
apresentarem 0 mesmo deslocamento horizontal. As respostas obtidas com a formulacéo
proposta, baseada no método do multiplicador de Lagrange, sdo comparadas com as
respostas obtidas pelo programa ANSY S (1998), que utiliza fungbes de penalizacdo

pararesolver problemas de impacto.
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E=2.110" N/m?
1=5.20833 10"’ m*
A=25.0 10"* m?

9 58 57
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- 33T a0 _ - _
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25 41 42
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Figura 4 - Dados de entrada do problema

Foram considerados trés valores para calibrar o coeficiente de rigidez KN
utilizado pelo programa ANSY S. Na figura 5 sdo apresentadas as posi¢des na direcdo X
para os pontos 1 (da estrutura impactante) e o ponto 33 (da estrutura alvo) para os trés

valores de KN considerados.

2’600'_ —— X1 (KN=0.25 10° kN/m)
24004 | — X33 (KN=0.25 10° kN/m)
] | —4— X1 (KN=0.50 10° kN/m)
22004 | —4— X33 (KN=0.50 10° kN/m)
1 | —=— X1 (KN=5.510° kN/m)
2,000q | —o— X33 (KN=5.5 10° kN/m)
E (At Automatico)
_ 1,800
£ ]
> 1,600

t[s]

Figura5- Tempo X posicdo nadirecdo X dosnos1 e 33 (ANSYS)

Observa-se na figura 5 que a variagdo de KN gerou respostas muito diferentes.
Para 0 menor valor de KN o deslocamento do ponto 1 quase ndo influencia o
movimento do ponto 33, € como se 0 nd 1 se movimentasse dentro da estrutura alvo

sem haver grande influéncia no comportamento da estrutura alvo. Valores menores de
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KN geram respostas ainda mais independentes para os deslocamentos dos nés 1 e 33,
enguanto o né 1 se movimenta de maneira quase livre, o nd 33 quase ndo se movimenta.
Para o valor intermediério de KN ainda ha a sobreposi¢ao do n6 1 sobre a estrutura alvo
até o tempo t@.12s. Para o maior valor de KN a sobreposicéo do n6 1 na estrutura alvo
€ menor e durante o tempo de impacto, t@.04s, a diferenca entre o deslocamento do no
1 e do n6 33 € peguena. Para valores maiores de KN é gerado um impacto rigido, a
estrutura 2 passa a se comportar como se fosse um anteparo rigido e ndo se movimenta.
E interessante observar que as diferencas dos valores adotados de KN ndo s30 muito
grandes entre si, mas geram resultados compl etamente diferentes.

Nafigura 6 sdo ilustradas as posi¢des dos pontos 1 e 33 na direcdo X, utilizando-
se a formulac@o proposta e a melhor resposta obtida pela técnica de penalizacdo do
ANSY S (parao maior valor de KN apresentado nafigurab).

- —o0— X 33
2,4 (Dt=0.001s)
] —— ANSYS - X 1 (KN=5.5 10° kN/m)
2,2 —x— ANSYS - X 33 (KN=5.5 10° kN/m)
(Dt Automatico)

2,01

1,84

t[s]

Figura 6 - Tempo X posi¢do nadirecdo X dosnés 1 e 33

Observa-se na figura 6 que a formulagdo proposta fornece respostas mais
coerentes do que as obtidas com as funcbes de penalizagcdo. O periodo de impacto passa
aser igua at@.025s. Durante este periodo os nés 1 e 33 se movimentam juntos, até a
separacdo das estruturas. Apés a separacdo o nd 33 da estrutura alvo, que inicialmente
estava em repouso, passa a ter deslocamentos maiores que 0 n6 1 da estrutura
impactante, que continua a se movimentar, porém com velocidade menor que ainicial.

Observa-se ainda que devido ao fato da funcdo de penalizacdo ser mais flexivel,
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permitindo a sobreposicdo das estruturas, a transferéncia de forgas € feita de forma mais
suave, gerando assim movimentos pés-impacto praticamente sem vibracBes. JA a
formulagcdo proposta permite observar que os corpos, aém de sofrerem alteragdes em
suas velocidades de conjunto, também vibram apos a separacao.

Na figura 7 sdo apresentadas as forcas de contato e multiplicadores de Lagrange
obtidos usando a formulagdo proposta e as forcas de contato obtidas pelo programa
ANSYS.

0

-25.000 1

-50.000

NO 1
—— Forga de Contato
—a— Multiplicador de Lagrange
(At=0.001s)
_ —4— ANSYS - FX (KN=1.0 10° kN/m)
-125.000 4 —e— ANSYS - FX (KN=2.0 10° kN/m)
—v— ANSYS - FX (KN=5.5 10° kN/m)
(At Automatico)

-75.000

[N]

Bl
py
n

-100.000

CON
FX77, X

-150.000

-175.000 - T - T - T - T - T - 1
0,00 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06
t[s]

Figura7 - Tempo X forca de contato (e multiplicador de Lagrange) nadirecdo X doné 1

Os multiplicadores de Lagrange foram um pouco maiores do que as forgas de
contato obtidas com a formulacéo proposta nos instantes iniciais do impacto e a partir
do tempo t@.004s forneceram praticamente os mesmo resultados. Ja as forcas de
contato obtidas usando funcdes de penaizacéo (ANSY S) apresentaram comportamentos
diferentes. Somente a partir do tempo t@.01s comegcam a existir forgas de contato.
Neste tempo, 0 nd 1 ja teria se deslocado dentro da estrutura alvo. De maneira geral,
observou-se para as funcbes de penalizagdo que quanto maiores os valores de KN,
maiores serdo os valores das forcas de contato. Porém, convém salientar que os valores
das forgas de contato obtidos pela formulagéo proposta e pelas fungdes de penalizacéo
sdo completamente diferentes. A formulacdo proposta forneceu resultados mais
coerentes para este problema que as funcées de penalizacéo.

Nafigura 8 sdo apresentadas as configuragdes das estruturas durante o impacto e
apOs a separacao, em determinados instantes.
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-1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 50 -1,0 0,0 1,0 2,0 3,0 4,0 5,0
X[m] X [m]

Figura 8 - Configuracdes dos anéis para determinados instantes de tempo

6.5.2 Impacto entretrés estruturas anelares

O exemplo trata do impacto entre trés malhas anelares iguais. A estrutura a
esguerda se movimenta com velocidade constante em diregdo & estruturas alvos, que
iniciamente se encontram em repouso. Cada estrutura foi discretizada com 32
elementos finitos e 0 espaco inicial entre a estrutura em movimento e as estruturas-alvo
€ de d=0.0lm. Ndo existe separacdo entre as duas estruturas em repouso. As
caracteristicas fisicas, geométricas e cineméticas sdo apresentadas na figura 9.
Considera-se 0 problema sem atrito. A direita da figura, observa-se o detal he dos pontos
nodais 1 e 33, além do detalhe do ponto nodal 49 e do o elemento 65-66, da segunda
estrutura alvo a direita. Nesta situacdo ocorrem dois impactos, envolvendo trés
estruturas. Considerando-se uma numeracao crescente das estruturas, da esquerda para
direita, define-se para o algoritmo de previsdo de impacto que a estrutura 2 € avo da
estrutura 1 e a estrutura 3 € alvo da estrutura 2. A coordenada Xs3 € definida com o
intuito didético de marcar o ponto de origem do primeiro impacto.
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E=2.1 10! 1/m?2
1=6 66667 10°° m"
A=2010 *m?
p=7.710° N s%/m*

© o
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| |
| 1 33
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| 65 |
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2m |5 | 2m | 2m | | 66 |
[ I &

Figura 9 - Dados de entrada do problema

Nafigura 10 sdo apresentados os deslocamentos, com origem na diregdo Xs3, dos
pontos nodais 1, 33, 49 e 65. Estes pontos foram definidos de maneira ailustrar como é
feita a transferéncia de quantidade de movimento® entre as trés estruturas. Na figura 11

s80 apresentas forcas de contato e multiplicadores de Lagrange para os nos 1 e 49.

5,00 - —X1
| |—>—x33
as0] | X490
| |—=—xe5
4,004 (At=0.001s)
3,50
E. 3,00+
X
2,50
2,00
1,50 -
1v00 T T T T T
0,00 0,05 0,10 0,15 0,20 0,25

t[s]

Figura 10 - Tempo X posicdo nadirecdo X dosnods1, 33,49 e 65

! Asforcas externas também podem ser definidas como variagBes nas quantidades de movimento dos
COrpos.
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-1.000 H
-2.000

Z -3.000]

Py ]

x P

-~ -4.000 - NO 1

8 —— Forca de Contato

o —— Multiplicador de Lagrange

-5.000 - NO 49
—=— Forca de Contato
—o— Multiplicador de Lagrange

-6.000 (At=0.001s)
-7.000 T T T T T T T T T T T 1
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,12
t[s]

Figura 1l - Tempo x forca de contato (e multiplicador de Lagrange) na direcdo X dosnés 1 e 49

Na figura 10, nota-se que ap0s a separacao entre as estruturas os nos envolvidos
no impacto continuam seus movimentos de forma oscilatéria. Seguindo-se a numeracdo
da esquerda para direita, o periodo de impacto entre a estrutura 1 e 2 termina em
t@.07s. O impacto entre as estruturas 2 e 3 tem uma duragdo menor t@.06s e termina
em t@.09s. Com base na figura 11, observa-se que até o tempo de t@.06s o impacto
entre as estruturas 1 e 2 é mais relevante, em termos da amplitude das forcas de contato.
Durante o intervalo de tempo que varia de t@.06s a t@.09s o impacto entre as
estruturas 2 e 3 passa a ter maior importancia. No instante inicia do impacto entre as
estruturas 1 e 2, e no segundo impacto entre as estruturas 2 e 3 (t@.035s), ocorrem
saltos nas forcas de contato e multiplicadores de Lagrange.

Na figura 12 sdo mostradas as configuracbes das estruturas em colisdo para

determinados instantes.
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3,0 3,0
2,0 2,0
1,0 1,0
E 0,0+ E 0,0+
> >
-1,0 -1,0
-2,04 t=0.03s -2,04 t=0.10s
73'0 T T T T T T T T 1 73'0 T T T T T T T T 1
40 00 10 20 30 40 50 60 70 80 40 00 10 20 30 40 50 60 70 80
X[m] X[m]
3,04 3,0
2,0 2,0
1,0 1,0
T 004 T 004
> >
-1,0 -1,0
-2,04 t=0.20s 2,04 t=0.25s
'3v0 T T T T T T T T 1 _3v0 T T T T T T T T 1
10 00 10 20 30 40 50 60 70 80 10 00 10 20 30 40 50 60 70 80
X[m] X[m]

Figura 12 - Configuragdes dos anéis par a deter minados instantes de tempo

6.5.3 Estrutura anelar confinada em quadr o flexivel

O exemplo trata do impacto entre uma malha anelar e um quadro flexivel. A
estrutura anelar esta confinada no quadro, conforme ilustrado na figura 13. Considera-se
neste exemplo o problema sem atrito. Neste problema a maha € definida como uma
regido virtual infinita para efeitos de identificagdo do impacto. A estrutura anelar foi
discretizada em 32 elementos finitos e o quadro em 40 elementos finitos. Inicialmente o
quadro se encontra em repouso, enquanto a estrutura anelar se movimenta com
velocidade constante em uma trajetéria inclinada em direcéo ao contorno da malha. Na
figura 14 sdo apresentadas as posices dos nés 1 e 33 nas diregdes horizontal (X) e

vertical (). O espacoinicial entre as estruturas é de d=0.05m.
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Figura 13 - Dados de entrada do problema

12-
0.9-
0,6-
_ 03-
£
0
<L O|O
O ]
(7]
0 -0,34
o
—a X1
0.6+ X33
1 ev1
0,9 —v33
] (Dt=0.00015)
-1,2 y T y T y T y T T T T T
0,00 0,02 0,04 0,06 0,08 0.10 0.12

t[s]

Figura 14 - Tempo X posi¢des horizontal (X) evertical (Y) dosnoés1e 33

Na figura 15 sdo mostradas as configuracdes das estruturas em colisdo para

Va&ios instantes.
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Figura 15 - Configuragdes estruturais em deter minados instantes de tempo



118

7 CONCLUSOESE CONSIDERACOESFINAIS

7.1 Conclusdes

Como conclusio da tese seréo feitas as consideracOes finais sobre os resultados
obtidos e em seguida serdo apresentadas algumas sugestdes para trabal hos futuros, para
a sequéncia do trabalho desenvolvido natese.

Durante o doutorado foram apresentadas formulacdes, baseadas no MEF, para a
solucéo de problemas de impacto bidireciona entre estruturas reticuladas planas e
foram desenvolvidos codigos computacionais adequados para implementacdo das
formulagdes desenvolvidas. Os exemplos apresentados nos quatro Ultimos capitulos da
tese comprovam a precisdo das formulacOes e dos programas desenvolvidos, sendo
plenamente atingido o objetivo do trabal ho.

A primeira contribuicdo relevante da tese estd na extensdo para 0S Casos
elastoplastico e dindmico da formulacdo posicional ndo linear geométrica estatica
desenvolvida em CODA (2003) e CODA & GRECO (2003). Com atécnica de conexao
nodal apresentada no apéndice 4, o programa dindmico péde ampliar 0 campo de
aplicagdes da formulacdo para além dos problemas convencionais da Engenharia Civil,
se destacando a aplicacdo a problemas de multicorpos. Em relacdo ao tema da tese
propriamente dito as contribuicdes estédo principalmente nos algoritmos de impacto e
retorno para problemas bidirecionais de impacto. A confirmacdo da originalidade e
relevancia das contribui¢des pode ser verificada através da aceitacdo para publicacdo de
dois artigos cientificos em revistas indexadas de alto coeficiente de impacto na area de
Engenharia, ver CODA & GRECO (2003) e GRECO, CODA & VENTURINI (2003).

Apesar de tratar apenas de um tipo de elemento finito, um dos mais simples, a
tese aborda um vasto contelido, com trés tipos de ndo linearidades encontradas em
estruturas (fisica, geométrica e de contato). Outro ponto de destagque € a utilizacdo dos

multiplicadores de Lagrange e de um algoritmo de integracdo temporal eficiente na
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solucéo dos problemas de impacto, constituindo uma alternativa interessante para tratar
0 problema.

Nas referéncias bibliogréficas € apresentado um nimero razoavel de trabalhos.
Consultaram-se diversas outras referéncias; que ndo foram apresentadas devido afalta
de relacdo direta com o tema da tese. Outro comentario que se deve fazer € arespeito da
bibliografia complementar, congtituida por algumas teses de excelente qualidade
defendidas no Departamento de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos nos
ultimos anos, e que buscaram um enfoque mais voltado para aplicagdes em Engenharia
Civil.

Para os problemas analisados nesta tese, considerados de dinamica néo linear, 0s
resultados obtidos sdo considerados de excelente qualidade. Os agoritmos numéricos
utilizados nas formulagdes apresentaram as caracteristicas desgjaveis de consisténcia,
convergéncia e estabilidade, definidas no apéndice 2, para os exemplos numéricos

apresentados.

7.2 Consider acbes finais e desenvolvimentos futur os

Existem outros tipos de problemas, mais complexos, e que ainda ndo foram
testados com os agoritmos desenvolvidos. Estes problemas sdo considerados de
dindmicando linear e ndo ideal*. A estabilidade dos sistemas n&o lineares gerados nestes
problemas, também truncados por séries de Taylor, pode ser verificada através do
método de Liapunov®. Este tipo de verificacdo de estabilidade é estudada através dos
auto-valores do sistema.

Apobs serem feitas as consideracOes finais serdo apresentadas algumas sugestées
para trabal hos e projetos futuros que o doutorando pretende desenvolver.

Atualmente, a ferramenta numérica mais utilizada na solucéo de problemas néo
lineares geométricos € o MEF e recomenda-se que sgja utilizada em futuras formul agdes
desenvolvidas.

Uma futura aplicacéo € o estudo de comportamento pds-critico, com o calculo
dos pontos de bifurcacdo. O artigo de BATTINI et al. (2003) utiliza a equacéo
diferencial ndo linear geométrica para o calculo dos pontos de bifurcagdo. No caso, o

sistema ndo linear de equacdes seria composto por trés equacoes.

1 A dinamicando ideal estuda ainfluéncia do movimento de um sistema em sua fonte excitadora.
2 As funcdes de Liapunov definem a regio de estabilidade do algoritmo.
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bifurcacdo. Assim, o sistema de equacdes (1) pode ser resolvido pelo agoritmo de
Newton-Raphson, conforme descrito no artigo de WRIGGERS et al. (1988).
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A identificacdo dos pontos de bifurcacéo em problemas estéticos deve ser feita
utilizando-se um algoritmo do tipo arc-lenght, como os apresentados por RIKS (1979) e
CRISFIELD (1981).

Outro topico possivel de ser considerado, com certa facilidade, € o efeito da
variacdo de temperatura nas deformagdes dos membros estruturais, através da variavel
de deformacbes térmicas (er), dependentes de um coeficiente de dilatacdo térmica (a) e
da variagdo da temperatura (DT). No caso, sdo utilizados pontos de Gauss para mapear a
estrutura, da mesma maneira que foi feito no caso da plasticidade.

e; =aDT 3

Poderdo ainda ser considerados o atrito nas rétulas e a inércia de rotacdo nos
elementos estruturais.

A partir das formulagbes e programas computacionais desenvolvidos no
doutorado pretende-se dedicar a pesquisa principalmente aos problemas de multicorpos.
A mecanica raciona utilizada em projetos de maguinas, devido & pequenas
deformagdes previstas em projeto, considera os membros estruturaiS como Corpos
rigidos ligados entre si através de ligacdes rigidas, livres ou semi-rigidas. Na realidade,
mesmo em condi¢oes ideais de trabalho os membros estruturais sofrem vibracoes e
deformagdes. As vibragdes geradas nos membros estruturais podem causar problemas
de utilizagdo das estruturas e muitas vezes podem levar a baixas condigbes de

seguranca. As deformagdes geradas nos mecanismos, mesmo quando pequenas, podem
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trazer problemas de tolerancia geométrica no funcionamento, conforme o mecanismo de
Peaucellier flexivel apresentado no capitulo 4.

Na ultima década foram publicados varios artigos que tratam de problemas de
multicorpos envolvendo estruturas compostas por dois ou trés membros estruturais
flexivels, como os artigos de CHOURA & YIGIT (2001), KARKOUB & YIGIT
(1999), SHIGANG et al. (1997), LEE (1996), BAUCHAU & THERON (1996) e
ELKARANSHAWY & DOKAINISH (1995).

A formulagdo desenvolvida nesta tese também deve ser capaz de anaisar
problemas de impacto envolvendo multicorpos, como os apresentados nos trabal hos de
STOENESCU & MARGHITU (2003) e YIGIT (1994), mas ainda ndo foram testados.

Outro tipo de mecanismo de torque interessante € o chamado mecanismo de
retorno répido, apresentado na figura 1. Este tipo de mecanismo é caracterizado por
produzir uma fase de movimento rapido e outra fase de movimento lento.

O mecanismo de retorno rapido acoplado aestrutura flexivel, ilustrado na figura
2, € muito utilizado em plainas. Pode-se considerar 0 mecanismo como totalmente
rigido acoplado a outros elementos flexiveis da estrutura, parciamente rigido ou
totalmente flexivel, como o apresentado no artigo de BAUCHAU (2000). A idéia mais
interessante € adaptar o algoritmo de impacto desenvolvido na tese para a modelagem

do mecanismo de retorno rgpido totalmente flexivel.

Figura 1 - Mecanismosderetorno rapido (a) rigido e (b) flexivel
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Figura 2 - Mecanismo de retorno acoplado a um elemento estrutural flexivel (posi¢ao indefor mada)

Outra possibilidade para trabalhos futuros é a extensdo das formulacdes ndo
lineares (fisica, geométrica e de contato) desenvolvidas para outros tipos de elementos
finitos, como chapa, placa e de estrutura reticulada tridimensional e também melhorar a
aproximagao espacial do EF utilizado nesta tese. O trabalho de MITSUGI et al. (2000)
apresenta uma estrutura retrétil para antena de satélite simulada por elementos de trelica
espacial, que pode ser modelada com a formulacdo dinamica apresentada no capitulo 4.
Outro possivel campo de aplicacdo da tese é no ensino de Engenharia, através da
elaboracdo de pbs-processador grafico para fazer animagdes dos problemas estruturais
apresentados. Modelos de atrito mais complexos devem ainda ser estudados e
incorporados aformulacdo de impacto desenvolvida. Como ultima sugestéo para futuros
trabalhos pode-se aplicar as formulagdes desenvolvidas no estudo de cabos, utilizando-
se novos model os de plasticidade para os materiais constituintes das estruturas.

O doutorando espera poder dar continuidade aos assuntos abordados nesta tese,

com aidéia de que todo fim também pode representar um NOVo COMeECO.
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APENDICE 1- TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

As equacOes desenvolvidas durante a tese sGo montadas no sistema de
coordenadas global destrégeno’. Porém, na maioria dos problemas numéricos
analisados nos capitulos anteriores os elementos finitos estdo inclinados em relagdo ao
sistema de coordenadas global, ou sga, possuem um sistema de coordenadas local
diferente do global. Para possibilitar a compatibilidade de graus de liberdade entre os
diversos elementos finitos, faz-se necess&rio transformar todas as coordenadas dos
elementos do sistema de coordenadas local (XY ) para o sistema de coordenadas global
(XY), conforme o apresentado na figura 1. O procedimento de transformacéo de
coordenadas consiste em projetar os eixos coordenados globais nos eixos coordenados
locais. A matriz que faz esta projecdo € chamada de matriz de transformacéo de

coordenadas R.

Y
/Y -
d \ "
o c o b7 4 \
é (o4
X X

Figura 1 - Transformacdo de coordenadas do sistema local para o global

Para um né do e emento finito:

X =a+b=cosa xX +sena xy (1)
Y =c+d=- sena xX +cosa xY 2
Z=7 3

! Com orientac&o dos eixos definida segundo a regra da mao-direita.
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1XU écosa sena Oui Xii
:’\7;’/:2- sena  cosa Oﬂ.l Yi’/ 4)
{zio g 0 0 1§2zh

Considerando-se 0 sistemaiiterativo de equactes apresentado no capitulo 3, com
a matriz Hessiana (h), vetor de residuos (g) e o vetor de correcdo de posicdes (DX )
montados inicialmente em coordenadas locais.
hDX =g (5)
Os vetores podem ser rotacionados para o sistema de coordenadas global.
hRDX = RG (6)

Visando-se a obtencdo de um sistema de equacfes simétrico, multiplica-se a

equacdo (6) por R'.

R"ThRDX = R"RG (7)
A matriz R é ortogonal, ou sgja

RT=R! 8
Portanto:

R'TR=RR" =| ©

Esta propriedade € muito importante na transformacdo de matrizes diagonais,
como amatriz de massa, pois o resultado da transformacéo sera a prépria matriz.

A equacdo (7) pode ser escrita no sistema de coordenadas global.
HDX =G (10)

Observarse que foi utilizada a propriedade da ortogonaidade da matriz R na
obtencdo da equacdo (10). A matriz Hessiana escrita inicialmente em coordenadas
locais (h) agora pode ser escrita em coordenadas globais (H =R"hR). Lembra-se,

entretanto, que amatriz R deve ser calculada para cada nova posi¢éo da estrutura.
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APENDICE 2 - SISTEMA DE EQUACOES

Generalidades

Nas equacles diferenciais aproximadas por métodos numéricos devem ser
considerados trés aspectos. a consisténcia, a convergéncia e a estabilidade. Na tese

utilizou-se 0 algoritmo de Newton-Raphson na linearizacdo das equagoes.
g(x)=g(x°)+Rg(x°)Jox @ (1)
No caso, 0 erro da aproximagao na equacdo nado linear é dado por:

E, =Rg(x°)- gg—(x)l-)? (Xo)g 2

O agoritmo é consistente se E, ® 0 quando DX ® 0 e possui uma ordem de
consisténciaigual aordem de truncamento na série de Taylor, ou sgja, E, =0O".
Durante as iteragdes o algoritmo ndo linear € considerado convergente se:

e, =‘Ng(X°)'lg(X°1® 0 (3)

E possui ordem de convergéncia n, e, =0". O algoritmo de Newton-Raphson

possui ordem de convergéncia quadratica, devido ao truncamento nos termos de ordem
superior da expansdo de Taylor.

Segundo a referéncia IST (2003), a estabilidade estd4 relacionada com a
propagacdo de erros de arredondamento nas iteragdes. Um algoritmo estavel com ordem
n de consisténcia também possui ordem de convergéncian.

Prescricdo devariaveis
Os sistemas de equactes gerados nas formulagdes séo simplificados em sistemas
lineares e sdo resolvidos de formaiterativa. Em uma iteracéo o sistema adquire aforma:

HDX =1G 3)
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Sendo o vetor DX relacionado a correcdo nas posicdes nodais, G é o vetor
relacionado aos residuos de forcas (inerciais ou elésticas). A matriz H é a Hessiana no
problema estético e | € a matriz identidade.

Deve-se separar 0 sistema em parcelas prescritas (conhecidas) e incognitas. A
maneira utilizada na tese para prescrever posicoes € semelhante autilizada no MEC.
Supondo-se que as variaveis prescritas sgjam indicadas por barras sobrescritas, tem-se

0S seguintes vetores para o caso da correcéo em posicao i prescrita:

i DX, U 1G, U
! L P 2t
: DXZ':' 1 227
| P
{ox}=i =y {ch=i "y (5)
i D 5 iGi{
[ | [
i i i
TDXNb TGNb

Pode-se isolar os valores incognitos aesquerda da igual dade.

1 DX, 0 1G
(i:'H11 Hy, 0 H1Nl;|':' DXZ-:- (i:'l 0 -Hy OL:J : 62 :
u; - = s . s
gHa Ha 0 HZNl;b} : 1,220 1 - Hy 0u4 _1, (6)
é : -1 iy G Y& “H, 10| DX,
é . . = @& gl
éHni Hine 0 HNNO: : : @ 0 -Hy 10.:. : :
TDXNI) TGNI)

Como todos os valores adireita da equacdo sdo conhecidos, pode-se efetuar o
produto da matriz pelo vetor, obtendo-se um novo vetor de mesma dimensdo do
primeiro.

HDX =IGP Ay=b (7)

No sistema de equacBes (7) os valores prescritos de DX geram residuos
incognitos G, que no caso estético sdo residuos em forgas el sticas.

Vale lembrar que na formulagdo posicional proposta as matrizes sdo simétricas
e, portanto, as operagdes de troca de coluna apresentadas na equacéo (6) podem ser
simplificadas.

Solucéo dos sistemas

Na solugdo do sistema linear utilizase o méodo da decomposicdo LU. O
sistema de equagdes pode ser decomposto de acordo com a expressao abaixo.
Ay=bb LUy=bb Lz=b 8)
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Sendo L uma matriz triangular inferior e U uma matriz triangular superior.
Resolve-se iniciamente o sistema triangular inferior (Lz=b) e em seguida o sistema
triangular superior (Uy =z).

Este tipo de método de solucdo de sistemas lineares € muito adequado para o
caso de sistemas linearizados por agoritmos do tipo Newton-Raphson, uma vez que as
matrizes LU sdo atualizadas a partir das solucdes iterativas do método e ndo calculadas
novamente em cada iteracdo, como nos métodos de solucéo de sistemas lineares do tipo
Gauss-Jordan.

Na implementac&o dos codigos computacionais foi utilizada a biblioteca interna
de sub-rotinas matematicas (IMSL) do compilador FORTAN Powerstation 4.0, da

Microsoft Corporati on®.
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APENDICE 3- MODELO CONSTITUTIVO ELASTOPLASTICO

Comportamento nao linear fisico (plasticidade)

Utiliza-.se um modelo de plastificacao uniaxial misto, combinando os modelos
el astopl &sticos com encruamento positivo® isitropo e cinemético.

No encruamento isétropo o limite elastico aumenta de acordo com a evolucéo da
plastificacdo, enquanto no encruamento cinemdtico o limite elastico permanece
constante, porém sofre deslocamento com a evolugdo da plastificacéo.

A plastificacdo em ambos modelos ocorre apds a tensdo ultrapassar a tensdo
limite de escoamento.

Encruamento Isotropo Encruamento Cinematico
o o
e Oy~ 777 =
o7 :
o, | O, — |
| | | |
/! /)
0 r 6 .
o/ | 4 o)/N |
€
—€g | € E—J — €y | ee—J €
| < |
€
-UY | -()'Y - ——
2KA —_ _|-a

Figura 1 - Modelos de encruamento utilizados na plastificagéo uniaxial

! O material tem a capacidade de resistir a tensdes superiores atensio de escoamento (oy), de acordo com
0 modelo de encruamento utilizado.
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Para a primeira plastificagdo admite-se que o material tenha o mesmo
comportamento de resposta tanto para tracdo quanto para compressdo. Tém-se as

seguintes funcdes de tensdo:

= Encruamento isotropo: f o ) =[s|- s, +KI) 1)
= Encruamento cinemdtico: f. . o =ls - q|- s, (2)
= Encruamento misto: f o qx) =l - d- (s , tKI ) (3

Os estados de tensdo admissiveis devem atender ao seguinte critério:
fssyax)£0 (4)

Sendo K, uma constante chamada de modulo plastico,b H é o mddulo de
encruamento cinematico (também constante), | é uma varidvel interna relacionada a
deformacao plastica e q outra varidvel interna relacionada anova posicéo do centro do
intervalo elastico.

O modelo misto pode ainda simular 0 comportamento elastopléstico perfeito,
caso noqual H=K=0.

O comportamento elastoplastico parte de duas hipéteses: a irreversibilidade do
processo de plastificagdo e a proporcionalidade entre taxa de variagéo de tensdo e taxa
de deformagéo
S (1 ge) =1 OS (ge) (5)

Considerando-se os model os de encruamento, figura 1, e alei de Hooke, tem-se:

s =Ee,=Ele- e,)p ds =E(de- de,) (6)

Sendo e, a parcela elastica da deformagéo e g, apléstica.

Aparecem deformagdes plasticas quando deyt 0, ou segja, quando fs sy,qki)=0.
Por outro lado, se fs sy,qki) <0, entdo de,=0. Quando fs sy qki)>0 tem-se um estado
inadmissivel de tensdes e deve-se encontrar a resposta para f(s sy,qx ) =0 no agoritmo

iterativo. Define-se uma variavel auxiliar em tensfes. £ =0 —Q.

de, =dl >0 se x>0 (tracdo nafibra) (7)
de,=-d <0 se x<O0 (compressao nafibra) 8)
Ou ainda:

de, =di sign(x) 9)
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Das defini¢bes anteriores, verifica-se que dl = 0. Sabendo-se que fs sy,qxi)<0 e
sed >0, entdo fs syqki)=0. Se dl =0 entdo f(s syqk )<0. Obtém-se assim a relagdo
de complementaridade’.
df=0 (10)

Em um instante de tempo vale a relacdo d fissyqki)<0. Seguindo-se um
raciocinio andlogo ao utilizado na obtencdo da equacdo (10) chega-se a condicdo de
consisténcia.

di df =0 (11)

No encruamento cinematico alel de evolugdo de g é dada por:
dq=Hde, =dl Hsign(x) (12)

A taxa de variac@o da funcao de tensdo pode ser desenvolvida por derivacdo em
cadeia

af =T s + T aqe g o 00 T, 9 Iy 90

s Tqg 1 Ix[fs [ fq W (13)
:sign(x)ds - sign(x)dq— Kdl
Com base na condicéo de consisténcia, equacdo (11), tem-se:
df =sign(x )E(de - de,)- sign(x)dl Hsign(x)- Kd

14
= sign(x )Ede - sign(x)Ede, - dl H - Kdl =0 (14)
Considerando-se a equacéo (14), tem-se:
dl :Mp N~ (15)
E+K+H E+H+K

Com o vaor de dl , equagcdo (15), e conseqlentemente de dg, fornecido pela

equacdo (11), obtém-se as variagdes das varidveis| eq.

| =1 +di (16)

q=q+dq (17)
Ou em termos incrementais:

| =1 +Dl (18)

q=q+Dqg (19)

Com osvaloresde | e pode-se corrigir os valores das tensdes de acordo com o
modelo de encruamento utilizado, equacdes (1) a (3). A deformacdo pléstica é calculada

apartir del , na seguinte formaincremental®;

2 Condicao de Kuhn-Tucker.

® Baseada na equago (9).
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e, =e, + Dl signx) (20)

Integracéo numérica

Para 0 calculo das componentes da matriz Hessiana e do vetor dos residuos

utiliza-se integracdo numeérica de Gauss unidimensional.

1 n
| = bf(x)dX =a f(x W + E, (21)

) i
-1 i=1

22n+1(n!)4 gz f(x)
E,= -1 1 22
" (2n+1)(2n)® dx* 1<x<y) (22)

Onde n representa o nimero de pontos de Gauss utilizados, w; 0 peso de cada
ponto i, & a posicdo normalizada do ponto i e En o erro de integracdo da funcédo
normalizada fey para os n pontos de Gauss.

Em intervalos de integracdo ndo normalizados, por exemplo, de L; a Ly, é
necessario aplicar-se a seguinte formula de transformacao:

&t B2 B0 dx (23)

+10 o]
L e 2 o1 ggizz 1_Z+X§(|_2. L)z

As equacdes (21) a (23) e as tabelas de integracdo contendo os fatores & e w
foram obtidas em ABRAMOWITZ & STEGUN (1972).

Tipos de previsdes ndo lineares

De acordo com KLEIBER (1989), uma equagdo ndo linear relacionada a um
problema estético apds a linearizagdo adquire uma forma semel hante aequagéo (24).
Rig(X °)ox =- g(x°) (24)

Existem duas possibilidades de algoritmos de solucdo para o sistema de
equacles, a explicita (com peguenos incrementos de carga e resposta linear em cada
incremento, resultando numa solucdo sem iteracfes) e a implicita (com uma solugdo
iterativa) que sera a utilizada neste trabal ho.

Existem dois algoritmos implicitos baseados em formulacfes tangentes, o de
Newton-Raphson e o de Newton-Raphson modificado. Na figura 2 estdo ilustrados dois
algoritmos para solucéo em um passo de carga. A etapa de previsdo é igual para os dois

e é baseada na Ultima matriz Hessiana conhecida.
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ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON ALGORITMO DE NEWTON-RAPHSON MODIFICADO
F o F o

= o )

@ # ITERACOES

: :

3 -

RN
L

Figura 2 - Algoritmos néo linear esimplicitos baseados em for mulacfes tangentes

No agoritmo de Newton-Raphson a matriz Hessiana € atualizada a cada
iterac8o; apresenta como vantagem menos iteragbes para convergir ao resultado e como
desvantagem a necessidade de atualizagéo da matriz Hessiana a cada iteragéo.

No algoritmo de Newton-Raphson modificado a matriz Hessiana permanece
constante nas iteraces, sendo esta sua principal vantagem, mas a convergéncia ao
resultado necessita de mais iteragoes.

Neste trabalho, utilizou-se o agoritmo de Newton-Raphson para a ndo
linearidade geométrica e o de Newton-Raphson modificado para a ndo linearidade
fisca. A escolha do agoritmo de Newton-Raphson modificado para a modelagem da
ndo linearidade fisica se deve aperda da objetividade da matriz Hessiana em situactes
com plastificacdo avancada e a possiveis inversdes de tensdo dentro das iteracOes,
ocasionadas, por exemplo, em problemas de impacto.
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APENDICE 4 - CONEXAO NODAL

Os métodos cléssicos formulados via elementos finitos para problemas de
estruturas reticuladas ndo possibilitam a consideracéo de nés com deslocamentos livres,
como roétulas. Uma caracteristica interessante nos programas computacionais classicos
baseados no Método dos Elementos Finitos € a capacidade de resolver mais de uma
estrutura simultaneamente em um mesmo sistema de equacbes, com 0s graus de
liberdade das estruturas independentes. Esta independéncia é obtida através dos préprios
dados de entrada do problema. A idéia é fazer uso da possibilidade de resolver
estruturas independentes adaptando-a para 0 caso de nés com deslocamentos livres,
através de uma compatibilidade cinematica dos graus de liberdade comuns aos
elementos estruturais conectados, BRASIL (1990). Deve-se mencionar que outra
maneira de se enxergar a técnica proposta é observar que a parametrizacdo nodal® do
funcional de energia que gera as matrizes envolvidas no problema permite total
liberdade na associacdo destes parametros aos nds. Assim, dois elementos vizinhos
podem possuir nés de extremidade em uma mesma posicdo geométrica, porém com
numeracdo nodal distinta, significando que os graus de liberdade n&o estéo associados
entre si, ou, No caso da técnica proposta, que apenas os graus de liberdade de interesse
estejam associados, ficando os restantes livres. A técnica elaborada é geral, podendo ser
utilizada em qualquer tipo de modelagem.

Deve-se somar as contribui¢des das matrizes nos graus de liberdade comuns &
estruturas acopladas. No caso dinamico, as contribuicBes a serem somadas sd0 nas
matrizes de rigidez, massa e amortecimento.

Para montar o sistema € utilizada uma re-numeracdo dos graus de liberdade
nodais conectados. Por exemplo, para o caso de uma rétula, tem-se 0s seguintes graus

deliberdade iniciais e reordenados.

! Graus de liberdade.
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Figural- Grausdeliberdadeiniciais e reordenados

As parcelas das matrizes Hessianas (H), em coordenadas globais, dos elementos
finitos 1 e 2 ilustrados na figura 1 relacionadas aos nos conectados, possuem

inicialmente a seguinte forma:

eAr A, Al 2811 B, B 3
-€ u —
H, = eAiz A Ay G H, = eBlz B, By G (1)
BAs As  Asl €8s Bx Byl

Apbs a conexdo dos graus de liberdade, as parcelas relacionadas com os nés
conectados adquirem a seguinte configuraco:

éAu +By A, +B, Ag BlSl;I

e u
_eP2 T By Ap By Ay By
H=¢ v
As An Ay OU

u
Bis Bxs 0 Bgg

2

: D> (D!

No caso dinamico, acoplam-se também as matrizes de massa M e amortecimento
C, de maneiraandoga.

Para 0 caso usua de estruturas reticuladas formuladas pelo MEF, tem-se a
conexdo dos trés graus de liberdade comuns aos elementos finitos, em coordenadas

globais.

Figura 2 - Conex&o nodal sem movimento livre

Quando for necessério reordenar os graus de liberdade®, o n6 de conexdo serd
chamado de n6 duplo, seguindo uma notacdo classica do MEC encontrada em
VENTURINI (1988) e CODA (2000). O artificio do né duplo no local da conexdo pode

ser aplicado em vérios de casos de compatibilidade cinemética entre elementos.

2 Na existéncia de vinculos internos.
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Figura 3 - Casos de conex&o nodal com movimentos livres entre dois elementos

Pode-se ainda aplicar o esquema apresentado na conexao parcia ou total
de mais de dois elementos, conforme ilustrado nafigura4.

Figura 4 - Conex&o parcial entretrés elementosfinitos

E importante salientar que os outros graus de liberdade do sistema também
devem ser reordenados, de acordo com o esquema proposto por GRECO & CODA
(2001).

Este conceito smples pode ser facilmente estendido para formulacbes de
porticos tridimensionais e com uma pouco mais de esforco para placas e outros tipos de
sdlidos, levando-se em consideracéo acoplamentos em coordenadas locais, ver GRECO
(2000).
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APENDICE 5 - EQUACOES DE INTEGRACAO TEMPORAL DE
NEWMARK

As equacdes de equilibrio dindmico, apresentadas nos capitulos 4 e 5, séo
equacoes diferenciais parciais no espago e no tempo. Na formulagdo utiliza-se a
hipbtese de que as variaveis sgjam separdveis. A solucdo da equacdo de equilibrio no
espaco é feita a partir das funcbes aproximadoras de posicéo, apresentadas no capitulo
3. JAasolucdo da equacdo de equilibrio no tempo € obtida a partir de uma discretizacéo
do tempo, com a utilizac&o das equacdes de integracao temporal de Newmark.

As aproximagdes temporais se baseiam em expressdoes obtidas a partir de
simplificacOes da variavel aceleracdo nos interval os de tempo. A primeira aproximagao

utilizada para X é constante.

Figura 1 - Aproximacéo constante da aceleracdo em um intervalo de tempo

Obtém-se como expressdo aproximada para X a média simples entre as

aceleracOesinicial efinal do trecho.

X :%(Xs"').(.su) (1)
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Onde o sub-indice S serefere ao instante anterior e S+1 ao instante atual.

Integra-se a equacdo (1) em relacdo avariavel 1.
x:%(>‘<'3+>‘<s+1)f+cl (2)

Como primeiracondicdo inicial tem-seque parat =0, X = Xg.

X:%(xsmsﬂ)nxs )

A equacdo (3) éintegrada novamenteemrelacdoat .

1/.. . o\f%2 .
XZE(XS+XS+1)7+Xst+C2 (4)

Como segunda condigdo inicial para t =0, tem-se X = Xy

1/.. . \f?2 .
XZE(XS+XS+1)7+XSt+XS (5

Por fim, sdo aplicadas as condi¢des iniciais no final do intervalo: para t =Dt,

X=Xg, € X=Xg,.

. 1. . .

Xsu =E(XS + Xs+1)Dt+ Xs (6)
1l ,

XS+1:Z(XS "'Xs+1)Dt + XDt + Xg (7)

A segunda aproximaggo utilizada paraavariavel X élinear.

Figura 2 - Aproximac8o linear da aceleracdo em um intervalo detempo

Neste caso, a expressao aproximada € uma equacéo de reta.
x:a(xsﬂ- Xo)+ Xg 8

Integra-se a equacdo (8) em relacéo ao tempo t .
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T A ©
Aplica-se aprimeiracondicdo inicial em t =0, X = X.
.2 . . W
X:ﬁ(xsa' XS)+XSt+XS (10)
Integra-se novamente a equagéo (10) emrelacéo a t .
X =L (% - Xo)+ X v X be, (11)
6Dt 2
Imp&e-se a segunda condigdo inicial em t =0: X = Xg.
Xzi(XS+l- )‘('S)+)'('SE+)'(S'E+XS (12)
6Dt 2

S80 aplicadas, nas equacbes (10) e (12), as condigcdes iniciais em t=Dt,

X =Xgy € X=Xg,,.

xSﬂ:E(xSﬂ- X o )Dt+ X gDt + X (13)
2
Xon =2 (Ko - X)X+ X 24 XDt + X (14)

As equagdes obtidas por aproximacdo constante, (6) e (7), e aproximagao linear,
(13) e (14), podem ser condensadas da seguinte maneira:

XS+1=XS+DtXS+Dt2§§é- bg)'(s+b>'('s+lg (15)
€2 o a
Xy = Xg +Dt{1- g)Xs +gDtX g,y (16)

No caso de aproximagdo constante: g =% eb =%; no caso de aproximagao

1 1
linear: g==eb==.
2 6

Como ultimo comenté&rio importante tem-se a questdo das unidades a serem

utilizadas. A unidade de tempo € definida a partir da2® lei de Newton.

e Ml o (KM .
NI =Kel o0 P (9= (5 (17)

De acordo com a equacédo (17), para a resposta em tempo ter a unidade correta é
necessario manter a razao unitaria entre as grandezas [Kg][m] e [N]. Este problema
ocorre devido ao operador raiz (qualquer razéo diferente de 1 altera a unidade de tempo
em proporcdo igual araiz quadrada). Aconselha-se 0 uso de unidades no sistema

internacional (Sl) para se evitar o calculo da correcdo no tempo.
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APENDICE 6 - MODELO DE ATRITO DE COULOUMB

O movimento de um corpo €elastico, ou rigido, sobre uma superficie rugosa
gera forcas de atrito no sentido contré&rio a0 movimento. Estas forcas geradas séo
dissipativas e podem ser calculadas através de modelos simplificados, como o de
Coulomb*, ou modelos mai's sofisticados, como os modelos de atrito ndo linear.

Na figura 1 é possivel observar um corpo em movimento na direcéo da forca
aplicada mX . Segundo o modelo de &trio de Coulomb, 0 movimento do corpo sobre

uma superficie aspera gera uma forca de atrito (nf,) no sentido contr&io ao
movimento e com modulo diretamente proporciona aforca normal asuperficie ( F,).

No caso ilustrado na figura, mg representa a forca devido aatracdo gravitacional da

Terra, neste caso a superficie é normal adirecéo da forca exercida pela aceleracdo da

gravidade (g).

mg

Figura 1 - Bloco elastico em movimento sobre uma superficie horizontal aspera

! Charles Augustin de Coulomb (1736-1806) - Engenheiro francés responsavel pelo modelo de atrito
que relaciona diretamente as forgas normais & forgas de atrito tangenciais a uma superfici e, através de
coeficientes ditos de atrito. Também responsavel pelaLei de Coulomb de atragdo e repulsdo de
particulas no Eletromagnetismo.
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O coeficiente de proporcionalidade m pode ser distinto em coeficiente de atrito
estatico (my) e coeficiente de atrito dinamico (m, ). Esta diferenciacdo ocorre porque,
experimentalmente, observa-se que quando o corpo estd em repouso a forga necessaria
para iniciar 0 movimento € maior que a forca necessaria para manter 0 corpo em
movimento. Logo, a for¢a necesséria para vencer o atrito entre o corpo e a superficie é
maior quando o corpo estiver em repouso. Na figura 2 apresenta-se um diagrama com as
trés fases do movimento de um corpo que inicialmente encontra-se em repouso. No
trecho 1, a forca aplicada no corpo (mX ) ndo € suficiente para romper com ainérciado
sistema e 0 corpo permanece em repouso. O ponto 2 € a situacdo limite entre o repouso
e 0 movimento, neste instante a forca aplicada é igual anecesséria para iniciar o
movimento (mgmg ). Apds ultrapassado o ponto 2, iniciase 0 movimento do corpo,

trecho3, e a forca necessé&ria para manter este movimento (m,mg) é menor que a forga

necessaria pararomper ainércia.

mhn
. (1) wFn < pym X
M“ 7777777

M;mX ****** }7 @ ukn= MslnX

@ MF’Q = PgMm X

\

\

\

\

|

‘ s
Mgt m X m X

Figura 2 - Aceleracdo horizontal x forca de atrito desenvolvida

A dificuldade do modelo estd em definir os coeficiente de atrito estaticos e
dindmicos para cada problema, de acordo com a rugosidade entre cada tipo de corpo e
anteparo. Segundo informacBes obtidas no endereco eetrénico AUBURN
UNIVERSITY (2003), mg pode variar de 0.0, no caso de superficie perfeitamente lisas
(sem atrito®), a 1.0 no caso de contato entre corpo e anteparo feitos de borracha. Ainda
segundo a fonte consultada, valores usuais para metais variam entre 0.2 a 0.6.

Geralmente a diferencas entre os coeficientes de atrito estaticos e dindmicos para cada

2 Situag&o tedrica.
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problema especifico ndo sdo grandes e para efeitos praticos adotam-se coeficientes de
atrito dindmicos iguais aos estaticos. Uma maneira simples de se cacular os
coeficientes de atrito estéticos experimentalmente pode ser encontrada no endereco
eletronico THE UNIVERSITY OF TEXAS AT AUSTIN (2003). De acordo com a
figura 3, colocando-se o corpo no anteparo inclinado € possivel, variando-se a

inclinacdo (q ) do anteparo, calcular o coeficiente de atrito estatico.

m g cosf |

Lm gcosd

Figura 3 - Bloco apoiado em uma superficieinclinada

Enquanto a componente de forca gerada pela gravidade (mgsenq) néo for

suficiente para romper com a inércia do sistema, maior que a forca gerada pelo atrito

(mgmg cosq ), O COrpo permanecera em repouso.

F, =mgsenq < mymg cosq (D)
Na eminéncia do movimento, a componente de forca gerada pela gravidade &

igual aforca gerada pelo atrito.

F, =mgsenq = msmg cosq (2
A partir destainclinagdo limite, o corpo iniciara seu movimento. Portanto tem-se

pela equacdo (2) que o coeficiente de atrito estdtico pode ser calculado

experimentalmente através do angulo de inclinagdo do anteparo.

= _Senq = tanq (3)
Cosq
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