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RESUMO

VANALLI, L. (2004). O MEC e o MEF aplicados a analise de problemas
viscoplasticos em meios anisotropicos e compostos. Tese (Doutorado), 194p — Escola de

Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, S&o Carlos. 2004.

O objetivo do presente trabalho é o desenvolvimento de formulacbes e de codigos
computacionais que possibilitem a analise bidimensional estatica de meios continuos
anisotropicos viscoplasticos reforcados ou ndo por fibras. Especificamente, as analises
numéricas envolvem aplicacdes dos Métodos dos Elementos de Contorno (MEC) e dos
Elementos Finitos (MEF), comparando-se os resultados obtidos com respostas analiticas
e experimentais, disponiveis na literatura, buscando-se assim, subsidios tedricos que
permitam o entendimento de problemas mais gerais envolvendo meios anisotrdpicos.
Para tanto sdo empregados elementos finitos triangulares com aproximacdes cubica e
quadratica para os deslocamentos na modelagem dos dominios. Na consideracdo do
reforco com fibras, elementos finitos de barras simples sdo empregados. A formulacéo
desenvolvida proporciona também a consideracdo de distribuigdo randémica das fibras
imersas no meio sem qualquer aumento dos graus de liberdade do problema analisado,
diferindo-se assim, das formulacdes conhecidas até 0 momento. Com o MEC, a analise
de plasticidade e viscoplasticidade em meios com anisotropia geral é feita de maneira
original no trabalho, destacando-se a consideracdo de lei de fluxo pléstico ndo-
associativa e o tratamento de viscosidade apenas com integrais de contorno, sem a
utilizacdo de aproximacdes de dominio. Uma quantidade significativa de exemplos é
apresentada, possibilitando a verificacdo da eficiéncia das formulacGes e dos cddigos

desenvolvidos.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno; Método dos Elementos Finitos;

anisotropia; materiais compositos; ndo-linearidade fisica; fibras curtas.



ABSTRACT

VANALLI, L. (2004). The BEM and FEM applied for analysis of viscoplastics
problems in the anisotropic and composites medias. Ph.D Thesis, 194p — Escola de

Engenharia de S&o Carlos, Universidade de S&o Paulo, S&o Carlos. 2004.

The objective of the present work is the development of formulations and computational
codes that enable the static bidimensional analysis of the viscoplastic anisotropic medias
reinforced, or not, by fibers. Specifically, the numerical analysis involve applications of
the Boundary Elements Method (BEM) and Finite Elements (FEM), comparing the
results obtained with analytical and experimental solutions available in the literature,
allowing the understanding of general problems in anisotropic media. Two-dimensional
finite elements with cubic and quadrate approximations for the displacements are used
to model domains. Reinforcements are modeled by truss finite elements. The developed
formulation provides the consideration of random distribution of the fibers, without any
additional degree of freedom of the problem. With the BEM, the plasticity and
viscoplasticity analysis in general anisotropic medias is originally developed in the
present work, emphasizing the consideration of non-associative plastic flow and the
treatment of viscosity just with boundary integrals, without domain approximation.
Various examples are shown in order to verify the efficiency of the proposed
formulation and developed computational codes.

Keywords: Boundary Elements Method; Finite Elements Method; anisotropy; composite

materials; non-linearity physics; short fibers.
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1 INTRODUCAO

1.1 GENERALIDADES

Desde os tempos mais remotos da sociedade humana, o homem tem se
dedicado ao entendimento dos fendmenos fisicos da natureza, muitas vezes motivado
pela necessidade de sobrevivéncia ou, até mesmo, movido pelo desejo de se superar e
modificar para melhor a vida de sua sociedade.

Assim, nos primeiros séculos, as técnicas de Engenharia eram baseadas apenas
na propria experimentagdo e simples observacdo do homem, sem nenhuma base
matematica como, por exemplo, pode-se citar o relato biblico do homem prudente que
edificou sua casa sobre a rocha, “...e caiu a chuva, transbordaram os rios, sopraram 0s
ventos e deram com impeto contra aquela casa, que ndo caiu...” (Mateus, 7:24).

Porém, no decorrer dos anos, por meio da ousadia e inspiracdo de poucos,
muitas vezes contraria a razao de muitos, modelos matematicos para a interpretacdo das
leis mecénicas da natureza foram sendo criados, permitindo-se assim, para aqueles que
se dedicavam a Engenharia, o estudo do comportamento estrutural fundamentado em
modelos mecénicos e matematicos.

No século passado, gracas ao grau de desenvolvimento da Matemética e da
Fisica a partir do século dezessete, foi possivel o surgimento dos computadores, e assim,
outra grande area de modelagem pdde ser desenvolvida, a modelagem via computador,
também conhecida como modelagem numérica, que cada vez mais ganha espaco e
atualmente é imprescindivel nas mais diferentes areas do conhecimento humano devido
sua eficiéncia e versatilidade. Para tornar essa modelagem possivel foram desenvolvidos
0s métodos numéricos e, a partir desses, a elaboracdo de codigos computacionais para a

analise dos problemas de Engenharia.



Capitulo 1: Introdugéo 13

Os métodos numéricos de dominio, como o Método dos Elementos Finitos
(MEF) e o Método das Diferencas Finitas (MDF), desenvolvidos ja ha algum tempo,
foram sempre os mais utilizados como ferramentas basicas na elaboracdo dos sistemas
computacionais destinados a analise de problemas de Engenharia, em particular, aos
relacionados a Engenharia Estrutural.

O surgimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC), como uma
alternativa para a resolucéo de quase todos os problemas da Engenharia é, sem davida,
um avanco cientifico muito significativo nessa area do conhecimento (VENTURINI,
1988). Uma das principais vantagens desse método, quando comparado com o MEF, é
a reducdo do numero de variaveis do problema, pois enquanto nos metodos usuais o
dominio a ser tratado precisa ser dividido em varios subdominios, no MEC, tratando-se
de analises lineares, apenas o contorno do mesmo precisa ser discretizado.

Dessa forma, inserido no contexto apresentado para 0os métodos numéricos
mais difundidos no campo da Engenharia, o estudo da anisotropia se fundamenta devido
sua importancia no ambito da Engenharia Estrutural, pois, diversos materiais de uso
corrente se comportam de forma anisotrépica, citando-se, como exemplos, materiais
reforcados com fibras (concretos e materiais poliméricos), alvenaria estrutural e a
madeira.

Devido a importancia do tema para a Engenharia, desde a década de 50, muitos
pesquisadores tém se preocupado com o estudo de meios anisotropicos, principalmente
abordando aspectos tedricos visando a obtencdo de solucgdes analiticas aproximadas para
diversos problemas (LEKHNITISKII, 1963). No entanto, devido a maior complexidade
matematica inerente a anisotropia, essas solucfes sao sempre limitadas as estruturas
mais simples, com condigdes de contorno simplificadas.

Nesse sentido, o presente trabalho destina-se & andlise de problemas
anisotropicos, através do MEC e do MEF, buscando-se o desenvolvimento de
formulac@es e de cddigos computacionais que permitam interpretar mais realisticamente
0 comportamento das estruturas. Assim, com a modelagem numérica, uma gama mais
significativa de problemas pode ser abordada, dando-se suporte teérico e numérico para

futuras aplicagdes tecnologicas.
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1.2 OBJETIVOS

O objetivo principal do trabalho é o desenvolvimento de formulacdes e de dois
codigos computacionais, um baseado no MEC e outro no MEF, que permitam a analise
bidimensional quase estatica de meios continuos anisotrépicos viscoplasticos,
reforgados ou néo por fibras.

Para tanto, no decorrer do trabalho, buscou-se um aprofundamento tedrico nos
assuntos sobre o0s quais a pesquisa esta fundamentada, fazendo-se um levantamento
bibliografico sobre solu¢Ges fundamentais para meios ndo isotropicos e também sobre
ndo linearidade fisica e leis de fluxo plastico para esses meios.

A implementacdo de dois programas similares é justificada pela possibilidade
de se obter comparagdes, em virtude da escassez de trabalhos destinados a analise de
meios anisotropicos ndo lineares, dos resultados obtidos com os dois métodos. Salienta-
se, que no decorrer do desenvolvimento do trabalho, se optou pela introducdo de
modelagem das fibras apenas no programa de elementos finitos, pela razdo dessa
modelagem, randémica e sem aumento dos graus de liberdade do problema, constituir
contribuicdo original a area de Estruturas.

Destaca-se também como contribui¢do cientifica inovadora da presente
pesquisa, principalmente para a area de modelagem numérica com o MEC, o tratamento
de plasticidade em meios com anisotropia geral. Tal desenvolvimento exigiu adocao de
procedimentos originais no manuseio da solugcdo fundamental empregada, dependente
de variaveis complexas, como por exemplo, a determinagdo numérica do termo livre,
que para a solucdo fundamental de Kelvin possui uma expressdo analitica simples bem
conhecida (BUI, 1978).

Ainda em relagdo ao MEC, na abordagem dos problemas com viscosidade,
diferentemente de procedimentos usuais, ndo sdo empregadas aproximacdes de dominio
e a viscosidade € representada apenas por integrais de contorno. Para o tratamento de
plasticidade, células triangulares com aproximacdo quadratica sdo empregadas.

Os dois cddigos computacionais foram desenvolvidos integralmente nesta
pesquisa, preocupando-se sempre em documenta-los de maneira detalhada para que seja

possivel a utilizacdo deles em trabalhos futuros.
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1.3 RESUMOS DOS CAPITULOS

No capitulo 1, apresenta-se uma introducdo ao trabalho, seus objetivos, os
aspectos inovadores alcancados, bem como, um breve comentario sobre a metodologia
empregada.

No capitulo 2, descrevem-se resumidamente as principais referéncias
bibliograficas pesquisadas no trabalho, que serviram de base tedrica para 0 mesmo.

No capitulo 3 sdo apresentadas consideracdes gerais sobre meios anisotropicos,
suas relagBes constitutivas, destacando-se aspectos basicos que as diferenciam das
relagbes de outros meios, e também, a solu¢do fundamental empregada é brevemente
descrita. Aborda-se ainda, alguns critérios de resisténcia especificos para materiais nao-
isotropicos no intuito de se definir qual critério € o mais apropriado para as analises, em
meios com anisotropia geral, propostas nesta pesquisa.

No capitulo 4, descreve-se a formulagdo do MEF para o problema viscoplastico
anisotropico, apresentando-se os equacionamentos integral e algébrico, os elementos
finitos utilizados, bem como a maneira como a viscosidade sera tratada.

Semelhantemente ao que foi desenvolvido para o MEF no capitulo 4, faz-se
com o MEC no capitulo 5. A formulacdo para os problemas com viscosidade € obtida
considerando-se 0 amortecimento viscoso apenas no contorno do corpo, com integrais
de contorno, sem a utilizacdo de células de dominio. Para o tratamento da plasticidade,
sdo utilizadas células triangulares com aproximacao quadratica.

No capitulo 6, apresenta-se uma breve introducdo a teoria da plasticidade,
apresentando-se uma abordagem numérica do problema elastoplastico e definindo-se os
algoritmos para a solucdo do problema ndo linear. Os algoritmos sdo do tipo implicito
com leis de fluxo ndo-associativas. Obtém-se uma expressdo fechada para o
multiplicador plastico, evitando-se assim, a utilizacdo de processos iterativos para o
calculo do mesmo.

No capitulo 7, sdo apresentadas aplicacBes das formulagbes, MEC e MEF,
elastostaticas empregadas. Os exemplos elasticos lineares abordados permitem observar,
com mais clareza, as particularidades inerentes ao comportamento mecéanico dos meios
anisotropicos. Uma importante constatagdo sobre aproximacdes, pelo MEF, para o

problema envolvendo anisotropia geral é alcancada.
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No capitulo 8 sdo apresentados exemplos de aplicacdo, para andlises
viscoelasticas, dos dois codigos desenvolvidos. Os resultados obtidos mostram a
eficiéncia da formulacdo viscosa empregada.

Problemas viscoplasticos sdo abordados no capitulo 9, apresentando-se,
especialmente, resultados do programa de elementos de contorno para meios com
anisotropia geral, os quais, sdo contribuicdes cientificas originais da presente pesquisa.

O capitulo 10 traz uma formulacdo alternativa para o tratamento de meios
anisotropicos reforcados com fibras através do MEF. Sdo abordados aspectos gerais
desses meios, bem como a formulacdo desenvolvida que permite a consideragdo de
distribuicdo aleatdria das fibras no dominio do problema, sem qualquer reordenacdo de
malha e nem aumento dos graus de liberdade da anéalise. Os resultados, comparados
com solugBes numéricas e experimentais obtidas na literatura, mostram a eficiéncia da
técnica desenvolvida.

No ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes da presente tese de

doutoramento e sugestdes para a continuacdo desta linha pesquisa.



2 REVISAO DA LITERATURA

Neste capitulo, de forma objetiva, apresentam-se importantes referéncias da
literatura sobre os assuntos abordados nesta pesquisa. Com isso, citam-se alguns
trabalhos tedricos sobre aplicacdo da teoria da Elasticidade no estudo de meios nao
isotropicos, e também, sobre a analise numérica desses meios, especificamente, a
utilizacdo dos Métodos dos Elementos Finitos (MEF) e dos Elementos de Contorno
(MEC).

Devido ao aumento das aplicagdes industriais dos materiais compositos, a
teoria da Elasticidade aplicada ao estudo de meios anisotropicos tem sido motivo de
atencdes a partir da década de 60, destacando-se, a pessoa de Lekhnitskii, maior
referéncia tedrica na &rea de Engenharia sobre o assunto, cujos trabalhos principais
(LEKHNITSKII, 1963; LEKHNITSKII et al., 1968) abordam muitos aspectos
matematicos da teoria da Elasticidade anisotropica, bem como, apresentam solucGes
analiticas aproximadas para diversos problemas com anisotropia.

Um outro trabalho tedrico importante, na linha da teoria da Elasticidade, é o de
TING (1996), onde sdo apresentados também muitos aspectos matematicos e solugdes
analiticas para diversos problemas em meios anisotropicos, incluindo-se problemas mais
complexos dos abordados por LEKHNITSKII (1963), como por exemplo, inclusdes
elipticas e mecanica da fratura.

Outros estudos teoricos sobre meios anisotropicos, com diversas aplicaces,
podem ainda ser mencionados. GREEN & ZERNA (1954) apresentaram um estudo
sobre a distribuicdo de tensbes numa chapa ortotropica tracionada com um orificio

interno. Essas distribuicbes sdo comparadas com um material isotropico e pode-se
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observar os diferentes comportamentos mecanicos da chapa, dependendo-se da direcéo
de aplicacdo das tensdes.

SILVERMAN (1964), estudando tensbes e deformacBes em chapas
ortotropicas submetidas a cargas normais e tangenciais, desenvolveu um método de
solucdo analitico aproximado, através da utilizacdo de fungdes de tensdo de Airy
polinomiais de varios graus, empregando seu método em varios exemplos.

HASHIN (1967), apresentou um método analitico de resolucdo de problemas
planos envolvendo chapas anisotrépicas, submetidas a carregamentos polinomiais, o
qual permite a construcdo de funcGes de tensdo polinomiais, semelhantes as fungdes de
Airy, que sdo solucdes de problemas planos anisotropicos. Sao apresentadas aplicacfes
em chapas com anisotropia geral. NOACK & ROTH (1976) apresentam uma analise
matematica da teoria da Elasticidade para materiais ortotrépicos, considerando-se a
anisotropia retilinear e a cilindrica. Em seguida sao feitas algumas aplicacdes da teoria
para estruturas curvas em madeira laminada.

Sobre a anisotropia da madeira, MASCIA (1991) fez um estudo abrangente,
considerando varias espécies brasileiras, apresentando resultados de ensaios de
compressao e flexdo, onde é possivel verificar o alto grau de anisotropia presente nesse
material. Utilizando-se os dados de ensaios de MASCIA (1991), VANALLI (2001) fez
um estudo tedrico sobre aplicacbes das funcBes de tensdo no estudo de meios
anisotropicos, utilizando-se também, o método de HASHIN (1967) para a determinacéo
de solugdes para alguns problemas planos com anisotropia geral.

Tendo-se apresentado algumas referéncias destinadas a analise tedrica de
problemas com anisotropia, é importante comentar que o ndmero de trabalhos que
abordam este tema ndo € muito grande, e como ja comentado, a maioria deles tém como
base os estudos tedricos de Lekhnitskii. No item seguinte, apresenta-se um breve
comentario sobre 0 MEF, bem como, uma revisao bibliografica sobre sua aplicacdo em

problemas com anisotropia.

2.1 0 MEF APLICADO A PROBLEMAS ANISOTROPICOS

A complexidade do modelo matematico que representa 0 comportamento de
muitos problemas de Engenharia levou ao desenvolvimento de métodos aproximados

para sua solucdo, podendo-se destacar o MEF. Da forma como hoje é conhecida, a
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formulacdo do MEF foi estabelecida com a publicacdo do trabalho de TURNER et al.
(1956). Clough apud ASSAN (1999), foi o autor do nome “MEF” e num artigo
publicado em 1980 descreve em detalhes sua participacdo no desenvolvimento do
metodo.

De uma forma simplificada, pode-se dizer que o MEF consiste em transformar
0 solido continuo em uma associacdo de elementos discretos (elementos finitos), como
mostrado na Figura 2.1. Escrevem-se equac@es de compatibilidade e de equilibrio entre
os elementos e também, admitem-se fungdes aproximadoras continuas, formadas por
variaveis referidas aos nés dos elementos e por fungGes denominadas fungdes de forma,
que representam, por exemplo, o campo de deslocamentos no dominio do elemento. A
partir da resolucdo de um sistema de equacgOes algébricas lineares formado por essas
fungdes continuas, obtém-se os deslocamentos referidos aos nos de cada elemento
finito.

ELEMENTO
FINITO

FIGURA 2.1- Dominio com uma malha de elementos finitos.

Com os deslocamentos, pode-se entdo obter o estado de deformacgbes que,
associado as relagfes constitutivas do material, permitem definir o estado de tensdo em
cada elemento finito.

Atualmente, utilizando-se do MEF, existem muitos c6digos computacionais
desenvolvidos com a finalidade de se analisar diversos problemas correntes na
Engenharia. Tratando-se particularmente de problemas envolvendo sélidos
anisotrépicos, sdo citados alguns trabalhos com diferentes abordagens.

Um dos primeiros trabalhos foi o de WILSON (1965), onde o MEF foi
aplicado para a solucao de solidos axi-simétricos, onde a anisotropia, bem como, a ndo
simetria das condi¢bes de carregamento é incluida. AL DABBAGH et al. (1972)

desenvolveram um codigo para a analise tri-dimensional de s6lidos com anisotropia
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geral, utilizando elementos em forma de paralelepipedo, com aplicacdes especificas a
madeira.

FIGUEIRAS (1983) aplicou o MEF na analise ndo linear de placas e cascas
anisotropicas. Duas diferentes formulacGes de elementos finitos sdo apresentadas e
énfase especial é dada para analise de estruturas de concreto, compostas e laminares.

GIAVOTTO et al. (1983) aplicaram o MEF, com elementos finitos
isoparamétricos, na analise linear de sdélidos anisotropicos planos, voltando-se
principalmente para o estudo de hélices de helicopteros e geradores de usinas edlicas,
constituidos de materiais reforcados por fibras modelados por técnica de
homogeneizacéo.

Na anélise néo linear fisica de estruturas anisotropicas com o MEF, BRUNIG
(1995) estudou o comportamento elasto-plastico (ndo associativo) dessas estruturas
utilizando-se de uma aproximacdo quadratica para o critério de ruptura de TSAI & WU
(1971). S&@o analisados alguns exemplos onde o efeito da anisotropia sobre o
escoamento é discutido.

FERREIRA et al. (1999) analisaram com elementos finitos de casca, o
comportamento elasto-plastico de estruturas laminadas (sandwich e compositas) tendo-
se em conta trés abordagens cinematicas e uma teoria associativa de fluxo plastico. S&o
apresentados varios exemplos evidenciando o comportamento particular dessas
estruturas.

HOLMBERG et al. (1999), fizeram um estudo sobre o comportamento n&o
linear fisico da madeira e de alguns materiais fibrosos. Caracterizaram, e modelaram
com o MEF, as propriedades mecanicas (de rigidez e de fluéncia) de algumas espécies,
considerando variagOes de densidade e utilizando um procedimento de homogeneizagao.
Resultados experimentais e numéricos sdo comparados.

Na andlise linear de vigas compositas espessas, e de placas, ambas
consideradas anisotropicas, YILDIZ & SARIKANAT (2001) aplicaram o MEF para a
determinacdo das propriedades elésticas dessas estruturas, considerando-as laminadas.
Tratando-se ainda da anélise linear de vigas laminadas, pode-se citar o trabalho de
RAVEENDRANATH et al. (2000), que utilizaram o MEF, com elementos finitos
curvos de dois nés, com trés graus de liberdade por no, considerando ainda, campos de
deslocamentos cubicos, para o estudo dessas vigas submetidas a diferentes condi¢fes de
carregamento. Outros trabalhos podem ainda ser citados, como por exemplo, o de
POPESCU & HODGES (2000), na andlise dos efeitos do cisalhamento em vigas



Capitulo 2: Revisdo Bibliografica 21

anisotropicas com sec¢des transversais de diferentes formas, e de QIN & LIBRESCU
(2002) na modelagem de vigas anisotrépicas com secdes transversais do tipo caixao.

E importante comentar, aps a apresentacdo de alguns trabalhos, que apesar da
grande difusdo do MEF, a analise numérica de meios com anisotropia geral ndo é um
tema muito explorado e, devido a esse fato, até o presente momento, ndo se encontrou
na literatura algum trabalho destinado a analise viscoplastica desses meios, justificando-
se assim, a auséncia de referéncias sobre esse tema.

A seguir, apresenta-se uma descricdo geral sobre o MEC e também, algumas
aplicacBes em problemas anisotropicos.

2.2 0 MEC APLICADO A PROBLEMAS ANISOTROPICOS

O MEC ¢ uma técnica numérica alternativa para a resolucdo de problemas
dentro dos diversos campos da Engenharia. Seu principio basico € a transformacéo das
equacOes diferenciais, que regem determinado problema fisico, em equacGes integrais
de contorno com varidveis de contorno nos integrandos. De posse da equagdo integral
de contorno, o MEC consiste em se adotar uma aproximagdo numeérica para ela,
obtendo-se um conjunto de equacdes algébricas lineares que permitem a resolucéo de
diversos problemas cujas solucBes ndo sdao conhecidas explicitamente.

Na literatura especializada, existem diversos trabalhos escritos sobre a
aplicacdo de equacgdes integrais em problemas das teorias de potencial e de Elasticidade.
Um dos primeiros registros sobre a utilizacdo das equagGes integrais remontam a Abel*
que usou uma equacao integral para resolver o problema chamado “péndulo is6crono”.
A representacdo integral para problemas da elastostatica foi estabelecida por
Somigliana?, ficando-se conhecida como Identidade Somigliana.

Os meétodos numéricos modernos de equacdes integrais de contorno estdo
diretamente relacionados ao trabalho de FREDHOLM (1903), que utilizou equagdes
integrais discretizadas para tratar problemas de potencial, formando assim, a base para a

abordagem indireta do MEC. Essa abordagem é conhecida como indireta porque faz uso

1 N. H. Abel, Ouevres completes. Norvegien Christiania, 1881, vol.1, 621p.

2 C. Somigliana . Sopra I"equilibrio di um corpo eléstico isétropo. 1l nuovo Cimento(Ser. 3),1886,p.17-20.
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de fontes ficticias aplicadas ao contorno, mas que podem ser utilizadas no calculo de
grandezas fisicas como deslocamentos e tensbes. Nesse contexto, citam-se, por
exemplo, os trabalhos de MUSKHELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957) e
KUPRADZE (1965).

A abordagem direta do MEC, assim chamada pelo fato das variaveis fisicas do
problema (deslocamentos e forgas de superficie) serem usadas diretamente na equacgéo
integral, foi apresentada nos trabalhos de RIZZO (1967) e de CRUSE & R1ZZO (1968).
O trabalho de R1ZZO (1967) foi o primeiro a explorar a analogia entre as teorias de
potencial e da Elasticidade classica, procurando-se uma forma numeérica de se resolver o
problema. Ele usou elementos retilineos para discretizar o contorno onde as variaveis
assumiam valores constantes em cada elemento.

A partir desses trabalhos pioneiros 0 MEC se desenvolveu de forma bastante
rapida, sendo atualmente um método bem estabelecido com aplicacdes em diversas
areas da Engenharia, como pode ser constatado nos trabalhos de CRUSE (1987) e de
BREBBIA & DOMINGUEZ (1989).

Com relacdo ao estudo da plasticidade isotropica com o MEC, 0s primeiros
trabalhos foram o de RICARDELLA (1973) e MENDELSON (1973). As formulagdes
inicialmente propostas apresentavam algumas incorre¢des que foram contornadas mais
tarde por BUI (1978) por meio de conceitos sobre derivada de uma integral singular.
Outros trabalhos que abordaram plasticidade com o MEC podem ainda ser citados,
como por exemplo, VENTURINI (1982), TELLES & CARRER (1994), CHUEIRI
(1994) e FUDOLI (1999).

No entanto, apesar do avanco alcancado, uma das grandes dificuldades inerente
ao MEC consiste na determinacdo da solugdo fundamental do problema. A solugédo
fundamental, muitas vezes chamada de Funcdo de Green, vem a ser a resposta da
variavel, ou das variaveis, da equacdo diferencial do problema fisico em um ponto do
dominio infinito devido a aplica¢do de uma forca unitaria em um outro ponto do mesmo
dominio. Muitos dos problemas classicos da Engenharia tem solucdes fundamentais
conhecidas, outros ndo e alguns apresentam solugdes muito complexas que inviabilizam
a aplicacdo do método. Para a andlise de corpos elasticos isotrépicos, a primeira solucéo

fundamental foi desenvolvida por Lord Kelvin®.

® W. Thompson (Lord Kelvin): Note on the integration of the equations of equilibrium of an elastic
solid. Cambridge and Dublin Mathematical Journal, 3, 87— 89,1848.
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Abordando-se particularmente problemas anisotropicos com o MEC, pode-se
dizer que ndo é um tema muito explorado. O progresso alcancado na andlise desses
problemas no decorrer dos anos tem sido relativamente menor do que o alcancado na
Mecanica isotrdpica e ainda, na maioria das vezes, esse progresso originou somente
aplicacbes destinadas a analise linear de meios ortotrépicos ou transversalmente
isotropicos.

A primeira formulacdo do MEC para problemas elasticos lineares planos, ndo
isotropicos, foi desenvolvida por RIZZO & SHIPPY (1970). Utilizando-se da solucao
fundamental para a analise de problemas ortotropicos proposta por GREEN (1943),
baseada somente em variaveis reais, aplicaram a abordagem direta de solucdo para o
estudo de tensbes em alguns exemplos de solidos ortotrépicos. Foram utilizados
elementos constantes para aproximar as variaveis e a geometria do problema.

A partir desse trabalho, surgiram outros que aplicaram também a mesma
solucdo fundamental de RIZZO & SHIPPY (1970) com a finalidade de se estudar
solidos ortotropicos planos, podendo ser citados BENJUMEA & SIKARSKIE (1972),
MAHAJERIN & SIKARSKIE (1986), VABLE & SIKARSKIE (1988) e PADHI et al.
(2000).

A andlise de solidos anisotropicos planos, possuindo anisotropia geral, através
do MEC teve inicio com o trabalho de CRUSE & SWEDLOW (1971) que, utilizando
funcgdes de varidveis complexas e o formalismo eléstico anisotrépico de LEKHNITSKII
(1963), propuseram uma solugdo fundamental bi-dimensional que tem sido bastante
utilizada nas mais diferentes aplicacdes do MEC em anisotropia, podendo ser citados,
de forma mais detalhada, alguns trabalhos a seguir.

SNYDER & CRUSE (1975) determinaram fatores de intensidade de tensédo em
chapas elésticas anisotrépicas, contendo uma trinca, utilizando uma solucédo
fundamental anisotropica prépria para trincas, mas, desenvolvida a partir da solucéo
fundamental com variaveis complexas de CRUSE & SWEDLOW (1971). Em seu
estudo, adotando aproximacdo constante para as variaveis, constataram uma diferenca
proxima de 10% entre os fatores de intensidade de tensdo das chapas analisadas
(ortotrdpicas) com os de chapas isotropicas.

No campo da Mecanica da Fratura, podem ainda ser citados outros trabalhos.
TAN & GAO (1992) analisaram sélidos anisotropicos planos com concentracGes de
tensdes e trincas. SOLLERO & ALIABADI (1993) determinaram fatores de intensidade

de tensdo em chapas anisotropicas bidimensionais. Algumas aplicacBes sé&o
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apresentadas para laminados simétricos unidirecionais constituidos de materiais
poliméricos reforcados por fibras. ALBUQUERQUE (2001) e ALBUQUERQUE et al.
(2002) aplicaram a formulacdo do MEC para analise de problemas dinamicos lineares
envolvendo estruturas constituidas de materiais anisotropicos.

Analisando alguns exemplos de sélidos planos com anisotropia geral, DEB &
BANERJEE (1990) utilizaram a solugdo fundamental com variaveis complexas para
estudar as tensbes e as deformacbes em corpos considerando a presenca de forcas de
volume (forca da gravidade e forca centrifuga). Os mesmos procedimentos de solugdo
foram utilizados por DEB (1996) para a analise de corpos anisotropicos bidimensionais
sujeitos a efeitos de temperatura.

LEE & MAL (1990) apresentaram uma formulacédo para o MEC, para a analise
de meios anisotrépicos planos, onde as equacdes integrais sdo discretizadas num plano
complexo, diferenciando-se assim das formulagcfes usuais. As incdgnitas do problema
sdo assumidas como func@es lineares de uma varidvel complexa, em cada elemento de
contorno, e as integracGes sao realizadas de forma exata para contornos arbitrarios sem
a necessidade de integracdes numeéricas, constituindo assim, a vantagem do método
proposto.

Procurando melhorar as respostas obtidas com o0 MEC no célculo de tensdes no
contorno, e proximas a ele, de sélidos anisotropicos bidimensionais, RAJU et al. (1996)
apresentaram uma formulagéo baseada nos gradientes dos deslocamentos (deformacoes)
e nas forcas de superficie.

Nesse método, chamado de gradiente do deslocamento modificado (Okada et
al. (1988) apud RAJU et al. (1996)), a formulacéo tradicional do MEC é utilizada para
se determinar os deslocamentos e forgas de superficies em todos os nés do contorno.
Depois, todos os dados do contorno séo entdo usados para se determinar os gradientes
dos deslocamentos em cada né do contorno. Esses gradientes e as forcas sdo entdo
usados no método do gradiente para se determinar as deformacgdes em pontos internos
do corpo, e as tensdes sdo entdo calculadas utilizando as relagGes constitutivas.

A solugdo fundamental de CRUSE & SWEDLOW (1971) é também utilizada
na analise transiente de solidos anisotropicos piezoelétricos, citando-se, por exemplo, 0
trabalno de KOGL & GAUL (2000). AZIS & CLEMENTS (2001), estudando
deformacbes de solidos anisotropicos ndo homogéneos, utilizaram uma solucéo
desenvolvida a partir da solugcdo de CRUSE & SWEDLOW (1971).
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Assim, em vista de todos esses trabalhos comentados, é possivel constatar a
grande aplicabilidade da solucdo fundamental anisotropica com variaveis complexas
para a analise de problemas planos com anisotropia geral. Devido a isso, no presente
trabalho, essa solucdo fundamental sera utilizada de maneira original em problemas nao
lineares e mais detalhes sobre ela séo apresentados no decorrer do trabalho.

Antes, porém, é de interesse ainda neste item, apresentar algumas referéncias
cujos autores tiveram o propdsito de analisar problemas anisotropicos planos e também,
tridimensionais utilizando-se de outras solugdes fundamentais. Dessa forma, a seguir
sdo feitos alguns comentérios sobre outros trabalhos que versaram o assunto anisotropia
com aplicacbes do MEC.

Para a andlise elastostatica tridimensional, a primeira aplicacdo do MEC foi
feita por VOGEL & RI1ZZO (1973) utilizando uma solucdo fundamental proposta por
SYNGE (1957) escrita somente em funcéo de variaveis reais:

1
. — '
8r% X -¢ L

|7l=1

G, (X&) ()ds (i,j=1,23) 2.1)

onde a integral de linha é tomada sobre um circulo unitario no plano normal ao vetor (X

- &) e passando através de X, e o integrando (K;) é definido como segue (DEB, 1996):
Ki}l(ﬂ/):[cijm YV ]_l (2.2)

onde o tensor Cj;q representa o tensor dos coeficientes de rigidez.

No entanto, para o caso geral de anisotropia, a integracdo numérica da Equacgéo
(2.1) demandava muito esforgco computacional. Assim, WILSON & CRUSE (1978)
formularam um esquema de interpolacdo que evitava a utilizacdo da Equacédo (2.1) em
todos os pontos de Gauss. Outros autores, como DEB et al. (1991) e SALES & GRAY
(1998), procuraram adotar aproximacdes mais eficientes, baseadas em técnicas
matematicas como transformacdo em séries finitas, para a integracdo numérica da
Equacdo (2.1).

BREBBIA & DOMINGUEZ (1989) propuseram uma solucdo fundamental
deduzida a partir da solucdo fundamental isotropica de Kelvin, evitando-se, dessa
maneira, para problemas tridimensionais, a integracdo numérica para se determinar a

funcdo de Green.
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A técnica consiste em expressar as constantes anisotropicas como uma média
dos valores das constantes isotropicas mais um residuo, que por sua vez, € transformado
num termo de dominio da equacdo integral e pode ser tratado, por exemplo, pelo
método da reciprocidade dual.

Utilizando essa solugdo fundamental, seguiram-se os trabalhos de SCHCLAR
& PARTRIDGE (1993) e SCHCLAR (1994), na analise de diversos problemas
anisotrépicos tridimensionais, e PEREZ & WROBEL (1996) no estudo de problemas
planos. Esta técnica subtrai do MEC sua principal vantagem para problemas lineares,
isto €, necessita da introducdo de aproximacgdes de dominio.

Para meios infinitos transversalmente isotropicos, PAN & CHOU (1976)
obtiveram uma solucdo fundamental utilizando-se de trés funcdes potenciais de
deslocamentos. Essa solugéo foi empregada por PAN & AMADEI (1996), no estudo de
solidos sujeitos a acdo da gravidade e também, por DING & LIANG (1999) na andlise
de solidos piezoelétricos transversalmente isotropicos.

E por fim, concluindo este item sobre solu¢bes fundamentais anisotropicas, é
de interesse ainda apresentar alguns trabalhos baseados em um outro ramo da
elasticidade anisotropica conhecido como formalismo de Stroh (ESHELBY et al., 1952;
STROH, 1958; e STROH, 1962).

Segundo TING (1996), o formalismo anisotrépico de LEKHNITSKII (1963)
tem sido ao longo dos anos muito explorado entre 0s pesquisadores da area de
Engenharia enquanto que, o formalismo de Stroh, € bem conhecido entre aqueles que
fazem pesquisa nas areas de Matematica aplicada, Fisica e Ciéncia dos Materiais.

Porém, na ultima década, esse formalismo anisotropico tem despertado
interesse de pesquisadores engenheiros devido sua elegancia matematica e
potencialidade de resolucdo de diversos problemas, como por exemplo,
piezoeletricidade anisotrdpica, eletromagnetismo, trincas e outros (TING, 2000).

De uma forma geral, pode-se dizer que o formalismo de Stroh transforma um
dado problema anisotrépico em um problema de autovalores e autovetores (BARNETT
& LOTHE, 1973):

N-¢=p-¢ (2.3)

onde N é uma matriz real 6 x 6 dependente das constantes elasticas de rigidez do
material, diferente do formalismo de LEKHNITSKII (1963) que utiliza as constantes de



Capitulo 2: Revisdo Bibliografica 27

compliancia; p sdo 6 autovalores consistindo de 3 pares complexos conjugados e & séo
0s autovetores associados a p.

Com esses resultados e seguindo o equacionamento matematico do formalismo
(ESHELBY et al. (1952), STROH (1958), STROH (1962) e TING (1996)), obtém-se as
solugBes para os problemas da elasticidade anisotropica, estando entre eles, a
determinacéo de solucbes fundamentais.

Com a difusdo do formalismo de Stroh, alguns trabalhos tém sido
desenvolvidos com o propdsito de se obter solucBes fundamentais anisotropicas.
WANG (1994) obteve vérias solugdes fundamentais considerando um formalismo de
Stroh generalizado. Essas solugdes foram implementadas com o MEC para problemas
tridimensionais por TONON et al. (2001). Uma solucdo desenvolvida por Yuan & Yang
apud PAN et al. (2001), foi implementada por PAN et al. (2001) para a analise de
tensbes em torno de furos em laminados compositos.

Em TING (1996) e possivel encontrar solugdes fundamentais para diversos
problemas anisotropicos como, por exemplo, trincas em solidos compésitos, inclusdes
elipticas e problemas elasticos em semi-espacos infinitos. Outras solu¢fes ainda podem
ser encontradas em CHIU & WU (1998), WU (1998) e PAN & YUAN (2000).

Com isso, tendo-se apresentado diversos trabalhos sobre solugfes
fundamentais anisotrdpicas, é importante salientar novamente, que na presente pesquisa,
a solucdo fundamental a ser utilizada é a solucdo de variaveis complexas de CRUSE &
SWEDLOW (1971) deduzida a partir do formalismo de LEKHNITSKII (1963), pois,
como ja comentado, ela é potencialmente eficiente para os propositos deste trabalho.

E por fim, deve-se também comentar que entre os diversos trabalhos consultados
ndo se encontrou nenhum que se assemelha, seja no assunto enfocado ou na
metodologia proposta, ao presente trabalho, garantindo assim, seu carater original.
Salienta-se mais uma vez, no sentido de se esclarecer os pontos inovadores do trabalho,
que as analises plasticas e viscoplasticas com anisotropia geral pelo MEC sdo assuntos

inexplorados (SUN et al., 2002) e serdo originalmente aqui enfocados.



3 MEIOS ANISOTROPICOS -

CONSIDERACOES GERAIS E
CRITERIOS DE RESISTENCIA

Neste capitulo s8o apresentadas consideracBes gerais sobre meios
anisotropicos, suas relagfes constitutivas, destacando-se aspectos basicos que as
diferenciam das relagbes dos meios isotropicos, e também, a solucdo fundamental
empregada é brevemente descrita. E feita ainda uma revisao da literatura sobre critérios
de resisténcia especificos para materiais ndo-isotrépicos no intuito de se definir qual
critério € o mais apropriado para as analises, em meios com anisotropia geral, propostas

nesta pesquisa.

3.1 GENERALIDADES

A maioria dos materiais estruturais exibe algum grau de anisotropia. Um material
como a madeira é naturalmente anisotropico, outros, como 0s compdsitos, sdo
anisotrépicos devido ao processo de fabricacéo.

De um modo geral, segundo LEKHNITSKII (1963), todos 0s materiais podem ser
classificados, por um lado, em homogéneos e ndo homogéneos, e por outro lado, em
isotropicos e anisotropicos. Em meios homogéneos as propriedades de elasticidade sdo
invariantes para todos os pontos e, para meios ndo homogéneos, essas propriedades nao
se apresentam as mesmas.

LEKHNITSKII (1963) classifica como isotrépico o sélido cujas propriedades de

elasticidade sdo constantes para quaisquer direcfes estabelecidas a partir de um
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determinado ponto, ou seja, sdo invariantes para todas as transformacdes de
coordenadas. Um soélido anisotropico, como um material composito reforcado por
fibras, exibe diferentes propriedades de elasticidade para direcBes diferentes associadas
a um dado ponto. As diregdes nas quais as propriedades de elasticidade se mantém séo
denominadas dire¢des elasticamente equivalentes ou direcdes principais de elasticidade.

Materiais anisotropicos artificiais, como 0s compdsitos estruturais, foram
originalmente desenvolvidos para a industria aeroespacial com a vantagem de
oferecerem elevadas propriedades de rigidez e resisténcia quando comparadas ao seu
peso proprio (SCHCLAR, 1994). Atualmente os compositos tém encontrado um campo
de aplicagcbes maior do que a industria aeroespacial, podendo-se citar, por exemplo,
aplicacdes nas industrias navais, automotivas, eletroeletrénicas e na construcdo civil
(ndo esquecendo que o concreto armado é um dos mais antigos materiais compdsitos
artificiais).

Tratando-se especificamente sobre a analise de estruturas constituidas de materiais
anisotrépicos, pode-se dizer que surgem complicacdes adicionais quando comparadas
com as estruturas isotropicas. Isso se deve ao fato de que as relagdes constitutivas, ou
seja, as relagdes entre tensdes e deformacbes, em sélidos anisotropicos sdo mais
complexas sendo representadas por um tensor constitutivo mais completo, aumentando-

se assim, o nimero de variaveis do problema.

3.2 LEIS CONSTITUTIVAS PARA MATERIAIS ELASTICOS
ANISOTROPICOS

Utilizando-se das propriedades de energia de deformacao, pode-se estabelecer
formulacBes das leis constitutivas para diversas classes de materiais elasticos. Seja,
entdo, a funcdo energia de deformacdo, caracterizada pela seguinte série polinomial
(CHEN & SALEEB, 1982):

U, = C05ij T K& T TEiéy (3.1)

onde: Cy, xjj, @ijiu sao fungdes constantes.
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Baseando-se nos conceitos de energia de deformacdo, onde a energia de
deformacéo tem um valor estacionario em relacao ao tensor das deformagdes, é possivel
arbitrar para essa constante C, um valor igual a zero. Aplicando-se a expressao

o = ZUO , com U de acordo com a equacéo (3.1) obtém-se:
&

Oy =Ky + (wijkl T @y )5k| 3.2)

Para o caso relativo ao “estado natural” no qual as tensbes e as deformagdes
estdo vinculadas a todo o sélido e, também, estdo atuando simultaneamente no sélido,

consegue-se escrever que.

ou,
o) = =0 3.3
( J)O agij ( )
onde a notacdo entre parénteses com indice 0, aponta para um estado natural com

tensdes e deformacdes nulas. Assim, x; vale zero. Denominando-se (wijk, +wk“j) de

Ciju, pode-se escrever que:

O = Cijkl o (3.4)

O tensor Cijq € chamado de tensor de constantes de elasticidade. Pode-se ainda

exprimir a lei constitutiva (3.4) numa forma tensorial alternativa, admitindo-se

naturalmente que |Cy, |0, por intermédio de:

&ij = Sijkl Oy (3.5)

onde: Sjju € denominado tensor de compliancia ou matriz de flexibilidade

Do ponto de vista formal, os tensores Cijq e Sjjq s@o constituidos de 81 (oitenta
e um) elementos, ja que os indices i, J, k, | variam de 1 a 3. O tensor Cj;q relaciona cada
um dos nove componentes do tensor de deformacéo a cada uma das nove componentes
do tensor de tensdo. O tensor Sy, por outro lado, faz esta inter-relacdo de maneira
inversa.

A partir do fato associado as seguintes derivagoes:

doy 0%V,

Og,  0&,0¢; tik (3.6)
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o°U, 0%,
Oey0&; 008

(3.7)

pode-se concluir que Cijy = Cyij.

Retomando-se a expressdo (3.4), o tensor Cijj acena para a existéncia de 81
elementos. N&o obstante, deve-se lembrar que tanto o tensor das tensdes como o tensor

das deformacdes sdo simetricos. Direcionando-se estes conceitos a Equacdo (3.4), tem-

se:

Simetria do tensor de tensoes (o ):

0i =Ciwén =0 =Cjnéq (3.8)
e dai:

Cii = Cjii (3.9)

Por outro lado, pela simetria do tensor das deformacdes (¢; ):

0y =Ciju€u = Cijneéix (3.10)
e portanto:

Cij = Cijic (3.11)

Nesse sentido, dos 81 elementos, ao se aplicar (3.9), sobram 54 elementos e
quando se vincula (3.11), sobram 36 elementos. Entretanto, o tensor Cijq € simétrico
em relacdo aos pares (i, j) e (k, 1), Equacgéo (3.7). Com efeito, dos 36 elementos, tem-se,
assim, somente 21 elementos do tensor constitutivo Cjju. As mesmas consideracdes se

aplicam ao tensor de flexibilidade S;j.

3.2.1 Representacédo das Leis Constitutivas

Tendo-se em vista a simetria dos tensores de tensdo e de deformacdo, é
possivel constatar as identidades:
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O =0y
013 =03
Oy =03

&
€13

&3

=&y
=&z

=&y

(3.12)

Dessa forma, as nove equacOes que caracterizam as expressoes tensoriais das

leis constitutivas podem ser condensadas em seis equagcfes com seis termos cada uma.

Neste sentido, a lei constitutiva (3.4) pode também ser escrita da seguinte

maneira;

Oy Cun

C:1122

O Coo

Sim.

Cll33
C2233

C3333

ou simplesmente, em forma matricial:

o=C¢

De modo analogo, &; = S;,0

&=So

ou:

€11 S Sux

& S 9222

28,

28y,

Sim.

284,

S1133
S2233

S 3333

C1112 (:1123
(:2212 C2223
C3312 C3323
C1212 C1223
Coas
fica sendo:
2 S1112 2 S 1123
2 S 2212 2 S 2223
283312 283323
4 S 1212 4 S1223
4S 2323

1131

2231

3331

1231

2331

O 00000

3131 |

281131
282231
283331
481231
482331

483131 _

(3.13)

(3.14)

(3.15)

(3.16)

Observa-se que os valores 2¢,,, 2¢,, € 2g, podem ser substituidos por y,,,

V31 Vs €ASTENSOES Oy, Opg, Oy PON Tpp, Ty, Tayp-
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Introduzindo-se uma notacgéo reduzida, apresentada por TING (1996):

O3 =01, Oy =0,

Oy =07, 03 =05 (3.17)
O33 =03, Oy, =0

&1 = &1, 263 =¢,

Exp =&y, 265 =& (3.18)
E33 = &3, 261, = &

Assim, a lei constitutiva (3.13) pode ser escrita como:

6, =Copé, (3.19)

e a Equacéo (3.16):

¢, =S.,0, (3.20)

A transformagdo entre C;,, e C_, € efetuada substituindo-se os subscritos ij

(ou kl) por a (ou ) usando-se as seguintes regras:

TABELA 3.1: Regras de transformacéo entre ij (ou kl) e a. (ou B) (TING, 1996).
ij (ou KkI) a (ou B)

11

22

33
23 0u 32
31ou13
12 ou 21

1

gi16(0(0 0|0

Para a transformagdo entre S;, e S,, utiliza-se as mesmas regras, porém
considerando-se:

Siia = Sup seae B <3

28ijk| =3

of se o ou P <3;
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A4S =S, seae B >3

Assim, € possivel escrever:

0, Chn C, Cy Cy, Cp Cp &
o, Cp Cu C, Cux Cyu &
o C C C C &
3| _ 33 34 35 36 3 (3.21)
Oy Cu Cuis Cu &,
05 Css Cs &y
O, _Sim. Ces | &6
e também,
&, i Su S Si3 Sy S Sp ] 0,
& Sy Sy Sy Su Sy o,
&3 _ Siz Sa Sz Sy O3 (3.22)
&y Su S Su Oy
&y Sss Sss O5
& | Sim. Ses | 1T

Considerando-se agora a relacdo constitutiva inversa (Equacdo 3.22), expressa
pelo tensor de flexibilidade Sj, pode-se expandi-la escrevendo-se os coeficientes

elasticos em termos das constantes de engenharia e assim, tem-se:

1
&y = E_(O-X “VOy VO, T 15Ty T xTxe T nXYVXTXV) (3.23)
XX
1
&y = E_(_ ViyOx T Oy =VyO Ny yTys T yTxe +77vayrxy) (3.24)
yy
1
€ = E_(_ VieOx =VOy + 0, Ty, Ty 15,00 nxy,szy) (3.25)
1
Vye = G_(nx,yzax Ty Oy T30, T Ty T My T +,ny,szxy) (3.26)
yz
1
Ve = G_(nx,zxo-x + 7y Oy 17,50, t My Ty, Tt ,ny,zxfxy) (327)
1
Vxy = G_(nx,xyo-x Ty TeyOr ¥ HyyTye ¥ Moy Tra + Txy) (3.28)

Xy

Nas equacOes anteriores, Ejj sdo os modulos de Elasticidade longitudinais nas

direcBes dos eixos X, Y, z; Gij, sdo os modulos de Elasticidade transversais para os planos
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paralelos aos planos coordenados; v, sdo os coeficientes de Poisson. As outras
constantes que aparecem nas equacOGes sdo nulas para um corpo isotropico (ou
ortotropico), mas, importantes para um corpo anisotropico, pois quantificam as
influéncias de tensbes normais em deformac@es tangenciais e de tensdes tangenciais em
deformagdes normais (MASCIA, 1991; VANALLI , 2001).

As constantes g sd0 chamadas de coeficientes de Chentsov. Eles caracterizam
distorcbes em planos paralelos aos planos coordenados produzidas por tensdes
tangenciais agindo em planos paralelos aos outros planos coordenados. As constantes

1ijx sdo chamadas, de acordo com LEKHNITSKII (1963), de coeficientes de influéncia

muitua de 1% espécie. Eles caracterizam extensdes nas direcdes dos eixos coordenados

“k produzidas por tensdes tangenciais agindo nos planos coordenados “ij”. E por fim,
tem-se os coeficientes de influéncia matua de 2° espécie, 7ij que expressam

deformacdes tangenciais nos planos coordenados “jk’, causadas pelas tensées normais

gue atuam nos eixos coordenados ““i”’.

3.2.2 Classificacdo dos Materiais segundo o Numero de Planos de

Simetria Elastica

Se um meio anisotropico apresenta algum tipo de simetria, as suas
propriedades de elasticidade também a exibem. A simetria elastica expressa o fato de
gue em cada ponto do solido existem direcdes simétricas equivalentes com respeito as
propriedades elasticas. Se ha simetria das propriedades eldsticas de um meio
anisotropico, entdo as leis constitutivas para ele podem ser simplificadas, ou seja,
podem ocorrer reducéo de coeficientes nos tensores Sjj e Cj;. LEKHNITSKII (1963),
procurando realizar tais simplificacfes, desenvolve as leis constitutivas em relacdo a
dois sistemas simétricos de coordenadas e compara as expressdes obtidas, identificando
assim, as simetrias existentes.

Dessa maneira, ao se fazer consideracdes da presenca de planos de simetria em
solidos anisotropicos, surgem diversas classes de materiais diferenciadas pela
guantidade de elementos distintos e independentes nos tensores constitutivos. Com isso,
apresenta-se a seguir, alguns casos basicos de simetria elastica.



Capitulo 3: Meios Anisotropicos — ConsideracGes Gerais e Critérios de Resisténcia 36

3.2.2.1 Material com Simetria Elastica em um Plano

Considerando-se um plano w, referido a um sistema de coordenadas X,

conforme se mostra na Figura 3.1:

Zxx 3
EIXO DE SIMETRIA

Diregbes Equivalentes

e
S
0 et O X 2
N
SO
T X3 7 N
d \\

X1 7

FIGURA 3.1 — Simetria elastica em 1 (um) plano.

0 plano x; — X, é de simetria el&stica, ou seja, duas direcdes quaisquer passando por um
ponto nesse plano séo equivalentes no que concerne as propriedades de elasticidade. A
direcdo normal a este plano é chamada de direcdo principal de elasticidade.

Promovendo-se rotacBes de 180° em torno do eixo x3 (Figura 3.2), no intuito de
se chegar as simplificacdes:

AX 3=X"3

X1

FIGURA 3.2 — Rota¢do de 180° em torno do eixo Xs.

tém-se 0s seguintes cossenos diretores:

-1 0 O
Iij = 0 -1 0 (329)
0O 0 -1
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Com o uso de transformacéo tensorial, para transformacéo de propriedades de

elasticidade, apresentada por LEKHNITSKII (1963) obtém-se para o coeficiente Sy;:

Sy = Ay Ain S (3.30)

onde os coeficientes i sdo dependentes dos cossenos diretores das transformagoes,
sendo apresentados na Tabela 3.2:

TABELA 3.2 - Coeficientes qj.

1 2 3 4 5 6
2 2 2
Iy I l;5 |l |25 |31,y
2 2 2
|20 I3, I P |3l |2511
2 2 2
|3 |5, I35 l3pls |35l |35y
I, + 1,0 | Lals, + 1501 1l + 1541
1l22 Fliplor | hisler Thialos | higlor *lilas
4 2yl 21,15 21515
Lo, + 1,00 Tl + 1,00 sl + 151
atl22 Tlgolar| lsslon Tlsolas| Taslon Thailos
S 21yl 213,15 23l
Lo, + 10 | sl + 1,05 ] sl + 151
atliz Tlahi | lssliz Tlaohis| fashiy +lgilis
6 21yl 21, 21yl

Fonte: LEKHNITSKII (1963).

Resultando:

Su=1"uS, (3.31)

devido as demais parcelas que contribuem para S 11 serem nulas em (3.30).

Assim:

Su=S, (3.32)
De semelhante andlise para 0s outros termos do tensor, conclui-se que:

S15 = S16 = S25 = S26 = S35 = 836 = S45 = S46 =0 (3-33)

Entdo, o tensor S; para um material com simetria elastica em 1 (um) plano,
torna-se:
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_Sll S12 S13 S14 O O ]
Su Sp Sp Sy 0 0
S;, S S S 0 0
Sij _|°=n 32 33 34 (3.34)
S41 S42 S43 S44 0 0
0 0 0 0 S S
(0 0 0 0 Sg S|

Com isto o tensor Sjj passa a ter 13 (treze) componentes diferentes, sendo que
apenas 11 (onze) sdo independentes, devido a dependéncia linear entre 0s termos Sss,

Ss6 € Sgs. Semelhante andlise pode ser realizada com o tensor Cj;.

3.2.2.2 Material com Simetria Elastica em Trés Planos (Material Ortétropo)

Um sdlido, referido a um sistema de coordenadas x;, &€ denominado de material
ortotropo, ou ortotrépico, quando possui trés planos de simetria mutuamente
perpendiculares, com eixos de simetria X;.

Admitindo-se um plano desse solido, referido a um sistema de coordenadas x;,
e procedendo-se agora uma rotagcdo de 180° em torno do eixo x;, conforme Figura 3.3,

tem-se, analogamente ao caso do material com um plano de simetria,

Sis =Sy =S4 =S¢ =0 (3.35)
AX 3
180° X

o i \ -

X'2 | 180°
l
|

X1=X"1 :

FIGURA 3.3 — Rotacéo de 180° em torno do eixo X;.

Efetuando-se semelhantes rotacdes nos eixos X, e x3, uma de cada vez, tem-se:
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Sig =Sy =S4 =S¢ = (3.36)
Si5 =S5 = S35 =Sg =0 (3.37)

(3.38)

Procedimento analogo pode ser aplicado ao tensor Cj. Segundo
LEKHNITSKII et al. (1968), quando 3 planos mutuamente perpendiculares de simetria
elastica passam através de todos os pontos de um corpo homogéneo, as equacoes da lei

de Hooke generalizada, referindo-se a um sistema de coordenadas X, y, z serao:

&

X

=S,,0,+ Slzay +S,;0,
&, = S,0, + 8220'y +S,,0, (3.39)

g, =S,0,+ 8230y +S,,0,

Vv = S44Tyz

3.40
7/xy = SSBTxy ( )
yxz = SGGTXZ

Assim, para um material possuindo 3 (trés) planos de simetria elastica, o
nimero de constantes independentes serd 9 (nove). Um elemento de um corpo
ortotropico na forma de um paralelepipedo retangular com lados paralelos aos planos de
simetria elastica, submetido a acdo de uma tensdo normal aplicada em um de seus lados,
permanece sem alteracdo de forma no processo de carregamento, ou seja, ndo ocorrerdo
distorcdes em seus planos devido a auséncia dos coeficientes de influéncia mutua nas
relacdes constitutivas. O sélido somente muda suas dimensdes originais.

Dentre os tipos de simetria elastica, a ortotropica é a mais presente em casos

praticos de analise estrutural. De acordo com MELESH (1963), relagdes tensao-
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deformacéo ortotropicas fornecem suficiente generalidade para descrever a maioria dos

materiais estruturais.

3.2.2.3 Material Transversalmente Isotropico (Um Plano de Isotropia)

Os materiais transversalmente isotropicos sdo 0s que apresentam um plano de
simetria fisica dentro do qual todas as direcGes sdo materialmente equivalentes
(FUSCO, 1993).

Considerando-se um plano de um solido referido a um sistema de coordenadas,
conforme Figura 3.4, onde o plano x; — X, é dito de isotropia, ou seja, todas as dire¢des
contidas nesse plano sdo elasticamente equivalentes e 0 eixo x3 € 0 eixo de simetria
elastica.

AX 3

X2

v

(E G V) X

Plano de Isotropia

X1

FIGURA 3.4 — Plano de isotropia — material transversalmente isotrépico.

Baseando-se nas equagdes dos itens anteriores, tem-se:
S =93y Si3=Syz; S =3S; 2(S;;-55,)=S, (3.41)

Assim, com a utilizacdo da notacéo usual em engenharia, o tensor S;; torna-se:



Capitulo 3: Meios Anisotropicos — ConsideracGes Gerais e Critérios de Resisténcia 41

LY Y 5 0 o
E E E

vl Y o9 0 o0
E E E

—VE LA
0o 0 0 = 0 0

G
0 0 0 0 = o
G

o o o0 0 o0 -
L G |

onde E, E’ sdo, respectivamente, o mddulo de elasticidade no plano de isotropia e na

direcdo normal a ele;

v, V' : coeficiente de Poisson no plano de isotropia e na dire¢cdo normal a ele;
G, G’ : mbdulo de elasticidade transversal no plano de isotropia e na direcéo

normal a ele. E também:

2(811 -3 ) =S, (3.43)
ou
E
G =
21+v) (3.44)

Portanto, apenas 5 (cinco) coeficientes de S;; sdo independentes. O mddulo de

elasticidade transversal G indica a isotropia no plano.

3.2.2.4 Material Isotropico

Um corpo isotrépico € aquele em que todos os planos que passam por um
ponto sdo isotropicos, ou seja, todas as direcdes sdo elasticamente equivalentes e
principais. Assim:

E'=E, G =G e V=uv (3.45)

O tensor S;j; torna-se:
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1 Y Y5 0 0
E E E
vl vy o0 0
E E E
SRR
S, = . (3.46)
0 0 0O — 0 O
G
0 0 0 O L 0
G
0 0 0O 0 O 1
L G

Portanto, o tensor S;; passa a ter apenas 2 coeficientes independentes, ou seja, 0
modulo de elasticidade longitudinal E e o coeficiente de Poisson v, sendo que o
modulo de elasticidade transversal G é definido como:

E

G= m (3.47)

Para corpos isotropicos, quando da ocorréncia de transformacdo de
coordenadas, de um sistema x, y, z paraum Xx’,y’, zZ’ as constantes elasticas preservam
seus valores numéricos.

Segundo  MUSKHELISHIVILI (1963), ndo existe na natureza corpos
idealmente isotrépicos, porém, muitos materiais podem ser suficientemente
considerados isotropicos como, por exemplo, os metais, que sdo constituidos de
microscopicos cristais anisotropicos distribuidos aleatoriamente no material, conferindo
assim, isotropia aos solidos formados desse material.

No item seguinte, tendo-se ja apresentado de forma geral algumas consideracdes
sobre materiais anisotrépicos e suas relaces constitutivas, apresenta-se entdo um breve
comentario sobre a solu¢do fundamental a ser utilizada no desenvolvimento da analise
pelo MEC.
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3.3 DESCRICAO DA SOLUCAO FUNDAMENTAL
ANISOTROPICA UTILIZADA

A solucdo fundamental anisotropica, apresentada por CRUSE & SWEDLOW
(1971), pode ser deduzida fazendo-se uso do formalismo de LEKHNITSKII (1963) e da
teoria das fungdes complexas. Neste item, 0s principais passos dessa deducdo séo
apresentados. O detalhamento completo da solugdo fundamental pode ser encontrado no
Anexo 1.

Considere-se o tensor das tensdes escrito em termos das funcdes de tensdo de Airy

(F(x;,x,)) dadas por:

oy =F,n+0 (3.48)
0y =Fytv (3.49)
o, =—F.p, (3.50)

onde v é uma funcdo potencial que, considerando o problema estatico, tem valor nulo.

Essas fungdes satisfazem as equacdes de equilibrio:

oy =0 (3.51)

Expressando-se as deformacdes em termos das fungdes de Airy:

&1 Su Sp o Sp Fio
&, =[S, Spu Sk |y Fu (3.52)
&g Sis Sz Ses -Fy

pode-se diferencia-las como segue:

€100 = S11 -F 12222 +812 -F 1122 _816 -F 1222 (3-53)
Eo11 = S12 -F '2211+522 -F ’1111_826 -F 1211 (3-54)
610 = S16 -F 12212 +S26 -F 1112 _866 -F 11212 (3-55)

Substituindo-se as expressdes (3.53 - 3.55) nas equacdes de compatibilidade:

€122 T €211 = €12 (3.56)

obtém-se:
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Sll F 12222 _2816 F 11222 +( 2812 + 866 )F 11122 _2826 F 11112 +822 F n111 — 0 (357)

que é a equacao diferencial parcial de quarta ordem que modela um problema elastico
anisotrépico nos moldes do formalismo de LEKHNITSKII (1963) e que tem como

solucgéo a funcdo de tenséo de Airy (F(x1 ,Xs )). Esta equacdo pode ser integrada na sua

forma geral escrevendo-a simbolicamente com o uso de quatro operadores diferenciais

lineares:

AA,AAF =0 (3.58)

onde A designa a operacao:

A = —— p, — k=1234
v Hy ox, ( ) (3.59)

e 4, sdo as raizes da equagéo caracteristica (LEKHNITSKII et al., 1968):

Syt =281 4° +(2Sy; +Sgs Ju* =281 +S,, =0 (3.60)

Segundo LEKHNITSKII et al. (1968), as raizes da Equacdo (3.60) sdo sempre
complexas ou imaginarias puras, ndo ocorrendo raizes reais para o caso de qualquer
corpo elastico real com constantes S;3, 2S12+Sgs € Sy finitas e diferentes de zero. Essas

raizes complexas recebem a designacéo p,, u,, 1, e u,. Dois casos de combinagdes

das raizes sao possiveis, dependendo-se das relacdes entre as constantes elasticas:

1°) As raizes sdo todas diferentes:

=a+pi, w,=y+6-i, gy=a—-p-i, pg,=y—-5-i (3.61)

onde o, B 7,6 R e >0 e 6>0.

2°) As raizes sdo pares conjugados:

o=, =a+fi e = =a-p"i (3.62)

As raizes yp, e u, séo parametros complexos que podem ser considerados como

ndmeros que caracterizam o grau de anisotropia em problemas planos. De acordo com

seus valores, pode-se avaliar o quanto um dado corpo anisotrépico difere de um

isotropico, para o qual, u; = i, =i e |u|=|u,|=1.
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A partir da Equacdo (3.60) pode-se resolver o problema elastico evitando-se
resolver diretamente a equacdo diferencial (3.57). Para tanto, procede-se a seguinte

mudanca de variavel, onde o dominio Q é mapeado num plano complexo:
Z, =X + 1 X%, (k=1,2) (3.63)

Para se obter as componentes de tensdo em funcdo das novas variaveis complexas,
é preciso lembrar que a funcéo de tensdo € real e pode ser escrita como uma combinagédo

linear de fungGes de tensdo complexas:
F(x,.x,)=2Re[F,(z,)+F,(2,)] (3.64)

onde Re ¢ a designacdo para a parte real de qualquer expressdao complexa. Lembrando-

se ainda que as componentes de tensdo sdo dadas de acordo com a fungéo de Airy:

O’F o0°F O°F
X2 2 ox Yo oxox, (3.65)

Oy

Segundo CRUSE & SWEDLOW (1971), os deslocamentos fundamentais

(solucdo fundamental de deslocamento) séo dados individualmente por:
Uy (Z' 'Z): 2 Re[qilAkl In(z, -2 )+ 0;, A In(2, - 2, )] (3.66)

As forcas de superficie fundamentais séo:

L 9u (it =1, ) A +
i1 111 =112 k1
Z, — 1.
TH&;ﬁ=2Re(1 )
1
(—), Qi (211 =112 ) A2
Z, -1,

(3.67)

onde:

M M
o= ) 369

€ Tk sdo as componentes do vetor normal externo.

Nas solucBes fundamentais apresentadas, q; € a matriz de parametros

complexos:
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alllukz +a, — Ak
i = Py +a% —ay (3.69)
K

e as constantes complexas A, séo obtidas da solugao do sistema complexo:

S
L1 1A Yor i
o —H Hy, T H Ay T 511
) ) A~ 27 -1 (3.70)
O O O O M2 0
O,y — _21 0, - CTzz AJZ 0

3.4 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE RESISTENCIA DOS
MATERIAIS ANISOTROPICOS

A analise de ruptura de estruturas constituidas de materiais anisotropicos é um
tema complexo e de grande importancia devido ao elevado nimero de aplicagBes
industriais desses materiais. Considerando-se materiais totalmente anisotropicos, deve-
se admitir que a ruptura seja condicionada tanto pelas tensdes normais quanto pelas
tensdes de cisalhamento, uma vez que as rupturas podem ocorrer em virtude de
diferentes conjuntos de tensdes que agem sobre o elemento.

Em se tratando de materiais anisotropicos constituidos de elementos com
diferentes resisténcias, como materiais compdsitos reforcados por fibras, regides com
resisténcia inferior a de regides vizinhas exercerdo maior influéncia na resisténcia
global do composito do que regides com alta resisténcia, uma vez que podera ocorrer
ruptura daquela antes desta.

De acordo com HYER (1997), para compdsitos poliméricos reforcados com
fibras, devido a direcdo das fibras ser relativamente mais resistente do que outras
direcdes, a ruptura é uma funcdo da direcdo de aplicacdo da carga. Para causar ruptura
na direcdo das fibras é preciso uma maior tensdo do que para causar a ruptura na diregdo
perpendicular a elas. A ruptura a tracdo na direcdo das fibras é controlada pela
resisténcia destas, enquanto a ruptura a tracao perpendicular as fibras é controlada pela
resisténcia da aderéncia entre a fibra e a matriz e pela resisténcia da propria matriz.

Porém, no caso de solicitagdes mais complexas, como solicitacdes orientadas

segundo um angulo qualquer em relacéo as fibras, a dificuldade de se encontrar qual é a
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tensdo que controlard a ruptura € muito maior. Assim, procurando-se levar em
consideracao tais fendbmenos de ruptura nos materiais compositos, estabeleceram-se 0s
chamados mecanismos ou modos de ruptura para materiais compositos refor¢ados por
fibras.

A identificacdo de tais modos de ruptura € feita por meio de uma anéalise
micromecanica, que leva em consideracdo o fato de que os elementos constituintes dos
compositos (fibra e matriz) tém, em geral, caracteristicas de resisténcia muito diferentes
um dos outros. Além disso, a interface entre esses dois elementos basicos apresenta
comportamento também diverso dos da fibra e da matriz. Assim, identificam-se de
modo geral trés modos de ruptura: ruptura da matriz, ruptura da fibra e ruptura da
interface fibra-matriz.

Os modos basicos de ruptura sdo considerados, do ponto de vista da resisténcia
global do compdsito, como sendo apenas iniciadores da ruptura global. Para caracterizar
a ruptura de um elemento estrutural laminado é necessario ainda caracterizar a ruptura
da lamina e do conjunto de laminas. Uma tal caracterizacdo se faz ndo mais pela
micromecénica mas pela macromecanica ou analise estrutural (MAGAGNIN, 1996).

A caracterizagdo da ruptura da lamina se da com base nos conhecidos critérios
de ruptura e é uma caracterizagdo macroscopica. Para a analise do conjunto de laminas,
guando se visa uma analise mais apurada, geralmente sdo realizadas também
consideracdes sobre delaminacéo e deslizamento entre as Iaminas. Porém, no contexto
do presente trabalho, onde inicialmente pretende-se considerar, na analise visco-
plastica, as estruturas laminadas compdsitas com sendo homogéneas e anisotropicas, e
depois, na continuidade da pesquisa, considerar separadamente as fibras de reforco
imersas em um meio homogéneo, ndo sdo realizadas investigacbes visando-se o
entendimento das particularidades (como exemplo, delaminagdo) dos conjuntos de
laminas. Assim, na continuidade deste item, sdo considerados 0s principais critérios de

ruptura empregados na analise macroscépica de resisténcia dos materiais anisotropicos.
3.4.1 Critérios de ruptura para materiais anisotropicos e compostos
O principal objetivo de um critério de resisténcia é fornecer pardmetros para se

poder estimar rapidamente quando uma estrutura, constituida de determinado material e

submetida a complexas situacdes de carregamento, entrara em ruptura. Muitos dos
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critérios de ruptura para compdsitos anisotrépicos sdo baseados na generalizacdo de
criterios, previamente desenvolvidos, para materiais isotropicos. Por isso, esses critérios
também fazem uso do conceito de uma superficie de ruptura representada no espaco de
tensdes principais.

Segundo MAGAGNIN (1996), os critérios de resisténcia para materiais
compositos podem ser classificados como critérios predominantemente de tensao,
predominantemente de deformacdo e critérios quadraticos interativos. O primeiro
corresponde ao critério de Maxima Tens&o e o segundo ao de Méaxima Deformacao.

O critério da Méaxima Tensdo para laminas ortotropicas, de acordo com
GIBSON (1995), foi apresentado em 1920 por Jenkins® como uma extenséo da teoria de
Rankine para materiais isotropicos. Este critério prediz a ruptura quando qualquer
componente de tensdo principal atuante exceder uma tensao de referéncia especificada.
Deste modo, considerando-se o estado plano de tensdo, para se evitar a ruptura as

seguintes desigualdades precisam ser satisfeitas:

o, <X, o, <Y, 7, <T,, (3.73)

onde o,, o, sd0 as componentes de tensdo normais, r,, a componente de tenséo de
cisalhamento; X, e Y, séo as resisténcias normais da lamina a tragdo (ou compresséo)
nas direcOes x e y respectivamente e T, € a resisténcia ao cisalhamento no plano xy.

A superficie de ruptura para o critério da Maxima Tens&o no espaco o, — o, é
um retangulo (Figura 3.5). A superficie de ruptura é independente da tensdo de
cisalhamento z,, e este critério ndo considera a possibilidade de interacdo entre as
componentes de tensdes, ou seja, o valor de uma determinada resisténcia limite é
independente da presenca, ou ndo, de outra componente de tenséo.

O critério da Maxima Deformacéo é na sua forma geral similar ao critério da
Méxima Tensdo. Segundo GIBSON (1995), foi proposto por Waddoups? em 1967 como

uma extensdo da teoria da maxima deformacgdo normal para materiais isotropicos. Este

! Jenkins, C. F., Report on materials of constructions used in aircraft and aircraft engines, Great Britain
Aeronautical Research Committee, 1920.

2 Waddoups, M. E., Advanced composite material mechanics for the design and stress analysis, General
Dynamics, Fort Worth Division Report FZM-4763, Fort Worth, TX (1967)
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critério prediz a ruptura quando qualquer componente de deformacao principal atuante

exceder uma deformacéo ultima especificada:

& < Xy - P |712| STglz (3.74)

onde &, &, sdo as componentes de deformagdo a tracdo normal nas diregdes x e y
respectivamente e y,, € a componente de deformacdo por cisalhamento no plano xy;
X, e Y, sdo as resisténcias a deformagdo da l&mina a tracdo (ou compressdao) nas
direcBes x e y respectivamente e T_,, € a resisténcia a deformacdo por cisalhamento no

plano xy. Como no critério da Maxima Tensdo, assume-se também, que a ruptura ao
cisalhnamento é independente do sinal da deformagcdo cisalhante y,, .

A superficie de ruptura para o critério da Maxima Deformacdo no espaco
& — &, € um retangulo similar ao do critério da Maxima Tenséo no espago o, —o,.
Entretanto, no espaco o, —o,, a superficie do critério da Maxima Deformagéo € um

paralelogramo distorcido, cuja forma € dependente da relacdo tensdo-deformacdo da

lamina, como mostrado na Figura 3.5.

Max. Tensio ——= "7

\_ Max. Deformagéo

FIGURA 3.5 — Superficies dos critérios de Maxima Deformacdo e de Maxima Tensao.

Os critéerios interativos sd@o 0s polinémios de tensdes que diferem dos dois
primeiros critérios devido ao fato de incluirem termos quadraticos que consideram a
interacdo entre as componentes de tensdes, originando superficies de rupturas elipticas.
Os critérios mais difundidos na literatura sdo o de HILL (1948), o de Tsai-Hill, o de
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HOFFMAN (1967), os de Hashin e por fim, o critério de TSAlI & WU (1971), que &,
entre estes, 0 mais geral para analise de materiais anisotropicos.

De acordo com GIBSON (1995), em 1948, Hill sugeriu que o critério de Von
Mises poderia ser modificado para se poder incluir os efeitos do comportamento
anisotropico induzido em metais devido a ocorréncia de grandes deformac@es plasticas.
Para um estado geral 3D de tensbes ao longo dos eixos principais de um material, a

superficie de ruptura para o critério de HILL (1948) no espaco o, — o, — o, € descrita
pela equagéo:

A(O'2 —0'3)2 +B(O'3 —0'1)2 +C(O‘l—0'2)2 +2- D-rzz3 +

3.75
+2-E-tZ+2-F-7} =1 (3.75)

onde A, B, C, D, E, e F sdo constantes dependentes das resisténcias ao escoamento
determinadas a partir de ensaios uniaxiais e de cisalhamento simples.

No critério de HILL (1948), as resisténcias ao escoamento na tracdo e na
compressdo sao assumidas iguais. Considerando-se a Equacao (3.75) e, isoladamente,
ensaios uniaxiais nas dire¢fes principais 1, 2 e 3 e também, testes de cisalhamento

simples nos planos 23, 31 e 12, pode-se obter as constantes:

2-A:%+%—% (3.76)
2-B=%+%—% (3.77)
2-C=%+%—% (3.78)
Z_D:é (3.79)
2~E=% (3.80)
Z.F:é (3.81)

onde Y1, Y2, Y3 sdo resisténcias ao escoamento uniaxiais ao longo das direcbes 1, 2 e 3
respectivamente e Yip, Ya3, Y31 S80 resisténcias ao escoamento ao cisalhamento

associadas aos planos 12, 23 e 31 respectivamente. Maiores detalhes sobre o critério de



Capitulo 3: Meios Anisotropicos — ConsideracGes Gerais e Critérios de Resisténcia 51

HILL (1948) séo apresentados nos trabalhos de SHIH & LEE (1978), de FEENSTRA &
de BORST (1990) e de KHAROUF et al. (2003).

TSAI (1968) propds uma extensdo do critério de escoamento de HILL (1948),
para a analise de laminas ortotropicas, admitindo que o critério de ruptura de um
composto de fibras unidirecionais tem a mesma forma matematica do critério de
escoamento de um material idealmente plastico, como o de HILL (1948), onde a ruptura
¢ associada a tensdo de cisalhamento e independente da tensdo hidrostatica. Assim, esse
novo critério ficou conhecido como o critério de Tsai-Hill.

Assumindo-se uma lamina ortotropica, no estado plano de tensdo
(o, =74 =7, =0 ), com a dire¢do principal 1 sendo a direcéo da fibra de reforco, e
ainda, admitindo-se que as resisténcias ao escoamento da expressao do critério de HILL
(1948) sdo substituidas pelas resisténcias ao escoamento da lamina, assim denominadas
Y, =S, Y,=Y,=5; e Y, =5, pode-se obter a partir das Equacdes (3.76 — 3.81) a

expressao para o critério de ruptura de Tsai-Hill:

2 2 2
(o} O, 0O (o} T
= o tata L (3.82)
St St St Sur
A superficie gerada pela expressdo do critério de Tsai-Hill no espaco de
tensdes principais é uma elipse simétrica, devido a hipotese de iguais resisténcias ao

escoamento na tracdo e na compressdo, como se mostra na Figura 3.6:

AG 2

YT

O1

\/

Yc

FIGURA 3.6 — Superficie de ruptura do critério de Tsai-Hill.

No entanto, a equacdo do critério de Tsai-Hill pode também ser utilizada

quando as resisténcias a tracdo e a compressao sdo diferentes, embora tal procedimento
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seja inconsistente com as formulacGes originais dos critérios de Von Mises e de HILL
(1948), simplesmente utilizando-se valores de s, e de s, apropriados para cada

quadrante do espaco de tensdes principais (TSAI, 1968).
O critério de resisténcia de HOFFMAN (1967) propde uma condicdo de
ruptura, para materiais frageis ortotropicos, que leva em conta diferentes resisténcias na

tracdo e na compressdo atraves da presenca de termos lineares nas tensdes normais o,
o, e o,, diferenciando-se entdo, dos critérios de HILL (1948) e de Tsai-Hill.

Segundo HOFFMAN (1967), sob baixas temperaturas e/ou sob carregamento
de curta duragéo, as fibras e a matriz ttém comportamento fragil e assim, o material pode
sofrer uma ruptura também fragil. Sendo a fragilidade caracterizada por grandes
diferencas entre as resisténcias a compressdo e a tragdo, o critério considera nove
parametros do material e a resisténcias a compressdo e a tracdo em varias diregdes. A

expressao do critério € representada na Equacéo (3.83):

Cl(ay —0'2)2 +CZ(O'Z —O'X)2 +C3(O'X —O'y)2 +C,0o, +C50'y + 283
+Co0, +C,72, +Cyrl +Cyrl, =1 (3.83)

onde os parametros C; sdo dependentes do tipo de material e das resisténcias a
compressdo e a tracdo nas dire¢des dos eixos coordenados e também, das resisténcias ao
cisalhamento puro nos planos coordenados.

Para o estado plano de tens&o, com as fibras na direcdo x, a condi¢do de ruptura
torna-se (HOFFMAN, 1967):

2 2 2
o, —0,0 o F.—-F F,-F T,
y + y cX tx Ux + Yy ty Uy + 2y =1 (3.84)
ch th Fcy I:ty ch th Fcy Fty sty

onde Fg, Fi, Fsj sdo respectivamente resisténcias a compressdo, a tracdo e ao
cisalhamento puro. A expressao de ruptura (3.84) é geometricamente representada no

espaco de tensdes principais por uma superficie em forma de elipse (Figura 3.7).
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O1

\/

Yc

FIGURA 3.7 — Superficie de ruptura do critério de HOFFMAN (1967).

Existem dois critérios de ruptura, para materiais compostos fibrosos
unidirecionais, que estdo atribuidos a Hashin. A consideracdo de mecanismos de
rupturas no desenvolvimento de ambos critérios é a principal diferenca entre esses e 0s
critérios ja apresentados.

No primeiro critério, HASHIN & ROTEM (1973) prop6e dois mecanismos de
ruptura para o composto: um baseado na ruptura da fibra e o outro baseado na ruptura
da matriz. O primeiro é governado pela tensdo longitudinal referente a orientacdo da
fibra, e 0 segundo, é governado pelas tensdes transversais a fibra.

A importancia do critério de HASHIN & ROTEM (1973) esta no fato de que
os autores iniciaram um diferente meio de se desenvolver critérios aproximados de
resisténcia para materiais compasitos. Primeiro, eles reconheceram os modos de ruptura
e entdo, reconheceram as variaveis associadas com esses modos e propuseram a
interacdo entre elas. A idéia apresentada pelos autores se mostra bastante adequada para
certos tipos de materiais, embora, nem todos os modos de ruptura que aparecem nesses
tipos de materiais possam ser considerados pela aproximacao proposta por eles.

Assim, HASHIN (1980) reexaminou a proposta do primeiro critério e
estabeleceu algumas modificagcbes. Com relacdo a ruptura na direcdo das fibras, a

diferenca estd na consideragdo da contribuicdo da tensdo de cisalhamento o, na

ruptura & tragdo, procurando-se assim, adequar um pouco mais 0 critério ao
comportamento anisotropico desses materiais. A segunda diferenca estd no modo de
ruptura a compressdo da matriz, por meio da hipotese de que um estado quase-
isotropico de tensdo produzira a ruptura num valor muito maior do que o da resisténcia
transversal as fibras, diferindo-se assim, da proposta de HASHIN & ROTEM (1973).
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Todos os critérios de resisténcia apresentados, até este ponto, Sdo casos
especiais de um critério mais geral de interacdo quadratica desenvolvido por Tsai e por
Wu em 1971 e que, devido sua generalidade, tem sido muito usado em diversas analises
envolvendo materiais anisotropicos naturais ou industriais, podendo-se citar BRUNIG
(1995), CLOUSTON & LAM (2001) e KOLAKOWSKI (2003).

Os autores propuseram uma melhor e ao mesmo tempo versao simplificada da
teoria de ruptura, representada por tensores polinomiais, sugerida primeiramente por
Gol denblat e Koprov® em 1965. No critério de ruptura geral de TSAI & WU (1971), a
superficie de ruptura no espaco de tensfes principais é descrita pela expressao tensorial

polinomial:

Fo,+Fo0, =1  (i,j=12,..6) (3.85)

gue expandida, adquire a forma:

Fo,+F,0, +Fo;+F,0, +Fs05 + Fyo4 +
+ Fllalz +2F,0,0, + 2F 30,05 + 2F 0,0, + 2F 50,05 + 2F 0,04 +
+ Fp05 + 2F 30,05 + 2F 40,0, + 2F 50,05 + 2F 50,05 + (3.86)
+ Fy305 +2F3,030, + 2F3504305 + 2F550,04 + Fyof +

Os termos lineares o, consideram tensdes que descrevem rupturas induzidas
por diferencas entre tensdes positivas e negativas. Os termos quadraticos oo ; definem

um elipso6ide no espaco de tensdes principais. Os valores dos termos de interagdo Fj; s&o
limitados pela desigualdade (HYER, 1997):

> F.F, —F’ >0 (3.87)
condicdo essa que, geometricamente, assegura que a superficie de ruptura intercepte

cada eixo de tensdo e que sua forma seja de um elipsoide (Figura 3.8).

% Gol'denblat, I. and Kopnov, V. A., Strength of glass reinforced plastics in the complex stress state,
Mekhanika Polimerov, 1, 70-78 (1965). English translation: Polymer Mechanics, 1, 54-60 (1966).
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Para o caso plano de tensdo, com o,=0,; =0, o,=0,,=0 e

o, =0, =0, aEquacdo geral (3.86) torna-se:

F110'12 + FzZO'ZZ + Feeo'ez +Fo, +F,0, +2F,0,0, + (3.88)
+2F 0,0, +2F, 0,04 =1 '

onde a tenséo o € a tenséo de cisalhnamento 7, .

AG 2

YT

Xc X1 o1

Yc

FIGURA 3.8 — Superficie de ruptura do critério de TSAI & WU (1971).

Segundo TSAI & WU (1971), os tensores de resisténcia F; e Fj; possuem as
mesmas propriedades de simetria elastica que os tensores constitutivos de rigidez (C;;) e
de compliancia (S;) possuem, inclusive o nimero de elementos independentes e
diferentes de zero. Os autores afirmam também, que a maioria dos critérios existentes
sdo limitados a materiais ortotropicos, enquanto que o presente critério pode ser
aplicado para materiais anisotropicos gerais, permitindo inclusive, transformacdes dos
tensores de resisténcia F; e Fj; para outros sistemas de coordenadas.

Dependendo do material presente na andlise, os tensores de resisténcia F; e Fij
podem ser simplificados, diminuindo-se a quantidade de termos de interacdo Fi;.
Considerando-se um material ortotrépico plano, por exemplo, os termos Fis € Fog
presentes na Equagdo (3.88) desaparecem pois sdo especificos para materiais
anisotropicos, semelhantes aos coeficientes de influéncia matua (7;; ), item 3.2.1.

Os elementos dos tensores de resisténcia Fi e Fjj sdo determinados em

laboratdrio através de ensaios de tracdo e de compressdo simples, bem como, de

cisalhamento puro. Dessa forma, os parametros de resisténcia podem ser escritos:
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Fies-ri Fmy—w i F=z-o (3.89)
F4=i—é, F5=%—% ; F6=é—8i, (3.90)
Fll=ﬁ; F =% . Fy =% (3.91)
|:44:ﬁ; stﬁ ; FSG:S-—lS' (3.92)

onde Xe X"; YeY’; ZeZ sdo, respectivamente, as resisténcias a tracdo e a compressdo
nas direcGes coordenadas 1, 2 e 3; Qe Q; Re R"; Se S sdo, respectivamente, as
resisténcias positiva e negativa ao cisalhamento puro nos planos 2-3, 3-1 e 1-2.

Para a determinagéo experimental dos termos Fj; (com i ) ndo séo suficientes
ensaios uniaxiais ou de cisalhamento simples. Sua determinacgéo requer combinacdes de
estados de tensdes, sendo possivel entdo, infinitas combinacdes e formas diferentes de

ensaios. Por exemplo, com a realizacdo de um ensaio biaxial de tenséo, tal que:
o,=0,=P, o0,=0,=0,=0,=0 (3.93)
e, substituindo-se esse estado combinado na Equacéo (3.86), obtém-se:
P2(F, +F,, +2F,)+P(F, +F,)=1 (3.94)
que, sendo resolvida para Fi2, origina:

1 1 1.1 1 1 1
F. = 1-P| ———+ = — |- P} ——+ —— 3.95
2 zpz{ (x X Y Y'j [x-X' Y-Y'ﬂ (3:99)

Para um material anisotropico, a componente de resisténcia Fis pode ser

determinada através de um ensaio de tracdo com cisalhamento, isto é:

o,=0,=T, 0,=0,=0,=0;=0 (3.96)

Substituindo-se esse estado combinado na Equacéo (3.86), obtém-se:

1 1 1 1 1 1 1
F, = 1-T| - — 4+ == |-TY —— 4 —
1?2 { (x X s g j (x X S.9 ﬂ (3.97)




Capitulo 3: Meios Anisotropicos — ConsideracGes Gerais e Critérios de Resisténcia 57

Uma outra forma de se obter tais propriedades de resisténcia € por meio de
transformacfes das propriedades de resisténcias entre sistemas de coordenadas,
valendo-se de operacOes idénticas as que podem ser efetuadas com os tensores
constitutivos Cj e S;. Sendo conhecidas as propriedades para um sistema local de
coordenadas de uma lamina ortotropica reforcada por fibras e assumindo-se que esta
lamina esteja rotacionada por um determinado angulo em relacdo a um sistema global
de coordenadas, pode-se expressar as resisténcias de cada lamina para o sistema global
do composito por meio de transformagdes trigonométricas, surgindo-se assim, 0s termos
Fic € Fos no tensor de resisténcia Fjj do composito. Assim, pode-se compor
propriedades de resisténcia para materiais anisotropicos industriais pela superposicao de
um conjunto de laminas ortotropicas.

Tendo-se realizado uma fundamentacéo tedrica geral sobre critérios de rupturas
para materiais anisotropicos, finaliza-se entdo, este capitulo sobre consideracGes gerais e
de resisténcia sobre meios anisotropicos ressaltando-se que o critério de resisténcia de
TSAl & WU (1971), devido sua generalidade, € o critério empregado nas analises

fisicas ndo lineares deste trabalho, incluindo-se sua degeneracdo para 0 caso isotropico.



4 FORMULACAO DO MEF PARA O

PROBLEMA VISCOPLASTICO
ANISOTROPICO

Neste capitulo, apresenta-se a formulacdo do Método dos Elementos Finitos
(MEF) para a andlise de problemas viscoplasticos em meios anisotrépicos, abordando-

se também, dessa forma, os problemas elasticos, viscoelasticos e elastoplasticos.

4.1 FORMULACAO INTEGRAL PARA A ABORDAGEM DO
PROBLEMA

Para a formulagdo do problema via MEF, busca-se inicialmente a representacao
integral do equilibrio estatico de um corpo, partindo-se da equacéo de equilibrio estatico

de uma porcdo infinitesimal do sélido:

o;;+b =0 (4.1)

onde b; representa as componentes das forgas de volume. Pode-se ponderar o erro
produzido pela Equacdo (4.1), quando a solucdo exata € substituida por uma
aproximada, utilizando-se como funcao ponderadora a funcéo de deslocamentos virtuais

ou, . Assim, a equacéo de ponderagéo sobre todo o dominio £2 pode ser escrita como:

[au,(oy ; +b H2=0=[R,-a;de (4.2)

0o
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Integrando-se por partes o primeiro termo da Equacéo (4.2), obtém-se:

ié‘uio'ijnjdf—ié‘ui'jﬁijdg%-;[é‘uibid.Q=0 (4.3)

onde /7 que define o contorno do corpo e 7; a componente j do versor normal a

superficie. Sabendo-se que oyn, =p; € que o, o =dg;0;, onde oOg; sdo as

i ij?

componentes de deformacéo virtual, a Equacéo (4.3) torna-se:

Jaupdr - [oz,0,02+ [aupde=0 (4.4)
r 0 0

que é a expressdo do principio dos trabalhos virtuais para o problema estatico. A
primeira e a terceira integrais representam, respectivamente, o trabalho das forcas de
superficie e das volumétricas. A segunda integral refere-se ao trabalho das forcas
internas e da origem a matriz de rigidez.

A Equacéo (4.4) é o ponto de partida para a obtencao da representacdo integral do
MEF para os problemas anisotropicos planos abordados neste trabalho. Inicialmente,
para se encontrar a formulacdo do problema elastico, é preciso substituir a relacédo

constitutiva (3.4) na Equacéo (4.4):

j&ipidf—j5gijcijk|€k|dg+J.a.libid.QZO (45)
r 0 Q

A Equacdo (4.5) é a representacdo integral para o problema eléstico do MEF. Se
no problema abordado as forgas volumétricas forem desconsideradas, a Gltima integral
presente na Equacéo (4.5) desaparece.

Para se descrever a formulacdo do problema viscoelastico, é importante tecer
alguns comentarios sobre viscosidade e sobre a forma como ela é abordada no presente
trabalho.

Na analise estrutural, um problema essencial € a modelagem do comportamento
do material constituinte do meio. Em geral, o0 comportamento fisico dos materiais €
influenciado por varios parametros, tais como, tempo, temperatura, condigdes de
carregamento, etc. Com isso, procura-se na pratica a formulacdo de modelos reol6gicos,

basicos ou combinados, especificos para cada tipo de material.
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Diferentemente do modelo elastico, caracterizado pelo aparecimento de
deformac0es elasticas instantaneas a aplicacdo de solicitacbes estaticas, o modelo
Viscoso apresenta um comportamento dependente do tempo. Com isso, mesmo que as
tensGes aplicadas permanegam constantes, havera variacdo das deformacGes ao longo do
tempo. A relacdo fundamental do comportamento viscoso é representada por:

05 = 77:;' Eu (4.6)

onde nijk.'é a matriz viscosa escrita em funcdo de parametros representativos,

determinados experimentalmente, da viscosidade do material.

Para o desenvolvimento das representacdes integrais dos problemas viscosos, é
necessaria a adocdo de um modelo reoldgico combinado que possa representar o efeito
da viscosidade nos materiais. Neste trabalho, por simplicidade, adota-se o modelo
viscoelastico de Kelvin-Voigt, representado pelo arranjo em paralelo de um

amortecedor e de uma mola (Figura 4.1):

FIGURA 4.1 — Modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt.

O modelo de Kelvin-Voigt caracteriza-se também, pela igualdade de deformacdes

nos dois trechos:

onde ¢;, &; € & sdo, respectivamente, as deformacdes totais, elasticas e viscosas.

ij !
As tensdes totais sdo definidas pela soma das tens@es viscosas (no amortecedor) e
das tensdes elasticas (ha mola), como:
_ e v
o =0y + 0 (4.8)
onde as tensoes elasticas e as viscosas sdo definidas por:

oy = Cijklglfl = Ciju € (4.9)

1
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kI - v

oy =1 &g = ﬂi?l‘é‘kl (4.10)

onde C;, é a matriz constitutiva elastica e 7;’'

j € a matriz viscosa, que para o estado

plano de tensdo e para materiais isotrépicos, pode ser representada por:

20 20,4+60,u) 6,4 0
n = ﬁ 0,0 20,4+0,u) 0 (4.11)
A +20, 1 0 0 2(6,4+6,u)

onde ¢, e 6, sdo coeficientes representativos da viscosidade do material,

determinados, respectivamente, de ensaios simples de cisalhamento e de tracdo. Os

termos A e u sd0 as conhecidas constantes de Lamé para materiais isotrépicos,

expressas pelas constantes de elasticidade da seguinte forma:

L+v)i-2v) ) (4.12)

2L+v

No entanto, na grande maioria dos materiais, a matriz viscosa 775' pode ainda ser

representada de uma forma mais simples, dependendo apenas de um Gnico parametro
viscoso y, que também pode variar com o tempo, associado ao envelhecimento dos
materiais e derivado das fungdes de fluéncia e relaxacdo. Neste caso, tem-se

y =0, =0, e assim, a matriz viscosa pode ser escrita como:

775' = }'Cijkl (4.13)

A Equacdo (4.13) € a expressao empregada nas andlises viscosas deste trabalho,

sendo que C;, € agora referente a materiais anisotropicos, salientando-se que ndo se

dispde na literatura de parametros de viscosidade especificos para materiais com
anisotropia geral, abrindo-se assim, uma frente de pesquisas muito vasta principalmente
para materiais poliméricos reforcados por fibras.

E importante comentar ainda, que o modelo reoldgico de Kelvin-Voigt, apesar de
ndo considerar o comportamento instantdneo de deformacéo, é perfeitamente adequado
para 0s propdsitos iniciais de andlise numérica aqui pretendidos. No entanto, a

consideracdo de outro modelo, que possa prever deformacdes imediatas como, por
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exemplo, 0 modelo de Boltzmann (MESQUITA, 2002), € perfeitamente viavel e se
constitui em continuidade nas implementaces a serem desenvolvidas em trabalhos
futuros do SET/EESC.

Assim, no modelo de Kelvin-Voigt, utilizando-se a Equacdo (4.13), as tensoes
totais (4.8) podem ser reescritas:

0y =Ciéa +Ciéu  (PAray =0, =0,) (4.14)

Com isso, impondo-se na Equacdo integral (4.4) a relacdo reoldgica (4.14),

obtém-se a representacdo integral do problema viscoelastico quase estatico pelo MEF:

[oupdl - [ 86,Cyy 6,002 - [ 82,)Cyy £,d2 + [ Qb d2 =0 (4.15)
r Q 0 Q0

onde se observa, que a unica diferenca em relacdo a formulacdo elastostatica é a
presenca da terceira integral responsavel pelo comportamento viscoso.

Ressalta-se que a Equacdo integral (4.15) é resultante da consideracdo das
propriedades reoldgicas viscosas do material na equacdo de equilibrio do corpo,
Equacdo (4.1), e sera resolvida, neste trabalho, fazendo-se uso de algoritmos de
integracdo temporal (MESQUITA (2002), MESQUITA & CODA (2002)), onde
incrementos de tempo séo considerados, tal como aqueles usualmente empregados nas
analises dinamicas, diferenciando-se assim, de outras formulacdes (LEMAITRE &
CHABOCHE (1990), MUNAIAR (1998)), onde a viscosidade do material €
considerada fazendo-se uso de fungbes de fluéncia ou de relaxacdo com processos
incrementais onde as solicitagcdes sdo aplicadas incrementalmente.

Descreve-se a seguir a representacdo para o problema elastoplastico, partindo-se
também da equacdo integral do problema elastostatico, Equacdo (4.4). O modelo

reoldgico do problema elastoplastico esta apresentado na Figura (4.2):

Go

& | &
e

FIGURA 4.2 — Modelo reoldgico elastoplastico.
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onde H representa 0 modulo plastico tangente do material e o, a tensdo de escoamento.

As deformacfes totais sdo definidas pela soma das deformacdes elasticas da

segunda mola e das deformacdes plasticas referente ao conjunto bloco-mola:
N p
&g =& téy (4.16)

Com as tensdes sendo definidas por:

Oy = Cijklglfl = Cijkl (gkl _gk?): Cijklgkl _O-ijp (4.17)

sendo o chamada de tensdo residual plastica numa analise elastoplastica incremental-

iterativa.
Assim, impondo-se na Equagdo (4.4) a relacdo reoldgica elastoplastica
representada pela Equacdo (4.17) tem-se a representacdo integral para o problema

elastoplastico:

[oupdr - [ 8,Cly 6,2+ [ 86,Cyy efd2+ [ Subd2 =0 (4.18)
r Q 0 Q .

ou ainda,
[aupdr-[ss,Cl'a,d2+ [ 62,0002+ [aubde2 =0 (4.19)
r 0 0 Q

Assim, formulados os problemas viscoelasticos e elastoplasticos, pode-se entéo,
apresentar a representacdo integral do problema viscoplastico. O modelo reoldgico
adotado é representado pelo arranjo em série de um conjunto em paralelo bloco/mola

com a respectiva mola do modelo viscoelastico de Kelvin-Voigt (Figura 4.3):

n
L]
S Oo N )
E
H
Ep | Ee
€

FIGURA 4.3 — Modelo reoldgico viscoplastico.
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Para o modelo viscoplastico adotado, as deformacdes sdo relacionadas por meio

da seguinte expressao:

v _ e P e _ p
E =& =€ T &y = En =€ — & (4.20)

onde &, &g, &g € &, SA0, respectivamente, as deformagdes totais, elasticas, viscosas

e plasticas. As tensdes totais sdo definidas pela soma das tenses viscosas (no

amortecedor) e das tensdes elastoplasticas (no trecho elastoplastico), como:

oy =05 +0j (4.21)

Semelhantemente as deformacdes, o, o,/ e oy sdo, respectivamente, as
tensdes totais, elastoplasticas e viscosas:
ep _ e
oy =Ciuéu (4.223)

1

O-i\j/ = Ui?léllll = 7Cijkl‘ékl (4.22b)

onde C;, € a matriz constitutiva elastica, ni';' € a matriz viscosa definida pela Equagéo

(4.11) e y é o parametro viscoso simplificado. Assim, as tensdes totais (4.21) podem

ser expressas da seguinte forma:
Oy = Cijklglfl +Cinéu = Ci (gkl —&y >+ Kiwén = Ciu (gkl +¥Ey )_ Uijp (4.23)

Impondo-se na Equacédo (4.4) a relacdo reoldgica viscoplastica representada pela
Equacdo (4.23) tem-se a representacdo integral para o problema viscoplastico:

[oupidl - [ 8,C 64002 — [ 06,)Cyyq £,d2 + [ G50 d2 +
r Q Q Q

4.24
+[aubde=0 (4249
Q

42 TRATAMENTO ALGEBRICO DA REPRESENTACAO
INTEGRAL

Definidas as formulacdes dos problemas a serem abordados, pode-se entéo,

transfor as representacdes integrais em equacdes algébricas através do MEF. Para tanto,
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deve-se discretizar o dominio do problema a ser estudado em um nimero adequado de
elementos finitos (Figura 4.4):

elemento finito (e

FIGURA 4.4 — Dominio discretizado em elementos finitos.

Na presente pesquisa, dois elementos finitos triangulares diferentes sao utilizados,
o0 elemento LST (Linear Strain Tringle) com aproximacao linear para deformacdes e o
elemento QST (Quadrate Strain Tringle), com aproximacdo quadratica para
deformacges, ambos apresentados na Figura (4.5):

(:2 (:2

5 4 E_,3=1-§1-E_,2

(@) (b)
FIGURA 4.5 — (a) Elemento finito QST. (b) Elemento finito LST.

Dessa forma, as variaveis do problema sdo aproximadas, parametrizando-as com
relacéo aos seus valores nodais:

u, =¢°U/ = Eij :¢!?Uiﬁ

&y =g*U/f = 08 :¢’?&Jiﬂ

. . 4.25
u; :¢anﬂ = ‘éij :¢!?Uiﬁ ( )

bi :¢abia; pi :¢aPa
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onde ¢ é a funcdo de forma adotada para interpolar as forcas de superficie e ¢ é a
funcdo de forma adotada para interpolar o restante das variaveis e o subscrito o refere-
se aos nos do elemento finito. Deve-se notar que para a aproximagdo no contorno «

corresponde ao nimero de nés pertencente a superficie onde p, é aproximado. Os

termos U/, U/, U/, P e b” sdo valores nodais de deslocamento, velocidade,
deslocamento virtual, forcas de superficie e forgcas volumétricas respectivamente.
Substituindo-se as expressdes em (4.25) na representacdo integral em (4.24) encontra-

Se:

&Jfl[;.'.rs 9“9 ﬂdrs P’ _;J.Qe 9. Ciljm¢vﬁd‘QeU -
ne ' ne n, (4.26)
ZJQ P.5 }Ciljm¢’ﬁdgeulﬂ +ZJQ ¢1ja'o-jl? (ﬁfl )j-Qe +Z_[Q ¢“¢"d,bl =0
e=1 ¢ e=1 ¢ e=1 ¢

onde n, é o nimero de superficies solicitadas, n,é o numero de elementos finitos e &,

sdo coordenadas admensionais do elemento finito triangular, referentes aos pontos de
integracdo de Hammer, utilizados na integracdo numérica e onde sdo calculadas as

deformac0es e as tensodes.

Deve-se notar que os deslocamentos virtuais JU* presentes na expressao (4.26)
podem ser quaisquer, logo, para que a igualdade em (4.26) seja verificada tem-se:

S| piClrerdQul +Y [ 45 Crg QUL =Y [ pgPdrPl +
e=1 ¢ e=1 ¢ s=1 °

ne n, (4.27)
S|y oh (EH2+D [ 4¢"db!
e=1 ¢ e=1 ¢

Com isso, a Equacédo (4.27) pode ser escrita de forma matricial como:

KU +)KU =GP+F, +Bb+F (4.28)

onde, G e B sdo matrizes que transformam forcas distribuidas no contorno, ou no
dominio do corpo, em forcas nodais equivalentes; F é o vetor de forcas concentradas

aplicadas diretamente nos nés; F, é o vetor de forgas residuais obtidas das tensdes

plasticas o, integradas no dominio dos elementos finitos; U é o vetor de velocidades
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nodais. O sistema de equacdes diferenciais no tempo € resolvido adotando-se

aproximacao linear no tempo para U , isto é:

U,,-U .
[%j = Ut+AI (4-29)

Ao se substituir a aproximacao (4.29) na Equacéo (4.28) obtém-se um processo de
analise em marcha, semelhante ao descrito em detalhes no capitulo 5 para o MEC.
Salienta-se ainda, que com a utilizacdo dos dois elementos finitos da Figura 4.5, uma
importante constatacdo sobre aproximacdes foi realizada nesta pesquisa. Para meios
fortemente anisotropicos, ou seja, meios com anisotropia geral (ndo isotrépicos e nao
ortotrépicos), é preciso uma aproximacdo no minimo quadratica para as deformacoes
(QST) no intuito de se obter bons resultados para as tensdes (VANALLI et al., 2003a).
Nos exemplos que sdo apresentados no decorrer do presente texto, os resultados obtidos

com o uso das duas aproximacdes podem ser verificados.

Assim, finaliza-se este capitulo sobre formulacbes do MEF para problemas

anisotrépicos e a seguir, as formulagdes para 0 MEC sdo descritas.



5 FORMULACAO DO MEC PARA O

PROBLEMA VISCOPLASTICO
ANISOTROPICO

Neste capitulo, apresenta-se a formulacdo do Método dos Elementos de
Contorno (MEC) para a analise de problemas viscoplasticos em meios anisotrdpicos,

abordando-se os problemas elasticos, viscoelasticos e elastoplasticos.

5.1 FORMULACAO INTEGRAL PARA A ABORDAGEM DO
PROBLEMA

O principio basico do MEC ¢ a transformacdo das equacdes diferenciais, que
regem um determinado problema fisico, em equacgdes integrais de contorno com
variaveis de contorno nos integrandos. De posse das equac@es integrais de contorno, o
MEC consiste em se adotar uma aproximacdo numérica para estas, obtendo-se um
conjunto de equac0es algébricas que permitem a resolugédo de diversos problemas cujas
solugdes ndo séo conhecidas explicitamente.

Para a formulacao das equac@es integrais de contorno que regem um determinado
problema, independente do tipo do material que constitui 0 meio analisado, pode se
utilizar a técnica dos residuos ponderados empregada sobre a equacdo de equilibrio do

problema em consideracéo, ou seja:

J;u;(o'ij‘j +b, )iQ=O=£Ri ude (5.1)
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onde o ponderador u, é denominada solucdo fundamental e representa o efeito

(deslocamento na direcdo i) de uma carga concentrada unitaria estatica atuando (na
direcdo k) em um ponto de um dominio infinito elastico e homogéneo. Integrando-se

por partes o primeiro termo da Equacao (5.1), tem-se:
J‘u;aijnjdf—ju;'jaideJrIu;ibidﬂzo (52)
r Q 0

sendo /" a variavel que define o contorno do corpo e 7n;a componente do versor

normal & superficie. Sabendo-se que oy7; = p; € que Uy ;0; = &4 0y, ONde & € a

I

deformacéo fundamental, a Equagéo (5.2) torna-se:
[upidr - [0 2 + [ughd2 =0 (53)
r Q Q

Semelhantemente a Equacéo (4.4) para o MEF, a Equacdo (5.3) é o ponto de
partida para a obtencdo das representacdes integrais do MEC. Na Equacéo (5.3) pode-
se impor as relacdes reoldgicas dos problemas que se queira formular no sentido de se
obter as representacBes integrais para estes. Para o caso elastico a expressdo (5.3)

torna-se:

[uapidr - [ CiMepd 2+ [ugbid2 =0 (5.4)
r Q Q .

Sabendo-se que:

* Im _ * _ * _ *
£iCij €im = Ouméim = CumUi m = OiijUi j (5.5)

a Equacdo (5.4) torna-se:

r Q Q

Aplicando-se integracéo por partes na segunda integral da Equacéo (5.6) resulta:

r r 0o 0o

A Equacdo integral (5.7) pode ser reescrita fazendo-se uso da equacdo de

equilibrio fundamental definida por:
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O-’k(ij,j =-0(s,p)d (5.8)

sendo o(s,p)o delta de Dirac, p refere-se a uma posi¢cdo do dominio do corpo e s
representa a posicdo do ponto fonte. Aplicando-se a Equacéo (5.8) em (5.7) e levando-

se em consideracdo as propriedades do delta de Dirac e que a[:ijnj = P » encontra-se:

r r Q

onde o termo C,; é dependente da posicdo do ponto fonte s em relagdo ao corpo

analisado. Para pontos fontes no contorno do corpo, este termo é definido como uma
matriz (Equacéo 5.10), onde os elementos sdo funcdes da geometria do contorno (Figura
5.1):

Eki(s):|:§ E} (5.10)

&

P r=Q+AQ

< =T -T+[;

r

FIGURA 5.1 — Ponto fonte no contorno, interno a uma regido idealizada.

Sendo que, para problemas 2D, os valores de A, B, C e D também dependem da

relacdo constitutiva, a saber, isotrépica ou anisotrépica. Por simplicidade, nos

problemas anisotropicos C,(s) € determinado via movimento de corpo-rigido

(TELLES & BREBBIA, 1982; LIU, 2000). O termo p,; é a solucdo fundamental em

forgas de superficie.

A Equacéo (5.9) e a representacdo integral da formulagéo elastostatica do MEC
aqui adotada. As integrais presentes na Equacdo (5.9) possuem singularidades que
podem ser tratadas através da utilizagdo de ponto fonte exterior ao dominio do problema

analisado, ou solucionadas analiticamente ou semi-analiticamente.
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Para a consideracdo dos problemas com viscosidade € preciso assumir as mesmas
hipdteses adotadas na formulacdo desses problemas com o MEF, item 4.1, fazendo-se
uso de algoritmos de integracdo temporal (MESQUITA (2002), MESQUITA & CODA
(2002)), onde incrementos de tempo séo considerados, tal como aqueles usualmente
empregados nas analises dindmicas. Essa técnica aqui utilizada permite ainda que a
viscosidade seja representada apenas com integrais de contorno, tornando-se possivel
modelar esses problemas no contorno do corpo e preservando as vantagens inerentes ao
MEC.

Uma outra maneira de tratar os problemas viscosos seria com a formulagéo onde o
termo viscoso é definido por integrais de dominio (TELLES & BREBBIA, 1982). Neste
caso, a vantagem de reducdo das dimensdes para problemas lineares fica perdida,
requerendo integragdes de dominios com nucleos singulares semelhantes aos de
plasticidade (Ml & ALIABADI, 1992; LEITAO et al., 1995), requerendo, dessa
maneira, um maior custo computacional em relacéo a técnica aqui empregada. Deve-se
comentar que para problemas viscoplasticos ou elastoplasticos integrais de dominio
limitadas a regido de plastificagdo sdo necessarias.

Para a obtencdo das equacdes integrais do problema viscoso, o procedimento
inicial € 0 mesmo descrito anteriormente para a formulacdo do MEF, ou seja, aplica-se a
relacdo constitutiva do modelo de Kelvin-Voigt, Equacao (4.14), sobre a representacdo

integral (5.3). Assim:
.[U;i pid/" - jgzijciljmglmdg - J.giijﬂ'ciljmélmdg + J.u;ibidg =0 (5.11)
r Q Q Q

Sabendo-se ainda que:

*

gkijCinmglm = O-Elmul,m = O-:ijui,j (5.12)

5:ij7Ciljmélm = 70-:Imul,m = VG:ijui,j (5.13)
a Equacdo (5.11) torna-se:

r 0 0 0

Aplicando-se integragédo por partes na segunda e na terceira integral da Equacao
(5.14) encontra-se:
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J.u’;i pidF—J.a;jnjuidfqa;j,juidg—yJ.a;jnjuideL
I 0 I

) (5.15)
+;/JJku 0,02+ [uibd2 =0

0Q

A Equacdo integral (5.15) pode ser reescrita fazendo-se uso da equacdo de
equilibrio fundamental (5.8), das propriedades do delta de Dirac e de que a;jnj = p; :

Assim:

C_:kiui(p)"'?C_kiui(p):IU:i pidr_J.p;iuidF_yj. pk.“ dF+J.uk|b|d‘(“) (5,16)

r r r 0

A Equagdo (5.16) é a representacdo integral da formulag&o viscoelastica do MEC
para 0 modelo reologico de Kelvin-Voigt. Observa-se que a diferenca entre esta
representacdo e a representacdo elastostatica, Equacédo (5.9), é a presenca do segundo
termo no lado esquerdo e da terceira integral do lado direito da Equagéo (5.16), ambos
responsaveis pelo comportamento viscoso.

Com o problema viscoelastico formulado, pode-se entdo partir para a
representacdo integral do problema elastoplastico. Para tanto, é preciso considerar a

relacéo reoldgica do modelo elastopléstico, Equacédo (4.17), na Equacdo integral (5.3):

j “pdl - j £,Clng, d2+ j £l,00d2+ j uibde2 =0 (5.17)

r 0 0

A terceira integral presente na Equacdo (5.17) é responsavel pela contribuicdo da

plastificagdo no corpo. Sabendo-se ainda que:
5k|JCI Eim = UzlmULm = O-:ijui,j (5.18)

a Equacdo (5.17) torna-se:

e P g 19

r 0 0 0

Aplicando-se integracdo por partes na segunda integral da Equacdo (5.19)

encontra-se:

ju;pidr—ja;jmuidF+Iaku,udmjgku 747+ [ugbd2 =0 (5.20)

r r Q
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A Equacdo integral (5.20) pode também ser reescrita fazendo-se uso da equagéo

de equilibrio fundamental (5.8), das propriedades do delta de Dirac e ainda

considerando-se que o;77; = Py - Assim:

Cat(P) = Ui pdr = poudr+ [ ayofd2+[uibde =0 (5.21)

T T o o
A Equacdo (5.21) é a representacdo integral da formulacdo elastoplastica pelo
MEC. Observa-se que a diferenca entre esta representacdo e a representacao
elastostatica, Equacdo (5.9), é a presenca da terceira integral do lado direito da Equacéo
(5.21), responsavel pelo comportamento plastico. Esta integral de dominio, para o caso

bidimensional, apresenta singularidade do tipo % e sera tratada utilizando-se células

de dominio. Com as formulacGes viscoelastica e elastoplastica apresentadas, descreve-
se, a sequir, a representacdo integral para o problema viscoplastico.
Considera-se 0 modelo viscoplastico representado pela Equacdo (4.23). A

imposicao desta equacdo sobre a representacgéo integral (5.3) resulta em:

Juipdr-Ja,cia,00- [ cra,d2+ [ubde+ [a,0002=0 (549

r 0 0 0 0

Utilizando-se as Equagdes (5.12-5.13) é possivel escrever a Equacéo (5.22) como:

ju; pidF—J.O';jui'de—7J-0':ijuiyjd_(2+Iu;ibidQ+I8;ijai}’dQ -0 (5.23)
0 0

r 0 0

Aplicando-se integragédo por partes na segunda e na terceira integral da Equacéo
(5.23) encontra-se:
Juspar=[oynudr+|oy, ude-y[oynudr+
r 0 r

r

) ) ) (5.24)
+]/J‘Ukij’juid[2+Jukibid[2+j£kijaijpd[2 =0
Q

Q Q
A Equacgéo integral (5.24) pode ser reescrita fazendo-se uso da equagéo de
equilibrio fundamental (5.8), das propriedades do delta de Dirac e de a:ijnj = Py -

Assim:
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c_:kiui(p)+7'(_:kiui(p):‘[u;ipidr_].p:iuidr_y‘[ PeU; A+
I A I

(5.25)
2ile)

ij

+J‘u;ibidQ+J‘£;ja

Q0 0

A Equacdo (5.25) é a representacdo integral de contorno da formulagéo
viscoplastica do MEC que leva em consideracdo o modelo reoldgico apresentado na
Figura (4.3). Observa-se que a diferenca entre esta representacdo e a representagédo
viscoelastica, Equacdo (5.16), € a presenca da ultima integral do lado direito da
Equacdo (5.25), responsavel pelo comportamento plastico do corpo.

Com as representacdes integrais dos problemas apresentadas, pode-se entéo
descrever a representacdo integral para tensdes em pontos internos para o problema
viscoplastico e, dessa forma, como consequéncia, abordar também as representacdes de

tensdes para os problemas viscoelastico e elastoplastico.
5.1.1 Representacdo Integral para Tensdes em Pontos Internos

Com o problema de contorno formulado e resolvido, pode-se entdo partir para a
determinacéo das deformacdes e das tensdes em pontos internos. Sabendo-se que para
pontos internos o termo C,; € igual a &, (C, =9,), a Equagdo integral para o
problema viscoplastico torna-se:

u (p)+u(p)= IU;i pidr_j p;iuidf_yj. Pl Al +

" " ! ) (5.26)
+[uibd2+ [ e,0pd0

Q 0

Diferenciando-se a Equacdo (5.26) em relacdo a posicdo do ponto fonte e

aplicando-se a definicdo de pequenas deformaces, Equacdo (5.27):

1
En :E(uk,l +U|,k) (5.27)

encontra-se a representacdo integral para as deformacgdes (BUI, 1978; TELLES &
BREBBIA, 1982; VENTURINI, 1982):
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cq(p)+re (p)= J-g:“ pidF_J- pzliuid['_yj. p:,illidf—l—
I

. (5.28)
+ J.gkllb dQ + J-tkllj Ij dQ + gkluo-u ( p)
0

lembrando-se que as deformacdes ¢, ( p), segundo o modelo reoldgico viscoplastico

adotado (Figura 4.3), séo iguais a:

Eq =&q =Eq T &) (5.29)

Observa-se que, como a diferenciacdo é feita em relagdo ao ponto fonte, apenas

os valores fundamentais necessitam ser diferenciados. Aplicando-se agora a lei

- - - ’ - Im ~ ~ 7
constitutiva anisotropica (C;") sobre a equacdo de deformacgdes (5.28), obtém-se, de

forma direta, a equacéo integral para tensdes:

G(P)+o(p)= Iam,pdf jppq,u,dl“ yjpm,u,df+

(5.30)
+ Iapql |d'{2+ Itpqu u d‘Q+ gpqu up( p)
onde as tensdes &, segundo a relagao (5.29), equivalem a:
Oy =0 + 0 (5.31)

Assim, recorrendo-se também a expressao (4.21), a Equacdo (5.30) pode ser
reescrita como:

o,,(P)= J'apq,pdf jppq,u,df ;/Ippqlu,df+

(5.32)
+'[qul IdQ+Jtpqu de‘Q+gpqu Up(p) O-p(p)

onde o, € atensdo total (real) indicada na extremidade da representagdo do modelo

reoldgico (Figura 4.3). Sabendo-se que o, =5 ;6,0 tem-se ainda:

o,(P)= .[G pdr - jpm,u,df yjppq,udf+

(5.33)
IUmIbIdQ+Itmlj u pd+ gpqu ”p( p)
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que € a representacao integral para tensbes totais em pontos internos para o problema
viscoplastico anisotrépico. Observa-se também, que na auséncia de tensdes plasticas

residuais (o ), a Equacdo (5.32) se torna a representagdo para as tensdes internas do

problema viscoelastico, ou ainda, considerando-se juntamente a auséncia do parametro

de viscosidade (), recai-se na representacéo do problema elastostatico.
Em relacdo ao que foi exposto, sdo pertinentes ainda alguns comentarios.

Observa-se que a diferenciacdo da integral de dominio com nucleo g;j na Equagao
(5.26) deu origem a um termo adicional (g,;) na Equagdo (5.28) conhecido como

termo livre, que é oriundo de derivacGes sobre integrais singulares (BUI, 1978). Esse
termo é bastante conhecido, e utilizado, em aplicagdes sobre plasticidade para meios
isotropicos onde se emprega a solucdo fundamental de Kelvin (CODA, 2000).

No entanto, para meios anisotropicos gerais, onde a solucdo fundamental de
CRUSE & SWEDLOW (1971) é utilizada, a expressao do termo livre ndo é conhecida
analiticamente. Nesta pesquisa a determinacdo deste termo é feita de forma numérica,
maneira essa que ja constitui contribuicdo original ao MEC. O detalhamento deste
procedimento esta apresentado no Anexo 2.

Comenta-se também, sobre a Equacdo (5.33), que sua quinta integral possui

singularidade %2 para 0 caso bidimensional e esta deve ser calculada no sentido do

valor principal de Cauchy ( ALIABADI et al. (1985), CISILINO (1997)), sendo tratada
utilizando-se células de dominio e técnicas de subtracdo de singularidades (CODA,
2000).

Observa-se ainda, na Equacdo (5.33), que ndo é possivel se escrever as equacgdes
integrais em pontos internos para as tensdes elasticas e viscosas, ao contrario das
tensdes totais que sdo obtidas por meio da representacdo integral (5.33).

Para a obtencdo destas tensGes, adota-se um procedimento simples e eficiente
proposto por MESQUITA & CODA (2002), onde as tensdes elasticas sdo obtidas pela
solucéo aproximada de uma equacéo diferencial. Assim, para o problema viscoplastico,
a equacao diferencial necessaria pode ser encontrada reescrevendo-se a Equacédo (4.23)
em forma de taxas da seguinte maneira:

e P ) 1, . v e .
oy :Ci'j(lgkl =;7'Cilj (5lm _glfn)z_aij —Gy = 0oy =y0y +yo} (5.34)
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Substituindo-se agora a Equacéo (5.34) na Equacéo (5.35):

oy =0j +0j (5.35)

é possivel encontrar o seguinte conjunto de equacdes diferenciais:

yoi +oi +yof —oy; =0 (5.36)

E importante notar que as taxas presentes na Equagdo (5.36) sdo derivadas
temporais, e assim, as tensdes elasticas sdo obtidas numericamente pela resolucdo da
Equacdo (5.36) usando-se aproximacao linear para as tensdes, ou seja:

ep

—o%
5 = Oij(t+a) — Tiij(t) (5.37)

Y At

&P O-iJP(HAt) - Jijp(t) (5.38)
: At

Substituindo-se as Equac6es (5.37-5.38) na Equacdo (5.36) resulta:

-1
/4 /4 /4 e
T i) =(1+ZJ ‘{[O'ij _ZUUP }(Hm) +Z(Gijp +oif )(t)} (5.39)

As tensdes viscosas podem ser obtidas simplesmente pela expresséo:

ol =0y~ (5.40)

Assim, com as representacdes integrais para tensdes no dominio apresentadas,

descreve-se a seguir, 0 método empregado para a determinacgdo das tensdes no contorno.
5.1.2 Determinacao das Tensdes Totais no Contorno

As tensdes no contorno sdo obtidas em funcdo das forcas de superficie e dos
deslocamentos, ambos determinados na solucdo do problema de contorno, e também,
fazendo-se uso das relagdes constitutivas. Uma outra forma de se obter as tensdes seria
por meio da aplica¢do da Equacao (5.33) no contorno, porém, essa forma néo é utilizada
neste trabalho.

Para exemplificar a técnica empregada, considera-se a Figura 5.2, onde um

sistema cartesiano local de coordenadas esta localizado em um ponto do contorno onde
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se deseja calcular as componentes de tenséo, para o caso bidimensional, ou seja, o,

Oy € 019

ponto no
contorno

FIGURA 5.2 — Sistema cartesiano local de coordenadas.

De acordo com a Figura 5.2, pode-se escrever que:
Oy =P, (5.41)
01 =Py (5.42)

onde os sobrescritos indicam que os valores das componentes sao referentes ao sistema

local de coordenadas. Para se determinar a componente de tensdo &,;, € preciso
considerar a relagdo constitutiva e a componente de deformagédo &, do elemento de

contorno onde se localiza o ponto em questéo.

E importante observar que, quando se resolve o problema de contorno, obtém-se
as forcas de superficie e os deslocamentos nodais no sistema global de coordenadas,
porém, para Se encontrar as tensdes no contorno é necessario transformar essas
grandezas, e também, o tensor constitutivo, no caso anisotropico, para o sistema local
do elemento de contorno por meio da matriz de transformacéo entre os dois sistemas.

Definido-se o campo de deslocamentos sobre um elemento de contorno, 0 campo

de deformacdes € obtido pela diferenciacdo do campo de deslocamentos. Desta forma,

para a componente &, tem-se:

I ()
&y = & (5.43)

E importante observar que a dire¢do X, € a dire¢do tangencial no ponto onde se
deseja calcular as tensdes e X, € a direcdo normal. Determinada a componente de

deformacdo da direcdo X,, pode entdo, manipulando-se as relagdes constitutivas
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anisotropicas (Equagdes 3.23 — 3.28), se determinar a componente de tensdo &,,. Dessa

forma, tém-se as componentes de tensdo, para um ponto no contorno, para o problema

elastostatico:

Oy =Py (5.44)
O =Py (5.45)
011 = Exé11 + Vg0 —Nxy 012 (5.46)

Para o problema viscoplastico, o procedimento a ser empregado é basicamente o

mesmo, diferindo apenas pelo fato da componente de tensdo &, sSer dependente
também das deformagdes plastica e viscosa na direcdo X, do elemento de contorno,

conforme equacionado na expressdo (5.47):
— __kl(— —p) ~Kk=
Ojj _Cij Ea — €y +7’Cij o (5.47)

onde C_:ijk' é 0 tensor constitutivo anisotropico, z, sdo as deformagdes plésticas e £, a

velocidade de deformacgéo do problema viscoso, definida pela aproximagdo temporal

linear:
&, =3 (5.48)

observa-se novamente que, todos 0s vetores e tensores nas Equacdes (5.47) e (5.48) séo

expressos no sistema local de coordenadas do elemento de contorno.

5.2 TRATAMENTO ALGEBRICO PARA AS REPRESENTACOES
INTEGRAIS

Similarmente ao MEF, as equacdes integrais definidas anteriormente podem ser
transformadas em equacdes algebricas através do método dos elementos de contorno.

Assim, o contorno do corpo 7~ é discretizado com n, elementos de contorno 7, e seu
dominio ©2 modelado com n. células «, (Figura 5.3), de tal sorte que as densidades do

contorno e do dominio sejam representadas adequadamente. Dessa forma, as variaveis
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do problema podem ser aproximadas, parametrizando-as com relacdo aos seus valores

nodais, fazendo-se uso de fungdes interpoladoras apropriadas.

Elemento de . I i Célula
contorno I'e . interna Qc

U =g"Us; u; :¢auia (5.49)

onde ¢ e ¢ sho respectivamente as funcdes de forma adotadas para interpolar os
elementos de contorno e as células e os subscritos « e a« referem-se aos nos do
elemento de contorno e da célula, respectivamente. Os termos P“, aif(& Y Uf eU”
sdo valores nodais de forcas de superficie, deslocamentos, tensbes residuais e
velocidades. Consequentemente, as representacdes integrais de deslocamento e tensdo

ficam escritas como:

c_:kiUi( p)+7'€kiui( p)= ij.j_ U, dr R* _ZE:J.F P dI U +
e=1 ¢ e=1 ¢

2 . " ~ (550)
_VZL Pag dr U +bier B, dI} +ZIQ PR To Xl
e=l ¢ e=1"¢ c=1 Ve
Ny n, n, .
Tn(P)=2[ T AR Y[ W AT =y Y[ B dr
(5.51)

Ne . N, o~ o
+0, le.r Bl +§L%tpqij¢“dgca§(“) + 8,47 (P)

Depois de executar todas as integrais e escolher pontos fonte em igual numero
aos nds do problema, pode-se escrever os seguintes sistemas de equacfes diferenciais

temporais:
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HU(t)+yHU(t)=GP(t) + Bb(t)+ Qo (t) (5.52)
o(t)=GP(t)— HU(t)—HU(t)+ Bb(t)+ Qo (t) (5.53)

onde t representa o tempo. Ressalta-se que a matriz H é obtida através da associacao do
temo C,, com a matriz referente a integral de contorno cuja o ndcleo é p;;, como
usualmente é feito no método dos elementos de contorno. Ja o temo livre é associado a

ultima integral em (5.51) dando origem a matriz (3 .

5.2.1 Integracdo temporal numérica

Para se resolver o problema viscoplastico, deve-se integrar no tempo o sistema
de equacOes apresentado na Equacdo (5.52). Para isto, adotou-se uma simples
aproximagcéo linear para definir a velocidade de deslocamento, de maneira que:

Ut+At _Ut

Ut+At = A—t (5-54)

Aplicando-se a expresséo de velocidade apresentada em (5.54) na Equacdo
(5.52), encontra-se o seguinte sistema de equacdes:

~

HUt+At = GPHAt + Ft+At (5-55)
onde
¥ Y
H=|1+-—|H 5.56
[14+2] (5.56)
Y
Foa = Z HU, +Bb,, , +Qo-t8-4\t (5.57)

Impondo-se as condic¢des de contorno, como usualmente é feito no metodo dos

elementos de contorno, trocando-se as colunas das matrizes H e G, pode-se resolver o
sistema linear apresentado na Equacdo (5.55), obtendo assim os deslocamentos e forcas
de superficie para o passo de tempo atual. Caso ocorra plastificacdo e conseqiientemente

tensdo residual, torna-se necessario redistribuir o residuo de tensdo inicial. Esta
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redistribuicdo caracteriza o processo iterativo. Este residuo € reaplicado fazendo-se uso
da Equacdo (5.55) escrita com valores totais (e ndo incrementais). A velocidade de
deslocamento é obtida diretamente através da Equacdo (5.54). Com todas as incognitas
do problema de contorno obtidas no passo atual, encontram-se as tensdes totais fazendo-

se uso da expressao (5.53) para pontos internos.

O-t+A'[ = GPHAI - HU t+at 7'_|U t+4t + Bbt+At + Qo-tﬁAt (558)

Através do resultado do problema de contorno, encontram-se as tensfes totais
referentes aos n6s do contorno conforme descrito no item (5.2). A tenséo de tentativa

elastica, necessaria ao procedimento implicito de atualizacdo, pode ser facilmente obtida

adotando-se uma aproximagdo para a velocidade das tensdes elasticas oy, , e iniciais
=P
GHAt )

ep _ —ep
_Oux — Oy

dtefAt - At (5.59)
p _ p
Ghu = —G”Atm % (5.60)

Aplicando-se a expressdo de &,", e &), apresentada em (5.59 — 5.60) na

equacao diferencial em (5.36), pode-se escrever:

p p

Opon =| O + ﬁo-tep - 7(%] (1 + jl/tj (5.61)

As variaveis referentes ao instante passado “t” sdo atualizadas apenas no final
de cada incremento. Ja aquelas referentes ao instante atual “t+A4t” devem ser atualizadas
em todas as iteracOes. Note que na expressdo (5.61) necessita-se do valor das tensdes
totais que séo calculadas como mencionado anteriormente.

Assim, calculadas as tensdes totais e as tensdes de tentativa elasticas, obtém-se
as tensoes elastoplasticas através de procedimentos usuais para corrigir as tensdes de
tentativa, de maneira que elas agora verifiquem o modelo ndo-linear adotado. As
tensdes viscosas sdo obtidas de uma forma simples e direta aplicando-se a relagdo da
Equacdo (4.22). Nao obtida a convergéncia repete-se 0 esquema sem atualizar as
variaveis do instante anterior “t” caracterizando o processo iterativo. Caso contrario,

atualiza-se as varaveis do problema e parte-se para um novo passo de tempo.



6 ALGORITMO PARA

ATUALIZACAO DAS TENSOES -
CRITERIO DE TSAI-WU

Neste capitulo, de forma detalhada, é apresentado o algoritmo implicito
utilizado na solugdo do problema néo linear. E adotada uma lei de fluxo plastico néo-
associativa e obtém-se uma expressao fechada para o multiplicador plastico, utilizando-
se a superficie de ruptura de TSAI & WU (1971), evitando-se assim, a utilizacdo de

processos iterativos para o calculo desse multiplicador.

6.1 GENERALIDADES

Para se resolver um problema onde o comportamento ndo linear do material
tem que ser levado em consideragdo € necessario a utilizacdo de procedimentos
numeéricos que possibilitem a integracdo das equagdes constitutivas que regem o
comportamento do material. Algoritmos eficientes sdo aqueles que possibilitam uma
precisa integracdo das relagbes constitutivas e uma adequada velocidade de
convergéncia, ORTIZ & POPOV(1985), FEENSTRA & BORST(1996) e
MESQUITA(1998).

Nas analises numéricas utilizando-se os algoritmos do tipo implicito, observa-
se que o custo computacional maior esta na geracdo da matriz de rigidez global da
estrutura (quando o método requer atualizagdo) e no processo de atualizacdo das
tensbes. O elevado custo na atualizacdo das tens@es, principalmente quando o nivel de

plastificacdo é alto, é devido ao procedimento iterativo utilizado para se resolver a
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equacdo de consisténcia e se obter o multiplicador plastico (MESQUITA, 2002).
Entretanto, o multiplicador plastico pode ser obtido através de simples expressoes
explicitas encontradas atraves de uma adequada manipulacdo das relacdes constitutivas
do modelo proposto, sem o0 uso de procedimentos iterativos, conforme realizado por
MESQUITA (2002), o qual, desenvolveu expressdes para este multiplicador, caso
tridimensional, para os critérios de von Mises e Drucker-Prager com encruamento
isotropico e leis de fluxo associativas e ndo-associativas. No presente trabalho, a
expressao do multiplicador plastico é também obtida de forma explicita.

Para tanto, neste item, o algoritmo do tipo implicito utilizado para atualizacdo
das tensdes ¢ apresentado e a expressdo fechada do multiplicador pléastico a ser utilizado
¢ obtida para o caso bidimensional. O critério de resisténcia utilizado, como ja
comentado, é o de TSAI & WU (1971) com encruamento isotrdpico e lei de fluxo néo-
associativa. Esta abordagem, ndo-associativa, segue a suposi¢do de que o fluxo plastico
tende a seguir uma direcdo cujo seu produto interno com a direcdo do fluxo elastico seja

positiva, garantindo assim, retorno a superficie de plastificacdo.

6.2 CONSIDERACOES GERAIS SOBRE PLASTICIDADE

Em estados multiaxiais de tens@o a regido elastica é limitada no espago das
tensdes principais por uma superficie conhecida como superficie de plastificacdo, a qual
separa 0s estados de tensdo elasticos dos plasticos, que geram deformacoes
irreversiveis. Assim, a plastificacdo em um ponto fica caracterizada pela verificacdo da

igualdade na relacdo matematica que define a superficie de plastificacdo, ou seja:

f(o;.x)="f(o;)-5(x)=0 (6.1)

onde o é uma tensdo equivalente que é funcdo do parametro de encruamento x,e f €
uma funcdo do estado de tensdo o;. Assume-se que as tensdes limites sO serdo

alcancadas se a relagdo matemaética que representa a superficie for satisfeita (f =0).
Partindo-se desta hipdtese, um descarregamento (retorno a regido elastica) fica
evidenciado por varia¢fes no estado de tensdo que conduzam a valores negativos de f .

A situacdo limite de carregamento neutro é caracterizada por acréscimos no

estado de tensdo que conduzam a verificacdo da Equacdo (6.1) com a igualdade.
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Alteracdes no estado de tensdo que determinem valores positivos de f sdo inacessiveis

e indicam o aparecimento de deformacoes irreversiveis, caracterizando uma situacao de
carregamento plastico. Nesta ultima situacdo, de acordo com o modelo de encruamento
do material, a superficie de plastificacdo tende a evoluir, de forma que 0 novo estado de
tenséo ainda resulte sobre a mesma.

Neste contexto, abordando-se o problema nédo linear em taxas, a deformacéo

total pode ser decomposta em uma parcela elastica reversivel (£7) e uma parcela
plastica irreversivel (&7).

. e p

&j = &j T & (6.2)

A taxa de deformacéo elastica é relacionada com a taxa de tenséo através da

matriz constitutiva elastica C:

ijlm?

da seguinte forma:

d-ij = Cije'lm Eim (6.3)

Nas formulacdes usuais, a taxa de deformacdo plastica € expressa através da
seguinte relagéo:
Y

pP_ 19 _ 15 0.
ij é,aij o‘glj (64)

&

onde A é uma constante de proporcionalidade denominada multiplicador pléstico, que
deve satisfazer as seguintes condi¢Ges de complementaridade de Kuhn-Tucker,
4120, f<0 e A-f=0 (6.5)

O termo g na equacéo (6.4) é um potencial plastico com unidade de tensdo. O
caso particular de g = f é conhecido como plasticidade associativa. Uma outra forma

de idealizar o fluxo plastico seria através da seguinte relacéo:

& = An; (6.6)
onde n; € um tensor de modulo unitario que define a direcdo do fluxo plastico. A

direcdo adotada n; ndo € necessariamente normal a superficie de plastificacdo no

espaco das tensGes principais, caracterizando lei de fluxo associativa. Para o caso de
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encruamento por deformacdo o escalar x é relacionado com a norma do tensor das

taxas de deformagdes plasticas:
k=" =Kef| = x=2%=[K[z] 6.7)

onde &; € o tensor das taxas de deformag@es plasticas, o escalar ¢* € conhecido como

deformacéo plastica equivalente e K é um termo cujo valor deve ser escolhido de tal

forma que, a partir do modelo generalizado, possa-se recuperar o caso unidimensional.

6.3 ASPECTOS INCREMENTAIS DO ALGORITMO

A integracdo das equagdes em taxa € um problema de evolucdo. As varidveis
de estado em um certo instante i séo conhecidas e devem ser atualizadas de uma forma
consistente, determinando assim, o estado atual referente ao instante i+1. As variaveis
internas sdo determinadas atraveés da utilizagdo de um procedimento implicito
(Backward Euler), caindo em um problema governado pelas condi¢fes de Kuhn-Tucker,

expressas em forma incremental por:

A4,

i+1

>0, f,,<0 e Ai,,f,, =0 (6.8)

i+1

Desta forma, as equacBes do algoritmo também podem ser expressas

incrementalmente como:

gy =& T A8, (6.9)
oia =C% (&1 — &) (6.10)
ely =&l +4gl, (6.11)
Kig =K +AK, (6.12)

No processo de integracdo das tensdes pelo procedimento implicito, €
necessario considerar um estado de tentativa (previsdo), que é tomado como um passo

puramente elastico, através das seguintes relacoes:

& =& + A8, (6.13)
o =C(e—&') (6.14)
Kin =K, (6.15)

f(of.x) = T(o) - (k™ (6.16)
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A partir deste estado de tentativa é possivel determinar se o estado de tensdo
viola o critério definido pela superficie de plastificacdo. Se o estado de tenséo obtido na
previsdo elastica ndo violar o critério, significa que o estado obtido é admissivel e
compativel com o modelo adotado. Porém, se este violar, um outro estado de tensédo

deve ser procurado de modo a se tornar compativel com o modelo. Assim, tem-se:

Oin= O-lti?. - Alh—lc ¢ Nia (617)
eby =& +Ad N, (6.18)
Kig =k, +4K,(44,,,) (6.19)

Deve-se observar que as expressdes (6.17 — 6.19) dependem da determinacgéo
do multiplicador plastico A4 no instante atual. Sendo assim, obtendo-se o escalar 44, ,
é possivel encontrar as variaveis internas em (6.17 — 6.19) e resolver o problema no
instante i+1. O multiplicador plastico pode ser encontrado resolvendo-se a condicdo de

consisténcia no instante i+1, ou seja:
f(ai+1’Ki+1): f(GHl)_E(KHl):O (620)

Substituindo-se as expressdes de atualizagdo do encruamento «, ,, Equacéo

(6.19), e das tensdes o,,, na condicdo de consisténcia (6.20) encontra-se uma nova

i+1
equacdo escrita em fungdo apenas do multiplicador plastico 44,,,. Esta equacéo deve
ser resolvida, determinando-se 0 A4 que recupera um novo estado compativel com o
modelo adotado. No item seguinte, apresenta-se a determinagdo do multiplicador
plastico A4, considerando-se o critério de TSAlI & WU (1971) e o modelo de

encruamento isotropico para o caso bidimensional, com lei de fluxo ndo associativa.

6.4 ALGORITMO TSAI & WU (1971) NAO ASSOCIATIVO

O critério de plastificacdo utilizando-se a superficie de TSAI & WU (1971)
pode ser escrito como:

f=f(oc)-6(xk)=c"Fo+Lo-5(x)<0 (6.21)

onde o termo F é uma matriz simétrica composta pelos valores limites de tensdo de

escoamento do material, definidos no item 3.4.1, e que para o caso plano tem a forma:
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Fll F12 F16
F = F, Fy (6.22)
sim Fee

sendo o termo L um vetor que caracteriza a diferenca entre as tensbes de tracdo e
compressdo, nas duas dire¢cbes do material, e que também € dependente dos valores

limites de tenséo de escoamento do material. O vetor L é definido da seguinte forma:

I:1
L={F, (6.23)
F

6

J4 o é o tensor de tensdes escrito em forma vetorial como:

UT:{Ull 02 012} (6.24)

A tensdo equivalente & € definida, neste trabalho, segundo uma lei de
encruamento isotropica linear (Figura 6.1) escrita em funcdo de parametros de
plastificacdo e do encruamento isotrépico x e seu respectivo médulo plastico H .

(&)

Syr—_— | Et
OCo| 7~~~ 777 1777
e
EANE

| €
ce | €p

FIGURA 6.1 — Lei de encruamento
&(x)=H?%«? (6.25)

onde o valor inicial de x deve ser igual a %' para que se possa, na consideracdo do

encruamento, se obter uma expressao compativel com a Equacéo (3.85) do critério, item
3.4.1. Deve-se observar que a expressao quadréatica (6.25) representa crescimento linear
em relacdo a superficie de plastificagdo definida na Equacdo (6.21), também

representada por uma forma quadratica.
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As deformacdes plasticas incrementais sdo definidas segundo uma lei de fluxo
ndo associativa. Esta idealizacdo parte da suposicdo de que o solido ao se plastificar
podera se comportar como um fluido compressivo, ou seja, ndo se pode condicionar o
fluxo plastico a uma superficie responsavel, em principio, por definir apenas os limites
elasticos do material.

Assim, imagina-se que se deve estabelecer a direcdo do fluxo plastico
mantendo-se uma relacdo com as tensdes, sendo esta relacdo semelhante a relacdo
elastica (tensdo/deformacdo). Neste sentido, pode-se escolher um tensor unitario
qualguer n como sendo a dire¢do do fluxo plastico:

Ag® =Al-n= A" = AACP o™ (6.26)

onde CP"'é um tensor semelhante ao tensor constitutivo elastico C*.

Para o caso associativo, como feito por MESQUITA (2002) para os critérios de
von Mises e Drucker Praguer, a expressao para o incremento de deformacdo pléstica
para o critério de TSAI & WU (1971) assume a seguinte forma:

of

As? =AML= =AL0, f =M(Fo+L) (6.27)
(o)

A particularizacdo da expressdo (6.26) adotando-se no lugar da matriz
constitutiva plastica C” a matriz elastica C°, faz com que o fluxo plastico tenha seu
retorno dado na direcdo das deformacdes elasticas aplicadas ao corpo. Com a utilizagdo
da forma geral, esta direcdo de retorno pode ser qualquer dependendo de quéo
compressivel seja o material em estudo na fase plastica. Para se obter material
incompressivel na fase plastica adota-se C” semelhante a uma lei constitutiva isotrdpica

com “coeficiente de Poisson pléstico” (v,) igual a meio. Dessa forma, poderiamos

quantificar qualquer grau de compressibilidade do material plastificado. Assim, a

expressao de atualizacdo das deformagdes pléasticas fica escrita como:

&P =&’ +As’ =&’ + AL CP o" (6.28)

i+1 i+1 i+1 i+1

O incremento Ax € obtido considerando-se hipdtese de encruamento por

deformacéo. Para tanto tem-se;
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Ak = As™ = K[agf|= KaA? ((Cp‘la;ig )T F (cp‘la;i; )) (6.29)

onde K tem unidade de tenséo e deve ser determinado para que a expressao permita a
recuperacdo do caso unidimensional. Como a degeneracdo do problema anisotrépico
geral ficaria complicada usando a norma indicada em (6.29), propbe-se a seguinte

norma para simplificacdo das expressdes:
Ak? =A™ =K HAgiJPH = KA (c*" Fo™") (6.30)

Deve-se recuperar o fator de escala para se compor o parametro de
encruamento k como segue, onde o coeficiente K deve ser determinado para esta nova
situacdo, guardando-se ainda a necessidade de se retornar para o caso unidimensional.

Assim, a expressdo de atualizagdo do parametro de encruamento fica:

Kig =K +AK, =K+ Aﬂ’.u\/ KUEQT Faitiq (6.31)

Retornando a parte da expressdo da superficie de plastificacdo referente a

evolucdo do critério tem-se:
&(x)=H’,?y = H? & + AL Kol Folf + 26, A4, Kot Fa:iz) (6.32)

Da expressao (6.32) entende-se que K deve ser de dimensdo da inversa da
tensdo ao quadrado. Para que o critério degenere no caso unidimensional (direcdo
ortotropica 1) K deve assumir o seguinte valor:

K= (6.33)

considerando-se portanto degeneracdo na direcdo 1 com mdédulo de elasticidade
longitudinal E;.

Para a expresséo de atualizacéo das tensdes tem-se:

Oi1 =0 + Aoy, =0, +C* (4, — Ag),) (6.34)



Capitulo 6: Algoritmo para atualizagéo das tensGes — critério de Tsai-Wu 91

Definindo-se um estado de tentativa elastico (ou seja, A¢, =0) é possivel

escrever a equacéo (6.34) como:
Oy = 0j + A0y, =01 —C°Asf, (6.35)

Substituindo-se a expressdo de Ae”, dada pela Equacéo (6.28) na expressao

i+1

de atualizacdo das tensdes (6.34), encontra-se:

O-i+1 — O__ten _CEAZ CP’lo_itirI — (1_4]1 CeC P’lk,ten (636)

i+1 i+1 i+1 i+1

Analisando-se a equacdo de atualizacdo das tensdes em (6.36) é possivel
visualizar que o retorno do estado de tentativa (Figura 6.2) ndo provoca o aparecimento
de tensfes residuais em direcdes diferentes da estabelecida pela tentativa eléstica

quando se escolhe C? =C°.

guperficie do critério de
Tsai-Wu
FIGURA 6.2 — Superficie do critério de TSAI & WU (1971) e a direcdo das tensdes tentativas.

Agora deve-se encontrar a expressao da condicdo de consisténcia de maneira
que se possa resolve-la e assim se determinar o multiplicador pléstico. Para o instante

atual o critério de plastificagdo fica escrito como:

f=c'Fo+Lo-o(x)=0 (6.37)

Desenvolvendo-se os dois primeiros termos, do segundo membro, da Equacéo

(6.37) e fazendo-se uso da expressao de atualizacao das tensdes em (6.36), tem-se:

em o1V enT e~p L] _ten
(c"Fo+Lo)= (1_ A%;,,C°C? ) o -F '(1_ A%,.C°C )Jit*l ’ (6.38)

1

sl - an et

i+1 i+1
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Aplicando-se a definicdo de encruamento expressa pela Equacdo (6.31), o

terceiro termo, do segundo membro, da Equacéo (6.37) fica escrita como:

o Eoi )+ 2H 2k, - anK (o Fol)  (6.39)

o(x,,,)=H’x’ +H*A2K -(0'

Substituindo as expressbes (6.38) e (6.39) na expressdo do critério de

plastificacdo em (6.37), encontra-se:

_ e p‘lT tenT e~p1] _ten
f={1l-44 ,C°C o, F-{l-44_,C°C +

i+1 i+1 i+1 i+1
1

+L- (1— A42,,,C°CP )aiti'; ~H? —H?42°K -(ai‘if Fa§§2)+ (6.40)

i+1

_2H2%, - MK o Fo | =0

Assim, organizando-se a Equacdo (6.40) para A4 , chamando-se também de A

a multiplicacdo de matrizes C°C "71, obtém-se uma equacao de segundo grau que pode

ser escrita como:
f =adl® + pAA+y =0 (6.41)
onde:

a=o A-FAcl —HK [ Fo) (6.42)

i+1

S = " A-Fo —o® F- A —L- Ao —2H ’K, \/K -(aitff Foﬁ?) (6.43)

i+1 i+1 i+1 i+1 i+1

y=0h Foii+Loff —Hex/ (6.44)

Com isso, resolvendo a Equacdo (6.41) adota-se, como multiplicador plastico
A4, 0 menor valor positivo entre as suas duas raizes. Observa-se que dessa maneira 0
multiplicador plastico A4 é obtido de forma direta sem a necessidade de se empregar
qualquer processo iterativo. As duas expressdes das raizes da Equacao (6.41) podem ser
consideradas como duas expressdes fechadas para a determinacdo do multiplicador
plastico 44 . Se o valor de « for nulo, entdo a Equacéo (6.41) recai numa expressao de

1° grau e o valor do multiplicador plastico A4 é Unico para a expressao.



Capitulo 6: Algoritmo para atualizagéo das tensGes — critério de Tsai-Wu 93

De posse do multiplicador plastico A4, as variaveis internas do processo
incremental-iterativo, tensfes, deformacdes e encruamento podem ser atualizadas
conferindo-se assim, consisténcia a analise ndo-linear fisica conforme pode ser

constatado no esquema geral apresentado na Figura 6.3:

1. Atualizar as deformagdes e calcular as tensdes e parametro de encruamento de tentativa
En =& A&,
ten _ ~e p
oin =C(&,—-8")

i+1

ten
K

i1 =K

2. Verificar o critério de plastificacdo com as tensdes de tentativa

T T _
.I:_ten =O__ten Fo_ten +G_ten L—U(K')

i+1 i+1 i+1 i+1
3.5e f'7<0
3.1 Entdo:
3.1.1 Finalizar
3.2 Se nao:

3.2.1 Determinar AA

i+1

-1
_ p ten
ni+1 - C Gi +1

K :é para degeneracao na diregéo 1.

1

~p+f -4 »
AL, = PENP —hay adotado-se o menor valor positivo.

i+1 za

3.2.2 Atualizar as variaveis internas com o valor de AA

i+1

0.1 =(1-C"A4,C7 )l

i+1 i+1

g =&l + A4 N,

i+1 i+1" T+l

Kia =1+ My [K ol Folt)

FIGURA 6.3 — Esquema geral de analise no processo nao-linear.

Descrito o algoritmo implicito utilizado nas analises ndo lineares fisicas desta
pesquisa, apresenta-se entdo, nos proximos capitulos, alguns exemplos de aplicacfes
dos codigos computacionais desenvolvidos fazendo-se uso das formulagdes propostas.



{ APLICACOES - ANALISE
ELASTICA LINEAR

Neste capitulo sdo apresentados trés exemplos onde a formulacdo elastica
linear para meios anisotropicos é aplicada. Os dois primeiros sdo analisados atraves do
MEF e do MEC e as solugdes, em termos de tensdes, sdo confrontadas por meio de
diagramas comparativos, permitindo-se verificar o comportamento das duas
aproximagdes. Como comentado anteriormente, na analise pelo MEF dois elementos
finitos sé&o utilizados, os elementos triangulares LST e QST (Figura 4.5). Para 0 MEC,
sdo utilizados elementos de contorno retos com aproximagdo quadratica.

No desenvolvimento dos dois primeiros exemplos sdo consideradas duas vigas
laminadas, assumidas homogéneas e anisotropicas, cujas laminas sdo constituidas por
um material polimérico refor¢ado com fibras de carbono. As propriedades elasticas das

laminas consideradas estéo apresentadas na Tabela 7.1 (HYER, 1997):

TABELA 7.1 - Constantes elasticas do material refor¢cado que constitui as laminas consideradas

— eixos locais.

Constantes elasticas Nomenclatura Valor (GPa)
Maodulo de Young na direcdo local 1 E; 155,00
Modulo de Young na dire¢do local 2 = 12,10

Modulo de elasticidade transversal G2 4,40
Coeficiente de Poisson V12 0,25

Salienta-se que essas propriedades elasticas estdo referidas as direcdes locais
das Iaminas, ou seja, as direcdes das fibras de refor¢o dispostas com um angulo (6) em

relacdo ao eixo global x da estrutura, Figura 7.1:
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IR

0T X

\

%

fibres
FIGURA 7.1 — Angulo de orientacéo das fibras nas laminas.

Com isso, pode-se transformar as propriedades de cada lamina para o sistema
global de coordenadas onde a estrutura estd referida, utilizando-se matrizes de
transformacédo de propriedades elésticas. Fazendo-se isso para cada lamina constituinte
da estrutura, € possivel somar os tensores constitutivos de todas as laminas, compondo-
se entdo, um tensor constitutivo global anisotropico para a viga laminada considerada
entdo, homogénea e anisotropica.

Deve-se comentar que como cada lamina tem sua espessura especifica, na
composicao do tensor constitutivo global, isso deve ser levado em conta fazendo-se uma
soma ponderada das caracteristicas elasticas de cada lamina, como mostra a expressao

(7.1) apropriada para a anélise de chapas:

Z gij €,
(Sijj =KL (7.1)

onde:

(éuj : S&o as constantes do tensor constitutivo global da estrutura;
global

_ k

Si . Séo as constantes do tensor constitutivo de cada camada;

e, . E a espessura de cada camada.

Assim, em ambos exemplos, considerou-se as laminas dispostas com uma
orientacdo de 30 graus (6 = + 30°) em relagdo ao eixo global x. Com isso, a partir das
propriedades apresentadas na Tabela 7.1, tém-se as seguintes propriedades elasticas

anisotropicas referidas as dire¢fes globais das vigas:
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TABELA 7.2 - Constantes elésticas do material reforcado que constitui as laminas consideradas

— eixos globais.

Constantes Elasticas Nomenclatura Valor (GPa)
Modulo de Young na direcdo global x Ex 19,681
Maodulo de Young na direcéo global y Ey 11,248
Madulo de elasticidade transversal Gy 7,933
Coeficiente de Poisson Vyy 0,529
Coeficiente de influéncia mutua (1% espécie) Nxy.x -1,224
Coeficiente de influéncia mutua (2% espécie) Nxy.y -0,042

No terceiro exemplo, onde somente o programa desenvolvido em elementos de
contorno é aplicado, um procedimento alternativo para a determinagdo dos fatores de
intensidade de tensdo (KI e KII) em problemas de mecanica da fratura é proposto
(VANALLI et al., 2003b). Salienta-se que aplicagdes no campo da mecanica fratura ndo
estavam previstas nos objetivos iniciais do trabalho e que, a idéia proposta, surgiu de
observagdes das solugdes numéricas feitas no decorrer da presente pesquisa, para 0s
problemas elasticos, como, por exemplo, a observacdo do bom comportamento das
solugdes nos problemas quase singulares, onde o ponto fonte é considerado muito

proximo ao contorno do corpo.

7.1 EXEMPLO 1 -VIGA ENGASTADA

O primeiro exemplo é a viga engastada apresentada na Figura 7.2 com suas

caracteristicas geométricas e carregamento uniformemente distribuido de 10 KN/m:

10 kiN/m
CILLPLLIL DDLU

[P

0,30m

T,

1,50m

FIGURA 7.2 — Viga engastada submetida a um carregamento uniforme
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As solugbes numéricas sao comparadas com os resultados analiticos de
LEKHNITSKII et al. (1968) para uma viga anisotropica submetida as mesmas
condicdes de contorno. Salienta-se que esses resultados analiticos sdo também
aproximados, pois LEKHNITSKII et al. (1968) fazem uso de fungbes de tenséo
polinomiais (Funcdes de Airy) e essas funcbes ndo podem representar exatamente as
condigbes de contorno do problema. E importante mencionar a discretizacio adotada,

para ambos métodos:

TABELA 7.3 - Discretizagéo adotada.

Meétodo Elementos (x-Y) Ici;br;lasagee
MEF / LST 96 x 12 1261
MEF / QST 60 x 6 1820

MEC 60x12 (elementos quadraticos) 684

A seguir sdo apresentados os resultados de tensbes obtidos para duas secoes
transversais, uma secao mais proxima do engaste (x = 0,5m) e a outra no meio do vao (X
=0,75m).

TENSAO NORMAL (x=0.5m)

"

o
w

o
N
(é)]

o
2
>,

~ 02 )
£ / 1
2 015 /
5 o1 ~ |

A |

" /

-300 -200 -100 O 100 200 300 400 500

TENSOES (kN/m2) [——LEK —a—LsT QST ——MEC |

FIGURA 7.3 — Tensdes normais para a se¢ao x = 0,5m.
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TENSAO DE CISALHAMENTO (x=0.5m)

0.25

005 [~ !
-60 -50 -40 -30 -20 -10 0
TENSOES (kN/m2)

LEK —a—LST QST —+—MeC |

TENSAO NORMAL (x=0.75m)

\

o5 4
~ 0.2 b '/
E )y
%015 /
" V4

o

o o

ol =
Il Il

o £ S

-200 -100 0 100 200 300

LEK —a—LST QST —+—MEC ‘

TENSOES (kN/m2)

FIGURA 7.4 — Tens0es de cisalhamento para a se¢do x = 0,5m.

FIGURA 7.5 — Tens0es normais para a se¢do x = 0,75m.

TENSAO DE CISALHAMENTO (x=0.75m)

0.3

/
0.25 / —

o
()

0.

SECAO (m)
&

O T T T T =
-45 -36 -27 -18 -9 0
TENSOES (kN/m2)

LEK —&—LST QST ——MeC |

FIGURA 7.6 — Tensdes de cisalhamento para a se¢do x = 0,75m.

98
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Pode-se observar nos diagramas de tensdes normais, para ambas sec¢des de
analise, uma grande concordancia entre os resultados analiticos aproximados de
LEKHNITSKII et al. (1968) e os numéricos obtidos com o0 MEC e com o MEF/QST.
Com relagdo as tensdes normais oriundas do MEF/LST, percebe-se uma sensivel
diferenca entre essas solucdes e as respostas do MEC e do MEF/QST.

Nas tensbes de cisalhamento as diferencas entre as duas aproximacdes de
elementos finitos sdo maiores, acentuando-se na secdo transversal mais proxima do
apoio. Porém, os resultados do MEC e do MEF/QST estdo praticamente coincidentes
nas duas secOes, 0 que ressalta a boa aproximacdo alcancada e a necessidade de se
utilizar aproximacdo pelo menos quadratica para as tensfes na analise de meios
anisotrépicos (VANALLI et al., 2003a). Em relacdo ao resultado analitico proximo ao
engaste, como ja comentado, as funcfes de tensdo polinomiais ndo podem capturar

todos os efeitos presentes nos apoios (principio de Saint Venant).

7.2 EXEMPLO 2 - VIGA SIMPLESMENTE APOIADA COM UM
FURO NO DOMINIO

Analisa-se uma viga bi-apoiada anisotropica, possuindo um furo em seu
dominio, utilizando-se 0 MEC (aproximacao quadratica) e 0 MEF/QST. Salienta-se que
ndo sdo feitas comparacbes com resultados analiticos, pois ndo se encontrou na
literatura algum trabalho que tenha abordado esse tipo de exemplo anisotrdpico. A viga
esta apresentada na Figura 7.7 com suas caracteristicas geometricas e um carregamento

uniformemente distribuido de 10,0 KN/m:

10kN/m

VILIL LU LML)

020

[P

060
020 0,60

020

l 120 200 J

FIGURA 7.7 — Viga simplesmente apoiada com um furo em seu dominio.

A discretizacdo empregada esta apresentada na Tabela 7.4:
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TABELA 7.4 - Discretizagéo adotada.

Método Elementos (x-Y) G. liberdade
2X(60x8)+2x(24x8):672
(quatro regides de elementos, 6360
MEF/ QST desconsiderando-se o furo)
MEC 120 x 24 1154

Com o intuito de se ter um melhor entendimento do comportamento das
distribuicdes de tensdes nesse tipo de viga anisotrépica e do comportamento relativo dos
metodos, os resultados dos dois métodos sdo comparados em cinco se¢les transversais
da viga. Séo elas: x = 0,40m; x = 0,60m; x= 1,0m; x = 1,16m e a secdo referente a face
do furo, x = 1,20m.

Neste sentido, também sdo feitas comparacdes com as solu¢bes do MEF/QST
para uma viga isotropica sujeita as mesmas condigdes geomeétricas e de carregamento,
em duas secOes transversais, as se¢fes x = 0,40m e x = 1,20m. As propriedades
elasticas da viga isotrdpica estdo contidas na Tabela 7.5.

TABELA 7.5 - Constantes elasticas da viga isotrépica

Constantes Elasticas Nomenclatura  Valor (GPa)
Maodulo de Young na direcéo global x Ex 19,681
Maodulo de Young na direcdo global y Ey 19,681

Madulo de elasticidade transversal Gyy 9,841

Coeficiente de Poisson Vxy 0,0

A seguir, apresentam-se 0s resultados:

TENSAO NORMAL - MEF
0.6

© ©
N

ALTURA (m)
o
w

0.2
0.1
0 T T ]
-200 -100 0 100 200 300
[—e—12 —8—1.16 —&—10 06 ——04]

TENSOES (kN/m2)

FIGURA 7.8 — TensGes normais para varias se¢des (MEF).
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TENSAO NORMAL - MEC
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FIGURA 7.9 — Tensdes normais para varias se¢des (MEC).
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FIGURA 7.10 — TensGes de cisalhamento para varias seces (MEF).
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FIGURA 7.11 — TensGes de cisalhamento para varias se¢cées (MEC).
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Nas solucdes obtidas, observa-se que ambas tensdes sdo nulas na secdo x =
1,20 m, que corresponde a face esquerda do buraco, ocorrendo uma perturbacdo nas
distribuicbes no ponto superior inicial do furo (y = 0,40 m), nos resultados do
MEF/QST. A solucdo obtida com o MEC apresentou um comportamento nao
oscilatério. Na medida em que as secOes analisadas se afastam do buraco, as
distribuicbes de tensbes tendem a se estabilizar, assemelhando-se as de uma viga
anisotrépica com o dominio continuo, existindo grande concordancia entre as repostas
de tens@es obtidas com os dois métodos.

A seguir, sdo comparadas as distribuicGes de tensdes da viga da Figura 7.7
considerando-a primeiramente anisotrdpica (Tabela 7.2), e depois, isotropica possuindo

as propriedades elasticas da Tabela 7.5. Assim tém-se:

TENSAO NORMAL - ani x iso

0.6

0.5

0.4

0.3

ALTURA(mM)

0.2

0.1

0 2
-200 -100 0 100 200 300

[—o—12 —B—04 —%—1.2-i50 —%—0.4is0 |

TENSOES (kN/m2)
FIGURA 7.12 —TensBes normais de uma viga anisotropica e de uma isotrépica - (MEC).

TENSAO DE CISALHAMENTO - ani x iso
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0.2

ALTURA(m)

0.1

0

-80 -60 -40 -20 0 20 40

TENSOES (kN/m2) ‘—9—12 —8—0.4 —¥—1.2-is0 —»—0.4-iso ‘

FIGURA 7.13 — Tens0es de cisalhamento de uma viga anisotropica e de uma isotrdpica -
(MEC).
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Nos diagramas anteriores, evidencia-se 0 comportamento nao simétrico das
distribuicbes de tensdes em vigas constituidas de materiais anisotrépicos. Uma outra
constatacdo € que na secdo correspondente a face do buraco, para a viga isotropica,
surgem também descontinuidades e variacdes bruscas de tensdes semelhantes as das

vigas anisotrdpicas.

7.3 EXEMPLO 3 - DETERMINACAO DE FATORES DE
INTENSIDADE DE TENSAO KI

Mais recentemente, devido a boa performance na representacdo de campos de
tensdo em dominios, o0 MEC tem sido muito utilizado para anélise de problemas na
Mecanica da Fratura, citando-se, por exemplo, CRUSE (1972), PORTELA et al. (1992)
e ALIABADI & ROOKE (1992). Para dominios anisotrépicos, o primeiro trabalho a
abordar a determinacdo de fatores de intensidade de tensdo foi o de SNYDER &
CRUSE (1975). Nesse trabalho pioneiro, os autores utilizaram uma solucdo
fundamental, também baseada na solu¢do fundamental de CRUSE & SWEDLOW
(1971), que ja considera no dominio infinito anisotropico a influéncia de uma trinca,
livre de tensdes em suas faces.

No entanto, em todos os trabalhos citados, sdo utilizadas estratégias especificas
para a determinag&o dos fatores de intensidade de tensdo, como por exemplo, método da
reciprocidade dual com o elemento quarter-point (ALBUQUERQUE et al., 2002).

O procedimento empregado nesta pesquisa € simples (VANALLLI et al., 2003b)
e sua principal caracteristica € a discretizacdo da trinca presente no meio anisotrépico,
ou quase-isotrépico, utilizando-se apenas elementos de contorno ordinarios, ou seja,
nenhum elemento de contorno especifico para o tratamento de trincas é empregado
(MACIEL, 2003), diferenciando-se assim, do trabalho de SNYDER & CRUSE (1975).

O problema a ser analisado esta apresentado na Figura 7.14. Neste exemplo,
sdo determinados fatores de intensidade de tensdo para o modo I, porém, a metodologia
proposta também pode ser aplicada para a determinacdo de fatores para 0 modo II.

Os resultados obtidos com o emprego da técnica proposta séo comparados com
o0s obtidos por SNYDER & CRUSE (1975), por isso, trés diferentes chapas ortotrépicas
sdo analisadas e suas dimensfes dadas na Tabela 7.6. As mesmas propriedades fisicas
séo adotadas para todas as chapas (Tabela 7.7).
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FIGURA 7.14: Geometria geral — Andlise estatica modo I.

TABELA 7.6 - Propriedades geométricas para trés chapas com uma trinca em seu dominio.

Chapa 2a (10° m) W (10° m) L (10° m) 2a/W
1 8 20 60 0,4
2 12 20 60 0,6
3 16 20 60 08

TABELA 7.7 — Propriedades elasticas para as chapas ortotrépicas.

Propriedades Nomenclatura Valores
Modulo de Young na direcdo global x E; 147,57 (GPa)
Modulo de Young na direcdo global y E 11,95 (GPa)
Maodulo de elasticidade transversal G2 9,84 (GPa)
Coeficiente de Poisson V12 0,21
Abertura da trinca h 2ax 10 (m)
Tens&o uniforme aplicada c 1,0 (kPa)

A Equacdo (7.2) é utilizada juntamente com a formulacdo de elementos de
contorno para se realizar as comparacdes dos valores dos fatores de intensidade de
tensdo. As chapas laminadas sdo compostas de 4 laminas organizadas segundo as
direcGes de reforgo (90/ + 45°)s, como feito por SNYDER & CRUSE (1975).

Kiy

oVa

Assim, de posse das informacdes apresentadas, pode-se entdo comparar as
solugdes obtidas com os resultados de SNYDER & CRUSE (1975), Tabela 7.8:

Y= (7.2)
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TABELA 7.8 — Comparacdes dos valores de Y.

Chapa K1 anisotropico Yanisotropico Y Snyder&cruse Varia(;éo (%)
1 3,821 1,911 1,972 3,09
2 5,497 2,244 2,323 3,40
3 8,700 3,076 3,231 4,80

Dos resultados apresentados pode-se concluir que mesmo sem a utilizacdo de
elementos de contorno especiais para analise de trincas, ou procedimentos de
integracdo, a técnica proposta é de facil implementacdo e fornece bons resultados. Na

Tabela 7.9 é mostrada a discretizacdo adotada em cada chapa.

TABELA 7.9 — Discretizacdo e pontos de Gauss adotados nos exemplos.
EC no contorno EC na superficie  Pontos de

Chapa

do corpo da trinca Gauss
1 80 60 24
2 80 64 24
3 80 64 32

E conveniente ainda comentar que a estratégia empregada para a extragio dos
fatores de intensidade de tensdo € a mesma utilizada por MACIEL (2003), seguindo
procedimentos similares aos apresentados por PARIS & CANAS (1997). O esquema de
extracao consiste na realizacdo de uma média entre os valores extraidos para os fatores

de intensidades de tensdo em trés pontos afastados a certas distancias da ponta da trinca.
%
Para o caso anisotropico aqui apresentado, os pontos de extracio adotados foram /30,

Y0 ¢ %5
40 ¢ /50 | conforme pode ser verificado na Figura 7.15:

A X
0=0
It

[ ] »
[ ] v v v d

X1
L e . a , also0
< < ¥

al40 R

#I
[ |

FIGURA 7.15 — Pontos de extracdo para a anélise anisotrdpica.

Dessa maneira, conclui-se este capitulo e no seguinte apresenta-se alguns

exemplos onde as formulacdes viscoelasticas do MEF e do MEC foram empregadas.



3 APLICACOES - ANALISE
VISCOELASTICA

Neste capitulo sdo apresentados dois exemplos onde a formulacéo viscoelastica
para meios anisotropicos é aplicada. No primeiro, uma chapa tracionada quase-
isotropica é analisada e as solucGes obtidas, por meio do MEF/QST e do MEC, séo
comparadas entre si e também com as solucdes, em termos de tensdes e de
deslocamentos, apresentadas por MESQUITA & CODA (2002), os quais estudaram a
mesma chapa, porém, considerando-a isotrdpica tridimensional. No segundo exemplo, o
mesmo problema é analisado, porém a chapa considerada possui anisotropia geral e as
solugdes obtidas com o MEF/QST e com MEC sao simplesmente confrontadas no

sentido de sua verificacao.
8.1 EXEMPLO 1 - CHAPA QUASE-ISOTROPICA

A chapa a ser analisada esta apresentada na Figura 8.1.:

_ -
_e- - —

FIGURA 8.1 — Chapa com dimensdes de 800mm x 100mm.
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e suas propriedades elasticas, bem como os parametros para a analise viscosa estdo

apresentados na Tabela 8.1:

TABELA 8.1 - Pardmetros elasticos e de viscosidade da chapa quase-isotropica

Parametros Nomenclatura Valor
Maodulo de Young na direcéo global x Ex 1,0 kN/mm?
Maodulo de Young na direcdo global y Ey 0,9 kN/mm?
Modulo de elasticidade transversal Gyy 0,5 kN/mm?
Coeficiente de Poisson Vyy 0,0
Tamanho do incremento de tempo At 1 dia
NUmero de incrementos de tempo - 450
Parametro de viscosidade Y 45,4545 dias
Carregamento aplicado Px 0,005 kN

Como feito por MESQUITA & CODA (2002), é utilizada na analise pelo MEF
a discretizacdo apresentada na Figura 8.1 (16 x 8 elementos). Com o MEC, séo
empregados 8 elementos de contorno na direcdo x e 4 na direcdo y. Desta maneira,
com as informacdes apresentadas, pode-se entdo construir alguns graficos comparativos.
As solucbes sdo apresentadas para os pontos A e B da Figura 8.1. Assim, para 0s

deslocamentos no ponto A do contorno tem-se:

DESLOCAMENTOS

DESL. (mm)

0 100 200 300 400 500
TEMPO (dias)

FIGURA 8.2 — Deslocamentos para o ponto A do contorno — MEC e MEF.
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e para o0 ponto B pertencente ao dominio:

DESLOCAMENTOS

2.5 T
2 |
B
E 15
_i L
g Y A e=m==mec|
o mef
0.5 |
0 T T T : T
0 90 180 270 360

TEMPO (dias)

450

FIGURA 8.3 — Deslocamentos para o ponto B do dominio - MEC e MEF.

Para as tensdes normais (elastica, viscosa e total) no ponto A:

0.006

TENSOES

0.005

0.004

0.003 -

TENSAO (kN/mm2)

0.002 + ;

0.001 &

,,,,,,,,,,,,,, enfl=mmnec-tot |

e=fl==mec-visc

e mec-ela | - -

o mef-tot

& mef-ela

100 200 300 400
TEMPO (dias)

- - - - - - ——————— o mefvisc |- - -

500

FIGURA 8.4 — Tensdes elasticas, viscosa e total para o ponto A — MEC e MEF.
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e para o ponto B:

TENSOES
0.006 ‘

0.005

=g 1ec-tot
== mec-Visc
mec-ela

00034+ @sp - TTEEEE
. o mef-tot
coo24 4% - o mefvisc |- ]

TENSAO (kN/mm2)

a  mef-ela

0001 {f W |

0 90 180 270 360 450
TEMPO (dias)

FIGURA 8.5 — Tens0es elasticas, viscosa e total para o ponto B — MEC e MEF.

Salienta-se que o0s resultados apresentados sao idénticos aos obtidos por
MESQUITA & CODA (2002).

8.2 EXEMPLO 2 - CHAPA COM ANISOTROPIA GERAL

A chapa analisada é a mesma apresentada na Figura 8.1, porém, com as

propriedades elasticas apresentadas na Tabela 8.2:

TABELA 8.2 - Parametros elasticos e de viscosidade da chapa anisotropica

Constantes elésticas Nomenclatura Valor
Maodulo de Young na direcéo global x Ex 0,73 kKN/mm?
Maodulo de Young na direcdo global y Ey 1,14 kKN/mm?

Modulo de elasticidade transversal Gyy 0,28 kN/mm?
Coeficiente de Poisson Vxy 0,14
Coeficiente de imflu_éncia mutua Mxyx 0,0
(1%.espécie)
Coeficiente de influéncia mutua Ny -0,63

(2% espécie)
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As solugdes também séo apresentadas para os pontos A e B da chapa:

DESLOCAMENTOS

DESL. (mm)

0 90 180 270 360 450
TEMPO (dias)

FIGURA 8.6 — Deslocamentos para o ponto A do contorno — MEC e MEF.

e para o ponto B pertencente ao dominio:

DESLOCAMENTOS

€
E
7
[a)

R e

05 i
0 T T T 1 T
0 90 180 270 360 450

TEMPO (dias)

FIGURA 8.7 — Deslocamentos para o ponto B do dominio — MEC e MEF.
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Para as tensdes normais (elastica, viscosa e total) no ponto A:

TENSOES

0.006 T T T

0.005
N
E ooda 4 #4
> @mfilss 1\ oc-tot
x === mec-visc
o 0.003 1 mec-ela | |
’5) o mef-tot
z 0.002 + o mefvisc [~
- mef-ela

0.001 & - - e R

0 A

0 90 180 270 360 450
TEMPO (dias)

FIGURA 8.8 — Tens0es elasticas, viscosa e total para o ponto A— MEC e MEF.

e para o ponto B:

TENSOES

@=m=—mec-Visc

mec-ela |- -
| o mef-tot
77777777777777777 | o  mefwvisc |- - - -

|
| & mef-ela
| |

0 100 200 300 400 500
TEMPO (dias)

FIGURA 8.9 — Tens0es elasticas, viscosa e total para o ponto B— MEC e MEF.

E importante comentar que a simulagdo do comportamento mecénico dos
materiais anisotropicos ao longo do tempo, utilizando-se a metodologia diferencial
(MESQUITA & CODA, 2002), é um assunto ainda aberto para pesquisas e, por isso, 0
estudo realizado certamente poderd servir de parametro para outros trabalhos que

envolvam viscoelasticidade em meios anisotrépicos.



9 APLICACOES - ANALISE
VISCOPLASTICA

Neste capitulo sdo apresentados trés exemplos onde a formulagdo viscoplastica
para meios anisotrépicos € aplicada. Salienta-se que pelo fato da formulacdo
elastopléstica ja estar, de forma implicita, considerada na formulagéo viscoplastica, ndo
sdo apresentados exemplos que envolvam somente analises elastoplasticas. Como ja
comentado, a plasticidade considerada é a ndo associativa e nos exemplos aqui
analisados adota-se a direcdo do fluxo plastico equivalente a direcdo das deformacGes
elasticas, ou seja, direcdo determinada pelo tensor constitutivo anisotrépico plastico
(Cijpkl)'

No primeiro exemplo apresentado uma chapa tracionada quase isotropica €
analisada e as solugdes obtidas, por meio do MEF/QST e do MEC, sdo comparadas
entre si e também com as solugdes, em termos de tensGes e de deslocamentos, obtidas
por MESQUITA (2002) o qual estudou a mesma chapa, porém, considerando-a
isotropica 3D. Nesse exemplo sdo feitas aplicacbes com encruamentos positivos,
negativos e também, com plasticidade perfeita.

No segundo exemplo a chapa analisada no capitulo 8, com viscoelasticidade quase
isotropica, € novamente estudada considerando-se uma tensao de escoamento acima da
qual o material apresentard um encruamento positivo. Alteram-se também algumas
propriedades elésticas do material utilizado. As solugdes obtidas com o MEF/QST e
com MEC sdo simplesmente confrontadas no sentido de sua verificagdo. No mesmo
exemplo, com a utilizacdo de um coeficiente de Poisson na fase plastica igual a 0,5 foi

feita também uma anélise sobre o comportamento incompressivel do material.
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No terceiro exemplo se estuda uma chapa tracionada com anisotropia geral.
Considera-se a chapa constituida de um material reforcado por fibras, cujas
propriedades elasticas, em relacdo ao sistema local das fibras, sdo ortotropicas. Na
anélise, feita em relacdo ao sistema global da chapa, o material pode entdo ser
considerado anisotropico geral. Nesse exemplo, com a utilizacdo do critério de TSAI &
WU (1971), diferentes resisténcias ao escoamento, nas duas direcBes principais,

puderam ser consideradas aumentando-se assim, a complexidade da anélise.

9.1 EXEMPLO 1 - CHAPA QUASE-ISOTROPICA

A chapa a ser analisada esté& apresentada na Figura 9.1:

A= " HP
,,,,,,, - \:;;*B\\\f;;> 2,0
o 1,0
; 40 A
Z 0l

FIGURA 9.1 — Chapa com dimensdes de 4m x 2m.

e suas propriedades elasticas, bem como, os parametros para a analise viscoplastica
estdo apresentados na Tabela 9.1:
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TABELA 9.1 - Parametros elasticos e de viscoplasticidade da chapa quase-isotropica

Parametros Nomenclatura Valor
Maodulo de Young na direcdo global x Ex 100000 Pa
Médulo de Young na direcdo global y Ey 90000 Pa
Madulo de elasticidade transversal Gyy 50000 Pa
Coeficiente de Poisson Vyy 0,25
Tamanho do incremento de tempo At 0,01 dia
Numero de incrementos de tempo - 5000
Parametro de viscosidade Y 4.5 dias
Carregamento aplicado Py 1,0 Pa
Tensdo de escoamento o, 0,45 Pa
Mddulo de elasticidade tangente Et* +0,10 E,
positivo
Modulo de elasticidade tangente Et" -0,10 E,

negativo (softening)

Deve-se comentar que para este exemplo Cj, =Cg,, ou seja, o fluxo plastico é

igual ao fluxo elastico. E utilizada, na analise pelo MEF, a discretizacio apresentada na
Figura 9.1 (4 x 4 elementos). Com o MEC, sdo empregados 2 elementos de contorno na
direcdo x e 2 na direcdo y. As solugOes séo apresentadas para os pontos A e B da
Figura 9.1, considerando-se os dois tipos de encruamento e a plasticidade perfeita. Para

0s deslocamentos no ponto A, tem-se:

0.00020

0.00015 H

E
o
= 0.00010
L
<§( MEF
8 O MEC
#) 0.00005 né do contorno
w
a
0.00000 <]

T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50

TEMPO(dias)
FIGURA 9.2 — Deslocamentos para o0 ponto A do contorno — encruamento positivo.
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DESLOCAMENTOS(m)

FIGURA 9.3 — Deslocamentos para o ponto A do contorno — encruamento negativo.

DESLOCAMENTO(m)

FIGURA 9.4 — Deslocamentos para o ponto A do contorno — plasticidade perfeita.
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0.00005 —+
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TEMPO(dias)

MEF
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e para o0 ponto B pertencente ao dominio:

0.000100 —
~oQ

0.000075
é _
o
= 0.000050 —
L
<§( MEF

1 O

S MEC
(@] . L.
(71) 0.000025 - n6 do dominio
L
D -

0.000000

T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50

TEMPO(dias)

FIGURA 9.5 — Deslocamentos para o ponto B do dominio — encruamento positivo.
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0.000004 &
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FIGURA 9.6 — Deslocamentos para o ponto B do dominio — encruamento negativo.
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0.00015 —
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—~ 0.00010
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<§( O MEC
8 0.00005 — né do dominio
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0
w
a
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T T T T T T T T T T T
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TEMPO(dias)
FIGURA 9.7 — Deslocamentos para o ponto B do dominio — plasticidade perfeita.

Para as tensfes normais (elastoplastica, viscosa e total) no ponto A:

1.0
0.8 -
O MEC-visc
T 064 % MEC-elap
o x  MEC-tot
g MEF-visc
9D 04 —— MEF-elap
Z 0.
& —— MEF-tot
|_
0.2 1
n6 do contorno
0.0 -
T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50
TEMPO(dias)

FIGURA 9.8 — Tensdes elastoplastica, viscosa e total para o ponto A — encruamento positivo.
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1.0
0.8
j © MEC-visc
T 064 &% MEC-elap
o X MEC-tot
19( 1 MEF-visc
2 0.4 ——— MEF-elap
Ll —— MEF-tot
— 1
0.2 né do contorno
0.0
T T T T T T

0 10 20 30 40 50
TEMPO(dias)

FIGURA 9.9 — Tensdes elastoplastica, viscosa e total para o ponto A — encruamento negativo.
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FIGURA 9.10 — Tens0es elastoplastica, viscosa e total para o ponto A — plasticidade perfeita.
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e para o ponto B:

1.0
0.8
O MEC-visc
T 0.6 % MEC-elap
% x  MEC-tot
3 MEF-visc
%’ 0.4 —— MEF-elap
L ——— MEF-tot
l_
0.2
no6 do dominio
0.0
T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50
TEMPO(dias)

FIGURA 9.11 — Tens0es elastoplastica, viscosa e total para o ponto B — encruamento positivo.

1.0
0.8 - O MEC-visc
j % MEC-elap
. x  MEC-tot
F 06+ MEF-visc
Eg | ——— MEF-elap
b
) —— MEF-tot
> 0.4
=
né do dominio
0.2 1
0.0 1
T T T T T T T T T T T
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FIGURA 9.12 — Tens0es elastoplastica, viscosa e total para o ponto B — encruamento negativo.
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1.0
0.8
- né do dominio
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MEF-visc
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0.0 ——— MEF-tot
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FIGURA 9.13 — Tens0es elastopléstica, viscosa e total para o ponto B — plasticidade perfeita.

Observa-se no exemplo apresentado que os resultados obtidos com os dois
métodos para 0os deslocamentos e para as tensdes possuem boa concordancia entre si.
Salienta-se também, que estes resultados estdo iguais aos obtidos por MESQUITA

(2002) que empregou 0 MEC néo associativo com o critério de Von Mises 3D.
9.2 EXEMPLO 2 - CHAPA ORTOTROPICA

A chapa a ser analisada ¢ a mesma apresentada na Figura 8.1. A diferenca em
relacdo a analise feita no item 8.1 € a consideracdo da viscoplasticidade e da ortotropia.

Assim, tém-se novos parametros na analise:

TABELA 9.2 - Parametros elasticos e de viscoplasticidade da chapa ortotrépica.

Parametros Nomenclatura Valor
Maodulo de Young na direcéo global x Ex 1,0 Pa
Modulo de Young na direcdo global y Ey 0,5 Pa
Madulo de elasticidade transversal Gyy 0,5 Pa
Coeficiente de Poisson Vxy 0,25
Tamanho do incremento de tempo At 1 dia
Numero de incrementos de tempo - 450
Parametro de viscosidade Y 45,4545 dias
Carregamento aplicado Px 0,005 Pa
Tensdo de escoamento o, 0,0025 Pa

Maodulo de elasticidade tangente Et* + 0,50 Ex
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Para os pontos A e B da Figura 8.1, considerando-se um encruamento positivo,

tem-se as seguintes solucgdes:

Ponto A:
6 —
 ~5B00000000000000000
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o
—
Ko
o
Z MEF
% O MEC
< .
@] né do contorno
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—
0
w
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T T T T T T T T
0 90 180 270 360 450
TEMPO(dias)

FIGURA 9.14 — Deslocamentos para o ponto A do contorno — MEC e MEF.

e para o0 ponto B pertencente ao dominio:
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0.0 9@
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FIGURA 9.15 — Deslocamentos para o ponto B do dominio — MEC e MEF.

Para as tensfes normais (elastoplastica, viscosa e total) no ponto A:
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FIGURA 9.16 — Tens0es elastoplésticas, viscosa e total para o ponto A — MEC e MEF.

e para o ponto B:
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FIGURA 9.17 — Tens0es elastoplasticas, viscosa e total para o ponto B — MEC e MEF.

Nas solucdes apresentadas, considerou-se, como nos exemplos anteriores, a
direcdo de retorno do fluxo plastico igual & direcdo do fluxo el&stico, utilizando-se para
o0 tensor constitutivo de fluxo plastico um coeficiente de Poisson igual a 0,25. Assim,
considera-se que o material da chapa comporta-se como um material compressivel

conferindo variacdo de volume no seu processo de plastificacao.
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Para a verificacdo deste fato, no grafico da Figura 9.18, esta apresentada a soma
das deformacgdes pléasticas principais &/ e &1,, para o ponto B, considerando o estado
plano de deformacéo, indicando-se assim, uma variacao de volume presente na anélise.
No mesmo grafico pode ser vista a soma das deformacgfes principais, para 0 mesmo
exemplo, porém, com um coeficiente de Poisson plastico de 0,5, indicando-se assim,

para essa nova situagao, uma incompressibilidade (inexisténcia de varia¢éo de volume).

Deformacgdes Principais
1.5E-03

1.2E-03 -

9.0E-04 -

soma

6.0E-04 -

3.0E-04 -

0 100 200 300 400 500
tempo (dias)

FIGURA 9.18 — Soma das deformagdes plésticas principais & e &), - ponto B.

9.3 EXEMPLO 3 - CHAPA COM ANISOTROPIA GERAL

A chapa a ser analisada esté& apresentada na Figura 9.19:

P
7 -
P — 2.0
-~ B —3
/f/il;ra < 1,0

; 4,0 A

2 L

Z

FIGURA 9.19 — Chapa com dimensdes de 4m x 2m.

As propriedades elasticas ortotrdpicas, em relacdo ao sistema local das fibras, do

material laminado refor¢ado que compde a chapa, estdo apresentadas na Tabela 9.3:
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TABELA 9.3 - Parametros el&sticos ortotropicos do material laminado.

Parametros Nomenclatura Valor
Maodulo de Young na dire¢éo local 1 E; 100000 Pa
Maodulo de Young na diregéo local 2 E. 50000 Pa
Maodulo de elasticidade transversal G2 40000 Pa
Coeficiente de Poisson %P 0,25

As fibras estdo dispostas com uma orientacdo de 30 graus (6 = + 30°) em relagéo ao
eixo global x (Figura 9.19). Com isso, a partir das propriedades apresentadas na Tabela
9.3, tm-se as seguintes propriedades eléasticas anisotropicas referidas as direcoes

globais da chapa:

TABELA 9.4 - Constantes elasticas do material refor¢cado que constitui a lamina considerada —

eixos globais.
Constantes Elasticas Nomenclatura Valor
Madulo de Young na direcdo global x Ex 94.117,64 Pa
Maodulo de Young na direcdo global y Ey 63.999,99 Pa
Madulo de elasticidade transversal Gy 30.769,23 Pa
Coeficiente de Poisson Vxy 0,060
Coeficiente de influéncia mitua (1% espécie) Nxy.x -0,204
Coeficiente de influéncia mitua (2% espécie) Nxy.y -0,416

As diferentes resisténcias ao escoamento utilizadas, critério de TSAlI & WU

(1971), nas duas direcdes principais da ldamina, podem ser verificadas na Tabela 9.5:

TABELA 9.5 — Resisténcias da lamina ao escoamento.

Resisténcias Nomenclatura  Valor (Pa)
Resisténcia a tracdo na direcao 1 X/ 0,85
Resisténcia a compressao na direcao 1 X, 0,70
Resisténcia a tracdo na direcao 2 X, 0,50
Resisténcia a compressao na direcao 2 X, 0,70
Resisténcia positiva ao cisalhamento X 0,50
Resisténcia negativa ao cisalhamento Xq 0,50

E também, os demais parametros necessarios para a analise viscoplastica:
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TABELA 9.6 - Parametros para a analise viscopléstica.

Parametros Nomenclatura Valor
Tamanho do incremento de tempo At 0,01 dia
Numero de incrementos de tempo - 5000
Parametro de viscosidade Y 4,5 dias
Carregamento aplicado Px 1,0 Pa

Madulo de elasticidade tangente

(encruamento positivo) E +0,15 Ex

E utilizada, na anélise pelo MEF, a mesma discretizacio apresentada na Figura 9.1
(4 x 4 elementos). Com o MEC, sdo também empregados 2 elementos de contorno na
diregdo x e 2 nadiregdo y, com um namero de celulas igual ao nimero de elementos
finitos usados com o MEF. As solugfes sdo sempre apresentadas para os pontos A e B
da Figura 9.19, considerando encruamento positivo e também plasticidade perfeita. Para

os deslocamentos no ponto A do contorno tem-se:
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FIGURA 9.20 — Deslocamentos para o ponto A do contorno — MEC e MEF — encruamento.
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FIGURA 9.21 — Deslocamentos para o ponto A do contorno — MEC e MEF - plasticidade

perfeita.

e para o0 ponto B pertencente ao dominio:
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FIGURA 9.22 — Deslocamentos para o ponto B do dominio — MEC e MEF - encruamento.
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FIGURA 9.23 — Deslocamentos para o ponto B do dominio — MEC e MEF - plasticidade
perfeita.

Para as tensdes normais (elastoplastica, viscosa e total) no ponto A:
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FIGURA 9.24 — Tens0es elastoplasticas, viscosa e total para o ponto A — MEC e MEF -
encruamento.



Capitulo 9: Aplicagdes — Analise Viscoplastica 128

1.0 4

0.8

o
o
1

TENSAO(Pa)
o
S
1

o
N
1

0.0

né do contorno

O MEC-visc
%  MEC-elap
x  MEC-tot

MEF-visc
—— MEF-elap
——— MEF-tot

000000000000

e para o ponto B:

1.0

0.8

o
)
|

TENSAO(Pa)
o
N
1

0.2 1

0.0

T T T T T T T T T T T
0 10 20 30 40 50

TEMPO(dias)
FIGURA 9.25 — Tens0es elastoplasticas, viscosa e total para o ponto A — MEC e MEF —
plasticidade perfeita.
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FIGURA 9.26 — Tens0es elastoplasticas, viscosa e total para o ponto B — MEC e MEF -

encruamento.
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FIGURA 9.27 — Tens0es elastoplasticas, viscosa e total para o ponto B — MEC e MEF —
plasticidade perfeita.

Com a apresentacdo deste exemplo anisotropico, finaliza-se este capitulo de
aplicacbes viscoplasticas das formulacdes desenvolvidas. Deve-se comentar que a
metodologia viscoplastica diferencial aplicada a materiais anisotropicos, tanto
utilizando o MEF quanto o MEC ¢ original. O tratamento da plasticidade anisotropica
via MEC é contribuicdo também original deste trabalho, abrindo mais uma frente de

aplicacOes para esse método numérico.



10 MEIOS REFORCADOS COM

FIBRAS — ANALISE UTILIZANDO-SE
O MEF

No presente capitulo sdo analisados meios reforcados com fibras apresentando-
se, de uma forma geral, aspectos tedricos relacionados com esses materiais, bem como,
a formulacdo numérica desenvolvida para o MEF que permite a consideracdo de
distribuicdo aleatéria de fibras no dominio do problema enfocado, sem qualquer
reordenacdo de malha e nem aumento dos graus de liberdade da analise.

Neste ponto deve-se ressaltar que uma linha de pesquisa importante do
SET/EESC é o desenvolvimento de modelos para materiais reforcados através do
acoplamento MEC/MEF, como pode ser visto, por exemplo, nos trabalhos de CODA &
VENTURINI (1999), CODA (2000) e LEITE et al. (2003). Nesses trabalhos, a
introducdo de fibras no continuo acarreta acréscimo de graus de liberdade no sistema de
equacdes a ser resolvido. Além disso, a necessidade de células internas para o
tratamento da ndo linearidade fisica da matriz (material) reduz as vantagens do MEC em
relacdo ao MEF.

A técnica aqui proposta resulta em procedimento do MEF mais econémico que
o MEC e mais genérico do que aqueles encontrados na literatura especializada do MEF.
Até onde se tem conhecimento, também é uma contribuicdo original deste trabalho.

No final do capitulo, sdo apresentados alguns exemplos onde se procurou
comparar os resultados numéricos com resultados experimentais obtidos na literatura,

mostrando-se assim, a eficiéncia da técnica desenvolvida.
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10.1 GENERALIDADES

O desenvolvimento de materiais compositos reforcados tem ocorrido muito
acentuadamente nos Gltimos anos proporcionando o aparecimento de novas alternativas
para os projetos de Engenharia.

Segundo CALLISTER (1985), um material multifase exibindo uma
combinacdo de propriedades que o torna superior a cada fase de sua composicdo pode
ser considerado um compasito.

De acordo com esse principio de acdo combinada, na confeccdo de um meio
composito procura-se moldar os melhores arranjos de propriedades por uma
combinacdo de dois ou mais materiais distintos, que podem ser classificados como
aglomerante (fase continua ou matriz) ou reforcante (fase dispersa). A matriz tem como
funcdo manter os reforcantes unidos, transmitindo a estes o carregamento aplicado. Os
reforcantes tém como fungédo suportar os carregamentos transmitidos pela matriz (TITA,
2000).

Devido a grande variedade de aglomerantes e reforcantes, CALLISTER (1985)
apresentou uma interessante classificacdo para 0s materiais compositos, reproduzida na
Figura 10.1:

compositos
|
| | |
Particulas Fibras Estruturais
Reforcantes Reforcantes
Particulas Particulas Continua Descontinua Laminados Sandwich
Grandes Pequenas (alinhada) (picada)
| 1
| I |
Orientada Aleatoria

FIGURA 10.1 - Esquema de classificacdo para materiais compositos

Pode-se, observando a Figura 10.1, constatar os varios tipos de materiais
compdsitos existentes, surgindo-se uma gama de aplica¢fes responsdvel por motivar o
interesse de muitos pesquisadores pelo assunto. Neste trabalho, trata-se especificamente
da andalise numérica plana de meios reforcados por fibras, podendo-se considerar as
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matrizes constituidas de materiais poliméricos (ou cimenticios) e as fibras curtas (ou
longas).

Antes de se abordar a formulacdo numérica empregada expde-se a seguir uma
breve exposicdo sobre sistemas estruturais com fibras, bem como, alguns trabalhos

relacionados ao tema.

10.2 SISTEMAS COM FIBRAS

No material compdsito a eficiéncia do refor¢co com fibras pode ser avaliada de
acordo com a melhoria de resisténcia e de tenacidade do conjunto comparado com a
matriz fragil. Com relacdo as fibras, estas podem ser curtas, de alguns centimetros, ou
longas, adicionadas no momento da moldagem, ou cortadas apds a fabricacdo da peca.

Os tipos mais comuns sdo: fibras de aco, de vidro, de carbono e vegetais.
Podem ser definidas como unidirecionais, quando orientadas segundo uma mesma
direcdo; bidimensionais, com as fibras orientadas segundo duas dire¢cdes ortogonais ou
orientadas aleatoriamente; e tridimensionais, quando as fibras sdo orientadas no espaco
tridimensional podendo também ser aleatorias.

As matrizes tém como fungdo principal transferir as solicitagbes mecénicas as
fibras e protegé-las do ambiente externo. As matrizes podem ser cimenticias (concreto
ou argamassas), resinosas (polyester, epdxi, etc) e metalicas (ligas de aluminio).

A escolha entre um tipo de fibra e uma matriz depende fundamentalmente da
aplicacdo dada ao material compdsito e também do desempenho requerido. O custo, em
muitos casos, pode também ser um fator de escolha entre um ou outro componente.

No entanto, as particularidades dos diferentes tipos de fibras e de matrizes
introduzem caracteristicas préprias aos diversos sistemas com fibras, pois, as
propriedades mecénicas da fibra, sobretudo o modulo de deformacédo longitudinal e a
resisténcia, assim como a qualidade da aderéncia entre a fibra e a matriz, sdo fatores
determinantes do seu desempenho (FURLAN, 1995). Na Tabela 10.1, extraida de
BENTUR & MINDESS (1990), podem ser observadas propriedades para diversos tipos

de fibras.
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TABELA 10.1 — Valores de resisténcia mecanica e mddulo de elasticidade para diversos tipos
de fibras.

Médulo de  Resisténcia Deformacéo

Diametro i ici 3 5
Densidade 7). ciicidade atragdo  naruptura

Material

(wm) (g/em’) (GPa) (MPa) (%)
Ago 5-500 7,84 190-210 0,5-2,0 0,5-35
Vidro 9-15 2,60 70-80 2-4 2-3,5
Amianto 0,02-0,4 2,60 160-200 3-35 2-3
Polipropileno 20-200 0,90 5-7,7 0,5-0,75 8,0
Kevlar 10 1,45 65-133 3,6 2,1-4,0
Carbono 9 1,90 230 2,6 1,0
Nylon - 1,10 4,0 0,9 13-15
Celulose - 1,20 10 0,3-0,5 -
Acrilico 18 1,18 14-19,5 0,4-1,0 3
Polietileno - 0,95 0,3 0,7x10° 10
Fibra de madeira - 1,50 71 0,9 -
Sisal 10-50 1-50 - 0,8 3,0
Matriz de cimento - 2,50 10-45 3,7x10° 0,02

Fonte: BENTUR & MINDESS (1990)

Na literatura existem muitos trabalhos experimentais e tedricos destinados a
abordagem de materiais reforcados com fibras. A seguir, citam-se alguns que foram
consultados no intuito de se fundamentar o assunto e também de se colher resultados
para comparacdes com as solugbes obtidas com o codigo implementado.

Salienta-se que um aprofundamento maior sobre o tema ndo é o interesse
principal desta pesquisa, que se especializa no desenvolvimento de um codigo e de uma
formulacdo do MEF para o tratamento de determinados problemas em meios
anisotrépicos reforcados por fibras.

Tratando-se propriamente sobre a mecénica dos materiais compdsitos
poliméricos reforcados por fibras continuas, GIBSON (1995) e HYER (1997)
apresentam informacdes detalhadas sobre esses materiais, abordando-se, entre outras
coisas, critérios de resisténcia e analise tedrica de tensdes.

BENTUR & MINDESS (1990) abordando compositos cimenticios reforcados
trazem resultados importantes (colhidos de experimentos envolvendo estruturas de
concreto reforcado por fibras de ago, de vidro e poliméricas) para aqueles que fazem
pesquisas experimentais nesse tema. Em FIGUEIREDO (2000) se encontra uma

fundamentacao tedrica abrangente sobre concreto refor¢cado com fibras de aco.
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No estudo de cisalhamento em vigas, pesquisas recentes tém mostrado a
melhoria do desempenho devido a introducéo de fibras curtas de aco em elementos de
concreto submetidos a solicitagbes tangenciais, FURLAN (1995), KHUNTIA et al.
(1999), LIM & OH (1999) e HOLANDA (2002).

De acordo com FURLAN (1995), no concreto as fibras tém sido utilizadas
principalmente para vencer algumas de suas limitacGes: fragilidade, pequena capacidade
de deformacdo e baixa resisténcia a tracdo. Geralmente a adicdo de fibras ndo visa o
aumento de resisténcia, embora em algumas situacdes ele ocorra, porém, visa-se 0
melhor controle da fissuracdo e o aumento da ductilidade na etapa posterior a
fissuracéo.

Por ser descontinua, a fibra é menos eficiente que a armadura continua de fios
e barras na fungéo de resistir aos esforgos de tracéo e de cisalhamento. No entanto, em
funcdo do espacamento reduzido entre elas, sua atuacdo como obstaculo ao
desenvolvimento de fissuras é superior. Ao interceptar as microfissuras que surgem
durante o endurecimento da pasta, as fibras impedem sua progressdo e evitam o
aparecimento prematuro de macrofissuras. Com isso, a permeabilidade do concreto e a
regido exposta ao ambiente sdo menores, melhorando as condigdes de durabilidade
(FURLAN, 1995).

Neste ponto € importante comentar que apesar do grande numero de
referéncias experimentais sobre o assunto refor¢co com fibras, com diferentes enfoques,
a quantidade de pesquisas numéricas nao € tdo grande.

A maioria dos trabalhos existentes apresenta resultados oriundos da utilizagéo
de softwares comerciais como ANSYS?, ABAQUS? e DIANA?®, os quais, s&o de grande
potencialidade para os mais diversos tipos de andlises de Engenharia, porém, na
modelagem de fibras imersas no dominio (AL-ORAIMI & SEIBI, 1995; DAVIS et al.,
2002; HU et al., 2004; COURAGE & SCHREURS, 1992), ndo fazem uso da mesma
abordagem empregada na presente pesquisa onde, além de se permitir que o reforgo

(fibras curtas ou longas) seja modelado como um elemento finito elastopléstico de barra

! ANSYS Manual and Software Version 5.0, Swanson Analysis Systems, Inc. Canonsburg.

2 Hibbitt, Karlsson and Sorensen, Inc. ABAQUS Theory Manual, User Manual and Example
Manual, Version 6.3, Providence, RI, 2002.

% DIANA, DIANA finite element analysis user manuals, TNO Institute for Building Materials
and Building Structures, Rijswijk (1989).
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simples cujos nos nao precisam estar coincidentes com os n6s da malha onde a fibra se
insere, nenhum elemento finito plano especial para meios compdsitos precisa ser
utilizado. Empregando-se a formulacdo aqui proposta nenhuma técnica de
redimensionamento de malha é necesséria, atividade muito comum em softwares
comerciais.

Salienta-se também, que na consulta bibliografica realizada até este momento,
em bibliotecas fisicas ou digitais, ndo se encontrou nenhum trabalho que tratasse da
modelagem aleatoria de fibras pelo MEF, sem aumento dos graus de liberdade do
problema e sem coincidéncia de posicionamento de nds. E preciso dizer que em
aplicacdes do MEC a modelagem do reforco em qualquer posi¢do do dominio é uma
caracteristica natural da técnica, como pode ser constatado, por exemplo, no trabalho de
CODA (2001) e LEITE et al. (2003).

10.3 FORMULACAO DO MEF PARA A CONSIDERACAO DO
REFORCO NUMA POSICAO QUALQUER DO DOMINIO

Neste item descreve-se a formulacdo desenvolvida para o tratamento de
problemas planos, pelo MEF, em meios reforgados por fibras. Como ja exposto, a
caracteristica principal desta formulacdo é a consideracdo de distribui¢do randémica das
fibras imersas no meio, sem qualquer aumento dos graus de liberdade do problema
analisado.

Desta forma, visando-se a descri¢do da técnica empregada, parte-se da escrita
do problema de maneira energética, de forma simplificada, como:

T=U+0Q (10.1)

onde, 77 é a energia potencial total do sistema, (2 € a energia potencial das cargas
externas e U é a energia de deformacdo, que por sua vez, é a parcela que da origem a
matriz de rigidez do meio refor¢ado analisado.

Neste momento, cabe-se observar que as fibras imersas na matriz do sistema
analisado funcionam como enrijecedores, aumentando a rigidez total do meio,
constituindo, como ja comentado, o meio reforcado. Na aproximagdo numérica por

elementos finitos isso significa que a fibra estara contribuindo com a rigidez do
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elemento finito (ou dos elementos finitos) no qual ela esta inserida. Desta maneira pode-

se admitir a energia de deformacao do problema escrita em duas parcelas:
U=U, +U, (10.2)

onde, U - é a energia de deformagéo armazenada nos elementos finitos de chapae U,

é a energia de deformacdo armazenada nas fibras (elementos finitos de barra simples).
A partir deste ponto, pode-se expandir a Equagéo (10.2) obtendo-se:

1

U =2 J.u;: .BT .C.B-UEFdQ—}—%J'UI b’ ~C'b‘deQ (10.3)
24

Qe
onde, B e b sdo as matrizes formadas pelas derivadas das fungdes de forma e que
exprimem o relacionamento entre deformacgfes e incognitas nodais dos elementos

finitos de chapa e de barra, respectivamente; u.- e u, sdo os deslocamentos dos nos

dos elementos finitos de chapa e das fibras, respectivamente, e por fim, C e ¢ sdo 0s
tensores constitutivos dos materiais que constituem matriz e reforco, aqui representados
simbolicamente.

Na Equacdo (10.3) pode-se evidenciar a matriz de rigidez dos dois meios

(K¢ - matriz aglomerante, Kk, : fibra), tendo-se ent&o:

1 1
U :Eu;F K -Uge +EuI -k, -u; (10.4)

Neste ponto, € oportuno introduzir a hipdtese fundamental da formulacgéo,
hipotese essa que apesar de muito simples € original, permitindo que as fibras sejam
colocadas em qualquer posicdo do dominio do problema sem aumento dos graus de
liberdade da andlise. Para tanto, escreve-se 0s deslocamentos nodais das fibras em
funcgdo dos deslocamentos nodais dos nos dos elementos finitos onde elas estdo imersas,

ou seja:
Up =g, - Uge (10.5)

sendo que ¢, séo as funcBes de forma dos nos do elemento finito de chapa calculadas

para as coordenadas adimensionais do né de fibra considerado. Assim, pode-se

reescrever a Equacéo (10.4) como:
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U =%UEF K -Ugp +%¢HTUEF K - P Upgr (10.6)
e ainda,

U :%UEF Kee - Ugp +%UEF Ky Uge (10.7)
onde:

Ki =¢1 -k -4, (10.8)

Logo, a energia de deformacao do sistema pode ser escrita como:

1
U=Juk (Kee +K; )-Uge (10.9)

com a matriz de rigidez do meio reforcado sendo composta pelas matrizes de rigidez do
elemento finito de chapa — nesta pesquisa sendo utilizado o elemento triangular QST - e
do elemento finito de barra simples (do tipo barra de treliga):

K — KEF + Rf (1010)

Com isso, de posse da matriz de rigidez do meio reforcado e utilizando-se o
equacionamento para o tratamento de problemas planos pelo MEF apresentado no
capitulo 4, pode-se analisar uma grande variedade de problemas praticos que envolvam
materiais reforcados com fibras, como por exemplo, analise de tensbGes e de
deslocamentos em vigas de concreto armado, de concreto reforcado com fibras curtas, e
em chapas poliméricas reforcados com fibras longas.

Destaca-se também, no codigo implementado, a possibilidade de se considerar
plasticidade nos dois meios (fibra e matriz) de maneira independente com as opgdes de
se utilizar, para a matriz, os critérios de resisténcia de TSAlI & WU (1971) e Drucker
Praguer. E importante ainda comentar que a formulacio implementada até o momento
ndo considera o deslizamento das fibras na matriz. No entanto, apesar da auséncia dessa
caracteristica, muitos problemas podem ser tratados com o cddigo desenvolvido, como
comentado anteriormente, e a consideracdo deste item adicional é completamente

factivel, porém, objeto de estudos futuros.
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Antes de se apresentar algumas aplicagdes, € oportuno detalhar um pouco
melhor a formacdo da matriz de rigidez da fibra, Equacdo (10.8), bem como tecer
alguns comentarios sobre o programa implementado.

A Equacéo (10.8) pode ser escrita matricialmente como:

[Rf ]40x4o = [¢n ]:0x4 '[kf LX4 [¢n ]4x4o (10.11)

Lembrando-se que as fungdes de forma ¢, para o presente trabalho, sdo do

elemento finito QST que possui 10 n6s. Na constituicdo da matriz dessas fungdes, deve-
se prever que uma fibra pode estar inserida num Unico elemento finito de chapa, ou seja,
seus dois nos contidos no mesmo elemento finito, ou pode fazer parte de dois

elementos, adjacentes ou ndo (Figura 10.2).

FIGURA 10.2 — Posicdes possiveis de uma fibra no dominio discretizado em elementos finitos
triangulares QST.

Por isso, na implementacdo realizada, com o intuito de se ter consisténcia nas
operagdes matriciais, foi preciso organizar a matriz de funcGes de forma com ordem de
(4 x 40) dividindo-a em quatro quadrantes. Dois quadrantes séo preenchidos por valores

das funcdes de forma e dois quadrantes preenchidos por zeros, Equacao (10.12):

¢4 0 ¢4 .. g4 0] 0 0 O .. 0 O

0O ¢ 0O .. 0 ] 0 0 0 .. 0 O
bluw=|- - - - = -1 - - - - - -| @i

0 0 0 .. 0 0 ¢ 0 ¢ )0

0 0 0 .. 0 0] 0 ¢/ 0 .. 0 ¢ ]




Capitulo 10: Meios reforgados com fibras — Andlise utilizando-se 0 MEF 139

Na Equacéo (10.12), o indice i se refere ao no inicial da fibra e o indice j ao
no final. Assim, apés se efetuar a operacdo matricial apresentada na Equacao (10.11),
tem-se uma matriz de rigidez da fibra que deve ser contribuida, de maneira adequada,
nas posigoes referentes ao elemento finito de chapa (ou, elementos finitos), no qual a
fibra se insere, da matriz de rigidez global da estrutura.

Sobre o posicionamento das fibras no dominio analisado, o programa permite
que esse posicionamento seja aleatorio (para fibras curtas ou continuas) ou definido
segundo linhas de fibras longas. Para a geracéo randémica de nos que formardo as fibras
foi utilizado um comando interno do FORTRAN de geracdo aleatéria de pontos,
chamado RANDOM. Ao se especificar o comprimento desejado da fibra, sdo gerados
dois pontos onde o primeiro € utilizado como ponto inicial e o segundo como direcdo
(cossenos diretores da fibra) necessaria para se formar o comprimento de fibra
especificado pelo analista. Essa rotina é repetida de acordo com o nimero de fibras que
se tenha no problema em questao.

Deve-se ressaltar que, para se calcular as funcdes de forma da matriz (10.12) é
preciso se conhecer as coordenadas adimensionais do né da fibra, pois, na geracéo
aleatoria, se conhece apenas as coordenadas cartesianas. Para tanto, utiliza-se um
procedimento simples que estd exposto com detalhes no Anexo 3.

Tendo-se descrito a formulacdo empregada, apresenta-se na secdo seguinte

algumas aplicacdes do cddigo desenvolvido.

10.4 APLICACOES DO CODIGO DESENVOLVIDO

No decorrer deste item sdo apresentados trés exemplos visando-se aplicar a
formulacdo desenvolvida neste capitulo. Procurou-se, a partir do segundo exemplo,
comparar os resultados numéricos com resultados experimentais colhidos na literatura.
Todos os resultados mostram com boa reproducdo os comportamentos mecanicos dos

exemplos analisados.
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10.4.1 Analise de Chapas Reforcadas em Regime Elastico-Linear

Este primeiro exemplo apresenta trés analises lineares envolvendo chapas
anisotropicas tracionadas reforcadas com fibras longas. Com estas aplicagdes, mostra-se
as possibilidades de utilizacdo do codigo na consideracdo de chapas com a presenca de
reforco, ou seja, com a presenca da fibra imersa no dominio discretizado em elementos
finitos de chapa. Na andlise, para se modelar as matrizes, sdo usados (4 x 4) elementos

finitos QST, semelhante ao que se apresenta na Figura 9.1, do capitulo 9.
10.4.1.1 Chapa ortotrdpica — fibras dispostas unidirecionalmente

A chapa analisada esta apresentada na Figura 10.3:

deslocamentos
uniformes
lcm aplicados

N

-
—

l /

lcm

3cm

=

fibras @ 10mm

LLALLLLLLLIALLLLALL

100 cm
FIGURA 10.3 — Chapa reforgada unidirecionalmente com barras de 10 mm

Como reforco a chapa possui fibras de aco com diametro de 10mm (area de
0,785 cm?) dispostas na diregdo do eixo x, com um espacamento de 3 cm entre elas. O
material que constitui a matriz pode ser qualquer, mas, neste exemplo, se considera a

matriz como cimenticia. As propriedades elasticas dos dois meios estdo na Tabela 10.2:
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TABELA 10.2 — Propriedades dos materiais que constituem o meio composito analisado.

Propriedades elasticas (direcoes locais do material)

Material
E; (MPa) E, (MPa) % G2 (MPa)
Fibras de aco 210.000,0 210.000,0 0,3 80.000,0
Matriz cimenticia ~ 20.000,0 20.000,0 0,2 8.333,0

A finalidade principal da analise € a determinacdo das propriedades elasticas
desse meio composito ortotrépico plano. Para tanto, sdo aplicados separadamente
deslocamentos uniformes nas duas diregdes ortogonais (x e y) da chapa, podendo-se
assim, com as respostas numéricas de deformacdes e de tensdes fornecidas pelo
programa, se obter as propriedades do sistema. As respostas sdo mostradas na Tabela
10.3:

TABELA 10.3 — Propriedades elasticas globais do meio compésito da Figura 10.3.

Propriedades elasticas (direcGes globais)

Material
Ex (MPa) Ey (MPa) Wy Yx Gy (MPa)
Chapa_l 31.214,08 20.291,51 0,20 0,13 13.005,86
composita

Este exemplo simples evidencia uma caracteristica importante do cddigo
desenvolvido, que € a de se permitir a determinacdo numérica de propriedades elésticas
de certos materiais fibrosos empregados em ensaios de laborat6rio como, por exemplo,
chapas de materiais poliméricos reforcados ou de madeira laminada. A simulacdo de

chapas reforcadas com particulas (fibras curtas) pode também ser efetuada.

10.4.1.2 Chapa ortotroépica — fibras dispostas em duas dire¢des ortogonais

A chapa analisada esta apresentada na Figura 10.4:
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FIGURA 10.4 — Chapa reforcada em duas dire¢des, barras de 10mm e de 8mm.
Esta aplicacdo é similar a anterior, porém, sdo consideradas fibras, de
didmetros diferentes, em duas dire¢cbes ortogonais (eixos x e y) da chapa. As

propriedades isoladas de cada meio sdo mostradas na Tabela 10.4:

TABELA 10.4 — Propriedades elasticas das fibras e da matriz.

Propriedades elasticas (dire¢cdes locais do material)

Material
E: (MPa) E, (MPa) v G12 (MPa)
Fibra de 10mm 210.000,0 210.000,0 0,3 80.000,0
Fibra de 8mm 150.000,0 150.000,0 0,3 62.500,0
Matriz cimenticia 20.000,0 20.000,0 0,2 8.333,0

Como feito no item 10.4.1.1, sdo impostos deslocamentos nas duas dire¢bes
globais da chapa (x e y) visando-se a realizacdo do ensaio numérico. E importante
comentar, que para a disposicdo das fibras no meio, ndo se preocupou com a
coincidéncia no posicionamento entre os nos das fibras e dos elementos finitos de
chapa, aproveitando-se assim, da caracteristica permitida pela formulacdo. As

propriedades obtidas na simulagéo estdo mostradas na Tabela 10.5:
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TABELA 10.5 — Propriedades elésticas globais do meio compésito da Figura 10.4.

Propriedades elasticas (dire¢des globais)

Material
Ec(MPa)  E, (MPa) Vig Vix Gy (MPa)
Chapa 31.378,22  25.418,03 0,16 0,13 13.525.68
composita

Salienta-se que, utilizando-se as propriedades elasticas contidas na Tabela 10.5,
ou na Tabela 10.3 da primeira aplicacdo, pode-se simular um meio considerado
homogéneo e se obter as mesmas solucbes de deformacBes (nas duas direcdes da
estrutura) alcangadas com as duas simulagfes anteriores. Essa analise também foi

realizada com o cddigo implementado e os resultados encontrados foram os esperados.

10.4.1.3 Chapa com anisotropia geral — fibras dispostas em duas direcdes

ortogonais e ndo coincidentes com as direc¢des globais do problema

A chapa analisada esta apresentada na Figura 10.5:
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FIGURA 10.5 — Chapa reforcada em duas direcdes ndo coincidentes com os eixos globais da
estrutura.

Esta aplicacdo difere da anterior pelo fato da armacgdo quadriculada, formada

pelas duas linhas perpendiculares de fibras, estar posicionada de maneira ndo
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coincidente com os eixos globais do compésito (eixos x e y), fazendo-se com que, na
aplicacdo de uma solicitacdo em uma das direcOes globais, a chapa tenha um
comportamento fortemente anisotropico onde surgirdo, inclusive, deformacdes
tangenciais num problema de tragdo simples devido a presenga dos coeficientes de
influéncia matua no tensor constitutivo do material.

Assim, utilizando-se o programa desenvolvido, pode-se simular esse tipo de
estrutura e se obter propriedades elasticas de materiais com anisotropia geral. Com isso,
ao se aplicar deslocamentos nas dire¢cOes globais da chapa da Figura 10.5, comentando-
se que isoladamente os materiais empregados possuem as caracteristicas contidas na

Tabela 10.4, encontra-se as propriedades elasticas relacionadas nas Tabela 10.6 e 10.7:

TABELA 10.6 — Propriedades elasticas de resisténcia obtidas para a chapa anisotropica da

Figura 10.5.
Propriedades Elasticas de Resisténcia (direcdes globais)
Material
Ex (MPa) Ey (MPa) Gy (MPa)
Chapa 24.855,65 22.648,91 9.465,21
Composita

TABELA 10.7 — Coeficientes elasticos obtidos para a chapa anisotrépica da Figura 10.5.

Coeficientes Elasticos (direcdes globais)

Material
Mxy x Mxyy Viy Vyx
Chapa -0.309 -0.128 0,313 0,285
Composita

Para obtencdo dos coeficientes de influéncia matua que, como exposto no
capitulo 3, sdo especificos para materiais anisotropicos gerais e exprimem o0
relacionamento entre deformacfes tangenciais e normais, é preciso medir as distor¢des
presentes na chapa apoés a aplicacdo da solicitacdo. Para o presente exemplo, tem-se a
seguinte configuracdo de deformacdo (desenho sem escala) quando da aplicacdo do

deslocamento unitério na direcdo x (Figura 10.6):
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FIGURA 10.6 — Configuracdo deformada, em vermelho, da chapa da Figura 10.5 quando o
deslocamento é aplicado em x.

Na aplicagdo do mesmo deslocamento na direcéo y, tem-se:

0,271 -0,015
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I
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FIGURA 10.7 — Configuragdo deformada, em vermelho, da chapa da Figura 10.5 quando o
deslocamento é aplicado em y.

Podendo-se entdo, extrair as seguintes relacoes:
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7y 0309x10°2
Tyx = T T T %102

X

=0,309 = -0,309 (10.13)

_ 7y _0128x107
Ty & 10x1072

y

=028 = -0128 (10.14)

Os sinais negativos para os coeficientes de influéncia mdtua sdo assumidos
devido ao fato da distor¢do ocorrida ter causado um encurtamento na direcdo ortogonal

a aplicacdo do deslocamento.
Com os dados das Tabelas 10.6 e 10.7, pode-se simular novamente 0 mesmo

exemplo, porém, considerando a chapa homogénea. Foram obtidos, como esperado, 0s

mesmo resultados de tensdes e de deformacdes.

10.4.2 Viga de Concreto Armado

Neste exemplo, simula-se uma viga de concreto, normalmente armada,

mostrada na Figura 10.8:
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FIGURA 10.8 - Viga de concreto normalmente armada. Caracteristicas gerais.
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Os resultados obtidos sdo comparados com resultados experimentais obtidos
por TAKEYA (1972) e também com os resultados numéricos (MEC) apresentados por

CODA (2001).
Para tanto, adota-se para 0s materiais (concreto e acgo) as seguintes

propriedades elésticas, Tabela 10.8:

TABELA 10.8 — Propriedades dos materiais que constituem a viga de concreto analisada.

Propriedades elasticas (diregdes globais)

Material

Ex (MPa) Ey (MPa) v Gy (MPa)
Aco 196.000,0 196.000,0 0,3 80.000,0
Matriz cimenticia 13.500,0 13.500,0 0,2 5.700,0

Para a analise ndo linear, sdo utilizados, para comparacgdo, duas superficies de
escoamento, a de TSAlI & WU (1971) e a de Drucker-Praguer. Assume-se
comportamento plastico perfeito para ambos materiais. Sdo adotadas as seguintes

tensdes de escoamento:

TABELA 10.9 — Tensdes de escoamento para 0os materiais empregados.

Materiais
Tensodes
Concreto (MPa) Aco (MPa)
Tracao ( f;) 1,20 500,0
Compressao (f;) 27,3 500,0

Para a modelagem numérica da viga de concreto (Figura 10.8), sdo empregados
20 x 20 elementos finitos (horizontal x vertical) QST, atribuindo-se assim, 1922 graus
de liberdade para a analise da matriz. As fibras, como comentado, sdo modeladas como
elementos finitos de barra simples, com dois graus de liberdade por nd. Foram
empregados 32 elementos para as fibras. Sdo utilizados 200 incrementos de carga com
uma precisdo de 10° para tensdes e deslocamentos.

De posse de todas essas informacgoes, pdde-se entdo realizar a simulacdo e se

obter os resultados mostrados na Figura 10.9:
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FIGURA 10.9 — Relacdo forc¢a P versus deslocamentos do véo central da viga de concreto.

No gréfico, observa-se que os dois resultados numéricos obtidos estdo muito
proximos dos fornecidos por TAKEYA (1972) e por CODA (2001), sendo que, a
solucdo oriunda da utilizacdo do critério de TSAI & WU (1971) se mostra mais suave e
proxima da resposta experimental. A diferenca entre as respostas advindas da utilizacéo
dos dois critérios justifica-se pelo fato de suas superficies possuirem termos diferentes
relacionados com a tensé@o de escoamento de tracao.

10.4.3 Viga de Concreto Reforcado com Fibras de Aco — Ensaios de
Furlan Jr. (1995)

Neste exemplo, simula-se quatro vigas de concreto reforcadas com fibras de
aco, sem a presenca de armaduras transversais, que foram ensaiadas por FURLAN Jr.
(1995). A geometria padréo das vigas esta apresentada na Figura 10.10:
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FIGURA 10.10 - Viga de concreto reforcada com fibras. Caracteristicas gerais.

Com a apresentacdo desses exemplos, visa-se demonstrar a aplicabilidade do
codigo desenvolvido para as anélises que envolvam reforgos de fibras curtas, sejam elas,
de aco, sintéticas ou vegetais. Os resultados estdo organizados em diagramas forca
versus deslocamento do védo central das vigas analisadas. Sdo utilizados, como no
exemplo anterior, as superficies de escoamento de TSAI & WU (1971) e Drucker-
Praguer podendo-se, dessa maneira, ter duas opc¢des para a analise de resisténcia.

Tratando-se dos materiais empregados (concreto, barras e fibras de aco) tém-se

as seguintes propriedades elasticas, Tabela 10.10:

TABELA 10.10 — Propriedades dos materiais que constituem as vigas analisadas.

Propriedades elasticas (direcGes globais)

Material
E, (MPa) E, (MPa) v Gy (MPa)
Aco 196.0000  196.000,0 0,3 80.000,0
Fibrasa%%”as % 1960000  196.000,0 0,3 80.000,0
Matriz cimenticia 17.500,0 17.500,0 0,2 7.000,0

Na analise ndo linear, assume-se novamente comportamento plastico perfeito
para os materiais. Sao adotadas as seguintes tensGes de escoamento, baseando-se nas
curvas experimentais de caracterizagdo fornecidas por FURLAN Jr. (1995):
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TABELA 10.11 — Tensfes de escoamento para 0s materiais empregados.

Materiais
Tensoes
Concreto (MPa) Aco (MPa) Fibras de aco (MPa)
Tracéo ( f;) 2,0 500,0 1.100,0
Com?fr)essao 40,0 500,0 1.100,0
C,

As quatro vigas simuladas se diferenciam em relacdo as fibras de aco da
mistura de concreto, especificamente, pelo tamanho da fibra e respectivo volume de
fibras da mistura (FURLAN Jr, 1995). Desta maneira é preciso mostrar a quantidade de

fibras empregadas em cada analise, separando-se as vigas da seguinte maneira:

TABELA 10.12 — Caracteristicas e quantidade das fibras utilizadas em cada viga simulada.

Vigas Compr_imento Volume (pm3) % de fibras em _Quantidad_e de
da fibra de uma fibra volume daviga  fibras na mistura
1 1”7 -2,54cm 0,011684 1% 8.558
2 1”7 -2,54cm 0,011684 2% 17.117
3 171/2 - 3,81 cm 0,017526 1% 5.705
4 171/2 -3,81 cm 0,017526 2% 11.410

Obs.: 4rea da segdo transversal das fibras: 0,0046cm’ ; Volume da viga de concreto: 10.000 cm®

E importante observar que nos ensaios realizados por FURLAN Jr. (1995), as
fibras estavam dispersas de forma tridimensional e aleatéria e, no cddigo computacional
para andlise plana aqui desenvolvido, as fibras sdo distribuidas randomicamente no
plano de acdo do carregamento. Com isso, visando-se dar consisténcia a simulacédo
numeérica feita, considerou-se as vigas com largura unitaria (hipotese que permite uma
analise plana da viga), dividindo-se também, a quantidade de fibras (indicada na Tabela
10.12) por 10. Salienta-se que a solu¢do numérica do problema (forca ou deslocamento,
dependendo-se de qual solicitacdo foi aplicada) deve ser multiplicada por 10 para se
obter resultados compativeis com os experimentais.

Para a definicdo da discretizacdo adequada de elementos finitos de chapa na
modelagem numerica, foi realizado um breve estudo de convergéncia podendo-se assim,

se definir com mais clareza alguns parametros, como, numero de elementos e tolerancia
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da anélise ndo-linear. Os gréaficos construidos para esse fim, para os dois critérios, séo

mostrados nas Figura 10.11 a 10.14:

40

35

forcatotal (kN)

A

%

—m— fur-sem fc
—o— DP-8x6
—— DP-8x10
—+— DP-8x20
—&— DP-8x40
DP-16x40
—x<— SemBar long

FIGURA 10.11 — Soluc®es para diferentes malhas. Critério de Drucker-Praguer.

T
0.4

T T T
0.6 0.8

deslocamentos (cm)

1.0 1.2

No grafico anterior, a curva na cor preta, € a curva média do ensaio

experimental de FURLAN Jr. (1995) para a viga da Figura 10.10 sem a adicéo de fibras

curtas na mistura de concreto. Mostra-se ainda na Figura 10.11 solu¢fes numéricas para

diferentes discretizagdes de elementos finitos QST, considerando-se a viga apenas

reforcada com as barras longitudinais. Uma solu¢do numérica para a viga sem esses dois

tipos de barras (longitudinal e fibras curtas) é também apresentada.
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FIGURA 10.12 - Solucg®es para diferentes malhas. Critério de TSAI & WU (1971).
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E importante dizer que devido a condicdo de simetria do problema, somente
metade da estrutura foi discretizada e assim, nas legendas dos graficos anteriores, 0
primeiro numero das malhas se refere ao nimero de elementos que discretizam metade
do véo da viga. Para ambos critérios, a malha de 8 x 20 elementos se mostrou adequada
sem exigir um custo computacional elevado, por isso, é a malha empregada nas analises.

Para analise da tolerancia de tensdes e de deslocamento a ser empregada, tém-

se os graficos a seguir:

45
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35+

30 +
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forca total (kN)

—m— fur-SEM fc

DP-10e-6
—&— DP-10e-5
-—-©---DP-10e-3
—*— DP-10e-1

-5

FIGURA 10.13 - SolucGes para diferentes tolerancias. Critério de Drucker-Praguer.
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FIGURA 10.14 - Soluc6es para diferentes tolerancias. Critério de TSAl & WU (1971).
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Nas solucbes apresentadas, pode-se observar que a tolerancia de 10 é
adequada para os critérios e assim, pode-se utiliza-la na continuidade das analises. Esta
tolerancia foi empregada também nos testes de convergéncia de malha.

De posse de todas essas informagdes, pode-se entdo realizar a simulacdo das
quatro vigas reforgcadas por fibras e se obter os resultados mostrados a seguir.

Para aviga 1 (Tabela 10.12) tem-se:

= p
< 25 —a— fur-1%-1"
8 1 —e—DP
£ 204 —A—TW
© i
O
5 151
10
5 4
04
-5 T T T T T T T T T T T T T T 1
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4

deslocamentos (cm)

FIGURA 10.15 - Relacéo forca x deslocamento no meio do véo da viga 1.

Para a viga 2:
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forcatotal (kN)

FIGURA 10.16 — Relacéo forca x deslocamento no meio do véo da viga 2.
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Para a viga 3:
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FIGURA 10.17 - Relacéo forca x deslocamento no meio do véo da viga 3.
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Para a viga 4:
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Z 304
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FIGURA 10.18 — Relacéo forga x deslocamento no meio do véo da viga 4.

Nos resultados apresentados, é possivel observar um enrijecimento presente
nas vigas devido a presenca do reforco com fibras curtas, quando os resultados sdo
confrontados com os mostrados nas Figuras 11 a 14. Quando comparados com 0s
resultados experimentais, percebe-se também que as solu¢Ges numéricas estdo mais
rigidas, principalmente para as vigas 3 e 4. No entanto, as solucGes para as vigas 1 e 2
sdo mais proximas da curva experimental.

Essas diferencas sdo perfeitamente explicaveis pelo fato dos resultados
experimentais estarem cercados de fatores que nem sempre sdo equacionaveis. Salienta-
se ainda que a formulacdo implementada até o presente momento ndo considera o
deslizamento das armaduras longitudinais e nem das fibras, e assim, uma rigidez maior
das solucoes € realmente possivel.

Um outro fator a se considerar é sobre a aleatoriedade do posicionamento das
fibras curtas. No ensaio experimental (tridimensional) as fibras podem ter se
posicionados de forma a ndo contribuirem efetivamente para a rigidez da estrutura. Na
simulacdo numérica, a rigidez de cada fibra é sempre considerada no sistema
aumentado-se, naturalmente, a rigidez da viga.

Com o intuito de se investigar melhor a participacdo das fibras na rigidez dos
problemas em questdo, apresenta-se a seguir mais algumas solugbes obtidas
considerando-se desta vez somente a presenca de 70 % da quantidade de fibras dos

exemplos anteriores, retirando-se assim, de forma arbitraria aproximadamente 30% das
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fibras (fibras essas que podem néo estar contribuindo efetivamente para a resisténcia do
corpo de prova — hipotese adotada).

Para a viga 1, tem-se:

—&— fur-1%-1"
—&— DP-70%
—4&— TW-70%

forga total (kN)

T T T T T T T T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 1.2 1.4
deslocamentos (cm)

FIGURA 10.19 - Relagéo forga x deslocamento no meio do véo da viga 1. 70% de fibras

Para a viga 2:

—— fur-2%-1"
—4&—TW-70%
—e— DP-70%

forgatotal (kN)

sS4+ " 77——7"—"
02 00 02 04 06 08 1.0 12 1.4 16

deslocamentos (cm)

FIGURA 10.20 — Relacéo forca x deslocamento no meio do vao da viga 2. 70% de fibras
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Para a viga 3:

—m— fur-1%-1"
—&— DP-70%
—&— TW-70%

forca total (kN)
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FIGURA 10.21 — Relacéo forca x deslocamento no meio do vao da viga 3. 70% de fibras

Para a viga 4:
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FIGURA 10.22 — Relacéo forca x deslocamento no meio do véo da viga 4. 70% de fibras
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Com essa nova hipdtese, observa-se uma concordancia maior entre as solucoes
numéricas e experimentais, levando a conclusdo que o desenvolvimento do software 3D
seria adequado para este tipo de analise.

Para finalizar este capitulo, é importante ainda comentar, que a formulagéo
desenvolvida, bem como, o codigo computacional implementado, sdo contribuicdes
originais na area de pesquisa em meios anisotropicos e que ambas ferramentas de
analise podem ser enriquecidas com contribuicdes futuras de outros pesquisadores, do
mesmo departamento da EESC ou de outras institui¢oes.

No capitulo seguinte, as conclusdes da presente pesquisa sao apresentadas.



11 coNcLUSAO

Neste dltimo capitulo, sdo apresentadas as conclusbes da presente tese de
doutoramento e algumas discussGes pertinentes aos temas abordados. Sdo feitas
sugestOes para a continuacdo da pesquisa visando mostrar que o presente trabalho pode
servir de base para outras pesquisas relacionadas a modelagem numérica de meios
anisotrépicos. Considera-se que o programa desenvolvido pode ser aplicado em
trabalhos experimentais de investigacdo de forma a se estabelecer parametros para

futuros desenvolvimentos.

11.1 CONSIDERACOES CONCLUSIVAS GERAIS

O principal objetivo do trabalho foi o desenvolvimento de formulacbes e de
dois codigos computacionais (um baseado no MEF e o outro no MEC) que permitissem
a analise bidimensional estatica de meios anisotropicos, reforcados ou nédo por fibras,
com ndo linearidade fisica (plasticidade e viscoplasticidade).

E importante neste momento evidenciar mais uma vez o motivo pelo qual se
decidiu implementar dois programas semelhantes, com duas técnicas numéricas
diferentes, para o tratamento de problemas anisotrépicos. Inicialmente, na concepcéo do
projeto de pesquisa, ja se conhecia a dificuldade de se encontrar na literatura resultados
relacionados a problemas ndo lineares em meios anisotropicos, principalmente, com
anisotropia geral, resultados esses que seriam importantes para afericdo das solucgdes
numéricas oriundas da pesquisa que se pretendia realizar. Com relacdo ao MEC néo
linear, j& era de conhecimento também que, comparando-se com o MEF, suas

formulac@es anisotrdpicas e as conseqiientes implementacdes sao muito mais complexas
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e inexistentes. Baseando-se nesses fatos, decidiu-se entdo por desenvolver
primeiramente o codigo para analise linear de meios anisotropicos com o MEF e depois,
o programa pelo MEC, podendo-se assim, se comparar e aferir as solu¢es obtidas com
ambas formulacgdes. Depois, todas as demais implementacGes que foram realizadas
seguiram a mesma metodologia numérica, garantindo-se com isso, a0 menos uma
certeza da correcdo das implementacGes. Essa estratégia foi fundamental para se ter
confianca nos codigos implementados.

Sobre a originalidade da presente pesquisa de doutorado, deve-se comentar que
ela j& seria garantida apenas pelo fato do trabalho ter como tema o tratamento de
plasticidade, pelo MEC, em meios com anisotropia geral utilizando-se a solucéo
fundamental de CRUSE & SWEDLOW (1971), ainda ndo empregada para a analise de
problemas que possuem essa abordagem constitutiva. No entanto, a pesquisa também
tratou de outros assuntos inéditos na area de modelagem numérica de corpos

anisotropicos:

- Andlise viscoelastica e viscoplastica pelo MEC;

- Analise viscoplastica diferencial pelo MEF;

- Determinacdo de um algoritmo de retorno com uma expressao fechada do
multiplicador plastico para a superficie de TSAI & WU (1971);

- Modelagem de fibras imersas em posicdo qualquer do dominio modelado

pelo MEF sem aumento de graus de liberdade.

Assim, pode-se observar que os temas relacionados conferem ao trabalho uma
originalidade maior do que o previsto no inicio da pesquisa, garantindo-se contribuigdes
cientificas na area de conhecimento na qual ele esta inserido.

Na secdo seguinte, conclusbes e consideracdes pertinentes as solucgdes
numéricas, para as aplicacdes feitas, obtidas com os dois programas sdo detalhadas
visando-se, dessa maneira, evidenciar ainda melhor os comentarios conclusivos ja

realizados nos capitulos 7 a 10.
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11.2 CONCLUSOES RELACIONADAS COM AS APLICACOES

Nas aplicagdes dos codigos desenvolvidos, em problemas elésticos lineares, foi
possivel observar que 0 comportamento mecanico dos meios anisotropicos gerais difere
consideravelmente do comportamento dos meios que possuem isotropia ou até mesmo
ortotropia.

Isso pode ser constatado nos primeiros exemplos do capitulo 7, observando-se
as distribuicdes de tensGes normais e tangenciais das vigas constituidas de materiais
completamente anisotrépicos. Exemplos como esse, que foram estudados no
desenvolvimento dos cddigos, possibilitaram na analise com o MEF a constatacdo da
necessidade de adogdo de uma aproximagdo numerica no minimo quadratica em
deformacbes para se obter resultados satisfatérios em tensGes no estudo de meios
fortemente anisotropicos.

Essa constatacdo, ndo mencionada na literatura consultada, € muito importante
para abordagem de problemas com plasticidade, ou com outro tipo de ndo linearidade,
onde se precisa de solu¢Bes numéricas confiaveis para tensfes no sentido de se alcancar
a convergéncia de resposta requerida. Na presente pesquisa, isso foi alcancado com a
substituicdo, ainda no programa elastico linear, do elemento finito LST pelo elemento
QST (ambos triangulares).

No exemplo 3 do capitulo 7, os bons resultados calculados e apresentados para
os fatores de intensidade de tensdo, sem o emprego de qualquer elemento especial para
analise de trincas, evidenciam a superioridade do MEC no estudo de problemas com
gradientes de tensdo proeminentes, quando comparado ao MEF.

No capitulo 8, os exemplos demonstram uma outra contribuicdo cientifica
importante da pesquisa que é a abordagem de problemas viscoelasticos, em meios com
anisotropia geral, pelo MEC utilizando-se apenas integrais de contorno sem a utilizacéo
de aproximac6es de dominio (MESQUITA & CODA, 2002). A formulacdo empregada,
com os dois métodos, ainda possui outras inovagdes como a utilizacdo de incrementos
de tempo, semelhante as analises dindmicas e a consideracdo diferencial direta do
modelo reoldgico do material constituinte do problema nas equagdes de equilibrio, sem
0 uso das funcBes de fluéncia e de relaxacdo. As aplicacBes apresentadas sdo
relativamente simples, mas importantes para se mostrar que os programas fornecem

bons resultados e possibilitam a analise do comportamento viscoelastico dos materiais
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anisotropicos. Salienta-se que essa € uma area (tedrico — experimental) ainda aberta a
pesquisa.

As andlises viscoplasticas presentes no capitulo 9 evidenciam a contribuicéo
cientifica principal, em termos de originalidade, do trabalho. No primeiro exemplo,
solucBes para uma chapa quase isotropica sao apresentadas, as quais, estdo coincidentes
com as obtidas por MESQUITA (2002), aferindo-se assim, 0s programas
desenvolvidos. Destaca-se nessas aplicacdes a utilizacdo do critério de plastificacdo de
TSAI & WU (1971), para o qual, foi desenvolvido de maneira original um algoritmo de
retorno, contendo as hipoteses de lei de fluxo plastico ndo-associativa e encruamento
isotropico, determinando-se uma equacdo que permite o calculo de uma expressao
fechada para o multiplicador plastico sem a utilizacao de processos iterativos na analise.

Na abordagem pelo MEC, outro aspecto inovador da presente pesquisa foi a
solucdo dada para a determinacdo do termo livre para a andlise de plasticidade. Como
comentado no capitulo 5, e detalhado no Anexo 2, para a solucdo fundamental de
CRUSE & SWEDLOW (1971) esse termo ndo é conhecido analiticamente, limitando-se
assim, as aplicagOes em plasticidade com essa solucdo. No trabalho, essa dificuldade foi
sanada ao se calcular esse termo numericamente, estratégia essa que ja consiste em
contribuicdo ao MEC.

E importante comentar que um tempo consideravel foi aplicado na tentativa de
se determinar analiticamente esse termo que, na verdade, para a solugdo fundamental
em questdo, consiste de uma matriz 3 x 3 conforme pode ser observado no Anexo 2. No
entanto, mesmo com a utilizacdo de softwares de manipulacdo simbolica, isso ndo foi
possivel, fato esse que acabou sendo responsavel pelo surgimento da estratégia de
calculo numerico.

Os dois altimos exemplos analisados no capitulo 9 sdo também relativamente
simples, mas, pode-se afirmar que s&o unicos sobre o0 assunto. As respostas obtidas com
os dois programas, em termos de tensdes e de deslocamentos, sdo coincidentes e
demonstram a eficiéncia dos codigos desenvolvidos. E importante observar, nos
graficos de tensbes, que as tensdes viscosas e elastoplasticas sdo complementares no
sistema, conforme se observa no modelo reoldgico viscoplastico apresentado no
capitulo 4. Deve-se novamente comentar que o modelo implementado ndo considera o
comportamento instantaneo de deformacdo, mas foi perfeitamente adequado para os

propositos iniciais da pesquisa.



Capitulo 11: Concluséo 163

Sobre a modelagem de meios refor¢ados com fibras com o MEF, apresentada
no capitulo 10, que permite a consideracdo de distribuicdo aleatéria de fibras no
dominio do problema analisado, sem qualquer reordenacdo de malha e nem aumento
dos graus de liberdade da analise, também pelo conhecimento do autor e de seu
orientador, é importante dizer que é uma abordagem inédita. Como exposto, 0s
programa comerciais mais usados na area, como ANSYS e ABAQUS, apesar de
considerarem o reforco com fibras, ndo utilizam as mesmas hipo6teses aqui empregadas.

Os resultados das aplicagdes feitas, especialmente os exemplos 2 e 3, mostram
uma boa concordancia com as solucGes experimentais usadas para comparagédo
demostrando-se, que o programa pode ser aplicado em muitos problemas praticos de
Engenharia de Estruturas e ser usado em laboratérios para comparacdo com resultados
experimentais oriundos de ensaios em materiais fibrosos oferecendo subsidios para
futuras pesquisas.

Evidentemente, algumas diferencas estdo presentes nos resultados
apresentados, mas sdo perfeitamente explicaveis pelo fato dos resultados experimentais
estarem cercados de fatores que nem sempre sdo equacionaveis. Salienta-se ainda que a
formulacdo implementada até o presente momento ndo considera o deslizamento das
armaduras longitudinais e nem das fibras e, portanto, uma rigidez maior das solugdes

numéricas é esperada.

11.3 CONCLUSAO GERAL E SUGESTOES PARA PESQUISAS
FUTURAS

Analisando-se todas as aplicacdes apresentadas, pode-se chegar a principal
concluséo do trabalho que € a de que as formulacdes propostas e utilizadas conseguem
descrever, de maneira muito satisfatéria, os fendbmenos envolvidos nos problemas
tratados e que os dois codigos computacionais estdo funcionando perfeitamente e
apresentando bons resultados, permitindo-se assim, com seguranga, que possam ser
utilizados por outros engenheiros na analise de problemas planos com viscoplasticidade
em meios anisotrépicos, bem como, servirem de codigos iniciais de pesquisas futuras.

Desta maneira, em vista de tudo que se foi exposto neste capitulo, pode-se
entdo concluir o trabalho apresentando algumas sugestdes para trabalhos futuros.
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A presente pesquisa certamente servird como referéncia para 0
desenvolvimento de estudos voltados a analise numérica, 2D ou 3D, de meios
anisotrépicos. Um primeiro assunto que se pode sugerir é a abordagem dindmica dos
problemas aqui tratados. Para tanto, acredita-se que com simples modificacdes nas
formulacgBes descritas nos capitulos 4 e 5, acrescentando-se termos inerciais, pode-se
chegar nas expressdes algébricas necessarias.

Para 0 MEC, pode-se também explorar melhor a solucdo fundamental de
CRUSE & SWEDLOW (1971) procurando desenvolver as expressfes analiticas
necessarias para as integracdes fundamentais a montagem das matrizes H e G, bem
como, na determinacgéo do termo livre da plasticidade.

Para o MEF, na modelagem das fibras, pode-se trabalhar ainda no sentido de se
considerar outras hipdteses na formulagdo como, por exemplo, deslizamento das barras.
Para problemas tridimensionais, como placas e cascas, utilizando-se outros elementos
finitos, as mesmas consideracdes sobre o posicionamento das fibras, sem aumento dos

graus de liberdade, podem ser feitas.
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AN EXO 1 — DETALHAMENTO DA

SOLUCAO FUNDAMENTAL DE CRUSE &
SWEDLOW (1971)

Neste Anexo, a solucdo fundamental anisotrépica, desenvolvida por CRUSE &
SWEDLOW (1971), é deduzida de maneira detalhada fazendo-se uso do formalismo de
LEKHNITSKII (1963) e da teoria das funcGes complexas. Para tanto, considera-se
primeiramente o tensor das tensdes escrito em termos das funcbes de tensdo de Airy

(F(x;,x,)) dadas por:

oy =Fp,+v (AL1)
Op =Fytv (Al.2)
S (AL3)

onde v é uma funcdo potencial que, considerando o problema estatico, tem valor nulo.

Essas fungdes satisfazem as equacdes de equilibrio:

;=0 (AL.4)

Expressando-se as deformagdes em termos das fungdes de Airy:
& S S S F o
E20=|512 S» Sx |y Fum (AL5)
€e Sie S Ses] [~ Fue



Anexo 1: Detalhamento da solugdo fundamental de Cruse & Swedlow(1971) 181

pode-se diferencia-las como segue:

€100 = S11 -F 12222 +812 -F 1122 _816 -F 11222 (A1-6)
Eo11 = S12 -F '2211+822 -F ’1111_826 -F 1211 (A1-7)
610 = S16 -F 12212 +S26 -F 1112 _866 -F 11212 (A1-8)

Substituindo-se as expressoes (Al.6 - A1.8) nas equacgdes de compatibilidade:

€120 T €211 =612 (A1.9)
obtém-se:
Sll F 12222 _2816 F 11222 +( 2812 + 866 )F 11122 _2826 F 11112 +822 F 11111 = O (AllO)

que é a equacdo diferencial parcial de quarta ordem que modela um problema elastico
anisotropico nos moldes do formalismo de LEKHNITSKII (1963) e que tem como

solucdo a funcdo de tensdo de Airy (F(xl X5 )). Esta equacdo pode ser integrada na sua

forma geral escrevendo-a simbolicamente com o uso de quatro operadores diferenciais

lineares:
AA,A,A,F =0 (Al.11)

onde A designa a operacao:

d d
A= —— =y, — k=1234
v Hy ox, ( ) (A1.12)

e 4, sdo as raizes da equagéo caracteristica (LEKHNITSKII et al., 1968):
Syt =2S1641° +(2S1, +Ses Ju* =28y 41 +S5, =0 (Al1.13)

Segundo LEKHNITSKII et al. (1968), as raizes da Equacdo (A1.13) sdo sempre
complexas ou imaginarias puras, ndo ocorrendo raizes reais para o caso de qualquer
corpo eléstico real com constantes Si11, 2512+Sgs € Sy finitas e diferentes de zero. Essas

raizes complexas recebem a designacdo ., u,, 1, e u,. Dois casos de combinagdes

das raizes sdo possiveis, dependendo-se das relagdes entre as constantes elasticas:

1°) As raizes sdo todas diferentes:

=a+pf4, u,=y+o-i, gy=a-p-, g,=y—-0-1 (Al.14)
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onde o, B 7,6 R e >0 e 6>0.

2°) As raizes sdo pares conjugados:

M=, =a+ -0 e pu=p=a-pi (A1.15)

As raizes u, e u, sdo pardmetros complexos que podem ser considerados como
nlmeros que caracterizam o grau de anisotropia em problemas planos. De acordo com
seus valores, pode-se avaliar o quanto um dado corpo anisotrépico difere de um
isotropico, para o qual, u, = u, =i e |u|=|u,|=1.

A partir da Equacdo (A1.13) pode-se resolver o problema elastico evitando-se,
dessa forma, de se resolver diretamente a equacdo diferencial (A1.10). Para tanto €
preciso proceder a seguinte mudanca de variavel onde o dominio Q, do problema em

questdo, é mapeado num plano complexo:

Z, =X+ 14X, (k=1,2) (A1.16)

Assim, procurando-se obter as componentes de tensdo em fungdo das novas
variaveis complexas, é preciso lembrar que a funcdo de tensdo é real e pode ser escrita

como uma combinacdo linear de funcdes de tensdo complexas:
F(x,,%,) = 2Re[F,(z, )+ F(2,)] (AL.17)

onde Re € a designacdo para a parte real de qualquer expressdao complexa. Lembrando-
se ainda que as componentes de tensdo sdo dadas de acordo com a fungéo de Airy:

0°F 0°F O°F
O, =——., O,=——r1., O0,,=— Al1.18
o 2 oxd o ox,0x, ( )

é possivel obté-las, considerando a Equagdo (A1.17), por meio da regra da cadeia:
oF, _dF dz R dz, _dR,

ox, dz, dx, dz, dx, - dz, (A1.19)
oF, _dF, dz, dF, dz, _dF, (A1.20)
ox, dz; dx, dz, dx, dz,
oF, dF, dz, dF, dz dF

L W W W T (A1.21)

ox, dz, dx, dz, dx, ' ‘'dz
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s a2
Assim, depois de se efetuar também a segunda derivada tem-se:
g;f 2 Re:ddzz? ; ddzzﬂ o, (A1.23)
(212: =2 Re_ y7 ddzz?l + 2 ddzzgz} 1 (Al.24)
ai;l; =2 Re{ 7 ddzz? + U, ddzz? } o, (A1.25)

Analisando-se agora as componentes de deslocamento u; e uy, é preciso substituir
as Equacdes (Al.23— Al.25) nas equacdes constitutivas (Al.5) e assim:

onde:

&1 =310 + 51,0 + 3550y, (A1.26)
d?F
du (Slllulz + 31, =Sty )del +

£, =——>=2Re !

1 dx, ) d’F, (A1.27)

(511/12 + 33, — Syt )d—z
Z2
Para g :
_ . -
d (312/“12 +S5 =Syt )Tzl + (A1.28)
€2 = dT =2R ' d2F
2
(312#22 +S5, =Sy tp )dez
L 2

Organizando-se as expressoes anteriores:
du, d’F d’F
—L1—-2Relq,, —1+0q,, —= Al1.29
Xm |:q11 d212 q12 d222 ( )
du, d’F d’F
—2 =2Re L4 2 A1.30
dXZ |:q21 le2 q22 d222 ( )
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Slllulf + 31, — Syl
Ui = S +S% _s, (A1.31)
K

é a matriz dos parametros complexos (CRUSE & SWEDLOW, 1971).
Integrando-se as Equacbes (A1.29) e (A1.30) e desprezando-se as parcelas
referentes ao movimento de corpo-rigido, tem-se entdo as componentes de

deslocamento:

dF dF
u, =2Rel g, —+0,, —= Al1.32
1 {qn dz, LIP: dzj (A1.32)
dF dF
u, =2Re|lq,, —+0,, —= Al1.33
2 |:q21 le q22 dzz:| ( )

De posse das componentes de tensdo e de deslocamentos, escreve-se 0s dois

sistemas de equacdes de equilibrio para o problema bidimensional.

Oa11 + Oz = O '5(5'Q) (A1.34)

Oya11 T Ok =0y, '5(S’Q) (A1.35)

Com a propriedade da distribuicdo Delta de Dirac, integram-se as EquagOes

(A1.34) e (A1.35) sobre um dominio real Q que contém o ponto fonte “s”, resultando:

(O-kll,l T O0x12, )jQ =—0,,= J. (O'k11771 T O], )ﬂ" =04 (A1.36)

r

(szn T O0kap )jQ =0y = (Uk21771 T 011> )jF =0y, (A1.37)

r

D= D=

As Equacdes (A1.36) e (Al1.37) podem ser reescritas em uma notacdo incompleta
no intuito de se descobrir suas primitivas (WYLIE & BARRETT, 1995):

J.Ukndxz _I O 120X = =0y (A1.38)
L L
Iak21dxz _ngzzdxl =0y, (Al1.39)
L L

onde “L” representa limites hipotéticos.

Escrevendo-se as componentes de tensdo segundo as relacBes (Al.23- Al.25)
tem-se:
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s Je (A1.40)
2Re ki —* ud )
‘|._. l:ﬂl lez 2 d222 :I 1 k1
d?F d?F
_IZRe[ L |2<1 . ;2 }d , -
L Zl ZZ
e g (A1.41)
IZRe{ 24— }dxlz—&(z
1 dz; dz,

Seguindo as relacdes diferenciais (Al1.19 — Al.22) pode-se se escrever as

primitivas:
2Re| 1, dF, + 4, dF, +2Re| 1, dF, + i, dF, =—0y (Al.42)
- dz dz, | dz, dz, |
(dF, dF dF,, dF
2Re| ——+ —*2| 4 2Re| L+ K | =5
| dz,  dz, } { dz,  dz, } © (AL43)

Como nestas expressdes auxiliares os limites de integracdo ndo estdo bem

estabelecidos, uma melhor representacdo (ALBUQUERQUE, 2001) pode ser aplicada:

T dF dF

2Re Ly, —2||==5 Al.44
_/11 le Hy d22 ﬂ k1 ( )
[dF,  dF

2Re|| —+—2||=6 Al.45
_dzl dz, H k2 ( )

onde o colchete duplo representa que o valor primitivo esta sendo avaliado no contorno
fechado da integracdo. Esta integracdo, apesar de ser originalmente escrita no espaco
real, foi transformada para o plano complexo, isto €, aparece agora como argumento do

operador Re. O mapeamento no plano complexo é dado pela relacéo:

z X, + L X
Z,:{ 1}:{ 1T A 2} (A1.46)
Z, Xi + Ha X,
A posicdo do ponto fonte neste mapeamento é denominada “z° ” e segue a
expressdo (Al1.46). A solucdo das Equacbes (Al.44— A1.45) é dada por:
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dF

q L =A, |n(21 - Zi) (AL.47)
Zl

dF,

q 2~ AL In(z, - z;) (A1.48)
Z2

onde Ajx sdo constantes complexas a serem determinadas como segue:

Considerando-se o ponto fonte na origem, ou seja, z'= 0, tem —se:

dF,,

= AIG,) (A1.49)
iz = A n(z,) (ALS0)

e substituindo-se estes valores nas expressoes (Al.44- A1.45) tem-se:
[2Re(u, A In(z,) + 1, A, In(2,))]] = -6 (A1.51)
[2Re(A,; In(z,) + A, In(z, )| = 6, (AL52)

A avaliacdo fechada de In(z) é dada por (WYLIE & BARRETT, 1995):

[in(z)]]= §-=dz, =271 (AL53)

LZk

Assim, as expressdes (Al.51- A1.52) sdo facilmente avaliadas resultando em:

2Re{2- 7 i Ay + 27 i i, A, } = =6, (A1.54)

Recorrendo-se ainda a outras propriedades de funcdes complexas:

Re(z)= % (AL.55)
onde Z é o conjugado de z, reescreve-se as Equacdes (Al1.51) e (A1.52) como:
x % _ %
Ac—AatAc A, :T (A1.56)
m
7 A 7 A — 5k1
AG— I AG T+ 1, AG — LA, = o (AL.57)

Tém-se duas equagdes (A1.56 e Al.57) para se resolver quatro constantes A,,,

A,, A, e A,. Para completar o sistema, deve-se utilizar a equagio de unicidade de

deslocamentos (ALBUQUERQUE, 2001):
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§3uidl“=0
r

(A1.58)

os deslocamentos U,; sdo determinados substituindo-se as Equagdes (A1.49—- A1.50)
em (Al1.32) e (AL1.33), isto é:

Uw(z',2)=2Rela,, A, In(2, - 2;) + 4 A, IN(2, - 23)] (A1.59)
Ukz(Z' 'Z): 2 Re[quAkl In(z, - 2] )+ 0 A IN(Z, - Z; )]

(A1.60)
com a matriz dos valores q; (i,j =1,2) dada pela Equacdo (A1.31). Substituindo-se as

Equacdes (A1.59) e (A1.60) em (A1.58) e lembrando-se da transformacéo da integral
no plano real para o complexo e considerando-se Z =0, escreve-se:

2Re[[a,; Aq In(Z,) + 0, A, In(2,)]]=0 (A1.61)
2 Re[[q21Ak1 In(z,)+ 0, A, In(z, )]] =0

(A1.62)
e fazendo-se uso novamente das propriedades (A1.53 e A1.55), tem-se finalmente:

01 A — qllﬂkl + 0 A — quKkZ =0

(A1.63)
U1 A~ G A + Oz A ~ Uz Arp =0 (AL.64)
gue juntamente com (A1.56— A1.57) formam o sistema complexo:
1 -1 1 1] (A | %9,
- - -5
o a || e
Qo —Tn U~ (A 0

De onde determinam-se A, que tornam as expressoes (A1.49 e A1.50) em funcéo

de tensdes, solucdes de equilibrio e da compatibilidade geométrica do problema

bidimensional. Assim, os deslocamentos fundamentais (solucdo fundamental de
deslocamento) sdo dados individualmente por:

Uy (Z' 'Z): 2 Re[qilAkl In(z, - z;)+0;,A,In(z, - 2, )]

(A1.66)
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As forcas de superficie fundamentais sdo obtidas substituindo-se as funcdes dadas
pelas Equacgdes (A1.49 — A1.50) nas expressdes de tensdes (Al1.23 — A1.25) e usando-se

também, a formula de Cauchy (p; = o, -7, ):

1
9 (=15 ) A +
(z, - z/)
To(z2)=2Rel 2 7% (A1.67)

1
(—), Qi (211 =112 ) A2
L, =1,

onde:

M M
o - ) (A169)

e 77 sdo as componentes do vetor normal externo. Para a determinacdo de tensdes e de

deformacdes € importante ainda apresentar as derivadas das solucdes fundamentais.

Assim, para a solugdo fundamental de forgas de superficie:

1
—)2 Ri10i (/u1771 -1, )Ajl +

(21 -7
Tix=—2Re . (A1.69)
VY Ri29:, (/12771 -1, )Ajz
_ (2, -2:) _
e para a solucao fundamental de deslocamentos:
U —2Re#R g, A +;R q:, A (A1.70)
jik Zl_zi) k1Mi1” Yyl ( Z_Zé) k2™i2 " Yj2 .

onde:

il
R.]= (A1.71)
H My



AN EXO 2 — ESTRATEGIA

NUMERICA PARA O CALCULO DO TERMO
LIVRE - ANALISE DE PLASTICIDADE

Neste Anexo é exposta a técnica desenvolvida para a determinacdo numérica

do termo livre da solucdo fundamental anisotrépica de CRUSE & SWEDLOW (1971),

necessario para a determinacdo de deformacbes e tensbes em pontos internos numa
andlise de plasticidade pelo MEC.

Como exposto no capitulo 5, na equacao integral utilizada (Equacdo 5.28 ou

Equacdo A2.1) para a analise em questdo, existe um termo adicional (g, ) conhecido

como termo livre, que € oriundo de derivacGes sobre integrais singulares e até entdo,
sempre havia sido determinado de forma analitica, por exemplo, para a solucdo
fundamental de Kelvin (BUI, 1978).

gkl(p)+7ékl(p):I€;Ii p-df—jp;nuidf—}/‘[ Pt A7+

r

(A2.1)

j5k||bdQ+Jt ;d2+g;07(p)

k|lj ij

Porém, para meios anisotrépicos gerais, com a solucdo fundamental de CRUSE
& SWEDLOW (1971), dependente de variaveis complexas, a expressao do termo livre
ndo é conhecida analiticamente. Nesta pesquisa, essa determinacdo € feita de forma

numérica, maneira essa que constitui contribuicdo original ao MEC.
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Para tanto, visando-se o detalhamento desejado, pode-se partir da equacéo
integral (A2.2):

uk(p)+7uk(p):IuEipidF_Ip;iuidF_yJ pEiUidFJr
I I A

) X (A2.2)
+JukibidQ + jgkuaiﬁdg
Q0 Q
onde a segunda integral de dominio (Expressdo A2.3) da origem ao termo livre:
I, = Ig:ijgijpdg (A2.3)

o

apos a diferenciacdo da expressdo (A2.3) em relacdo a posicdo do ponto fonte. Para o
desenvolvimento dessa derivagdo € necessdrio a utilizacdo de um sistema de
coordenadas polares cujo centro estd localizado no ponto fonte “s, sendo também a
origem de uma sub-regido Q. de raio ¢, extraida do corpo, tdo pequena quanto se

queira (Figura A2.1):

FIGURA A2.1 - Sub-regido Q. de raio ¢, extraida do corpo.

de maneira que seja possivel escrever a Equacdo (A2.3) como:
.0 . 0
I, =lim— |&;(s,plofde (A2.4)
2-0,

Para o desenvolvimento do limite (A2.4), a equacdo deve ser escrita em

coordenadas polares:
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-0 OX

I =2f {Iimijg;j(ﬁ,r(s,p))-oﬁ dr} de (A2.5)

E, apds alguns desenvolvimentos, obtém-se (CODA, 2000):

&

| = |lim
o%,(s)

-0
0

cof-rdr—gy (9,8)~0UP -e-r,,II dé (A2.6)

que, considerando-se a expressao para a primeira derivada da solu¢do fundamental de

deslocamentos (Equacdo A1.70) escrita em coordenadas polares:

. 2R Ri,0i, A, R0, A,

Utik _ € kibin A " k2i2 Aj2 (A2.7)

r |cos(@)+u, sen(d) cos(&)+ u,sen(d)
e que:

. . 1

Ui :‘9kij(0'r):?l/lkij(9) (A2.8)

A Equacéo (A2.6) pode ser escrita como:
20 | ey (0,r) 2

¢ E[HOL[ ox,(s) i E!.Wku( ) ! i (A2.9)

onde aparecem dois termos, no segundo membro da equacdo, sendo o primeiro
resolvido no codigo com aproximacdo de células de dominio e o segundo, responsavel
pela origem do termo livre. Esse termo é o determinado numericamente na pesquisa.

Assim, escrevendo-o separadamente, tem-se:

2z 2z
9 = .[V/kij(e)'r'l do = J.g:ij (9) r-r,- do (A2.10)
0

0

ou ainda, utilizando-se (A2.7):

27 R..0;; A R..0., A,
gjm _ J’ qull jl i k2q|2 j2 -l’,| . de (A211)
cos(6)+ p, sen(@) cos(6)+ u, sen()

0
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Expresséo essa que foi calculada utilizando integracdo numérica com pontos de

Gauss. Esquematicamente, tem-se:

2z

Gy = [ 1a(6) 40 =7[ 1,,(60) dé =73 (600 (A212)

0

onde:

0, = 0,9, + 0,0, =27 ¢,; ¢ = ; 9, =

1+ wory

Na Equagdo (A2.11), r, sdo cossenos diretores. Assim, dependendo-se da

direcao de derivada em relagdo ao ponto fonte, tem-se para f (0):

f-- (0)= i RquilAjl + RquiZAjZ -COS(@)

e c0s(0)+ 11, 5en(8)  cos(6)+ s, sen() | (A2.14)
fo(0)= I Ri1lir Ay + Ri2Gi2 A -sen(0)

2 | cos(0)+ 1, sen(8)  cos()+ u, sen(0) | (A2.15)

Podendo-se entdo realizar as integragdes numéricas necessarias. Ao todo séo
doze integracdes, encontrando-se doze termos livres que formam a matriz 3 x 3

necessaria para a analise de plasticidade. Essa matriz possui a forma:

O Q1221 O
[g jikl ]3X3 = 9211 92220 92122 (A2.16)
Q110 + 92111) (g w2t 92221) (g 12 T 92121)
2 2 2

Para finalizar este Anexo 2, é importante ainda dizer que ndo é preciso muitos
pontos de Gauss para se ter uma boa integracdo das expressdes apresentadas, sendo

usados no trabalho, 10 pontos de Gauss.



AN EXO 3 — DETERMINACAO DAS

COORDENADAS ADMENSIONAIS DE UM
PONTO CARTESIANO

No calculo de funcbes de forma presentes, por exemplo, na matriz (10.12) do
capitulo 10, é preciso se conhecer as coordenadas adimensionais do né a que as funcdes
se referem. Geralmente na geracdo de malha, ou de nos de fibras, se conhece apenas as
coordenadas cartesianas dos nds. Assim, descreve-se neste Anexo 3 a metodologia
empregada para o calculo de coordenadas adimensionais necessarias para a
determinacéo das funcGes de forma empregadas no trabalho, quando se conhecia apenas
as coordenadas cartesianas dos pontos. Salienta-se que este procedimento também pode
ser encontrado em CODA (1990).

Para um ponto “q” inserido num elemento finito, como se mostra na Figura

A3.1, pode-se escrever explicitamente :

3
3(xi)
(%)
2
L(d)
FIGURA A3.1 - Um ponto “q” inserido huma posic¢do qualquer de um elemento finito.

X$=E0x+ 0+ &% (j=12) (A3.1)
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Podendo-se calcular as varidveis adimensionais &! para o ponto “q” em

funcéo do sistema de coordenadas cartesiano (i , Xz) por meio da Equacéo (A3.2):

£ = 1 (2A7 +bex7 +aox?) (A32)
2A
onde:
a” =x‘ —x/" (A3.3)
b = X (A3.4)
2A7 = XXs — XXy (A3.5)
A:%(blaz ~b%a') (A3.6)

e as variaveis ¢, m e k respeitam a relacéo ciclica:
a=1, 2, 3; m=2, 3, 1; k=3, 1, 2 (A3.7)

por exemplo,se « =1, m=2 e k=3.

Especificamente no capitulo 10, quando da necessidade de se saber se um
ponto de fibra estava inserido ou ndo num determinado elemento finito, calcula-se para
0 nd de fibra em questdo, num loop sobre o nimero de elementos finitos, suas trés
coordenadas adimensionais por meio da Equacdo (A3.2). Quando ocorrer dos trés
valores serem maiores ou iguais a zero, significa que o né de fibra pertence ao elemento
finito cujas coordenadas cartesianas dos vertices (in) estdo sendo usadas para a
determinacdo das coordenadas adimensionais do n6 de fibra em questéo.



