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RESUMO

WUTZOW, W.W. (2003). Formulagao do método dos elementos de contorno para analise
de chapas com enrijecedores. Sdo Carlos. 140p. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de

Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

Neste trabalho, a formulagdo linear do método dos elementos de contorno — MEC,
para elasticidade bidimensional, ¢ empregada para estudo de dominios enrijecidos sendo os
enrijecedores abordados de duas formas, a primeira muito conhecida trata-se da técnica de
sub-regido ou acoplamento MEC/MEC e a segunda também pelo mesmo tipo de
acoplamento, mas agora condensando-se as variaveis do contorno para a linha central do
enrijecedor. Esta técnica juntamente com a integracdo completamente analitica dos termos
da equacdo Somigliana proporcionam bons resultados eliminando perturbagdes em
enrijecedores finos. Com o intuito de obter melhores resultados aplica-se ainda a técnica de
suavizacdo do contorno por minimos quadrados. Aspectos graficos sdo abordados na criagdo
do pré e pos processador, sendo o pré-processador um interpretador de arquivos de formato
dxf e o pos-processador destinado a representagdo grafica dos resultados através de mapas e

isolinhas de tensao, deformacao e deslocamentos.

Palavras-chaves: Enrijecedores, Elementos de Contorno, Representagdo Grafica.
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ABSTRACT

WUTZOW, W.W. (2003). Formulation of the baoundary elements method for analysis of
stiffned plates. Sdo Carlos. 140p. Dissertacdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao

Carlos, Universidade de Sao Paulo.

In this work, the boundary element metho — BEM, for two-dimensional elasticity, is
used to analyse reinforced domains. The rigidity stiffener contribution are taking into
account by two different ways: the first one by the sub-region technique or BEM/BEM
coupling, and the second one, also based on BEM/BEM coupling, but now considering the
variables defined along the central line of the stiffer. Analytical expressions were found to
perform the integrals along boundary and interface elements, providing very good results
characterized by the elimination of some perturbations that might occur when using stiffener
with small rigidity. In order to obtains better and smooth results the least square method was
used. Pre- and post-processors were developed and implemented for visualization of the
input data and the final results. The pre-processor was written as a dxf reader program, while

the post-processor as a counter map stress, strain and displacement iso-lines.

Keywords: Stiffnes, Boundary Elements, Graphical Representation.
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Capitulo

INTRODUCAO

£ d

Apesar da aparente precocidade do método dos elementos de contorno, apenas cerca
de 20 a 30 anos de existéncia do método, ndo se pode esquecer seus precursores,
pesquisadores que com o avango de seus estudos em fundamentos como desenvolvimento de
solugdes integrais para os mais diversos problemas fisicos, tornaram viavel a criacdo do
método dos elementos de contorno como conhecemos hoje. Claro que € inegavel reconhecer
que muito ha para ser desenvolvido ainda para que o método englobe as mais diversas
situacdes. Problemas como anisotropia, ndo linearidade, agdes dinamicas, solugdes auto-
adaptativas, analises tridimensionais, etc. Sdo situagdes que apesar dos avangos obtidos,

ainda existem muitos aspectos a serem desenvolvidos.

1.1 REVISAO BIBLIOGRAFICA

Neste item serd apresentado apenas um breve historico do desenvolvimento do
método dos elementos de contorno e de seus precursores.

Ao citarmos os precursores do método dos elementos de contorno, ndo podemos
esquecer de trabalhos como de ABEL (1823) que foi quem primeiro deduziu uma equacdo
integral para solucionar um problema fisico, que se tratava do péndulo isocrono. Ja
LIOUVILLE (1837), transformou um problema de valor inicial em uma equagdo integral, e
resolveu-a usando aproximagdes sucessivas. VOLTERRA (1884) obteve avancos estudando
a distribui¢@o de cargas elétricas na superficie de uma esfera utilizando equagdes integrais.

Ja o primeiro estudo rigoroso das equagdes integrais deve-se a FREDHOLM (1903),
que apresentou um estudo das aplicagdes das equagdes integrais lineares a solugdo de

problemas de valor de contorno em elastostatica, que posteriormente os pesquisadores

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow
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soviéticos MUSKHELISHVILI (1953), MIKHLIN (1957), (1965) E KUPRADZE (1965)
aplicaram para soluc@o de problemas de elasticidade.

MASSONET (1965) descreve uma solugdo numérica para problemas de valores de
tensdes no contorno, formulado em termos de uma equagéo integral singular, vetorial de 2*
espécie, baseada na solu¢do de KELVIN. Ja SYMM (1963) e JASWON (1963) introduziram
um equacionamento do problema elastico bidimensional empregando variaveis reais e ainda
mantendo uma func¢do de tensdo auxiliar sendo por isso chamado de método semidireto,
usado na resolucdo de problema de potencial. Até entdo todas as formulagdes eram ditas
métodos indiretos, ja que a solucdo do problema era sempre obtida em termos de fontes
ficticias aplicadas ao contorno, e que apods a sua determinagdo, permitiam o calculo das
variaveis fisicas do problema.

Foi RIZZO (1967) quem primeiro publicou um trabalho dando uma roupagem
numérica para as equacdes integrais em problemas de elasticidade. Ele propds uma
formulacdo direta para as equagdes integrais. CRUZE (1969), (1973) foi o primeiro a
estender esta formulacdo para o caso tridimensional. Posteriormente CRUZE &
VAMBUREN (1971) aplicam niao-linearidade ao solido tridimensional considerando a
influéncia de uma fratura. LACHAT (1975), deu grande contribui¢do ao método
introduzindo representacdes paramétricas dos elementos de superficie e das fungdes de
aproximag¢do das forcas de superficie e deslocamentos, calculando as integrais
numericamente pela quadratura de Gauss. A técnica de sub-regides ¢ empregada ndo so para
modular corpos ndo homogéneos, mas como um recurso para facilitar a resolug@o do sistema
final de equagdes, que passa assim a ser definido por blocos.

Inicialmente, método dos elementos de contorno foi conhecido como método das
equacdes integrais de contorno, pois os problemas eram resolvidos através de equagdes
integrais sobre o contorno do dominio. Posteriormente, BREBBIA (1978a e 1978b) tratou o
método das equacgdes integrais de contorno de uma maneira mais conveniente, chamando-o
de método dos elementos de contorno. A formulacdo do método dos elementos de contorno
foi elaborada, primeiramente, a partir de aproximagdes das equagdes integrais obtidas através
de algum principio classico, por exemplo, o teorema de BETTI (1872). Depois se verificou a
possibilidade de se utilizar o método dos residuos ponderados para obter a formulagao do
método dos elementos de contorno, tornando-a mais genérica e facilitando a combinagdo
com outros métodos numéricos conforme BREBBIA et al. (1984). Pode-se observar na

evolugdo do método dos elementos de contorno, os chamados métodos indiretos onde as
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variaveis envolvidas nio sdo as variaveis fisicas do problema e, os métodos diretos nos quais
a formulag@o é desenvolvida considerando-se as variaveis reais do problema.

Conforme TELLES & BREBBIA (1979, 1980a e 1980b), ¢ possivel estudar o
comportamento ndo linear das estruturas através do método dos elementos de contorno e
resolver problemas elastoplasticos e viscoplasticos, empregando-se tensdes ou deformacgdes
iniciais no equacionamento do MEC. Ja& VENTURINI (1982 ¢ 1984) ¢ VENTURINI &
BREBBIA (1983 e 1984), utilizaram o método dos elementos de contorno para resolver
problemas geotécnicos, considerando o comportamento plastico, viscoplastico e materiais
rochosos sem resisténcia a tracao e, também, com descontinuidades.

O método dos elementos de contorno se apresenta como uma boa opg¢ao de calculo
em problemas de dominios infinitos, semi-infinitos e regides de grande concentragdo de
tensdes. A combinagdo entre os diversos métodos numéricos ¢ um assunto de grande
interesse para os pesquisadores, pois possibilita utilizar o método numérico mais conveniente
a cada sub-estrutura, aproveitando melhor as particularidades de cada um. Pode-se destacar a
combinagdo do método dos elementos finitos e elementos de contorno, que surgiu com
McDONALD & WEXLER (1972), analisando problemas de engenharia elétrica. CHEN &
MEI (1974) estudaram problemas de mecanica dos fluidos, onde 0 MEC foi utilizado para
tratar o dominio infinito. Mas os trabalhos de ZIENKIEWICZ et al. (1977), de SHAW &
FALBY (1977), e de OSIAS et al. (1977), foram os primeiros a tratar solidos deformaveis
através da combinacdo elementos finitos e elementos de contorno. E AYALA & GOMEZ
(1979) apresentaram detalhes do processo de resolugdo de problemas elésticos
tridimensionais em geomecanica.

BREBBIA & GEORGIO (1980) analisaram problemas bidimensionais através da
combinagdio MEC-MEF. O programa desenvolvido combina elementos de contorno
constantes com elementos finitos quadraticos e, embora esta combina¢do nao seja totalmente
compativel, foram obtidos bons resultados. MUSTOE & VOLAIT (1980) também estudaram
a combinagdo MEC-MEF para analisar a intera¢do tinel-suporte considerando os efeitos da
descontinuidade entre rocha e concreto.

RODRIGUEZ (1986) estudou o problema bidimensional de elasticidade linear
empregando elementos continuos e descontinuos, empregando também sistemas de
resolucdo de equacdes por blocos para problemas de sub-regides. J& ROCHA (1988) deu
aten¢do especial aos problemas que envolvem descontinuidade, usando quadripolos e bipolos
para simular as descontinuidades em problemas bi e tridimensionais, tratando o corpo em

regimes elasto-plasticos ou elasto-visco-plasticos. E importante citar também que
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RAMALHO & VENTURINI (1990) ¢ RAMALHO (1990), analisaram no caso estatico,
estruturas interagindo com o meio continuo onde o solo ¢ modelado pelo MEC e, uma sapata
rigida ¢ utilizada como artificio para determinar as constantes de mola dos vinculos da
estrutura que ¢ tratada pelo MEF. E CODA (1993) apresentou uma formulacdo
tridimensional dindmica transiente para a analise especifica da ligagdo estrutura-solo, onde a
estrutura (casca, barra) ¢ modelada pelo MEF ¢ o solo, admitindo-se comportamento elastico
linear, ¢ modelado pelo MEC. O acoplamento da estrutura com o meio continuo ¢é realizado
considerando-se a técnica das sub-regides e elementos rigidos de ligacdo, que no caso € uma
sapata rigida.

VENTURINI & FERRO (1991 e 1992) e FERRO (1993) aplicaram a combinacao
MEC-MEF para analisar a interagdo entra estacas e o solo. As estacas sdo consideradas como
elementos de barra modelados pelo método dos elementos finitos e, o solo como um dominio
infinito, tridimensional, homogéneo, elastico linear ¢ tratado pelo método dos elementos de
contorno. Com isto, resulta um so6lido infinito tridimensional enrijecido.

Em PAIVA (1991), foi apresentada uma formulacdo para a andlise de placas
elasticas em que a representagdo integral discretizada de Stern ¢ alterada, de forma que a
forca equivalente de Kirchhoff é admitida concentrada nos pontos nodais ao longo do
contorno. E em OLIVEIRA NETO & PAIVA (1995) apresentam uma formulagao a partir de
alteragdes na representacdo integral de Stern, que conduz a associacdo de trés graus de
liberdade para o vetor de deslocamento, isto €, deslocamento transversal, rotagdo normal e
rotagdo tangencial. Assim, para a montagem da representacdo algébrica sdo utilizadas
equacdes integrais associadas ao deslocamento, ¢ suas derivadas direcionais normal e
tangenciais ao contorno.

KUMATSU (1995) estudou uma combinacdo do método dos elementos finitos
(elementos uniaxias) com o método dos elementos de contorno (meios continuos
homogéneos ou ndo) para analise de problemas geomecanicos. AGOSTINHO (1998)
emprega a técnica de sub-regides com sub-estruturagao para estudar a associagdo de chapas,
empregando enrijecedores com auxilio do método dos elementos finitos combinado ao
método dos elementos de contorno, simulando também problemas de escorregamento através
de modelos plasticos e visco-plasticos simples do tipo Coulomb. J& LOPES (1996) analisa
problemas de propagac¢do de fraturas em dominios bidimensionais.

SOUZA (1999) prop6s um modelo h-adaptativo para o problema fisico governado
pela equacdo de Laplace, dando especial atencdo aos problemas de singularidade e

hipersingularidade.
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MENDONCA (2002) estudou o problema de laminas multiconectadas nao
coplanares através de duas formulagdes, uma chamada de tetraparamétrica e a outra
hexaparamétrica, abordando problemas elasticos e elastoplasticos.

Em ARISTIDERMO & TURCO (1994), ¢ utilizada uma técnica de discretizagdo em
que o contorno ¢ dividido em segmentos, entdo chamados macro-elementos, que possuem
suas proprias fungdes interpoladoras. Cada um deles ¢ dividido em elementos menores pela
introducdo de nds e as variaveis do contorno sdo interpoladas por curvas ‘Spline’
quadraticas. Embora as variaveis do contorno sdo interpoladas por func¢des quadraticas, as
integrais sdo calculadas analiticamente de tal forma que os resultados sd3o expressos em
funcdo de parcelas polinomiais de ordem genérica. Assim, interpolagdes com B-splines de
ordens superiores, apos alguns ajustes algébricos, podem ser também obtidas e empregadas
em diversas analises, principalmente, envolvendo estudos de p-adaptatividade.

FOLTRAN (1999) estuda problemas planos em regime elastico e elasto-plastico pelo
método dos elementos de contorno, onde ele propde o uso de expressdes analiticas para as
integrais sobre o contorno para elementos isoparamétricos lineares. Inclui também
expressoes analiticas para o tratamento de carregamentos de dominio com células lineares.

CODA (2001) apresenta uma analise do comportamento ndo-linear dindmico e
estatico de meios reforgcados através de uma abordagem do acoplamento MEC/MEF onde o
METF ¢ utilizado para representar os refor¢os no meio discretizado pelo MEC.

LEITE, CODA & VENTURINI (2003) apresentam um estudo bidimensional de
solidos refor¢ados com barras usando o método dos elementos de contorno. Estes reforgos
feitos por fibras sdo feitos com sub-regides onde ¢ feita uma redugdo dos graus de liberdade
do contorno através de uma aproximacdo linear de deslocamento da se¢do transversal do
enrijecedor. Fazendo a integra¢do da solugdo fundamental de Kelvin de forma totalmente
analitica, tanto para as integrais singulares como para as ndo singulares.

FERNANDES & VENTURINI (2002) ¢ FERNANDES (2003), também aplica a
técnica de redugdo de graus de liberdade no acoplamento MEC/MEC, para problemas em
placas.

De forma semelhante, LOVON (2003), MACIEL (2003) obtiveram a integragdo
totalmente analitica da solu¢do fundamental de Kelvin, LOVON (2003) empregando-as para
analise de erro em modelos auto-adaptativos e MACIEL (2003) utilizando também de forma
analitica as equacdes dos gradientes de tensdo para estudo de problemas de fissuras.

BOTTA & VENTURINI (2003), tem desenvolvido o acoplamento MEC/MEF em

chapas, estudando problemas de contato, na interface entre o dominio e o enrijecedor, e
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ainda para minimizar perturbagdes indesejaveis nos resultados nesta interface ¢ aplicada a
técnica de suavizagdo do contorno com minimos quadrados. Este trabalho ainda trata de
problemas de localizagao.

Muitos programas computacionais tém sido desenvolvidos para estudo do problema
elastico bidimensional, pelo método dos elementos de contorno. Contudo a maioria destes
programas sempre aborda situagcdes bem especificas, com uma interface com o usudrio um
tanto simplificada sendo feita de uma forma geral através de arquivos em modo texto onde
todos os dados do problema devem, na maioria dos casos, serem digitados pelo usuario. Uma
das propostas deste trabalho ¢ desenvolver uma interface um pouco mais amigavel com o
usudrio, através dum programa escrito em linguagem orientada a objeto.

Além da facilidade de operagdo do programa busca-se também desenvolver um
algoritmo eficiente e versatil para analise de problemas elésticos. Esta eficiéncia € obtida
através da integracdo analitica das fungdes que geram os termos tanto das matrizes de
resolucdo do sistema quanto para as solugdes fundamentais para calculo de tensdo, e também
através das regularizagdes na montagem do sistema de equagdes através da implementacao
da técnica de minimos quadrados. Com estas melhorias aplicadas ao modelo busca-se

estudar problemas com enrijecedores empregando para isto a técnica de sub-regiodes.

1.2 METODOLOGIA DE TRABALHO

Com o intuito de tornar a interface com o usuario mais amigavel e facil de se operar,
desenvolveu-se um pré-processador que interpreta dados geométricos informados a partir de
um arquivo em formato “dxf”.

Para processar estes dados e transforma-los em dados coerentes para o célculo do
problema elastico pelo método dos elementos de contorno, foram desenvolvidos algoritmos
geradores semi-automaticos de elementos de contorno e interpretador de nds e
conectividade, sendo que para a malha de dominio, acoplou-se um gerador de malha de
dominio publico desenvolvido por NICENO (1997).

Apesar de boa parte do programa ter sido escrita em linguagem orientada a objeto,
todo o processador foi escrito em Fortran, tal escolha é conseqiiéncia das facilidades que esta

linguagem oferece no desenvolvimento de algoritmos de calculo contendo varias bibliotecas
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de que facilitam a programagfo. E além do mais ¢ uma linguagem bem difundida no meio
cientifico, principalmente quando se refere ao método dos elementos de contorno.

Quanto ao modelo, as integragdes analiticas foram desenvolvidas aplicando-se
algumas técnicas de discretizagdo das varidveis em coordenadas locais, o que facilita a
dedugdo de tais expressdes.

Buscou-se melhorar os resultados com o emprego de mais pontos fontes do que
necessarios escrevendo desta forma mais equagdes do que era necessaria, sendo a redugdo
feita através dos minimos quadrados. Esta técnica foi empregada de duas maneiras
diferentes: tanto por sub-regido quanto por elemento.

Para estudo de enrijecedores, foi empregada a técnica de sub-regides. Tal técnica ¢é
aqui viabilizada através da garantia da qualidade das equacdes com uso de integracdo
analitica, podendo desta forma resolver problemas com enrijecedores bem estreitos sem
perder a independéncia das equagdes do sistema.

Para analise dos resultados foi desenvolvido um pdés-processador que interpreta os
resultados de calculo e gera mapas de tensdo, deformacdo, deslocamentos e tensdes
principais e deformagdes principais. Além dos mapas de cores é possivel ainda observar os
resultados através de isolinhas. Tanto os mapas quanto as isolinhas podem ser sobrepostos,
podendo ser visualizados na posicdo deformada ou ndo. Facilidade como aproximagio
(Zoom), translagdo (Pan), e rotacdo também foram implementados.

Tanto o pré-processador como o pos-processador foram desenvolvidos em
linguagem computacional Delphi (Object Pascal), o gerador de malha de dominio publico ¢
conhecido como EasyMesh 1.4 desenvolvido por NICENO (1997), tem seus algoritmos
escritos em linguagem C++, todas as representacdes graficas foram desenvolvidas com

auxilio de comandos em OpenGL empregados no Delphi.

1.3 OBJETIVOS DESTE TRABALHO

Este trabalho envolvendo o Método dos Elementos de Contorno via solugdes
fundamentais de Kelvin para o problema bidimensional de chapas busca dar uma
contribuicdo para trés aspectos basicos que sdo:

Primeiramente, a melhora do modelo mecanico-computacional através do emprego

da integracdo analitica das solu¢des fundamentais de Kelvin em substituicdo as integrais

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow



Capitulo 1 — Introdugdo 8

numéricas anteriormente empregadas, inclusive para as integrais ndo singulares, esta ndo ¢
uma solugdo inédita, pois pesquisadores como Foltran, Aristidermo & Turco, e pesquisas em
desenvolvimento no departamento de estruturas de EESC dirigidas pelos professores Dr.
Wilson Sérgio Venturini e Dr. Humberto Breves Coda, ja desenvolveram pesquisas sobre tal
assunto, contudo alguns aspectos desta técnica sdo complementados. Ainda sob a melhora do
modelo, através da aplicagdo da técnica de minimos quadrado empregado sob as sub-regides
ou sob os elementos de forma individual, obtendo-se assim resultados mais coerentes.

Um segundo aspecto a ser observado neste trabalho é no que se refere ao ganho de
versatilidade da aplicagdo do método dos elementos de contorno com a implementagdo de
técnicas conhecidas e muito uteis em analises como o emprego de sub-regides e
enrijecedores, sendo a primeira comumente empregada com o objetivo de simular problemas
que envolvam regides compostas de materiais diferentes, e os enrijecedores de forma
semelhante para simular sub-regides rigidas de espessura pequena, ou ndo.

Ainda com este trabalho buscou-se obter facilidades de utilizagdo do método dos
elementos de contorno através da criacdo de um pré e um pos-processador sendo o pré-
processador composto de um interpretador de arquivos em formato *.dxf e ainda de
interpretadores de geometria, conectividade, gerador de malha, etc. E o pos-processador
empregado para visualizacdo dos mapas de tensdo coloridos ou monocromaticos, podendo
ainda ser gerada curvas de iso-valores e ainda podendo apresentar a configuracdo deformada

das estruturas simuladas.
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Capitulo

FUNDAMENTOS DA TEORIA DA ELASTICIDADE

£ d

Neste capitulo sdo apresentados alguns conceitos basicos da teoria da elasticidade
necessarios para compreensao do conteido deste trabalho. Trata-se duma revisao sucinta, em
notagdo indicial (apéndice A). Em 2.1 sdo apresentados os conceitos basicos do problema
elastico. E em 2.2 sdo apresentadas as simplificacdes dos estados planos, tanto o estado

plano de deformagdo quanto o estado plano de tensdo, bem como suas particularidades.

2.1 EQUACOES BASICAS DE TEORIA DA ELASTICIDADE

Para as defini¢cdes que serdo descritas a seguir ¢ suposto que as seguintes hipoteses
basicas sejam respeitadas:
e E vilida a geometria de pequenos deslocamentos;
e O estado deformado do corpo pode ser escrito em fun¢do do estado indeformado
(aproximagdo Lagrangiana);

e O material que constitui o corpo ¢ elastico linear, homogéneo e isotropico.

O problema elastico, de maneira geral, fica formulado mediante 15 equacdes
diferenciais e algébricas, sdo elas:

3 equagdes de equilibrio;

6 relagdes deformacgdo-deslocamento;

6 relacdes tensdo-deformagao.

Envolvendo assim um total de 15 fungdes incognitas das variaveis independentes X,

Yy, Z, que sao:
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6 componentes de tensio;
6 componentes de deformacao;

3 componentes de deslocamento.

Deve-se ainda satisfazer as condi¢cdes de forgas ou deslocamentos prescritos no
contorno.

Pode-se resolver este problema tanto pelo método direto como pelo procedimento
inverso.

No procedimento direto de resolucdo, integram-se as equagdes diferenciais que
regem o problema, determinando-se a solucdo mediante o atendimento as condicdes de
contorno. Se forem escolhidos como incégnitas basicas os deslocamentos, utilizam-se as
equagoes de equilibrio escritas em termos dos deslocamentos, mediante substituicdo das
tensdes pelas deformagoes, via lei de Hooke, e destas pelos deslocamentos, através das
relacdes deformagdo-deslocamento. Se forem escolhidas como incognitas basicas as tensdes,
as trés equagdes de equilibrio mostram-se insuficientes, e ¢ necessario utilizar também as
equacdes de compatibilidade, escritas em termos de tensdes através da lei de Hooke. Em
qualquer caso conforme acima observado, ¢ ainda necessario atender as condigdes no
contorno do soélido.

E comum adotar-se o método inverso: onde a forma de solugdo (usualmente em
termos de tensdo) ¢ fixada a priori, atendendo as condigdes de equilibrio e conduzindo a um
campo de deformagdes compativel; determina-se entdo as forcas de superficie
correspondentes, pelas condigdes de contorno. Outra possibilidade seria fixar o campo de
deslocamentos (atendendo as equagdes de equilibrio escritas em termos destes),
determinando-se entdo as deformagdes e tensdes (pelas relagoes deformagdo-deslocamento e

pela lei de Hooke), e finalmente as for¢as no contorno.

2.1.1 Equacées diferenciais de equilibrio (Navier)

Em um solido em equilibrio sob a acdo de um sistema de forgas, seja um

paralelepipedo infinitesimal de arestas dx, dy, dz paralelas aos eixos coordenados. (Fig. 01)
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Figura 01 — (a) Elemento infinitesimal.

(b) Forgas de superficie

Sabe-se que as forcas externas atuando em um corpo podem ser distribuidas no
volume ou na superficie, onde se observa que as forcas de volume atuam interiormente ao

corpo, como a gravidade, por exemplo. As equagdes de equilibrio podem ser escritas, em

notac¢do indicial, da seguinte forma:

o, tb; =0 (ij=13). 2.1

P; = 0;M; (2.2)

onde
O ou G sdo tensdes internas
b, Sdo forgas externas por unidade de volume

p; Sdo forgas externas por unidade de superficie

Quando n3o ha momentos por unidade de volume, resulta:
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2.1.2 Relagdes deformacgao — deslocamento

Admitindo-se as hipoteses de continuidade e que pontos vizinhos no corpo
permanecem na vizinhanca apo6s este ser deformado, chega-se a definir o tensor deformacgao,
que referido a0 mesmo sistema cartesiano de coordenadas ortogonais, tanto para a

configuragdo original quanto para a deformada, ¢ dado por:

g;=1/2 (ujji +u ;- ukjiuk’j) 2.3)

Restringindo-se apenas ao estudo das pequenas rotagdes, podem-se desprezar
infinitésimos de ordem superior como o ultimo termo da eq.(2.3). As componentes de

deformacdo podem entdo ser escritas assim:

g; =1/ 2(uj,i + ui,j) (24

2.1.3 Equacées de compatibilidade de deformacdes

Estas equagdes garantem condigdes para que, fixada os seis componentes de
deformacdo, seja possivel garantir a integridade das relagdes deformagdo-deslocamento.
Estas relagdes suplementares sdo obtidas, por exemplo, através de alguns calculos
eliminando-se as componentes de deslocamento das relagdes deformagdo — deslocamento,
obtendo-se assim o conjunto de seis equagdes independentes de compatibilidade de

deformagdes:

i T & — iyt —Ejik = 0

2.1.4 Equacdes constitutivas — Lei de Hooke generalizada

Na teoria da elasticidade define-se a relagdo entre o tensor de tensdo e o tensor de

deformacao pela chamada lei de Hooke generalizada:

0; = Ciugy (2.5)
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onde Cy,, ¢ um tensor de quarta ordem que contém as constantes que caracterizam o

material no ambito elastico.

Considerando-se a simetria dos tensores de tensdo e de deformagdo, o principio de
conservacdo de energia, e a suposi¢do do material ser isotropo (material que possui as
mesmas caracteristicas eldsticas em qualquer direcdo) reduz-se o niimero de constantes

elasticas a duas, em geral definidas por:

E =Modulo de elasticidade Longitudinal (Modulo de Young);

v = Coeficiente de Poisson.
Assim, pode-se escrever a relag@o entre tensao e deformagdo como sendo:

2Gv
Gij = ZGSU + mgkks

(2.6)

ij

onde G = L
2(1+v)

¢ o0 modulo de elasticidade transversal, também chamado de modulo de elasticidade
ao cisalhamento.

Pode-se escrever também a relacdo inversa da seguinte forma:

1 v
& = E[GU 1y Gkkf’ij} (2.7)

2.1.5 Condic¢oes de Contorno

Na formulagdo do problema elastico, além das equagdes que devem ser satisfeitas no
dominio, outras condi¢des devem ser atendidas no contorno do sélido. De maneira geral

pode-se ter: ou deslocamentos ou forgas prescritas no contorno (apéndice B).
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2.1.6 Estados Planos

Em determinadas situa¢des pode-se adotar simplificagdes para representar um
determinado problema elastico, caindo assim num problema de estado plano de tensdo ou de
deformacao dependendo de certas caracteristica existentes no problema real.

Quando uma das dimensdes do corpo for muito maior que as outras duas, € o
carregamento € unicamente perpendicular aos elementos longitudinais e ndo variam ao longo
do comprimento, pode-se supor que todas as segOes transversais estdo com as mesmas
condi¢des. De tal forma que o deslocamento na diregdo axial ¢ impedido. As componentes u

e v do deslocamento sdo fungdes de x e y, mas s@o independentes da coordenada longitudinal

z. Ficando o estado de deformagdo especificado apenas por €, €, ¢ vy, que ¢ denominado

estado plano de deformacgdo, sendo esta trés componentes fungdes somente de x e y.
As relagdes constitutivas para este caso tém a mesma expressao de (2.6), no entanto

os indices variam apenas até 2. As tensoes tangenciais referentes a dire¢do x; serdo nulas e a

tensdo normal G,, tem seu valor expresso apenas em fun¢do de ©,, ede G,,.

Quando uma das dimensdes do corpo for muito menor que as outras duas, € o

7

carregamento ¢ unicamente no plano destas, pode-se supor que as tensdes ao longo da

terceira dire¢do sdo nulas. Ficando o estado de tensé@o especificado apenas por 6, , G, ¢ T,

que ¢ denominado estado plano de tensdo. Sendo admitido estas trés componentes serem
independentes de z, elas ndo variam ao longo da espessura sendo fungoes somente de x e y.
Para este caso (estado plano de tensdo) as relagdes podem ser obtidas a partir das relagcdes do

estado plano de deformacao fazendo-se as seguintes transformagdes:

v

vi=——o (2.8)
1+v

G'=G (2.9)
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SOLUCAO FUNDAMENTAL DE KELVIN E EQUACAO
INTEGRAL PARA O PROBLEMA ELASTICO BIDIMENSIONAL

Capitulo

£ d

Neste capitulo sdo apresentadas as equagdes integrais de contorno, bem como a

solucdo fundamental de Kelvin.

3.1 METODOS

A formulagdo do Método dos Elementos de Contorno pode ser obtida de diversas
formas, como por exemplo, através do teorema da reciprocidade de Betti, introduzindo
alguns conceitos de residuos ponderados, ou até mesmo utilizando uma formulagdo
variacional semelhante a empregada no Método dos Elementos Finitos. Neste trabalho sera
descrita a formulacéo baseada na reciprocidade de Betti.

Pode-se dividir as formulagdes do Método dos Elementos de Contorno em trés
categorias:

Método Indireto: baseado na utilizacdo de fun¢des-densidade ficticias para formular
o problema. Embora essas fun¢des ndo tenham significado fisico definido, podem ser
integradas para obten¢@o de deslocamentos e tensdes. Essa abordagem ¢ dita indireta, pois os
deslocamentos ¢ tensdes reais ndo sdo utilizados em toda a formulacéo.

Método Semidireto: as fungdes empregadas neste caso para formular o problema
estao relacionadas as funcdes de tensdo que tem maior significado fisico do que as fungdes-
densidade ficticia, podendo as fungdes de tensdo serem diferenciadas ou integradas obtendo-
se assim deslocamentos e tensoes.

Método Direto: neste método, grandezas fisicas como, deslocamentos e forcas de

superficie, sdo utilizadas desde o inicio do desenvolvimento das equagdes integrais. As
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equacdes que regem o problema, relagdes constitutivas e equacdes de equilibrio sdo
transformadas em equagdes integrais validas no contorno através dos teoremas de Green e do

teorema da reciprocidade de Betti.

3.2 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE KELVIN

Antes da definicao de solucdo fundamental ¢ necessario definir que se esta tratando
de um meio elastico linear no qual se aplica uma forga unitaria no ponto s, chamado de ponto
fonte (source point) ¢ mede-se o efeito desta carga unitaria no ponto q. O dominio do
problema ¢ infinito, sempre que se desejar referir ao problema fundamental sera colocado o
asterisco.

Entende-se por solucdo fundamental de Kelvin, a solu¢do para o problema elastico
cujo carregamento ¢ dito unitario, ou seja, na equacgdo de equilibrio (equacdo de Navier)

substitui-se a parcela referente a forga de volume b; pela funcao Delta de Dirac (anexo B).

b;(q) = 3(s,q)c;(s) 3.1)

onde ci(s) trata-se do co-seno do angulo entre a for¢a e o eixo X; que pode ser
reescrito tomando-se os devidos cuidados com a fungao delta de Kronecker 9, (anexo C).

Ficando a equag@o de equilibrio desta maneira:

Gy +0(s,9)8,; =0 (3.2)

Substituindo na Lei de Hooke (para o problema fundamental) a relagdo deformagao
deslocamento eq.(2.4) e em seguida derivando-se com respeito a X; € substituindo-se o

resultado na eq.(3.2), tem-se:

. - 0(5,9)9y; _ 0

Loy i Wy ji G (3.3)

Uma solucdo desta eq.(3.3) € para a elasticidade plana dada por:
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. 1 1
u;(s,q) = m[(3-4V)ln (;) 8, + r,ir,j} (3.4)

Onde o primeiro indice refere-se a diregdo de aplicacdo da carga unitaria e o segundo

indice a direg¢do do deslocamento correspondente.

Para o problema tridimensional a equacdo (3.4) ¢ escrita desta forma:

. 1
u;(s,q) = m[(&@)&j + r,irJ (3.5)

Derivando-se a equagdo eq.(3.4) com respeito a Xy, rearranjando-se e substituindo-se

na relacao deformagdo deslocamento eq.(2.4) chega-se para o caso bidimensional a:

. -1
€ (8,q) = 872G (1—v)r [(1 2v) (1,8 + 1,8, )~ 18, + 2rr } (3.6)

Na forma geral tem-se:

. -1
& (8,9) = 8aunG (1—v)r° [(1‘2V)(r,k5ij +r,j8ik)_r,16jk +Br,ir,jr,k} (3.7)

Onde

Caso 2D = o=I1, =2
Caso 3D = a=2, =3

Aplicando-se a eq.(3.7) na lei de Hooke pode-se obter, para o caso bidimensional:

-1

Oy (5.0) = m[(mv) (rid; + 18, 18, )+ 2rryr, | (3.8)

Na forma geral tem-se:

% -1
Oy (8,0) = m[(l‘zv)(r,ksij 1,0y 1,0y ) +Prrr, ] (3.9)
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E por fim aplicando-se esta na formula de Cauchy, obtém-se para o caso

bidimensional:

1

P;(s.q) = m{[(mv)% 20 ]r, =(12v)(m; =10, )} (3.10)

Na forma geral tem-se:

. 1
P;(s,q) = m{[(1'2")5u +Brr, Jr, —(1-2v) (5o, —1n, )} (3.11)

3.3 EQUACAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA O PROBLEMA ELASTICO PLANO

Sdo apresentadas nesta secdo as representagdes integrais basicas de um corpo
elastico, que sdo ferramentas basicas para resolugdo de problemas pelo método dos
elementos de contorno. Estas formulas serdo deduzidas para o problema de estado plano de
deformacao, supondo que nio exista descontinuidade no corpo.

Seja um dominio € , limitado por um contorno I', submetido a dois estados de
carregamento: sendo o primeiro o problema em estudo e o segundo, o problema de Kelvin.

Através do teorema da reciprocidade de Betti pode-se obter a seguinte igualdade:

[ou(a)e (s.a)d2=[ o}, (s,q) e, (a) 4O (3.12)

Q Q

Onde os termos que contém * estdo relacionando as variaveis do problema
fundamental de Kelvin e as que ndo contém tal simbolo representam o problema real.
Manipulando-se a expressdo (3.12) com auxilio da relagdo deformagéo

deslocamento, eq. (2.4), pode-se obter a seguinte relagao:

icjkuij’kdg Zi Gijkuj,de (3.13)

Integrando-se por partes em ambos os termos da expressdo (3.13), chega-se a

expressio:
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_[ij kulde+IGJku n, dl" = .[G;k,kude+jG;kujnde (3.14)
Q T

Substituindo na expressdo (3.14) a equacdo de Cauchy tanto no problema real como

no fundamental

P,=o,n,
* *
P, = (SHR N
Pode-se obter:

chkkuudQ+IPu dl'=— '[Gukku dQ+IuPdF (3.15)

E ao empregar-se na expressao (3.15) a equagao de equilibrio tanto do problema real

como do fundamental

Ok =D
1_|k kK~ 6(S q)SU

Chega-se a:

jb uUdQ+IPu dr —j5(s q)3,u dQ+ju PldI

(3.16)
Rearranjando e resolvendo a integral d;u JJ-ES(S q)dQ =38;u;, tem-se:
lpjuijdr l dr+jbu dQ=38,u, a7
Como 5;u; =u; tem-se:
u;(s) == P} (s,)u;(@)dl + [ uj(s,q)P;(@)dl + [ b;(q)uj(s,q)dQ (3.18)
T r Q

Lembrando que para s ¢ Q@ = u,(s)=0.
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Aplicando-se a equacdo (3.18) na Lei de Hooke chega-se a equagdo integral de

tensdes para pontos internos:

[ 2Gv

5,(5)=-] T2y P +G (P + Py ) [uydr
rL
[ 2Gv . . . ;
+I ESUUM +G(uik’j +ujk’i) Pkdr (319)
TL
[ 2GV * * *
+f ooy it +G (uj+uj, ) 0,40
ol

Equacio integral para pontos do contorno

E conhecido que a equagdo Somigliana pode fornecer valores de deslocamentos em
qualquer ponto interno, desde que os valores de forgas e deslocamentos sejam conhecidos
em todos os pontos do contorno. Como a equagdo de Somigliana ¢ valida para qualquer
ponto do dominio €, incluindo-se o contorno I, é possivel encontrar uma equagdo integral
levando-se o ponto de colocagdo para o contorno. Para isso, ¢ necessario, quando o ponto
fonte esta no contorno, retirar a singularidade através de alguns célculos, organizando a
equagdo Somigliana agora sem singularidade particularizada para o ponto fonte pertencente
ao contorno.

Se o ponto fonte estiver sobre um trecho do contorno dito suave, & possivel
suplementar o dominio com um hemisfério de raio €, centrado no ponto fonte. Fazendo o
raio € tender a zero, o ponto fonte torna-se um ponto do contorno e a expressdo resultante
sera a equacdo Somigliana particularizada para o ponto fonte situado no contorno. Como ¢

apresentado na figura abaixo:

lg

Figura 02 — Solugao para singularidade em ponto fonte no contorno.
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Inserindo-se o semicirculo a equagdo Somigliana e aplicando o limite quando ¢ tende

a zero, tem-se:

u©=tlim -] PlG.au@dr+ [ uaP@d

-T+I",
* (3.20)
o, D1 (@U5G, q)dQ}
Como:
lim | [, b, (@u}s.0)42 | <0 (3.21)
i [, }(s.0)P,(@)r | =0 62
lim[ -] _P}(s,)u;(@dl" |=~[ P;(s,qu (@)l (3.23)
lim I jrj u; (s, q)P, (q)dr} = jr u;(s,q)P,(q)dl (3.24)
lim| [ by(@uj(s, 4| = [ b,(@uj(s,q)d2 (3.25)
135‘3[‘ jrg P, (s,q)u j(q)dr} = 1333[— jrg P; (s,9)(u;(q) - uj(s))dr:|
| * (3.26)
#lim| = P Gs.a)(u,(5))dr
Neste ultimo limite, pode-se aplicar a condi¢do de Holder e obter:
tm| [, B} 5. q)u, (@I | =-+1im| ~u,(9)f, Pj(s.q)r | (327)
Chegando-se assim a equacdo Somigliana modificada para o contorno:
Ci (S)uj (s)= _J‘ P; (s, q)uj (q)dI’ + J-u:; (s, q)Pj (q)dI’ + J. bj (q)u; (s,q)dQ (3.28)
T T Q

Para contorno suave segundo a figura 03 c;jj(s) assume os seguintes valores:
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1
c;(s)u;(s) = ESUU i(s) (3.29)

(a)Ponto Fonte em um Ponto de Contorno (b) Ponto Fonte em um Ponto de Contorno
Com Angulosidade Suave

Figura 03 — Ponto fonte no contorno, classificacdo para defini¢ao de c;(s).

E para contorno com angulosidade segundo a figura 03 c;(s) assume os seguintes

valores:
o cos2ysena sen2yseno.
—+
2n 4n(1-v) 4r(1-v)
c;(S)u;(s) = u;(s) (3.30)
sen2ysena. o cos2ysena

an(l—v) 21 dm(l—v)
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Capitulo

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

4.1 EQUACAO ALGEBRICA

Para que as equagdes integrais possam ser resolvidas, é necessario discretizarmos o
contorno em elementos de forma conhecida. E importante lembrar que quando falamos de
aproximag¢dao do contorno em elementos, estamos falando de dois tipos distintos de
aproximac¢ao: Funcdo de aproximacdo das variaveis do problema e funcdo de aproximacao

da geometria do contorno.

Figura 04 — Discretizagdo do contorno em elementos.

De acordo com o grau de aproximagdo, os elementos podem ser classificados em
constantes, lineares, quadraticos, cubicos ou de ordem superior. Além disso, € possivel
admitir que o grau de aproximacdo de geometria e varidveis seja diferente ou ndo, gerando
assim uma outra classificagio em elementos subparamétricos, isoparamétricos ou

superparamétricos.
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Neste trabalho serdo empregados apenas elementos lineares isoparamétricos.
Desconsiderando-se as forgas de volume e discretizando-se a eq.(3.28) obtemos a seguinte

expressao:

[e]{u)”+ 2| [ Hupar, |= 20} [[u"J{p}ar, (.
AT AT
Onde ne representa o numero de elementos de contorno utilizados para discretiza-lo.

4.1.1 Funcdes aproximadoras

Neste trabalho as fungdes aproximadoras das variaveis sao lineares, tal aproximacdo
pode ser feita empregando-se duas fun¢des de interpolagdo ¢, e ¢,, definidas em termos da

coordenada homogénea & como ¢é apresentado na figura 05.

Figura 05 — Elemento linear isoparamétrico.

Logo podemos escrever que:

1
u1

1 ¢1 0 ¢2 0 12 i
N I T @2)
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1

b,
1 1 0 2 0 12 J
{p}:{i}:ﬁ oo ¢j o[ L2T0PL @)
P>

Onde u]; (pl;) representa o deslocamento (forga de superficie), na dire¢cdo w, do nd

k do elemento e {u}l; ({p}];) representa os deslocamentos (forca de superficie) nodais do

elemento j.

A aproximacdo geométrica, feita de maneira analoga pode ser representada da

seguinte forma:

{X}_ﬁl 0 9, 0}
y R 6 0 o,

Substituindo-se as equagdes (4.2) e (4.3) em (4.1) tem-se:

1

1

5 (4.4)

2

<X X

el fu}2+ 20| [T J(@lar, |t =) [ J(@]ar, o}, @9

As integrais da equacdo (4.5) relacionam os deslocamentos do ponto de colocagéo, a
forca de superficie e deslocamentos nodais em qualquer elemento j. Por isso, sdo

denominadas matrizes de influéncia e seus valores resultantes podem ser representados por

(W] = [[p J[@]ar, (4.6)

(4.7)
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4.1.2 Montagem do sistema de Equacdes

Substituindo-se as equagdes (4.6) € (4.7) na eq. (4.5) e considerando-se que:

[Hw]— [HWTJ sej ¢ I’ ws)
Hij—i-c O sejcT .
[e][@]

Pode-se chegar a:

jzj[erj {uf) = jzi[Gwrj (o} 49)

No problema elastico bidimensional, o nimero de graus de liberdade é de quatro
vezes o numero de nods do contorno. Destes, metade sdo obtidos através das condigOes de
contorno. S30 necessarias, portanto 2*nn equagdes, onde nn é o nimero de noés, para a
resolugdo do problema. Escrevendo-se equagdes para nn posi¢do do ponto fonte, obtém 2*nn
equacdes, montando-se assim um sistema de equacdes lineares de ordem 2*nn, cuja

resolucdo fornece as incognitas restantes:
[H]{U} =[G]{P) (4.10)
4.1.3 Propriedades da Matriz H

A Matriz [H] possui uma propriedade bastante util decorrente do movimento de

corpo rigido. Caso um corpo finito se desloque no espago, sem se deformar, as forgas

resultantes deverdo ser nulas. Logo:

[H]{1} ={0} (4.11)

Sendo {I} um vetor com deslocamentos de corpo rigido para todos os nos.
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Decorre de (4.11) que, dada uma linha da matriz [H], a soma das constantes

pertencentes a colunas pares sera nula. O mesmo acontece com a soma das colunas impares.

Matematicamente, tem-se:

NN NN
D H, =0 ¢ > H, =0 (4.12)

. . . ’ *
Caso se trate de um corpo infinito, a integral do nucleo p, sobre um contorno
localizado no infinito, produzird como resultado as forgas do problema de Kelvin, ou seja,

uma carga unitaria na direcdo considerada. Logo os somatérios tornam-se iguais a:

NN NN
D Hu =1 e Y H, =0 (4.13)

NN NN
ZHZk—IZO ¢ Zszzl (4.14)

para linhas pares.

4.1.4 Ponto de colocacao

Para montagem do sistema (4.10), teoricamente, quaisquer conjuntos de pontos de
colocacgdo serviriam. Contudo, ¢ conhecido que quando estes pontos se distanciam muito do
contorno para fora do dominio, as respostas incorrem num erro consideravel.

Se a integracdo nos elementos for feita de forma numérica estando o ponto fonte
muito proéximo do contorno, a resposta também ndo sera boa. Para evitar este tipo de
problema (no caso em que o ponto esta proximo do contorno) a técnica de sub-elementagéo
minimiza o erro de tal integracao.

Outro posicionamento do ponto fonte muito interessante que acaba se tornando o
mais indicado ¢ aquele em que se coloca o ponto fonte sobre o contorno, introduzindo-se
assim um problema a mais na resolugdo das integrais singulares, que se trata do valor

principal de Cauchy, mas se estas integrais forem resolvidas de forma analitica, tem-se um
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pouco de dificuldade de deduzir as integrais contidas na equa¢do Somigliana, mas o
resultado ¢ melhor do que os obtidos pela integracdo numérica, justificando assim o trabalho
necessario para tais dedugdes.
Neste estudo, varias possibilidades sdo possiveis, dentre elas podemos citar:
e Ponto fonte fora do contorno com integracao analitica.
e Ponto fonte fora do contorno com integracdo numérica (com sub elementacao).
e Ponto fonte no contorno com integragdo totalmente analitica (tanto a singular
como a ndo-singular).
e Ponto fonte no contorno com integracdo semi-analitica (sendo a singular
analitica e a ndo-singular numérica com sub-elementacao).
Este programa ainda possibilita o posicionamento do ponto fonte quando fora do
contorno, tanto na bissetriz como a uma determinada distancia perpendicular ao elemento

como ¢ mostrado na figura 06.

Figura 06 — Posicionamento do ponto fonte.

4.1.5 Condic¢oes de Contorno

As condi¢des de contorno do problema podem ser descritas das seguintes formas:
deslocamentos prescritos, forgas de superficie prescritas, ou até mesmo uma relagdo entre as
for¢as de superficie e deslocamento (como acontece, por exemplo, no caso de um apoio de
mola ou inclinado) (apéndice B).

Para suprir a necessidade de condigdes de contorno a serem prescritas, faz-se

necessario a prescricdo de duas condi¢des de contorno por noé. Para introduzir as condi¢des
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de contorno em (4.10), as matrizes [H] e [G] devem ser rearranjadas de forma que todas as

variaveis conhecidas estejam no segundo membro e todas as incdgnitas, no primeiro. Isto é

feito trocando-se as respectivas colunas de [H] e [G] , obtendo-se assim o sistema:

[AJ{VC}=[B]{VP} (4.15)

Onde [A] e [B] sdo respectivamente, as matrizes modificadas de [H] e [G] O

vetor {VP} trata-se do vetor que contem os valores prescritos do contorno e {VC} 0 vetor

dos valores de contorno a serem calculados.

4.1.6 Resolucao do sistema de equacoes

Pode-se multiplicar o vetor de valores prescritos {VP} pela matriz [B] obtendo-se

o sistema linear de equacdes:

[Al{vCE={c} (4.16)
Onde
{C}=[B]{VP} (4.17)

Com o sistema linear apresentado em (4.17) a resolugdo do sistema ¢ simples de ser

obtida, é importante lembrar que a matriz [A] ¢ uma matriz cheia com valores combinados
das matrizes [H] e [G] , sendo os termos [G] de valores com ordens de grandeza diferentes

de [H] 0 que acarreta em problemas de condicionamento da matriz [A] e que no caso do

emprego de sub-regides que serda descrito mais adiante, esta matriz é esparsa. Para tanto
alguns cuidados devem ser tomados na hora de se escolher a rotina a ser empregada na
resolucdo de tal sistema. No programa desenvolvido, empregou-se a rotina de Gauss-Jordan

com pivoteamento completo.
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O outro aspecto importante a ser enfatizado ¢ que o vetor de valores calculados

{VC} ¢ misto contendo parte de valores de forca e parte de valores de deslocamento, o que

exige um rearranjo na hora de se visualizar tais valores separando-os de forma coerente.

4.1.7 Calculos de deslocamentos, tensoes, deformacdes e forcas de superficie.

Apo6s a resolugdo do sistema de equacdes, os valores das forcas de contorno e
deslocamentos sdo conhecidos. Logo, determinar os parametros adicionais necessarios a

analise do poblema é um procedimento simples.
Deslocamento em pontos internos

Os deslocamentos de pontos internos ao dominio podem ser facilmente calculados
com auxilio da equacdo Somigliana que pode ser escrita de maneira sucinta para ponto

interno da seguinte forma:

ne H ne

fuf" ==Y (W [ {u} +Y [GW]"{p}] (4.18)

J=1 =

Onde {u}" representa os deslocamentos em um ponto interno ‘p” qualquer, portanto

através da eq. (4.18) pode-se obter os deslocamentos no ponto ‘p’ em fungdo dos

deslocamentos e forcas de superficie nodais.
Deslocamento em pontos sobre os elementos de contorno

O calculo dos deslocamentos em pontos situados sob os elementos do contorno
(diferente dos nos ja calculados na resolugdo do sistema de equagdes) neste trabalho ¢é feitos
de forma similar ao calculo dos deslocamentos de pontos internos.

Mas agora usa-se também os termos singulares de integragdo e deve-se levar em

conta a constante que para contorno suave vale %2 que ja foi comentada no capitulo anterior.
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Tensdes em pontos internos

As tensdOes em pontos internos podem ser calculadas através das equagdes
constitutivas eq. (2.6), modificadas com aplicagdo da relagdo deformacdo deslocamento

eq.(2.4) que esta descrita a seguir:

2Gv
ol = ———8;u, +G(u;+u;;) (4.19)

b(1-2v)

Substituindo-se os termos de deslocamentos da equac¢do acima pela equagdo

Somigliana sem o termo de dominio, logo chega-se a expressao abaixo:

* Ul
_[ 2Gv 5, ”‘+G uy | M p, dl +
Ll(1-2v) 7 ox, ox;  0x,
* (4.20)
J‘ 2Gv u 8plk e ap]k_'_épjk u,dl
L(1-2v) " ox, ox;  0x
Na forma matricial, tem-se:
p
G11
{G}p: Opr = uk Z[S]Uk : (4.21)
j:l
G2

ijk ijk .
Onde os termos [D]J e [S]J sdo respectivamente dados por:

- Dlll D211 1
[D]" = ];“2 D,, :lm{( -2v)[r 8, +1,8; ISJk]+2(i(j(k}dF (4.22)
122 222
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" Slll lel G
[s]" = :112 2212 :'r[m{zr,n [(1_2V)5jkr,i+v(6ﬁr’k+6“‘r’j)+
122 222

(4.23)
—4rrr, ] +2v [njqk(i + 0,11, } +(1-2v) [ni(jpk +n,3; +n3,

~(1-4v)n3, |dr

Onde r, indica a derivada do raio (mddulo do vetor posi¢do) na dire¢do do versor

normal ao elemento.
Tensdes em pontos sobre os elementos de contorno

O calculo das tensdes em pontos situados sob os elementos de contorno (diferente
dos nos ja calculados na resolugdo do sistema de equagdes) neste trabalho, assim como para
o caso dos deslocamentos, sdo feitos de forma similar ao calculo das tensdes de pontos
internos s6 que agora se deve empregar ainda as solugdes para as integrais singulares,
quando o ponto fonte estiver sobre o elemento em que se estd integrando. As deducdes de
tais expressoes serdo comentadas mais a frente e as expressoes finais sdo apresentadas nos

anexos D e E.
Tensoes nos nos do contorno

Este item apesar de saber-se que ha um problema de indeterminacdo dos valores de
tensdo para as extremidades dos elementos de contorno, para efeito de pos-processamento,
mapas de tensdo, ¢ isolinhas de tensdo sdo necessarios que algum valor de tensdo sejam
atribuido as extremidades dos elementos, sabendo-se, contudo que isto implicaria num erro
consideravel. Contudo para analises e estudos dos resultados dos exemplos simulados, as
tensdes que sfo empregadas sdo aquelas encontradas em pontos internos ou em pontos

localizados no contorno ndo estando estes sob os nds do contorno.

O calculo de tensdes sob os nos do contorno foi feito calculando-se a tensdo em dois
pontos situados nos elementos de contorno (2/3 e 1/3 do comprimento do elemento) como ¢é
apresentado na figura 07, de posse destes valores ¢ feita uma extrapolagdo para os valores de
tensdo das extremidades dos elementos. E por fim ¢ feita uma média entre a tensdo de

extremidade do elemento com a tensdo de extremidade do elemento vizinho.
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Figura 07 — Extrapolagdo da tensdo interna ao elemento para os nés do contorno.

Deformacdes em pontos internos e do contorno

Tendo-se o vetor de tensdes do ponto em questdo, basta aplicar a lei de Hooke para

se obter as respectivas deformagdes do ponto.

4.2 INTEGRAIS ANALITICAS

Esta secdo tem por objetivo descrever os resultados das integrais de forma analitica

dos termos das matrizes H,G, S e D, tanto as singulares quanto as ndo singulares.

Contudo devido a extensdo destas equagdes, sera apresentado somente um exemplo

de deducao e os resultados serdo apresentados nos anexos D ¢ E.

Termos a serem calculados:

1 1 iyy2 2
Hll H12 'Hll H12
1 1 iyr2 2
H21 H22 'H21 H22

1 1 12 2
Gll G12 . Gll G12

H |= -
[1.] Gl GLiGh G
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Sho SIS Sh D, D,:Dj Dj
[Sz]= Slzl SIZZES; ng [Dz]= Dlzl Dlzstgl Dgz
Sy SuiSy S D;, D :D; D
onde:
-1
[H];=] m{[(l-ﬁ)ﬁﬁ 200 Jr, —~(1-2v)(xn; —rn; U (4.24)
r
1 1
[6];=] m{(’ﬁ-@)m(;} 0+ r,ir,j}dr (4.25)
r

G
S| = [=———= {20, [ (1-2v) 8,1, +v(8,1, +8,1,)—dr;r,
[ ]U ‘1{271(1—\/)1'2{ r,n |:( V) Jkr,l+v( ]lr,k+ 1kr,J) r,lr,Jr,k:| (426)
+2vinr,r,+n.rr, [+(1-2v)|nrr, +n0,+n9d, |-(1-4v)no, dl
J » 2 5] b ’J > J J J
1
(), = [y 020 [nedy =iy J 2nye far @27)
r

Note que para facilitar a dedug@o de tais integrais, nem sempre foi adotado um
mesmo sistema de coordenadas, portanto na hora de implementar tais deducdes, estes
paradmetros devem ser levados em conta tanto para fornecer corretamente os dados de calculo
dos termos quanto apds o calculo dos termos das matrizes, deve-se fazer as respectivas

transformacdes de forma coerente para o sistema global novamente.

4.2.1 Integrais nao singulares

Para as integrais ndo singulares, ponto fonte fora do elemento a ser integrado,
dividiu-se em trés possibilidades, que sdo: ponto fonte fora do alinhamento do elemento,
ponto fonte alinhado com o elemento atrds do mesmo, ponto fonte alinhado com o elemento

e na frente do elemento.
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Figura 08 — Casos para integracdo nao .singular.

Para ilustrar a deducdo de tais integrais sera apresentado de forma detalhada a

dedugdo do termo Dj, para ponto fonte fora do elemento a ser integrado (integral nio

singular) com o ponto fonte ndo alinhado com o elemento. Como esta ilustrado na figura a
seguir:

Figura 09 — Transformacdo de coordenadas para integragdo analitica ndo singular com ponto
fonte ndo alinhado com o elemento

Pela figura 09, pode-se concluir que:

a a
CosO=—,0ur= 4.28
Cos6 ( )
_y
Senf == (4.29)
T
_Yy ok
Tgb=—=",0u y=a*tgb+y, (4.30)
a
ds =dy = y'd0 = asec’ ede:( L jd@ (4.31)
cos” 0
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r,=cos® e r,,=send

n, =cos(n,x)=cos0° =1 e n,=cos(n,y)=cos90° =0

or
n +5ny =1, n,+1,,0n, =cos0*1+senf*0=cosO

o, =1-L=1 Y. 180
L L L
y |y, tgb

==—=""4a—=>

o, L L L

e=+1 =1

(4.32)

(4.33)

(4.34)

(4.35)

| T

Figura 10 — Fungdes de forma.

Como ja vimos anteriormente:

1

i jm{(l'z") [r,kSij + 1,8 —1;5 :| + 2011, } dr
r

Para i,j,k,1=1 , agrupando algumas constantes da seguinte maneira:

1
k =
© 4n(1—v)
ekl =(1-2v)

(4.38)

(4.39)

(4.40)
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E levando-se em conta as variaveis definidas anteriormente em fungido de 0 tem-se:

[¢)
¢ 0 y, a a
D!, = [ek 2 ek, cosO+2cos’ 0 (1——5——t 9) do 4.41
“éfl a{l } L Lo )cos0 (+41)
0, y a
1 _ 2 s
D! = ej ek {ek, +2cos 6}(1—f—ftg6jd6 (4.42)
% y y a a
Dj, =ek|{ek,| 1-2% |+2cos’ 0| 1-2= |—ek, —tgh—2—cosOsend ; dO 4.4
1 é‘:{ 1( Lj ( Lj 'L g L } (4.43)
0,
D, = ek{(ek19+9+cos Gsene)(l—%}r(elen(cose)+ cos’ 9)%} (4.44)
6,
0, = (1 _yfj (4.45)
D, = ek{[(ek1 +1)6, +cos E)zsen@z](p1 + (elen(cos 0,)+cos’ 6, )%}
(4.46)

_ek{[(ek1 +1)6, +cos0,send, |, +(ek,Ln(cos6, )+ cos’ 6, )%}

De forma semelhante, os outros termos das matrizes H, G, S e D sdo deduzidos, € os

resultados estdo apresentados no anexo D.

4.2.2 Integrais singulares

Quando o ponto fonte pertence ao elemento de integragdo, o integrando no calculo
das matrizes de influéncia apresentara singularidade devido a solu¢ao fundamental. Para este
caso, neste trabalho, o calculo singular das matrizes de influéncia foi feito analiticamente e
os coeficientes calculados sdao listados a seguir. Dando a ateng@o necessaria ao valor
principal de Cauchy quando era o caso de uma integral de 1/r, e ao valor principal de

Hadamard quando era o caso de uma integral de 1/r*.
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Trés casos foram considerados, dependendo da posi¢ao do ponto fonte ao longo do
elemento de integracdo: No inicio, em alguma posi¢do intermediaria, ou no final. Tanto o
primeiro quanto o terceiro caso podem ser considerados como particularizacdo do segundo

caso.

Figura. 11 — Casos para integragao sihgular.

As equacdes ja integradas sdo apresentadas no anexo E.

No primeiro e no terceiro caso, a parte singular das integrais de H e G sempre irdo se

anular se considerarmos a outra parte singular do elemento adjacente ao mesmo.

Como foi citado anteriormente, no caso das integrais de S e D para calculo de tensdo,
somente o segundo caso (ponto interno ao elemento) foi calculado, isto por causa da

indeterminag@o existente para tais integrais em contornos nao suaves.

4.3 INTEGRACAO NUMERICA

No caso da integragdo ndo singular, desenvolveu-se no programa tanto a op¢ao de
integracdo totalmente analitica, ou a parcialmente analitica, sendo neste segundo caso as
integrais ndo singulares calculadas de forma numérica através da quadratura de Gauss-
Legendre.

De maneira geral a integragdo numérica ¢ empregada quando o calculo analitico de

integrais da forma

[PF(x)ax (4.47)

\

apresenta alguma dificuldade para ser obtida de forma exata devido a complexidade do

integrando F. A idéia basica ¢ a de que uma integral com limites arbitrarios pode ser
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transformada através da utilizagdo de coordenadas naturais e, entdo calculada

numericamente.

Em varios problemas onde se requer integragdo numérica, ¢ necessario efetuar a
transformacdo da coordenada global do problema (por exemplo, X) para uma coordenada

local ¢, de forma que, quando x=x,, §=-1 e, quando x=xg, £=1. A coordenada local & ¢

também conhecida por coordenada normal, natural ou homogénea.

4.3.1 Quadratura de Gauss-Legendre

Quadratura ¢ o termo empregado para o calculo numérico de integrais (em lugar de
calculo analitico através de tabelas). Existem varias regras de quadratura: Newton-Cotes,

Gauss-Legendre, Gaussiana Logaritmica e etc.

A quadratura gaussiana (Gauss-Legendre) consiste em se aproximar o valor de uma
dada integral, em um intervalo normalizado de —1 a 1, pela integral de um polindmio
interpolador da fungdo neste trecho. A integral deste polindmio é calculada fazendo-se o
somatorio do valor da fung¢@o polinomial em determinadas abscissas, multiplicadas por

fatores de ponderagdo, conhecidos como pesos.

A formula de integragdo de Gauss-Legendre ¢ dada por

L F(9ax= [ F(x(@))llaz = SF(E)l o (@48)

Onde

o, sdo os fatores de ponderagio;
&, sdo os pontos-base;
| j|i indica o jacobiano da transformacao de coordenadas, calculado no i-ésimo ponto

de Gauss.
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Para o elemento isoparamétrico linear, o jacobiano assume um valor constante igual
a metade do comprimento do elemento. Para elementos de grau mais elevado este valor deve

ser calculado ponto a ponto segundo a seguinte equacao:

J(e)=9C - [dx(‘i)Jz " (dy(g)f (4.49)

dg dg dg
Sendo:
dx(¢) _do,(8) ‘e dy(&) _di(8) y (4.50)
dg de dg dg

Com 1 variando de 1 até n+1.

4.3.2 Sub-elementacao

A integra¢do numérica conduz a bons resultados quando o ponto de colocacdo ndo
esta muito proximo do elemento a ser integrado, contudo, caso isso ocorra, haverd um
problema de quase singularidade, ou seja, os nucleos das integrais passam a ter gradiente
muito elevado e fazem a integral numérica divergir.

Para melhorar os resultados obtidos através da integragdo numérica para pontos
fontes muito proximos aos elementos de contorno pode-se introduzir técnicas que melhoram
estas integracdes.

Uma maneira de se evitar este problema de quase singularidade é utilizar-se de sub-
elementos, que consiste basicamente em dividir o elemento de integragdo em sub-elementos
menores (de comprimento padronizado ou progressivo). Os sub-elementos padronizados, de
tamanhos iguais, ndo sdo tao eficientes quanto aos sub-elementos progressivos, de tamanho
variavel, cujo tamanho ¢ fun¢ao da distancia do ponto de colocagao.

Considera-se que seja valida a relacdo:

N Sub elem

If(rj)¢ndrj: Z If(rii)¢ndrji (4.51)

T i=1
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E=—1 m=1 n=0 n=+1 &=0 E=+1

_ &
{li —— bi | —
L. I
i :

- - b »
L2 L/2
L

Figura 12 — Coordenadas adimensionais 1 ¢ &.

Transformando-se para as coordenadas adimensionais n, isto é, para:

I'=a, >n=-1
'=b, >n=1

Logo:

N Subelem | 1

!f(Fj)¢ndFj= 2 I;‘_[f(n)%dn

(4.52)

¢,

Figura 13 — Fungdes de forma.

Pode-se observar que ¢, (&) esta relacionado com a coordenada adimensional &,

pois ¢, (&) sdo fungdes de forma, isto ¢, relaciona o valor de uma dada varidvel em fungéo
dos valores nodais do elemento figural3.

Pelo fato do intervalo de integragdo estar em fun¢do da coordenada adimensional
n[-L+1] e sendo a fungdo de forma expressa em coordenada adimensional &, ha

necessidade de se fazer a correlagdo entre as duas coordenadas adimensionais.

Deve-se fazer uma pesquisa para identificar se o elemento serd dividido em sub-
elementos ou ndo. Para identificar se o elemento precisa ou nao ser dividido em sub-

elementos e qual o tamanho deste, considere-se a figura 14, onde se tem um elemento que

sera integrado numericamente, sendo o ponto S, proximo ao elemento.

Inicialmente calcula-se a distancia (rs) do ponto de colocag@o ao inicio do elemento,
dada por:

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores.

Wilson Wesley Wutzow



Capitulo 4 — Método dos Elementos de Contorno 42

rs = \/(xi - X, )2 +(y, -V, )2 (4.53)

Calcula-se também o seno e o co-seno do dngulo formado por esta reta (rs), isto é:

cosp = 2a %
rs
(4.54)
senp = Ya—Yi
rs
\\
h*
b
N
hY
\,
A(xa,ya)
p
S(xi,yi)
Figura 14 — Determinagdo dos angulos para o sub-elemento.
Pela figura 14, pode-se concluir que
y=B-a = cos(y) = cos(Bp—a)=cos(o)cos(B)+sen(a)sen(B) (4.55)
Pode-se obter o angulo ¥, fazendo-se para isso:
Y=n—-y (4.56)

Se 0 dngulo ¥ for menor que 60° entdo o comprimento do sub-elemento sera dado

pela intersecdo da mediatriz da distancia rs com o elemento de integracao, figura 15.
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S
Figura 15 — Determinagdo dp comprimento para o sub-elemento.

Com isso o comprimento do sub-elemento (dist), serd dado pela relagao:

% T (4.57)

= dist =

y) =
cos('¥) dist 2cos(y)

Como ¥ =n—vy
Logo: cos(¥)=—-cos(y)

Quando o angulo ¥ for maior que 60° entdo o comprimento do sub-elemento (dist)

sera igual ao comprimento da distancia rs, figura 16.

S

Figura 16 — Comprimento do sub-elemento para y maior que 60°.

Repete-se este processo até o somatorio dos sub-elementos ser maior ou igual ao

elemento de integragdo. Caso o sub-elemento seja maior, entdo este tltimo sub-elemento tera
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comprimento igual ao que resta para completar o somatorio, o que acontece com r8 na figura
17.

r8*

rl 12 3, 4,15 16,6 17 , 8

4 O
X

Figura 17 — Divisao do elemento em sub-elementos.
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Capitulo

SISTEMA LINEAR SUAVE — MINIMOS QUADRADOS

£ d

O método dos elementos de contorno pode apresentar em certas situagdes oscilagdes
dos resultados. Isso ocorre com certas condigdes de contorno (descontinuidades) e
principalmente ao longo de interfaces de sub-regides com grandes diferengas de modulo de
elasticidade ou em acoplamento MEC/MEF. Nestes casos, os resultados satisfazem o
equilibrio, porém com grandes oscilagdes. Para corrigir essa distor¢do do método, sem que
seja necessario para isto o aumento excessivo da discretizacdo, uma das alternativas ¢
escrever um numero maior de equagdes algébricas para 0 mesmo problema e obter a solucdo
com o método dos minimos quadrados.

Sobre a técnica de suavizacdo, dois tipos de melhorias de resultados podem ser
esperados, o primeiro ja descrito acima diz respeito & minimizagdo das oscilagdes, o segundo
se refere ao fato de que além de minimizar as oscilagdes pode-se chegar a resultados que
represente melhor o problema analisado, a partir de um sistema de equagdes menor do que o
que normalmente seria necessario, ja que o sistema de equagdes apos a aplicacao da técnica
deve representar melhor o problema fisico do que o sistema de equacdes original, ndo
exigindo assim um aumento da discretizagao.

Esta técnica pode ser empregada tanto por sub-regido como também por elemento,
sendo a segunda muito mais rapida que a primeira. Estas duas maneiras de se aplicar a
técnica sdo apresentadas a seguir.

Como apresentar os conceitos bésicos do método dos minimos quadrados usando
para isso o método dos elementos de contorno seria algo que imporia um determinado grau
de dificuldade levando talvez a incompreensdo do método optou-se por fazem uma
explanagdo dos conceitos basicos em um problema mais simples, explanagdo esta

apresentada no item 5.1. Ja a aplicacdo da técnica de minimos quadrados ao método dos
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elementos de contorno é demonstrado de maneira bastante sucinta nos itens 5.2 (minimos
quadrados por sub-regido) e 5.3 (minimos quadrados por elemento). E finalmente no item

5.4 sdo apresentados alguns exemplos de aplicacdo da técnica.

5.1 CONCEITUACAO BASICA SOBRE O METODO DOS MiNIMOS QUADRADOS

Ao aproximar uma fun¢@o f por uma fungdo g de uma familia G estaremos
introduzindo um erro r que serd chamado de residuo.

Assim

r(x)=1(x)-g(x) (5.1)

Aparentemente, uma “boa” aproximacdo seria obtida fazendo Zr(x):o.

Analisemos tal afirmagao, suponha que foi realizado um experimento em que se levantou os
pontos pl, p2, p3 e p4. Sabendo-se que o fendmeno ¢ descrito por uma reta, vamos

determina-la de modo a satisfazer Zr(x) =0. Pode-se observar na figura 18 que todas as

X

retas que foram tracadas obedecem tal critério, o que mostra que Zr(x) =0 ndo é uma boa

X

escolha.

e

[
.

\

Figura 18 — Aproximagoes possiveis considerando Zr(x) =0.

X

O problema que estamos enfrentando com este critério ¢ o fato dos erros positivos
cancelarem os erros negativos. Portanto, se deixarmos de considerar o sinal dos erros,

evitaremos este problema. Isso pode ser feito trabalhando com valor absoluto dos residuos ¢

exigindo que Z|r(x)|=Oseja minimo. Achar o minimo desta fun¢do nos leva a uma
X
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dificuldade matematica ndo desejada. Um outro critério com a mesma caracteristica, porém

com tratamento matematico mais simples, € exigir que Zrz (x)=0seja minimo. O método
X

para aproximar uma fungdo f por uma g G utilizando esse ultimo critério ¢ denominado
método dos minimos quadrados.

De acordo com VOLTERRA (1956), a solu¢do de um sistema de equagdes

[A]mn {X}n = {B}m onde m>n pelo método dos minimos quadrados € equivalente a resolver

o0 seguinte sistema de equagdes: [A]T [A]{X} = [A]T {B} .

5.2 MiNIMOS QUADRADOS POR SUB-REGIAO

A técnica de suavizacdo do contorno com aplicagdo dos minimos quadrados consiste
basicamente em gerar mais equagdes do que as necessarias aumentando o numero de pontos

fontes. Para reduzir entdo esta super abundancia de equagdes substitui-se o sistema:

[H){U} =[G]{P} (5.2)

para o sistema

(] (1 J{uy =1 ] 6 ]{p) (5.3)

onde

[H*JT tem ordem ((K*nn)X(K*nn+2*n*ne))
[H*J e [GJ sdo de ordem ((K*nn+2*n*ne)X(K*nn))

sendo {U} e {P} os do problema original de ordem ((K*nn)X(1))

K para aproximacao linear vale 2, pois o nimero de equagdes a ser gerado no caso
linear ¢ de duas vezes nn que é o nimero de nos, ne é o numero de elementos do problema. E

finalmente n € o nimero de pontos fontes adicionais por elemento a serem gerados.
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Para deixar mais clara a aplicagdo do método, sera apresentado um exemplo bem

simplificado, cujo contorno ¢ discretizado com trés elementos, uma Unica sub-regido e o

numero de pontos fontes adicionais por elemento a ser empregado para aplicagdo da técnica

neste caso ¢ 1, mas poderia ser quantos se desejasse adicionar. A seguir é apresentada a

discretizagdo do problema:

5 o's 4
S5 (S4
4
S9x gs
6y Q ), S3
y
o

1 S1 S7 S2 2

Figura 19 — Discretizagao do problema.

Na figura acima, se fossemos resolver este problema, necessitariamos apenas dos

pontos fontes S1, S2, S3, S4, S5 e S6 o que resultaria em uma matriz [H] e uma [G] de

ordem 12x12 como ¢ apresentado a seguir:

S1
S2
S3
S4
S5
S6

P P P,

RS S1

T i

23456 123456

oo

S2

S5

s6 {

Figura 20 — Matrizes [H] e [G] originais que serdo substituidas pelas novas matrizes [H]novo

€ [G]Novo-

Contudo para aplicar a suavizagdo do contorno pela técnica dos minimos quadrados

por sub-regido € necessario gerar mais equacdes do que incognitas adicionando-se para isso

os pontos fontes S7, S8 e S9, criando-se assim as matrizes [H*] e [H*]". Logo a partir destas

¢ gerado uma nova matriz [H]nov que substituird no sistema original a matriz [H].
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123456
e g, o
§1 §2 5354 55 S6 57 58 59 51 {
WY (Anamananananansssn) s2 {
5 53 {
——% — O 4 { E=
: 1 " — ] fﬂ * gg %
F gg ] s7 {
— . S8
S9

Figura 21 — Ilustracdo da montagem da nova matriz [H ]novo-

Para a criacdo da nova matriz [G]novo que substituird a antiga [G] no sistema original,
procedimento semelhante ao que aplicado na matriz [H] é empregado, contudo, a matriz
transposta empregada é a matriz [H*]", como ¢ apresentado a seguir.

123456
o e, P e e o,

s1 {
S2
S3
S4
S5 @ e
S6

S7

s8
s9 {

Figura 22 — Ilustragdo da montagem da nova matriz [ G Jnovo.

5.3 MINIMOS QUADRADOS POR ELEMENTO

A técnica dos minimos quadrados pode ser aplicada por elemento para suaviza¢do do
contorno apresentando bons resultados € com um ganho consideravel de tempo de
processamento. Com no processo anterior, deve-se gerar mais equagdes inserindo-se novos
pontos fontes. SO que agora a redugdo ¢ feita somente entre as equagdes criadas para um
Unico elemento como € descrito a seguir:

Partindo-se dos conjuntos de equagdes gerados pelos pontos fontes provenientes de

um Unico elemento que podem ser representadas pelas parcelas das matrizes [H] e [G], aqui

chamados de [h] e [g] tem-se:

], =[0" T e [e],.=[n"][e¥] (5.4)
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onde
[h] . e [g], serdo as novas parcelas que irdo substituir as parcelas antigas [h] e
[¢] em [H] e [G]

[h*] e [g] de ordem ((K+2*n)X(K*nn))

[h**]T ¢ de ordem ((K*nn)X(K+2*n))

De forma semelhante a técnica de suavizagdo por sub-regido que foi apresentada
anteriormente, serd apresentada uma ilustragdo para deixar claro a aplicacdo da técnica. A
discretizagdo do problema é a mesma do exemplo anterior como pode ser observado na

figura a baixo, o nimero de pontos fontes adicionais por elemento também ¢ o mesmo.

5ee4
S5 (S4

/
S9% s8

64 Q \, 53

Y s

1 S1 57 3 2

Figura 23 — Discretizag@o do problema.

As matrizes [H] e [G] do sistema original seriam as mesmas do exemplo anterior

como ¢ ilustrado a seguir:

123456 123456

ﬁ‘?‘\ﬂp\.\“p?ﬂ\“

e, e, i, e, v,

S1 S1 {H
S2 JEREEEE s2 Ik
3 {H-FE s3 {fH
5 R 5S4

S5 % - .; S5 {

S6 {rrrrrH S6 {

Figura 24 — Matrizes [H] e [G] originais que serdo substituidas pelas novas matrizes [H]novo
€ [G]Novo-

Contudo, as novas matrizes [H]novo € [G]novo que irdo substituir respectivamente as

matrizes [H] e [G] serdo criadas de outra forma como ¢ ilustrado a seguir:
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_— G C| S257 1 2-3 4 -5 6
i 1 ﬂ"“""* s1 {
+ s2 {
- : s7 {
$3 54 S8 123458
e, o i, et et ey e,
: A s3 {
max X % sS4 {
I 'I | i S8 {
wan
m 555659 1234658
FEEFEEEEEREE 5 A i, S5 {"’""P""“‘F"“MM
ﬁ:: i EECE .|‘ = 6 * 86 {
s9 {

Figura 25 — Ilustracdo da montagem da nova matriz [H Jnovo-

— *%7 T P
[G] << [d] — [h*] * [g
Novo Novo L Ny i
SN .52 87 Lﬂ%i/‘i’?‘i
R . St {
5 %k 52 {
s7 4
S3 54 58 1234586
3 FricEm S3
1 sk sS4
s8 {
55 56 549 Jﬂﬂ%iiii
5{,--*«-6-;-% S5 {
6 % 56 §
s9 {

Figura 26 — Ilustracdo da montagem da nova matriz [ G Jnovo-

5.4 EXEMPLOS DE APLICACAO

A seguir sdo descritos trés exemplos para demonstrar as resultados da técnica. A
primeiro exemplo trata-se de uma viga engastada com carga na ponta do balanco. Ja no
segundo exemplo estuda uma chapa retangular engastada em um dos lados e parcialmente
engastada em outros dois e carregada na quarta face. E por tultimo, os resultados de uma
chapa composta por trés dominios com modulos de elasticidade e coeficientes de Poisson
diferentes, apresentando assim os resultados da técnica quando aplicada a mais de uma sub-

regido.
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Exemplo 1 Viga engastada

Viga engastada com carga concentrada na ponta do balango como ¢ apresentado na

figura 27 abaixo.

y 2

N

]
E=1
v=0

'\

y

X
>

\lﬂ—ﬂ—“—ﬂ—ﬂ—"-‘ﬂ—ﬂ—
[—

Figura 27 — Dados do exemplo.

As figuras 28 e 29 apresentam as discretizacdes adotadas neste exemplo, quando

houver no6 simples a simbologia adotada ¢ apenas uma barra e no caso de né duplo uma cruz.

Os noés duplos serdo empregados sempre que houver mudangas ou de vinculagdo ou de

carregamentos.

20 elementos

200 elementos

Bl

A
i 3

R o e e e e e L e et e 1 1 1

Bl

14l
Lg
Bl
1al

10 elementos
10 elementos
100 elementos

.
Ld

R P L e e <o 35

L

Bl
Ll

100 elementos

3

L

Bl

b3
b
e

L | ™~
20 elementos

Figura 28 — Malha 1 — 60 elementos.

200 elementos

L

Figura 29 — Malha 2 — 600 elementos.

Outras discretizagdes foram simuladas, mas neste estudo apenas estes dois casos sdo

estudados.

No grafico 1 sdo apresentados os deslocamentos da face inferior da viga, para a

malha com 60 elementos, sendo que as siglas SMQ 60 significa que esta linha representa os

dados obtidos para simulagdo sem minimos quadrados com 60 elementos, j&a MQE 60 ¢ o

caso onde foi empregada a técnica de minimos quadrados por elemento para a malha de 60
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elementos, na MQS 60 a técnica ¢ aplicada por sub-regido novamente para a malha de 60

elementos de contorno.

Estes resultados sdo comparados com o caso SMQ 600 onde néo ¢é aplicada a técnica
de minimos quadrados, mas pela alta discretizagdo obtém bons resultados. Ainda sdo
apresentados os resultados tedricos muito conhecidos na literatura como viga de Bernoulli e
viga de Timoshenko sendo que este ultimo apresenta melhores resultados por levar em conta

em sua formulagdo o efeito da tensdo cisalhante.

Para cada elemento de contorno foram adicionados 4 pontos fontes a mais para a
aplicacdo da técnica. Lembrando que este aumento do niumero de equagdes ndo influird no
tempo de resolugdo do sistema, pois o nimero de equagdes finais do sistema a ser resolvido
ndo ¢ alterado. Contudo o tempo de pré-processamento, ou seja, o tempo de integragdo e

montagem das matrizes H e G dependendo da ordem do sistema ¢ aumentado.

0 ’L-—QIQ.EXR T T
) 2
o
-10 4 \\\ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
>
g N N
o A5+ - - - - - - - - - e A NN
2
&
£ -20 - N
§ —— MQE 60 \*\\’ \\
2 _25 i +MQS 60 \)\\ \\
SMQ 600 \’\\’ \\
— — — Bernoulli N7 S
-30 - N N
— — — Timoshenko \‘\\ N
o I S e \\
\\.!
-40 I
Coordenada

Grafico 1 — Deslocamentos da face inferior da viga.

Como se pode observar, os deslocamentos dos casos MQE 60 e MQS 60 estdo bem
mais corretos dos que os do caso SMQ60. Esta mesma performance pode ser observada nos
graficos a seguir. No Grafico 2 e 3 sdo apresentadas respectivamente as reagoes de apoio em

xeemy.
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15 -
3
10 \ ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ——SMQ 60
——MQE 60
——MQS 60
S SMQ 600

Reacgao de Apoio Fx
n o

N
o
}

N
o

Y (Lado apoiado)

Grafico 2 — Reagdo de apoio Fx do lado engastado.

1.4

> 1
[e]
S
S8 £
(]
T
@o.e ——SMQ 60
©
& ——MQE 60
o4l )/ T EEERE O\

——MQS 60

SMQ 600

0 T T T T T

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Y (Lado apoiado)

Grafico 3 — Reagdo de apoio Fy do lado engastado.

Com o intuito de assegurar a qualidade dos resultados, é comparado o deslocamento
da ponta do balango (flecha) com os resultados obtidos por: célculo tedrico (tanto Bernoulli
como Timoshenko), resultados obtidos através de simulacdo no programa Ansys 5.5 usando

para isso 1296 elementos finitos quadrilaterais Shell 93, os resultados sdo ainda comparadas
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com um programa que esta sendo desenvolvido por LOVON (2003) que possibilita anélise
auto-adaptativa através do método dos elementos de contorno com aproximacdo linear cujo
pardmetro de iteragdo € a norma de energia total do sistema. Os resultados para a flecha na

ponta do balango podem ser observados na tabela 01.

Método de calculo Deslocamento Y (cm)
SMQ 60 -22,7958
MQS 60 -36,4392
MOQE 60 -36,7334
SMQ 600 -37,1781
SHELL 93 (ANSYS) -36,7329
Adapt (Ecpers<0,5%) -37,1623
Bernoulli (tedrico) -32,0000
Timoshenko (teoérico) -38,0000

Tabela 01 — Deslocamentos em y da ponta do balango.

Com esta comparagdo fica claro observar a qualidade dos resultados obtidos através
da técnica de minimos quadrados aplicado por elemento que supera em muito os resultados

obtidos sem a técnica.

Exemplo 2 Chapa engastada em um lado e parcialmente engastado em outros dois

Neste exemplo sdo apresentados os resultados duma chapa retangular parcialmente

engastada em duas faces e engastada numa outra, sendo a ultima carregada como ¢ descrito

na figura 30.
1E=1 !
it 17
A, [ 1
v
!
X i
,,,,, %

; ﬁi;g{lra 30 — Dados do exemplo.
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Por estarmos estudando apenas a eficiéncia da formulagdo, ndo preocupou-se em
estudar casos reais, adotando-se entdo valores ficticios de mdodulo de elasticidade, coeficiente
de Poisson, cargas e dimensoes da peca.

As figuras 31, 32, apresentam respectivamente as duas discretizacdes adotadas neste

exemplo.

10 elementos 20 elementos 100 elementos 200 elementos
a3 g | M i g
B e L

10 elementos
100 el ementeos

"L A S . . .S L L S S O O B L L O L S = "y —

10 elementos 20 elementos 100 elementos 200 elementos

Figura 31 — Malha 1 — 80 elementos. Figura 32 — Malha 1 — 800 elementos.

Assim como no exemplo anterior, o grafico da flecha da face inferior da viga, e os
graficos de reag@o de apoio do lado totalmente engastado sdo apresentados respectivamente

nos graficos 4, 5 ¢ 6.

0 FE AR {\:\A T T T ]
50 05 T 5 2 25 3
A%\
10+ - - - - - - - - \% 77777777777777777
. N
G -15 1 - - N
[72]
8201 - NN
o N
E-251
3 .30 | | ——SMQ 8o }
§ g5 | | —MQEEO | N
—+—MQS 80 ‘
-40 1 SMQ 800
-45
X (Face inferior)

Grafico 4 — Deslocamentos da face inferior.

Neste exemplo apesar dos resultados ndo serem to expressivos para os casos em que
¢ aplicada a técnica de minimos quadrados, ainda assim pode-se observar um ganho de

performance.
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0.15

——SMQ 80
— ——MQE 80
/ \ ——MQS 80

,,,,,,,,,,,,, \ SMQ 800

0.1 1

\

Reacao de Apoio Fx
o

015 Y (Lado engastado)

Grafico 5 —Reacao de apoio Fx do lado totalmente engastado.

>
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Q2
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o
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é ——SMQ 80
-0.08 1 ——MQE 80
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SMQ 800
-0.12
Y (Lado Engastado)

Grafico 6 —Reagao de apoio Fy do lado totalmente engastado.

Neste exemplo, assim como no anterior, os resultados obtidos sdo comparados com
resultados encontrados por outras formas de calculo, pode-se observar na tabela 02 uma
comparacdo do os valores da flecha na extremidade calculados tanto pelos modelos
estudados nesta dissertagdo como os resultados obtidos por LOVON(2003) ¢ através do
programa ANSYS 5.5 com o elemento quadrilateral Shell 93 (3600 elementos).
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Método de calculo Deslocamento Y (cm)
SMQ 80 -40,7504
MQS 80 -44.,8369
MQE 80 -43,8486
SMQ 800 -43,8330
SHELL 93 (ANSYS) -42,2380
Adapt (Eperg<0,5%) -43,8532

Tabela 02 — Deslocamentos em y da ponta do balancgo.

Assim como no exemplo anterior, bons resultados sdo encontrados com a aplicacao
da técnica de suavizagdo, podendo-se observar que com sua aplica¢do, nao ha necessidade de

um refinamento excessivo da malha de contorno.

Exemplo 3 Problemas com multi-regioes

Neste exemplo é apresentado o resultado da aplicagdo da técnica de minimos
quadrados em um problema composto por mais de um dominio, tendo estes dominio
caracteristicas fisicas diferentes. O problema trata-se de uma viga engastada subdividida em
trés dominios diferentes onde os dominios da extremidade do balango ¢ o dominio da outra
extremidade engastada sdo compostos por materiais mais rigidos sendo entdo o dominio

central mais flexivel, como € apresentado na figura 33.

v 5 v 5 K 5 4
7 7 1 y

Q2
E=1 7 -1

v:

Figura 33 — Dados do exemplo.

Varias discretizagdes foram estudadas, mas serdo apresentados os resultados de
apenas duas, a menos discretizada era composta por 50 elementos de contorno, onde foram
calculados os trés casos: SMQ 50, MQE 50 e MQS 50, estes resultados sdo comparados com

os apresentados pela segunda malha mais discretizada sendo composta por 500 elementos
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sem a aplicagcdo da técnica (SMQ 50). Estas malhas descritas podem ser observadas nas

figuras 34 e 35.

5 elementos 5 elementos 5 elementos
Lal :h I |
Al ] l l ] l l ] l ] ] LA
= | I 1 I I I | I XK | I I I
[72]
g
g —— — —_—— ——
5
- = = L .
w
l | ] l ] l l ] l ] ] l
p | 1 1 | X 1 | | I X | I 1 1
Figura 34 — 1*. Malha, composta por 50 elementos.
50 elementos 50 elementos 50 elementos
x
W
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=
¥
=
L
o
o
wy
b 4

Figura 35 — 2*. Malha, composta por 500 elementos.

Para este exemplo, apenas alguns diagramas sdo apresentados, no grafico 7 sdo
apresentados os deslocamentos em y da face inferior da viga, ja nos diagramas 8 e 9 sdo
apresentados respectivamente os graficos de reagdo em X e em Y na interface entre os
dominio 1 e 2. E por ultimo nos diagramas 10 e 11 os deslocamentos desta mesma interface,

primeiramente em X e depois em Y.
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M sl 0 15
> 301 N ——SMQ 50
€ 501 - NC —— MQE 50
a 70 . \ —MQS 50
b \ SMQ 500
S 90 - N
104 N
(%4
O 430 - N
n
Qa-150

ATO N\

-190 X (Face Inferior)

Grafico 7 — Deslocamentos em Y da face inferior da viga.

No diagrama da flecha apresentada pela viga ainda ¢é possivel observar uma melhora

nos resultados quando se aplica a técnica tanto por elemento como por sub-regido.

15

10 A
x O ]
L
2
% 0 I I I
o 0 1 3 4 5
X5 | ——SMQ 50

——MQE 50
-10 - / ——MQS 50
e SMQ 500
-15
Y (Interface entre Dom. 1 e 2)

Grafico 8 — Reagdes de apoio em X na interface entre os dominio 1 e 2 da viga.
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——SMQ 50

——MQE 50 /

””””””””” __wmasso | S
SMQ 500

Y (Inteface entre Dom. 1 e 2)

S
o
|

Grafico 9 — Reagdes de apoio em Y na interface entre os dominio 1 e 2 da viga.

Apesar de se observar uma melhora nos resultados para os casos em que se aplica a
técnica, nem sempre o ganho de performance ¢é significativa, tanto nos diagrama de
deslocamentos da interface como nos diagramas de forgas na interface entre os dominio 1 e 2
o resultado melhora pouco ou quase nada se comparado com os casos em que a técnica ¢é

aplicada.

Deslocamento em X

SMQ 500

-10

Y (Interface entre Dom.1 e 2)

Grafico 10 — Deslocamentos na dire¢do X da interface entre os dominio 1 e 2 da viga.

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow



Capitulo 5 — Sistema Linear Suave 62

1050
——SMQ 50
115 1 — MQE 50
—MQS 50
-12.5 SMQ 500

Deslocamento em Y

-15.5

Y (Interface entre Dom. 1 e 2)

Grafico 11 — Deslocamentos na dire¢@o Y da interface entre os dominio 1 e 2 da viga.

Os resultados sdo comparados com os obtidos pela técnica de sub-regido simples
(para uma discretizagdo elevada) e com os resultados obtidos através da simulacdo com o
programa ANSYS 5.5 utilizando-se 1875 elementos finitos Shell 93. Os resultados podem

ser observados na tabela 03.

Método de calculo Deslocamento Y (cm)
SMQ 50 -178,3855
MQS 50 -184,0139
MOQE 50 -183,2659
SMQ 500 -183,9921
SHELL 93 (ANSYS) -193,1930

Tabela 03 — Deslocamentos em y da ponta do balango.

5.5 Conclusdes parciais

Aos estudarmos em implementarmos a técnicas podemos ponderar algumas
conclusdes. Nao se pode negar que a técnica € eficiente, pois para uma grande quantidade de

casos simulados (além dos casos em que foram apresentados os resultados, muitos outros
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casos foram simulados) os resultados sempre, ou quase sempre os resultados convergiram
para uma melhor resultado superior a aqueles apresentados quando a técnica ndo ¢ aplicada.
E bem verdade que nem sempre o ganho de performance seja significativo a ponto de
justificar a aplicagdo da técnica.

Se comparados os resultados das duas formas de aplicagdo da técnica: por sub-regido
ou por elemento, na grande maioria dos casos quando se aplicava a técnica por elemento os
resultados encontrados eram mais satisfatorios.

Resultados obtidos por outros pesquisadores BOTTA & VENTURINI (2003)
demonstram que esta técnica ¢ muito til no caso de suavizagdo de resultados oscilantes,
como por exemplo, aqueles que ocorrem no acoplamento MEC/MEF para discretizagdes

pobres.
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ENRIJECEDORES

Capitulo

£ d

Neste capitulo € apresentado o equacionamento empregado na representacdo dos

enrijecedores através da técnica de sub-regido.

Figura 36 — Enrijecedor.

Os enrijecedores, eclementos via de regra lineares de espessura quase sempre
desprezivel, sio comumente representados no método dos elementos de contorno através do
acoplamento MEC/MEF, onde o MEC é empregado para modelar o meio elastico continuo e
o MEF para representar elementos lineares rigidos (esta ¢ uma entre varias aplicacdes deste
tipo de acoplamento).

Com a melhoria da integracdo da solucdo fundamental de Kelvin através da
integracdo analitica singular e nao singular, € com a implementagdo da técnica de sub-
regides, uma alternativa viavel para os enrijecedores é a sua representacdo através da
utilizacdo da técnica de sub-regides, ja que a qualidade das equagdes ¢ garantida através da

aplicagdo da integracdo analitica, juntamente com a suavizagdo do contorno com o emprego
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da técnica de minimos quadrados. Sendo ainda as incognitas que seriam escritas no contorno
podendo ser transformadas em incognitas centrais, com redugdo ou ndo de numero de
incognitas. Nesta dissertacdo ¢ aplicada a técnica de sub-regides com integracdo analitica e
as incognitas sdo apenas transformadas em incognitas da linha central, sem haver redugdo do

numero de variaveis.

6.1 SUB-REGIOES

r

Utilizando-se a técnica das sub-regides, é possivel resolver problemas cujos
dominios sejam compostos por varios sub-dominios de materiais que representam
caracteristicas diferentes. Para equacionar este problema, discretiza-se isoladamente cada

sub-dominio Q, homogéneo. Com a imposicdo do equilibrio das for¢as de superficie e da

compatibilidade dos deslocamentos em todos os pontos de interface das sub-regides, o
equacionamento fica completo.

Considerando-se as forgas de superficie e os deslocamentos dos pontos de interface
como valores incognitos, as equacdes sdo reunidas em um Unico sistema, que representa a
caracteristica de ser constituido por blocos nulos ¢ ndo-nulos, formando uma matriz esparsa,
sendo possivel sua resolugdo, desde que a rotina utilizada para esta tarefa resolva sistemas
esparsos. No programa desenvolvido, foi utilizada uma rotina do Fortran que emprega
Gauss-Jordan com pivoteamento completo.

Para ilustrar esta técnica sera apresentado um exemplo composto de duas sub-

regides, que esta ilustrado na figura 37.

Figura 37 — Duas Sub-regides.
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Sem considerar o equilibrio das forcas de superficie e compatibilidade de
deslocamentos, pode-se escrever a seguinte representacao matricial para os dois dominios de
forma independente.

Para Q, tem-se:
{[H]L [H]]i] {{u}f}zl[e]j1 [G];H{P}“} 6.1)
(0l el el Ly |
Eem Q, tem-se:
{[H]E; [ngi] {{U};}:[[G]E; [Glizi] {{P};} 62)
[H]iZ [H]ii {U} [G]iZ [G]ii {P}

Juntando os dois sistemas num s, sem considerar o equilibrio das forgas de

superficie e compatibilidade de deslocamentos tem-se:

ML, M o () [1el, el [ [ ][py
H, ML [0] (0] {Ju|_|[el (el o (o] ||y’ .
[0] [o] [HE [HL|[{W*| | [o] [o] [e] I[e] |/P}"
(0] [o] [HE HE W) [ [o] [o] [af [af,|lPY

Para que o problema fique completamente determinado é necessario aplicar as
condi¢des de equilibrio e de compatibilidade que podem ser facilmente descritas pelas
seguintes equagoes:

Equacao de equilibrio das forgas:

{P}'+{P}" =0 (6.4)

Equagao de compatibilidade de deslocamentos:

Uy ={uy” 6.5)

Aplicada as condigdes de equilibrio de forgas e as de compatibilidade de

deslocamentos chega-se ao seguinte sistema:
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RO BN C A R
M, || el el o)
o B G e |00 1oF ISF || o

0] [HE [HE. ] o] -[GL, [GL.

Apbs aplicar as condi¢des de equilibrio e compatibilidade, aplica-se as condi¢des de
contorno, que para sub-regides este procedimento ¢ feito de forma analoga ao procedimento
feito em uma uUnica sub-regido, se for prescritos deslocamento, deve-se trocar a coluna

equivalente a coluna do nd prescrito entre a matriz [H] e a matriz [G] e ainda deve-se
trocar a linha equivalente ao no prescrito entre os vetores {U} e {P}.

Contudo deve-se ter em mente que da forma como o sistema foi escrito, s6 se pode
prescrever condi¢gdes de contorno para os nés que nao pertencem as interfaces que conectam
um dominio com outro. Pois para as interfaces entre dois dominios foi pressuposto que as
duas variaveis (for¢a de deslocamento) sdo incognitas.

Para resolver o sistema deve-se ainda passar para o lado esquerdo todas as incognitas

de interface também. Deixando o sistema da seguinte maneira:

M, [HL (el [0 [y [lel, [o]
M, ML -[el o] || _|[e, [o] {{Pr} 67
O] [ 1ol ML ||IPY'] | (0] (e Py '
[o] ME ek [HEJUY) [ (o] [ef,]

Ou de forma simplificada
[Al{x} =[c]{D} 6.8)

[Al{X} =B} (6.9)

Onde o vetor {X} ¢é o vetor de incognitas. Portanto por se tratar de um sistema linear

de equagodes, basta empregar uma rotina que seja capaz de resolver sistemas lineares
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esparsos. No programa desenvolvido foi empregada a rotina de Gauss-Jordan com

pivoteamento completo.

7 8

Figura 38 — Geometria e discretiza¢do do exemplo.

Observando as matrizes do problema de um problema composto por duas sub-
regides como ¢ descrito na figura acima, se os sistemas fossem montados de forma

independente para cada uma das sub-regides, ter-se-ia respectivamente para o dominio 1 e 2:

12 3 4 5 & 12 3 4 5 6
o, P, o

U 51 p i

uz 52 P2y

ua 53 P3Y[

*a{H = 544 LY i

us 55 PS YT

us 56 § ]

[H1] U1}= [G1] {;1}

Figura 39 — Sistema de equagdes do dominio 1.

¥ 8 &8 10 4 3
e,

e -

ur s7 {I P7 21
ug =t} {l P8 371
ug 9 {I PO 3T
* = [T
Ul S‘ID{I P10%g =
ug 54 {I -P4 51
uz 53 {l P2 1

N

H2] {U2}= [G2] {P

Figura 40 — Sistema de equagdes do dominio 2.

}

Logicamente tanto em um quanto o outro sistema ndo podem ser resolvidos, pois
existem mais incognitas do que equagdes, ja que nos nos da interface entre as duas sub-
regides tanto o deslocamento quanto a for¢ca de contorno sdao desconhecidas. Este problema

s6 sera resolvido quando as condigdes de equilibrio forem impostas. Antes disto €
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interessante aplicar as condi¢gdes de contorno, pois tal procedimento se for aplicado antes de
se aplicar as condi¢des de equilibrio sdo executados da mesma forma como se faz quando se
trata de apenas um dominio.

Os dois sistemas podem ser unidos em um s6 ficando da seguinte forma:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 1 4 3

Figura 41 — Jungdo dos dois sistemas de equagdes num so6.

Aplicando as condigdes de equilibrio nos nés que interligam os dois dominios tem-

sSe:
123458 18 9 0

514 P1
52 4 P2
53 P3
54 Pa
s5 P5

S } *
57 { P7
se 4 Pg
589 Po
510 P1
544
s3 i

Figura 42 — Aplicag@o das condig¢des de equilibrio.

Na figura acima ¢ importante salientar que a regido hachurada representa a regido
que tem o sinal invertido por causa das condi¢des de equilibrio.
Para que se possa resolver o sistema de equagdes, deve-se ainda re-arranjar o sistema

deixando-o da seguinte forma:
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iG g aas e w8 LA B8 T g

51{ : u1 31 P1 E
524 ] i u2 52 P2 §
53 U3 53 ps§
s3q P3 53 =
54 U4 s4 rr §
54 P4 54 % red ]
55 4 ofals = S5 Pay
56 4 ug S Bl |
s7 ur 57

584 us 58

594 ua sa

51 ul 51

Figura 43 — Rearranjo do sistema de equagoes.

Lembrando que as regides hachuradas sdo as regides que tem sinal invertido, agora
devido ao re-arranjo das equagdes, inclusive aquelas regides que estavam hachuradas na
figura anterior agora ndo estdo mais, pois novamente foi trocado o sinal desta regido
cancelando a troca anterior. Este sistema apresentado ilustra a eq (6.8) que agora pode ser

transformado na (6.9) e resolvido.

6.2 — CONDENSACAO DAS INCOGNITAS DO CONTORNO DO ENRIJECEDOR

Por tratar-se de sub-regides finas, pode-se sem grandes perdas aproximar as
variaveis de deslocamento normais e tangenciais ao logo da se¢do transversal do enrijecedor
em deslocamentos da linha média e derivadas parciais de deslocamentos, ja as forgas de
superficie podem ser substituidas pelo carregamento que atua sobre uma viga equivalente ao

enrijecedor (representada apenas pela linha média).

L

*

Figura 44 — Enrijecedor com seus eixos locais X e y.
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Segundo os eixos apresentados, para uma aproximagdo linear em deslocamentos
tem-se:

u=f(X)=ax+b

(6.10)
Sendo as derivadas com respeito a X descritas por:
Oou- ou,
~=07 e —=07 (6.11)
ox ox
L hy ra hy J
b
—® . 4 ‘Tl-—
- m o
— =y y & - —
X
Figura 45 — Nos centrais que recebem as contribuigdes da integragdo no contorno.
Lenvando-se em conta a figura 45 pode-se escrever as seguintes equagoes:
a m m hx
u;=u, +0; —= (6.12)
a___.m m hx
uy=ug+07 5 (6.13)
u=u"-o" = (6.14)
h
b_..m am
u,=uy-6; 5 (6.15)
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Através das equagdes (6.12) a (6.15) pode-se substituir as incognitas
u;, ui,uz eul; do contorno pelas incognitas uy, ug, 07 €0 da linha central do

enrijecedor como ¢ apresentado na figura 46.

Figura 46 — Transformagdes das incognitas de deslocamento do contorno em incognitas

centrais.

De forma semelhante para as forgas pode-se ter:

A
p =p+ 2P (6.16)
2
Ap
p§=p$+—y (6.17)
2
A
po=pT- (6.18)
2
Ap
PPy -—" (6.19)

Sendo assim, através das equagdes (6.12) a (6.15) pode-se substituir as incognitas
pS, pi,pg epty’ do contorno pelas incognitas py, py, Ap, e Ap, da linha central do

enrijecedor. Desta forma as incognitas que seriam descritas na linha central seriam a forgas
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médias e ndo as forcas resultantes no enrijecedor. Mas pode-se optar por escrever as

incognicas da seguinte forma:

pi= p?xmr N % (6.20)
piz%ﬁl\ir (6.21)
pi= p?xmr i % (6.22)
p§=%- 11\14 (6.23)

. . TN a a b b 5
Ficando assim com as incognitas do contorno p., p,,p, €p, em fungdo das
incognitas centrais py;, Py, M, € Ap,, sendo py; a carga resultante em x atuante no
b4 m r
enrijecedor, p,, também a carga resultante agora em y, M, o momento fletor resultante que

atua no enrijecedor ¢ Ap_ simplesmente a variagdo de cargas normais a se¢do. Como é

apresentado na figura 47.

Figura 47 — Transformagdes das incognitas de for¢a do contorno em esforgas resultantes do

enrijecedor.
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Tanto as incognitas Ap, e Ap,, como M, e Ap, , poderdo ainda serem escritas

com auxilio das equagdes da lei Hooke, relagdo deformagao-deslocamento e por diferencas

finitas em funcio das variaveis u’, u, 07 € 0", podendo desta forma reduzir o niimero de
X y X y

incognitas sem grandes conseqiiéncias para os resultados em caso de enrijecedores de

pequena espessura.

6.3— EXEMPLOS DE APLICACAO

Para demonstrarmos emprego do modelo acima descrito sdo apresentados trés
exemplos:

No primeiro exemplo ¢ simulado um enrijecedor inserido transversalmente a uma
viga simplesmente tracionada. Para este exemplo sdo apresentados os esforcos atuantes no
enrijecedores tanto da forma convencional (por sub-regido) como da forma condensada.
Deseja-se com isso deixar mais claro que resultados sdo obtidos quando se utiliza a técnica
de condensagao das variaveis.

No segundo exemplo, de forma semelhante ao primeiro ¢ feita apenas uma
comparacao dos resultados obtidos na forma convencional e na forma condensada para uma
viga engastada com um enrijecedor na parte inferior da mesma submetida a uma carga
distribuida em sua face superior.

No terceiro exemplo sdo estudados diversos casos de reforco de um tirante com
enrijecedores, onde busca-se mostrar a eficiéncia da técnica de condensacdo para espessuras

muito pequenas de enrijecedores.

6.3.1 — Exemplos 01: Chapa enrijecida transversalmente submetida a uma tracao

simples.

Como foi citado anteriormente neste exemplo ¢ apresentado o resultado dos esforgos
atuantes num enrijecedor inserido transversalmente a uma chapa simplesmente tracionada.

Apesar de que o mais comum seria colocar o enrijecedor na dire¢do longitudinal (na diregdo
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do carregamento), foi colocado no sentido transversal ao carregamento apenas para mostrar a
diferenca existente entre os resultado obtidos na técnica de sub-regio e a condensagdo.
Deixando claro assim que na condensa¢do, os deslocamentos apresentados sdo os
deslocamentos da linha média do enrijecedor ¢ as derivadas dos deslocamentos com respeito
ao eixo normal do elemento. J4 as forgas de contorno sdo condensadas em forgas resultantes
atuantes do enrijecedor, momento fletor atuante no mesmo e variagdo das forcas normais ao
enrijecedor.

Os dados geométricos e fisicos do problema em questao estdo apresentados na figura

48.
25cm ] 7,5¢cm
1,0 kN/em
T k)
E 7 0,1 cm i«
ol ¥
= 7 | —
7 —
7 —
7 2 >
gl 7 E=10000 kN/cmi —
o /UvZO,O —>
Q) —_
o) o —
Z <|lm —
s, =] [=]
7 SisS —
/ @l © —
| :/‘ y -5 —
2 —
§ 7] E=2000 kN/om —
2 7] v=0,25 —>

X
Figura 48 — Dados do problema 1.

Os resultados apresentados foram obtidos com a seguinte discretizagdo (Figura 49):

50 elementos

1 elemento

Ponto B

Ponto A

25 elementos

25 elementos
15 elementos
15e7entos f

1 elemento

50 elementos

Figura 49 — Discretizagdo do problema 1.
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Os Graficos 12 e 13 apresentam uma comparagdo entre os deslocamentos obtidos
por sub-regido nas interfaces do enrijecedor ¢ os deslocamentos obtidos na se¢do media

através da condensacdo.

0.00123 0.00015
Lado A ——Lado A
- 0.00122 Lado B 0.00010 Lado B R
S 0.00122 4 Condensado % Condensado
5 S 0000064 - - - - ONC - - - - T T T T -
£ 0.00121 >
5 9
E 0.00121 é 0.00000
H ©
2 o
@ 0.00120 1 < -0.00005
Q -
0.00120 a
-0.00010
0.00119 : : : . .
1 15 2 25 3 3.5 4 -0.00015
Coordenada y (cm) Coordenada y (cm)

Grafico 12 — Deslocamentos na dire¢do X do Grafico 13 — Deslocamentos na dire¢do Y do

enrijecedor. enrijecedor.

E nos graficos 14 e 15 sdo comparadas os esforcas na interface do enrijecedor

(técnica de sub-regido) com os esforgos resultantes (por condensacgao).

1.50 0.40
0304 - - - - - - - - - - - - - o oo oo
1.00 -
Lado A 0204 - - - - - o o o o - -
E 0.50 - Lado B 5 o0l -
Z Condensado Z
x 0.00 r >
w [ 25
s 15 2 25 3 35 S oq0l fr” 10 2 0 ¢ - R
6 050+ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 5
w w
-1.00 4
Condensado
-1.50 -0.40
Coordenada y (cm) Coordenada y (cm)

Grafico 14 — Esforgos na direcdo X atuantes  Grafico 15 — Esforgos na direcdo Y atuantes

no enrijecedor. no enrijecedor.

Como conseqiiéncia da maneira com que foram condensadas as variaveis de
deslocamento, surgem como respostas para o problema as derivadas parciais de
desclocamento com respeito ao eixo X (eixo local norma ao eixo da linha central do

enrijecedor). Sendo os resultados apresentados a seguir nos graficos 16 e 17.
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0.00013 0.00003
il TR - o0z ) SN -
000012 4\ - - - - - - - - - - - - - - - - - - - 000001+ - - - - N- - - - - - - - = = - - -
X 0000014+ - - - - - - -\_- - - - - - - - - - -
FOOOUA\ = - 2 0.00000
000011+ } - - - - - - - - - - - - - - - - - > -0.00001
-0.00001
0000103 S e s e T -0.00002
0.00010 T T . . r -0.00002
1 1.5 2 25 3 3.5 4 -0.00003
Coodenada y (cm) Coordenada y (cm)

Griéfico 16 — Grafico de du,/0x no enrijecedor Grafico 17 — Grafico de du,/0x no

obtido na condensacao. enrijecedor obtido na condensagao.

E por fim, os diagramas de Momento Fletor e variagdo da forca Normal obtidos na

condensacao das variaveis de forca para o enrijecedor sdo apresentadas nos graficos 18 e 19.

0.0008

000041 - - NC - - - - - - - -

0.0006 -

000024+ - - - - -N\C - - - - - - - - == = - -

0.0000

Mx
Delta Px

-0.0002 4

-0.0004 4

-2.35

-0.0006 4

-0.0008

Coordenada y (cm) Coordenada y (cm)

Grafico 18 — Grafico do momento fletor Grafico 19 — Grafico da variagdo da forca

atuante no enrijecedor. normal entra as interfacces do enrijecedor.

Na tabela 04 pode-se observar uma comparacao entre os resultado encontrados para
a técnica de sub-regido e a de condensacdo com o mesmo problema simulado com elementos
finitos para uma malha bem discretizada (2700 Elementos Shell93) no programa Ansys.
Como se pode observar os valeres encontrados com os elementos finitos ¢ semelhante aos

encontrados com o MEC tanto por sub-regido quanto por condensacao.

Método de calculo U, do Ponto A U, do Ponto B
Sub-regido 0.001197 0.001215
Condensagao 0.001197 0.001215
SHELL 93 (ANSYS) 0,001221 0.001238

Tabela 04 — Deslocamentos em X no meio e na ponta do enrijecedor.
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6.3.2 — Exemplos 02: Viga engastada submetida a uma carga distribuida na face

superior reforcada com um enrijecedor em sua face inferior.

Assim como o exemplo anterior este exemplo busca apenas mostrar as diferencas

entre os resultados que se obtém através da técnica de sub-regido e a de condensagao.

Os dados geométricos e fisicos do problema bem como suas condigdes de contorno

sdo apresentadas na figura 50, ja a discretizagdo adotada pode ser observada na figura 51.

0,05cm
0,85cm |

0,1 cm

v

s

7 E=2000 kN/om?
Z

Ponto A

0,1 cm

4 8cm

TR RN AR RA AR AN RARARAAY,

0.1 cm

Figura 50 — Dados fisicos, geométricos e condi¢des de contorno do exemplo 2.

Para o problema descrito anteriormente, os resultados dispostos de forma semelhante
ao exemplo anterior podem ser observados nos graficos 20 e 21 (deslocamentos do
enrijecedor), 22 e 23, esfor¢os atuantes no enrijecedor, 24 ¢ 25 derivadas dos deslocamentos

com respeito ao eixo x local, momento fletor e variacdo do esfor¢o normal nos graficos 26 ¢

27.

50 elementos

1 elemento 48 elementos

48 elementos

1 elemento

=

~ 10 elementos

50 elementos

Figura 51 — Discretizagdo empregada no exemplo 2.

0.00200

0.00150

0.00100

0.00050

0.00000

-0.00050

Deslocamento x (cm)

-0.00100

-0.00150

-0.00200

Condensado

Coordenada x (cm)

Grafico 20 — Deslocamentos na direcdo X do  Gréafico 21 — Deslocamentos na dire¢do Y do

enrijecedor.

10 elementos

Deslocamento y (cm)

0.0000

-0.0020

-0.0040

-0.0060

-0.0080

-0.0100

-0.0120

-0.0140

—— _adO A
Lado B

Condensado

Coordenada x (cm)

enrijecedor.
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N o

Forga Fx (kN/cm)

Lado A
Lado B
Condensado

Coordenada x (cm)

Grafico 22 — Esforgos na direcao X atuantes

no enrijecedor.

0.80
0.60
0.40
0.20
0.00 1
-0.20
-0.40
-0.60
-0.80
-1.00
-1.20

Forga Fy (kN/cm)

Condensado

Coordenada x (cm)

Grafico 23 — Esforgos na direcdo Y atuantes

no enrijecedor.
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Grafico 24 — Grafico de du,/0x no enrijecedor Grafico 25 — Grafico de du,/0x no
obtido na condensacgao. enrijecedor obtido na condensagao.
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Grafico 26 — Grafico do momento fletor

atuante no enrijecedor.

Grafico 27 — Grafico da variacdo da forca

normal entra as interfacces do enrijecedor.

A Tabela 05 compara o deslocamento vertical da Ponto A localizado no centro do

enrigecedor. Sdo comparados os resultados da condensagdo, sub-regido e elementos finitos

sendo este ultimo simulado com auxilio do programa Ansys com uma malha composta por

2500 elementos finitos Shell 93.
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Método de calculo Deslocamento Y (cm)
Sub-regido -0,012211
Condensagao -0,012211
SHELL 93 (ANSYYS) -0,012368

Tabela 05 — Deslocamentos em y do ponto A.

r

Como se pode observar o resultado apresentado pelo Ansys ¢ semelhante ao
encontrado pelo método dos elementos de contorno tanto por sub-regido quanto por

condensacao.

6.3.3 — Exemplos 03: Tirante reforcado com enrijecedores.

Neste exemplo buscou-se testar do programa para enrijecedores extremamente finos.
Para tanto, o tirante apresentado na figura 52, foi simulado varias vezes variando-se a
espessura ¢ o modulo de elasticidade dos enrijecedores, varias discretizagdes fora estudadas
também, mas os resultados apresentados sdo sempre para a discretizacdo apresentada na
figura 53. Os graficos a serem descritos a seguir sempre se referem ao enrijecedor cuja
coordenada x ¢ menor (o mais inferior da figura 52). Nos diagramas quando se refere ao lado

“A” do enrijecedor se refere ao lado inferior e lado “B” o lado superior do enrijecedor em

questao.
A E, A
| y ‘5‘1 0.8 A = Deslocamento aplicado T
Z 7
7 7 |
—p Z
1 X
E, 20,0cm
v,=0,0
[ Wy
19,8 cm

Figura 52 — Dimensodes e condi¢des de contorno simuladas no exemplo 3.

50 elementos

5 elementos
5 elementos

50 elementos

99 elementos
e —

99 elementos

1 elemento
1 elemento

Figura 53 — Discretizago cujos resultados sdo apresentados no exemplo 3.
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Separou-se alguns casos simulados em dois casos para que os resultados fossem
apresentados. Seguiu-se a seguinte relagdo de proporcionalidade entre as variaveis fisicas do

problema:
4E,A, =aE /A, (6.24)
Onde:

E, —Modulo de elasticidade dos enrijecedores.
A, - Area da secio transversal de cada enrijecedor.
E, —Modulo de elasticidade do tirante.

A, — Area da segdo transversal do tirante.

a — Constante de proporcionalidade.

Para todos os resultados aqui apresentados, E, era constante e igual a 2000 kN/cm?.

A, e A, podem ser calculados em fungdo das varidveis w, ¢ w, adotadas em cada caso.
A, pode ser calculado pela equagdo (6.24) a partir do pardmetro o ¢ da relagdo w, / W,

adotados em cada caso.

No primeiro bloco de resultados ¢ avaliada somente a influéncia da variacio da taxa
de armadura no esforgo de cisalhamento. Para tanto ¢ adotada uma relagdo w / w, igual a
0,05, o pardmetro o varia de 1 a 4, um quinto caso ainda ¢ analizado, onde o pardmetro o
seria igual a 0.19047619047619 que ¢ justamente o caso em que a relagdo E, / E, ¢igualal
(caso em que nao ha reforgo algum).

O esforco cortante apresentado para cada um dos casos anteriores pode ser
observado nos graficos 28 e 29, o grafico 28 mostra as forcas cortantes para as duas faces do

enrijecedor simulado com a técnica de sub-regido, ja no grafico 29 ¢ mostrada as forgas

cortantes resultantes que atuam no enrijecedor simuladas com condensagao de varidveis.
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Grafico 28 — Forga cortante na duas faces do enrijecedor numero 1 simulado com a técnica

de sub-regido.
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Grafico 29 — Forga cortante resultante que atua no enrijecedor nimero 1 simulado com a

condensacdo de variaveis.

Pode-se facilmente notar que os resultados apresentados pela condensagdo tém para

este caso valores duas vezes maior ao apresentados pela técnica de sub-regido, isto se deve

ao fato de que para a condensag@o o resultado encontrado € a resultante das forgas cortantes

que € justamente a soma das duas cortantes apresentadas nas duas faces.
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O segundo grupo de simulagdes avalia o comportamento das duas técnicas para
espessuras de enrijecedores muito estreitos. Para isto os resultados apresentados tratam-se

dos obtidos através da simulagdo dos seguintes casos: O é constante em todos os casos e
igual a 1, Wf/wb com os seguintes valores para cada caso: 5*¥107 5%107, 5%10™ e 5%10~.
Seguindo-se sempre a relagdo de proporcionalidade descrita na equagéo (6.24).

Sdo apresentados nos graficos 30 e 31 os deslocamentos no eixo X para o

enrijecedor nimero 1 simulado em todos os casos descritos acima, sendo o grafico 30 para

sub-regido e o grafico 31 para condensagdo.
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Grafico 30 — Deslocamento no eixo x das duas faces do enrijecedor nimero 1 simulado com

a técnica de sub-regido.
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Grafico 31 — Deslocamento médio no eixo x do enrijecedor nimero 1 simulado com a

condensacao de varidveis.

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow



Capitulo 6 — Enrijecedores 84

Ja nos graficos 32 e 33 a forga cortante € apresentada sendo o grafico de 32 com sub-

regido e o 33 com condensagao.
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Grafico 32 — Forga cortante nas duas faces do enrijecedor nimero 1 simulado com a técnica

de sub-regido.
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Grafico 33 — Forga cortante resultante do enrijecedor numero 1 simulado com a condensagdo

de variaveis.

Se observarmos o ultimo caso em que a espessura W, adotada ¢ de 1*10™, logo,

relagdo W, / w, igual a 5%10”. Para a condensa¢do ha uma regularizagio dos resultados
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fazendo com que a perturbagdo apresentada na técnica de sub-regido desaparecesse em

espessuras muito diminutas simuladas com a técnica de condensacao.

6.4 — CONCLUSOES PARCIAIS

Como esperavamos a técnica de condensacdo de variaveis para representacdo de
enrijecedores estreitos obtém bons resultados regularizando distor¢cdes decorrentes da
pequena espessura para resposta de forgas de superficie. Contudo ndo podemos esquecer que
a integragdo analitica para os casos singulares e ndo singulares também teve sua parcela de
contribuicdo viabilizando a técnica devido a melhoria das integra¢des. Para problemas ndo
lineares ou de analise inversa essas regularizagdes sdo muito importantes para obtencdo de
bons resultados.

Varias formas de condensagdo podem ser empregadas, contudo ¢ importante se ter
em mente o problema que se esta estudando para evitar simplificagdes que alterem o
problema original em que se quer tratar. Apesar de que a forma que foi tratada a
condensacdo das varidveis ndo contemplar a redugdo de graus de liberdade do sistema, tal
situagdo pode ser abordada se transformarmos as varidveis referentes ao momento fletor e a
variagdo da for¢ca normal nas faces do enrijecedor, em deformacdes e deslocamentos médios
do enrijecedor, aplicando-se para isso a lei de Hooke, relagdo deformagdo deslocamento e
diferencas finitas. Deve-se, contudo ponderar o fato de que ao aplicarmos diferencas finitas
nesta aproximacao, isto levaria talvez a uma perda consideravel de precisdo estragando assim

os resultados.
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Capitulo

INTERFACE GRAFICA

Neste capitulo ¢ apresentadas apenas uma breve revisdo bibliografica sobre
computacdo grafica, OpenGL e a linguagem de programacdo Delphi. Recursos que foram
amplamente empregados na criagdo do pré e do pos-processador desenvolvido em linguagem
Delphi com sub-rotinas graficas escritas em OpenGL e gerador de malha em C++.

Com auxilio de alguns algoritmos e de uma interface grafica desenvolvida em
OpenGL utilizando o Delphi como plataforma, criou-se um programa que tem por principal
finalidade facilitar e agilizar a geragdo e analise de exemplos com o método dos elementos
de contorno.

Facilidades como geragdo semi-automatica dos elementos de contorno, geragdo de
células de dominio de forma independente e interativamente, podendo ser reajustadas se for
o caso, fungdes que facilitam a defini¢do de nos duplos, geragdo de sub-regides, aplicagao de
condi¢des de contorno, foram desenvolvidas neste programa.

Ainda no pos-processamento dos resultados pode-se observa-los através de uma
interface grafica também desenvolvida em OpenGL com recursos de “zoom” translagdo,
rotagdo. Recursos como a visualizacao de isolinhas, posi¢do deformada ou nao, configuragdo

da escala de cores também foram desenvolvidos.

7.1 PEQUENA REVISAO BIBLIOGRAFICA

Computacio Grafica
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O primeiro computador a possuir recursos graficos de visualizagdo de dados
numéricos foi o "Whirlwind I" (furaco), desenvolvido pelo MIT. Este equipamento foi
desenvolvido, em 1950, com finalidades académicas e também possivelmente militares, pois
logo em seguida o comando de defesa aérea dos EUA desenvolveu um sistema de
monitoramento e controle de voos (SAGE - Semi-Automatic Ground Enviroment).

Em 1962, surgiu uma das mais importantes publicagdes de Computacdo Grafica de
todos os tempos, a tese do Dr. Ivan Sutherland ("Sketchpad - A Man-Machine Graphical
Communication System"), propunha uma forma de interacdo muito semelhante ao que hoje
chamados de interfaces WIMP — Window-Icon-Menu-Pointer.

Esta publicacdo chamou a atencdo das industrias automobilisticas e aeroespaciais
americanas. Os conceitos de estruturacdo de dados bem como o nucleo da nogao de
Computagdo Grafica interativa levaram a General Motors a desenvolver o precursor dos
primeiros programas de C.A.D.

Hoje em dia a computagdo grafica pode ser empregada para as mais diversas
aplicagdes como, por exemplo: tracado interativo de graficos e visualizacdo, editoracdo
eletronica, CAD - do inglés Computer Aided Design, que quer dizer projeto assistido por

computador, simulagdo e animagdo, controle/visualizagdo de processos. cartografia e etc.

OpenGL

OpenGL (Open Graphics Library), como o proprio nome diz, ¢ uma poderosa
biblioteca de rotinas graficas para modelagem 2D e 3D. OpenGL independe da linguagem de
programagdo e do sistema utilizado, mas nem sempre ¢ igual a utilizagdo dessa biblioteca
com linguagens e/ou plataformas diferentes, embora as rotinas de exibi¢do de objetos serdo
sempre iguais.

A OpenGL foi desenvolvida pela Silicon Graphics, que hoje ¢ a maior empresa de
Computagdo Grafica e Animagdo. As grandes vantagens de utilizar OpenGL para criar
aplicativos graficos, ¢ que ela se mostra bastante rapida e eficiente na hora de trabalhar com
graficos 3D, sem falar que ¢ uma biblioteca aberta.

Como a tarefa de integrar OpenGL a uma linguagem, nem sempre € trivial, existem
diversas ferramentas (bibliotecas) para este fim, especialmente para Delphi e Visual Basic.
Estas ferramentas sdo componentes ou OCXs que encapsulam a OpenGL, e tornam mais

facil a integra¢do com estas linguagens.
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Criada pela Silicon Graphics, trata-se de uma API de fungdes que permite entre
outras coisas criar janelas, ler o teclado e o mouse e criar menus de opgdes. Existem versdes
padronizadas da GLUT para DOS, Windows, Linux, MacOS e para a maioria das
plataformas UNIX.

A grande vantagem do uso da GLUT ¢ que ela permite o uso de todas as fungdes
graficas OpenGL e ainda torna padronizado o acesso a caracteristicas especificas de cada

ambiente de janelas.

DELPHI

O Delphi ¢ um ambiente de desenvolvimento de aplicagdes, orientado a objeto, que
permite desenvolver programas para alguns sistemas operacionais, por enquanto somente da
familia Windows da Microsoft.

Em 1642, Blaise Pascal um famoso matematico, fisico e filésofo francés, projetou a
primeira maquina de calcular, isto aos 18 anos, chamada pascalina. Deste matematico surgiu
uma maneira de dizer ao microcomputador as tarefas que deveriam ser realizadas, essa
maneira era escrever codigos através do n° 0 e 1 denominados NUMEROS BINARIOS,
sendo que O(desligado) e 1(ligado).

Figura 54 — Pascalina, a maquina de calcular desenvolvida pelo matematico, fisico e fildsofo

francés Blasi Pascal.

Niklaus Wirth cria, em 1971, uma linguagem simbdlica (PASCAL) tendo em vista o
ensino das técnicas de programagdo e d4 origem a técnica de Programacgdo Estruturada.
Sendo o nome da linguagem, “Pascal” uma homenagem a Baise Pascal e a sua maquina a

pascalina.
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Deu-se entdo origem as linguagens de programagdo, que logicamente teve uma que
levou o nome do matematico, denominada PASCAL, apareceram varias linguagens de
programacgdo, como ADA, CLIPPER, ASSEMBLER, COBOL, C, C++ , FORTRAN, entre
outras ¢ atualmente existem varias linguagens, cada uma com sua caracteristica, como
PHYTON, VISUAL BASIC, TCL, VISUAL TCL, JAVA, PERL, DBASE, ALGOL,
BASIC, MACRO ASSEMBLER FORTH, DELPH]I, etc.

As linguagens podem ser classificadas em NIVEL BAIXO, MEDIO e ALTO, essa
classificacdo ¢ feita de acordo com a capacidade da linguagem compreender instrugdes
(codigos) escritos em “dialetos” proximos do inglés, e a linguagem que compreende somente
linguagem de méquina (niimeros binarios) como o assembler, incapaz de ser compreendida
pelo ser humano que ndo esteja treinado para tal.

O Delphi ¢ uma linguagem visual, orientada a objetos (OOP) e derivada do Pascal,
de Alto Nivel, mais suave e de facil manuseio pelo usuario (programador).

Sendo langado a primeira versdo do Delphi em 1995 foi considerada a melhor
ferramenta no desenvolvimento para Windows.

Para se criar aplicativos comega-se com a montagem de componentes em janelas,
como se fosse um programa grafico, o usuario também pode utilizar componentes

desenvolvidos por terceiros ou criar seus proprios componentes.

7.2 UTILIZACAO DA INTERFACE GRAFICA

Neste item ¢ apresentada de forma bem sucinta a interface grafica desenvolvida com

a funcdo de interpretar os dados geométricos discretizados em formato *.dxf (figura 55).
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Figura 55 — Geometria do problema sendo discretizada em arquivo *.dxf.
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A interface inicial do programa que pode ser observada na figura 56 tem fungdes

disponiveis como E, %, , ﬂ, E, que sdo fungdes basicas como comegar um

novo exemplo, abrir e alterar exemplos j& pré existentes, calcular um modelo previamente
gerado, interpretar os resultados do calculo, visualizar os resultados do exemplo que se esta

simulando e por fim ver resultados de outros exemplos simulados anteriormente.

¥ Método doz Elementos de Contorno =] E3
Arquivo

Blel Blel Sl

A SET UNIVERSIDADE DE SAO PAULO
| A ESCOLA DE ENGENHARIA DE SAO CARLOS

K AFESC

Problemas Elasticos Planos (Chapas)
Yerzao 1.0 [2003)

Programa aprezentado a Ezcola de Engenhania de 530 Carlos da Universidade
de S&o0 Faulo, como parte dos requisitos nesessanos para obtengdo do titulo de
Mestre em Engenharia de Estruturas.

Autor: Wilson Wesley Wutzow
e-mail: wwesleyw@scusp br

Orientador. PTOf. Assoc. Jodo Batista de Paiva

07/04/2003

Figura 56 — Tela principal do programa.

Ao iniciar-se uma nova simulagdo, surge a figura 57 onde se escolhe o arquivo em

formato *.dxf ja previamente desenhado que contemple a geometria a ser simulada.
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Figura 57 — Inser¢do dos dados geométricos do problema.
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Feita a leitura dos dados geométricos e escolhido o nome do arquivo a ser gerada
para gravar o exemplo sdo feitas as configuracdes dos dados gerais do problema como:
Numero de sub-regides, posicionamento dos pontos fontes, tipo de integragdo, aplicacdo ou

ndo de suavizagdo do contorno, etc. Estas escolhas sdo feitas na figura 58.
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Figura 58 — Dados gerais do problema.

Feito isto sdo escolhidos as camadas (Layers) que serdo empregados na discretizagdo
de cada uma das sub-regides do problema. E também escolhido nesta fase as caracteristicas
fisicas de cada uma das sub-regides como: mddulo de elasticidade e coeficiente de poison

(Figura 59).

#[ Caractensticas das Sub-Regioes E4

Sub-FReaqida Layer E FS

1 SubRegl 10 0.25
2 SubReql2 1 0

3 SubReql3 10 0.25

Figura 59 — configurac¢des de cada uma das sub-regides.
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Passa-se entdo a uma nova faze (figura 60) que tem como fungdes principais: gerar
os elementos de contorno, geracdao de nos duplos, discretizar uma malha de dominio que até
0 momento ¢ empregada apenas no pos-processamento para geragdo dos mapas e iso-linhas,

etc.
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Figura 60 — Configuragdes relacionadas a discretizagao do problema.

Terminada esta etapa, ¢ necessario agora informar as condi¢des de contorno, seja
carregamentos, vinculagdes ou deslocamentos. Para facilitar a configuragdo das condigoes de
contorno, estes dados podem ser informados de forma coletiva desde que todos os noés em

questdo tenham a mesma condicéo de contorno (figura 61).
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Figura 61 — Aplicagdo das condi¢des de contorno.

Como o desenho ¢ feito em uma plataforma desenvolvida em OpenGL (no Delphi)
facilidade de visualizagdo como aproximagdo(zoom), translacdo (pan) e rotagdo sdo
possiveis de serem aplicadas de diversas maneiras, facilitando assim a visualizagdo por

exemplo da numeragdo do nd em que se deseja aplicar alguma condicdo de contorno (Figura
62).

Figura 62 — Facilidade de vizualizagao.

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow



Capitulo 7 — Interface Grafica 94

Ao terminar-se de definir as condigdes de contorno o programa retorna a janela

principal onde é necessario chamar o botdo que informa os dados do problema ao
programa desenvolvido em linhagem “Fortran” sendo este o nucleo de processamento, onde

todos os calculos sdo efetuados gerando os arquivos de resposta (Figura 63).

Figura 64 — Nucleo de processamento: onde os calculos sdo efetuados.

Terminados os calculos, deve-se entdo chamar o botdo ﬂ que faz a leitura dos

resultados de calculo. Em seguida deve-se chamar o botdo E possibilitando assim a

visualizag@o dos resultados (Figura 64).
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Figura 64 — Interface grafica desenvolvida em Delphi com rotinas em OpenGl para

visualizagdo dos resultados.

Nesta interface varias facilidades de visualizagdo foram desenvolvidas,

possibilitando assim criar diversas escalas diferentes de cores, varios tipos de visualizagdo de
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mapas coloridos, isolinhas, isovalores, graus de transparéncia, visualizacdo da posigdo
deslocada, aproximagdo, translacdo, rotacdo, configuracdo de escalas diferenciadas de
valores. Tudo para facilitar na interpretagdo dos resultados. Os resultados que podem ser
vistos sdo os mapas de tensdo nos eixos globais ou os valores maximos ¢ minimos
(autovalores), as deformagdes, também nos eixos globais ou valores extremos (autovalores),
e os deslocamentos nos eixos globais. Algumas das fungdes descritas acima podem ser

observadas na figura 65.
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Figura 65 — Algumas configuragdes de visualizag@o dos resultados.

7.3 EXEMPLOS DE APLICACAO

Neste item sdo apresentados exemplos que demonstram os recursos de gerador de
mapas e iso-linhas, os exemplos aqui apresentados sdo os mesmo ja estudados nos capitulos

anteriores.

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow



Capitulo 7 — Interface Gréfica 96

Exemplo 1

Os diagramas apresentados neste exemplo sdo gerados a partir do exemplo 1 do

capitulo 5, na figura 66 o problema ¢ apresentado novamente.
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Figura 66 — Dados do exemplo 1 do capitulo 5.
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Figura 67 — Representacdo grafica dos resultados do exemplo 1 do capitulo 5.

Como se pode observar na figura 67 vérias configuragdes de visualizagdo podem ser

escolhidas, com ou sem malha iso-linhas, iso-valores, ou personalizando a paleta de cores.
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Exemplo 2

Abaixo, na figura 68 ¢ apresentado novamente o exemplo 2 que estd contido no

capitulo 5, e a seguir sdo apresentados os resultados de forma grafica na figura 69.

les]
Il
ot

21
1

q—-—-—-—-—*‘-—

W] 28 DL Ecee |Ejces s | Lte | einan fra—n BT SR

] 28 | e | e ] et | i f e e
Deslocamentos horizontais. Deslocamentos verticais.

2y
2 171
" T

1 T
Mo
1z

Ml 8 L || M, STy i | ey R ——— Ml 8 L || M, |Eproem | i | eene R
Envoltorias de tensdes maximas. Envoltérias de tensdes minimas.

Figura 69 — Representacdo grafica dos resultados do exemplo 2 do capitulo 5.

Além dos digramas de tensdo, deformacao e deslocamentos, outros diagramas como

envoltdrias de tensdes maximas e minimas podem ser observados (figura 70).
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Exemplo 3

Através dos resultados do exemplo 3 do capitulo 5 (figura 70) apresentados de forma
grafica na figura 71, ¢ apresentado o recurso de transparéncia do mapa de cores dando assim

maior destaque as iso-linhas e iso-valores que sdo impresos.

. 1
v=0

Figura 70 — Dados do exemplo 3 do capitulo 5.

mtﬁcﬂﬂlwwm m;s’-aﬂ.lzwwm

Deslocamentos verticais. Tensdo cisalhante (mapa e iso-linhas).
. ——

A 10 saananhy

"‘ 4 ,gmm..mmm..
{
1-\-., "-m—md""*"” .

s
r_.

[Trartaclo [ 3
LRI

el 0% mnsee |musmn | | s [ Gt s | MR % P
Tensdo cisalhante(mapa fraco e iso-linhas). Tensdo cisalhante (iso-linhas).

Figura 71 — Recursos de transparéncia dos mapas.
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Exemplo 4

Na figura 73 estdo impressos os resultados do exemplo 1 apresentado no capitulo 6

(figura 72). Na figura 73 estdo os diagramas de 6, 6, T, ¢ U .
| 25cm 7.5¢cm |
i /[ 1.0knN/em
g7 0,1 om i<
o —
-] —
—
Z —
—
—
£ 7 E=10000 kN/cni” —>
= v=0,0 —>
g —
it —
—
—
—
- —>
§ 7 E=2000 kN/om? ]
= 7 v=025 >

Figura 72 — Dados do problema 1 do capitulo 6.

T
Tensdo o .

Deslocamentos horizontais.

e

e R L T R m | A8l [ s

Tensao o,.

Deslocamentos verticais.

Figura 73 — Representacdo grafica dos resultados do exemplo 1 do capitulo 6.
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Na figura 74 sdo apresentados alguns recursos que visualizam melhor concentragio
de tensdes, para os dois casos a discretizagdo do contorno ¢ a mesma, somente a malha de
pos-processamento € que foi alterada, no primeiro casos menos discretizada com gerador de
malha, no segundo caso mais discretizada gerada no arquivo dxf de entrada de dados. Além
da discretizagdo da malha de pds processamento, outro recurso empregado para melhorar a

vizualizagdo foi alterar a configuracdo da escala de cores. Os resultados sdo apresentados

também em escala monocromatica.

VNNV Ve VLV

Q.ﬂcaﬂilw
Malha 01 — Menos refinada.

F T PR UL TR [T AL o e B Tt | :
Tensdo cisalhante (malha 01). Tensdo cisalhante (malha 02).

Ala)
Rotsgle B
e
Trraischo 50
il 41s1 4]
] 8T Ee s Simmeriars | [ A ] e Ty e momesetie |
Tensdo cisalhante (malha 01). Tensdo cisalhante (malha 02)

Figura 74 — Recursos que melhoram a visualizagdo de concentracéo de tensdes.
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Exemplo 5

A seguir, na figura 76, sdo apresentados os digramas de deslocamento verticais (ja na

posi¢do deformada) e tensdes G,, G, ¢ T, que representam os resultados obtidos para o

exemplo 2 do capitulo 6 (Figura 75).

BARRRR R ARRR RN NN R RN AN RN RRRNANRRRRANNRARD

. 5 7 E=2000 KN/crm?
S 8| 7 v=025 )
8 o Z E=10000 kN/cm
oy //// v=0,0

R //’ ”
EC—r_{\'_// /e
o ~ -/l/ — z‘l
=} 0,1 cm 4.8 cm 0,1 cm

Figura 75 — Dados do problema 2 do capitulo 6.

e
2 earis
e
! s
wnmE
1 s

e A TL [T e L = T T
Deslocamentos verticais. Tensdo o .

e e Ty [ s | J o e e e Y|
Tenséo o, . Tensdo cisalhante T, .

Figura 76 — Representacdo grafica dos resultados do exemplo 2 do capitulo 6.
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Exemplo 6

Nas figuras 77 sdo apresentados os deslocamentos, as tensdes e¢ as deformagdes

encontradas no exemplo 3 do capitulo 6 (Figura 78):

Deslocamentos horizontaois. Deslocamentos verticais.

Tensdo o _. Deformagaoe_ .
[ O et —

Tensao o, . Deformagéoe, .

Tenséo cisalhante 7, . Deformagéoy,, .

Figura 77 — Representacdo grafica dos resultados do exemplo 3 do capitulo 6.
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A E1_0 . A
] ‘3‘1_ ’ A = Deslocamento aplicado M
y % ]
7 I
Z iz

E, 20,0cm

v,=0,0

_ [ Wy
19,8 cm

Figura 78 — Dados do problema 3 do capitulo 6.

7.4 — CONCLUSOES PARCIAIS

Apesar da grande quantidade de recursos implementados com o objetivo de facilitar
a utilizagdo do programa, varias facilidades foram deixadas de abordar, isto porque, apesar
do assunto ser interessante, ndo desejavamos tirar o foco da dissertagdo do modelo estudado
(enrijecedores BEM/BEM com integracao analiticas).

Contudo o programa desenvolvido demonstrou-se versatil facilitando a geracdo de
modelos e simplificando a visualiza¢do dos resultados. Devido ao tempo escasso, ndo se
preocupou em otimizar determinadas rotinas que tornariam o programa ainda mais agil
principalmente para exemplos de grande discretizag@o.

O gerador de malha aqui empregada para pds-processamento, com as devidas
alteracdes, poderia facilmente ser empregado para aplicagdo também de cargas de dominio.
A facilidade de poder escolher entre o gerador automatico de malhas ou gerar manualmente
a malha em arquivo dxf em determinadas circunstancias facilitam a discretizagcdo de malha
em regides criticas.

Uma outra forma que poderia levar a bons resultados na hora de gerar as iso-linhas
seria empregar curvas do tipo spline juntamente com o emprego da equacdo dos gradientes

de tensao.
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CONCLUSOES

Capitulo

Este estudo demonstra que a analise de estruturas planas (chapas) enrijecidas pode
ser feita através de uma formulacdo envolvendo apenas elementos de contorno, dispensando
assim a combinagdo com o MEF tradicionalmente empregada. O problema pode ser
discretizado por varias sub-regidoes que representam as chapas ¢ os enrijecedores acoplados
entre si. Esta solug@o ndo ¢ inédita, ja tem sido aplicada por diversos pesquisados, contudo
neste trabalha através da integragdo analitica buscou-se obter resultados que representassem
melhor o problema a ser simulado, evitando assim possiveis perturbagdes decorrentes da
esbelteza de enrijecedores finos. Pode-se ainda citar que tais variaveis (agora condensadas)
poderiam ainda ser expressas de outra forma possibilitando ainda a redugdo de graus de
liberdade do sistema de equacgdes.

Entretanto para espessuras muito pequenas de enrijecedores, com o objetivo de
evitar perturbagdes espurias, empregou-se ainda a condensagdo das variaveis do contorno,
transformando as mesmas em incognitas resultantes (para as forcas) e valores da linha média
(para os deslocamentos). Como se pode observar esta técnica, quando aplicada, melhorou os
resultados.

Sobre a técnica de suavizacdo descrita neste estudo, obteve-se bons resultados
conseguindo alcangar resultados mais precisos com discretizagdes mais pobres, pode-se
facilmente observar também, que das duas formas em que a técnica foi aqui empregada, a
técnica aplicada por elemento levou a resultados (na maioria dos casos) melhores do que
quando aplicada por sub-regido. Sobre o alivio de possiveis perturbagdes espurias nos
resultados, motivo pelo qual a técnica se chamar “suavizagdo do contorno”, bons resultados
foram observados no estudo desenvolvido por BOTTA & VENTURINI (2003), onde era

empregado acoplamento MEC/MEF, situagdo essa indicada para aplicagdo da técnica.
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Sobre as facilidades graficas aqui empregadas pode-se mencionar que recursos como
leitura de dados via arquivo de formato dxf, geracdo automatica de malhas, e interpretadores
geométricos do contorno aqui desenvolvidos, juntamente com as facilidades proporcionadas
pela criacdo de uma interface grafica desenvolvida em OpenGL, forneceram ao programa a
agilidade e as facilidades desejadas inicialmente.

Apesar da grande variedade fungdes e rotinas que ainda poderiam ser desenvolvidas
para representagdo grafica dos resultados, os recursos desenvolvidos foram mais do que
suficientes para a boa visualizagdo dos resultados. E bem verdade que os resultados
analisados pelos mapas coloridos ou pelas iso-linhas nos levam a apenas uma analise
qualitativa do mesmo. Mas tal andlise ¢ necessaria a fim de proporcionar seguranca e

confiabilidade aos resultados numéricos que posteriormente podem ser analisados do forma

quantitativa.
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TEOREMA DE BETTI

Anexo

Considere um corpo em equilibrio quando submetido & agdo de dois estados de
carregamento, cada um deles levando a um dos estados de tensdo definidos a seguir:
(1

e Para um estado de carregamento (1), tensdes G

1

que dao origem ao conjunto de

(1)

deformagdes & .

(2

e Para um estado de carregamento (2), tensdes ©;° que ddo origem ao conjunto de

()

deformagdes & .

A reciprocidade de Betti garante que o trabalho feito pelas tesdes do primeiro
sistema sobre as deformagdes do segundo sistema ¢ igual ao trabalho efetuado pelas tensoes

do segundo sistema sobre as deformagdes do primeiro sistema, ou seja,

jﬂc}»szdﬂ = IQ c.e-dQ.

7y -y
Isto ¢ facilmente demonstrado a seguir.
Partindo-se da lei de Hooke, tem-se:

0; = Cijklgkl
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que particularizada para um material isotropico no estado plano de deformacao é:

2Gv

i = _—2\)8kk8ij + 2G8ij
Logo

1.2 2Gv 1 1 2
Glj i = Egkk Sij + 2G8ij Sij

12 2Gv 1 2 12
Gu i = Eskk Sijgij + ZGSij gij
como

i T Vv

tem-se
12 2Gv 1.2 12
Gij i = ESUSU €k + 2G8ij Sij
12 2Gv 2 2 1
Gij gij = Esijakk + 2Gsij Sij
12 1
6.&. =0
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FUNCAO DELTA DE DIRAC

Anexo

A fung@o Delta de Dirac tem suas propriedades estudadas na Teoria de Fungdes
Generalizadas e constitui uma ferramenta capaz de representar forcas concentradas na Teoria
da Elasticidade ou fontes concentradas na Teoria de Potencial. Ela pode ser facilmente

deduzida a partir da diferenciacao da funcao “Have Size” ou fungdo degrau.

A funcdo Delta de Dirac esta representada na figura abaixo :

A5 x)

1/¢

= e

Figura B.1:

Sendo a fungdo 8’ (x), podendo ser definida da seguinte maneira :

1/, para-¢€/2 <x <g/2

©) (¢} —
0 (X)_{O,para |X|>8/2

onde € ¢ um numero positivo.
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Tem-se a integral:

I=[ "8 (0f(x)dx

onde f(x) é uma fungdo qualquer bem definida em x=0. Se € for suficientemente
pequeno, a variagdo de f(x) no intervalo efetivo de integragdo [— g/2,¢/ 2] ¢ negligenciavel e

f(x) permanece praticamente igual a f(0), de forma que:
1= £(0)[ " 8(x)dx = f(0),

A aproximagdo ¢é tanto melhor quanto menor for €. Na passagem ao limite, quando

€ = 0, obtém-se a defini¢ao da fung¢do Delta de Dirac pela relagdo
[ :" S(x)f(x)dx = f(0)
valida para qualquer funcao f(x) definida na origem, uma defini¢ao mais geral seria
[ T8(x - x,)dx = fl(x,)

O conceito da fung¢do Delta de Dirac pode ser facilmente estendido a dominios n-
dimensionais. Considerando-se uma fun¢do f que depende da localizagdo de cada ponto no

corpo, define-se O(p,Q), como a fungdo Delta de Dirac, quando sdo validas as seguintes

propriedades:

®,5ep=Q

3(p,Q)={0jsep¢Q,

[2(Q)3(p.Q)d2 = g(p)

A fungédo Delta de Dirac também pode ser representada da seguinte maneira:

3(p.Q)=A".
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FUNCAO DELTA DE KRONECKER

Anexo

Na formulagdo de certos problemas, ¢ muitas vezes necessario empregar-se o
conceito de matriz identidade através de uma fungdo que a represente. Este papel é muito

bem desempenhado pela fun¢ao Delta de Kronecker que é definida por:

I,sei=]
5.=8.=4 "
P 10,sei#

Ou seja, a matriz

811 812 e 81m

821 822 62m
e

8nl 6n2 e 6nm

equivale a matriz identidade.

E imediato verificar que qualquer que seja a matriz quadrada M;; e o vetor A se

tem

5,M, =M, =M,3

ij~ jk
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sendo a ultima expressdo indicativa de que o simbolo de Kronecker ¢ uma

multiplicidade simétrica.
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INTEGRAIS ANALITICAS NAO SINGULARES

Anexo

Para auxiliar na deducdo, algumas constantes foram agrupadas de forma ordenada

como € descrito abaixo:

K, :Wll_v) (D.1)
K, =(3-4v) (D.2)
K, =ﬁl_v) (D.3)
K, =(1-2v) (D.4)
K, =(1-4v) (D.5)
K, =(3-4v) (D.6)
K, =ﬁ (D.7)
b = (1—%j (D.8)
b= (D.9)

Formulagdo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow



Anexo D — Integrais Analiticas Nao Singulares 113

obs.: ¢, e ¢, ndo sdo as fun¢des de forma do problema mas si as partes constantes

das mesmas que foram usadas para simplificar a apresentag@o dos resultados.

D.1 PONTO FONTE NAO ALINHADO COM O ELEMENTO

Figura D1 — Ponto fonte ndo alinhado com o elemento

Matriz H:

H, =K, {KA |:Ln(Cos(62 ))% + ezq@ +(sen(6,)Cos(0,)+6,)d, +Cos(6,) E} +

—K, {K4 {Ln(COS(e1 ))% +0,9, } +(8en(0,)Cos (0,) +0,)¢, + Cos (0,)’ E}

Hi, =K, {K4 [—Ln(c:os(e2 ))é, +(~Tg(6,) +6, )ﬂ ~(~Sen(6,)Cos(6,) +0,) 7 +
—Cos(6,)’ ¢1} -K, {K4 [—Ln(Cos(61 )0 +(~Tg(0,)+0, )ﬂ +

_(_Sen(e1)Cos(61) + 91)§ —Cos(6, )2 ¢1}
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Hy, =K, {K4 {Ln (Cos(0,))d; - ﬂ (-Sen(0,)Cos(0,)+0, )% +
~Cos(6,)° ¢1} -K, { {Ln(Cos )6, —(-Tg(6,)+0,)= }
—(-Sen(6,)Cos(6,)+6,)= - Cos (0 }

HL, =K, {K4 [Ln (Cos(e, ))% + 0,0, } +(~Sen(6,)Cos(6,)+0,), +Sen (6, )’ §+

w} —K, {K4 {Ln (Cos(6, ))% + 614)1} +(-Sen(6,)Cos(6,)+0,)d, +

+
L

+Sen (6, )2 E + —ZaLn (CI:_OS (© ))}

HZ =K, {K4 {—Ln(Cos(e2 ))E +0,0, } +(Sen(6,)Cos(0,)+0, ), — Cos(6,)’ E} +

. [ [-An(Cos(0.)2 0, |+ (Sen(e, Cos(o,)+ )8, ~Cos(o, ' 2}

H, =K, {K4 [—Ln(Cos(e2 )b, —(-Tg(6,)+6, )%} +(~Sen(6,)Cos(6,)+ 0, )% +
—Cos(6,)’ ¢2} -K, {K4 [—Ln (Cos(6,))d, —(-Tg(6,)+86, )ﬂ +

+(-Sen(6,)Cos(6,) + 6, )E — Cos (0, )2 ¢2}

HZ2, =K, {K4 [Ln(Cos(e2 ), +(-Tg(6,)+6, )3} +(~Sen(6,)Cos(6, ) + 6, )§+

L
_Cos (6, ) ¢2}—K { {Ln(Cos )b, +(-Tg(6;) +6;) = }
+(~Sen(6,)Cos(6,) +6, )=~ Cos(6 }

Wilson Wesley Wutzow
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HZ, =K, {K4 [—Ln(Cos(e2 ))% + 92¢2} +(-Sen(6,)Cos(6,)+6,)d, —Sen(6, ) §+

B 2aLn(Cos(6,))

3 } -K, {K4 [—Ln(Cos(e1 ))E + 0,0, } +(-Sen(6,)Cos(6,)+0, ),

“sen(0, a_ 2aln(Cos (6, ))}

L L

Matriz G:

Gl, =K, {KZ [Ln(%(ez)][Tg(ezm1 —a +(-Tg(0,)+0,)d, +

~ 2.Cos(6, )’ |

+m} — 0,0, - Ln (Cos(, ))} -K, {Kz _Ln[cos(91 )][Tg(@ AN
_m} +(-Tg(6,)+6,) 0, + m} 04 —Ln (Cos(o, ))}

1 A
G, =Gy,

G, =K, {KZ [Ln(Co:(ez)J[Tg(ez)% ;} +(-Tg(6,)+6,) ¢, +

) 2LCos(6, )’
| (Tg(6,)+0,)8 +aTg(92)2 +aLn(Cos(92)) .
4LCos (6, )" M L

K, {KZ [Ln{cosa(91 )J[Tg(@ )o, - m] +(~Tg(6,) +6,) o, +

a aTg(6,)" alLn(Cos(0,))
+m}+(—Tg(61)+91)¢1+ TR i }
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G}, =K, {K2 !Ln(%(ez)][w(%)% + m +(-Tg(6,)+0,) 0, +

a

h 4LCOS(92 )2 } - 0,0, + ELn (COS(62 ))} -K, {Kz _Ln(COS(@ )J[TQ(Q )(j)2 +

a

+—] + (—Tg(91 ) +6, )¢2 - ;:| — 0,0, + %Ln(COS(@ ))}

2LCos (6, )’ 4LCos (6, )’

G}, =K, {Ln(Cos(e2 ))¢2 —M} -K, {Ln(Cos(91))¢2 _M}

L L

2 _ A2
G21 —G12

G2, =K, {Kz [Ln(CO:‘(ez)J[Tg(ez)q)z +m1 +(~Tg(6,)+6,)d, +

a }+(—T9(92)+92)¢2 _aTg(92)2 _aLn(Cos(ez))}+

~ 4LCos (6,)

-K, {KZ [Ln(cos(e1)J[Tg(e1)¢2 +m]+(—Tg(e1)+e1)¢2 +
2 }(—Tg(&)m% _&To(@)” _atn(Cos( ))}

~4LCos (6, )’ 2L L

Matriz S:

S!, = %{[(% + 4v)(Sen(0,)Cos(6, ) +6,) - (2Sen(e, ) Cos (0, )’ +
+3Sen(6,)Cos(6,)+36,)+ (2K, —K;)8, |0, _%[_(2& +4v)Cos(0,)’ +
+2C05(0,)" ~(2K, =Ky )Ln(Cos(0,) ]| - “-{[(2K, +4v)(Sen(0,)Cos(6,)+0,)+
~(28en(8;)Cos(6,)" +3Sen(6,)Cos(6,) + 30, )+ (2K, ~K; )6, |o,+

- 2[ (2K, +4v)Cos(6, )" +2Cos(6,)" (2K, ~K; )Ln(Cos(6,) ||
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!, - %{[_(K4 +2v)Cos(6, ) +2Cos(6,)" o, ~ 2[(tk, + 2v)(~Sen(0,)Cos(6,) +
+0,) - (—ZSen(ez)Cos(e2 )’ +Sen(6,)Cos(6,)+6, )]} -
K7

__{[—(K4 +2v)Cos(6, )2 +2Cos (6, )4}1)1 _%[(K4 + 2\/)(—Sen(61 )Cos(6,)+

+0,) - (—ZSen(E)1 )Cos(6, )3 +Sen(6,)Cos(6,)+6, )}}

[—V(Sen(e2 )’ +Cos(6,)° +2Ln(Cos(6, ))) ~28en(6,)" —K,Ln(Cos(6, ))}} +
([ +2v)0, ~(~2Sen(6,)Cos(6," + Sen(6,)Cos(6,)+6, )], +

_§ —v(Sen(e1 )’ +Cos(6,)’ +2Ln(Cos(6, ))) ~2Sen(#,)’ —K,Ln(Cos(®, ))J}

s!, = j{[(% ~K,)0, -(~2Sen(6,)Cos(6,)* + Sen(0,)Cos (0, ) + 0, ) ¢, +
_E[—zsen(e2 ) = (2K, —K5)Ln(COS(62))J}
K, {[(2K4 ~K; )6, ~(~2Sen(6,)Cos(6, )" + Sen(8;)Cos (8,)+, ) |o

~2[-2sen(0,)" - (2, —Ks)Ln(COS(GJ)]}

S, =~ {[_(K4 +2v)Cos(6, )’ _ZSen(ez)‘t}q)1 _%[(K4 +2v)(-Sen(6,)Cos(6, )+
+0,)~(~2Sen(o,)’ Cos(6,) - 35en(0,)Cos(0,) + 30, )}} ¥
_&{[—(K4 +2v)Cos(6;)° - 2Sen(6,)" Jo, - Z[(K, + 2v)(-Sen(6,)Cos(6,) +

+0,) - (—ZSen(e1 )3 Cos(6,)—3Sen(6,)Cos(6,)+ 36, )}}
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K 3

8%, == [ (2, + 4v)(Sen(6,)Cos (6, + 0, ) - (28en(8,)Cos(6, )’ +

+3Sen(6,)Cos(6,)+36, )+ (2K, —K5)62]¢2 +§[—(2K4 +4v)Cos(0,) +

Ko 2K, +4v)(Sen(o cos(0,) 0,

+2Cos(0,)" - (2K, —K5)Ln(Cos(62))J} -
~(28en(8;)Cos(8,)" + 3Sen(6,)Cos(6,) + 30, ) + (2K, ~K; )0, |4, +

+§[—(2K4 +4v)Cos(6,)" +2Cos(6,)" - (2K, ~K;)Ln(Cos(8,)) |

s, - {[_(K4+2V)COS(92)Z+QCOS( )" Jou +2[ (K, +2v)(~Sen(v,)Cos(o,)
+0,)~(~2Sen(0,)Cos(0,)’ + Sen(0,)Cos(0,) + e)]} "
{[ (K, +2v)Cos(,)* +2Cos(6, )4}1)2 +§[(K4 +2v)(-Sen(6,)Cos(6,)+

( —2Sen(6 )Cos(e1)3+Sen(e1)Cos(61)+61)}}

S5 = _{[(K +2v)0, _( 289“(92)C03(92)3+Sen(92)cos(92)+92)]¢2+

+§[—V(Sen(92 )’ +Cos(6,)* +2Ln(Cos(6, ))) —2Sen(9,)’ -K,Ln(Cos(0, ))}} +
K

S2 - —{[(2K4 ~K,)0, - (~2Sen(6;)Cos(0;)* + Sen(0,)Cos(0,)+0, ) |4, +

+§[_2Sen(ez )~ (2K, K, )n(Cos(0, )
K

+§[—2$en() -(2K, K)Ln(Cos(OJ)J}
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2 _
832_

© |\‘x

{[—(K4 +2v)Cos(6, )" ~25en(6,)" Jo, + 2[(K, + 2v)(~Sen(e,)Cos(e,)+

+0,) - (—ZSen(e2 )’ Cos(6,)—3Sen(6,)Cos(6,)+ 36, )J} +

- &{[_(& +2v)Cos(6, )" —2Sen(6, )4](1)2 + %[(K4 +2v)(-Sen(6,)Cos(6,) +

+0,) - (—ZSen(E)1 )’ Cos(6,)-3Sen(6,)Cos(6,) + 36, )J}
Matriz D:

DI, = K, {[(K4 +1)6, +Sen(0,)Cos(6,) |, _3[—K4Ln(Cos(62))—Cos(f)2 )ZJ}+

+K3{[(K4+1)e1+Sen(e1)Cos( ) ]és - [KLn(Cos( \)- Cos(91)2}}

DI, = K, {[K4Ln(Cos(ez))— Cos(6, )2}1)1 —E[—K4 (Tg(6,)-6,)-Sen(6,)Cos(6,) +
0, ]} +K, {[K4Ln(005(91))— Cos(0,)° |6, —%[—K4 (Tg(6,)-0,)+

_Sen(e1 )C03(91 ) + 91 :|}

D!, =K, {[—K4Ln(Cos(92 ))-Cos(6, )14)1 - %[K4 (Tg(6,)-6,)-Sen(6,)Cos(6,)+
0, ]} +K, {[—K4Ln(Cos(91 ))-Cos(0,)° |6, —%[K4 (Tg(6,)-6,)+

~Sen(6,)Cos(0,)+ 91}}
D3, =K, {[(K4 +1)6, —Sen(6,)Cos(6;) ¢, —ﬁ[(—& ~2)Ln(Cos(6,))-Sen(9, )1} +

+K3{[(K4+1)61—Sen( )Cos(6 ]¢1——[— —2)Ln(Cos(61))—Sen(@f}}

D131:_K3{[(_K4+1)62_Se”( )Cos(6 ]¢1——[ —2)Ln(Cos(62))—Sen(ez)z}}+
+K3{[(—K4+1)91—Sen )Cos(6,) o, - [ ~2)Ln(Cos(6,))- Sen(@)ﬂ}
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2Sen(6,)’ .
Cos(6,)

S {&—m -al(Cos(n,))-Sen(, o2 . T5(0,) -0,

+2Sen(0,)’ +Cos(6, )+ 3Cos(6,)Sen(,) - 36, J} +K, {[(—K4 ~2)Ln(Cos(6,))+

~Sen(0, )14)1 —E[K4 (Tg(6,)-0,)+ 2?2281; +2Sen(0,)’ + Cos(6,) +

+3Cos(6,)Sen(6,) - 391]}

D? = K, {[(K4+1)92+Sen( )Cos(6,)]o, + [ —K,Ln(Cos(6,))- Cos(ez)ZJ}+

+K3{[(K4+1)91+Sen(91)Cos( D)o, +2[K.n(Cos(o,)) - 003(91)1}

D% =K, {[K4Ln(Cos(92))—Cos( ,) J(i)z [ +(Tg(6,)-0,)—Sen(6,)Cos(6,)+
+0,]} +K, {[K4Ln(Cos(e1))— Cos(6,)° }q)z +E[—K4 (Ta(6,)-6,)+

-Sen(6,)Cos(6,)+ OJ}

D%, = K, {[—Kthn(Cos(e2 ))-Cos(6, )14)2 + E[K4 (Tg(6,)-6,)-Sen(6,)Cos(6,)+
0.1+, [ Kun(Cos(0)) - Cos(0 o + 2K, (Ta(0)-0,)+

_Sen(e1 )COS(91 ) + 91 ]}

D2, =K, {[(K4 +1)6, —Sen(6,)Cos(6,) ¢, + 3[(—K4 ~2)Ln(Cos(6,))-Sen(6,)’ J} -

+K3{[(K4+1)91—Sen )Cos(6,)]6, + [— —2)Ln(Cos(e1))—Sen(e1)2}}

D% = K, {[(—K4 +1)0, —Sen(6,)Cos(6,)]4, + [ +—2)Ln(Cos(6,))-Sen(6, )2]}+

+K3{[(—K4+1)61—Sen( )Cos(0,)]d, + [ —2)Ln(Cos(91))—Sen(e1)2J}
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D2, = K, {[(—m -2)Ln(Cos(6,))-Sen(o, )2}4)2 +§[K4 (Tg(ez)—ez)+%+
+2Sen(0,)’ +Cos(6, )+ 3Cos(6,)Sen(,) - 36, J} +K, {[(—K4 ~2)Ln(Cos(6,))+

-Sen(6, )2}1)2 +%[K4 (Tg(91)—91)+%+ 2Sen(6,)’ + Cos(6,) +

+3Cos(0,)Sen(®,) - 36,

D.2 PONTO FONTE ALINHADO COM O ELEMENTO, POSICIONADO ATRAS DO MESMO

E=1 0 E=11
S 1 I f

Iy |

[ [
Figura D.2 — Ponto fonte alinhado com o elemento, posicionado atras do mesmo

Matriz H:

le = Ks *K4 —Ln(r2)¢1 _E}_Ks *K4 {Ln(r1)¢1 __}

r r
H?, =K, *K,|Ln(r,)9, +f}—K3 *K, {Ln(q)q)2 +E1}

1 _ 1
H21 - _H12

2 _ 2
H21 - _H12

H11 =H121 =H122 =H§2 =0

Matriz G:
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Gj, = {Ke )4)1 —%[%FZZLH(FZ)—%FZZJ:”+

K, {KG “5)é, —%(%rﬁLn(n)—%rﬁ m

s o35
-K, *{Ke -1,)¢, + (;ran(q)—%rfﬂ}

. 101 1 r,2
G;, =K, {Ke )¢1 _E[Erzzl-n(rz)_Zrzzﬂ_rz(lh +i}+

-K, * K -1,)o —1(1r2Ln(r)—lr2 —rd +i
1 6 1 L 2 1 1 4 1 171 2L

. 1 1 r,?
G, = {Ke )¢2 ( r,’Ln (r,)- Zrzz ﬂ —h, - 22_L} +

-K, *{KG )¢2 (;ran(q)—%rfﬂ_qd)z —E—L}

612 :G121 :G122 :G; =0

Matriz S
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S122 =K, *{(K4 +2v)(—rl }4)1 —E (K +2v Ln ] +

|
|
o
)

_K7*{(K4+2v)(—1ﬂ¢ E[ K, +2v)Ln(r)]

n
BN
Il
~
3
*
—
1
—_
~
X
+
N
<
/_\\
r\)_‘l—\
| |
=
N
+
|_|
><
+
N
<
'_
3

-K, *{(K +2v) (-%ﬂ K, +2v)Ln(r,)

1 _ ot
S31—S11
2 _ @2
831—811

812 :S121 :Sl,z :S122 :S; :ng =0

Matriz D
D]2=K3*K4{ (L] p,Ln(r,)+Ln(r,)+ (Cj—cszn(q)—Ln(q)}

D2 —K, *K {[Ljﬂszn( - (1)—¢2Ln(r1)}

D, = (K, *K, —2&){—(%) +o,Ln(r,)+Ln(r,) + (%j+ d,Ln(r,)—Ln(x )}

I. r.
D122 = (_Ke * K4 - 2K3){(fj + ¢2Ln(r2) - (fj - ¢2Ln(r1 )}
D121 = _Dlz
D; = _D122

D11 :D122 :D131 :D121 =D§2 :D§1 =0
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D.3 PONTO FONTE ALINHADO COM O ELEMENTO, POSICIONADO A FRENTE DO

MESMO

Figura D.3 — Ponto fonte alinhado com o elemento, posicionado a frente do mesmo

Matriz H:

[ r r
Hi, =K, *K,|Ln(r,)9, +f}—K3 *K, [Ln(q)q)1 +E1}

* r * r
H122:K3 K, Ln(rz)d)z_rz}_Ks K4{Ln(r1)¢2_f}

1 _ 1
H21 - _H12
2 _ 2
H21 - _H12

H11 :H121 :H122 :ng =0

Matriz G:

G, = K. *{Ke [(Ln(e)rz—r2)¢1+{[;rﬂn<rz>—%ffﬂ}*
e wnta)n o etote) 2ot ) |
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e, :_K,{KG [<Ln<rz)r2_r2)¢2_g[%rzan<rz)_%r;ﬂ}+

1 1

* 1 r 2
G), =K, {KG [(Ln(rz)r2 -1,) 0, +E[Er22Ln(r2) —erﬂ —1,0, —22—L}+

1

* 1 2 1 2 12
r et oo (Gre) |5

. 1(1 1 r,
G, = K, {Ke [(Ln(rz)r2 -1,)9, —E[Erzan(rz) —Zrzzﬂ -1,0, +i}+
+K, * 9K, [ (Ln(r)r -1, )0 —1[1r2Ln(r)—lr2j ~rd +i
1 6 1)1 1 2 L 21 1 4 1 172 2L

Glz :G121 :G122 :G; =0

Matriz S
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s2 _K.* {(K“ +2V)(lﬂ¢2 +%[(K4 +2v)Ln(r, )]}+

P

—_

o fikeanf o fic2nat]

el

1 _ ot
sl =S|,
2 _ Q2
S5 =S5

S!, =S}, =S, =82 =82 =82 =0

Matriz D

D], =K, *K, {%—¢2Ln(r2)+Ln(r2)+E+¢2Ln(r1)—Ln(r1)}

D2 =K, *K, {—%+¢2Ln(r2)+rf—¢2Ln(r1 )}

D, = (K, *K, —2K3){%—%Ln(rz)+Ln(r2)—rE1—¢ZLn(r1)—Ln(r1 )}

I r.
D122 - (_K3 i K4 - 2K3){E2 + ¢2Ln(r2) + f B ¢2Ln(l'1 )}
D, =-Di,
D; = _D122

D11 :D122 :D;A :D121 =D§2 :D§1 =0
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INTEGRAIS ANALITICAS SINGULARES

Anexo

Para facilitar a deducdo e implementagao, foram empregadas algumas constantes que

estdo descritas a seguir:

K, = =2, E1)
4n(1-v)

K, = m (E.2)

K, = W(:)L{Zv [njljkri + nkpjlji} ++(1- 2v)[nir1(k +n 8, +nd, |- (1- 4v)ni81k} (E.3)

K, = M{—U —2v)[fk8ij +10y — r,isjk] + 2r,ir,jr,k} (E.4)

As variaveis 6, e 0, sdo os co-senos diretores da normal ao elemento a ser

integrado.
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E.1 PONTO FONTE COINCIDINDO COM O PRIMEIRO NO DO ELEMENTO DE

INTEGRACAO

Figura E.1: Ponto fonte coincidindo com o primeiro n6 do elemento a ser integrado.

Matriz H:

Hi, =K, (1-Ln(L))

H122 =K,
H121 = _le
H§1 = _H122

H11 :H122 :H121 :ng =0

Matriz G

Gl =K, [(3‘4V)@‘L”(L)j+922_

Gl, =K, [(3 —4v)(g—Ln(L))+ 0}

Gi, =K, [(3 —4v)(%—Ln(L)J+ 0,”
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G2, =K, [(3 - 4V)(% - Ln(L)) + ef}

G12 = G122 = G121 = G§1 = _K29192

E.2 PONTO FONTE INTERNO AO ELEMENTO DE INTEGRACAO

Figura E.2: Ponto fonte interno ao elemento de integracao.

Matriz H:

H, = ﬁ(bLn[EJ + Lj
L a

H2, = %[aLn(SjJrLJ

1 1
H21 - _H12

2 2
H21 - _H12

H11 :H122 :H121 :ng =0

Matriz G

2

2 2 2 2 2
G|, = %{—(3—4v)Kab+%)Ln(a)+%Ln(b)—(%+ab+%}+_922}}
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2 2 2 2 2
G, = %{—(3—4V)Hab+%JLn(a)+b7Ln(b)—(aT+ab+%)+%912

]
| ——

2K 2 b’ 3a’) L7

2
G, = L—j{—(S—4v)Kab+%}Ln(b)+%Ln(a)—(7+ab+Tj+3922

]
——

L’ 4 2

2 2 2 2 2
G, = &{—(3—4v){(ab+%jm(b)+%Ln(a)_(b_+ab+3%j+—912

I}
|——

Glz = G122 = G121 = G§1 = _K26192
Matriz S

1 b
S| =K;4Ln(a)-Ln(b) —;—1

S2 =K, {—Ln(a)+Ln(b)—%—1}

Ll

Matriz D
D; =K, {b[Ln(a)-Ln(b)+1]+a

D} =K, {a[Ln(a)-Ln(b)-1]-b}

E.3 PONTO FONTE COINCIDINDO COM O SEGUNDO NO DO ELEMENTO DE

INTEGRACAO

Figura E.3: Ponto fonte coincidindo com o segundo n6 do elemento a ser integrado.
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Matriz H:

Hi, =K,

HZ, =K, (1-Ln(L))
Hy, = —H,

H}, = —H,

H11 :H122 :H121 :ng =0

Matriz G

G12 = G122 = G121 = G§1 = _K29192
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Apéndice

NOTACAO INDICIAL

A notagao indicial ¢ uma forma compacta de se representar € manipular sistemas de
equacdes, combinagdes lineares e somatorios. Em varias situagdes, a notagdo indicial ¢
bastante 1til, como por exemplo, aos se tratar como equagdes constitutivas de materiais.

Basicamente, deve-se definir o conceito de notagdo indicial, o significado de indices

repetidos e livres e as operagdes empregando estes indices.

a.l) Definicao

Um conjunto de variaveis x;, X, ..., X, ¢ geralmente denotado como x; i=1, 2, ...,
n). Quando escrito isoladamente, o simbolo x; indica qualquer uma das variaveis x;, X, ...,
x,. O intervalo de varia¢do do indice i (i = 1, 2, ..., n) deve ser sempre dado. Este indice
pode ser denotado como um subscrito ou sobrescrito, ou seja, x; ou x' sdo ambos validos. Um

sistema de notagdes usando indices ¢ denominado notagao indicial.

a.2) Somatorio

Considere a equagdo de um plano no sistema de referéncia cartesiano tridimensional

com €iXos X1, X2, X3
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a,x, +a,x, +a;x; =p, (A.1)

Sendo a;, a,, a; € p constantes. Usualmente a expressdo anterior € escrita como

ax+by+cz=d,

A notagdo indicial permite escrever as expressdes numa forma compacta, denotam-
se as expressoes como em (A.1). Essa equag@o pode ser escrita como em termos do seguinte

somatorio

a;x; =p. (A2)

Introduzindo a notag@o de somatério denota-se a equagao anterior como

ax, =p. (A3)

A convencdo é a seguinte: a repeticdo de um indice num termo representard um
somatorio com respeito a esse indice no seu intervalo de variag@o. O intervalo de variagdo de
um indice € o conjunto de nlimeros inteiros de 1 a n. Como este indice ¢ empregado apenas
para uma soma ¢ chamado indice falso ou repetido, pois o simbolo usado no somatério se
torna indiferente no resultado final. Assim, por exemplo, a;x; pode ser denotado como a;x;
sem alterar o significado da expressdo. Um indice que ndo ¢ somado ¢ denominado indice

livre e indica o nimero de equagdes associado ao termo em notacdo indicial.

Verica-se, entdo, que um indice repetido faz com que a expressdo cres¢a na diregdo
horizontal ao se aplicar a convengdo do somatoério. Por sua vez, o indice livre indica o
numero total de equagdes, fazendo com que a expressdo em notagdo indicial se expanda na

direcdo vertical. Esta idéia esta ilustrada na Figura A.1.
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Figura A.1: Indices livre e repetido

a.3) Permutacao

A Figura A.2 ilustra os indices i, j, k e 1, 2, 3 ordenados nos sentidos horario e anti-
horario. Utilizam-se estes indices para de unir o simbolo de permuta¢do ejc da seguinte

forma

el23=e231=¢e312 1, 2, 3 no sentido horario
e213=el32=¢e321 1,2, 3 no sentido anti-horario (A.4)

eijk =0 nos demais casos

Em outras palavras, o termo ejx se anula sempre que os valores de quaisquer dois
indices coincidem, como por exemplo e;1> = 0. Por sua vez, ej = 1 quando os subscritos
permutam na ordem 1, 2, 3, ou seja, no sentido horario. Finalmente, ej = — 1 caso a

permutacdo seja no sentido horario.

N\ N A N

(a) 123 em sentido (b) 123 em sentido (¢) ijk em sentido (d) ijk em sentido

horario. anti-horario. horario. anti-horario.
Figura A.2: Simbolo de permutacao.

Como exemplo de aplicacdo, considere o determinante |A| de uma matriz [A]
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a4 ap A
|A|=a21 a,, ay|=anapazstaiaza;ztasa;pazs-a;aszazs-ay a2a33-a31ana3

a3 a3 Ay

A equacdo anterior pode ser denotada como

3
z Cii @118 23 (A5)

3
=1 k=1

3
|A| = G = z Cij@idjpdis = Z

3
ijk=1 i=l j=1

J
sendo 1, j, k indices livres e ejx 0 simbolo de permutacdo.

O delta de Kronecker e o simbolo de permutagdo estdo associados pela identidade

podendo assim ser escrito:
CiikCuim = 8ik8jl - Silsjk (A.6)

como pode ser comprovado manipulando-se os indices.

a.4) Substituicao

Considere as seguintes relacoes

a,=U_b, (A7)
b,=V,_.c, (A.8)

Observa-se que o termo b aparece nas duas relagdes, mas com indices distintos.
Deseja-se substituir b dado em (A.8) na expressdo (A.7). Para isso, muda-se o indice livre de

i para m em (A.8), obtendo-se

No entanto, a expressao resultante ndo ¢ valida em notacao indicial, pois o indice m
esta repetido mais de uma vez no lado direito da equagdo. Para resolver este problema,

lembre-se que a letra empregada para um indice falso num termo ndo afeta o resultado, ou
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seja, V, ¢ =V, c..Logo, alterando o indice falso de m para n em (A.8) e o indice livre de i

para m vem que
b =V_c. (A.9)

Como agora tem-se o mesmo indice m nas expressoes (A.8) e (A.9), efetua-se a

substituicao

im - m m "~ mn - n

a,=U,_b =U_V c (A.10)

Observe que (A.10) representa trés equagdes ao se variar o indice livre i de 1 a 3. Por
sua vez, cada equagdo resulta numa soma de nove termos no lado direito, pois os indices

repetidos m e n variam cada um de 1 a 3. Logo

3 3 3
al = Zm,n:] Ulm\/lnncn = Zm:l n=1 UlmenCn
a, = UimenCn —>3a, = 23 UZmenCn = z;:l i:l Uzm\/mnCrl (A.11)

m,n=1

3 3 3
a; = Zm,n:l USme"Cn = Zmzl n=1 U3menCn

De forma geral, deve-se ter cuidado ao se fazer substitui¢des convenientes, ou seja,
ndo substituir indices repetidos por livres, podendo dar origem a um somatério inexistente na

notagdo indicial.

a.5) Multiplicaciao
Considere a multiplicag@o de p e q dados respectivamente por

p=a,b = Z;_lambm =ab, +a,b, +a,b,,
- (A.12)
q=c,d, = Z;:I c,d,=cd +c,d, +cyd;.

A partir dai, o produto pq ¢é calculado como
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pq=(a,b, +a,b, +asb;)(c,d, +c,d, +c,d;),

Podendo ainda ser denotado em notagao indicial

pq = ZZ’:ambm ZB“cndn = 23: a bcd =abcd.
n=1

m=1 m,n=1

Portanto, o produto pq ¢ indicado em notagdo indicial como pq=a_b_c d_ . E
importante notar que para obter o produto pq nao basta simplesmente multiplicar p e q dados

em (A.12), ouseja, pq#a, b c. d_ pois

m-m m-—m m " m

3
a b.c.d_ :Za b c.d =abcd +a,b,c,d, +a,bc.d;.
m=1

De fato, o termo a_b_c,_d_ ndo possui significado na convengdo de somatorio, pois

m~-m- m
o indice repetido m aparece mais de uma vez num mesmo termo. Logo, ao se efetuar o

produto de termos em notagdo indicial, deve-se inicialmente compatibilizar os indices. No
caso anterior, trocou-se o indice repetido m para n no termo q=c_d_=c d . Lembre-se
que a letra usada para o indice repetido ¢ irrelevante, ou seja, para o exemplo considerado

¢, d,=cd, =cd;=cd, =....

a.6) Fatoracao
Considere a seguinte expressao
Tyn;—An; =0,

a qual define um problema de autovalor do tensor Tj;, como ser. Verifica-se que na
expressdo anterior i ¢ j sdo, respectivamente, indices livres e repetidos. Em particular,

empregam-se estes dois indices para o termo n. Para uniformizar os indices em n ¢ fatorar a
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expressdo, colocando o termo n; em evidéncia, emprega-se o delta de Kronecker de tal forma

que n, = Sijn ;- Logo, verifica-se que
Tyn; —A8;n, =0— (T, —A8; )n, =0.

Observa-se que a expressao anterior pode ser denotada matricialmente como

([T]=2[1]){n} = {0},

ou seja, tem-se a forma padrao de um problema de autovalor. De forma geral, para se
fatorar um termo denotado em notacdo indicial, deve-se compatibilizar os indices

empregando o delta de Kronecker ou o simbolo de permutagao.

a.7) Contracao

A operagdo de igualar dois indices distintos e somar os mesmos ¢ conhecida como

contracdo. Por exemplo, Tj; € a contragdo de Tij, ou seja,

Tii = T11 +T22 +T33-

a.8) Diferenciacao

As operagdes de derivagdo (gradiente, divergente e etc) também podem ser
representadas via notagdo indicial. Observe os seguintes exemplos, respectivamente, para as

derivadas total e parcial de u

_du =u A.13
dXi i ( . )
_E =u A.14
ox, (A.14)
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Considerando uma fungdo u=u (a i (Xi )) , emprega-se a regra da cadeia para obter

a derivada g da funcao u com relagdo a x;, ou seja,

i

ox, ' Ga0x; M (a.13)

i

Considerando uma fun¢do escalar a=a(x;), o seu gradiente em notagdo indicial ¢é

denotado como

Va—ﬁe +ﬁe +ﬁe =a.e A.16
8X1 1 aXz 2 8X3 3 JAYit ( . )

Por sua vez, o divergente de uma fung¢ao vetorial u=u(x;) é expresso como

du,  Ou,  OJuy

divu=V-.u= + =u...
ox, 0x, O0x5, (A17)

Ja o rotacional de um ¢ dado por

1

Vxu=e a—xke =€yl €. (A.18)

Formulagéo do Método dos Elementos de Contorno para Analise de Chapas com Enrijecedores. Wilson Wesley Wutzow



Apéndice B — Problema de Valor de Contorno 9

PROBLEMA DE VALOR DE CONTORNO

Apéndice

Um problema de valor de contorno envolve a aplicagdo de uma equagdo diferencial a
um dominio €2, limitado por um contorno I" (Fig B.1). Como exemplo pode-se citar a

equagao de Poisson
V(x,y)=b(x,y) em Q, (B.1)

Onde d)(X,y ) ¢ a funcdo incdgnita (neste caso, um potencial) a ser determinada e

b(x,y) é uma fun¢do definida no dominio €2.

d(xy)=o

Q

1

k My,
H

oh(x.y)
Q.
én ¥

X
Figura B.1: Problema de valor de contorno.
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A obtencdo da solugdo de uma equagdo diferencial exige a especificacdo das
condi¢des de contorno, estabelecendo o valor da funcdo incognita, ou de suas derivadas, em

trechos do contorno I'. Essas condigdes de contorno podem ser de dois tipos:

e Valores prescritos da fungdo incognita ¢ :

O(x,y)=9,, (B.2)
Também conhecidas como condigOes essenciais ou condi¢des de Dirichlet.

Valores prescritos da derivada da fun¢do incdgnita em relacdo a normal ao contorno:

6¢(X,y)

an :(P2 , (B3)

também conhecidas como condi¢des naturais ou condi¢cdes de Neumann.

O contorno pode ser definido como o lugar geométrico dos pontos em cuja
vizinhanga existem tantos pontos internos quanto pontos externos em relacdo ao dominio.
Em rela¢do ao dominio pode ser de dois tipos: externo ou interno. Dependendo do tipo de
contorno, o Dominio pode ser classificado como fechado ou aberto e o sentido de numeracao
dos nods do contorno serd, respectivamente, anti-horario ou horario. Estas defini¢cdes de
dominio aberto ou fechado e de contorno externo ou interno podem claramente ser vistas na

figura abaixo:

(A) Dominio Fechado (B) Dominio Fechado
Figura B.2: Classificagdo dos dominios segundo: BREBBIA & DOMINGUES (1989).
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Contudo ¢ importante salientar que este tipo de classificagdo ndo passa de mera
formalidade académica com um intuito apenas didatico de explicar a diferenga que ha no
sentido de orientagdo dos elementos de contorno. Pois modelos um pouco mais elaborados
com sub-regides, buracos e etc. ndo se encaixam muito bem a este tipo de classificacdo

sugerido anteriormente, como pode ser observado no exemplo abaixo.

Figura B.3: Situacdo Intermediaria( dominios aberto e fechados).
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