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RESUMO

MACIEL, D. N. Determina¢do dos fatores de intensidade de tensdo estdticos e
dindmicos via MEC com integra¢do analitica em coordenadas locais. Sdo Carlos,
2003. Dissertagdo (Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade

de Sao Paulo.

Neste trabalho os problemas de determinacdo dos Fatores de Intensidade de
Tensdo K; e Ky estaticos e dinamicos sdo tratados numericamente utilizando uma
formulagdo alternativa do Método dos Elementos de Contorno (MEC) com solugdo
fundamental de Kelvin e matriz de massa para os problemas dinamicos. A trinca ¢
suposta retangular inicialmente, com suas faces ndo-coincidentes. Tanto as faces da
trinca, quanto o contorno externo siao discretizados em elementos de contorno reto
com variagdo de forgas de deslocamentos quadraticas, nao havendo, portanto
distingdo entre elementos de trinca e de contorno externo. Integrais analiticas
também sdo obtidas para o elemento linear isoparamétrico. As células de dominio
apresentam formato triangular e suas integrais sdo solucionadas semi-analiticamente.
Quanto as integrais de contorno, essas sdo obtidas analiticamente segundo eixos de
referéncia locais, procedendo-se em seguida a rotagdo pra eixos globais. O algoritmo
de Houbolt ¢ empregado como integrador temporal. Exemplos numéricos da
determinagdo desses Fatores de Intensidade de Tensdo sdo mostrados e comparados

com resultados analiticos e resultados numéricos disponiveis na literatura.

Palavras-chave: Método dos Elementos de Contorno — integrais analiticas — fatores

de intensidade de tensao.
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ABSTRACT

MACIEL, D. N. Dynamic and static stress intensify factors obtainment by BEM with
analytical integration in local co-ordinates axes . Sdo Carlos, 2003. Dissertacdo

(Mestrado) — Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

In this work the stress intensify factors K; and Kj; for static and dynamic two-
dimensional problem are obtained numerically by an alternative mass matrix
boundary element formulation. The crack is considered a rectangular hole inside the
domain and its faces are not coincident. Both crack faces and boundary are
discretized by straight boundary elements with quadratic approximation. Domain
cells are triangular with linear approximation and their integrals are developed semi-
analytically. Boundary integrals are analytically performed, for linear and quadratic
approximations. They are performed at local co-ordinate axes and transformed to
global co-ordinate axes. The Houbolt algorithm is used to integrate the matrix time
differential equation along time. Numerical examples are shown in order to compare

the results obtained by the proposed formulation and the ones presents in literature.

Keywords: boundary element method — analytical integrals — stress intensify factors.



1 INTRODUCAO

Sdo mostrados neste capitulo introdutério os objetivos do presente trabalho de

mestrado, a metodologia empregada, como também sua justificativa.

1.1 Objetivos

Este trabalho tem como principal objetivo a elaboracdo de um programa
computacional utilizando o Método dos Elementos de Contorno, que solucione o
problema elastico linear estatico e dindmico, determine o Fator de Intensidade de
Tensdo estatico e dinamico para os modos I e II de fratura (K; e Ky respectivamente)
e faca uma analise de deslocamentos das faces da trinca, ou seja, averiguar se a trinca

chega a se fechar em determinado instante quando ha solicitacdo dindmica.

1.2 Metodologia

O meio continuo ¢ tratado como sendo elastico linear isotrdpico e homogéneo
e estd contido num plano. Utiliza-se como método numérico para a solucdo do
problema o M¢étodo dos Elementos de Contorno com Matriz de Massa, também
chamado de MMBEM, ou seja, “Mass Matrix Boundary Element Method”. Sendo
assim, o corpo analisado apresenta o seu contorno subdividido em elementos de
contorno e o seu dominio em células.

O elemento de contorno da discretizagdo do problema ¢ aproximado, segundo

sua geometria, através de uma reta, sendo as variaveis (deslocamentos e forgas de



superficie) que nele podem ser prescritas ou incognitas, aproximadas segundo uma
varia¢do quadratica ao longo do referido elemento de contorno.

As integracdes referentes aos elementos de contorno sdo feitas analiticamente
para todas as situagdes de posicionamento do ponto fonte “s”. Calculam-se essas
integrais, inicialmente, em relagdo a eixos cartesianos locais, procedendo-se
posteriormente com a rotacdo de eixos para posicionamento global. Quanto as
integrais das células de dominio, sdo obtidas segundo processo semi-analitico em
coordenadas globais.

A trinca ¢ considerada em regime elastico linear e tem formato retangular,
sendo sua abertura inicial (distancia entre as faces da trinca) muito menor em relacao
ao comprimento caracteristico da trinca. Os elementos utilizados para discretizagdo
da trinca sdo os mesmos para o contorno externo do problema, vale dizer, elementos
retos de aproximagio quadritica das varidveis. E importante frisar que a
consideracao dos elementos utilizados na trinca sejam do mesmo tipo dos utilizados
no contorno externo sem a necessidade de subdividir o dominio do problema
(método das sub-regides), s6 € possivel porque as integrais de contorno sido todas
determinadas analiticamente.

Neste trabalho, ¢ importante também ressaltar que os fatores de intensidade
de tensdo sdo determinados através das tensdes calculadas em pontos internos
préoximos a ponta da trinca, isto gracas ao procedimento de integragdo analitica.

Por fim, a integracdo temporal ¢ feita utilizando-se o Algoritmo de Houbolt'.

1.3 Justificativa

A solu¢do de problemas da mecanica da fratura através do Método dos
Elementos de Contorno apresenta algumas vantagens diante da utilizagdo de outros
métodos numéricos empregados para solucdo deste mesmo problema, dentre elas a
menor discretizagdo necessaria para se obter bons resultados. Portanto, desenvolver
técnicas baseadas no MEC para tratar de problemas de Mecanica da Fratura ¢ uma

tarefa de consideravel importancia cientifica.

! Detalhes sobre este algoritmo sdo descritos no Apéndice I.



No presente trabalho, sdo determinados os Fatores de Intensidade de Tensao
estaticos e dinamicos utilizando o MEC com solu¢do fundamental elastostatica de
Kelvin (MMBEM), sob o ambito inovador de utilizar todas as integrais na forma
analitica para a solugdo deste problema, dispensando assim a ja tdo utilizada
integracao numérica presente na maior parte da bibliografia referente ao MEC para
Mecanica da Fratura.

Com as integrais bem feitas, isto €, analiticas, ndo se faz necessario o uso da
formulagdo padrio, dispensando, portanto, o uso do elemento de trinca e integrais
hipersingulares. A aplicagdo de uma discretizagdo usual (elementos lineares com
varia¢do quadratica) preserva a parti¢do da unidade, possibilitando uma convergéncia
mais segura quando da analise de problemas de Mecanica da Fratura em meios
ducteis (a ser tratado numa possivel seqiiéncia deste trabalho). A trinca ¢ modelada
como um furo de dimensdes muito menores que o dominio do problema.

A integragdo em coordenadas locais apresenta trés vantagens principais,
quando comparadas com a integracdo feita diretamente em coordenadas globais. A
primeira ¢ a simplificacdo do entendimento quando se pretende ensinar o MEC,
resultando em conceitos de matrizes globais e locais semelhante ao descrito na
operacionalizacdo do Método dos Elementos Finitos (MEF). A segunda vantagem ¢ a
possibilidade de tratamento de variaveis locais, facilitando possiveis aplica¢cdes como
acoplamento fluido-estrutura e impacto. A terceira vantagem ¢ a possibilidade de se
desenvolver expressdes analiticas com maior facilidade para elementos curvos. Além
do descrito acima, o presente trabalho se justifica ao longo do Capitulo 6, referente
ao método utilizado para se integrar os termos da equacao integral, como também no
Capitulo 9 de exemplos numéricos, onde bons resultados para os Fatores de
Intensidade de Tensdo estatico e dinamico para os Modo I e Modo Misto foram

obtidos.



2 REVISAO BIBLIOGRAFICA

No presente trabalho determinam-se (via Método dos Elementos de
Contorno) os fatores de intensidade de tensdo para os modos I e II de fratura, tanto
para o problema elastostatico, quanto para o elastodinamico.

Dessa forma, aqui sdo referenciados alguns trabalhos importantes em ordem
cronolédgica que tratam da solucdo do problema de mecanica da fratura utilizando o
MEC.

No que tange ao problema de mecanica da fratura estdtica, podem-se citar
varios trabalhos. CRUSE & VAN BUREN (1971), o pioneiro, que se tem noticia, a
abordar o problema de mecénica da fratura via MEC, analisou o campo tensdes
proximos a trinca considerada plana no campo tridimensional elastico. CRUSE
(1972) abordou problemas de Mecanica da Fratura nos campos bidimensionais e
tridimensionais utilizando o MEC, aproximou o formato da trinca através de uma
elipse, sendo sua ponta com formato curvo. Para se obter resultados razodveis dentro
dessa formulacao (erros na ordem de 14%), do Fator de Intensidade de Tensdo (FIT),
faziam-se necessarios muitos elementos para discretizar a ponta da trinca. A
metodologia empregada em CRUSE (1972) apresenta-se similar a do presente
trabalho de mestrado no que tange ao uso de elementos de trinca iguais aos dos
elementos externos. Porém suas integrais ndo apresentavam boas respostas, isto ¢,
eram calculadas numericamente. Portanto, com as integrais de contorno analiticas,
sao mostrados bons resultados de valores de FIT, sem a necessidade, em alguns

. . 2
casos, de muitos elementos ao longo da trinca“.

? Para maiores detalhes, ver o Capitulo 8 referente aos exemplos numéricos.



SNYDER & CRUSE (1975) determinaram Fatores de Intensidade de Tensao
utilizando uma solu¢do fundamental, denominada de Fun¢do de Green, ao invés da
solugdo de Kelvin para o problema elastostatico. A Fun¢ao de Green ja contém a
influéncia de uma trinca no dominio do problema, pois a mesma ¢ obtida através da
superposi¢do da solucdo fundamental de Kelvin com a solu¢do de uma chapa infinita
com um carregamento qualquer contendo uma trinca livre de tensdes nas suas faces.
Dessa forma, para problemas de Mecanica da Fratura onde a trinca ¢ livre de tensoes
nas faces, a discretizagdo da mesma nao € necessaria, porém a sua utilizagdo esta
restrita a problemas onde a trinca ¢ reta no dominio bidimensional. Utilizando esse
tipo de procedimento, pode-se citar por exemplo MEWS (1987) e TELLES &
GUIMARAES (2000).

BLANDFORD et al. (1981), utilizaram a técnica de sub-regidoes do MEC,
impondo que a linha que divide as sub-regides passe pela trinca, separando assim as
suas faces anteriormente conectadas. Foi empregado, também, o elemento de trinca
singular com ponto a um quarto, denominado de elemento de ponto a um quarto (no

inglés denomina-se de quarter-point element). Nesse tipo de elemento as variagdes
Jroe 1/ Jr aparecem nas fung¢des de forma para deslocamento e forcas de superficie

respectivamente, sendo o ponto intermediario do elemento localizado a distancia de
um quarto em relagdo a ponta da trinca. Dessa forma, representa-se com fidelidade a
variagdo de deslocamento e tensdes na ponta da trinca em problemas lineares. Para o
calculo do FIT para os modos I e II, foram utilizados deslocamentos calculados na
ponta da trinca. Em muitos outros trabalhos o elemento de ponto a um quarto vem
sendo empregado, conforme DOMINGUEZ & MARTINEZ (1984) e
ALBUQUERQUE (2001). Sendo que esses dois ultimos trabalhos se utilizaram dos
valores de tensdes calculadas no n6 da ponta da trinca para se determinar os Fatores

de Intensidade de Tensdo. Cita-se também um outro tipo de elemento de trinca que
leva em conta as variagdes Jroe 1/ Jr através do emprego de funcdes de forma

especiais, denominado de elemento singular, sendo empregado no trabalho de
CANAS & PARIS (1997).
Dividir o dominio em sub-regides apresenta desvantagem no sentido de ser

necessario uma constante redefinicido do contorno quando hé extensdo da trinca,



dificultando assim o processo de automagao do procedimento. No que diz respeito a
utilizagdo do elemento de ponto a um quarto, as fun¢des de forma, do ponto de vista
conceitual, ndo apresentam coeréncia na representacdo da unidade ao longo do
elemento para o caso em que seja necessaria uma analise plastica.

Para contornar o problema de integragdo de campos singulares préximos a
ponta da trinca, ALIABADI et al. (1987) introduziram a técnica de subtragdo de
singularidade para problemas bidimensionais no campo da elasticidade. Porém,
sendo apenas empregada para o caso de problema de Mecanica da Fratura Elastica
Linear, pois se faz uso do principio da superposi¢ao dos efeitos para deslocamentos e
forcas de superficie.

PORTELA et al. (1992) introduziram uma nova formulacdo denominada de
Método dos Elementos de Contorno Dual para o problema de Mecanica da Fratura
que consiste em se escrever equagdes de deslocamentos e de tensdes independentes
para pontos fontes coincidentes na trinca, evitando a singularidade no sistema
algébrico sem a necessidade de sub-regides. Ocorre também para este caso, o
surgimento de integracdes hiper-singulares nos elementos da trinca, devido a sua
propria formulagdao. No Departamento de Estruturas da EESC, cita-se BARBIRATO
(1999) que wutiliza essa formulagdo para problemas dindmicos no campo
tridimensional. Empregando-se esta técnica no campo de Mecénica da fratura em
meios anisotrépicos, cita-se ALBUQUERQUE (2001).

VENTURINI (1994) propdés uma nova forma de tratar o problema de
Mecanica da Fratura, partindo do raciocinio de que a regido da trinca num corpo
poderia ser encarada como uma faixa estreita de tensdes iniciais. Para tal, utilizou a
equacdo integral que leva em conta as tensdes iniciais numa regido do corpo elastico.
Embora esta forma apresente bons resultados, integrais singulares e hiper-singulares
para deslocamentos e forcas de superficie surgem nos elementos de trinca dessa
formulacgdo. Dentro dessa linha de raciocinio, cita-se também LOPES JR. (1996) do
Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC.

Para o problema de Mecénica da Fratura dinamica existem poucos trabalhos
face aos ja publicados tratando do problema estatico. NISHIMURA et. al. (1987)
empregaram solu¢do fundamental no dominio do tempo via MEC (7Time Domain

Boundary Element Method) para o problema de Mecanica da Fratura dinamica,



sendo que nesta formulacao, integrais hipersingulares surgiam nas equagdes integrais
do problema. Para os elementos de contorno, aproximacdes lineares de tempo e
espago foram utilizadas. DOMINGUEZ & GALLEGO (1992) tratou do problema de
Mecanica da Fratura dinamica utilizando também a formulagdo no dominio do tempo
e elemento de ponto a um quarto na ponta da trinca, nesse trabalho também o método
das sub-regides foi aplicado para o caso de problemas de Mecanica da Fratura em
modo misto. CHIRINO & DOMINGUEZ (1989) determinaram valores de K
dinamico solucionando o problema no dominio da freqiiéncia, como elementos
singulares de ponto a um quarto. Empregando o MEC com reciprocidade dual, pode-
se citar BARBIRATO (1999), FEDELINSKI et. al. (1995) e ALBUQUERQUE
(2001). Sendo este ultimo tratando do problema de Mecanica da Fratura em meios

elasticos anisotropicos com matriz de massa determinada via reciprocidade dual.

Pode-se citar alguns outros trabalhos, tais como CHIRINO et al. (1994) que
fez um estudo comparativo de trés métodos (Reciprocidade Dual, TDBEM e solugdo
no dominio da freqiiéncia) utilizados no problema de Mecanica da Fratura dinamica:
WEN et al. (1999), SAEZ & DOMINGUEZ (2001), GALLEGO & GRANADOS
(2002) e ALBUQUERQUE et. al. (2002).

Observa-se que nos problemas dindmicos a forma de abordar o problema de
Mecanica da Fratura no que tange a estratégia de obtencdo dos Fatores de
Intensidade de Tensdao (Método dual, elemento de ponto a um quarto, etc.), ndo

difere dos problemas estaticos.



3 ELASTICIDADE LINEAR ISOTROPICA: Equacdes

Basicas

No presente item sdo apresentadas as equacdes basicas para a solugdo do
problema eléstico linear estatico e dinamico, com o objetivo de fundamentagdo dos
itens subseqiientes deste trabalho de qualificacao. Preferiu-se mostrar essas equacoes
utilizando notagfo indicial®, por motivos de compactagdo das mesmas, como também
devido ao uso cada vez mais freqliente dessa notacdo nos trabalhos de carater
cientifico.

No desenvolvimento deste item, foram consultadas as seguintes obras:
BREBBIA & DOMINGUEZ (1992), VILLACA & TABORDA (1996), CODA
(2000) e TIMONSHENKO & GOODIER (1980).

3.1 Estado de Tensoes

Considere-se um corpo tridimensional isotrépico e homogéneo de dominio
e delimitado por um contorno I', sendo o mesmo solicitado por cargas atuando no seu
contorno I" (forgas de superficie), bem como no seu dominio Q (forcas de corpo).
Dessa forma, as tensdes internas que surgem nos infinitos pontos do seu dominio
devido a essas solicitagdes, podem ser representadas através do tensor de tensdes

(Figura 01), na forma:

o em Q 1,)=1,2,3 3.1)

3 Esta notagdo é devida ao Célebre Fisico alemao Albert Einstein (1879 — 1955).
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FIGURA 01: Representacdao do Tensor de Tensdes num Ponto Genérico do Corpo.

Considerando-se o corpo acelerado em relagdo ao referencial inercial da
Figura 01, a equagdo resultante do equilibrio dindmico do ponto genérico, segundo o

principio de D’ Alembert”, é escrita na forma:

Gji; +b; =pl; +cu, em 1,j=1,2,3 (3.2)

Sendo:

p — Densidade do material do corpo;

¢ — Coeficiente de amortecimento do corpo;
pii; = Forca de inércia na direcdo i;

cu, — For¢a de Amortecimento na diregao i;

b; — Forga de corpo estatica.

* O principio de D’ Alembert transforma um sistema dindmico num sistema estético ficticio,
considerando a forga de inércia (produto da massa pela aceleragdo do corpo) como uma forga atuando
na mesma dire¢do, porém em sentido oposto a0 movimento.
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Admitindo-se o corpo em equilibrio estatico, ou seja, ii e u nulos. A

equacdo de equilibrio fica:

6. +b =0 em Q ij=12,3 (3.3)

JL)

No equilibrio de momentos (Teorema de Cauchy), tanto para o caso dinamico

quanto para o caso estatico, obtém-se:
— (3.4

Para pontos situados no contorno do corpo, o equilibrio desses pontos resulta

na férmula de Cauchy, escrita na forma:

pi =on; em[ 1,j=1,2,3 3.5)
Onde:

pi — Forca de superficie;

ni — Cosseno diretor na dire¢do i do vetor normal ao contorno I

Se p;i for um valor de contorno prescrito no problema elastico, faz-se:

D, :I_)i em Iy (3.6)

Onde a eq.(3.6) ¢ denominada de condi¢ao de contorno natural.

Dessa forma, a eq.(3.5), fica:

P; =0O;n; em 'y 3.7)
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3.2 Estado de Deformacao

Considerando o corpo tridimensional citado no item anterior, devido as cargas
que nele atuam, o mesmo se deforma e conseqiientemente os seus pontos internos e
de contorno natural se deslocam. Considerando, também, que essas deformacdes e
deslocamentos sdao considerados pequenos (ndo linearidade geométrica desprezada),

a relagdo deformacao-deslocamento ¢ expressa por:
=L uy, +uy) i, j=1,2,3 (3.8)
¢ 2

Onde:

u; — Componente de deslocamento do ponto genérico na direcao i;

&ij = Tensor de deformagao do ponto genérico.

Para os pontos de contorno onde os deslocamentos sdo prescritos no problema

o vetor deslocamento, fica:
u, =Uuj em I['g 3.9)

Onde a eq.(3.9) ¢ denominada condicdo de contorno essencial. Sendo, entdo,

I'=I'ntE.

As equagdes que asseguram um campo de deslocamento cinematicamente
possivel no problema elastico sdo denominadas de equacdes de compatibilidade de
deformagdes ou equacdo de compatibilidade geométrica. S3o escritas na seguinte

forma:

€ija T e = €t T8k (3.10)
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3.3 Lei de Hooke

As relagdes entre tensdes e deformagdes de um corpo isotropico eldstico
linear, também chamadas de relagdes constitutivas, sao governadas pela lei de Hooke

e sdo escritas nas seguintes formas:
G = A&y +2Ge; (3.11)

MSU o
€ =~ Ow t 5~ 3.12)
2G(3L +2G) 2G

Onde:

- vE
(14 v)(1-2v)

G=_F
2(1+v)

Sendo:

E — Moddulo de Elasticidade Longitudinal do Material do Corpo ou Méddulo de
Young;

v — Coeficiente de Poisson;

G — Moddulo de Elasticidade Transversal do Material do Corpo ou Moédulo de
Cisalhamento;

A — Constante de Lamé;

i — Delta de Kronecker ( 0 se i#j, 1 se i=).

E vélido observar que substituindo-se a eq.(3.8) na eq.(3.11), obtém-se:

2vG
Gy = (1-2v) Sijuk,k + G(ui,j +uj,i) 3.13)
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Sendo a eq.(3.13) o tensor de tensdes expresso em fun¢do dos gradientes de
deslocamento.

Na forma tensorial, as Egs. (3.11) e (3.12) podem ser escritas na forma:
05 = Cijutu (3.14)
&; =Dyuowy 3.15)
Sendo os tensores Cijui € Djji simétricos, pode-se, entdo, escrever:
Cijkl = Cjikl = Cijkl = Cijlk (3.16)

Dijkl = Djikl = Dijkl = Dijlk (3.17)

Diante das equacdes anteriormente explicitadas, o problema elastico

tridimensional fica formulado através de 15 equagdes:

» 3 equagdes de equilibrio, eq.(3.2) ou eq.(3.3);
» 6 Relagdes deformagao-deslocamento, eq.(3.8);

» 6 relagdes tensdo-deformagio, eq.(3.11) ou eq.(3.12).
Envolvendo, também, um total de 15 incognitas, a saber:

» 6 componentes de tensdo;

» 6 componentes de deformagao;

» 3 componentes de deslocamento.

Além disso, as condigdes de contorno naturais (forgas prescritas) e de

contorno essenciais (deslocamentos prescritos) devem ser satisfeitas.
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3.4 Estados Planos de Tensiao de Deformacao

Os estados planos de tensdo e deformagdo, denominados abreviadamente de
EPT e EPD respectivamente, se enquadram nos problemas bidimensionais da
elasticidade e sdo, portanto, casos particulares de um problema originalmente
tridimensional. Esses estados planos ocorrem, geralmente, quando em algumas
situacdes de carregamento, forma do corpo e condigdes de contorno, um efeito
elastico (deformacao ou tensdo) deixa de existir numa terceira dimensdao ou entdao

esse mesmo efeito elastico se torna desprezivel.

3.4.1 Estado plano de Tensao (EPT)

O EPT ¢ geralmente aplicado para problemas de chapas delgadas, onde a
espessura € muito pequena em relagdo as outras duas dimensdes (largura e
comprimento), sendo o carregamento aplicado no plano médio formado pelas duas
maiores dimensoes (Figura 02). Admite-se, como aproximacao, que as tensdes na
dire¢do da espessura sdo nulas e que as tensdes ndo nulas ndo variam ao longo da

espessura da chapa.

Devido a essas aproximagoes, observa-se que quanto menor € a espessura da
chapa face as maiores dimensdes, menor serd o erro cometido por essas

aproximagoes.

N

11111144444
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>

FIGURA 02: Chapa tracionada, exemplo de EPT.
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As eq.(3.11) e (3.12) da elasticidade tridimensional, podem ser utilizadas para
o EPT, desde que o seu Coeficiente de Poisson v, sofra a seguinte alteracdo no

momento da utilizacdo dessas equagoes:

v

Ve— (3.18)
1+v

3.4.2 Estado plano de Deformacio (EPD)

O EPD ocorre quando o corpo apresenta uma dimensdo bem maior do que as
outras duas e o carregamento ¢ aplicado no plano formado por essas dimensdes

menores (Figura 03). Portanto, a deformacao na direcao da maior dimensao pode ser

considerada nula.

YYVYYYVYYYYYYVYVYVYVY yyvyy

Z

e B 0 B B e e

Y

FIGURA 03: Exemplo de problema elastico em EPD

Para este caso, o EPD, todas as equagdes da elasticidade tridimensional

podem ser usadas sem as necessidades de quaisquer mudangas nos parametros das

mesmas.
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4 MECANICA DA FRATURA ELASTICA LINEAR:

Conceitos basicos

Neste capitulo sdo apresentados os conceitos basicos da mecanica da fratura
no ambito macroscopico, dando maior énfase a mecanica da fratura elastica linear
(MFEL) em duas dimensoes, teoria na qual o presente trabalho de mestrado se
baseia. Utilizou-se neste capitulo como alicerce tedorico MEYERS & CHAWLA
(1999), GDOUTOS (1993) e ALIABADI & ROOKE (1992).

4.1 Consideracgoes Inicias

Trincas sdo consideradas imperfei¢des, ou seja, descontinuidades dentro de
um soélido considerado, teoricamente, continuo e segundo GDOUTOS (1993) essas

imperfeigdes surgem em pecas estruturais devido basicamente a trés fatores:

» Durante o processo de fabricagdo das pegas;
» Devido a propria composicao dos materiais que constituem as pegas;

» Devido ao processo de fadiga que o uso dessas pegas impde.

Dessa forma, a Mecanica da Fratura (MF) objetiva estudar o comportamento
mecanico dessas pecas estruturais na presenca dessas descontinuidades denominadas
de trincas. Portanto, assume-se que a trinca ja existe inicialmente no material para

que essa teoria (MF) seja valida.
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4.2 Modos de Fratura

Uma trinca se comporta cinematicamente através de trés formas chamadas

modos de fratura (Figura 04):

» Modo I: Modo de Abertura;
» Modo II: Modo de Escorregamento;
» Modo III: Modo de Rasgamento.

Pl V\\
A ~
\{
MODO I MODO II MODO III

FIGURA 04: Modos de Fratura

4.3 Hipoteses Basicas da Mecanica da Fratura Elastica Linear

A MFEL se adequa a materiais de comportamento fragil, onde quase ndo ha
deformacao plastica antes e durante o processo de surgimento das trincas. Portanto,
para se considerar o problema no ambito da Mecanica da Fratura Eléstica Linear, as

seguintes hipoteses devem ser satisfeitas:

» Trincas sempre existem no material das pegas;
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» A distribui¢do de tensdes proxima a ponta da trinca (desde que suas faces
estejam livres de tensdes iniciais como também as forcas de corpo nulas) ¢

dada por:

K

A 2mr

£(0)

Gre =

K— Constante denominada de Fator de Intensidade de Tensdo (FIT), que
depende das caracteristicas geométricas tanto da pe¢a quanto da trinca e

do carregamento que a pega ¢€ solicitada;
f(0)— Funcao trigonométrica em 0,

» O crescimento da trinca depende do comportamento do campo de tensdes
proximo a ponta da fratura, logo este crescimento depende também do valor
do Fator de Intensidade de Tensao K;

» A zona de plastificacdo na ponta da trinca é considerada muito pequena em

relacdo a zona elastica, portanto essa zona plastica ¢ desprezada.

O fator K ¢ constante e calculado por:

K =Yovna “4.1)
Onde:

6— Tensdo normal de tra¢do longe da trinca;

Y — Fungdo que depende da geometria do corpo, lugar da fratura e carregamento;
a— Comprimento caracteristico da trinca, sendo metade do comprimento da trinca,
se a trinca estiver totalmente no interior do corpo. Igual ao comprimento da trinca, se

a trinca for de borda.
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4.4 Campo de Tensoes proximo a ponta da trinca

As expressdoes do campo de tensdes proximo a ponta da trinca para o caso
isotropico, devidas a WESTERGAARD (1939), para os modos I, II e III de fratura,

sdo mostradas a seguir:

e Modol

G, = K, cos[gj l—sen[gjsen(ﬁj
" 2)| 2 2

4.2)
G, = K, cos(g 1+sen(9jsen(ﬁj
2 omr 2 2 2
G, = K, cos(gj sen[gj cos[ﬁj
P o \2 2 2
e Modo Il
o, = B sen(gj 2005(9}:05(—6)
27r 2
K, (8) (6) (30
= 21 gen| 2 cos| < |cos| = 4.3
G, = sen(2 cos(zjcos( 5 j (4.3)
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e Modo III

(4.4)

Para problemas de modo misto envolvendo os modos I e II, WILLIAMS

(1957) mostra as seguintes expressoes para o campo de tensdes proximo a ponta da

trinca:

G, = K, cos(gj l—sen(gjsenﬂﬁj _ Ky sen(gj_2+cos(9jcos(9j
oo \2 2 2 )] 2w \2)) 2 2
K, (0 o) (30)] K 0) (0) (30
G, = cos| — || 1+sen| — |sen| — | |+ —2=sen| — |cos| — |cos| — 4.5
Rt et | B e e S I

{3 falg ool ) o3| -l 3 o 3)
G, = cos| — |sen| — |cos| — |+——=2=cos| — | 1—sen| — [sen| —
2nr 2 2 2 27r 2 2 2

4.5 Alguns Critérios de Resisténcia da Mecéanica da Fratura

Sdo mostrados neste item alguns critérios de resisténcia mais comumente

utilizados na andlise do problema de mecanica da fratura.

4.5.1 Fatores de Intensidade de Tensao Criticos K;c e K¢

Kic e K¢, Fatores de Intensidade de Tensdo Criticos ou também denominados
de Tenacidade a Fratura sdo parametros de resisténcia a propagagdo de trincas de um
corpo em EPD e EPT respectivamente, sendo os mesmos calculados a partir do modo

I de fratura. Sao dados por:
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K= ch\/a

K.=Yo_/ma,

(4.6)

Onde:

6.— Tensdo normal Critica de tracdo (no EPD ou no EPT) longe da trinca;
Y — Fungdo que depende da geometria do corpo, lugar da trinca e carregamento;

a.— Valor critico do comprimento caracteristico da trinca.

Quando valor de K das eq.(4.2) e eq.(4.3), atingem o valor de Kjc ¢ K¢

respectivamente, a fratura cresce de maneira instavel, ou seja:

K=K, (EPD)

K=K, (EPT)

Observa-se, pela eq.(4.6), que a tensdo critica ¢ diretamente proporcional a
Tenacidade a Fratura (Kjc ou K¢) e inversamente proporcional ao comprimento

caracteristico da trinca.

4.5.2 Critério de Griffith

GRIFFITH (1921) aponta que o critério fundamental para a trinca se propagar
¢ que a tensdo na ponta da mesma exceda a “resisténcia coesiva” tedrica do material.
Porém nao ¢ possivel medir essa coesdo na ponta da trinca. Dessa forma, GRIFFITH
(1921) sugere o critério de resisténcia baseado no balango de energia termodindmica,
onde enfatiza que no momento da propagacdo da trinca, h4 dissipagcdo de energia
elastica no volume do corpo ao mesmo tempo em que surgem duas novas faces de
uma trinca. Portanto, em termos de energia, a condigdo necessaria para uma trinca se

propagar deve acontecer quando:
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Energia superficial
criada para formar
duas novas faces da
fratura.

Energia de deformagao
dissipada no volume do | >
corpo.

Na forma matematica, fica:

oUy _ 8,

oa Oa

Ou entao:
G=2y
Onde:

Ug— Energia de deformagao elastica;

Ur— Energia de superficie;

G— Energia dissipada no volume do corpo;

2y— Variacdo da energia superficial necessdria para formar duas novas faces na

extremidade da trinca.

4.5.3 Integral J de Rice 2D
A integral J, devido a RICE (1968), deriva dos principios de conservagao de

energia em corpos elastostaticos e ¢ uma integral de linha independente do caminho

de integracdo. Para o caso plano do problema elastico, ¢ dada por:

J = [ (wdx, —p,uy,ds) (k=1,2) 4.7)

Onde:



w—> Energia de deformagao por unidade de volume do corpo;

p— Forga de superficie do contorno I' da integral (Figura 05)

E’
X

ds

FIGURA 05: Caminho da Integral J de Rice.
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Pode-se mostrar que, para um material elastico linear, a seguinte relagdo ¢

valida:

Ou seja, a integral J ¢ igual a taxa de variagdo da energia de deformagdo em

relacdo ao aumento da abertura da trinca.

Sendo Jc e Jic, valores criticos da integral J para o EPT e EPD, para que a

trinca ndo abra, deve-se ter:

12J, (EPD)

1>7. (EPT)
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Jic pode se relacionar com o Kjc, através da seguinte formula:

1-v?
Jie :TKfC 4.8)

GDOUTOS (1993), aponta que a integral J ¢ uma poderosa ferramenta como
critério de resisténcia em materiais ducteis, pois além de ser facilmente determinada
experimentalmente, pode-se relacionar com a abertura da ponta da trinca através da

seguinte equacao:

J=Mo,8 (4.9)

Onde:

o, — Tensdo de escoamento do material da pega;

0 — Deslocamento na ponta da trinca;

M—> Constante dependente do modelo utilizado.

4.6 Carga Subita Para problema de Mecinica da Fratura em Modo I

Segundo FREUND (1990), considera-se o estudo da Mecanica da Fratura
Dinamica em corpos onde hé trincas, quando os efeitos inerciais influenciam no
comportamento dessas trincas.

Os efeitos inerciais sdo basicamente devido a propaga¢do das trincas e/ou a
cargas rapidamente aplicadas. Sendo a influéncia dessas cargas transmitidas as faces
da trinca através de ondas de tensao elastica que se desenvolvem ao longo do corpo.

Para o caso em que a carga ¢ subitamente aplicada na dire¢do perpendicular a
direcdo do comprimento numa chapa infinita sob EPD, o Fator de Intensidade de

Tensdo Dinamico ¢ dado por:
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Kl(t):2c°—\'( (1—2;) St g (4.10)
-V

T Cq

Onde:
6°— Tensédo normal de tragdo para t=0, aplicada longe da trinca;
cq — Velocidade da onda clastica de dilatagao;

2a — Comprimento da trinca.

E importante ressaltar que a solugdo dada pela eq.(4.10) ndo inclui termos
adicionais que levem em conta as reflexdes de onda nas extremidades da trinca finita,
portando ¢ apenas valida para o intervalo mostrado na mesma eq.(4.10). Na
realidade, a solugdo apresentada na eq.(4.10) ¢ a mesma duma trinca de comprimento
infinito imersa em um corpo infinito sujeita a passagem duma onda de dilatagdo.
Dessa forma, nem mesmo o efeito da onda distorcional que, conforme o angulo de
incidéncia pode causar variagdes no Kj, estd sendo considerado.

Nesse ponto, a formulagdo aqui apresentada possui importancia fundamental,
pois inexisténcia de solucdes analiticas para problemas de Mecanica da Fratura
Dinamica mais gerais revela a necessidade de técnicas computacionais confidveis

para a determinagao das variaveis de importancia para cada tipo de analise.
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5 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO PARA
O PROBLEMA ELASTICO LINEAR 2D

Neste capitulo ¢ mostrado o equacionamento do problema elastico 2D
isotropico para o caso estatico e dindmico, sendo para este ultimo utiliza-se matriz de
massa (MMBEM). Para tanto, tomou-se como referéncias principais os trabalhos de

BREBBIA & DOMINGUEZ (1992), VENTURINI (1988) e CODA (2000).

5.1 Solu¢ao Fundamental elastostatica bidimensional

[P

A solucdo fundamental (for¢a e deslocamento) para um ponto “q” no corpo

L, . . . * . . C, . .
de dominio infinito 2 devido a carregamentos fundamentais unitarios aplicados

€ 9

num ponto “s” (Figura 06), ¢ dada pela seguinte expressao:

. 1
u, (s,q) =——[(3-4v)In(r)5, —r, 1,
i (8,9) 87‘C(1—U)G[( ) In(r)d,, « ]
(5.1)
(s )——;{[(1—20)8 +2r,, 1 ]ﬁ—(1—2o)(r -1, N}
Pi (8,9 4n(l—o)r ik i bl i M — Ly M
Onde:
u} (s,q)—> Deslocamento fundamental no ponto “q” na diregdo “i” devido a

€ 9
S

aplicagdo da carga unitdria em “s” na dire¢do “k”;

[P

Py (s,q) — Forga fundamental no ponto “q” na diregdo

73t
1

devido a aplicacdo da

[1PS3)

carga unitaria em “s” na dire¢ao “k”;
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s— Ponto fonte ou ponto de colocagao;
g— Ponto de campo;

1(s, q)— Distancia entre os pontos “s” e “q”, medido de “s” a “q”;

8, — Delta de Kronecker (0 se ik, 1 se i=k);

G— Modulo de Elasticidade Transversal do Material do Corpo;

v— Coeficiente de Poisson.

[1P=b]

Derivando-se as eq.(5.1) no ponto “q” nas direcdes dos eixos cartesianos, isto

¢, fazendo:

au’;k (S’q) _ u*
- Yik,j
ox;(q)
Py (5.9
=DPix
ox;(q)
Obtém-se:
x 1
e (5,q) = _m[@ — AV, By + 21,1, T —(8 0 0,1 ) (5.2)
. 1 or
i (5,qQ) = ——9120-2v)d, 1, +8r,; 1, 1, —20,1,, +0, I, )| —+
plk,_]( q) 4’}'[(1—\/)1'2 {[( ) k'] jok ( i~ ok jk )]an (5.3)

+(1- ZV)(Znir’k I, =2, 1, r’i_siknj + 8ijnk _Sjkni )_ 2r, 1, T]j}



28

(s, q)

FIGURA 06: Representagao do Dominio Infinito Bidimensional

A solucdo fundamental estatica, eq.(5.1), ¢ obtida integrando-se a eq.(3.3)

para uma forca de corpo concentrada no ponto “q” representada pela distribuicao

Delta de Dirac. Portanto, tem-se:

G;j,j +9(s,q)9,; =0 em Q (5.4)
Ou entlo:

Oy = —0(s,9)3,, em Q (5.5)
Sendo:

0(s,q) =0 se q#s

3(s,q)=1 se q=s (5.6)

[ u(@d(s,0)dQ(q) = u(s)



29

5.2 Equacio Integral de Contorno

A equagdo integral de contorno do problema eléstico é aqui demonstrada para
o problema elastico dinamico bidimensional, sendo o caso estitico um caso
particular do dindmico. O dominio de validade do problema ¢ mostrado na Figura 07.

Seja a equagdo de equilibrio dindmico, eq.(3.2), dada por:

G +b, =pi; +cu,

Podendo-se escrevé-la, na forma:

Gy tA; =0 (5.7)
Onde:
A, =b. —(pu, +cu,) (5.8)

Multiplicando-se a eq.(5.7) pela solucdo fundamental, a igualdade ndo deve

se alterar. Portanto, fica:
uy (s, q)(Gij,j (qQ)+ A, (q)) =0 (5.9)

Integrando-se ambos os lados da eq.(5.9) ao longo do dominio Q do

problema, tem-se:

Jus s a)loy @+ 2 (@b =0 (5.10)

Q
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X2 A

|
X

FIGURA 07: Dominio de Validade do Problema Elastico 2D

Integrando-se a eq.(5.10) por partes, tem-se:

[uli (s, )0, (@n,d0(@) [ gy, (5,90, (@dAQ) + [uy; (5,1, (@@ =0 (5.11)

r Q

Pode-se observar que na primeira integral da eq.(5.11), aparece a formula de

Cauchy, dada pela eq.(3.5). Dessa forma, substituindo a eq.(3.5) em (5.11), fica:

[ uls (s, (@dT(@) [ uy; (5, )5(Q)AAQ) + [uje (s, DA, (@A@Y =0 (5.12)

Sabe-se que:

6.=C. ¢ =C. 1u (5.13)

ij ijlm® ml ijlm ~ m,l

Substituindo-se a eq.(5.13) na eq.(5.12), obtém-se:

[uli(s.0p, (@dT(@) [ o7 (s,q)u, [ 42Aq) + [ uf; (5, ), (q)d(q) = 0 (5.14)

r
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Integrando-se por partes a eq.(5.14), tem-se:

[ uli (5, @)p; (AT (@) ~[ o3 (5,@)u; (@M, dT(Q) + [ 75 (5, D, (4)dQ(q) +

r

. (5.15)
+ [ul (5,91 (@)dQ(q) = 0

Substituindo-se a eq.(5.5) na eq.(5.15), fica-se com:

[ uli(s.0)p, (@dr(@) [ o7 (s,q)u, (@M, dT () -3y, [ 3(5,q)u, (9)dA(q) +

r

: (5.16)
+ J.uki (s,A,(q)dQ(q)=0

Pelas propriedades do Delta de Dirac, ver eq.(5.6), pode-se escrever:

8y [ 8(s,@)u; (@)d(q) = Cu;(s)

Logo, a eq.(5.16), fica:

[ uls(s.0p; (@dI(@) [ oy (s,)u, (@M1 (@) C o, (5) +

r

| (5.17)
+ Iuki (s,A;(q)dQ(q) =0

Na segunda integral da eq.(5.17), aparece a formula de Cauchy novamente,

portanto a eq.(5.17), fica:

Cyu; () == Py (5, ()T (q) + [ uy;(5,)p; ()T (q) +
) ' g (5.18)
+ [0 (s, ri(@)dQAq)
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Onde:

C,=0 , para sgQ
C,=06,/2 , para sel" (contornosuave)

C,=06, , para se€Q

Sendo a eq.(5.18), a equagdo integral para o problema elastico dindmico 2D.
Para o caso estatico, basta fazer: A, =b,, isto ¢, u, =1, =0 na eq.(5.8).

Dessa forma, para o problema estatico, tem-se:

Cyeu;(5) == Py (5, Qu; ()T (q) + [ uj; (s, @p, (q)dT(q) +
) : " (5.19)
+ [y (s, )b, (9)dAq)

Derivando-se a eq.(5.18) segundo variacdo do ponto “s” segundo as duas

[1PS3)

direcdes dos eixos cartesianos globais e admitindo também o ponto “s” pertencente

ao dominio Q (Cy=0ix), ou seja, fazendo:

ou, (s) 0
0x(s)  0x,(s)

— [ pii (5, (@T(Q) + [0 (5,)p, (@)L (@) + [ u (5,9 ()dAq)
Sendo que:

au?k (s,q) __ au?k (s,q) _
axj(s) axj(q)

—uj (s,

513;(5,(1)__513&(5&)__ *
ox(5) | ox(@ P (5:)
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Tem-se, portanto:

Uy ;(8) = [ Py (5, (Q)dT(@) — [y (s, )p; (AT (q) +
o ' (5.20)
~ [uj; (5, (9)dAq)

Q

Sendo a eq.(5.20) a representagdo integral das derivadas dos deslocamentos
nas dire¢des dos eixos cartesianos para os pontos internos.

Para se determinar as tensdes nos pontos internos, basta substituir os valores
da eq.(5.20) na eq.(3.8), determinando assim o tensor de deformag¢des no ponto. Com
o tensor de deformagdes calculado, basta substituir os valores de deformacdo na
eq.(3.11), encontrando assim as tensdes nos pontos internos. Ou entdo substituindo
os valores de gradientes de deslocamento calculados diretamente na eq.(3.13), que ¢
a equacao constitutiva para tensdes em fun¢do apenas do gradiente de deslocamento.

Deve-se observar que as equagdes integrais eqs.(5.19) e (5.20), foram
demonstradas de maneira exata. As aproximagdes de contorno serdo aplicadas no

proximo item.

5.3 Discretiza¢do do problema

Admitindo-se que o contorno I" possa ser subdividido em “ne” elementos de

contorno, ou seja, F=ZF i»€eo0 dominio Q subdividido em “ncel” células de
j=1

dominio (Figura 08), as eq.(5.18) e (5.20), podem ser escritas respectivamente na

forma:
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Elemento de
Contorno

Célula

FIGURA 08: Problema elastico discretizado em elementos de contorno e células de

dominio.

Coou,(8) == [P (s ul (@I (@) + Y [uj, (5, )pl ()T (q) +
el o o (5.21)

+ 2 [ uis (s, M (9)dQ(q)

=l o

U, ) = X [P (- DUl @AT(@ = Y [ui,,, (5.p (@)dI(Q) +
e o (5.22)

= [y 6.9, (@A)

=l a

Nas eq.(5.21) e (5.22), fez-se a subdivisdo do contorno em elementos de
contorno e o dominio em células; agora ¢ preciso arbitrar uma forma geométrica
aproximada a esses elementos e células, como também aproximar o comportamento
das forcas e dos deslocamentos de superficie ao longo dos mesmos.

O elemento de contorno escolhido para aproximagao ¢ o reto com distribui¢ao
linear ou quadratica de forcas e deslocamentos. Sendo esse elemento denominado

simplesmente de elemento linear isoparamétrico quando a variacdo das forgas e
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deslocamentos ao longo do mesmo forem lineares (Figura 09). Caso contrario, isto €,
quando essas variagcdes forem admitidas com comportamento quadratico (Figura 10),
o elemento de contorno ¢ chamado de elemento linear com varia¢do quadratica.
Quanto as células de dominio, estas sdo arbitradas com formato triangular e

aproximacao linear (Figura 10) de suas variaveis (forcas de corpo).

Uz ou P2

X2

X1

FIGURA 09: Elemento de contorno linear

As variaveis no contorno (Ver Figura 09), sdo aproximadas da seguinte

forma:

ul (@) =9,'U]
(5.23)
pi(Q)=¢,P"
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Uz ou P2

U1 ou P4

X2

X1

FIGURA 10: Elemento de contorno linear com variagao quadratica.

Da mesma forma, as varidveis ao longo do dominio da célula (Figura 11), sdo

escritas na forma:
M@ =&,"¥" (5.24)
Sendo ¢, e & as fungdes de forma das variaveis do contorno (Figura 12 para

o caso de elemento isoparamétrico , Figura 13 para o caso de elemento linear com

variacdo quadratica) e das variaveis da célula (Figura 14) respectivamente.

FIGURA 11: Célula de dominio triangular com variagao linear
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Substituindo-se as eq.(5.23) e (5.24) na equagdo integral para deslocamentos,

ou seja, eq.(5.21), tem-se:

Cooty () == [P (5, @), UPAr + Y [u} (5,),, "Bl +

=lr =l r
el . (5.25)
% j m
+2Juik (s,9)E,, ¥, 'dQ
Fla
o1 7
77,7 AR
70000050,
.7 03
1
// // 7 7

2 ® < ® |

FIGURA 12: Variagao das fun¢des de forma no elemento de contorno linear.

Observando-se que 'U,", 'P" e '¥|" sdo constantes ao longo da integracdo,

pois sdo valores nodais, a eq.(50) fica:

Cyu;(8) = —ZIP; (5,9)9,,dl 'UY + ZJ.u:k (s,q)¢,.dl" 'P" +
ncel s mr (5.26)
> [0l (5,0),,dQ Wy

=l o
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1 / {

(0%}
70 b
b3
® <4 ®
3 I 2 1

FIGURA 13: Variacao das fungdes de forma no elemento linear com variagao

quadratica.

Outra forma de se escrever a eq.(5.26) para o elemento isoparamétrico,

melhorando o seu entendimento, é:

|:Cll C12
C21 C22

I,

urz :||:¢1
u;2 0

i

U

=lr

_ij'|:p;:1 p12}|:¢1 0 ¢, O:|dr Ul; n
Py Py O o 0 ¢, U;

U;
j P!
0 0 P! 5.27
0, } ar {1 (5.27)
¢, 0 ¢, P,
P;
¥,
0 &2 O E.~3 O:|dQ \Pi
al O az 0 E_,3 \P2
LN
¥,




FIGURA 14: Variagdo das fun¢des de forma da célula.
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Efetuando-se os produtos das matrizes do lado direito da eq.(5.27), obtém-se:

{Cu Cl2j|{ul} :_i‘[{p;% PLd Pud,

Cy Cyulu, ) TiLPad Padi Pauds
P!

_'_ij{urld)l upd, U, ualkzd)z}dr P, +

* * * * 2
AT Uad und uyd, uy,d, P,

P;

* * * * *
uyg unk uyg, uy,g, u, g

* * * * * ¥
+§J{unil R upd, upé, ugs ug,

*
Uy,

}dg

Na forma matricial compacta, a eq.(5.28) fica:

[C], {U}(s) +[h]{U}; = (9] {P}; + bl {¥};

(5.28)

(5.29)
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Onde:
U0, UL®, Upo, U0, |
[gly=|| " “@ETo T2 TRz gr
TLU21P1 Up®y Uy, Uy, |
(5.30)
Pr®r Pra® Pr®; Pro; |
[h]sj:_[ :1 1 12 1 11 2 :2 2 dr
TLP21P1 P2o®1 PPz Pp®y |
u; u; u; u; u; u;
], - I{ W Uil Ungp Uy Uik lzas}dg 5.3)
alUx&r Uxpy Ux&, Upb, Ux&; Uy,

Deve-se observar que a eq.(5.29) representa apenas duas equacdes algébricas

referentes a um ponto “s” qualquer. Sendo assim, escolhendo-se um numero de

(I
S

pontos fonte igual ao numero de pontos nodais, chegam-se as seguintes equacdes

algébricas na forma matricial para todo o contorno I':

HU =GP+ B¥ (5.32)

Seguindo-se 0 mesmo procedimento feito para a eq.(5.21) de deslocamentos,

a eq.(5.22) de derivadas dos deslocamentos, fica:

{U} i (8) =Dy {U}; —[9lg 1P —[bgu { ¥} (5.33)
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Onde:
Ui 1@q U@ U0, U@y
(| YU214P1 U@y U@y Upp i@y dr
[g]sj,k_ * * % *
TlUi1201 U@y U0, Ugp o0,
| Up1201 Upppo®q Uppo®y Unpp@s |
(5.34)
P114P1  Pi21P1  P114P2  P121P2
hl . — P211P1  P21®1  P211P2  P22q@y dr
[ ]sj,k = * . . N
Tl P112P1  P12201 Pr12@2  P122?2
| P21201 P22 P21202  P22®s |
Up&y Upaa&y Ugga8y  Upps&y Ugga&y Upps&s
Upi &y Upp &y Unily Uopi&y Un&n Usy &
[b]sj,k :J' 31,1 1 *22,1 1 31,1 2 *22,1 2 31,1 3 *22,1 3 |40 (5.35)
ol U281 Uiao81 Uppoy U8y Uggps Ugpn&s
_U21,2§1 UpoGi Upip€y Upa&y Upp€s Uy uEs

Portanto, escrevendo-se a eq.(5.33) para o niimero de pontos internos do

problema, chega-se a:
U'=H'U-G'P-B'Y¥ (5.36)

E valido lembrar que considerando o elemento linear com variagio quadratica
deve-se adicionar mais duas colunas nas egs.(5.30) e (5.34) referentes a terceira
funcdo de forma. Da mesma forma, adiciona-se aos vetores de forcas e
deslocamentos nodais mais duas linhas devido aos valores nodais no terceiro n6 do
elemento.

O termo de valores nodais das c€lulas de dominio {¥}; para problemas

dinamicos pode ser dado por:

(¥}, =}, —(p{U}j +C{U}j) (5.37)
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Onde:

p — Densidade do material do corpo, considerada constante ao longo do tempo e do
dominio;

¢ — Coeficiente de amortecimento do corpo, considerado constante ao longo do

tempo e do dominio;

{b} ;— Vetor de valores nodais de forgas de corpo;
p{U}j — Vetor de valores nodais de for¢a de inércia;

C{U}j — Vetor de valores nodais de for¢a de amortecimento.
Substituindo-se a eq.(5.37) na eq.(5.29), obtém-se:
(], {U}(s) + [N, U}, =[gl,, P}, +[bl, {b}; —plb],, {0} - cibl, U} (5.38)
Para todos os pontos fontes “s” do problema chega-se a:
HU(t) + CU(t) + MU(t) = GP(t) + Bb(t) (5.39)
Onde:

M = pB — Matriz de massa do problema;

C = cB — Matriz de amortecimento do problema.
Procedendo-se da mesma forma para a eq.(5.33), chega-se a:

{Ub (8) =[]y U}, ~ @]y P}, —[by b}, + ploly U} + bl U} (5.40)

€ 9

Logo, para todos os pontos fontes “s” internos, tem-se:

U'(t)=H'U(t)-G'P(t)-M'U(t)- C'U(t) + B'b (5.41)



Onde:

M! — pB!
C'=cB’

43
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6 INTEGRACAO ANALITICA DAS INTEGRAIS DE
CONTORNO NO SISTEMA LOCAL E
TRANSFORMACAO DE COORDENADAS

Conforme apresentado no capitulo anterior, para a determinagdo algébrica das
matrizes utilizadas no MEC ¢ necessario desenvolver integrais sobre os elementos de
contorno e células de dominio.

Os programas atuais baseados no MEC desenvolvem geralmente essas
integrais analiticamente apenas quando os pontos fontes pertencem aos elementos a
serem integrados, caso contrario as integrais sao desenvolvidas numericamente.

Recentemente, FOLTRAN (1998) desenvolveu para o elemento reto com
aproximagdo linear (elemento linear isoparamétrico), integrais analiticas para os
pontos fontes nio pertencentes ao elemento integrado, as quais foram obtidas
diretamente segundo as coordenadas globais do problema em estudo. No presente
trabalho, as referidas integrais sdo solucionadas segundo um procedimento de
posicionamento local, ou seja, segundo eixos do elemento, sendo feita
posteriormente a rotagdo de eixos para posicionamento global. A possibilidade da
aplicacdo da rotagdo ¢ descrita com detalhes, mostrando-se que ¢ possivel aplicar
essa técnica para outros tipos de elementos e células internas. Além disso, considera-
se também a aproximagdo quadratica para as varidveis (elementos retos com
aproximacao quadratica). J4 as integrais referentes as células de dominio s3o obtidas
segundo procedimento semi-analitico descrito em SOUZA (2001), sendo que nesse
trabalho a resolucdo semi-analitica ¢ aplicada para elementos de contorno
triangulares para problemas elasticos tridimensionais.

Neste capitulo, explicitam-se as etapas e a resolugdo analitica das integrais de

contorno para o problema elastico linear bidimensional para um elemento de
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contorno reto com aproximagao linear ou quadratica, cujo ponto fonte ndo pertence
ao elemento a ser integrado, como também o processo de rotacao de eixos locais para
o sistema global de referéncia. Gragas a esse processo de integragdo, os resultados
tornam-se mais precisos, ao passo que o erro devido a integragdo numérica deixa de

existir.

6.1 Procedimento de Integracio Analitica das Matrizes

A etapa de integracdo das matrizes [h], [g], [h]” e [g]” (eq.(5.30) e eq.(5.34))
para o caso em que o ponto fonte pertence ao elemento integrado ¢ geralmente feita
analiticamente. Porém quando o referido ponto de colocagdo ndo pertence ao
elemento (Figura 9 e Figura 15), comumente se utiliza o método da quadratura de
Gauss para se determinar os valores dessas integrais. E mostrado nos subitens a
seguir como essas integrais sdo solucionadas analiticamente, tomando-se eixos locais

conforme ilustrado na Figura 15.

6.1.1 Caso 1: Integraciao com o Ponto “s” Desalinhado com o Elemento (a=0)

X

X

FIGURA 15: Posicionamento dos eixos locais (x_i) em relacdo ao elemento.

As integrais das matrizes [h], [g], [h] e [g]” estdo na forma:
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j f(r,0,0)dl’ (6.1)

Neste ponto deve-se observar que a solugdo fundamental esta originalmente
escrita para carregamentos fundamentais aplicados nas dire¢des X; e X globais. E de

interesse se escrever uma solu¢do fundamental onde os referidos carregamentos

fundamentais estejam aplicados nas dire¢des X: e X» locais, transformando a

expressao (6.1) para:

j f(r,0)dl (6.2)

Dessa forma, elimina-se o angulo a que o elemento faz o com a horizontal
global.

Pode-se observar que:
dl = dX

Deve-se efetuar, com fins de facilitagdo da resolugdo, a seguinte mudancga da

variavel:

[£(r,0)dr — [ g(6)d0

Sendo que:

a=rsen0=>r=

sen®
E que:

i—i(s):rc056:>§:r0056+§(s)
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Chega-se a:

X = X(s)+2°2Y (6.3)
sen©

Derivando-se a eq.(6.3) em relacdo a 6, obtém-se:

dX a
- 6.4
do sen’ 0 649

Dessa forma, a eq.(6.2), pode ser escrita na forma:

[t(r.0)dr = | f(e)[— 329}19 (6.5)

sen

As funcdes de forma, anteriormente ilustradas na Figura 12 para o elemento

isoparamétrico, tem suas expressoes segundo os eixos locais, na forma:

= X
$X)=1-+
(6.6)

¢0,(X) =

= <

Da mesma forma, para o elemento linear com variagcdo quadratica, tem-se:

X)==X —2X+1
() L’ L

4 X
¢2(X)_f X—TJ (6.7)

— 1[2x
¢3(X)_f ——XJ
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Onde:

L— Comprimento do elemento.

Substituindo-se a eq.(6.3) na eq.(6.6), fica-se com:

¢l(e)=1—%[i(s)+a°"sej

sen O
(6.8)
(< cos0
0)=—| X(s)+a
¢, (6) L[ (s) Senej
Substituindo novamente a eq.(6.3), agora na eq.(6.7), obtém-se:
2 (< cos0) 3(= cos0
0)=—| X(s)+a ——| X(s)+a +1
$©) LZ( ©) sen@] L( ©) sen@]
4_— cosb 1(< cos0)
0)=—| X(s)+ ——| X(s)+ 6.9
0:(0) =7 | X(s)+a L[ ©) asene” (6.9

sen 0

_l_z < cos 0 2_ < cos 0
¢3(6)—L L(X(s)+asenej (X(s)+a ﬂ

Salienta-se que a lista das integrais analiticas de contorno se encontram no

Anexo A deste trabalho.
6.1.2 Exemplo Ilustrativo do Caso 1

Para melhor sedimentar o raciocinio exposto anteriormente, mostra-se aqui
um exemplo de integragdo de um elemento da matriz [g], sendo g, o elemento

escolhido a ser integrado.

O elemento g, ¢ dado por:
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g =IUT2¢1dF (@)
r

Da eq.(5.1), escrita em coordenadas locais, tem-se:

. K, sen20
Uy, = —— (b)
2
Onde:
K, = I S (©)
8n(l-v)G

Substituindo-se na eq.(a), as egs.(b), (c) e (6.8), obtém-se:

02
o= J-K1 senZG[l_%(i(s)Jracoseﬂ( a jde @

52 sen 0 sen’ 0

A eq.(d) ¢é simples de se resolver, pois s6 ha integrais que envolvem fungdes

S€no € CO-S€no.

6.1.3 Caso 2: Integraciao com o Ponto “s” Alinhado com o Elemento (a=0)

As transformagdes de varidveis do item anterior so se justificam para o caso
em que a#0, ou seja, caso em que o ponto “s” ndo se encontra alinhado com o
elemento. Agora ¢ mostrada a forma de proceder a integragdo quando a=0 e o ponto
de colocagdo esta fora do elemento, isto &, i(s) < i(né I) ou i(s) > i(n() 2). A

Figura 16 ilustra da disposi¢ao dos parametros para o caso 2.



50

X2

X1

FIGURA 16: Disposi¢ao geométrica dos parametros do problema para o caso 2.

Novamente se trata da solucdo fundamental escrita para carregamentos

fundamentais nas coordenadas locais.

Sendo:

rzi(q)—i(s):_d—rzl

dX(q)
r=x-= d_f =1
dX
Portanto:
dl = dr =dX (6.9)

Pela eq.(6.9), conclui-se que o jacobiano, para esse posicionamento de eixos
locais (ver Figura 16), ¢ sempre igual a um.
Em face dessas consideragdes, a integral a ser resolvida pode ser escrita na

forma:

f(r)dl = [f(r)dr = [ £(X)dX (6.10)
e e w5
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6.2 Transformacao de Coordenadas

Os elementos das matrizes [h], [g], [h]’ e [g]’ foram integrados, conforme
expressoes dos itens anteriores, segundo uma orientacao de eixos cartesianos locais.
Para que se determinem as matrizes H, G, H’ e G’ para todo o problema elastico, faz-
se necessaria a transformagdo das matrizes [h], [g], [h]’ e [g]’ locais em matrizes

globais. Para tanto, ¢ valida a relagdo:

[m] = [R][m][R]" (6.11)
Onde:
CoOSO —senuoa

[R]= { } (6.12)
sen o CcCoS Qo

Sendo:

a— Angulo de inclinagdo entre o eixo global e eixo local;

[;1] — Matriz referente ao eixo local.

Pode-se mostrar a validade da eq.(6.11) a partir da transformag¢do de vetores,

escrita na forma:
[x]=[R][x] (6.13)

A equacdo algébrica de contorno, eq.(5.29), segundo os eixos locais pode ser

escrita na forma:

[C], {U}(s) +[h], {U}, =[gl P}, +[bly (¥}, (6.14)
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Da mesma forma para equagdo de gradientes de deslocamentos internos,

eq.(5.33), tem-se:
(U}, (8) =[h] U} ~[g], P}, —[b]_ ¥}, (6.15)

Sendo:

{U} =[RT"{U}

{P} = [R]"{P}

{¥} = [R]"{¥} (6.16)

(U}, =[RT{U}-

Substituindo as eq.(6.16) na eq.(6.14) e na eq.(6.15) e multiplicando-se

ambos os lados dessas equacdes por [R], fica-se com:

[RI[CI,[R]" {U}(s) +[R][h],[R]" U}, = [RI[g]4[R]" {P}, +[RIbI4RI (¥}, (6.17)

[RI[RT" U} ); = [R1[h] [R1"{U}; ~[R1[g], ;[R]" P}, ~[RIb]_[RI" (¥},  (6.18)
Observando-se que:

[R][C][R]" =[C]
[R][h][R]" =[h]
[R][g][R]" =[g]
[R][h],_[R]" =[h],.
[R][g].; [R]" =[g].;
[R][b][R]" =[b]
[R][b],. [R]" =[b],;

(RI"{U}). =[R]"{U},
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As eqs.(6.17) e (6.18), ficam na forma:

[C], {U}(s) +[N]{U}; =[g]{P}; + bl {¥}; (6.19)

{U oK (s)= [h]sj,g {U}j - [g]sj,g {P}j - [b]sj’g {\P}J (6.20)

A eq.(6.19) estd agora inteiramente referenciada em relagdo aos eixos
cartesianos globais, porém para eq.(6.20) ¢ necessario aplicar a transformacao de

derivadas. Pelo célculo diferencial a regra da cadeia ¢ dada por:

oF _ OF ox« =Fox;, (6.21)
an 8Xk an ?
Onde:

F— Funcgao continua no ponto de derivagao.

Aplicando a propriedade expressa pela eq.(6.21) na eq.(6.20), tem-se:

(U ©)=[RIN, U, ~[gl, . P}, ~Ibl,; 0, (622
Onde:
cosal 0 —senao 0
[E] |0 CcoS Ol 0 —sena
“|lsenat 0 cos QL 0 (6.23)
0 sen o 0 cosa

Efetuando-se os produtos matriciais da eq.(6.22), chega-se a:

{UL, (8) =[h]g, {U}; —[9l 1P} —[blg 15 (6.24)



54

Sendo a equagdo para derivadas de deslocamento, eq.(6.24), escrita agora em
coordenadas globais.

Vale ressaltar, que ¢ feita uma operagdo de rotagdo para cada né nas matrizes,
tomando-se submatrizes de dimensdo 2x2 das mesmas que representam a influéncia
de um nd apenas, ou seja, para as matrizes [h] e [g] a influéncia dos nos ¢ destacada

na seguinte forma:

No61 N6 2
pud Podiipnd, Phnd
[h]ij:J. 1171 1291 - P2 202 |qr

Fj_p;d)l SIS TR Y (6.25)

Wt upnd iug, ui}%}dr

* * .k *
rj_u21(|)1 u22¢l :u21¢2 u22¢2

Dessa forma, observa-se pela eq.(6.25) que sdo necessarias duas operacdes de
rotagdo para cada matriz. Ressalta-se também, que nas matrizes [h]’e [g]’, além da
rotacdo de eixos, deve-se fazer a transformacdao de derivadas conforme exposto
anteriormente.

De posse dos valores globais das matrizes [h], [g], [h]’ e [g]’, os mesmos sdo
adicionados aos sistemas algébricos das eq.(5.32) e (5.36) na seguinte forma

mostrada, por exemplo, para a matriz [H]:

~ 2j1 -1 2j1 2j2 -1 2j2 ~
linha 2i -1 h21—1,2j1—1 h2i—1,2j1 h2i—1,2j2—1 h2i—1,2j2
linha 2i h21,2j1—1 h2i,2j1—1 h2i,2j1—1 h2i,2j1—l

Onde:

j1— Numero do no inicial do elemento;
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j2— Numero do né final do elemento;

i— Numero do né do ponto fonte “s”.

Conclui-se, portanto, que a determinagdo dos termos das matrizes [h], [g],
[h]” e [g]’ tomando-se eixos locais e procedendo em seguida a transformacdo para a
orientacdo de eixo global ¢ factivel, facilitando assim a integracdo dos termos dessas
matrizes.

E importante também ressaltar que este procedimento pode ser interrompido
em qualquer estagio e, portanto pode-se ter equagdes algébricas para as quais as
variaveis de contorno estardo escritas em coordenadas locais. Assim, segue-se a
consideracdo imediata de forcas de superficie normais e tangenciais ao elemento de
contorno o que possibilita o estudo de acoplamentos entre meios continuos de

natureza diferente (ex.: solo-estrutura, fluido-estrutura).
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7 FORMULACAO PROPOSTA PARA O PROBLEMA DE
MECANICA DA FRATURA VIA MEC

Neste capitulo, explicita-se a formulacao utilizada neste trabalho, bem como
o método de extracdo dos fatores de intensidade de tensdo para o problema
bidimensional, ou seja, a determinagdo de K; e Ky; tanto para o modo I apenas quanto

para o modo misto (modos I e II atuando simultaneamente).

7.1 Consideracoes iniciais

Como ja comentado, existem varias vertentes para se calcular os Fatores de
Intensidade de Tensdo pelo MEC, considerando-se a trinca com suas faces
conectadas, vé-se o método das sub-regides, o método da reciprocidade dual, o
método que considera a trinca como uma faixa estreita de tensdes iniciais (ver
VENTURINI (1994)), etc.

Na formulacdo proposta neste trabalho, considera-se a trinca como um furo
de formato retangular, cujas faces estdo muito proximas umas das outras e os
elementos de trinca, do contrario da forma usual, sdo considerados lineares com
variacdo quadratica de forgas e deslocamentos ao longo do mesmo. Modelar as faces
da trinca dessa forma so ¢ possivel, sem que haja a subdivisdo do dominio (método
das sub-regides), gracas as solucdes totalmente analiticas das integrais de contorno
para todos os casos de posicionamento do ponto fonte, conforme ja descrito no

Capitulo 6.
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7.2 Geometria do Problema

A trinca modelada na forma de um retingulo tem suas faces opostas
separadas entre si de uma distdncia muito menor que o comprimento caracteristico da

({2l

trinca “a”, conforme Figura 17.

hE ----------- L] —>
< X
I'r
a a
l< N~ N
~ T 1

FIGURA 17: Geometria da formulagdo proposta.

7.3 Equacées Integrais Empregadas

A equagdes integrais utilizadas sdo as eqs.(5.18) e (5.20) para célculo de
deslocamentos ¢ gradientes de deslocamentos (apenas para pontos internos)
respectivamente. Sendo as tensdes nesses pontos internos determinadas através da

Lei de Hooke (ver eq.(3.13)).

7.4 Determinacido dos Fatores de Intensidade de Tensao (FIT)

Os fatores de intensidade de tensdo sdo determinados a partir das eq.(4.5)

para caso em que 0 =0, ou seja:
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(7.1)

As tensdes sdo calculadas em trés pontos internos distantes da extremidade da
) I 1 1 . ) . :
trinca de ga , 7a e ga , denominados aqui de pontos de extragdo. Conforme ilustra

Figura 18.

Resolvendo as eqs.(7.1) para os FIT's, fica-se com:

K, =0,+2nr
(7.2)

K, =0,v2nr

Calculadas essas tensdes, determina-se os FIT s dados pelas eqgs.(7.2). Sendo,
portanto, o FIT final determinado a partir da média aritmética dos trés valores

calculados nos pontos destacados, ou seja:

(K, )1, + (K, ), + (K )
(KI) = : ’ °

FINAL —
3

(7.2)

_ 8 7 6
(Ku )FINAL -
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X5

al6

v

FIGURA 18: Posicionamento dos pontos internos de extracdo em relagdo a trinca.

E importante ressaltar que anteriormente no texto referente ao exame de
qualificacao do presente trabalho foi utilizado um método de extracdo proposto por
CANAS & PARIS (1997), onde nesse processo de extragio se exige gerar curvas
logaritmicas de tensdes em pontos internos proximos a ponta da trinca. Dessa forma,
para se obter resultados de valores do FIT, foram necessarios muitos pontos internos
para geragdo das curvas. Necessitou-se também a separacdo dos trechos adequados
nas curvas para a determinago do mesmo FIT”.

Quanto ao método de extracdo proposto neste trabalho, apenas trés pontos
internos sao necessarios (pontos de extracdo) e a escolha desses pontos foi devido
primeiramente a padronizacdo do método de extracdo e também devido a facilidade
de convergéncia para os valores do FIT na regido em que esses pontos se situam,

conforme serd visto no préximo capitulo de exemplos numéricos.

> Para maiores detalhes sobre esse processo de extragio ver o trabalho e CANAS & PARIS (1997) ou
entdo o Capitulo 8 de exemplos numéricos do presente trabalho.
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8 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste capitulo sdo mostrados exemplos numéricos da determinacdo do Fator
de Intensidade de Tensdo estatico e dindmico para o0 modo I e modo misto (Modo I e
II atuando simultaneamente). E feita também uma breve analise do comportamento
de deslocamentos das faces da trinca para problemas dinadmicos.

Procura-se aqui tanto analisar exemplos simples, onde existam as solugdes
analiticas, quanto exemplos mais complexos onde apenas respostas numéricas foram

obtidas até hoje na literatura especializada.

8.1 Exemplos Estaticos

8.1.1 Exemplo 1 — Formulacio atual

O exemplo 1 trata de uma chapa tracionada (EPT) com uma trinca
considerada pequena no seu centro (Figura 19). O modo de fratura que atua no

problema ¢ o Modo de Abertura, ou Modo 1. Sdo dados do problema:

o = 1000 kgf/cm®
E=2,1x 10° kgf/cm®

v=0,25
a=1,0cm
W =20cm

L=40cm
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h=2x10"q (abertura inicial entre as faces da trinca)

= L <J
NS A

0 T
TEEREE!

FIGURA 19: Chapa tracionada com trinca central em Modo 1.

Sabe-se que o K, para este exemplo, pode ser calculado analiticamente, por:
K, = Yovna
Onde:
Y =1+0,256(a/ W)—-1,152(a/ W)’ +12,200(a/ W )’
O que, para o exemplo 1, tem-se:
(K ) paiiies = 1792,74 kg -cm ™"

Utilizando-se como discretizagdo do problema 60 elementos quadraticos no
contorno externo e 10 elementos de contorno quadraticos ao longo das faces da
trinca, tem-se os seguintes resultados para os pontos de calculo do FIT para o modo

I:
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(K,): =177517 kgf -cm™'?

(K,): =1816,58 kgf -cm ™2

(K,)a =1823,14 kgf -cm™"2
6

Substituindo os valores do FIT's calculados nos trés pontos de extra¢do na

eq.(8.2), tem-se o valor final do FIT calculado pelo MEC:
(K, )™ =1819,14 kgf -cm ™2

Onde o erro de aproximagdo em relagdo ao valor analitico ¢ de 1,47%.

Desde ja, ¢ importante lembrar que ndo se espera exatiddo na resposta
numérica em relacdo a analitica, pois os problemas abordados sdo ligeiramente
diferentes, isto é, enquanto que na formula¢do analitica como também nas
formulagdes numéricas usualmente empregadas se consideram as faces da trinca
coincidentes (trinca fechada), a proposta deste trabalho considera a trinca com uma

pequena abertura, ou seja, faces ndo-coincidentes.

8.1.2 Exemplo 1- Formulacio anterior

Dentro da proposta inicial do presente trabalho, as integrais analiticas foram
determinadas para o elemento linear isoparamétrico. Utilizou-se esse tipo de
elemento tanto para o contorno externo quanto para os elementos de trinca. O
método de extracdo dos Fatores de Intensidade de Tensdo para os problemas
estaticos é mesmo utilizado por CANAS & PARIS (1997). Dessa forma, no exemplo
ilustrado na Figura 19 ¢ mostrada a determinacao do FIT para o modo I segundo
metodologia anterior, como forma de justificar a atual metodologia, isto ¢, integrais
analiticas para o elemento reto com variacdo quadratica e determinagdo dos FIT's

segundo pontos internos previamente arbitrados.
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Para a determinagcdo do FIT utilizando elementos de contorno lineares, a
curva de tensdo nos internos proéximos a ponta da trinca foi determinada e comparada

com a solucdo analitica desse campo de tensdes, conforme ilustrado na Figura 20.

22000 ~

—— Solugéo Analitica

20000 -

18000 - — MEC (324 elementos)
& 16000
§
&= 14000 -
2]
=
="12000 -
©
E
5 10000 -
c
S 8000
(2]
G
(@ 6000 ¢

4000 -

2000 |

0 : : : : i
0 0.05 0.1 0.15 02 0.25
r (cm)

FIGURA 20: Campo de tensdes em pontos proximos a ponta da trinca.

A discretizacdo em 324 elementos isoparamétricos na trinca apresentou boa
resposta em face da resposta analitica do problema. E valido ressaltar que a malha de
elementos de contorno na trinca era mais refinada nas suas extremidades para essa

discretizagdo.

Utilizando a eq.(4.2), para o caso em que 6 =0, pode-se escrever:
K, =0,V 2mr 8.1)

Tomando-se o logaritmo de ambos os lados da eq.(8.1) e resolvendo-a para

In(o1,), fica-se com:

In(o,,) = ln(\/KZ_In]—O.SIn(r) 8.2

A eq.(8.2) ¢ a equacdo da reta, podendo ser escrita na forma:
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In(c,,) =c+bln(r) (8.3)

Onde:

)

b=-0.5

A partir da eq.(8.2), pode se escrever a distribui¢do de tensdes na escala

logaritmica, conforme Fig 21.

©
W
lll(o'.)

— Solugdo analitica

— BEM (324 elementos)

Inr

FIGURA 21: Grafico de tensdes em escala logaritmica.

Para o célculo do K; numérico, deve-se destacar o trecho do grafico onde os
valores sdo aproximados por uma reta, conforme o problema analitico. Dessa forma ¢
possivel determinar as constantes da reta, ou seja, os valores de “b” e “c” da eq.(8.3).

Para o caso deste exemplo, com discretizacdo de 324 elementos, o trecho do

grafico que mais se aproxima da reta analitica (ver Figura 21) ¢ mostrado na Figura

22.
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FIGURA 22: Trecho escolhido no grafico logaritmico para determinagdo do K.

A partir do grafico da Figura 22, tem-se:

b =-0,504
¢ =6,4927

Dessa forma, K}"*° ¢ dado por:

MEC
In| —— | =6,4927 = K™ =1655,16 kg-cm ™’

NG

O erro de aproximacao fica em 7,67%. Percebe-se, portanto, que para se obter
valores razodveis do FIT eram necessarios muitos elementos lineares ao longo da
trinca, bem como muitos pontos internos para a geracdo das curvas de tensdes em
escala logaritmica. Dessa a forma a substituicdo de metodologia no que tange a
mudanga do tipo de aproximagdo das varidveis de contorno ¢ método de extragdo do

FIT ¢ plenamente justificavel face a comparagao de resultados entre as duas

metodologias.
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8.1.3 Exemplo 2

O segundo exemplo apresenta o mesmo formato geométrico do exemplo
anterior (ver Figura 19), porém com suas dimensdes e caracteristicas fisicas
diferentes. Trata-se, portanto, novamente de um problema que envolve apenas o

Modo I de abertura, todavia em Estado Plano de Deformag¢do (EPD). Sdo dados do

problema:

o=1,0 MPa

E =200 GPa

v=0,3

a=2,4 mm

W =20 mm

L =40 mm

h=2x10"q (abertura inicial entre as faces da trinca)

Discretizando-se o problema em 60 elementos quadraticos no contorno
externo e 10 elementos quadraticos ao longo das faces da trinca, obtém-se os

seguintes resultados para o FIT calculado nos pontos internos de extracao:

(K,): =88167,90 Pa-m™'"2
(K,): =90054,40 Pa-m™"?

(Kl)i =92296,35 Pa-m™'?

Substituindo os valores do FIT's calculados nos trés pontos de extracdo na

eq.(8.2), tem-se o valor final do FIT calculado pelo MEC:

(K,)"™ =90172,90 Pa-m™"
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A solugdo analitica do Exemplo 2, dada por:

(K, )" =89848,07 Pa-m ™"

Portanto o erro de aproximacao fica em 0,36%.

8.1.4 Exemplo 3

O Exemplo 3 é um problema de modo misto (Modos I e II atuando
conjuntamente), pois a trinca estd inclinada em relagdo a direcdo da carga externa

aplicada, conforme Figura 23. S3o dados do problema:

o =1,0 MPa
E =200 GPa
v=0,3

a="17,07 mm

W =30 mm

L =60 mm

o =45°

h=2x10"q (abertura inicial entre as faces da trinca)

Estado Plano: EPD
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FIGURA 23: Chapa com trinca inclinada no centro.

Devido a abundancia de exemplos, neste especificamente ndo se preocupou
em fazer comparagdes.

Foram gerados dois resultados com diferentes discretizagdes. A primeira com
60 elementos de contorno externo ¢ 100 elementos de contorno na trinca, ambos com
varia¢do quadratica. A segunda discretizagao se fez com os mesmos 60 elementos de
contorno externo, porém com apenas 20 elementos de contorno ao longo da trinca.

Os resultados sdo mostrados em tabela, conforme Figura 24.

Dlscntet_lzagao na K, Ky
rinca
100 elementos 2697438,33 | -2773745,66
20 elementos 2639614,33 | -2657217,00
Variagcao em % 214 4,20

FIGURA 24: Tabela da variacao dos FIT s conforme mudanga de malha na trinca.

Pela Figura 24, percebe-se que hd uma grande variacdo de densidade de
malha na trinca de uma discretizagdo para outra, porém a variagdo de resultados ¢
pequena. Portanto, pode-se concluir que houve uma boa convergéncia para o
exemplo em questdo, ficando esses resultados a disposi¢ao para futuras comparagoes

com outros trabalhos. Na Figura 25, mostra-se a deformada para este exemplo.
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e Configuragao Inicial

= Configuragdo Deformada

FIGURA 25: Configurag¢do deformada de chapa com trinca central inclinada.

E valido salientar que os valores dos FIT’s foram calculados segundo

procedimento utilizado para os exemplos anteriores.

8.1.5 Exemplo 4

O Exemplo 4 trata também de um problema envolvendo modo misto, porém a
trinca estd no canto da chapa, conforme Figura 26. Sdo dados do problema (em

valores adimensionais):

c=1,0

E=1,0

v=0,3

a=W/2

wW=1,0

h=2x10"q (distancia inicial entre as faces da trinca)
o =45°

Estado Plano: EPT
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FIGURA 26: Chapa tracionada com trinca de canto.
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Para resolucdo numérica deste exemplo, foram utilizados ao todo 81

utiliza o Método das Nuvens (hp-cloud method).

elementos de contorno quadraticos, sendo 9 deles situados ao longo do contorno da
trinca. A tabela da Figura 27 mostra resultados obtidos para esta discretizacdo, como

também faz comparagdao com resultados obtidos em ODEN & DUARTE (1997) que



RESULTADOS K Ku
MEC (9 Elementos) - KM*¢ 15092330 | -0.763500
ODEN & DUARTE (1997)- K" | 1.5008284 | -0.729706
K" K 0.9944 0.9557

FIGURA 27: Tabela de resultados obtidos para os FIT's.
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Os resultados obtidos pelo MEC analitico (Ver figura 27) estdo de acordo

com relacao aos obtidos por ODEN & DUARTE (1997) conforme mostra a razao

entre os FIT's (KM*¢/KR) obtidos pelos dois métodos. Como também, uma

deformada coerente com tipo de geometria e carregamento do problema, como pode

ser visto na Figura 28.

—— Configuragao
Inicial
= Configuragcéo
Deformada

FIGURA 28: Configuragao deformada de chapa com trinca de canto.
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8.2 Exemplos Dindmicos

Para o célculo dos FIT’s dinamicos, o mesmo método de extragdo para o caso
estatico ¢ utilizado. Sendo os graficos desses FIT's calculados, plotados em termos

de FIT’s normalizados, ou seja:

KMEC (t)
K

o

KM(t) = (8.1

Onde K, é um valor estatico, dado por:

K, :Gox/n_a

8.2.1 Exemplo 5

Neste exemplo, que ¢ a determinacdo do FIT dindmico para o Modo I, os
dados fisicos e geométricos sdo idénticos ao do Exemplo 1 (Ver Figura 19), porém a
carga de tragdo ¢ subitamente aplicada no instante inicial da andlise (t=0), a
densidade do material é p = 0,002 Kg/cm® e o estado plano é o EPD.

Quanto a discretizagdo do problema, procurou-se refinar bastante a malha
com o objetivo de obter o melhor comportamento cinematico das faces da trinca,
como também a analise do FIT dinamico. Na discretizacdo das células, a
descontinuidade de massa foi respeitada ao longo da trinca (consideracdo do orificio
da trinca na matriz de massa).

Com 260 elementos de contorno, sendo 200 desses situados ao longo da
trinca e aproximadamente 2050 células de dominio, obteve-se o seguinte resultado

para o FIT dinamico conforme Figura 29.
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FIGURA 29: Gréfico de K; Dinamico para o exemplo 5.

O gréfico da Figura 29 foi obtido com intervalo de tempo At =0,1x 10™*s. As
grandes oscilagdes ocorrem devido a alta sensibilidade da matriz de massa, pois,
como dito anteriormente, além de haver descontinuidade da massa ao longo da
trinca, préxima a ela a malha da matriz de massa ¢ bastante refinada.

Com relacao a solugdo analitica, como exposto no Item 4.6, ¢ valida apenas
para o intervalo em que ndo ha reflexdes de onda ao longo da trinca e ap6s a chegada

da onda de distor¢cao na mesma. Para o exemplo 5, este intervalo ¢ dado por:

52x10*s<t<57x10"s

Para este intervalo na Figura 30 ¢ mostrada a comparagao dos valores do FIT

dindmico calculado pelo MEC, bem como valores analiticos calculados pela
eq.(4.10).
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0.9 1 & MEC - Analitico
*
A Solugao Analitica A
o 071
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FIGURA 30: Grafico comparativo entre o FIT pelo MEC e o FIT analitico.

Observa-se que os valores iniciais e finais do FIT pelo MEC sdo os que mais
se aproximam dos valores analiticos. Sendo também tempo t = 5,2 x 10* s o
momento em que a onda eléstica se aproxima da trinca. Deve-se também observar
que este exemplo ¢ um grande motivador para o desenvolvimento de formulacdes
dindmicas similares baseadas no TDBEM, tendo em vista a dificuldade do MMBEM
em reproduzir os comportamentos onde as altas freqiiéncias estdo presentes.

Da-se também importincia neste exemplo ao comportamento cinematico das
faces da trinca no momento da passagem da onda elastica de dilatacdo. Para tal, na
Figura 31 sao mostrados deslocamentos em pontos na trinca para cada 25 passos de

tempo.
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1", + npt=0
= npt=25
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10.6 ox - IS o . e npt=75
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FIGURA 31: Grafico de deslocamentos das faces da trinca.

Observa-se, portanto, que nao ha contato entre as faces da trinca para a
distancia entre faces proposta por este trabalho. Porém, o contato haveria se as faces
da trinca fossem conectadas ou mesmo se a distdncia fosse menor, pois no passo de
tempo npt = 225 a separacdo entre as faces ¢ menor do que a separacdo entre elas no

tempo inicial da andlise, ou seja, quando npt = 0.

8.2.2 Exemplo 6

Neste exemplo, mais um caso de determinacdo do K; Dindmico ¢ analisado,
porém ¢ considerada uma discretizagdo menos refinada do que a do exemplo
anterior. Quanto a matriz de massa, para este caso ¢ negligenciada a descontinuidade
de massa causada pelo orificio da trinca, isto ¢, a influéncia do desse orificio esta
apenas nas matrizes referentes aos elementos de contorno do problema.

Os dados fisicos e geométricos sdo idénticos ao do Exemplo 2, sendo a
densidade do material do corpo p = 5000 Kg/m®. A chapa esta sujeita a uma tensdo
subitamente aplicada no instante inicial (t = 0) de valor o = 1,0 Mpa. S0 mostrados

na Figura 32 os graficos do K; Dindmico normalizado.
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FIGURA 32: Fator de Intensidade de Tensdo normalizado para o Exemplo 6. Chapa

Tracionada com Trinca no Centro.

O grafico normalizado utilizando o MEC semi-analitico com matriz de massa
(MEC — MMBEM) ¢é comparado com os resultados obtidos em FEDELINSKI et al.
(1995).

A discretizagdo referente ao MEC semi-analitico ¢ composta de 80 elementos
na trinca e 350 células de dominio para um intervalo de tempo At=0,12 us. Ja para o
resultado obtido através do Método da Reciprocidade Dual, foram necesséarios 32
elementos de contorno e 52 pontos de dominio para o mesmo intervalo de tempo.

Observa-se uma boa concordiancia com os resultados obtidos em
FEDELINSKI et al. (1995), porém percebe-se que o pico maximo estd um tanto
“atrasado” em relacdo a esses resultados. Uma provavel explicagdo para este
comportamento repousaria no método de extragdo do FIT dinamico, pois o aqui
utilizado neste trabalho difere do empregado para o TDBEM e para o Método da
Reciprocidade Dual. Também sdo vistas menores oscilacdes em relacdo ao exemplo
anterior, pois a influéncia do orificio ndo entra nos termos da matriz de massa,

deixando-a menos sensivel aos deslocamentos da face da trinca.
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Face a melhor concordancia com os resultados obtidos na literatura, nos
exemplos subseqiientes serd utilizado este mesmo tipo de abordagem, ou seja, matriz

de massa sem a influéncia da trinca (sem descontinuidade de massa).

8.2.3 Exemplo 7

Determinacdo dos Fatores de Intensidade de Tensdo dindmicos para chapa
com trinca inclinada ¢ analisado neste exemplo. A geometria do problema ¢ mostrada
na Figura 23. Sendo os dados fisicos e geométricos deste problema idénticos ao do
Exemplo 3, com densidade do material do corpo p = 5000 Kg/m’. A chapa & sujeita a
uma tensdo subitamente aplicada no instante inicial (t = 0) de valor o = 1,0 Mpa. Na
Figura 33, os Graficos dos Fatores de Intensidade de Tensdo normalizados para o

modo I (K;) sdo mostrados.

1.6

+* MEC - MMBEM

—=— TDBEM R ‘,0“0,"

1.2 1

—— Dual

0.8 q

0.4 4

Ki Normalizado KvK,

-0.4

Tempo t [ps]
FIGURA 33: Fatores de Intensidade de Tensdao Normalizados para o modo I.

Exemplo de Trinca inclinada no centro da chapa.

Sédo utilizados 20 elementos de contorno na trinca € 620 células de dominio

para o MEC - MMBEM e intervalo de tempo At=0,2 ys.
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Os resultados do MEC com matriz de massa sao comparados com os obtidos
pelo Método da Reciprocidade Dual em FEDELINSKI et al. (1995) e com
DOMINGUEZ & GALLEGO (1992) que utiliza solu¢do fundamental no tempo
(TDBEM) e sub-regido.

Para o Dual, 20 elementos de contorno e 20 pontos de dominio foram

necessarios, com intervalo de tempo At=0,2 us.

+ MEC Analitico - MMBEM
-=-TDBEM
16
Dual
1.2
>
=]
<
[
S 08
<
=
s
V4
I e it i et
‘0
0 BB ‘w’, N
X 2 34
\aiatadast 5 10 15 {\"\./'/.\éb
“’0“0"‘0
0,4 !
Tempo t [ps]

FIGURA 34: Fatores de Intensidade de Tensdo Normalizados para o modo II.

Exemplo de Trinca inclinada no centro da chapa.

Dos resultados obtidos para os dois modos, o FIT dindmico para o modo II
(Ver Figura 34) ¢ o que mostra maior congruéncia com os resultados das referéncias,
sendo esta congruéncia maior com relagdo ao TDBEM. Porém, para o K; (Ver Figura
33), o MEC - MMBEM mostrou maior pico em relagdo aos dois graficos de
referéncia.

Conclusdes deste trabalho, bem com sugestdes para trabalhos futuros, sdo

dissertados no capitulo seguinte.
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9 CONCLUSOES E SUGESTOES

Neste trabalho abordou-se o problema de determinacdo dos Fatores de
Intensidade de Tensdo estaticos e dindmicos no campo bidimensional elastico linear
isotropico. Para tal, utilizou-se o0 Método dos Elementos de Contorno com Matriz de
Massa (MMBEM).

Na formulacao proposta do MEC, todas as matrizes referentes aos elementos
de contorno (H, G, H’ e G’) foram determinadas analiticamente, dispensando o uso
de processos numéricos de integracdo (ex.: Quadratura de Gauss). Dessa forma,
eliminou-se o erro de integragdo numérica, decorrente desses processos.

Podem-se destacar trés aspectos inovadores deste trabalho. O primeiro
repousa no fato de se obter as referidas integrais analiticas de contorno segundo eixos
cartesianos locais, procedendo-se em seguida através da algebra de rotagdo de
coordenadas, a obtencdo dos valores dessas integrais segundo eixos cartesianos
globais. O segundo aspecto inovador estd no fato de se utilizar elementos de
contorno linear com variagdo quadritica com suas integrais determinadas
analiticamente como elementos de trinca, ndo havendo, portanto distincdo na
aproximagdo para elementos de contorno externo e de trinca. O terceiro aspecto
reside no fato de se ter discretizado a trinca como um orificio (ndo com formulagao
de trinca “fechada” inicialmente) de forma retangular com faces muito proximas
utilizando-se de elementos de contorno ordinarios. Dentro dessa abordagem, foi
necessario arbitrar um método de extracao desses fatores tomando-se tensdes nos
pontos internos proximos a ponta da trinca, sendo também as integrais de contorno
que envolvem as tensodes calculadas analiticamente. Os motivos pelos quais os trés

pontos internos foram escolhidos (Ver Item 7.4) repousa no fato de apresentar mais
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rapida convergéncia dos valores dos Fatores de Intensidade de Tensao na regido onde
esses pontos se encontram.

Diante da consideragdo da trinca como sendo um orificio, para os problemas
dindmicos duas formas de encarar o problema no que tange a matriz de massa foram
abordadas. Primeiramente, fez-se a discretizacao das células levando-se em conta a
descontinuidade de massa provocada pelo orificio, ou seja, a trinca. A segunda forma
tal como as demais formulagdes consideram a trinca imersa na massa, ou seja, nao
leva em conta a descontinuidade de massa do problema, deixando, portanto a
influéncia dos deslocamentos das faces da trinca apenas nas matrizes referentes aos
elementos de contorno.

A utilizagdo de massa continua leva a resultados muito préximos das
referéncias que tradicionalmente adotam este procedimento. Isto leva a se desprezar
os modos de vibragdo locais da trinca, suavizando o comportamento da resposta em
tensdo, porém nao prejudicando a sua magnitude.

A discretizag@o baseada na presenca do vazio considera a descontinuidade da
massa e inclui os graus de liberdade das faces da trinca de forma efetiva na avaliacdo
dos campos de deslocamentos, aceleracdes e tensdes envolvidos. Entende-se que os
resultados das técnicas de massa continua sao aceitaveis no sentido de se calcular os
Fatores de Intensidade de Tensdo, tendo em vista o reduzido esfor¢o computacional.

A ndo utilizagdo de elementos especiais na extremidade da trinca apresentou
uma melhora significativa ao se passar de aproximag¢ao linear para aproximagao
quadréatica de forcas e deslocamentos ao longo do contorno da trinca. Principalmente
para os casos de determinagdo dos Fatores de Intensidade de Tensdo Estaticos. Para
os casos de problemas dindmicos, os resultados foram satisfatdrios, porém a
utilizagdo de matriz de massa com aproximagdo linear requer muitas células de
dominio para a obtencao de boas respostas.

A respeito ainda da matriz de massa, a consideragdo do orificio da trinca
nessa matriz (massa descontinua) representa com maior fidelidade os campos de
tensdo e deslocamentos do problema. Porém, como dito anteriormente, um alto custo
computacional ¢ detectado. Para contornar esse problema e criar uma metodologia
mais fiel para problemas dindmicos lineares, recomenda-se a aplicagdo do TDBEM

(Time Domain Boundary Element Method) segundo metodologia de integragdo
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analitica e consideragdo do orificio da trinca, como também o emprego de elementos
de contorno quadraticos ou de ordem superior ao longo da trinca e elemento especial
de trinca (ex.: elemento de ponto a um quarto) para representar melhor os campos de
deslocamentos proximos a ponta da trinca. Recomenda-se o emprego do COD
(Crack Opening Displacement) como método de extragdo dos Fatores de Intensidade
de Tensao, evitando problemas de atraso ou adiantamento durante a avaliacdo do FIT
dindmico. Também se recomenda o estudo sobre técnicas de enriquecimento de
aproximagdes que possibilitem a criacdo de um elemento especial de trinca que
contemple o campo de deslocamentos na extremidade da trinca sem ferir a particao
da unidade para problemas de Mecanica da Fratura nao linear (plastificagao).

Acredita-se que a formulacdo desenvolvida ¢ bastante eficiente, tendo em
vista que ndo se utilizou elemento especial na extremidade da trinca. Os valores
espurios obtidos devido a utilizagdo do MMBEM (via células) eram esperados devido
ao carater nao ondulatorio da solu¢do fundamental de Kelvin e a geracdo, por parte
desta, de matrizes de massa, H e G cheias, o que naturalmente fere o principio da
causalidade.

Como conclusdo pratica das aplicagdes, verificou-se que na passagem de uma
onda de dilatagdo a fratura oscila, mas ndo chega a se fechar para o caso da abertura
inicial proposta pelos exemplos. Porém, leva-se a crer que esse fechamento ocorreria
dentro da formulagdo de trinca com faces conectadas, pois se registrou nos exemplos
utilizando a formulagdo proposta que a distancia entre as faces para um determinado
passo de tempo chega a ser menor do que a distdncia imposta no inicio da analise.
Deve-se comentar ainda que a formulagdo aqui proposta pode ser usada facilmente
para avaliacdo de Fatores de Intensidade de Tensdo de trincas hidraulicas, as quais se
aplicam pressdes internas.

Finalmente, ressalta-se que a andlise de problemas de Mecanica da Fratura
utilizando esta formulagcao do MEC fortalece o Método dos Elementos de Contorno,
no sentido de ser possivel o tratamento de problemas de campos elasticos singulares
ndo apenas através de formulagdes especificas (ex.: Dual) ou do emprego de
elementos que descrevem o comportamento singular dos campos envolvidos, mas

também através do Método dos Elementos de Contorno em sua versado original.
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ANEXO A: LISTA DE INTEGRAIS BASICAS

As integrais basicas sdo aquelas que combinadas algebricamente, ddo origem
aos elementos das matrizes [h], [g], [h]” e [g]” em coordenadas locais. Sao, portanto,

listadas a seguir.

A.1 Lista das Integrais Basicas Para a Matriz [h]

e Para a=0
> Al=—[(1-2v)d0 =—(1-2v)0|;]
0

> A2:—wj.(xs +3le<19:—w[xsejtaln(sene)]gl2
L 3 sen© L

> A3= —2J’cos2 0d0 = — (0 +sen B cos 9)|212
0

A4 = —EJ.cos2 G(XS +a cos@)de =
> Ly sen®

= —% {xs (senBcos O +0)+ a[Z In(sen 0) —sen’ 9]}212

d0 =—(1-2v)In(sen0)|;;

> A5 :—(1—2v)j"°se
b sen0
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A6 =— d _sz) jcot 0(x, +acot0)do =
0

__ (1 _LZV) [XS In(sen0) —a(cotO + 9)]212

62

co0s20

A7 = —2jcos9sen 0do =
0

61

2 1 cos26 1"
A8 = —chosﬁsen 0(x, +acot0)dd = I a(senBcosO+0)—x,
0

01

A9 = —2[ sen” 6d0 = (senOcos 0 — 0) 212
0

Al0 = —%J‘sen2 B(x, +acot0)de = —%[xs(e —sen0Ocos0)—a

0

cos 26}92

01

(1-2v)
L2
+ 2ax _ In(sen ) —a” (8 + cot e)]glz

J(Xf +2ax cot 0 +a’ cot’ 9)19 = —&[xfm
0

L2

All = -

2
Al2= —%J‘sen2 e(x§ +2ax, cot®+a’ cot’ 6):16 = —% X—S(e— sen29j+
L% L] 2 2

cos20 a’ ( sen20
—ax, +— 0+
2 2 2

02

61

2

Az=_{1=2Y I cote(xf +2ax_ cotd+a’ cot’ 6}16 = —(1_—22\}) [xf@ln(senﬁ) +
L
0

62

—2ax,(0+cotf) - az( ! —+ ln(sene)j
‘ 2sen” 0

61

2 2
Al4 =—Ll—zj-sen 26(x§ +2ax_ cot®+a’ cot’ 9}19 =——[xf COS4 o +
0

L2
20 201"
+ ax (6 + ser12 j +a’ (ln(sen 0) + COZ H

01
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2
Al5= —%J‘cos2 B(Xf +2ax_cotO+a’ cot’ 9}16 = —L—{%(B + sen26j +
> ' 1 29 02
+ax, [2 In(senB) —sen’ 6]— a’ {cot@ + 5(36 + Ser; H}

01
e Paraa=0

L
0

> Bl:dex:ln(x—xs)
T X — X

> B2=1JALC1X=%[X+XSIH(X—XS)](I;

Ly x—x;

2 2 L
> B3=L2J.X—dx=i2 xsx+X—+xfln(x—xs)
L"{x-x L 2

0

A.2 Lista das Integrais Basicas Para a Matriz [g]

e Paraa=0
In(a/sen®) 02
> Cl=-a(3-4v)| =y d0=-a0- 4v)[cot8(1—Int)+ 6]
o sen
Coe— a(3—-4v) J- ln(a/szene)(XS N acote)de _
0

L sen” 0

02

__aB-4) _ _3 o0l Inr— L]
= 3 {xs[cote(l lnr)+9] 2{cot e(lnr 2) ln(sen@)}

61

> C3= —aJ.cot2 0d0 = a(cot 0 + 6)|212

6

02

a| (cot’0

> C4= —iJ.cot2 6(x, +acot0)dd = —[a[
L) L

+ ln(sene)J +x,(cotO+ 9)}

61
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» C5= —ZaIcot 0d0 = —2aln(sen 6)|212
0

> Co6= —%Isen 20(x, +acotB)do = %[a(cot 0+0)—x, In(sen 9)]212
0

62
01

> C7=-a]do=-a|
0

a a
> (8= —IJ.(XS + acote)de = —I[XSG +aln(sen 6)]212

0

C9=- (3- ézlv)a j ln(a/szen e)(xf +2ax_ cot0+a’ cotze)de =
L ¢ sen"0

> = _(31#)'& {x§ [cot8(1 - In(a/sen0))+ 6] — ax_ {cot2 thn(a/ sen@)— %} +

02
3 3
—In(sen®)] - %{coﬁ 01n(a/send)+ (6 +cotO — CO; GH}

61

Cl0= —%J‘cot2 G(st +2ax, cot0+a’ cotze)de =
0

> 02
2 3
=—iz —x%(cot®+0)—2ax, cot’ +1In(send) |+a’| 0+ cotO— cot’ 0
L 2 3 o
Cl1 =—i2j(xf +2ax, cotO+a’ cotze)ie =
> L
= _%{— x20+ 2ax_ In(senB) —a’ (0 + cote)}zl2
Cl2= —%jcot@(xf +2ax, cotO+a’ cot29}19=
0
>

) 02
_ _%{xf In(senB) — 2ax (9 +cot 9) —3? [ln(sene) + COt2 e}

61

Para a=0



> DI=(3 —4o)j1n(x —x)dx = (3—4v)(x —x)[In(x —x,)— 1]

D2 =(3_—4l))jxln(x—xs)dx =
L L

L

:G;—Iih)){[ln(x —xs)—l](x X )(x+x,)+ x[%—xsj}

0
> D3:J.dx:x|§
L

> D4=j dx =—

L

D5 _T'!X In(x —x )dx =

B P 3 2

> :(3 4v) (X XS) ln(x—xs)—x——xsX——in—i-xslen(x—xs)-i-
L 3 9 6 3

—xxIn(x —XS)}OL

3 L

X

3
> Db=[>rdx=—
L 3L

0

A.3 Lista das Integrais Basicas Para a Matriz [h]’

e Para az0

4 02
cos” 0

4a o

» El= —ljcos3 Osen 0dO =
a 0
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E2= IcosS BsenB(x, +acotf)o =

)

L x,cos'0—a cos3esen6+§(8+sen26]
4al 2 2

02

01

2 02
sen” 0

2a

E3 :—lj.cosesenedﬁz—
ae

01

62
E4 = —ij.senecos 6(x, +acot0)dd = L x, sen’ 0+ a[@ + sen29j
aL g 2al 2 o1

02
E5= —ljsen2 Ocos’ 6d0 = L[sen49 —6}
asy 8al 4 ol

02
E6 = —LJ‘sen2 Bcos’ B(x_ +acot0)dd = 1 lacos' 0+ Xs(sen49 —Oj
al) 4aL 4 .

02

E7 = —1jsen2 0do = L(senZG - ej
ay 2a 2

01

2 02
E8 = —LJ.sen2 0(x, +acot0)de = _ L [9— sen29}+ a2 y
aLy 2 2 2

01

02

1 0
E9=—g£de=——

alg

E10 = —i}[(xs +acot G)dG = —i[xse + aln(sen 6)]212

Ell= —ljcos2 0do = —i(e+ sen29j
asy 2a 2

02

01

El2= —Lj'cos2 0(x, +acot0)dd =
aLy

2
:—i 5[6+Sen26j+a ln(senG)—Sen 0
alL | 2 2 2

02

61



4 02
sen” 0

El13= —lJ-sen3 OcosOdo =
a 4a

01

4
El4=— x, 28 e+ajsen260052 0do =
aL 4 o

02
__ L x, sen’ 0+ 9 send9
4aL 2 4 )],

02
El5= —lJ‘sen4 0do _ sen’ 6cos€)+§(senz6 —6]
ay 4a 2 2

01

al

b X,|sen’ OcosO+= (SCHZG—GJ —asen’0
4aL 2 2

El17=- 12 J.cos Osenex + 2ax, cotO+a’ cot 9)(19—
0
2

6
02

El6:—i X sen3ecose—§(9—senzej +aIsen3ecosed9 =
4 2 2

01

all

—_ 12 _ X, ¢08 6+aXS cos365en6+§(9+sen29j +
all 4 2 2 2

062
4
a’ [ln(sen 0) + %(cos 20+ ser; 0 ﬂ}
01

E18 = —chosﬁsene(xf +2ax_cotO+a’ cot’ 6)d6 =

2
0

all
2 62
1 ]x 00526_|_aXS e_|_sen29 L2 1n(sene)_|_00529
4 2 4 o

al?
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E19= —%J.cos2 Osen’ 6(x§ +2ax_ cotd+a’ cot’ G)de =
a 0

2 ) 02
__ ! - ﬁ[e— Serl49)—31)(S cos 0+ cos 9sen6+§(9+ senzej
2alr | 4 4 2 2 2 o

E20 = —%Isen2 6(x§ +2ax, cot®+a’ cot’ G)de =
a 0

02
__ - xg(e— senZOJ_aXs cos26+a2(9+ senZGJ
2all 2 2 )

E21= —%J’(xf +2ax_ cot®+a’ cot’ G)de =
al” ¢

— _%[ste +2ax_ In(sen8) —a”(6 + cot 9)]212
a

E22 = - izjcos GX + 2ax cotO+a? cot G)de—
a

0

=-—— % (O+Sen29j+Zaxs ln(sen6)+coSze +
aL 2 4

—a’|cotO +l(39 senZGJ
2 2 ol

E23———'[sen Ocose(x + 2ax, cotO+a’ cot G)de—

02
I {xf sen* 0 + axs(e— ser;49j_a2 cos’ 9}

4al? ol

E24 = —%Isen4 G(Xf + 2ax, cotO+ a’ cot? B)de =
)

_ 1 {xf{%(ﬁ—senzej—sefGcose}+2axssen46+

4al ? 2

) 02
+a_ 0 sen49j
2 4 ol




e Paraa=0

> F1=(1—2v)j( !

2
X Xs) X=X,

> Fzz(l_zv)![x_lx L de=(l_L2V){ln(x—xs)— = }

L

> F3=2.[;dx=— 2

(-, ) XX,

2
> F5= (1—2v)x2dX:(l—22V) x,| 2In(x—x,) - —
LL2(>(—>(s) L

XS

2
ﬁs)zdx = F{X{2ln(x — Xs) —

X — X,

A.4 Lista das Integrais Basicas Para a Matriz [g]’

e Para az0

> ll= —J.cot 6d0 = —In(sen 9]212
0

L
5 :|+X}
X—X
s 0

S

> 12= —%Icot 0(x, +acot0)dd = %[a(e +cot®)—x_ In(sen 9)]312
0

02

3 2
> 3= —J. o0 ede = {ser; o_ In(sen 6)}

» sen0 ol
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L 5 sen0 .

3 4
14=_i{xsj°°s O g0+ < ed6}=
ysen” 0
2
= l{a[ ser;29 +cot0+ ?} - xs[ln(sen 0)- ser; 9}}

02

01

02

15=[ cos® 0do=_ [ g 5029
) 2 2

01

3
I6=—1lx. l(eﬁenzej +ajc°s 940! =
L 2 2 5 sen0

) 02
=—l Xs 6+Sen26j+a ln(sene)—Sen 0
L|2 2 2

17:—jde=—e|zf
0

1 1
18 = —II(XS + acot6)d6 = —E[Xse + aln(sen e)]glz

0

P 02
sen” 0

19= —Jsenecos 0d0 =—
0

61

02
110 = —lj-cosesene(xs +acot O)de = —L X, sen’ 0 + a[@ + sen 26)
L 2L 2

01

02

111=—jsen2 edezl(senze —ej
) 2l 2

01

02
2= —lj-sen2 0(x, +acotO}o = _ L XS(G— sen 20 +asen’ 9)
L3 2L 2 o1

3= —%J'cot 9(X§ +2ax_cot®+a’ cot’ G)de =
0

5 02
= _% x? In(sen 0) — 2ax (6 + cot 0) — az(cotz 0 +In(sen G)H

01



> lej
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3
Il4=_L2J~cos 0
L 0

2
=—L Xs [21n(sc3n9)—sen2 9]—2axS cot6+l 3e+sen29 +
L*|2 2 2

02
—az{ ! -—+2In(sen0) + COSZG}
2sen” 0 4 ol

(Xf + 2ax cotO + a’ cot’ 9)d9 =
sen 0

5= —%jcos2 e(st +2ax, cotO+a’ cot’ G)dG =

0

2 2
:_LZ X (9+Sen29j+2axs ln(sen@)—Sen 0 +

L |2 2 2
02

—a’| cotO +l(36 + sen 29}
2 2 ol

116 = —%J‘(xf +2ax_cotO+a’ cot’ G)de =

0

= ——|x20 —2ax_ In(sen ) —a’(0 + cote)]if

7= —%Icos@sene(xf +2ax cot@+a’ cot’ G)dO =
0

5 5 62
:_Lz X cos26_i_aXS e+sen29 L2 ln(sene)—sen 0
L 4 2 2 o

118 = —%J.sen2 9<xf +2ax_ cotO+a’ cot’ B)de =

6

02
=— 12 xf(e—senzej—axscos29+a2(9+Senzej
2L 2 2 01

Para a=0

1

L X=X,

dx =1In(x —x_ XOL




==

J

(1+
L

J‘ X

X —X L2

X=X,

2
dX:L

5

% jdx :%[X+xS ln(x—xs)]g

2
—+x x+xIn(x—x,)

|

L

0
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ANEXO B: LISTA DOS ELEMENTOS DAS MATRIZES
[h], [e], [h]’ e [g]’ PARA ELEMENTO LINEAR
ISOPARAMETRICO EM COORDENADAS LOCAIS

Utilizando as integrais basicas explicitadas no Anexo A, determinam-se os
elementos das matrizes [h], [g], [h]’ e [g]” para o elemento linear isoparamétrico em

coordenadas locais, conforme visto a seguir.

B.1 Elementos da Matriz [h_]

e Para az0

hy, = [pi6,dT =y, (Al - A2+A3- Ad)
r

hy, = [pL6,dT =y, (AS—A6— A7+ A8)
r

h,, = [ph¢,dl = —y, (Al- A2+ A9 - Al0)
r

hy, = [p3,0,dT =~y (A7— A8+ A5 - A6)
r

h, = IpT1¢2dF =y, (A2+A4)
r

hyy = [p.6,dT =y, (A6 - A3)
r



ho, = [p36,dT ==y, (A6 + A8)
r

hyy = [ph6,dT = -y, (A2+Al0)
r

e Paraa=0

h,, = J‘Pflfbldr =0
T
hy, = [p,¢,dl" = (1-2v)y, (B1-B2)
T
h,, = jpzz%dr =0
T
h, = J.p;ld)ldr =-h,,
T
h,= J‘p;d)zdr =0
T
h, = IPL%dT =(1-2v)y,B2
T
h,, = J.p;(bzdr =-h,
T

h,, = J.p;q)zdr =0
T

Onde:
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B.2 Elementos da Matriz [a

e Para a=0

g, = [u}0,dl" =y, (C1-C2-C3+C4)

T
. 1
g = J.u12¢1dr = _E\Vz(cs —Co)
T

g5, = [03,6,dT ==y, (C1-C2+C7 - C8)
r

gy = ju;1¢1dr =8

T

i3 = J.u;(l)zdr =y,(C2-C4)

r

. 1
g4 = _Iulzd)zdr = _EW2C6

3 = J.u;(bzdr =8

r

oy = J.u;2¢zdr =y, (C2-C8)

T

e Paraa=0

g, = [u},6,dT" = y,(DI-D2-D3+D4)

r

g = J.urz(l)ldr =0

r

g€n = J.u;zq)ldr =y,(D1-D2)

T

gy = J.u;d)ldr =8

r

i3 = ju;(l)zdr =vy,(D2-D4)
T

g4 = jﬁz‘bzdr =0

r
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83 = J.u;(bzdr =8

r

8 = J.u;2¢2dr =vy,D2
T

Onde:

B.3 Elementos da Matriz [h_] ’

e Para a=0

h', = [p}1,6,dT = —y, [8(E1—- E2) - 4(E3— E4) + 2(1 - 2v)(E3 ~ E4)]
r

h'), = j Py, §,d0 = —yr, {8(ES — E6) — 2(E7 — E8) + (1- 2v)[E9 — E10— 2(E1 1- E12) }
r

h'), = jp§1,1¢ldr =y, {8(E5 — E6) — 2(E7 — E8) + (1 - 2v)[2(E1 1 - E12) — E9 + E10]}
r

h'), = [, ¢,dl = =y, [B(E13— E14) + 2(1 - 2v)(E3 — E4)]
r

W'y = [p},,0,d0 =~y [SE2 — 4E4 + 2(1 - 2v)E4]
r

by = [P}, 0,dT =y, {8E6 — 2E8 + (1-2v)[E10 - 2E12]}
T

'y, = [ p31,0,dT = —y, {8E6 — 2E8 +(1- 2v)[2E12 - E10]}
r

h'y,= J.p§2,1¢2dr =y, [8E14 +2(1- 2V)E4]
T

b, = Jp;’zd)ldr = —y, {8(E5 — E6) — 2(E11 - E12) + (1 - 2v)[2(E7 — E8) — E9 + E10]}
r

h'y, = [ pro,,dT =y, [8(E13 — E14) - 2(3 - 2v)(E3 — E4)]
r
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by = [p3,6,dT = =y, [B(E13 - E14) - 2(1+ 2v)(E3 — E4)]
T
h',, = j P30, dl" =~y {8(E15—E16) — 6(E7 — E8) + (1 - 2v)[2(E7 — E8) —E9 + E10]}
r
'y, = [p},,0,dl" = —, {8E6 — 2E12 + (1~ 2v)[2ES8 - E10]}
r
h'y, = Ipfz,z%dl" =~V [8E14 -2(3- 2V)E4]
r
h'yy = [p31,0,dT = -y, [8E14 - 2(1 +2v)E4]
r

'y, = [p,.0,d0 = —y, {8E16 - 6E8 + (1- 2v)[2E8 — E10]}
r

e Paraa=0

h',, = J’prl,1¢1dr =0
T
h', = IPT2,1¢1dF =—y,(F2-Fl)
T
h'y, = jp;,ld)ldr =-h'},
T
h'y, = J.pzz,l(l)ldr =0
T
h',, = IPT1,1¢2dr =0
T
h', = J‘p;ﬁz,ld)zdl—‘ =y, F2
T
h';, = J-p;l,ld)ZdF =-h',
T
h',, = jp;z,ﬁl’zdr =0
T
by, = [pry,6,dF =~ (F2 ~ F1 - F3+ F4)
T
h';, = J.pfz,z(bldr =0
T

h'y, = _[p;,zq)ldr =0
T



h', = J.p;2,2¢ldr =h",
T
h'y; = J‘Pfl,z%dr =y, (F2+F4)
T
h'y, = jfﬁz,z‘bzdr =0
T
h'yy= jp;,z(l)zdr =0
T

h'y, = Ip;2,2¢2dr =y, F2
T

B.4 Elementos da Matriz [Q ’

e Para az0

gy = [uf, 0,d0 = —y, [(3-4v)(11 - 12) - 2(11 - 12) + 2(13 - 14)]

g = [ul,0,dT =y, [2(05-16) - 17+ 18]

r

g'Zl = J.u;,l(l)ldr = g'lz

r

g = [, 0,dT = —y, [ 4v)(11 - 12) + 2(19 - T10)]

r

g5 = [uy,,0,dl =y, [3-4v)12+2(14 - 12)]

r

g = Iuiz,1¢2dr =-VY, [216 - 18]
r

g'y= .[u;,ld)zdr =g',

r

g, = ju;Jq)zdr = —y,[3—4v)12 +2110]

r

gy, = [ul1,0,dT =y, [3 - 4)(17 - 18) + 2(15 - 16)]

r

g = [u],0,dI = —y, [219 - 110) - 11 + 12]

r

gu= J.u;,z(bldr =g's,

T
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gy = [ul,0,d0 = —y,[(3—4v)(17 - 18) - 2(17 ~ 18) + 2(11 1 - 112)]

r

gy, = [u],,0,d0 = —y,[(3 - 4v)18 +216]

T

gy = J.urz,zd)zdr =V, [HO - 12]

r

gp= Iu;,z(l)zdr =g'y

r

gy = [05,,0,d0 =y, [(3—4v)I8 - 218 + 2112]

r

e Paraa=0

g = full,ld)ldf =-y,(3-4v)(J1-J2)
T

gh= IuT2,1¢1dr =0
T

g = ju;1,1¢1dr =0
T

ghyn= J.u;2,1¢1dr =g’

r

g\ = [u],0,d0 = —y,(3-4v)12
r

gh= IuT2,1¢2dF =0

r

g'y= Iu;1,1¢2dr =0
T

8= Iu;2,1¢2dr =g

r

g = J.uT1,2¢1dF =0
r

g'32 = Jurz,zq)ldr = WZ(JI — J2)

r

gy= J.u;,z(bldr =g's,

r

gp= J’uzz,z(l)ldr =0
T
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g= Iu;,zd)zdf =0

r

8= juTz,zq)zdr =0
T

gn= .[u;,zd)zdr =g'y,

r

gu= quz,z(l)zdr =0
r
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ANEXO C: LISTA DOS ELEMENTOS DAS MATRIZES
[h], [g]l, [h]’ e [g]’ PARA ELEMENTO RETO COM
VARIACAO QUADRATICA EM COORDENADAS
LOCAIS

Utilizando as integrais basicas explicitadas no Anexo A, determinam-se os

elementos das matrizes [h], [g], [h]’ e [g]” do o elemento reto com variagdo

(Y9521

quadratica em coordenadas locais para o caso em que o ponto fonte “s” ndo pertence

ao elemento integrado, conforme visto a seguir.

C.1 Elementos da Matriz [h_]

e Para az0

hy, = [Pl =y, (2A11-3A2+ Al +2A15-3A4 + A3)
r

hy, = [pr.6,dT = ¥, (2A13—-3A6 + A5 —2A14 + 3A8 - A7)
r

hy, = [p,¢,d0 = -y, (2A11-3A2+2A12-3A10+ A9)
r

hy, = [p3,0,dT = —y, (2A14-3A8+ A7+ 2A13-3A6 + AS)
r

hys = [p116,dT = —4y, (A2 - Al1+ A4 Al3)
r
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hy, = [p1,0,dT = 4y, (A6 — A13— A8+ Al4)
r

hyy = [p36,dT = —4y, (A8 — Al4+ A6 — Al3)
r

hy, = [p50,dT = —4y, (A2 + AI0—All+Al2)
r

hys = [py0,dT = —y, 2Al1- A2+2A15 - A4)
r

hyo = [p1,0:dl =y, (2A13— A6 —2A14+ A3)
r

hos = [p3¢5dl = -y, (2A14— A8 +2A13 - A6)
r

has = [Pidsdl = —y, (2A11- A2+ 2A12 - Al0)
r

e Paraa=0

h,, = J‘Pflfbldr =0
T
hy, = [ p},¢,dl" = (1-2v)y, (2B3-3B2+ B)
r
h,, :J.p;q)ldr =0
T
h,, =J.p;(|)ldl—‘=—h12
r
h,= J‘p;d)zdr =0
T
h, = J.pT2¢2dF =(1-2v)y,(B2-B3)
T
h,; =J.p;1¢2dr=—hl4
r
h,, = J.p;q)zdr =0
T
h15 = J.PT1¢3dF =0
r

hy = [pra¢;dl = (1-2v)y, (2B3-B2)
r
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h,s = Ip;d)adr =—h,
T

hy = _[p;2¢3dr =0
T

Onde:

C.2 Elementos da Matriz [a

e Para a=0

g,y = [u},4,dl" = y,(2C9 ~3C2 + C1-2C10+3C4 - C3)

—

g, = [u},,dr = -%wz(zclz ~3C6+C5)
r

g, = fu;d)ldf =y,(2C9-3C2+C1-2C11+3C8-C7)

T

gy = J.u;l(l)ldr =8

r

g;; = [u},0,dI" = 4y, (C2—C9 - C4+C10)

T

gy, = [u},0,dl =2y, (C6-CI12)

r

gy = Iu;(l)zdr =8u

r

g, = [u,0,dT = 4y, (C2-C8-CI+Cl1)
r

g5 = [u],45dl" =y, (2C9 - C2-2C10+Cl1)

r
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g = [ul,0,dl = —%(2(:12 —C6)

r

8y = Ju;1¢3dr =86

r

€5 = [0l =y, (2C9 - C2-2C11+C8)
r

e Paraa=0

gy, = [u},¢,dT" = y,(2D5—3D2 + D1 - 2D6 +3D4 - D3)

r

g = Iuiz(l)ldr =0

T

g5, = [ul,¢,dl" = y,(2D5-3D2 + DI)
r

gy = Iu;(l)ldr =8n

T

g, = [u],4,dT = 4y, (D2~ D4 - D5+ D6)

T

g4 = J.uT2¢2dF =0

r

gx» = _[u;(bzdr =8u

r

g = ju;2¢zdr =4y, (D2-D5)
T

g5 = [u},0,dT" =y, (2D5 - D2+ D4 - 2D6)

r

g6 = J.uT2¢3dF =0

T

gy = J.u;l(bsdr =86

r

81 = J.u;2¢3dr =vy,(2D5-D2)

T
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Onde:

1

Y e 1—0)G

C.3 Elementos da Matriz [h_] ’

e Para az0
Sendo:

a, = 2E17 —3E2 +El
a, = 2E18—3E4+E3
a, = 2E19—3E6+E5
a, =2E20-3E8 +E7
a, = 2E21-3E10+E9
a, =2E22-3E12+El1
a, =2E23-3E14+EI3

a, = 2E24-3E16 +EIS5

Tem-se:

h'), = lp;Jq)ldr = —y,[8a, —4a, +2(1-2v)a, ]

h', = l pr,,0,dl =—y, 82, —2a, +(1-2v)[a; —2a,)]}
h',, = l P50, dl =y, {8a, —2a, +(1-2v)[2a, —a, |}
h',, = lp’;z,lq)ldr =y, [8a, +2(1-2v)a, ]

by, = [pr,,0,d0 =y, 82, —2a, +(1-2v)[2a, —a,]}
r
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h';, = Iprz,zd)]dr =V, [837 -2(3- 2V)az]
r

h'y = J.p;1,2¢ldr = _W1[8a7 -2(1+ 2V)az]
T

h',, = jp;2,2¢1dr =V, {838 —6a, +(1- 2\’)[2314 —as ]}
T

Sendo:

b, = 4(E2 - E17)
b, = 4(E4—EI18)
b, = 4(E6—E19)
b, = 4(E8 — E20)
b, = 4(E10—E21)
b, = 4(E12-E22)
b, = 4(E14-E23)

b, =4(E16 —E24)
Tem-se:

h'), = lpfl’ld)zdf = —y,[8b, —4b, +2(1-2v)b, |

h', = 1p?2,1¢2df = —y, {8b, —2b, +(1-2v)[bs —2b, |}
h', = l Pa10,dl = =y, 8b; —2b, + (1-2v)[2b, —b, ]}
h'y, = l P30, = =y, [8b, +2(1-2v)b, ]

h'y, = lpjhzq)zdr = —y,{8b, —2b, +(1-2v)[2b, — b, |}

h';, = J.prz,z(bzdr ==V, [8b7 -2(3- 2V)b2]
r



108

h'y, = Ip;,zq)zdr =V, [8b7 —2(1+ ZV)bz]
r

h'yy= J.p;,zq)zdr =Y, {8b8 —6b, +(1- ZV)[2b4 — b, ]}
T

Sendo:

¢, =2E17-E2
¢, = 2E18 — E4
¢, =2E19-E6
c, =2E20 - E8
¢, =2E21-EI0
¢, =2E22-EI2
¢, =2E23—El4

c, =2E24-E16
Tem-se:

h' = .r[p;’ld)}dl“ = —y, [8c, —4c, +2(1-2v)c, |

by = j Prosdl ==y, {8c, —2¢, +(1-2v)[e; ~2¢,)}
h',. :lp;’ld)}dl“ =y, {8, —2¢, +(1-2v)[2¢, —c, ]}
h' = l Do 105dl = =y, [8c, +2(1-2v)c, |

h's, :lp;"u%dr =y, 8¢, —2¢, +(1-2v)[2c, —c. ]!
h'y, = lp;l%dr = -y [8¢c, —2(3 - 2v)c, ]

h'ys= _[p;1,2¢3dr =V, [807 -2(1+ 2V)C2]
T
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h'yo= Ip;2,z¢3dr =V, {8(:8 —6c, +(1- 2V)[2C4 —Cs ]}
T

e Paraa=0

h', = J.prl,ld)ldr =0
r
0, = [}, 0,dT = —y, (2F5 ~ 3F2 + F1)
T
h'), = jp21,1¢ldr =-h'|,
T
h'), = jpzz,ldhdl" =0
T
h',, = IPT1,1¢2dF =0
T
h', = J.sz,l%dr =4y, (F2-F5)
T
h'y; = J.p;,lq)Zdr =-h",
T
h'y = J.p;2,1¢2dr =0
T
by, = [p},,6,dl =~y [2(F5 + F6) — 3(F2 + F4) + F1 + F3]
T
h'y, = Ipfz,z¢1dr =0
T
h', = Ip;1,2¢1dr =0
T
h'y,= J.p;,zq)ldr =h',
T
by, = [ py,20,dI" = 4y, (F2+F4—F5—F6)
r
h'y, = J.prz,z(bzdr =0
T

h'y;= jp;,zd)zdr =0
T



110

h'y = [ph.0,d0 = —y, (F5+F2)
r

h's=[p,4:dC =0
r

By = [P 0:dl = —y, (2F5— F2)
r

h',, :lp;1’1¢3dl" ——h',

h',, = l Py 0,dl =0

W5 = [ py1,65dl =, [2(F5 + F6) — F2 — F4]
r

h', = l Py ,0,d0 =0

h'ys = [P0, =0
r

h'yg= Ip;2,2¢3dr =h';,
3

C.4 Elementos da Matriz [a ’

e Para az0
Sendo:

d, =2113-312+11
d, =2114-314+13
d, =2115-316+15
d, =2116-318+17
d, =2117-3110+19

d, =2118-3112+111

Tem-se:



g = J.u;kl,l(bldr =V, [(3 —4v)d, —-2d, + 2d2]

r

g, =quz,1¢1dr=—\vz(2d3 _d4)
T

g, = J‘u;1,1¢1dr =g',

r

g = 05,0, = —y, [3-4v)d, +2d,]

r

gy = J.u;,zdhdr =V, [(3 —4vyd, + 2d3]
T

gy, = [u},,0,d0 = —y, (2d; -d,)

r

gy= Iu;1,z¢1dr =g'y

r

gpn= Juzz,zd)ldr =V, [(3 —4v)d, -2d, + 2d6]

r

Sendo:

e, =4(113-312)
e, = 4(114—14)
e, = 4(115-16)
e, =4(116—18)
e, = 4(117 - 110)

e, =4(118-112)
Tem-se:

g'hs= jur1,1¢2dr = _‘Vz[(3 —4vie, —2¢, + 262]

r

gh= J-uimd)zdr =V, (263 — €4 )
T

gn= '[u;,ld)zdr =g',

r

111



gu= J.u;,l(l)zdr = _Wz[(3 —4ve, + 265]

r

gy= J-u;kl,zd)zdr =V, [(3 —4v)e, + 2e3]
T

gy = J.uTz,szzdF =-y,(2e; —¢)

r

gy= Iu;1,z¢2dr =g'y

r

g = [u,0,d0 =y, [3-4v)e, —2¢, +2¢]

r

Sendo:

f =2013-12
f, = 211414
f, =2115-16
f, =2116-18
f, = 2117 -110
f, =2018-112

Tem-se:

ghs= J.url,l(l)sdr =V, [(3 —4v)f, —2f, + 2f2]
r

g6 = JuT2,1¢3dr =V, (2f3 -1, )

T

g = ju;1,1¢3dr =g'

T

€= [ 05,0400 = —y,[3—4V)f, +2f,]

r

g = juil,z¢3dr =V, [(3 —4v)f, + Zfs]

T

gy = quz,z%dl" = -y, (2f; 1))

r
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g4s= Iu;1,2¢3dr =g'y
r

€= [ U3 ,05d0 ==y, [B - 4v)f, —2f, +2f; ]
r

e Paraa=0

gy = [u},0,d0 = —y,(3-4v)(313 +J1-212)

r

g'lz = J-urz,l(bldr =0

r

g = ju;1,1¢1dr =0
T

ghyn= J.u;2,1¢1dr =g,

r

gy = [u},,0,d0 = ~4y, (3 4v)(J3 - 12)

r

gh= IuT2,1¢2dF =0

r

gy = Iu;1,1¢2dr =0
r

g'u= Iu;2,1¢2dr =g';3

r

g = J.uT1,2¢1dF =0
r

g = [u],,0,dT =y, (313 +J1-212)

r

gu= J-u;1,2¢1dr =g'y

T

gpn= J’uzz,z(l)ldr =0
T

gy = IuT1,2¢2dF =0

r

g = J.ufz,z(l)zdr =0

r

8= _[u;,zq)zdr =g'y,
T
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gu= Iu;,z(l)zdr =0

r

g5 = [}, 0540 = —y, (3 -4v)(213-12)
T

g = quz,1¢3dr =0
T

g = Iu;1,1¢3dr =0
r

g = J.u22,1¢3dr =g’
T

g = juT1,2¢3dF =0
T

g3 = _[uiz,2¢3dr =vy,(2J3-J2)
T

g4 = Iu;1,2¢3dr =g
r

g4= Iu;2,2¢3dr =0

r

C.5 Integrais das matrizes [h] e [g] para o ponto fonte no elemento

Neste item mostram-se os elementos das matrizes [h] e [g] em coordenadas
locais para o caso em que o ponto fonte estd no elemento integrado. O

posicionamento dos eixos, bem como numeragao dos nds ¢ mostrada na Figura 35.

X>
S
° >
1 2 l 3 Xi
Xs mn
——>
L2 L/2
l~ ~|l - ~
N PAS 2

FIGURA 35: Posicionamento do ponto fonte no elemento.
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C.5.1 Ponto fonte no né 1 (x; =0)

2

hi = A, [Qlk L?+ Q,L+Q,, ln(L)}

gIJk L3 {(3 4v)8u(ln(L) ——]— I, ,J}+Q2k L [(3 4\/)61][1n(L)——)— I, r,J} +

+ 0, 1[3-4v)3,(InL) ~1) -1, 1,
Sendo:

Ay = W, (1=2v)(r,; n; —1,; n;)

2 4 2
o
o=|-2 & _1
L L L

1 0 0

C.5.1 Ponto fonte no né 2 (x; = L/2)

hi = Ay (QlkL2 + szL)

— L’ 1(7 1
gijk = Qlk E |:(3_4V)6ij E(EIH(L/2)_§J_r’i I',jj|+

+QlkL72[(3—4v)6 (In(L/2)=1)-r1, 1,, |+ Q, L3 - 4v)3, (In(L/2) 1) -1, T,
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C.5.1 Ponto fonte no né 3 (x;=L)

hi = A, {Qlkﬁ G - ln(L)] +Q, L(I-In(L))-Q,, ln(L)}

L’ 11
i = i 3 {(3 - 4V)6ij(ln(L) - E) — I 1}1 +

2
+Q, %[(3 —4v)3,(3In(L) =3)~1,, 1, |+ Q, L[3 - 4v)3, (In(L) =1) -1, 1,
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APENDICE I: ALGORITMO DE HOUBOLT

Quando a andlise de um problema numérico leva também em consideragdo o
tempo como variavel, faz-se necessario o uso de um método que se integre a equagao
diferencial ao longo dessa varidvel, para tanto existem os mais variados tipos de
integrador com essa finalidade.

O integrador mais utilizado para problemas dinamicos envolvendo o MEC
com matriz de massa ¢ o Método de Houbolt, sendo este descrito neste apéndice com

base em CODA (2001).
I.1 Algoritmo de Integracio Temporal de Houbolt

O esquema de integracdo de Houbolt estd enquadrado entre os métodos de
multiplos passos, pois 0 mesmo ndo se utiliza apenas dos valores do passo anterior
para determinar os valores atuais e sim de trés outros passos do passado. Dessa

forma, os vetores de velocidade e de aceleracdo sao aproximados da seguinte forma:

(11U, —18U, +9U_, —2U_, )/(6At) (.1)

Us+1
Us+1 (2Us+l _SUS +4Us—1 _Us—2 )/Atz (I‘Z)

Onde:

s +1— Passo de tempo atual;
s — Passo de tempo imediatamente anterior ao passo atual “s+17;

s —1 —>Passo de tempo imediatamente anterior ao passo “s”;
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s —2 — Passo de tempo imediatamente anterior ao passo “s-17;

At — Intervalo de tempo entre passos consecutivos de tempo.

As equacdes algébricas de contorno para o problema dinamico, eq.(5.39) e

eq.(5.41), escritas para o passo atual “s+1”, ficam:

HU_, +CU_, +MU_, =GP

s+l

+Bb_, (1.3)

s+1 s+1

U;+1 = H’Us+1 - G’Ps+l + M,Usﬂ + C’[.Jerl - B’bs+1 (I'4)

Substituindo-se as aproximagdes de velocidade e aceleracdo para o passo
atual, ou seja, eq.(I.1) e (I.2) nas eq.(I.3) e (I.4) e procedendo com algumas

manipulagdes algébricas, obtém-se:

HU_, =GP, +F (L5)

U;+l = ﬁIjerl - G’Ps+l + Ks+1 (I° 6)
Onde:

H=2M+-—AC+AUH (1.7)

G = At’G (L.8)

F, = (5M + 3AtC)U, — [4M + %cjus_] + [M + %CJUH +At’Bb,, (1.9)

H' = H'+%M'+£C' (1.10)
At 6At

K., =Ma, +C'v,-Bb,, (L.11)

a, =(-5U,+4U_, -U_,)/At> (1.12)

v, =(-18U_+9U_, —2U_,)/(6At) (1.13)

Sendo as condi¢des de contorno do problema impostas através das troca de

colunas entre as matrizes H ¢ G da eq.(L.5), resultando em:
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AX,,, =F

s+1

(I.14)

s+1

Onde a matriz A ¢ originada devido a troca de colunas entre matrizes H e G,

sendo os vetores X_,, e E, referentes as incognitas de dos valores conhecidos

respectivamente.

Ap6s a determinagdo dos valores incognitos X_,,, faz-se distribuicdo desses

s+1 2

valores nos vetores U, e P, segundo as condi¢des de contorno previamente
determinadas. Com esses valores calculados para o passo atual “s+1”, determina-se
em seguida o vetor de gradientes de deslocamento U!,, para o passo atual utilizando

a eq.(1.6). Dessa forma, as deformacdes e tensdes para “s+1”, sdo calculadas

utilizando as eqs.(I.8) e (I.11) respectivamente.



