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RESUMO

ALMEIDA, V.S. (2003). Analise da interagdo solo ndo-homogéneo/estrutura
via acoplamento MEC/MEF. Sao Carlos. 192p. Tese (Doutorado) —
Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Séo Paulo.

O estudo do comportamento mecanico do complexo sistema advindo da
interacao entre solo/subestrutura/superestrutura € o tema do trabalho. Neste
contexto, a representacdo do macico é feita usando-se o método dos
elementos de contorno (MEC) em abordagem 3D, de maneira que se possa
simular o macigo com caracteristicas mecanicas ndo-homogéneas, além de
se considerar uma camada de apoio indeslocavel a distdncias prescritas a
priori e condicdo de aderéncia perfeita. A subestrutura também é
representada via MEC tridimensional, a qual esta imersa dentro deste meio
heterogéneo. A infra e a superestrutura sdo modeladas empregando o
método dos elementos finitos (MEF), com o uso de elementos estruturais
reticulares e elementos laminares. Sdo apresentados alguns exemplos em
que se valida a formulagdo e outros que demonstram a potencialidade e a
necessidade de se empregar a formulagdo para a melhor analise do
complexo fendmeno em estudo. Por fim, demonstra-se a obrigatoriedade de
se otimizar a formulagdo, empregando-se duas grandes ferramentas
numeéricas: o paralelismo e o emprego de um adequado método de

resolucéo de sistemas esparsos.

Palavras-chave: interacdo solo/estrutura; método dos elementos de
contorno; solo nao-homogéneo; acoplamento MEC/MEF; paralelismo;

resolugao de sistemas lineares esparsos.



ABSTRACT

ALMEIDA, V.S. (2003). Analysis of nonhomogeneous soil-structure
interaction using BEM-FEM coupling. Sao Carlos. 192p. Thesis
(Doctoral) — Sao Carlos School of Engineering, University of Sdo Paulo.

The analysis of the soil-structure system interaction is a vast field of
interest in the area of civil engineering. A realistic representation of its
behaviour is a complex numerical task due to its extremely variable
mechanical behaviour. Thus, in the present research, the soil is considered a
non-homogeneous continuum supported by a rigid and adhesive interface
and modelled by boundary element method via Kelvin solution in 3D space.
The foundation is also modelled by this above-mentioned modelling
technique. The raft foundation and the superstructure are represented by
finite shell and 3D frame elements. In order to estimate the accuracy and the
potentiality of the proposed numerical formulation, some examples are
validated when compared to similar approaches, and others simulations are
presented to stress the necessity of coupling the non-homogeneous soil-
foundation-radier-superstructure system as a whole. Finally, to acquire
numerical time efficiency, it is shown that it is imperative to apply parallel

processing and sparse techniques for the solution of the final system.

Keywords: soil-structure interaction; boundary element method; non-
homogeneous soil; coupling BEM-FEM; parallel processing; solution of

sparse linear equations.
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Capitulo 1

Consideragodes iniciais e revisao bibliografica

1.1 Introducao

Este trabalho apresenta os resultados obtidos pela analise numérica de
um complexo problema da engenharia civil: a interagao solo/estrutura.

Neste sentido, o seguinte texto expde as formulagbes dos dois métodos
numéricos aplicados na constru¢do do problema como um todo. Apresentando
as potencialidades que cada método possui para sua aplicacdo em seu
determinado campo da analise estrutural. Deste modo, os capitulos posteriores
desenvolvem as formulagdes do método dos elementos de contorno (MEC) e
do método dos elementos finitos (MEF) focados aos campos de aplicagédo do
problema em estudo, e mostra-se a técnica empregada para acoplar as

diferentes formulagoes.

1.2 Organizacao do texto

O primeiro capitulo aborda os principais trabalhos apresentados na
literatura cientifica a respeito das formulagdes existentes para se avaliar
numericamente o comportamento de um maci¢co heterogéneo com espessura
finita, considerando-se a presencga ou néo de elementos de fundagao.

O segundo capitulo trata de maneira sucinta a formulagao do método dos

elementos de contorno. Destaca-se que este desenvolvimento ja esta voltado
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para o campo de aplicagdo desse método no presente trabalho. No final do
capitulo, quatro exemplos sao avaliados para se averiguar a formulagao
desenvolvida.

O terceiro capitulo traz o desenvolvimento da formulagdo desenvolvida,
via MEC, para simular a heterogeneidade do maci¢co de solos com a inclusao
dos elementos de fundagdo nesse meio n&o-homogéneo. Compara-se,
também, o numero de operacdes em ponto flutuante necessario para o método
desenvolvido com o convencionalmente empregado, que é a técnica da sub-
regiao.

No capitulo 4, é apresentado o equacionamento do MEF, as hipoteses
admitidas para o elemento de lamina e para a formulacéo do edificio, entretanto
nao se apresenta o equacionamento para a formagao dos elementos de lamina
nem do edificio, citando-se as referéncias que detalham este expediente. Na
segunda parte do capitulo, se desenvolve a técnica empregada para se realizar
o acoplamento entre o MEC e MEF, e no final do capitulo apresenta-se dois
exemplos para exemplificar a formulagdo do MEF implementada.

O capitulo 5 traz os exemplos numéricos avaliados com o uso da
formulacdo desenvolvida. Assim, varios exemplos sao apresentados, tentando-
se, na medida do possivel, mostrar o potencial da ferramenta desenvolvida.

O sexto capitulo tem o intuito de apresentar duas importantes ferramentas
empregadas para otimizar o tempo de resposta do cddigo: o paralelismo e o
uso de uma técnica eficiente para resolver sistemas esparsos. Assim, é
apresentada uma pequena introducado sobre o uso da computagao distribuida
no campo dos métodos numéricos e os procedimentos usados para paralelizar
0 codigo, e exemplos avaliados no computador paralelo do centro de
processamento da escola de Engenharia de Sao Carlos. Por fim, faz-se um
breve comentario sobre as técnicas de resolucdo de sistemas esparsos,
avaliando, para diferentes técnicas, os resultados de tempo de processamento
sequencial de alguns exemplos obtidos com o emprego do MEF, ou MEC ou do
acoplamento MEC/MEF.
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1.3 Revisao bibliografica

A interagcdo solo/estrutura representa um sistema mecénico integrado. A
analise, geralmente avaliada entre os meios, ou mais especificamente, entre a
superestrutura, a infra-estrutura, a subestrutura e o macico de solos, é tratada
de forma independente.

Esta simplificacdo advém do alto grau de complexidade para se avaliar o
fendbmeno mecanico unico. Pois, cada um dos sistemas por si ja representa um
vasto campo de estudo, quer na variabilidade de parametros fisicos e
geomeétricos, quer nas correspondentes idealizagbes dos modelos mecanicos.
Somando-se a isto, os diferentes ramos de interesse e de conhecimento dos
pesquisadores nesta area sao voltados para referenciais diferentes.

Por um lado, o engenheiro geotécnico analisa a complexa integragao entre
a subestrutura e o macico de solos, sem considerar as mudancgas de
configuragdes que possam ocorrer na superestrutura e que venha a levar a um
estado de tensdes ndo previsto no sistema subestrutura/macico. Em
contrapartida, o engenheiro estrutural esta voltado para os fendmenos que
ocorrem na superestrutura, sem levar em conta os efeitos que o meio de apoio
esta sujeito quando da absorgdo das agdes, e nas posteriores modificagdes da
superestrutura que possa acarretar.

Além disso, um fendmeno comum que ambos os pesquisadores néao tém
dado tanto énfase é sobre o efeito de grupo que altera o estado de tensdes do
sistema envolvido. Assim, além de se avaliar o sistema superestrutura/
subestrutura/macico de solos de forma desacoplada, considera-se este sistema
livre do efeito de vizinhanga, o que pode levar a estados de deformacdes e/ou
tensdes ndo previstos nos projetos envolvidos.

Sobre a avaliagdo qualitativa e quantitativa da superestrutura de forma
isolada, os modelos usados para representar seus fenbmenos tém sido
melhorados dia-a-dia. Pois, com o desenvolvimento das ferramentas
computacionais e a utilizagdo dos métodos discretos, as incorporagdes de

modelos mecanicos mais sofisticados sdo realizadas comumente. Dentre os
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trabalhos que estdo inseridos neste contexto, € imprescindivel citar: BARROS
(2002), BATHE (1982), BEZERRA (1995), DUARTE et al. (2000), MENDONCA
(2002), MESQUITA (1998), ONATE (1995), PELETEIRO (1996), RIOS (1991).

No que se refere a analise do macigo de solos, em geral, o solo &
assumido como sendo homogéneo, isétropo e elastico linear e semi-infinito.
Entretanto, na maioria dos casos, a consideracdo da camada do solo apoiada
em uma camada indeslocavel a uma distancia infinita ndo representa a real
configuragdo do macigo, uma vez que a consideragdo da ndo-homogeneidade e
da base rigida a uma distancia prescrita indica as condi¢des mais proximas da
encontrada na natureza. Por isso, na literatura as técnicas propostas para
modelar o meio finito do solo estdo embasadas em quatro diferentes modelos.

No primeiro, o meio continuo é substituido por um sistema de molas
equivalente e discreto, também conhecido como modelo de Winkler. Caso haja
estaca, ela é idealizada como um elemento de viga com ou sem efeito da
deformacéao axial apoiado por uma série de molas discretas que representam o
solo. As maiores vantagens na aplicagao deste modelo sdo sua simplicidade e
relativa facilidade para implementagdo computacional. Como maior
desvantagem, tem-se a dificuldade de se escolher os médulos de reagao da
mola para uma certa combinacdo de tamanho de estaca e tipo de solo.
Geralmente esses parametros sao estimados por correlagdes empiricas e
podem levar a solugdes incertas e imprecisas. Nessa linha, desenvolvem-se os
trabalhos de CHEUNG & ZIENKIEWICZ (1965), RANDOPH & WROTH (1979),
WITT (1984), LEE (1993) e MYLONAKIS & GAZETAS (1998). Esses dois
ultimos autores apresentam um método simples para célculo de recalques e
tensbes de uma estaca ou de grupos de estacas imersas em um meio n&o-
homogéneo. O solo ao redor da estaca é representado por um modelo
generalizado de Winkler onde a rigidez de cada cota do meio ndo-homogéneo é
avaliada empiricamente.

A segunda técnica parte do manuseio das equagdes advindas da teoria

da elasticidade aplicada a um meio continuo, homogéneo e elastico, e nas
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superficies de contato entre as camadas adjacentes sao aplicadas as condicdes
de equilibrio e compatibilidade para se obterem as expressées que configurem
o problema nao - homogéneo. Esta técnica apresenta a desvantagem de que as
solugdes encontradas sao aplicadas em alguns problemas, pois de forma geral
as equacgdes nao sao resolvidas. Assim, tém-se os trabalhos pioneiros de
BURMISTER (1943, 1945), que aplica a técnica de transformacéo de integral
para a obtencdo das solucbes semi-analiticas para os deslocamentos e as
tensdes de um meio ndo-homogéneo sem considerar elementos de fundacgao,
para duas e trés camadas, quando se aplica uma forca concentrada na
superficie livre do meio. Ele parte das equacdes de equilibrio e compatibilidade
do problema elastico tridimensional e, via condigdes de contorno entre as
camadas, recai em uma integral que envolve fungbes de Bessel e em uma
expressao no denominador cuja resolugcdo € impraticavel. Entdo, Burmister
exprime esse denominador como uma série de termos exponenciais que devem
ser explicitados para os diversos casos de combinagao entre os parametros
fisicos das respectivas camadas do solo.

POULQOS (1967) aplica as solugdes de BURMISTER, obtendo os fatores
de influéncia para os casos de carregamentos de linha, de faixa e setorial.
CHAN et al. (1974) generalizam o procedimento de BURMISTER para o caso
de se considerar forga vertical e/ou horizontal aplicada em um ponto no interior
de duas camadas. Assim como BURMISTER, a expressdo que aparece no
denominador é aproximada por uma série de fungdes exponenciais que deve
ser obtida numericamente para as diversas relagdes entre os moddulos de
rigidez e os coeficientes de Poisson das camadas adjacentes.

DAVIES & BANERJEE (1978) repetem a técnica utilizada por CHAN et
al. (1974). Entretanto, calculam as integrais de forma mais precisa via métodos
de quadraturas e deixam as fungdes de deslocamentos explicitas para as
diversas combinacdes dos parametros elasticos. Eles concluem que essas
solugdes fundamentais, obtidas semi-analiticamente, tém alta convergéncia

para casos simples. Contudo, para problemas mais complexos que envolvam
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meios nao-homogéneos, tal como para a analise de grupos de estacas
localizadas em diferentes estratos, € necessario utilizar as solu¢gées numéricas,
que sao obtidas com muito trabalho e que ndo sdo muito vantajosas para o
caso em que se deseja muita precisédo, devido a complexidade das expressoes
integrais.

GIBSON (1967) apresenta a solugdo para o campo de deslocamento
vertical (w) sujeito unicamente a forgas verticais na superficie livre do meio
isétropo, elastico, com variagdo linear da rigidez crescente ao longo da
profundidade, com o indice de Poisson constante, e com uma base indeslocavel
de apoio. Mais tarde, GIBSON (1974) estende seu trabalho de 1967
considerando o meio anisotropo, particularizado para o caso em que os trés
mddulos elasticos (Ex, E; e Gy;) sdo independentes e variam linearmente com a
profundidade. Outro trabalho também importante nesta linha é o de UESHITA &
MEYERHOF (1968).

A terceira técnica € denominada de método da camada finita (MCF). O
método pode ser empregado para se reduzir o problema tridimensional a um
outro que envolva duas dimensdes mediante a combinagdo da técnica da
transformada de Fourier e o método dos elementos finitos. O MCF permite uma
implementagdo computacional facil e eficiente para solugbes elasticas do solo
homogéneo ou nao, isétropo ou anisétropo. Para o caso de se incorporar
elementos de estaca, ele pode ser empregado considerando-se as condicdes
de compatibilidade e equilibrio entre as superficies dos dois meios. Uma
desvantagem do MCF é que ele apenas pode ser empregado em problemas
elasticos. Como referéncia, citam-se os trabalhos pioneiros de SMALL &
BOOKER (1984), BOOKER et al. (1989), LEE & SMALL (1991), SOUTHCOTT
& SMALL (1996) e TA & SMALL (1998). Uma variante do MCF é o método da
camada infinita (MCI) apresentado em CHEUNG et al. (1988).

A quarta linha de pesquisa tem se utilizado dos potentes métodos
numéricos, mais precisamente do emprego do método dos elementos finitos

(MEF) e o método dos elementos de contorno (MEC). O MEF é, em geral, a
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mais versatil e poderosa ferramenta usada na resolucdo de problemas da
mecanica computacional. No entanto, para o caso de ser aplicada na analise de
problemas de dominio infinito - caso da analise de solos - ela € uma ferramenta
dificil na preparacao dos dados, onerosa para o seu armazenamento e para a
resolugdo do sistema final, principalmente para o caso de se usar uma
formulagcdo com elementos tridimensionais. Isto porque o método necessita de
uma representacdo de todo o dominio. Assim, poucos pesquisadores tém
empregado o MEF na anadlise de macigcos homogéneos e nao-homogéneos,
citando-se o trabalho de OTTAVIANI (1975) e CHOW & TEH (1991).

O MEC tem-se mostrado a mais eficiente e pratica ferramenta para a
analise de problemas de dominio infinito, devido as caracteristicas peculiares
das fungbes ponderadoras que ja contemplam as condigdes de contorno
atendidas a grandes distancias. Um ramo de pesquisadores tem empregado a
solugcédo de MINDLIN (1936) - a qual avalia os campos de deslocamentos dentro
de um meio semi-infinito e homogéneo, quando se aplica uma for¢a unitaria
dentro do meio - para o caso da analise de um meio elastico apoiado em um
plano indeslocavel, a uma distancia h da superficie do solo. Assim, tem-se o
modelo simplificado e pratico de Steinbrenner (POULOS (1967)), que emprega
a solucao de Mindlin calculando os deslocamentos de um determinado ponto e
subtraindo-se este do deslocamento surgido na cota indeslocavel

((pSicimbremer — pMindin_pMindiny - onde  p, € O deslocamento na cota x e p, € O

deslocamento na cota do plano indeslocavel. POULOS (1968a) estende o
trabalho do ano anterior considerando uma estaca carregada axialmente, e em
POULOS (1968b) ele aplica a formulagcdo de Steinbrenner para grupos de
estacas. POULOS (1979) avalia a influéncia de uma estaca dentro de um meio

utilizando a expressao (p, =4-1,-p;), onde p; € o deslocamento do solo do

elemento i devido a um fator de influéncia de tensdo p; do elemento j, d € o
didmetro da estaca, /; € o fator de influéncia de deslocamento obtido por

Mindlin, e Es € o mddulo de elasticidade do meio. Para um solo ndo-homogéneo
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ele, por conveniéncia, altera os valores do modulo de Young ao longo da
profundidade do solo e conclui que os resultados estdo de acordo com os
obtidos via MEF. Entretanto, para casos em que as estacas estdo imersas em
meios onde as camadas inferiores sdo mais compressiveis que as superiores,
os resultados ndo sao tao aceitaveis.

Também neste sentido, pode-se empregar o MEC via solugao de Mindlin,
discretizando-se a superficie do indeslocavel e impondo-se as restricoes
requeridas nestes pontos.

Entretanto, a aplicagdo do MEC utilizando-se a solugdo fundamental de
Mindlin, mesmo com a introdu¢do da cota do plano indeslocavel, s6 é valida na
representacédo de um unico meio homogéneo, ndo sendo possivel, dentro da
teoria da elasticidade, introduzir outros meios com caracteristicas fisicas
diferentes, em fungdo das condigdes de contorno ja impostas a priori por
MINDLIN (1936) em sua formulagao. E, conforme POULQOS (1979), para certas
condigdes de ndo homogeneidade do meio com estaca, os resultados de
deslocamentos nao séo adequados.

Deste modo, é necessario utilizar o MEC com as respostas de dominio
infinito. A solugcédo de Kelvin (LOVE (1944)) fornece a base para as mais gerais
formulagdes sobre um corpo isétropo de forma arbitraria. Essa solugcdo € a mais
empregada para acoplar diversas regides com propriedades diferentes,
equilibrando-as e compatibilizando-as nas superficies de fronteira, mantendo
assim a continuidade do meio heterogéneo.

BANERJEE (1976), BANERJEE & DAVIES (1977) e MAIER & NOVATI
(1987) aplicam o MEC utilizando a solugéo fundamental de Kelvin para simular
o meio finito heterogéneo. O primeiro autor apresenta uma formulagao
direcionada para a analise de solo do tipo Gibson e se considera a influéncia
das estacas imersas nesse meio. Tanto o solo quanto as estacas sao
representados por sélidos tridimensionais e se considera o radier rigido
acoplado a superficie do solo. BANERJEE & DAVIES (1977) aplicam o
procedimento de BANERJEE (1976), mas ja possibilitando a analise dos
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macigos com as camadas descritas com quaisquer valores de modulo de Young
e coeficiente de Poisson. Entretanto, a superestrutura acoplada ao macigo é
também definida como um bloco rigido.

MAIER & NOVATI (1987) desenvolveram um método alternativo para a
analise de solos estratificados mediante uma técnica denominada de "método
da rigidez sucessiva" via MEC. Cada estrato é tratado como uma sub-regiéo, e,
utilizando-se as condi¢des de equilibrio e compatibilidade existentes entre os
estratos adjacentes, é possivel transferir a rigidez da camada inferior para sua
adjacente superior. Desta forma, chega-se a ultima camada com uma matriz
que ja incorporou as influéncias de todas as outras camadas inferiores. Neste
trabalho, avalia-se este procedimento em exemplos bidimensionais. Como
conclusao chega-se a matriz final gerada bem-condicionada, cuja resolugao
exige esforco computacional menor que o empregado pela técnica convencional
de sub-regides no MEC. O método é aplicavel na introducdo de outras sub-
regides, como na colocagéo de tuneis e de elementos de fundagéo.

Alguns outros trabalhos usam formulagbes que nao foram classificadas
dentre as quatro apresentadas, em virtude da escassa literatura sobre os
procedimentos empregados. Cita-se o modelo de CHIN & CHOW (1990), que
emprega o MEC; entretanto a solugdo fundamental usada é a obtida no artigo
de CHAN et al. (1974). FRASER & WARDLE (1976) empregam uma técnica,
que € uma variante do MEF, mas usando as fungdes ponderadoras de meio
semi-infinito, denominada de aproximagéo por elemento de superficie, em que &
possivel considerar a ndo-homogeneidade do solo, e somente a porgédo da sua
regido onde existe carregamento precisa ser discretizada. Analisa-se, entéo, a
interacdo entre fundagdo formada por radier flexivel e solo ndo-homogéneo
sobre uma base rigida.

SADECKA (2000) considera um modelo para o solo, que é uma
generalizagao direta da teoria de Vlasov para diversas camadas, em que sao
introduzidas fung¢des de peso nao-lineares para os deslocamentos ao longo da

profundidade dos estratos, e admite-se a influéncia da placa apoiada sobre a
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superficie livre do solo usando o MEF e o método dos elementos infinitos para a
regiao fora de contato entre placa-solo.

PAN (1997) aplica o MEC tridimensional para a analise de meios semi-
infinitos estratificados, mas usa as fungdes de Green para nao ter que empregar
as técnicas de sub-regides para os diversos meios com propriedades fisicas
diferentes. A formulagdo é combinada com o método da matriz propagadora, e
as suas solugdes sdo expressas em termos de integrais infinitas, que envolvem
funcbdes de Bessel. Entretanto esta formulacdo nao permite a incorporacédo de
outros elementos enrijecedores no macicgo, e as camadas do solo s6 podem ser
estratificadas horizontalmente.

Ha também uma outra linha de trabalhos em que alguns autores procuram
integrar os procedimentos empregados no modelo de Winkler e os modelos
continuos. Isto é feito introduzindo continuidade entre os elementos discretos de
mola por meio de elementos estruturais, ou aplicando nos modelos continuos
algumas simplificagbes, mas calibradas com valores de deslocamentos ou
tensdes reais. Nessa linha, tém-se os modelos de: fundacdo de Hetenyi’s,
encontrado em HETENYI (1950); fundacdo de Pasternak, visto em KERR
(1964) e WANG et al. (2001); fundacédo generalizada, encontrado em KERR
(1964); e fundagao de Kerr, visto no trabalho de KERR (1965).

No Brasil, alguns pesquisadores também tém analisado o
comportamento dos meios estratificados com a camada do indeslocavel em
uma posicao finita. Assim, acontece no trabalho de AOKI & LOPES (1975) que
avaliam as tensbes e deslocamentos para fundacdes profundas conforme
apresentado em POULOS (1968b); e de REIS (2000), que utiliza o
procedimento de AOKI & LOPES (1975) aplicado para fundagdes rasas.

ROMANEL et al. (2000) aplicam o MEF no dominio transformado de
Fourier, o que faz com que o problema 3D seja analisado em 2D, e avaliado o
comportamento mecanico de fundagdes do tipo radier sobre um meio finito.
ROMANEL & KUNDU (1990) aplicam as fungdes de Green para a analise da
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interacado solo de multicamadas-estrutura em casos bidimensionais dinamicos
via MEF.

MOURA (1995) desenvolveu uma metodologia para a analise da
interagdo solo-estrutura em que o edificio 3D foi modelado empregando-se a
formulacdo matricial com elementos de barras para as vigas e os pilares, e em
que as lajes s&o consideradas como diafragmas rigidos. Empregou-se a técnica
da subestruturacdo para a simulagdo do edificio. A fundacdo é composta por
elementos de sapata e o solo homogéneo de camada finita € modelado
conforme procedimento de AOKI & LOPES (1975).

GUSMAO (1990) aplica os procedimentos de AOKI & LOPES (1975) a
analise de recalques de edificios planos apoiados sobre solo de espessura finita
e nao-homogéneo.

MESQUITA & CODA (2000) e LEITE et al. (2001) analisam o solo
apoiado em uma camada finita aplicando o MEC bidimensional. Assim, o
primeiro trabalho citado avalia o comportamento de um pértico plano apoiado
sobre duas sapatas, cada uma das quais colocada sobre um meio finito com
propriedades fisicas diferentes. No segundo trabalho, os autores inserem no
meio finito um elemento enrijecedor que representa a estaca.

ANTUNES & IWAMOTO (2000) aplicam os procedimentos de POULOS
(1968b) para a modelagem do meio ndo-homogéneo apoiado em uma camada
finita. Aplicam-se entdo incrementos de carga, e a ponta da estaca sera
mobilizada ap6s toda a mobilizag&o do fuste ocorrer.

HOLANDA JR. (1998) faz analise da interacdo solo-estrutura para
edificios de concreto armado sobre fundagdes diretas, em que o solo é suposto
homogéneo e apoiado a uma cota com plano indeslocavel, empregando o
modelo proposto por POULOS (1967).

Como se pode perceber, muitas diferentes técnicas foram e sé&o
empregadas para a modelagem do meio hdo—homogéneo associado ou nao a

elementos de fundacao.
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Entretanto, a grande maioria dos procedimentos descritos apresentam
certas restricdes. Algumas formulagbes ndo permitem ou tornam complicada a
inclusdo de elementos de fundagdes; outras sé sao validas para certas
condicbes de simetria quer de agoes, quer de forma. Tém-se também aquelas
que apenas permitem analises elasticas ou alguma restricao cinematica, por
exemplo, a ndo-inclusdo de deslizamento relativo entre os diferentes meios em
contato.

E fato que a modelagem de meio finito ndo-homogéneo representa um
problema da mecanica dos solidos altamente complexo, em virtude de que néo
houve controle tecnolégico para a formagdo de seu material, como acontece,
por exemplo, na confecgcdo do ago ou mesmo do concreto armado. Mas, sim,
sua formacéao se deu em fungao das diversas condigdes de intemperismo sobre
as rochas, o que tornou o meio altamente heterogéneo e anisétropo, de
aparéncia cadtica e com descontinuidades presentes ao longo de seu volume.

Dessa forma, para uma representacdo mais proxima das condicdes reais
do solo, é necessario empregar as leis constitutivas adequadas, simular as
configuracbes de maneira que se moldam ao longo do macigo, procurando: a)
integrar os diferentes subespagos - cada qual com suas caracteristicas
isétropas ou anisotrépicas semelhantes - para formarem o meio como um todo;
b) permitir a inclusdo dos diversos elementos de fundagdes existentes com
suas leis de contato existentes; c) garantir o acoplamento das superestruturas;
e d) possibilitar a modelagem de tuneis.

Neste contexto, o emprego dos métodos numéricos € a ferramenta mais
completa e pratica para a possivel simulacdo destas condi¢ées. Como ja foi
salientado, o MEF representa uma técnica muito custosa para esta modelagem,
em virtude da obrigatoriedade de discretizacdo em elementos tridimensionais
do solo, finito na vertical, mas infinito nas diregbes radiais, até as regides
consideradas imobilizadas pelas acbes aplicadas. Por outro lado, o uso do
MEC, além de diminuir a discretizagdo do problema em uma dimenséo, ou seja,

discretizacdo do problema 3D com elementos planos, ele emprega solugdes
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ponderadoras que ja sdo atendidas a distancias nao perturbadas. E, também, é
possivel encontrar com facilidade, na literatura corrente, os procedimentos para
se incorporarem as diversas leis reoldgicas e cinematicas para se modelar com
mais realismo o complexo meio, que € o macico de solos. Assim, 0 emprego do
MEC com a solucédo fundamental de Kelvin € um dos possiveis caminhos para
esta modelagem.

O grande gargalo da representagdo numérica computacional na
simulagao de problemas complexos quer via métodos de dominio (MEF), quer
de contorno (MEC), é a enorme geracdo de dados que deverdao ser
armazenados e operacionalizados dentro do computador, e cuja analise,
dependendo do modelo empregado, pode levar dias para a obtencdo das
respostas.

Mas, hoje em dia, o crescimento da tecnologia aplicada nos
componentes microeletronicos dos computadores causou a diminuigdo do
custo, maior velocidade de operagdes de dados em ponto flutuante por
segundo, sistemas mais eficientes de transferéncia de dados entre memorias
virtuais e fisicas (sistemas de barramentos), aumento dos espacgos para
armazenamento de dados nas diversas memorias existentes, e também, mais
recentemente, maior facilidade para o emprego de conjunto de computadores,
resolvendo um mesmo problema: computagdo paralela. Tudo isso tem levado
0s pesquisadores a aplicarem com mais énfase os métodos numéricos no
campo da mecanica dos solidos, ja que eles exigem um tratamento matematico
e de implementacdo mais facil, sem a perda de generalidade do modelo a ser
simulado.

Neste contexto, NOOR (1997) apresenta um excelente estudo sobre o
impacto que tais maquinas tém causado no campo da analise estrutural,
enfatizando os avangos na microeletrbnica e na tecnologia de redes, no
paradigma da interagdo homem-maquina e técnicas, avangos em ambientes de
programacgao, algoritmos numéricos e estratégias computacionais para os

novos sistemas de computagao.



1 - Consideragées iniciais e revisdo bibliografica 14

Assim, pelo que foi exposto ao longo desta reviséo, fica claro o emprego
do MEC no presente trabalho, método que emprega a solugéo tridimensional de
Kelvin, de modo que a representagdo do macigo de solos ndo-homogéneo sera
tomada conforme o procedimento proposto por MAIER & NOVATI (1987), mas
estendido a analise tridimensional e inovando esta técnica com a inclusao de
sub-regides, também tridimensionais, que simulem os elementos de fundagéo —
estacas, sapatas, tubuldes, buracos, tuneis - e que venham a ultrapassar ou
nao as diferentes camadas. Entretanto, essa formulacdo ndo considera o
deslizamento relativo entre estes meios. Para avaliar o efeito do sistema
superestrutura/subestrutura/maci¢co de solos, € realizado o acoplamento do
sistema solo/subestrutura com a superestrutura, simulada via MEF com
elementos convencionais de l1amina, sendo todo o sistema considerado com a
teoria elastostatica linear.

Em face da grande quantidade de dados gerados para todo o modelo e
do alto numero de operagdes numéricas envolvidas ao longo da montagem do
sistema final, emprega-se a técnica de decomposicdo em dominio, de modo
que os diferentes subdominios (sub-regides) sdo montados simultaneamente
via uso de sistemas computacionais em paralelo, do tipo memoaria distribuida.

No acoplamento MEC/MEF, o sistema final - dependendo da ligagao
entre as estruturas — pode gerar uma matriz esparsa, € neste caso € aplicada
uma rotina especifica para este tipo especial de matriz, uma vez que isto traz

também uma maior rapidez para a resolu¢ao do sistema linear.



Capitulo 2

METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

2.1 Introducgao

Este capitulo tem o intuito de apresentar sucintamente a formulagdo do
método dos elementos de contorno (MEC) para a analise de problemas
tridimensionais em teoria estatica linear. Salienta-se que o desenvolvimento foi
direcionado para as consideragdes adotadas para a presente formulacao
empregada ao longo do trabalho.

Para um entendimento mais completo e geral do método, citam-se os
trabalhos de BESKOS (1987), VENTURINI (1988), BREBBIA & DOMINGUEZ
(1989), CODA (2000) e MENDONCA (2002).

2.2 Relagdes basicas do problema elastico linear

O estado de tensbes de um elemento infinitesimal dentro de um sdlido de
dominio finito Q e contorno I'" é representado por um tensor de segunda ordem
composto por nove componentes. Mas quando se aplicam as equacgdes de
equilibrio de momento neste elemento infinitesimal, desde que n&do haja momento
de corpo, verifica-se a simetria das tensdes cisalhantes, ou seja, em termos
indiciais:

o,(s)=0;(s) i,j=123 (2.1)
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Empregando as trés condigdes de equilibrio de for¢cas neste elemento
infinitesimal, pode-se expressar as equacgdes diferenciais que regem o problema
da seguinte forma:

0y (5)+bi(s)=0 i,j=123 (2.2)

onde “s” € um ponto do dominio do corpo e b, representa as forgas de massa (por
unidade de volume).

E possivel relacionar o estado de tensdes de um elemento infinitesimal de
faces ortogonais com suas componentes localizadas em uma faceta inclinada

conhecendo-se apenas os co-senos diretores (n;) da normal desta faceta com
relagdo as faces ortogonais do elemento, onde n; =cos(n,x;), j varia de 1 a 3

indicando as trés direcdes cartesianas e n € o vetor normal da faceta inclinada.
Assim, pode-se obter as componentes de forcas de superficie do contorno “S”
(vide figura 2.1). Considerando-se o equilibrio do tetraedro - formado pelas faces
ortogonais e a face inclinada - e admitindo-se que as forcas de massa dao
contribuicdo de ordem superior, as forgas de superficie sdo correlacionadas com
as tensdes de dominio mediante a expressao:

|7 2.3
pi(S)=0,(s)n; i,j=123 (2.3)

Quando sobre o sélido atuam acgdes externas, este sofre mudanga de
posicao e/ou de dimensoes, representadas pelas componentes de deslocamentos

u;(s) . Esses deslocamentos podem ser decompostos em duas parcelas.

A primeira, denominada de deslocamento de corpo rigido, n&o introduzindo
nenhuma variagado de forma e de dimensao no corpo, e assim n&do mobilizando o
aparecimento de tensdes no solido.

A segunda parcela do deslocamento, associada a mudancga de forma e de
dimensdes, leva ao aparecimento das tensdes dentro do solido. Esta parcela &

expressa em termos da taxa de variagdo de uma configuragdo deformada com a
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indeformada, medindo-se, assim, a deformacgao linear especifica (ou alongamento
linear) e/ou angular (ou distor¢ao) do corpo.

Esta taxa de variacdo de deslocamento é expresso por um tensor gradiente
da deformacdo que, para o campo dos pequenos deslocamentos e seus
gradientes suficientemente pequenos, pode-se apenas considerar os termos de
primeira ordem, e definir assim as deformacdes lineares (homogéneas) do corpo.
Este tensor , denominado de tensor de deformagdes especificas de Cauchy, é
relacionado com as componentes do deslocamento por:

£, (5) = % () +u,, () hj =123 (24)

onde u; sdo os deslocamentos ao longo da diregdo /, e ¢; sao as deformacdes

especificas associadas ao elemento infinitesimal localizado no ponto “s”.

O corpo sob efeito de agdes externas quer de forgcas de campo, quer de
forcas de superficie ou deslocamentos impostos, sofre deformagdes que irdo se
desenvolver ao longo do corpo conforme a natureza de seu material. Assim,
admitindo-se o campo de deslocamentos e de tensdes continuos e univocos, é
possivel relacionar os dois estados mediante as relagbes constitutivas.

Para o caso mais simples da relacdo entre tensdo e deformacgado, as
hipoteses admitidas para a natureza do material sdo de: homogeneidade, que
admite que todo o material tenha as mesmas propriedades fisicas; isotropia, que
garante que em qualquer ponto do corpo as propriedades sao as mesmas sem
referéncia a direcao; e linearidade elastica entre tensao e deformagao.

Com essas hipoteses, e admitindo que n&o haja mudangas de
temperaturas, a formula indicial a seguir expressa as leis constitutivas usadas para
esse corpo:

oy (8) = A8y ey (8)+2- -2y (s) v jok =123 (2.5)

onde A e u sdo as constantes de Lamé, que podem ser expressas em fungao dos
modulos de elasticidade longitudinal, transversal e o coeficiente de Poisson,

respectivamente, E,G e v.
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3 v-E _Go E (2.6)
Taevy-d-20 YT T a4y

E podendo-se também escrever a equagao 2.5 da seguinte maneira:

o, () =cpuén 1)k, 1=123 (2.7)

onde ¢, € o tensor constitutivo de quarta ordem.

Com o uso das relagbes de equilibrio (2.2), junto com as equagdes que
relacionam deslocamento e deformacdes (2.4), mais as relagdes constitutivas
entre tensado e deformacgao (2.5), podem ser expressas as equacgdes de equilibrio
em termos de deslocamento, relagcdes conhecidas como equacdes de Navier:

1 b(s) _ (2.8)

(8 + o) + 0 ij=123

onde se é possivel aplicar trés diferentes tipos de condi¢gdes de contorno nas
equacodes de Navier:

1) as condi¢des de Fronteira de Dirichlet:

u;,=u; onde I'=I, i=123 (2.9)
2) as condi¢des de Fronteira de Neumann:
pi=p; onde I'=T, i=123 (2.10)
3) as condigdes de Fronteira mista:
w =i, em T, i=123 (2.11)
(2.12)

pi=p;, em I, i=123

onde I'=T, +T,.
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Ly

X2

X1
Figura 2.1 — Representagédo de um sdlido com condi¢des de contorno mistas.

2.3 Representacgao das equagoes de equilibrio no contorno

As representagcdes das equacdes de Navier em forma de equagdes
integrais podem ser obtidas com a utilizagdo das técnicas dos residuos
ponderados ou, como sera aplicado neste texto, pelo 2° Teorema da
Reciprocidade de Betti (TRB).

Pelo TRB, pode-se expressar a relagcdo de igualdade entre dois campos
distintos de tensdes mediante a aplicagéo do principio dos trabalhos virtuais. Seja
entdo um campo representado pelo estado real de deslocamentos, deformagdes e
tensbes que se desenvolvem em um corpo elastico isétropo de dominio Q e
contorno I', sob a acao de trabalho externo.

Considere-se, também, um estado de forgas ficticias atuando neste mesmo
corpo em um ponto genérico “p” do dominio. Os campos virtuais que se
desenvolvem em funcdo deste estado virtual sdo os deslocamentos, as
deformacdes e as tensdes virtuais que também devem atender as relagdes (2.2) e
(2.7).

Tem-se, desta forma, as variaveis relativas ao problema real, ou seja:

0 (), u;(s), ¢;(s) para os campos desenvolvidos no ponto “s”; e as forcas
atuantes b,(s), p,;(S). E para um estado virtual, indicado com o sobrescrito “*”, os
campos desenvolvidos devidos a uma for¢a unitaria aplicada na direcéo “k” sao:

o (ps) 4] (D), &5(p.s).
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Esses dois estados podem ser relacionados fazendo-se uso da relagao

(2.7), que é reescrita abaixo:

0y(8) = ey 1ok =123 (2.1)
e para o estado virtual:
&y (5) = e ikl =123 (2.13)
de modo que eles podem ser relacionados como:
. x * . 2.14
o;(8)-€i=cyy €€y =&y (Cyy-€i) 1J,kI1=123 ( )
e sabendo-se que o tensor constitutivo € simétrico, € possivel se escrever:
(2.15)

[o;-e,00= e -0,d0 i,j=123
Q Q

Integrando-se por partes ambos os lado da expresséo (2.15), e levando-se
em conta as relagbes (2.2), (2.4) e (2.6), chega-se ao 2° Teorema da
Reciprocidade de Betti, que relaciona dois diferentes problemas elasticos
estabelecidos dentro do mesmo dominio:

Ib;.ude+IpZ-ude:Ibk.uZdQ+ka.uZdr k=123 (2.16)
Q Q Q Q

As forgcas de volume do estado virtual podem ser associadas a cargas

unitarias concentradas aplicadas no ponto “p” € Q" em cada uma das trés diregdes
ortogonais, e sdo definidas como uma fungdo Delta de Dirac de modo que se tem:

b =8(p.s)-6, ki=123 (2.17)

onde &; € a fungéo Delta de Kronecker, e §(p,s) € a fungéo de Dirac, que por

definicdo tem as seguintes propriedades:
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o(p,s)=0, se p#s; (2.18)
o(p,s)=w, se p=s; e

[o(p.5)- 1 (9)dQ=f (p)
Q

Aplicando a expressao (2.17) na primeira integral de (2.16), e definindo

uzl-(p,s) e pzl-(p,s) como os deslocamentos e forcas de superficie na diregao j no

ponto “p”, devido a uma forga unitaria aplicada na dire¢ao i no ponto

s”, chega-se

a.

u (p)+ [ i (,$)-u,(S) dU(S)= [uji(p,S)- p,(S) dU(S)+ [y (p,s)-by(s) dUAs) k,i=123
r r Q

(2.19)

Essa relacdo € conhecida como Identidade Somigliana e é a representacao
integral de deslocamentos dos pontos internos ao solido em termos de valores de
contorno.

A relagado (2.19) é a solugao da equagao de Navier (2.7), onde se adotou
aplicar a forga unitaria em um ponto “S” no contorno do dominio Q2 ou fora deste.
Entretanto, os valores do contorno ndo podem ser obtidos ainda, uma vez que o
primeiro termo da equacao (2.19) esta associado a valores internos ao dominio Q.

Assim, a estratégia que se adota para representar as equacgdes integrais
com valores apenas associados ao contorno “S”, consiste em levar “p” - que esta
no interior do corpo - para uma regiao no contorno “P”. Isto é feito somando-se um
dominio infinitesimal de modo que o ponto de contorno “P” fique sendo um ponto
de dominio (vide figura 2.2). Com a introdugao deste novo dominio — (Q + Q) — e
deste novo contorno infinitesimal — (' - T+ T,) — a Identidade Somigliana,
equacao (2.19), é reescrita como:

up(p)+tim, ol [ piy(P,S)-u,(S) dU(S)I=tim, [ [up(P.S)-p,(S) dr($)+  (2.20)

[-T+T, [-T+T,

[y (P.s)-b,(s) dQ(s)]

Q+Q,
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r.T

Figura 2.2 - Dominio acrescido de complemento infinitesimal para o caso 3D.

quando ¢—0, a parcela abaixo tende a zero, ou seja:

lim, ol [ug(P,S)- py(S) dU($)]=0 k,i=123 (2:21)
FS
enquanto que
tim, ol [ug(P.S)- p(SRT(S)) = [uyy(P.S): p(SYI(S)  k.i=123 (2.22)
r-r r
€ a parcela
(2.23)

tim, ol [ pi(P.S)-u,(S) dT(S)]= [ piy(P,S)-u,(S) dT(S)] k,i=123
- r

r-r

apresenta uma singularidade que é interpretada no sentido de valor principal de
Cauchy, e deve ser tratada cuidadosamente para cada solugao fundamental.
O ultimo termo da integral de contorno € dado por:
[ P(P.S)-u,(S) dT(S)= Cy(P)-u(P)  hyi=123 (2.24)
T

&

onde C, s&o coeficientes de uma matriz, denominados termos livre de integragéo,

0s quais dependem da geometria do contorno (vide HARTMANN (1980)).
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Desse modo, chega-se a representacdo da equagao de equilibrio no
contorno que € escrita como:

Cyi(P) -t (P)+ [ pyi(P.S) u;(S) dT(S)= [ugs(P.S)- pi(S) dI(S)+ [uji(P.s) b;(s) dx(s) (2.25)
T I Q

2.4 A solugao fundamental tridimensional de Kelvin

A solucao de Kelvin (LOVE (1944)), corresponde a obtencéo das solugbes
das equagdes de equilibrio (2.7) para um corpo sélido esférico de raio infinito para
a aplicagao de um conjugado de forgas ortogonais e pontuais dentro do corpo,
com a condigédo de que os deslocamentos tendam a zero em distancias infinitas da
ordem de pelo menos r. As perturbagdes locais que aparecem na vizinhanga do
ponto de aplicagao levam a singularidades nas solugdes fundamentais, tendo-se
que ser tratadas adequadamente. Entretanto, pelo principio de Saint-Venant, as
distancias suficientemente afastadas do ponto de aplicagdo da forca causam os
deslocamentos e as tensdes independentemente da forma de sua aplicagao.

Assim, a solugao fundamental de Kelvin é a formulagdo mais geral para um
corpo homogéneo e isétropo de geometria arbitraria, sendo que os campos
mobilizados de deslocamentos e tensdes que ocorrem em um ponto “S” — ponto
campo - devido a uma for¢a unitaria aplicada em “P” — ponto fonte - sdo dados,
respectivamente, por:
S (e CRLCE A (2.26)

:_—lz{r"[(l =2v)- 6y +3ry - 1+ (A=2v)(gr; — 171 ) (2:27)
872'(1—V)-r ’ s s . .

;(P,S)
PZ,'(P:S)
onde “k” é a direcao de aplicacao da forca e “/* € a diregdao do campo mobilizado,

variando de1 a 3 para o caso tridimensional, e

r=|X(P)-X(S);
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_Or o _r

ox, o r

T

e Nk € o co-seno diretor da normal ao contorno “S” em relagao a diregao Xx.

2.4.1 Termo livre e pontos no dominio
O termo, representado na expressao (2.24), corresponde a uma parcela
obtida pelo calculo de uma das integrais de superficie sobre uma regido esférica, e
seus valores dependem da geometria do contorno do ponto “P” em questao.
Em HARTMANN (1980), é apresentado o procedimento usado para se
obter esta integral. Assim, reescrevendo-se a relacdo (2.24):
[ P (P.S)1,(S) dT(S) = Cyy(P)-u;(P)  koi=123 (2.:24)

T,

onde Cy;, para o caso tridimensional, € uma matriz (3x3) que depende da posigao
do ponto “P” e de seu octante. Em relacdo a posicdo desse ponto, trés situacdes
distintas podem surgir:

I se PeQ (2.28)

C.,(P)=<C.(P) se Pel

0 se P fora do corpo

onde / é a matriz identidade e 0 € a matriz nula.

Os valores da matriz de termos livres, quando o ponto “P” esta sobre o
contorno, podem ser determinados pelo calculo da integral da expressao
apresentada em HARTMANN (1980, pg. 374). No caso de os vértices serem

ortogonais, os coeficientes da matriz C podem ser de trés tipos:

a) Metade de uma esfera (contorno suave):
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X,

Figura 2.3 — Valores dos termos da matriz C para trés casos de cantos ortogonais.

Os valores apresentados da matriz C sdo validos para uma posi¢ao do
vértice no primeiro octante da esfera, e para os outros octantes, os termos das
matrizes apresentadas nos trés casos anteriores serdo alterados em sinais
conforme as normais de seu octante. Uma forma de se determinar os sinais
corretos dos termos € alterar na expressdo de HARTMANN (1980, pg. 374) os
sinais dos valores trigonomeétricos conforme os angulos esféricos determinados

pela posigao de seu octante.
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ApoOs se conhecer os valores de contorno, os deslocamentos de dominio
podem ser calculados aplicando-se diretamente a Identidade Somigliana (2.19), e,
para o calculo das tensées no dominio do corpo, € necessario diferenciar a

equacgao (2.19), e para um ponto “s” do dominio tem-se:

G3(5) =] S (P, $) u (S) dT + [ Dyy(p,$)- py(S) dU i, jik =123 (2.29)
r r

sendo os tensores D, e S, para o caso 3D, respectivamente dados por:

kij

N 2.30
Dy; = m{( =2v)[Or; + 61y = Oyrp 1+ 3rprir ;) 0, k=123 239
G (2.31)

St = =y L= 200 4 VGr + 0r) = Sraryr 14

3v(r jry +nrr) + (L=2v)Cmrr  + 1,6y + 1,0 4) —(1=4v)m o, 0, j, k=123

A equacgao (2.29) para obtencdo das tensées no dominio ndo apresenta
termos singulares, entretanto para pontos muitos proximos do contorno - ou no
caso de se querer calcular as tensdes de contato entre dois meios diferentes — em

virtude da grande proximidade entre o ponto de dominio “s” e o de contorno “S”, os

tensores indicados nas relagdes (2.30) e (2.31) possuem nucleos da ordem de %z
e %3 , sendo necessario empregar integragdes numéricas especiais para se obter

respostas precisas de tensdes. E, para se obter os campos de deslocamentos do

dominio emprega-se a relacéo (2.19).

2.5 Método dos elementos de contorno

Para a determinagdo do campo de deslocamentos e de tensbées em um
corpo sob condigdes de contorno e forgas aplicadas genéricas, em geral, a
solugéo analitica destas equacgdes diferenciais parciais ndo é possivel. Considera-
se, entdo, campos discretos no contorno associados a parametros nodais que

representem fungdes aproximadas dos campos de deslocamentos e de forgas de
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superficie. Estes campos discretos serdo indicados por elementos que devem
moldar o contorno do corpo.

Desta maneira, com os campos aproximados do contorno, € possivel
representar as equacgdes integrais de contorno em equacdes algébricas escritas
em termos dos parametros discretos de deslocamentos e de forgas de superficie.

Assim, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) se baseia na
montagem de um sistema algébrico advindo da determinacdo das equagdes
integrais de contorno da relagdo (2.25), escritas em termos de parametros
discretos, tanto de deslocamentos como de for¢cas de superficie. Destaca-se que,
para a montagem deste sistema algébrico, € necessario aplicar o mesmo numero
de estados fundamentais (virtuais) que o necessario para obter os estados reais
aproximados, sendo que todo o contorno é representado por elementos, assim

para o caso 3D, os elementos tém que ser de geometria de superficie (2D).

2.5.1 Elemento de superficie

Nesse trabalho foi adotado o elemento de superficie triangular plano. Este
elemento ja € bem conhecido na literatura, principalmente aplicado a resolugéo de
problemas planos pelo método dos elementos finitos (ver SAVASSI (1996)).

As variaveis nodais de contorno estao localizadas nos vértices do elemento
e para se conhecer a posicdo e os co-senos diretores deste elemento, basta
identificar as coordenadas cartesianas dos vértices no espago 3D. Adotando-se
um dos vértices como uma origem cartesiana local (O') e um lado deste elemento
que passe por esta origem como um eixo local, € possivel - mediante produtos
vetoriais entre este vetor eixo e seus eixos perpendiculares - calcular estes co-

senos direcionais (ver detalhes em Onéate (1995)).
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1 (1;0;0)

3(0;0;1)

p Xi
a) b)

Figura 2.4 - a) Geometria do elemento e sistemas de coordenadas; b) Coordenadas obliquas.

Além das coordenadas cartesianas (figura 2.4a), costuma-se utilizar
também um sistema homogéneo ou obliquo que facilita o calculo das integrais,
pois assim os limites de integracdo ficam os mesmos, alterando apenas o
Jacobiano de cada elemento. A localizagdo deste sistema obliquo no plano do
elemento pode ser visualizado na figura 2.4b. Sendo assim, a posi¢éo (S) sobre o
elemento & correlacionada, pelas suas coordenadas nodais, a ponderagao das

funcdes interpoladoras Y,. Ou seja:

XI(S) :Xil '\Pl(§1’§2)+Xi2 -T2(§1,§2)+X; 'q]a(éwéz) (232)

3
2
Vs,
3
1
Y1
2
1

Figura 2.5 - Func¢des interpoladoras adotadas.

Como a variagédo adotada para a funcdo interpoladora é linear (figura 2.5),

pode-se calcular esta fungdo em coordenadas homogéneas por:

Y.(6.6) =ac, + s, +r (2.33)
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impondo as condi¢des de contorno de modo que ‘¥,(1,0)=1,¥,(0,1)=0 e ‘¥,(0,0)=0
Y(61,6,) =4 (2.34)

W,(1,0)=0 ,%,(0,)=1 e ¥,(0,0)=0

¥, (81,6,) =4, (2.35)
W,(1,0)=0 ,%,(0,1)=0 e ¥,(0,0)=1
¥3(5,.63) =65 (2.36)

Assim, tendo-se em vista (2.34), (2.35) e (2.36), a fungcdo ponderadora é

dada por:
: 2.37
V(& E)=E =123 (2.37)
e a relagao (2.32) pode ser representada matricialmente por:
X;
X7
X;
XI(S) 651 652 53000000 Xé
X;9)) [0 0 0 0 0 0 & & & |x3
X;
X3
X;
ou
(2.39)

o) =[weE)f -} in=123

onde n é o vértice do elemento triangular.
As aproximagdes dos parametros de contorno para os deslocamentos e
para as forgas de superficies sao também aproximadas nesse sistema

homogéneo de referéncia, ou seja:
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w.S)=[we)l o) in=123 (2.40)

) =weE)l Pt in=123 (2.41)

2.5.2 Representacgao algébrica das equagoes integrais de contorno

Os campos de deslocamentos e de forcas de superficie expressos pelas
relacdes (2.40) e (2.41), respectivamente, sdo obtidos para cada elemento do
contorno I', e podem ser escritos da seguinte forma:

o) =lve)] -

L2123 1 =1,ne (2.42)

j

i=123;j=1..,ne (2.43)

B} =lre)l -

onde ne é o numero de elementos do contorno.

do contorno I" e |J| 0 jacobiano da transformagéo de cada elemento.

As equacgdes integrais de (2.25) podem ser escritas pela forma discreta sem
a consideracdo de forga de dominio, levando-se em consideragcao as relagoes
(2.32) e (2.33), da seguinte maneira:
. : 244
Cki(P)-uk(P)+Z\J\j~fpk,-(P,S)~‘P(S) dé(S)-(U,; ) = ( )
J=1 r
f\J\]_ j u, (P,S)-¥(S) d&(S)-(P)  i,k=123

Jj=1 r
“n

onde |J|j € o jacobiano da transformacgao de coordenadas do elemento “j”.

Pode-se, entdo, montar um sistema matricial, de forma que a expressao
(2.44) fique do tipo:
H-U=G-P (2.45)

onde

H=H+H (2.46)
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sendo H a matriz diagonal formada pela matriz dos termos livres — C - conferida
nas respectivas posi¢des de cada elemento. Se o ponto de origem “P” estiver fora
do contorno, entdo esta matriz (H ) é nula, em fungdo das propriedades da matriz
C.

As matrizes H e G sdo dadas por:

. ne . 2.47
H=Y | [ pi(P.S)-¥(S) d&(S) ik =123 (247
J=1 r

ne ) (2.48)
G=> - [u (P,5)-W(S) d&(S) ik =123
J=1 r

Lembrando-se que, para cada ponto de origem “P” no contorno, o elemento
a ser integrado que contenha este ponto “P”, na parcela da integral de H , possui
uma singularidade forte que deve ser tratada como valor principal de Cauchy.

As condigdes de contorno para cada problema devem contemplar,
obrigatoriamente, para cada ponto nodal, as condi¢gbes de fronteira indicadas nas
relagdes (2.9), (2.10), (2.11) ou (2.12). Entao, metade das incdgnitas da expressao
(2.44) sao conhecidas. Portanto, é possivel reagrupa-las da seguinte maneira:

A-X =B (2.49)

onde a matriz A contém valores referentes as influéncias tanto das forcas de
superficie quanto as parcelas de deslocamentos, e essa matriz € densa e néao-
simétrica. O vetor X contém os valores incdgnitos de cada ponto nodal ou de
deslocamento ou de for¢a de superficie, e o vetor B possui os valores prescritos ja
multiplicados pelas suas correspondentes parcelas integrais.

Finalmente, com os valores de contorno conhecidos, pode se obter os

valores internos das tensées mediante a utilizacdo das equacgdes (2.19) e (2.29).

2.5.3 Integragao numérica e subelementagao
A integragdo numérica com o ponto externo ao dominio € um procedimento

alternativo empregado para se evitar a realizagdo das integrais analiticas. Além do
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fato de ndo se ter que calcular a parcela do termo livre, principalmente para o
problema 3D, onde para o caso geral se requer um trabalho n&o tao imediato.
Assim sendo, as parcelas das integrais de contorno, que sao expressas

pelas relagdes (2.48) e (2.49), ficam representadas pelas coordenadas dos pontos
de integragdo: &/ e de fatores de peso — w; - associados a esta posigdo, e em

BREBBIA & DOMINGUEZ (1989) sao tabelados estes pontos para as
coordenadas obliquas. Ou seja, as parcelas da matriz h e g ficam para cada
elemento:
e n i . o ' (2.50)
H=ZZ|J|/ "W '[pki(P’S )\P(é:l ’CJZZ ’53 )] i,k=123

Jj=lm=1

= * 2.51
G = | [ (P,S™) - W(EE8,EN] ik =123 (25

j=lm=l1

onde n é o numero de pontos de Hammer, S™ é a posi¢céo do ponto de integracao
que representa o ponto campo para o calculo da influéncia da solucao
fundamental.

Quando o ponto fonte estd muito perto ao elemento a ser integrado, é
comum utilizar nesta regido uma integracdo mais refinada. Assim, costuma-se
empregar a técnica da subelementagdo convencional que nada mais € do que
dividir estes elementos quase-singulares em outros menores. Isso faz com que
seja possivel introduzir em cada novo subelemento mais pontos de integragao.

O método convencional empregado € a divisdo de forma regular dentro do
elemento (ver figura 2.6). Para este caso, os novos elementos criados nao
apresentarao novos parametros, mas seus pontos de integragao serao associados
as variaveis nodais dos vértices. Ou seja, reescrevendo-se a relagao (2.39):

=[we)r -yt in=123 (2.39)
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» <1
>

Figura 2.6 - Subelementagéao regular e coordenadas locais e globais.

VALORES DE [H] para a distancia (1/40L)

000 02 040 00 080 100 120 140 150 180 2

VALORES DE [H] para a distancia (1/10L)

VALORES DE [H] para a distancia (1/2L)

ii)

%o 02 04 06 08 10 12 14 16 18 20

Figura 2.7 - Graficos das integrais no elemento quase-singular; i) ponto fora a 1/40L

ii) ponto fora a 1/10L; iii) ponto fora a 1/2L (L € maior lado).
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pode-se, entdo, escrever para uma mudanca de sistema:

@=[FE] ) in=123 (2.52)

onde x;(S),x s&o - respectivamente - as coordenadas e os paréametros dos

vértices de cada subelemento, £, é o sistema homogéneo posicionado em um

sistema obliquo local do subelemento (vide figura 2.6). Pode-se escrever, entao:

bl=le@)f ) in=123 (2.53)
Confrontando-se (2.52) com (2.53), chega-se a:
- =\ =,z (2.54)
V() =Y, Y(,) n=123
E, entéo
(2.55)

s=we) xr in=123

sendo que a matriz que relaciona as coordenadas homogéneas local com a global
do subelemento “k” é dada por
1 2 3 =
g S & 1 g (2.56)
1 1 1 1
[lP(égn)]k =1&1 =16 & | 1%
1 1 1 z
S k 36 53 i S k
Assim, foi desenvolvida uma rotina em que, mediante o numero de divisdes
do elemento quase-singular, é calculado o numero de subelementos e as integrais

numéricas sao realizadas.

Para este caso as parcelas de H e G ficam:

= ne ns n |J|j . (257)
H=2 20—, [pu(P.S™)- W& &L EN] ik =123
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3

e ns n |J|] . . . o, , . (258)
G:Z n_é'wm fuy (P,S™)- (&8, ,835)] L,k=123

j=1 I=1 m=1

onde ns & o numero total de subelementos.

Entretanto, este procedimento é muito dispendioso computacionalmente, e,
conforme pode ser notado nas figuras (2.7i-iii), para os pontos muito préximos do
elemento quase-singular, o comportamento do termo (1/r) do integrando das
equagdes (2.47) e (2.48) sao muito dominantes. Assim, o que melhor
representaria a subdivisdo deste elemento seria aumentar a densidade dos
subelementos nesta regido diminuindo-a progressivamente ao se distanciar do
ponto fonte.

Sob este enfoque, alguns trabalhos ja foram desenvolvidos para melhorar
esta integragao, citando-se, por exemplos, os artigos de HUANG & CRUSE (1993),
LACHAT & WATSON (1976), MUSTOE (1984), JUN et al. (1985), TELLES (1987)
e SOUZA et al. (2002). Onde SOUZA et al. (2002) aplicam a integragdo numérica
unidimensional, via quadratura de Gauss, tanto para o angulo como para o raio.
Sendo que é realizada uma subelementacdo auto-adaptativa para a integragao
radial, assim quanto mais longe do ponto fonte, menos elementos e menos pontos
de integracao se utilizam.

Quanto a esse aspecto, neste presente trabalho também se propde uma
técnica de subelementacdo progressiva para os elementos triangulares.
Entretanto, a técnica aqui proposta subdivide o elemento quase-singular em
triangulos menores de forma que se concentrem mais subelementos préximo ao
ponto fonte, e, conforme se distancie deste, a densidade da malha vai diminuindo
tanto no aumento do tamanho do elemento como também no numero de pontos
de integracdo. Na figura 2.8, mostra-se um exemplo de uma densidade adotada

bem como dos pardmetros necessarios para sua montagem.
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N° de camadas (NC) =3
N° de subcamadas (NS):
Camada 1:

NS(1)= 10

Camada 2:

NS(2)=3

Camada 3:

NS(3)=1

Figura 2.8 - Subelementacgao progressiva para a posigao “P’ e parametros necessarios.

A posicdo da subelementacdo mais refinada acompanha a localizacdo do

ponto fonte. Desta forma, pode-se mostrar que as parcelas de H e G s&o dadas

por:

ne NC NS(I) |J| _ n (2.59)

Eiﬁiiff§E§?§5'”%'[P2<Pv9m>-q%éﬁ,é?, " ik =123
1 ’ m=1

~
1l
—
~
1l
—
-~
Il

(2.60)

ne NC NS(I) |J |

G= LAV I P,S™)-W(EM ENEM] ik =123
22 X st NOy 2 e W (PS™) W ELED)

Onde NC é o numero de camadas do elemento e NS(NC) é o vetor que contém o

numero de subcamadas de cada camada NC.

2.5.4 Integracao analitica
Para o caso em que o ponto de colocagdo “P” esteja situado sobre o
contorno (Ij), as integrais expressas em (2.47) e (2.48) podem ser tratadas semi-

analiticamente.
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Uma técnica bem utilizada para calcular estas integrais (ver BARBIRATO
(1999)) é mediante uma transformacao de coordenadas, passando de um sistema
cartesiano (x,y,z) para o sistema polar (r,0), sendo que a variavel r é integrada
analiticamente enquanto a variavel ¢ é feita numericamente. Assim, ja escrevendo
as relagdes (2.47) e (2.48) neste novo sistema de coordenadas, levando-se em
conta que

dr =r dr dO (2.61)

tem-se, para um elemento genérico
1 (2.62)

I:[/iz: _—(1—2‘/)(’71(”1_771’”1()'981 drd@ k,i=123
rj87z(1—v)~r ’ '

.[ [(B—4v)-Oy +ry-1;]1-& drd0  k,i=123 (2.63)
r1672G(1—) e

As funcbes ponderadoras escritas em coordenadas homogéneas podem
ser associadas as coordenadas cartesianas locais do elemento, conforme
SAVASSI (1996), por:

_L (2.64)
51—2 P o, + B, - x+y,-¥]

onde

Q=X Ve =XV,

ﬁlzyj_yk

Vi =X =X

(1=123 j=231 k=312)
E sabendo-se, como é esquematizado na figura 2.9, que as coordenadas

cartesianas podem ser representadas pelas relacbes polares:

x=r-cosd (2.65)
y=r-senf
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&2

X (Xo,Yo)

X2

X1

Figura 2.9 - Definicdo de parametros para a integragao singular.

Portanto a expressao (2.63) é escrita, ja se considerando (2.65) e se
realizando as integrais em r, assim:

Gl = [klG=4v)-8, +ry 1,1 (e +%r2 cos(9) +%r2 sen(0)] drd® (2.66)

Onde

1
T 32.7-G-(1-v)- 4

ky

e A é area do elemento “j".
O termo (2.62) por apresentar a singularidade (1/r) deve ser tratado como
valor principal de Cauchy. Para a integragcdo em relagdo a variavel angular 6,

realiza-se um procedimento numérico em que se transforma o dominio do

contorno I'j para o contorno do elemento triangular f]. (ver figura 2.10).

A transformagé&o do contorno I'j para o contorno 1“1 € dada pelo jacobiano:
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_1dr e (2.67)

r dn

do

Assim, chega-se as relagoes:

" (2.68)

~ k dr
Gi = _[?1[(3_40)'51{[""’,1( i [20 + - (x+x0) + 7, '()""J’o)]dﬁ
y

: dr . (2.69)

. 1 .
Hj, = J_Z'kl 'G'{;‘(1—2U)(77k”,i —miri) ey An(r)+ By ky +y, ‘kg]}dﬁdl—‘
I,

J

para:
ky =x+x,[/n(r)-1]

ky =y +yolin(r)-1]

e onde Xp € yo representam o ponto de colocagdo, € a expressao ja esta em
coordenadas globais.

Com as expressdoes apresentadas anteriormente, pode-se realizar a
integracdo numérica mediante a quadratura de Gauss. Ressalta-se que para o
caso do elemento com parametros nodais definidos nos vértices do elemento — é o
caso deste trabalho —, a parcela dr/dn para os lados do elemento que estiverem
adjacentes a este vértice € nula. Portanto, realiza-se apenas a integragao
numeérica no elemento oposto ao ponto de colocacio. Finalmente, sdo suficientes
poucos pontos de Gauss para a obtengao de resultados precisos desta integragcao

numeérica. Neste trabalho adotaram-se 4 pontos de Gauss.
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elemento 3

Figura 2.10 - Representagéo da integracdo do dominio do elemento pelo seu lados.

2.6 Sub-regiao
Um sodlido ndo-homogéneo pode ser considerado como uma combinagao
de dominios homogéneos conectados pelos seus contornos em comum (fig. 2.11).
Seja, entdo, a relagao (2.45) aplicada a uma regiao genérica m de dominio

Q econtorno I',

H" .U =G" . p" (2.70)

O sdlido nao-homogéneo ¢é formado por m  subdominios

(Q=Q,+Q, +--+Q ) nos quais a relagéo (2.70) € valida dentro de seu respectivo

dominio.

(P=-{P")

APLICANDO CONDIGOES DE
SOLIDO NAO-HOMOGENEO COMPATIBILIDADE E EQUILIBRIO

Figura 2.11 - a) Representacdo de um sdélido ndo -homogéneo. b) Condigbdes de interface entre

regides.
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A analise do sélido ndo-homogéneo é realizada, similarmente ao método
dos elementos finitos, fazendo-se a montagem do sistema a partir das
contribuigdes de cada sub-regido. As incégnitas de deslocamentos e de forgas de
superficie nas interfaces em comum sao eliminadas aplicando-se as equacdes de
compatibilidade e equilibrio do modelo cinematico adotado.

Assim, gera-se um sistema final, ja impostas as condigdes de contorno da
forma:

A-X=B (2.71)

onde a matriz 4 possui dimensao igual a soma de todas as dimensdes dos
subdominios, subtraindo-se uma equagao comum em cada grau de liberdade da
interface. Esta matriz, em geral, se torna mais esparsa a medida que os diversos
subdominios estejam mais desacoplados um do outro. Os vetores B ¢ x contém,
respectivamente, as incognitas e os valores conhecidos do contorno do sélido

formado por varias sub-regides.

2.7 Exemplos numéricos dos casos tridimensionais

Para avaliar a performance do cdédigo computacional desenvolvido na
analise de estruturas tridimensionais pelo MEC, sao apresentados neste item 4
exemplos buscados na literatura e comparados com os resultados analiticos ou
com os conseguidos em trabalhos usando o MEC ou o MEF.

Assim, em cada item €& apresentada a geometria do problema, seus
parametros fisicos, a rede de elementos adotada para os exemplos e os
resultados encontrados pelo codigo desenvolvido e os encontrados por outros
autores ou empregando o programa comercial Ansys.

Uma questdo que deve ser ressaltada € em relagcdo a calibracdo da
densidade da subelementacdo utilizada que, para cada exemplo, foi feita
experimentalmente mediante o refino progressivo da densidade até se chegar ao
ponto 6timo. Isto ainda n&o representa o melhor procedimento a ser adotado e

pretende-se mais para frente desenvolver um estudo em que se possa, mediante



2 - Método dos elementos de contorno 42

o calculo do erro dado pela parcela singular associado a distancia do ponto fonte,
avaliar a melhor densidade a ser adotada.

Em todos os exemplos a seguir foram empregues elementos de superficie
triangulares planos e com aproximagao linear tanto para os deslocamentos como
para as forcas de superficie. O valor L que aparece nos exemplos a seguir se

refere a média entre os lados do elemento triangular.

2.7.1 Sélido tracionado

Neste exemplo se faz a analise de um sélido paralelepipédico sendo
tracionado em uma direcdo com forga distribuida com valor unitario. A figura 2.12
esquematiza a geometria e as caracteristicas elasticas do soélido além da rede
admitida para o contorno.

Esse exemplo avalia um estado puro de tracdo, e para este caso se
conhece com exatidao a distribuicdo dos deslocamentos e das tensdes. Como a
distribuicdo de deformacgdes € constante, ou seja, tem-se uma variagao linear dos
deslocamentos e que o elemento adotado também apresenta esta variacdo, a
resposta avaliada pelo MEC teria que ser exata.

A técnica convencional utilizada para a subelementagao é a de dividir de
forma regular os elementos préximos ao ponto de colocagao (vide figura 2.6),
denominada de SC. Uma correlagdo bastante utilizada € avaliar a distancia (R)
que vai do ponto fonte ao CG do elemento, e comparar este valor com a média
dos comprimentos (L) do elemento a ser integrado. Esta correlagédo é dada por
BARBIRATO (1999) como:

0<R<L, 25 subelementos

L, <R<2L, |16 subelementos

2L < R<4L |9 subelementos

R>4L, 4 subelementos

Foi desenvolvido um procedimento em que se pode especificar um numero

qualquer de subelementos para a realizagdo da integragdo numérica, assim as
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tabelas 2.1 e 2.2 apresentam respostas para casos onde se emprega o algoritmo
dado pela correlagao acima. Entretanto, para o calculo dos valores internos foram

empregadas as seguintes correlagdes:

0<R<L, 225 subelementos

L, <R<2L,  |196 subelementos

2L, <R<4L, |169 subelementos

R>4L, 144 subelementos

Assim, avaliam-se as respostas do contorno e de valores internos no saélido.
Comparam-se as respostas exatas com as obtidas pelas diferentes técnicas de
integracdo do elemento singular, onde para os elementos nao-singulares,
emprego-se ou a correlagdo dada por BARBIRATO (1999) ou a aplicada pela
ultima correlagao apresentada.

Para os elementos quase-singulares, compararam-se as respostas obtidas
com o uso das integragdes numéricas computadas via subelementagao
progressiva (SP) e pela subelementagdo convencional (SC), onde as
densidades de subelementos usadas para as duas técnicas sao mostradas na
figura 2.13.

A y q=1,0 Pontos:
A (1;1;4)
B(1;1;2)
» (2;2;4) C(1;1;0,01)
XA
: (2:2;0)
®
X4

Figura 2.12 - Sélido apoiado em sua base (plano XX, e X3=0) e com valor de E=1 e v=0,25. Rede

adotada para o contorno e coordenadas de pontos de interesse.
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Tabela 2.1:
Deslocamentos u; dos pontos A, B e C do sdlido.

Exato Semi — analitico | 0,05L (SP) | 0,01L (SP) | 0,05L (SC) | 0,01L (SC)
A (4,0) 4,0000 4,0006 4,0034 4,0590 3,8268
B (2,0) 2,0001 2,0002 1,9953 1,9985 2,4440

Tabela 2.2:
Tensodes o33 do sdlido.

Exato Semi - analitico | 0,05L (SP) | 0,01L (SP) | 0,05L (SC) | 0,01L (SC)

com SC

B (1,0) 1,0000 1,0001 0,9995 0,9994 1,3303
C(1,0) 0,7817 1,0345 1,02826 0,7829 0,8824

L=6
N5 sl e
NIC3 5 =73 Ni<1>=5

Figura 2.13 - Subelementagbes empregadas.

44

Os resultados apresentados pelas tabelas 2.1 e 2.2 demonstram boa

concordancia com os valores exatos do problema. A técnica semi-analitica

mostrou resultados mais proximos dos exatos. Entretanto, para o caso de se

calcular as tensdes internas proximas ao contorno, ponto C, a integragdo numeérica

usada quando se utiliza a correlagdo apresentada em BARBIRATO (1999), levou a

um erro relativo de —21,83%, mas ao se empregar a correlagédo apresentada por

esse trabalho esse erro caiu para 3,45%.
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Com respeito ao uso das técnicas de integragdo numérica com
subelementacédo, nota-se também muito boa concordancia com os resultados
analiticos. Esse exemplo ndo mostrou diferengas significativas quando se
emprega ou a SC ou a SP. Sendo preferivel, nesse caso, usar a técnica de
subelementagao convencional, uma vez que o custo computacional € menor.
Ressalta-se que para a distancia de 1/100 da média dos lados de cada elemento
do problema entre o ponto fonte o elemento quase-singular, o uso da SC nao
apresentou bons resultados.

Para o caso de se empregar a técnica de integragdao convencional, deve-se
tomar o mesmo procedimento que calculo de tensbes internas usada na técnica
semi-analitica, onde nesse caso a tensao (c33) para o ponto C o erro cai para
3,75%.

2.7.2 Viga elastica solicitada a flexao

Apresenta-se neste item uma viga elastica engastada em uma extremidade
e na outra sendo aplicada uma forga perpendicular. A figura 2.14 apresenta os
parametros elasticos/mecéanicos e a geometria da viga. Pretende-se com esse
exemplo avaliar o desempenho da formulagdo aplicada a um problema que
envolve o efeito de flexdo na analise de um problema em que uma dimensao é
superior as outras duas.

Na figura 2.15 é esquematizada a rede (malha) aplicada para discretizar o
contorno, onde a rede possui 72 elementos e 46 nds. Sdo apresentadas, também,
as respostas obtidas quando se usa o programa comercial Ansys, onde o tipo de
elemento escolhido é o Solid45 que possui a geometria ou de um sélido tetraedro
ou de um hexaedro, e ele contém 8 nds por elemento, onde se empregou um total
de 2000 elementos.

A tabela 2.3 apresenta as resultados obtidos pelas presentes técnicas de
integracdo semi-analitica e subelementagcdo progressiva, de maneira que as
integrais quase-singulares sdo obtidas usando-se a correlagdo apresentada por
BARBIRATO (1999). Essas respostas sdo confrontadas com as obtidas pelas

técnicas usadas por SOUZA et al. (2002), e pela técnica de subelementagao
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regular usada por BARBIRATO (1999), sendo que esses autores também usam
para os elementos nao-singulares a correlacdao citada acima. Destaca-se que
BARBIRATO (1999) emprega a mesma rede, mas usando nés descontinuos para
todos os elementos, portanto, possuindo um total de 216 nds. A subelementacao
empregada para a integragao progressiva € a mesma que se usou no exemplo
anterior (vide figura 2.13), apenas mudando o fator da distancia do ponto fora para

0,1 vezes a média dos lados de cada elemento.

jﬁzbo 20; 80) E =210 000 kN/cm?
F = 4000 kN v=03
XA
3 (20; 20; 0)
®
X1

Figura 2.14 - Geometria e valores elasticos da viga engastada no plano (X;X; e X3=0), e

configuragao da rede.

Tabela 2.3:
Linha elastica do sélido analisado (cm).
Eixo Numérica | Semi - SOUZA SOUZA Barbirato | Ansys
médio (0,17“L) | analitico | et al. (2002) | et al. (2002) (1999) Solid45
(10;10;X3) [1ISQG] [HMEC]
80 0,2520 0,2032 0,2507 0,2439 0,2350 0,2521
60 0,1616 0,1331 0,1602 0,1551 0,1490 0,1606
40 0,0819 0,0707 0,0808 0,0773 0,0740 0,0805
20 0,0241 0,0221 0,0236 0,0217 0,0210 0,0231
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Tabela 2.4:
Tenséo vertical (o33) para 3 situagdes.
Ponto Presente correlagdo | Correlagdo de Barbirato (1999) para Ansys
para pontos internos pontos internos Solid45
A(0,5;10;52) 84,48 2876,90 76,37
B(5;10;52) 40,83 40,83 44,92

As respostas obtidas na analise pelo Ansys devem ser muito proximas dos
valores exatos, pois a medida que se aumentava o refinamento h da rede do
soélido, os valores convergiam aos apresentados pelas tabelas 2.3 e 2.4. Assim, na
tabela 2.3 é possivel notar que os deslocamentos obtidos quando se emprega a
técnica da subelementagao progressiva se aproximam bastante dos valores de
comparagao. Onde para os deslocamentos maximos do sélido, as diferencas
relativas foram de 0,04%. Para o caso das tensdes (c33), 0s valores apresentaram
diferencas maiores que as obtidas para os casos dos deslocamentos, sendo estas
diferencas para o ponto A de +10,62% e de —9,10% para o ponto B, quando se
emprega a correlagao proposta nesse trabalho.

E possivel se verificar na tabela 2.4 que a correlagdo empregada por
BARBIRATO (1999) demonstra que para os pontos internos muito proximos do
contorno ela é inadequada, enquanto que a correlagdo aqui utilizada mostra-se
uma maior estabilidade nas repostas para estes pontos mais préoximos do

contorno.

2.7.3 Ensaio de Kérisel & Adam (1967)

Este exemplo utiliza a técnica da sub-regido convencional para simular a
interacéo entre o solo e a estaca. Para a integracdo quase-singular € empregada a
técnica da subelementagcdo progressiva, de modo que neste e no proximo
exemplo o fator da distancia do ponto fora é 1/100 vezes a meédia dos lados de
cada elemento, e a densidade da distribuicdo de subelementos utilizada é a
apresentada na figura 2.13.

O exemplo é baseado no ensaio de KERISEL & ADAM (1967), os quais

analisam uma estaca cravada em solo argiloso, onde o comprimento da estaca é
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de 4,65m e seu diametro de 0,3573m, e os demais dados do problema sao
apresentados na figura 2.15.

O solo é representado como um meio semi-infinito, de modo que se
empregou uma rede de elementos apenas na superficie livre do meio e ao longo
da superficie da estaca. Como a formulagdo de contorno, via Kelvin, nao
prescreve, a priori, as condicbes nulas de forcas na regido nao-carregada, é
imperativo discretizar esta superficie livre até distadncias consideradas n&o
perturbadas. A figura 2.16 apresenta esta rede adotada do solo e da estaca, e
esta Ultima €& representada como um elemento na forma de um prisma
quadrangular, onde cada face lateral é discretizada por dois elementos
triangulares.

Obtiveram-se, assim, os resultados de deslocamentos horizontais e forgcas
de contato verticais entre solo/estaca, representados, respectivamente, nas figuras
2.17 e 2.18. Na figura 2.17 nota-se uma boa concordancia entre os valores de
deslocamentos na presente formulagdo e os obtidos pelo ensaio a medida que se

melhora a discretizacdo da estaca.

M =69 kN.m

Py, =60 kN

X

X3

L=4,65m
D=0,3573 m

Eestaca = 2,0x10” kKN/m?
Econo = 9,233x10° kN/m?
Vestaca = Vsolo = 0,3

L/D =13

Eestaca / Esolo = 2166

Figura 2.15 — Estaca submetida a forga horizontal e momento fletor, parametros fisicos e

geomeétricos.
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Figura 2.16 — Configuragdes da rede adotada para o solo e a estaca.

Deslocamento horizontal (m)

-1,0x102 -5,0x10° 0.0 50x10° 1,0x10% 1,5x10% 2,0x102 2,5x107

14
®
&)
©
k7]
w 5
]
©
—
®
9
©

3 -
?
(@) H H
X —n=— 56 elementos
W —e— 104 elementos

4+ | —A— 168 elementos

—O— Ensaio de Kérisel & Adam (1967
T T T T T T T T T

-1,0x10% -5,0x10° 5,0x10° 1,0x10% 1,5x10% 2,0x10% 2,5x10”

Figura 2.17 — Deslocamentos horizontais ao longo do eixo da estaca.
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-300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100
\ —=— 56 elementos
: ! : : : —e— 104 elementos
—4— 168 elementos
7 ) :
o \ 3
© N :
< N }
S T
0 ok i
X P>0 \i :
W i i
| 1 ;
- RN
P :
H H H \A i -
. T . T . T . T . T . T . T . :
-300 -250 -200 -150 -100 -50 0 50 100

Figura 2.18 — Forgas de contato horizontais (kN/m2) ao longo do eixo da estaca.

2.7.4 Ensaio de Whitaker & Cooke

Este exemplo é extraido de FERRO (1993), o qual compara sua formulagao
com o ensaio de WHITAKER & COOKE, apresentado em POULOS & DAVIS
(1980). Os pesquisadores ensaiaram uma estaca, os seus dados s&do mostrados
na figura 2.19, bem como uma perspectiva do elemento de fundagao adotado pelo
presente trabalho. FERRO (1993) avalia este exemplo empregando uma
combinacdo do MEC/MEF, de modo que o solo é representado via solugdo de

Mindlin e a estaca com elemento tridimensional de barra.
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lP= 1100 kN

L=12,2m

D=0,61m

Eestaca = 2,067 107 kN/m?
Ecolo = 7,24 10* kN/m?
Vestaca = Vsolo = 0,5

L/D =16

Eestaca / Esolo = 285

Dbase = 1,5m

Hpase = 2,0 m

Figura 2.19 — Elemento de fundacdo submetido a forga vertical, parametros fisicos e geométricos e

vista da rede empregada para simular a estaca ou o tubul3o.

Sdo comparadas com a presente formulacdo as respostas obtidas por
FERRO (1993) em termos de deslocamentos da estaca apresentada na figura
(2.19). Além disso, também sao apresentadas as respostas obtidas com o
alargamento da base da estaca, onde na figura (2.19) é verificado a geometria
deste tubuldo. O deslocamento de topo obtido no ensaio foi de 0,284cm, e o
obtido com o uso de 248 elementos foi de 0,289, ou seja, uma diferenga relativa
de 1,76%, e FERRO (1993) obtém o valor de 0,29cm. Quando se considera o
elemento de fundagdo com alargamento de base (tubuldo), o deslocamento de
topo encontrado foi 0,277cm. As figuras 2.21 e 2.22 mostram a distribuicdo das
forgas de contato cisalhante ao longo do fuste, e a distribuicdo das forgas de

contato normal a superficie da ponta da estaca e do tubulao.
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Deslocamento vertical (m)

1,6x10°  1,8x10°  2,0x10°  22x10°  24x10°  2,6x10°  2,8x10°  3,0x10°
T I T I T I T I T I T I T I 1
e o o o R e
2 S SOOIt SOROUROUUROUNt SOOI NOSS SR>l 52NN SRRSOt SO
o
@M® i
&
T A
<
> i
©
T Gt JE i
—
(]
O ]
=
84
N
o i
5 : : : : —e— 56 elementos na estaca
w 10/ P gLy 168 elementos na estaca
; : : : —+— 248 elementos na estaca
7 : : : : —=m— 168 elementos no tubulao
1o 4] r 77777777777777 77777777777777 ) —+— FERRO (1993) - com estaca
— 777

1,6x10°  1,8x10°  2,0x10°  2,2x10°  24x10° 26x10°  2,8x10°  3,0x10°

Figura 2.20 — Deslocamentos verticais ao longo do eixo da estaca e do tubuldo.

0 20 40 60 80 100
0 T | e [ ! [ ! [ T 1
2

P>0 T
i (sentido adotado)

Eixo vertical da fundacéo
o)}
1

10 —e— 56 elementos na estaca
] —v— 168 elementos na estaca
3 : —x— 168 elementos para o tubulao
T T T T T T T T T 1
0 20 40 60 80 100

Figura 2.21 — Forgas de contato cisalhante (kN/mz) ao longo do eixo da estaca.
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26,44

26,23
22,48 22,28

15,66 15,49
23,82 23,61

8,38 8,28
6,64
13,88
113,53

53

33,7

34,8

36 36

33,4

64,34

127,58
127,32

Forgas de contato
da ponta e final de fuste, na
directo vertical (kKN/m?>

Figura 2.22 — Forgas de contato cisalhante e normal na regido do fuste e da ponta do tubuldo e da



Capitulo 3

FORMULAGAO DO SOLO NAO-HOMOGENEO ENRIJECIDO
POR ELEMENTO DE FUNDAGAO

3.1 Introdugao

Este capitulo apresenta no item 3.2 a formulacdo do solo néo-
homogéneo sem a consideragao dos elementos de fundagao. Ela é baseada
na técnica empregada por MAIER & NOVATI (1987), denominada de técnica
da “rigidez sucessiva”. Este nome advém da semelhanga obtida pelo sistema
final de equagbes com o que aparece no MEF, ou seja, uma relagao que
associa as agdes externas diretamente com os deslocamentos. Entretanto, a
matriz resultante do sistema linear, ao contrario do MEF, ndo atende as
exigéncias requeridas para a correta definicdo do termo “matriz de rigidez”.

A denominagéao “sucessiva”’ configura a representagdo de um sistema
de equacdes que é gerado sucessivamente entre dois dominios adjacentes,
a partir das condigdes de equilibrio e compatibilidade — até se atingir a
regido que esta em contato com a superficie externa do solo, ja incorporadas
nesta ultima expressao todas as influéncias dos demais estratos.

No item 3.3, é formulada a técnica da “rigidez sucessiva” introduzindo-
se os dominios que representam os elementos de fundag¢des dentro de cada
estrato genérico. O desenvolvimento €& particularizado para caso de se
considerar apenas elementos de estacas, mas nao se perdendo a
generalidade da formulagao para os demais casos possiveis, uma vez que o
elemento de fundacgao € representado por elementos tridimensionais.

O item 3.4 visa comparar os numeros de operacdes envolvidas

quando se aplica o procedimento convencional de sub-regido com a técnica
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da “rigidez sucessiva” para a montagem e a resolugcao do sistema final do

problema solo ndo-homogéneo/fundacgéo.

3.2 Macigo estratificado pelo método da “rigidez sucessiva”

Suponha-se um macigo com r camadas adjacentes (figura 3.1), cada
um com caracteristicas fisicas préprias, mantendo-se dentro de seu dominio
as mesmas propriedades elasticas e isétropas.

Para uma camada genérica "i", & possivel escrever a relagdo das
matrizes de influéncia advindas do MEC (equacgédo 2.30), sem considerar

forcas volumétricas, como:

U, P (3.1)
(H2] [H,) [H]| U, |=0G] [G] G| B
U, P
B
/—\m/ iy
Y Q, | o p
I
I ‘
‘\/\‘ Saup, py
|
i Q, i
P uzR?
t 1 p1
. o TUF
I, .

Figura 3.1 — Macigo estratificado sob forgas de superficie e contornos de base, topo e

lateral.

onde u e p sao, respectivamente, os campos de deslocamentos e forgas de
superficies, e H e G sdo as matrizes da equacao (2.30). E t, b e s sao
abreviagoes, respectivamente, de topo, base e superficie lateral.

Expandindo-se a expressao (3.1) para:
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(H,1 [H,] [H.1] [U]] [IG]1 [G,] [Gi1]| [P (3.2)
[H,] [H;,] [H,]|-{U;=|[G,] [G] [G,1|-{B
[H] [H,] [HL]| U [1GL] [G,] [Gil| |P

Y

Podem-se impor as condicdes de compatibilidade de deslocamentos e
equilibrio das forcas de contato que surgem ao longo do contorno entre as
camadas adjacentes. Assim, para os deslocamentos tem-se a relagdo de
igualdade cinematica entre a camadas “/" e “j+1”:

u =u)’ (3.3)

b

Para as condicdes de equilibrio, tem-se:
pl=-p;" (3.4)

Admitindo-se, para o contorno lateral, que este n&o seja perturbado,
ou seja:
u' =0 (3.5)

e a terceira equacéao de (3.2) é escrita como:

[H, 1 U} +[H}, 1 U, =[G 1P} (3.6)

Ou isolando-se as forcas de superficie da lateral ndo perturbada,
chega-se a:

(P} =[G,1 [H, - {U}+[G, T [H},]- Uy} (3.7)

Desta maneira, apos serem calculados os deslocamentos de base e
de topo de cada camada, podem-se obter as forgas de superficie ao longo
de sua lateral.

As equacbes da relagdo (3.2) podem ser escritas isolando-se as

forcas de superficie, ou seja:
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B _[1K.1 1K1 U (3.8)

Bl K, K, |

onde a matriz da expressao (3.8) é dada por:
{[K;;] [K;;]}:[[G;;] [G;',,]T[[H;;] [H;;]} (3:9)

Agora, ja com as relagdes desenvolvidas para duas camadas
subsequentes: “/" e “i+71”. Apds considerar o equilibrio, compatibilidade e
deslocamentos nulos da lateral das camadas, pode-se partir da ultima
camada, que sera considerada com seus deslocamentos nulos, ou seja,
base indeslocavel, e utilizar as expressées de (3.1) a (3.9) para ir
condensando as influéncias de cada camada em sua adjacente superior, até
se chegar a equacao (3.8) da ultima camada que contempla forgas de
superficie prescritas, para o caso de carregamento diretamente sobre a
superficie, ou a qual podera se acoplar com as forgas de reacdes do radier
ou da superestrutura.

Ou seja, esquematicamente para o exemplo representado na figura

(3.1), tem-se:

12 camada:
Considerando-se esta camada com deslocamento de base nulo, ou

seja, meio indeslocavel, reescreve-se a relagao (3.8):
P} =1K,1-{U} (3.10)
(B} =[K,1-{U} (3.11)

2?2 camada:

A relagao (3.8) pode ser escrita da seguinte maneira:
(P} =[K:1-{U} +[K,]1-{U;} (3.12)

B} =K, 11U + Ky, 1 U} (3.13)
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E como as camadas 1 e 2 sdo adjacentes:

(P} =—{P}) (3.14)

U =10} (3.15)

Assim, considerando-se as relagdes (3.1) e (3.15) em (3.13), e

isolando-se os deslocamentos da base, tem-se:

Ut =K, +K;,) " K, 1-{U;} (3.16)

Substituindo-se esta expressédo em (3.12), chega-se a:

(P2 = [K21-1K3 - (KL 1+ KR ) KR} w2 (3.17)

Ou, de forma compacta:

(P} =[K’]-{U}} (3.18)

Esse procedimento é realizado sucessivamente até se chegar na

ultima camada (7)), entdo se tem:

n? camada:

Equilibrando-se e compatibilizando-se as camadas 7 e -1, chega-se

a:
{7} =K1 U +[K3]- U (3.19)
(B =[K21-{UN + KLU (3.20)

E, sabe-se que
(P} =—{R"} (3.21)

E também que
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o= (3.22)

Essas relagbes (3.21) e (3.22), substituidas em (3.20), considerando-se
(3.18), tem-se:

U =KK™ + K" K21-{U (3.23)

Substituindo-se esta ultima expressao em (3.19), chega-se a:

R A RV AN SR PRV A T ] HToA (3.24)

Ou, simplificadamente:

P71} =[K"]- (U} (3.25)

Conforme é apresentado na figura 3.1, a ultima camada esta em
contato com a superficie livre do solo, onde se deve prescrever forgas, para
0 caso da solucado fundamental de Kelvin, toda a sua superficie havendo ou
nao carregamento aplicado. A expressao (3.25) recai na resolugdo de um
sistema linear onde as incognitas sdo os deslocamentos da superficie, ou
seja:

) . (3.26)
[K"]-{U/"} ={F}

onde P, pode indicar as forgas prescritas diretamente no solo, ou as reagdes

que o solo exerce na estrutura em contato, por exemplo, as forgas de reagao
entre solo/radier. Assim, ou resolve-se o sistema linear, obtendo-se os
deslocamentos de contato, ou acopla-se este sistema (3.26) com outros
elementos de contato: radier, blocos, caixas d’agua, barragens, taludes,
edificios.

Com os deslocamentos da superficie do solo obtidos, retorna-se para
as camadas inferiores e calculam-se seus deslocamentos de base e topo,
bem como as forgas de contato entre camadas e na lateral.

Ou seja:
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n? camada:
Conhecendo-se {U,'}, obtém-se {U,’} com (3.23),{R"} com (3.20) e

{P"} com (3.7).

2% camada:
Sabendo-se que {U}}={U;}obtém-se {U;} com (3.16), {P?} com

(3.13) e {P*} com (3.7).

12 camada:

Sabendo-se que {U!}={U;}, obtém-se {P'} com (3.11) e {P'} com
(3.7).

Com os deslocamentos e as forcas de superficies conhecidos no

contorno de todas as sub-regides, € possivel calcular quaisquer valores de

tensao e de deslocamento dentro de cada subdominio.

3.3 Macico estratificado com estacas

Neste tdpico € apresentada a técnica da “rigidez sucessiva”, mas ja
incorporando as estacas dentro do macigo.

O modelo usado leva em conta a montagem da "matriz de rigidez" de
cada estrato, sendo neste caso separadas as variaveis do solo e das
estacas de cada camada, tanto do topo, quanto da base e quanto do fuste.
Desta forma, as condicbes de compatibilidade e equilibrio sdo tomadas de
maneira a garantir a continuidade dos elementos de estaca e do solo. Para o
fuste, os deslocamentos e as forgas de contato da estaca sdo escritos em
funcdo das variaveis do solo. Para este procedimento utilizado, as variaveis
do fuste sdo condensadas na superficie de cada topo e de cada base da
respectiva camada, para garantir que as unicas variaveis existentes em cada
estrato ainda sejam as relacionadas ao topo e base.

Para maior entendimento da técnica utilizada, é desenvolvido o

procedimento da “rigidez sucessiva” para o estrato com a introdugéo de duas
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estacas (vide figura 3.2). Mostra-se o sistema final gerado para este conjunto

e, em seguida, uma generalizagdo do sistema para n estacas em cada

substrato.
estaca 1 U estaca 2
o
. 1

p

r'a

U Usz

A
Estrato genérico { - . /> Uy,
\ prz

bp,

Figura 3.2 — Estrato genérico com duas estacas e seus parametros de topo, base e fuste.

Assim, conforme figura 3.2, pode-se escrever para a estaca 1 a relagao

(2.30) como:
U.fpl prl
[#,1 4,1 4,110, 1=[6,1 16,1 16,115,
UbP1 PbPl

onde o subscrito “ fp;” indica fuste do elemento “/".
Para a estaca 2:

U

V2 /2
[e#,1 5,1 1#,11v, +=[6,1 16,1 16, 14P,
Uhpz Pbpz

Para uma camada genérica do solo:

(3.27)

(3.28)
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Uts Pts (329)
Ubs Pbs
b0 1) 1) 0k =60 160 16,0 16,01
Uf52 f)fsz
Expandindo (3.29):

[Htsts ] [Hmba ] [ tsfs ] [Htsfi‘z] Uts [Gtstx ] [Gtsbs ] [Gts 51 ] [Gtsfi‘z ] st

[H bsts ] [H bsbs ] [H bsfs| ] [H bsfs ] Ubs _ [Gb.vts ] [Gb.vbs ] [Gbs_ 51 ] [Gbsfvz ] . Pbs

[H ] [Hp ] [Hp ] IH 1 U [ 11G0] 1G] 1G] 1G] | Py

[Hﬁzli] [Hfizb?] [H/Vz /51 ] [H/szvz] Ufé'z [Gfsz”] [Gﬁzbf] [Gﬁzﬁl ] [G«/’Yzﬁz] Pfé‘z

(3.30.1 a 3.30.4)

Expandindo (3.27):
[H fPlfPl] [H ﬁvltm] [H ﬁvlbm] Uﬁ71 [Gﬁnﬁvl] [Gﬁvltm] [Gﬁvlbpl] P /4l
[y 1 H [H Vo (=G ] (G ] (G 1|9 By
[H bplﬁn] [H bpltm] [H bplbm] prl [Gbmﬁn] [Gbpltm] [Gbplbpl] Pbpl
(3.31.1 2 3.31.3)

p1ip] ] p1bpy ]

Isolando as forgas de superficie de (3.31.1):

_ 4 1
prl - [Gfplfpl ] ) { [Hﬁ’lfpl ].Uﬁ’l +[Hﬁ71f171 ].Utpl +[Hﬁ71b171 ].prl _[Gﬁ’lfpl ] ip, [Gfplbpl ] bpy S

(3.32)

Expandindo (3.28):
[Hﬁhfpz ] [przfpz ] [Hﬁhbpz ] Uﬁ’z [Gfpzfpl ] [ Jpatps ] [G/%zbl’z ] P@z
[ P2 /P2 ] [Htpztpz ] [prszz ] ) Usz = [Gfpzfpz ] [Gfpztpz ] [ p2bpy ] ) P’Pz
] [prztpz ] [prszz ] UbPz [Gbpzfpz ] [Gbpzfpz ] [Gbpszz ] I)bpz

(3.33.1 2 3.33.3)

[ bpy fpy

Isolando as forgas de superficie de (3.33.1):

-1
Py, =G, ] 1 L o, 1o, 12U oy L g, 1 U, +LH gy, 1-U s, =G g, 1 By =1G g, 10 B hpz}

(3.34)
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Aplicando as condi¢des de equilibrio e compatibilidade para o fuste:

P, =-P, (3.35.1)
P, =-P, (3.35.2)
U, =U, (3.35.3)
Uy, =U,, (3.35.4)

Usando-se as relagdes de (3.35.1) a (3.35.4), ja se levando em
consideragao (3.32) e (3.34) nas expressoes de (3.30.1) a (3.30.4), tem-se

entao:

[H 1 U, +[Ht5bs]'Ubs +{ [H 5 1+ (G 1[G g o 17 [H ﬁzlﬁu]}'U s T
U LH g, 141G, 110G 5 1 TH g WU+ (G 110G 17 1H 31U,
1[G, 1 [Gfp,fp, T T i - Uspy +1 [Gu 106 17 TH o WU, +

{ G, 1 [G,,Jz,pz]* H o 1} Usy. =[G 1 By (G 1- U, +
{ (G, 1[G o 17 (G ]} By, + { [Gug, 106 g oy 1[G g, ]}‘P bpy +
{16, 116 171G i 1 Py +1 16 106 1, 171G o, 1 P,

(3.36)

[H gy 1- Uy +1H g 1- U g +{ [H o, 1+ [Ggss, 1[G 4 1, I 1H 4, 1, ]}' Uy +

U T e, 141G, 116 o, 7 TH 4, WU, + (G, VG o T 1H 3 11U, +
{ [G s, 111G o 1 TH o W Usy, 4 [Gos, 106 o, 17 TH o, 11U, +

{ [y, 110G o, 1 TH oy, 1 Usy, =[G 1+ Py 4Gy 1-U, +
{
{

-1 -1

(G G 171G i - Py 1 (G, 116 5, 716 py, -y +
-1 1

[Gbsﬁz I [G.sz.fpz ] .[Gfpzfpz ]} prz + { [Gb‘?fﬁz I [G.sz.fpz ] .[Gfpszz ]} Pbpz

(3.37)
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[H 51Uy +[H g5 1- Uy +{ [H 5, 141G 1 5, 1[G, 17 ‘[prlﬁ,l]}'Ufsl +

L1 fuson 140G o, 110G g, 17 LH 5, U for + [G o, (G oy 17 [H gy, 1) Up, +
{ (G o LG o 17 [H oy, 1} U, + (G o 1[G oo, 17 [H o, U wy T

{ (G o i, 110G oy, 17 LH o, ]}'prz =[G s 1 By +[G g 1 Upg +

{ [G s LG o 17 (G o, 1), Py, + [G o s LG o 171G o, 1) by,
{[Gfslﬁz]‘[szﬁaz]_l‘[Gfpzrpz 1)-7 Py, {[Gfslfsz] (G oo, 1[G oy, 17 bps

(3.38)

[H 051U +[H g 51U +{ [H 6,1+ 1G 5, 1 (G o 17 [H oo ]}‘Ufs1 +

L St Gy, 1[G g, 17 [H gy, 1}-u £ + [G oy 1LG oo 17 [H g, 1) Up, +
{16 s 1[G o 17 H i 1 Uy, +{ (G 5, 111G o T -1 3, 1 U, +
{ (G oy s, 110G o, o, 17 - LH gy, 1)U by =[G s 1 B +[G s 1-Ups +

{ [G iy, 1°0G o 171G o, it Py, + [G iy 1LG oo 171G o, 1) P by T

{ [G iy, 1[G o, 17 (G o, 1) Py, + [G iy, 1[G o 171G o, 1)+ P bps

(3.39)

Usando-se as relagbes de (3.35.1) a (3.35.4) ja se levando em

consideragao (3.32), nas expressoes da estaca 1 (3.31.2) e (3.31.3), tem-se

entao:
-1 -1
| U4 170G 5, VG g 17T 3y 1 VU, | U 170G 510G o T U 1 U,
-1 _
+[ t]’l ﬁ’l fPlﬁ’l ].[Gﬁhfl’l ] .[Hf,blf,bl ] Uﬁh -
-1 -1
[ [thltp] ]_[ 1py /by ]'[Gfplfpl ] .[Gﬁﬁtpl ] ] tpl [ [Gfplbpl ]_[GfP]fP] ].[Gﬁﬁﬁ’l ] '[Gfplbpl ] :I.Pbpl

(3.40)

-1 -1
I. [prltpl ]_[Gprfpl ].[Gfpl.fbl ] .[prltpl ] J.Utpl +|. [prlbpl ]_[Gbplfpl ].[G.ﬂ’lfpl ] .[H.fplbpl ] J.prl
-1 _
+| 1 oot 1 LGty oy 1'LG oo 1L iy, | Ju o =
-1 -1
[ [Gbpltpl ]_[Gbplfpl ]'[Gfplfl"l ] ‘[Gfpltpl ] ] PfPl +[ [Gbp1bl’1 ]_[Gbplfpl ]'[Gfplfl"l ] .[Gfplbpl ] ] Pbpl

(3.41)

Da mesma forma para a estaca 2:
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-1 -1
|. [Hlpzfpz ]_[Gfpzfpz ]'[G.fpz.fpz ] ’ [prztpz ] J Ufpz + |. [Hlpszz ]_[Gfpzfpz ]'[G.fpzfpz ] '[przhpz ] J prz
-1
+[ [przfpz] [Gfpzfpz] (G /‘Pz/[’z] [przfpz] ] sz =
- -1
[ [thzfpz ] [ P2 /P2 ] [Gﬁ72ﬁ72 ] [G/??zfpz ] ’!72 [ [Glpszz ]_[Glpzj?’z ].[Gﬁhﬁ?z ] .[Gfpzb[’z ] ].Pbl’z

(3.42)

-1 -1
[ [przfpz 1= [Gbpzﬁ?z I [Gﬁhﬁ?z ] .[H.li’zfpz ] J Ufpz +[ [Hb[’szz ]_[Gbpzﬁh ].[Gfpzﬁh I [Hﬁhbpz ] J UbPz
-1
+ [ [prz./?’z ]_[Gbpzfpz ].[Gﬁbzfpz ] .[Hﬁ’zﬁbz ] ] Uﬁ’z =
-1 -1
[ [Gbpztpz ]_ [Gbpzﬁ72 ].[Gﬁhﬁ’z ] .[Gfpztpz ] ] Psz + [ [Gbpszz ]_[Gbpzﬁh ]'[Gﬁhﬁ?z ] '[Gﬁhbpz ]] PbPz

(3.43)

Nomeando as submatrizes da seguinte forma:
Hll = [Htsts]

Hy, =[H ]

Hys =[Gy 1[G 17 [H gy,

Hyy =[G 1-[G o T [H ooy, ]

Hys =[G 1[G 17 [H ]
Hig =[G, 1[G o, 17 [H o]

Hy; =[Hy 1+ (G 1[Gy, T - [H gy ]

Hyg =[Hyg 14 (G, 1[G, 17 [H gy, ]

Gll = [Gtsts]
G’12 = [Gtsbs]

Gis =[Gy, 1[G 1[Gy ]
Gis =[Gy, 1[G 1o, 17 1[G o]
Gis =[G, 1[G 5, T (G, ]
G =[G, 1[G o, 17 *[G i, ]
(3.44.1 a 3.44.14)
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H21 = [Hbsts]
Hy, =[H ]

Hyy =[Gy 1[Gy o 17 [H ]

Hoyy =[Gy 1-1G o 17 [H ooy, ]

Hys =[Gy 1[Gy, 17 - [H gy ]

Hg =[Gy, 1[Gy, 1 [H gy, ]

Hyy = [Hys 1+ (G 1-[G g 17 -[H ]
Hyg =[H s, 1+ (G, 1-1G 1, I [ ]

Gy1 =[G

Gy =[G ]

Gy =[G, 1[G o 17 (G ]
Gas =[Gy 1[G g 1 17 (G, |
G5 =[G, 1[G, 17 (G g, ]
Gas =[G, 1[G o, 17 (G i, ]

H33 = [Htpltpl ]_[thlﬁﬂ ] .[Gﬁ%ﬁ’l ]71 '[Hﬁvltpl ]
1

Hyy =[Hyppp, 171Gy, 3, 11G o, 1 [H gy, ]
_ -1

H37 o [Htplfpl 1- [thlfpl I [Gﬁhﬁ”l I [prlfpl ]

-1
G33 = [thltpl 1- [thlfpl I [Gfplfpl ] '[Gfpllpl ]

G34 = [thlbpl ]_ [Gfplﬁﬂ ] ) [Gﬁ71ﬁ71 ]71 ) [Gﬁ-’lbpl ]

H s =[Hpy, 1-1Gyp 1, 1:1G 1, 17 -[H ]
-1

H gy =[H oy, 110G, 1[G g o, 1 - [H ]
_ -1

H47 - [prlfpl ] - [Gbplfpl ] ) [Gfplfpl ] ) [Hﬁ71ﬁ71 ]

-
G43 = [Gbpltpl ] o [Gbp1ﬁ71 ] ) [Gﬁ71ﬁ71 ] ’ [G.fpllpl ]
Gas =[Gy, 1= (G 1[G i 1[G g, ]

(3.45.1 a 3.45.14)

(3.46.1 a 3.46.5)

(3.47.1 a 3.47.5)
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-1

H55 = [przfpz ] o [thzﬁ72 ] ' [Gfpzfpz ] ' [Hﬁ72fp2 ]
-1

H56 = [Hlpszz ] - [Gfpzﬁvz ] ) [Gﬁ72ﬁ72 ] ’ [Hﬁvszz ]
1

Hsg =[H ), 15, 171G, 10, 1[G, o, 1 - [H gy, 1, ]

G55 = [thzfpz ] - [Gszﬁ?z ] ’ [Gﬁpzﬁpz ]_1 ' [Gﬁpzfpz ]
Gse = [Gl‘pszz 1- [thz.fpz I [G.fpzfpz ]_l ' [Gfpszz ]
(3.48.1 a 3.48.5)

-1

H65 = [przfpz ] h [Gbpzfpz ] ' [Gﬁh.fpz ] ' [przfpz ]
1

Heo =[H 09, 1 =[G, 1o, 111G oo, 1 LH g1, ]
4

Heg =[Hyp, 1, 1 =[G, 15, 1[G 1, 1 - [H gy, 1, ]

G65 = [Gbpztpz ] a [Gbpzﬁpz ] ' [G.ﬁ”zﬁnz ]_1 ' [Gﬁpztpz ]
G66 = [Gbpszz ] N [Gbpzfpz ] ' [Gfpzﬁ?z ]_1 ) [G.fpszz
(3.49.1 2 3.49.5)

H;, :[Hﬁlm]

Hq =[H fslbs]

Hoy =[G 110G o 17 [H ]

Hau =[G 5, 1[G, 17 TH ]

Has =[Gy, 1[G o, 17 [H o, ]

H g :[Gfslfsz]'[Gﬁyzﬁyz]_l '[prszz]

Hyy =[H 5 141Gy 1[G gy o 17 - [H gy ]
Hag =UH 41 141G 5 5, 1[Gy, 17 LH ]

Gy =[G fslts]
G, = [Gﬁlbs]
Gr3 =[G 5, 1[G g I (G o, ]
Gra =[G 1[Gy 17 1[G gy, ]
Grs =G s, 1[Gy, 1[G o, ]
Grs =[G 5, 1°1G o, 17 [G o, ]
(3.50.1 a 3.50.14)
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H81 = [Hf[szts]

Hg, = [H_f[vzbs]

Hys =[G 1 (G g o 17 [H g, ]

Hyy =[G gy, 1[G o, 17 - [H gy, ]

Hys =[G, 1[Gy, 17 [H o, ]

Hys =[Gy, 1[G o, 17 [H g, ]

Hg =[H 5,5 1+[G 5,5 1-1G o 17 - [H 5]
Hyg =[H 1 14 (G oy, 1[G 3, 17 [H gy, ]

Gy, Z[Gfszts]

Gsz = [Gfszbs]

Gas =[G s, 1, 1:[G o 1[G o, ]
Gy =[G 4,5, 1[G, 17 (G oy, ]
Gys =[G oy, 1[G, 1[G, |
Gso =[G 1,0, 1[G o, 171G g, ]

(3.51.1 a 3.51.14)

Representando-se matricialmente o acoplamento estrato-estaca, onde
as expressdes das submatrizes de [H] e [G] sdo dadas pelas relagdes de
3.44.1 a 3.51.14, tem-se:
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‘H, H, H, H, H; Hs H; Hg||Ug
Hy Hy Hy Hy Hys Hy Hy Hy | | Us

0 0 Hyy Hy O 0 Hy; O Uy,

0 0 Hy Hy O 0 Hy O Upp,

0 0 0 0 Hy Hy 0 Hyg||Uy, [
0 0 0 0 Hg Hyg 0 Hg| Uy,
Hyy Hyy Hpy Hoy Hps Hpg Hypo Hiyg Ufsl
Hg Hgy Hgy Hgy Hgs Hgg Hgy  Hgg | Ufsz

(3.52)

Agora, para um sistema com 7 estacas, as submatrizes ficam para
uma estaca genérica “” em um estrato qualquer:

Hll = [Hlsts]
Hy, =[H 4]

-
Hiia1y =[O, 1'1G g, 1 [H g, ]
H1(2i+2) = [Gmfsi ]'[Gﬁyfp,» ]_1 '[Hﬁ%'bpi ]
Hiapeniiy =[H s 141G 101G 3, 17 [H gy, ]

Gll = [Glsts ]
G12 = [Gtsbs ]

G1(2i+1) = [Gmf% ].[Gﬁ’i./‘pi ]71 .[G.fl"ﬂl’i ]
G1(2i+2) = [Gtsfs, ]'[Gﬁr,ﬁz, ]_1 '[Gfp,-bp, ]
(3.53.1 a 3.53.9)
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H,, =[H,,]

Hy =[H ]

Hyoii) =[G, 1[G p, I o]
Hyis2) =[G 1[G p, I"[H st

Hyopiziy =y 1+ [Gos 1[G g, 1" -[H o]
G, =[Gy ]

Gy, =[G ]

Gy =[Go 1[G 17 (G 1

G2(2i+2) =[Gy, 1[G ]_1 ‘[G_/pibp,]

55 Jpifpi

(3.54.1 a 3.54.9)

Hopaimy =1y, 1716, 5, 11Gy, 5, I'-[H i
Hiyaiva) =L tpibp, 1= [Gzp,-/p, I [G_/p,-/p, ]71 17 Toibp, ]
H oinaneaen = I, 1- [Gw,ﬁ?,- I [G/p,fp,- " oifo: ]
Goisneiny =100, 171Gy, 4, 1:1Gy, 5, I 1G]
Gonnairn =00, 1-1G,, 5, 1:1G, 5, I (G, ]
(3.55.1 a2 3.55.5)

-1

H(2i+2)(2i+1) = [pritpi]_[Gbp[fpi]'[Gfpifp[] .[prl.tpl.]
-1

H (2i+2)(2i+2) = [H bpibpl-]_[Gbpiﬁai]'[Gﬁ)ifpi] [H _fpibpi]

-1
H(2i+2)(2’7+2+1) - [prifpi ] N [Gbl’fﬁ’i ] ' [G.fpiﬁ?f ] ' [pri.fpi ]

G(2i+2)(2i+1) = [Gbpitpi ] - [Gbpifpi ] ' [Gfpz.fpl ]_1 ' [Gfpitpi ]
G(2i+2)(2i+2) = [Gbpibpi ] _[Gbpi fo; 1[G foifvi ]_1 ‘G jpibp,.]
(3.56.1 a 3.56.5)
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H(277+2+k)1 :[H/skzs]
H(277+2+k)2 = [Hfskhs]
Hopireisy =G s 1[G gy, 17 1H ]
H oyainisny =LG g, 5, 11G o, 17 TH g,

1
H gpeaenepnrien = g6 141G 55, 1LG gy g, 17 1H 5,1

G(277+2+k)1 :[Gfskts]
G(277+2+k)2 Z[Gfskbs]

-1
Gaprasncivn =L s 511G, 1[G g, ]

-1
Goprarneinn) =10 s, 5, 110G g, 171G iy, ]

(3.57.1 a 3.57.9)

Ou, posicionando-se esta estaca "/" no sistema estrato-estaca, tem-se

entao esquematicamente:

Hy, Hiy Higirn Higiv) Hjanaaeny [U‘S\ G G Gigi+ny Higie)
Ho Ho Hogieny Hagiea) Hagnsae) Uss Gy Gy Goirty Hagirgy
Hoinaieny Hais i) Hoisn 21 Ulpi Gairnaicny Gairniv
E; [0] [()]
Hoisaion Haieneiv) Hoisanim i < Ubsl> Gaiyaien Gairnai)
E;
< Hens2+i01 Honiarn Honi200isn Henamoeisgd .. ... i Hegmgenie foeee Uy Ganror Ganszih ... Henaoein Geneiag ...
L L JU ) L A

3.3.1 Eliminagao dos graus de liberdade do fuste

O formato matricial do sistema (3.58) foi feito com o intuito de eliminar
os graus de liberdade do fuste, deixando estas variaveis alocadas no final da
matriz [H]. Desta forma transforma-se a expressao (3.58) em um sistema
equivalente, eliminando-se, contudo, as variaveis do fuste.
Esquematicamente, o sistema para uma camada genérica “ com “7’

estacas fica:
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0 Q Q Q; Q Q
H> Hi J J e J J Q;
Ists tsbs tstp, tsbp, tsip, tsbp,, U Is
HQI HQ/ Qj Qj Qj Q/ UQ_/'
bsts bsbs bstp; bsbp, bstp,, bsbp, bs
o
Q; Q; Q; Q; Q; Q; ) J
ipyts ipybs ipiip; ipbp, pyip, pibp, g
Q; Q; Q; Q; Q; Q; U bp/
bpts bpibs bpitpy bpibpy bpitp,, bpibp,, b=
.. .
Q, Q; Q; Q; Q, Q; .
[p,][S [p,]bS tpr][pl tpr]bpl tpr]tpn [pr]bpn Qq.
H Q./’ Q‘, Q‘, Q/‘ Q_/ Q/ bpj
L bpyts bp,bs bptp, bp,bp, bp,tp, bpybp, | 7
G Q J G Qf Q/ Qj Q/ Q/ Q.
tsts tsbs istp, tshp, istp,, tsbp,, is /
GQI GQ./ Qj Q/’ Q./ Q/ Q/
bsts bsbs bstp, bsbp, bstp,, bsbp,, bs
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q;
ipts ip\bs pyip ip\bp, ip\ipy ip\bp,, tg
Q/ Q./ Q/’ Qj Q/ Q/ bp /
bpis bpibs bpitpy bpibpy bpitp,, bpbp,, !
.. o
Q,/ Qj Q/ Q./‘ e Qj Q/ [ /
pyls 1pybs p,iny p,bpy 1y, p,bpy, g;’ ‘
Q, Q, Q, Q, o Q, Q, pbp/
L bp,]lS bp,]bs bpr]tpl bp,]bpl bp,]tp,] bp,]bp,] a "

(3.59)

Para compatibilizar e equilibrar os estratos subsequentes j/j-1 e j/j+1,

€ melhor escrever o sistema (3.59) da seguinte forma:

L Q; Q; Q; Q; Q; Q;
J J J J e .. J J Q. Q;
Ktsts Ktsbs I<ts1tp1 K tsbp; Ktstp,] Ktsbp,] U ts / P[S /
Q. Q. Q. Q. Q. Q; Q. Q.
J J J J ... J J J J
bsts K bsbs K bstp, K bsbp, K bstp,, K bsbp,, Ubs bs
Q. Q.
Q; KQj Q; KQj L Q; Q; Utj Pz J
ipyts ipbs pip, ip1bp, pipy, p\bp,, gp)l lg
Q. Q. Q. Q. Q. Q. U J P J
J K K7 K/ e e J J b b
bpyts bp,bs bpyip, bp1bp, bpyip,, bpibp, |- Pt = 1
Q- Q.
Q,; Q; K% Q; N oL Q; Utp‘/ Ptp /
tpnm tp]]bS tpr][pl tpz]bpl tpr]tpq [pr]bpr] Q’] (;7
Q. Q. Q. Q. Q. Q. U.”’ P
K. K. K7 J e e J J b, b,
L bpnts bqus bpqtpl bqupl bpqtpq bpi]bp}] B p” p”

(3.60)
Chega-se a "matriz de rigidez" do estrato "' que considera
incorporadas "7;" estacas. Desta forma, podem-se compatibilizar e equilibrar

as variaveis de deslocamentos e forcas de contato entre as camadas

adjacentes.
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3.3.2 Compatibilidade e equilibrio entre camadas

A expresséo (3.60) € a representagdo matricial do MEC ja se levando
em consideragdo as estacas imersas em uma camada genérica /" do solo.
Para cada estrato, obtém-se este sistema, e as compatibilizacbes e os
equilibrios sao feitos para as variaveis equivalentes. Este item tem o intuito
de apresentar, de forma sistematica, como as camadas dos solos
subsequentes sdo associadas. Para isso, parte-se de um exemplo ja com o
numero de estratos e de estacas determinados e mostra-se o procedimento
realizado para obter os valores finais de deslocamentos da superficie livre.

Pela figura 3.3, tem-se:

Figura 3.3 — Esquema do macico estratificado estaqueado.

1? camada:
Como {U,}=1{0}, a express&o (3.60) para esta camada sem estacas

fica:
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Q, Q o, o,
K tsts K tstp, {Uts _ Pts

Q Q us [ | p%
Ktp3ts Ktp3tp3 p; ip3

onde o subindice "tps" indica os valores do solo, mas que serdo

(3.61)

compatibilizados e equilibrados com a base da estaca 3.

27 camada:

A equacgéo (3.60) para esta camada fica:

[ Q, Q, Q, | Q Q
K tsts K tsbs Ktsl‘p3 Klsbp3 UtS2 Pts ’
o) o o) o) Q, Q,
Kbstzs K bslzas Kbst2p3 Kbslz)p3 UbS _ PbS
Q, Q, Q, Q, ) UQZ - sz
ipsts tpsbs 13tp3 tp3bps i3 3
Q, Q, Q, K Q, Q,
bpsts bpsbs bpstps bpsbps | bps bps
(3.62)
A segunda e a quarta expresséo de (3.62) ficam:
Q _ Q71 Q) 77 Q 7y QY
b bs T K bsts Uts + Kbsts Ubs +K bstps Utp3 +K bsbp; pr3
(3.63)
Q _ Q7 Q 7 Q7 Q) Yy
PbP3 h Kbp3ts Uts + Kbp3fs Ubs + Kbp3fp3 U’P3 + Kbp3bp3 pr3
(3.64)
Sabendo-se que:
Q Q
U =U> (3.65.1)
Q _ 717y
Ufps - prs
P =—P," (3.65.2)
Q _ _p
U2 Pb[’3

Substituindo-se a equacao (3.61), considerando-se as relagdes
(3.65.1) e (3.65.2) nas relagdes (3.63) e (3.64), chega-se a:
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Q Q, Q Q, Q Q, Q, Q
- (K tstls +K bsbs) - (Ktstp3 + Kbsbp3 ) . l]bs2 _ K bsts Kbstp3 . Uts :
e Q, e Q, Q(~ Q, Q, Q,
(Klpsls + Kbl’3b5 ) (Kfpafpa + Kbpsbp3 ) bps bpsts bps1ps s
(3.66)
Ou reescrevendo-se a equacgao (3.66):
o) 5Q, >0, Q 3.67
Ubs2 _ K bsts bstpy Uts ? ( )
Q, > Q, >Q, ) Q,
Ubl’3 Kbpsfs bpsips P

Aplicando-se a relagdo (3.67) na primeira e na terceira relagdo de
(3.62) tem-se:

Q, Q o Q, o, Q, Q o Q o, Q I
(Ktsts + Ktsbs Kbxts +Ktsbp3 Kbp3ts) (Ktstp3 + Ktsbs Kbstp3 +Ktsbp3 bp3tp3) . Uts : _ Pts :
Q, Q, . ) Q, . 2 Q, Q, . 2 Q, . Q) Q (7 3
(Ktp3ts +Ktp3bs Kbsts +Ktp3bp3 Kbp_»,ts) (Ktp3t[)3 +Ktp3bs Kbstp3 +K1p3bp3 Kbp_;tp_»,) U’Ps Psz
(3.68)
Ou
Q, 50, PO, Q, (3.69)
Pts _ KISZS Ktstp3 Uts
Q, IZ Q, Q) U Q,
p3 Ipsts p3ips p3

A equacao (3.69) pode ser expandida ja se considerando as posi¢oes

da estaca 2 e 3 da terceira camada:

o Q
Ktst.%
=0,
ipts
>0,
pots
=0,
Nz

32 camada:

=0,
Isip,

=0,
Isipy

~Q, 0,
Istps Uts
> Q, UQZ
pips | )P
~ Q

Q, Ut 2
Ipyip3 D2
~ Q
Q, Ut 2
p3ip3 | 'P3

Q
Fy
Q,
i
Q,
Py
Q,
p;

A equacéo obtida para esta terceira camada fica:

T (3.70)
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Q Q Q Q Q Q Q Q
K tstz K tsb35 tst;l tsb3p] tst1372 t5b3p2 tst;3 Ktsb3p3 Ut? ’ I)tsQ }
o, Q, Q, o, Q, Q, o, o, Q, Q,
K bsts K bsbs bstp, bsbp, bstp, bsbp, bstps bsbps Ubs Pbs
Q, Q, Q, Q Q Q Q Q, U P
pits ipibs iy p1bpy pitpy p1bpy piip; /23U iy i
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, U P
bpyts bpybs bpyip, bpibp, bpyipy bpybpy bpyips bpyipy | | bpy — bp,
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, U™ P
Ipyts 1pabs prip; ipabp, 1pabp 1pabp; pyip3 p1ip3 Ve P>
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, U P
bpsts bpybs bpytpy bpybp, bptp, bpsbp, bpstp; bpstp; bpy bpa
Q Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, U P
tpsts 1p3bs 1p3ip, 1p3bp, 1p3bp, 1p3bp; 1p31p3 p3p3 i3 3
Q, Q, Q; Q, Q, Q, Q, Q, U P
bpsts bpsbs bpstpy bp3bpy bpstp, bp3bpy bpstps bpstps | brs brs
(3.71)

Escrevendo-se a segunda, a quarta, a sexta e a oitava expresséao de
(3.71), tem-se:

Q3 _ Q3 77 Q3 77Q3 Q3 770 Q3 779 Q3 77Q;
Pbs _Kbsts Uts + Kbsts Ubs +Kbstpl Utpl + Kbxhpl prl + Kbslpz Utpz + (372)
Q3 7703 Q3 77 Q3 7y
Kbsbpz prz + KbS’P} Ufp3 +Kbsbp3 prs
Q _ 0 Q Q Q Q Q Q Q Q Q
[37;73 7Kbp?ts Uy +Kbp?lx Uy +Kbp?ip| 'Utp,l +Kbp?bp1 'pr? +Kbp?lp2 'Uzp; + (373)
Q Q, Q Q, Q, Q
K’?ﬁ:bﬁ: .U”[’z + Kb[’:lﬁs .Ulps +Kb[’1b[’3 .Ub/’;

Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q Q
PB=K2 UB+K2 UB+K.2 UB+K3, UB+K2 Ub+ 3.74
bpp bpots Us bpots Uss bpaipy Utm bp2bpy me bpatp2 Utpz ( )
QO3 Q3 QN
Kbpszz prz +Kbpztp3 Ufps +Kbpsz3 pr3

PE K™ UD4KS U 4K U 4K US +KS o UuSB Lk uh o (3.75)

bps — “bpsts bpsts bpsip, p bpsbp, bp, bpsipy p; bpsbp, bp,
Qo Q1
Kst’P} Usz +KbP317P3 UbP3
Sabendo-se que:
Q, _ 17 3.76.1
Uts - ~bs ( )
Q; _ 779,
Ufp1 — Ybp
Q; _ 7705
Usz — Y bp,
Q, _ 7795

tpy — T bps
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pﬁ?z :_bes% (3.76.2)
Q Q

pr12 - bpf
Q Q

])lpzz - b!’z3
Q Q

PIP32 - _PbP;

Substituindo-se a equacao (3.70), considerando-se as relagdes

(3.76.1) e (3.76.2), nas relagdes (3.72) a (3.75), chega-se a:

e o, e o, e o P foR Q,
(Ktsts + Kbsbs) (Ktstpl + Kbsbpl ) (Ktstp2 + Kbsbpz ) (Ktstp3 + Kbsbp;, ) Ubs
>Q Q >Q Q >Q Q >Q Q Q
K> +K,>3 K> +K,° K> +K.3 K2 +K,>° u,>
—( ipts bpy bv) —( fplfpl bpibpy ) —( fPlsz bplbpz) —( fPlfP3 bplbp3) )b
7 Q Q Q Q Q Qs
—(K> +K2 ) —(K2 +K> — (K> +K» — (K22 4K U
( ipats bp, bs) ( tpztm bprbpy ) ( tpztpz bpybp, ) ( tp tp3 bpabpy ) bp,
) Q, K K& K (o}
+K - - - U
( ipsts bpsbs) ( fPﬂPl bP3bP1 ) ( fPsfpz bpsbpz ) ( f173fP3 bP3bP3 ) bps
Q (o} Q Q ] o,
Kbsts Kvbstpl Kbstpz Kbstp3 Uts
% O % % U
bpyts bpitpy bpyip, bpips | )
Q KQ3 Q Q UQ3
bp,ts bptp, bp,tp, bptps P2
Q KQ3 Q Q3 U &
bpsts bpstp, bpstp, bpstps | p3
(3.77)
Ou transformando-se a expressao (3.77)
[ o o o > ] Q3 Q, (378)
K tsts tstp, istp, tsip; Uts Ubs
- > Q; - > Q; U U
ipits pitpy pitps pips | )T | _ ) b
>0y > Qs 2ON > Qs U U
pots ipaip, V2] patps Pa bp,
50y 50, 50y > Qy U U
ipsts Kfpafm ipstp; Kfpa% i p3 bpy

Aplicando-se a relagao (3.78) na primeira, terceira, na quinta e na

sétima relagao de (3.71), tem-se:
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Pt?3 _]293 2 < 2 Ut?}
o tsts tstp, tstp, 1sipy Q
P >0, > ToN >0, >0, us
Py — ipyts ipiipy piipy inipy |, Py
Qs = Q) Q) = Q) Q) Qs
i, ipols patpy ipotpy patp3 py
Q >~ Q ~Q ~Q >Q Q
P t 3t 4 3t t 3t 4 3t u”
ip; L als D3P D3iP2 D3ip3 | 1y
(3.79)
- k% Q| 20 Q; o 3 Q; o (3 Q; o3
K ists K ists T Ktsbs KISIS + Ktsbpl Ktplts + Ktsbp2 Ktpzts Ktsbp3 Ktp3ts
K _ % Q;  pQ Q; o Q; o {3 Q; 4%
K tstpy Ktstpl +K tsbs Ktstpl + Ktsbp] Ktpltpl + Ktsbp2 Ktpztp] T Ktsbp3 Ktp3tpl
N _ k%% Q50O Q o2 Q 2% Q 23
Kmpz - KfoPz + KtSbS K”’Pz + KbePl Ktplfpz + Kbepz Kfpztpz + KbePs KlPstpz
K k% Q2 QO Qs 2 Qs e s
K’S’P3 - KlStP3 + K’Sbs KfoP3 + KbePl Ktpl% + KbePz Ktpth KbeP3 ipsip;
(3.80)
~ . O . Q, A Q A O
_ Qs Q3 Qs Qs
Kopus = Ktplfs + K'f‘mbs Koasis + Kt171bp1 Kopus + K’Plbpz Kipys + Ktplbl% Koipys
— % Qs Qs Q3 Qs
Kopp, = Kf!hf[h + KtPle K + Ktplbpl Kopup, + Ktplbpz Kipyp + Ktplbpz Kopym,
_ % Qs Q; Q; Q;
Kopp, = Klpﬂpz + Kflhbs K, +Kfl71bp1 Kipup, +Kfl71b172 Kopp, + KfP1bP3 Kipsp,
_ Q; Q; Q; Q;
Ktpltp3 - KfPﬂPs + Kflhbs Kmtp3 + KEI?1bP1 Ktpltm + KfPlbpz Ktpztm + Ktplbpa Ktp3tp3
(3.81)
K — g% Q 23 Q; o (3 Q; 3 Q; (3
Ktpzts - Kfl’zfs + 1pabs Kms + Kfl’szl ipyts 1p2bpy pots 1p1bp; ipsts
2 Q Q > Q Q > Q Q > Q Q > Q
K =K>3 +K°3 K3 +K3 K= +K3 K3 +K3 K
p2ip) Pyt 1pabs is1py 1pabpy ipipy 1p2bp, ipo1py 1p1bp; Ips3tp,
> Q Q > Q) Q > Q Q 239) Q > Q)
K — 3 3, I S N S 3, 3 3, 3
patpy patp; pybs ISt prbpy T ipiipy prbpy T pyitpy pibps T psip;
> Q Q > Q Q > Q Q > Q Q > Q
K,, =K% +K% K% Lg% gh L gS g g% g
1pytp3 1p>tp3 ipabs 1stp3 1p2bpy Diip3 1pabpy patp3 1p2bp3 p3p3
(3.82)
K % Qs a2 Qs 2% Q; 23 Qs 23
K’PW o K’P3’S + Kfpzbs Kms + Ktp3bp1 Kfplfs + 1p33bps Kfpzfs + ip1bps Ipsts
> Q Q > Q Q > Q Q > Q Q > Q
K — 5 LK LK LK 34 3, 3 3, 3
P3P, tp3tp; tp,bs tstp, tp3bpy oty tp3bp, tpytp; tp1bps tp3tp;
> Q Q > Q Q > Q Q > Q Q > Q
K - 3L K% LK 3, 3 3, 3 3 3
1p3tps 1p3tps tpybs IS 1p3bpy Piips 1prbp, P21p; pibpy 1p5tp>
& :Kgs Q; _1{'93 + Q| Qs QPO
1p3ip3 1p3ip3 1pybs 1stps 1p3bp, ZU2) 1p2bp; atp; 1p2bp; D33

(3.83)
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42 camada:
A equacéo obtida para esta quarta camada fica:

Q, Q, Q, Q, Q Q, Q Q, Q,
K tsts K tsbs istp, tsbp, Istp, tsbp, tstpy tsbps Uzs
o, 0, 0, Q, o, Q, Q, Q, Q,
K bsts K bsbs bstp, bsbp, bstp, bshp, bstps bsbp; Ubs
Q, Q4 Q, Q, Q, Q, Q, Q, U
ipyts ipybs ipiip, 1p1bpy piipy ip1bpy ipiip3 piip3 Uyl
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q,
bpyts bpbs bpyip, bpybp, bpyip; bpybpy bpytp; bpytp; bp,
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q4
1pyts 1pybs 1pytpy p2bp p2bp 1p2bp, 1pytp3 1pyip3 P2
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q,
bpyts bpybs bpsitp, bpybpy bpstp, bpybp, bpstps bpstpy bpa
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q
Ipsts 1p3bs ip3itp 1p3bp, 1p3bp, ip3bp, Ip3ip3 Ip3ip3 ps
Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, Q, U }524
bpsts bpsbs bpstp, bpsbpy bpstp, bpsbp, bpstps bpstps P3
Q
By
Q
B
Q
U]
Q
P
by
= Q,
p>
Q,
bp,
Q
i3
Q
P
bps
(3.84)

Da mesma forma como fora feito para a 32 camada, escrevendo-se a

segunda, a quarta, a sexta e a oitava expressao de (3.84), tem-se:

Q _ Q 17%% Q7% Q7% Q17
Pt =Ky U + Kyt Uyt + Kyt U+ K Uy + KU+ (3.85)
Q779 Q779 Q17
Kbshpz prz +Kbstp3 Utps +Khsbp3 prs
Q4 _ Q170 Q19 Qo Q1 Q, o
Pbpl _Kbplfs Um +Kbplf5 Ubs +KbP11P1 U’Pl +Kb171b17| prl +Kbp1fpz Ufpz + (386)
Q1 Q79 Q0
Kbp.bpz prz +Kbputp3 Utﬂ3 +Kbp|bps prs
Q _ Q179 Q17 Q778 Q77 Q7 7
Pbl’z _Kbpzfs U"" +Kb!7215 Ub»" +Kbp2f17| Ulpl +Kb!’2bpl Ubl’l +Kb!’2’!72 Ulpz + (38 )
Q9 Q9 Q0
bpsbpy T bpy + bpytpy T 1py +Kb1’zb173 bpy
4 4, 7 T 4 S 4 TR 4 388
By =Ky U 4 Koy Uit + Koty U 4K, Uy + (3.88)
) 7) 4 4 4 4 7] )
K™ UM 4 K™ U K U K
bpyipy Ufp)z bpshp, Ulfll’z bpyips UIZ bpsbp; UZ‘)}
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Usando-se as condigdes de compatibilidade e equilibrio entre as

camadas adjacentes, ou seja:

Qy _ 17y
Utc _Ubs

O
Ipy bp,
UQa — UQ4
Py bp,
Ux =U"
p; bp;
Qy Qy
IDIS - _Pbs
Q3 _ _PQ4
m bp,
Q; _ _PQ4
wy bp,
Q _ _pQy
1p3 bp;

(3.89.1)

(3.89.2)

Substituindo-se a equagao (3.79), considerando-se as relagdes

_(K
_(K
_(K
_(K

(3891)e
Ao o, B Q,
(Ktctv + Kbvbv) (Kts'tpl + Kbsbpl )
_ Q _ Q
(Ktp ts Kbp bs ) (Ktp tp + Kbplbpl )
e Q, 3 Q,
(K s T Kipps) (Ktp ot Kooy,
PO Q, Q,
(Ktp s T Kbp bv) (Ktp Ipy + Kbpsbpl )
Q, Q, Q, Q,
K bsts Kbstpl bstp, KbStp3 Uts
Q, Q Q Q U Q,
_| " hnts bpiipy bpiipy bpitps py
Q, Q, Q Qq U Q
bp,ts bpyip, bpstp, bpy1py U
Q, Q, Qy Qy UQ4
bpsts bpstpy bpstp, bpstp; V&

s sz

tp D,

fpzfl’z

Ipstpy

Ou transformando-se a expressao (3.90):

Q
]<t?t;1
2
pts
50,
pyts
5Q,
tpsts

50, 50,
istpy Istpy
50, 50,
piip piipy
50, 50,
pa1p) ipotpy
50, 50,
ip3ip p3ipy

5Q,

Istps

(3.89.2) nas relagdes (3.85) a (3.88), chega-se a:

Q4 (R Q Q
+ Kbsbp2 ) (Ktvtp3 + Kbvbp3 ) Ubs
Q, B Q, Q
+ Kbplbpz ) ( fplfp3 Kbplbp3 ) bpy
Q Q Qy
+K.* K U
bprbp, ) ( 2021}73 bprbps ) bp,
Q, B Q, Q,
+ Kbp3bp2 ) ( fp3fp3 Kbpabps ) pr3
(3.90)
Q, Q, 3.91
Uts Ubs ( )
Q, Q,
Py _ UbPl
Q (T3,
py bp,
Q, Q,
Ufps pr3
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Aplicando-se a relacdo (3.91) na primeira, terceira, na quinta e na
sétima relacdo de (3.84), tem-se:

o _ Qp Q4 Q4 Q4 Qy Q4 Q4 22
K tsts K tsts +K tsbs K tsts + Ktsbpl Ktplts + Ktsbpz Ktpzts + Ktsbp3 Ktp3ts
=0, Q, o, Q, 7O, Q, 7 Q, O
Kmlh N Kmlh + Ktsbs KfoP1 + KbePl Klpﬂlﬁ + KbePz K’szpl + KbePs ip3ip,
Qs Qy Q, o>y Q, >y Q, o>y Q, >y
KtSsz N KtSth + KtSbS KfoPz + Ktprl Ktpltpz + Ktprz K’szpz + KtSbP3 Ip3tpy
Qs -y Q, >y Q, -y Q, -y Q, -y
Kmpz N Kmpz + K“bs Kfops + Kmbpl Kfpltl% isbp, p11p3 isbp; ip3ip3
(3.92)
=0, _ 0, Q, 7O, Q, 7O Q, 5Q, Q, >Q,
pits T ipits K’Plbs Kms + Kfplbpl ipyts p1bpy ipts ip1bp; ipsts
=0, K Q, O, Q, £, o, 5Q, Q, 50,
= +K % K 4+ K K4+ K -K +K .
PPy iy ipbs T tstpy 1pibpy Py 1p1bp; P2ty 1pibps 3Py
=0, Q, Q, po, Q, O, Q, 5Q, Q, 5Q,
= +K ™ K * +K -K + -K .
ipiipy ipiipy 1pibs istp; pibp, ip\ipy 1p1bp; patpy 1p1bp; ip3tpy
=0, o, Q, 7o, Q, O Q, 5Q, Q, 5Q,
= +K ™4 K +K -K + K -K .
ipip3 ipiip3 ipybs Istp3 p1bp; ipiip3 1p1bpy paip3 1p1bp; Ips3ip3
(3.93)
=0, O, Q, 7O, Q, 5Q, Q, 5Q, Q, 5Q,
tpots — Tipyts + Ktpzbs Kigs + KtPQbPI Ipits + 1p2bp, 1pyits 1pibp3 Ipsts
=Q, Q, Q, O, 0, 50, o, 50, o, 50,
= +K ™ K4+ K KM+ K -K .
Dty Dty Ipabs " istpy 1pabpy iy 1pabp, Datp) 1p1bp; D3Py
> Q Q Q > Q Q 229 Q > Q Q - Q
4 — 4 G S Y G Y S K. 4
pripy pyip; tpybs isipy 1pabpy pitps 1pabp, prlpy pibpy p3tpy
R _ Q Q| Q4 LR Qg
p21p3 p21p3 ipabs isip; 1pabpy pitp3 1pabpy ip1tp3 1pabp; ip3ip3
(3.94)
=Q, o, Q, 7O Q, 5Q, Q, 5Q, Q, 50,
ipsts Ktp3ts + Ktpzbs Kl‘SlS + Ktp3bp] tp\ts tp33bp, tpots tp1bps tp;ts
=0, O, Q, po, Q PO, Q, P Q, o,
p3ip, p3ip ipabs isip, ipsbpy ipiip 1p3bp, p1tpy p1bp; p3ipy
> Q Q Q > Q Q > Q Q > Q Q > Q
Y GUTEY Gl GRS G GBS G NRY G ¢ K™
p3ipy ip3ipy ip,bs istp, ip3bp, ip\ipy 1p2bp, ipotpy ip1bp3 ip3ipy
> Qy — Q, Q, 1%04 Q| Q, 1 Q, 1
ipstp3 Ip3ip3 1pabs Istp3 1p3bp, piip3 1p2bpy p2tp3 1pabp3 Ip3ips
(3.95)
rRe g pa go ) [u) (B
K ts ts
ists tstp; tstpy )2} 0O -0
=Q, =0, Q, Ja Uu P
Ipits pifp pitpy pitp3 | _ )
=Q, =Q, Q, Q, UQ4 = 13(24
ipts p21p) ipatpy p21p3 Py Py
=0, 5o, o, =Q, U P4
ipsts p3ip p3ipy ipsips | 1ps 1py

(3.96)
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Com a expressao (3.96), conhecendo-se as forgcas de superficie, é
possivel resolver o sistema e obter os deslocamentos de superficie. Em
seguida, calculam-se os deslocamentos e as for¢cas de contato entre as
camadas mediante o uso das expressdes adequadas.

Ou seja, para este exemplo (figura 3.3) tem-se:

4° camada:
Conhecendo-se {U*}, obtém-se {U;*} com (3.91) e {P™} com

(3.84).

3% camada:
Sabendo-se que {U™}={U}, obtém-se {U,*} com (3.78), {P™} e

(P} com (3.71).

27 camada:
Sabendo-se {U™}={U;*}, obtém-se {U;2} com (3.67), {P™} e

{P?*} com (3.62).

12 camada:

Sabendo-se que {U™}={U;>}, obtém-se {P™} e {P™} com (3.61).

3.4 Avaliagao do numero de operagodes envolvidas a priori
Aparentemente, o procedimento empregado pela técnica da “rigidez
sucessiva” poderia mostrar que € uma forma mais custosa em termos de
operagdes envolvidas quando comparada pela técnica convencional de sub-
regido. Isto, pois a primeira técnica exige a inversdo e a multiplicacdo de
muitas matrizes ao longo de cada estrato. E, para o caso de se ter
elementos de fundacdo dentro de cada substrato, tem-se também a
condensagao de seus respectivos valores de deslocamentos, conforme

apresentado no item 3.3.1.
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Assim, este item veio computar todas as etapas envolvidas em ambos
os procedimentos. Sabendo-se que o numero de operagbes em pontos

flutuantes envolvidos nos seguintes procedimentos sio:

n’— produto entre duas matrizes quadradas de dimensdes
idénticas »;

n-m-p — produto entre duas matrizes retangulares de dimensdes
A(n,m) e B(m,p);

% n’— inversdo de uma matriz de dimenso »;

%n3—) resolucao de sistema via Eliminagao de Gauss com » muito
grande;

n-B* —%-B3—> resolucédo de sistema com matriz com comprimento
de semibanda B.

Dimensao total das variaveis da superficie »=3.-~N, onde N é o

numero de nds de cada superficie, e L € o niumero de camadas do macico.

Método da “rigidez sucessiva” (MRS):

i) [G']": O()=% -n’-L=288-N°-L

i) [G'1"-[H"]: O(ii)y=n"-L=(6N)’-L
iii) Condensar variaveis do fuste: O(iii) = 2-f(a)-[6N+3Na]3 L
iv) Computar operagdes de equilibrio entre solo/fundagédo - equagdes de

3.44.1 a 3.51.14. Neste caso, consideram-se as operacdes de produto de

matrizes retangulares e a inverséao de uma matriz ( [G, ;1) para cada
elemento de fundacdo, adotando-se uma quantidade idéntica destes
elementos dentro de cada estrato, num total de NE por camada:

O(iv)=27-(N,))* - NE-L-[10N +29,33N,, — 3¢/, ]

V) [K2i + K 1™ o)y =%-n* -(L-1)=36-N* - (L -1)

tsts bsbs

Vi) [K31- (K 1+[K 5 D) [K2]: O(i)=2-n" -(L-1)=2-(6N)’ -(L-1)
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vii) Resolver Sistema: O(vii) = 4-n’ =27-n’

Total de operacoes:
Sem elementos de fundac¢io (a=0): O(MRS)=N’ -{594-L—81}

Com elementos de funda¢do (a=Y): O(MRS)=N>-{797-L+59-L-NE -81}

Sub-regido convencional (SR):
B=9-N+(3-N,)-NE
n=3-N-(2-L)+3-N,-(2-L)-NE

Total de operacoes:

Sem elementos de fundacdo (a =0):O(SR)= N> - (486L —486)

Com elementos de fundagdo (a = Y):

O(SR)=2-N>-(9+ NE)* -[(3+ NE)- L - Y%-(9+ NE)]

Onde N,=a-N, sendo N, O numero de nos de cada elemento de

fundacao e « é adotado com valor de 1/3.
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—H— MRS com a=0
—[— SR com a=0
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, ) ] 3
—Ww— MRS com 2 estacas -1 10
--V-- SR com 2 estacas
—@— MRS com 4 estacas
--O-- SR com 4 estacas
—4&— MRS com 8 estacas
--{>-- SR com 8 estacas

(Numero de operag;c“)es)/N3

! I ! I ! I ! I
6 8 10 12
Numero de camadas

Figura 3.4 — Numero de operac¢des dividido por N? versus nimero de camadas, por duas

técnicas (escala Log): i) Método da “rigidez sucessiva” (MRS) ii) Método da sub-regido (SR).

Na figura (3.4) sdo plotados os valores de operagdes envolvidas para
a resolugcdo de um meio estratificado com ou sem elemento enrijecedor.
Nota-se que para o caso de se empregar o meéetodo da sub-regido
convencional sem a consideragao dos elementos de fundacédo, o numero de
operagdes necessario para a montagem do problema sao menores quando
se emprega o metodo da “rigidez sucessiva”. Entretanto, a partir do instante
em que se consideram esses elementos, o método desenvolvido nesse
trabalho demonstra ser bem mais eficiente.

Por fim, deve-se acrescentar que além da vantagem existente em
relagdo ao parametro numero de operagdes, uma outra grande vantagem
desse método € a respeito do baixo custo exigido para o armazenamento da
matriz final do sistema. Pois, por um lado, para a técnica da sub-regido
convencional é necessario armazenar a matriz final que tras informagao
explicita de todas as sub-regides existentes no problema, enquanto que para
o método da “rigidez sucessiva”, chega-se a uma matriz final que contempla

todas as influéncias das sub-regides.



Capitulo 4

METODO DOS ELEMENTOS FINITOS E ACOPLAMENTO
MEC/MEF

4.1 Introducao

Este capitulo tem o intuito de apresentar, de forma sucinta, o método
dos elementos finitos (MEF), o qual sera aplicado para a representacao da
superestrutura. Neste sentido, nos préximos itens sdo desenvolvidas as
formulagcées elementares do MEF, comentando-se os elementos finitos
empregados para a composi¢cao dos modelos laminares e das barras, e as
referéncias bibliograficas que contém a teoria dos elementos e seus cédigos
computacionais impressos.

Na segunda parte do capitulo € apresentada a técnica empregada
para se realizar o acoplamento MEC/MEF, e por fim, sdo apresentados

alguns exemplos para validar a formulagao implementada.

4.2 Formulagao do método dos elementos finitos

A superestrutura empregada neste trabalho € composta por um
conjunto de ldminas (cascas e folhas poliédricas) e/ou elementos de barras,
sendo eles formulados com a utilizagdo do MEF na sua forma mais
convencional, ou seja, usando o Método dos Deslocamentos. Isso, pois a
aplicagao do Método dos Elementos de Contorno para a formulagao deste
tipo de problema so6 é possivel para alguns casos em que a estrutura laminar
possua uma geometria particular, em virtude da complexidade matematica

da obtengao das solugdes fundamentais para casos genéricos.
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Em contrapartida, o MEF consiste na mais pratica e poderosa
ferramenta para a modelagem problemas de dominio finito de geometria
quaisquer. O método consiste em subdividir o dominio do problema em
subdominios — chamados de elementos finitos — onde se aplicam as fungdes
aproximadas para o campo das variaveis pertinentes as equagdes
diferenciais parciais (EDPs) de um dado problema de valor de contorno
(PVC). Para o caso de ele ser baseado no método dos deslocamentos, o
campo aproximado é o dos deslocamentos, sendo estes associados a
parametros nodais.

As equagbes aproximadoras s&o, entdo, integradas em cada
elemento via aplicagdo das técnicas variacionais ou dos residuos
ponderados, ja se levando em consideragdo os campos aproximados, as
relagdes constitutivas e cinematicas do modelo mecéanico. Esse
procedimento é feito, elemento-a-elemento, em um sistema de referéncia
local arbitrario de cada subdominio, os quais séo interligados pelos valores
nodais ja rotacionados para um sistema de referéncia global.

O MEF aplicado a problemas da elasticidade tridimensional pode ser
formulado usando-se, por exemplo, o principio dos trabalhos virtuais (PTV).

Partindo-se entdo das equacdes diferenciais de equilibrio:

oy b =0 =123 (4.1)

onde b, sdo as forgas volumétricas por unidade de volume e o,, as 6

i
componentes de tensbes independentes obtidas de um elemento
infinitesimal, uma vez que existe simetria das tensdes de cisalhamento,
obtida levando-se em consideracdo a auséncia de momentos concentrados
neste elemento e para casos onde a tensdo n&o seja produzida por campos
magnéticos e elétricos.

As componentes de tensbes sao projetadas em um contorno

infinitesimal dI"e produzem forcas de superficie - p,- correlacionadas com

as tensdes mediante a relacao:
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D=0y n; i,j=123 (4.2)

onde n, sdo o0s co-senos diretores normais ao contorno dr".

As forgas externas ( p;) aplicadas no elemento, chamadas condi¢des

naturais de contorno ou condi¢cdo de fronteira de Neumann, agem numa

regido denominada de I', e devem ser equilibradas pelas forcas de

superficie de (4.2) nesta regiao, ou seja:

- . (4.3)
pi=p;=0;"n; em I, i,j=123

As condigdes geométricas, que sdo condigbes chamadas essenciais,

ou condicdes de fronteira de Dirichlet, estdo prescritas na regido I',, e ficam

(4.4)

U, =u, em T i,j=123

1 1 u

sendo que a superficie total do contorno € dada por I'=T", +T,.

Pode-se aplicar o método dos residuos ponderados na equacgao de
equilibrio (4.1), onde a funcdo peso é escolhida como sendo um campo de
deslocamentos virtuais, que sao perturbagcbes impostas na posicdo de
equilibrio. Assim, considere-se, entdo, um campo de deslocamentos

continuo e virtual - u, - que satisfaca:

u;=0 em T, i,j=123 (4.5)

Impondo-se na equagao (4.1) a funcdo peso na forma de integral,
tem-se:

[(oy,+b) @, dv=0 ij=123 (4.6)
vV

E uma vez que u; é arbitrario, a equacgdo (4.6) é satisfeita quando o

termo em parénteses é nulo. Assim, esta expressao € idéntica a (4.1).
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Usando-se a identidade matematica

(aijﬁ,-)j =0y ; U, +0oy -ﬁi’j i,j=123 (4.7)
a relacao (4.6) pode ser reescrita como:
[l ), oy, +b-a]ar=0 ij=123 (4.8)

Vv

Aplicando-se o teorema da divergéncia na equacgdo (4.8), e
considerando-se (4.3) e (4.5), tem-se:
[~y a,,+b, i) dv+ [p,-i, dS=0 i,j=123 (4.9)

v r,

Pela simetria dos tensores de tensdes (o, = o ;) € empregando-se o

tensor de deformacdo de Cauchy, o qual se refere as deformagdes
homogéneas (lineares), chega-se a :
oyl z%ai]-[ﬁi,j+ﬁj’i]=0g-§[j (4.10)
onde ¢ sao as deformagdes virtuais advindas dos deslocamentos virtuais u .
Portanto, a equagao (4.9) leva a:
[&" 0 av=[a-bav+ [a-pds (4.11)
V

% Sr,

onde o primeiro termo da relacéo (4.11) é relacionado ao trabalho virtual
interno, enquanto os outros dois termos se relacionam ao trabalho virtual
devido as forgas externas. Para o ultimo termo da expressédo (4.11), tem-se
que impor condi¢gdes de contorno naturais, ou de forcas.

A relacao (4.11) independe das caracteristicas do material e podem
ser escritas em fungao dos deslocamentos ou de tensdes. Para expressa-la
em termos de deslocamentos, € necessario fazer uso das relagdes
constitutivas do material. Assim, a relacdo entre tensdao e deformacéo é

expressa por:
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o =De (4.12)

onde D €& um campo tensorial de quarta ordem que compde as
caracteristicas do material e possui 36 constantes independentes. Para o
caso de o material ser elastico e linear, D é constante, e considerando-se as
diferentes classes de simetria existentes em um elemento infinitesimal, o
meio € denominado de isotropo, e chega-se entdo a 2 constantes
independentes do material: o0 mddulo de elasticidade longitudinal (E) e o
coeficiente de Poisson (v).

A relagdo (4.11), que representa o Principio dos Trabalhos Virtuais
(PTV), apresenta dois espagos de fungdes. A primeira representa o espago
das tensdes admissiveis, e a segunda o espacgo das funcdes pesos. Na
mecénica dos solidos, € comum empregar o famoso método de Bubnov-
Galerkin no PTV, o qual impde que as funcdes pesos e admissiveis sao
iguais. Assim, os campos de deslocamentos de ambas as fungdes séo
aproximados por fungdes interpoladoras via parametros nodais, sendo esta
expressa por:

. (4.13)
u=H(x;) u™ =123

E, para as deformacgdes, tem-se:

4.14
e=B(x;) u™ =123 (4.14)

onde H e B sdo as matrizes de interpolacdo de deslocamentos e

deslocamento-deformacéao.

“,n

Assim, para um elemento finito genérico “e”, a relagao (4.11) pode ser
reescrita mediante o emprego das expressoes (4.13) e (4.14) como:
(4.15)

nodal

{agod‘”}f{ [B!D,B, dV:l-zie = {a, " [H]b, v +
Vv V

w " [Hp, ds

Srp
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Entdo, apds impor campos de deslocamentos virtuais unitarios
independentes, a relagdo (4.15) resulta para um elemento em:
K _unodal - F (416)

e e e

onde K, € a matriz de rigidez, F, € o vetor resultante devido as forgas
externas aplicadas e u, € o vetor dos deslocamentos nodais do elemento

“e”. Fazendo-se o somatério de todos os elementos “ne” que compdem o
dominio em estudo, chega-se a:

(4.17)
k=Y [B/D,B.av

e=1 v,
Ny (4.18)
F:Z:‘ [Hlb,dv+ [Hp,dS
e=1|y, S

Tp

Portanto,
K-y™d - (4.19)

onde u™“ é o vetor das incégnitas dos deslocamentos nodais

correspondentes ao numero total de graus de liberdade do dominio.

4.3 Superestrutura formada por elementos laminares

Entende-se por elementos laminares aqueles em que uma dimensao
€ muito menor que as outras duas, e, quando uma estrutura é formada por
uma ou mais laminas com superficies planas, € chamada de folhas
poliédricas. As caixas d’agua, os nucleos de rigidez de edificios, as vigas
paredes e silos sdo alguns exemplos destes tipos de estruturas.

Para a simulagcdo da superestrutura com elementos laminares,
utilizou-se a sobreposi¢cao de duas formulagdes independentes: uma para

representar o efeito de membrana, e outra para o efeito de placa.
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Neste contexto, sera apresentado o elemento que foi utilizado para
modelar as superficies bidimensionais a fim de formar o elemento laminar.
Entretanto, em fungdo da existéncia de trabalhos que ja detalharam a
formulagao tanto do elemento de membrana quanto de placa, este capitulo
nao entrara no mérito da formulacao, citando apenas os trabalhos existentes
para seu melhor entendimento.

As hipoteses admitidas para a formagao do elemento laminar deste

trabalho sao as hipéteses de Kirchhoff-Love:

e A espessura da lamina é pequena em relagdo as dimensdes e aos
raios de curvatura da superficie média;

o As tensdes normais a superficie média sdo despreziveis em relacéo
as demais;

¢ Os pontos pertencentes a uma mesma reta normal a superficie média
na situacdo indeformada encontram-se em uma mesma reta a
superficie deformada;

¢ Os deslocamentos sdo muito pequenos em relacdo a espessura.

Com estas hipoteses, o campo de deslocamento para uma area

infinitesimal de um elemento laminar é dado por:

u(x,,x,,X3) uy(x,,x,) = x3dw, / dx, (4.20)
{uy = v(x1,25,%3) 1 =4V (X1, X5) = x3dw, / dx,
w(xp,%;,%3) wo (1, x5)

onde up, Vo € Wp sdo os campos de deslocamentos locais de um ponto
genérico considerado, respectivamente, nas diregdes X1, X2 € Xs.

O campo de pequenas deformacbes fica definido pelo campo de
deformacéo do efeito de membrana e do efeito de flexdo mediante a relagao
seguinte:

£ duy ! dx, d*w, ! dx} (4.21)
{ey={e}, +{e}, =16, ¢ = dv, / dx, — X5 - d*w, /dx;
Yia)  \dug/dxy +dv, | dx, 2-d*wy /dx, -dx,
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O primeiro vetor da expressao a direita de (4.21) se refere ao efeito de
membrana, e a segunda parcela ao efeito de flexdo, onde "m" e "f" sé&o
abreviagbes de membrana e flexado, respectivamente.

Desta forma, o campo de tensdes é expresso pela relacdo constitutiva

(4.12), que para este caso € dada por:
{o} =[D]-{s} =[D]-(te},, + 18} ;)= {0}, +1o} (4.22)

O campo de deslocamentos na formulagdo do MEF para o elemento
laminar fica entao:

[¢], [0] } _{{u"(’dﬂ}m} (4.23)

_ X nodal —
{u} - [(0] {u } |: [O] [¢]f {Ll nodal }f

de modo que o vetor {u"%

} representa os deslocamentos nodais de um
elemento genérico no sistema local. Expandindo-se este vetor de
deslocamento, tém-se para um ponto "i"* do elemento:

(4.24)

{u}fn ={u, v, 6,--} i=1,...,pontos nodais do elemento

{5}; ={w, 0., 0., -—}i=l,...,pontos nodais do elemento (4.25)

xyi Xyi

E as submatrizes [¢p]m € [¢]f s&o as fungdes de forma para a parcela
de membrana e de flexdo.
A relagdo (4.14) aplicada na associagcdo dos dois efeitos leva ao

campo de deformacéo expresso por:

6} = [[B]m + x5 -[B] f]- "%y =[B]- {u"%"} (4.26)

onde [B]lm e [B]r sdo as matrizes de interpolacdo de deslocamento-
deformacéo correspondentes aos estados de membrana e flexao.

A matriz de rigidez do elemento hibrido pode ser obtida com o
emprego da relagao (4.15) levando-se em conta as equacgdes (4.22) e (4.26).

Assim, tem-se:
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[K]= f!jBf D,B,dV

e=1 v,

ne (81, | [1PL, DLy (o r o
ZMXs-[BJ?f} [wlfm [D]J L, [Bh}dv}

] (4.27)

e=1

Matricialmente, a expressao (4.27) pode ser representada por:

K]= '
A LK]M [K]f}

A submatriz [K]ns € nula, pois ela pode ser escrita como:

(K1, = [[BI}, % -[D]-[B,dV = [[BI}, {D1,, -[B],dV (4.29)

e integrando-se a matriz constitutiva ao longo da espessura h, e
considerando-se que o material seja homogéneo ou com variagdo simétrica
em relagao ao plano médio:

(D), =[x [P, =[0] (4.30)

Da mesma forma, a matriz [D]m € nula. A independéncia entre os campos
que contemplam o efeito de membrana e de flexdo ocorre para esta
formulac&o. Assim, a matriz de rigidez fica:

(K], [0] (4.31)
[K]‘[ [0] [K]J

4.3.1 Efeito de membrana

O elemento de membrana utilizado foi o desenvolvido por BERGAN &
FELIPPA (1985), que utilizam a formulacdo livre. Desta forma, em seu
trabalho é apresentada toda a formulagdo para a sua obtencdo. No
departamento de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos
(EESC), foram desenvolvidos os trabalhos de PETELEIRO (1996) e

MESQUITA (1998), que também abordam de maneira bem clara a teoria
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para o desenvolvimento deste elemento bem como apresenta exemplos para
validag&o da formulagéo.

Nao se pretende desenvolver esta formulagcdo neste trabalho, uma
vez que ela ndo é o objeto principal do projeto. Apresenta-se um desenho

esquematico do elemento com seus graus de liberdade.

4.3.2 Efeito de flexao

O elemento utilizado para a avaliacdo do efeito de flexdo é o
conhecido DKT. Da mesma forma que fora feito para o elemento de
membrana, ndo se tem o intuito aqui de apresentar a formulagdo deste
elemento. Em BATOZ (1980), é desenvolvida toda a formulacdo deste
elemento bem como o cddigo computacional para a montagem da matriz de
rigidez e do vetor de forgas equivalentes. Na figura 4.1, apresenta-se
esquematicamente a geometria e as variaveis nodais do elemento ja

incorporando o efeito de membrana.

A X0

Figura 4.1 - Geometria e os 18 graus de liberdade do elemento laminar da jungdo DKT/FF

no sistema local Oxx,.

4.3.3 Matriz de rigidez do elemento laminar no plano tridimensional
Para a geragao da matriz de rigidez de um elemento plano no espaco

tridimensional € necessario rotacionar esta matriz local para um sistema de

referéncia global (vide figura 4.2). Esta transformagéo de sistema local para

global se da da seguinte forma:
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S 4.32
(Ko = 2 LAY -IK1-(B), (4.32)
i=1
S 4.33
S atobar = 2LBY AT (4.33)
i=1
" =B, Au, (4.34)
[O_]iocal =[D], .[B]leocal . {u}iocal (4.35)

X1 € xp no plano

do elemento

Figura 4.2 - Relagao entre sistema local e global de um plano qualquer no espago 3D.

A matriz de transformagao [B]e representa os co-senos diretores do
elemento "e".

Os eixos locais podem ser tomados em qualquer posicdo dentro do
plano do elemento, uma vez que o elemento é definido em um plano.

Usualmente, os eixos locais sdo obtidos a partir da dire¢cdo de um lado do

elemento. Neste trabalho, o sistema local "x," parte do né local um (1) até o

né dois (2), e os eixos "x, " e x; " s&o obtidos por relagbes geométricas.

Esta matriz de transformacdo relaciona as coordenadas locais com as
globais mediante a relacéo:

i} = [k] A} gtobar - 1=1,2.3 (4.36)

sendo que
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(4.37)

e, como as translagbes e as rotagdes sao campos independentes

vetorialmente, a matriz de transformacao [f] fica:

_ (4.38)
[ﬂ] — [ﬂ]?)x?a [O]
[O] [ﬂ]3x3 6x6
sendo que [,5’] € dado por:
2 , , (4.39)
- XX X)Xy X1X3
[Bl1=] 4. Ao Ao
2xlx xlx x/x

onde 4 representa o co-seno diretor entre o eixo local x; € 0 eixo global

x; na diregéo “i ”.

X2

X3

Figura 4.3 — Vetores auxiliares para calculo dos co-senos diretores de um elemento.

Para o calculo desses co-senos, sdo utilizados artificios da geometria

analitica. Para isto tem-se o vetor formado pela reta do lado 1-2 do elemento
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em uma posicao do espaco 3D qualquer (ver figura 4.3). Este vetor pode ser

representado por:

RO I N N L ;
ve =) —x)) i+ (x5 —x3) jH (x5 —x3)-

(4.40)

onde x/ representa a coordenada cartesiana no sistema global da diregéo

“m nm

" do no local "' de um elemento genérico.
Normalizando-se a equacgao (4.40), tem-se:
T 4.41
x12 —xl1 A i ( )
- Py 1 ) 1 XXy -
X = =—4X) —X A S J
- L 2 2 XX
12 2 1 7
Vx' 3 _.X3 /lxix3 k
onde
Lip =y(xf =x))? + (3 —x}) + (aF - x}) (4.42)

O vetor normal ao plano do elemento pode ser obtido mediante o

produto vetorial entre v, e v, onde v, € dado por:

- - - - (4.43)
vy = () —x) i+ (= x) -+ (s - xp) k
Assim, de (4.41) e (4.43), obtém-se:
R R (4.44)
-> o> > . - VYAV,
VZ' — Vx'/\vy' normalizando \VZ' — (_) _y))
VHAV,)
de modo que:
T (4.45)
R . Ax, x4 /'twl i
Vz = 2 2 2 ’ Axlx3 = //i'x'x ) j
VA%)” + (M)’ +(Ax)’ | o | (4 P

X3X3
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onde
Axyx, = (x12 —xll)-(xi —Xé)—(xf —xé)~(x13 —xll) (4.46)
Axyxs = (7 = x3)- (03 = x3) = (4 = x3) - (x5 = x3)

21 301 20 1 301
Axpxy = (x5 = x3) - (a7 = x) = (%] —x) - (%3 —x3)

E, finalmente:

> o o (4.47)

De modo que se chega a:

(4.48)
A A =A. 4. A
- X3Xp Xx3 X33 XX XX
vyv = ﬂ/ . . . —_ . . B = ﬂ .
X3X3 XX X3X X X3 XX
A A =4 4. A
X3% XX X3X X% X2X3

Com as matrizes de rigidezes locais obtidas nos trabalhos de
referéncia (BERGAN & FELIPPA (1985) e BATOZ (1980)) para se
considerar o efeito de membrana e flexdo e a matriz de transformacgao obtida
mediante as expressodes (4.41), (4.45) e (4.48), pode-se montar a matriz e o
vetor de forgas equivalentes para formar o elemento laminar, que é

denominado abreviadamente de DKTFF.

4.4 Superestrutura formada por edificios 3D sujeitos as agoes verticais
e horizontais

Os edificios sdo modelados empregando-se os elementos finitos de
barras tridimensionais para se representar os elementos lineares de vigas e
pilares, sem se considerar nestes o efeito de torcdo. A laje é considerada
como se fosse um diafragma infinitamente rigido em seu préprio plano

horizontal, e por isso os deslocamentos horizontais de cada pavimento

(u,v e ) sao iguais. Portanto, transferem-se todas as influéncias dos

pilares e vigas de cada andar para um né mestre que € o centro de torgdo do
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pavimento tipo. Esse modelo de edificio leva a uma sensivel redugcao dos
graus de liberdade do sistema final.

As agdes verticais sdo aplicadas nas vigas, podendo ser pontuais ou
distribuidas, e as acdes horizontais devidas ao efeito de vento - forcas
horizontais e torcionais - devem ser prescritas no centro de torgao
pontualmente para cada pavimento.

Os nés dos pilares do andar térreo sao ligados com os nds da lamina
nos pontos de contato.

Os trabalhos que apresentam a teoria completa da formulacdo do
edificio utilizado sdo de RIOS (1991) e BEZERRA (1995).

4.5 Acoplamento MEC/MEF

A formulagdo advinda do MEC e a do MEF podem ser acopladas
mediante a consideragdao das condigcdes de equilibrio e compatibilidade
existentes nos pontos nodais em comum aos dois métodos. Assim, a
expressao final obtida em (3.60) que mostra toda a influéncia do solo nao-
homogéneo, enrijecido ou ndo por estaca, pode ser relacionada com a
equacgao (4.19) obtida pelo MEF.

Entretanto, a representacdo das forcas externas no MEC é tomada
como forgas de superficie, ou seja, forcas por unidade de area, enquanto
que as agdes externas formuladas pelo MEF empregam comumente o
conceito de forga nodal equivalente, ou seja, forgas concentradas.

Neste contexto, para o devido acoplamento entre as duas
formulagbes, é necessario empregar um campo de forgas comum ao dois
métodos. Ou se representam as forgas de superficie em forcas nodais
equivalentes ou vice-versa.

Para a presente formulagdo do conjunto solo-estrutura, o unico fator
de influéncia para a melhor decisdo sobre qual procedimento empregar é
respeito ao numero de operagdes envolvidas para a conversiao de uma ou
outra formulacdo. Pretende-se, neste trabalho, transformar as forcas de

superficie em forcas nodais equivalentes.
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O desenvolvimento mostrado sera feito para o carregamento
transversal ao elemento triangular, e contudo o procedimento & estendido
para as outras duas direcoes.

As forgas de superficie transversais e as cargas nodais equivalentes
sdo mostradas na figura 4.4.

Figura 4.4 - Forgas de superficie e cargas nodais equivalentes de um elemento.

O trabalho das cargas externas pode ser expresso por:

Te‘ :J.g(xpxz)'w(xl,xz)d/l (449)
A

onde w(x,,x,) sdo os deslocamentos transversais no dominio do elemento e

A é a sua area. Para o caso em que este campo possui variagcao linear
(figura 4.5), tem-se:

W=WG) + W5, + Wi Gs (4.50)

Analogamente, as forgas de superficie podem ser expressas por:

g=g5 +8,;6 +85; (4.51)

&

Figura 4.5 - Variagéo

i & )

J J
linear do deslocamento transversal e da forga de superficie no interior

,

do elemento finito.

Transformando-se as coordenadas dos eixos cartesianos para as
coordenadas homogéneas, e substituindo-se as expressdes (4.50), (4.51)
em (4.49) obtém-se:
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T, = [(gi& + ;6 + 248 Jwi& +w, &, +w, & Jad (4.52)
A

Minimizando-se a energia potencial devida as cargas externas e

sabendo-se que a integral jf(§1,§2,§3 )dA pode ser calculada como:
A

nm'n,'ns! (4.53)
(7, +15 +775 +2) !

[eheperda=24
A

chega-se ao vetor de cargas nodais transversais dado por:

F; ) 21 1] (g (4.54)
Fl=21 2 1|

J 12 g]
F, 11 2| |g

Seguindo-se 0 mesmo procedimento para as outras diregbes, a
relagdo entre forcas nodais e forcas de superficie para o caso do elemento

laminar DKT- Formulacao Livre pode ser escrita como

F g_f (4.55)
/ = /

F/ t=101g)

Fk[ g/ﬁ

para 1=1,2,3, representando as trés dire¢cdes e i,j e k os trés nds locais do
elemento, e a matriz 0 dada por:

2 1 1 (4.56)
[0]=—|1 2 1

1 1 2
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a) b) ¢
fi i
lamina malha a (MEF) * l lamina
e B %
solo | _malha b (MEC)

o8

Malha b (MEC)

Figura 4.6 — a) Rede empregada para o solo e a ld&mina em contato; b) forcas de

superficie e cargas nodais equivalentes.

Na expressao (4.19) podem-se incorporar as forgcas reativas da

seguinte maneira:
[Kme_f ] ’ {Umef} = {Fmef} - {Rmef} (457)

onde o vetor R representa as forgas concentradas de reagao.
Assim, o acoplamento entre as forgas de superficie advindas do MEC
(equacao 3.60), e as forgas concentradas reativas advindas do MEF (relagéo

4.57), pode ser feito com o uso da matriz da relagao (4.55), chegando-se a:

(K oy 1 Uer } = {Fey } ~ [0 1-[K]-{U 1} (4.58)

onde K,,, U,, e F,, sao, respectivamente, a matriz de rigidez, os
vetores dos parametros nodais de deslocamentos e forcas concentradas da

estrutura discretizada pelo MEF; 5 e U sao, respectivamente, a matriz

solo
de transformacdo expandida relativa a contribuicdo de todos os elementos,
expansdo da relacdo (4.56), e o vetor de deslocamentos nodais da rede
discretizada pelo MEC.

E possivel reagrupar a relacdo (4.58), chegando-se a:

K, U, =F,

tot

(4.59)

tot
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Com

K :Kmef +5'Kmec (460)

tot

E U . e F

tot

sdo os deslocamentos e as forcas totais do sistema solo-

tot
estrutura. Esta matriz € nao-simétrica e altamente esparsa, ja que as
influéncias entre os graus de liberdade dos dois modelos sé ocorrem na

regido de contato, ndo havendo ligagéo entre as estruturas.

4.6 Exemplos numéricos

Sao apresentados trés exemplos de estruturas. No primeiro e no
segundo, sao avaliados os comportamentos individuais de cada efeito, e o
terceiro € um exemplo classico para avaliagéo do efeito conjunto membrana-

placa.

4.6.1 Placa quadrada simplesmente apoiada

Para ilustrar a aplicacdo do cdodigo desenvolvido, sera analisada uma
placa quadrada sob a acao de for¢ca uniformemente distribuida em toda a
sua superficie e apoiada em todo seu extremo. O esquema da placa e os
parametros geométricos e fisicos sdo apresentados na figura 4.7. Para
avaliar a correta formulacdo da matriz de transformacdo, analisa-se este

exemplo no plano X,Xs.
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q
Y v L 4
4_
q "
Valores utilizados
E= 10,92
/ X2 t=1,0 (espessura)
I g=1,0
] L=1,0
X3 v=0,3
X; > R
X2
Figura 4.7 — Placa quadrada apoiada e pardmetros geométricos e fisicos.
Tabela 4.1:
Deslocamentos, momentos e erros relativos no centro da placa para 3 tipos de redes.
N° elementos Ucentral Erro (%) My = My Erro(%)
128 0,00402341 -0,95 0,048446 1,16
512 0,00405271 -0,23 0,048028 0,29
1152 0,00405807 -0,09 0,047949 0,12

Valores analiticos(*): Ucentral = 0,004062 M,= M= 0,04789
(*) TIMOSHENKO & WOINOWSKI-KRIEGER (1959)

Os valores encontrados de deslocamentos e momentos para o centro

da placa mostraram boa concordéancia com os obtidos pela teoria analitica,

indicando que uma maior discretizacido leva a um erro menor. Em relagao as

variaveis que representam os campos de membrana, os valores obtidos sao

praticamente nulos, como ja era esperado. Nao se utilizou a bi-simetria

existente no problema, e caso fosse usada, para esta mesma densidade de

elementos a convergéncia para a resposta exata seria mais acentuada.

4.6.2 Cilindro com paredes rigidas

Este € um classico exemplo para se avaliar o efeito combinado

de

membrana e de flexao. Esta estrutura € um cilindro com as extremidades
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rigidas e com a aplicagao de duas forgas unitarias concentradas aplicadas
em sentidos opostos da secgéo central do cilindro. Entretanto, por facilidade
de geragdo de dados, discretiza-se apenas um oitavo, corrigindo essa
simplificacdo através da imposicao de restricdes adequadas nos contornos
da estrutura. Na figura 4.8, mostram-se o cilindro ja simetrizado, o ponto de
aplicacdo da forca, as discretizacbes utilizadas, os parametros fisicos e
geométricos e a localizagdo dos contornos para a avaliagdo dos resultados.

Para este exemplo, os parametros a serem calibrados na formulacao
livre foram adotados - conforme indicagcdo de MESQUITA (1998) - como
sendo a=1,2 e =0,001.

a) 128 elementos b) 574 elementos

sime tria

Figura 4.8 — Geometria e redes adotadas, sendo E=300, v= 0,3, L=R=300, h=3,0

(espessura).
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Figura 4.9 — Deslocamentos em X3 ao longo do contorno (A-B).

00
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§ 0.06 — —*— MW {Onate[1993])
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g .\\
= -0,02

0,04 -
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1] 10 20 a0 40 a0 ] o 20 90

Yariacao do angulo 8 em (C-0)

Figura 4.10 — Valores de momentos fletores na dire¢ao y' ao longo do contorno (C-D).

O elemento laminar do programa comercial Ansys utilizado foi o

SHELL63, que possui quatro nés, cada um com 6 graus de liberdade. Assim,
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foi avaliado mediante o codigo computacional utilizando-se o elemento
DKTFF, e comparados os resultados tanto com o programa do Ansys, como
também com os valores apresentados em ONATE (1995). Neste exemplo,
utilizou-se apenas uma rede para o cédigo com 128 elementos, sendo sua
disposicdo esquematizada na figura 4.8, onde as duas redes adotadas pelo
programa Ansys sdo as apresentadas também nesta figura.

A figura 4.9 apresenta os resultados de deslocamentos ao longo do
contorno (A-B). Em ONATE (1995), comenta-se que a resposta exata para o
deslocamento sob a forga é de (- 0,18248), sendo que os erros relativos para
- respectivamente- a rede do Ansys com 574 e 128 elementos e a rede
utilizando o elemento DKTFF com também 128 foram de 0,17%, 13,75% e
8,55%. Os dois ultimos resultados de erros mostram que a formulagéo
utilizando o elemento DKTFF leva a uma convergéncia mais rapida do que
quando se utiliza o elemento SHELLG63 do Ansys.

Com relagdo aos momentos fletores em coordenadas locais, a figura
4.10 compara os valores da rede utilizando o elemento DKTFF com os
apresentados por ONATE (1995). Nota-se que os valores mostrados por
este autor sdo obtidos mediante uma refinada discretizacdo - 1600
elementos quadrangulares. Como esses momentos para a curva do DKTFF
e de ONATE (1995) sdo obtidos em sistemas locais diferentes, este gréafico
tem mais o intuito de mostrar semelhangas qualitativas. Pode-se notar uma

boa proximidade entre as duas curvas.



Capitulo 5

EXEMPLOS NUMERICOS

5.1 Introdugao

Uma formulagdo numérica deve ser avaliada e principalmente confirmada
mediante a simulagcao de exemplos. Pois, transferir o modelo numérico para um
codigo computacional envolve a possibilidade da geracdo de mais erros
somados aos ja consagrados erros de maquina. Assim, € imprescindivel para a
confirmacédo da formulacdo apresentar exemplos que simulem as diferentes
situacbes que a formulagdo deva avaliar. Neste sentido, esse capitulo
apresenta alguns exemplos que demonstram a eficiéncia, a potencialidade, e
até as corregdes que devam ser feitas dentro do codigo ou da formulagao
propriamente dita.

A formulacédo apresentada nos capitulos anteriores foi implementada em
um codigo computacional usando-se o compilador Fortran do pacote da Digital
Visual Fortran versdo 6.0 para ambiente Windows. Foram empregadas rotinas
internas desse pacote denominado de IMSL (do inglés Internal Mathematics
and Statistics Library), desenvolvido por Aird et al. (1977), e também rotinas
otimizadas do pacote BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms), que tem
referéncia o trabalho de LAWSON et al. (1979).

Os exemplos, em sua grande maioria, foram extraidos de outros
trabalhos. As redes dos elementos empregados para a modelagem foram
geradas da seguinte maneira: a) a geragao dos elementos de estaca sao feitas

automaticamente, mediante o emprego de um gerador desenvolvido pelo autor;



5 — Exemplos numeéricos 110

b) para a construgcao das superficies que representam o solo e os elementos
laminares foram empregados ou o programa de geragao de malhas criado por
SOUSA JR. (1996), denominado de PEC, ou pelo emprego do gerador contido
no pacote comercial do Ansys 5.4; c) a geracao do edificio foi feita mediante o
emprego de um gerador também desenvolvido pelo autor. Destaca-se que o
gerador do programa comercial Ansys 5.4 n&o realiza - explicitamente para o
usuario - uma otimizacdo procurando o menor comprimento de banda, sendo,
portanto, inadequado seu uso como gerador para outros programas de
elementos finitos que nao realizem essa otimizagao sobre os dados gerados ou
que realizem a montagem convencional da matriz de rigidez.

E necessario salientar que a presente formulagdo é mais geral do que os
modelos empregados nos trabalhos de comparagao aqui utilizados, pois todos
eles ndo computam, no sistema algébrico final, as equacdes referentes aos
campos de deslocamentos horizontais (u e v) para o solo, uma vez que suas

formulagdes de placa ndo contemplam estes efeitos.

5.2 Lamina quadrada apoiada sobre meio semi-infinito

Este exemplo foi apresentado em PAIVA (1993) que analisa a interagao
entre a placa e o solo semi-infinito. O intuito de se colocar este exemplo é para
poder avaliar o comportamento da presente formulagcdo para a simulagdo o
problema classico de uma placa apoiada sobre o solo homogéneo em meio
infinito.

Assim, para simular o meio semi-infinito, adotou-se uma camada de
espessura de 2000m para o macigo (figura 5.1a). A rede de elementos de
contorno empregada na interface entre a Iamina/solo esta indicada na figura
5.1b, e seus parametros fisicos e geométricos sao apresentados na figura 5.1c.

Avaliou-se a interagao lamina/solo com dois tipos de valores rigidez da
lamina, denominadas de lamina intermediaria e rigida (vide figura 5.1c), e

compararam-se seus resultados de deslocamentos e de tensdes de contato nas
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regides de interface entre a lamina e o solo. Foram empregadas duas redes de
elementos de contorno para representar a regido do solo, de modo que cada
rede foi criada levando-se em conta a relacédo entre o didmetro da regiédo
discretizada do solo e o comprimento da lamina. Assim, as duas redes
apresentam as relagdes de Dsoio/Diamina=10 € Dsolo/Diamina =50 (vide figura 5.2a e
5.2b).

Para o caso da lamina rigida, aplicou-se uma for¢a concentrada no seu
centro geométrico. Os resultados de deslocamentos e tensdes verticais sao
apresentados na tabela 5.1, e demonstram uma boa concordancia com os
obtidos por outras formulag¢des. PAIVA (1993) formula o problema de modo que
o solo e a placa delgada sao representados por equagdes integrais com 0 uso
do MEC, onde o solo é modelado pela solugdo de Mindlin. MESSAFER &
COATES (1989) e MENDONCA (1997) empregam o MEC via solugao de
Mindlin para representar o meio semi-infinito, e para a placa delgada ambos
empregam o MEF. Entretanto, MESSAFER & COATES (1989) dividem a placa
em 100 elementos finitos quadrangulares do tipo ACM, enquanto MENDONCA
(1997) usa os elementos finitos triangulares DKT e HSM. GORBUNOV-
POSSADOV & SEREBRJANY (1961) obtém os resultados para este problema
analiticamente.

Pelos resultados apresentados na tabela 5.1, as menores diferengas de
deslocamentos ocorreram entre a presente formulagao, o trabalho analitico de
GORBUNOV-POSSADOV & SEREBRJANY (1961) e MESSAFER & COATES
(1989), onde a diferenca €, respectivamente, de -2,54% e 5,58%. Ja para os
resultados de tensdes de contato, as diferencas de valores com esses trabalhos
foram as maiores quando comparadas com as outras duas formulagdes: PAIVA
(1993) e MENDONCA (1997). E importante salientar que, conforme a tabela
5.1, os resultados obtidos pela presente modelagem para as duas redes se
diferenciam em torno de 2,50% para os deslocamentos, e 4,25% para as

tensdes de contato.
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Para o caso da lamina ter rigidez intermediaria, aplicou-se uma forca
distribuida uniformemente constante sobre sua area, e a figura 5.3 apresenta os
resultados de deslocamentos no eixo de referéncia “S” para as duas redes
empregadas neste exemplo, comparando-os com os obtidos por PAIVA (1993)
e MESSAFER & COATES (1989). A diferenca relativa do deslocamento central
da lamina entre a presente formulacdo, usando a rede 2, e os valores
apresentados pelos dois citados, sao de 16,04% para o trabalho de PAIVA
(1993), e de 4,25% para MESSAFER & COATES (1989). Salienta-se que essa
diferencga relativa entre os dois ultimos trabalhos € de 11,33%.

A figura 5.4 mostra os resultados de tensbes verticais da regido de
contato entre a lamina e o solo no eixo “S”. Nota-se a boa concordancia entre
os resultados entre as diferentes formulagbes, e conforme se aproxima do

centro da lamina, as diferengas vao se diminuindo.

P
Lamina rigida Dados gerais
o P=1E-3 kN . o
M v, . =015 lamina '
lamina
o tem Elémin =1,176213E9 MPa VSOI0= 0,3
S a - - Yyl —_
h=2000 Lamina intermediaria Esolo™ 0-26E3 MPa
g=1E-6 MPa
v, . =03
lamina
| 1100m | Elémina= 9,783308E7 MPa

a) b) c)
Figura 5.1 - a) esquema estrutural do modelo; b) rede usada para discretizar a lamina; c)

parametros fisicos e geométricos do conjunto Iamina/solo.
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a) Dsolo/Diamina=10

Figura 5.2 — Rede usada para discretizar a superficie livre do solo. a) Rede 1;b) Rede 2.

i) Lémina rigida

Tabela 5.1:

Valores de deslocamentos e for¢as de contato verticais para o centro da lamina.

b) Dsolo/Diamina=50

Referéncia

w+10° (m) Tensées de contato (N/m°)

Paiva (1993) - MEC-MEC
Messafer & Coates (1989)

Gorbunov- Possadov &
Serebrjany (1961)
Mendoncga (1997)- HSM-MEC

Mendonga (1997)- DKT-MEC
Presente Trabalho — Rede 1

Presente Trabalho — Rede 2

0,2160
0,2400
0,2600

0,2122
0,2124
0,2599
0,2534

0,0045
0,0038
0,0040

0,0042
0,0042
0,0047
0,0045
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ii) Ldmina intermediaria

4,0

w/g*10® (m*/N)

—+— Paiva (1993)
—[— Messafer & Coates (1989)
—/A\— Presente trabalho - Rede 1

Figura 5.3 — Deslocamentos verticais da superficie do macigo sobre o eixo S.

3,5

3,0 e

N
on
L

1

N
o
1

1

-
IS
1

1

Tensdes de contato/g

-
[=)
]

1

o
3]
1

—m— Paiva (1993)

—e— Messafer & Coates (1989)
---A-- Presente trabalho - Rede 1
---X--- Presente trabalho - Rede 2

Figura 5.4 — Forcas de superficie do contato lamina/solo sobre o eixo S.
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5.3 Camada finita com variagao linear do médulo de elasticidade

Apresenta-se neste item uma analise do solo ndo-homogéneo, linear e
isotropo, onde o intuito deste exemplo é mostrar o comportamento da
formulacdo perante a consideracdo de varias sub-regides que formardo os
diversos estratos do solo com suas respectivas propriedades fisicas para
simular o efeito de rigidez crescente linearmente, sem considerar as estacas
e/ou superestruturas.

Considera-se, entdo, a agao de forgas distribuidas uniformemente de
valor constante em uma regido circular da superficie livre do solo. A lei que
governa o moédulo de elasticidade transversal é uma funcéo linear crescente
(veja figura 5.5i), e a simulagdo dessa variagdo da rigidez do solo é feita
empregando varias sub-regides, denominadas de camadas, com espessura
constante, e para cada uma se atribui um mdédulo de rigidez constante com seu
valor obtido na sua cota média.

Os resultados apresentados pela tabela 5.2 mostram que para uma
espessura total pequena do solo - fator de espessura h/a=2 - a consideracao de
poucas camadas do solo, simulando o efeito crescente da rigidez, leva
rapidamente a resultados bem préximos aos obtidos pela semi-analitica. Ja
para o caso de uma espessura maior - h/a=8 — € necessario se empregar
muitas camadas para simular o efeito da variagao crescente da rigidez.

As diferencas relativas dos deslocamentos centrais da regido carregada
sao obtidas comparando-se os valores encontrados por esta formulagdo e os

calculados pelas expressdes semi-analiticas tiradas de BURMISTER (1945).
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l G(z) =G (0) + mz
z G(0)=0
h ' V=172

m=1/3

Figura 5.5 — i) estrato finito sob carregamento aplicado em area circular ii) rede usada para o

solo.

Tabela 5.2:
Erro porcentual dos deslocamentos centrais da superficie.

Fator de espessura h/a Camadas  Erro (%)

2 2 13,36
2 3 2,20
2 5 1,54
"""""""""""" 8 3 529
8 7 19,44
8 20 0,71
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5.4 Lamina fina sobre uma base niao-deformavel

Este problema tem o intuito de avaliar as respostas de deslocamentos e
de momentos fletores que se mobilizam quando do carregamento aplicado
sobre uma lamina quadrada em contato com o solo, no qual a base de seu
indeslocavel esta a uma profundidade de 10m da superficie. A figura 5.6 ilustra
a discretizacdo usada no modelo da lamina, as caracteristicas fisicas e
geométricas do solo homogéneo.

Os resultados da presente formulagcdo sao comparados com outros
trabalhos. Verifica-se uma grande concordancia com os valores obtidos por
RASER & WARDLE (1974) e SADECKA (2000). Os primeiros autores modelam
0 espago semi-infinito usando a técnica dos elementos de superficie (ver
WARDLE & FRASER (1974)), onde a matriz final € obtida usando-se as
técnicas de transformacdes de integral. O segundo trabalho avalia os
deslocamentos ao longo da profundidade do meio por meio de fun¢des pesos
nao lineares, e admite-se a influéncia da lamina apoiada na superficie do solo
usando o MEF.
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P }A p=0,01 MPa
Esolo= 91 MPa
N «© =0,3

AO g Vsolo
10m Elémina= 21000 MPa
h Viamina 0.15
5 c t  =0,26m

, m , lamina

h=10m

a) b) c)
s NS 5 //

d)

Figura 5.6 — a) esquema da lamina sobre meio indeformavel; b) rede de um quarto da lamina; c)

parametros fisicos e geométricos do solo e da lamina; d) rede usada para o solo.

Tabela 5.3:
Resultados de deslocamentos e momentos fletores para pontos da I&mina.
Pontos da ldmina Fraser & Wardle Kolar & Nemec Sadecka Presente
(1974) (1983) (2000) trabalho
A [Desloc. w*10™ (m)] 7,30 5,36 6,18 6,47
B [Desloc. w*107 (m)] 4,50 4,73 3,97 4,62
C [Desloc. w*10 (m)] 2,80 3,76 2,25 2,95

A [Momento My (kN/m?)] 6,20 3,09 6,58 6,22
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5.5 Lamina quadrada sobre um meio homogéneo de base rigida

Neste exemplo, a superficie livre do estrato estda sujeita a um
carregamento unitario distribuido uniformemente em uma regido quadrada (ver
figura 5.7). Os resultados de deslocamentos para o presente método sao
comparados com os obtidos com o método aproximado de Steinbrenner e com
o modelo de BURMISTER (1945).

Os valores resultantes sao listados na tabela 5.4 para varios niveis de
profundidades. Para a constru¢ao da rede discretizada, foram empregados 748
nés dos quais 441 nés e 800 elementos estéo localizados na regido central de
aplicacdo da carga, e os restantes 307 nés e 518 elementos estdo
representando a regido nao-carregada (figura 5.7b). O mddulo de elasticidade
adotado do solo tem valor de 100 MPa, e seu indice de Poisson é de 0,3.

A tabela 5.4 mostra boa concordancia entre os valores obtidos por esta
formulacdo e o modelo semi-analitico de BURMISTER (1945). Conforme
indicado por POULOS (1967), o método aproximado de Steinbrenner subestima
os valores de deslocamentos, e a medida que o plano indeslocavel se aproxima
da superficie livre do solo, os valores sao de 10% a 15% menores. Por outro
lado, a presente formulacdo demonstra que esta variacdo da cota do
indeslocavel ndo influencia nos resultados, mantendo o erro sempre abaixo de
1%.
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n=h/20
Plano com restri¢iio de deslocamentos
B e NIRRT Ry T ol

Figura 5.7 — a) estrato finito sob carregamento uniforme; b) rede usada para todo o solo

Limite do plano do
semi-espaco discretizado

a)

(esquerda) e para a regido de contato entre solo/lamina (direita).

Tabela 5.4:

Deslocamento vertical (m) do ponto A.

77:%0 Burmister  Presente trabalho

(1945) (% erro)
0,1290 0,1299 (0,7)
0,1639 0,1650 (0,7)
0,1876 0,1883 (0,4)
50 0,2026 0,2037 (0,5)

Steinbrenner
(% erro)
0,1171 (9,2)
0,1564 (4,6)
0,1845 (1,7)
0,2022 (0,2)

120
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5.6 Edificio sobre radier apoiado em um macigo nao-homogéneo

Este exemplo tem a finalidade de averiguar o efeito da variagao tanto das
propriedades do solo ao longo da profundidade quanto da posigdo da base do
indeslocavel causa sobre um edificio de multiplos andares apoiado sobre um
radier. As redes de elementos utilizadas para discretizar o solo e a lamina séo
idénticas ao exemplo anterior (ver figura 5.7a e 5.7b), uma vez que os erros
relativos obtidos para a simulagdo do maci¢co foram de 0,7% e 0,5% para,
respectivamente, as relagdes de n=1 e n=50.

Mediante a planta de um pavimento-tipo de 12 andares para fins
residenciais, as ag¢des permanentes foram calculadas conforme a norma
brasileira NBR 6118 (2000). As acbes variaveis de vento consideradas
conforme a NBR 6123 (1987), onde o edificio foi suposto localizado em Sao
Carlos, velocidade de vento Vy=42m/s, o valor topografico S foi considerado de
1,0, pois o terreno foi considerado plano, com poucas ondulagdes, e ele foi
incluido no grupo 2: edificagbes para hotéis e residéncias, com alto fator de
ocupacao. Para o fator estatistico S,, o edificio foi enquadrado na classe B e na
categoria IV. Para o fator S; foi atribuido o valor de 1,0.

Obtiveram-se, entdo, as deformacbes e os esforcos nas vigas, nos
pilares e no radier, os deslocamentos e as for¢cas de superficie (tensbes de
contato) entre o solo e o radier, e deslocamentos e tensées no dominio do
macic¢o. Na figura 5.8, sdo apresentadas as plantas da estrutura analisada, as
tabelas da geometria e das a¢des consideradas em cada elemento estrutural do
pavimento tipo. O moédulo de elasticidade adotado para o edificio tem valor de
2,5x10* MPa, e o coeficiente de Poisson para o solo é igual para todos os casos
com valor de 0,3. Para o radier adotou-se o0 mesmo modulo de elasticidade do
edificio, o coeficiente de Poisson de 0,2, a sua espessura de 0,5m, mas nao se
considerou o seu peso proprio. Os parametros da formulacédo livre usados
foramdea=15ep =0,01.
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Carga permanente

Agao de vento

Radier

I V____ Radier

R

3

[
| |
Qq L tme2om )

R Q,
Qg . Base indeslocavel Edificio de mdltiplos andares
’ Limite da superficie discretizada
do semi-espago
Caso a Caso b Caso ¢ Caso d
Eqg=Eq =Eg= 100MPa | Eq=Eqg =Eqg= 100MPa 3591: 32 EQZ:E93: 90 3/2 591:3592: EQ; 90
N=50 n=1 n=l (M =ny,=38n n=l (g=ng=348n)
a) b)
E
3 e 3 2 2 3
"® T ? T "© m@ - Carga permanente (kN/m) Acfio de vento
B1 B2 B3 Andar tipo | Cobertura Vigas Andar £ (N) | (WN) |, (KN m)
O] 7 45 3.0 B1,B18,822,B23 1 43,92 | 32,80 13.89
c B4 3,75 2,5 B2,B19 2 50,43 37,64 15,95
3 @ 8 g 3.0 2,0 B3,B20 3 53,86 40,20 17,04
o a o o 0,67 0,45 B4,B17 4 55,82 41,67 17,66
@ B5 B6 B7 _| B8 5 56,89 42,46 18,00
3 o ~ - v o 6 57,35 42,81 18,14
” B a 810 %118 3 c 9,0 6,0 B5,B7,B9,B13,B15 7 57,36 42,82 18,15
©) B9 B12 E B26,827,B30,B31 8 57,04 42,58 18,04
c g 9 g 3 5 - 9 56,45 42,14 17,86
® @ @ @ o o 9,75 6,5 B6,B14,B29,B32 10 55,65 41,54 17,61
@ B13 B14 B15_| B16 8,5 5,67 B34,B35 11 54,68 40,82 17,30
6,0 4,0 B8,B12,B16 12 53,57 39,98 16,95
c 12,0 8,0 B10,B11
- B17
¥ 5 8 g 2 5,63 3,75 B21,B24 PILARES VIGAS __| TIPO
| B18 B19 B20 10,78 7,12 B25,B28 ALAS Todas as 1
O] 5 8,25 5,5 B33,B36 demais
L 10m 40 2,67 B37,B38 B1,C1,E3,B5,C5 Bl->B4; 2
? ; . B17-B20
TIPO | PILARES (m’) | VIGAS (m’) A2,B2,C2,A3,B3,C3,A4,B4,C4 - 3
1 0,4x0,4 0,2x0,4 D2,D3,D4 - 4
2 0,2x0,6 0,2x0,3 DI1,E2,E4,D5 - 5
3 0,2x0,8 -
4 0,2x1,2 -
C) 5 0,2x0,4 - d )

Figura 5.8 — a) corte da estrutura e os casos considerados; b) planta do modelo edificio/radier;

¢) planta baixa do edificio; d) tabelas dos parametros dos elementos de barra do edificio.
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A figura 5.9 apresenta os resultados de deslocamentos transversais (w)
ao longo do eixo x; do radier, corte AA da figura 5.8b, ja considerando a
interagcdo solo/radier/edificio para os quatro tipos de casos indicados na figura
5.8a. Como era de se esperar, os deslocamentos mobilizados pela configuragao
do caso b deram menores. Na figura 5.10 é mostrada a distribuicdo de
deslocamentos ao longo do radier para o caso b, e se pode evidenciar o seu
comportamento radialmente simétrico, derivado pela redistribuicdo feita pelo
radier das agbes do edificio sobre o solo, e esse mesmo comportamento é
verificado para os demais casos.

As figuras 5.11 e 5.12 apresentam os diagramas de momentos fletores
My e My, de todo o radier para o caso b, onde & possivel se notar que os
maiores valores recaem sobre os pontos onde os pilares estdo conectados ao
radier. O valor maximo dessas solicitagdes, caso se queira dimensionar o radier
como uma laje de concreto armado convencional, leva ao dominio 2 com taxa

de armadura de 0,33%, onde a taxa minima & de 0,10%.

0,00 - . :
5. f
17 o ; : ; A
‘XO\ R= : : o ,
4 X O = : 3 O
—_ : o O\ : a. : . o $ :
E | \ ~ g : i ey
15,0010 4 8\ O D W QT ond /o"' o
g | & Do . BebentT oL e )
c 1 \O /
(0] : \ : \O : o}
2 ‘ B - e i
@ ; 4 %~o—q 09 |
S 7,50X107 o g R
g : : : w=0,73cm: v
: : \g‘\ : w=/},04cm <> o—cC
1,00x10° - j 0\5‘1&, e ,4&}0/3 0 Casob
] <>\<>§<> j —O—Casoc
‘ ‘ | w=11cﬁ & Caso d
1,25x10% = T T T T " J ' y
10 5 0 5 10

Figura 5.9 — Deslocamentos verticais ao longo do corte AA.
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Deslocamento vertical {m)

1000 1 1 1 1 1 1 1 1
B 00 _
& 00 ~
5 5E-003
+00- - 50E-003
4 5E-003
200 i 40E-003
3 6E-003
onoH —
30E-003
2004 L 7 6E-003
2 0E-003
-+00- - 1.5E-003
10E-003
=80T B 5DE-DO4
-2 004 ~
- 1000 T T T T T T T T T
=10 00 =500 -5 00 -+00 =200 ooo 200 +00 600 &.00 1000

Figura 5.10 — Deslocamentos verticais no radier para o caso b.

M, (MNm/m)
10 Il Il Il
8, |-
N 0.02
0.00
4, |-
-0.02
2- - -0.04
-0.06
0, |
-0.08
2 i -0.10
n | 0.12
0.14
-6 L
0.16
-8 -
'10 T T T T

0 8 6 -4 =2 0 2 4 6 8 10
Figura 5.11 — Momentos fletores M,4 sobre todo o radier para o caso b.
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M (MNm/m)
22
10 ‘
8, |
6 L —0.02
- -0.00
4 | F-0.02
L -0.04
2 [ | -0.06
ol | L 008
T -0.10
2] L -0.12
—— - -0.14
-4 F -0.16
-0.18
6 " - 0.20
L & -
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Figura 5.12 — Momentos fletores M2, sobre todo o radier para o caso b.

A figura 5.13 apresenta a distribuicdo das tensdes verticais de contato
entre o radier e o solo, onde é possivel se verificar que os valores sdo, em
média, em torno de 0,06 MPa. Conforme as recomendagdes da norma de
projeto e execucdo de fundagdes, NBR 6122 (1996), as pressdes admissiveis
para fundacgdes superficiais dependem da classe em que o solo se enquadra.
Para o caso do solo ser uma areia medianamente compacta, este valor é de 0,2
MPa, entdo se obtém um coeficiente de seguranca de 3,3, onde a norma
recomenda um valor nunca menor que 3.

As figuras 5.14 e 5.15 apresentam, respectivamente, os valores de
tensbes e de deslocamentos na diregao vertical do caso ¢ para o corte BB. Na
figura 5.14 é possivel notar como a distribuicao de tensdes ocorre ao longo da
espessura do meio, e para este caso onde o plano indeslocavel esta localizada

a uma distancia igual ao tamanho do radier, essas tensdes ndo se anularam
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ainda no plano indeformavel, podendo se prever que elas se anulem a distancia

de duas vezes o tamanho do radier.

Tenzdes de contato entre zolofradier (MFa)

10 00

e

00 -

. L - 0.10

- 0.08
+m7 B - 0.06

- 0.04
Z o0+ -

- 0.0z
0.0 - | oo

- -0.02
-2 .00 -

- _0.04
. L | o008

-0.08
-5 100 -

010

-l T T T T s

T T T T T
-1o000 =00 -5 00 =400 =200 [rfs] z00 .00 =00 200 1000

Figura 5.13 — Tensbes de contato (c33) na regido comum ao radier e ao solo para o caso b.

Na tabela 5.5 sao apresentados os valores das forcas normais de todos
os pilares do andar térreo do edificio, e na tabela 5.6 avaliam-se as
porcentagens absolvidas pelos pilares de canto, de extremidade e
intermediarios dos cinco casos estudados. Quando a deformabilidade do solo é
considerada, os pilares intermediarios ficam menos sobrecarregados, assim ha
uma redistribuicdo de esfor¢cos mais uniforme, isto porque a mobilizagdo do
sistema solo/radier/edificio ocorre de maneira conjunta, o que difere da analise
do edificio apoiado em radier indeformavel quando n&do se considera esta
deformabilidade do solo. Além disso, as variagbes dos valores das forgas
normais quando se considera ou ndo a deformabilidade do solo chegaram a

diferencas de mais de 20% para alguns pilares.
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Figura 5.14 — Distribuigdo de tensdes verticais (o33) no solo ao longo do corte BB para o caso c.
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7.5E-003
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5.5E-003

4.5E-003

3.5E-003

2.5E-003

1.5E-003

5.0E-004

-5.0E-004

Figura 5.15 — Distribuicao de deslocamentos (u3) no solo ao longo do corte BB para o caso c.
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A figura 5.16 mostra os deslocamentos na direcéo x4 e x, do nd mestre
do edificio, ponto A, para os casos de base indeformada e para o caso b,
mostrando que a consideragao da compressibilidade do macigco leva a maiores
deslocamentos deste e, assim, tornando-se a analise do sistema
solo/radier/edificio também importante para a verificagdo do efeito de segunda
ordem do edificio.

A figura 5.17 apresenta a distribuicdo de momentos fletores ao longo do
pilar A3 para o segundo e terceiro andar, e para a viga B9. Mostra-se, entéo,
esses valores para o caso em que nao se considera a deformabilidade do solo
€ para o caso ¢, ou seja, a variagao crescente da rigidez do macigo. Com isso,
verifica-se que a influéncia da deformabilidade no sistema é importante,
principalmente para os esforgos mobilizados devido ao peso préprio, onde as
diferengas relativas entre os casos foram de até 202%. As diferengcas dos
esforcos devido ao efeito de vento n&o ultrapassaram valores de 10% para

estes elementos reticulares.

Tabela 5.5:
Forgas normais (MN) nos pilares do andar térreo para os varios casos de rigidez do solo. Sinal

positivo indica compressao nos pilares.

Pilar Caso a Caso b Casoc Caso d Solo
indeformavel
Al 0,0687 0,0661 0,1139 0,0896 0,0359
B1 0,3021 0,3024 0,3222 0,3694 0,2875
C1 0,2172 0,2188 0,2314 0,1668 0,1997
D1 0,3074 0,3103 0,3593 0,4183 0,2390
A2 0,1369 0,1402 0,1475 0,0563 0,1017
B2 0,4670 0,4666 0,4330 0,4457 0,5153
C2 0,3726 0,3709 0,3279 0,2990 0,4219
D2 0,6253 0,6176 0,6090 0,6187 0,6756
E2 0,4473 0,4512 0,517 0,5258 0,3363
A3 0,1886 0,1894 0,2021 0,2001 0,1509
B3 0,5477 0,5449 0,5116 0,5142 0,6205
C3 0,3983 0,3998 0,3301 0,3452 0,4821
D3 0,4224 0,4257 0,3028 0,3410 0,5933
E3 0,6225 0,6246 0,6732 0,6605 0,5366
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A4 0,1911 0,1912 0,2034 0,2944 0,1366
B4 0,5671 0,5669 0,5024 0,5072 0,6420
C4 0,4744 0,4743 0,3827 0,4445 0,5762
D4 0,8172 0,8127 0,7408 0,7661 0,9707
E4 0,6223 0,6230 0,6917 0,6431 0,4993
A5 0,3087 0,303 0,3868 0,3816 0,2404
B5 0,5094 0,5096 0,5364 0,4756 0,4790
C5 0,4279 0,4309 0,4471 0,5023 0,3968
D5 0,5658 0,5672 0,6355 0,5424 0,4703
Tabela 5.6:
Porcentagem das forgas normais distribuidas nos pilares de extremidade, intermediario e de
canto.
Tipo de pilar Caso a Casob Casoc Casod Solo
indeformavel
Canto 13% 13% 16% 15% 10%
Extremidade 38% 38% 41% 40% 33%
Intermediario 49% 49% 43% 45% 57%
i [/
0 [ ] : O
Ao
AR
o / i
/ /
—O— Direg&o x, - Caso b
—DO— Direg&o x, - Caso b
—@— Direc&o x, - Base rigida
—Ml— Direg&o x, - Base rigida
0 I T I I I 1
0,0 1,0x10? 2,0x10? 3,010 4,0x10? 5,0x10>

Figura 5.16 — Curva deslocamentos horizontais (metros) versus andares do n6 mestre do

edificio para o caso b.
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Solo indeformavel Coaso ¢
) peso proprio D peso proprio
i efeito de vento i efeito de vento

Se N sz 16,9

36,4
/ 14,5\ \ A%'S
! 34 ~

Viga B9 \ : Viga B9

2" andar 2’ andar

Figura 5.17 — Distribuicdo de momentos fletores (kNem) para um pilar ao longo de dois andares

e de uma viga em comum a eles.
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5.7 Uma estaca no meio finito homogéneo

Este exemplo foi extraido de OTTAVIANI (1975), que analisa as
respostas de deslocamentos e de tensbes de contato entre a estaca e o solo
empregando o MEF com elementos tridimensionais. Para avaliar este problema,
o autor discretiza uma regidao prismatica de modo que a superficie lateral —
regido considerada nao perturbavel - esta localizada a uma distancia de 13m do
centro da estaca. Ele emprega uma rede com 3300 nés e 2700 elementos
finitos do tipo “brick” formado por 8 nds.

O exemplo tem objetivo de comparar os resultados do autor citado com
os obtidos pela presente formulagao. Avalia-se, entdo, o efeito que as diferentes
profundidades entre a base rigida e o final da estaca tem sobre o conjunto
estaca/solo. Além disso, analisa-se, também, a influéncia que a relagao de
rigidez entre estaca/solo (A=Eestaca/Esolo) Causa no conjunto.

A figura 5.18 apresenta a configuragédo do problema e os valores fisicos e
geométricos dos materiais envolvidos. As figuras 5.18c indicam as redes
empregadas para discretizar o sistema estaca/solo. Neste caso, avaliaram-se
as respostas para a variagao da relagédo entre o didametro da regido discretizada
para o solo e o diametro da estaca. Para a combinacéo de redes mais densa do
solo e da estaca, redes ¢c1 com d1, o numero total de nés gerados foram de 571
e de elementos de 820. E a discretizagdo menos refinada foi o emprego das
redes c3 e d3, com 186 nds e 274 elementos triangulares planos.

A figura 5.19 apresenta os valores de forga de contato cisalhante entre a
estaca e solo na direcdo paralela ao eixo da estaca, para diferentes
combinacdes de espessura de camada do solo e diferentes relagdes de
rigidezes entre os dois meios. Nota-se que a influéncia da posi¢do do plano
indeslocavel causa pouca variacdo dos resultados de forcas de contato na
regido de contato entre estaca/solo, por outro lado, a relagéo entre a rigidez da
estaca e do solo é bem mais significativo na distribuicdo dessas forgas no fuste.

A figura 5.20 compara as respostas de deslocamentos entre as duas

formulacdes, para as diferentes combinagdes entre espessura e relacdo de
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rigidez. As diferencas entre as duas formulagdes ficaram em torno de 5% para
os pontos ao longo do fuste, demonstrando que a presente formulagcéo é
consistente.

As figuras 5.21 e 5.22 apresentam as respostas ao longo do fuste de,
respectivamente, deslocamentos e forcas de contato ambos na direcao paralela
ao eixo da estaca. Estes resultados sdo plotados para as 3 diferentes redes
discretizada para o solo mantendo-se a rede d1 para a estaca . Para os
deslocamentos - figura 5.21 - mostra-se que para a relagcédo entre os diametros
de 10 e 50, os valores estdo bem préximos: erros de menos de 1%; e estes
divergem dos obtidos para o caso da relagcdo ser de 500 em torno de 2,43% e
4,62% para os pontos, respectivamente, de topo e de base da estaca.

Para o caso das forgas de contato cisalhante, nota-se, pela figura 5.22,
que as relacdes de didmetro 500 e 50 levam a configuragbes muito proximas, e
uma pequena alteragdo para o caso da rede c3.

As figuras 5.23 e 5.24 apresentam também os deslocamentos e as forgas
de contato, também na direcdo paralela da estaca, mas agora variando o
refinamento da rede dos elementos de contorno para a estaca, comparando-se
as redes d2 e d3 com a rede d1. Para o caso dos deslocamentos, foi
averiguada uma diferenca de 6,84% para os pontos de topo, e de 12,15% para
os de base da estaca quando se emprega a rede d2, e para a rede d3, essas
diferencas ficaram em 41,46% e 69,81% (vide figura 5.23).

A figura 5.24 apresenta as respostas de forgas de contato cisalhantes
paras essas diferentes discretizacdes da estaca. Neste caso, as variacdes entre
as densidades de elementos usadas influenciam, principalmente, para as
tensdes de ponta da estaca, chegando-se a inverter o sentido da reagdo dessas
tensdes.

Em suma, a variagao da relagéo entre os diametros estaca/solo € menos
significativa do que a consideragdo de uma discretizagdo melhor para os

elementos de fundacao.



5 — Exemplos numeéricos 133

|
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Esolo= variavel E=2,0e5 kNt
= oto = Vv _ =cte.=0z2
\Y olo cte. =0,45
Diametro=1m
L=E_/E
H/L = variavel
3=ED__. wP

01) Dsolo/ Destaca=500 C2) DSOIO/ Destaca=50 C3) Dsolo/ Destaca=10

L. e
d1) 56 divisdes: d2) 10 divisdes: d3}) 4 divisdes: )

456 elementos 88 elementos 40 elementos

Figura 5.18 — a) estaca sobre forga vertical em meio indeslocavel; b) perspectiva da
discretizagdo empregada; c) redes usadas para simular a superficie livre do solo; d) redes

usadas para representar a estaca; €) uma perspectiva da rede da estaca.
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Figura 5.19 — Forgas de contato cisalhante entre estaca/solo para diversos A e H/L, para a rede

ifiv.
3 O+ L=40 H/L=infinito - Presente trabalho i 8
105 —O—L=40HIL=4  -Presentetrabaln0  |.......coccooiiiiiiiiieiiis b Q)

—A—L=40 H/L=1,5 - Presente trabalho
—O—L=40 HL=4 - OTTAVIANI(1975)
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»(E._ JE

estaca solo)

Figura 5.20 — Deslocamentos verticais das estacas para diversos A e H/L, para a rede i/iv.
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Figura 5.21 — Deslocamentos da estaca para os 3 tipos de redes do solo, empregando a rede iv,

Profundidade do fuste (m)

H/L=1,5 e A=1000.
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Figura 5.22 — Forgas de contato cisalhante entre estaca/solo para os 3 tipos de redes,

empregando a rede iv, H/L=1,5 e A=1000.
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Figura 5.23 — Deslocamentos da estaca com os 3 tipos de redes do solo, empregando as 3
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redes da estaca, para H/L=1,5 e A=1000.
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Figura 5.24 — Forgas de contato cisalhante entre estaca/solo para os 3 tipos de redes,

empregando as 3 redes da estaca, para H/L=1,5 e A=1000.
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5.8 Uma estaca no meio finito ndo-homogéneo

O exemplo apresenta a distribuicdo de deslocamentos e de tensdes
verticais ao longo do fuste da estaca, a qual esta imersa em um meio nao-
homogéneo. Assim, emprega-se a rede de elementos para discretizagdo do
solo e da estaca usada no exemplo anterior, figura 5.18. Para o solo é utilizada
a rede c2 e para a estaca a rede d1. A figura 5.25 apresenta a configuragéo do
problema analisado, os valores das variaveis envolvidos e o0s casos

considerados para a consideragao da nao homogeneidade do macico.

i p=100 kN
a3 . < . “ 4 < L=40m
< a a . < 4 R
’ 40, P ’ E....=2,0e5 kN/m’
a s 9 < i) < 4 94
: N Vesiaca= 0’25
H \%2 Diametro =1 m
R .. T, et e e H/L=1,5
h Lo . ) ;.Af ;A'A : 93 A P R :A‘A.AA Esmo=200kN/m2
‘ : e - ‘ e ’ v,= 0,45
4 Dsoto S
Caso a Caso b Caso ¢ Caso d
Q, E,v E,v E,v E,v
Q, E,v 0,5E,v 2E,v SE,v
Q, E,v 0,25E,v 3E,v 25E,v

Figura 5.25 — Estaca sujeita a forga vertical em meio ndo-homogéneo e configuragbes do

macico.

A figura 5.26 compara as forgas cisalhantes verticais de contato entre o
macigo e a estaca, quando essa ultima esta imersa totalmente em uma regiao
do solo, ou quando se divide essa regido em duas camadas, assim tem-se um
macico com trés camadas ao todo. E mantido o médulo de elasticidade
constante para todo o meio, de maneira que as duas situagbes simuladas
devem tender aos mesmos valores. Isso foi feito para verificar a consisténcia da
formulagdo quando se estratifica o solo com a presenga de fundagdo. Nota-se

que as diferentes representacbes do mesmo problema levam a uma mesma
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resposta de forgas, ressaltando que na regidao de contato entre os dois meios,
ha uma pequena oscilagdo nos valores dessas tensdes. Entretanto, € fato que
essa perturbacdo € muito pequena e, principalmente, ndo afeta o
comportamento dos valores ao longo do fuste. Foi notado que quando se
empregou a rede c3 para representar o solo, essa oscilagao foi bem marcante
e, a medida que foram sendo utilizados as redes c2 e c3, essa perturbacéao foi
se atenuando. Para o caso dos deslocamentos, o emprego dessas diferentes
simulagdes ndo causou estes pequenos saltos proximos a regido de contato
entre as duas sub-regides. Para o emprego da rede c1 com a rede d1, a
diferenca de deslocamentos do topo da estaca usando uma ou duas regides foi
de 0,34%.

As figuras 5.27 e 5.28 apresentam os resultados ao longo do fuste de
deslocamentos e forgas de contato cisalhante verticais para os quatro tipos de
combinagdes de rigidez para o0 macigo.

Pela figura 5.27, nota-se que realmente os deslocamentos verticais
apresentam um comportamento continuo ao longo das diferentes sub-regides.
As diferencgas relativas de deslocamentos de topo entre o caso a e os demais
casos sao de: -27,35% para o caso b, 46,00% para o caso c, e de —48,15%
para o caso d.

A figura 5.28 apresenta os graficos para as forgas de contato verticais
entre estaca/solo, e é possivel verificar uma expressiva diferenca entre as
varias situag¢des, onde para o caso a os valores ficam constantes em torno de
0,6 kN/m?. Para os demais casos, os valores se elevam nas regides de maior
rigidez e se mantém constante dentro desta. Nota-se que a variacdo dos
valores existentes entre uma camada e outra, para um mesmo caso, € em torno
de 100%. Para os pontos préximos a ponta, estes valores sao mais elevados
para os casos onde a rigidez do solo em contato com a ponta da estaca é
maior. As moderadas diferencas obtidas entre os valores de deslocamentos e
de forcas de contato verticais para estes diferentes casos demonstram que a

consideragdo do macico de forma mais proxima de seu natural, ou seja,



5 — Exemplos numeéricos 139

mediante a inclusdo dessa heterogeneidade, € uma condi¢cao obrigatoria para a
analise mais criteriosa de um projeto que envolva a interagao

solo/fundagao/superestrutura.

[ [ I
-0 solo  estaca
o
g 109 . e
Q
= E
2
o
° .
8 20 ﬁ . O N
E B : E E
'-g /37777777 777777
2 a) b)
e
o
e
A E— — B — — T - 1
0 1 2 3 4

Forgas de contato cisalhantes (kN/mZ)

Figura 5.26 — Forgas de contato verticais entre estaca/solo para diferentes estratificacdes.

0,0 50x10°  1,0x10°  1,5x10° 20x10° 25x10° 30x10° 35x10° 4,0x10° 4,5x10°

INar /-

Profundidade do fuste (m)
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—A—Casoc
—=—Casod

40 1 I T I'I'I T T T T T I T T T 1
0,0 50x10°  1,0x10°  1,5x10°  2,0x10° 2,5x10° 3,0x10° 35x10°  4,0x10°  4,5x10°

Deslocamento vertical (m)

Figura 5.27 — Deslocamentos verticais na estaca para 4 casos de rigidez do solo.
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—=—Caso a
—o—Casob
—4A—Casoc
—a—Casod

Profundidade do fuste (m)

Forgas de contato cisalhantes (kN/mz)

Figura 5.28 — Forcas de contato cisalhantes verticais entre estaca/solo para 4 casos de rigidez

do solo.

5.9 Lamina quadrada apoiada sobre nove estacas

Este exemplo, também retirado de Ottaviani (1975), apresenta uma
ldamina em contato com o meio finito com nove estacas distribuidas conforme
figuras 5.29 e 5.30. Na figura 5.29 s&do mostradas as posi¢cdes das estacas e do
plano indeslocavel e as caracteristicas fisicas e geométricas da lamina, das
estacas e do solo.

A figura 5.31 mostra os deslocamentos da superficie do solo ao longo do
corte AB ocorridos quando se aplica uma forga distribuida uniformemente
constante em sua superficie quadrada. O moédulo de rigidez da lamina é variado
para se verificar o comportamento desses deslocamentos. Assim, cinco casos
do modulo de Young da lamina s&do avaliados, e nota-se que quando o
quociente entre o modulo da ldmina e do solo estd acima de 10° o

comportamento da lamina € de uma estrutura rigida.
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As figuras 5.32 e 5.33 apresentam resultados de deslocamentos e forgas
de contato paralelo ao eixo das estacas, sem a consideracédo da |lamina sobre o
maci¢o. As estacas sao mobilizadas via forgas concentradas com valores de
100 kN. No gréfico da figura 5.33, vé-se a distribuicdo das forcas de contato
para as estacas 3, 5 e 7, mostrando que os resultados obtidos nas estacas 3 e
7 sao simétricos . A figura 5.32 plota os valores de deslocamentos ao longo do
fuste para essas trés estacas, e para a estaca 5 sdo comparados os valores de
topo e base com os apresentados em OTTAVIANI (1975), e as diferengas
ficaram em torno de 10%. Os resultados de deslocamentos retirados em
OTTAVIANI (1975) s&o dados apenas para o topo e a base, sendo entédo
ligados por uma funcgao linear ao longo do fuste.
Solo:

E= 2,52 kN/m?
vs = cte = 0,45

Estacas:
E= 2,0e5 kN/m®
Vestacas = Cte = 0,25

20m Lamina:
E. = variavel
H = 30 m VL= 0,25
t=0,25m
I—I{amina= 13 m
M g =5,0 kN/m?

Parametros da

formulagao livre:
v

A A i i S W A A G A A G G G S o
-¢ B

450

1,5
0,01

Figura 5.29 — Representagao da lamina sobre macigo homogéneo estaqueado apoiado em

meio indeslocavel, e seus paradmetros fisicos e geométricos.
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Figura 5.30 — Redes usadas para discretizar a lamina, as estacas e a superficie do solo.
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Deslocamentos u, (m)

Deslocamentos (m)
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v =265 KN/m?
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Figura 5.31 — Deslocamentos da superficie de contato lamina/solo/estaca.
5,5x10" 6,0x10" 6,5x10" 7,0x10" 7,5x10" 8,0x10™
0 e / ]
4
N 6_
8_
10
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14 - A B, -,
16_ '””7v7Estaca3
T : —-— Estaca 5
18 < / Estaca 7
] : —A— Estaca 5 de OTTAVIANI(1975)|
5,5x10 6,0x10 6,5x10" 7,0x10" 7,5x10" 8,0x10"

Figura 5.32 — Deslocamentos das estacas ao longo do fuste sem lamina.
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P P P=100 kN
l Corte AB

—A— Estaca 3
" ’|-o—Estaca 5
- — Estaca 7

" Bstacd3 Estaca5 Estgca7 T

L

14 o

Cota da estaca (m)

0 2 4 6 8 10
Figura 5.33 — Forgas de contato cisalhantes entre solo/estaca sem lamina.

5.10 Cobertura apoiada em “radier” com e sem estacas

Este exemplo tem o intuito de comparar os resultados obtidos em uma
cobertura para duas situagbes: i) quando se varia a posicdo do plano
indeslocavel sem a inclusdo de estacas, e ii) quando se varia a posi¢gao do
plano indeslocavel com a inclusdo das estacas. A figura 5.34 apresenta a
configuragéo e os parametros fisicos e geométricos necessarios do problema.

Para o primeiro caso, variou-se as espessuras da camada deformavel do
solo de forma a se verificar essa influéncia na cobertura. Assim, a figura 5.35
apresenta os valores de deslocamentos da superestrutura obtidos ao longo de
um corte paralelo ao eixo X;, onde as forcas concentradas aplicadas na
cobertura possuem valores de P = 30 kN (total de 120kN). A espessura do solo
com o mesmo tamanho que a lamina (n=1) demonstra ser o ponto determinante
para se considerar a deformabilidade do macico para a analise de recalques da
cobertura (vide figura 5.35). Pois, para os casos onde se aplicam os fatores de

espessura zero (n=0) e um (n=1), os valores de deslocamento do centro da
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cobertura sdo de, respectivamente, 0,73mm e 2,39mm, e quando se considera
o fator de espessura de valor dois (n=2), o deslocamento se eleva para
22,64mm. A partir dessa espessura, este valor cresce de maneira lenta, de
modo que, no limite superior, quando o meio esta apoiado sobre o plano
indeslocavel a distancias infinitas (n=«), este valor é de 29,95mm.

Para o caso de se considerar a cobertura apoiada sobre o radier
estaqueado, empregou-se este mesmo exemplo, mudando-se os valores das
forcas concentradas, passando essas para P=10kN (total de 40kN), a
espessura do solo é de 30m (n=2,31), e as estacas tém comprimento de 20m.
Assim, na figura 5.36 plota-se os valores de deslocamentos mobilizados quando
da aplicagédo dessas forgas concentradas na regido central da cobertura,

quando se considera ou nao a compressibilidade do solo.

g

E  =25e2kN/m?
solo

\éolo =cte. = 0,45
Estacas Lémina
) 2 E=2,0e7 kNini | E=2,0e7 kN7
///////}’I//% v=cte.=0,25| v=cte.=0,25
{//7/// A t=0,25m
Z Pérametros da
form. livre L=13m
a=1,2
3=0,001

Figura 5.34 — Representagao da cobertura sobre macigco homogéneo estaqueado. Rede

empregada para o solo idem a figura 5.22.
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Corte paralelo ao eixo X, ao longo da cobertura.

Figura 5.35 — Deslocamento vertical na segéo da cobertura paralelo ao eixo X; para diferentes
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Figura 5.36 — Deslocamentos da cobertura no corte CD considerando diversas espessuras do

radier, com o solo estaqueado.




Capitulo 6

PARALELISMO E RESOLUGAO DE SISTEMAS ESPARSOS

6.1 Introducgao

Este topico tem o intuito de apresentar sucintamente duas ferramentas
numéricas que foram empregadas para agilizar a analise numérica. Como os
modelos numéricos no campo da mecanica computacional tém se tornando
muito complexos, em virtude do avango dos componentes eletrénicos ligados
aos computadores, torna-se imperativo o uso dessas ferramentas para que as
solugdes sejam obtidas em tempos menores.

Neste sentido, no item 6.2 é desenvolvido um texto que trata da
aplicagao do processamento paralelo no campo da analise numérica. Este texto
aborda o assunto de maneira bem direta e breve, sendo que nos trabalhos de
ALMEIDA & PAIVA (2000), ALMEIDA (1999) e TOPPING & KHAN (1996) esse
assunto é tratado de forma mais geral e didatica.

O item 6.3 aborda o tema da resolucdo de sistemas esparsos.
Comentam-se, entdo, as vantagens e as desvantagens de se empregar o0s
meétodos diretos e iterativos para este tipo especial de matriz. No final, mostra-
se um exemplo numérico onde se empregam essas duas diferentes técnicas de

resolucao de sistemas.
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6.2 Computacao distribuida

Computagdo distribuida é o processo no qual um conjunto de
computadores sdo conectados por uma rede e usados coletivamente para
solucionar um problema extenso. Para o caso de se usar computadores
individuais com suas préoprias memorias, estes sistemas sdo chamados de
multicomputadores.

Os ultimos anos tém testemunhado um avanco da aceitacéo e adocéo do
processamento paralelo, ambos para a computagdo cientifica de alta
performance e para as aplicagdes em “propdsitos genéricos” - resultado da
exigéncia para mais alta performance, mais baixo custo e produtividade
sustentada. A mecéanica computacional foi um meio em que esta ferramenta se
mostrou bastante eficiente e pratica para a andlise de grandes sistemas
mecanicos via os meétodos numericos.

Pois, cada vez mais, os problemas estdo sendo analisados
detalhadamente para permitir uma melhor simulagao do real comportamento do
material e também a simulagdo dos parametros do modelo e a respectiva
analise de suas respostas. Isso tem exigido a geragcao de complexos modelos
numeéricos que avaliem grandes quantidades de dados e que exijam grande
tempo de execucao.

No contexto histérico, a partir do inicio da década de 60, os algoritmos
numéricos comegaram a ser desenvolvidos de forma a serem aplicados nao
somente em maquinas de arquiteturas sequenciais, mas também em paralelas.
A comunidade cientifica e a engenharia se dedicaram ao estudo e a
implementacdo de novos procedimentos para explorar estas novas arquiteturas.
Citam-se os trabalhos de CARROLL & WETHERALD (1967) e LEHMAN (1966),
que fizeram um estudo inicial do uso dessas técnicas para tais maquinas.

Na metade da década de 70, trabalhos mais aplicados a engenharia
foram desenvolvidos, como o estudo pioneiro realizado por MIRANKER (1971),

sobre algoritmos, na analise numérica em computagao paralela, estudos estes
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de otimizagdo matematica, encontro de raizes, equacgdes diferenciais e solugao
de sistemas lineares.

Apods este trabalho, o avanco nas aplicagdes - mediante principalmente o
uso do método dos elementos finitos - comecou a ser feito mais comumente
explorando os novos paradigmas computacionais de forma a resolver seus
problemas em processamento distribuido. Estes os trabalhos utilizaram os
novos paradigmas: NOOR & HARTLEY (1978), NOOR & LAMBIOTTE (1979),
ZOIS (1988a e 1988b), LAW (1986), BARRAGY & CAREY (1988), NOOR &
PETERS (1989), GROSSO & RIGHETTI (1988) JOHNSSON & MATHUR
(1990), ADELI & KAMAL (1992), FARHAT & ROUX (1991), SAXENA &
PERUCCHIO (1992) RAO et al. (1993), LAW & MACKAY (1993), SCHMIT &
LAI (1994), BITZARAKIS et al. (1997) CHEN & BYREDDY (1997).

Para a analise numérica em processamento distribuido de um problema
mecanico usando-se um método discreto qualquer —Método das Diferencgas
finitas (MDF), Métodos dos Elementos Finitos (MEF) ou Método dos Elementos
de Contorno (MEC) —, é necessario aplicar uma das duas diferentes estratégias:
i) a subdivisdo da geometria do modelo em subdominios. Cada subdominio é
montado em um computador independentemente e trocam-se instrugdes entre
os processadores para conectar as diferentes partes do mesmo problema. Esta
técnica é descrita como decomposi¢do em dominio com abordagem explicita;

ii) a resolugcédo do sistema é montada e resolvida em paralelo, sem levar em
conta a geometria do problema fisico. Esta estratégia € denominada de
decomposi¢cdo em dominio implicita.

A técnica da abordagem explicita € um procedimento que exige o uso de
um algoritmo adequado para a divisdo da geometria do problema fisico de
modo a garantir um equilibrado balanceamento de parametros dentro de cada
subdominio. O estudo desses algoritmos pode ser encontrado em SUN &
CHIEN (1994), WALSHAW et al. (1995), KARYPIS & KUMAR (1995) e
TOPPING & KHAN (1996).
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Por outro lado, a aplicagdo da técnica da decomposi¢cdo em dominio
implicito ndo exige algoritmos de divisdo de dominio, sendo que o principal
enfoque dado para se explorar o paralelismo é no uso de um método de
resolugao de sistemas lineares que se ajuste a esta nova arquitetura.

Independentemente da técnica empregada para a montagem do
problema, a resolugao do sistema linear € o principal “gargalo” enfrentado para
se obter mais alta performance em computacido distribuida. Neste contexto,
duas linhas de pesquisas focam o problema. Os grupos que aplicam os
meétodos diretos em processamento concorrente, onde podem-se citar os
trabalhos de ZOIS (1988a e 1988b), ADELI & KAMAL (1992), RAO et al. (1993),
LAW & MACKAY (1993), TOPPING & KHAN (1996) e JIANG et al. (1997).

E, por outro lado, os pesquisadores que empregam os métodos
iterativos: CUMINATO & MENEGUETTE (1998), GROSSO & RIGHETTI (1988),
LAW (1986), BITZARAKIS et al. (1997), BATHE (1982), DEMMEL (1993) e
CIMERMAN (1996).

Para um melhor entendimento das vantagens e desvantagens da
aplicagdo de um ou outro método de resolugdo de sistemas, ver ALMEIDA
(1999).

6.2.1 Decomposi¢cao em dominio com abordagem explicita

A técnica da decomposi¢ao em dominio explicita pode ser descrita como
dividir e conquistar, pois sao algoritmos que objetivam a divisdo do problema
em uma série de subproblemas que sdo montados independentemente em
cada computador e analisados em conjunto mediante os empregos das
igualdades de fronteira entre as interfaces comuns dos subdominios. Esta
estratégia tem sido amplamente utilizada por muitos pesquisadores: FARHAT &
ROUX (1991), SAXENA & PERUCCHIO (1992), BITZARAKIS et al. (1997) e
ADELI & KAMAL (1992).

Para se empregar esta técnica, é preciso destacar que as divisbes dos

diversos subdominios ndo devem ser feitas aleatoriamente. Pois, como cada



6 - Paralelismo e resolugdo de sistemas esparsos 151

conjunto de subdominios vai estar localizado em um determinado computador,
nada impede que em cada um destes haja uma maior quantidade de graus de
liberdade do que em outro processador, acarretando uma divisdo da carga de
trabalho desigual e, assim, o surgimento de tempo ocioso e comprometimento
do desempenho do processamento distribuido.

Outro critério também importante para a melhor utilizagdo da técnica de
decomposicdo em dominio explicita € gerar o menor numero possivel de nds na
interface, para que a comunicagao entre os processadores seja minima.

Assim, € comum o0 emprego das conhecidas técnicas de subestruturagao
(ver PRZEMIENIECKI (1962)). O procedimento para esta otimizagdo consiste
em fazer com que as variaveis internas de cada subdominio sejam escritas em
termos das incégnitas das interfaces de seu respectivo subdominio. Resolve-se,
entdo, o sistema particionado entre os processadores apenas com Os
paradmetros associados ao contorno, fazendo as trocas de mensagens
necessarias entre os processos. Finalmente, para cada processador com posse
dos deslocamentos das interfaces de seu respectivo subdominio, calculam-se

seus parametros internos.

e Subdominios: 4, Q, Qg;

e Condensando valores para
T € Top3;

o Resolvendo problema de interface;
e Retornando em cada sub-regido

para calculo seus de valores.

Figura 6.1 — Esquema simplificado da técnica da decomposi¢gdo em dominio.

A subestruturagdo traz a vantagem de eliminar todos os graus de
liberdade internos de cada subdominio, o que diminui o numero de variaveis

para trocas entre os diversos processadores e, também, para se resolver o
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sistema linear, uma vez que a ordem de operagdes envolvidas nesta fase é

O(%n’), onde n simboliza a dimensado da matriz final.

6.2.2 Método da rigidez sucessiva aplicada em processamento distribuido

A estratégia adotada neste trabalho € a da utilizacdo da técnica da
decomposicdo em dominio explicita com subestruturacdo. O procedimento
apresentado no capitulo 3 para se avaliar a ndo-homogeneidade do solo
enrijecido com elemento de fundacédo, chamado de “rigidez sucessiva”, & visto
como uma técnica de decomposi¢ao em dominio.

Cada estrato do solo representa um subdominio, e pode-se construir
suas matrizes de influéncia em cada processador, eliminando-se as sub-regides
que estdo internas ao estrato — procedimento que cada processador realiza
independentemente. Deste modo, as superficies adjacentes “/" e “i+71” s&o
equilibradas e compatibilizadas, e a matriz gerada na interface € armazenada
no processador “j+1”. Ver o esquema da figura (6.2), onde P; indica um

processador genérico “/".

® @,

Figura 6.2 — Modelo de criacao e transferéncia de dados em arvore entre processadores.
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A técnica da “rigidez sucessiva” apresenta vantagens na utilizacdo de
programas desenvolvidos tanto para processamento sequencial quanto para
processamento paralelo.

Pois esta técnica permite a simulagdo de problemas de grande escala
sem a geracao de sistemas que englobem todas as variaveis da geometria do
modelo. Isso porque cada subdominio é reescrito em fungdo de seu dominio
adjacente. E, no final, apenas as variaveis do contorno da superficie sao
empregadas para a resolugédo do sistema, diminuindo sensivelmente o numero
de operacdes para tal fase de analise.

Para o caso de processamento sequencial, a decomposicdo em dominio
com subestruturagdo € vantajosa, uma vez que se tem o limitante fisico, que é a
memoria disponivel para alocagdo das variaveis. E ja foi mostrado que o
numero de operagdes envolvidas para se condensar as variaveis internas é
menor que o0 numero de operacdes envolvidos para a resolugdo do sistema
linear (ver capitulo 3).

Em relacdo a aplicagdo dessa técnica em processamento distribuido,
aléem das vantagens apresentadas em termos de operagdes, 0 ganho em
termos de tempo é significativo, uma vez que os diversos subdominios sao
montados simultaneamente.

No item (6.4), sdo apresentados alguns exemplos onde se mostram seus

parametros de desempenho.

6.2.3 Medida de desempenho

A medida usual de desempenho no processamento de programas ou de
trechos paralelos é o fator conhecido como Speed-up. Este equivale a relagao
do quociente entre o tempo necessario para sua execugao em programagao
sequencial e o tempo em processamento paralelo com n processadores.

Assim, esta relacao é expressa por:

Tempo com 1 processador (6.1)

Speed —up =
Tempo com n processadores
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Esta relacdo mostra que para valores acima de um, tem-se um ganho na
execucao do processamento com n processadores. Aliada a medida de speed-
up, tem-se a medida de eficiéncia do processo, a qual é dada pela relacao:

100 - (Speed —up) (6.2)
numero de processadores

Eficiéncia =

(%)

Em AMDAHL (1967), mostra-se que o limite superior do speed-up é dado
pela relagao
(6.3)

Speed —up <

r
S+—
n

de tal modo que r representa a fragdo em tempo do processo que é
paralelizavel dentro programa, e s é a fragdo que deve ser executada
sequencialmente, ou seja, s=r-1.

Assim, por exemplo, onde o tempo de analise em paralelo € bem
superior que o tempo sequencial, pode-se, sem perda de generalidade, afirmar
que r = 1, assim, cem por cento do programa € paralelizavel. Portanto, nestes
casos, o0 speed-up € limitado por:

(Speed —up) <n (6.4)

O speed-up, como ja salientado, € um medidor de desempenho do
processamento que compara a performance do programa sequencial com sua
versdo em paralelo. Entretanto, conforme mostrado pela equacdo (6.4),
simplificadamente é estabelecido que seu valor esta limitado pelo numero de
processadores. E, em geral, o valor do speed-up ficara bem abaixo deste valor,
podendo até ser um valor menor que um, para um numero reduzido de
processadores.

Isto ocorre, principalmente, em virtude do “gargalo” surgido quando da

necessidade de espera dos processadores para trocas de mensagens e da
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sincronizagdao dos processadores dentro dos processos e/ou das instrucoes,
principalmente para o caso aqui tratado, onde se tém poucos processadores
para verificar os fatores de desempenho.

Para destacar esta perda de eficiéncia do processamento paralelo, em
JIANG et al. (1997) obtém-se um speed-up em torno de 10 para a analise em
paralelo com 22 computadores — cada um com sua memoria local - de um
sistema com a fracdo em paralelo bem proximo a um. A eficiéncia obtida em

seu trabalho foi de 45%.

6.2.4 Modelo mestre-escravo do PVM

O sistema Parallel Virtual Machine (PVM) € um pacote empregado dentro
dos codigos convencionais, e tem o intuito de interligar os diversos
computadores para realizarem entre si a comunicagao entre os diversos dados
envolvidos na resolugdo de um problema em paralelo. O PVM usa, entdo, o
modelo de passagem de mensagem para permitir programadores explorarem a
computacdo distribuida através de uma extensa variedade de tipos de
computadores. O conceito chave no PVM é que ele faz com que uma colegao
de computadores parega como uma grande maquina virtual, por isso o seu
nome.

O paradigma mais comumente empregado pelo PVM é o modelo mestre-
escravo, 0 qual possui um programa principal, nomeado de mestre, responsavel
pela geracéo (spawning) do processo, inicializagdo das instrugbes em paralelo,
obtencido dos resultados dos outros processadores e pela saida destes em
arquivos. Enfim, ele é responsavel pelo gerenciamento das tarefas que serédo
executadas pelos diferentes processadores. Os programas escravos executam
a computacdo necessaria, sendo que eles sao gerados e controlados pelo
processo mestre.

Toda esta computagao envolve 3 fases:
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e A primeira € a inicializagdo do processo no grupo, ou seja, nho programa
onde se aplica as subrotinas do PVM. O mestre aloca o numero de processos

escravos requeridos pelo usuario e coloca todos (mestre mais escravos) em um

grupo.

e A Segunda fase é a computagao em si, onde todos do grupo executam as
tarefas atribuidas a cada um deles e, quando necessario, trocam, transmitem
ou recebem dados de outros processos, sendo que esta comunicagao pode ser

feita entre todos do grupo.

e A terceira fase é a obtencao e a apresentacido dos resultados e, finalmente,
0 grupo participante de todo o processo € desfeito, terminando assim o
processamento em paralelo. Podendo, ainda, ser executado instrugdes pelo
processador mestre, em série e, se necessario, iniciar a geragdo novamente

com um Nnovo grupo.

O sistema PVM foi desenvolvido para implementagdo em programas que
sustentam as seguintes linguagens: C, C++ e FORTRAN. As subrotinas
existentes para essas linguagens somam mais de 100, e que conseguem
atender aos problemas convencionais do usuario. Caso seja necessario, podem
ser obtidos tanto o sistema PVM com subrotinas em C e em FORTRAN, como o
seu manual contendo todas as subrotinas, via ftp pela rede, mediante o

seguinte endereco: netlib2.cs.utk.edu; cd pvm3/book; get refcard.ps.

6.2.5 Exemplos numéricos

Nesse sentido, o cédigo computacional desenvolvido neste trabalho foi
implementado tanto em processamento sequencial, como em processamento
paralelo usando o sistema de passagem de mensagem PVM.

Apresenta-se, entdo, um exemplo numeérico avaliado em processamento

paralelo, onde o resultados sdo obtidos na maquina do CISC localizada no
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campus da USP em Sao Carlos, sendo um computador com arquitetura
paralela do tipo IBM 9900/SP com 3 processadores com 256 Mbytes por no, ver
TUTORIAL do IBM (1998) e TUTORIAIS do CISC (1998).

6.2.5.1 Whitaker sem estaca
Este exemplo € constituido por uma rede formada por 90 nés e 144

elementos para cada camada do solo, e representa o problema apresentado no

item 2.7.4, figura 2.19, mas ja empregando a técnica mostrada no capitulo 3 e
sem a consideragdo do elemento de fundagéo.

Dividiram-se as camadas do maci¢co de modo a se ter cada processador
processando sobre cada estrato. Assim, as tabelas 6.1 a 6.4 avaliam o speed-
up e a eficiéncia obtidos para esses diversos casos. Todos os tempos séo

medidos em segundo.

Tabela 6.1:
Para 2 camadas do solo.
N° de processadores | Tmontagem | Tresolugdo Tootal Speed-up | Eficiéncia (%)
1 241,99 0,031 242,02 1 100
2 123,22 0,034 123,27 1,96 98,2
1 Plataforma windows | 309,67 0,05 309,72 - -

Tabela 6.2:
Para 3 camadas do solo.
N° de processadores Tmontagem T,.esolugéo Tiotal Speed-up | Eficiéncia (%)
1 367,89 0,033 367,92 1 100
242,16 0,033 242,19 1,52 76
124,08 0,031 124,11 2,96 98,8
Tabela 6.3:

Para 4 camadas do solo.
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N° de processadores Tmontagem Tresolugéo Tiotal Speed-up | Eficiéncia (%)
1 484,38 0,031 484,41 1 100
2 244,98 0,033 245,81 1,97 98,5
3 245,54 0,032 245,57 1,97 65,7
Tabela 6.4:
Para 6 camadas do solo.
N° de processadores | Tmontagem | T resolucao Tiotal Speed-up | Eficiéncia (%)
1 726,45 0,032 726,49 1 100
2 368,54 0,033 368,57 1,97 98,6
246,52 0,032 246,55 2,95 98,2

6.2.5.2 Lamina quadrada apoiada sobre meio semi-infinito

Este exemplo representa o problema analisado no item (5.2), com o uso
da rede a), vide figura (5.2), o qual é constituido por uma rede formado por 454

nos e 744 elementos para cada camada do solo. Deste modo, dividiu-se o meio

em 3 camadas, apresentando entdo os resultados de tempo processamento

quando se emprega 1 e 3 processadores.

Tabela 6.5:

Para 3 camadas do macicgo.

N° de processadores | Tmontagem | T resolugao Tiotal Speed-up | Eficiéncia (%)
1 22828,70 | 72,25 | 22900,95 1 100
3 8049,04 61,20 8110,26 2,82 94,12

6.2.5.3 Uma estaca no meio finito ndo-homogéneo

Avalia-se o tempo de processamento paralelo para o exemplo
apresentado no capitulo 5, item 5.8, o qual representa uma estaca imersa em
um meio finito ndo-homogéneo. Assim, o maci¢o € constituido de 3 camadas,

onde cada camada possui 554 nés e 1056 elementos, onde também deve se
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somar para a primeira e segunda camada o numero de nos gerados pela
estaca, assim, estes dois estratos possuem um total de 680 nds. Apresenta-se

na tabela 6.6 o speed-up e a eficiéncia para a o caso de se empregar 3

processadores.
Tabela 6.6:
Para 3 camadas do macico.
N° de processadores | Tmontagem | T resolucio Tiotal Speed-up | Eficiéncia (%)
1 46191,74 | 156,46 | 46348,20 1 100
3 18237,24 | 156,33 | 18393,57 2,52 83,99

Os trés exemplos apresentados mostraram que o uso da técnica da
decomposicdo em dominio empregada, considerando cada camada como se
fosse um dominio, demonstrou ser uma maneira eficiente para se obter boa
performance do processamento. E valido se acrescentar que a implementacéo
do cddigo sequencial para processamento paralelo foi imediata, sem
complicados expedientes adicionais, sendo isto o ponto chave do emprego do
paralelismo, ou seja, utiliza-lo apenas como uma ferramenta numérica, sem a

necessidade de profundas alteragées no cédigo sequencial.

6.3 Resolugéao de sistemas lineares esparsos

Nos problemas convencionais de analise numérica, como na resolugao
de sistemas lineares, nas técnicas de minimos quadrados e nos autoproblemas,
€ imprescindivel a exploragdo de qualquer estrutura especial existente no
problema.

Por exemplo, na resolu¢gédo de um sistema linear de dimensao n x n, 0

custo computacional é da ordem de %n3 operagdes em ponto flutuante no caso

de se usar a mais geral forma da eliminacdo de Gauss. Se for somado ao
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problema a informagao de que o sistema é simétrico e positivo definido, pode-
se economizar metade do trabalho, onde se chega a um outro algoritmo
denominado de Cholesky. Caso se adicione ainda ao problema a caracteristica

de banda a matriz, com semicomprimento de banda de dimensdo m (ou seja
a; =0 se |i— j|>m), entdo pode-se reduzir o custo a ordem de 4n-m’

usando-se o procedimento chamado de Cholesky em banda.

Para o presente trabalho, a matriz final do acoplamento entre o solo e a
superestrutura pode gerar uma forma esparsa, onde a definicdo de esparsidade
esta relacionada ao fato de que os coeficientes nulos da matriz sdo em maior
quantidade que os nao-nulos. Essa esparsidade acontece se existir regides em
que o solo e a superestrutura ndo se coincidem, por exemplo, para o caso de
um edificio sobre o solo. Além disso, no acoplamento MEC/MEF a matriz final
gerada nado é nem simétrica, e nem possui, a priori, uma estrutura de dados que
se configura em banda. E necessario, ent&o, procurar algoritmos de resolucéo
de sistemas que tratem este tipo peculiar de matriz.

As técnicas de resolugdo de sistemas lineares se dividem em duas
grandes frentes distintas: os métodos diretos, e os métodos iterativos. Para o
caso da aplicagao dos meétodos diretos sobre matrizes esparsas, citam-se os
trabalhos de DUFF & REID (1982) e DEMMEL (1993) para sistemas simétricos,
e DUFF (1977) para nao-simétricos, e DUFF et al. (1990) € uma excelente
referéncia para estudar os métodos diretos para matrizes esparsas. Para a
aplicagcao via métodos iterativos, tém-se os trabalhos de ALMEIDA & PAIVA
(2000), ALMEIDA & PAIVA (1999), CIMERMAN (1996) e SCHMIT & LAI (1994)
para as matrizes simétricas, e para as ndo-simétricas se tem o trabalho pioneiro
de SAAD & SCHULTZ (1986).

A maior vantagem que existe para o emprego dos métodos diretos em
sistemas esparsos é a respeito de que esses métodos ndo sdo sensiveis ao
condicionamento da matriz quanto a convergéncia do sistema. Assim, o numero

de operagbes em ponto flutuante necessario para se obter o vetor solugao é
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conhecido a priori, independente do numero de condi¢gdo da matriz, desde que
este ndo seja infinitamente grande, o que representa uma matriz singular.

Como maior desvantagem do método aplicado a problemas esparsos é
em relacdo ao efeito de fill-in, ou termo também denominado de efeito de
preenchimento, que pode prejudicar a convergéncia do algoritmo. Isso acontece
porque, em geral, os métodos diretos se baseiam no processo de eliminagéo de
Gauss, e sabe-se que quando a matriz esparsa estd sendo fatorizada,
dependendo da posicdo dos valores nao-nulos, as matrizes triangulares se
tornam nao-esparsas, 0 que acarreta em uma geragao e posterior manipulagao
de dados extra. Para o caso da matriz apresentar uma tipica estrutura em
banda, o efeito de fill-in ndo ocorre, o que evidencia o uso dos métodos diretos.

Em relagcdo ao uso dos métodos iterativos, a maior vantagem existente
para 0 seu emprego € que estes métodos independem da estrutura de dados
existentes na matriz, ou seja, ndo ha efeito de fill-in, uma vez que estes
métodos n&o alteram a matriz do sistema, mas realizam iterativamente o
produto matriz-vetor, e averiguam a norma entre este vetor resultante e o vetor
independente, e a diregao tomada para o préximo vetor resposta depende do
método iterativo empregado.

Como maior desvantagem para o uso dos meétodos iterativos, € em
relacdo a sensivel dependéncia de convergéncia com relagdo ao
condicionamento da matriz, uma vez que as direcbes tomadas a cada iteragao
podem n&o levar a um campo mais proximo da resposta desejada, ja que essas
direcbes obtidas - a cada iteracdo - dependem de uma relacdo espectral da
matriz, ou seja, do seu condicionamento. Isso, na pratica, representa que para
um sistema bem-condicionado, ou seja, numero de condigdo préximo do valor
unitario, a convergéncia pode ocorrer em poucas iteragdes, quase que
independente do vetor resposta inicial adotado. Por outro lado, para sistemas
mal-condicionados, essa convergéncia € sofrivel, quando nao impossivel,
mesmo usando-se técnicas de aceleracdo de convergéncia, denominadas de

técnicas de pré-condicionamento.
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Em suma, escolher o melhor método para resolugdo de sistemas
esparsos depende fortemente de dois critérios: i) conhecer a estrutura de dados
da matriz; ii) conhecer o numero de condi¢cdo do sistema. Assim, a busca do

melhor método vai depender da analise desses critérios.

6.3.1 Aplicagées numéricas

Apresenta-se neste item trés exemplos que avaliam a influéncia da
esparsidade, da estrutura de dados e do numero de condigdo perante o uso de
alguns meétodos de resolugdo de sistemas lineares. Os exemplos foram

executados em computadores pessoais e em computagao sequencial.

6.3.1.1 Acoplamento edificio/radier/solo

Avaliou-se o tempo de processamento apenas para a resolugcdo do
sistema linear gerado no exemplo do acoplamento edificio/radier/solo, item 5.5.
A matriz final contém 4431 equacgdes, onde a quantidade de coeficientes nao-
nulos € de 26 % (5,1E6 coeficientes). Na figura 6.3, pode-se notar a estrutura
de dados existente para este caso.

No trecho inicial da matriz, percebe-se que os coeficientes nao-nulos
estdo concentrados ao redor da diagonal principal, este trecho representa os
termos de influéncia do edificio via MEF. O segundo trecho representa a regiao
de contato entre os elementos finitos e os elementos de contorno, e as regides
em branco indicam a inexisténcia de influéncia entre os parametros de rotagao
da lamina com os do solo, pois para o solo as rotagdes nao existem. O terceiro
trecho indica a regido de influéncia entre os valores apenas do solo, assim essa
regiao representa uma submatriz populosa, uma vez que essa € a caracteristica
das matrizes do MEC.

Tem-se implementado no cdodigo computacional trés métodos de

resolucao de sistemas esparsos nao-simeétricos:
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b)

Método direto baseado nas rotinas da biblioteca IMSL,
desenvolvido por Aird et al. (1977), mas que ndo aproveita a
caracteristica esparsa da matriz;

Método direto baseado no pacote de matrizes esparsas,
desenvolvido no laboratério de Harwell na Inglaterra por DUFF
(1977), onde a versao empregada é a familia do MA28;

Método iterativo denominado de GMRES (sigla de Generalized
Minimum Residual), originalmente proposto por SAAD &
SCHULTZ (1986), sendo que nesse exemplo usou-se o pré-

condicionador Jacobi.

Figura 6.3 — Estrutura de dados para a matriz gerada no acoplamento edificio/radier/solo.
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Tabela 6.7:
Tempo (minutos) para resolucao do sistema linear com 4431 graus de liberdade e com 26% de

coeficientes ndo-nulos.

Métodos para resolugéo de Pentium Ill, 1 GHz processador, Pentium IV Dual,
equacoes lineares 1GB PC133de memoéria Ram 1.7GHz, 2 GB RDRAM
Rotinas do IMSL - DLSLRG 220 164,1
GMRES: (¢=1e-9) 46,6 254
GMRES: (s=1e-6) 22,4 15,2
MA28 19,0 11,9

A primeira técnica, a qual é baseada no método direto, ndo leva em
conta a propriedade de esparsidade da matriz final, assim ele ndo é adequado
para resolucao deste tipo de problema, como pode ser verificado seu tempo de
resolucéo na tabela 6.7.

O segundo, é o mais convencional método iterativo aplicado para a
solugédo de sistemas lineares nao-simétricos esparsos. O custo computacional
do método, como ja salientado, € para a realizagdo de um produto matriz-vetor
ao longo de cada iteracdo, e a configuragao esparsa gerada no final da matriz
nao representa um fator relevante para a convergéncia do método. Mas, a
maior dependéncia do GMRES ¢é devido ao numero de condicdo da matriz, e
para a aplicagcdo em problemas elastostasticos do MEC, em geral, essa
propriedade da matriz ndo é bem-condicionada, principalmente, para o caso de
acoplamentos entre MEC/MEC e MEC/MEF.

O pacote de matrizes esparsas do laboratério Harwell, MA28, o qual é
baseado no processo de eliminagdo de Gauss, mostra que a estrutura de dados
gerada na matriz, figura 6.3, € um fator determinante para uma rapida execugao
do cadigo, isso devido ao efeito de fill-in. Entretanto, nenhum tipo de técnica ou
software existentes para otimizar a estrutura de dados foi empregado, e mesmo

assim o tempo para resolugao do problema proposto neste item, vide tabela 6.5,
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mostra uma boa eficiéncia na resolugdo de problemas advindos do
acoplamento MEC/MEF.

6.3.1.2 Problema MEC/MEC para o caso bidimensional

Este problema é baseado na formulacdo do MEC utilizando a solucéo
de Kelvin para o caso bidimensional. Avalia-se, entdo, um problema onde se
consideram quatro sub-regides (vide figura 6.4). Na figura 6.5 apresenta-se a
configuracéo da estrutura de dados gerada para a matriz final do sistema linear.

A tabela 6.8 compara as diferentes técnicas de resolugao de sistemas.
O método direto MA28 nao apresentou vantagem, isso porque o método é
dividido em dois grandes estagios: i) o estagio de ANALISE da estrutura de
dados; ii) o estagio de FATORACAO dos dados. No primeiro estagio, se
escolhe os coeficientes que seréo os pivos e se identifica a estrutura de fill-in da
matriz. Essa primeira parte exige em torno de 70% do tempo total do método. E
como a matriz esparsa final possui uma estrutura de dados que leva a geragao
de uma matriz densa na fatorizagéo, isso devido ao grande efeito de fill-in, este
estagio se torna o grande gargalo do uso do MA28, e quanto maior o efeito fill-in
tem na matriz, mais inadequado é seu uso para a resolugdo de sistemas
esparsos.

O método iterativo ndo depende dessa configuracdo de dados, so é
dependente do condicionamento da matriz final. E necessario comentar que
todas as sub-regides apresentam as mesmas propriedades fisicas e
geométricas, assim, as geracbes das matrizes de influéncia H e G sao,
independentemente, bem-condicionadas. Entretanto, a matriz final do sistema,
onde se misturam as matrizes H e G, em virtude da caracteristica intrinseca do
MEC, leva a uma matriz final ndo tdo bem-condicionada. A rotina do IMSL
empregada nao leva em consideragao a caracteristica esparsa da matriz, e o
tempo de resolucdo usando esta rotina, tabela (6.8), demonstram sua baixa

eficiéncia para casos esparsos.



6 - Paralelismo e resolugdo de sistemas esparsos 166

Tabela 6.8:
Tempo (segundos) para resolu¢ao do sistema linear com 1312 graus de liberdade e com 33%

de coeficientes ndo-nulos.

Métodos para resolugédo Pentium Ill, 1 GHz
de equacgoes lineares processador, 1GB
PC133de memoria Ram
Rotinas do IMSL - DLSLRG 189,85
GMRES: (e=1e-14) 25,52
GMRES: (s=1e-9) 12,20
GMRES: (¢=1e-6) 9,51
MA28 36,67

b 3
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Figura 6.4 — Estrutura de dados para a matriz gerada em um problema MEC/MEC 2D.
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AP

Figura 6.5 — Estrutura de dados para a matriz gerada em um proema MEC/MEC 2D.

6.3.1.3 Problema da membrana de Cook via MEF

O exemplo tem o intuito de mostrar diferentes modelos de resolugéo de
sistema aplicados para os métodos dos elementos finitos. Como as matrizes do
MEF s&o simétricas e esparsas, pode-se utilizar métodos de resolugao que
explorem estas caracteristicas.

Assim, comparou-se o meétodo iterativo denominado de Gradientes
Conjugados com e sem a aplicagéo de pré-condicionadores com dois métodos
diretos.

O método dos Gradientes Conjugados e os pré-condicionadores
empregados podem ser estudados no trabalho de ALMEIDA & PAIVA (1999) e
ALMEIDA & PAIVA (2000).

O primeiro método direto empregado € o método de eliminagao de Gauss

convencional sem que se aproveite a esparsidade intrinseca da matriz. Assim
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ela é armazenada em uma matriz retangular de dimensao de numero de linhas
igual ao total de graus de liberdade e de colunas igual ao comprimento de
banda.

O segundo método € o MA27 que é um método direto baseado em uma
variante esparsa do método de eliminagao de Gauss que é discutido em DUFF
& REID (1982).

Neste sentido, foram avaliados estes diversos métodos em um exemplo
bem conhecido que é a membrana de Cook, BERGAN & FELIPPA (1985).
Geraram-se entao varias redes aumentando—se a quantidade de elementos
finitos, e a quantidade de graus de liberdade, para verificar o comportamento
dos meétodos de resolugdo frente a estas variagbes. As malhas geradas
mantiveram em média um indice de esparsidade de 95 %, ou seja, em torno de
5% dos coeficientes da matriz eram diferentes de zero.

Para as matrizes geradas foram calculados seus respectivos numeros de
condigdo. Estes parametros indicam o nivel de condicionamento das matrizes,
pois os métodos iterativos sdo dependentes destes valores. Assim, para estes
exemplos em analise, os numeros de condigdao encontrados indicam que as
matrizes estdo mal-condicionadas.

Entretanto, para os tempos encontrados, o pacote MA27 demonstrou ser
muito mais eficiente que os outros métodos aplicados.

Comparando-o com o segundo melhor método empregado, o Gradiente
conjugado (CG) sem pré-condicionador a diferenga de tempo foi de 80%, sendo

que MA27 demorou 30,9 segundos e o CG 159,0 segundos.



169

6 - Paralelismo e resolugdo de sistemas esparsos

o
cC
S
c
o
© 3
@] <
© I
) |
(@]
[ :
o m
o i
3 |
a H
. ) |
HTHHhnnnit. 2 m
A Jﬂ/l / - — H
° \
T W
m I i\
£ °
AU T R NN 5 « 4
DU T TR Ny = N 3
A 5
DO AR RN ®© m :
DURTA DA A RN 5 © :
DR R R R e ey 2 < |
DR AR RN, S 5 g, :
A T T T T S © = 8¢ 5 ”
DU DA AR 2 & - m
L R T T T T T A T o ooy ,
DO TR AR AR RN = £888532 m
9] wofSttg m
TIE TN NN NRN RN NRNNRN m mmmmmmmm ”
IS Xeimdidt |
ro¥ SRR I :
© , ”
2 —— T
=] o o o o o o o o
17} ) ) 0 o 0 o 5} S
(1] <t <t ™ (40} N N ~— ~—
_ .
© (‘Bas) odwa |
(o]
©
5
i)
L

50000 60000

40000

Numero de equacdes

30000

a0 para os diferentes métodos de resolucao.

20000

Tempo de resolug

10000

Figura 6.7



6 - Paralelismo e resolugdo de sistemas esparsos 170

Os trés ultimos sistemas lineares gerados foram concebidos por

formulagdes distintas:

1. o primeiro foi resultado do acoplamento MEC 3D/MEF 2D/MEF barras
lineares;

2. o segundo resultou do MEC 2D para varias sub-regides;

3. o terceiro foi originado do MEF 2D;

Cada um possui suas caracteristicas peculiares para a geracdo do
sistema final, que influencia no condicionamento e na estrutura de dados da
matriz.

Esses exemplos demonstraram que essas duas caracteristicas sao de
suma importancia para a performance de um ou de outro método de resolugao
de sistemas esparsos.

Como conclusao, deve-se antes de escolher um método de resolucgao,
tomar conhecimento principalmente com relagao a estrutura de dados da matriz
final. Pois, caso a matriz possua uma estrutura de dados com forma bem
regular, ou seja, sem aumentar o efeito fill-in, € valido empregar as técnicas
diretas que aproveitem as propriedades esparsas, por exemplo, usando-se 0s
pacotes da familia MA27 ou MA28, como pode ser visto nos exemplos dos itens
(6.3.1.1) e (6.3.1.3).

Mas, para o caso da estrutura de dados da matriz final levar ao aumento
do efeito fill-in, item (6.3.1.2), pode-se aplicar os métodos iterativos sem ou com
precondicionamento. Entretanto, tendo-se em mente que para problemas
iterativos, em funcédo necessidade de grandes precisdes das respostas em cada
iteragao se é necessario escolher um critério de convergéncia muito pequeno, o
que aumenta muito o numero de iteragdes para convergéncia do método. Isto
torna o método impréprio ou ndo competitivo com os métodos diretos. Para
minimizar a influéncia do efeito fill-in fora da regido de banda, item (6.3.1.2), é

comum se empregar ferramentas que manipule a matriz final do sistema de
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maneira a reordenar as posi¢coes destas posi¢cdes para que tornem essa matriz
fatorada também esparsa, sem perder a precisdo das respostas.

Por fim, € sempre importante empregar um método de resolugado de
sistema esparsos que aproveite essas caracteristicas especiais da matriz, pois

assim nao se necessita de armazenar os coeficientes ndo-nulos.



Capitulo 7

CONSIDERAGOES FINAIS

O objetivo do trabalho é a andlise do complexo sistema que envolve o
acoplamento entre 0 macigo de solos/subestrutura/infra-
estrutura/superestrutura. Foi apresentado entdo o histérico bibliografico
existente para simular as diversas formulacdes deste sistema. E licito
confirmar que a simulacao deste especial problema da engenharia civil deve
ser avaliado via o emprego dos métodos numéricos. Com o grande
desenvolvimento dos diversos modelos mecéanicos e geométricos que
podem ser encontrados na literatura corrente, e que sao implementados via
MEC ou MEF, é facil incorporar esses fenbmenos nos elementos estruturais
do sistema em estudo, ficando evidente a aplicacdo dessas poderosas
ferramentas nesta andlise.

Neste sentido, o projeto foi desenvolvido para a avaliagdo deste
conjunto mecanico, e pelos resultados encontrados o objetivo foi plenamente
atingido.

O macigo de solos foi considerado mediante o emprego do método
dos elementos de contorno tridimensional. Este € o método mais adequado
para analisar este tipo de problema, pois, no MEC as fungdes ponderadoras
ja contemplam as restricbes a grandes distancias; e as variaveis do
problema sé estdo associadas a valores de contorno para as hipéteses
elastostaticas do modelo. Este ultimo item leva a economia na geragao e na
manipulacdo dos dados do macigco, onde esta vantagem se torna mais
evidente para o caso presente em que se utiliza diversas sub-regides para

simular o meio heterogéneo.
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A subestrutura, que pode simular os elementos estruturais de estacas,
tubuldes e sapatas, também foi representada via MEC 3D. As respostas
obtidas para a analise do conjunto solo/subestrutura demonstraram
resultados satisfatérios, afirmando-se que o acoplamento MEC/MEC 3D é
uma boa alternativa para a representacao desse tipo de problema. Enfatiza-
se que a vantagem existente para este tipo de acoplamento deve se
sobressair para a analise de problemas em que se tenham as condi¢des de
fronteira de Dirichlet, como, por exemplo, para a analise de problemas de
contato e/ou para a analise inversa.

A infra e a superestrutura foram formuladas empregando-se o método
dos elementos finitos, que é a melhor ferramenta para a representacao deste
tipo de elementos estruturais. Usou-se, entdo, o bem conhecido elemento
finito de geometria triangular plana, o qual considera o efeito de membrana e
de placa fina de Kirchhoff. A simulacdo do edificio foi realizada via o
emprego do MEF com elementos reticulados que ndo consideram o efeito de
torcao.

Com essas ferramentas numéricas, pode-se analisar cada um dos
sistemas estruturais isolados, ou considera-los de maneira integrada dentro
do mesmo pacote computacional. Assim, no quinto capitulo sé&o
apresentados alguns exemplos numéricos que foram extraidos na literatura
indicada. Os resultados encontrados demonstraram uma boa concordancia
com os trabalhos de comparagdes. Alguns outros exemplos foram
apresentados sem compara-los com outras formulagbes, em virtude da
escassa existéncia de referéncia. Por exemplo, na analise do edificio
apoiado em radier em meio ndo-homogéneo, ou na avaliagdo das estacas
imersas em meio heterogéneo. Entretanto, todas as possibilidades de
analise isolada da presente formulagdo, ou seja, solo homogéneo ou
heterogéneo apoiado em camada incompressivel, solo homogéneo ou
heterogéneo/radier, solo homogéneo/estaca sobre camada incompressivel,
foram comprovadas mediante comparagdes com exemplos analiticos e/ou

numéericos.
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E fato que os dois grandes “gargalos” existentes na resolu¢do de um
problema via o uso dos métodos numéricos sao referentes a: i) montagem
do sistema final de equacdes; ii) resolugéo do sistema de equagdes gerado.

Estes dois pontos débeis se tornam mais cruciais quando se emprega
o0 método dos elementos de contorno, pois este método leva a montagem de
uma matriz final totalmente povoada, o que culmina em uma maior
quantidade de operagdes necessarias para montar o sistema final e sua
posterior resolucéao.

Neste sentido, objetivando-se um menor tempo para resolugao do
problema, o presente projeto também empregou duas importantes
ferramentas numéricas para atenuar esses problemas: o uso do paralelismo
na montagem das matrizes densas do MEC, e o emprego de uma adequada
técnica de resolugdo de sistemas esparsos gerados no acoplamento
MEC/MEF.

O paralelismo €& uma ferramenta que tem sido amplamente
empregada no campo dos métodos numéricos, pois representa um
expediente natural para a busca de melhores eficiéncias em termos de
tempo. Entretanto, utilizar o paralelismo de maneira explicita, ou seja, onde o
programador tenha que empregar esta filosofia em seu proprio cédigo, leva a
profundas mudangas nos procedimentos convencionais ja consagrados nos
MEC e/ou MEF, onde se pode levar muito tempo para realizar estas
alteracdes.

Optou-se, entdo, por usar a computacdo distribuida apenas nos
pontos de montagem das matrizes de influéncia de cada sub-regido do solo.
Isto foi feito mediante o emprego da técnica da decomposicdo em dominio,
onde se atribuiu a cada processador a tarefa de montar as suas matrizes
referentes a seu respectivo estrato de referéncia e, ao fim, associar sua
influéncia no sistema final. Assim, as tarefas de cada estrato sao realizadas
simultaneamente e a manutengcdo de independéncia entre os diversos
processos € atendida naturalmente. Esta idéia mostrou-se bastante eficiente,

uma vez que os resultados apresentados no capitulo seis demonstraram que
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os valores de eficiéncia para as diversas combinagcdes de processadores
foram superiores a 90%.

O emprego de um método de resolugdo de sistemas que aproveite as
caracteristicas esparsas da matriz final do sistema gerado no acoplamento
MEC/MEF mostrou ser uma outra grande questao a ser considerada para se
resolver o problema de maneira mais rapida. Os exemplos apresentados no
final do capitulo seis foram suficientes para demonstrar essa necessidade,
uma vez que o uso do adequado método que aproveite essas caracteristicas
especiais da matriz leva a uma economia significativa de espago para o seu
armazenamento e de tempo. Principalmente para as aplicagdes em que se

usam procedimentos incrementais.

A seguir, sdo enumeradas as propostas de trabalhos futuros que
déem continuidade ao enriquecimento desta formulagéo:

1. empregar modelos anisotropos para a representacdo do macigo nao-
homogéneo;

2. possibilitar que as diversas sub-regides que representam 0 macico
possam ser dispostas em forma de nuvens tridimensionais no meio, e
nao apenas de maneira sobreposta como foi realizado neste trabalho;
considerar modelos viscoelasticos nas regides mais criticas do meio;
simular o efeito de deslizamento entre as estacas e o macico;
aplicar métodos mais eficientes em termos de tempo para se realizar
as integrais de contorno;

6. considerar o efeito de segunda ordem no edificio;
modelar o edificio considerando as influéncias das lajes e do nucleo

de rigidez;

Por fim, o trabalho representa uma poderosa ferramenta para o
melhor entendimento do complexo sistema solo/estrutura. Na literatura é
possivel encontrar diversas formulacdes que tratam do assunto como um
todo. Alguns modelos se detém ao enriquecimento ou dos modelos do

solo/subestrutura ou da superestrutura, mas sempre nao possibilitando
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uma abordagem tdo geral quanto este trabalho fez. E fato que em funcéo
da complexa ferramenta criada, ndo houve o devido tempo para se
considerar modelos reologicos mais precisos do  conjunto
solo/subestrutura e/ou da superestrutura. Mas por si s6 este projeto
fornece uma potente e frutifera base para aplicagbes no campo da

interac&o solo/estrutura.
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