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RESUMO

PITUBA, J. J. C. Sobre a Formulagdo de um Modelo de Dano para o Concreto. Sdo Carlos, 151 p.
Tese (Doutorado) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo

Este trabalho trata da formulagdo de leis constitutivas para meios eldsticos,
que uma vez danificados passam a apresentar diferentes comportamentos em tragao e
em compressdo e certo grau de anisotropia. Inicialmente ¢ revista uma formulagao
para meios eldsticos anisotropos e bimodulares, sendo a mesma, entdo, estendida
para incorporar os casos de meios eldsticos com anisotropia e bimodularidade
induzidas pelo dano. Seguindo os conceitos da Mecanica do Dano Continuo ¢ a
extensdo mencionada da formulacdo, propde-se um modelo constitutivo para o
concreto assumindo por hipotese fundamental, a equivaléncia de energia entre meio
danificado real e meio continuo equivalente. Tal hipotese garante a simetria do tensor
constitutivo e a sua consisténcia termodindmica. De acordo com o modelo proposto,
o material ¢ considerado como um meio eldstico inicialmente isdtropo que passa a
apresentar anisotropia induzida pela evolucdo do dano. Além disso, a danificacdo
pode também induzir uma resposta bimodular no material, isto €, respostas elésticas
diferentes para estados de tensdo de tracdo ou de compressao predominantes. Nesse
sentido, dois tensores de dano governando as rigidezes em regimes predominantes de
tracdo ou de compressdo sdo introduzidos. Sugere-se entdo, um critério afim de
caracterizar os estados dominantes. As deformacgdes permanentes induzidas pelo
dano sao, de uma forma geral, desconsideradas. No entanto, propde-se uma versao
unidimensional do modelo que permite a sua consideracdo. Por outro lado, os
critérios para a ativacdo inicial dos processos de danificacdo e de sua posterior
evolucdo sdo escritos em termos de densidade de energia de deformagdo. Os
parametros do modelo podem ser identificados mediante experimentos, onde estados
de tensao uniaxial e biaxial sdo induzidos. Também propdem-se leis de evolucao de
dano com base nos resultados experimentais. A boa coeréncia do modelo ¢ ilustrada
comparando-se uma série de respostas experimentais e numéricas no concreto
relativas a estados de tensdo uni, bi e triaxiais. Por fim, o modelo ¢ empregado em
analises unidimensionais e planas de vigas e pértico em concreto armado com o

objetivo de mostrar a sua potencialidade.

Palavras-chave: modelos constitutivos, concreto, mecanica do dano.
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ABSTRACT

PITUBA, J.J. C. On the formulation of Damage Model for the Concrete. Sdo Carlos, 151 p. Tese
(Doutorado) — Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo

This thesis deals with the formulation of constitutive laws for elastic media
that start to present different behaviours in tension and compression and some
anisotropy degree when damaged. Initially a formulation for bimodular and
anisotropic elastic media is reviewed; then it is extended to take into account the
bimodularity and anisotropy induced by damage. Following the concepts of the
Continuum Damage Mechanics and the formulation extension, a constitutive model
is proposed here by exploring the fundamental hypothesis of energy equivalence
between real and continuous medium. Such hypothesis guarantees symmetry to the
constitutive tensor and its thermodynamic consistency. According to the proposed
modeling, the material is assumed as an initial elastic isotropic medium presenting
anisotropy induced by damage evolution. Moreover, damage can also induce a
bimodular response in the material, i.e., distinct elastic responses whether traction or
compression stress states prevail. To take into account the bimodularity
conveniently, two damage tensors governing the rigidity in traction or compression
regimes are introduced. A criterion is proposed in order to characterize the dominant
states. In general, the permanent strains induced by damage are disregarded.
However, a one-dimensional version of the model that allows considering permanent
strains is proposed. On the other hand, damage criteria indicating the initial and
further evolution of damage are expressed in terms of strain energy densities. The
model parameters can be identified from experiments where one-axial and two-axial
stress states are induced. Damage evolution laws are also proposed on the basis of
experimental results. The good performance of the model is illustrated by comparing
a variety of numerical and experimental responses, from one to three-axial stress
states. Finally, the model is used in one-dimensional and plane analysis of reinforced

concrete beams and frame in order to show its potentiality.

Keywords: constitutive models, concrete, damage mechanics.
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1 INTRODUCAO

1.1 CONSIDERACOES PRELIMINARES E SINTESE DO CONTEUDO

A continua evolugao tecnologica dos materiais, por um lado, ¢ da formulagao
de modelos mecanicos combinada com técnicas computacionais, por outro lado, tem
impulsionado a investigacdo das respostas ndo-lineares dos materiais e suas
influéncias sobre o comportamento de estruturas. Este trabalho trata da formulacao
de modelos constitutivos para o concreto formulados pela Mecanica do Dano
Continuo, que se constitui numa ferramenta para a consideracdo da deterioracao de
materiais, devida exclusivamente ao processo de microfissuracdo distribuida. No
caso do concreto, um material no qual a fissuracdo difusa em muitos casos ¢ o
fenomeno dominante no comportamento nao-linear, a Mecanica do Dano é sem
davida capaz de proporcionar modelos constitutivos apropriados. Nesse ambito, a
busca por modelos de dano cada vez mais realisticos justifica-se em fun¢do de
diferentes fendmenos decorrentes da sua heterogeneidade.

Assim sendo, o objetivo final desta Tese ¢ a proposicdo de um modelo
constitutivo para o concreto, com as caracteristicas de que permita levar em conta a
anisotropia induzida pela danificagdo progressiva e que seja aplicavel a situacdes
mais complexas de carregamento. A formulagcdo matematica adotada procura garantir
a consisténcia com principios da termodinamica [PITUBA (1998)] e, também,
pretende contornar alguns problemas evidenciados na formulagdo teodrica de alguns
modelos andlogos propostos na literatura.

Entre os varios aspectos complementares a serem contemplados pelo modelo
destacam-se: a considera¢dao do carater bimodular do comportamento mecanico do

concreto e a isotropia transversal induzida pelo dano.
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De uma maneira geral, inserem-se neste trabalho estudos sobre o
comportamento mecanico do concreto, a formulacdo de um modelo para meios
elasticos anisdtropos com comportamento bimodular e a sua extensdo para os casos
de materiais bimodulares danificados com anisotropia induzida pelo dano. Destacam-
se, em particular: a utilizagdo de equivaléncia de energia para a obtencao de tensores
constitutivos e de dano simétricos, a consideracao de varidveis escalares de dano que
sdo capazes de gerar a anisotropia material e um estudo para incorporar no modelo
constitutivo proposto neste trabalho as deformagdes plasticas decorrentes do dano.

Com relagdo ao conteudo especifico do texto, a disposicdo de assuntos ¢
descrita a seguir de forma resumida.

O capitulo 1, introducdo, reune um resumo sobre alguns conceitos da
Mecanica do Dano no Continuo, tais como: redu¢do da ordem do tensor de dano e
apresentacdo das equivaléncias de deformagdo, de tensdo e de energia. Alguns
aspectos sobre o comportamento fisico do concreto sdo tratados em seguida, sendo
discutidos desde os mecanismos basicos de microfissuragdo, observando-se a
microestrutura do material, até o comportamento macroscopico do concreto sob
solicitagdes uniaxiais e multiaxiais.

O capitulo 2 contempla a formulacdo de modelos constitutivos para meios
elasticos danificados anisotropos com resposta bimodular. Inicialmente ¢ apresentada
a proposta de CURNIER, HE & ZYSSET (1995) para meios elasticos anisotropos
sem danificagdo com resposta bimodular. Em seguida, apresenta-se a proposi¢ao da
extensdo daquela formulagdo para meios danificados, com anisotropia induzida pelo
dano. Com base nessa extensdo, tensores constitutivos de alguns modelos de dano
para o concreto sdo apresentados no final do capitulo.

No capitulo 3, apresenta-se a proposta de um modelo para o concreto baseada
na formulagdo do capitulo anterior. A proposicao pretende ser consistente com o0s
principios da termodindmica, destacando-se os critérios para a ativagdo inicial e
evolucdo do processo de danificacdo, além da caracterizacdo dos comportamentos
predominantes de tracdo e de compressdo e de regras para a identificagdo do plano
local de isotropia transversal do material. Apresenta-se, também, uma proposta da
incorporacao de deformagdes plésticas devido ao dano no modelo constitutivo

gerado neste trabalho.
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No capitulo 4 discute-se a identificacdo dos parametros caracteristicos do
modelo, com destaque para o processo analitico (por minimos quadrados) utilizado
para a determinagdo da melhor aproximag¢do numérica para os parametros. Em
seguida, a influéncia dos parametros na curva tensdo-deformacdo é apresentada.
Finalmente, discutem-se a identificacdo dos parametros nos diversos ensaios
experimentais contidos na literatura e as respostas fornecidas pelo modelo proposto.

No capitulo 5, reunem-se resultados relativos a aplicacdo do modelo proposto
neste trabalho, no estudo do comportamento de estruturas em concreto armado.
Apresentam-se resultados de analises unidimensionais e planas, com o emprego de
codigos de calculo formulados com o Método dos Elementos Finitos. Comparam-se
as respostas obtidas com o modelo com respostas experimentais e de outros modelos
de dano para o concreto.

No sexto capitulo faz-se um relato das conclusdes obtidas neste trabalho,
além das perspectivas de ulteriores desenvolvimentos a partir deste.

No capitulo 7 apresentam-se as referéncias bibliograficas.

Finalmente, em apéndice, ilustram-se algumas relagdes matematicas de
interesse para a compreensdo dos tensores e operagdes tensoriais envolvidos no

trabalho.

1.2 COMENTARIOS SOBRE A MECANICA DO DANO NO CONTINUO

1.2.1. Introducao

Neste item comentam-se alguns aspectos da Mecanica do Dano de maior
relevancia para o trabalho.

Inicia-se a andlise pela discussdo da redu¢do da ordem do tensor geral de
dano, o qual permite relacionar os tensores constitutivos do material integro e do
material danificado. Nessa discussdo tem papel importante as equivaléncias de
tensdo, deformacdo e energia, entre meios integros e com dano, propostas na
bibliografia. A possivel reducdo de ordem do tensor geral de dano, além de diminuir
o trabalho algébrico, permite estabelecer mais facilmente os conceitos de dano

1s6tropo e anisotropo.
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1.2.2. Tensor Geral de Dano e as Equivaléncias de Deformacdo, Tensdo e Energia

Dentro do escopo da Mecanica do Dano, os efeitos da danificagcdo sobre as
propriedades de um material inicialmente eldstico se reproduzem no tensor
constitutivo de rigidez. O dano se reflete numa reducao de varias das componentes
de rigidez, podendo o material danificado manter-se isdtropo ou tornar-se anisotropo.
Neste ultimo caso, fatores de reducao de rigidez associados a diferentes dire¢des de
simetria material devem ser identificados.

Limitando-se a abordagem ao caso de um meio elastico com dano, em
qualquer estado de dano um tensor de quarta ordem E, contendo modulos elésticos
danificados, servira para descrever a resposta do meio assim como o tensor de quarta
ordem E( permite descrever a resposta elastica do material virgem. Para incluir
também processos que nao envolvem danificacdao e que preservam a rigidez inicial, o
tensor E contém os moddulos virgens afetados por fatores que incluem, em forma
aditiva, as medidas do nivel de dano, de modo que se essas medidas forem nulas
recupera-se o tensor Ey.

Segundo CAUVIN (1997), a relagdo entre os dois tensores de quarta ordem E
e E¢ pode ser expressa matematicamente segundo uma relacdo linear da seguinte

forma:

E=R E, (1.1)

O nivel de danificacdo esta contido no tensor de oitava ordem R. Quando

nao ha dano, R deve reduzir-se ao tensor identidade de oitava ordem II definido

pela propriedade:

II E,=E, 1.2)

Utilizando-se o tensor identidade, pode-se propor uma outra redacdo em
forma aditiva para R, tal que o efeito da danificacdo aparece isolado num tensor de

oitava ordem D. Segundo essa forma resultam:

R=I1I-D e E=(I-D) E, (1.3)
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Naturalmente, admitir-se que o processo fisico de danificagdo possa ser
representado por uma grandeza matematica de natureza tensorial constitui-se uma
hipotese forte que deveria ser validada por observagdes experimentais.

Justifica-se essa representacdo tensorial admitindo-se que o dano possa ser
quantificado por meio de uma variavel associada ao ponto e segundo uma certa
dire¢do a partir desse ponto. Assim, genericamente a varidvel de dano pode assumir
valores diferentes no ponto de acordo com a dire¢ao escolhida.

Uma hipotese complementar consiste em admitir continuidade para aquela
variagdo; uma outra hipdtese ¢ que existam no espaco trés dire¢des ortogonais de
danificagao principal. Segue dai o carater tensorial.

Obviamente que para garantir a existéncia de auto-valores reais de dano, a
simetria do tensor ¢ algo desejavel.

Sendo entdo valida a (1.3), ainda assim, para fins praticos, a utilizacdo de um
tensor de dano de oitava ordem com seus 3° elementos ¢ algo inviavel. Como sera
visto mais adiante, simetrias materiais e os principios de equivaléncias de
deformacgdes, de tensdes e de energia serdo invocados como forma de reduzir a

ordem do tensor de dano e melhorar sua operacionalidade.

Principios gerais de equivaléncias: andlise unidimensional

Considere-se um corpo de comprimento inicial ly e se¢do transversal com area
So. Admite-se que tal corpo passe a ser submetido a uma forga de tragdo uniaxial. Por
efeito da forca aplicada F o corpo sofre um alongamento 8, e com as hipdteses de
meio integro e resposta homogénea em todos os pontos do corpo, a tensdo e

~ . . F ) . .
deformagdo nominais sdo definidas como:c=— ¢ & =—. Todavia o meio pode
0 0

apresentar previamente microfissuras, o que de fato ¢ mais consistente com a
realidade. Pode-se entdo assumir que a abertura das microfissuras computadas de
forma equivalente contribuem para uma parcela representada por Ad da variagdo do
comprimento inicial. Por outro lado, segundo uma certa se¢do de referéncia, as
microfissuras implicam numa redu¢do da area que efetivamente transmite o esforgo

solicitante. Por consequéncia, a area da se¢do efetivamente resistente sera uma parte
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da 4rea inicial: S= o S, (0 <a <1) e somente a parcela (3-Ad) do alongamento total
¢ que efetivamente deve ser considerada na medida de deformagdo linear. Resultam

dai os conceitos de esfor¢o e deformagao efetivos (Figura 1.1a):

Ql
Il
|
(¢}
ol
Il

Figura 1.1 — a) Representacio simbdlica de esforco e deformacio nominais e efetivas no caso

uniaxial. b) Elemento de volume representativo do corpo sob tracio uniaxial.

Uma primeira defini¢do possivel para a variavel de dano ¢ representada na

relacdo seguinte [LEMAITRE & CHABOCHE (1990)]:

D= § (1.5)
onde S= S - S define a 4rea dos defeitos medidos e D representa uma medida local
do dano. A variavel de dano assume valores contidos no intervalo 0 < D < 1, sendo
que D = 0 tem correspondéncia com a situagdo de material integro ¢ D = 1 indica um
estado de total deterioracao.

A definicdo em questdo pode ser associada a um ponto e pressupde uma
distribuicdo uniforme dos microdefeitos segundo qualquer direcdo a partir do ponto.

Imaginando-se uma situagdo em que as microfissuras se distribuissem
segundo uma direcao privilegiada, a varidvel D poderia assumir valores diferentes de

acordo com a direcdo de observacdo a partir do ponto.
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Com a (1.5), a parcela da secao que efetivamente resiste ao esfor¢o aplicado

pode ser escrita em fung¢do da varidvel de dano como:

S=S,-S=S,(1-D) (1.6)

Da expressdo (1.4a), a tensdo efetiva resulta em:

- F F - (e
C=x=—"—""— c=
S S,1-D) (1-D)

(1.7)

Obviamente G > G e em particular

para material localmente integro

Ql
I
Q

al
NS
8

para material totalmente danificado localmente

Uma segunda defini¢do para uma variavel de dano pode ser proposta levando-
se em conta a relagdo entre a parcela de alongamento por abertura de defeitos e o

proprio alongamento.

D =28 (1.8)

Com essa nova varidvel e levando-se em conta a expressao (1.4b), tem-se

como medida efetiva da deformagao linear

§=(1-D") (1.9)

Considerando-se que o volume V4, correspondente ao material danificado

envolvido nas defini¢des de tensdo e de deformacgdo efetiva ¢ o0 mesmo, tem-se que:
V,=S5-8=S, A, (1.10)

Segue dai a igualdade entre as variaveis de dano (1.5) ¢ (1.8), D= D".
As quantidades efetivas sdo portanto relativas a parte integra do meio e

relacionam-se pela rigidez elastica na forma:

S=E,& (1.11)
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A introducdo das relagdes (1.7) e (1.9) na (1.11) permite escrever a lei
constitutiva em termos de quantidades nominais, que sdo normalmente utilizadas na
modelagem com a hipotese do meio continuo. A substitui¢do daquelas relagdes pode,
entretanto, ser guiada por hipoteses sobre as equivaléncias de deformagao, de tensdo
ou de energia.

A hipétese de equivaléncia de deformagdo, proposta por LEMAITRE &
CHABOCHE (1990), ¢ expressa nos seguintes termos:

“O estado de deformag¢do de um material com dano é obtido da lei de
comportamento do material integro onde a tensdo nominal ¢ substituida pela tensdo

efetiva.” (Figura 1.2)
Assume-se portanto, uma igualdade entre deformagdes nominal e efetiva:

e=% (1.12)

111113

Hie

Figura 1.2 — Hipétese de deformacgao equivalente.

Valendo o principio, a relagdo (1.11) passa a assumir a seguinte forma:

G —
(1-D)

5=E,¢ E,e..o=(1-D)E,e (1.13)

Da expressdo acima obtém-se uma relagdo que define o modulo secante de

rigidez elastica E para um meio continuo de resposta equivalente ao meio deteriorado

E=(1-D) Ey (1.14)

Essa ultima relagao coloca em evidéncia a degradacdo das caracteristicas
mecanicas do material causadas pelo dano, e dela resulta, também, uma outra relagao

para a identificacdo da variavel de dano:
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E
D=1-— (1.15)
EO
Como uma alternativa para a hipotese de equivaléncia em deformacao, pode-

se considerar a seguinte hipotese dual de equivaléncia de tensdo:

“O estado de tensdo associado a um meio danificado ¢ obtido da lei de
comportamento do material integro onde a deformagdo nominal ¢ substituida pela

deformacao efetiva.” (Fig. 1.3)

Figura 1.3 — Hipétese de tensido equivalente.

Assume-se portanto, uma igualdade entre tensdes nominal e efetiva:

Q
I
Ql

(1.16)
Com a nova hipotese de equivaléncia a expressao (1.11) passa a ser escrita da
seguinte forma:
c=E,¢ = c=E,;e(1-D)..o=(1-D)E¢ (1.17)

A variavel de dano pode ser identificada por uma relacdo idéntica a (1.15).
Uma ultima alternativa de equivaléncia de respostas constitutivas analisada
neste trabalho ¢ a equivaléncia de energia elastica, a qual postula equivaléncia entre a

energia envolvida na parcela de meio danificado e na parcela de meio integro.

G¢ =0¢ (1.18)

Esse principio ¢ diretamente verificado, substituindo-se na relagdo (1.11) as

defini¢des da tensdo e deformacao efetivas:
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S=E,8 °
(1-D)

=E,e(1-D)..c=(1-D)’E ¢ (1.19)

Da expressdo acima pode-se definir uma relagdo para o méddulo secante de

rigidez eléstica E para um meio continuo de resposta equivalente ao meio deteriorado

E=(1-D)*E, (1.20)

colocando-se em evidéncia a degradagdo das caracteristicas mecanicas do material

causadas pelo dano. Nesse caso, a variavel de dano pode ser identificada por:

D=1 -[Ejz (1.21)

0

Principios gerais de equivaléncia: andlise multiaxial

As hipdteses de equivaléncia apresentadas e suas conseqiiéncias sobre
relacdes constitutivas resultantes no caso uniaxial, podem ser generalizadas para
casos multiaxiais, permitindo relacionar tensores de segunda ordem de tensdo e de
deformagdo por meio de um tensor constitutivo de rigidez secante elastica com dano
de quarta ordem. A propriedade de simetria do tensor constitutivo depende da
equivaléncia adotada, como se vera mais adiante.

Inicialmente, com a mesma forma da relacao (1.11) escreve-se uma nova

relacdo geral envolvendo agora tensores de segunda ordem efetivos:

6=E,& (1.22)

Uma questdo importante ¢ sobre a definicdo desses tensores efetivos, ¢ ela
serd abordada no que segue em fun¢ao do estudo da redugdo de ordem do tensor

geral de dano.

Reducdo da ordem do tensor geral de dano

O objetivo ¢ mostrar que ¢ possivel escrever uma lei constitutiva para um

material danificado através de tensores de dano de quarta ordem.
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Observando-se inicialmente a relacao (1.22) entre os tensores de tensao e de
deformacdo efetivas e aplicando-se o principio de equivaléncia de deformacdes
€ =g, obtém-se:
c=E¢ e=E,'c (1.23)

Considerando-se a lei constitutiva secante para o meio danificado,
c=Ee (1.24)
e com a expressao (1.23), tem-se que:
c=EE,'c c=RG (1.25)

* o, .
onde R ¢ um tensor de quarta ordem definido como:

R* =EE, (1.26)
Valendo, portanto, a equivaléncia de deformagdo, da (1.26) segue que
E=R’E, (1.27)

Conclui-se que nao hd a necessidade de um tensor de oitava ordem para
relacionar E ¢ E,.
Por outro lado, levando-se em conta a expressdo que define o tensor geral de

oitava ordem (1.3), a (1.26) resulta:

R*=RE,E;/ . R'=RII (1.28)

onde II ¢ o tensor identidade de quarta ordem.

E possivel se chegar na mesma conclusio anterior adotando-se a equivaléncia
de tensdo.

De fato, levando-se em conta que nesta equivaléncia postula-se que G =0, ¢

ainda as expressoes (1.22) e (1.24), obtém-se:

E,¢ =E¢ €§=E,'Ee §=R"¢ (1.29)

*% .
onde R ¢ um tensor de quarta ordem definido como:
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R” =E,'E (1.30)
Portanto, valendo a equivaléncia de tensdo, segue que
E=E,R” (1.31)

Novamente conclui-se que ndo ha necessidade de um tensor de oitava ordem
para relacionar E e E,.
Por outro lado, com a expressao do tensor geral de dano de oitava ordem (1.3)

na (1.30), resulta que:

R” =E,'RE, .~ R”"=RI (1.32)

Outro ponto importante diz respeito a simetria do tensor de rigidez secante
elastica do meio danificado, que s6 ¢ garantida com a adogdo da equivaléncia de
energia.

Levando-se em conta a equivaléncia de energia, G-€ =0 -€, ¢ as expressdes
(1.25) e (1.29) de tensdo e deformacdo efetivas, respectivamente, obtém-se como

resultado:

~ -1 T -1 T -1
‘€=0¢.. R"o-R"¢=0¢.. R"R" 6-¢e=0c-¢.. R"R" =11
T

-1 T

ou R =R"™ (1.33)

= Al
Il
= Q

Com as defini¢cdes de R" ¢ R™ dadas pelas (1.26) e (1.30) e com a hipotese de
Eo = E|, a (1.33) fornece E=E". Portanto a equivaléncia de energia implica em

simetria do tensor de rigidez secante do meio danificado.
Voltando a questdo da definicdo dos tensores efetivos de tensdo e de
deformacdo, a forma unidimensional do tensor de tensdo efetivo sugere para o caso

multiaxial a seguinte definigdo para o tensor R:

R = (II - D) (1.34)

Nesse caso os tensores identidade (IT) e de dano (D) s@o de quarta ordem.

Conseqiientemente para a tensdo efetiva passa a valer a relagao:

=(I-D)'c (1.35)
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Impondo-se equivaléncia de deformacdo, € =€, e a (1.35) , a relagdo geral
(1.22) resulta em:

c=(II-D)Ee (1.36)
Nesse caso, o tensor de rigidez secante elastica do meio danificado fica dado
por:

E=(II-D)E, (1.37)

apresentando apenas a simetria menor, pois permite relacionar tensores simétricos de
tensao ¢ de deformacao.

Por outro lado, de forma independente, pode-se adotar para o tensor R™ a
forma:

R ={1-D)" (1.38)
Consequentemente para a deformacao efetiva passa a valer a relagdo:
§=(I-D)'e (1.39)

Impondo-se a equivaléncia de tensdo, 6 =o, ¢ a (1.39), a relagdo geral (1.22)

passa a ser escrita da seguinte forma:

c=E,(II-D)'e (1.40)
Dessa forma obtém-se o tensor de rigidez secante elastica do meio danificado,
E=E,(II-D)" (1.41)

que também apresenta apenas a simetria menor.
. .~ * s ~
Finalmente, fazendo-se uso das defini¢des adotadas para R ¢ R na relagdo

geral (1.22) obtém-se:

(II-D)'o=E,(II-D)"e
c=(1-D)E,(II-D)"e (1.42)

O tensor de rigidez secante elastica do meio danificado fica entdo escrito na
forma:
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E=(I-D)E,(I1-D)' (1.43)

Observa-se que este tensor € simétrico (com simetrias menor € maior).

Nota-se, finalmente, que as formas gerais que permitem contemplar a
anisotropia induzida pela danificacio podem ser consideradas, como se verd mais
adiante, na defini¢do do tensor de dano de quarta ordem. Neste trabalho sdo tratados

exclusivamente os modelos que envolvem variaveis de dano escalar.

1.3 COMPORTAMENTO MECANICO DO CONCRETO
1.3.1 Introducdao

Neste item s3o abordadas algumas caracteristicas do comportamento
mecanico do concreto quando sujeito a diferentes tipos de solicitacdes.

Inicialmente descrevem-se os mecanismos basicos de micro-fissuracao, ou
dano do concreto, observando-se a sua microestrutura. Tais mecanismos ocorrem na
média-escala e sdo discutidos com vistas a justificagdo das respostas macro-
mecanicas.

Em seguida, a luz dos mecanismos descritos, apresenta-se uma analise do
comportamento macroscopico do concreto sob solicitacdes uniaxiais de compressao
e de tracdo, assim como sob solicitagdes multiaxiais. Pretende-se com isso, justificar
as hipoteses utilizadas pelo modelo proposto neste trabalho, de simular o
comportamento do concreto como inicialmente isdtropo e com isotropia transversal

induzida pelo dano.
1.3.2 Mecanismos de Danificagcdo do Concreto

Do ponto de vista da média-escala, o concreto pode ser tratado como um
material bifdsico composto por uma fase agregado e uma fase matriz de cimento ou
argamassa, por sua vez constituida de particulas de agregados finos e cimento como

aglomerante. A heterogeneidade da estrutura da argamassa e as variagdes
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volumétricas que acontecem em decorréncia do processo de cura, criam no material
degradagdes iniciais (dano) de natureza irreversivel.

De uma maneira geral o dano inicial ¢ constituido por defeitos na zona de
interface entre as fases e por vazios ou poros na argamassa.

A existéncia, por um lado, de uma fase estavel (os agregados) e, por outro
lado, de uma fase evolutiva do ponto de vista constitutivo (a pasta sofre retragdo e
expansdo na fase de cura, quando a resisténcia ainda ¢ fraca) conduz a caracterizagio
de uma zona de fraca resisténcia ao redor dos graos, chamada “zona de transi¢ao”.
Na zona de transicdo formam-se defeitos de aderéncia e vazios quase sempre

associados a dire¢do de moldagem (Figura 1.4).

!Z Diregédo de

moldagem

Matriz "fraca" do material
ou formacédo de vazios

Figura 1.4 — Defeitos sob particulas de agregados [VAN MIER (1984)].

O processo de evolucao do dano, ou danificagdo, difere de acordo com o tipo
de solicitagdo. Os principais mecanismos de danificagdo, comuns a todos os estados
de solicitagdo, podem ser caracterizados observando-se na média escala a resposta do
material nos estados uniaxiais de tracdo e de compressao.

Admitindo-se, por simplificagdo, que os agregados tenham uma forma
circular, no concreto sob tracdo a evolugdo da fissura¢do se produz em duas etapas
(Figura 1.5):

- de inicio, o desenvolvimento se da em modo misto de abertura e
escorregamento (I e II, respectivamente) ao longo de um hemisfério dos graos; isto
pode acontecer no hemisfério inferior ou no superior, de acordo com a distribui¢ao
dos defeitos iniciais;

- em seguida, completado o hemisfério, passa a ocorrer a propagacao instavel

em modo I culminando numa fratura perpendicular a dire¢do do carregamento.
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b
-OOF0

SRR

Figura 1.5 — Danificacio em tracio com inicio na zona de interface [MAZARS (1984)].

Entende-se que existem trés tipos basicos de modos de abertura de fissura.

Séo eles:
- Modo I: a abertura de fissura ¢ devido a um esfor¢o perpendicular a

superficie do defeito.
- Modo II: hé escorregamento das superficies da fissura devido a um esforc¢o

de cisalhamento aplicado no plano dessas superficies e paralelo ao defeito.

- Modo III: ha escorregamento das superficies da fissura, devido a um esforgo

cisalhante atuante no plano dessas superficies e em direcdo perpendicular ao defeito.

Pk

Modo I Modo 1I Modo III
Figura 1.6 — Modos de abertura.

O processo de fissuragdo em tragdo uniaxial rende ao concreto um
comportamento de isotropia transversal, ja4 que numa direcdo (paralela ao

carregamento) o material tem um comportamento diferente das outras duas diregoes

(Figura 1.7).

-

Figura 1.7 — Comportamento de isotropia transversal em tracdo uniaxial no concreto.
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Ja a compressdo uniaxial a danificagdo tem as caracteristicas indicadas na
figura 1.8. A primeira fissura aparece com modo II de abertura na regido do contorno
do agregado, aproximadamente a 30° em relacdo a horizontal. A fissura progride ao
longo da interface passando a apresentar um modo I de abertura. Em seguida, sua
evolucdo se da na direcdo da solicitacdo, deixando a regido de interface para se
propagar na matriz. Para elevados niveis de solicitagdo evidencia-se um panorama de
fissuras paralelas a dire¢do de carregamento (BUYUKOZTURK, NILSON &
SLATE (1971)).

Modo II

Modo I

Modo 1T

Figura 1.8 — Danificacio em compressio com inicio na zona de interface

[BUYUKOZTURK, NILSON & SLATE (1971)].

O comportamento de material iso6tropo transversal pode também ser admitido
para o concreto em casos de compressdo uniaxial. Mais uma vez a dire¢ao paralela

ao carregamento tem um comportamento diferente das outras duas direcdes.

1.3.3 Comportamento Macroscopico do Concreto em Compressdo Uniaxial

Em ensaios de compressao uniaxial com deformagao controlada [VAN MIER
(1984)] nota-se que a partir do nivel de carga maxima a relacdo tensdo-deformagao
do concreto passa a mostrar um gradual decréscimo de resisténcia com o aumento da
deformagdo axial. Este ¢ o chamado comportamento “softening”, que pode ser
traduzido como amolecimento ou abrandamento. Em termos de fissuragdo, observa-

se que macrofissuras se formam apds o nivel de tensdo de pico.
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Normalmente espera-se que as macrofissuras se desenvolvam paralelas a
dire¢do da solicitagdo de compressdo. Entretanto, particularmente préximo das
regides de contorno podem se desenvolver fissuras inclinadas e distribuidas
aleatoriamente com varias orientagdes (DIAZ & HILSDORF (1973)). A explicagdo
mais comum sobre esta questdo ¢ que as fissuras inclinadas decorrem do efeito de
confinamento provocado pelo atrito entre o sistema de aplicagdo de carga e o
espécime. Essa vinculacdo, embora reduzida consideravelmente, também esta
presente em testes com condi¢cdes de contorno com pouco atrito. As tensdes de
cisalhamento induzidas na interface sistema de aplicacdo de carregamento e
espécime tém considerdvel influéncia sobre o valor da resisténcia de pico e sobre a
curvatura do ramo de amolecimento da curva tensdo-deformagdo uniaxial.

Alguns trabalhos foram realizados para estudar o comportamento do concreto
sujeito a uma carga uniaxial de compressdo. Dentre eles pode-se citar: HSU et al.
(1963)" apud VAN MIER (1984), que realizaram um trabalho pioneiro na
correspondéncia entre propagacdo de microfissuras e comportamento tensao-
deformacdo do concreto, observando mudangas no comportamento macroscopico em
cilindros de concreto que foram acompanhadas por variacdes na densidade de
fissuras e modo de fissuragio; DHIR & SANGHA (1974)° apud MAZARS (1984)
por sua vez, utilizaram no seu trabalho uma técnica com raio-X em microscopios
para amostras em microconcreto; BENOUNICHE. (1979)° apud MAZARS (1984),
que mediram o tempo de percurso de ondas ultra-sdnicas para atravessar um cilindro
de concreto na dire¢ao da base.

Constata-se pelo conjunto de ensaios, a boa correspondéncia entre as
diferentes fases obtidas por cada tipo de observacdo. Essas fases de comportamento
do material podem ser definidas com base no diagrama tensdo-deformacdo em
compressao uniaxial e relacionadas com o processo de danificacdo da média-escala

(Figura 1.9):

'HSU et al.., T. T. C. . Microcracking of plain concrete and the shape of stress-strain curva. ACI
Journal, February 1963, pp. 209-224.

’DHIR, R. H. ¢ SANGHA, M. . Development and propagation of microcracks in plain concrete.
Materiaux et Constructions, n. 37, 1974, pp. 17-23.

*BENOUNICHE, S. . Modélisation de 1’endommagement du béton hydraulique par microfissuration
en compression, Thése de 3éme cycle, Paris 6, 1979.
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- uma fase quase-elastica se desenvolve desde o estado inicial até 30 — 40%
da resisténcia a compressdo (f;). Tal fase ¢ caracterizada por uma certa manutengao
da rigidez e do coeficiente de Poisson iniciais do material. Na média-escala ndo
ocorrem alteragdes importantes na configuracdo das microfissuras iniciais. O leve
desvio de linearidade observado deve-se ao inicio de escorregamentos entre graos e
argamassa;

- uma fase ndo-linear estavel ¢ caracterizada a partir de um nivel em torno de
40 — 50% de f., estendendo-se at¢ 70 — 80% de f.. Nessa fase a rigidez diminui
sensivelmente porém o coeficiente de Poisson permanece inalterado. Além disso, a
componente de deformagdo plastica longitudinal cresce lentamente e a sua
componente transversal permanece praticamente nula. Na média-escala ocorre uma
danificacdo evolutiva na interface agregado-argamassa de cimento e areia;

- acima de 70 — 80% de f. até o valor de pico, caracteriza-se uma fase com
coeficiente de Poisson crescente e deformacao pléstica evolutiva. Na média-escala ha
uma forte interacao entre as fissuras de interface, resultando nas fissuras visiveis;

- além da tensdo de pico, ha a formacdo do ramo descendente da curva
resposta até que seja atingida a deformacao ultima do material, onde se da a ruptura
por esmagamento. Nessa ultima fase, ocorrem fortes alteragdes na média-escala pela

evolucao e integracao das fissuras na argamassa.

olfc , /
~ 4 T
N\ Lo / I\
__/\\ / | \
Deformagdo / \
lateral \ 4 / | \
04*{5 / \ \‘
\ / // ‘ ‘
// \
l/ | |
03 ‘\W / Limite de \ ‘
/ proporcionalidade | ‘
\/ | |
\ |

0.002 u €

Figura 1.9 — Diagrama tensao-deformacio em compressao [PROENCA (1988)].

A evolugdo da danificacdo nas fases ndo-lineares rende ao material
anisotropia (isotropia transversal), evidenciada pela orientacdo privilegiada da
microfissuracdo na dire¢do paralela ao carregamento, onde o plano 2-3 ¢ o plano de

isotropia transversal.
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Figura 1.10 — Comportamento de isotropia transversal em compressio uniaxial no concreto.

Dois outros aspectos da resposta macroscopica merecem destaque: a
variagdo volumétrica e a mudanca do coeficiente de Poisson.

Quanto a deformacgdo volumétrica, no trabalho de STROEVEN (1979),
mostra-se que existe um nivel de tensdo de compressdo a partir do qual ocorre uma
reversdo no diagrama deformacgdo volumétrica versus tensdo (Figura 1.11). Na
média-escala a superficie de fissura por unidade de volume passa a aumentar mais

rapidamente na etapa de reversao da deformagao volumétrica.
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Figura 1.11 — Deformacio Volumétrica ( €, = (g + &, + ;) / 3) e drea especifica de superficie de

fissura versus tensio axial aplicada [STROEVEN (1979)].

Por outro lado, um valor tipico para o coeficiente de Poisson nos concretos
usuais € 0,2; entretanto esse valor cresce tendendo a 0,5 ao se aproximar da tensao de
pico e na fase de abrandamento em conseqiliéncia do aumento da area superficial de

fissuras (Figura 1.12).
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Figura 1.12 — Variacao do coeficiente de Poisson [PROENCA (1988)].

1.3.4 Comportamento Macroscopico do Concreto em Tragdo Uniaxial

O ensaio de tracdo direta ¢ de dificil realizacdo, e mesmo a interpretacdo de
resultados de ensaios alternativos de flexdo e de fendilhamento fica prejudicada por
dois problemas:

- a instabilidade do comportamento pds-pico;

- os efeitos de escala e de altos gradientes locais de tensoes.

Além dos problemas citados, que passardo a ser brevemente abordados neste
item, existe a sensibilidade da regido de interface entre a amostra e a maquina de
ensaio, com o risco de ruptura da amostra na regido da garra.

Em TERRIEN (1980) mostra-se uma curva tensdo-deformacdo obtida de
ensaios em corpos de prova cilindricos (Figura 1.13). Duas fases distintas destacam-
se: antes da tensdo de pico e apos a tensdo de pico.

Antes do pico de tensdo (o < fr ), a curva resposta ¢ inicialmente uma reta
que passa a uma forma ndo-linear a partir de aproximadamente 50% de fr devido as
primeiras evolucdes da danificacdo na interface entre as fases agregado-argamassa.

Depois do nivel de pico a tensdo cai fortemente, ocorrendo essa instabilidade
pela formagao de fissuras localizadas na média-escala. Sucessivos ciclos de descarga

permitem constatar uma grande reducao da rigidez no final do ensaio (E = E(/ 10).
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Figura 1.13 — Diagrama tensiao-deformacio em tracio uniaxial [TERRIEN (1980)].

Outro trabalho importante no estudo do comportamento em tragdo do
concreto foi efetuado por HEILMANN, HILSDORF & FINSTERWALDER (1969).
Os autores colocaram uma série de extensOmetros ao longo do corpo de prova
permitindo identificar deformacgdes localizadas e dar uma melhor interpretacio para a
fase pos-pico de tensdo. Da andlise, detectou-se uma localizagdo da deformacdo na
zona onde acaba por se formar a fratura final. Nessa zona a deformagdo passa a
evoluir um pouco mais rapidamente que nas outras regides do corpo a partir de 60%
de fr, aproximadamente, acentuando-se a diferenca proximo a tensao de pico. Além
do pico, as deformagdes se concentram definitivamente na zona correspondente a
fissura final e as zonas vizinhas sofrem descarregamento.

A razdo principal para a localizagdo ¢ a existéncia de defeitos que levam a
uma variagdo dos valores locais de resisténcia no interior do material.

Tendo-se em vista a resposta macroscopica observada e a localizagdo em
particular, HILLERBROG & PETERSSON (1981) chegaram a uma conclusao sobre
a representatividade do ensaio de tragdo:

- no inicio os defeitos se distribuem em todo o volume e nessas condi¢oes
considera-se que o comportamento antes do pico ¢ caracteristico do material e pode
ser representado num diagrama tensdo-deformacao (Figura 1.14a).

- devido a localizacao das deformacdes, a resposta depois do pico nao ¢ mais

representativa do comportamento do material, mas sim da estrutura que constitui o
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corpo ensaiado. Assim, nessa fase o diagrama tensdo-deformacdo ndo tem mais
significado. Os autores aconselham que no regime pos-pico deve-se fazer referéncia

arelagdo local 6 - w (tensdo — abertura da fissura) (Figura 1.14b).

(o)
fr————= fr
/ // _ i e ?

// / I, —§ w

a) b)

Figura 1.14 — Analise do comportamento em tracio segundo

HILLERBORG & PETERSSON (1981).

Com relagdo a influéncia da forma e do volume dos corpos de prova,
cilindricos ou prismaticos, sobre a resisténcia a tragdo direta, KADLECEK &
SPETLA (1967) e L’'HERMITE (1973) realizaram alguns estudos.

No primeiro trabalho, os resultados apresentados indicam uma fraca
influéncia da forma e uma influéncia marcante do volume. A tensdo na ruptura ¢é
comparativamente menor quando o volume ¢ maior e existe uma dispersdo maior de
resultados para pequenos volumes. Ambos os fendmenos, que constituem o chamado
efeito escala, explicam-se pela quantidade de defeitos caracterizados na média-
escala.

No segundo trabalho, foram realizados ensaios de tracdo direta e de flexdo em
trés e quatro pontos de prismas diferentes. Os resultados mostraram uma disparidade
evidente entre as resisténcias obtidas para os dois tipos de ensaio (tragdo direta e
flexdo) ligados notadamente a combinacao da distribuicdo de defeitos e gradiente de
tensdes, no caso do ensaio de flexdo. Nos ensaios de flexdo para uma amostra maior,

4

o efeito do gradiente de tensdes ¢ fortemente diminuido, aproximando-se a
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resisténcia medida da resisténcia do ensaio de tragdo direta; porém o efeito de
volume continua a se observar, diminuindo a resisténcia com o aumento do volume.
Como observacdes complementares, nota-se que o modulo de elasticidade
longitudinal do concreto na tragdo ¢ maior que na compressdo, sendo que para o
coeficiente de Poisson vale o inverso.
Vale ressaltar, pelo que foi observado, que o processo de danificacdo na
tracdo uniaxial gera isotropia transversal no concreto pelos mesmos motivos

comentados para o caso de compressao uniaxial.

1.3.5 Comportamento Macroscopico do Concreto em Solicitagoes Multiaxiais

De maneira classica, o tensor de tensdes pode ser decomposto da seguinte

forma:

c=pl+S (1.44)
onde pl ¢ a parte hidrostatica ou esférica do tensor de tensdes € S ¢é a sua parte
desviadora.

Naturalmente, solicitagdes aplicadas ao concreto podem gerar estados de
tensdo de natureza hidrostatica, desviadora ou uma combinag¢ao delas. MAZARS
(1984) procura estabelecer uma correspondéncia entre a natureza do estado de tensao
solicitante e o0 modo de danificacdo. No caso das solicitagdes multiaxiais, além dos
modos descritos no item /.3.2, acrescenta-se o modo de consolidagdo, associado na

compressao a parte hidrostatica do tensor de tensdes conforme se descreve em

seguida.

1.3.5.1 Modos de danificacdo com vistas as solicita¢oes multiaxiais

Segundo MAZARS (1984), nas solicitagdes multiaxiais trés modos de
danificacdo na média-escala sdo considerados fundamentais:
- decoesdo na interface matriz-agregado, ou na matriz somente, com modos

de abertura dos tipos I e misto, [ e II;
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- decoesdo por escorregamento segundo o modo II (ou eventualmente III ou 11
+ I1I)

- consolidacdo (ou diminuicdo da porosidade) por colapso da estrutura
microporosa.

Tendo-se em vista os modos de danificagdo, Mazars identifica trés categorias

de solicitag¢do, que estdo descritas a seguir.

1.3.5.2 Solicitagoes - Tipo A

Sao solicitagdes que levam ao desenvolvimento de modos de abertura do tipo
I, as quais normalmente ocorrem quando alongamentos no material ndo estdo
impedidas. As aberturas em modo I se orientam perpendicularmente as dire¢des das
extensdes, como se observa facilmente nos ensaios uniaxiais de tracdo ¢ de
compressdo. Nos casos de compressdo biaxial, os planos de ruptura sdo paralelos ao
plano de carregamento e perpendiculares a direcdo de extensao.

Qualquer processo que se superponha a compressao biaxial e que favorega a
propagacdo em modo I implica em diminui¢do da resisténcia do material.

Se em principio a resisténcia a compressdao uniaxial aumenta num estado de
compressdo em dire¢do biaxial, quando se impde uma tensdo de tragcdo na terceira
dire¢do, aquela resisténcia diminui quase que linearmente com o incremento da

tragao ; isso pode ser verificado na figura 1.15.

o3/ fr 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1

Gimax / fc 1,6 0,5 0,25 0,15 0,06 0

) 1 Resisténcia uniaxial

de tragdo: fT = 3,1 MPa

9 :
' : Compressdo: f© =38 MPa
2

Figura 1.15 — Influéncia de uma tensao de tracio (c; ) sobre o comportamento
de um cubo comprimido nas outras duas direcdes (c; = 5,) [MAZARS (1984)].




- Capitulo 1: Introdugdo - 26

1.3.5.3 Solicitagoes - Tipo B

Um estado desviador de tensdo superposto a uma forte compressiao
hidrostatica ndo possibilita, pela auséncia de alongamentos, abertura de fissuras em
modo I, mas essencialmente em modo II e talvez III. A evolucdo do dano se
apresenta estdvel em boa parte do processo de carregamento pois as irregularidades
das bordas das fissuras demandam maior consumo de energia para atingir a condi¢ao
de escorregamento. O comportamento macroscopico ¢ do tipo ductil, num sentido
comparavel aquele obtido nos metais e para os quais a parte desviadora das tensoes
tem uma grande importancia.

[lustra-se na figura 1.16 um estado axissimétrico de tensdes, evidenciando-se
o aumento da resisténcia e deformabilidade na direcdo do carregamento (diregdo 3)
com o aumento do confinamento nas dire¢des perpendiculares a ele (direcdes 1 ¢ 2).
Neste caso observa-se o comportamento de isotropia transversal do material tendo as

diregdes 1 e 2 as mesmas propriedades.

oy A
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Figura 1.16 — Influéncia da tensio de confinamento em ensaios triaxiais [PROENCA (1988)].

VAN MIER (1984) apresenta curvas tensdo-deformacdo de alguns ensaios
sob condi¢des de deformacdo plana (e, = 0) (Figura 1.17). Todos os testes foram
executados com carregamento perpendicular a direcdo de moldagem. Dos testes
conclui-se que hd um aumento da resisténcia com o aumento da tensdo de

confinamento (o3 = B o5, B > 0) . Também ocorre um acréscimo do nivel de
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deformacdo relacionada a tensdo de pico (o) X €;), € 0 ramo ‘soffening’ apresenta
uma forma similar para os trés niveis de confinamento indicando um mesmo tipo de
ruptura.

Célculos do coeficiente de Poisson inicial de testes de deformagdo plana
indicam um valor de 0,10 — 0,15, que é menor que o valor em compressdo uniaxial.
Provavelmente a orientacdo de microfissuras decorrente da direcdo de moldagem ¢

importante nesse contexto.
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Figura 1.17 — Curvas tensdo-deformacio para testes de deformacao plana

com aumento de confinamento o3 =3 o ( = 0; 0,05; 0,10) [VAN MIER (1984)].

No caso de compressdo triaxial, Van Mier apresenta curvas tensao-
deformagao (Figura 1.18) para trés niveis da tensdo o, (o2 = o o; com a = 0,05;
0,10; 0,33) e confinamento o3 = 0 ¢ o3 = 0,05 o}, buscando ilustrar a influéncia da
tensao principal intermediaria.

A diferenga no comportamento pds-pico € visivel. Os resultados mostram que
pode-se obter um acréscimo da resisténcia acompanhada de maior ou menor

ductilidade dependendo da proporcao entre as tensoes.
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Figura 1.18 — Curvas tensdo-deformacio para testes com diferentes niveis de tensdo
intermediaria. Testes com o3 = 0 e o3 = 0,05 5; com carregamento paralelo
a direcdo de moldagem [VAN MIER (1984)].

No concreto, a anisotropia inicial induzida pelo dano gerado durante a
moldagem e processo de cura do espécime, se manifesta visivelmente na resposta
tensao-deformacao na medida em que a danificagdo evolui. Os efeitos sdo mais ou
menos pronunciados dependendo da proporcdo entre as componentes de tensdo no
carregamento triaxial. Na figura 1.19, sdo mostradas as curvas tensdo-deformacao
para espécimes com os seguintes carregamentos: 6,/ 6,/ o3 =-1/-0,33/-0,05¢ -1
/-0,33 /-0,10. Para cada propor¢ao um par de espécimes foi carregado paralelamente
e perpendicularmente a direcdo de moldagem. A resposta pré-pico dos diagramas ¢é
afetada pela orientacdo do campo de dano inicial com relacdo ao estado de tensdo

governante.
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Figura 1.19 - Influéncia da anisotropia inicial no comportamento

tensao-deformacao triaxial [VAN MIER (1984)].

Quanto aos valores de resisténcia de pico, os resultados das séries triaxiais
ndo mostram efeito significativo da orientagdo do carregamento em relagdo ao campo
de dano inicial. Entretanto, para altos niveis de confinamento existe uma indicagdo
que um pequeno acréscimo da resisténcia ocorre quando carregamento ¢ aplicado
paralelamente a dire¢do de moldagem.

Mudando-se a direcdo do campo de dano inicial em relacdo ao carregamento
triaxial aplicado, observa-se um incremento da ductilidade para carregamento
paralelo a direcdo de moldagem. Nota-se em particular um significativo incremento

da deformagdo nos niveis de tensdo de pico.
1.3.5.4 Solicitagao - Tipo C
E o caso de compressio hidrostatica. Na figura a seguir apresenta-se a

resposta carga hidrostatica contra variagio volumétrica obtida por BALMER (1949)*

apud MAZARS (1984).

*BALMER, G. G. . Shearing strenght of concrete under high triaxial stress — Computation of Mohr’s
Envelope as a curve. Structural Research Laboratory Report n. SP 23, Denver, 1949.
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Figura 1.20 — Evoluciio da variacio volumétrica sob

carregamento hidrostatico segundo BALMER (1949).

Trés fases distintas aparecem:

- uma fase elastica sem degradacdes;

- uma fase de consolidagdo em correspondéncia a ruina da estrutura
microporosa da pasta de cimento hidratado;

- uma fase de endurecimento ligada ao comportamento do material
consolidado.

Para o concreto sujeito a compressdo hidrostatica parece ndo existir,
teoricamente, limites para a evolu¢do das tensdes. O caminho de tensdo deve,
naturalmente, atingir um limite de ruptura, mas provavelmente esse limite acontecera
dentro de uma regidao de compressao triaxial intensa.

Por outro lado, o caso de tracdo hidrostatica ndo parece ter sido estudado, pois
esse tipo de solicitagdo ¢ muito dificil de ser realizado experimentalmente. Tendo-se
em vista o comportamento em tracdo uniaxial, € razodvel imaginar que o
comportamento sob tragao hidrostatica seja do tipo elastico-fragil.

Dos ensaios observados, conclui-se que ndo parece haver um limite ou
critério inicial de dano, baseado em tensdo ou deformacao, abaixo do qual o material
permanece integro. Porém, parece razoavel admitir, para efeitos de formulacdo
tedrica, um certo limite onde a danificacdo passa a ter efeitos significativos no

comportamento do material.
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Além disso, estes mesmos ensaios nos conduzem a imaginar que ¢ algo

razoavel simular o comportamento do concreto com as hipoteses de material

inicialmente isotropo e com anisotropia induzida pelo dano, em particular a isotropia

transversal. E claro que pelo que se observou, a rigor, nos casos mais gerais, a

ortotropia induzida pelo dano seria mais plausivel, contudo essa hipotese levaria a

formulacdo de um modelo matematico mais complexo, que dependendo do caso ndo

seria interessante em termos de identificacdo paramétrica, emprego pratico e custo

tedrico da formulagao.

Para finalizar, resume-se na tabela a seguir a classificagdo das solicitagcdes em

correspondéncia aos modos de dano, segundo Mazars:

Tabela 1.1 — Classificacio dos comportamentos relacionando o modo

de danificacio e o tipo de solicitacio [MAZARS (1984)].

Tipo de Modo de Dano Local | Particularidades | Exemplo de Comportamento
Solicitagcao
A Uniaxial, Microfissuragido - existéncia de uma
il —o!(MPa)
iaxi laxi rincipalmente extensio em ao o —
biaxial, triaxial princip © P
com tragio ou ao redor dos graos menos uma dire¢ao ,
. . 20
fraca compressao principal y
em ao menos uma - comportamento 10 /
. ~ . + ¥ T— 1
direcdo mais ou menos o e
“fragil”
Modo Toul+1I
B: Triaxial de Microfissuragao - nenhuma
. ~ MPa) N
Compressio — principalmente extensao MR -
superpondo-se em modo II - comportamento 1
100 |~
5 “dactil” -~
ma pressa / -
TR pTESSAO R=P=345MPa
hidrostatica
—61
elevada él um 001 02 003 0m 005
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C: Triaxial- Consolidagdo da - comportamento P
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e

100

—AV/V
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1.3.5.5 Modos de ruptura

No item /.3.2 comentaram-se os mecanismos de danificagdo do concreto em
estados uniaxiais. Neste item tratam-se dos modos de ruptura em estados multiaxiais,
sendo que, na maior parte dos casos, em decorréncia da localizacdo de deformacdes,
os modos de ruptura derivam de mecanismos de danificacdo similares aqueles dos

estados uniaxiais.

- Estados de Compressao Triaxial

Os comportamentos pds-pico distintos das curvas tensdo-deformacao (Figura
1.18) para diferentes estados triaxiais indicam, de acordo com um ramo de
amolecimento mais ou menos pronunciado, processos de fraturamento localizado ou
distribuido respectivamente. Por exemplo, enquanto no espécime com ¢,/ 6,/ 63 = -
1/ -0,33 / -0,05 evidencia-se uma banda de cisalhamento localizada, num outro
espécime, com o; / o, / o3 = -1/ -0,10 / -0,05, apresenta-se um panorama de
fissuragao distribuida. Uma observacdo mais detalhada revela que esse panorama de

fissuragdo ¢ o resultado de cruzamentos entre diversas bandas de cisalhamento.

- Estados Biaxiais Compressao-Compressao ou Compressao-Tragao

Nos casos de compressdo-tragdo, os experimentos mostram ruptura por
fraturamento perpendicular a dire¢do da tensdo de tragdo.

De um modo geral, a ruptura do concreto em estados biaxiais ocorre por
separacdo ortogonal & direcdo de tragdo maxima ou de deformacdo (alongamento)
maxima (Figura 1.21). Observa-se que as deformagdes por alongamento também sdo
importantes no estabelecimento de critérios de ruptura para o concreto e que nesses

casos o dano gerado implica num comportamento de isotropia transversal marcante.
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Figura 1.21 — Modos de ruptura de espécimes de concreto sujeitos
a estados biaxiais de tensio [KUPFER, HILSDORF & RUSCH (1969)].

1.3.5.6 Mudancas de volume

Como ja foi comentado anteriormente, espécimes carregados em compressao
triaxial podem romper ao longo de um plano de cisalhamento bem definido ou pela
formacdo de uma distribui¢do de pequenos planos de cisalhamento inclinados em
varias diregoes. Em fungdo da estrutura granular do material, escorregamentos nos
planos de cisalhamento implicam numa mudanga de volume. Assim sendo, nas
solicitacdes triaxiais de compressdo a ocorréncia de uma grande variacdo de volume
além do nivel de tensdo de pico (o)) ndo ¢ surpresa tendo-se em vista 0 modo de
ruptura.

As variagdes volumétricas associadas aos processos de escorregamento nos
materiais granulares, como o concreto, podem ser explicadas por modelos simples

ilustrados nas figuras a seguir.
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Figura 1.22 — Modelos de variacido volumétrica para materiais granulares.

Para avaliar a mudanca no volume de espécimes em concreto, VAN MIER
(1984) realizou experimentos triaxiais com razdo de confinamento constante. Trés
espécimes foram carregados com o, de compressdo crescente, mantendo-se o3 = 0,05
o1 e analogamente outros trés espécimes com 63 = 0,10 ;. Os seis espécimes foram
todos submetidos a carregamentos paralelos com relagdo a dire¢ao de moldagem.

Foram analisadas curvas de deformagao volumétrica ey contra a deformacgao
de compressdao maior ¢;. Inicialmente verificou-se uma compactagdo, sendo a relagdo
entre gy € g, ndo-linear. Com o acréscimo de g;, ocorreu um decréscimo da taxa de
compacta¢do e um volume minimo foi observado mesmo antes que o nivel de tensao
de pico seja atingido. A posterior taxa de crescimento de volume € maior para
espécimes com nivel de confinamento menor.

Em estados biaxiais de compressao, ocorre um acréscimo de volume com o
aumento das tensdes de compressao nas proximidades do ponto de resisténcia limite.

Com relacdo a ductilidade, a variagdo dessa caracteristica depende das

O~

combinagdes de solicitacdes. Em estados triaxiais de compressdo a ductilidade

o~

maior, porém se ao menos uma das tensdes for de tracdo a ductilidade

comparativamente menor.

1.3.6 Influéncia das Condicoes de Ensaio

Por condi¢des de ensaio, além dos problemas relacionados ao proprio
material (composi¢ao), entende-se geometria dos corpos ensaiados e a natureza dos

contatos entre a maquina e o corpo.
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Em MAZARS (1984) mostra-se um estudo comparativo do efeito de
diferentes tipos de contatos corpo-maquina, realizado por GLOMB & PATAS
(1972). A partir de ensaios em cubos de 20 x 20 x 20 cm, investigou-se a possivel
dependéncia da resisténcia a compressao simples (fc) da natureza da interface entre o
corpo € o prato da maquina. Da andlise constata-se de fato uma dependéncia,
verificando-se ainda que o valor da resisténcia pode diminuir por volta de 40% pela
utilizagdo de duas camadas de teflon parafinado na interface prato-corpo de prova.

A dependéncia verificada se da porque o atrito na interface restringe a livre
deformacao lateral do corpo de prova, criando-se assim um estado triaxial naquela
regido. Esse fenomeno ¢, alids, responsavel pela ruptura em forma de cone observada
nas vizinhangas daquela regido.

Essa forma de ruptura ¢ a mais localizada pois quanto mais alto é o corpo de

prova menores sao as repercussoes das condigdes de contato na zona central.
1.3.7 Influéncia da Trajetoria do Carregamento

Solicitagoes de natureza ciclica colocam em evidéncia o carater unilateral da
resposta do concreto, TERRIEN (1980). No ensaio realizado por aquele autor, um
corpo de prova em concreto foi inicialmente tracionado e em seguida submetido a
compressao (Fig.1.23a). Constatou-se o fechamento das fissuras abertas pela tracao e
a recuperagao de rigidez no regime de compressao. Outro trabalho que procurou
analisar esse efeito foi elaborado por MAZARS, BERTHAUD & RAMTANI (1990),
sendo estudados casos de solicitacdo uniaxial em blocos e de flexdo em vigas,

alcangando as mesmas conclusdes obtidas por Terrien.

Ruptura em
5 \ Tracio (MPa)

| éiI/ ~— H .
4 4 '“‘———-__?__.
€ * < .

" -7 .

B
1+ )
A) Compressao Prévia
+ a . @ —t— @ §——
10 20 30 40 50 60

Figura 1.23 — Dois diagramas ilustrando a influéncia da trajetéria do carregamento.



- Capitulo 1: Introdugao - 36

Ja em TOMACHEVSKY et al.(1975)° apud MAZARS (1984), mostra-se que
uma compressdo prévia enfraquece a resisténcia a tracdo numa dire¢do a ela
perpendicular (Figura 1.23b).

Em casos de carregamento proporcional o modo de danificagdo permanece o
mesmo, porém com a aplicacdo de carregamento ndo-proporcional o modo inicial
pode ser modificado com a mudanc¢a na ordem de aplicagdo da solicitagdo. Esse fato
pode ser deduzido dos resultados da Fig. 1.24, onde cubos com pré-carregamento
hidrostatico de compressdo (G; = 6, = 53) passam a ser solicitados por um estado de

tensoes com evolucao de o e manutencao de o, € 63 em 29,30 MPa.
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Figura 1.24 — Comportamento sob carregamento de compressao com

restricio lateral (o, = 03 = 29,30 MPa ) [BERTACCHI & BELOTTI (1972)].

Trés fases distintas surgem:

- fase OA (carregamento hidrostatico): elasticidade e consolidagao;

- fase AB: extensdes impedidas ( ruptura em modo II ou III);

- fase BC: extensOes possiveis (rupturas em modo I ou misto com
instabilidade e ruptura).

Nos ensaios usuais, aplica-se de inicio o confinamento transversal e em

seguida inicia-se o carregamento axial. Nesses casos, a fase OA nao ¢ observada.

STOMACHEVSKY, E. G., DROUET, A. & DESPERLES, P. J. Recherche de la diminution de
résistance en traction du béton par détection d’émission d’ondes de contrainte. Rapport Interne C. E.
A., 1975.
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1.3.8 Comportamento do Concreto Fissurado em Relag¢do a Resisténcia ao

Cisalhamento

Comenta-se brevemente neste item o comportamento do concreto fissurado
quando submetido a esfor¢os de cisalhamento.

FIGUEIRAS (1983) ja chama a atencdo sobre investigagdes experimentais
que mostraram a importante contribuicdo do concreto fissurado na resisténcia ao
cisalhamento, no caso de elementos de concreto armado. Dois mecanismos estdo
presentes nesse comportamento, sao eles: a chamada agdo de “pino” e a transferéncia
de tensdo de cisalhamento entre as faces das bordas das fissuras.

Enquanto que o primeiro ¢ particular para o concreto armado, o segundo ¢ de
maior interesse no contexto deste trabalho.

As superficies das fissuras sao usualmente rugosas e irregulares, geralmente
contornando os agregados graudos do concreto. As superficies rugosas das faces das
fissuras podem transferir tensdes de cisalhamento através da fricgdo e do
engrenamento dos agregados, como se ilustra na figura 1.25. A aplicagdo de esfor¢o
cisalhante v causa um deslocamento d e, devido a irregularidade da superficie tende a
provocar uma separagdo das superficies da fissura ou, dilatagdo w do meio.
Resultados experimentais mostraram que a abertura inicial de fissura (wo) € a
varidvel principal que afeta a ag¢do de engrenamento dos agregados. Grandes
aberturas iniciais de fissuras implicam em menor rigidez e resisténcia ao

cisalhamento.

Figura 1.25 — Mecanismo de engrenamento dos agregados para a transferéncia de tensées de

cisalhamento através da fissura [FIGUEIRAS (1983)].

Algumas aproximagdes para se levar em conta a perda de rigidez ao

cisalhamento podem ser encontradas na literatura. Entre elas, pode-se citar a proposta
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de HAND, PECKNOLD & SCHNOBRICH (1973) que modelaram a rigidez ao
cisalhamento do concreto (mddulo de elasticidade transversal) como um valor
constante reduzido em relacdo ao valor inicial. Entretanto, para FIGUEIRAS (1983),
o valor do modulo de elasticidade transversal decrescendo linearmente com a
deformacao normal ao plano fissurado (representando a abertura da fissura)
constitui-se numa melhor aproximacao no confronto com resultados experimentais.
A figura 1.26 ilustra uma comparacdo de outras expressdes propostas para a

variagdo do modulo de elasticidade transversal do concreto fissurado.
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Figura 1.26 — Comparacio de varios diagramas propostos para o médulo de elasticidade

transversal do concreto fissurado. [ASCE(1981)° apud FIGUEIRAS (1983)].

SASCE. Committee on concrete and masonry structures, Task Committee on Finite Element Analysis
of Reinforced Concrete Structures: A State-of-the-Art Report on Finite Element Analysis of
Reinforced Concrete Structures, ASCE Spec. Pub., 1981.
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2 MEIOS ELASTICOS DANIFICADOS ANISOTROPOS
COM RESPOSTA BIMODULAR

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo, inicialmente faz-se uma breve revisdo da formulacdo de
modelos constitutivos para meios eldsticos anisotropos com resposta bimodular
proposta por CURNIER, HE & ZYSSET (1995). Logo ap6s, propde-se uma extensao
daquela formulagdo para levar em conta a danificacdo progressiva do meio. Como
exemplo das possibilidades que se abrem a partir da formulacdo para meios
danificados, aborda-se o caso particular de um meio eldstico danificado com
isotropia transversal e bimodularidade induzidas pelo dano, o qual sera utilizado na
formulacao do modelo para o concreto proposto neste trabalho.

Na seqiiéncia do capitulo, apresentam-se alguns modelos de dano para o
concreto propostos na literatura, que se caracterizam como modelos iso6tropos ou
anisotropos, destacando-se a diferenca conceitual entre eles. Vale ressaltar que para
cada um dos modelos ilustrados, a apresentagdo limita-se aos tensores constitutivos,
que levam em conta a danificagdo do material, ndo sendo objeto de analise toda a sua

formulagdo matematica.



- Capitulo2: Meios Elasticos Danificados Anisotropos com Resposta Bimodular - 40

2.2 ELASTICIDADE LINEAR DE MEIOS COM ANISOTROPIA E
RESPOSTA BIMODULAR

Muitos materiais compositos, reforcados com fibras, apresentam-se
claramente como meios anisotropos e bimodulares [JONES (1977)]. J& compositos
quase-frageis, como o concreto, pertencem a uma categoria de materiais que podem
ser considerados inicialmente isétropos e unimodulares, porém, quando danificados
passam a exibir anisotropia e diferentes rigidezes em tracdo € em compressao
[MAZARS, BERTHAUD &RAMTANI (1990)]. Nesta secdo a questdo do dano
ainda ndo ¢ considerada, sendo o destaque dado aos aspectos de anisotropia e
resposta bimodular. Nesse sentido, apresenta-se, de forma resumida, a formulagao de
leis constitutivas, proposta por CURNIER, HE & ZYSSET (1995) para materiais
com isotropia ou anisotropia eléstica, que possuem diferentes comportamentos em
tracdo e em compressdo. A formulacdo ¢ limitada ao regime de pequenas
deformagdes.

Em hiperelasticidade, o potencial quadratico, envolvendo um tensor de
elasticidade constante, ¢ a lei lincar entre tensdo e deformacdo, dele derivada,

apresentam as seguintes caracteristicas:

W (g) = %Eos g Weli(g,R); 2.1)
o(e)=E,¢ cel'(s p) (2.2)
Ey = constante Ey € (° (g Ey) 2.3)

Como indicado na (2.1) W ¢ um campo de argumento tensorial de valor
escalar real duas vezes continuamente diferenciavel; na (2.2) 6 ¢ um campo tensorial
de segunda ordem uma vez diferenciavel e na (2.3) E¢ ¢ campo tensorial de quarta
ordem. No caso geral de anisotropia, o tensor constitutivo Egy ¢ simétrico e envolve
21 constantes do material.

Segundo a forma dual, o potencial de energia complementar, a relagao

constitutiva e o tensor de flexibilidade sdo dados por:



- Capitulo2: Meios Elasticos Danificados Anisotropos com Resposta Bimodular - 41

W (o) :%coc-c (2.4)
g(c)=C,c (2.5)
Co= E,' = constante (2.6)

As relagdes anteriores, para o caso de elasticidade linear com anisotropia,
envolvem constantes ditas “volumétricas” A, € de “cisalhamento” p,, que se
reduzem aquelas de Lame no caso de isotropia. As formas particulares que incluem

isotropia, isotropia transversal e ortotropia, sdo as seguintes:

A
W(e) = 2“’ tr (A,e)tr(A,€)+ Uatr(A,g) (a,b=1,d) 2.7)
o(g)=Atr (A,8) A, + L (A,e+&A])) (2.8)
E,=2,[A, ®A,]+1,[A, ®T+IQA,] Aab = Aba (2.9)

onde d = 1 para isotropia (envolvendo as duas constantes de Lame¢), d = 2 para
isotropia transversal (5 constantes) e d = 3 para ortotropia (9 constantes). Os tensores
A, e Ap sdo: (A = I) para materiais isotropos, (A; = I, A, = A) para materiais com
isotropia transversal e (A; = I, A, = A, A3 = B) para materiais ortotropos.

Tomando-se o caso de isotropia transversal como exemplo, o tensor I ¢ o
tensor identidade de segunda ordem e o tensor A ¢ formado pelo produto tensorial do
vetor perpendicular ao plano de isotropia transversal por ele mesmo. No caso de
ortotropia, existem trés vetores linearmente independentes que definem os planos de
ortotropia, sendo os tensores A ¢ B definidos por dois daqueles vetores e realizando-
se os produtos tensoriais deles por eles mesmos; ha também um tensor associado a
terceira direcdo, formado pelos tensores I, Ae B (C=1—- A - B).

As relagdes duais podem ser escritas na forma:

* 1
W' (0)= -~ tr( A.0)tr(A,0)+ —— tr( A,6°) (ab=1,d) (2.10)
2E, 2E,
Vab 1+Vaa T
e(o)=— tr(A,0) A, + (A,0+0A,) (2.11)

a a
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1 _ _
Vi A ®A, ]+ ;FEV [A, ®I+I®A,] ;:ab - 2.12)

a a a

Coz—

As operagdes de produtos tensoriais entre tensores de segunda ordem
inseridas aqui estdo descritas no apéndice deste trabalho.

Por outro lado, considerando-se um caso unidimensional, a palavra
“bimodular” refere-se a materiais cujas leis tensdo-deformacao unidimensionais sdo
caracterizadas por diferentes modulos de elasticidade nos dominios de tragdo e de
compressao.

A extensao de tais caracteristicas para os casos bi e tridimensional ¢ proposta
no trabalho de CURNIER, HE & ZYSSET (1995) e passa a ser descrita no que
segue.

Para a modelagem de um material hiperelastico bimodular, considera-se que a
densidade de energia potencial elastica W deva ser uma vez diferencidvel
continuamente (em qualquer ponto) porém diferencidvel duas vezes continuamente
apenas por partes. A relacdo tensdo-deformacdo derivada de tal potencial tem
continuidade (em qualquer ponto) e apresenta um tensor de elasticidade descontinuo
em relagdo a uma hipersuperficie que contém a origem e que divide o espaco das
deformacdes em regides de tracdo e de compressdo; nessas condi¢des torna-se
possivel reproduzir uma resposta bimodular.

Seja, entdo, uma hipersuperficie definida no espaco das deformagdes por uma
funcio de valor escalar, g € /' (& R): g (¢) = 0 (Figura 2.1). Definem-se, entdio, 0s

seguintes conjuntos:

&={ece|g(e)=0} gel'(gR) (2.13)
e ={ece|g(e)<0}, e ={ece|g(e)<0} (2.14)
& ={c e ¢e|g(e)>0l, e.={eece|g(e)=0} (2.15)

g=s Uaud E.Ne=0, e.Ne. =& (2.16)
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\ &
\\ e+ . W+(e) = constante
& N\ \
\
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\ \\\ &
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W-(¢)=constante —_  — g(&)=0

Figura 2.1 — Representacao esquematica da subdivisdo do espaco de deformacdes

em subdominios de compressio e de tragao.

Por defini¢do a hipersuperficie g (¢) = 0 deve conter a origem do espago das

deformagdes de modo que o tensor & = 0 pertence ao conjunto &-

0e Fog0)=0 2.17)

A hipersuperficie serve, entdo, como critério para que o espago das
deformagdes resulte separado em partes, as quais corresponderdo regimes
predominantes de tracdo e regimes predominantes de compressao.

Entre as possibilidades de representacdo da hipersuperficie, um hiperplano,
caracterizado por sua normal unitdria (tensor de segunda ordem) N (||N|| = 1),
proporciona a representacdo mais simples no espago das deformacdes. Nesse caso

valem as relagoes:

F={ece|g(e)=N.g=0} (2.18)
e ={ee e|N.eg<0}, & :={eee|N.g>0} (2.19)

Mas, considerando-se ainda uma defini¢do geral para a hiersuperficie, a
resposta do meio material pode entdo ser descrita, de acordo com os regimes

predominantes de compressao e de tragdo, por fungdes de energia elastica W_(g) e
W, (g), restritas aos subdominios & e & respectivamente, sendo que juntas

compdem uma fung¢do de energia W (g) definida sobre &.
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De modo mais especifico passam a valer as seguintes relacoes:

W_(g) se g(e) <0, W_e/l*(g,R),

, Wel'(e,R); (2.20)
W._ (g) se g(e) >0, W, el (g,R),

W(e) :={

o (6)=VaW (@)= {0 (DTN seEEEh 2.21)
¢ c.(e)=V_W, (¢) se g(e)=0; .

Eq () = {EO_ (e)= V;W_ (e) se g(e)<0 2.22)
E0+ (8) = V3W+ (8) se g(z—;) > O

onde, V ¢ o operador gradiente e,

W(0)=W_(0)=W,_(0)=0 (2.23)

06(0)=0 (0)=0,(0)=0 (2.24)

A continuidade da funcdo de energia elastica (e de seu primeiro gradiente), e

a lei tensdo-deformacao, ao longo da interface, implicam em

W(Ee)=W,(e)=W_(¢) Velg)=0 (2.25)
o(e)=0,(e)=0_(¢) Ve|lge)=0 (2.26)

Ja o tensor de rigidez elastica por hipdtese apresenta-se continuo ao longo da
hipersuperficie e descontinuo através dela, isto ¢, segundo a normal local definida

por V.g. O salto do tensor pode ser representado por:

[E (&)]=E(, (e) -E, (e)=s(g) V,2(e)®V g(e) Velg®)=0  (2.27)

onde s (€) ¢ uma func¢do continua de valor escalar que mede o valor do salto.
Analogamente, no espaco dual de tensdes define-se uma hipersuperficie h (o)

¢ uma interface & dada por:
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&={cepl|h(©c)=0}h(c)=glc_(0)] ou gle,(0)] hel' (p,R) (2.28)

As relagdes duais podem ser escritas como:

W' (6) = {W_ (o) se h(c) <0, W; el (p,R), W' el (p.R): (2.29)
W, (o) se h(c) 20, W' el (p,R),
£(0)=Vo W (o) = {8‘ (©)=V,W:(e) e h(e)=<0; (2.30)
€, (06)=V_W (o) se h(c)=0;
_ v, )C(0)=V W' (c) se h(c)<O0;
Cy (o) = E,'(0) {Cm ©=VW (o) sc ho)>0, (2.31)

As condigdes de continuidade para as relagdes duais sdo similares as

equacgoes (2.25) — (2.27), com V¢ g(g) substituido por Vs A(o) e s(g) por
e(o)=-s(e)/[1 +s(e)Vsh(o): Ve g(e)] 2.32)

No caso do hiperplano, o carater invariante de g(e) pode ser explicitado
representando-o como uma combinagdo linear dos invariantes lineares de
deformacao, I, = (tr A, €), isto é: g(€)= y. La. Nessas condicdes, seu gradiente V¢ g(g)
= N, definindo a normal ao hiperplano, resulta uma combinagdo linear dos
correspondentes tensores A,. Para exemplificar no caso mais geral, que inclui

também a ortotropia, passam a valer as seguintes relacdes:

N=V,g =§Tg V.1, =v,A,, onde os coeficientes y, sdo tais que: ||[N|| =1 (2.33)

a

gE@®)=7atr(Ase)=tr[(yaAa)€]=N.g=0, (a=1,4d), (2.34)

Finalmente, as expressdes para a funcdo de energia elastica (2.20), para a lei
tensdo-deformagdo (2.21) e para o tensor dos mddulos elasticos (2.22) s@o escritas,

em analogia com (2.7), (2.8) e (2.9), nas seguintes formas:
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W(g(e),e) = Mtr(Aas)tr(Abs) +u,tr(A %) (a,b=1,d) (2.35)
o(g(e),e) = A,, (ENr(A,)A, +1,(Ae+eA,) (2.36)
E (g(e).8) =1, (8())[A, ®A,]+u,[A, OT+I®A,] (2.37)

O carater bimodular implica em que as constantes A,, que aparecem nas

relacdes (2.35) - (2.37) sdo fungdes de g, isto €:

_ [N se g(e)<0
Ao (8(8) =y, = [W;b s g(e)>0 (2.38)
E mantendo a mesma analogia,as leis inversas sdo descritas como:
* _ Vab (h(c)) 1+ Vaa (h(G)) 2
W (h(o),0) = —ZEa (h(0)) tr( A,0)tr(A,0)+ —ZEa (h(0)) tr( A,07)
(a,b=1,d) (2.39)
_ _Va(h(o) 1+v,(h(9)) T
€ (h(o),0) E. (h(o)) tr( A,0) A, + 2E (h(0)) (A,0+0A,) (2.40)
- _ Vab (h(c)) 1 + Vaa (h(c)) S S
Cy (h(o),0) —Ea (h(o) [A, ®A, ]+ —2Ea (h(o)) [A, ®T+IQA,] (2.41)
__|E; se h(o)<0 vy se h(o)<0
E,(h(0)) = {E; se h(o)>0" '* (h(o)) = {V * s h(o)>0 (2.42)
. 1+v_ (h(o))
Vale ressaltar que os coeficientes i, [eq. (2.35) — (2.37)] e —2Ea(h(o')) [eq.

(2.39) — (2.41)] devem ser iguais em compressao € em tracdo para que se verifique a

condicdo de salto tangencial nulo no tensor constitutivo [ eq. (2.27)].
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2.3 PROPOSTA DE FORMULACAO PARA MEIOS ELASTICOS
ANISOTROPOS COM DANIFICACAO E RESPOSTA BIMODULAR

Esta proposta de formulagao visa estender os modelos de elasticidade linear
em meios anisotropos bimodulares postulados por CURNIER, HE & ZYSSET
(1995), de modo a se levar em conta a danificacdo nesses meios.

Propde-se que os coeficientes Aab, Ha [€q. (2.35) — (2.37)] € Vab, Vaa € Ea [eq.
(2.39) — (2.41)] passem a ser funcdes de variaveis de danificagdo, bem como o
proprio hiperplano separador das respostas em tragdo ¢ em compressdo. Contudo,
vale ressaltar que as condigcdes de salto tangencial nulo devem também ser

1+v, (h(o))

obedecidas aqui. Com isso os coeficientes L, €
2E, (h(0))

devem ser iguais em

tracdo e em compressao.

Com a introdugdo de processos de danificagdo na formulagdo proposta por
Curnier, a lei tensdo-deformacao passa a sofrer a influéncia das variaveis de dano.
Como o critério para a identificagdo das respostas constitutivas de compressao ou de
tracdo, hiperplano separador g ou h, ¢ fun¢do das componentes de tensdo ou de
deformacao, este critério € entdo influenciado pelas variaveis de dano.

Outra observagdo pertinente ¢ sobre a introducao de variaveis associadas ao
dano, que podem ser interpretadas como taxas de liberagdo de energia durante o
processo de evolucdo do dano. Tais varidveis podem ser empregadas na defini¢cao
dos critérios que identificam o inicio e a evolu¢do da danificagdo e que sdo
necessarios para a complementagao da formulacdo, conforme serd discutido mais
adiante.

A escolha das variaveis de dano e da classe de anisotropia consideradas num
modelo depende do material que se deseja simular. Nesse sentido, ¢ importante

observar que a danificagdo influencia também a forma de variagdo dos tensores de
quarta de ordem [A, ® A, ] e [A, QI +I®A_ ] [eq. (2.37)].

As expressdes para a fung¢do de energia, para a relagdo tensdo-deformagao e
para o tensor dos modulos elasticos de rigidez sdo escritas, em analogia com (2.35),

(2.36) e (2.37), nas seguintes formas:
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W(D,,g(e),¢e) = M tr(Aae)tr(Ape) + 1, (D)) tr(Aaz-:z) (a,b=1,d) (2.43)
o(D;,g(€),€) = A, (D;,8(€)) tr(Asg)Ap+ 11, (D,) (Ase + €A]) (2.44)
E(D;,g(e).8) = b, (D;,2(6)) [A, ®A, ] +11, (D)) [A, ®I+I®A,] (2.45)

onde o sub-indice i pode assumir valores de 1 até o numero de variaveis escalares de
dano que os modelos venham a considerar.
As variaveis associadas ao dano sdo obtidas da variagdo da fungdo de energia

(2.43) em relagdo ao incremento dos processos de danificacdo. Portanto,

oW _ _10h,(D;,g(e D))

Y (Di,g(e,Di),6) = VpW = G_DI =73 oD, tr (A, €) tr (Ap &)
op, (D)) 2
—-———=tr(As¢ 2.46
2 (Aue)) (2.46)

1

Como se observa, o carater bimodular implica que os coeficientes A, sdo

funcdes de g(e, D)), isto é:

Ap(D;) se g(e,D;) <0

(2.47)
)\‘Zb(Di) S€ g(e,D;)>0

}“’ab (Di,g(S,Di)) = }\'ba = (

Analogamente, as leis inversas podem ser escritas como:

v, (D;,h(c,D,))

W*(Di,h(G,Di),G):_ZE (D,,h(c,D)))

tr( A,0)tr(A, o)

+ 1+Vaa (Dah(o-,D1))

1

2E.(Dh(c,D.) tr( A,6°) (a,b=1,d) (2.48)

_Vy(D;,h(o,D;)) tr
E,(D;,h(s,D,))

e (D;, h(o, D)),0) = (A,0) A,

+ 1+Vaa (Dah(GaD1))

1

2E, (D;,h(c,Dy))

(A,c6+GA)}) (2.49)
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V., (D;,h(0, D))

C (Dj, h(o,Di),0) = — E.(D,,h(c,D.))

[A, ®A,]

+ 1+Vaa (Diﬂh(caDi))
2Ea(Dish(G:Di))

[A, ®I+I®A,] (2.50)

. OW"  10Ar,(D,,h(c,D,))
Y (Di,h(o,Di),0) = VpW = D - > : D tr(A,c) tr(A,c)

1 1

_ ou, (D))
oD

tr (Aa 0°) (2.51)
E. (D,) se h(c,D,) <0

E.(D;;h(e.D;) = {E:(Di) s h(e,D;)>0’

v, (D)) se h(c,D,)<0

(2.52)
v, (D)) se h(o,D;)>0

v, (Di,h(o,D))) = {

V,,(D;,h(c,D,)) o u*(Di)szaa(D“h(G’Di)) s3o

onde A, (D,;,h(c,D,))=— :
E,(D;,h(c,D))) 2E,(D;,h(o,D)))
utilizados daqui em diante para simplificar a escrita das expressdes.

Observa-se que a formulacdo proposta pode ser empregada tanto para
materiais eldsticos danificados possuindo anisotropia e carater bimodular iniciais,
como para materiais elasticos danificados com anisotropia e bimodularidade
induzidas pelo dano. Neste ultimo caso, a inser¢do das variaveis de dano na
formulagdo ¢ feita de modo criterioso para gerar um certo grau de anisotropia do

material, assim como para induzir o surgimento do carater bimodular. Um exemplo

dessa possibilidade ¢ abordado a seguir.
2.3.1. Caso Particular de Isotropia Transversal Induzida pela Danificacdo

Neste item, o material comporta-se inicialmente como um meio isétropo com
iguais rigidezes em tracdo e em compressao; com o surgimento ¢ a evolucdo da
danificacdo, o material passa a apresentar um comportamento bimodular com
anisotropia. Trata-se de um caso de interesse porque serd adotado mais adiante na

formulacao de um modelo de dano para o concreto, pois como foi comentado no item
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2.2 deste capitulo e nas observagdes experimentais do capitulo anterior, o concreto
possui as caracteristicas descritas acima.

Admitindo-se, pois, uma situacdo genérica em que o0 meio ja apresente um
certo nivel de dano, que gerou um estado de isotropia transversal, passam a valer as

seguintes relacdes para o modelo:

A’ZZ(Disg(ssDi))
2

- A1, (D;.8(€,D))) tr (8) tr (Ag) - pa(Dy) tr (Ag?) (2.53)

tr’ (Ag)

W (Dug(e.D).6) = 7”7 2 (6) + i tr (69) -

o(Dj,g(e,Di),e)= A1 tr(e) I +2p €-A,,(D,,g(e,D,)) tr (Ag) A
- A (D, g€, D)) [tr () A+ tr (Ae)I] - po(Di) [Ae +€A™]  (2.54)

E (D;g(¢,Di),e) = Eo - A,,(D;,2(g,D;)) [A® A] - A,(D;,g(¢,D;)) [ART+I® A]
(D) [A ® 1+1 ® A] (2.55)

oW 1 OA (D,g(S,D)) 2
Y (D, g(e,Dj),e)=VpW = — = —— 20 2t (A
(Du(eD)) = VoW = = =ERlER o (ac)

1

_0A,(Dy,g(8,D;))
oD,

1

tr (€) tr (Ag) —% tr (A&?) (2.56)

sendo A;; = Ao € W = Yo as constantes de Lameé e Ey o tensor de rigidez elastica
1sétropo.

O carater bimodular ¢ levado em conta pelas seguintes condigdes:

_ [ A, (D) se g(e,D;) <0

A, (D;,g(e,Dy)) = (}qz (D,) se o(&,D.)>0 (2.57)
" A, (D)) SC g(e,D;) <0

A, (D, g(e,D))) = {XZZ(Di) e o(e.D.)> 0 (2.58)

Observa-se ainda que para valores nulos das varidveis de dano todos os

coeficientes dependentes delas se anulam e o material tem um comportamento de
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meio isotropo. Além disso, nessas condigdes o meio exibe uma caracteristica
unimodular.

Por outro lado, as leis duais sdo dadas por:

)“*22 (D;,h(c,Dy))

* Y% 1+v
W (D;,h(5,D)),0) = ——L t? (6) + —L tr (6?) - tr’ (A
(Di,h(c,D1),0) 2E, ()] 2E r(c%) 5 1" (Ac)
- A, (D;,h(e,D)) tr (o) tr (Ac) - p5(D) tr (Ac”) (2.59)

1 ,
& (Dyh(c.D),0) = —% tr (o) 1+ % 5- A, (D ,h(o,D,)) tr (Ac) A

- A1, (D;,h(c,D))) [tr (6) A +tr (Ac) I] - n'2(D;) [Ac + GA"] (2.60)

C(D;,h(0,D;),6)=Co - X,,(D,,h(5,D,)) [A ® A]- A,,(D,,h(5,D,)) [ART+I® A]

WSO [A Q@ T+I® A] (2.61)
Y (Duh(e.D).0) = Vow' = WV _ L (Dih(@D) oy o
oD, 2 oD,
oA, (D;,h(c,D,)) ou; (D) 2
- i ) 4 (o) tr (Ac) — B2 (A 2.62
o r (@) tr (A0) - F2 2 1r (Ao) 2.62)

1 1

Nas relagoes acima Cy € o tensor de flexibilidade elastica com isotropia, E; =
Eo e vi1 = vy sdao o moddulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson do material
integro, respectivamente.

Mais uma vez o carater bimodular das relagdes (2.59)-(2.62) ¢ expresso por:

. ~(D. h(6,D.)<0

X, (D, h(o,D,) = | M2P) e oDy (2.63)
A(D) se  h(e,D,)>0

. ~(D. h(o,D.) <0

X,y (D, h(o,D, )= | *= (D) 5o h(eD)< (2.64)
A5, (D)) se h(e,D;)>0
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2.4 MODELOS DE DANO PARA O CONCRETO
2.4.1. Introducdo

O objetivo principal deste item ¢ destacar a estrutura dos tensores
constitutivos presentes em modelos elasticos com dano para o concreto propostos na
bibliografia. Dentro desse contexto, alguns modelos isétropos de dano escalar sdo
abordados, incluindo-se, também, um caso de dano tensorial. Em seguida, comenta-

se 0 exemplo de um modelo com anisotropia induzida pelo dano.
2.4.2. Modelos Isotropos

Os materiais isotropos possuem infinitos planos e eixos de simetria de
resposta, de tal modo que, localmente, as propriedades sdo as mesmas em todas as
diregdes. Na medida em que as classes de simetria, incluindo-se ai planos e eixos,
sdo em numero finito, diferentes niveis de anisotropia se apresentam. A danificagdo é
fator gerador de anisotropia.

Nos chamados modelos de dano isétropos o numero de diregdes ou planos
iniciais de simetria do material ndo se altera, isto €, se 0 meio ¢ inicialmente isdtropo
ou anisétropo com algum grau, essas caracteristicas se preservam com a danificagao.

No sentido de representar matematicamente a questao da anisotropia induzida
pela danificagdo, considera-se que o tensor constitutivo de rigidez atual E possa ser
expresso, de modo geral, como a soma do tensor inicial Ey mais uma parcela
dependente do valor atual de dano [RIZZI (1995)]. Essa mesma idéia pode ser
estendida para o tensor de flexibilidade C. Quando essa parcela for colocada na
forma de uma somatoria de fun¢des de valor escalar de variaveis escalares de dano
multiplicando tensores constitutivos de quarta ordem, o modelo resultante ¢ dito,
genericamente, modelo de dano escalar. Formas aditivas simples para modelos de

dano escalar podem ser representadas por exemplo como:

E=Ey+A[D]M e C=Cy+A[D]M (2.65)
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onde M e M sdo tensores constantes de quarta ordem e A[D] é uma fun¢do de valor
escalar de uma variavel escalar de dano. Supondo-se que o material seja inicialmente
isotropo, pode-se preservar a isotropia, ou criar um efeito de anisotropia sobre os
tensores constitutivos dependendo das defini¢des de M e M.

A forma mais simples de um modelo de dano escalar ¢ obtida imediatamente
adotando-se M= -Eg ¢ A[D] =D, ou, em relagao a flexibilidade, adotando-se M = C
e A[D] = D/(1-D). Este ¢ o caso do modelo para o concreto proposto por MAZARS
(1984), um modelo com uma tUnica varidvel escalar de dano. Explicitando-se a
equacdo (2.65), para o tensor de flexibilidade pode-se obter a forma de representagio

abaixo:

| 1
C=CoADM=—Yoq@r+ Vo g P Moyers Yoy (266
Eo Eo (l_D) Eo Eo
1
c=—Yo ! yors L 1"V gy 2.67)
E, I-D I-D E,

Comparando-se a equagdo acima com uma expressdo geral para o tensor de

flexibilidade danificada (C = Yr®r1+ Ity IT), obtém-se o seguinte sistema de

equagdes com incognitas E e v,

Vo Yo L
E Eo1-D
I+v 1 1+vy

E 1-D E,

(2.68)

Resolvendo-se o sistema, resulta:
E=Ey(1-D) ; V=v (2.69)

Portanto, com esse tipo de formulagdo o modulo de elasticidade diminui com
o acréscimo da danificag@o e o coeficiente de Poisson permanece inalterado durante
todo o processo. Nas figuras 2.2 e 2.3, ilustram-se as variagdes do modulo de
elasticidade e de Poisson com o dano, comparando-se também os comportamentos de

outros modelos que serdo comentados mais adiante neste item.
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Variagao de E
1
0.8 4
— M =CO0 (Mazars)
—M=I
0.6 A — M=Pd
o
w
w
0.4 4
0.2 4
0 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Dano

Figura 2.2 — Modelo de dano escalar: médulo de Young em funciio da variavel de dano D.

Variagao do Coeficiente de Poisson
0.5
04 -
— M =CO0 (Mazars)

0.3 4 —M=1
> —M=Pd

0.2

0.1 A

0 T T T T
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Dano

Figura 2.3 — Modelo de dano escalar:

coeficiente de Poisson em funciio da variavel de dano D (v, = 0,2).

Outras formas de dano escalar sdo obtidas atribuindo-se outras defini¢cdes ao
tensor M. Nas duas possibilidades descritas a seguir a lei para A[D] ¢ escolhida de

modo a penalizar o modulo de elasticidade transversal p = G = (1-D) Goy. Assim,

E,

escolhe-se A[D] = D / 2y (1-D), com pny = ———— implicando em
2(1+v,)

[[)]__ (14‘\/ )
E,(1-D)’
Num primeiro caso adota-se M = II. Utilizando-se a equagdo (2.65) para o

tensor de flexibilidade, tem-se
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1 D(1
C=Cy+AM=-2T @I+ Y0 11+ (I+vo) 1y
Eo Eo EO(I_D)
1
c=—Yper+ 1TV g 2.70)
E, D E,

Resultando, pelo confronto com o tensor geral de flexibilidade, nas seguintes

formas para E e v:

1+VOD 1+VOD

Neste caso, o0 modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson diminuem de
modo ndo linear com o aumento da danificagdo (figuras 2.2 e 2.3), sendo que o
coeficiente de Poisson, em particular, tende a um valor nulo. Como exemplo de um
modelo que apresenta essas caracteristicas, pode-se citar uma simplificagdo de um
modelo de degradacdo da rigidez elastica proposto por ORTIZ (1985) para o
comportamento da argamassa.

Uma segunda possibilidade interessante ¢ assumir M = Pq4, sendo Pq o
operador de projecao desviadora (Pq=11-P,=11-1 ® 1/ 3).

1 1

C=Cy+A M=P,— +P4—+A M (2.72)
3K, 2G,

onde Ky ¢ o médulo volumétrico ( 3Ky = Eo / (1 - 2 vg) ) e Gp € o moddulo de
elasticidade transversal ( 2Go = Eo / (1 + vg) ). Substituindo-se os valores de 3K,

2Gy, Py, Pg e A[D] na equacao anterior, tem-se:

1-2 1 D(1
c_(1-2v) I®L_ 1+v, (H_1®I)+ (+vo)(H_I®I)
E, 3 E, 3 E,(1-D) 3
1-2 1
C=( Vo) I®I+ +v, (II-I®I) 2.73)
E, 3 E,(1-D) 3
Resultando, pelo confronto com o tensor geral de flexibilidade, nas seguintes
expressoes:
1-D)E 1-2v( D
_ 3(1-DJEg : =30 +(1-2vy) 2.74)
3-(1-2vy)D 3—-(1-2vy)D
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A solugdo fornece nao s6 uma degradagdo ndo-linear do modulo de
elasticidade mas também do coeficiente de Poisson com o aumento da danificagao
como mostrado nas figuras 2.2 e 2.3. Nesse caso, apenas o modulo de cisalhamento ¢
danificado enquanto que o volumétrico permanece constante.

Nesse tipo de formulagdo com o operador de proje¢ao desviadora enquadra-se
o modelo proposto por COMI (2000) para o comportamento em compressao do
concreto.

Por outro lado, retomando-se a representacdo (1.37) do capitulo anterior

(E= (II - D)EO) e empregando-se a estrutura indicada nas relagdes (2.65), um tensor

de dano isotropo mais geral pode ser escrito por meio de duas funcdes escalares

independentes A; [D;] e A, [D,] no seguinte modo:

D=A[Di]d ®I)+ A [Do] 1T (2.75)

Baseando-se nessa forma, um tensor de dano isétropo de quarta ordem ¢
relatado por CAUVIN & TESTA (1999).

E importante ressaltar que no contexto apresentado, modelo de dano escalar e
modelo de dano is6tropo nao sao sindnimos.

Ainda com relacdo a nomenclatura, vale novamente observar que quando se
faz referéncia a um modelo de dano isotropo, entende-se que este modelo preserva o
numero de planos e dire¢des internas iniciais de simetria do material. J4 um modelo
de dano anisétropo tem a capacidade de introduzir alteracdes sobre o numero de
planos e direcdes iniciais de simetria, particularmente se o meio ¢ inicialmente

isotropo.
2.4.3. Modelo com Anisotropia Induzida pelo Dano

Como exemplo de modelo anisétropo de dano, apresenta-se no que segue,
resumidamente, o modelo de dano com isotropia transversal induzida proposto por
CAUVIN & TESTA (1999). O modelo tem a caracteristica de empregar dois
tensores de flexibilidade danificada para levar em conta o comportamento

“bimodular”, em tragdo e em compressao do concreto.
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O procedimento sugerido por Cauvin e Testa para a obtencdo daqueles
tensores ¢ baseado na aplicacdo do principio da equivaléncia de deformagdo. Deve-se
lembrar que somente a equivaléncia de energia garante a simetria maior do tensor
constitutivo. Por essa razdo, no modelo em questdo a simetria maior do tensor de
rigidez acaba por ser imposta. Com o artificio da imposi¢cdo de simetria maior para
E, mesmo valendo a equivaléncia de deformagdes, Cauvin e Testa conseguiram obter
um tensor de dano que quando aplicado no tensor de rigidez simétrico integro leva a
um tensor de rigidez danificado simétrico. Entretanto, é importante observar que esse
modelo ndo se enquadra na proposta de Curnier, uma vez que nao ha um potencial de
onde se deriva o tensor constitutivo.

Um primeiro tensor de dano ¢ inspirado na danifica¢do do concreto em tragao
uniaxial, onde microfissuras sdo distribuidas aleatoriamente em planos ortogonais a
direcdo da solicitagdo que constituem planos de isotropia transversal (PTI — “Planar
Transverse Isotropy” - Figura 2.4). A redacdo proposta do tensor de dano ¢ a

seguinte:

D D - -
Dr =(D1 - 1V° L— 2D4JA®A + [LJIC@A +Ds (A® I+I®A) (2.76)
- VO — VO — _
/ﬁ:::::::, ,,,,,,
o’ ===

Figura 2.4 — Planos de isotropia transversal no caso de tracao uniaxial no concreto.

Apenas dois mddulos de rigidez sao afetados pela danificacdo: E; e Gi,. Cada
um dos moédulos é afetado por uma respectiva varidvel de dano, D; e D4 A
representacdo matricial do correspondente tensor de flexibilidade danificado ¢ dada a

seguir:
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Cr=
N i
(1 VO) 2v,D, v, vy 0 0 0
(1 _Vo)(l_Dl)
-V, 1 —v, 0 0 0
1 -V, -v, 1 0 0 0
B =—— 0 0 0 (I+v,) 0 0 2.77)
O 0 0 0 0 Lrve)
(1 h D4)
0 0 0 0 o (Liv)
L (1_D4)_

Seguindo a formulacdo proposta neste trabalho, o tensor constitutivo da

equagao (2.77) pode ser escrito como:

Cp =Co+1"1[D1, Da] [A ® A] +24[Ds] [AGI + I®A] (2.78)

Dl(l—vo —2\/3)
Eo(l_Dl)(l_Vo)

D
onde A [D,,D,]= -2A7,[D,] e A,[D,]=—>—2L
1 [ 1 4 ] 4 [ 4 ] 4 [ 4 ] E 1 D
Comparando-se a expressao (2.78) com uma forma geral para a flexibilidade
danificada com isotropia transversal, obtém-se as seguintes relagdes para os modulos

elasticos danificados em tragao:

Eo(1-D; —vp +voDy) (1-D; —vg +voDy) E|
By = 2 » V2=V 5 =Vo——
(1—\/0 —2V0D1) (1—\/0 —2VOD1) E
Eg(1-Dy)
E>, =Ey, V93 =V, Gy =G e Gy = 2.79
2=Ep 23 = Vo 23 =0 12 2+ vg) (2.79)

O segundo tensor de dano ¢ baseado na resposta esperada do concreto
danificado em compressdo uniaxial, onde microfissuras sdo distribuidas
aleatoriamente no material mas definindo planos de isotropia na dire¢do paralela a da
solicitacdo ( CTI — “Cylindrical Transverse Isotropy” — Figura 2.5). A representagao

desse tensor € a seguinte:
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Dc = (Ds-2Ds) (A®I +1® A)+(D3-2Dy) (A ® A) -Ds (1®1)

+D; (A®T+I® A)+2D; 11 (2.80)

3/ #n

Figura 2.5 — Planos de isotropia transversal no caso de compressio uniaxial no concreto.

Apenas trés modulos sdo afetados neste caso: Ez, Gz3 € Giz. O dano € entdo
reduzido a dois parametros D3 e D4. A representacao matricial do tensor de rigidez

danificado ¢ dada a seguir:

Cc=E( =
1 -V, -v, 0 0 0 |
_VO 1_(1_V0)D3 _VO+(1_VO)D3 O 0 0
1-2D, 1-2D,
~v, _V0+(1_V0)D3 1_(1_V0)D3 0 0 0
1 1-2D, 1-2D,
= o 0 0 (Ltve) 0
Eq 1-2D,
0 0 0 o Lrve)
(1_D4)
0 0 0 0 o vy)
L (1_D4)_

(2.81)
O tensor constitutivo acima pode ainda ser escrito na forma:
Cc =Co+M3[Ds] [A®T+I® A ]-2s[Ds] [I® ] +1°35[Ds, Ds] [AQT+I®A]

+ 204[D5] [T <%>1 1+ (3A3[Ds] + 2173[D3, Da]) [A ® A] 2.82)
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D.(1+ . D,(1+
onde “[Ds]:ﬁ ¢ %[DvDﬁ*]:%
0 3 0 4

Comparando-se a expressdao anterior com a de uma flexibilidade danificada

—2A4[D,].

com isotropia transversal, obtém-se como resultado os valores dos mddulos elasticos

danificados em compressao.

Ei=Ep,  vi2=Vo
__Eo(1-2D3) von = Y0+ D3—=voD3) _ (vo+D3-voD3) Ey
? (1-D3+voD3)’ 2 (1-D3 +vD3) (1-2D3)  Eg’
Eq(1-2D3) Eo(1-Dy)
3 — -0 —=~3) e Gpp =2 —~47 (2.83)
2(1+V0) 2(1+V0)

Alguns aspectos deste modelo merecem comentérios. Em primeiro lugar, o
tensor de dano em tragdo ndo possui simetria. Isso ¢ devido a imposicao artificiosa de
restricdes para garantir um tensor constitutivo danificado simétrico apesar da
equivaléncia de deformacao. Tal imposi¢ao ¢ arbitraria e tem como estratégia
deduzir do tensor constitutivo simétrico a parcela correspondente ao tensor de dano,
0 que acarreta na ndo-simetria do mesmo. Cauvin e Testa também ndo propdem
qualquer critério para a aplicacdo de um ou outro tensor de dano.

Outro detalhe importante ¢ que imaginando-se que seja valido o critério de
Curnier para a identificacdo de estados predominantes de tragdo e de compressao, os
tensores de Cauvin ndo obedeceriam a condi¢do de salto tangencial nulo no tensor
constitutivo relativa a resposta “bimodular”. Observa-se que os valores de
Gy =Gz e Gy3 na tragdo deveriam possuir os mesmos valores em compressao
para satisfazer a condi¢do de salto tangencial nulo do tensor constitutivo na proposta
de Curnier, o que ndo acontece com o modelo.

Por tltimo, o moédulo de elasticidade em compressdo E; = E(y e o coeficiente
de Poisson vj; =v( (2.83) ndo sdo danificados, o que ndo condiz com a realidade

como seria de se esperar, por exemplo, num caso de compressdo uniaxial na dire¢do
1. Pode-se pensar que de um ponto de vista teorico a ndo danificagdo na direcao da
solicitacdo poderia ser justificavel, pois ¢ sabido que as fissuras tendem a se

posicionar paralelamente ao carregamento. Porém existem fissuras que possuem
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pequena inclinagao e que levam a reducdo de rigidez do concreto em compressao na
dire¢do do carregamento.
No capitulo seguinte propde-se um modelo de dano procurando-se contornar

alguns problemas evidenciados nos modelos aqui apresentados.
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3 PROPOSTA DE MODELO PARA O CONCRETO

3.1 INTRODUCAO

Este capitulo apresenta a formulacdo de um modelo de dano para o concreto,
incorporando-se algumas das caracteristicas do seu comportamento mecanico, vistas
no capitulo 1 deste trabalho, e tendo como base o formalismo matematico proposto
no capitulo anterior. Além disso, procura-se atender ao principio de equivaléncia de
energia entre meio real danificado e meio continuo equivalente estabelecido na
Mecéanica do Dano [LEMAITRE (1996)].

O concreto ¢ aqui entendido como um material que pertence a categoria dos
meios inicialmente is6tropos que passam a apresentar isotropia transversal e resposta
bimodular induzidas pelo dano.

No que segue, descrevem-se os tensores de dano correspondentes aos estados
predominantes de tracdo e de compressdao. Em seguida, o formalismo geral do
modelo ¢ exposto partindo-se do potencial termodinamico e de suas relagdes
derivadas. Propdem-se ainda critérios para a divisao do espago das deformagdes, para
a ativacdo e evolu¢do da danificagdo e para a identificagdo do plano local de
isotropia transversal do material. Finalmente, apresentam-se expressoes para as leis

de evolucao das varidveis de dano para o modelo proposto.
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3.2 TENSOR CONSTITUTIVO CONSISTENTE COM O PRINCiPIO DE
EQUIVALENCIA DE ENERGIA

O conceito de equivaléncia de energia, proposto por CORDEBOIS &
SIDOROFF (1979), postula que a energia elastica de um material danificado possa
ser reproduzida de forma equivalente num meio continuo. Atendendo a esse
principio, os tensores constitutivos de rigidez e de flexibilidade do meio continuo

equivalente resultam simétricos ¢ dados pelas seguintes relagdes:
E=(II-DE,(II-D)' ou C=(-D)"C,(II-D)’ 3.1

onde o tensor de quarta ordem (II — D) reune em suas componentes as variaveis que

quantificam o dano.

Tendo-se em vista o carater bimodular gerado pela danificacao, ¢ interessante
definir dois tensores de dano, um para estados predominantes de tragdo e um outro
para estados predominantes de compressdo. O critério para definir estados
predominantes de tracdo e de compressao sera discutido mais adiante.

Observa-se que formas gerais que permitem contemplar a anisotropia
induzida pela danificagdo podem ser consideradas na definicdo do tensor de dano de
quarta ordem. Neste trabalho para a definicdo de D, opta-se por uma forma dita de
dano escalar dada por: D = fj(D;) M;, onde fj(D;) sdo fung¢des de valor escalar das
varidveis escalares de dano escolhidas e M; sdo tensores de anisotropia. No caso
deste modelo, adotam-se para M; tensores que permitem representar a isotropia
transversal.

Para estados predominantes de tracdo, propde-se o seguinte tensor de dano

escalar:
D1 = fi(D1, Ds, D) (A® A) +2 £(Ds, D) [(ABT+I® A) — (A ® A)] (3.2)

sendo fl(Dl, D4, D5) = D1 -2 fz(D4, Ds) € fz(D4, D5) =1- (1—D4) (1—D5)
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O tensor de dano apresenta duas variaveis escalares na sua composicao (D; e
D4) e uma terceira variavel de dano Ds, ativada somente se tiver havido compressao
prévia com danificacdo correspondente. A varidvel D, representa a danificacdo na
dire¢do perpendicular ao plano local de isotropia transversal do material ¢ D4 é a
variavel representativa da danificagdo gerada pelo cisalhamento entre as bordas das
fissuras pertencentes aquele plano.

Para uma visualizagdo do tensor de dano em tracdo, ilustra-se o caso de
tracdo uniaxial da figura 2.4 do capitulo anterior, onde o plano de isotropia
transversal € coincidente com o plano 2-3. Sendo assim, o tensor de dano em tragao

assume a seguinte representacao matricial:

D, 0 0 0 0 0
0 000 0 0

po| 0 000 0 0 33)
0 000 0 0
0 0 0 0 1-(1-D,)1-D,) 0
(0 000 0 1-(1-D,)(1-Dy)]

Na eq. (3.2), o tensor I € o tensor identidade de segunda ordem e o tensor A ¢,
por defini¢do, [CURNIER, HE & ZYSSET (1995)], formado pelo produto tensorial
do versor perpendicular ao plano de isotropia transversal por ele mesmo. As
operacdes produtos tensoriais entre os tensores de segunda ordem I ¢ A que
aparecem na eq. (3.2) e que serdo utilizadas durante toda a formulagao estao descritas
no apéndice deste trabalho.

Para estados predominantes de compressao, propde-se para o tensor de dano a

seguinte relagao:

Dc=f1(D2,D4,D5) (A ® A) (D) [(I®T) - (A ® A)]

+2 £5(Ds,Ds) (A®T+1®A) ~ (A® A)] (3.4)

sendo fl(Dz, D4, D5) = D2 -2 f3(D4, D5) ,fz(D_v,) = D3 € f3(D4, D5): 1- (1-D4) (1-D5)
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Notam-se trés variaveis escalares na sua composicao: D,, D3 e Ds, além de
D4, relacionada a efeitos de tragdo pré-existentes. A varidvel D, (danificagdo
perpendicular ao plano local de isotropia transversal do material) penaliza como se
vera mais adiante, o modulo de elasticidade nessa dire¢do e juntamente com Dj
(representante da danificagdo no plano de isotropia transversal) penaliza o
coeficiente de Poisson em planos perpendiculares ao de isotropia transversal.
Observa-se que, com a forma descrita, ¢ possivel capturar a danificagdo dos modulos
de cisalhamento e ao mesmo tempo atender a hipotese de salto tangencial nulo do
tensor constitutivo [ver capitulo 2 eq. (2.27)].

Para uma visualizacdo do tensor de dano em compressao, ilustra-se o caso de
compressao uniaxial da figura 2.5 do capitulo anterior, onde o plano de isotropia
transversal ¢ coincidente com o plano 2-3. Sendo assim, o tensor de dano em

compressao assume a seguinte representacao matricial:

D, 0 0 0 0 0
0 D, 0 0 0 0
peo| ® 0 Ds0 0 0 35
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 I-(1-D,)1-D)) 0
0 0 0 0 0 1-(1-D,)(1-Dy)]

E possivel mostrar que as formas adotadas para Dy e D¢ atendem a (3.1) no
sentido de que proporcionam um tensor de rigidez simétrico. Finalmente, os tensores

constitutivos resultantes sdo descritos por:

E; = }“11[I®I]+2H1[I@_§I] —A15(D,,D,,D;) [A®A]
~13,(D,) [A®HI®A] 1, (D,.Dy) [AQT + I A] (3.6)

Ec = }“11[I®I]+2H1[I@_§I] —15»(D,,D;,D,,D5) [A®A]

- 7"_12 (Dz > D3 ) [ARIHI®A] - 7‘_11 (D3 ) I®]]

AZ2V0) (D) [1B1)- (D, D,) [ART+ I A] 3.7)

0
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onde:

A =X Wy =H 3.9)

0s outros pardmetros sé existem para dano ndo-nulo, evidenciando dessa forma a

anisotropia e bimodularidade induzidas pelo dano, e sdo definidos por:

}"Jrzz (D,,D,,Dg)=(1, +2u,)(2D, _Dlz)_27‘*+12 (D,)-2u,(D,,Dy)
AL(D)=x,Dy; p,(D,,Dy)= 2“0[1_(1_D4)2(1_D5)2]
1, (D,,D;,D,,D5) = (A, +21,)(2D, —D;)—27\,_12(D2,D3)

(Vo _1)

0

}qu(Dz,Ds) :ko[(l_Ds)2 _(1_D2)(1_D3)]

+

A (Dy)—2p,(D,,Dy)

}\’;I(D3):}\’O(2D3 _Dg) 3.9

Numa interpretacdo puramente matricial, os diferentes produtos tensoriais das
egs. (3.6) e (3.7) possuem a fun¢do de alocar as constantes que os multiplicam em
determinadas posi¢des nos tensores de rigidez.

Para uma melhor visualizacdo dos tensores constitutivos ¢ interessante
representd-los segundo uma forma matricial. Com esse objetivo adota-se, por
conveniéncia, um sistema de coordenadas locais tal que a direcdo 1 seja
perpendicular ao plano de isotropia transversal. Assim sendo, as representagdes

matriciais dos tensores (3.6) e (3.7) resultam:

(ho +2u)1-D))* Xo(1-D;) A,(1-D,) 0 0 0
Ao(1-Dy) (ho +2u0) Ao 0 0 0
E; = Ao(1-Dy) Ao (ho+219) 0 0 0 (3.10)
0 0 0 1o 0 0
0 0 0 0 uy(1-D,)*(1-Ds)? 0
| 0 0 0 0 0 Ho(1-Dy)*(1-Ds)” |
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(ho +2u9)1=D,)* Ao(1=Dy)A-D;)  Ag(1-D,)(1-D3) 0 0 0
h(=D)(A-Dy) (kg +210)1=-D3)>  2(1-Dy)* 0 0 0
. <| bo(1=D2)0-Dy) ho(=D3)’ (O +210)1-D3)* 0 0 0
0 0 0 o 0 0
0 0 0 0 po(1-D,)*(1-Dy) 0

i 0 0 0 0 0 to(1-D,4)*(1-Ds)* |

@3.11)

3.3 FORMA GERAL DO MODELO

Seguindo o formalismo do item 2.3 do capitulo anterior, 0 modelo proposto

exprime-se pela forma invariante explicitada no que segue.

W_(g) se g(e,D;,D.) <0,
W(e)=py(e):= e W. =W, =W, se Dr=D¢=0 (3.12)
W, (¢) se g(g,D;,D.)>0,

A5 (D,,D,,Dy)
2

Wi=pwy. (g) = %tr2 (e)+p,tr( 82) - tr (As) AL, (D)) tr (g) tr(Ag)

—1,(D,,D;) tr (Ag?) (3.13)

AZZ(DZ,D;,D“D 5) tr*(Ag)- A, (Dy,Ds)tr(e) tr(Ag)

Wpy (&)=Lt @)+ 1, ()

20050 01BNl ~ 1, (D,,D,) (Ae?) (3.14)
2v

0

_Mi(@Ds)
S (&)~

onde os coeficientes A € 1 sdo 0os mesmos descritos anteriormente [ eq. (3.8) e (3.9)]
e Wy ¢ o potencial eldstico do material integro.

O tensor de tensdes obtém-se do gradiente do potencial elastico resultando:

) [o.®)=Vpy () se  g&DD)<0,
@)= Vepy (@) {6+(8)=Vgpw+ € se  g(eDy.D)>0, G139
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5.(6)=p a;” — htr (1421, - 45, (D,.D,.D,) tr (Ae)A

€
3 (D) (tr (©)A + (A8 — i, (D,.D,) (A +A) (3.16)
c_(e)=p 8;/_8_ = Ay tr(e)I+2n,e- Ay, (D,,D;,D,,Dy) tr (Ag)A
- 132(D3,D) (1 @A + (A -1, (D) r @1 -2 (D) 1B e
0
-1, (D,,Ds) (Ae + €A) (3.17)

O tensor constitutivo de rigidez também ¢ obtido do potencial elastico:

E =V? e,D.,D.)<0,
E(e):= () pr_ () S¢ g ( - Dc) (3.18)
E (¢)=V,py, (¢) se g (e,D;,D) >0,
o'y,
E (&)=p—5= E; 3.19)
oe
oMy
E (8)=p—== E (3.20)
19,

onde o tensor constitutivo E, ¢ dado pela expressdo (3.6) e E. pela (3.7).

As variaveis associadas as varidveis de dano em tragdo (D;, Ds) e em
compressao (D;, D3, Ds) podem ser interpretadas como taxas de energia liberada

durante o processo de evolucdo de dano, e também sdo derivadas do potencial W:

oy oy
Y, (D) =- + Y4 (Dy) =- +
1 (D1) PﬁD1 4 (Ds) PaD4
oy _ oy _ oy _
Y, (D) =- Y; (D3)=- Ys (Ds)=- 3.21
2 (D) p6D2 3(D3) p8D3 5 (Ds) p8D5 (3.21)

As variaveis associadas ao dano podem ser empregadas na defini¢do das
funcdes critério de danificacdo. Tais funcdes e o critério para a divisdo do espago das

deformacdes [g(g, Dr, D¢)] serdo objeto de analise nos proximos itens.
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3.4 CRITERIO PARA A DIVISAO DO ESPACO DAS DEFORMACOES

O modelo proposto inclui dois tensores de dano que permitem levar em conta
o0 aspecto bimodular induzido pela danificagdo no comportamento do concreto. Com
isso, surge a necessidade de um critério para caracterizar estados predominantes de
tracdo e de compressdo para indicar qual tensor de dano devera ser utilizado.

Em CURNIER, HE & ZYSSET (1995) define-se uma hipersuperficie, no
espaco das tensdes ou das deformagdes, a ser empregada como critério para a
identificacdo das respostas constitutivas de compressao ou de tracdo. Neste trabalho
adota-se uma forma particular para a hipersuperficie no espago das deformacgdes: um
hiperplano g (€), caracterizado por sua normal unitaria N (||N|| = 1).

Este critério ¢ ainda estendido de modo que o estado de dano existente passe
a ter influéncia sobre a definicdo do hiperplano. Portanto, para a fungdo g propde-se

a seguinte representagao:
g(e,Dr,Dc) = N(D1,Dc) . €° (3.22)

Discute-se em seguida, com mais detalhes, a divisdo do espago das
deformagdes resultante neste modelo. Nesse sentido ¢ interessante reproduzir as
relagdes (2.33) e (2.34) do capitulo anterior, que se referem a divisao do espaco por

um hiperplano numa situacao sem danificagdo:

gE€)=vatr Ay e =1tr[(ya As ) €]=N.£°=0, (a=1,d), (3.232)
N=V,g =§Tg V.1, =v,A,, onde os coeficientes y, sdo tais que: [N||=1 (3.23b)

a

Para o caso de isotropia tem-se que o sub-indice “a” deve ser igual a 1 € o
tensor A; = I. Nessa condi¢do ¢ ainda na auséncia de dano, a deformacao elastica
volumétrica nula define a interface entre os dois subdominios de deformacdes. De

fato,
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1
N=v,A =vl1, (IN[=1<y, =—). (3.24)

NG

tr (%) = 1 ¢y =0 donde&y,=0 (3.25)

NG

1 1
g(€)=N.g°=0,g(e)= —=1.&°= —
NER
sendo ¢}, a deformagdo elastica volumétrica.

Por outro lado, para o caso de isotropia transversal, sem danificacdo, na
(3.23a), os valores assumidos para o sub-indice e os tensores A, sdo: a=1,2, A;=1¢

A, = A. Segue dai que:

N=vA +7,A, =y, -1+y,-A (3.26a)
g(€®)=N.g=0, g@)=({I+y,A).=y([.&)+y,A. =y tr(e°) +yatr(A.
£%)=0

g =11 ey +72(ej a12 + &5, a; +eg; a§ )=0 (3.26b)

onde a;, a; ¢ a3 sdo as componentes do versor normal ao plano de isotropia
transversal; y; e 7, sdo tais que ||N|| = 1.

Por simplificagdo, restringindo-se o estudo ao caso em que o sistema local de
referéncia adotado para o material ¢ aquele obtido impondo-se a direcdo 1 como
sendo perpendicular ao plano de isotropia transversal, as componentes a, € a3

resultam nulas e a; = 1. Nessas condicdes, as relagdes (3.26) assumem as seguintes

formas:
INJ| =1 S 3yi+2yy, +y; =1 (3.27)
gE)=1tr(e)+ye;, =0 =  yr&, +ye; =0 (3.28)

De imediato, dois casos particulares merecem destaque:
- No primeiro caso, se y; = 1 e y, = 0, recupera-se a isotropia dada pelas

equacdes (3.24) e (3.25).
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- no segundo caso, se y; = 0 e y, = 1, tem-se isotropia transversal pura ¢ a
normal ao hiperplano ¢ coincidente com a normal ao plano de isotropia transversal

do material. Segue, entdo que:

g(e)=e5 =0 (3.29)

Este seria o hiperplano mais simples possivel.

Voltando ao caso em estudo onde a resposta bimodular e isotropia transversal
sdo induzidas pela danificagdo, ainda sdo validas: 0<y; <1 e 0 <y, < 1. Pode-se
supor, entretanto, que os coeficientes y; e Y, sejam fungdes das variaveis de
danificacgdo.

Dessa maneira, segundo a forma dada pela (3.22), e em correspondéncia aos

casos mais gerais de solicitagdo propde-se para o hiperplano a seguinte relagdo:

g(a,DT,DC) = N(DT,Dc) . Se = Y](Dl,Dz) 8:/ + yz(Dl,Dz) 81e1 (3.30)

onde y1(D1,D2) = {1+H(D2)[H(D1)-11}n(D1)+{1+H(D1)[H(D2)-1]}n(D2) € y2(D1,D2)
=D+D,.

As fungdes de Heaveside empregadas na ultima relagdo sdao dadas por:

H(D) =1 para D;>0
H(D) =0 para D;j=0 1i=1,2) 3.31)

As fungdes n(D;) e n(D,) sdo definidas, respectivamente, para os casos de
tragdo, supondo que nao tenha danificagdo prévia de compressao, e de compressao,
supondo que ndo tenha havido danificacdo prévia de tragao.

Por exemplo, em correspondéncia a estados de tracdo sem danificagdo prévia
em compressdo, a relacdo (3.30) reduz-se a seguinte equacdo representativa do

hiperplano:

n (D) &, +D; &, =0 (3.32)
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a qual pode ser usada para identificar a passagem para estados de compressao.

A fungdo y; = n (D) pode ser obtida da condigao (3.27):

-D, +4/3-2D;

3

n (D)= (3.33)

Por outro lado, para estados de compressdo sem danificagdo prévia em tracao,

arelagdo (3.30) passa a ser dada por:
n(Dy) ey, +Dygj, =0 (3.34)

Analogamente ao caso anterior, impondo-se a (3.27) resulta:

-D, +4/3-2D;

3

n (Dy) = (3.35)

Nota-se que ndo havendo danificagdo no material (D; = D, = 0) a (3.30)
recupera a (3.25), satisfazendo assim a condi¢do proposta de material inicialmente
i1s6tropo. Ja para o material totalmente danificado, Dy =D, =1 (n (D)) =n (D) =0)
e v, = 2, recupera-se a (3.29).

Como exemplo, pode-se visualizar o hiperplano g(¢) nas duas situagdes
descritas no paragrafo anterior. No caso de material integro, sem danificagdo, o
hiperplano ¢ dado pela equagdo (3.25) com sua normal possuindo iguais inclinagdes
em relacdo aos eixos 1,2 e 3 sendo dada pelo tensor identidade de segunda ordem I.

J& no caso de material totalmente danificado, o hiperplano g(e) (Figura 3.1) é
coincidente com o plano de isotropia transversal local do material e, portanto, a

normal ao hiperplano ¢ dada pelo tensor de isotropia transversal A.
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Figura 3.1 — Hiperplano g(¢) para o caso de material totalmente danificado.

Nos casos onde o material estd sob um estado predominante de tragdo, mas
que tenha sido ativado um processo de danificagdo anterior em compressio, o

hiperplano (3.30) resulta em:

(M D) +n(Dy)) ey + (D1 +Dy) &7, =0 (3.36)

onde n (D;) e D, sdo nessa expressao constantes que registram a danificacdo
previamente ocorrida em compressdo. A mesma relacdo ¢ vélida para estados
predominantes de compressao com ativacao anterior do processo de danificagdo em
tracdo; nesse caso, n (D;) e D; sdo os valores constantes que registram a danificagdo

prévia em tragao.

3.5 CRITERIOS DE DANIFICACAO

Como visto, na formulacdo do modelo a danificagdo induz anisotropia no
concreto. Sendo, portanto, o material inicialmente isotropo linear ¢ conveniente
separar os critérios de danificagdo em: critério para inicio de danificacdo, quando o
material deixa de ser isotropo; e critério para carga e descarga, entendido aqui num

sentido de evolugdo ou ndo das varidveis de dano, quando o material ja apresentar-se
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como transversalmente iso6tropo. Ambos os critérios sao baseados em energia de

deformacao.

3.5.1 Critério para Inicio de Dano

A ativacdo inicial dos processos de danificacdo € governada por uma
limitacdo da quantidade de energia que pode ser movimentada em processos
puramente reversiveis. Sugere-se como critério para identificacdo de inicio da
danifica¢do a comparagdo entre a energia de deformagao elastica complementar W,
calculada localmente considerando-se o meio inicialmente integro, isotropo e
puramente elastico, ¢ um certo valor de referéncia Yor, ou Yoc, obtido de ensaios
uniaxiais de tragdo, ou de compressao, respectivamente.

Por exemplo, para estados predominantes de tragdo, caracterizados por g(e, Dr, D¢)

>0, ver (3.30), se

fT(G) = W: -Yor <0 (3.37)

entdo D; =0( ou seja, D, =D, =0) e o regime de resposta do material ¢ eldstico
linear e isotropo.
Por outro lado, para estados predominantes de compressao, caracterizados por

g(e, Dr, Dc) <0, ver (3.30), se

fc(e)= W, -Yoc <0 (3.38)
entdo D. =0 (ou seja, D, =D; =D, =0) e o regime de resposta do material ¢
elastico linear e isotropo.

Os valores de referéncia Yor € Yoc sdo parametros do modelo definidos pelas

seguintes expressoes:

(3.39)
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onde o, ¢ o, sdo as tensdes dos limites elasticos determinados em regimes

uniaxiais de tracdo e de compressdo, respectivamente. Ja a expressao para o calculo

de W. ¢ dada por:

1
W' = -0 42 (g) + — 0 g (6?) (3.40)

° " 2E, 2E,

As condi¢des que indicam o inicio de danificacdo podem ser expressas pelas

relacdes de complementaridade:

fr D, =0

foc Do =0 (3.41)

onde D; e D. representam taxas de dano em tragdo e em compressio,

respectivamente.

3.5.2 Critério de Carregamento-Descarregamento do Meio Danificado

E importante notar que o meio danificado apresenta um plano de isotropia
transversal em correspondéncia ao nivel atual de dano. Uma proposta para a
localizagdo desse plano serd apresentada mais adiante. No que segue, por
conveniéncia, admite-se que seja conhecido o plano de isotropia transversal e que
tenha sido adotado um sistema de coordenadas locais tal que a direcdo 1 seja
perpendicular aquele plano.

A energia elastica complementar do meio danificado expressa-se segundo
formas diferentes, dependendo se os estados de deformagdo predominantes sdo de
tracdo ou de compressdo. Para o caso de estados predominantes de tragdo

(g(e,D1,Dc) > 0) vale a relacdo:
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W = St (53, +03,) V(0,0 +6,053) V45,03
“*T2E,0-D)’ | 2E, E,(1-D,) E,
l+v 1+v
Tl o ot + ) (3.42)
Eo(l_D4) (1—D5) E,

Por outro lado, para estados predominantes de compressao (g(e,Dr,Dc) < 0),
a energia eldstica complementar para um material com isotropia transversal induzida

pelo dano € expressa por:

W = St n (53, +03) V(01,05 +6,,053) V40,03
°° 2E,1-D,)* 2E,(1-D,)* E,1-D,)1-D,) E,(1-D,)’

(1+V0)62

1+v
(1+v,) (o1, +05,)+ % (3.43)

EO(I_D4)2(1_D5)2 Eo
Considerando-se, entdo, uma situagdo geral de meio danificado em regime

predominante de tragdo, o critério para a identificacao de acréscimos de danificacao ¢

representado pela seguinte relacao:
fr(c)= W), =Y, <0 (3.44)

onde o valor de referéncia Y, ¢ definido pela maxima energia elastica

complementar determinada ao longo do processo de danificagdo até o estado atual,

isto é:
Yy = MAX (Yy; s W; ) (3.45)

As condicdes tedricas de carregamento-descarregamento ficam entdo dadas

pelas seguintes relagdes:

f. <0, D, >0, frD; =0 (3.46a)

Sefr=0, f, D, =0 (3.46b)
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Ja para uma situacao geral de meio danificado em regime predominante de
compressdo, o critério para a identificacio de acréscimos de danificagdo ¢

representado pela seguinte relagdo:

fo(o)= W' =Y. <0 (3.47)

Analogamente ao caso de tra¢do, o valor de referéncia Y, resulta de:

Yoc=MAX (Yo, W) (3.48)

As condicdes tedricas de carregamento-descarregamento passam a ser dadas

por:
f. <0, D. >0, fcD. =0 (3.49a)
Se fc =0, f.D.=0 (3.49b)

Uma situacdo particular importante que decorre deste critério € que existe a

possibilidade de haver danificagdo evolutiva em compressao hidrostatica.
Nos casos onde configura-se carregamento, isto ¢, onde D #0 ou D. #0,

¢ necessario atualizar os valores das variaveis escalares de dano que aparecem nos
tensores Dt e D¢, considerando-se suas leis de evolugao.

Neste trabalho, propde-se que as leis de evolugdo das varidveis de dano sejam
escritas em fun¢do de suas varidveis associadas, as quais, correspondem a energia
liberada durante o processo de evolucao do dano, LEMAITRE (1996).

Dos potenciais de energia complementar (3.42) e (3.43) decorrem as
variaveis associadas ao dano. Por exemplo, a expressdo para a energia liberada
durante o processo de evolucdo do dano, em estados predominantes de tracdo, ¢ dada

por:

oW’ oW’
Y= e Sl Yi+Ys (3.50)
oD, | oD,
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onde:
o’ v,(0,,0,, +0,,0,;)
= 11 ; __0 11~ 22 l; 33 (3.51)
E,1-D)) E,1-D))
1+v
4 ( o) (20122 + 20123) (3.52)

T E,(1-D,)’(1-D,)’

As variaveis Y| e Y4 poderdo ser incorporadas, respectivamente, nas leis de
evolucao das variaveis de dano D; ¢ Dg.
J4 a energia liberada durante o processo de evolu¢do do dano em estados

predominantes de compressao resulta:

oW' oW oW’
= 4 < 4 e =Y2 + Y3 + Y5 (3.53)

Yc
oD, oD, oD,

onde:

2
c v,(6,6, +0,,04;)
, = 11 - - 0 1122 . 11733 (3.54)
Eo(l_Dz) Eo(l_Dz) (1_D3)
_ (63, +033) _ V(0,65 +6,,03;) _ 2v(6,03; (3.55)
3 - .
EO(I_D3)3 Eo(l_Dz)(l_D3)2 Eo(l_D3)2
l+v
P ( o) (2067, +207,) (3.56)

T E,(1-D,)’(I-D,)’

As variaveis Y,, Y3 € Ys poderdo ser incorporadas, respectivamente, nas leis
de evolugdo das variaveis de dano D, D3 e Ds. Observa-se em particular que no caso
de compressdo hidrostatica resulta um valor nulo para Ys, pois as tensdes de
cisalhamento sdo nulas. Nesse caso, a evolu¢ao de Ds ndo ocorre. Nota-se, portanto,
que o critério de evolug¢ao do dano pode indicar a possibilidade de variagdo do tensor
correspondente, o que ndo necessariamente implica em evolucdo de todas as

variaveis de danificagdo nele contidas.
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De um modo geral, nota-se que as relagdes que definem as variaveis

associadas podem ser representadas por:
YT,C = F(G, Eo, DT,C) (3.57)

Também usando de uma representacao implicita, as leis de evolucdo das

variaveis de dano podem ser dadas por:
D, =F(Yrc bre) (3.58)

onde brc sdo conjuntos de parametros contidos nas leis de evolucdo de Dy ou Dc.
Observa-se que para situagdes de carregamento monotdnico crescente, as relagdes
(3.58) podem ser integradas diretamente. Entretanto, as relagdes para Yrc e Drc
formam um sistema implicito. A solugdo do sistema pode ser obtida por meio de um

procedimento iterativo.

3.6 LEIS DE EVOLUCAO DE DANO

Finalmente, observa-se que as leis de evolucao das variaveis de dano em
tracdo D,, D, e em compressio D,,D; e D., constituem, talvez, o aspecto mais

arbitrario da modelagem.
Em geral, as leis de evolucdo das varidveis de dano podem ser obtidas pelas
seguintes estratégias:
- por identificacdo direta a partir de respostas experimentais obtidas em
laboratorios;
- pela definicdo de um potencial de dissipacdo escrito em funcdo das
variaveis associadas, que engloba estados que podem ser atingidos sem
qualquer dissipacao adicional de energia e de cuja variagdo derivam as

leis de evolucao.
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Um inconveniente da primeira estratégia limitante de sua generalidade ¢ que
ela pode conduzir a leis que tenham aplicagdo restrita a combinacdes de solicitagdes
similares aquelas dos ensaios realizados.

A segunda estratégia tem um cunho mais tedrico, porém com algumas
vantagens tais como: aplicagdo a situagdes gerais de solicitagdes, estrutura formal do
modelo resultante bastante proxima daquela obtida por outras teorias e possibilidade
de manuten¢ao de simetria do tensor constitutivo.

Limitando-se a analise ao caso de carregamento monotonico crescente, as leis
de evolucao propostas para as varidveis escalares de dano sdo resultantes de ajustes
sobre resultados experimentais e apresentam caracteristicas similares aquelas
encontradas nos trabalhos de MAZARS (1984) e LA BORDERIE (1991). A forma

geral proposta ¢ a seguinte:

D -1 1+A,
1 A, +exp[Bi(Yi _Ym)]

comi=1,5 (3.59)

onde Aj, Bi e Yo sdo parametros a serem identificados. O sub-indice i esta
relacionado a variavel de dano escalar que estd sendo calculada. Os parametros Y;
sdo entendidos como limites iniciais para a ativacdo da danificagdo, os mesmos
utilizados nas Egs. (3.37) e (3.38).

A identificagdo paramétrica do modelo ¢ realizada através de ensaios
experimentais de tracdo uniaxial (para a obtengdo dos parametros A, B; ¢ Yo =
Yor), de ensaios de compressdo uniaxial (para a identificacdo dos pardmetros A,, B,
e Yo = Yoc) e finalmente de ensaios de compressdo biaxial (para obtengdo de Aj, B;
e Yo3 = Yo2 = Yoc). Esses ensaios experimentais uniaxiais e biaxiais serdo ilustrados
mais adiante. Por outro lado, a identificacdo dos parametros contidos nas leis de
evolucdo correspondentes as varidveis de dano D4 e Ds, as quais influenciam o
comportamento do concreto em cisalhamento, ndo serd objeto de estudo neste
trabalho, por nao estarem disponiveis ensaios que permitam a calibragdo dos
parametros ou, at¢é mesmo, a proposicdo de leis de evolugao mais realistas. Tais
ensaios sdo complexos, pois exigem a necessidade de se criar um estado de

cisalhamento puro. No entanto, permitiriam a obtencdo de uma curva tensdo de
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cisalhamento x distor¢ao a ser empregada tanto na proposicao de leis de evolugao de

dano, quanto para a identificacdo paramétrica do modelo.

3.7 CRITERIO PARA A DEFINICAO DO PLANO LOCAL DE ISOTROPIA
TRANSVERSAL DO MATERIAL

Quando o processo de danificagdo ¢ ativado, o modelo proposto passa a
envolver o tensor A que, por sua vez, depende do conhecimento da normal ao plano
de isotropia transversal. Torna-se necessario, portanto, definir regras para a
localizagdo da normal aquele plano para um dado estado de deformacao.

Inicialmente estabelece-se um critério geral para a existéncia do plano de
isotropia transversal. Propoe-se, neste trabalho, que a isotropia transversal decorrente
da danificacdo se manifesta somente se existirem taxas positivas de deformagdo, ao
menos em uma das dire¢des principais. Decorre dessa hipdtese que em compressao
hidrostatica o material mantém-se isotropo.

Estabelecido o critério geral para existéncia do plano, definem-se algumas
regras para identificar sua localizacao.

Imaginando-se, em primeiro lugar, um estado de deformacgao em que uma das
taxas de deformagdo € niao-nula ou de sinal contrario as demais, aplica-se a seguinte

regra:

“No espago das deformacgdes principais, se duas das trés taxas de deformacao
forem de alongamento, de encurtamento ou nulas, o plano definido por elas serd o

plano local de isotropia transversal do material.”

Nesse caso enquadra-se, por exemplo, a tracdo uniaxial; resultando que o
plano de isotropia transversal ¢ perpendicular a dire¢do da tensdo de tracao.

Hé4 casos ndo abrangidos por essa regra. Por exemplo, o estado de
deformacao plana em que as deformacgdes nao-nulas sdo de sinais contrarios. Com a
primeira regra proposta torna-se impossivel identificar o plano local de isotropia

transversal do material. Para essa situagdo, vale uma segunda regra:
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“Num estado de deformacao plana, onde as taxas de deformagdo principal no
plano tenham sinais contrarios, o plano local de isotropia transversal do material fica
definido pelas dire¢des da deformagdo principal permanentemente nula e da

deformacdo cuja taxa seja positiva.”

Um outro caso particular ocorre quando todas as taxas de deformacdo
principal sdo positivas. Para esses estados vale uma terceira regra, segundo a qual
assume-se que a dire¢do de maior alongamento seja perpendicular ao plano local de
isotropia transversal do material.

Cabe observar que as regras propostas foram concebidas de modo a englobar
a quase totalidade dos estados de deformacdo observados experimentalmente.
Eventuais estados que ndo se incluem nas regras propostas sdo, por convengao,
estados em que a isotropia transversal ndo se manifesta e, nesses casos, o tensor A

resulta igual a identidade.

3.8 PROPOSTA DE MODELO DE DANO COM DEFORMACOES
ANELASTICAS — VERSAO UNIAXIAL

A proposta original do modelo de dano apresentado neste trabalho, por
simplificagdo, ndo leva em conta as deformacdes residuais. Segundo o modelo
proposto, portanto, quando se efetua um descarregamento, recupera-se totalmente o

valor da deformacao.
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Figura 3.2 — Diagramas tensido-deformacio em compressio e tracio uniaxiais

[MAZARS (1984)]

No entanto, como mostra a figura 3.2, observagdes experimentais indicam
que as deformagdes permanentes nao sao despreziveis nas situacdes de
descarregamento. Alguns modelos de dano levam em conta na sua formulagao tais
deformacdes associando-as exclusivamente ao fenomeno da danificacdo. O tipo de
acoplamento adotado normalmente ¢ o cinematico, o inicio e evolugdo de
microfissuras influenciam na velocidade das deformagdes permanentes. Neste
contexto, pode-se citar os modelos propostos por COMI (2000), PAPA &
TALIERCIO (1996), RAMTANI (1990), entre outros.

De fato, as deformagdes anelasticas e a danificacio evoluem
simultaneamente. Segundo LA BORDERIE (1991), a microfissuragdo e a existéncia
de vazios no material estdo na origem dos dois fendmenos. Por um lado os
microvazios sdo uma causa para as deformacdes anelésticas, pois impedem que as
microfissuras fechem totalmente num processo de descarregamento. Por outro lado,
nota-se numa microfissura que suas faces sdo irregulares, sendo esta uma outra razao
para a dificuldade do seu fechamento total.

Neste item trata-se da incorporacdo de deformacdes residuais no modelo
constitutivo proposto para o concreto danificado. Como critério geral, admite-se que
tais deformagdes surgem apos o inicio da danifica¢do. Limita-se a proposta apenas os
casos uniaxiais, pois tratando-se de um modelo de dano com anisotropia induzida, as
deformacgdes plésticas em estados mais complexos de solicitacdo devem ser melhor

avaliadas.
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Considere-se a resposta idealizada na figura 3.3, representando duas etapas de
descarregamento num ensaio de compressao uniaxial. Evidencia-se nessas etapas, o
modulo de elasticidade E danificado de valor inferior ao modulo Ey do material
integro. Naturalmente, os modulos de elasticidade E para as vdarias situagdes

dependem do dano acumulado.

c
1
\
/ } 2
/ %
/ 7|
/ Sol
{ /{ \
Eo \E ‘ ‘ €
&1 &2
P €
, €1 €1 v
Al Al 1
L er L & ‘
Al Al A
AP Ae Ae
il A A A Gl

Figura 3.3 — Diagrama tensao-deformacio em compressio uniaxial com carga e descarga

Tendo-se em vista o diagrama tensdo-deformacao idealizado, vale a seguinte

relagdo:

e=¢"+¢€P (3.60)
ou ainda, em termos de taxas de deformacao:

£=8%+¢P (3.61)
onde ¢, £°, €’ sdo, respectivamente, a deformagio total, a parcela de deformagéo
elastica e a parcela de deformagao plastica correspondentes a uma dada tensdo c.

Segundo a figura 3.3, a deformagdo elastica €° pode ser obtida da seguinte

relacdo:
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(&

=" =Co (3.62)

°
E

onde E e C sdo, respectivamente, os moddulos de rigidez e de flexibilidade do
material danificado.

Em termos de taxas, a (3.62) passa a ser escrita como:
¢*=Co+Co (3.63)

onde Co corresponde a parcela da taxa de deformagio elastica devida a danificagio

e representada por &4 Logo,
£ =¢° +3d (3.64)

Substituindo-se a (3.64) na (3.61), resulta:

d

E=¢ +&% +¢P (3.65)

C=cte

Sendo a taxa de deformacdo elastica &° fung¢ao do nivel atual de dano, ¢
C=cte

&d dependente também da taxa de danificagdo, essas relagdes de dependéncia podem

ser representadas por:

4 =:9(D,D) (3.66)

= :¢(D) (3.67)

Sendo, por hipotese, a deformagdo plastica dependente do processo de

danificacdo, obtém-se para um dado ¢ que:
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&P =P(D,D) (3.68)

Por outro lado, da (3.65) resultam:

_gd (3.69)
C=cte

P =i—¢°

&b — ép‘ _gd (3.70)

A expressdo (3.70) indica que para se determinar P pode-se realizar uma

analise elastoplastica usual com &P (= XfG) seguida de uma analise de dano
C=cte

para definir g4

Voltando a caracterizagdo da evolucdo das deformagdes plasticas, segundo a
(3.68), pode-se estabelecer duas hipoteses simplificadoras: na primeira, a taxa de
deformacdo plastica ¢ fun¢do exclusiva do estado de danificacdo no instante da
analise; na segunda, a taxa de deformagao plastica depende diretamente da evolugdo

da danificagdo do material.

No ambito da primeira hipotese (&P =£P(D)), pode-se estabelecer que a

medida em que a danificagdo avanca a taxa de evolugdo da deformacao plastica tenda

ao valor nulo (¢P — 0), ou seja, &4 se aproxima de ép‘ segundo a equagdo
C=cte

(3.70). Fisicamente, pode-se relacionar esse caso com a situacdo em que a
danificacdo destroi a resisténcia ao cisalhamento (‘engrenamento’) responsavel pela
deformagdo plastica. Numa situacdo de compressdo uniaxial, o grafico da figura

seguinte ilustra a situagdo em questao.
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Y, & ¢

7

ép% 0

Figura 3.4 — Taxa de deformacio plastica (1* Hipotese)

Nessas condigdes, ¢ em conformidade com a quantificacio do dano por

equivaléncia de energia (algo mais simples poderia ser simplesmente

gd = Dép‘ ), pode-se propor a seguinte relacdo entre gdeeP:
C=cte

a4 = (2D - Dz)ép‘ 3.71)
C=cte

Assim, segundo a (3.70) fornece:

&P =(1-D)? ép‘ -~ :P(D) (3.72)

Ja na segunda hipotese (&P = &P (D)), a taxa de deformagdo plastica passa a
ser fungdo exclusiva da velocidade de danificacdo do material.

Um modo de satisfazer essa condicao ¢ estabelecer que:

ép‘ ~ ép‘ (3.73)



- Capitulo3: Proposta de Modelo para o Concreto - 88

onde Cy ¢ o modulo de flexibilidade do material integro.

Segue, entdo, da (3.70) que

&P =¢?| -&4(D) (3.74)

C

0

Além disso, deve-se estabelecer uma regra para éd(D). Por generalidade,

pode-se assumir que a evolugdo da deformagao devido ao dano seja dada por uma

regra ndo-associativa do tipo:
e :
£'(D)=Dg, (3.75)

onde g ¢ um certo potencial representativo, por exemplo, da energia disponibilizada

para evolugdo do dano.

Deve-se garantir que a expressao Dgc substituida na expressao (3.70) gere

¢? > 0, pois trata-se de um processo dissipativo.

Dessa forma,

& =P

~Dg_ (3.76)

c C,

Numa situagdo de solicitagdo uniaxial com carga-descarga, a figura a seguir

ilustra o comportamento de P dado pela expressio (3.74).

(o)

Figura 3.5 — Taxa de deformacio plastica (2" Hipétese)
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Este tipo de andlise parece ser bastante apropriado para a evolugdo das
deformacdes plésticas em metais.

Os dois tratamentos simplificados ndo serdo explorados independentemente.

Na verdade eles servem de base para a proposi¢do de uma regra direta para &P,
considerando-se genericamente a dependéncia indicada pela (3.68).

Nesse contexto, e tendo-se em vista a bimodularidade, propde-se uma lei de
evolucdo ndo-associativa para as deformacdes residuais, inspirada na proposta de

COMI (2000), dada por:

g0~ 98Ty, O8c D, (3.77)
oG 0o

onde gr e gc sdo potenciais anelasticos.

Admitindo-se, ainda por simplificacdo, que as deformagdes plasticas sdao
compostas exclusivamente por deformacdes volumétricas, nos moldes de alguns
modelos contidos na literatura [RAMTANI , BERTHAUD & MAZARS (1992)], os

potenciais podem ser expressos por:

gr = BT(DT)II (3.78)
gc = BC(DC)Il (3.79)

sendo I; o primeiro invariante do tensor de tensdes.

Segue dai que a relagdo (3.77) assume a forma:
£ =Br(Dy) Dy+Bc(De) De (3.80)

As fungdes de dano B (D;) e Bc(Dc), sdo dependentes do material. No caso

do modelo proposto para aplicagdo ao concreto, assumem-se as seguintes fungdes:

Br(Dy)= (I_B—Il))z (3.81)
1
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Bc(De) = (1_BT§)2 (3.82)
2

Finalmente, a lei de evolucao para as deformagdes plasticas levando-se em

conta o efeito unilateral, resulta:

wo| P P p oy 3.83
“ oy ey G859

Observa-se que nesta proposta, B; e [, sdo pardmetros diretamente
relacionados as evolugdes das deformacdes plasticas induzidas pelo dano em tracao e
em compressdo, respectivamente. Quando os valores desses pardmetros sdo impostos
como nulos, recupera-se o modelo originalmente proposto, ou seja, comportamento
elastico-danificado sem a consideragao de deformagdes plasticas.

A identificacdo e influéncia dos parametros B; € P, na resposta tensao-
deformacao estdo descritas no proximo capitulo, assim como a influéncia de todos os

outros parametros envolvidos na formulacdo do modelo proposto.
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4 IDENTIFICACAO PARAMETRICA DO MODELO
PROPOSTO

4.1 INTRODUCAO

A 1identificacdo paramétrica ¢ essencial para a utilizacdo de um modelo, € os
valores podem apresentar grande sensibilidade principalmente nos casos onde o
nimero de parametros ¢ reduzido. Trata-se do caso do modelo proposto neste
trabalho. A utilizagdo de um numero pequeno de pardmetros tem a vantagem de uma
identificacdo menos complexa, entretanto possui a desvantagem de dificultar a
captura integral das caracteristicas da curva tensdo-deformac¢do do material que se
pretende analisar. Por outro lado, para conseguir uma correta identificacdo e,
conseqlientemente, um bom ajuste do modelo, ¢ indispensavel dispor de resultados
experimentais confiaveis.

Neste capitulo sdo comentados o processo analitico utilizado na identificacao
paramétrica do modelo e as respostas esperadas em termos de curva tensdo-
deformagdo com a variagdo dos valores dos pardmetros. Para ilustrar as respostas
fornecidas pelo modelo, a partir da calibragao dos parametros contidos nas leis de
evolucdo das varidveis de dano, apresentam-se alguns confrontos com ensaios
experimentais uniaxiais, biaxiais e triaxiais no concreto. O objetivo desses
confrontos ¢ a validagdo do emprego do modelo para diversas combinagdes de
solicitagdes. Finalmente, discutem-se algumas conclusdes com relagdo as respostas

numéricas obtidas.
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4.2 PROCESSO ANALITICO DE IDENTIFICACAO PARAMETRICA

A modelagem analitica de um fendmeno fisico consiste em assumir leis
matematicas representativas do fendmeno estudado experimentalmente. Essas
oportunas leis dependem de um certo nimero de parametros cuja calibracdo
(identificacdo) pressupode a determinacdo dos valores o6timos para eles, de modo que
a resposta numeérica se aproxime o maximo possivel da experimental.

O processo de identificacdo dos parametros caracteristicos do modelo possui
duas fases bem distintas. A primeira consiste na escolha de uma funcao erro,
utilizada como um critério para a avaliagdo da resposta numérica em relacdo a

experimental. Em termos intrinsecos a fun¢o erro pode ser indicada na forma:

E=E(y (xa),y (x)=E(a) 4.1)

onde:
al = [a, &, ..., a5] € 0 vetor dos n pardmetros a serem identificados
y© (x,a) é a resposta numérica, dependente do vetor de parAmetros a
y® (x) é a resposta experimental, podendo ser observada com continuidade num
intervalo Ax, ou registrada mediante pares de valores [X, y® (x)].

A fungdo erro € expressa por uma integral definida, ou uma somatoria, sobre
um intervalo de observagao, por esse motivo ndo depende da variavel x.

Numa formulagdo por minimos quadrados, a fungdo erro é genericamente

definida pela integral dos quadrados da diferenca entre as duas fungdes y° e y*
1 . s/ \k
E (a) = ) I[y (X,ai)— y (x)] dx 4.2)
Ax

No caso de se conhecer a resposta experimental de modo discreto, a relagao

anterior assume a forma;:

E @)= Y[ (ca)-vik ) @3

K=1
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A segunda fase do processo de identificacdo esta relacionada a escolha do
método de minimizagdo da fungdo erro. As variaveis do problema de otimizagdo
resultante sdo os proprios pardmetros do modelo.

Em resumo, o objetivo do problema de identificacdo ¢ a determinacdo do
vetor de parametros que fornece o menor erro, ou seja, uma resposta numérica que

melhor descreva o comportamento experimental. Assim,

Ep = ming (£} (4.4)

43 ANALISE DA INFLUENCIA PARAMETRICA DO MODELO NA
RESPOSTA TENSAO-DEFORMACAO

O estudo paramétrico sera conduzido com referéncia a testes de tracdo e de
compressdo uniaxial e de compressdo biaxial. Observa-se que esses ensaios sdo
suficientes para a completa identificagdo dos parametros contidos nas leis de
evolugdo das variaveis de dano da proposta de modelo. Apresenta-se também a
influéncia dos parametros anelésticos 3; e 3, para a versao uniaxial do modelo com a
adi¢cao de deformagdes residuais.

Os parametros a identificar podem ser agrupados da seguinte forma:

- parametros elasticos: Eg € vo;

- parametros de danificacdo em tragcdo: Yor, Aj € By;

- parametros de danificagdo em compressao: Yoc, Az, Ba, Az e Bs;

- parametro anelastico em tragdo: Pi.

- parametro aneldstico em compressao: [3;.

Os parametros elasticos sdo identificados em ensaios classicos de compressao
uniaxial.

Os parametros anelésticos B; e B, s@o identificados através de ensaios de
tragdo e de compressao com deformagao controlada, respectivamente, operando-se
ciclos de carregamento e de descarregamento. Os parametros que aparecem nas leis

de evolugdo das variaveis de dano podem ser identificados pelos mesmos ensaios,
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porém faz-se a ressalva que os parametros A; e B; sdo identificados através de
ensaios de compressao biaxial.
E importante observar que os valores atribuidos para os parametros A; devem

obedecer a limitacdo de A, > —1,0. Isso pode ser explicado pela configuragao da lei
de evolugdo das variaveis de dano. Nota-se que para A, <—-1,0 logo de inicio um

valor unitario seria assumido para a variavel de dano corrente [ver capitulo 3, Eq.
(3.59)], ou ainda a variavel de dano poderia assumir valores maiores que a unidade.

Mas antes de ilustrar a identifica¢do realizada sobre o modelo proposto, ¢é
interessante investigar a influéncia dos diferentes parametros na resposta tensao-
deformacao.

Com relacdo aos parametros de danificacdo em tragdo Yo; = Yor, A1 € By, as
figuras 4.1a, b e c ilustram a influéncia de cada um deles na relagdo tensdo-
deformacgdo. Os ensaios numéricos de tracao uniaxial foram realizados variando cada

parametro a partir dos seguintes valores:

Eo = 15600 MPa
Yor = Yor=1,5x 10> MPa
A =70

B, =22110 MPa™'

No caso de esfor¢o uniaxial de tracdo, da figura 4.1a pode-se observar que a
variavel Yo, tem influéncia sobre o inicio do trecho nao-linear (“softening”). Ja a
figura 4.1b mostra a influéncia do parametro A; sobre a inclinagdo inicial do trecho
ndo-linear e no valor da assintota horizontal. Com relagdo ao parametro By, a figura
4.1c ilustra sua influéncia sobre a curvatura do trecho nao-linear. Esse ultimo
parametro possui a caracteristica de variar o valor da deformacdo correspondente a
tensao de pico e possui marcante influéncia na obtencao da tensao de pico quando
comparado com os outros pardmetros. Observa-se das figuras 4.1 que a danificacdo
que ocorre antes da tensdo de pico ja tem uma influéncia significativa no regime pré-
pico, deixando a resposta de ser linear um pouco antes daquela tensdo. Isso vem ao

encontro dos experimentos relatados por TERRIEN (1980) e mencionados no
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capitulo 1 desta tese. Vale lembrar que esse aspecto ndo ¢ levado em conta em alguns

modelos contidos na literatura.

o1 (MPa) 147

—Y01 =0,000015 MPa
——Y01=0,0 MPa
——Y01 =0,00005 MPa

a)
\%

-0,00005 0 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025 0,0003
€y = €33 (strain) g, (strain)

Figura 4.1a — Influéncia de Y1 sobre o comportamento em tracio

o, (MPa) 1.4 4

—A1=70
—A1=100
—A1=20

0O
U

-0,00005 0,00000 0,00005 0,00010 0,00015 0,00020 0,00025 0,00030

€, = €33 (strain) g,; (strain)

Figura 4.1b — Influéncia de A, sobre o comportamento em tracio
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o1 (MPa) 2,5
2 i
—B1=22110 MPa
= ——B1=10000 MPa
——B1 =5000 MPa
015\
T 0 T T T T T 1
-0,00005 0 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025 0,0003
€, = €33 (strain) g, (strain)

Figura 4.1c — Influéncia de B, sobre o comportamento em tragao

Com relagao aos parametros de danificagdo em compressao Yo, = Yoc, Az ©
B,, as figuras 4.2a, b e c ilustram a influéncia de cada um deles na resposta tensao-
deformagdo. Os ensaios numéricos de compressdo uniaxial foram realizados

variando cada parametro a partir dos seguintes valores:

E, = 31850 MPa
Yo2=Yoc=2,0x 10° MPa
Ay =-0,50

B,=5,0 MPa’

As influéncias sdo analogas aquelas observadas nos parametros de tragdo.
Observa-se em particular que os pardmetros de compressao A, e B, passam a assumir
igualdade de importancia para a obtengdo da tensdo de pico. A forma das curvas ¢é
quase a mesma quando apenas um dos dois pardmetros varia. Para o parametro Y,

valem as mesmas observagoes feitas para Y.
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r -25
o, (MPa)

T —— Y02 =0,00 MPa
——Y02 = 0,002 MPa
——Y02 = 0,004 MPa

[n)

0,001  0,0005 0 -0,0005 -0,001 -0,0015 -0,002 -0,0025 -0,003 -0,0035
€, = €33 (strain) €, (strain)

Figura 4.2a — Influéncia de Yc sobre o comportamento em compressio

o (MPa) - .35

- -30
- -25
—A2=-0,5
L -20 —A2=-0,1
—A2=0,5
- -15
F-10

[en)

0,001 0,0005 0 -0,0005 -0,001 -0,0015 -0,002 -0,0025 -0,003 -0,0035
€ = &; (strain) gy, (strain)

Figura 4.2b — Influéncia de A, sobre o comportamento em compressio
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o1 (MPa) - -35

L -30
25 ——B2=5,0MPa
——B2=10,0 MPa
L -20
——B2=2,0MPa
L 15
L -10
0

0,001 0,0005 0 -0,0005 -0,001 -0,0015 -0,002 -0,0025 -0,003 -0,0035
£y, = £33 (Strain) g, (strain)

Figura 4.2¢ — Influéncia de B, sobre o comportamento em compressio

Com relacdo aos parametros de danificagdo em compressao Yo3 = Yoc, A3z €
B3, as figuras 4.3a, b e c ilustram a influéncia de cada um deles na resposta tensao-
deformacdo. Os ensaios numéricos de compressdo biaxial (o), = Gy) foram

realizados variando-se cada parametro a partir dos seguintes valores:

E, = 31850 MPa
Yo3=Yoc=2,0x 10° MPa
Az =-0,60

B;=1,3 MPa’
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Gy (MPa) - -30
L .25
- -20 ——Y03=0,0MPa
——Y03 = 0,002 MPa
L 15 —— Y03 = 0,008 MPa
L -10
8
0,001 00005 0  -0,0005 -0,001 -0,0015 -0,002 -0,0025 -0,003 -0,0035

€33 (strain)

€ =¢& (Strain)

Figura 4.3a — Influéncia de Yc sobre o comportamento em compressio biaxial

oy (MPa)

- -30

r-25

- -20

r-15

—A3=-0,6
—A3=-0,2
——A3=0,2

0,0010 0,0005 0,0000

€33 (Stl‘aln)

-0,0005

-0,0010 -0,0015
€» = €11 (Stl‘aln)

-0,0020

-0,0025

-0,0030 -0,0035

Figura 4.3b — Influéncia de A; sobre o comportamento em compressio biaxial
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o (MPa) - -70
r -60
—B3=1,30 MPa
| 50 ——B3=0,20 MPa
——B3=10,0 MPa
L -40
r-30
r-20
L1
0
0,0020 0,0010 0,0000 -0,0010 -0,0020 -0,0030 -0,0040
£33 (strain) &€ = g1 (strain)

Figura 4.3c — Influéncia de B; sobre o comportamento em compressao biaxial

Finalmente, nas figuras 4.4a e b, ilustra-se respectivamente, em ensaios
uniaxiais de tracdo e de compressdo, a influéncia dos pardmetros B; e [B.. Os
parametros anelasticos afetam significativamente a forma do ramo ‘softening’ no

comportamento pds-pico em decorréncia das deformagdes permanentes.

o1 (MPa) 1,2 -

——B1=0,0001
——B1=0,00001
——B1 =0,00005
0,2
r T 0,0 T T 1
-0,0002 -0,0001 0,0000 0,0001 0,0002 0,0003
€, = €33 (strain) €11 (strain)

Figura 4.4a — Influéncia de 3, sobre o comportamento em tracio
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oy (MPa) -25
- -20
--15
——B2=0,0001
L1 ——p2=0,001
——p2=0,00115
-5
0
0,0020 0,0010 0,0000 -0,0010 -0,0020 -0,0030 -0,0040
€, = &3 (strain) g, (strain)

Figura 4.4b — Influéncia de f3; sobre o comportamento em compressio

4.4 RESULTADOS NUMERICOS DA CALIBRACAO

4.4.1 Modelo de Dano Proposto (sem deformacoes permanentes)

O primeiro exemplo trata de um ensaio uniaxial de um corpo de prova de
concreto (Eyp = 15600 MPa e vy = 0.2) submetido a uma forca de tracdo. Os
resultados experimentais foram apresentados por MAZARS, BERTHAUD &
RAMTANI (1990) num ensaio denominado PIED (“Pour Identifier
L’ Endommagement Diffus”). Os parametros do modelo foram obtidos por calibragao
da curva tensdo normal contra deformacao na direcao da forga aplicada, resultando

em:
A1 =70; By =22110 MPa™; Yo; = 1.5 x 10° MPa
Na figura 4.5 a resposta numérica fornecida pelo modelo proposto ¢

comparada com a resposta experimental do ensaio PIED. Observa-se que as

deformagdes transversais ilustradas (direcdes 2 e 3) correspondem apenas aos
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resultados obtidos com os parametros identificados, ndo havendo registro

experimental para confronto.

G111 (MPa)
1,24 e Experimental -
; . MAZARS,
BERTHAUD &
RAMTANI (1990)

—&— Modelo

-0,00005 0 0,00005 0,0001 0,00015 0,0002 0,00025 0,0003

€,y = €33 (strain) €44 (strain)

Figura 4.5 — Simulacio do teste de tracdo uniaxial

[MAZARS, BERTHAUD & RAMTANI (1990)].

Pelos resultados, nota-se que o conjunto de pardmetros identificados para o
modelo permite reproduzir bastante bem os dados experimentais. Quanto as
deformacdes transversais previstas pelo modelo, um bom indicativo ¢ que elas estdo
em correspondéncia com a forma descrita em WILLAM, STANKOWSKI & STURE
(1988).

O modelo também foi empregado na simulagdo de ensaios biaxiais e
uniaxiais de tensdo realizados por KUPFER, HILSDORF & RUSH (1969) em
espécimes de concreto. O modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson
utilizados na simulacao numérica foram: Eq = 31850 MPa, vy = 0.2.

Chama-se a ateng@o para o fato de que em casos mais complexos de tensdo, a
calibragdo do conjunto de pardmetros que aparecem nas leis de evolucdo das
variaveis de dano envolvidas exige ensaios uniaxiais € biaxiais. Em particular, os
parametros relativos as variaveis D, e D, foram determinados por ensaios uniaxiais

de tracdo e de compressdo, respectivamente:
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A1 =69.4; B; = 9500 MPa!; Yo, = 0.8 x 10* MPa
A, =-0.80; B,=0.90 MPa'; Y, = 0.2 x 10> MPa

J& os parametros relativos a D; foram obtidos do ensaio de compressio
biaxial (o;; = o), através da calibragdo das curvas experimentais tensao-

deformacao nas direcdes 1 e 2. Os parametros obtidos foram:

A;=-0.60; B;=1.305 MPa™; Yo3 = Yoo = 0.2 x 10> MPa

A figura 4.6 mostra a comparacdo entre as curvas experimentais tensdo-
deformacao e as curvas obtidas com o modelo proposto para testes de compressao
uniaxial e biaxial com diferentes niveis de solicitacao.

Vale ressaltar que as outras combinagdes de solicitagdo, por exemplo,
compressdo biaxial 62 = 0.52 oy, compressdo-tracdo, foram simuladas com os

parametros A;, Bi e Y; acima descritos.

45, on(MPa)

404 e e e Experimental- n=0
— Modelo - n=0

—x— Experimental - n=1
—— Modelo - n=1

——o— Experimental - n=0.52
—— Modelo - n=0.52

-35 -

-30 -

-25 -

-20 -

0,005 0,004 0,003 0,002 0,001 0 -0,001 -0,002 -0,003 -0,004 -0,005
>0 <0

Figura 4.6 — Simulacio de testes uniaxiais e biaxiais [KUPFER, HILSDORF & RUSH (1969)]:

Resultados experimentais e numéricos

Observa-se na figura acima uma boa concordincia entre resultados

experimentais € numéricos nas curvas que envolvem as deformacdes diretas, de
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compressao nos casos analisados. Porém, os resultados das deformagdes transversais,
ou de tragdo, subestimam a ductilidade observada experimentalmente. Isso se deve
ao fato que na regido proxima a tensdo de pico, as deformagdes residuais passam a
desempenhar um papel importante no comportamento do concreto. Como o modelo
despreza tais deformagdes, sua resposta nao condiz com a realidade experimental em
tais situacdes. Essas mesmas consideragdes sdo validas para a andlise das
deformagdes volumétricas ilustradas na figura 4.7. Como o modelo proposto ndo leva
em conta deformagdes residuais, ndo é possivel prever a mudanga de sinal da
deformacao volumétrica observada experimentalmente particularmente no ensaio de
compressao uniaxial, levando a uma discrepancia dos valores obtidos com o modelo

quando comparados aos valores experimentais na regido proxima a tensao de pico.

oy (MPa)[

B0 A7 e Experimental n = 0
——Modelon=0
—>¢— Experimental n = 1
Modelon =1
——©6— Experimental n = 0,52
—— Modelo n = 0,52

0,002 0,001 0 -0,001 -0,002 -0,003 -0,004 -0,005 -0,006
€ yoi(strain)

Figura 4.7 — Curvas de tensdo x deformacio volumétrica em compressio uniaxial e biaxial
[KUPFER, HILSDORF & RUSH (1969)]:

Resultados experimentais e numéricos

Um outro resultado de interesse ¢ o dominio de ruptura, caracterizado pelos
picos de tensdo, obtido numericamente em correspondéncia a solicitagdes uniaxiais e
biaxiais. A resposta obtida estd representada na figura 4.8, juntamente com os
resultados experimentais. Pode-se observar que o modelo consegue prever o dominio

de ruptura satisfatoriamente.
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Gzz(MPa)
5 -
‘ : ‘611(MPa)
-45 -40 5

------ Experimental -
KUPFER,
HILSDORF &
RUSH (1969)
Modelo

45 |

Figura 4.8 — Simulacio de testes uniaxiais e biaxiais [KUPFER, HILSDORF & RUSH (1969)]:

Resultados experimentais e numéricos.

Por fim, considera-se a aplicagdo do modelo na simulacdo numérica de um
ensaio realizado por VAN MIER (1984), em corpo de prova de concreto (Ey = 23250
MPa e vy = 0.2) submetido a uma compressao triaxial segundo a relacdo o;; < 0; 622
=0.10 011; 033 = 0.0507;.

Como a resposta experimental em compressdo uniaxial e biaxial deste
concreto ndo é conhecida, optou-se por fazer a calibragdo dos parametros do modelo
através da curva experimental tensdo-deformagdao na direcdo 1. A obtencdo dos

parametros relativos as variaveis de dano D; e Ds resulta em:

A, =-0.80; B, =0.15 MPa’!
A;=-0.60; B;=1.305 MPa™; Yyo = Y3 = 0.2 x 10> MPa

A figura 4.9 ilustra a comparagdo entre os resultados fornecidos pelo modelo

e os resultados experimentais obtidos por VAN MIER (1984).
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oy (MPa) Experimental - VAN
MIER (1984)

—a&— Modelo

0,03 0,02 0,01 0 -0,01 -0,02 -0,03
€22 €33 g1 X 10-3

Figura 4.9 — Simulacao de teste de compressao triaxial [VAN MIER (1984)]:

Resultados experimentais e numéricos

Observa-se na curva o;; X €17 uma boa concordancia entre os resultados
experimentais e numéricos. Porém, os resultados das deformacdes transversais, de
tracdo neste caso, ndo conseguem reproduzir a evidente ductilidade experimental.
Mais uma vez a desconsideragdo de deformagdes residuais aparece com forte
influéncia no comportamento pos-pico. Contudo, o modelo ¢ capaz de simular de
modo bastante razoavel o comportamento experimental até a tensdo maxima.

De uma maneira geral, os resultados da calibragdo do modelo foram
satisfatorios, principalmente no que diz respeito a recuperagdo dos valores de tensdo
de pico e da resposta constitutiva do concreto até aqueles valores de tensdo.
Destacam-se, além disso, as simulacdes bastante precisas das curvas tensdo-
deformacdo em tragdo e compressdo uniaxial e a obtencdo da envoltoria de ruptura
do concreto em estados biaxiais de tensao.

Vale destacar, também, certos aspectos evidenciados pelo modelo e que sao
consistentes com evidéncias experimentais observadas no concreto, tais como:

- A forma da curva tensdo-deformacdo uniaxial em tracdo, que apresenta um
‘softening’ pronunciado;

- 0 acréscimo da tensdo de pico comparando-se a compressao uniaxial com a

biaxial;
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A potencial capacidade do modelo de simular o comportamento unilateral do
concreto ndo foi explorada pelos exemplos, mas em tese o modelo permite que se
facam simulagdes envolvendo inversdes de sinais das solicitagdes.

O fato de, nesta etapa, ndo terem sido levadas em conta as deformagdes
residuais ndo implica que o modelo, com essa limitagcdo, nao seja de serventia para a
analise de estruturas de concreto, como se vera no proximo capitulo.

Os resultados obtidos apontam, ainda, que as deformagdes residuais podem
ter significativa importancia nas respostas pds-pico. Para confirmar essa afirmagao,
serdo apresentadas respostas numéricas que consideram deformagdes permanentes na

formulacdo do modelo proposto originalmente (ver capitulo 3).

4.4.2 Emprego da Versdo Uniaxial do Modelo de Dano Proposto Considerando-se

Deformagoes Aneldsticas

Este item tem por objetivo apresentar a potencialidade do modelo com a
consideracdo de deformagdes plasticas.

O modelo foi empregado na simulagdo do ensaio uniaxial de compressao
realizado por KUPFER, HILSDORF & RUSH (1969) em espécimes de concreto. O
moédulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson utilizados na simulagdo numérica
permanecem os mesmos: Eg = 31850 MPa, vy =0.2.

Os parametros do modelo foram obtidos pela calibragdo da curva tensdo-

deformacgao experimental, resultando em:
A>=0,70; B, = 5,50 MPa™; Yo, =2,0 x 10™ MPa, B, = 1,58 x 10™
A figura 4.10 evidencia que a incorporagdo das deformacdes plésticas na

formulacdo do modelo melhora significantemente a captura das deformacgdes

transversais (& = €33).
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(3} (MPa)

Experimental
Modelo

0,002 0,001 0 -0,001 -0,002 -0,003 -0,004
£5,=¢33 (strain) €11 (strain)

Figura 4.10 — Simulac¢io do teste de compressio uniaxial
[KUPFER, HILSDORF & RUSH (1969)]:

Resultados experimentais e numéricos

Além disso, o modelo prevé corretamente a inversdo no sentido da
deformagdo volumétrica, observada experimentalmente. Na figura 4.11 apresenta-se
um confronto entre as respostas com deformagdes permanentes e com o modelo

originalmente proposto.

o1 (MPa)  -35
___— -3
+-25
L 20 Experimental
L .15 Modelo-sem deformagdes
permanentes
F-1 Modelo - com deformagdes
permanentes
F 5
0
0,001 0,0005 0 -0,0005 -0,001 -0,0015 -0,002 -0,0025
€01 (Strain)

Figura 4.11 — Curvas de tensao x deformacio volumétrica em compressao uniaxial [ KUPFER,
HILSDORF & RUSH (1969)]:

Resultados experimentais e numéricos
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5 EXEMPLOS DE APLICACAO DO MODELO PROPOSTO

5.1 INTRODUCAO

O presente capitulo tem por objetivo principal avaliar o modelo proposto pela
sua aplicagdo na andlise de estruturas em concreto armado. Para este fim sdo
realizadas analises uni e bidimensionais, tendo sido implementado o modelo em
cddigos de calculo baseados no Método dos Elementos Finitos. Os resultados obtidos
pelo modelo sdo confrontados com resultados experimentais e com as respostas
fornecidas pelos modelos de dano de LA BORDERIE (1991) e MAZARS (1984).

Inicialmente sdo avaliadas as respostas de simulagdes que empregam a versao
unidimensional do modelo. No ambito dessa andlise, um primeiro exemplo ¢
composto por trés vigas em concreto armado, de mesmas dimensdes, mas com
diferentes taxas de armadura, apresentadas originalmente em ALVARES (1993). O
confronto entre os resultados numéricos e experimentais ¢ ilustrado sob a forma de
curvas carga aplicada por deslocamento vertical no meio do vao das vigas. Um
segundo exemplo trata de um podrtico plano em concreto armado [VECCHIO &
EMARA (1992)]. A resposta numérica fornecida pelo modelo é confrontada com a
experimental e com as obtidas pelos modelos de LA BORDERIE (1991) e MAZARS
(1984).

Com relagdo as simulacdes bidimensionais, 0 modelo proposto ¢ inicialmente
empregado na andlise de uma viga biapoiada em concreto armado descrita em
PEREGO (1989). Confrontam-se as respostas experimentais com as curvas
numéricas resultantes da aplicacdo do modelo proposto e do modelo de MAZARS
(1984). Além disso, ilustra-se a configuracdo de danificacdo obtida com o modelo,

comparando-a com a configuracdo descrita em PEREGO (1989). Num ultimo caso,
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emprega-se o modelo proposto nas mesmas vigas de ALVARES (1993) citadas
anteriormente. A analise bidimensional evidenciou, nesse caso, alguns problemas de

ordem numérica que sdo discutidos no final deste capitulo.

5.2 ANALISES UNIDIMENSIONAIS

As versdes unidimensionais dos modelos foram implementadas num programa
para analise de estruturas de barras discretizadas com elementos finitos estratificados

em camadas (EFICoS — “Eléments Finis a Couches Superposées™).

Camada n®° K

Figura 5.1 — Elemento finito empregado

O elemento finito unidimensional com camadas superpostas ¢ baseado num
elemento de portico classico com dois nds, onde cada nd possui trés graus de
liberdade u, v ¢ 0 (Figura 5.1).

Sao assumidas, como hipdteses de calculo, a negligéncia de deformagdes por
distorcao. Para o concreto valem os modelos de danificagdo em estudo, e para as
barras de ago longitudinais admite-se um comportamento elasto-pléstico.

Na sec¢ao transversal em concreto armado discretizada, uma certa camada
pode conter ago e concreto. Admitindo-se perfeita aderéncia entre os materiais,
definem-se, para a camada em questdo, um moddulo elastico e uma deformacgdo

anelastica equivalentes, utilizando-se a seguinte regra de homogeneizacao:
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Ek :(1_Cak )Eck +CakEak (5°1)
8ankk = (1 - Cak )sank + Cakgpk (5‘2)
onde:

- Cgu ¢ a concentragdo volumétrica de ago na camada n°® k

- Ea € 0o médulo de elasticidade do ago na camada n° k

- E € o modulo de elasticidade do concreto na camada n® k
- gk ¢ a deformacdo plastica do ago na camada n° k

- &ankk ¢ a deformacao anelastica na camada n°® k

- Ex ¢ o mddulo de elasticidade equivalente da camada n° k

- &ak € a deformagao anelastica do concreto na camada n° k [caso do modelo de

LA BORDERIE (1991)]

Detalhes sobre a formulagdo dos modelos de dano de MAZARS (1984) e de
LA BORDERIE (1991) podem ser encontrados em PITUBA (1998).

5.2.1 Vigas em Concreto Armado [ALVARES (1993)]

As vigas em questdo sdo biapoiadas, com 2,40 m de vao, se¢do transversal
retangular (12 x 30 cm) e o carregamento € constituido por duas forgas concentradas
iguais aplicadas nos tercos dos vaos. Na confeccdo das vigas foi utilizado um
concreto com E. = 29200 MPa. Para o aco das armaduras adotou-se E, = 196000
MPa e tensdao de escoamento de 420 MPa, admitindo-se um comportamento elasto-
pléastico perfeito. O coeficiente de Poisson adotado foi de 0,20. Maiores detalhes
sobre a resposta experimental de cada tipo de viga, colhida a partir de provas
realizadas com controle de carga, encontram-se em ALVARES (1993). Na figura 5.2

sdo fornecidos os detalhes de geometria e armacgao das vigas.
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Figura 5.2 — Geometria e armacio das vigas

Os parametros de compressdao de todos os modelos empregados na analise

numérica foram identificados a partir das medidas de ensaios experimentais em

corpos de prova submetidos a compressdo uniaxial, realizados por ALVARES

(1993). Ja os parametros de tragdo foram identificados sobre uma resposta em tragao

uniaxial descrita pelo modelo de Mazars e proposta por ALVARES (1993) para o

concreto das vigas.

Na tabela a seguir sdo fornecidos os valores dos parametros utilizados em

cada modelo. As figuras 5.3 e 5.4 representam as respostas numéricas de cada um

dos modelos nos casos uniaxiais.

Tabela 5.1 — Parametros dos modelos de Mazars , de La Borderie e do proposto.

Mazars La Borderie Proposto
Parametros Parametros Parametros Parametros de
de Tracio de Compressiao de Tracio Compressao
Ar=0,995 | Y,=3,05x10*MPa | Y(,=0,5 x 10°MPa | Y =0,72x10*MPa | Y(,=0,5x10°MPa
Br=8000 |A,=3,50x10"MPa’ |A,=6,80 MPa™ A;=50 A, =-09
Ac=0,85 |B;=0,95 B, =0,7705 B, = 6700 MPa™' B,=0,4MPa’
B¢ =1050 | B, =1,00 MPa B, =-10,00 MPa
€40=0,00007 or=3,50 MPa
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40 -

-35 |

-30 +

-25 |

20 +

Ensaio de Compressao Uniaxial - ALVARES(1993)

o(MPa)
----- Experimental - ALVARES (1993)
Modelo Proposto
Modelo de Mazars
< e, Modelo de La Borderie
.
S
hd ‘.\-
L
0 -0,002 -0,004 -0,006 -0,008 -0,01 -0,012 -0,014

g(strain)

Figura 5.3 — Identificacdo paramétrica em compressdo uniaxial: vigas em concreto armado

0,00

2,50 -

2,00

1,50 4

1,00 +

0,50 -

o (MPa)

Ensaio de Tragdo Uniaxial - Aproximagao para ALVARES (1993)

——Modelo de Mazars

—— Modelo de La Borderie

—— Modelo Proposto

0,0000

0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006
¢ (strain)

Figura 5.4 — Identificacio paramétrica em tracdo uniaxial: vigas em concreto armado

Fazendo-se uso das simetrias de carregamento e de geometria, analisaram-se

apenas as metades das vigas, impondo-se incrementos de deslocamentos durante a

simulagdo numérica.

Nas analises foram utilizados

20 elementos

finitos,

discretizaram-se as se¢Oes transversais em 15 camadas, sendo uma camada de aco ¢
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concreto na viga com 3¢10.0 mm, duas na viga com 5¢10.0 mm e trés na viga com
7¢10.0 mm, conforme a disposi¢do das armaduras mostrada na Figura 5.2. Os
confrontos entre os resultados numéricos e experimentais, mediante curvas carga

aplicada (P) por deslocamento vertical no meio do vao das vigas estao ilustrados nas

figuras 5.5a 5.7.

VIGA 3#10.0 mm - ALVARES (1993)
45,00
40,00 -
35,00 -
30,00 1 Ry Modelo Proposto
g 25,00 1 o ', ------ Experimental
g S Modelo de La Borderie
o e
8 20,00 - L ' . Modelo de Mazars
15,00 | By
5 ’
10,00 { o
5,00
0,00 T T T T T T T 1
0,00 2,00 4,00 8,00 10,00 12,00 14,00 16,00 18,00
Deslocamento (mm)

Figura 5.5 — Resultados numéricos da analise unidimensional — viga 3¢10.0 mm

VIGA 5#10.0 mm

70,00 4

60,00 4

50,00 + .
Z 40,00 - Modelo Proposto
g ’
s B R Experimental
= . ’
2 30,00 4 KA Modelo de La Borderie

e Modelo de Mazars
e .
20,00 4 R
10,00 A
0,00 ‘ T T T \ \ 1
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00 14,00

Deslocamento (mm)

Figura 5.6 — Resultados numéricos da analise unidimensional — viga 5¢10.0 mm
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VIGA 7#10.0 mm

80,00

70,00 T

60,00 - = =
g 50,001 , > Z ——— Modelo Proposto
' 40,00 RS N CEE TS Experimental
g IR ——— Modelo de La Borderie
= 30,00 1 ——— Modelo de Mazars

20,00 .

10,00

0,00 T T T T T T T )
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00 14,00 16,00
Deslocamento (mm)

Figura 5.7 — Resultados numéricos da analise unidimensional — viga 7¢10.0 mm

Pode-se observar que as respostas numéricas tendem a reproduzir uma forte
quebra de rigidez inicial das vigas seguida de uma recuperagdo de rigidez
subseqiiente a redistribuicdo de esforgos. Os proprios resultados experimentais
apontam que esse processo ¢ mais evidente no caso da viga pouco armada em razao
da menor interacdo entre concreto e armadura, o que leva a um panorama de
fissuragao mais localizado entre as forgas aplicadas.

Em regime de servigo, observa-se ainda que os modelos de dano is6tropo de
Mazars e de La Borderie apresentam respostas similares as obtidas com o emprego
do modelo proposto. Nesse regime, devido ao tipo simplificado de andlise
(unidimensional), ndo ¢é possivel verificar alguma possivel vantagem do emprego do
modelo proposto anisétropo sobre modelos de dano isétropo.

Na figura 5.8, ilustram-se as distribui¢des da danificacdo fornecidas pelos

modelos em questdo, na secdo localizada no meio do vao da viga com 3¢10.0 mm.
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Figura 5.8 — Distribuiciio da danificacdo ao longo da secio transversal localizada no meio do vao

(viga 3¢10.0 mm — P = 30 kN)

J4 em regime proximo da ruptura os critérios de danificacdo adotados sdo um
dos fatores contribuintes para as diferentes respostas entre os modelos. No modelo de
Mazars o critério ¢ expresso em termos de alongamentos equivalentes, enquanto que
nos modelos de La Borderie e proposto neste trabalho, os critérios estdo escritos em
termos de energia. Além disso, um outro fator de influéncia é que o modelo proposto
utiliza o principio de equivaléncia de energia. Esses fatores implicam em evolugdes
diferentes para as varidveis de danificacao.

Vale ainda comentar que no modelo proposto, como resultado da obtencao de
uma danificacdo menos intensa, em regime de ruptura o concreto acaba por resistir

aos esforgos solicitantes de maneira mais eficiente, fazendo com que as armaduras



- Capitulo5: Exemplos de Aplicag¢dao do Modelo Proposto - 117

das vigas com cinco e sete barras de aco venham a plastificar em niveis mais
elevados de solicitagdo do que nos casos onde os modelos isétropos foram
empregados. Ainda nesse contexto, observa-se que as respostas numéricas indicam
que a plastificagdo das armaduras ocorrem em diferentes niveis de solicitagao quando
comparadas com as respostas experimentais, principalmente nos casos das vigas com
cinco e sete barras de aco. Isso pode ser explicado pelo fato de ser assumida perfeita
aderéncia entre a armadura e o concreto como hipdtese para a simulagao numérica.
Conclui-se que os resultados obtidos com a discretizagdo adotada sdo bons
quando comparados com a resposta experimental das vigas, com destaque para o

modelo proposto.

5.2.2 Portico em Concreto Armado [VECCHIO & EMARA (1992)]

As caracteristicas geométricas do portico, assim como a distribuicdo das
armaduras estdo ilustradas na Figura 5.9. O concreto utilizado na confecgdo do
portico tem modulo de elasticidade E. = 30400 MPa; o ago possui E, = 192500 MPa,
tensao de inicio de plastificacdo de 418 MPa e tensdo ultima de 596 MPa. Foi
adotado um modelo elasto-plastico bilinear com um modulo de elasticidade reduzido
no segundo trecho: E,; = 0,009 E,.

No ensaio experimental inicialmente aplicou-se uma forga axial total de 700
kN para cada coluna, mantida entdo constante durante toda a aplicagdo da forca
lateral. Esta for¢a foi aplicada em estigios até a capacidade Ultima do portico ser

atingida. Maiores detalhes encontram-se em VECCHIO & EMARA (1992).
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Figura 5.9 — Geometria e armacéo do pértico

Os parametros de compressao dos modelos testados foram identificados a
partir de ensaios experimentais de corpos de prova em compressdo uniaxial,
realizados por VECCHIO & EMARA (1992). Por outro lado, para os parametros de
tracdo tanto do modelo de Mazars quanto do proposto foram adotados aqueles
mesmos utilizados no exemplo anterior, por se tratarem de valores médios
representativos para concretos normais. Contudo, vale ressaltar que os pardmetros do
modelo de La Borderie foram alterados com o objetivo de simular o comportamento
do portico durante a fase de descarregamento.

Na tabela 5.2 e nas figuras 5.10 e 5.11 sdao fornecidos os valores dos
parametros utilizados em cada modelo, além das respostas numéricas nos ensaios

uniaxiais.
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Tabela 5.2 — Parametros do modelo de Mazars, de La Borderie e do proposto

Mazars La Borderie Proposto
Parametros Parametros de Parametros de Parametros de
de Tracao Compressiao Tracao Compressiao
Ar=0,995 | Yo;=2,25x10"MPa | Y =0,5x 10°MPa | Y(,=0,72x10*MPa | Y4o=1,7x10"MPa
Br=8000 |A,=2,78x10"MPa’ |A,=14,00 MPa’ |A,=50 A,=-0,8
Ac=130 [B;=0,93 B, = 0,90 B, = 6700 MPa B, =1,1MPa’’
Bc=1890 |B;=0,50 MPa B, =-2,00 MPa
€40 :0,00007 Of = 3,50 MPa
Ensaio de Compressao Uniaxial - VECCHIO & EMARA (1992)
c (MPa)

35 -

-30 | JURT .

25 | -

20

----- Experimental
A5 L Modelo de Mazars
Modelo de La Borderie
Modelo Proposto
10
_5 L
0
0 -0,0005  -0,001  -00015  -0,002  -0,0025 -0003  -0,0035
¢ (strain)

Figura 5.10 — Identificacio paramétrica em compressao uniaxial: portico em concreto armado

Ensaio de Tragao Uniaxial - Aproximagéo para Vecchio & Emara (1992)
& (MPa)

2,50 ~

2,00 +

150 —— Modelo de Mazars

50 7 —— Modelo de La Borderie
—— Modelo Proposto

1,00 +

0,50 -

0,00 T T T T T )

0,0000 0,0001 0,0002 0,0003 0,0004 0,0005 0,0006
¢ (strain)

Figura 5.11 — Identificacio paramétrica em traciio uniaxial: pértico em concreto armado
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Para a analise numérica foram impostos incrementos de deslocamentos no
ponto de aplicagdo da for¢a horizontal. Utilizaram-se 30 elementos finitos na
discretizacdo, sendo empregados 10 por coluna e 5 elementos por viga. As secdes
transversais foram estratificadas em 10 camadas. Observa-se que em PITUBA,
PROENCA & ALVARES (1999) apresenta-se um estudo sobre o refinamento da
discretizacdo da secdo transversal objetivando-se identificar uma possivel influéncia
do numero de estratos nas respostas numéricas. As camadas de aco foram definidas
em numero de duas, de acordo com as disposi¢des das armaduras nas secdes (Figura
5.9).

Na Figura 5.12 apresentam-se em graficos as respostas numéricas obtidas
confrontadas com a experimental. Os graficos representam a relagdo entre forca

horizontal aplicada e deslocamento horizontal no andar superior do portico.

Pértico em concreto armado - VECCHIO & EMARA (1992)
450 - Forga (kN)

400 -

350 4

300 - = J

250 - 2

------- Experimental
200 4 ———Mazars - 10 camadas
La Borderie - 10 camadas

150 Modelo Proposto - 10 camadas

100

50 A

120 140 160 180

80 100
Deslocamento (mm)

Figura 5.12 — Resultados numéricos do pdrtico em concreto armado

Os resultados obtidos pelos modelos sdo julgados satisfatorios apesar da
limitada identificagdo paramétrica. Por permitir considerar deformagdes permanentes

na sua formulacdo, reproduziram-se com o modelo de La Borderie inclusive os
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deslocamentos residuais gerados; ja com os outros modelos o caminho de
descarregamento apontaria para a origem do grafico, o que ndo representa a realidade
experimental.

Segundo PITUBA, PROENCA & ALVARES (1999), analisando-se a
resposta global da estrutura ensaiada (sem considerar as etapas de descarregamento)
com o modelo de Mazars, o refinamento da discretizacdo em camadas nao leva a
uma mudanga significativa do resultado. Isto talvez seja consequéncia da defini¢ao
de uma unica variavel de dano, que combina os efeitos de danificacdo em tragdo e
compressao, assumindo desde logo, valor muito alto em todas as camadas dos
elementos mais solicitados. Entretanto, no modelo de La Borderie ha a definicao de
duas variaveis independentes de dano, e com o refinamento da discretizacdo em
camadas ¢ possivel colher, de uma forma melhor, a influéncia da danificacdo na
se¢dao. O mesmo acontece com o modelo proposto, porém a diferenca em relacao ao
modelo de La Borderie ¢ a possibilidade de se colher uma boa resposta numérica,
sem a necessidade de um custo computacional maior com o refinamento da
discretizagdo.

Em VECCHIO & EMARA (1992) relata-se que o portico evidenciou um
primeiro estagio de fissuracdo com forga lateral de 52,50 kN. Na simulacdo com o
modelo de Mazars o poértico apresentou uma primeira perda de rigidez ao atingir a
forca de 92,58 kN. Com o modelo de La Borderie a mesma perda se manifestou com
a forca de 91,06 kN. Ja com o modelo proposto a forga obtida foi de 45,58 kN.
Considera-se que a previsdo de inicio de fissuragcdo pelo modelo proposto estd de
acordo com a realidade experimental.

Numa etapa posterior da anélise numérica, o modelo de Mazars indicou uma
forca de 260 kN em correspondéncia a primeira plastificagdo de armaduras. O
mesmo fendmeno aconteceu com La Borderie em 263,90 kN e com o modelo
proposto em 254,8 kN. A forca ultima observada durante o experimento foi de 332
kN. Na simulagdo numérica, tanto com Mazars quanto com La Borderie, o poértico
suportaria ulteriores incrementos de deslocamentos, porém com Mazars evidenciou-
se uma for¢a maxima de 340,10 kN. A for¢a maxima obtida com o modelo proposto

foi de 323 kN.
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Pode-se concluir, pelos exemplos unidimensionais apresentados, pela
validade do emprego do modelo proposto em combinacdo com a técnica de
discretizacdo adotada na simulagdo do comportamento de estruturas lineares em

concreto armado.

5.3 ANALISES BIDIMENSIONAIS

Uma versao bidimensional do modelo proposto foi implementada num codigo
de calculo em elementos finitos para andlises planas. Nestas andlises, apenas o
concreto possui comportamento ndo-linear, para o ago admite-se uma relagdo
constitutiva linear. Com relagdo a interacdo entre os dois materiais, admitiu-se
perfeita aderéncia entre o ago € o concreto.

Fazendo-se uso das simetrias de carregamento e de geometria, discretizou-se,

portanto, apenas uma metade das vigas, conforme ilustra a figura 5.13.

z

Figura 5.13 — Discretizacio em elementos finitos bidimensionais

De acordo com o objetivo de avaliar a resposta numérica fornecida pelo

modelo proposto em andlises planas, com o emprego do método dos elementos
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finitos, dois aspectos de interesse sdo enfatizados: a verificacdo de eventuais
problemas numéricos ligados a este tipo de discretizagdo e a capacidade do modelo
em reproduzir a zona de distribui¢cdo de dano de acordo com a fissurag¢do evidenciada

experimentalmente.

5.3.1 Viga em Concreto Armado [PEREGO (1989)]

Trata-se de uma viga em concreto armado analisada por PEREGO (1989),
que possui 5,00 m de vao livre e apresenta uma secdo transversal retangular de
dimensdo 20 x 50 cm. A armadura longitudinal ¢ constituida por 6 barras de 32 mm
de diametro, posicionadas em trés camadas na zona inferior da se¢do, e por 2 barras
de didmetro de 8 mm, dispostas na parte superior ¢ com fungdo construtiva. Na
confecgao da viga foi utilizado um concreto com E. = 24700 MPa e ago das
armaduras com E, = 210000 MPa. Na figura 5.14 sdo fornecidos os detalhes da

geometria da viga.

160
medidas em cm + +
P J J P
()
v
ANy o f ZANy
PZO\ 500 \20\
I T
P
v -
o wv
o | 6 ¢ 32 mm
20, 250 L 0
T | 4= v

Figura 5.14 — Viga em concreto armado: geometria, simetria geométrica e

de carregamento e disposicdo da armadura

Neste exemplo, para os parametros do modelo proposto relativos a D; e Dy,
foram adotados os mesmos valores utilizados no estudo das vigas do item 5.2.1. Na
analise plana ¢ necessdria também a obtencdo dos pardmetros relativos a lei de

evolugdo da variavel Ds;, os quais foram identificados como base na resposta
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ilustrada na figura 4.6 do capitulo anterior. Para efeito de comparacao de resultados,
além das medidas experimentais apresenta-se a resposta numérica obtida por
PEREGO (1989) com o modelo de Mazars. A tabela a seguir resume os parametros

utilizados pelos modelos envolvidos na analise.

Tabela 5.3 — Parametros dos modelos de Mazars [PEREGO (1989)] e proposto.

Mazars Proposto
Parametros de | Parametros de Parametros de Parametros de Compressio
Tracao Compressiao Tracao
Ar=10,995 Ac=1,13 Y1=0,72x10*MPa | Y(,=0,5x10°MPa | Y3=0,5x10"MPa
Bt =8000 Bc=1643,5 A =50 A;=-09 Az =-0,6
€40=0,000067 B, = 6700 MPa™’ B, =0,4MPa’' B; =70000 MPa™'

Alguns comentarios adicionais devem ser feitos em relacdo a discretizacdo e
idealizagdo adotadas.

Com relagdo ao comportamento elastico-linear para o aco, tal hipotese ¢
justificavel no caso de vigas que possuem alta taxa de armadura, onde o colapso
acontece sobretudo pelo comprometimento do concreto.

A discretizagdo da viga foi efetuada utilizando-se uma malha constituida por
342 elementos finitos quadrangulares de 4 nos, dispostos no plano médio XZ (Fig.
5.13). A altura da viga foi subdividida em 38 camadas de elementos onde uma unica
camada representa a armadura, com area equivalente disposta no baricentro
geométrico das barras de ago.

A forga concentrada aplicada foi representada por uma carga distribuida em
torno do ponto de aplicacdo para evitar qualquer problema de concentragdo
exagerada de tensdes nesta zona. O mesmo procedimento foi adotado na simulagdo
do apoio da viga.

A resposta obtida em termos da curva carga-deslocamento (Fig. 5.15) mostra,
em sua maior parte, uma Otima coeréncia com os resultados experimentais
apresentados em PEREGO (1989). De fato, o modelo proposto ¢ capaz de colher
com boa precisdo a ndo-linearidade da curva até o nivel de forga de 220 kN, a partir
do qual surge uma instabilidade na resposta numérica, decorrente dos elevados niveis
de danificacdo. Na andlise efetuada por PEREGO (1989), com o modelo de Mazars,

apresentou-se a instabilidade numérica ja por volta da for¢ca de 120 kN.
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Observa-se mais uma vez, que o modelo proposto penaliza seletivamente a
rigidez do material de acordo com a direcdo considerada. Isso ndo ocorre com o
modelo de Mazars, que por danificar exageradamente a rigidez do material em todas
as dire¢des em torno de um ponto, acaba por apresentar problemas de ordem
numérica devido ao mal condicionamento da matriz de rigidez global da estrutura,

logo num nivel intermediério de carga.

VIGA6#32 mm - PEREGO (1989)
300 4 Forga (kN)
250 Py -
200 | =
150 -
------- erimental
100 - B0
—=a— Modelo Proposto
50 —=— Mbdelo de Mazars - PEREGO (1989)
0 T T T T T T T 1
0 0,5 1 15 2 25 3 35 4
Deslocamento (cm)

Figura 5.15 — Resultados numéricos — viga 6¢32.0 mm:

curva carga-deslocamento no meio do vao

E possivel dar uma explicagio plausivel para a instabilidade observada. O
modelo numérico na verdade procura reproduzir uma situacdo de danificagdo
fortemente localizada, que seria equivalente a formacdo de uma zona de fissuracdo
intensa. Fisicamente essa zona se manifesta efetivamente entre as forgas aplicadas.

Para visualizar a distribuicdo de dano na viga, representam-se curvas de
isodano (curvas caracterizadas por D = constante), obtidas com base na interpolagao
dos valores das variaveis de dano nos pontos de integracdo adotados. Deve-se
observar que esta representacdo ¢ mais eficiente quanto maior for o numero de
pontos adotados. Nas figuras a seguir sdo ilustradas as curvas de isodano para as
diferentes variaveis de dano do modelo proposto e em diversos instantes da historia

de carregamento.
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NIVEL 40 kN
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Figura 5.16 — Viga em concreto armado — viga 6632.0 mm:

distribuicdo de dano D,
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Figura 5.17 — Viga em concreto armado — viga 6632.0 mm:

distribuicdo de dano D,
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Figura 5.18 — Viga em concreto armado — viga 6432.0 mm:

Distribuicio de dano D;

Como se pode observar, ja para um nivel de solicitacdo correspondente a 15%
da for¢a maxima, tem-se uma consideravel danificagdo em tracdo na parte inferior da
viga. Nos sucessivos niveis de carregamento observa-se que a zona de dano em
tracdo se propaga de baixo para cima e em dire¢do a zona do apoio. Na regido
superior da viga, valores de dano em compressdo D, surgem somente por volta de
50% da for¢ca maxima. Préoximo a intensidade de 220 kN para a for¢a maxima

aplicada observa-se uma zona de dano D3 com razoaveis valores, inclusive indicando



- Capitulo5: Exemplos de Aplicag¢dao do Modelo Proposto - 129

uma certa concentragao de danificacdo junto ao apoio, € uma vasta regido inferior
com dano D, chegando a atingir valores proéximos a 1. Esta evolucdo de danificagdo

esta de acordo com o exposto em PEREGO (1989).

5.3.2 Vigas em Concreto Armado [ALVARES (1993)]

As vigas analisadas no item 5.2.1 com aplicacdo do modelo proposto em sua
versdo uniaxial, passam agora a ser estudadas com o emprego de uma versio para
analise plana. Portanto os parametros eldsticos do concreto e do aco sdo mantidos. O
mesmo acontece com os parametros do modelo proposto, relativos as leis de
evolucao das variaveis de dano D, ¢ D,.

Em sua versdo bidimensional, o0 modelo utiliza a variavel de dano D; e os
valores adotados para os parametros envolvidos com essa variavel sdo os mesmos
utilizados no exemplo anterior (item 5.3.1). Para efeito de comparacao, apresentam-
se nos graficos de resultados além da reposta experimental, a resposta numérica
obtida com o modelo em sua versao uniaxial. A tabela a seguir contém os valores dos

parametros para o modelo proposto.

Tabela 5.4 — Parametros do modelo proposto.

Proposto
Parametros de Parametros de Compressio
Tracio
Yoi1=0,72x10*MPa | Yo, =0,5x10°MPa | Y,3=0,5x10°MPa
A;=50 A,=-0,9 A;=-0,6
B, = 6700 MPa™' B, = 0,4MPa’' B; = 70000 MPa™'

Os primeiros testes realizados com malhas formadas por 342 elementos
finitos quadrangulares de 4 nos dispostos no plano médio XZ (Fig. 5.13),
aproveitando-se a simetria das vigas, ndo apresentaram resultados satisfatorios. De
fato, notou-se tanto irregularidades nas curvas-resposta quanto rigidez exagerada.

O problema de irregularidade da resposta foi contornado adotando-se uma
alternativa eficaz porém com custo computacional crescente com o avango da
analise. Trata-se da ndo contribui¢do para a atualizacdo da matriz de rigidez global
da estrutura, somente para fins de reaplicacdo do residuo, de pontos que apresentam

certo nivel de dano (0,65 por exemplo).
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Ja& o problema de travamento dos elementos, que poderia ser em parte
responsavel pela rigidez excessiva, pdde ser contornado com o emprego de uma
discretizacdo mais refinada na dire¢do longitudinal, diminuindo assim a diferenca
entre a espessura e o comprimento dos elementos representativos do aco em relagao
aos demais. Para tanto, adotou-se uma discretizagdo composta por 7200 elementos
finitos quadrangulares de 4 nos subdividindo a altura da viga em 60 camadas. A
figura 5.19 ilustra o refinamento da malha e a simulacdo da distribui¢do de apoios e

cargas na estrutura.

7 Simulagao |
do carregamento %
i
|
|
X
Simulagdo 342 elementos i
do Apoio
4 Simulagdo %
do carregamento
i
|
|
X
Simulacio 7200 elementos ;
do Apoio

Figura 5.19 — Configuracgdes das malhas com 342 e 7200 elementos finitos

As figuras 5.20, 5.21 e 5.22 ilustram as respostas obtidas. Observa-se que nas
vigas super armada e normalmente armada a resposta numérica consegue simular
bem o comportamento experimental até niveis intermediarios de carga. J& o mesmo
ndo acontece no caso da viga de 3#10.0 mm. Acredita-se que a incorporacao de leis
de evolucdo e a identificacido paramétrica das varidveis de dano relativas ao
cisalhamento possam contribuir para melhorar as respostas nesse caso. De fato, a
danificacdo relativa ao cisalhamento, gerando uma contribui¢do importante na
dissipacdo de energia, ¢ possivel de ser fornecida pelo modelo proposto, e
potencialmente visa melhorar sua capacidade de simular o comportamento do
concreto em situagdes onde haja uma perda mais intensa de resisténcia ao
cisalhamento. Contudo, ¢ importante observar que mesmo essa consideragao pode
ser limitada se houver forte localizacdo da danificacdo, o que ocorre proéximo da

situagdo de carregamento ultimo.
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Forga (kN)

VIGA 3#10.0 mm - ALVARES (1993)
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10,00 - .:'- < Modelo Proposto(Andlise Unidimensional)
5,00
0,00 / T T T T T T T T !
0,00 2,00 4,00 6,00 8,00 10,00 12,00 14,00 16,00 18,00
Deslocamento (mm)

Figura 5.20 — Resultados numéricos (7200 elementos) — viga 3¢10.0 mm

Forga (kN)

VIGA 5#10.0 mm - ALVARES (1993)

70,00 -
60,00 -
50,00 - L- -
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20,00 4 L Modelo Proposto (Anlise Unidimensional)

10,00 - g
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Figura 5.21 — Resultados numéricos (7200 elementos) — viga 5¢10.0 mm
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VIGA 7#10.0 mm - ALVARES (1993)
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10,00 1 A
0,00 T T T T T T T |
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Figura 5.22 — Resultados numéricos (7200 elementos) — viga 7¢10.0 mm
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Nas figuras a seguir sao ilustradas as distribui¢des dos valores das variaveis

de dano para a viga com alta taxa de armadura em algumas etapas de carregamento.

NIVEL 15 kN 070

0.20 L

0.10+ =
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0.20
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0.20 Loso
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—0.20

=0.10

=0.00

1.00

NIVEL 61 kN

010 020 030 040 050 060 070 0.80 0590 1.00 1.10

Figura 5.23 — Viga em concreto armado — viga 7¢10.0 mm:
distribuicao de dano D,
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Figura 5.24 — Viga em concreto armado — viga 7¢10.0 mm:

distribuicdo de dano D,
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Observa-se que para baixos niveis de carregamento a danificacdo em tragdo
possui valores significativos na parte inferior da viga. Com o incremento da forga
aplicada a zona de danificacdo aumenta de baixo para cima e em dire¢do a zona do
apoio. Na parte superior da viga, a variavel de dano D, possui valores baixos em
relagdo a variavel D3 e ambas surgem também na zona do apoio em niveis proximos
a forca maxima.

Conclui-se, que o objetivo de validar o emprego da proposta de modelo na
simulagdo do comportamento de estruturas em concreto armado foi alcangado.
Entretanto, nas analises planas ficaram evidentes alguns problemas de ordem
numérica principalmente no caso da viga pouco armada onde o panorama de
fissuragdo ¢ mais localizado [ver ALVARES (1993)]. Problemas similares surgidos
na andlise dessas vigas encontram-se em BARROS (2002). Pode-se concluir ainda
que a fissuracdo localizada ¢ claramente uma situacdo limitante do emprego do

modelo proposto.
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6 CONSIDERACOES FINAIS, CONCLUSOES E
PERSPECTIVAS

Este trabalho, de uma maneira geral, trata da formulagdo de modelos
constitutivos para materiais eldsticos danificados que possuem anisotropia e
bimodularidade como caracteristicas do seu comportamento. Por meio desta
formulacdo e a partir de um estudo do comportamento mecanico do concreto, obteve-
se um modelo de dano para esse material, o qual leva em conta a isotropia transversal
e o carater bimodular induzidos pela danificacio.

Inicialmente, num ambito geral, foram comentados alguns fundamentos da
Mecanica do Dano, entre eles os principios de equivaléncia de deformacdo e de
tensdo, com destaque para o principio de equivaléncia de energia que garante a
simetria do tensor constitutivo. Com a aplicagdo dessas equivaléncias mostrou-se que
¢ possivel reduzir a ordem do tensor de dano. Em seguida relataram-se algumas
evidéncias da danifica¢do e a sua influéncia no comportamento fisico do concreto.
Abordaram-se tanto os mecanismos basicos de microfissuracdo, observando-se a
microestrutura do material, quanto o comportamento macroscopico do concreto sob
varias situagoes de solicitagdo. Com essa andlise do comportamento fisico procurou-
se justificar a formulacdo de modelos constitutivos para o concreto utilizando-se a
hipotese de isotropia transversal induzida pelo dano.

No capitulo 2, apresentou-se a formulacdo de modelos constitutivos para
meios eldsticos anisotropos com diferentes comportamentos em tracdo € em
compressdo, desenvolvida por CURNIER, HE & ZYSSET (1995). Tendo-se como
base a formulag¢ao de Curnier, foi proposta neste trabalho uma extensao para os casos
em que o meio sofre o processo de danificacdo. Dentro desse contexto, exemplificou-

se um caso de interesse para o trabalho: um meio elastico danificado com isotropia
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transversal e bimodularidade induzidas pelo dano. Por fim, apresentaram-se as
possiveis formas do tensor constitutivo para diferentes modelos de dano is6tropos e
anisotropos dentro da visdao da formulagdo aqui proposta.

Com base nos conceitos da Mecanica do Dano associados a proposta de
extensdo da formulacao de Curnier, apresentou-se, no capitulo 3, uma proposta de
modelo de dano para o concreto. Esse modelo ¢ consistente com os principios da
termodindmica e leva em conta a anisotropia e o carater bimodular induzidos pelo
dano. Na formulagdo do modelo, destacou-se a utilizagdo do principio de
equivaléncia de energia para a obtencdo de tensores constitutivos simétricos em
tracdo e em compressdo. Outros aspectos importantes do modelo sdo: a proposi¢ao
de critérios para a ativagdo inicial e evolugdo do processo de danificacdo, de critérios
para a caracterizagdo dos estados predominantes de tragdo e de compressiao e de
regras para a identificagdo do plano local de isotropia transversal do material. Por
fim, o capitulo 3 também apresenta uma proposta de incorporagcdo das deformacdes
plasticas devidas a danificacdo, para o caso de solicitacdo uniaxial.

O capitulo 4 abordou a identificagdo dos pardmetros inseridos nas leis de
evolugdo das varidveis de dano. Nesse sentido, pesquisou-se a influéncia destes nas
formas das curvas tensdo-deformacdo. Algumas simula¢cdes numéricas de ensaios
experimentais uniaxiais, biaxiais e triaxiais, contidos na literatura, foram
apresentadas. As respostas obtidas foram consideradas bastante satisfatdrias, contudo
surgiram imprecisoes na reproducao das deformacdes transversais na regido pos-
tensdo de pico. Constatou-se que as imprecisdes eram ocasionadas pela ndo
consideracdo das deformagdes plasticas na formulacdo do modelo proposto. A
consideragao dessas deformagdes num caso uniaxial conduziu a uma melhora da
resposta na regido da tensdo de pico da curva tensdo-deformagdo, inclusive
reproduzindo a inversao do sinal da deformacao volumétrica no caso de compressao
uniaxial.

Os resultados da aplicagdo do modelo em andlises unidimensionais e
bidimensionais de estruturas em concreto armado foram reunidos no capitulo 5,
confrontando-se as respostas numéricas fornecidas pelo modelo proposto com as

respostas experimentais colhidas na bibliografia consultada, além de respostas
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numéricas obtidas com os modelos de LA BORDERIE (1991) ¢ de MAZARS
(1984).

No caso das analises unidimensionais, verificou-se 6tima concordancia entre
as respostas obtidas com o modelo proposto e as respostas experimentais de vigas em
concreto armado ensaiadas por ALVARES (1993). No confronto com modelos
isotropos de dano, propostos por La Borderie e Mazars, observou-se uma grande
semelhanca da resposta estrutural dentro dos limites do regime de servi¢o. Contudo,
nesse regime, dada a simplificacdo dimensional, ndo ficaram evidenciadas as
vantagens de se empregar um modelo com anisotropia induzida. J4 nas proximidades
do regime de ruptura, o modelo proposto, em razdo de proporcionar um processo de
danificacdo menos intenso, e por se tratar de um modelo formulado com a hipdtese
de equivaléncia de energia, apresentou uma resposta em que o concreto acabou por
resistir aos esfor¢os solicitantes de maneira mais eficiente. Os reflexos desse
comportamento se manifestaram nos niveis de plastificacdo das armaduras, que
aconteceram com valores de for¢a aplicada mais proéximos dos experimentais
particularmente nos casos das vigas armadas com 5¢10.0 mm e com 7¢10.0 mm, por
se tratarem de vigas com uma fissura¢do mais difusa em rela¢do a viga armada com
3610.0 mm. Pensa-se que estas conclusdes podem servir de indicio para o que
acontece nas analises bidimensionais.

No caso do portico em concreto armado, apesar das limitagdes quanto a
identificagdo paramétrica, 0 modelo proposto permitiu simular o comportamento da
estrutura de maneira bastante satisfatoria, sem requerer um refinamento mais apurado
da malha. As evidéncias experimentais de inicio de fissuracdo e de plastificacdo das
armaduras, relatadas em VECCHIO & EMARA (1992), foram colhidas com
suficiente precisao.

Nos casos de andlises bidimensionais, pode-se observar o bom resultado
obtido pela aplicagdo do modelo na simulacdo do comportamento da viga ensaiada
por PEREGO (1989). Essa viga tem a particularidade de apresentar uma elevada taxa
de armadura, sendo a nao-linearidade quase que exclusivamente decorrente do dano
no concreto. Contudo, nos exemplos compostos por trés séries de vigas, com
diferentes taxas de armadura, surgiram problemas de ordem numérica inerentes a

analise plana. Nos casos com menor taxa de armadura a fissuragdo passa a ser
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localizada ap6s um certo nivel de solicitagdo, limitando a aplicacdo de um modelo
que pressupde dano distribuido. Por fim, nos casos de maior taxa de armadura,
constatou-se que pode ser importante a identificacdo das leis de evolugdo das
variaveis de dano ligadas ao cisalhamento, recurso disponivel pelo modelo mas que
nao foi explorado nos exemplos.

Pelas respostas apresentadas pelo modelo verificou-se a validagdo e a

potencialidade do seu emprego na analise de estruturas em concreto armado.

Conclusoes Gerais e Perspectivas

Quanto as contribui¢des do trabalho, deve-se destacar o estudo dos principios
de equivaléncia dentro da Mecanica do Dano, os quais permitem a redugdo da ordem
do tensor de dano. Além disso, pode-se ressaltar a contribuicao quanto a formulagdo
de modelos constitutivos para meios elasticos danificados anisétropos com resposta
bimodular e a obtencao, em carater original, de um modelo de dano para o concreto.

Com relagdo ao campo da formulagdo matematica de modelos, a proposta de
extensdo da formulagao de Curnier para a inclusdo de processos de danificagao ¢
aplicavel para materiais inicialmente iso6tropos ou anisotropos em algum grau e,
ainda, para materiais que passam a apresentar anisotropia e aspecto bimodular
induzidos pela danificagdo.

No ambito dessa proposta, o modelo constitutivo para o concreto em
principio poderia incluir como hipotese a possibilidade do material apresentar
ortotropia induzida pelo dano. Contudo, o custo da formulacdo tedrica e
principalmente da identificacdo paramétrica poderia tornar sua utilizacdo pratica
inviavel. Visto isso, optou-se pela hipotese de isotropia transversal induzida pelo
dano, a qual, de fato, mostrou-se razodvel para a simulagdo do comportamento do
concreto, como ficou evidenciado nos exemplos de aplicacao.

No campo estritamente numérico foram evidenciados alguns problemas, em
parte inerentes ao tipo de discretizagdo empregada na andlise plana, tais como:
travamento da resposta (locking”’) devido a distor¢do exagerada de forma dos
elementos, em particular da camada de elementos representativos do ago e

irregularidade da forma da curva carga-deslocamento. Observou-se, também, uma
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tendéncia para resposta mais rigida em altos niveis de carga, provavelmente
decorrente da imposi¢do da aderéncia perfeita entre aco e concreto. Os problemas
foram parcialmente resolvidos mediante uma discretizagdo mais refinada, porém nao
foram todos contornados, uma vez que parte deles decorre de condigdes ndo
necessariamente ligadas a discretizagao, como a localizagdo da danificagdo nas vigas
com baixa taxa de armadura. Apesar das dificuldades numéricas, considera-se que o
objetivo de validagdo do emprego do modelo proposto na andlise de estruturas em
concreto armado foi plenamente alcancado.

O modelo potencialmente pode ainda ser empregado na verificagdo do
comportamento de pecas sob fadiga e na andlise de estruturas sujeitas a cargas
provenientes de sismos. Vale ressaltar, além disso, que a formulagcdo dada ao modelo
permite adapta-lo, com a conveniente identificagdo de parametros, para a simulagao
do comportamento de materiais compostos que apresentam comportamento
bimodular e isotropia transversal induzidas pelo processo de danificagdo. De um
modo geral, como j& comentado, a formulagcdo para meios aniso6tropos proposta no
capitulo 2 tem um carater geral, de forma que este trabalho abre um grande leque
para o desenvolvimento de modelos que visem simular o comportamento de meios
onde a danificacdo ¢ o principal fendmeno envolvido.

Ha, por outro lado, contribuicdes estritamente ligadas a algebra tensorial,
reunidas no apéndice. Entre elas destaca-se a obtengdo da forma matricial dos
tensores de quarta ordem envolvidos na formulagdo. Essa forma tem interesse para a
implementag¢do do modelo em cédigo de célculo.

Obviamente, do trabalho realizado resultam algumas perspectivas claras para
a sua continuacdo. De imediato, pode-se sugerir a consideracdo de deformacdes
plasticas nas simulagdes que permitem a utilizagdo da versdo uniaxial do modelo
proposto. A partir dai, pode-se verificar a potencialidade de sua aplicacdo em
analises de estruturas lineares em concreto armado submetidas a situagdes de carga e
descarga, contemplando, inclusive, a inversdo de sinal da solicitacdo. Na seqiiéncia,
pode-se estudar a incorporagdo das deformagdes plasticas na formulagdo do modelo
com vistas as situacdes de solicitagdes gerais.

Outra sugestao para a continuidade das pesquisas seria a realizagdo de ensaios

em elementos de concreto submetidos a solicitagdes que permitissem a identificacdo
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de leis de evolugdo das variaveis de dano ligadas ao cisalhamento. Nesse contexto,
propde-se a extensdo da investigacdo para a interagdo entre o concreto € 0 ago.

Ainda no ambito da formulagdo teorica, pode-se sugerir a proposi¢cao de um
modelo com ortotropia induzida pela danifica¢do, o que nao foi feito neste trabalho
pelos motivos ja explicados, € averiguar as possiveis vantagens dessa formulagao.

No campo da transicdo dano para fratura, pode-se pesquisar uma versdo do
modelo com localizagdo de deformagdes. Este ¢ um tema interessante para a
formulagdo tedrica, pois a localizacdo de deformagdes em modelos que consideram a
anisotropia do material pode constituir-se num vasto campo de pesquisa.

Dentro do escopo numérico, sugere-se a implementagdo do modelo proposto
num codigo de calculo que permita a andlise tridimensional de estruturas de
concreto, para investigar, de modo mais completo, as vantagens em relacdo aos
modelos isotropos.

Ainda dentro do campo numérico, sugere-se a implementacdo do modelo
proposto num cédigo de calculo que empregue formas ndo-convencionais do método
dos elementos finitos, como o Método dos Elementos Finitos Generalizados, ja em
franco desenvolvimento no Departamento de Engenharia de Estruturas. Tal método
pode apresentar vantagens particularmente quanto a definicdo de zonas de
localizagdo e evolugdo do dano.

Os temas citados e outros de igual importancia constituem, sem sombra de

davidas, um amplo campo de pesquisa a ser explorado.
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APENDICE: RELACOES MATEMATICAS DE INTERESSE

1 INTRODUCAO

Neste apéndice sdo apresentados os tensores de quarta ordem utilizados
durante toda a formulagdo contida neste trabalho.

Inicialmente sdo abordados os tensores isotropos de quarta ordem, e suas
propriedades, que servem de base para a obtencdo de outros tensores. Em seguida,
trata-se do tensor A, dependente da defini¢do do plano local de isotropia transversal.
Também apresentam-se as operacdes tensoriais que formam os tensores de quarta
ordem necessarios para a proposi¢ao do modelo.

Por fim, explicitam-se as formas dos tensores de quarta ordem em notagdo

matricial

2 TENSORES ISOTROPOS DE QUARTA ORDEM

Existem trés tensores isotropos de quarta ordem linearmente independentes
[SPENCER (1980)]:

I®I:Sij6kl(ei®ej®ek ®61) (1)
191 = 838i(e; ®e; ®ey ®¢) )

I@I = SiISjk(ei ®GJ ®€k ®el) (3)
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onde I [I = &; (e ® ¢j)] ¢ o tensor isotropo identidade de segunda ordem,
nomenclatura derivada do fato de que suas componentes ndo mudam seja qual for o
sistema de coordenadas.

Qualquer outro tensor de quarta ordem ¢ combinagdo linear dos anteriores.
Sendo assim, um particular tensor de interesse decorrente das relagdes (1), (2) e (3) é

dado por:

1QI = %[(1@1)+ =) 4

No que segue, sdo apresentadas propriedades caracteristicas dos tensores
isotropos de quarta ordem explicitadas nas relagcdes de (1) a (4). Nesse sentido,
considere-se um tensor de segunda ordem S que sofre a aplicagdo dos tensores

isotropos de quarta ordem:

(I ® I)S = SijBkISmn (Gi ® ej ® €k &® €] Xem &® en)

= 8;i011SmnSkmO1n € ® ej)

= SijSkISkl (ei &® CJ)

= SijSkk(ei ®6J)

=(trS) I
Nota-se que:
S.1=S;8le; ®e;)-(ex ®e;) =588 81 =S;;8; =Sj; =tr S
Portanto, tem-se que a aplicacdo em questdo gera um tensor esférico:
IS =(trS)I=(S.D1 5)

(I@I)S = Siijlsmn (Gi ®GJ ®€k ®61X€m ®€n)
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= 83 IS mnOkmd1n (¢ @ ¢;)
= 33 djiSule; ®ej)
= Sl_] (ei ® GJ)

=S 6)

Portanto, (I®I ) ¢ o tensor identidade de quarta ordem.

(E®I)S = 813 4 S (65 ® ¢ ® ey By Jem ®ey)
= 818 jkSrunOkmOn (¢ @)
=816k Sk (e ®ej)
=Sjilei ®¢j)

=s" )

Portanto, o tensor (I@I) opera a transposicao do tensor S.

(Iélb = %[Sik?)jl +8i16jk ]Smn (ei ®GJ ®ek ®€1Xem ®en)

:8ik8jl + Silsjk bmHBkmBIH (ei ® e_])

N | =

:8ik8jl + 8ilsjk bkl (ei ® e])

N | =

ik 8 1Skl + ;10 jk Sk1 Jei @ ej)

N | =

_Sij +Sji €; ®ej)

N | =

=%(S+ST) ®)

Entao (Iél ) determina a parte simétrica do tensor S.
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3 PRODUTOS TENSORIAIS ENVOLVENDO O TENSOR A

Em materiais que possuem isotropia transversal, o tensor A, em particular, ¢

por definicdo formado pelo produto tensorial do versor a perpendicular ao plano

local de isotropia transversal por ele mesmo [CURNIER, HE & ZYSSET (1995)].

— — . . . . — T
A=a®a= alaj(e1 ®ej)—aa
Como genericamente pode-se escrever:

A= Aij(ei ®CJ)

segue que Ajj = a;a;.

®

Com base nas defini¢cdes (1) a (4) decorrem os tensores de quarta ordem

envolvidos na formulagcdo do modelo proposto e que dependem do tensor A:

A®A=AjAyle; ®c; ®c ®e)
AR®I = AijSkl(ei Qe Oey ®e1)

I®A=35;Ayle; ®c;®ec; ®e)

A®L=Aydi(e; ®e; ®ey ®e)
AGI = AﬂBjk(ei Qe; ®ey ®e1)
I®A = SikAjl(ei Qe; ey ®el)
QA = 8;A i [e; ®c; ®ey ®e)
AGI =% (A8 +81A )k Jei ®e; @y ®e)

I§A=% (SikAjl +Ai18jkxei ®6J ®ek ®61)

(10)
1n
(12)
(13)
(14)
15)

(16)

17)

(18)

As propriedades dos tensores relacionados acima sdo agora apresentadas

considerando-se S como um tensor de segunda ordem.
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(A®A)S = AjjA S mle; ®c; ®cy ey ey, ®ey)
= AijAklsmnESkmSm (ei ® CJ)
= AijAklskI (ei ® GJ)

=(S-A)A

(A®T)S = ABiiSmn e ®ej @y Bey for ®ey)
= Ai811S mndkmdIn (€ ®¢;)
= A3 1S le; ®¢;)
= A;Sile; ®¢;)

=(trS) A
=(S-1)A

(I ® A)S = 8;jAKISmn (ei Qe; Qe ® GIXem ®e,)
= 8ijAIdSmnSkmSln (ei ® ej)
= SijAklskl (ei ® GJ)

=(S-A)I

(A®I)S = Ay8;Smn & ® ej®ex ® el fem ®¢p)
= Ak 1ISmnSkmOn € ® ej)
= Aiksjlskl(ei ®ej)
= AjSiile; ®¢;)

=AS

(IéAb = SilAijmn (ei ®&® ej &® €k &® eIXem &® en)

= BilAijmnﬁkmSm (ei ® GJ)

= SilAijkl (Gi &® GJ)

(19)

(20)

ey

(22)
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:Aijki(ei ®CJ)

=STAT (23)

(Aélb = %(Aiksjl + BilAjk bmn (ei ® ej ® €k & GIXem ® en)

= %(Aikgjl + 8ilAjk ﬁmanmBIH (ei ® eJ)

1
=5 (AiijlsmnSkmSm +8i1A jk StndkmOin Xei ® ej)

= %(Aiijlskl + SﬂAijkl Xei ® eJ)
- %(Aikskj +AjSi Jei ®¢;)
_ %[(A@I)Jr (Iea )k

:%(AS+STAT) 24

(I®A)S =8 A Sy 6 ® ej®ex ® el fem ®¢p)
= 8ik A jISmnOkmOn e ® ej)
=08ikA 1Sk (e; ®ej)
= Ajlsil(ei ®€j)

=SAT (25)

(ABIS = A8 1S 61 ® ¢ ® e ® ey Jer @ep)
= Aj18 ik SmnSkmO1n (e ®ej)
= Aj8 ik Sk (e ®ej)
= Aﬂsjl(ei ®ej)

= AST (26)
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(IéAb = %(SikAjl + Ailsjk bmn (ei ® ej ® €k ® eIXem &® en)

- %(SikAjl + Aﬂﬁjk bmnﬁkmﬁln (ei ® e])

1
=5 (SikAjlsmnSkmSm +Aj19 jkSmnOkmSin Xei ® ej)

= %(SikAjlskl +Aj10 Sk Xei ® ej)
:%(Aﬂsil +AuSj fei ®c¢;)
- %[(I@A) +(aeis
:%(SAT +AsT) 27
Das propriedades dos tensores vistas até agora, pode-se, entdo, resumir as
operagdes de aplicagdo de produtos tensoriais formadas por tensores quaisquer de

segunda ordem descritas em CURNIER, HE & ZYSSET (1995) e DEL PIERO
(1979), como:

[R®TIS = (S.T)R (28)
[ROT]S=RSTT [RAT|S=RS'TT (29)
[ROTIS = (RSTT + TSTRT)/2 (30)

sendo R®T=[R®T + TOR]/2

4 FORMA MATRICIAL DOS TENSORES DE INTERESSE

Pode-se observar no capitulo 3 deste trabalho, que os tensores constitutivos

do modelo proposto sdo constituidos pelos tensores de quarta ordem descritos no
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item anterior. Justifica-se, portanto, a apresentacdo em forma matricial destes, para
melhor interpretagdo do seu emprego quando da implementa¢do do modelo proposto
em codigo de calculo.

A partir de sua representacdo puramente matricial, compreende-se que os
produtos tensoriais de (1) a (4) e de (10) a (18) possuem a funcao de alocar as
constantes eldsticas do material em determinadas posi¢des nos tensores constitutivos.

Sendo assim, considere-se o caso em que num sistema de coordenadas locais
a dire¢do X seja perpendicular ao plano local de isotropia transversal YZ como

descrito na figura 1.

>
a=(1;070)

Figura 1 — Sistema local de referéncia do material.

O plano YZ coincide com o plano local de isotropia transversal.

Portanto, o tensor A resulta:

(€2)

oS O O
oS O O
Il
S O O O O o o o =
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Antes de apresentar a forma matricial dos tensores de quarta ordem, faz-se
necessario mostrar a alocagdo dos componentes das matrizes representativas desses
tensores. Logo, considerem-se dois tensores de segunda ordem genéricos R e S

dados por:

—_
—_
—_

[
[}
I
S}

[O%)
[
%)
[

N
i
wn
IS
w2
by

—_
N

(32)

=
w2
=
w2
™)
)
w2
™)
@D

[}
—_

[}
w
383
w

[o%)
—_
%)
—_

]

Il

o m R

ks

o m R

Il
® AP R A AR R A

W

|

NC/)

NUJ

NUJ

Il
wwwm_mwmmm

%)
[\S}
)
&

O produto tensorial entre os tensores R e S gera um tensor de quarta de

ordem dado, de uma forma geral, por:

—_

[
S}

[o%)
[

—_
N

R®S=RS" = {Sll Szz S33 SIZ Sl3 SZI Sz3 S31 S32} (33)

w 383 [35]
— « —_

N

%)
[

Finalmente, a alocacdo dos componentes das matrizes representativas dos
tensores de quarta ordem resulta da operacdo descrita acima gerando, portanto,
tensores cuja forma matricial contem 9 linhas e 9 colunas somando 81 componentes.

Logo, observando o sistema de coordenadas descrito na figural, os tensores

de quarta ordem envolvidos na formulacdo assumem as seguintes formas:
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(34)

0 00 O0O0O
0 00 O0O0O
0 00 O0O0O

1
0000 O0OO0OOTU OO

1
1

0000 O0OO0OOTU OO
0000 O0OO0OOTU OO
0000 O0OO0OOTU OO
0000 O0OO0OOTU OO

I®I={0 0 0 0 0 0 0 0 O

(35)

00 0 0 0 0 O0 O

1

0

00 00 0 0 O

1

S O

oS O

oS O

S— N © — |

]

(e

— N o

o

1
—|lN © —|N

o

— | N

o —~|la o

S O —|la o

O — | N
—_ O
oS O

S O

]

S
S
S

— | N

=]

(=]

(=]

=

000 0 O

[e)

— | N

000 0 O0 O

(36)

000 O0O0O0OTO0OTF O

1

0

00 0O0O0O0OO

1

1 000 0 OO

0

0

0 00

1

0 00 0O

000O0O0OO0OO0OT1F®O
00000

0 0 0

1

0000 O0O0OTU 0O 01
0 00O

0 0 0O

1

0 0

1

000 O0O0UPO

Il
[
<

Il =
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37

0000 O0OO0OOTP O
0 000O0OO0OOTU OO
0 000O0OO0OOTU OO
0 000O0OO0OOTU OO

1

0 000O0OO0OOTU OO

0 000O0OO0OOTU OO
000 0O0OO0OOTO OO
000 0O0OO0OOTU OO

A®A=|0 0 0 0 00O OO

(38)

000 0 OGO
0000 O0OO0OOTO OO
0000 O0O0OOTU OO
0000 O0O0OOTU OO

1

0000 O0O0OOTO OO
0000 O0O0OOTO OO
0000 O0O0OOTO OO
0000 O0O0OOTO OO

A®I=0 0 0 0 0 0 0 0O

(39)

000 0O0O0OOTP O

1
1
1

000 0O0O0OOTP O

000 0O0O0OOTP O
0000 O0O0OOTU OO

0000 O0O0OOTU OO
0000 O0O0OOTU OO
0000 O0O0OOTU OO
0000 O0O0OOTU OO

I®A=0 0 0 0 0 0 0 0 O
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(40)

000 0 O0OO0OO0OTO
000 0 0 0O0OO0ODO

1

(41)

0000 O0O0O0O0 0]

0000 O0O0OTO0OTU O
000O0O0OOTUO0OTU OO0

0 00O
0 00O

1

(o)

1
S o o O

0 00O
0 00O
000 0O O
000 0O O

I®A=|0 0 0 0 0 0

(42)

0 00 0 OO
0000 O0O0O0OTP O

1

1
1

0000 O0O0OO0OTO O
0000 O0O0OOTO 0D O
000 0O0O0OTO 0O
000 0O0O0OOTU 0O
0000 O0O0OTU 0O
0000 O0O0OTU 0O
0000 O0O0OOTO 0O

(AQI)+(I®A)
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2000 0 0000
0000 O0O0OO0OO0O
0000 O0OO0OO0O0
000101000
2 2
— — 1 1
(a1)+(18a)=[0 0 0 0 — 0 0 — 0 (43)
000101000
2 2
000O0O0O0OO0OO0O0
000010010
2 2
0000 0 00 0 0

Vale ressaltar que os tensores isotropos de quarta ordem (34), (35) e (36) nao
mudam sua forma seja qual for a localizacao do plano de isotropia transversal dentro
do sistema de coordenadas locais adotado. Outra importante constatacdo € que os
tensores constituintes [(34) a (37), (42) e (43)] do tensor constitutivo do modelo
proposto sdo simétricos.

Considere-se agora o caso em que o versor a perpendicular ao plano local de
isotropia transversal esta contido no plano XY e possui uma inclinagdo o, em relagdo

ao eixo X segundo o sistema de coordenadas locais XYZ (Fig. 2).

Y

a =(cosa; sena; 0)

Figura 2 — Sistema local de referéncia do material.

O plano local de isotropia transversal rotaciona em torno do eixo Z.
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Portanto, o plano local de isotropia transversal rotaciona em trono do eixo Z
de acordo com a variagdo do angulo a. Sendo assim, a forma matricial do tensor A ¢

dada por:

cosol

_ —aaT =

A=a®a=aa =<sena {cosa sena O}
0

cos” a
sen’ o
0
cos’a cosasena 0| |cososena
A=|cosaseno. sen‘o 0= 0 44)
0 0 0 cosa.sen o
0
0
0

Os tensores is6tropos sdo, por definicdo, os mesmos dados por (34), (35) e

(36). Ja os tensores de quarta ordem que dependem do tensor A sdo expressos a

seguir:
A®A=
cos4 o cos2 ocsenzoc 0 cos3 oseno. 0 cos3 asenc. 0 0 O
cos2 asenzoc sen4oc 0 cos ocsen3oc 0 cos ocsen30c 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
3 3 2 2 2 2
oS~ asena cosasenaa O cos“asen“aa O cos“asen“ac O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
3 3 2 2 2 2
CcOS~ asena cosasenoa O cos“asen“aa O cos“asen“ac O O O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
i 0 0 0 0 0 0 0 0 0

(45)
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cos? o cos? o cosa 0 0 0 0 0 O
sen’o, sen’o, sen’o, 0 00 0O O
0 0 0 0 000 0O
cosasena cosaseno. cosasenocc 0 0 O O O O
AQ®I= 0 0 0 000000 (46)
cosasena cosaseno. cosasenoc 0 0 O O O O
0 0 0 0 000 0O
0 0 0 0 000 0O
i 0 0 0 0 00 0 0 O]
cos>o. sen’a. 0 cosaseno. 0 cosasenc. 0 0 0
cos>o. sen’a. 0 cosaseno. 0 cosasenc. 0 0 0
cos>o. sen’a. 0 cosaseno. 0 cosasenc. 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O
I®A= 0 0 0 0 0 0 0 0 O é7)
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 0]
AGI =
I cos’ a 0 0 0 0 cosaseno 0 0 0_
0 sen’al 0 cosasena 0 0 0 0 0
0 0 0 ()2 0 O2 0 00
cos oczsenoc cos oczsenoc 0 cos2 o 0 sel; o 0 0 0
0 0 0 0 cos’ a 0 cos oczsenoc 0 0
cos azsena cos azsenoc 0 cosz2 o sen;a 0 0 0
0 0 0 0 cosasena sen’al 0 0
2 2
0 0 0 0 cos® o 0 cososeno. o
2 22
0 0 0 0 cos oczsenoc 0 ser; P

(48)
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I®A =
cos2 o 0 0 cosaseno 0 0 0 0 0 |
0 sen2 o 0 0 0 cosasena O 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2
cosOoLSeno. oS olsenac 0 sen“o 0 cos” o 0 0 0
2 2 2 2
2
0 0 0 0 0 0 0 cos” o cosa.seno
2 2
2 2
cosOoSeno.  Cos olsenaol 0 sen“o 0 cos“ a 0 0 0
2 2 2 2
2
0 0 0 0 0 0 0 cosaseno sen- o
2 2
2
0 0 0 0 0 0 0 cos” o cososenol
2 2
2
0 0 0 0 0 0 0 cosaseno sen“a
L 2 2 i
49)
ARD+(I®A)=
2 cos2 o cos2 o+ sen20c cos2 o cososenat 0 cosaseno 0 0 O
cos2 o+ senzoc ZSen2 o sen2 a cosasenot O cosasenoc 0 O O
cos2 o sen2 o 0 cosasenoc. 0 cosasenoc 0 O O
cosaseno cosasenao. cosaseno 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
cosasenao cosasenao cos asenao. 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 O
0 0 0 0 0 0 0 0 O
i 0 0 0 0 0 0 0 0 O

(30)



- Apéndice: Relagoes Matematicas de Interesse - A-17
(A®1)+ (124 )=
2 cos2 o 0 0 cososeno 0 cososeno 0 0 0
0 ZSenza 0 cososeno 0 cososeno 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0
cosaseno. cosaseno 0 %[cosz o+ senzaj 0 %[cosz o+ senzaj 0 0 0
cos2 2 cosaseno cos2 o cosaseno
0 0 0 0 e 0
2 2 2 2
cosaseno. cosasenc 0 %(cosz o+ senzaj %[cosz o+ senza] 0 0 0
cosaseno sen2a cosaseno senza
0 0 0 0 _ 0
2 2 2 2
cos2 2 cosaseno cos2 o cosaseno
0 0 0 0 0
2 2 2 2
cosaseno sen2a cosaseno senza
0 0 0 0 _— 0
L 2 2 2 2 i
(51)

Mais uma vez observa-se que os tensores (45), (50) e (51), além dos

tensores isOtropos, sao simétricos.

Cabe ressaltar que adotando-se o = 0° recuperam-se os tensores de quarta
ordem dados por (37) a (43).

Finalmente, no caso mais geral, o versor a contém componentes segundo os

eixos X, Y e Z do sistema de coordenadas locais. Com isso, os tensores de quarta

ordem contidos na formulacio do modelo proposto possuem componentes

dependentes dos cosenos e senos dos angulos entre o versor a e os eixos X, Y e Z.



