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RESUMO

TORRES, I. F. R. (2003). Desenvolvimento e aplicagdo do método dos elementos finitos
generalizados em andlise tridimensional nao-linear de sélidos. Tese (Doutorado) — Escola

de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo, Sao Carlos.

Este trabalho apresenta uma contribuicdo ao emprego do Método dos Elementos
Finitos Generalizados (MEFG) na analise tridimensional nao-linear de solidos. A analise
numérica em campo nao-linear, com modelos de dano e plasticidade, ¢ original. O MEFG
¢ uma formulac¢do nao-convencional do Método dos Elementos Finitos (MEF), que resulta
da incorporagdo a este ultimo de conceitos e técnicas dos denominados Métodos sem
Malha, especialmente o enriquecimento da aproximacao inicial (particdo de unidade) por
fungdes convenientes. Apresenta-se uma breve revisao bibliografica dos Métodos sem
Malha e do Método dos Elementos Finitos Generalizados, bem como suas principais
caracteristicas. Apresenta-se, com base no MEFG, a formulagdo de elementos tetraédricos
e hexaédricos. Trés modelos constitutivos sdo considerados visando analises nao-lineares:
o de plasticidade (perfeita ou com encruamento isotropo linear) com critério de
plastificacdo de von Mises; o de dano fragil em concreto sob carregamento mondtono
crescente (modelo de Mazars) e o de dano e plasticidade acoplados (modelo de Lemaitre),
proprio para materiais metalicos. Sdo apresentados detalhes do coédigo computacional,
baseado no MEFG e nos modelos constitutivos acima mencionados, bem como resultados
de analises numéricas. Esses resultados ressaltam algumas das vantagens do MEFG
aplicado a analise ndo-linear, tais como: o enriquecimento da aproximagao inicial limitado
a regides de interesse no dominio, como por exemplo, as que exibem elevados gradientes
de deformagdo e tensdo; uma defini¢do mais precisa da distribui¢do de grandezas como a
variavel de dano e a tensdo equivalente de von Mises, evitando a necessidade de alteracdes

na malha; e a superacdo do travamento volumétrico associado a modelos de plasticidade.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos; Métodos Numéricos; Analise Nao-linear;

Plasticidade; Mecanica do Dano.



ABSTRACT

TORRES, I. F. R. (2003). Development and employment of generalized finite element
method in three-dimensional nonlinear analysis of solids. Ph.D. Thesis — Sdo Carlos

School of Engineering, University of Sao Paulo, Sao Carlos.

This work presents a contribution to the Generalized Finite Element Method
(GFEM) employment in three-dimensional nonlinear analysis of solids. The nonlinear
numerical analysis conduced with damage and plasticity models is original. GFEM is a
nonconventional formulation of Finite Element Method (FEM) which results from the
addition to the latter of concepts and techniques of the so called Meshless Methods,
specially the enrichment of the initial approximations (partition of unity) by customized
functions. A brief review of Meshless Methods and Generalized Finite Element Method
bibliography is presented, as well as their main features. Based on GFEM, the formulation
of tetrahedral and hexahedral elements is shown. Three material laws are considered
aiming nonlinear analysis: plasticity (perfectly plastic or linear isotropic hardening), with
von Mises yield criterion; brittle damage on concrete under monotonic increasing loading
(Mazars model) and damage coupled with plasticity (Lemaitre model), a suitable model for
metals. Details of the computational code, based on GFEM and material laws mentioned
above, are presented, as well as results of numerical analysis. These results emphasize
some of the advantages of GFEM applied to nonlinear analysis, such as: enrichment of the
basic approximations limited to some regions of interest in the domain, for instance, those
exhibiting high strain and stress gradients; an accurated definition of the distributions of
quantities like damage variable and von Mises equivalent stress, avoiding remeshing; and

overcoming of volumetric locking associated to plasticity models.

Keywords: Finite Element Method; Numerical Methods; Nonlinear Analysis; Plasticity;

Damage Mechanics.
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¢, - coordenada adimensional de area do tridngulo, referente aoné i, i =1,...,3.

a,, o,, n, - termos utilizados no célculo da coordenada ¢ .
(r,s) - sistema de coordenadas cartesianas no plano das faces dos elementos (tetraedro e

hexaedro).
A - area de face do tetraedro.
j

u!, v/ e w/ - parametros adicionais de indice j, associados, respectivamente, aos

deslocamentos u;, v, e w..
£l f] e f] - fungdes de indice j que enriquecem os deslocamentos u,, v, e w,,

respectivamente.
nf(u,), nf(v,) e nf(w,) - nimero de fungdes que enriquecem os deslocamentos u,, v, e

1

w; , respectivamente.

npar - total de parametros nodais adicionados a cada elemento.
(&,n,w) — sistema de coordenadas adimensionais do hexaedro.
N,,i=1,...,8 - fungdes de forma trilineares lagrangianas do hexaedro.
X, ¥, €z, i=1,...,8 - coordenadas cartesianas dos nos do hexaedro.
u, v, ew,i=1,..,8 - deslocamentos dos nds do hexaedro.

[J ]3x3 - Jacobiano da transformacdo de coordenadas no hexaedro.

N,,i=1,...,4 - fungdes de forma bilineares lagrangianas das faces do hexaedro.

(£,9) —sistema de coordenadas adimensionais das faces do hexaedro.

u/ , v/ ew/,i=1,...,4, f=1,..6 - deslocamentos do hexaedro com referéncia a face

do mesmo.
J, - invariante das tensdes desviadoras.

& - parcela elastica do tensor de deformagdes.
g’ - parcela plastica do tensor de deformagdes.
o, - tensdo de plastificacao.

f - funcdo de plastificagdo.

A - médulo da taxa de deformagdo plastica.

K - moédulo plastico de encruamento isétropo.

o - medida da deformacao pléstica acumulada.

q - deslocamento do intervalo eléstico inicial no encruamento cinematico.

H - mddulo pléstico do encruamento cinematico.

C - tensor constitutivo eléstico linear de quarta ordem.

I - tensor identidade de segunda ordem.

IT - tensor identidade de quarta ordem.

R - vetor associado ao encruamento.

h - vetor que da a direcdo de R.

r - tensor de segunda ordem que estabelece a dire¢ao do fluxo plastico.
D -no item 3.3.2, Cap. 3, matriz de mddulos plasticos de encruamento.
o, - tensdo de escoamento do material num ensaio de tragdo simples.
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S -no Cap. 3 e no item 4.3 do Cap. 4, tensor desviador de tensdes.
o,, - tensdo média ou hidrostatica.

0,4 - tensdo equivalente ou tenséo de von Mises.

n - tensor de norma unitaria que da a direcao do fluxo pléstico.
&> Ey41 - tensores de deformacdo, nos passos n e n+1, respectivamente.

Ag, - incremento na deformacdo do passo n parao n+1.

0,41 - tensor de tensdes, no passo n+1.

el el | - tensores de deformago plastica, nos passos n e n+1.

A - magnitude da evolucdo das varidveis associadas a plastificagdo.
n,,; - tensor de norma unitaria n, no passo n+1.

S

.41 - tensor desviador de tensdes, no passo n+1.

a,, o variaveis relacionadas a deformagdo plastica, nos passos n e n+l,

n» n+l
respectivamente.

fn+1 - funcdo de plastificacdo, no passo n+1

gPP" - deformagdo plastica de previsdo, no passo n+1.

n+l
al”, - valor de previsdo da variavel a, no passo n+1.
o’ - tensdo de previsio, no passo n+1

n+l p , 0P :

SP', - tensdo desviadora de previsdo, no passo n+1.

P! - fungdo de plastificacdo de previsdo, no passo n+1.

e, - parcela desviadora do tensor de deformagdes, no passo n+1.

nP’, - tensor de norma unitaria n de previsdo, no passo n+1.

CP, - tensor elastoplastico algoritmico tangente, no passo n+1.

D% - matriz da relagdo constitutiva elastoplastica tangente.
rp - raio que define a regido de influéncia para o dano nao-local.

N - forga axial.
S -no item 4.2 do Cap. 4, se¢do transversal de um elemento de volume representativo.
Sp - area de defeitos na segdo .

O, - tensdo efetiva.

S : . ’ .
D;" - dano associado ao conceito de area de defeitos.
- comprimento de um elemento de volume representativo.
Ly to d 1 to de vol tat
- au I .
Al - aumento do comprimento /,

Ad - parcela do aumento do comprimento A/ devida a abertura de descontinuidades
internas.
& - deformagcéo efetiva.

D - dano associado ao conceito de abertura de descontinuidades internas.

AVp - acréscimo no volume associado aos defeitos.



14

D,, - dano segundo uma dire¢do definida pelo versor 7.

D - dano escalar (itens 4.2.1 ¢ 4.2.2 do Cap. 4).

Ep - modulo de elasticidade longitudinal do meio com dano.
D - tensor de dano de quarta ordem (item 4.2.3 do Cap. 4)
Cp - tensor constitutivo de quarta ordem com efeito de dano.

C-%- _ tensor constitutivo de quarta ordem com efeito de dano, calculado utilizando o
principio de equivaléncia em deformacao.
CJ- '™ _ tensor constitutivo de quarta ordem com efeito de dano, calculado utilizando o

principio de equivaléncia em tensao.
f(d) - fungao de valor escalar que varia com a danificagao.

O - no Cap. 4, tensor constante de anisotropia.

£ - deformacgdo equivalente.
Dy, D - niveis de dano associados a estados uniaxiais de tragdo e compressao,

respectivamente.
ar , o - ponderadores dos niveis de dano Dy e D .

Ar, Br, Ac, Bc, &40 - parametros caracteristicos do material segundo o modelo de

Mazars.

princ

£ - vetor de deformagdes principais.

princ

o - vetor de tensdes principais.

princ

o' - parte positiva de &

princ

o - parte negativa de o

princ

el - parte do vetor & relacionada a tragao.

et - parte do vetor £” relacionada a compressao.
elt, el - partes positiva e negativa do vetor el
eCF, 6 - partes positiva e negativa do vetor et

gy - variavel representativa do estado de extensdo do material.

W, - energia de deformagao elastica.
WeS - energia de deformacgao elastica relacionada a distorg¢ao.

H . I . \ ~ o
W, - energia de deformagao elastica relacionada a deformagao volumétrica.

.95 - parcela desviadora do tensor de deformagdes elésticas.
e - deformagio elastica média ou volumétrica.
* ~ . .
o - tensdo equivalente generalizada.
R, - fator de triaxialidade.
v -no item 4.3.2.2, potencial termodinamico de energia livre.
v, - parcela recuperavel do potencial termodinamico de energia livre y .
v, - parcela irrecuperavel do potencial termodindmico de energia livre y .

p - densidade do material.
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Y - variavel associada ao dano.
W

e

*

energia de deformacgao elastica do meio danificado.

~% ~ . .
o -tensdo equivalente efetiva.
% . . . ~
@ - potencial de dissipagdo convexo.

(p; - parcela de (/fk relativa aos efeitos de plastificagdo e encruamento.

(pz - parcela de (p* relativa ao efeito da danificacao.

Sy, So - coeficientes caracteristicos do material no modelo de Lemaitre.
*
Ep -

Ck - constante do modelo de Lemaitre.

norma da deformacao plastica acumulada.

&p - deformagdo plastica uniaxial que inicia o dano.

€, p - norma da deformagéo plastica que inicia o dano (caso tridimensional).

D¢ - dano critico.

&g - valor da deformacao plastica (caso unidimensional), correspondente ao dano critico.
€, - norma da deformagdo plastica (caso tridimensional), correspondente ao dano

critico.
D, , D,,, - dano nos passos n € n+1, respectivamente.

fp - variavel relacionada a evolucdo do dano.

DP, - valor de previsdo do dano no passo n+1.

ki, k, - constantes utilizadas no modelo de Lemaitre.

Crfﬁ’ld - tensor algoritmico tangente do modelo de Lemaitre.

KN;, KN, e KN; - valores utilizados no célculo de Oy
|

OAA

a‘C"n-t-l

KIL1, KL2 - valores utilizados no calculo de

. oD
KD1, KD2 - valores utilizados no calculo de —2+L
En+l

Cneifl - tensor que da o efeito do dano sobre o tensor elastico linear.

cr ;ﬁl - tensor relacionado ao efeito do acoplamento entre o dano e a plasticidade.

DR, DP,, DP,, DP,, DF;, DF;, DP,, DFy ¢ DR, - variaveis utilizadas no célculo do
.

tensor C27 .

Wr - deslocamento de referéncia.

U, - energia de deformac@o de referéncia.

q - forca de superficie uniformemente distribuida.
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Operadores

f = % - taxa da fungdo f

+1, seo>0

-1, se o<0

sign(o) = {

f,, - derivada parcial da fun¢do f em relagdo a varidvel o .

a ® b - produto tensorial.
a-b - produto interno.

|4| - norma do tensor 4.

tr(A) - trago do tensor 4.
Abreviaturas

MEF — M¢étodo dos Elementos Finitos.

MEFG — Método dos Elementos Finitos Generalizados.

PTV — Principio dos Trabalhos Virtuais.

MMQM — Método dos Minimos Quadrados Moveis.

MED — M¢étodo dos Elementos Difusos.

MGLE — M¢étodo de Galerkin Livre de Elementos.

MPF — Método dos Pontos Finitos.

PU — Parti¢ao de Unidade.

MEFPU - Método dos Elementos Finitos Particao de Unidade
NE — aproximagdo ndo-enriquecida

P1, P2, P3 e P4 — enriquecimento da aproximagdo do campo de deslocamentos por
polindmios de primeiro ao quarto graus, respectivamente.
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1 INTRODUCAO

1.1 Apresentacio.

Este trabalho trata de uma formulagdo nao-convencional do Método dos Elementos
Finitos (MEF), denominada Método dos Elementos Finitos Generalizados (MEFQG), e da
analise de estruturas sujeitas ao efeito da ndo-linearidade fisica. Mais especificamente,
realiza-se a implementacdo computacional do MEFG, visando andlises tridimensionais, e
sua aplicagdo a simulagdo numérica de problemas estruturais nao-lineares, em que se
manifestam os efeitos do dano e da plasticidade (associados ou nao) no comportamento do
material. Trabalhos nesse sentido ja vém sendo realizados em Sdo Carlos, limitados a
analises planas, como em BARROS (2002). Neste sentido, este trabalho ¢ uma extensao
natural daquelas pesquisas.

O MEFG resulta de uma combinagao do MEF em sua forma tradicional baseada no
emprego de uma malha de elementos com conceitos e técnicas tipicas dos métodos sem
malha (notadamente do Método das Nuvens hp, de DUARTE & ODEN (1996)),
especialmente quanto a adicao de funcgdes enriquecedoras (e parametros a elas associados)
atrelados a pontos nodais do dominio, visando a melhorar a qualidade da aproximacao no
entorno desses pontos. O método preserva a estrutura basica do MEF (subdivisdo do
dominio em elementos, aproximagdo dos deslocamentos no interior dos mesmos por
fungdes de forma do tipo lagrangianas, etc), permitindo o enriquecimento local da
aproximacao com fungdes (associadas aos nés) que se julguem mais apropriadas, sem que
haja perda de conformidade entre os elementos.

Quanto a ndo-linearidade fisica, sdo objeto de estudo, implementacdo e aplicagdo a
simulacdo numérica os seguintes modelos constitutivos:

- Modelo elastoplastico (perfeito ou com encruamento linear is6tropo) com fungao
de plastificacdo de von Mises. Em modelos como este, nos quais a deformagao pléstica ¢
isocorica, ou seja, ocorre sem variagdo de volume, ¢é freqiiente, na simulagdo numérica, a
ocorréncia do chamado travamento volumétrico, especialmente se a aproximacgao utilizada
for de baixa ordem polinomial. A viabilidade de superar esse problema utilizando-se do
enriquecimento da aproximag¢do nos moldes do MEFG ¢ mostrada através de exemplo
numérico.

- Modelo de dano evolutivo fragil (MAZARS (1984)), formulado visando a

descrever o comportamento do concreto sob carregamento monotono crescente. Por este
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modelo, o dano ¢ representado por uma variavel escalar. Além disso, ndo sdo consideradas
deformacdes plasticas e considera-se que o surgimento ¢ a evolucdo do dano estejam
relacionados as extensdes segundo as dire¢des principais de deformagao.

- Modelo de LEMAITRE (1985), que considera o acoplamento entre o dano ¢ a
plasticidade. Este modelo permite descrever o comportamento de materiais metalicos, nos
quais a danificagcdo ocorre apos um processo de encruamento causado pelas deformagdes
plasticas. Empregando-se este modelo, a possibilidade de se realizar o enriquecimento da
aproximacdo apenas em regides de interesse, permitida pelo MEFG, ¢ explorada em
exemplo numérico, visando a obter-se uma melhor defini¢do da distribui¢do do dano e de

tensoOes na estrutura.

1.2 Justificativa e Objetivos.

A busca de melhoria na qualidade dos métodos de simulagdo numérica tem sido
objeto de um grande numero de trabalhos publicados nos tltimos anos, com destaque para
aqueles que exploram formulacdes alternativas ao Método dos Elementos Finitos (MEF),
em sua forma convencional. Embora o MEF seja o método mais amplamente utilizado na
Mecanica dos Solidos, dispondo de uma fundamentagdo tedrica muito bem estabelecida e
de uma ampla experimenta¢do e validagdo de resultados, podem ser notadas limitagdes
neste método em determinadas aplicacdes, notadamente no campo nao-linear.

Uma dessas limitagdes relaciona-se ao fato do método gerar aproximagdes com
base em fungdes interpoladoras polinomiais, cuja qualidade resulta diretamente dependente
da geometria e do tipo de elemento. Essa caracteristica pode mostrar-se particularmente
ineficaz na simulacdo de fendmenos que implicam na ocorréncia de elevados gradientes de
tensdo e de deformagdo, como os de localizagdo (por exemplo, decorrente do
comportamento de softening devido a danificagdo), de grande concentragdo de tensdes
(causada por singularidades no comportamento do material) e daqueles que, de uma forma
geral, implicam em grande distor¢do da geometria dos elementos.

Esta limitacdo pode ser parcialmente superada recorrendo-se a técnicas que
exploram procedimentos normalmente onerosos de refinamento h-adaptativo da malha, as
quais sdo concebidas de modo a assegurar niveis aceitaveis de qualidade da resposta
numérica. Como alternativa pode-se recorrer a adaptabilidade da base de aproximagdo
polinomial (processos p-adaptativos). Porém, apesar das vantagens que apresenta, em
particular nas regides de solug¢do regular, a adaptabilidade polinomial ¢ também onerosa e

relativamente pouco eficaz no contexto da formulagdo convencional do Método dos
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Elementos Finitos, por ndo ser facil conceber e programar elementos p-adaptativos
compativeis.

Uma outra alternativa, que mais recentemente vem sendo explorada, ¢ o
investimento em formulagdes ndo-convencionais do Método dos Elementos Finitos, como
o M¢étodo dos Elementos Finitos Generalizados (MEFG), que oferecem condigdes bastante
favoraveis a superagdo das limitacdes do MEF referidas anteriormente, como se comenta a
seguir:

- No MEFQG, faz-se o enriquecimento ap6s o mapeamento de coordenadas entre o
elemento mestre ¢ o escravo (no caso de elementos isoparamétricos), ndo havendo a perda
de qualidade aproximadora verificada no MEF convencional no caso de distor¢ao da
malha.

- Em regides de singularidade, o MEFG permite a utilizagdo de fungdes
enriquecedoras que correspondam as solugdes analiticas conhecidas de problemas com
essas caracteristicas, reduzindo muito o erro da aproximagao.

- O enriquecimento polinomial pode ser realizado apenas em regides especificas do
dominio, mantendo a conformidade entre os elementos. Essa caracteristica ¢ de grande
utilidade na simulacao de processos localizados de danificagdo ou plastificagao.

As potencialidades exibidas por esta nova ferramenta justificam o interesse pelo seu
estudo e, particularmente, a investigacdo de sua aplicacdo em problemas nao-lineares

segundo uma abordagem tridimensional; este € o aspecto original deste trabalho.

1.3 Estrutura do trabalho.

O capitulo 2 trata do Método dos Elementos Finitos Generalizados, enfocando
basicamente os seguintes topicos:

- Breve revisdo bibliografica e principais conceitos e caracteristicas dos Métodos
sem Malha, em especial: a Particdo da Unidade e o enriquecimento local de uma
aproximacgao.

- O Método dos Elementos Finitos Generalizados ¢ apresentado como um método
hibrido, resultado da fusdo do MEF convencional com conceitos ¢ técnicas dos Métodos
sem malha, especialmente do Método das Nuvens hp.

- Apresentacdo da formulacdo de elementos finitos tridimensionais (tetraedro e
hexaedro) baseados no MEFG.

O capitulo 3 trata da Teoria da Plasticidade, sendo apresentada uma breve revisao

bibliografica e os conceitos gerais da formulagdo de relagdes constitutivas elastoplasticas.
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O modelo utilizado neste trabalho, o de von Mises, ¢ apresentado segundo uma formulacao
em passo finito que utiliza algoritmo do tipo implicito. A questdo do travamento
volumétrico na plasticidade ¢ abordada, mostrando-se a aplicabilidade do MEFG para
supera-la.

O capitulo 4 trata da Mecanica do Dano Continuo. Apresenta-se uma breve revisao
bibliografica desta teoria, bem como os conceitos fundamentais a ela associados como os
de tensdo e deformacao efetivas e os principios de equivaléncia da resposta constitutiva.
Sdo apresentados os dois modelos constitutivos utilizados neste trabalho: o de dano fragil
para o concreto (modelo de Mazars) e do de dano ductil (modelo de Lemaitre), proprio
para material metalico ou ligas.

O capitulo 5 descreve as principais caracteristicas do codigo computacional
desenvolvido, com base nas formula¢des descritas nos capitulos 2, 3 e 4, para a simulagdo
numérica de problemas estruturais tridimensionais ndo-lineares.

No capitulo 6 sdo apresentados alguns exemplos numéricos, que visam a
demonstrar a viabilidade e vantagens da aplicagdo do MEFG em problemas de analise ndo-
linear.

No capitulo 7, apresentam-se algumas conclusdes que puderam ser extraidas dos
experimentos numéricos realizados, bem como sugestdes para trabalhos futuros nessa linha
de pesquisa.

Ao final do trabalho, apresentam-se as obras que foram objeto de referéncia, bem

como os apéndices mencionados ao longo do texto.



24

2 0 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS GENERALIZADOS
(MEFG)

Como ja citado, o MEFG ¢ um método hibrido que utiliza a estrutura basica do
Meétodo dos Elementos Finitos, incorporando técnicas e recursos dos chamados Métodos
sem Malha para melhorar a aproximac¢ao no dominio do problema. Portanto, faz-se nos
itens 2.1 e 2.2 uma breve revisao das principais caracteristicas dos métodos que servem de

base para o MEFG, sendo este Gltimo descrito em maior detalhe no item 2.3.

2.1 O Método dos Elementos Finitos (MEF)

M¢étodo mais amplamente utilizado na Mecanica dos So6lidos, o MEF, baseando-se
na subdivisdo do dominio estudado em elementos limitados por nds, propde a construcao
de aproximagdes para as grandezas incognitas de interesse do problema por interpolagdo de
valores nodais. Em campo unidimensional, uma aproxima¢do para o campo de
deslocamentos, por exemplo, pode ser escrita na forma:

u(x) = oy (x) + oy (x) +...+ i (X) + ...+ 2,0, (x) (1)
onde ¢(x), com i=1,...,n sdo denominadas fun¢des de forma e devem ter continuidade
suficiente para que as integrais que aparecem na forma fraca do problema de valor de
contorno possam existir.

Uma caracteristica do MEF ¢ que as constantes ¢; coincidem com valores
discretos da fungdo #(x) nos pontos nodais, isto é:

o; =1 (2)

Outra caracteristica do método ¢ que as fungdes ¢;(x) tém valor unitdrionond i e

nulo nos outros nds. Essas fungdes podem ser construidas mediante uma técnica de

interpolagdo lagrangiana, que no caso linear fornece:

xX—X;
=) se x,_<x<x;
(X = x;-1)
¢, (x) = (3)
Xiy] — X
i =%) se  x; Sx<x;y
(Xi41 = %)

As figuras 1-a e 1-b ilustram, respectivamente, a aproximacao descrita pela eq. (1)

e a interpolagdo dada na eq. (3).
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u(x), u(x)
A

Figura 1 — Aproximacao para o campo de deslocamentos no MEF

O método aplica-se a obtencao de solugdes aproximadas de problemas de valor de
contorno formulados em forma fraca pelo Método dos Residuos Ponderados (Método de
Galerkin, por exemplo) ou pelo Principio dos Trabalhos Virtuais (PTV). Em problemas
lineares, a aplicagcdo da fun¢do aproximadora a forma fraca gera um sistema de equacdes
lineares tendo por incdgnitas os valores nodais. A matriz dos coeficientes desse sistema ¢
dita matriz de rigidez, enquanto que o vetor independente ¢ denominado vetor de forgas
nodais equivalentes.

Outra caracteristica do método ¢ que tomando-se por base a malha de elementos
adotada “‘a priori”, a forma fraca, normalmente expressa por integrais sobre o dominio de
interesse, passa a ser representada pela soma de integrais sobre o dominio de cada
elemento.

Tal caracteristica coloca em destaque os campos de aproximacao no interior dos
elementos e permite identificar um procedimento automatico de montagem da matriz de
rigidez ¢ do vetor de forgas equivalentes da estrutura a partir das contribuigdes dos
elementos.

Na seqiiéncia, apresenta-se o processo de obtencdo da matriz de rigidez e do vetor
de forcas nodais para o caso tridimensional, utilizando-se o Principio dos Trabalhos

Virtuais (PTV). O sistema de referéncia ¢ o cartesiano triortogonal com eixos x, y € z.
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Seja o equilibrio num corpo sujeito a forcas de volume definido pela equagdo

diferencial mostrada abaixo, valida em todos os pontos de seu dominio Q:
L'oc+p,=0 4)
A representagdo matricial ¢ a mais adequada para uma sistematizagdo do processo
de obten¢do da matriz de rigidez e do vetor de forgas nodais equivalentes.

Seja, entdo, {0}6 0 vetor que agrupa as componentes do tensor de tensdes

x1

[T],.5, sendo estes dados por:

T_
o = {O‘x o, o, T, T, ryz} %)
O-x Txy sz
r=\z, o, 7, (6)
sz yz O-z

L" é um operador de divergéncia, de modo que vale a igualdade L' o = div(T).

O vetor { p, },,, contém as componentes da forga de volume:

»' =15, P B ™)

Ja o vetor {p},, contém as componentes das forgas distribuidas por unidade de
superficie do sélido:

p'={p. P P.| ®)

Indica-se por §, a regido do contorno do corpo sob efeito de forgas de superficie.

O vetor {d},, retine as componentes do campo de deslocamentos:

d"={u v w} )

O vetor { & }6 contém as componentes do tensor de deformagdes, sendo dado por:

x1

e'={e, & e v, v v.) (10)

O tensor de deformagoes [5]3)63 tem por expressao:

x Xy Xz
e=\g, &, &, (11)
gxz gyz gz

Valem as seguintes relagdes entre as componentes relativas a distor¢ao:

Vo = 2e

Xy 3

]/xz = 2€xz € ]/yz = 2gyz *
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Entre os vetores de deformagdo e de deslocamento, dados, respectivamente, pelas
egs. (10) e (9), vale a relacao:
e=1Ld (12)

sendo L o operador diferencial definido pela matriz [L] .3 dada em seguida:

6. 0 0
0 8, 0
0 0 o
L= 6, 8, 0 (13)
6. 0 o
0 o, 9,

O Principio dos Trabalhos Virtuais pode ser enunciado, segundo PILKEY &
WUNDERLICH (1994) por:

“Um sistema deformavel esta em equilibrio se a soma do trabalho virtual interno
com o trabalho virtual externo ¢ nula para deslocamentos virtuais od que satisfazem as
equacdes de compatibilidade e sio homogéneos nas condigdes de contorno essenciais em
deslocamento, ou seja, para os valores de od cinematicamente admissiveis”.

Finalmente, o Principio dos Trabalhos Virtuais escreve-se na forma:
[0c70 da+| - [ad" p, d— [ad"p dS |=0 (14)
Q Q S,

As integrais da eq. (14) sdo expressoes de trabalho virtual, pois d € um vetor de
deslocamentos virtuais e d¢ um vetor de deformagdes virtuais compativeis com od . A
primeira integral da igualdade corresponde ao trabalho virtual interno, enquanto as demais
ao trabalho virtual das forgas externas.

Como se vé na eq. (14), o principio ¢ independente das propriedades do material.
Além disso, esta escrito tanto em fung¢do de deslocamentos (e suas derivadas, as
deformacdes) como de tensdes. Para que se possa expressar exclusivamente em funcdo de
deslocamentos, caracteristica basica do chamado Método dos Deslocamentos do MEF, é
preciso fazer uso da relagdo constitutiva (tensdo-deformagio), definida pela matriz [D] . :

o =Dc¢ (15)

Para material eldstico, linear e isotropico, a matriz D tem por expressao:
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[A+2u A A 0 0 O
A+2u A 0 0 O
A+2u4 0 0 O
D= (16)
u 0 0
sim. u 0
L H
sendo A e u as constantes de Lamé dadas por:
A= By (17a)
1+v)1-2v)
E
= 17b
a 2(1+v) (170)

Nas egs. (17a) e (17b), E ¢ mddulo de elasticidade longitudinal e v € o coeficiente
de Poisson do material.

Aplicando-se a eq. (15) a eq. (14) e utilizando a eq. (12), escreve-se:

[ad" (' DLYd dQ = [5d"p, dQ+ [8d"p dS (18)

0 Q S,

A equacdo (18) implica na imposicao da igualdade de trabalho interno e externo
para todo o dominio €. Como j& ressaltado, no MEF essa igualdade ¢ imposta a
subdivisdes do dominio (elementos finitos). Dentro dos limites de cada elemento,
conforme ilustrado na fig. (1), pode-se interpretar que os deslocamentos ¢ as forcas
aplicadas sdao aproximados em fun¢do dos valores nodais dessas grandezas.

Nos mesmos moldes da eq. (1), a aproximagdo para os deslocamentos pode ser
indicada como se segue:

d=¢d, (19)

sendo [¢] a matriz de aproximacdo dos deslocamentos, que contém as fungdes
3xny 4

interpoladoras, {d,} . o vetor de deslocamentos nodais de um elemento e 7, o nimero

nyxl
de deslocamentos nodais do elemento.

A interpolagdo usada para o vetor de forgas de volume é:

py=9" b. (20)
sendo [¢p"’]3xnw a matriz de interpolacdo das forcas de volume, {13! }nl,‘,xl o vetor de
pardmetros nodais referentes as for¢as de volume de um dado elemento e n,, o numero

desses parametros.

Quanto as forgas aplicadas a superficie, a aproximagao €:
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p=¢"p. 21

sendo [¢” ] a matriz de interpolagcdo das forcas de superficie, {ﬁe} o vetor de

3xn, n,x1

pardmetros nodais referentes as forgas aplicadas a superficie de um dado elemento e 7, o
nimero desses pardmetros.
Aplicando-se as aproximagodes definidas nas eqgs. (19), (20) e (21) a eq. (18), chega-

se a expressao:

[81."[g) D(LPd, do=[&d," ¢" ¢" p! do+ [, ¢" ¢" p, dS (22)

na qual Q, e §,, sdo, respectivamente, o dominio e a parte do contorno sujeita a cargas de
superficie de cada elemento.

Como o vetor 5deT ¢ formado por constantes em relagdo as integrais de volume e
de area da eq. (22), o mesmo pode ser extraido dessas integrais e colocado em evidéncia. A
equacado resultante ¢ utilizada para calculo da matriz de rigidez e do vetor de for¢as nodais
do elemento, pois pode ser expressa da seguinte forma:

R.d, =/, (23)

Na eq. (23), [R] ¢ a matriz de rigidez do elemento, dada por:

ng xXny

R, = [B" DB dQ (24)
Q‘e
sendo que a matriz de aproximagdo das deformagdes [B] 6xn, ¢ dada por:
B=L¢ (25)

e {/.},,a € o vetor de for¢as nodais do elemento, dado por:
fo=[6"¢" bl d+ [¢7 4" p, dS (26)
Q, Spe

Seja N, o numero total de parametros de deslocamento (graus de liberdade) no

dominio 2, quando da montagem do sistema global. Para todos os elementos em que a

estrutura estd dividida, calculam-se R, e f,, compatibilizando-se seus valores,

e no vetor de forgas nodais {f

respectivamente, na matriz de rigidez [RgJ g}N |
dX

N, xNy
globais, em correspondéncia aos graus de liberdade globais. Para isso, ¢ necessario

conhecer a correspondéncia que existe entre as posicdes dos deslocamentos no vetor { de}

do elemento e no vetor {d g} que retne os graus de liberdade globais.
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Monta-se o sistema linear global, dado por:
R, d, =7, (27)
Impdem-se as condi¢cdes de contorno estaticas, ou seja, impoem-se valores

prescritos as posi¢oes correspondentes do vetor de deslocamentos globais {d < }

A resolucdo do sistema linear pode tirar partido do fato de que a matriz ¢ simétrica
(a aproximagdo do campo de deslocamentos virtuais ¢ a mesma do campo real), positiva
definida (devido ao fato da matriz D ter essa caracteristica) e esparsa (cada n6 da estrutura

conecta-se com um nimero limitado de outros nés). Uma vez calculado o vetor {d g} Noxls
podem-se obter os vetores {de}wl de cada elemento, novamente utilizando-se a

correspondéncia entre a numeragao local (do elemento) e global (de todo o corpo) de um
dado deslocamento nodal.

Conhecidos os deslocamentos nodais de cada elemento, pode-se obter o campo de
deformacgdes, fazendo-se uso das egs. (12) e (19). O campo de tensdes ¢ obtido na

seqiiéncia, utilizando-se a eq. (15).
2.2 Os Métodos sem Malha

2.2.1 Revisao Bibliografica

A motivagdo principal para o desenvolvimento dos métodos sem malha foi superar
alguns inconvenientes apresentados pelo Método dos Elementos Finitos (MEF), na sua
formulacdo em deslocamentos. Segundo BELYTSCHKO et al (1994), entre esses
inconvenientes podem ser citados:

- O custo computacional da geracdo da malha de elementos, fato ainda mais notavel
na andlise de estruturas tridimensionais.

- O refinamento do tipo h numa regido exige a constru¢do de uma nova malha de
elementos, ou a imposi¢ao de restricdes cinematicas aos novos nos.

- Quando se trata da simulagdo de grandes deformagdes, para evitar que a presenga
de elementos excessivamente distorcidos comprometa a qualidade da solucdo, pode ser
necessaria uma repetitiva e custosa alteracdo na malha.

- O método ndo favorece a resolucdo de problemas que envolvem propagacao de
fratura, visto que estas ndo podem ser simuladas no interior dos elementos e, portanto, a
sua evolucdo também requer uma alteracdo continua da malha, com grandes

inconvenientes.
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Nos métodos sem malha, a aproximacao ¢ feita utilizando-se um conjunto de
pontos dispersos no dominio, sem que a conectividade entre eles seja previamente definida
(ndo se gera, portanto, uma malha de elementos).

Na maior parte dos métodos ditos sem malha, uma aproximacdo para a fungdo
incognita ¢ determinada pelo Método dos Minimos Quadrados Moveis (MMQM),
introduzido e estudado por LANCASTER & SAULKAUSKAS (1981). Basicamente, a
aproximacao global num ponto do dominio ¢ construida com base numa ponderagdo sobre
valores conhecidos da funcdo incdgnita associados a nds que estejam numa vizinhanca
daquele ponto, definida por uma regido de influéncia, ou nuvem.

Os passos iniciais para o desenvolvimento dos métodos sem malha foram dados por
autores que trabalhavam com diferengas finitas (LISZKA & ORKISZ (1980), PERRONE
& KAO (1975)), ao criarem esquemas para possibilitar analises com disposicao irregular
de nos.

Entretanto, considera-se usualmente o procedimento proposto por NAYROLES et
al. (1992), denominado Método dos Elementos Difusos (MED), como referéncia pioneira
dos métodos sem malha, tendo sido utilizado por esses autores essencialmente o Método
dos Minimos Quadrados Modveis na constru¢do da aproximacdo. Naquele trabalho, a
aplicacdo do método para a solucdo de um problema de valor de contorno segue a
metodologia da abordagem variacional usual, isto €, introduz-se a aproximacdo (ou,
quando necessario, suas derivadas) no funcional de energia correspondente, cuja condig@o
de minimizacdo leva a um sistema de equacdes lineares envolvendo as incognitas do
problema.

BELYTSCHKO et al (1994) introduzem algumas modificagdes, descritas a seguir,
no método proposto por NAYROLES et al (1992) e denominam sua proposta de Método
de Galerkin Livre de Elementos (MGLE). As principais alteragdes introduzidas sdo:

- Uso de células auxiliares de integracdo sobre o dominio. As células de integragao
ndo devem ser confundidas com uma malha de elementos finitos, sendo utilizadas apenas
para facilitar a integracdo numérica.

- Consideragdo das derivadas completas da aproximagdo, levando-se em conta
termos que foram omitidos por NAYROLES et al;

- Uso de multiplicadores de Lagrange para a imposi¢ao de condigdes de contorno
essenciais, visto que a aproximacdo gerada pelo MMQM ndo se constitui numa
interpolagao e, portanto, valores prescritos no contorno nao podem ser verificados de modo

exato.
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ONATE et al (1996) também deduzem a aproximacdo por minimos quadrados
moveis e propdem o seu uso na resolucao de problemas de valor de contorno expressos em
forma forte, isto ¢, mediante imposicao da equacao diferencial por colocagdo em pontos do
dominio. O processo resultante ¢ denominado pelos autores Método dos Pontos Finitos
(MPF).

A partir dos trabalhos de DUARTE (1996) e DUARTE & ODEN (1996), surge
outro método sem malha: o Método das Nuvens hp. Sua principal caracteristica ¢ a
possibilidade de enriquecer a aproximacdo polinomial original, obtida a partir do MMQM,
sem acréscimo no numero de pontos nodais, mas adicionando novos pardmetros a esses
nos.

Esta caracteristica representa uma grande vantagem em relagdo ao MGLE, pois,
neste ultimo, quando se deseja construir uma aproximac¢do polinomial de grau mais
elevado, faz-se necessario adicionar um nimero muito grande de pontos, o que pode elevar
demais o custo computacional. No Método das Nuvens, pode-se optar por gerar uma
aproximacao inicial de ordem mais baixa, exigindo-se, assim, um pequeno nimero de nos
contribuintes. O enriquecimento processa-se, entdo, multiplicando-se a aproximagao local
inicial por funcdes de enriquecimento, introduzindo-se novos parametros aos nos
existentes. Tais parametros correspondem as constantes multiplicadoras das parcelas
polinomiais enriquecedoras de grau mais elevado introduzidas.

A denominacdo hp do Método das Nuvens faz referéncia a grande maleabilidade do
mesmo para combinar os enriquecimentos h (introduzindo-se novos pontos nodais no
dominio) e p (introduzindo-se fungdes de grau superior com novos parametros nodais a
elas associados).

Direta, ou indiretamente, todos os métodos sem malha citados envolvem o conceito
de Parti¢ao da Unidade (PU), a ser descrito mais adiante, uma vez que as fungdes de forma
geradas a partir do MMQM apresentam esta caracteristica. No Método das Nuvens exige-
se explicitamente que o enriquecimento seja feito sobre funcdes que se constituam numa
PU, o que ira garantir que qualquer fun¢do polinomial de grau igual ou inferior a0 maximo

grau das fungdes de enriquecimento possa ser exatamente reproduzida pela aproximacao.

2.2.2 Formulag¢io geral dos Métodos sem Malha com base no MMQM.

Como ja mencionado, nos métodos sem malha a aproximac¢do num certo ponto do

dominio ¢ construida com base nos valores da funcdo em nds cujas areas de influéncia
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incluem o ponto em questdo. Ao contrario dos métodos “com malha”, o dominio ndo ¢
subdividido em elementos.
O conjunto de nos escolhidos para discretizar o dominio Q ¢ indicado por

0, ={x,x....,x, },x;€Q. Centrada em cada nd x,, define-se uma regido de
influéncia @, , também denominada nuvem nodal, formada pelos pontos do espago no qual
se situa o dominio, cuja distdncia ao n6 € igual ou inferior a um dado raio r;. De modo

formal, escreve-se:

o, ={xeR" :”x—xj”Rn <r}

Na expressdo acima, x€ R" indica um ponto qualquer do espago R". A
distribuicdo de pontos e nuvens ¢ tal que a unido de todas as nuvens resultara na regido
X, que devera conter o dominio Q e seu contorno. Essa regido ¢ caracterizada como:

n)IUA

Xn :Ua)" Xn >Q

nos J nos

j=l
sendo que Q inclui o interior e o contorno da regido Q.

A cada nuvem ; associa-se uma fun¢do ponderadora continua W, de valor
maximo sobre 0 nd x; e que decresce progressivamente com a distdncia a0 mesmo até

anular-se nos pontos limites da regido. Como se verd, uma aproximagao local atrelada ao

nd x, e que venha a ser definida na nuvem ®;, mediante uma condi¢do de minimos

quadrados, sofrera a influéncia da funcdo ponderadora, de modo que sua precisdo num

certo ponto da nuvem serd tanto maior quanto mais proximo estiver o ponto do né x,.

Em geral, um ponto x qualquer do dominio estard coberto por mais de uma nuvem
nodal. Assim sendo, nesse ponto qualquer pode-se também associar uma nuvem, definida
pela envoltoria das nuvens nodais que o contém, como ilustrado na figura 2. Por
conseqiiéncia, seguindo o mesmo raciocinio anterior, também uma aproximagao podera ser
construida para o ponto em questdo, assumindo valores ndo-nulos dentro dos limites da sua
nuvem. Neste caso, a aproximagdo no ponto serd determinada pela combinacao das
fungdes de aproximacgao locais das nuvens nodais em que ele esteja incluido. Como se vera
na seqliéncia, em funcdo da base de fungdes utilizada na aproximagao, a nuvem associada
ao ponto deverd envolver um niimero minimo de nuvens nodais.

A seguir, apresenta-se a construcdo, por um processo de minimos quadrados

moveis, da aproximacao para uma funcdo incégnita. Inicialmente, para cada ponto onde se
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deseja construir a aproximagdo u(x), monta-se o funcional quadratico do erro da

aproximacao (J ), definido por:
J(x) =Y W, (x; = 0)u; — ()] (28)
j=1

Na eq. (28), o indice j ¢ o contador para todos os nos da discretizagdo (em niimero
M) W;(x;—x) € o valor que a fun¢do ponderadora com centro no nd x; assume no
ponto x € u; € o valor do pardmetro nodal associado a x;.

Por outro lado, a fungdo aproximadora global u(x) pode-se dar a seguinte
representagao geral:

i(x) = p' (x) a(x) (29)
na qual:

a’ (x) ={o,(x),a,(x),...,a, (x)} é o vetor de dimensio m dos multiplicadores da
combinagdo linear que define a aproximacao associada ao ponto x.

Pl (x)={p,(x), p,(x),...,p, (x)} é o vetor que reline a base de fungdes adotada

(geralmente polinomial), também de dimensdo m .

raio que define a
nuvem @,

I:I nuvem @, - pontos

cuja aproximacao sera

influenciada pelo n6 E

I:I nuvem @, - pontos

cuja aproximagdo sera

influenciada pelo n6 B

Ponto x estd na
nuvem formada pela
envoltoria das nuvens

dosnés A,B,CeD

. . A . 7ot 2
Figura 2 — Nuvens de influéncia num dominio Q e R”.
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Introduzindo-se a eq. (29) no funcional dado por (28), chega-se a:
J(x) =Y W (x; = x)u; = p" () ()] (30)
j=1

As componentes do vetor ¢ resultam da minimizagao do funcional J . Para realizar
a minimiza¢do deste funcional, impde-se, como condi¢cdo necessaria, a nulidade de sua

derivada parcial em relagdo a cada coeficiente «,, i =1,...,m:

Mpos

0000 0200l —p at)]

oa, oa.

1 l

=0 (31)

Resolvendo-se o sistema linear formado pelas m equagdes obtidas da expressao

(31), obtém-se a seguinte expressao para o calculo do vetor a(x):
a(x) = A_l(x)ﬁBj(x)u ; (32)
=
na qual a matriz 4(x) ¢ dada por:
A(x) = ZW@ )PP (x) (33)
=

e o vetor B,(x) por:

Bj (x) = VVj(xj - x)p(xj) (34)

Substituindo-se a eq. (32) na eq. (29), obtém-se finalmente:
a(x) = 4, (x)u, (35)
j=1

sendo as fungdes de forma ¢ (x) dadas por:

¢,(x) = p" ()47 (x)B,(x) (36)
Uma condicdo necessaria (mas nao suficiente) para que a matriz A(x) dada por

(33) seja inversivel ¢ que o numero n . de ndés que contribuem para a aproximacgao seja

05
maior ou igual ao numero m de funcdes da base p .

A fung@o ponderadora W, exerce um papel muito importante na geragdo da
aproximacao, especialmente quanto a sua continuidade, como se verd na seqiiéncia. Na

situagdo mais comum de nuvens com forma circular (no R*) ou esférica (no R*), ela deve

ter valor maximo no n6 ao qual esta associada (x;) e decrescer até anular-se nos pontos
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cuja distancia ao no6 sejam iguais ao raio (7; ) definido para aquela nuvem. Formalmente,

escreve-se:
(x—=x,)=>0 Vix—x,| <r,
W/(x_x/): f J || JIIR J (37)
‘ ‘ 0 ‘v’”x—xj o T

Evidentemente, podem-se definir nuvens @; de geometria ndo-circular. De modo a

englobar o caso geral, a condicdo anterior pode ser escrita na forma:

S(x=x;,)=20 Vxew,

Wiix—-x.)=
’(x x’) 0 széa)j

(38)

Fungbes como W, ou seja, que apresentam valor ndo-nulo apenas numa dada
regido do dominio, sdo denominadas fungdes com suporte compacto (C, ). Se as derivadas
de ¥, até uma ordem g também exibirem essa propriedade, diz-se que W, € Cf(®)).

Uma caracteristica basica associada as fungdes de forma ¢, obtidas pelo MMQM,

considerando-se fun¢des peso com suporte compacto, € que elas constituem uma parti¢ao
de unidade (PU).

Formalmente, num ponto x o conjunto de fungdes de forma ¢,(x), associadas a
subdominios @, que o contém, ¢ uma parti¢do de unidade se atende a quatro condigdes:

1) ¢,(x)eC)(w;): as fungdes de forma pertencem ao conjunto de fungdes
(incluindo-se suas derivadas at¢ a ordem infinita) para as quais a regido @, € um suporte
compacto. Isto significa que ¢, e suas derivadas assumem valores ndo-nulos apenas na
regido o, .

Mo

2)Z¢j (x)=1: esta condicdo ¢ necessaria para assegurar que as funcdes de forma
j=1

sejam capazes de reproduzir de modo exato uma funcao constante. Por exemplo, admita-se

que a funcdo a ser aproximada seja u(x) =c, de modo que todos os valores nodais sejam
u; =c. A condigdo em questdo € necessaria pois:

n nos

i) =c=3 41, =>4 c= >, =1
j=1 j=1 Jj=1

3) 9,(x)20 em Q.
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4) Todo sub-conjunto compacto de € intersecta apenas um numero finito de

suportes @ .

Deve-se notar que a condi¢do (1) exige suporte compacto até ordem infinita nas
derivadas, porém para fins praticos ela ¢ comumente relaxada, de modo que as fungdes de
suporte compacto até uma ordem finita de derivada sdo ainda consideradas uma PU.

Uma aproximagdo gerada a partir de fungdes de forma ¢;(x) que sejam uma PU

apresenta duas caracteristicas de grande importancia:

- Se as fungdes de forma forem geradas por uma base P tal que as derivadas até

ordem k& das fungdes desta base sao continuas em o, isto ¢, PeC* (®;), e por fungdes
ponderadoras W e Cj(®,), ou seja, as derivadas at¢ a ordem ¢ em @; tém suporte

compacto, demonstra-se que ¢, € (Sl () ;). Portanto, a aproximag¢éo no dominio tera

suporte compacto até a ordem de derivada igual ao menor entre os valores de k e ¢ . Isto
demonstra a importancia da fun¢do peso na qualidade da aproximagdo, particularmente
quanto a sua continuidade e suavidade.

- Qualquer fun¢do que seja uma combinagdo linear dos mondmios da base P pode

ser exatamente reproduzida pela aproximacao.

O Método das Nuvens hp.

No Me¢étodo dos Minimos Quadrados Moveis, quando se deseja criar uma
aproximacgdo do tipo polinomial de ordem mais elevada num ponto x do dominio, ¢
necessario assegurar a contribui¢do de um nimero consideravel de nds na sua nuvem de

influéncia, de modo a garantir que a matriz A(x) seja inversivel. O nimero de nos

participantes deve ser ainda maior em dominios bi e tridimensionais. Como resultado, a

matriz A(x) podera ter uma dimensdo tal que torne o processo de inversao muito custoso

computacionalmente, além de induzir a problemas de imprecisao numérica.

Para superar essa dificuldade, DUARTE & ODEN (1996) propuseram gerar a
parti¢do de unidade a partir de uma base polinomial de ordem mais baixa e enriquecer essa
aproximacao, até a ordem polinomial desejada, sem um aumento do nimero de nos, apenas
com o acréscimo de novos parametros aos nos ja existentes.

Para ilustrar essa proposta, admita-se, para o caso unidimensional, que as fungdes

de forma tenham sido geradas segundo o procedimento padrio (MMQM) a partir de uma

base polinomial P, ={l,x,x°,...,x'} e de fungdes ponderadoras W e C! (@;), tal que
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q = k . Portanto, qualquer polinomio de ordem menor ou igual a £ pode ser exatamente

reproduzido pela aproximagdo gerada. Para elevar a ordem da aproximagdo até uma ordem

p, tal que p>k, passando entdo a corresponder a uma nova base

k

P, ={Lx,x°,...,x",...,x"}, define-se uma familia de fun¢des formada pela soma das

funcdes de forma originais com as fungdes resultantes do produto de cada uma das fungdes

originais pelas componentes do conjunto P, — B = (X', x"} . A familia assim definida

denomina-se familia de fung¢des de forma do Método das Nuvens hp e apresenta a

representacdo seguinte:

3P = {{g, ()} ig;(0)x Y si=k+1,..., p) (39)

n nos

A fungdo aproximadora resultante tera entdo como expressao:
Mios p.

() =2, (0, + 2 x'by )] (40)
j=1 i=k+1

Na expressao anterior, b

i_x) 80 0s pardmetros adicionados aos nos em fungéo do

enriquecimento realizado.
Ainda conforme os autores, quando se utilizam as fung¢des aproximadoras da
familia do Método das Nuvens hp a taxa de convergéncia da resposta ¢ dependente apenas

da base final P, ou seja, a base original £ néo tem influéncia sobre ela. Dessa forma, ¢
usual escolher para P, a base mais simples possivel, F,_,={l}, o que elimina a
necessidade de inverter a matriz A(x). Nessa condicdo, as expressdes de A(x), B;(x) €

das fungdes de forma ¢,(x) (denominadas, nesse caso, fungdes de Shepard) resultam em:

A= S, (x, — )l {1} = A7 (1) = (41)
a 2 (x, =)

Bj (x) = W/ (xj - )C) {1} = VV]'(XJ - X) (42)

$,(x) = M (43)
DI (x, =)

Embora o uso das fun¢des de Shepard enriquecidas com fung¢des polinomiais de
ordem superior leve a um aumento do nimero de variaveis, comparando-se com o emprego
de uma base polinomial inicial de mesma ordem, este fato ¢ mais do que compensado pela

redu¢do do esforco computacional que seria despendido pela inversdao da matriz A(x).
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2.3 Sintese do Método dos Elementos Finitos Generalizados

2.3.1 Revisao Bibliografica

Como ja citado, ha alguns trabalhos que foram precursores do que ¢ hoje
denominado Método dos Elementos Finitos Generalizados e sao descritos a seguir.
O emprego de fungdes de forma tipicas do MEF para evitar a inversdo da matriz

A(x) foi proposto originalmente nos trabalhos de MELENK (1995) e MELENK &
BABUSKA (1996), dando origem ao chamado Método dos Elementos Finitos Particdo da

Unidade (MEFPU). Este método apresenta as seguintes caracteristicas basicas:

- 0 método ¢ apresentado como uma forma de obter boas condi¢des de aproximagao
local e, além disso, assegurar a conformidade da solu¢do global por meio do uso da
particao da unidade. Enquanto no MEF convencional a escolha de um espago de fungdes
quaisquer (ndo necessariamente polinomiais) mas com boas qualidades aproximadoras
locais pode levar a que ndo se consiga impor a conformidade, ou seja, a continuidade entre
elementos, no MEFPU ndo hé esse inconveniente, pois o espago de aproximacdo gerado
combina a parti¢ao da unidade (que garante a conformidade) com fungdes enriquecedoras
que produzem uma boa aproximagao local.

- além das fungdes de Shepard, podem-se adotar fungdes "chapéu" lineares e
bilineares de elementos finitos uni ou bidimensionais como uma possivel escolha para a
particdo da unidade. A nuvem, ou suporte da parti¢do atrelada a um dado no, é formada
pelo conjunto de elementos para os quais o vértice comum ¢ o nd em questao.

- héa um paralelo entre as versdes h e p do MEF e o MEFPU (se o espaco das
funcdes enriquecedoras ¢ polinomial). Se o espaco das aproximagdes locais € enriquecido e
os suportes das fungdes parti¢do de unidade sdo mantidos, tem-se uma situagao equivalente
ao refinamento p do MEF; por outro lado, se o espago das aproximagdes locais ndo ¢
enriquecido mas a area de influéncia de cada suporte ¢ reduzida, tem-se um processo
semelhante ao MEF com refinamento h.

Em ODEN et al (1998), apresenta-se um método hibrido entre o Método das
Nuvens hp e a forma convencional do Método dos Elementos Finitos. Segundo os autores,
os trabalhos de MELENK & BABUSKA (1996) e o Método das Nuvens de DUARTE &
ODEN (1996) levaram a idéia de adicionar refinamentos hierarquicos a um conjunto de
fungdes de forma, como as interpolagdes lagrangianas usadas originalmente no MEF, as
quais satisfazem os requisitos de parti¢do da unidade (PU). Propuseram ainda empregar a

propria malha de elementos finitos para a definicdo das nuvens e dos nés. Como principais
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vantagens do método proposto, os autores citam a facil implementagdo das condi¢des de
contorno e¢ a robustez do método mesmo sob forte distor¢do da malha (ja que o
enriquecimento ¢ feito sobre as coordenadas ap6s o mapeamento) .

As principais caracteristicas do Método dos Elementos Finitos Generalizados
(MEFQG) ja estavam, portanto, bastante nitidas tanto no MEFPU quanto no método hibrido
de ODEN et al (1998), ou seja: a utilizagdo das funcdes de forma dos elementos finitos
(que podem ser consideradas como uma particdo de unidade, se houver um relaxamento
dos critérios que a definem) e seu enriquecimento com fungdes polinomiais de grau
superior, adicionando-se novos parametros aos nos. A regido de influéncia de um certo no,
denominada nuvem ou suporte, ¢ definida pelo conjunto de elementos finitos localizados
no entorno do n6 em questao.

Quando disponiveis, pode-se também realizar o enriquecimento escolhendo-se
fungdes que representam a solugdo exata do problema, o que permite obter melhor taxa de
convergéncia da resposta.

Portanto, no MEFG tém-se reunidas caracteristicas positivas do MEF com recursos
bastante vantajosos tipicos dos métodos sem malha.

Entre as caracteristicas positivas do MEF, destacam-se: a simplicidade na geracao
da particdo de unidade devida ao uso da interpolagdo lagrangiana, o fato da malha dos
elementos ja servir como dominio para a integragdo numérica, o fato de ser um método
robusto para o qual ja existe uma grande base de cddigos que podem ser adaptados ao
MEFG e a facilidade na imposi¢ao das condigdes de contorno essenciais.

Os recursos tipicos dos métodos sem malha sdo: a possibilidade de modelar a
ocorréncia de trincas ou regides de maior concentracdo de tensdes através da introdugao de
funcdes especiais, a maior facilidade de realizar o refinamento p (basta acrescentar novos
parametros aos nos ja existentes — no MEF ¢é necessario criar n6és nos lados ou mesmo no
interior dos elementos) e a possibilidade de enriquecer a aproximacao apenas numa regiao
do dominio, sem comprometer, como no MEF convencional, a conformidade entre
elementos.

Uma aplicagdo bastante interessante do MEFG, apresentada em DUARTE et al
(2000) e STROUBOULIS et al (2000) e limitada ao campo linear, ¢ a analise de estruturas
tridimensionais complexas, com cantos reentrantes que se constituiem em pontos de
singularidade quanto a concentragdo de tensdes. A discretizagdo dessas regides usualmente
requer um numero muito elevado de elementos para capturar os elevados gradientes de

tensao; com o enriquecimento utilizando fungdes que representam a solucao exata nos nos
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proximos aos cantos, podem-se utilizar malhas menos refinadas e reduzir
significativamente o erro na aproximacao.

Outro campo de aplicagdo do método, que vem sendo bastante explorado, ¢ a
analise de problemas de fratura. O uso do MEFG abre a possibilidade de utilizar fung¢des
enriquecedoras que simulem a descontinuidade no campo de deslocamentos dentro de um
mesmo elemento, tornando desnecessaria qualquer mudanga na malha. Além disso, pode-
se enriquecer a aproximacao na regido proxima a ponta da fratura (zona de processo) com
funcdes que representam a solug¢do analitica do problema, no caso de andlise elastica-
linear. Tal procedimento permite um ganho muito substancial na qualidade da resposta,
quando comparada a aproximacao de base polinomial usualmente empregada no Método
dos Elementos Finitos.

Entre os trabalhos que utilizam a metodologia acima descrita podem-se citar
DOLBOW et al (2000), no qual se realizam analises em elasticidade bidimensional ¢ em
placas de Reissner-Mindlin, e BELYTSCHKO & MOES (2002), no qual se analisa a
evolucdo da fratura em vigas de concreto, sendo que neste ultimo os autores denominam o
processo empregado Método dos Elementos Finitos Extendidos.

Em WELLS & SLUYS (2001), também se utiliza o enriquecimento da parti¢ao de
unidade dos elementos finitos para simular a evolugdo da fratura, utilizando um modelo de
fratura coesiva. Os autores ressaltam a habilidade do modelo em permitir a propagacdo da
fratura independentemente da estrutura da malha, a insensibilidade dos resultados ao
tamanho do elemento e a possibilidade de modelar uma fratura curva. A eficiéncia
computacional ¢ assegurada pelo fato de que apenas os nos proximos a fratura devem ser
enriquecidos, de modo que a dimensdo global do sistema ndo ¢ aumentada de modo muito
significativo.

Uma aplicacdo do MEFG a analise de estruturas de concreto sob efeito de dano
encontra-se em BARROS (2002). Em sua tese, o autor também desenvolve um estimador

de erro aplicavel ao MEFG, tanto para analises lineares como nao-lineares.

2.3.2 Formulac¢ao geral

Enquanto no Método das Nuvens hp a regido de influéncia (@;) de um né €

definida como uma regido circular (ou poligonal) em torno daquele nod, no MEFG,
aproveitando-se da malha de elementos, a regido de influéncia (nuvem nodal) serd o

conjunto de elementos que tém aquele n6 como vértice, como ilustra a figura 3.
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Em cada nuvem, a particao da unidade (PU) fica determinada pelo conjunto das
funcdes de forma dos elementos finitos que compdem a nuvem e associadas ao no base.
Com isso, a continuidade entre elementos serd da mesma ordem das funcdes de forma
adotadas. Por sua vez, o enriquecimento da aproximagdo em cada nuvem ¢ realizado pela
multiplicagdo da PU associada a cada n6 base por funcdes de interesse, polinomiais ou
especiais, com vistas a definir uma melhor aproximacao local.

Portanto, também no MEFG define-se uma familia de fungdes atreladas aos nos:
3y =4g, 9, . j=1..,n;a=1,..,1(j)} (44)
na qual:

n € o namero total de nos.

p ¢ o grau polinomial da familia de fungdes.

¢; sdo as fungdes de forma (PU) referentes aos nés j=1,...,n.

S € a funglo de indice a que multiplica (ou enriquece) a fungdo de forma

atrelada a cada né de indice ;.

1(j) € o contador para o numero de fungdes adicionadas a cada n6 de indice ;.

' [ ] nuvemdond A- wy
B v |:| nuvem do né B - wp

Figura 3 - Nuvens de influéncia no MEFG (caso bidimensional)

Nota-se, porém, que quando as funcdes de forma (particido de unidade) dos
elementos finitos sdo polinomiais (o mais usual) e as fungdes enriquecedoras da
aproximac¢do também o sdo, ha uma grande probabilidade de que as fung¢des da familia
gerada sejam linearmente dependentes. A demonstracdo da dependéncia linear num
elemento tetraédrico com fungdes de forma cuja base ¢ linear e as fungdes enriquecedoras

também o sdo ¢ realizada no Apéndice A. O uso de uma familia de fung¢des linearmente
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dependentes na aproximagdo dos deslocamentos faz com que as matrizes de rigidez dos
elementos também o sejam, assim como a matriz de rigidez global.

Pode-se evitar a ocorréncia de dependéncia linear na familia de fungdes
enriquecidas escolhendo-se fungdes PU que ndo sejam polinomiais. Caso isso ndo seja
possivel, ou mesmo desejavel, ha duas abordagens possiveis para resolver um sistema

linear Ku = f , onde K ¢ uma matriz positiva semi-definida:

- Usar um algoritmo direto para sistemas simétricos indefinidos, como o de DUFF
& REID (1983).

- Usar um algoritmo iterativo, como sugerido por STROUBOULIS et al (2000).

Segundo DUARTE et al (2000), para uma mesma malha e uma mesma ordem de
aproximagao, as matrizes de rigidez geradas quando se utiliza o MEFG apresentam um
grau de esparsidade menor do que aquelas geradas pelo MEF convencional, ou seja,
apresentam uma maior propor¢do de termos ndo-nulos. Entretanto, a menor dimensao das
matrizes do MEFG comparada as correspondentes matrizes do MEF compensa a
desvantagem do maior numero de termos nao-nulos, fazendo com que o tempo de solugdo

do sistema seja menor quando se utiliza o MEFG.

2.3.3 Formula¢ao de elementos tridimensionais no MEFG

No presente trabalho foi desenvolvida a formulacao de dois dos principais tipos de
elementos tridimensionais: o tetraedro e o hexaedro. A formulacdo do tetraedro ¢
apresentada no item 2.3.3.1 e a do hexaedro, no item 2.3.3.2. Para cada um desses
elementos, apresenta-se inicialmente a formulagdo considerando a aproximacao linear para
os deslocamentos e, posteriormente, a resultante do enriquecimento da mesma. As forgas

de volume foram desconsideradas na presente formulagao.

2.3.3.1 Formulagao do tetraedro.

A figura 4 apresenta a numeracdo adotada para os nds e as faces do tetraedro. As
fungdes de forma adotadas sdo as mesmas que representam as coordenadas adimensionais
de volume ¢, i=1,...,4, também chamadas coordenadas naturais. Elas sdo utilizadas para
aproximar tanto a geometria quanto o campo de deslocamentos, o que significa que os

elementos desenvolvidos sdo isoparamétricos. A deducdo da expressdo das coordenadas

adimensionais ¢ feita no Apéndice B, sendo sua forma geral a seguinte, sendo x, y e z as
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coordenadas de um ponto qualquer do elemento segundo um sistema cartesiano

triortogonal:

& =Vy+ax+by+cz,

(45)

Face 2

No 2

Face 3

No 3

Face 1

Figura 4 — Numeragao dos nds e das faces do tetraedro.

Os termos V;, a,, b, e ¢, da equagdo (45) sdo dados pelas expressdes seguintes,

fazendo-se uma permutacao ciclica dos indices i, j, k e /, correspondentes aos nlimeros

1,2,3¢e4.

(46a)

(46b)

(46¢)

(46d)
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Nas eqgs. (46), x;, ¥, e z;, para i=1,...,4, sdo as coordenadas dos nds do tetraedro
e 6 corresponde a seis vezes o volume desse elemento, o que se obtém calculando o

determinante dado a seguir:

1111
6y =" 2 B N 47)
N Vo Vi W

2.3.3.1.1 Tetraedro sem enriquecimento

Aproximacio da geometria:

Sendo x,,y, e z; as coordenadas cartesianas dos noés e &, as coordenadas
adimensionais de volume, com i=1,...,4, as coordenadas de um ponto qualquer do

tetraedro sdo dadas por:

=g (482)
y= Z vé; (48b)
=Yz (48¢)

Aproximacdo dos deslocamentos no interior do elemento:

Os deslocamentos u, v e w (nas diregdes x, y e z de um sistema de eixos

. . T ~ .
ortogonais, respectivamente), que formam o vetor {d } = { u v ow }, sdao aproximados

no interior do elemento por:

u=3ug (492)
V= i v, (49D)
w= 24: we (49¢)

i=1
Os parametros nodais u,, v, ¢ w, (i=1,...,4) constituem o vetor de deslocamentos

nodais do elemento { d, }lm , que é dado abaixo:
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T
d ={u1 ViOW U, v, W, Uy VW, U, w4} (50)

e

A matriz da aproximagdo do campo de deslocamentos [4],,,, é, portanto, a

seguinte:
£0 08 0 0& 0 0¢& 00
$=|0 & 00 & 00 & 00 & 0 (51)
00 &0 0&0 0 &0 0 &

A matriz [B],,,, que retine as derivadas parciais das fungdes de forma, é dada por:

(@, 0 0 a0 0 0 a O O a O O

0O 5 0 0 bb 0 0 b 0 0 b O
0 0 ¢ 0 0 ¢6 0 O ¢ O O ¢

B= (52)
b aa 0 b, a, 0 by a 0 b, a, O

0 ¢ b 0 ¢, b, 0 ¢ b 0 ¢, Db,

Como se pode ver na eq. (45), os termos a,, b, e ¢, correspondem as derivadas das

fungdes de forma (&,) em relagdo as coordenadas cartesianas x, y € z, respectivamente:

ai:%, i=1,...,4 (53a)
ox

bl.:%, i=1,...,4 (53b)
oy

,2%, i=1,...,4 (53c¢)
oz

Como se observa pelas eqs. (46b), (46¢) e (46d), esses termos sdo constantes no
dominio do elemento. Desse modo a matriz [B],,, ¢ constante e a expressdo de calculo da
matriz de rigidez do elemento, dada pela eq. (24), pode ser escrita dispensando-se a
integracao:

[R.].. =[B] D[B]V (54)

A matriz de rigidez calculada pela eq. (54) ¢ formada por um conjunto de 16
submatrizes (correspondentes as combinacdes de i=1,...,4 e j=1,...,4), de dimensdo
3x3, como ilustrado na figura 5.

Os termos de uma submatriz 3x3 genérica tém por expressao:

ABi-23j-2)= (aqact, +bbcty +cicicty))V (55a)
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ABi-23j-1)=(ab,ct, +ba,ct,)V (55b)
ABi-23)) = (ac,cty +cact)V (55¢)
AQBi-13j-2)=(bact, +ab.ct,)V (55d)
ABi-13j-1)=(aa,ct; +bbct, +cccty)V (55¢)
ABi-13)) = (becct, +cbicty)V (551)
ABi3j-2)=(cact, +ac;cty)V (55g)
ABi3j -1 =(¢hict, +becty)V (55h)
ABi3)) = (aa,cty +bbcty +cect))V (551)

sendo ct,, ct, e ct, dados por:

_ _ Ed-v)
ct,=(A+2u)= —(1 - (56a)
ety=r=— Y (56b)
(1+v)1-2v)
E
R TTI (56¢)

N O ~

ABi-2.3i-2) | ABi-2.3j-1) | ABi-23)

ABi-1,35-2) | ABi-1,35-1)| A3i-1,3)

AB3i3i-2) | ABiL35-) | AB43)

AN _/

Figura 5 — Estrutura da matriz de rigidez do elemento tetraédrico.

Aproximacado dos deslocamentos e do carregamento na superficie:

A aproximagdo, na superficie carregada (correspondente a um tridngulo), dos

deslocamentos e das forgas distribuidas aplicadas serd feita com base em coordenadas
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adimensionais de area (¢ ). A dedugdo da expressdo das coordenadas adimensionais de
area ¢ feita no Apéndice C, sendo sua forma final:
é’i:a?+a)ir+77is, (i=1,...,3) (57)
Na eq. (57), r e s sdo as coordenadas dos pontos da face do tetraedro segundo um
sistema cartesiano ortogonal, de localizacdo arbitraria no plano da face.

Os demais termos da eq. (57) sdao dados a seguir, fazendo-se uma permutacgio

ciclica dos indices i, j e k, correspondentes aos numeros 1, 2 e 3.

a; =(rs, ~7.5,)/24 (58a)
w; =(s;—5,)/24 (58b)
n =, —r)/24 (58¢)

sendo 24 o dobro da area do triangulo, calculado pelo determinante:

1 1 1
2d=n (59)
Sp S 8

Existe a necessidade de se definir quatro aproximagdes para os deslocamentos (u,

v e w) e os carregamentos (p,, p, € p.), correspondentes a cada uma das quatro faces.
Para cada face, apresentam-se a seguir a matriz de aproximagio dos deslocamentos [¢] 5,
e do carregamento [@]} ,,, que sdo iguais, € o vetor de parametros nodais de carregamento
do elemento {ﬁe}nxl‘ A contribuicdo do carregamento de cada face ao vetor de forgas

nodais do elemento ¢ calculada pela eq. (26), desconsiderando-se a parcela referente as
forcas de volume.
Face 1:
& 0 04, 0 0 ¢ 0 0 0 O0 O
p=¢"=0 & 0 0 & 0 0 & 0 0 0 O (60a)
0 0 g 0 0 & 0 0 & 000

P =tP% PV P7 P, PV P5, Py, vy Pz 0 0 O (60b)
Face 2:
& 0 0 ¢& 0 0 0O0O0C¢ 0 0
p=¢"=|0 {1 0 O 4“2 0O 0 0 0 O §3 0 (61a)
00 & 0 0 & 0000 0



{pe};ace2:{ﬁxl o bz opx, py, pz 0.0 0 px, py, pz}
Face 3:

000C¢ 0 0¢ 0 02¢& 0 0
p=¢"=l0 0 0 0 & 0 0 ¢ 0 0 & O
0000 0C¢ 0 0 0 0 ¢

{[_7 }fme3 000 px, p, pz, Py pys Pz PXy DYy D)
Face 4:

000¢ 0 0 & 0 0
p=¢"=l0 & 0 000 0 ¢ 0 0 & O
0000 0 & 0 0 ¢

{1_7 }/’ace4 i, v pz 0 0 0 pxy pyy pzy px, Py Pz
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(61b)

(62a)

(62b)

(63a)

(63b)

O calculo e a expressdo final do vetor de forcas nodais do elemento sdo

apresentados no Apéndice D.

2.3.3.1.2 Tetraedro com enriquecimento

Aproximacdo da geometria:

A interpolacdo das coordenadas dentro do elemento ¢ feita da mesma forma que

para o elemento nao-enriquecido, sendo dada, portanto, pelas eqs. (48).

Aproximacdo dos deslocamentos no interior do elemento:

A aproximacao para o campo de deslocamentos ¢ enriquecida pela adi¢do aos nos

de parametros associados a func¢des de enriquecimento que multiplicam as fungdes de

forma basicas (PU), como mostrado abaixo:

—

nf (uy) nf(uy) nf (u3) nf (uy)
u=¢glu + Zuljfj +&| Uy + zuﬁfj +&| Uy + zu;ﬁé +&| Uy + zuifj
oy oy ey o
v=_§| v+ zvljfvlj +&| v+ Z"éfvi +&| vy + zvéfvi +Ey| vyt sz{fvi
= = = =

j (64c)

o) nfw) nfow) i)
w=&l W+ D WS G Wt DL G i+ 2L [ Wk 2
JA J= J4 =

J (64a)

j (64b)

Admitindo-se que d se refira genericamente as deslocabilidades u, v ou w e i

aos nos do elemento (i =1,...,4), sdo validas as seguintes convencdes nas eqs. (64):
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nf'(d;) : nimero de fungdes enriquecedoras associadas ao deslocamento d dond i.
d/ : parametro adicional de indice j, associado ao deslocamento d dond i.

/. : fungdo enriquecedora de indice j, associada ao deslocamento d dono i.

Sendo o niimero total de parAmetros adicionais (d;) associados aos deslocamentos

nos (d,;) que definem um certo elemento indicado por npar, o vetor de deslocamentos

nodais do elemento {d,} ;... tem a seguinte estrutura:

(@ =fu W e W) (65)

e

A matriz de aproximacio dos deslocamentos [¢], tem seu trecho relativo ao

x (12+npar)

no i, i =1,...,4, apresentado abaixo:

g é:zf: éﬂ:ﬂ“ﬂ O 0 -- 0 o 0 - 0
¢=--- 0 0 - 0 3 fzfvl ézifvjzf(v,-) 0o 0 - 0o - (66)
0O 0 - 0 O 0 -- 0 & *fifwl; ;fw';f(w

J& o trecho relativo ao n6 i da matriz [B] ¢, 1, ppar) €

of , o £ |
4q; aifz} +& fui aiﬁf/(u') +§,fu7 0 0 0 |
' ox ! ox i
of o e
0 0 0 b blfvl+§l fv bifvfff(vﬂJréL !
' oy ‘ oy i
0 0 0 0 0 0 :
. a 1 ) a nf (u;) a 1 , a nf(v;) :
bi blful _H; ﬁt,- bl.ﬁl'_’f(“")+§L a ajfj_,_éi e oa vf!f(v,-)_i_é:ifv% !
’ 0y l oy ’ ox i Ox i
a 1 ‘ a nf(u;) :
o aftvel i apmae i 0 0 :
' az ! az :
afl 8fﬂ/’(vi) i
0 0 0 ¢ cf +ETL oyl
L ' 0z ! Oz !
L0 0 0 -
i 0 0 0 .
| of! o £/
I G cl.fVIV +¢& fw[ cifvzf(“}i)—i_éfWi[
: ' aZ ! az
1 0 0 o 0 P (67)
i 0 o £
|a, al.fvl +& fw" aifvff(w)jLéL
: ' ox ! ox
i of! o £/
b oapee e g O
| ‘ Oy ‘ oy
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Calcula-se a matriz de rigidez do elemento enriquecido pela equacao (24), sendo

sua dimensdao (12+mnpar). Ela também ¢ formada a partir de um conjunto de 16
submatrizes (correspondentes as combinagdes de i =1,...,4 e j=1,...,4), como ilustrado
na figura 5. Porém, em fun¢do do enriquecimento, cada submatriz 3x3 do elemento nio-

enriquecido ir4d gerar uma nova submatriz expandida pela inclusao de linhas e colunas
referentes aos novos pardmetros nodais. Essa expansdo ¢ mostrada na figura 6, na qual, a
titulo de exemplo, o numero de fungdes enriquecedoras relativas aos deslocamentos u;, v,

e w, ¢é, respectivamente, 1, 2 e 0 e o nimero de fungdes enriquecedoras relativas aos

deslocamentos u sV ew, €, respectivamente, 2, 1 ¢ 0.

Submatriz do elemento Submatriz do elemento enriquecido
nao-enriquecido

/ﬁ’u; f//-ﬁ ,«r////ff@

//// //7/

Figura 6 — Expansao da submatriz 3x3 em funcdo do enriquecimento.

Cada termo da submatriz do elemento nao-enriquecido, cujas expressoes sao dadas
pelas egs. (55), d4 origem, portanto, a sua propria submatriz enriquecida, o que se indica
pelo esquema de cores da figura 6. Esses termos tém todos eles uma mesma expressao

geral, que ¢ apresentada no Apéndice E.

Aproximacdo dos deslocamentos e do carregamento na superficie:

Utilizam-se as coordenadas adimensionais de superficie, definidas pelas eqgs. (57),
(58) e (59), sendo necessario definir aproximagoes distintas para cada face. A aproximagao

do carregamento ¢ exatamente a mesma adotada para o elemento ndo-enriquecido. Para as
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faces contadas de 1 a 4, a matriz [¢]§’x12 ¢ dada, respectivamente, pelas egs. (60a), (61a),

(62a) e (63a) e o vetor de parametros nodais de carregamento {f?e}ml, pelas egs. (60b),
(61b), (62b) e (63Db).

A matriz da aproximagdo dos deslocamentos [#] referente a cada face do

3x(12+npar)
elemento ¢ apresentada no Apéndice F, onde também se apresenta a contribui¢ao de cada
face ao vetor de for¢as nodais, utilizando a eq. (26) .

A integragdo no volume do tetraedro ¢ feita com base em pontos de Gauss
definidos especialmente para esse elemento, como em JINYUN (1984). A integracdo na

superficie ¢ feita com base em pontos de Gauss dados por COWPER (1973).

2.3.3.2 Formulacao do hexaedro.

A figura 7 apresenta a numeragdo adotada para os nods e as faces do elemento
hexaédrico, assim como a orientagdo do sistema local de eixos do mesmo, com base em

coordenadas adimensionais (&,7,y) .

W
4 n
né 8 n°7/1
| F 1
q AP
. face4 ).
. 2 _7_’_|
facel6 / e
1 ,
7z ] ¥ d
pid | 1 4 4
i P 1 no e
no 5 : —
" face 5, A £
| B S —»
// 7 d 1 r
P no 4] face 3 no 3
:/// 1
face 2 PR L __L
. _face 1
no 1 noé 2

Figura 7 — Elemento hexaédrico — nds, faces e sistema de eixos adimensionais.

2.3.3.2.1 Hexaedro sem enriquecimento.

Aproximacdo da geometria e dos deslocamentos no interior do elemento:
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Adota-se como sistema de referéncia o cartesiano triortogonal de eixos x, y e z.

O elemento hexaédrico desenvolvido é também isoparamétrico, pois como se pode ver nas
equacdes abaixo, as funcdes de forma utilizadas na aproximagdo das coordenadas

cartesianas e dos deslocamentos sdo as mesmas:

8

x=Y N (682)
y= Z‘ N.y, (68b)
z= iN[zi (68¢c)

Y N, (692)
v=>"Ny (69b)

w=Y Nw (69¢)

Nas egs. (68), x;, y, € z,, para i =1,...,8, sdo as coordenadas dos nos do hexaedro
em relagdo ao sistema de eixos cartesianos, enquanto nas egs. (69), u,, v, e w,, com

i=1,...,8, sd0 os pardmetros nodais de deslocamento.

As fungdes de forma utilizadas na aproximagdo sdo as trilineares lagrangianas,

dadas abaixo:

N =(1-8)d-m(1-y)/8 (70a)
N, =1+ (A-m1-y)/8 (70b)
Ny =(1+5)A+md-y)/8 (70c)
N, =(1=-8)1+m1-y)/8 (70d)
Ny =(1-5)(A-m+y)/8 (70e)
Ng=(1+5)A-mA+y)/8 (70f)
N; =(1+5)A+n)(1+y)/8 (70g)
Ny =(1-9)A+mA+y)/8 (70h)

Nas egs. (70), —1<&<+1, —1<np<+1 e —-1<wy <+1 sdo as coordenadas

adimensionais do hexaedro, mostradas na figura 7.
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Os deslocamentos u, v ¢ w dados na eq. (69) compdem o vetor de deslocamentos

{d},,,, sendo o vetor de deslocamentos nodais do elemento {d, },, , dado por:

deT = { . vi W U Vv, W, Ug vy Wy } (71)
A matriz da aproximagdo dos deslocamentos [#],,,, ¢ dada, portanto, por:
N O 0 N, O 0 -~ N 0 O
$¢=/0 N O O N, O 0 N, O (72)
o 0 N O O N, - 0 0 N
E a matriz de aproximagdo das deformagoes, [B],,, , ¢ dada a seguir:
N, 0 0 o, 0 0 oV 0 0
ox ox ox
0 N, 0 0 o, 0 0 ONy 0
0y oy 0y
0 0 % 0 0 ﬁévz 0 0 62/8
B— z z ‘ 73
N, ON, N, N, oN, N, (73)
gy  Ox gy Ox oy ox
N, N N, AN, AN, oy,
0z ox Oz ox Oz ox
0 ON, ON, 0 ON, ON, 0 ON; ON,
| 0z Oy 0z oy oz 0Oy |

Para obter as derivadas parciais das funcdes de forma (que sdo dadas em

coordenadas adimensionais) em relagdo as coordenadas globais, utiliza-se a relagio:

ON, N,
o o¢
N, =T N, ,i=1,..8 (74)
oy on
||,
0z oy
sendo [J],,, o Jacobiano da transformacio de coordenadas, dado por:
o o &
o 05 0
on on 0n
& o e
|0y ody Oy |

A matriz de rigidez do elemento ¢ calculada utilizando a eq. (24). Ela ¢é constituida

por 64 submatrizes (correspondentes as combinagdes de i =1,...,8 ¢ j=1,...,8), possuindo
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cada uma dessas submatrizes dimensdo 3x3. A figura 8 ilustra a estrutura da matriz de

rigidez.
j=1 j=2 j=3 j=4 j=5j=6 j=7 j=8
= n Submatriz 3x3
i=1
1=2 C -2,3-j-2)|A(3-i-2,3-j-) A(3-i—2®
i=3
i=4 L] of ABi-1,3-j-2) |AB-i-1,3-j-1)| A3-i-1,3-j)
i=5 —
i=6 A(34,35-2) | A34,3-j-1) | A3i,3))
i=7 _/
i=8

Figura 8 - Estrutura da matriz de rigidez do elemento hexaédrico.

A submatriz 3x3 genérica mostrada na figura 8 ¢ formada pelos seguintes termos:

ON, ON, ON,
ABi-2,3j-2)= jaN q+aN g+aN’ Let, |dv
ox Ox oy Oy 0z 0z
oN, ON,
ABi-2,3j-1)= j[%ﬁ - -+iy a’cg]dV
X y Y X
ON, ON, ON, ON,
~2,3) j cty |dV
) 0z Oz Ox
aN 8]\/ aN _ON,
A(3i-1,3j-2)= E—et, |av
oy 8x 8x oy
oN, oN, ON,
ABi-1,3j-1)= ON T o, 4 O, N ar
v\ Ox Ox 6y 8y OZ oz
0N,
AQBi- 13,=j£ ct, + N ’cngV
A4 0z Oy
ON ON,
A(3i,3j-2)= N, fc5+§ﬁh Let, |dV
v\ 0z Ox ox Oz
0N, 0N,
A3,3j-1)=] ON Y oy WOV ar
»\ 0z Oy oy 0z

(76a)

(76b)

(76¢)

(76d)

(76¢)

(761)

(76g)

(76h)
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A(3,37)=|

Vv

ctlJ av (76i)

ON,ON,  aN,oN,  oN, oN,
cty + cty +
ox Ox oy Oy 0z 0Oz

sendo ct,, ct, e ct; dados respectivamente pelas egs. (56a), (56b) e (56c¢).

As integrais acima s3o calculadas numericamente. Para permitir a utilizacdo de
pontos de Gauss, alteram-se as variaveis de integracdo, passando do sistema global
(x,y,z) para o adimensional (&,n,). A expressdo utilizada para calcular a matriz de

rigidez, dada em (24), passa a ser a seguinte:

R = TTTBTDB|J| dédndy (77)

-1-1-1

sendo |J | o determinante do Jacobiano dado pela eq. (75).

Aproximacio dos deslocamentos e do carregamento na superficie.

Faz-se uma aproximagao distinta para cada face do hexaedro. Em cada uma delas,

adota-se um sistema de eixos bidimensionais (7,s ) no plano da face, de origem arbitréria,
em fun¢do do qual definem-se as coordenadas nodais (7, e s;, i =1,...,4). Também para
cada face define-se um sistema de eixos adimensionais (¢, ), ao qual se associam fungdes

de forma bilineares lagrangianas, dadas abaixo:

N, = 1-6)1-9) (78a)
N, = %(1 +¢)1-9) (78b)
N, = %(l +¢)1+9) (78c¢)
N, = i(l &)1+ 9) (78d)

A aproximacao para as coordenadas r e s ¢, portanto:

r= Z’?Ni (79a)

s=) s8N, (79b)

Os sistemas de eixos (r,s) ¢ (£,9) sdo mostrados na figura 9. O Jacobiano da

transformagao entre esses sistemas de coordenadas ¢ dado por:
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or O
el w (80)
09 09
9
A
4 3
S
4
>

Figura 9 — Sistemas de eixos no plano das faces do hexaedro

Os deslocamentos u, v e w sdo aproximados, em func¢do dos valores nodais de
I,....4 e f=1,...,6) e das fungdes de forma

deslocamento de cada face (u/,v/ e w/, i=
dadas pelas eqs. (78):
u=Su'N, (81a)
i=1
4
v=>Vv/N, (81b)
i=l1
81c)

Os deslocamentos referidos as faces sdo os proprios deslocamentos nodais que

formam o vetor d, dado em (71). A tabela seguinte apresenta, para cada face do hexaedro,

a correspondéncia entre o indice referente a face e o indice referente ao elemento.
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Tabela 1 — Correspondéncia de indices dos deslocamentos (nas faces € no elemento)

Indice relativo a face
1 2 3 4
Para cada I I 2 3 4
face 2 1 2 6 5
indice 3 2 3 7 6
relativo ao 4 3 4 8 7
elemento 5 4 1 5 8
6 5 6 7 8

Apresentam-se a seguir para cada face do hexaedro:

- As matrizes de aproximagdo dos deslocamentos [¢],,, e do carregamento

[¢p]3x24 , que sdo as mesmas.

- O vetor de parametros nodais de carregamento {1_7@} il -

Face 1:

NN O ON O 0 N O O N, 0 01
$=¢"=/0 N, 0 0 N, 0 0O N, O 0O N, 0|

0O 0NN O 0 N, 0 0 N, O 0 NI

{0 00000O0O0O0O0O0O0

1000 00O0O0O0O0O0O0O (82a)

100 000O0O0O0O0O0O0O0
Pt wa=loe v Pz Py, Py Pz opx pyi pzopy py, P

{00 000OO0OO0OO0O0 0 0 (82b)
Face 2:

NN O O N, 0 0 0O0O0OO O
$=¢"=/0 N, O O N, O 00 0 0 0 O}

0O 0NN 0 0O N, 00O0O0O O

‘N, 0 0 N, 0 0 0000 OO0

0 N, O 0O N, 0 0000 0O (83a)

0 0 N, 0 O N, 0000 00

N
w

{l_?e}faceZZ {pxl pyl le px2 pyz pZ2 O O O 0 0 0 i

| pXs pys pzs pXg pys pze 0 0 0 0 0 O (83b)
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Face 3:

(84a)
(84b)
(85a)
(85b)
(86a)
(86b)

—_—— ~= _——— A~ .~
0 o0 o0
S N N < N
)
. S N R
|||||||||| 1 s 1 1
(e (e (e © =) ~ 0
o o <t —
o o o - © o o =N S c o <= s &
c o o X Y
o o o o s ¥ o -
N N < o0 ) - ) [e) (@] 0
o o o o o o QN S = o VUM m, = = VM ml ..........
- - ° s o - < o o o
co s °°= £ & = o o = o z e e =e° =
X NOR < o o o
g N o o o o o o =
o o - o o
o ='o = Y S o = IS < o o o
S = A S oo ooo _ o
~ = o o — o Nw o ~ o o o
> © o S S © =z < c oo © o o =
¢ A . s f > o oo
00N100N4 NlOONOOPP S oo oo _ © - - o
~ O
N I o o o o o o o o o
o= o © = o S c oo <9 ©o © < c o o
o © o oo © o o _ "
XY mm o oo © o o i g, o o o
<t
- o O (N8 o (a) ~ o
= o o = o oo © © © S o=z <9 e = . o o o
o < o < =R
o o o o o < o o o o o < ~ o S o o o
s © o o Sz o <9 =°
o oo e < © o oo < < =~ o o o
o o ~ «© S
c 0o © o o & T c 0o o © o o =2 T so o =<9 ° 5 o o o
i [ e [ T N [ = —
[ : o 1 Lo ‘ g ]
S <t 5 Vo) S O
< <
- = ° - ° - ° -
Il _Dm % Il N % Il _e % Il
= —~ [ = - [ = - [ SN
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N, N,

o =2 o
=2 o o

&~

0 O
N, O
0 N

(87a)

W

o o =
o 2 o
o o =
o 2 o
2 o o

0
0

=2 o o

0
0

%)

(P} pees=10 00 000000000

| PXs  pVs DZs DXg PV DZg DX, PY; PZ; PXg Pl pZS} (87b)

O vetor de forcas nodais do elemento ¢é calculado com a eq. (26), desconsiderando-
se as forgas de volume. A contribui¢do de cada face para o vetor de forcas nodais ¢
apresentada no Apéndice G.

2.3.3.2.2 Hexaedro com enriquecimento.

Aproximacio da geometria:

As coordenadas no interior do elemento sao interpoladas do mesmo modo que no

caso do hexaedro ndo-enriquecido, fazendo-se uso, portanto, das egs. (68).

Aproximacio dos deslocamentos no interior do elemento:

O enriquecimento do campo de deslocamentos ¢ feito de forma analoga ao que foi
realizado com o tetraedro, ou seja, adicionando-se novos parametros vinculados aos

deslocamentos dos nos, associados a fung¢des que multiplicam as fung¢des de forma

originais:

8 )

w= N+ > ulf]) (88a)
i=1 j=1
8 nf (v;) o

v=2 N+ D v/ ) (88b)
i=1 j=1
8 nfw)

w= N+ > w/ 1)) (88¢)
i=1 j=1

A convengdo adotada nas eqs (88a), (88b) e (88c) ¢ a mesma adotada nas eqs.
(64a), (64b) e (64c) para o tetraedro enriquecido. Também para o hexaedro se denomina

npar ao numero de novos parametros (em cada elemento) relativos ao enriquecimento.

O vetor de deslocamentos nodais {d,} ;. do elemento tem a seguinte
estrutura:

a7 ={u w0 v e e W ) (89)

sendo o trecho referente ao n6 i, i =1,...,8, da matriz da aproximag¢ao dos deslocamentos

[¢]3x(24+npar) dado abaiXO:



N, N
g=|=0 0
0 0

]\][ fu’ff(ui) 0 0
N, Nf,
0 0

0
0

0 0 0
N*i fvflf ;) 0 0
0 N, N,
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0
0
]Vifv:l[f(wi)

(90)

O trecho relativo ao n6 i, i=1,...,8, da matriz de aproximagdo das deformagdes

[Bls (241 mpary » € dado abaixo:

o,
ox
0
0

0
ON,
oz
0
ON,
ox
ON,
ay

o,
ox

%fl

ON,

_lj;1+

ON,

_’f;1,+

0z

oN,
0z S
oN,
Ox S
ON.
=
Y

fa

a 1
+ N, S
Oox

of!

o,

nf (u;)
ox S +A

" Ox
0
0
£ 4N,

1

N,
oy

oN; Fr 4N,
oz "% Oz

oy

0 .
ON af;’;/‘(vi)

+ N,
oy

o,

i

i)
Y+ N
Oy 1

0
ON,

Oy

afﬂf(v[)
Ni Y S

" Ox
val

ifn/'(vi) +
ox Ox

0
aNi aff!f(V,)

' Oz

0

0
al
+ N, I,

Fren 4y e

0z "oz

0

0
ON

' Oz
0

al
+ N, I,

ifmr,-!if(W[)‘i'N‘ Wi
0

Oz

oN,

" Ox

ox " " ox
ON.

a 1
+ N, I,
Oy

oy " "oy

afnf(uf)
u;

af'lf(uf)
U;

8fnf(u,-)
Ui

afnf(wl-)

£ 4N,

i f’lf(Wf) + N

oD

Assim como ocorre com o elemento ndo-enriquecido, a matriz de rigidez do

hexaedro enriquecido, calculada pela eq. (24), ¢ também formada por um conjunto de 64

submatrizes (correspondentes as combinagdes de i =1,...,8 ¢ j=1,...,8), como ilustrado

pela figura 8.
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De modo analogo ao mostrado para o tetraedro com enriquecimento na figura 6,
cada uma dessas submatrizes ¢ formada a partir da expansdao de uma matriz 3x3 original,
dada pelas eqgs. (76), pela inclusdo de linhas e colunas referentes aos novos parametros
nodais. Cada termo da submatriz original gera, portanto, a sua propria submatriz, formada

por termos que possuem uma mesma expressao geral, o que se mostra no Apéndice H.

Aproximacdo dos deslocamentos e do carregamento na superficie:

A aproximacao ¢ feita separadamente para cada face do hexaedro. Adotam-se um
sistema auxiliar de coordenadas (r,s) e um sistema de coordenadas adimensionais (§,9),
conforme mostrado na figura 9. As fun¢des de forma relativas as coordenadas
adimensionais (N,, i=1,...,4) sdo dadas pelas eqs. (78), enquanto a aproximacdo das
coordenadas » e s no plano das faces ¢ definida pelas egs. (79).

A aproximagdo para o carregamento nas faces ¢ idéntica aquela apresentada para o
elemento ndo-enriquecido. Para as faces do hexaedro de 1 a 6, as matrizes ¢” sdo dadas,
respectivamente, pelas egs. (82a), (83a), (84a), (85a), (86a) ¢ (87a); também para as faces
de 1 a 6, os vetores dos parametros de carregamento p, sdo dados pelas egs. (82b), (83b),
(84Db), (85b), (86b) e (87b), respectivamente.

Ja a aproximagao para os deslocamentos ¢ enriquecida, como mostrado abaixo para

uma face f, f=1,...,6:

4 oy

u=y N@ + ) u;’fﬁjf) (92a)
i=1 j=1 !
4 welh

V=2 NO/+ Y v ) (92b)
i=1 Jj=1 !
4 vy ;o

w= Y Nw + > w'f) (92¢)
i=1 j=1 !

Nas eqgs. (92), verifica-se que os indices dos deslocamentos nodais (i) estdo
referidos a numeragao dos nés em cada face, que variam de 1 a 4, como na figura 9. Para
que se obtenham os indices dos deslocamentos com referéncia ao elemento, deve-se
consultar a tabela 1. A partir dai, podem-se obter as matrizes de aproximac¢do dos

deslocamentos nas faces [¢] que sdo apresentadas no Apéndice 1.

3x(24+npar) °
No Apéndice J, calcula-se a contribuicao de cada face ao vetor de forgas nodais do

elemento, utilizando-se a eq. (26).
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3 PLASTICIDADE

3.1 Historico

Considera-se usualmente como marco inicial da teoria da plasticidade o artigo de
TRESCA (1864) sobre a extrusdo de metais, em que o seguinte critério de plastificagado foi
pela primeira vez proposto: um metal deforma-se plasticamente quando a maxima tensao
de cisalhamento atinge um valor critico.

SAINT-VENANT (1870) introduziu as relagdes constitutivas, no estado plano, de
um material rigido-pléstico. Em seu artigo, propde-se uma regra de fluxo através da qual os
incrementos de deformagao se ddo segundo as dire¢des dos eixos principais de tensao.

VON MISES (1913) apresenta um critério de plastificacdo que tem como base a
limitagdo sobre a tensdo octaédrica de cisalhamento (ou o invariante de tensdes

desviadoras J,). Em 1928, este mesmo autor fez uma generalizagdo de seu trabalho

anterior para permitir a adogdo de uma funcao de plastificacdo arbitraria. Além disso,
apresentou uma relagdo entre a direcdo da deformagdo plastica e a superficie de
plastificacdo, definindo a regra de fluxo pléstico.

PRANDTL (1924) incluiu nas equagdes desenvolvidas por Saint-Venant/Von
Mises a componente elastica da deformagdo, conceituando o modelo elastoplastico, e
REUSS (1930) fez a extensdo para o caso tridimensional.

Nos trabalhos citados anteriormente, a énfase recaiu sobre o comportamento rigido
ou elastoplastico perfeito. Relacdes constitutivas para materiais que apresentam o
fenomeno do encruamento positivo (hardening) foram desenvolvidas mais lentamente,
podendo-se citar a contribui¢do de MELAN (1938).

As décadas de 1940 e 1950 foram um periodo de intenso desenvolvimento de
conceitos basicos da chamada Teoria Classica da Plasticidade em Metais.

PRAGER (1949), independente do trabalho de Melan, estabeleceu relagdes
constitutivas para materiais com encruamento e superficies de plastificacdo regulares.
Foram formulados e discutidos os conceitos de fun¢ao de carregamento (ou plastificagdo),
de condi¢do de carregamento ou de descarregamento, a condicdo de consisténcia e a de
irreversibilidade da deformacao pléstica. A inter-relacdo entre a convexidade da superficie
de carregamento, a regra da normalidade em relagdo ao incremento de deformagao plastica
e a unicidade da solugdo do problema de valor de contorno associado foi claramente

estabelecida.
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A partir desses conceitos, DRUCKER (1951) propés o chamado Postulado da
Estabilidade de um material, o que permitiu provar a unicidade da solucdo tanto para

materiais elastoplésticos perfeitos como para os que sofrem encruamento positivo.

3.2 Conceitos basicos

Em nivel macroscopico, pode-se caracterizar o comportamento plastico de um
material pela ocorréncia de deformagdes irreversiveis, ou seja, ndo recuperaveis,
observadas num ciclo de carregamento e descarregamento. Usualmente, o material
apresenta um nivel de tensdo denominado tensdo de plastificagdo, que uma vez atingido
pode levar a ocorréncia de deformagdes plasticas.

Materiais elastoplésticos perfeitos sdo aqueles nos quais a tensdo jamais excede a
tensdo de plastificagdo e uma vez que esta seja atingida e mantida arbitrariamente, toda a
deformacio adicional que passa a ocorrer ¢ exclusivamente de natureza plastica. E o que se
mostra na figura 10, no caso de tragdo uniaxial.

Materiais cuja tensdo pode aumentar além da tensdo de plastificacdo (usualmente
denominada nesse caso de limite eldstico) apresentam o fendmeno do encruamento
positivo, como mostrado na figura 11.

Nos materiais em regime elastoplastico, a deformagao total ¢ composta por parcelas
plastica e eldstica. Nesse regime ndo ha uma correspondéncia univoca entre tensdo e
deformacgao, sendo necessario o conhecimento da historia de carregamento, caracterizada

pelo nivel de deformagao plastica acumulada.

Tensdo de
plastificagdo

&
>
I | |
[ T |
Parcela de Parcela de
deformagdo plastica  deformacdo elastica
recuperavel

Figura 10 - Relacdo constitutiva elastoplastica perfeita
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Limite elastico
inicial

&
>

Parcela de deformagdo Parcela de deformagdo eléstica
plastica no regime de encruamento

Figura 11 — Relagdo constitutiva elastoplastica com encruamento.

3.3 Formulagao

Apresenta-se inicialmente a formulagdo do comportamento elastoplastico para o
caso unidimensional. Sao apresentados os dois modelos basicos desse comportamento - o
elastoplastico perfeito e o elastoplastico com encruamento. A generalizacdo para o caso
tridimensional ¢ feita na seqiiéncia. Uma referéncia para os desenvolvimentos aqui

apresentados ¢ SIMO & HUGHES (1997).

3.3.1 Comportamento elastoplastico unidimensional.

Admite-se que a deformacao total (&) possa ser desmembrada em duas parcelas:
elastica (&°) e plastica (&”), conforme mostra a eq. (93).

e=c-¢’ (93)

Sendo a tensdo dada por o e sendo £ o mddulo de elasticidade longitudinal do
material, a relacdo constitutiva é dada por:

oc=Es*=E(e—-¢&") (%94)

A relacdo acima pode ser escrita em termos de taxas, admitindo-se que a tensdo e as
deformacdes plastica e elastica sejam fungdes continuas no tempo:

c=Es* =E(—-¢&") (95)

. do . de de?
sendo 6=—, 6=—¢
dt dt dt
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3.3.1.1 Comportamento elastoplastico perfeito

No modelo elastopléstico perfeito, a tensdo ndo pode exceder, em valor absoluto, o

valor da tensdo de plastificagdo o, . Isso se exprime através do seguinte critério de
plastificacdo, que define o intervalo de tensdes admissiveis:
f(o)=lo]-0,<0 (96)
A evolucdo da plastificagdo (£” #0) ocorre apenas se f(o)=0, ou seja, se
|0'|:ay. Caso f(0)<0, ou seja, se |0'|<0'y a resposta imediata do material ¢

exclusivamente elastica (&=¢°, &7 =0). Usualmente, denomina-se 4>0 ao valor do
moédulo da taxa de deformacao plastica. Portanto, valem as relagdes:

&P =1,caso o= o, (97a)

&P =-1,caso 0 =—0 (97b)

y

De modo compacto, pode-se escrever:

&P = Asign(o) (98)
sendo sign(o)=+1,se 0>0 e sign(c)=-1,se 0<0.

Entre A e f ha claramente uma condi¢do de complementariedade, expressa na
forma:

Af =0 99)

Porém, um estado de tensdo tal que f(o)=0 ndo implica obrigatoriamente em

evolugio da plastificagdo. E necessario verificar a variagdo da fun¢io f mno tempo
. of . , ~ . ~ .
(f =5). Caso f =0 e f =0, havera evolucdao da plastificacdo pois o novo estado de

tensdo se mantera sobre o nivel limite o, e, portanto, A>0. Caso /=0 e f <0,

configura-se uma situagdo de descarregamento e, portanto, A =0 (ndo ha variagdo da
deformacdo pléstica). A figura 12 ilustra as possibilidades descritas. Com isso se

estabelece a chamada condi¢ao de consisténcia, dada por (100):
A =0 (100)
A condi¢do de consisténcia permite obter uma expressdo para A impondo-se
f = 0. Utilizando-se as egs. (95), (96) e (98), tem-se:

_ 9 o0 9o

= = & = sign(c)E(é — ") = sign(c) E¢ — sign(c) EAsign(c) = 0
do ot Ooc

s
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Uma vez que [sign(O')]2 =1, obtém-se:

A =sign(o)e (101)
Substituindo-se a eq. (101) na (98), chega-se a expressdo da deformagdo plastica:
el =¢ (102)

A eq. (102) indica que, no escoamento, todo o acréscimo de deformagdo ¢ plastico.

£=0,f=0,A>0
y >

=0, f<0,A=0

Figura 12 — Comportamento elastoplastico perfeito

3.3.1.2 Comportamento elastoplastico com encruamento

Neste caso o intervalo elastico inicial se altera com a evolucao da plastificacdo, seja
em tamanho, posi¢do ou numa combinagdo de ambos.

O encruamento ¢ chamado isétropo quando ocorre uma expansao do intervalo
elastico de modo simétrico ao seu centro. Normalmente, postula-se que o encruamento seja
uma funcdo da deformagdo plastica acumulada (encruamento por deformacao). Caso seja
diretamente proporcional ao mdédulo da deformacao plastica, o encruamento isotropo € dito

linear, como ilustrado na figura 13. Para este caso, a fungdo de plastificagdo tem por

expressao:

f(o,a)=|o|-(c,+Ka)<0 (103)
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Na eq. (103), K ¢ chamado moédulo plastico de encruamento isétropo e & ¢ uma

medida da deformacao plastica acumulada, definida conforme a expressao:

a zﬂé’"dt (104)

0

O modulo utilizado na eq. (104) implica que a evolugdo da plastificagdo tanto na
compressdo como na tragdo produz encruamento, ou seja, um aumento do intervalo
elastico inicial.

De modo analogo as egs. (97a) e (97b), as condigdes sobre £” sdo agora expressas
por:

&P =1, caso oc=(o,+Ka) (105a)

&"=-1,caso o =—(o, +Ka) (105b)

A eq. (98) ¢ valida também neste caso.

Pode-se concluir das egs (105a) e (105b) que A :‘8’” ‘ E pode-se concluir da eq.
(104) que a = ‘ép ‘ . Portanto, chega-se a igualdade:

a=21 (106)

Utilizando-se agora a relagdo de consisténcia (A4 >0 apenas se f=0) e as egs.

(95), (98), (103) ¢ (106) , & possivel obter-se uma expressdo para A :

7 =L 6+ 9 G — sign(o)ELs - isign(o)]- KAi=0
oo ox

Isolando-se A, obtém-se:

i sign(o)E :

107
(E+K) (107)
Combinando-se as egs. (95), (98) e (107), calculam-se:

w__E g (108)
(E+K)

__EK . (109)
(E+K)

A relagdo define o modulo elastoplastico tangente, no trecho de

E+K)

encruamento, como se v€ na figura 13. Além disso, utilizando-se as eqs. (108) e (109)

chega-se a expressdo que da o significado fisico do médulo plastico K :
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K:i: 0o
gl og’

Portanto K ¢ a variagdo da tensdo em relagdo a deformacao plastica.

(110)

Figura 13 — Encruamento isotropo linear

O encruamento ¢ denominado cinematico quando o intervalo eléstico inicial tem
seu tamanho mantido, mas sua origem no espacgo das tensdes ¢ modificada pelo processo

de plastificagdo. Neste caso, a funcao de plastificacdo assume a forma:
f(o.q)=|o-¢|-0,<0 (111)
A variavel g da o deslocamento do intervalo elastico em relagdo a sua posi¢ao
original, sendo, também, uma funcdo da deformac¢do plastica. No caso de uma relagao
linear entre ambas, a lei de evolugdo do parametro g é:
qg=He" (112)
sendo a constante H denominada mddulo pléstico de encruamento cinematico.
Deve-se observar que o sentido da variagdo do pardmetro ¢ ¢ definido pelo sentido
do fluxo plastico. Como exemplificado na figura 14, uma plastificacdo devida a tracao

altera o limite elastico a tragdo para (o, +¢,) e reduz (em modulo) o limite elastico a
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compressao. Essa “assimetria” induzida pelo modelo de encruamento cinematico permite
reproduzir o chamado efeito BAUSCHINGER (1886).
Seguindo um procedimento analogo ao anterior, a taxa de deformacdo pléstica ¢

definida a partir das seguintes condigdes:

&P =1, caso c-q=0, (113a)

&P =—1, caso c—-q=-0, (113b)

Resumidamente, escreve-se:

&” = Asign(o —q) (114)
sendo sign(c—¢q)=+1,se (0 —q)>0 e sign(c—q)=-1,se (cd—q)<0.

Combinando-se as eqs. (112) e (114), pode-se escrever que:

g=AH sign(c - q) (115)

A expressdo para A ¢ obtida impondo-se f =0. Fazendo-se, entdo, uso das egs.

(95), (111), (114) e (115):

f= aaio" + Zlq' = sign(o — q)E[¢ — Asign(o — q)] - sign(o — q)HAsign(c —q) =0
o 0q

e isolando-se A, obtém-se:

P sign(c —q)E B

116
(E+H) (116)
Finalmente, com as egs. (95), (114) e (116), calculam-se:
o__ £ (117)
(E+H)
__EH (118)
(E+H)

sendo

E+H o modulo elastoplastico tangente, cujo significado esté ilustrado na figura
+

14. Por outro lado, utilizando-se as eqs (117) e (118), encontra-se a seguinte expressao
para o modulo plastico H :
o 0o

H=—=
gl og’

(119)
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_ EH
C(E+H)

Figura 14 — Encruamento cinematico

3.3.2 Comportamento elastoplastico tridimensional.

O modelo apresentado a seguir ¢ baseado numa generalizagdo daquele

desenvolvido para o caso unidimensional. Admite-se a decomposicdo aditiva do tensor
taxa de deformagao total (£ ) em parcelas elastica (£°) e plastica (£7).
E=g"+éef (120)
A relagdo constitutiva € expressa (em termos de taxas) por:
c=Cc" =C(¢-¢€") (121)
Na eq. (121), o ¢ o tensor de tensdes e C € o tensor constitutivo linear de quarta

ordem, dado por:
C=A1®1)+2ull (122)
Na eq. (122), I e IT s3o os tensores identidade de segunda e quarta ordens,
respectivamente, ¢ 4 e u sdo as constantes de Lamé, relacionadas com o mddulo de

elasticidade longitudinal £ e com o coeficiente de Poisson v por:
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A= LV (123a)
(+v)(1—2v)
E
0+ (123b)

Considera-se que o encruamento seja determinado por um vetor R. Este vetor ¢
funcdo da deformagdo pléstica (ou alguma medida associada) e envolve parametros do
material (como os mddulos plasticos H e K). Sua dimensdo varia conforme os tipos de

encruamento e os modelos considerados. Genericamente, tem-se:
R=R(e?;H,K) (124a)

R=R(V;H,K) (124b)

O critério de plastificacdo ¢ definido por uma funcdo f tal que:

f(o,R)<0 (125)

Para permitir uma representagao geométrica do critério de plastificagdo, ¢ usual
escrevé-lo em termos das componentes principais (o,,0,,0,) do tensor de tensoes.
Tomando-se como referéncia eixos associados as tensdes principais € considerando-se um
certo nivel de encruamento caracterizado por R, pode-se entdo representar a chamada
superficie de plastificacdo, ou seja, a regido que reune os pontos para 0s quais
f(o, R)=0.Eo que mostra a figura 15. Nota-se que pontos tais que f <0 estdo no

interior da regido definida pela superficie de plastificacdo e representam estados de tensao
correspondentes ao regime eldstico para um certo nivel de encruamento.
Na generalizacdo em questdo, admite-se que a lei de evolugdo do tensor de

deformacdes plésticas seja dada por:

&P =ir(o,R) (126)
sendo r(o,R) um tensor de segunda ordem que estabelece a dire¢dao do fluxo pléstico e
A >0 avariavel que da a “velocidade” da plastificacio.

Adota-se para o vetor R uma lei de evolugao do tipo:

R =—4h(o,R) (127)
que por incluir A representa uma forma particular da eq. (124b). Na eq. (127), h(o,R) é o

vetor que define uma dire¢do para R no seu espaco.

Caso se tenha f(o,R) <0, sabe-se, pela condicdo de complementariedade, que

A =0. Nessas condi¢des, conclui-se, de (126) e (127), que tanto a deformacio plastica
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quanto o encruamento nao evoluem (£” =0 ¢ R=0), ou seja, o ponto em questio esta no

dominio elastico.

Superficie de
plastificacdo

f(o,R)<0

Figura 15 — Superficie de plastificacdo no espaco das tensdes principais.

Caso se tenha f(o,R) =0, tem-se que A >0, ou seja, a plastificagio pode estar, ou
ndo, ocorrendo. Caso f (o,R) <0, a condi¢cdo de consisténcia impde que A=0, ou seja,

estd ocorrendo um descarregamento elastico. Caso f (o,R)=0, ha duas situagdes
possiveis:

- >0 - haevolucdo da plastificacdo e do encruamento.

- A=0 - ndo ha variacio na deformacio plastica ¢ no encruamento. As
componentes de tensdo mudam para uma outra posi¢cdo na superficie de plastificacdo,
constituindo um estado de carregamento neutro.

Da relagio de consisténcia, obtém-se uma expressdo para 1 >0:

J =ty S R=0

Utilizando-se as eqgs. (121), (126) e (127), obtém-se:

G JoC¢ (128)
(fo-Cr+fr-h)

Substituindo-se a eq. (128) em (126), obtém-se:

oo UsCOr 8 (129)
(Jo Crafah) (fy-Cr fx-h)

E com as eqgs. (128) e (127), obtém-se:
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_ (fo-Co)h (130)
(fo-Cr+fr-h)

Utilizando-se a eq. (129) e substituindo-a na eq. (121) ¢ possivel obter a relacao

c=C?¢,onde C? ¢ o tensor elastoplastico tangente de quarta ordem. Sua expressao ¢é:

C para A1=0

C =
(Cr®Cf,)

(fo - Cr+fr-h)

O tensor C? nao é, em geral, simétrico. Pode-se obter a sua simetria adotando-se

para A >0

as seguintes condi¢des, também denominadas regras de associatividade:

1) r = f,: é também chamada de regra da normalidade, pois implica em que o fluxo
de deformagao plastica tenha a dire¢@o da normal a superficie de plastificagao.

2) h=Dfg,sendo D a matriz dos modulos plasticos de encruamento.

Com a adogdo das condigdes referidas, garante-se que o denominador da eq. (128)

seja sempre positivo, visto que o tensor C ¢ positivo definido, bem como a matriz dos
moédulos plasticos de encruamento D. Por outro lado, como A >0, impde-se que
f. -Cg=0. Isso implica que no espaco das tensdes principais o angulo entre os vetores f,

e C¢ seja menor ou igual a 90° (conforme mostrado na figura 16).

Superficie de
plastificagdo

Figura 16 — Condicao de carregamento

As expressdes deduzidas até aqui podem ser aplicadas a diferentes modelos

constitutivos elastoplasticos, visto que nenhuma particulariza¢do foi feita a respeito da
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funcdo de plastificagdo adotada. Nos itens seguintes, apresentam-se dois dos modelos
elastoplasticos mais comumente utilizados, especialmente no caso de materiais metalicos,
que sdo o elastopléstico perfeito com fungdo de plastificacdo de von Mises e o modelo de

encruamento isotropo linear, também com critério de plastificagdo de von Mises.

3.3.2.1 Modelo elastoplastico perfeito — critério de von Mises

Adota-se a fun¢do de plastificagdo de von Mises, sem considerar o encruamento,

cuja expressao ¢€:

f=y2J, - %U,SO (131)

onde o, ¢ o valor da tensdo de escoamento do material num ensaio da tragdo simples.

Naeq. (131), J, € o segundo invariante do tensor desviador de tensdes (.S') e dado,

em fungdo deste, por:

IS|_¢s-5)

J. =
2 2

(132)
O tensor S ¢ obtido quando se extrai do tensor de tensdes o a sua parcela
hidrostatica (o,1):
S=o0-0,1 (133)
sendo o, dado pela equagdo:

o :(O-x-"o:;y_'_o-z):”;- (134)

Uma caracteristica do tensor desviador S € que seu traco € nulo.
Em termos de componentes genéricas do tensor de tensdes, o invariante J, tem a

seguinte expressao:

1
J2 :g[(o-x _O-y)z +(O-x _O-z)2 +(O-y _0-2)2]+ij +T§Z +Tiz (135)

No espaco das tensdes principais, a superficie de plastificagdo definida pelo critério

de von Mises ¢ um cilindro de raio gat cujo eixo corresponde ao eixo hidrostatico

(0, =0, =0, =0, ), como se mostra na figura 17.
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Observa-se que ¢ bastante usual que a expressao do critério de plastificagao de von

Mises seja dada pela fun¢do f =0, —-0,<0, na qual o, ¢ denominada tensdo

equivalente ou tensao de von Mises, dada por:

=37, (136)

FEixo
hidrostatico

Figura 17 — Superficie de plastificacdo de von Mises.

Considerando-se as relagdes (132), (133) e (134), o invariante J, pode ser escrito

em func¢ado do tensor de tensdes o como mostrado abaixo:

oL oy (137)

Substituindo-se a eq. (137) na (131), obtém-se:

= /||a||2 —%(my)2 —\Eq <0 (138)

Valendo a regra da normalidade, a evolucao do tensor de deformacdes plasticas fica
expressa na forma:

_ _ O'—;(tl"O')I 5.
el == =A—=An (139)

1 S
Jlot -ty W
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Na equacdo (139) o tensor n tem norma unitdria e da a direcdo do fluxo plastico.
Além disso, o tensor de deformacgdes plasticas apresenta trago nulo, o que implica em que a

deformacao plastica ocorre sem provocar variagdo de volume (€ um processo isocorico).

Para a obtengdo de A, parte-se da eq. (128), adotando-se r = /., =n (normalidade)

e h =0 (elastoplasticidade perfeita):

n-Ce
n-Cn

A= (140)

Aplicando-se a eq. (140) o tensor constitutivo dos mddulos elasticos dado pela eq.
(122) e fazendo-se uso do fato que trn=0 e que (n-n) = ||n||2 =1, chega-se a:

A=n-é (141)

Substituindo-se, entdo, a eq. (141) na (139), tem-se a expressdo da taxa de
deformagao plastica:

' =in=(n-&n=nmQn)é (142)

A expressdao da taxa do tensor de tensdes ¢ obtida substituindo-se a eq. (142) na
(121):

oc=Cle-(n®n)e]=C[I1-(n®n)le (143)
valida apenas caso 1 >0

Finalmente, a expressdo do modulo elastopldstico tangente, tal que o=C%¢,
resulta:

C, para A =0

C? =
CAI-n®n) =AU +2u(l1-n®n), para i>0

3.3.2.2 Modelo elastoplastico com encruamento isotropo linear — critério de von

Mises

O critério de plastificagdo de von Mises, considerando-se somente o encruamento

isotropo, passa a ser dado por:

f=\/E—\/g(o-[+R)SO (144)

No caso de uma unica forma de encruamento, como o isétropo linear, o vetor R
passa a apresentar uma Unica componente, de modo que assume uma natureza de variavel

escalar, dada por:
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R=Ka (145)
sendo que K tem o mesmo significado do caso unidimensional e a ¢ um parametro
relacionado a evolugdo da deformacgao plastica.

Utilizando-se a eq. (127), adotando-se a associatividade no encruamento (4 = Df},)

e sendo D = K, pode-se definir a lei de evolugdo de R :

R= —ZK(—\E) = Z\EK (146)

Comparando-se a eq. (146) com a expressdo da eq. (145) na forma de taxa no
tempo (R = K¢ ), obtém-se a expressio da lei de evolugdo do pardmetro o :

a=1 % (147)

A lei de evolugdao do tensor de deformagdes plasticas £” ¢ a mesma do caso
elastopléstico perfeito e ¢ dada pela eq. (139).
O calculo de A ird agora incluir os termos referentes ao encruamento. Utilizando-se

a eq. (144) e as condigdes de normalidade do fluxo plastico (r=f =n) e a

associatividade no encruamento (4 = Df}y ), chega-se, por meio da eq. (128), a:
A= ”—ng (148)
n-Cn+ 3 K

Aplicando-se a eq. (148) o valor do tensor constitutivo elastico de quarta ordem C,
dado por (122), e sendo validas as relagoes trn=0 ¢ (n-n)= ||n||2 =1, tem-se:

j=_"f& (149)

"

Com a eq. (149) na eq. (139), chega-se a expressao da taxa de deformacao plastica:

_ (n®n)e

A expressao da taxa do tensor de tensdes € obtida substituindo-se (150) em (121):

(n®n) (n®n)

ren) ~— =
[1+Kj [1+Kj
3u 3u

E a expressao do médulo elastopléstico tangente resulta, portanto:

& (150)

6 =C[é— é]=C[II - (151)
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C, para/i=0

C? =
_ (n®n) (n®n)

3l (3

Algoritmo para analise incremental-iterativa.

C[IT 1=AI QD) +2u(1- ), para >0

As expressoes apresentadas anteriormente sdo dadas em termos de taxas.
Apresentam-se agora as expressdes em forma de passo finito, mais adaptadas a uma anélise
ndo-linear incremental-iterativa. Adota-se um algoritmo de resolu¢do do tipo implicito,
constituido de uma etapa de previsdo e outra de corregao.

Por este algoritmo, uma vez conhecidas as varidveis que definem o modelo
constitutivo num passo n, admite-se que, no passo n+ 1, essas variaveis tenham evoluido
segundo um processo puramente elastico. E essa a etapa de previsdo. Caso se verifique que
houve evolugdo da plastificagdo € preciso corrigir as variaveis correspondentes ao passo
n+1 (etapa de corregdo).

As expressdes que definem o modelo constitutivo na sua forma incremental
implicita sao:

8n+1 = 8/’! + Agi’l

O, = C(8n+1 - grfﬂ)

gp n+l

n+l

— P —
=&’ +AAn_,,sendo n, ,, =

n+l 2

IS

n+l

I

1 gtro_nﬂ

a,, =a,+ \/ZA}L
3
2
| - \/;(O-t + Kan+1)

Na expressdo de f,,, utiliza-se a relagdo ||S|| =,/2J, , obtida da eq. (132).

fn+1 :|

Sn+l

Nas equacdes acima, A4 dé& a magnitude da evolucdo das varidveis associadas a

plastificagdo.
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Sendo conhecidos no passo n os valores de ¢,, Ag,, €’ e «,, tem-se os seguintes
valores das varidveis no passo n + 1, admitindo-se previsao eldstica (A4 =0).

oIy = el

a” =a

n+l n

n+1 C(8n+l :+lpr) C(gVH—I - 85)

SP =ol 1z‘ro—I

n+l n+1 3 n+l

Caso se tenha f*| <0, os valores de previsdo das varidveis estdo corretos para o

S

n+l

=Sr

n+l

n+1 _‘

passo n+1. Porém, se f >0, passa-se a etapa de correcdo dos valores previstos, uma
vez que essa condicdo ndo ¢ compativel devido a convexidade da funcdo f e indica

evolucdo da plastificacdo nesse passo. O que se faz basicamente € calcular o valor de AZ4

de tal modo que se tenha f,

n+l

= 0. Conhecido o valor de AA, atualizam-se os valores de
todos os demais parametros.

Inicialmente deve-se obter uma relagdo entre os tensores desviadores S, e S”,.

Aplicando-se o tensor constitutivo elastico, dado pela eq. (122), a expressdo de o

n+1 >
obtém-se:

= Atre

1+2ue,  —2ue’ 152
n+l n+l n

n+1

Substituindo-se a eq. (152) na expressao de S”, e sendo tr &’ =0, obtém-se:

Sro=2u(e,, —&)) (153)

sendo e ,, a parcela desviadora do tensor de deformagdes, dada por:

e. =& ltrg I (154)

n+l n+l 3 n+l

Substitui-se agora o tensor constitutivo dado por (122) na expressdo de o

n+1

o, =Altre, )I+2ue

n+l

—2ue’

n+l

(155)

sendo também nulo o trago de &’

n+l *

Aplica-se entdo a eq. (155) a expressdo de S, , obtendo-se:

n+l 2

Sn+l = 2;“(6;”1 - ganrl) (156)
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sendo e, , dado pela eq. (154).

n+l

Substituindo-se a expressdo de €7, na eq. (156), obtém-se:

Sn+1 = 2/'l(en+l - gp - AZJ’I’H_]) (157)

Da comparagdo das eqs. (153) e (157), obtém-se a igualdade:
S . =SSP —2uAn

n+l

n+l ( 1 5 8)

Da definicdo de n,,, obtém-se a relagdo: S :||Sn+1||nn+l. Substituindo-se esta
relagdo na eq. (158), pode-se escrever:
(A |+ 2uN)n,, =|S7 nr (159)

: SH .
De modo analogo a definig¢do de n,,,, adota-se n”, = H ’;1 . A partir da eq. (159)
n+l

podem-se extrair as seguintes relagoes:

pr

Moy =07 = S”*,l (160)
Srf)+l

1Sl ={S75 | - 2102 (161)

Impde-se agora a condigdo f,,, =0, substituindo-se na expressdo de f,,, a eq.

(161) e aexpressao de «, ,, :

Is::

n+l

—2/,1A/1—\/§(GI+K05”)—§KA/1=0 (162)

O primeiro e o terceiro termos da eq. (162) equivalem a expressdo de f”).

Isolando-se AA , tem-se :

pr
M=—TE (163)

Conhecido o valor de AA, atualizam-se «,,, e &’,; uma vez conhecido &’

n+l 2 n+l 2>

atualiza-se o valor de o ., .
Outra relacdo de interesse, na medida em que se usa um processo incremental-
iterativo do tipo Newton-Raphson, é a do tensor elastoplastico algoritmico tangente C”

n+l >

dado por:

CeP — ao-n+l

164
n+l ag ( )

n+l



A partir das expressoes de o, ,,

c,,=C¢., —Cs’—-AICn,,,

n+l
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e g’

n+l >

€SCreve-Sse:

(165)

A derivada parcial indicada na eq. (164) deve ser feita em relagdo a cada um dos

trés termos da eq. (165).
Em relagdo ao primeiro termo:

0(Ce,,))
a‘C"n+1

C

Em relacao ao segundo termo:

o(-Csl) _
oe

0

n+l

(166)

(167)

Antes de aplicar a derivada ao terceiro termo ¢ conveniente substituir no mesmo a

expressao do tensor C. O fato de que

tr(n,,,)=0 implica em que Cn,,, =2un, . Assim,

obtém-se:
-2 uA
a( H ﬂ“nnﬂ) — _2/1 AL anml + n,., ® OAA (168)
88114—1 agn+l 88114—1
, ) n, . OAA .
E preciso calcular os tensores —*= e . Utilizando-se a eq. (160), pode-se
agnH agiﬁl
escrever o primeiro na forma:
8 Snp:l
Sy 1asm 1, i
=Tl A 7S (169)
a(C"n+1 Syf:-] 68n+1 Srf—:l 8gn-i—l

A partir das egs. (153) e (154), pode-se escrever, fazendo-se uso de tensores de

quarta ordem:

St =24l =~ (1@ Dle,., - 24Tl (170)
De (170) resulta:

pr
%:2/,{1'[—1(1@1)} (171)
agnﬂ 3
Sendo HS{II = (S,f’jl -SSP )1/2 , pode-se escrever:
o|S” pr

watf] _ 1 1, 28Sn+1 s :2_“{1-[_1(1@1)}55:1 (172)

08,,, 2 Hsﬁl 08,1 St 2




&3

Uma vez que #rS”, =0, a eq. (172) resulta em:
s

——=2un,, (173)
agnﬂ

Substituindo-se as eqgs. (171) e (173) na eq. (169) e fazendo uso da eq. (160),

chega-se a:
o =2—”[H—1(I®I)—nnﬂ ®n} (174)
a‘971+1 HS;ZI 3

Utilizando-se agora a eq. (163), a expressdo de f” e a eq. (173), chega-se a

n+l

seguinte relagdo para o tensor

88114—1
SV U R U i - .
n+

K

0,41 Qu+ 2 K) 0,41 Qu+ %K) 08,11 (1+—)
3 3 3u

Substituindo-se as eqs. (174) e (175) na equacdo (168), obtém-se o terceiro termo

do tensor elastoplastico:

— 2 ? ’
OC2pAI) MMy AL gy | 40O My @n,, (176)
08 1.1 S 3180 n+l 1+-—)
3u

O tensor elastoplastico algoritmico tangente ¢ dado pela soma das eqs. (166), (167)

e (176):

2 2 2
o = A I oy |22 e, (7T)
Spr 3 Spr pr K
n+l n+l n+l (1 + 7)
3u

O tensor de quarta ordem dado na eq. (177) define a relagdo incremental entre os
tensores de tensdo e de deformagdo. Por conveniéncia, agrupam-se os incrementos nas

componentes dos tensores de tensio e de deformacdo em  vetores
Sol = {50} oo, o, or, Ot 5z'yz} e o’ = {&;x o, 0. Oy, Oy, 57/yz},
respectivamente. Assim, pode-se deduzir uma matriz da relagdo constitutiva elastoplastica

tangente D¢, , tal que So = D% 5¢; € 0 que se apresenta no Apéndice K.
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3.4 Travamento volumétrico

Denomina-se travamento volumétrico a ocorréncia de uma rigidez excessiva em
elementos finitos tridimensionais de baixo grau de aproximagdo em situacdes de quase
incompressibilidade. Este travamento ocorre devido a combinagdo de uma restricao
cinemadtica imposta pelo modelo constitutivo com a pouca capacidade de deformagdo dos
elementos de baixa ordem. As situagdes mais freqiientes de travamento volumétrico sdo:

- em analises elasticas, quando o coeficiente de Poisson se aproxima de 0,5.

- quando ha fluxo pléstico. Sabe-se que o efeito do travamento volumétrico se da
tanto em modelos em que a deformagao pléstica ¢ um fendmeno isocdrico (como o de von
Mises) como naqueles em que ha contragdo ou dilatagdo volumétrica (como o modelo de
Drucker-Prager).

Em razao do efeito de travamento quando o modelo constitutivo adotado ¢ o
elastoplastico perfeito, a resposta excessivamente rigida do elemento finito leva a que a
carga de colapso seja superestimada ou que, em muitos casos, ela simplesmente ndo seja
encontrada — neste caso, a curva for¢a x deslocamento aumenta indefinidamente.

Segundo WELLS et al (2002), diferentes abordagens tém sido propostas para
superar o travamento volumétrico em elementos de baixa ordem. As principais sdo
apresentadas a seguir:

- Uso de arranjos especiais de elementos triangulares com aproximagdo linear, o
que ¢ bastante eficiente em problemas planos de geometria mais simples.

- Interpolar separadamente a tensdo hidrostatica e os deslocamentos, mediante uma
formulagdo mista. No entanto, elementos triangulares lineares com interpolacao de tensao
robustos sdo dificeis de gerar.

- Expandir o campo de deformagdes segundo uma abordagem denominada
Enhanced Assumed Strain, adicionando-se novas varidveis ao elemento, o que pode
ocasionar o surgimento de modos incompativeis.

Ainda segundo os autores, nenhum dos métodos acima pode ser aplicado a todos os
elementos com geometria triangular ou tetraédrica, o que ¢ uma grande desvantagem
quando se lida com estruturas de geometria complexa, visto que tais elementos sao os mais
facilmente adaptaveis a elas.

Efetivamente, o método mais eficiente para evitar o travamento volumétrico é o
enriquecimento polinomial de ordem superior em todo o elemento ou o enriquecimento da

aproximacao nos moldes do MEFG.
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Esta ultima opgdo tem como vantagem em relacdo ao uso de elementos finitos
convencionais uma maior facilidade para gerar uma aproximag¢do de ordem mais elevada

apenas nas regides onde isso seja mais necessario, permitindo assim maior eficiéncia

computacional.
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4 MECANICA DO DANO CONTINUO

4.1 Introducao e Revisao Bibliografica.

Pode-se considerar o trabalho de KACHANOV (1958) como referéncia pioneira no
desenvolvimento da Mecéanica do Dano em meios continuos, tendo este autor introduzido o
conceito de dano (na verdade, de integridade do material) para modelar a ocorréncia de
ruptura fragil em metais apés um periodo de deformagdo lenta (fluéncia). Pela primeira
vez, o processo fisico de danificacdo, inerentemente discreto, foi modelado por meio de
uma abordagem tipica de meio continuo. Ainda na modelagem de problemas de dano e
fluéncia, podem-se citar os trabalhos de RABOTNOV (1969), MURAKAMI & OHNO
(1981) e KACHANOV (1984).

A utilizagdo da Mecanica do Dano em meio continuo como base de modelos
constitutivos para o concreto pode ser encontrada em trabalhos como os de MAZARS
(1984), LA BORDERIE et al (1991) e CIPOLLINA et al (1995).

Em MAZARS (1984), propde-se um modelo para o concreto submetido a
carregamento monotonamente crescente, no qual o dano (definido por um escalar) ¢
quantificado em fun¢do de uma variavel, a deforma¢do equivalente, que caracteriza o
estado local de alongamento do material. A lei de evolu¢do do dano requer a identificagao
experimental de cinco parametros, por meio de ensaios uniaxiais de tracdo e compressao.
O modelo nao considera a ocorréncia de deformagdes permanentes.

Uma aplicagdo do modelo de Mazars na andlise de vigas de concreto armado, com
o emprego do Método dos Elementos Finitos, pode ser encontrada em ALVARES (1993),
no qual se apresenta um confronto entre resultados de ensaios e respostas obtidas
numericamente. DRIEMEIER (1995) apresenta uma extensao do modelo de Mazars para
considerar solicitagdes ciclicas em vigas de concreto armado.

J4 0 modelo de LA BORDERIE et al (1991) utiliza duas varidveis que representam
a danificagdo, referentes a estados predominantes de tracdo e de compressao. Este modelo
considera a ocorréncia de deformagdes anelasticas, bem como o efeito do fechamento de
fissuras no caso da inversao do sinal de estados inicialmente de tragdo para compressao.

CIPOLLINA et al (1995) propdem um modelo voltado a andlise de estruturas
reticuladas, tendo desenvolvido um elemento finito de barra no qual os efeitos nao-lineares
do dano e da plasticidade se concentram em “rotulas” nas extremidades, adotando-se para

o restante da barra um comportamento eléstico.
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Entre os trabalhos que utilizam modelos constitutivos no qual o dano ocorre
associado a uma deformagdo plastica significativa (dano ductil) podem ser citados os de
GURSON (1977), LEMAITRE (1985), BENALLAL et al (1988) e DOGHRI (1995).

GURSON (1977) desenvolve um modelo constitutivo - critério de plastificacdo,
regra de fluxo plastico, critério de encruamento ¢ de ruptura - para materiais porosos e
ducteis. O trabalho ressalta o papel da tensao hidrostatica no crescimento de vazios e no
fluxo plastico.

LEMAITRE (1985) apresenta um modelo de dano plastico ductil isétropo baseado
no conceito de tensao efetiva, derivado de uma formulagdo termodinamica. A influéncia da
razdo de triaxialidade (razdo entre as tensdes média e a equivalente de von Mises) €
demonstrada e sdo apresentadas comparacdes de resultados com aqueles obtidos
experimentalmente e utilizando modelos de dano ja existentes.

A formalizagdo da Mecanica do Dano Continuo em termos da Termodinamica dos
Processos Irreversiveis ocorre em LEMAITRE & CHABOCHE (1985).

Em muitos dos modelos constitutivos baseados na Mecanica do Dano, ocorre o
fenomeno do encruamento negativo (softening), ou seja, a redugdo de resisténcia do
material apés um certo nivel de deformacdo. Desse modo, o tensor que define a relagdo
constitutiva tangente deixa de ser positivo-definido, ocasionando um problema de perda da
objetividade da resposta, ou seja, os resultados tornam-se dependentes da malha adotada,
divergindo com o refinamento da mesma (ou com a elevagdo do grau da aproximagdo). Na
realidade, com a evolugdo das deformagdes ha uma localizacdo do dano numa regido
progressivamente menor até o surgimento de uma descontinuidade.

Uma das técnicas adotadas para regularizar o problema numérico ¢ o uso da
formulagio ndo-local, como descrito em BAZANT et al (1984) e em PIJAUDIER-CABOT
& BAZANT (1987). Basicamente, a formulagdo ndo-local consiste em adotar para o dano
num ponto um valor médio obtido sobre uma regidao do dominio no entorno daquele ponto

(definida por um raio r,). Alternativamente, pode-se tomar a média nessa regido de
grandezas associadas ao dano - como a deformagao equivalente no modelo de Mazars.
Dessa forma, resulta que a regido (banda) de localizacao do dano fica restrita a um valor
minimo préximo ao raio 7,, mesmo que se utilize uma malha bem refinada (ou grau
polinomial mais alto na regido); esse fato recupera a objetividade da resposta numérica.
Outra técnica semelhante a abordagem nao-local e que pode ser utilizada na

regularizacdo da resposta numérica consiste na introdu¢do, no modelo constitutivo, de
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gradientes de ordens superiores das varidveis relacionadas ao dano, como em FREMOND

& NEDJAR (1996), COMI (1999) e DRIEMEIER (1999).

4.2 Conceitos fundamentais da Mecanica do Dano

De modo geral, pode-se conceituar a danificagdo como um conjunto de fenomenos
mecanicos ou ndo-mecanicos que alteram a microestrutura dos materiais € que provocam,
em nivel macroscopico, uma redugdo de suas propriedades mecanicas, como a rigidez e a
resisténcia.

Em funcdo do tipo de material analisado (e das caracteristicas de sua
microestrutura), diferentes mecanismos estdo envolvidos nos processos de danificagdo. O
dano no concreto, por exemplo, estd relacionado a evolucdo e unido de microfissuras que
se iniciam no contorno dos graos ¢ avangam para o interior da pasta de cimento ¢ areia. Ja
o dano em materiais metalicos ¢ gerado a partir do acimulo de discordancias
(desalinhamentos no arranjo dos atomos numa malha cristalina) em processos de
plastificagdo.

Seja qual for o tipo de defeito (fissuras, discordancias, etc) e sua dimensdo, sua
distribuicao real, em geral, ¢ difusa no volume total do corpo. Para que se possa estender a
hipdtese de continuidade ao caso dos meios com dano, usa-se o conceito de elemento de

volume representativo, como ilustrado na figura 18.

- Volume A

o o ‘-o ° o hd
. o o ° (<] o @ ° .
"o . [ . e °° o | defeitos

°eo ° . Volume B
° | ° . O
° I‘ro ° ° | o RS
R TR L P ) EPA Odanoem XeY
© ro-y-9° o o °
NI 73RN I Y DI corresponde ao
n @ o T e o T
° 5 o, |97 o965, .° valor médio nos
e 00 % o % r- ° o O ° °
L e ©°f, 000 * . volumes A ¢ B,
° ° o° o @ ° ° .
L0 e e e © o o respectivamente
° oc ° ° © ® ° -] ° ’ 00 °
o () . o, o o . )
° ° 0y . ® . °
°© ., e = o°
o

Figura 18 — Elementos de volume representativo



89

O elemento representativo deve ter uma dimensdo grande o suficiente para que se
possa admitir uma distribui¢do homogénea de defeitos em seu interior e pequena o
suficiente para que se evitem gradientes elevados de variaveis de interesse. Portanto, a
dimensdo desse elemento ¢ func¢do do tipo de material e do processo de danificagdo a ele
associado.

Em funcdo da continuidade, a cada ponto material pode-se associar um valor de
dano e, nessas condigdes, ¢ possivel descrever esse fendmeno utilizando-se fungdes
continuas no volume do sélido.

Apresentam-se a seguir, para o caso de solicitacdo uniaxial, os conceitos de tensao
e deformacao efetivas (item 4.2.1) e os principios de equivaléncia de resposta (item 4.2.2).
Esses conceitos sdo fundamentais na Mecanica do Dano Continuo, sendo sua extensdo para

o caso multiaxial apresentada no item 4.2.3.

4.2.1 Tensao e deformacio efetivas — caso unidimensional.

Os conceitos de tensdo efetiva e de deformacao efetiva sao apresentados tendo-se
em vista o caso de solicitagdo uniaxial segundo a direcdo do versor » de um elemento de
volume representativo, como mostrado na figura 19. Um corte segundo um plano
perpendicular ao versor n define a se¢do transversal do elemento, de area S'.

Para a solicita¢do indicada, a tensdo nominal na secdo transversal do elemento é:

o= (178)

sendo N a forga axial aplicada.

Designando por S, a area de defeitos na secdo, define-se a tensdo efetiva
admitindo-se que a forca normal N atue exclusivamente sobre a area integra da se¢do, ou
seja:

N

% = (5_s) (179)

Associado ao conceito de area de defeitos, propde-se a seguinte definicdo para o

dano segundo o plano de normal 7 :

(180)

J4

Nota-se que a tensdo efetiva é sempre igual (quando S, =0) ou superior
(0< S, <S8) a tensdo nominal, podendo-se estabelecer a seguinte relagdo entre ambas,

fazendo-se uso da eq. (180):
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o

s =1 D) (181)

Define-se agora o conceito de deformacdo efetiva. Seja /, o comprimento do

elemento segundo a dire¢do definida pelo versor n e A/ o aumento desse comprimento
pelo efeito da solicitacao (figura 19). A deformagao nominal ¢ dada por:

Al

E=— (182)
lO

Uma vez que o material apresenta descontinuidades internas, parte do aumento de

comprimento pode ser associado a abertura das mesmas (Ad). Assim, a deformagdo

efetiva, que desconsidera a contribuicao dessa parcela de deslocamentos, ¢ definida por:

= Al—Ad (183)
lO
Nesse caso, o dano ¢ definido por:
D) = Ad (184)
Al

Fazendo-se uso da eq. (184), obtém-se uma relacdo entre as deformagoes efetiva e

nominal:
&, =(1-D")e (185)
O acréscimo no volume associado aos defeitos AV, pode ser calculado, tendo-se
em vista as defini¢des anteriores, de duas formas:
- Considerando-se a variagdo do comprimento total A/ multiplicada pela area da
sec¢do de defeitos S, .
- Considerando-se apenas a parcela de variagdo de deslocamento relacionada ao
dano (Ad ) multiplicada pela se¢do total S. Portanto, obtém-se a igualdade:
AV,=AlS,=AdS (186)
E, da eq. (186), conclui-se que D> = D =D , ou seja, as definicdes de dano

dadas pelas eqgs. (180) e (184) podem ser unificadas.

Por defini¢do, a varidvel D, assume valores limitados ao intervalo 0<D, <1,
sendo a situacdo de material integro definida por D, =0 e a de material totalmente
danificado por D, =1.

Além disso, admitindo-se uma distribui¢do uniforme de defeitos no volume

representativo, pode-se considerar que segundo qualquer plano de normal n o valor da
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variavel de dano D, seja o mesmo. Nessa situagdo, uma unica variavel escalar de dano D

¢ capaz de representar o estado de deterioracdo do material no ponto.

Secao transversal
Area total: S
Area de defeitos: S,
Area da secio

integra: (S-S5,)

Solicitacao
-l >
Iy +Al o o =
o 1Ad

Figura 19 — Tensao e deformagao efetivas

4.2.2 Principios de equivaléncia de resposta — caso unidimensional.

A formulacdo de relagdes constitutivas para meios continuos com dano estd
baseada num principio geral de equivaléncia de resposta, que estabelece que a lei
constitutiva do meio danificado continuo equivalente pode ser obtida a partir da lei
constitutiva da parte integra do meio real danificado, considerando-se as tensdes e
deformacdes efetivas.

Assim sendo, a relagdo constitutiva da parte integra do meio real danificado pode
ser expressa por:

oy =Eé, (187)

sendo £ o modulo de elasticidade longitudinal do meio integro.
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Para o caso unidimensional, a relagdao constitutiva para o meio danificado continuo

equivalente pode entdo ser obtida substituindo-se em (187) as definigdes de o, ¢ ¢,

assumindo a forma:

oc=E,¢ (188)
sendo E,, o mddulo de elasticidade longitudinal do meio com dano.

O célculo do médulo de elasticidade E,, passa a depender do critério a ser utilizado

para definir a equivaléncia entre os meios real e danificado continuo equivalente, como se
mostra a seguir.
a) Principio de equivaléncia de deformagao.
Estabelece que o meio integro ¢ o meio danificado equivalente, cada qual com o
seu modulo de elasticidade, apresentam o mesmo estado de deformagao:
o
o _% _(1-D)

E, E E (159)

Portanto, da eq. (189) obtém-se que o moédulo eldstico do meio danificado vale:

E,=(1-D)E (190)

b) Principio da equivaléncia de tensdo.

Estabelece que o meio integro e o meio danificado continuo equivalente, cada qual
com o seu modulo de elasticidade, apresentam o mesmo estado de tensdo:

oc=Ey,c=Es, =E(1-D)¢ (191)

O modulo elastico do meio danificado fica também expresso pela eq. (190).

¢) Principio da equivaléncia de energia.

Estabelece que a energia de deformacao ¢ a mesma quer se considere a parte integra
do meio real com dano ou o meio danificado continuo equivalente. Esse principio pode ser
estabelecido através da equacao:

O &, =0€ (192)

Substituindo-se na eq. (192) os valores de o ¢ o, dados pelas egs. (187) e (188),
respectivamente, chega-se a:

Ee,’ =Ep,¢’ (193)

E, da eq. (185), tem-se que ¢, =(1-D)¢, obtendo-se para o modulo elastico do

meio danificado o valor:
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E,=(1-D)yE (194)

4.2.3 Representacio tensorial do dano.

Os conceitos da Mecanica do Dano enunciados anteriormente para o caso uniaxial,
como o de tensdo e deformacdo efetivas, e os principios de equivaléncia da resposta
constitutiva podem ser extendidos para o caso multiaxial. A relagdo constitutiva envolve
um tensor de dano de quarta ordem, cuja expressdo dependerd do tipo de equivaléncia
adotada entre o meio real e o meio danificado continuo equivalente. Sendo, agora, ¢ o
tensor de tensdes ¢ & o de deformacgdes, ambos de segunda ordem, e D o tensor de dano
(de quarta ordem), as expressdes dos correspondentes tensores de tensdo e deformagdo
efetivas sao dadas a seguir:

o,=I1-D)'c (195)

e, =I1-D)¢ (196)

Pelo principio geral de equivaléncia da resposta constitutiva, escreve-se:

o, =Cé¢, (197)
sendo C o tensor constitutivo do meio integro.

A relacdo constitutiva do meio danificado continuo ¢ dada por:

c=Cpe (198)
sendo C,, o tensor de quarta ordem que considera o efeito da danificagdo.

Para o célculo do tensor C,, podem-se adotar os trés principios basicos de
equivaléncia:

a) Equivaléncia em deformagao:

Por um lado, a deformagdo efetiva, expressa em fungdo do tensor nominal de

tensdes, € obtida substituindo-se na eq. (197) o valor de o, dado pela eq. (195):
£y = C’laef =C'(II-D)'c (199)
Por outro lado, a deformacao resultante da aplicagao da tensdo nominal ao meio
danificado, conforme a eq. (198) é:
£=C, o (200)
Impondo-se a igualdade das egs. (199) e (200), obtém-se:
C, """ = (I1-D)C (201)

b) Equivaléncia em tensao:
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A tensdo efetiva expressa em funcao da deformacao nominal € obtida da eq. (197),
substituindo-se nela o valor de ¢, dado pela eq. (196).

o, =Ce,=C(Il-D)¢ (202)

Sendo a tensdao num meio danificado dada pela eq. (198), obtém-se, ao igualar as
equacdes (198) e (202):

C, """ =C(I1-D) (203)

c¢) Equivaléncia em energia de deformagao:

A energia de deformacgdo, considerando-se os conceitos de tensdo e deformacao
efetivas e utilizando-se a eq. (197), ¢ dada por:

Oy Ey = (Cgef) &y (204)

Ja a energia de deformacdo considerando-se o meio danificado continuo fica

expressa, fazendo-se uso da eq. (198), por:

c-¢=(Cpé8)-¢ (205)

Substituindo-se na eq. (204) o valor da deformagao efetiva dada pela eq. (196),
obtém-se:

(Ce,)-¢, =[CAI-D)e]-(I1-D)e =[(IT - D) 'C(IT-D)e]-¢ (206)

Da comparagdo das egs. (205) e (206), obtém-se a seguinte expressao para o tensor
constitutivo que leva em conta o dano:

C, =(l1-D)" C(I1- D) (207)

Entre os trés tipos de equivaléncia mencionados, o de deformacdo ¢ o mais
freqlientemente utilizado.

A formulacdo acima apresentada ndo impde qualquer forma particular ao tensor de
dano D . Uma expressdo deste tensor que representa um processo de danificagdo em que se
preserva a isotropia do meio € a seguinte:

D=dIl (208)
onde d ¢ um escalar. Aplicando-se a eq. (208) a eq. (201) e substituindo-se o valor do
tensor constitutivo obtido na eq. (198), obtém-se o seguinte tensor de tensdes:

o=(1-d)Ce (209)

Verifica-se na eq. (209) que as componentes do tensor de tensdes sdo igualmente
penalizadas pelo fator (1-d ).

Outra expressdo para o tensor D que permite preservar a isotropia do meio ¢ a

seguinte:
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D=d(I®I) (210)

Aplicando-se a eq. (210) a eq. (201) e substituindo-se o tensor constitutivo obtido
na eq. (198), tem-se o tensor de tensdes dado por:

o=Ce—-d(trCe)l (211)

Uma vez que #(Ceg)l/3 ¢ a parcela hidrostatica do tensor de tensdes no meio

integro, verifica-se que, neste caso, o dano dado pela eq. (210) penaliza igualmente apenas
as componentes de tensdo normal. As dire¢des principais do tensor ndo sdo alteradas e por
isso trata-se de um caso de dano isétropo.

Podem-se também propor expressdes para o tensor de dano que produzam
anisotropia no meio, como a mostrada abaixo:

D=f(d)Q (212)

Na eq. (212), QO ¢ um tensor constante de anisotropia e f(d) uma fun¢do de valor
escalar que varia com a danificacdo. Nota-se que neste caso a evolu¢cdo do dano ndo altera
a “direcao” do tensor de dano, mas apenas sua norma.

A expressdo mais geral para o dano anisétropo €:

D=0(d) (213)
na qual O ndo ¢ mais constante, mas fun¢do da varidvel d, que também pode ser de

natureza tensorial (primeira ou segunda ordem).

4.3 Modelos de dano utilizados neste trabalho.

Os modelos adotados neste trabalho sao conhecidos pelos nomes de seus autores: o
de dano para o concreto (Mazars) e o de dano ductil (Lemaitre). Suas principais

caracteristicas sao apresentadas a seguir.

4.3.1 Modelo de MAZARS (1984)

Segundo ALVARES (1993), este modelo é indicado para o concreto submetido a
carregamento proporcional crescente. As principais hipoteses adotadas sdo:

1) O concreto em processo de dano evolutivo ¢ considerado um meio elastico sem
deformacdes residuais.

2) O processo de evolugdo do dano ¢ causado exclusivamente pela existéncia de
extensdes segundo as diregdes principais de deformacao.

3) A isotropia inicial do meio € preservada.
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4) O surgimento do dano se da inicialmente quando uma grandeza denominada
deformagdo equivalente, indicada por £ e cujo calculo é apresentado na seqiiéncia,
exceder um valor de referéncia (&,,), obtido experimentalmente. A partir dai, o dano
evolui se £ exceder o maior valor para esta grandeza ja calculado num passo de carga ou
iteragdo anterior.

O modelo de Mazars ¢ dito escalar pois o dano ¢ representado por uma Unica
variavel D, sendo 0<D<1.

O dano D penaliza de modo uniforme todas as componentes do tensor elastico de
rigidez correspondente ao material integro (C). A relagdo constitutiva secante ¢ descrita,
portanto, pela expressao:

o=(-D)Ce (214)

O modelo de Mazars propde que o dano D seja determinado como resultado da

combinacdo linear de outras duas variaveis (D, e D, ), tomando-se como ponderadores as
varidveis a, € o, como se v€ abaixo:
D=o; D, +a.D, (215)
As variaveis D, e D, representam niveis de dano associados a estados uniaxiais

de tracdo e compressdo, respectivamente, sendo quantificadas pelas seguintes expressoes:

&,0(1=4;) A

D, =1--2 = L —eBT,(ET_%) (216)
&,0(1=4.) A

D, =1-22 = c _eBc-(Ewa) (217)

Nas egs. (216) e (217), 4;, B;, A., B. e ¢,, sdo parametros caracteristicos do

material identificdveis em ensaios uniaxiais. Uma analise detalhada do significado dos
pardmetros acima mencionados é apresentada em ALVARES (1993).

E a deformagdo equivalente do material (£ ) ¢ dada pela expressao:

F= > 218)

na qual & =(¢g +|g[|)/ 2,sendo ¢, i=1,...,3, as deformagdes principais. Isto equivale a

incorporar no somatorio indicado na eq. (218) somente as deformagdes principais

positivas.
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Os ponderadores o, e . definem a contribui¢do das parcelas de tracdo e de

compressdo do estado de tensdo dado para a danifica¢do. Tais variaveis sdo calculadas
seguindo os passos abaixo:
~ . . . ; T
1) Calcula-se o vetor de deformagdes principais: £”™ ={g, &, &, .
2) Utilizando-se a relagdo constitutiva eléstica isotropa, define-se um estado de

princ

- . . . , . T
tensdes principais ficticias, agrupadas no vetor ©”™ ={o, o, o,}. Suas

componentes sdo obtidas pela relagao:

S0 i T ay v)(l ) ]Z'gf 19)

princ

3) O vetor de tensdes principais o ¢ separado em partes positiva (o) ¢

negativa (o ), cujas componentes sao dadas abaixo:

o/ = %(ai + |c7l.|) (220a)

o, = —(al. - |Gi|) (220b)

4) Utilizando-se os valores de o ¢ o dados pelas egs. (220a) e (220b), separa-se

princ

o vetor de deformagdes principais (£”") em duas partes sendo a primeira relacionada a

tragdo (&' ) e a segunda, & compressdo (&°):

gl = (”V). ia (221a)

1 l
J=l

g€ = (”V)A ia (221b)

i l
Jj=1

5) Separam-se os vetores & e £° em partes positiva e negativa, de forma analoga
a separacgdo do tensor de tensdes principais, mostrada nas eqs. (220):

g ="+’ (222a)

g€ ="+ (222b)

6) Calcula-se a variavel &, , representativa do estado de extensdo do material, dada

por:

EDNCART (223)

i=1

7) Finalmente, os ponderadores «, € a, sdo calculados por:
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o, = (224a)
%
3
zgiC,Jr
= (224b)
&y

Como se vé pelas equagdes (224a) e (224b), sempre se terd o, +a,. =1.

4.3.2 Modelo constitutivo de plasticidade e dano — LEMAITRE (1985)

Este modelo aplica-se basicamente a materiais ducteis (especialmente aos metais),
nos quais a danificagdo decorre de processos associados a plastificagio (como o
encruamento por acimulo de discordancias e a conseqiiente localizagao de defeitos na rede
cristalina). Suas principais caracteristicas sdo:

- O dano ¢ modelado por uma variavel escalar;

- Admite-se a associatividade com o critério de plastificagdo: na regra da
normalidade do fluxo pléstico e na lei de encruamento;

- Dano e plastificacdo ocorrem de modo cinematicamente acoplado, ou seja, o dano
interfere na velocidade da deformacgao plastica.

A seguir, apresentam-se inicialmente os conceitos fundamentais utilizados na
formulagdo do modelo: a tensdo equivalente generalizada e a tensdo equivalente efetiva, os
potenciais termodinamico e de dissipagao e as leis de evolucao da deformagao plastica, da
variavel de encruamento e da varidvel de dano. Por fim, reinem-se as equacdes que

definem o modelo constitutivo do material segundo a presente formulagao.

4.3.2.1 Energia de deformagdo elastica e a tensdo equivalente generalizada.

A energia de deformagao elastica (W, ) pode ser decomposta em duas parcelas: uma

relacionada a distorgdo (W) e outra relacionada a deformagdo volumétrica (W.,”). As

expressoes dessas parcelas sdo dadas abaixo:
WS =["s-de (225)
0
w!'=3[" o, ds! (226)

Na eq. (225), S ¢é o tensor desviador de tensdes, dado pela eq. (133), e &’ a parcela

desviadora do tensor de deformagdes elésticas; enquanto que na eq. (226) o, € a tensdo
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média ou hidrostatica, dada por (134), ¢ & é a deformagio elastica média ou volumétrica.

Em elasticidade linear valem as seguintes relagdes entre os tensores S e &° e entre o, €

el
g =g (227)
E
el = %GH (228)

Substituindo-se as eqgs. (227) e (228) nas eqs. (225) e (226), respectivamente,
obtém-se para a energia de deformacdo eléstica a expressao:

1 2
Wezﬁ[aw)s-sua—zv)% ] (229)

Das egs. (132) e (136), verifica-se que a tensdo equivalente de von Mises pode ser

expressa na forma o, = 1/% (S -S) . Portanto, pode-se escrever a eq. (229) na forma:

*N2
w, =12 (230)
2F
onde a tensio o~ ¢ denominada tensdo equivalente generalizada, dada por:
2 2
o' =0, SV +30- ZV)(O-—HJ -0, R" 231)
eq

Oy

2
O fator R, = %(l +v)+3(1- 21/)( ] ¢ denominado fator de triaxialidade.

eq

4.3.2.2 Potencial termodinamico de energia livre e variaveis associadas.

Na formulagdo termodindmica geral para materiais com dano e plasticidade,
incluindo-se o efeito da temperatura, postula-se a existéncia de um potencial
termodindmico (), referenciado a unidade de massa e funcao das varidveis de estado,
entre as quais o dano definido pelo escalar D . Tem-se, portanto:

v =y(e,T,D,a) (232)

O simbolo T refere-se a temperatura absoluta e ¢ ¢ a varidvel interna associada a
uma medida do encruamento. Neste trabalho, desconsidera-se o efeito da temperatura.

Admite-se, ainda, que o potencial termodindmico para o meio com dano e

plasticidade refira-se a energia livre que o sistema poderia disponibilizar para realizar
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trabalho e que esta seja composta por uma parcela recuperavel e outra irrecuperavel. A
parcela recuperavel ¢ funcdo da deformacdo eldstica e do dano; ja a parcela irrecuperavel

depende do encruamento. Nessas condi¢des, vale a relagdo:
v =y (e°,D)+y,(a) (233)
Sendo p a densidade do material, pode-se propor a seguinte expressdo para a

energia elastica recuperavel (ou o potencial elastico) de um material, sob efeito do dano,

por unidade de volume:
Py, = %(l -D)Ce -&° (234)

onde (1-D)C ¢ o tensor constitutivo de rigidez eldstica com dano.

Por definigdo, a variavel associada a deformagdo elastica, a tensdo, é obtida por

derivagao do potencial dado em (234):

G=pa—l//:=(1—D)Cge (235)
o€
Define-se também a variavel associada ao dano, o escalar Y, por:
oy 1
Y = e ——_Cg¢.¢&° 236
Pop =73 (236)

A variavel Y corresponde, a menos do sinal, a metade da variagdo da energia de
J . . . * . ~
deformacdo elastica do meio danificado (W, ), causada por uma variagdo no dano, sob
tensdo constante:

y=—LdW. (237)
2 dD

o =cte

Para demonstrar a eq. (237), escreve-se a expressdo diferencial da energia de
deformacao elastica do meio danificado, fazendo-se uso da eq. (235):

dW, =o-ds® =(1-D)Cs* - ds* (238)

A condi¢do de tensdo constante ¢ expressa por: do =0. Utilizando-se a relacdo
(235), chega-se a expressdo: do =(1-D)Cde® —CedD =0, da qual se obtém:

e

&

e = 239

1-D) (239)
Substituindo-se (239) em (238), obtém-se finalmente:

an. =Ce-¢° (240)

dD

o =cte
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Comparando-se as eqgs. (236) e (240), verifica-se a eq. (237).

Em meio danificado, as expressdes da parcela desviadora do tensor de deformagdes

elasticas (&) e da deformagio volumétrica (&) sdo:

5= g (241)
E(1-D)
a (=2v)

&, _MO_H (242)

Substituindo-se as eqs. (241) e (242) na eq. (240), e lembrando-se que

g =¢ +&''l e tr(e)) =0, chega-se a:

dw,
dD

__ S ad+vs L3 2 (1-2v)
"~ (1-D) EQ-D) " EQ1-D)

(243)

o =cte

Utilizando-se a expressdo da tensdo equivalente generalizada o, dada pela eq.

(231), pode-se reescrever a equagdo (243) da seguinte forma:

d_Wj — (o) (244)
dD E(1- D)

o =cte
Substituindo-se a eq. (244) na eq. (237), chega-se a uma expressdo para a variavel

associada ao dano Y :

~%*\ 2
y=-{o) (245)
2E
na qual G = (1 GD) ¢ denominada tensdo equivalente efetiva.

Por fim, define-se a varidvel R, associada ao encruamento « , dada pela expressao:

R=p¥a (246)
oa
4.3.2.3 Potencial de dissipacao e leis de evolugao da deformagao plastica, do dano e

do encruamento.

A desigualdade de Clausius-Duhem, obtida a partir da combina¢do da primeira e da
segunda leis da Termodinamica, expressa a condigdo para que um processo seja
termodinamicamente admissivel: processos dissipativos dispendem parte da energia de
deformacao especifica (o - ). Sendo desconsiderado o efeito de variagdo de temperatura,

sua expressao ¢ a seguinte:



102

c-&—py=20 (247)
Utilizando-se a eq. (233), pode-se obter a variagdo no tempo do potencial

termodinamico (em relagdo a unidade de volume):

: oY, .. Oy, j oy, .
= &7+ D |+ p—*a 248
pY p(age D P, (248)

Na eq. (248), estdo presentes as expressdes que definem as variaveis associadas a
deformacado elastica, ao dano e ao encruamento, dadas respectivamente pelas eqs. (235),
(236) e (246); substituindo-se essas variaveis na equacao anterior, obtém-se:

py=0-°+YD+Ra (249)

Substituindo-se a eq. (249) na eq. (247) e admitindo-se a decomposicao da
deformac@o total em parcelas elastica e plastica (& = £° + £”), obtém-se:

c-éP —YD-Ra>0 (250)

Na eq. (250), tem-se a desigualdade de Clausius-Duhem escrita exclusivamente em
func¢do de processos dissipativos; a restricdo que ela expressa significa, portanto, que a

dissipacao deve ser sempre positiva.

De modo que a eq. (250) seja obedecida (LEMAITRE (1990)), postula-se a

A . . .. - * - ., . .
existéncia de um potencial de dissipacdo convexo ¢ , fun¢do das variaveis associadas o,

Y e R, do qual derivam as leis de evolugdo para £”, D e a.

. ~ * . o
A regra da normalidade em relagdo a ¢ pode ser considerada valida e as regras

para £”, D e ¢ sdo dadas pelas expressdes seguintes:

*

g =100 (251a)
oo

D=3 (251b)
oY

G=—i22 (251¢)
OR

De modo andlogo ao realizado para o potencial termodindmico, admite-se a

decomposicdo do potencial de dissipacdio ¢ numa parcela relativa aos efeitos de

plastificagdo e encruamento (p;(a,D,R) - em fun¢do da qual se definem as leis de

evolugdo de &7 e de @ - e outra relativa a danificagdo goz (Y,D) - em funcdo da qual se
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define a lei de evolug¢do de D . Em cada uma das parcelas a varidvel D aparece como um

parametro.
Adota-se como potencial de dissipagao gp; a fun¢ao de plastificagdo de von Mises

com encruamento isétropo, utilizando-se a tensdo efetiva de modo a levar em conta a
danificacao:

|S” ( +R) (252)

& (1 D) 3

Substituindo-se a eq. (252) na eq. (251a), obtém-se a seguinte expressao para a lei

de evolugdo da deformagdo plastica:

.0 '
épz;tﬂ:—/l n (253)
oo (1-D)

sendo n =-— o versor normal a superficie de plastificacdo definida pela funcdo go

Por outo lado, substituindo-se a eq. (252) na eq. (251c), chega-se a lei de evolucao

da variavel de encruamento « :

o= —2(—@) = ﬂL\E (254)

Observa-se que no caso de encruamento isotropo linear, a variavel associada ao

encruamento ¢ dada por uma relagdo na forma R =K a, sendo K denominado mddulo
plastico de encruamento isétropo.

Com relagdo ao potencial de dissipagdo referente a danificacio ¢,, , escolhe-se uma
expressdao de modo a ser uma fun¢do nao-linear em — 7 :

. SO 1 _L So+1
0 = o + 1) (1—0)( SOJ (253)

onde S, e s, sdo coeficientes caracteristicos do material a serem identificados mediante
ensaios experimentais.
Substituindo-se a expressdo de ¢, dada pela eq. (255) na eq. (251b), obtém-se a

seguinte lei para a evolugao do dano:

A (— 1} 0 (256)

“a-D) S,
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Define-se também uma grandeza (& p* ), anorma da deformacdo plastica acumulada,
cuja lei de evolugdo ¢ dada, fazendo-se uso da eq. (253), por:
A

(1-D)

(257)

Substituindo-se a eq. (257) na eq. (256), pode-se expressar a lei de evoluciao do

dano em fun¢do da norma da deformagao pléastica acumulada:
D=|-——| ¢ 258
2], 259
Substituindo-se a expressdo de Y definida pela eq. (245) na eq. (258), fazendo-se
uso da eq. (231), obtém-se:

So

P So 2
. o 2 o *
D=|—% | | Z(1+v)+3(1-2v) | | ¢ 259

[2ES0(1—D)2] 3( )+3( )(Geq] P (259)

Pode-se considerar que o dano ductil ocorra quando o encruamento esta saturado,
ou seja, que R tenha atingido um valor: R =R . Neste caso, a eq. (252) permite tomar
como constante o termo o, / (1-D)=Cg . Se forem considerados apenas carregamentos
radiais, para os quais a razdo oy / o, ¢ constante, entdo a eq. (259) passa a ser
diretamente integravel e o dano resulta linearmente variavel com a norma da deformacao
plastica acumulada (Sp* ).

O modelo, porém, permite considerar que o dano evolua somente apos ser atingido
um certo valor de deformacao plastica acumulada, que seria uma condicao inicial para a
integragdo da eq. (259). Este valor, no caso unidimensional, ¢ representado por ¢, sendo
caracteristico de cada material ¢ podendo ser determinado em ensaios simples. Este
conceito ¢ extendido para o caso tridimensional, admitindo-se que o inicio do dano se dé

uma vez que a norma da deformagdo plastica atinja o valor ¢,,. A partir das

consideragdes anteriores, pode-se escrever a eq. (259) integrada na seguinte forma:

P 575
c.?\'|2 o ‘
D=|—L_| | Z0+v)+3(1-2v) L e —¢ 260
(2ESOJ 3( ) +3( )[Jeq] (&, —€,.0) (260)

Por outro lado, pode-se considerar, também, a existéncia de um valor critico para o

dano (D), em correspondéncia ao inicio da fratura em nivel local, ao qual corresponde,
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no caso unidimensional, um valor limite (&p) para a deformacdo plastica acumulada.
Ambos os parametros (D, e & ) podem ser determinados em ensaios uniaxiais. No caso
tridimensional, o dano critico (D.) ¢ atingido quando a norma da deformacgdo plastica
acumulada atinge o valor méximo &, . Substituindo-se esses valores na eq. (260), obtém-

S¢:

Sy

2 \% 2
ch :(2(;{{5 ] %(1+v)+3(1—2v)[0—H] (261)
&, r(l- = 0 Teq

8p’R
Por simplificagdo, pode-se admitir que as normas de deformagao plastica no inicio

do dano e na ruptura (&, , ¢ €, ) — definidas para o caso multiaxial - sejam as mesmas

do caso unidimensional, definidas por ¢, e &, respectivamente. Além disso, considera-se

que quando &, =¢, p, a razdo de triaxialidade seja unitaria (R, =1). Essa consideragéo ¢

razoavel, em modelos de dano e plasticidade acoplados, quando o critério de plastificacdo
estd relacionado as tensdes desviadoras (RIZZI (1995), PITUBA (2003)). A partir das

consideracdes anteriores, pode-se, finalmente, estabelecer a igualdade:

2 \%
(CK J __ D¢ (262)
(e

2ES, kR ~€p)
Substituindo-se, entdo, a eq. (262) na eq. (259) e o valor de é‘p* por aquele dado na

eq. (257), a expressao da lei de evolugao do dano assume a seguinte forma:

D=1 Dc (1+v)+3(1—2v)( J (263)
O'eq

(6x —&p)1=D)| 3

Na eq. (263), admitiu-se s, =1.

4.3.2.4 Resumo das equagdes do modelo de Lemaitre.

Neste trabalho, com o objetivo de se obter uma expressao incremental explicita
para o multiplicador A, optou-se por introduzir uma forma ndo-associativa para o modelo

original de Lemaitre. Dessa forma, o critério de plastifica¢do ( f*) difere do potencial (p; ,

do qual se derivam £” e ¢ . As novas expressdes sao as seguintes:

sl f . +Ka)
YT 1-D)
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f=|5]- \E (o, + Ka)(1- D)

6=(1-D)C(é-&")
A
(1-D)

. A \F
g = 2
1-D)\3

p— 204Y) 4 30- 2‘/)(0_1{}
(8R—8D)(1—D) 3 (e}

eq

et n

D=

Pode-se constatar a partir da anélise das equacdes do modelo que o encruamento
adotado ¢ do tipo isotropo linear. Essa opg¢do foi adotada neste trabalho por conveniéncia
em relagdo a maior facilidade de implementagdo e, a rigor, ndo ¢ totalmente consistente
com as hipoteses que conduziram a expressdao (263). Para diminuir a influéncia dessa
consideracdo sobre a precisdo das respostas, as simulagdes numéricas limitam-se a valores

de dano inferiores ao dano critico.

4.3.2.5. Algoritmo de integra¢do em passo finito

As expressoes do modelo constitutivo de Lemaitre dadas no item 4.3.2.4 sdo agora

apresentadas em passo finito. Como mencionado no item 4.3.2.3, o dano inicia-se somente

~ 4 . * r . .
quando a norma da deformagéo plastica (&,) excede o valor caracteristico do material

. . . ~ * ~ .
(&p)- Caso ja tenha ocorrido a plastificagdo e £, <é&p, as equagdes apresentadas no item

4.3.2.4 reduzem-se aquelas apresentadas no item 3.3.2.2; o algoritmo de integracdo a ser
utilizado nesta situacgdo ¢ o apresentado naquele item.
Por simplicidade, neste item apresenta-se o algoritmo de integragdo apenas para a

situagdo em que a plastificagdo ocorre acompanhada de evolucao do dano, ou seja, quando

O algoritmo adotado ¢ do tipo implicito, constituido de etapas de previsdo e
corregdo. Em resumo, admitem-se conhecidas as variaveis que definem o modelo
constitutivo num passo n. A etapa de previsdo consiste num passo elastico sem evolugdo
da plastificagdo e da danificacdo. Se as varidveis de previsdo levarem a que se tenha fungao
de plastificacdo negativa ou nula, elas sdo confirmadas como as correspondentes ao passo

n+1. Caso as variaveis do estado de previsdao levem a fungao de plastificacdo a exibir um
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valor positivo, € preciso passar a fase de correcao para encontrar os valores efetivos das

variaveis no passo n+1.

As expressoes que definem o modelo constitutivo na sua forma incremental sdo:

8n+1 = 8” + Ag,,
= (1 - Dn+1 )C(8n+1 - g:+1)
S:Jrl = 8np + n+1 s SeIldO n =__ntl_
(-D,.)) S|
Spn =0, —=tro,,l
3
JE AL
an+1 = an +
(1 DVH-I)
2
nel = Sn+1|| - E(O-t + KanJrl)(l - Dn+1)
2
D,, =D, +AX,,sendo f, = k k(1= D, = A, )irs, )
(1-D, — AJf,) S,..

A transformacdo da lei de evolugdo do dano do modelo de Lemaitre na expressao

anterior ¢ mostrada no Apéndice L. Nas equagdes acima, A4 da a magnitude da evolucao

das varidveis associadas a plastificacdo e a danificagao.

Sendo no passo

n conhecidos os valores de ¢,, Ag,, €7, a, e D, , tem-se 0s

seguintes valores das variaveis no passo n+1, admitindo-se que na previsdo elastica

AL =0.
&t =&,
a), =a,
Dy, =D,
n+l - (1 - Dn+1 )C(gn+l -
S =g

n+l n+l

S

n+l

n+1 ‘

Caso se tenha

passo n+1. Porém, se

1
——tro?1
3

\/7(0' +Ka,;)(1-D,; HSn+1

n+1

P pr
n+1

)=(1-D,)C(¢,, —¢€,)

n+l

\/g(at +Ka,)1-D,)

" <0, os valores de previsao das varidveis estdo corretos para o

>0, passa-se a etapa de corre¢do desses valores, uma vez que
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houve evolugdo da plastificacdo (e também do dano, a partir de um certo nivel de
deformacao) nesse processo.

Na etapa de corregdo, ¢ necessario calcular o valor das varidveis A4 e f)
expressas em fungdo das varidveis no estado de previsao, de modo a que se tenha f,, =0.

Calculados os valores de A4 e de f},, torna-se possivel atualizar os valores de todas as

variaveis do modelo.

Inicialmente deve-se obter uma relacdo entre os tensores de tensdes desviadoras

pr
Sn+l € S

n+l *

Aplicando-se o tensor constitutivo elastico dado pela eq. (122) a expressao do

tensor de tensdes de previsao o, obtém-se:

n+l >

ol =(1-D)[Atre, ) +2ue

n+l

~2u¢!] (264)

n+l

E, aplicando-se a eq. (264) a expressdo de S/, , obtém-se:
Sy =(0-D,)2ule,., —¢&;) (265)
sendo e, ,, a parcela desviadora do tensor de deformagdes, dada pela eq. (154).

Aplica-se agora o tensor constitutivo eldstico dado por (122) a expressao do tensor

de tensdes o, :

Gn+1 = (1 - Dn+1)[l(tr8n+l)l + 2lugn+1 - 2ﬂ8:+1] (266)
Aplica-se entdo a eq. (266) a expressao de S, ., , obtendo-se:
Sy =1=D, )2ule, ., —¢&,.) (267)

Substituindo-se as expressdes de D, ,, e &, naeq. (267), obtém-se:

Adn
S =(0-=D —AJf,)2 -l — ntl 268
n+l ( n fD) u(en-H gn (l_D” —AlfD)) ( )

Rearranjando-se os termos da eq. (268), escreve-se:

Spa =(U=D,)2u(e,, —&)=ANp2ule,, —&,) = 2ubin,,, (269)

n+l
Substituindo-se a eq. (265) na eq. (269) e simplificando-a, obtém-se:

(1-D, = AXMp) opr
n+l = Sn+l
(1-D,)

—2uAAn, (270)

Definindo-se os tensores de norma unitaria n,,, € n’,, tais que sejam validas as

n+l

relagdes S, ., =|S,., e ' |n”", e aplicando-as a eq. (270), chega-se a:

pro_|qpr
n. e S=|s

S

n+l

(1= DS, + 2682n,,, = (1= D, = AXf,)|SV. Ik, (271)

n+l
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Da eq. (271), conclui-se que n, , =n"

P, e que vale a seguinte relacdo entre as
normas dos tensores desviadores efetivo e de previsao:

- (1-D, - AJf,)
- (1-D)

S

n+l

—2uAA (272)

n+l

Impde-se agora a condigdo f,,, =0, substituindo-se na expressdo de f,,, a eq.

(272) e as expressoes que definem «,,, € D, ,:

A=D, = ANo) g |2 pn - \E(a, +Ka,)(1-D, - Aify)~ KA =0 (273)
(1-D,) 3 3
Fatorando-se o primeiro e o terceiro termos da eq. (273) e isolando-se os termos em
AA , obtém-se:
W=D o | 20, + K1 =4 200 2 @)
(1-D,) 3 3

O termo entre colchetes corresponde a expressao de f” . Substituindo-se este

n+l *

termo na eq. (274) e isolando-se a varidvel f),, obtém-se, finalmente, a equacao:

1-D) (1—D,,)(2u+§1<j
Y ’

n+l

/o (275)

Para o célculo de AZ, retoma-se a expressdo de f,, que aparece na defini¢do de

D, ., (pag. 107), nela substituindo-se a expressdo de

Sn+1

| dada pela eq. (272):

2
fp= k, i ky(tré,.,) _ (276)
(=D, ~A4) St 24
(l_Dn_Aﬂ’fD) -
(I_Dn) (I_Dn_Aﬂ’fD)
Fazendo-se uso da eq. (275), calcula-se o termo (1-D, —AAf,):
2
(1-D)Qu+=K)AL
(1-D, - Adf,) = 3 (277)

pr
n+l

Substituindo-se entdo na eq. (276) a expressdo de f,, dada pela eq. (275) e a
expressdo de (1-D, —AAf,) dada por (277), é possivel chegar a uma expressdo para A4

em funcao de valores das varidveis do modelo exclusivamente no estado de previsao:
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A/’l — nl-);l _ kl( nIZ—rI)2 _ kZ(trgnH)z( 1/11-:—"1)2 (278)
2 ) 2 2
2u+=K) (1-D,)yQu+=K
Cu+3K) (=D,)Qu+2K) > i 24
QCut+ K7 S| ———5 —
Cu+_K)
3
Utilizando-se a eq. (277) e sendo (1-D, —AAf,)=(1-D,,,), obtém-se:
2
(1-D)2u+=K)AL
D, =1- 3 (279)

n+l1
Substituindo-se a eq. (278) na eq. (279), tem-se a expressao incremental para o

dano no passo n+1:

pr _ 2 ppr
Dn+1 :Dn + kl n+l 7 + kz(l Dn)(trgnﬂ) n+1 > (280)
1-D)2u+—-K
(-D,)u ) 5 r 207
@u+ K\ [sin|-—5—
’ Qu+%K)
3
Conhecidos A4 e D, ,,, atualizam-se «,,,, €/, ¢ 0,,,.

Apresenta-se agora o calculo do tensor algoritmico C??, o qual leva em

n+l
consideracdo o acoplamento do dano e da plasticidade, cujo conhecimento € necessario
para o calculo da matriz de rigidez tangente usada no método de Newton-Raphson de

solucdo de sistemas nao-lineares.

oo
ep,d _ n+1
G R (281)
8n+1
Fazendo-se uso das expressoes de o, ,, e &7, escreve-se:
— P P
Op1 = C8n+l _Dn+1C8n+l - an + D}1+1C8n - AZ«C”Z},H_I (282)

A derivada indicada na eq. (281) deve ser feita em relacdo a cada um dos cinco
termos da eq. (282), o que ¢é apresentado no Apéndice M.

A expressao resultante do tensor algoritmico ¢:

Coit =(1=D,.,)C = A, N O - 25, © Tort g 2157 @ oct -
n+l n+l gn+l
—2uAA 2”"“ —2un,, ® sﬂ (283)

n+l n+l
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n+l

Da analise da eq. (283), verifica-se a necessidade de calcular os tensores Zn—,
£

n+l

OAA D . .
e M A dedugdo da expressao desses tensores ¢ feita no Apéndice N, sendo sua

og,., O¢

n+l
forma final apresentada a seguir:

annH

= KN,J1+KN,(I®1)+ KN,(n,, ®n.,) (284)

n+l

o¢

n+l
sendo os valores das constantes da eq. (284):
2u(1-D,)

S

n+l

KN, =

) =

_2ud=D) 1
3s 30

2u(1-D,)
S

n+l

KN, =— = KN,

OAA
o¢

=KL 1+KL,n,,, (285)

n+l

sendo KL, e KL, dados por:

— 2k, (tre,., ) (/1)

n+l

KL, =

2

2u fl

Qy+§K)

S

n+l

(Z,quiK)2

pr
KL2 =2—lu (l_Dn)_ 2kl n+l +

Qu+ > K) (1-D,)2u+ K)

4uk,(tre,, ) f7 (1= D,) 2K f7

n+l _ 1 + n+l

v pr
_2ufn 32u+2K) LN

2 3 2
Qu+§K) @u+§K)

S

pr
n+l

n+l

@ﬂ+§KV
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D,y =KD/1+ KD,n, , (286)
a‘C"nJrl
sendo:
2k, (1= D, )tre, ) /i
KDl — 2 1 1 >
pr
Qu+ 2 )| sz -2
3 Qu+ZK)
3
2 2
I{])2 — 21”1;1 + 21Uk2(1 Dn) (trgnﬂ) R
Qu+K)fsin] -5
3 Qu+=K)
3
_ Sll’lK kZ (1 B Dn)z(trgn+l)2 nl-j%—rl
3
pr
su+ 2 KY| s -2
3 Qu+K)
3
Substituindo-se na eq. (283) os valores de Ot , OAL e D, , dados
os oe o¢, .,

n+l n+l

respectivamente pelas eqs. (284), (285) e (286), obtém-se para o tensor algoritmico
tangente a seguinte expressao:

Cep,d — Cé’l,d _ CP,d (287)

n+l n+l n+l

O tensor C* est4 relacionado ao efeito do dano sobre o tensor elastico linear C,

sendo dado por:

cd=1-D )C (288)

n+l

E o tensor C”? esta relacionado ao efeito do acoplamento entre o dano e a

plasticidade, sendo dado por:

C:d = DRI+ DP,(I®1) + DPy(s,., ®) + DP,(s/ ®1)+ DP(1®n,,,) +

(289)

+DE(n,, ®1)+ DE(¢,,, ®n,,)+ DR(g; ®n,.,)+ DE(n,., ®n,,,)
sendo:
DP, =2uAAKN, (290a)
DP, = A(tre,, ) KD, + 2uAALKN, (290b)

DP, =2uKD, (290c)
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DP, =-2uKD, (290d)
DP, = A(tre,,,)KD, (290e)
DP, =2uKL, (2901)
DP, =2uKD, (290g)
DF, =-2uKD, (290h)
DP, =2uAAKN, +2uKL, (2901)

A deducdo da expressdo da matriz tangente deste modelo (obtida utilizando-se o

tensor C%") é apresentada no Apéndice O.

n+l
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5 0 CODIGO DE CALCULO DESENVOLVIDO

Apresentam-se a seguir as principais caracteristicas do codigo desenvolvido:

1) Escrito em linguagem Fortran 90.

2) Pede-se ao usudrio que realize, inicialmente, as seguintes escolhas:

a) Tipo de elemento tridimensional a ser adotado: tetraedro ou hexaedro.

b) Forma de armazenamento da matriz de rigidez: integralmente ou em banda.

¢) Modelo constitutivo a ser utilizado: eléstico-linear, dano elastico (Mazars),
elastoplastico (von Mises), ou dano ductil (Lemaitre).

d) No caso de analise ndo-linear, deve-se optar entre o controle de carga aplicada
ou de deslocamento aplicado.

3) A leitura de dados, realizada através de arquivo, estd dividida em cinco partes:
uma leitura preliminar, uma leitura geral, uma leitura relativa ao enriquecimento da
aproximacdo, uma leitura relativa ao modelo constitutivo adotado (dano de Mazars,
plasticidade ou modelo de Lemaitre) e uma leitura relativa ao processo incremental-
iterativo de solucdo do sistema de equagoes.

3.1) Na leitura preliminar, 1éem-se o numero de ndés da estrutura, o numero de
elementos em que a estrutura foi discretizada, o nimero de faces de elementos carregadas e
o nimero de nds com ao menos um deslocamento prescrito.

3.2) Na leitura geral, 1€em-se: as coordenadas dos nos da estrutura segundo um

sistema cartesiano global xyz, a numeracgdo global dos nos dos vértices de cada elemento,

o moédulo de elasticidade longitudinal e o coeficiente de Poisson, o valor das forcas
distribuidas aplicadas as faces dos elementos (e sua dire¢ao) e o valor dos deslocamentos
prescritos.

3.3) O cédigo permite enriquecer de forma independente os deslocamentos de um
mesmo no. Dessa forma, a leitura referente ao enriquecimento consiste nos seguintes
passos: lé-se um enriquecimento geral, que ¢ adotado para todos os deslocamentos de todos
os nos; 1é-se a seguir o nimero de nds que terd pelo menos um deslocamento com
enriquecimento distinto do geral; por fim, 1é-se para cada um desses nds qual o tipo de
enriquecimento adotado para seus deslocamentos.

3.4) Em fung¢do do modelo constitutivo adotado, podem-se ter trés tipos de leitura:
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3.4.1) Modelo de Mazars: 1€em-se os cinco parametros obtidos em ensaios de

identificacdo do material (&,,, A4;, By, 4., B.). Permite-se a especifica¢do de valores
distintos de ¢,, para cada elemento.

3.4.2) Modelo elastoplastico de von Mises: 1éem-se o moddulo pléstico de

encruamento isotropo (K) e a tensdo de plastificacdo (o,), sendo permitida a

determinagdo de valores distintos dessas grandezas para cada elemento. Caso se atribua ao
parametro K valor nulo, tem-se analise do tipo elastoplastica perfeita.
3.4.3) Modelo de Lemaitre: 1éem-se o modulo pléastico de encruamento

1sotropo (K ), a tensdo de plastificacdo (o, ) e os parametros de identificagdo do material
relativos a este modelo (&,, &, € D). Também neste caso, podem-se especificar valores
de K e o, distintos para cada elemento; valor nulo atribuido a K implica em

elastoplasticidade perfeita.

3.5) Em relagdo ao processo incremental-iterativo, léem-se o nimero de passos de
carga (ou de deslocamento), o nimero limite de iteragdes em cada passo de carga ou de
deslocamento e o valor da tolerancia da norma de energia (critério de parada das iteragdes).

4) Para permitir a realizagdo do enriquecimento, faz-se necessario o céalculo de
alguns parametros, vetores e matrizes, indicados a seguir:

a) Calculo do vetor que associa a cada deslocamento o nimero de fungdes
enriquecedoras, em func¢ao do tipo de enriquecimento adotado.

b) Calculo de um parametro que guarda a maxima dimensao entre as matrizes de
rigidez dos elementos.

c¢) Calculo do vetor que permite corrigir a numeragao global dos deslocamentos,
da situag@o ndo-enriquecida para a enriquecida.

d) Célculo do total de novos parametros (ou funcdes) de enriquecimento,
necessario para a aloca¢ao da matriz de rigidez e do vetor de forcas nodais globais.

e) Calculo de vetores que armazenam para cada elemento (tetraédrico ou
hexaédrico), o numero de pontos de Gauss utilizados na integracdo na area e no volume
dos mesmos. O nimero de pontos de integracdo ¢ definido automaticamente em fun¢do do
enriquecimento dos deslocamentos dos nos dos vértices do elemento.

5) O codigo permite realizar o enriquecimento da aproximagao inicial com fungdes
associadas a bases polinomiais de primeiro até o sexto graus. A titulo de exemplo,

apresentam-se a seguir as bases enriquecedoras de primeiro, segundo e terceiro graus:



116

B ={,xy,z}
2 2 2
P, :{l,x,y,z,x XV, X2, Y, V2,2 }
P _ 1 2 2 2 3 2 2 2 2 3 2 2 3
2 =\LX, Y, 2, X, X0, X2, ¥, 2,27, X, X Y, X 2, Xy, XYz, X2,y , ¥ z,yz",Z
eve-se ressaltar que as funcOes utilizadas no enriquecimento, correspondentes as
D It fi tilizad to, dent
bases polinomiais, sdo tais que seu valor ¢ nulo no nd cujos deslocamentos sdo

enriquecidos (sendo as coordenadas cartesianas nodais x,,, », € z, ). Por exemplo, a
funcao enriquecedora correspondente a0 mondmio xyz ¢ dada por:

f(xyz) — (x_xno) (y_yno) (Z_Znn)
[ [ /

X y z

sendo / , /, e I, parametros relacionados as dimensdes dos elementos.

6) A escolha do método de solucdo do sistema linear depende do tipo de
armazenamento escolhido para a matriz de rigidez global. Caso se tenha escolhido
armazenamento em banda, hd duas opgdes: pelo método de reducdo de Gauss ou por um
processo direto com corregdo iterativa (STROUBOULIS et al (2000)). Caso se tenha
escolhido armazenamento integral da matriz, sdo quatro as opg¢des de resolucdo: pelo
método de Gauss, pelo método sugerido por STROUBOULIS et al (2000), por um
algoritmo especial para resolucdo de sistemas lineares esparsos simétricos, denominado
MAZ27 (DUFF & REID (1983)), ou por uma subrotina de soluc¢do de sistemas do programa
FORTRAN POWERSTATION, que utiliza fatorizagdao LU.

7) O codigo permite ao usudrio definir pontos no dominio nos quais se deseja obter
valores de resposta, em termos de deslocamentos, deformagdes, tensdes, dano e
deformagdes plasticas. Definindo-se as coordenadas cartesianas dos pontos, a
determinagdo do elemento em que esta o ponto e de suas coordenadas no sistema local do
elemento (coordenadas de volume do tetraedro ou as adimensionais do hexaedro) ¢

realizada de modo automatico.
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6 EXEMPLOS DE APLICACAO NUMERICA

A apresentacdo dos exemplos 1 e 2 tem como finalidade principal verificar a
convergéncia da resposta numérica para o resultado exato. Admite-se em ambos os
exemplos uma relacdo constitutiva eléstica linear.

O exemplo 3 consiste na andlise estrutural de uma barra de concreto, utilizando-se o
modelo de Mazars.

O exemplo 4 tem como objetivo mostrar a aplicacdo do Método dos Elementos
Finitos Generalizados a um problema de plasticidade sujeito ao travamento volumétrico,

enquanto o exemplo 5 apresenta uma aplicacdo do modelo de Lemaitre.

6.1 Exemplo 1.

Este exemplo foi extraido de BUSSAMRA (1999). Analisa-se uma viga
biengastada, cujas caracteristicas geométricas sdo apresentadas na figura 20, sendo suas
propriedades mecanicas as seguintes:

E =1,0 (médulo de elasticidade longitudinal).

v =0,2 (coeficiente de Poisson).

O carregamento consiste numa for¢ca uniformemente distribuida sobre a face
superior da viga, de valor ¢ =1,0.

Neste trabalho, adota-se como valor de referéncia para o deslocamento no centro da

face inferior w,,, =5,5061 ¢ para a energia de deformagéo U, =0,32705. Estes valores

foram obtidos utilizando-se o programa ANSYS 5.4, com 5.000 elementos hexaédricos de
20 nds, totalizando 68.277 graus de liberdade.

Neste exemplo, nos processamentos com o MEFG, foram utilizados tanto
elementos tetraédricos como hexaédricos. Utilizando-se elementos tetraédricos, foram
realizadas andlises com quatro discretizagdes da estrutura - com 26, 66, 105 e 285
elementos. Para cada discretizagdo, foram utilizados cinco casos de aproximac¢ao do campo
de deslocamentos: a linear, indicada como nao-enriquecida (NE) e a linear enriquecida por
polindmios de primeiro ao quarto graus (indicadas, respectivamente, por P1, P2, P3 ¢ P4).
Os nos situados nas faces engastadas nao tiveram seus deslocamentos enriquecidos em
nenhuma das aproximacdes, de modo a respeitar as condi¢cdes de contorno do problema. A

tabela 2 apresenta a flecha para cada uma das vinte andlises realizadas, sendo que os
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termos entre parénteses indicam o numero de graus de liberdade. A convergéncia da

energia de deformacao para o valor de referéncia ¢ mostrada na figura 21.

0,2
7
i,’/ Face superior
(X4
v
{/':' _______________________________________________ ‘Z ______
072 /*A|/I 0’5
i N
[}
1 |
| < |
1,0
Ponto em que se mede
o deslocamento.

Figura 20 — Caracteristicas geométricas da viga analisada.

Tabela 2 — Flecha obtida (elementos tetraédricos).

Numero de elementos em cada discretizagao

Enriquecimento 26 66 105 285

NE 0,060499 (15) | 2,715043 (75) | 2,949964 (102) | 3,845828 (276)

Pl 0,061498 (60) | 4,895195 (300) | 5,066694 (408) | 5,355138 (1104)
P2 0,078377 (150) | 5,439094 (750) | 5,469855 (1020) | 5,477777 (2760)
P3 0,099243 (300) | 5,477753 (1500) | 5,491350 (2040) | 5,498717 (5520)
P4 0,138355 (525) | 5,497050 (2625) | 5,501308 (3570) |5,504660 (9660)

Da andlise dos resultados, percebe-se que uma discretizacdo muito grosseira (como
a de 26 elementos) ndo permite a obten¢do de uma boa resposta, exigindo, para sua
melhoria, um enriquecimento de ordem muito elevada. Por outro lado, com uma
discretizagdo um pouco mais fina, mas mesmo assim com um numero de elementos ainda
pequeno, como na discretizacdo em 66 elementos, pode-se notar que o enriquecimento

polinomial proposto assegura uma convergéncia para a solu¢ao desejada.
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Energia de deformagao
0.35
*;
0.3 Numero de
elementos
0.25 | = = = =Ref.
—m—26
66
0.2 4
[ 105
—%—285
0.15
0.1 1
0.05 -
0 = L - . AT
NE P1 P2 P3 P4
Enriquecimento polinomial

Figura 21 - Convergéncia da energia de deformagao (elementos tetraédricos)

Utilizando-se elementos hexaédricos, foram realizadas analises com trés
discretizagdes da estrutura - com 24, 40 e 80 elementos. Para cada discretizacdo, foram
utilizadas quatro aproximagodes: a linear, indicada como ndo-enriquecida (NE), e com
enriquecimentos polinomiais de primeiro ao terceiro graus (indicados, respectivamente,
por P1, P2 e P3). Assim como na discretizagdo em elementos tetraé¢dricos, ndo foram
enriquecidos os deslocamentos relativos aos nds das faces engastadas. A tabela 3 apresenta
a flecha para cada uma das doze andlises realizadas, enquanto a convergéncia da energia de
deformacdo para o valor de referéncia ¢ mostrada na figura 22. Os termos entre parénteses
na tabela 3 ddo o nimero de graus de liberdade em cada caso.

Da anélise dos resultados, pode-se notar a obtengao de uma boa resposta para os
deslocamentos mesmo com discretizacdes relativamente pouco refinadas. Além disso, €
possivel notar que para nimeros semelhantes de graus de liberdade, a resposta ¢ melhor
para a situagdo de grau polinomial mais elevado. E o que se percebe comparando-se, por
exemplo, a discretizacdo em 40 elementos com enriquecimento de terceiro grau com a de

80 elementos enriquecida com polindmio de segundo grau.
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Tabela 3 — Flecha obtida (elementos hexaédricos).

Numero de elementos em cada discretizagao
Enriquecimento 24 40 80
NE 4,001485 (135) | 4,679543 (243) 5,048318 (513)
P1 5,375747 (540) 5,432852 (972) | 5,460098 (2052)
P2 5,429627 (1350) | 5,478777 (2430) | 5,495093 (5130)
P3 5,484458 (2700) | 5,495207 (4860) | 5,502209 (10260)

Energia de deformacgao

0.34

0.32
Numero de
0.3 4 elementos
— — Ref.
0.28 24
' 40
80

0.26 -

0.24 -

0.22 ‘ ‘
NE P1 P2 P3

Enriquecimento polinomial

Figura 22 - Convergéncia da energia de deformagao (elementos hexaédricos)

6.2 Exemplo 2.

Este exemplo foi extraido de NOBREGA (1997). Trata-se de uma chapa engastada
numa extremidade e sujeita a um carregamento uniformemente distribuido na outra. As

dimensdes da chapa, suas propriedades mecanicas ¢ o valor do carregamento sao
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apresentados na figura 23. Este exemplo foi apresentado originalmente por COOK (1987),

constituindo-se atualmente em exemplo de referéncia para testes numéricos. O valor de

confronto para a flecha no ponto A ¢ 0,239 m.

>

0,16 m

0,44 m

X

v=1/3

q=0,0625 kN/m*
E = 100 kN/m?

espessura = 0,01 m

Figura 23 — Painel de Cook

Neste exemplo, utilizaram-se elementos hexaédricos em quatro discretizagdes: com

6, 24, 54 e 96 elementos. Para cada discretizacdo, foram testadas quatro aproximagdes: a

linear (indicada por NE) e as enriquecidas com polindmios de primeiro, segundo e terceiro

graus (indicadas respectivamente por P1, P2 e P3). Os deslocamentos associados aos nds

situados na extremidade engastada nao foram enriquecidos em nenhuma das aproximagdes.

Na tabela 4, apresentam-se os valores de deslocamento no ponto A obtidos com as

dezesseis analises realizadas, sendo que os valores entre parénteses indicam o nimero de

graus de liberdade da andlise. A convergéncia da energia de deformagdo ¢ apresentada na

figura 24.
Tabela 4 — Deslocamento no ponto A (m)

Enriquecimento Numero de elementos de cada discretizagdo

da aproximagdo 6 24 54 96
NE 0,140414 (54) | 0,196250 (180) | 0,216331 (378) | 0,225111 (648)
P1 0,230846 (216) | 0,236610 (720) [0,237791 (1512)| 0,238318 (2592)
P2 0,236809 (540) |0,238598 (1800) | 0,238979 (3780) | 0,239139 (6480)
P3 0,237975 (1080) | 0,238955 (3600) | 0,239173 (7560) | 0,239269 (12960)
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Energia de deformacao (kN.m)
1.30E-03
1.20E-03 % X
//x/t Numero
de ele-
1.10E-03
mentos
—e— Ref.
1.00E-03 | -6
24
9.00E-04 54
—x— 96
8.00E-04
7.00E-04
6.00E-04 ‘ T
NE P1 P2 P3
Enriquecimento polinomial

Figura 24 — Convergéncia da energia de deformacao.

Da anélise dos resultados € possivel extrair algumas conclusdes, expostas a seguir:

- Nota-se que a convergéncia da resposta para o valor de referéncia ¢ muito lenta,
exigindo um refinamento consideravel, quando se utilizam elementos com aproximagao
linear (ndo-enriquecidos).

- Entretanto, utilizando-se enriquecimentos polinomiais de ordem mais elevada ¢
possivel obter-se boas respostas mesmo com discretizagdes grosseiras (como ¢ a
discretizacdo em 6 elementos).

- Também neste exemplo € possivel perceber a maior eficiéncia do refinamento p
quando comparado ao h — verifica-se uma melhor resposta da discretizacdo em 6
elementos com enriquecimento de terceiro grau (com 1080 graus de liberdade) do que a
discretizacdo em 54 elementos com enriquecimento de primeiro grau (com 1512 graus de

liberdade).
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6.3 Exemplo 3

Neste exemplo, a estrutura analisada ¢ uma barra de concreto sujeita a
carregamento axial de tragdo em sua face superior, tendo sido adotado para o material o
modelo constitutivo de Mazars, descrito no item 4.3.1. Admite-se que a barra apresente
duas regides de maior fragilidade, as quais apresentam parametro &,,, usado para controlar
o inicio da danificacdo, menor que o do restante da pega. As dimensdes da barra e da
regido enfraquecida sdo mostradas na figura 25. O carregamento ¢ aplicado na face
superior através de deslocamentos controlados na dire¢do do eixo Z, enquanto que, na
face inferior, prescrevem-se deslocamentos nulos naquela direcao.

As propriedades mecanicas do material idealizado sdo:

E =25.000 MPa =2,5.10" kN/m’

v=0,25

£,0=6,7.107 (6,0.10” nas regides de maior fragilidade).

A4, =07
B, =8.000
A, =113

B, =1250

Discretizou-se a estrutura em 20 elementos hexaédricos, conforme mostrado na
figura 26. Utilizaram-se, além da aproximacdo linear para os deslocamentos (aqui referida
como NE), os seguintes tipos de enriquecimento:

- P1: enriquecimento polinomial de primeiro grau em todos os nos.

- P1P2: Os nés da faixa central (mostrada na figura 26) sdo enriquecidos com
funcdes polinomiais de segundo grau, enquanto os demais, com func¢des de primeiro grau.

- P2P3: Os nods da faixa central sdo enriquecidos com fungdes polinomiais de
terceiro grau, enquanto os demais, com fung¢des de segundo grau.

Nas aproximacdes P1, P1P2 e P2P3, os deslocamentos na dire¢do do eixo Z dos
noés situados nas faces inferior e superior ndo sdo enriquecidos, de modo a assegurar as

condigdes de contorno em deslocamento previstas.
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Figura 25 — Dimensoes da barra e das regides enfraquecidas.
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Figura 26 — Malha de elementos e faixa central enriquecida
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Impde-se & face superior um deslocamento total de 2,425.10™* m, ao longo de
cingiienta passos. O primeiro deles consiste num deslocamento de 1,2.10™ m e os demais,

de 2,5.10° m . Na figura 27, apresentam-se as curvas for¢a x deslocamento para os quatro

tipos de enriquecimento utilizados na analise.

200.00

180.00

160.00

140.00

120.00 —NE

100.00 P1
P1P2

80.00 P2P3
60.00

Forga Aplicada (kN)

40.00

20.00

0-00 T T T T
0.0E+00  5.0E-05 1.0E-04 1.5E-04 2.0E-04 2.5E-04

Deslocamento (m)

Figura 27 — Relagdo forca x deslocamento

Verifica-se que o fenomeno da localizagdo do dano (ao qual corresponde, na figura
27, a queda abrupta na forca aplicada) ocorre em passos distintos de acordo com o tipo de
enriquecimento adotado. Para a aproximagdo NE, a localizacdo ndo chega a ocorrer. Para

os enriquecimentos P1, P1P2 e P2P3, a localiza¢do ocorre, respectivamente, quando se
impdem a pega os seguintes deslocamentos: 2,375.10% m, 23.10" m e 2,25.10" m.

Nota-se, além disso, que as curvas for¢a x deslocamento para os diferentes tipos de
enriquecimento, até o inicio da localizacdo, praticamente se sobrepdem.

A figura 28 apresenta o dano num plano perpendicular ao eixo Y, na metade da
espessura da peca, no ultimo passo de deslocamento aplicado, para os enriquecimentos P1,
P1P2 e P2P3. Percebe-se nitidamente como a localizacdo do dano ocorre de forma distinta
de acordo com o enriquecimento adotado: na medida em que a aproximacao ¢ enriquecida,

a zona de localizacao tende a expandir-se no centro da peca.
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Figura 28 — Localizacdo do dano (passo 50).
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Naturalmente, nao ¢ o objetivo desta pesquisa abordar em profundidade o problema
da localizagdo de deformagdes. O objetivo aqui ¢ o de avaliar se o enriquecimento
proporcionado pelo MEFG permite definir de modo mais claro a regido de evolugdo mais

localizada do dano, o que parece, de fato, acontecer.

6.4 Exemplo 4

Este exemplo foi extraido de WELLS et al (2002). A estrutura analisada ¢ um
bloco, em cuja face superior esta uma placa infinitamente rigida sobre a qual se aplica a
carga. As dimensdes do bloco e da placa sao mostradas na figura 29. As faces inferior e
laterais do bloco tém deslocamento prescrito em todas as diregdes.

O modelo constitutivo do material do bloco ¢ o elastoplastico perfeito com critério
de plastificagdo de von Mises. As propriedades mecanicas do material idealizado sao:

E =1,0 MPa = 1,0 N/ mm’

v=0,49

o, =0,01 MPa=0,01 N/mm?

1 mm

2 mm 2 mm

Figura 29 — Dimensdes do bloco e da placa rigida.

Fazendo-se uso da dupla simetria da estrutura, analisa-se apenas uma quarta parte
da mesma. A carga ¢ aplicada de modo indireto, por meio de deslocamento vertical
prescrito na regido sob a placa. A figura 30 mostra a estrutura analisada e as respectivas

condicoes de contorno.
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Foram utilizadas duas malhas de elementos hexaédricos: a primeira com 64
elementos e a segunda com 384. Para ambas as discretizacdes apresenta-se a relacdo obtida
entre o deslocamento na direcdo Z na regido sob a placa e a forca necessaria para produzi-

lo (ambos em valor absoluto).

Deslocamento con-
trolado na dire¢ao Z

Face com deslocamen- Face com deslocamen-
to nulo na dire¢ao X to nulo na dire¢ao Y

Figura 30 — Estrutura analisada utilizando dupla simetria.

Nas figuras 31 e 32 ¢ possivel perceber nitidamente o efeito do travamento
volumétrico, quando se usa baixo grau de aproximacdo (a sigla NE indica que a
aproximacao linear para os deslocamentos ndo foi enriquecida), pois em ambos os graficos,
a carga limite ndo ¢ atingida.

Verifica-se também que o enriquecimento tal como proposto neste trabalho permite
superar esse efeito, uma vez que ja para o enriquecimento polinomial de primeiro grau (P1)
a estrutura atinge a carga limite. Além disso, nota-se uma boa eficiéncia do método de
enriquecimento polinomial, visto que mesmo para uma malha pouco refinada (como a de

64 clementos), o valor da carga limite obtida aproxima-se bastante do apresentado por
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WELLS et al (2002), na medida em que se utilizam enriquecimentos polinomiais de

segundo e terceiro graus.

Forga aplicada (N)

Malha de 64 elementos

7.0E-02

6.0E-02

5.0E-02

4.0E-02

3.0E-02
2.0E-02

1.0E-02 /—”/’

0.0E+00
0.0E+00 1.0E-02 2.0E-02 3.0E-02 4.0E-02 5.0E-02

Deslocamento (mm)

Figura 31 — Relacdo Forga x Deslocamento para malha de 64 elementos.

Forga aplicada (N)

Malha de 384 elementos

3.5E-02

3.0E-02

2.5E-02
2.0E-02
1.5E-02
1.0E-02
5.0E-03

0.0E+00
0.0E+00 1.0E-02 2.0E-02 3.0E-02 4.0E-02 5.0E-02

Deslocamento (mm)

Figura 32 — Relacdo Forga x Deslocamento para malha de 384 elementos.
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6.5 Exemplo 5

A estrutura analisada ¢ uma chapa de espessura unitaria com dois recortes
cilindricos, mostrada na figura 33. Indicam-se também na figura as faces nas quais se

impdem deslocamentos controlados na dire¢ao do eixo y .

O modelo constitutivo do material que forma a chapa ¢ o de Lemaitre - com dano e
plasticidade, conforme apresentado no item 4.3.2 do capitulo 4. As propriedades mecanicas

do material sdo:
E =210 GPa =2,1-10° N/ mm*
v=03
K =10,5 GPa =1,05-10* N/mm?
o, =620 MPa =620 N/mm®

D.=0,40, &, =0,0 e ¢, =0,2

y

Face de deslocamento
/ controlado em y.
d=+1,0 mm

R=4 mm

40 mm

Espessura = 1,0 mm

Face de deslocamento
controlado emy.

I 18 mm I d=-1,0mm

Figura 33 — Dimensdes da chapa analisada.
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A anélise estrutural ¢ realizada apenas sobre um quarto da estrutura — utilizando-se

os seguintes vinculos de simetria:

- num plano normal ao eixo z (na metade da espessura), impde-se deslocamento

nulo na dire¢do do eixo z .

- num plano normal ao eixo x, passando por x =0, impde-se deslocamento nulo na

direcdo desse eixo.
A figura 34 mostra a estrutura analisada efetivamente, num plano x—y em z=0,

fazendo-se uso dos vinculos de simetria.

Face de deslocamento
controlado em y.
d=+1,0 mm

Face de deslocamento | —]
nulo na dire¢do x.

R=4 mm

40 mm

Espessura = 0,5 mm

Face de deslocamento
9 mm controlado em y.

— d=-1,0mm

Figura 34 — Estrutura efetivamente analisada — vinculos de simetria

O deslocamento controlado ¢ aplicado ao longo de 100 passos. Foram utilizadas
duas malhas de elementos hexaédricos: a primeira com 62 elementos (malha A) e a
segunda com 82 (malha B). As malhas utilizadas sao mostradas na figura 35, sendo que na

espessura ha apenas uma camada de elementos. Como se pode ver nessa figura, a malha B
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¢ mais refinada na regido central da peca (que apresenta os mais elevados gradientes de
tensdo), em compara¢do a malha A: com isso, podem-se confrontar resultados levando-se

em conta também o efeito do refinamento h.

Ao longo
da espes-
sura, uma
I 1] camada de

A SSSSS elementos

Malha A: 62 Malha B: 82
elementos elementos

Figura 35 — Malhas de elementos utilizadas na anélise.

Duas simulagdes foram realizadas: na primeira, ndo se considerou o dano, apenas a
plasticidade, adotando-se o modelo constitutivo descrito no item 3.3.2.2 do capitulo 3; na
segundo, utilizou-se o modelo de Lemaitre.

1? simulagdo — Elastoplasticidade com encruamento isotropo linear.

Para ambas as malhas mostradas na figura 35, a analise foi realizada utilizando-se
trés tipos de aproximacao:

- Sem enriquecimento (NE).

- Com enriquecimento polinomial de primeiro grau em todos os nos (P1).

- Com enriquecimento polinomial de segundo grau nos noés da faixa central da
chapa (mostrados na figura 36) e de primeiro grau nos demais nés (adotando-se a sigla P2
para esta aproximacao).

Nas aproximacdes P1 e P2, nas faces de deslocamento prescrito (nulo ou
controlado) numa determinada dire¢do, os deslocamentos nessas diregdes nao sao

enriquecidos.
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) iy [ ® - Nos da faixa
H central
JRNN
Malha A Malha B

Figura 36 — Nos da faixa central com enriquecimento polinomial de segundo grau

Apresentam-se a seguir os graficos: valor da forga aplicada nas faces contra

deslocamento prescrito na dire¢do y .

Forca aplicada (N)

18000
16000
14000

12000
10000

8000
6000
4000
2000

0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Deslocamento (mm)

Figura 37 — Forga aplicada x deslocamento (malha A)
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Forga aplicada (N)
18000

16000 /f/‘
14000 ,A/\/‘//

12000 NE
—P1

10000 P2

8000 -

6000

4000

2000 +:

0 - ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Deslocamento (mm)

Figura 38 — Forga aplicada x deslocamento (malha B)

Nas figuras 37 e 38, pode-se ver nitidamente o efeito de regularizacdo da resposta
global (carga x deslocamento) que se obtém com o enriquecimento da aproximagao (tanto
para a malha menos refinada como para a mais refinada). Nota-se que ha pouca alteracao
na resposta global ao se melhorar a aproximacdo na faixa central (passando do
enriquecimento P1 para o P2).

Nas figuras seguintes, apresentam-se (para ambas as malhas) os mapas da
distribuicdo da tensdo de von Mises (tensdo equivalente) no 100° passo (nivel de

deslocamento: 1,0 mm), considerando-se os trés tipos de aproximagdo. Esses valores

correspondem aos obtidos num plano normal a z que dista 2,346.107 mm do plano que
passa pela metade da espessura.

Das figuras 39 e 40, pode-se constatar que, para ambas as malhas, had uma diferenga
muito acentuada na resposta obtida sem enriquecimento (NE), de um lado, e com
enriquecimentos P1 e P2, de outro. As tensdes minimas e maximas obtidas com
enriquecimentos P1 e P2 sdo muito proximas entre si e divergem bastante dos respectivos
valores obtidos quando ndo se faz enriquecimento (NE). Provavelmente a resposta sem
enriquecimento sofre dos efeitos de travamento ja discutidos anteriormente. Embora
discreto, o efeito do enriquecimento P2 sobre o P1 faz-se notar pela maior regularizagao
das curvas de isotensdo na regido central, que ¢ exatamente a de maiores gradientes de

tensao.
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Figura 39 — Mapa da tensdo equivalente (malha A), em N / mm® .
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P1
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600 -15.00
5.00

5.00

Figura 40 — Mapa da tensao equivalente (malha B), em N, / mm® .
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2% simula¢do — Modelo de Lemaitre.

Para ambas as malhas mostradas na figura 35, a andlise foi realizada utilizando-se
os trés tipos de aproximac¢do descritos na primeira etapa.

Os graficos com o valor da forca aplicada nas faces de deslocamento prescrito na

diregdo y sdo apresentados a seguir.

Forga aplicada (N)

14000

12000

10000 —NE
—P1

P2

8000

6000

4000

2000

0

o
o
-—
o
o
o
w
N
N
o
)
o
o
o
N
o
o

Deslocamento (mm)

Figura 41 — Forga aplicada x deslocamento (malha A)
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0

o

0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8

Deslocamento (mm)

Figura 42 — Forca aplicada x deslocamento (malha B)
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Da analise das figuras 41 e 42, percebe-se que, para ambas as malhas, o dano critico
¢ atingido mais rapidamente quando se usa a aproximac¢do polinomial mais pobre (NE).
Isso ocorre pois nesse caso a estrutura apresenta uma rigidez excessiva, com conseqiiente
aumento das deformagdes plasticas e do dano. Utilizando-se a malha A (menos refinada), o

dano atingiu o valor maximo (limitado a 0,99) nos passo 27 (aproximacao NE), 75 (P1) e

74 (P2). J4 com a utilizagdo da malha B (mais refinada), o valor maximo do dano foi
atingido nos passos 43 (NE), 72 (P1) e 71 (P2).

Relativamente a malha A, os mapas de tensdo equivalente ¢ de dano sdo
apresentados nas figuras 43 e 44, correspondentes ao passo 27, para as trés aproximagdoes €
nas figuras 45 e 46, correspondentes ao passo 74, apenas para os enriquecimentos P1 e P2.

Nas figuras 43 e 44, nota-se uma qualidade muito ruim da resposta quando se
utiliza aproximacdo nao-enriquecida (NE), tanto em termos da tensdo equivalente como do
dano, quando comparada a obtida com o uso das aproximagdes enriquecidas P1 e P2. Na
figura 44, verifica-se inclusive a obten¢ao de dano maximo em posi¢des incorretas.

A melhoria da qualidade da resposta obtida ao se utilizar o enriquecimento P2, em
relagdo ao P1, pode ser vista nas figuras 45 e 46. Na regido central, percebe-se claramente
a melhor definicao das curvas de tensdo de von Mises e de dano, respectivamente.

Os mapas de tensdo equivalente e de dano referentes a malha B sdo apresentados
nas figuras 47 e 48 , no passo 43 para as trés aproximagdes e nas figuras 49 e 50, no passo
71, apenas com os enriquecimentos P1 e P2.

Os mesmos comentarios feitos com relagdo a malha A s3o validos: a aproximagao
NE conduz a resultados insatisfatorios (figuras 47 e 48) e ha uma regularizagao da resposta
em termos de tensdes e do dano ao se passar do enriquecimento P1 para o P2 (figuras 49 e
50).

Quando se usa a malha B, porém, nota-se que o efeito de regularizagdo da resposta
pelo uso de aproximagdo com enriquecimento P2, comparado ao uso do enriquecimento
P1, ¢ bem menos pronunciado do que o verificado ao se utilizar a malha A. Isso
provavelmente deve-se ao fato de a malha B ja apresentar maior refinamento na regido
central (do tipo h), tornando o efeito do enriquecimento polinomial (do tipo p) mais

notavel na malha menos refinada (A).
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Figura 43 — Malha A — Tensao equivalente em N, / mm’ - Passo 27
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Figura 44 — Malha A — Dano — Passo 27
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Figura 45 — Malha A — Tensao equivalente em N, / mm’® — Passo 74
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Figura 46 — Malha A — Dano — Passo 74
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Figura 47 — Malha B — Tensao equivalente em N, / mm’® — Passo 43
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Figura 48 — Malha B — Dano — Passo 43
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Figura 49 — Malha B — Tensao equivalente em N, / mm’® — Passo 71
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Figura 50 — Malha B — Dano — Passo 71
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6 EXEMPLOS DE APLICACAO NUMERICA

A apresentacdo dos exemplos 1 e 2 tem como finalidade principal verificar a
convergéncia da resposta numérica para o resultado exato. Admite-se em ambos os
exemplos uma relacdo constitutiva eléstica linear.

O exemplo 3 consiste na andlise estrutural de uma barra de concreto, utilizando-se o
modelo de Mazars.

O exemplo 4 tem como objetivo mostrar a aplicacdo do Método dos Elementos
Finitos Generalizados a um problema de plasticidade sujeito ao travamento volumétrico,

enquanto o exemplo 5 apresenta uma aplicacdo do modelo de Lemaitre.

6.1 Exemplo 1.

Este exemplo foi extraido de BUSSAMRA (1999). Analisa-se uma viga
biengastada, cujas caracteristicas geométricas sdo apresentadas na figura 20, sendo suas
propriedades mecanicas as seguintes:

E =1,0 (médulo de elasticidade longitudinal).

v =0,2 (coeficiente de Poisson).

O carregamento consiste numa for¢ca uniformemente distribuida sobre a face
superior da viga, de valor ¢ =1,0.

Neste trabalho, adota-se como valor de referéncia para o deslocamento no centro da

face inferior w,,, =5,5061 ¢ para a energia de deformagéo U, =0,32705. Estes valores

foram obtidos utilizando-se o programa ANSYS 5.4, com 5.000 elementos hexaédricos de
20 nds, totalizando 68.277 graus de liberdade.

Neste exemplo, nos processamentos com o MEFG, foram utilizados tanto
elementos tetraédricos como hexaédricos. Utilizando-se elementos tetraédricos, foram
realizadas andlises com quatro discretizagdes da estrutura - com 26, 66, 105 e 285
elementos. Para cada discretizagdo, foram utilizados cinco casos de aproximac¢ao do campo
de deslocamentos: a linear, indicada como nao-enriquecida (NE) e a linear enriquecida por
polindmios de primeiro ao quarto graus (indicadas, respectivamente, por P1, P2, P3 ¢ P4).
A tabela 2 apresenta a flecha para cada uma das vinte analises realizadas, sendo que os
termos entre parénteses indicam o numero de graus de liberdade. A convergéncia da

energia de deformacao para o valor de referéncia ¢ mostrada na figura 21.
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Figura 20 — Caracteristicas geométricas da viga analisada.

Tabela 2 — Flecha obtida (elementos tetraédricos).

Numero de elementos em cada discretizagao
Enriquecimento 26 66 105 285
NE 0,060499 (15) | 2,715043 (75) | 2,949964 (102) | 3,845828 (276)
P1 0,061498 (60) | 4,895195 (300) | 5,066694 (408) | 5,355138 (1104)
P2 0,078377 (150) | 5,439094 (750) | 5,469855 (1020) | 5,477777 (2760)
P3 0,099243 (300) |5,477753 (1500) | 5,491350 (2040) | 5,498717 (5520)
P4 0,138355 (525) |5,497050 (2625) | 5,501308 (3570) |5,504660 (9660)

Da analise dos resultados, percebe-se que uma discretizacdo muito grosseira (como
a de 26 elementos) ndo permite a obtencdo de uma boa resposta, exigindo, para sua
melhoria, um enriquecimento de ordem muito elevada. Por outro lado, com uma
discretizacdo um pouco mais fina, mas mesmo assim com um nimero de elementos ainda
pequeno, como na discretizagdo em 66 elementos, pode-se notar que o enriquecimento

polinomial proposto assegura uma convergéncia para a solug¢ao desejada.
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Figura 21 - Convergéncia da energia de deformagao (elementos tetraédricos)

Utilizando-se elementos hexaédricos, foram realizadas analises com trés
discretizagdes da estrutura - com 24, 40 e 80 elementos. Para cada discretizacdo, foram
utilizadas quatro aproximagodes: a linear, indicada como ndo-enriquecida (NE), e com
enriquecimentos polinomiais de primeiro ao terceiro graus (indicados, respectivamente,
por P1, P2 e P3). A tabela 3 apresenta a flecha para cada uma das doze analises realizadas,
enquanto a convergéncia da energia de deformagdo para o valor de referéncia ¢ mostrada
na figura 22. Os termos entre parénteses na tabela 3 ddo o nimero de graus de liberdade
em cada caso.

Da analise dos resultados, pode-se notar a obtengdo de uma boa resposta para os
deslocamentos mesmo com discretizagdes relativamente pouco refinadas. Além disso, ¢
possivel notar que para nimeros semelhantes de graus de liberdade, a resposta ¢ melhor
para a situagdo de grau polinomial mais elevado. E o que se percebe comparando-se, por
exemplo, a discretizagdo em 40 elementos com enriquecimento de terceiro grau com a de

80 elementos enriquecida com polindmio de segundo grau.



Tabela 3 — Flecha obtida (elementos hexaédricos).

Numero de elementos em cada discretizagao
Enriquecimento 24 40 80
NE 4,001485 (135) | 4,679543 (243) 5,048318 (513)
P1 5,375747 (540) 5,432852 (972) | 5,460098 (2052)
P2 5,429627 (1350) | 5,478777 (2430) | 5,495093 (5130)
P3 5,484458 (2700) | 5,495207 (4860) | 5,502209 (10260)

Energia de deformacgao

0.34

0.32
Numero de
0.3 4 elementos
— — Ref.
0.28 24
' 40
80

0.26 -

0.24 -

0.22 ‘ ‘
NE P1 P2 P3

Enriquecimento polinomial

Figura 22 - Convergéncia da energia de deformagao (elementos hexaédricos)

6.2 Exemplo 2.

Este exemplo foi extraido de NOBREGA (1997). Trata-se de uma chapa engastada
numa extremidade e sujeita a um carregamento uniformemente distribuido na outra. As

dimensdes da chapa, suas propriedades mecanicas ¢ o valor do carregamento sao



apresentados na figura 23. Este exemplo foi apresentado originalmente por COOK (1987),

que d& como referéncia o valor de 0,239 m para a flecha no ponto A.

AY

0,48 m

|
|
AsY q 0,16 m
T q = 0,0625 kN/m’
E = 100 kN/m?
v=1/3
0,44 m espessura = 0,01 m
X —
>

Figura 23 — Painel de Cook

Neste exemplo, utilizaram-se elementos hexaédricos em quatro discretizagdes: com

6, 24, 54 e 96 elementos. Para cada discretizagdo, foram testadas quatro aproximagoes: a

linear (indicada por NE) e as enriquecidas com polindmios de primeiro, segundo e terceiro

graus (indicadas respectivamente por P1, P2 e P3). Na tabela 4, apresentam-se os valores

de deslocamento em A obtidos com as dezesseis analises realizadas, sendo que os valores

entre parénteses indicam o nimero de graus de liberdade da andlise. A convergéncia da

energia de deformagdo ¢ apresentada na figura 24.

Tabela 4 — Deslocamento no ponto A (m)

Enriquecimento Numero de elementos de cada discretizacao

da aproximagao 6 24 54 96
NE 0,140414 (54) | 0,196250 (180) | 0,216331 (378) | 0,225111 (648)
P1 0,230846 (216) | 0,236610 (720) |0,237791 (1512)| 0,238318 (2592)
P2 0,236809 (540) |0,238598 (1800) | 0,238979 (3780) | 0,239139 (6480)
P3 0,237975 (1080) | 0,238955 (3600) | 0,239173 (7560) | 0,239269 (12960)
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Figura 24 — Convergéncia da energia de deformacao.

Da anélise dos resultados € possivel extrair algumas conclusdes, expostas a seguir:

- Nota-se que a convergéncia da resposta para o valor de referéncia ¢ muito lenta,
exigindo um refinamento consideravel, quando se utilizam elementos com aproximagao
linear (ndo-enriquecidos).

- Entretanto, utilizando-se enriquecimentos polinomiais de ordem mais elevada ¢
possivel obter-se boas respostas mesmo com discretizagdes grosseiras (como € a
discretizacdo em 6 elementos).

- Também neste exemplo € possivel perceber a maior eficiéncia do refinamento p
quando comparado ao h — verifica-se uma melhor resposta da discretizacdo em 6
elementos com enriquecimento de terceiro grau (com 1080 graus de liberdade) do que a
discretizacdo em 54 elementos com enriquecimento de primeiro grau (com 1512 graus de

liberdade).



6.3 Exemplo 3

Neste exemplo, a estrutura analisada ¢ uma barra de concreto sujeita a
carregamento axial de tragdo em sua face superior, tendo sido adotado para o material o
modelo constitutivo de Mazars, descrito no item 4.3.1. Admite-se que a barra apresente
duas regides de maior fragilidade, as quais apresentam parametro &,,, usado para controlar
o inicio da danificacdo, menor que o do restante da pega. As dimensdes da barra e da
regido enfraquecida sdo mostradas na figura 25. O carregamento ¢ aplicado na face
superior através de deslocamentos controlados na dire¢do do eixo Z, enquanto que, na
face inferior, prescrevem-se deslocamentos nulos naquela direcao.

As propriedades mecanicas do material idealizado sdo:

E =25.000 MPa =2,5.10" kN/m’

v=0,25

£,0=6,7.107 (6,0.10” nas regides de maior fragilidade).

A4, =07
B, =8.000
A, =113

B, =1250

Discretizou-se a estrutura em 20 elementos hexaédricos, conforme mostrado na
figura 26. Utilizaram-se, além da aproximacdo linear para os deslocamentos (aqui referida
como NE), os seguintes tipos de enriquecimento:

- P1: enriquecimento polinomial de primeiro grau em todos os nos.

- P1P2: Os nés da faixa central (mostrada na figura 26) sdo enriquecidos com
funcdes polinomiais de segundo grau, enquanto os demais, com func¢des de primeiro grau.

- P2P3: Os nods da faixa central sdo enriquecidos com fungdes polinomiais de

terceiro grau, enquanto os demais, com fung¢des de segundo grau.
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Figura 25 — Dimensoes da barra e das regides enfraquecidas.
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Figura 26 — Malha de elementos e faixa central enriquecida




Impde-se & face superior um deslocamento total de 2,425.10™* m, ao longo de
cingiienta passos. O primeiro deles consiste num deslocamento de 1,2.10™ m e os demais,

de 2,5.10° m . Na figura 27, apresentam-se as curvas for¢a x deslocamento para os quatro

tipos de enriquecimento utilizados na analise.

200.00
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160.00

140.00

120.00 —NE

100.00 P1
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80.00 P2P3
60.00

Forga Aplicada (kN)

40.00

20.00

0-00 T T T T
0.0E+00  5.0E-05 1.0E-04 1.5E-04 2.0E-04 2.5E-04

Deslocamento (m)

Figura 27 — Relagdo forca x deslocamento

Verifica-se que o fenomeno da localizagdo do dano (ao qual corresponde, na figura
27, a queda abrupta na forca aplicada) ocorre em passos distintos de acordo com o tipo de
enriquecimento adotado. Para a aproximagdo NE, a localizacdo ndo chega a ocorrer. Para

os enriquecimentos P1, P1P2 e P2P3, a localiza¢do ocorre, respectivamente, quando se
impdem a pega os seguintes deslocamentos: 2,375.10% m, 23.10" m e 2,25.10" m.

Nota-se, além disso, que as curvas for¢a x deslocamento para os diferentes tipos de
enriquecimento, até o inicio da localizacdo, praticamente se sobrepdem.

A figura 28 apresenta o dano num plano perpendicular ao eixo Y, na metade da
espessura da peca, no ultimo passo de deslocamento aplicado, para os enriquecimentos P1,
P1P2 e P2P3. Percebe-se nitidamente como a localizacdo do dano ocorre de forma distinta
de acordo com o enriquecimento adotado: na medida em que a aproximacao ¢ enriquecida,

a zona de localizacao tende a expandir-se no centro da peca.
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Figura 28 — Localizacdo do dano (passo 50).




Naturalmente, nao ¢ o objetivo desta pesquisa abordar em profundidade o problema
da localizagdo de deformagdes. O objetivo aqui ¢ o de avaliar se o enriquecimento
proporcionado pelo MEFG permite definir de modo mais claro a regido de evolugdo mais

localizada do dano, o que parece, de fato, acontecer.

6.4 Exemplo 4

Este exemplo foi extraido de WELLS et al (2002). A estrutura analisada ¢ um
bloco, em cuja face superior esta uma placa infinitamente rigida sobre a qual se aplica a
carga. As dimensdes do bloco e da placa sao mostradas na figura 29. As faces inferior e
laterais do bloco tem deslocamento prescrito em todas as diregdes.

O modelo constitutivo do material do bloco ¢ o elastoplastico perfeito com critério
de plastificagdo de von Mises. As propriedades mecanicas do material idealizado sao:

E =1,0 MPa = 1,0 N/ mm’

v=0,49

o, =0,01 MPa=0,01 N/mm?

1 mm

2 mm 2 mm

Figura 29 — Dimensdes do bloco e da placa rigida.

Fazendo-se uso da dupla simetria da estrutura, analisa-se apenas uma quarta parte
da mesma. A carga ¢ aplicada de modo indireto, por meio de deslocamento vertical
prescrito na regido sob a placa. A figura 30 mostra a estrutura analisada e as respectivas

condicoes de contorno.



Foram utilizadas duas malhas de elementos hexaédricos: a primeira com 64
elementos e a segunda com 384. Para ambas as discretizacdes apresenta-se a relacdo obtida
entre o deslocamento na direcdo Z na regido sob a placa e a forca necessaria para produzi-

lo (ambos em valor absoluto).

Deslocamento con-
trolado na dire¢ao Z

Face com deslocamen- Face com deslocamen-
to nulo na dire¢ao X to nulo na dire¢ao Y

Figura 30 — Estrutura analisada utilizando dupla simetria.

Nas figuras 31 e 32 ¢ possivel perceber nitidamente o efeito do travamento
volumétrico, quando se usa baixo grau de aproximacdo (a sigla NE indica que a
aproximacao linear para os deslocamentos ndo foi enriquecida), pois em ambos os graficos,
a carga limite ndo ¢ atingida.

Verifica-se também que o enriquecimento tal como proposto neste trabalho permite
superar esse efeito, uma vez que ja para o enriquecimento polinomial de primeiro grau (P1)
a estrutura atinge a carga limite. Além disso, nota-se uma boa eficiéncia do método de
enriquecimento polinomial, visto que mesmo para uma malha pouco refinada (como a de

64 clementos), o valor da carga limite obtida aproxima-se bastante do apresentado por



WELLS et al (2002), na medida em que se utilizam enriquecimentos polinomiais de

segundo e terceiro graus.
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Figura 31 — Curva For¢a x Deslocamento para malha de 64 elementos.

Malha de 384 elementos
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Figura 32 — Curva Forca x Deslocamento para malha de 384 elementos.



6.5 Exemplo 5

A estrutura analisada ¢ uma chapa de espessura unitaria com dois recortes
cilindricos, mostrada na figura 33. Indicam-se também na figura as faces nas quais se

impdem deslocamentos controlados na dire¢ao do eixo y .

O modelo constitutivo do material que forma a chapa ¢ o de Lemaitre - com dano e
plasticidade, conforme apresentado no item 4.3.2.5 do capitulo 4. As propriedades

mecanicas do material sdo:
E =210 GPa =2,1-10° N/ mm*
v=03
K =10,5 GPa =1,05-10* N/mm?
o, =620 MPa =620 N/mm®

D. =040, E,=0,0 ¢ E, =0,2

y

Face de deslocamento
/ controlado em y.
d=+1,0 mm

R=4 mm

40 mm

Espessura = 1,0 mm

Face de deslocamento
controlado emy.

I 18 mm I d=-1,0mm

Figura 33 — Dimensdes da chapa analisada.



A anélise estrutural ¢ realizada apenas sobre um quarto da estrutura — utilizando-se
os seguintes vinculos de simetria:

- num plano normal ao eixo z (na metade da espessura), impde-se deslocamento
nulo na dire¢do do eixo z.

- num plano normal ao eixo x, passando por x =0, impde-se deslocamento nulo na
direcdo do eixo x.

A figura 34 mostra a estrutura analisada efetivamente, num plano x—y em z=0,

fazendo-se uso dos vinculos de simetria.

Face de deslocamento
controlado em y.
d=+1,0 mm

Face de deslocamento
nulo na dire¢do x.

R=4 mm

40 mm

Espessura = 0,5 mm

Face de deslocamento
9 mm controlado em y.

— d=-1,0mm

Figura 34 — Estrutura efetivamente analisada — vinculos de simetria

O deslocamento controlado ¢ aplicado ao longo de 100 passos. Foram utilizadas
duas malhas de elementos hexaédricos: a primeira com 62 elementos (malha A) e a
segunda com 82 (malha B). As malhas utilizadas s3o mostradas na figura 35, sendo que na

espessura ha apenas uma camada de elementos. Como se pode ver nessa figura, a malha B



¢ mais refinada na regido central da peca (que apresenta os mais elevados gradientes de
tensdo), em compara¢do a malha A: com isso, podem-se confrontar resultados levando-se

em conta também o efeito do refinamento h.

Ao longo
da espes-
sura, uma
/ / ,// / camada de

KRR SSs==| elementos

Malha A: 62 Malha B: &2
elementos elementos

Figura 35 — Malhas de elementos utilizadas na anélise.

Duas simulagdes foram realizadas: na primeira, ndo se considerou o dano, apenas a
plasticidade, adotando-se o modelo constitutivo descrito no item 3.3.2.2 do capitulo 3; na
segundo, utilizou-se o modelo de Lemaitre.

1? simulagdo — Elastoplasticidade com encruamento isotropo linear.

Para ambas as malhas mostradas na figura 35, a andlise foi realizada utilizando trés
tipos de aproximacao:

- Sem enriquecimento (NE).

- Com enriquecimento polinomial de primeiro grau em todos os nos (P1).

- Com enriquecimento polinomial de segundo grau nos noés da faixa central da
chapa e de primeiro grau nos demais nés (adotando-se a sigla P2 para esta aproximacgao).
Os nds que pertencem a faixa central cuja aproximacao foi enriquecida com polindomio de

segundo grau sdo mostrados na figura 36.
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Figura 36 — Nos da faixa central com enriquecimento polinomial de segundo grau

Apresentam-se a seguir os graficos: valor da forga aplicada nas faces contra

deslocamento prescrito na dire¢do y .
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Figura 37 — Forga aplicada x deslocamento (malha A)
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Figura 38 — Forga aplicada x deslocamento (malha B)

Nas figuras 37 e 38, pode-se ver nitidamente o efeito de regularizacdo da resposta
global (carga x deslocamento) que se obtém com o enriquecimento da aproximagao (tanto
para a malha menos refinada como para a mais refinada). Nota-se que ha pouca alteracao
na resposta global ao se melhorar a aproximacdo na faixa central (passando do
enriquecimento P1 para o P2).

Nas figuras seguintes, apresentam-se (para ambas as malhas) os mapas da
distribuicdo da tensdo de von Mises (tensdo equivalente) no 100° passo (nivel de

deslocamento: 1,0 mm), considerando-se os trés tipos de aproximagdo. Esses valores

correspondem aos obtidos num plano normal a z que dista 2,346.107 mm do plano que
passa pela metade da espessura.

Das figuras 39 e 40, pode-se constatar que, para ambas as malhas, had uma diferenga
muito acentuada na resposta obtida sem enriquecimento (NE), de um lado, e com
enriquecimentos P1 e P2, de outro. As tensdes minimas e maximas obtidas com
enriquecimentos P1 e P2 sdo muito proximas entre si e divergem bastante dos respectivos
valores obtidos quando ndo se faz enriquecimento (NE). Certamente a resposta sem
enriquecimento sofre dos efeitos de travamento ja discutidos anteriormente. Embora
discreto, o efeito do enriquecimento P2 sobre o P1 faz-se notar pela maior regularizagao
das curvas de isotensdo na regido central, que ¢ exatamente a de maiores gradientes de

tensao.
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Figura 39 — Mapa da tensdo equivalente (malha A), em N / mm® .
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Figura 40 — Mapa da tensao equivalente (malha B), em N, / mm® .




2% simula¢do — Modelo de Lemaitre.

Para ambas as malhas mostradas na figura 35, a andlise foi realizada utilizando-se
os trés tipos de aproximagio descritos na 1* etapa.

Os graficos com o valor da forca aplicada nas faces de deslocamento prescrito na

diregdo y sdo apresentados a seguir.
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Figura 41 — Forga aplicada x deslocamento (malha A)
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Figura 42 — Forca aplicada x deslocamento (malha B)



Da analise das figuras 41 e 42, percebe-se que, para ambas as malhas, o dano critico
¢ atingido mais rapidamente quando se usa a aproximag¢do polinomial mais pobre (NE).
Isso ocorre pois nesse caso a estrutura apresenta uma rigidez excessiva, com conseqiiente
aumento das deformagdes plasticas e do dano. Utilizando-se a malha A (menos refinada), o

dano atingiu o valor maximo (limitado a 0,99) nos passo 27 (aproximacao NE), 75 (P1) e

74 (P2). J4 com a utilizagdo da malha B (mais refinada), o valor maximo do dano foi
atingido nos passos 43 (NE), 72 (P1) e 71 (P2).

Relativamente a malha A, os mapas de tensdo equivalente ¢ de dano sdo
apresentados nas figuras 43 e 44, correspondentes ao passo 27, para as trés aproximagdoes €
nas figuras 45 e 46, correspondentes ao passo 74, apenas para os enriquecimentos P1 e P2.

Nas figuras 43 e 44, nota-se uma qualidade muito ruim da resposta quando se
utiliza aproximacdo ndo-enriquecida (NE), tanto em termos da tensdo equivalente como do
dano, quando comparada a obtida com o uso das aproximagdes enriquecidas P1 e P2. Na
figura 44, verifica-se inclusive a obten¢ao de dano maximo em posi¢des incorretas.

A melhoria da qualidade da resposta obtida ao se utilizar o enriquecimento P2, em
relagdo ao P1, pode ser vista nas figuras 45 e 46. Na regido central, percebe-se claramente
a melhor definicao das curvas de tensdo de von Mises e de dano, respectivamente.

Os mapas de tensdo equivalente e de dano referentes a malha B sdo apresentados
nas figuras 47 e 48 , no passo 43 para as trés aproximagdes e nas figuras 49 e 50, no passo
71, apenas com os enriquecimentos P1 e P2.

Os mesmos comentarios feitos com relagdo a malha A s3o validos: a aproximagao
NE conduz a resultados insatisfatorios (figuras 47 e 48) e ha uma regularizagao da resposta
em termos de tensdes e do dano ao se passar do enriquecimento P1 para o P2 (figuras 49 e
50).

Quando se usa a malha B, porém, nota-se que o efeito de regularizagdo da resposta
pelo uso de aproximagdo com enriquecimento P2, comparado ao uso do enriquecimento
P1, ¢ bem menos pronunciado do que o verificado ao se utilizar a malha A. Isso certamente
deve-se ao fato de a malha B ja apresentar maior refinamento na regido central (do tipo h),
tornando o efeito do enriquecimento polinomial (do tipo p) mais notavel na malha menos

refinada (A).
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Figura 43 — Malha A — Tensao equivalente em N, / mm’ - Passo 27
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Figura 45 — Malha A — Tensao equivalente em N, / mm’® — Passo 74
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Figura 47 — Malha B — Tensao equivalente em N, / mm’® — Passo 43
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Figura 49 — Malha B — Tensao equivalente em N, / mm’® — Passo 71
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7 CONCLUSOES E CONSIDERACOES FINAIS

Neste capitulo, busca-se, por um lado, apresentar as contribui¢des do trabalho
desenvolvido e a compatibilidade entre os objetivos inicialmente propostos ¢ o resultado
final; por outro, apresentar sugestdes para pesquisas futuras na aplicacdo do MEFG em
analise ndo-linear, objeto principal deste trabalho.

A pesquisa em formulagdes ndo-convencionais do Método dos Elementos Finitos,
em especial as que utilizam conceitos dos métodos sem malha, pode ser considerada um
campo de investigacdo relativamente recente, mas que tem gerado uma producao
académica crescente. Este trabalho insere-se, portanto, no objetivo mais amplo de
consolidar essa linha de pesquisa no Departamento de Estruturas da EESC/USP, a qual
teve como primeiro trabalho a tese de doutorado apresentada por BARROS (2002).

A énfase maior deste trabalho consistiu na exploracdo das vantagens que o MEFG
oferece quando comparado ao MEF convencional, em especial a possibilidade de
enriquecimento local da aproximagao, sem perda de conformidade entre os elementos. A
simulacdo numérica, em campo ndo-linear, com modelos de dano e plasticidade, ¢ original.
Nesse caso, explorou-se o0 MEFG para a melhor definicdo da distribuigdo das tensdes
equivalentes (de von Mises) e do dano, com o uso do enriquecimento local em regides de
elevados gradientes dessas grandezas.

Pode-se ressaltar como contribuicdo particular a implementagdo computacional
realizada, adaptada a andlises tridimensionais, a qual pode servir de base a futuros
desenvolvimentos. Na apresentacdo deste trabalho, procurou-se detalhar a geragdo das
matrizes de rigidez e dos vetores de forgas nodais, visando enfatizar a semelhanga com o
MEF convencional e a possibilidade de alterar, sem grandes dificuldades, codigos
preexistentes para adapta-los a moldura do MEFG.

A partir das simulagdes numéricas apresentadas no Capitulo 6, puderam-se extrair
algumas conclusdes, apresentadas a seguir:

- 0 enriquecimento da aproximacao inicial, na forma proposta pelo MEFG, permite
uma melhoria na qualidade da resposta, sem a necessidade de alteragdo da malha de
elementos. Como vantagem em relagdo a versao p do MEF, ressalta-se a possibilidade do
uso de fungdes enriquecedoras de diferentes graus polinomiais, conforme a regido do
dominio, sem perda de conformidade entre os elementos.

- pode-se evidenciar a viabilidade de superar, com a utilizagdo do MEFG, o

travamento volumétrico em problemas de plasticidade.
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- a caracteristica do MEFG de permitir de modo bastante conveniente o
enriquecimento local da aproximagdo faz desse método uma alternativa bastante
competitiva na simulagdo do fendomeno de localizagdo. Com isso, podem-se capturar os
elevados gradientes de deformacdo que ocorrem de forma localizada, sem que haja um
aumento muito substancial do custo computacional.

- o enriquecimento polinomial de grau mais elevado em regides de maior
concentragdo de tensodes, nos moldes do MEFG, permitiu uma melhor defini¢do das regides
de plastificacdo e da distribuicdo do dano. Isto pdde ser claramente demonstrado no
exemplo numérico apresentado no item 6.5.

- de um modo geral, ¢ bastante significativo o custo computacional de geracao das
matrizes de rigidez de elementos com enriquecimento polinomial de grau elevado, o que
pode limitar, no momento, aplicagdes praticas em larga escala.

Como propostas para desenvolvimentos futuros, podem-se citar:

- Busca de maior eficiéncia computacional: os procedimentos descritos neste
trabalho, em especial a geracdo de matrizes de rigidez de elementos enriquecidos e a
solugdo de sistemas lineares de grande porte, apresentam custo computacional elevado.
Quanto a geracdo das matrizes de rigidez, no caso de se tratar de modelos de dano, pode-se
propor um estudo mais aprofundado da influéncia da ordem de quadratura na distribuicdo
do dano, visando verificar a possibilidade de reducdo do custo da integracdo numérica. Ja
com relacdo a resolucdo dos sistemas de equagdes com matriz ndo-simétrica, que aparecem
quando se utilizam modelos de dano e plasticidade, pode-se propor a pesquisa de sub-
rotinas de calculo mais eficientes para a solucao de sistemas nao-simétricos.

- Estudo do fendmeno da localizacao de deformagdes e de dano. Em BARROS
(2002) foi mostrado como a técnica de enriquecimento polinomial pode ser usada em
problemas de localizagdo do dano numa pequena regido do dominio; abre-se, também a
possibilidade de aplicagdo do MEFG a problemas desse tipo utilizando-se fungdes nao-
polinomiais.

- Estudo e implementagdo, no contexto do MEFG, da transicdo dano-fratura. O
processo de enriquecimento segundo o MEFG apresenta caracteristicas muito favoraveis a
essa simulacao: por um lado, pode-se definir de modo mais preciso e conveniente a zona
de localizacdo de deformagdes; por outro, pode-se introduzir no problema uma
descontinuidade no campo de deslocamentos por meio de fungdes do tipo Heaviside,

dispensando a necessidade de altera¢dao na malha.
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- O uso das fun¢des de forma lagrangianas do MEF, combinado com a utilizagao de
funcdes enriquecidoras polinomiais, conduz a geragdo de sistemas lineares singulares, o
que requer a utilizacdo de sub-rotinas de solug@o de sistemas compativeis. Uma proposta
de desenvolvimento consiste em gerar uma aproximagao inicial ndo-polinomial, de modo a

evitar a singularidade da matriz de rigidez.
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Apéndice A — Dependéncia linear quando funcdes de forma (PU) e

funcoes enriquecedoras sio ambas polinomiais.

Como exemplo de ocorréncia de dependéncia linear, admita-se que se esteja
construindo a aproximag¢do enriquecida num elemento finito tetraédrico que apresenta
como particdo de unidade func¢des de forma do tipo trilinear lagrangianas, cuja base

associada é:
(A.1)

B ={,x,y,z}
Uma propriedade importante da aproximacdo em questdo ¢ que os monomios da

base B, podem ser reproduzidos por combinagdes lineares das funcdes de forma que eles

geram. De fato, tomando-se como referéncia um ponto X qualquer no interior do

tetraedro, sdo validas as relagdes:
4
D 4. (X)=1 (A.2)
a=1
4
> a4, (X)=x (A3)
a=1
4
26,8, (X)=y (A4)
a=1
(A.5)

D8, (X)=z

sendo {x,y,z} o vetor que contém as coordenadas do ponto no interior do tetraedro
. A

e ¢, as fungdes de forma geradas a partir da base A .
Admita-se também que o enriquecimento seja feito com a propria base B

familia de fungdes enriquecidas tera, portanto, 16 funcdes componentes resumidas na

representacao que segue:
(A.6)

377 =100, %8, v,b, z,a=1,...,4}
Entretanto, a base polinomial correspondente a familia de fung¢des enriquecidas, e

que poderia gera-la diretamente, possui apenas 10 termos:
(A.7)

2 2 2
P2:{17x)yﬁzﬁ‘x )‘xy)‘xz7y 7yZ,Z }
Também os mondmios da base P, podem ser gerados por combinagdes lineares das

fungdes da familia enriquecida J77; . No caso dos mondmios ndo-lineares, tem-se:
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> 0,653 a,d, = AS$)
gba (9,%) = x; bg, =xy (A.9)
200, (9,x) = Xi_l Coy = X2 (A.10)
gba (4.) = ygba% =y’ (A.11)
gca (4.7) = yg e =72 (A.12)
Z:,ca (4,2) = ZZ:, B, =2 (A.13)

Por outro lado, das 16 fung¢des de forma da familia Sfj, 6 sdo redundantes, ou

seja, o conjunto total de funcdes de forma desta familia ¢ linearmente dependente. Tal
caracteristica tem relacdo com o fato de que a base P, ¢ formada por apenas 10

componentes.

Para verificar a dependéncia linear, nota-se em primeiro lugar que:

> (0,0 =1 ()= x (A14)
Comparando-se as eqgs. (A.3) e (A.14), escreve-se:

> (430,40 (A15)

A eq. (A.15) exibe solu¢do ndo-trivial se a, = x. Portanto as funcdes ¢, e (¢,x)

sdo linearmente dependentes. Por processo andlogo, provam-se as dependéncias lineares

entre ¢, e (¢,y) eentre ¢, € (4,2).

Tendo-se em vista, agora, a relacio:
4 4
a4 (B )=y a4, =yx (A.16)
a=1 a=1
e comparando-a com a eq. (A.9), chega-se a:

> a,(4,9)- b (¢,x)=0 (A.17)
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Verifica-se, assim, a dependéncia linear entre (4,x) e (4,y), pois a eq. (A.17)
apresenta solucdo a,=b, (com a, e b, ndo-nulos). De forma andloga, prova-se a

dependéncia linear entre (¢,x) e (4,z) e entre (¢,y) € (4,2).
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Apéndice B — Coordenadas adimensionais de volume no tetraedro

Deduz-se neste apéndice a expressdo das coordenadas adimensionais de volume (ou
naturais) de um tetraedro.

Sendo x,y e z as coordenadas de um ponto P qualquer do tetraedro, x,, y, e z,
as coordenadas dos nds e & as coordenadas adimensionais de volume, com i=1....,4,

€SCrevem-se:

x=) x¢ (B.1)
y= A yiéi (B.2)
z=2 24, (B.3)

Il
—_

1

Deve haver a seguinte relagdo de dependéncia entre as coordenadas adimensionais

para tornd-las uma particdo de unidade:

2.5 =1 (B.4)

A reunido das equagdes (B.1), (B.2), (B.3) e (B.4) resulta no sistema:
1 1 1 1| 1
XX X X ||6
AZEND S D N | I

Z, 0z z3 z, |6,

(B.5)

N X

Resolvendo-se o sistema definido pela eq. (B.5), obtém-se a expressdo geral para as

coordenadas adimensionais:

E=Vi+vax+by+cz, i=1,..4 (B.6)

Os termos V§, a;, b; e ¢; da eq. (B.6) sio dados, fazendo-se uma permutagio
ciclica dos indices i, j, k, [ correspondentes aos numeros 1, 2, 3 e 4, pelas expressdes

seguintes:

X, X, X
1Y
Volzﬁyj Y Wi (B.7)

Zj Zy Z



1 1 1
-1
a; = W Yi Ve N
zZ, z; z
1 1 1
1
b = 7 X, X X
Z; z; z
1 1 1
-1
cl :W Jj xk xl
Yi Ve N
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(B.8)

(B.9)

(B.10)

Sendo que 6V corresponde a seis vezes o volume do tetraedro, o que se obtém

calculando o determinante dado a seguir:

1 1 1 1
6V — X Xy X3 Xy
Vi Vo Vi Vs

Z, Z, Zy Z,

(B.11)

Para o ponto P no interior do tetraedro, como ilustra a figura B.1, a coordenada

adimensional de volume &, dé o valor da razdo entre o volume do tetraedro definido pelos

pontos P, j,k,l e o volume total (V). E esse, portanto, o significado geométrico das

coordenadas adimensionais de volume.

& (P)= VP,2,3,4 IV
gz(P) = V13,1,3,4 IV
&3 (P)=Vp ,4/V
E4(P)=Vp 55 /V

Figura B.1 — Significado geométrico das coordenadas adimensionais de volume
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Apéndice C — Coordenadas adimensionais de area no triaAngulo

Deduz-se neste apéndice a expressdo das coordenadas adimensionais de area (ou
naturais) de um tridngulo. Admite-se um sistema de coordenadas cartesianas (7,s ), sendo
r. e s, as coordenadas nodais e &, as coordenadas adimensionais de area, para i =1,...,3.

Num ponto P qualquer do tridngulo, escreve-se:

r:ir;gi (C.1)

1

s=2.5¢; (C2)

i=

A relagcdo de dependéncia entre as coordenadas adimensionais, que as torna uma

parti¢do de unidade, ¢ dada por:
Y4=1 (C3)

As equagoes (C.1), (C.2) e (C.3) formam o sistema:

1 1 1][¢ 1
hono NG =T (C.4)
S8 858 s

A expressao geral para as coordenadas adimensionais de area, obtida da solugdo do

sistema linear dado pela eq. (C.4) é:

Ci=ad +ap+ms (i=1...,3) (C.5)

Os termos a? , w; e 1; da eq. (C.5) sdo dados, fazendo-se uma permutagao ciclica

dos indices i, j e k, correspondentes aos numeros 1, 2 e 3, pelas expressoes seguintes:

a =(r;s, —1s,)/24 (C.6)
o, =(s;—s,)/24 (C.7)
n=@—r)/24 (C.8)

Sendo 24 o dobro da area do tridngulo, calculado pelo determinante:

1 1 1
24=r, 1, n (C.9)
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Para o ponto P no interior do triangulo, como ilustra a figura C.1, a coordenada

adimensional de area ¢, d4 o valor da razdo entre a area do tridngulo definido pelos pontos

P,j,k e a area total (A4). E esse, portanto, o significado geométrico das coordenadas

adimensionais de area.

gl(P) = AP,2,3/A
é/z(P) = AP,S,I/A

4/3(P) = AP,I,Z /4

Figura C.1 — Significado geométrico das coordenadas adimensionais de area
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Apéndice D — Calculo e expressao final do vetor de forcas nodais do

tetraedro sem enriquecimento.

Apresenta-se neste apéndice o calculo do vetor de forcas nodais do tetraedro sem
enriquecimento; este calculo ¢ feito utilizando-se a eq. (26), desconsiderando-se as forgas

de volume:

f.=[¢"¢" p. da (D.1)

Para as faces contadas de 1 a 4, as matrizes de aproximagdo ¢ =¢” sdo dadas,
respectivamente, pelas eqgs. (60a), (61a), (62a) e (63a).
Para as faces contadas de 1 a 4, o vetor de pardmetros nodais de carregamento do

elemento ( p, ) ¢ dado, respectivamente, pelas eqgs. (60b), (61b), (62b) e (63b).
No célculo de f,, usa-se a formula de integrag¢do na éarea do tridngulo em funcdo

das coordenadas naturais:

m!n!p!
(m+n+p+2)!

[¢rgicr da=24 (D2)

Os integrandos da eq. (D.1) sdo formados por produtos de mondmios do tipo &/¢ Jl .

Utilizando-se a eq. (D.2), ¢ possivel extrair a seguinte relagao:
A/12 se i# J
J.g"l-lg“}- dA = {A§6 se i —J'
y =/ (D.3)
Fazendo-se uso da relagdo definida por (D.3), calculam-se as parcelas do vetor de

forgas nodais referentes a cada um das faces, que sdo apresentadas na pagina seguinte:



A_ facel

12

face 3

12

Face 1:

2px; + px, + px;
2py, + Dy, + pys
2pz, + pz, + pz,
DX, +2px, + X,
Py +2py, + py,
Pz +2pz, + pzy
DX, + px, +2px;
Dy + Dy, +2py,
pz, + pz, +2pz,

0

0

0

Face 3:

S O O

2px, + px; + px,
2py, + pys+ Py,
2pz, + pz, + pz,
DX, +2px; + px,
DY, +2pys+ py,
Dz, +2pzs + pz,
Dx, + px; +2px,
DY, +pys+2py,
Pz, + pzy +2pz,

A face 2

12

face 4

12

Face 2:

2px, + px, + px,
2Py, + Py, + Py,
2pz, + pz, + pz,
Dx, +2px, + px,
D +2py, + py,
Dz, +2pz, + pz,

0

0

0
DX, + px, +2px,
Py +py, +2py,
Dz, + pz, +2pz,

Face 4:

2px; + px; + px,
2py, +pys + Dy,
2pz, + pzy + pz,

0

0

0
DX, +2px; + px,
PV +2pys + py,
Dz, +2pzy + pz,
DX, + px; +2px,
Py, + py; +2Dpy,
Dz + pzy+2pz,
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Apéndice E — Expansiao das submatrizes do tetraedro em funcio do

enriquecimento

Como visto no item 2.3.3.1.2, no processo de enriquecimento da aproximacao cada
termo da matriz do elemento tetraédrico sem enriquecimento da origem a sua propria
submatriz, pela adi¢ao de linhas e colunas referentes aos novos parametros. Apresenta-se a
seguir a expressao geral da submatriz derivada de cada um dos nove termos de uma

submatriz 3x3 genérica do elemento ndo-enriquecido:
1) Termo: A(3i—-2,3j—-2)
Para k;, = 0,nf (u,)

Para k, =0,nf (u,)

2 BT
AGi—-2+k3j-2+k)=|||affi+& =\ a f'+&—|ct, +
( i J J) ‘I[ ( lj(u,» gl ax jf;lj éj ax 1
ok or.
+{biﬁfl+§i gy bjﬁfj_f+(§j J;y’ ct, +
o o,
+(cl.flf’+§i ja; c,f) +¢& J; oty |dV
2) Termo: A(3i—23j-1)
Para k, = 0,nf (u,)
Para k, =0,nf(v,)
20 P
AQBi-2+k3j-1+k,)= {aifu"'+§,. b f +E — et +
! ;[ ’ ox | 77 oy
I SRR
Hlbfh+E =g f+E " et, |dV
(zful éz ay j]pvj gj ax 3
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3) Termo: A(3i—2,3))
Para k, = 0,nf (u,)
Para k; = 0,nf(w),)

a k; k;
A(3i—2+ki,3j+kj)J.[( S i? cf +¢; &, ]ct +
' X
4

of of,’
+[c,. fl+é ]a; a,f, +¢& g - Jctg]dlf

4) Termo: A(3i—1,3j-2)
Para k, = 0,nf (v,)
Para k, =0,nf (u,)

of J[ e f’J .
J[bf vE, f’J% ]dV

AGi—1+k3j-2+k)= j{[bf +¢,

J{af +§

5) Termo: A(3i—1,3;—1)
Para k, = 0,nf (v,)
Para k, =0,nf(v))

8 k; a kj
A(3i—1+ki,3j—1+kj)=j[( S ijarv" f +&; f JCt +
! X
V

o o
+ i fVi ka] +§' - Ct1+
oy | 7 T oy
a k; af;}kl
+ l. /s cjka_f +&,— cg]dV
Z / 0z
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6) Termo: A(3i —1,3)
Para k; = 0,nf (v,)

Para k, = 0,nf (w,)

K afv/:i cf"f.,.éaﬁf’i ct, +
AGi-1+k.3j+k)=[|| b.S +¢ i) T —
V

oy
afk,/
j{bj ful +€, ayj ch dv

o,
4

+(C,fv,k‘ +£&, 2

7) Termo: A(3i,3j—2)
Para k, = 0,nf(w,)
Para k, =0,nf (u,)

: o
afk k; Uj Z- +
ki ' w; a. u‘] + é: C 5
A(3i+k,.,3j2+kj)—j[ aful &4l 8
V
i o
s, £ ety |dV
+ az’fvff"'é axl cjfu,- +'§j Oz Cly
8) Termo: A(3i,3j—1)
Para k, = 0,nf(w,)
Para k, =0,nf(v,)
; of"
6fk k; Vj to+
k; A Wi b v./ —|—§ C 2
A(3i+kl,3j_1+kj):.’. Ci w; +g’ aZ ]fj J ay
v
: o
U P R I P
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9) Termo: A(3i,3))
Para k, = 0,nf (w,)
Para k; = 0,nf(w),)

0 DT
ABi+k 37 +k.)= affi+E 28 N g £+ E U e +
(3i+k,3j+k;) j [ So G2 afy g et
o\, L 9
| bfE+ E b f +E L oty +
lfW[- 51 ay ]fwj é/ ay C3
of o
+ Cifvzi+§i gz cjfvf/_"+§j J;Z’ ct, |dV

Os termos da matriz sem enriquecimento correspondem ao valor das expressoes

para k;,=0 e k,=0, adotando-se valor unitario para a fungdo enriquecedora e,

obviamente, nulo para suas derivadas parciais. Como esperado, os valores obtidos

correspondem exatamente aos das egs. (55).
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Apéndice F — Aproximacio dos deslocamentos e contribuicio de

cada face ao vetor de forcas nodais do hexaedro enriquecido.

Apresentam-se a seguir as matrizes de aproximagao dos deslocamentos [¢]3x(12+npa,)

referentes a cada face do tetraedro:

Face 1:

¢ é’lful] é’lfufl?f(ul) 0 0o .- 0 0 0 0 i
[¢]: 0 0 0 - é,lfv: éllfv?f(m 0 0 0 i

0 0 0 0 0 0 é’l é/lfml/l é/lf\':f(WI) i

e ézzfzé gzﬁzﬂm 0 o - 0 0 0 0 i

EO 0 0 ¢, ?zfé é’zfv:f(vz) 0 0 0 i

00 e 000 0 GGy G

GG e GAT 00 e 0 0 0 0

i 0 0 0 ¢ 4,3fv§ §3ﬁzf(V3) 0 0 0 i

: 0 0 0 0 0 0 4’3 é‘vais §3fv\2j‘(w)i

10 0 0

10 0 0

10 0 0

Face 2:

¢ é/lfull éllﬂ:f(ul) o 0 - 0 0 0 - 0 i
[¢]: 0 0 0 ¢ éﬁfvj é/lfv:y‘(‘}l) 0 0 0 i

0 0 0 0 0 0 ¢ é/lf»l, §1fw’:{(w i

i ¢, é’z-f;tlz C;zfuzf(m 0 0 0 0 0 0 i

EO 0 0 ¢, ngvlz Czﬂ:f(m 0 0o - 0 |

i 0 0 0 0 0 0 ¢, szwlrz é/szyg(wz)i

i 0 0 O i

10 0 0!

10 0 01

&G e G/ 0 0 e 0 0 0 0

i 0 0 0 ¢s §3fv14 g}fvjﬂm 0 0 0

; 0 0 0 0 0 0 4’3 é’}fvl4 é’}ﬁg‘(w)



Face 3:
0 0 O
0 0 O
0 00
& S,
0 0
0 0
& Gof
0 0
0 0
4/3 g}fu{,
0 0
0 0
Face 4:
& G
0 0
0 0
0 0O
0 00
0 0O
& Gof
0 0
0 0
;3 §3fu14
0 0
0 0

S0 0 - 0 00
0 ¢ éflfvlz é/lfvzf(vz) 0 0
0 0 0 0 411 §1fviz

L0 0 - 0 0 0
0 & 4, SV 00
0 0 0 0 gz é,zfvi;

&AM 00 0 0 0
0 <& G, &S00
0 0 0 0 53 §3f»i4

&S00 0 0 0
0 & Gf LI 00
0 0 0 0 4,1 é,lfwlzl

SV 0 0 0 0 0
0 42 é/zfvl3 élzfvff(m 0 0
0 0 0 0 4/2 élszl@

SLI 00 0 0 0
0 & G, SLI 00

0 0 0 0 43 4,3fv11)4

169

0 |
0
Cfre) i

gz fnf(%)
W3 !
0

0
Cup

0
0|
¢ fnf(wl) i

0
0

é’ f'!f(Wz)
2J wy
0

0
Cup
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O célculo do vetor de forcas nodais do tetraedro enriquecido ¢ feito utilizando-se a

eq. (26), sendo desconsideradas as forcas de volume:

f.=[¢"¢" . da (F.1)

Para as faces de 1 a 4, as matrizes de aproximacao do carregamento ( ¢”) sdo dadas,
respectivamente, pelas egs. (60a), (61a), (62a) e (63a).

Para as faces de 1 a 4, o vetor de pardmetros nodais de carregamento ( p, ) ¢ dado,
respectivamente, pelas egs. (60b), (61b), (62b) e (63D).

Utilizando-se a eq. (F.1), calculam-se as parcelas do vetor de forgas nodais
referentes a cada face, apresentadas na seqiiéncia. As areas das faces de numeracao 1, 2, 3

e 4 do tetraedro, conforme a convengdo da figura 4, sdo indicadas por 4,, 4,, 4, ¢ 4,,

respectivamente.



Face 1:

j CApx&,+ poog, + prigy) dA
j fr A (g, + prads + prdy) dd
) [¢(pyi+ pyig, + gy dA
| f;jf’"f“”a (PYi&, + DysCr + pyigs) dA
) I CUpzg, + p2d, + prids) dA
j f A (pr g+ prad, + prdy) dd

1

Igz(pxlgl + px,6, + px;&y) dA

A
J‘Jﬁ:m’nf(uz)ézz(pxlg + px,6, + pxgy) dA
4

J.é/z(pylg + py,&, + pyi6s) dA
If nf(vz)é/z(pyé/l+py2§2+py3§3)dA

J.é/z(pzéll + pz,¢, + pz:¢s) dA

4
J‘f:,w’nf(wz)élz(pzléll + pz,6, + pz:6;) dA
4
j§3 (px,&, + pPx,¢, + px;¢5) dA
I fh AL (g + Py + puda) dA
J.é/3(py1§1 + py,&, + pyiGs) dA
4
J.fvl’m’w‘(még(p%é/l + P26, + pysgs) dA
4
J'C,/3(p21§1 + pz,¢, + pz¢y) dA
_[f nf(W3)§3 (pz,&, + pz,¢, + pz;65) dA

0
0
0

171
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Face 2:

Jgﬂ (Pxig, + prgs + pris) dA
[0, (pgy + poy + prdy) dd
4,

j Sy + Pysls + pyidy) dA
ffv] G (pry + Py + prida) dA
4

j $(prg, + P2y + prigy) dA
j SO0 (g + pragy + pridy) dA
' [&(pxig + pxg, + prigy) da

4,

[ £l g, (pxgy + prg, + prigy) dA
4,

Iiz(pyléi + PYi6y + PY.Ss) dA
ffvz AL (i + Py + prida) dA
4,

j & (P + P, + prgy) dA

Ifwz nf(WZ)gz (pz,6, + pz,6, + pz,83) dA

0
0
0

[¢:(pxg + poog, + pxigy) dA
| f;t‘/'li"f““a(pxla + g, + p,gy) dA
' j C(pyidy + pyaly + pyigs) dA
IJ‘V4 AL (vl + Dyl + Pyl dA
' j (2, + P2l + prily) dA

Ifw nf(W4)§3 (pz,6, + pz,6, + pz,83) dA

A,




Face 3:

0
0
0

[S(pxg + xSy + pxigy) da
4y
[ 1l g (o + pxaly + L) dA
4y
j CAPYLy+ PyiGs + pyids) dA
va2 AL (prd,+ Py + pvds) dd
' j (P2 + P2l + prigy) dA
j SN (et pal, + pedy) dA
’ Ig (P56 + psg, + pryds) dA
I ST (g, + prg, + ) dA
’ [&:(pvg + P&+ pyigy) dA
43
[ 100 (v + Py, + pyiy) dA
4y
j (P2 + P2l + prigy) dA
j SO0 (o 4 pedy + pzdy) dA
' I (PR, + pxg, + prygy) dA
[ A (el + Py + prds) dA
4y
j o (pyaly + Pyl + pyidy) dA
M A (ol + s + prida) dA
' j $(p2g, + P2l + p2igy) dA

Ifw4 nf(w“é’s (pz,8, + pz:6, + pz,Lsy) dA

4;
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Face 4:

j $(pxd, + pxg, + pr,gy) dA
I SO (g, + prd + prly) dA
' [S(vig + g + p1iy) dA
ffv;i"" S (pVg+ pyiGy + pyigy) dA
’ j C(pzd, + pzly + p2igy) dA

j.fwl nf(Wl)éll(pzlé/l + pzy8, + pz,gy) dA

0
0
0

[&(pxg + ey + &) da

4y
[ £l (pxg, + e, + prigs) dA
Ay

I & (Pyig, + pysls + pyigs) dA
vag AL (i, + Py + prds) dd
4,

j & (P, + pads + pridy) dA
j S "“W”éz(pz -+ prg, + pridy) dA
’ [¢(pxgy+ pxig, + prigy) da

A,
[ £l g (pxg, + peg, + prigy) dA
4,

fé”g(py1§1+py3é“z+py4§3)d/1
f/’v4 OO (il + prds + pridy) dA

I§3(p21§1 + pz;¢, + pz,¢3) dA

174
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Apéndice G — Contribuicio de cada face do hexaedro ao vetor de

forcas nodais do elemento

Apresenta-se a seguir a contribui¢do de cada face do hexaedro ao vetor de forgas

nodais do elemento. A area de cada face ¢ dada por 4,, i=1,...,6.

Face 1:

_[N px,+ N,px, + N;px; + N, px, ) dA

<—

1P+ Nypy, + Nypys + Ny py, ) dA
\pz, + N,pz, + N;pz, + N,pz, ) dA
\px, + N,px, + N;px; + N, px, ) dA

oy, + N,py, + Nypy; + N, py, ) dA

oy, + N,py, + Nypy; + N, py, ) dA

\pz, + N,pz, + N;pz, + N, pz, ) dA4

S O O O O O O o o o o o

\px, + N,px, + N;px; + N, px, ) dA

(v,
(N
(N
(N
(N
jN (N,pz, + N,pz, + Nypz, + N, pz,) dA
(v
(v
(v,
(v
{(N\py, + Nypy, + Nypy, + N, py, ) dA
Ao

)
)
)
)
)
)
X, + N, px, + Nypx, + N, px,) dA
)
)
)
)
)

\pz, + N,pz, + Nypz; + N, pz, ) dA

!



Face 2:
[ N(Npx, + N, p, + N, pg + N, px; ) dA
[ N(N.pyi + N, py, + Nypys + N, pys ) dA
[ N((N,pz, + N, pz, + Nypz, + N, pz;) dA
jN (N, px, + N,px, + Nypx, + N, px, ) dA
JN (N.py, + Nopy, + Nypys + N, pys) dA
Al )

N,pz, + N,pz, + N,pz, + N, pz, ) dA

< o 0o o o o o

Face 3:

0
0
0
IN \px, + N,px; + N, px, + N, px, ) dA

(v
IN (N,py, + N,py, + Ny py; + N, py ) dA
(

jN (Nlpx2 + N, px, + N;px, + N, px, ) dA

)
)

jN N, pz, + N, pz, + N, pz, + N, pz,) dA
)

\2Y> + Nopy; + Nspy, + N, py; ) dA

)

IN<
(

IN N,pz, + N,pz, + N;pz, + N, pz, ) d4

<o o o

4
J.N
AZ
j N
A

176

v

[N, (N, px, + N, px, + Ny pxy + N, px; ) dA
(N,pyi + Ny py, + Ny pyg + N, pys) dA
(N, pz, + N,pz, + Nypz, + N, pz,) dA

f N, (N, px, + N, px, + N, px, + N, px, ) dA

)
)

_[N( N,py, + N,py, + Ny pys + N, pys ) dA
(

[ Ny(N,pz, + N, pz, + Nypz, + N, pz;) dA
A

S O O O O O

o o <—

0
IN \pX, + N, px; + Ny px, + N, px, ) dA

J.N Py, + N,py; + N;py, + N, py, ) dA

Ny

IN N,px, + N,px, + N,px, + N, px, ) dA

jN

(v,
J.N( 1Pz, + Nypz; + Nypz, + N, pz, ) d4

W, )

W, )
fN (N,pz, + N, pz, + N,pz, + N, pz, ) d

( )
V> + Nopy, + Nspy, + N, py, ) dA
)

0
0
0




Face 4:

oS O O O O

0
JM(Nlpx”j + N,px, + N;pxg + N, px, ) dA4

Ay
_[Nl N,py; + N,py, + Nypys + N, py, ) d4
A,

(

4,

INZ(Nlpx3 + N, px, + N, px, + N, px, ) dA
(

)

)

I]VI N\pz; + N,pz, + N, pz, +]\]41727)d"4

)

A4

_[Nz N,py; + N,py, + Ny pyy +N4py7)dA
)

Ay
[N, (N, pz, + N, pz, + Ny pz, + N, pz,) dA
4

v

Face 5:

INZ(Nlpxzt + N, px; + N, px; +N4px8)dA

4
'[NZ(Nlpy4 +N,py, + N;pys +N4py8)dA

45
.[NZ(NlpZ4 +N,pzy + N,pz;s + N4p28) dA
AS

S O O O O

0
INI(Nlpx4 + N, px, + N3 px; +N4px8)dA
4s
INl(N1Py4 +N,py, + Ny pys +N4py8)dA

45

INI(NlpZ4 + N, pz, + Ny pz; +N4p28)dA

AS ]

177

c o o o o o &

IN4(1\71px3 + N, px, + N;px; + N, px; ) dA
A4
IN4(N1py3 +N,py,+ Ny pys + N, py,; ) d4
N
.[N4(N1PZ3 +N,pz, + N;pzg + N, pz; ) d4

)

)

)
A
J-N3 N, px, + N, px, + N,px, + N, px, ) d4
4
_[N3(N1py3 +N,py, + Nspyg +N4py7)dA
)

44
[ Ny(N, pz, + N, pz, + Nypz, + N, pz, ) dA
Ay

v

jNS(Nlpx4 + N, px, + N, px; +]\]41”68)6["4

As
_[N3(N1py4 + N,py, + N;pys +N4py8)dA

45
.[N3(Nlpz4 + N,pz, + N, pz; +N4ng)dA
AS

S O O O O

0
IN4(N1PX4 + N, px, + N, px; +N4px8)dA
As
J.N4(N1PJ/4 +N,py, + N;pys +N4py8)dA

4s

jN4(N1pZ4 +N,pz + N, pz +N4p28)dA

4
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Face 6:
v

i

N, px;+ N, px, + N, px, + N, px, ) dA4

=

N,pys + N,pys + Ny py, + N, pyg ) d4

=

N,pz; + N,pz, + N, pz, + N, pz, ) dA

=

N, px; + N, px, + N, px, + N, px, ) dA4

=

N,pys + N,pys + N;py, + N, pyy ) d4

=

N,pz, + N,pz, + N,pz, + N, pz, ) dA

Z

N,pys+ N,pys+ N;py, + N,pyg ) d4

Z

N,pz;+ N, pz, + N;pz, + N, pz, ) dA

S O O O O O O O O o o o

=

N,px;+ N, px, + N, px, + N, px, ) dA4

=

N,pys + N,pys + N;py, + N,pyy ) d4

<E%__

)
)
)
)
)
)
N, px; + N,px, + N, px, + N, px, ) dA
)
)
)
)
)

=

—~

N,pz, + N,pz, + N,pz, + N, pz, ) dA

4

é“*—-1§“‘—-—1ék‘-——1;kl———,§k‘-—-73“‘7£;1§k‘—-—uik‘—-—wék‘—-—s;nt———,é“*—-—1§k‘———1
WA/\

O vetor de forgas nodais do elemento ( f,) ¢ dado pela soma das contribuigdes das

faces carregadas, mostradas anteriormente.
Para permitir o uso da integracdo por pontos de Gauss, alteram-se as varidveis de

integragdo das coordenadas » e s para as coordenadas adimensionais ' e $. A expressao

utilizada na integracdo, com a alteragdo das varidveis de integracdo mencionada

anteriormente, ¢ a seguinte:
+1+1
f.=[[¢" ¢ p.

-1-1

J,|dédn (G.1)

Na eq. (G.1), J, ¢ o Jacobiano da transformagdo de coordenadas no plano

indicada, dado pela eq. (80).
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Apéndice H - Expansao das submatrizes do hexaedro em funcio do

enriquecimento

Como visto no item 2.3.3.2.2, cada termo da submatriz original 3x3 do hexaedro

ndo-enriquecido gera sua propria submatriz, sendo que os termos desta apresentam todos

uma mesma expressao geral, que ¢ apresentada a seguir:
1) Termo: A(3i—2,3j—-2)
Para k, = 0,nf (u,)

Para k, =0,nf (u,)

o Y N, of.
AGi-2+k3j-2+k)= j[ g j - YN, g,, ct, +
X ! TOx
' a k; a k;
%f:ﬁ +Ni gli j ﬁl ] g Ct3+
y y v
k.
ON, . o, | oN, of,’
Efu N 0z 621 f"’ Y 0z ¢t |4V
2) Termo: A(3i—2,3j—-1)
Para k, = 0,nf (u,)
Para k, =0,nf(v))
o'\ on, o
AGi—2+k,3j-1+k;)= j[ g a] YN, ety +
x | oy TV y
ok Y N, "f‘
oN; Ju cty, |dV
oy "oy
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3) Termo: A(3i—2,3))
Para k, = 0,nf (u,)
Para k; = 0,nf(w),)

k.
. . ON, . . O | ON, o,
AQBi-2+k3j+k)=|||—"/f, +N— ’f +N, ct, +
’ ,J,. Ox ox 7 oz
ok \ ow, o,
" 5N G oy Doy
oz ) oox T

4) Termo: A(3i—1,3j-2)
Para k, = 0,nf (v,)
Para k, =0,nf (u,)

off Y oN, . o
AGi—1+k3j-2+k)= j ayf +N, o LS N e
x X
. 0 k; ON auk./'
n aNl ](;k""Nl f;,' /j;{k/_'_N] f/ Cf3 dV
ox = ox )| oy " oy

5) Termo: A(3i—1,3;—1)
Para k, = 0,nf (v,)
Para k, =0,nf(v))

k.
ON. off | eN, . of,’
AGBi-1+k 3j-1+k)= [—’fvl+Ni J Lf7+ N, — |ct, +
/ 'ﬂ ox " ox Tox |

ox ~
| o\ en. oy
+ ﬂfv/ﬂ +N, fV,- J ka/ +Nj f./ ct, +
oy oy | oy oy
or\ enN. oy
+ f LfY+ N, A2 ct, |dV
8 oz oz "~/ " oz




6) Termo: A(3i—1,3))
Para k, =0,nf (v,)
Para k; = 0,nf(w),)

181

| ofl Y e, of,’
A(3i—1+kl.,3j+kj)=J. %fv’_‘wNi s Lfl ; 4 ct, +
Loy oy oz = oz
. orfi ) on. oy
+%fv/f[+]vi J, / Vf{'+ Af’ cty |dV
oz " oz | oy oy
7) Termo: A(3i,3j—2)
Para k, = 0,nf (w,)
Para k, =0,nf (u,)
AQGi+k3j-2+k) j n, f54N % | N, fYenN . t
l i - i) = —_— w'l + i : u‘j + j - +
= A - oz | ox ~Y x|
k.
aN k afkl aN k; af;t -l
4| = N 2w LfY+ N, —~ let, |dV
{8}6 S "ox | oz L, o [
8) Termo: A(3i,3j—1)
Para k, = 0,nf (w,)
Para k, =0,nf(v))
| of' [ an, of,
A(3i+ki’3j—l+kj):.'. %f\/\/fl +Ni fW,- J kaj +Nj f,/ ct, +
v\ oz oz )| oy " oy
oN, ok | av, o,
+| —L 5+ N, T, ’ka_"+Nj ). ct, |dV
oy " oy )| oz " 0z
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9) Termo: A(3i,3))
Para k, = 0,nf (w,)
Para k; = 0,nf(w),)

k.
, _ oN, .. O Y ON, . o
ABi+k3j+k)=||| —~f + N, — L7+ N, —L |ct, +
( 1 i J j) _I[ [ax fw’. i ax 8)(,' fwj Jj a_x C3
. ofs \ oN, of.
+ %fvf_%Ni Ju L5 4N, S cty +
oy " oy )| oy " 7 Oy
| of Y an, o,
+ %fvf%Ni Ju L5 4N, S ct, |dV
oz " 0z oz " !0z

Os termos originais das submatrizes sem enriquecimento correspondem ao valor

das expressOes anteriores quando k, =0, k; =0, adotando-se valor unitario para a fungio

enriquecedora e nulo para suas derivadas parciais. Como esperado, os valores obtidos

correspondem exatamente aos das egs. (76).



183

Apéndice I — Matrizes de aproximacio dos deslocamentos nas faces

do hexaedro enriquecido

As matrizes de aproximacao dos deslocamentos nas faces do hexaedro enriquecido

[¢]3x(24+npar) sdo as seguintes:

Face 1:
N, Nf, - NSY®™ o0 0 - 0 o 0 - 0
=0 0 0 Ny NSl o N0 00 0
0 0 0 O e 0 N] ]v1 fv‘ljl . 1 v:llf("ﬁ) i
i N2 szul2 N2 ufzf(uz) 0 0 0 0 0 0 i
i 0 0 0 N2 szvlz szvlzf(vZ) 0 0 0 i
i 0 0 0 0 0o .. 0 N, szwlz N, W»Zf(wZ)i
‘N, NS NS0 0 0 0o 0 - 0 !
P00 - 0 Ny, N,f, - N7 0 0 - 0 |
00 - 0 o 0 .. 0 N, Nf! stwzf(%)i
EN4 ]\]4];414 N4 u’if(w) 0 0 0 0 0 0 i
i 0 0 0 N4 N4fv14 N4 vjf(w) 0 0 0 i
00 - 0 o 0 .. 0 N, NfLo N, vf;f(wi
10 0 010 0 010 0 010 0 0
100010 0 0{0 0 0{0 0 0
10 0 0:0 0 010 0 010 0 O



Face 2:
Nl leull
0 0
0 0
NZ NZf;tlz
0 0
0 0
00 0
0 0!
0!
N4 N4ful5
0 0
0 0
N3 szul6
0 0
0 0

oS o O

S O O

S O O

oS O O

N4fu'5!f(us) 0 0
0 N4 N4fv15
0 0 0

N3fu’:f(u6) 0 0
0 N, N, fvl6
0 0 0

oS o O
oS o O

0 0 0
le:f(vl) 0 0

0 N Nf,

0 0 0

NZf;Zf(VZ) 0 0
0 N, NS,

0 0 0
N4 stlf (vs) 0 0

0 N, Nf!

0 0 0
N3 V:f (v) 0 0

0 N; N3ﬁ16

N,

3

184

nf (ws)

4J ws

0

0
nf (wg)

We
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Face 3:

000

$=(0 0 0
000
ENI le;,lz le;:;f(u“ 0 0 0 0 0 0 i
EO 0 0 ]\]1 levlz lev'zf(vz) 0 0 0 i
100 0 o 0 - 0 N, NS N fe |
N, NSl NS0 00 e 0 0 0 0o |
i() 0 0 N2 Nval; szézf(vs) 0 0 0 E
; 0 0 0 0 0 0 N2 ]\'[Zf‘:)3 szvzf(W3) i
100 0{00 0|
10 0 0!0 0 0!
0 0 010 0 0|
(N, NSL o NS00 0 0 0 0 !
00 0 N, Nf) NS 0 0 0
L 0 0o - 0 0 0o - 0 N, N4f\4126 - N, v::f(wﬁ):
EN3 N3ﬂ17 e N3 u’7lf(147) 0 0 e 0 0 0 e O i
100 0 Ny Nf. NS00 0
i 0 0 0 0 0 N; N3fwly7 o Ny IZ{(%) i
10 0 0
10 0 0
10 0 0



Face 4:
0 0 o§
0 0 0!
00 0!
Nl leul3
0 0
0 0
Nz N2f1414
0 0
0 0
00 01
0 0 o
00 0!
N4 N4 u17
0 0
0 0
N3 N3ful8
0 0
0 0

oS O O

oS O O

[e)

N, fu»jf(ug)
0
0

N nf (uy)

2J uy

0
0

oS O O

N nf (u7)

4J uq

0
0

N3f"f(“s )

ug

0
N, fvff(m
0

0
N. £ 0

2J vy

0

0
N £ oD

4J v,

0

0
N, [0

Vg

0

=z o o

I\)ZOO

oS O

186

0
0

nf (wy)
]vlj(‘w3 ’

0
0

nf (wy)
Nwa4 )

4

3

0

0
nf (wr)

ws

0

0
nf (wg)

Wy
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Face 5:
N, N,f, = NS7™ 0 0 - 0 0 0 - 0
$=| 0 0o - 0 N, Nfl - szvff(m 0 0o .. 0
0 0 0 0 0 0 N2 szvil N2 Mtif(wl)i
10 0 010 0 O]
10 0 0i0 0 0!
10 0 0!0 0 0

]\]1 lel le;,jf(m) 0 0 0 0 0 O

i 0 0 0 N, le;i lev:lf(m 0 0 0 E
;0 0 0 0 0 0 N, levi‘ levzf(W4) :
EN3 stul5 N3ﬁ£ﬂu5) 0 0 0 0 0 0 i
i 0 0 0 N, N, fvls -+ N, fvff'ws) 0 0 0 i
100 0 0 0 0 Ny Ny o NSO
i 0 0 O i 0 O Oi

§o 0 0{0 0 0

10 0 010 0 O

EN4 ]\]4 uls N4f;,:f(u8) 0 0 0 0 0 0

i O 0 “ee 0 N4 N4](;i . N4f;:f(V3) 0 O . O

i 0 0o - 0 0 0o - 0 N, N4fwl)8 . N, vfsf(wg)



nf (ug)
NZ ug ‘

N nf (ug)

4J ug

0
0

S O O

z o

o O O

0
N, fv'S!/"(Vs)
0

0
W (ve)
N

=2 o o

=2 o o

188

0
0
N, fv:if(wn !

0
0
N £ )

2J wg

0
0
N

0

0
N, £ 0

4J wg
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Apéndice J — Contribuicao de cada face ao vetor de for¢as nodais

do hexaedro enriquecido

Face 1:

INI(Nlpxl + N, px, + N, px; + N4px4)dA

AI
_[full """ "IN, (N1px1 +Nypx, + Nypxs + N4px4)dA
4

IN N,py, + Nypy, + Napys + N,py, ) dA

J.fv. nf(VI)N (N1PJ’1 +N,py, + Nypy; + N4py4)dA

%

IN N,pz, + N,pz, + N, pz, +N4pz4)dA
Ifw. "f(w‘)N (Nlpz1 + N,pz,+ N, pz, +N4pz4)dA
IN 1px,+N2px2+N3px3+N4px4)dA
If "f(““N L(N,px, + N, px, + N, px, + N, px, ) dA

JNz N,py, + N,py, + N; py, +N4py4)dA

4

J.fv]z,'lwf(VZ)Nz(Nlp)ﬁ +N,py, + N;py; + N4py4)dA

Al

JNZ(NIPZI +N,pz, + Nypz; + N4PZ4)dA

Al
J-fwl-;'”nf(WZ)Nz (Nlpzl +N,pz, + Nypz, + N4pz4)dA
4

IN3(N1px1 +Nypx, + Ny px; + N4px4)dA

4

Iﬁlls‘"""/'(“-‘)Nlepxl + N, px, + N,px, + N4px4)dA
y
J.N 1pyl+N2py2+N3py3+N4py4)a'A
jfvz N (Nypwy + Nopys + Nopy + Nypy, ) dd
‘[N 1pzl-i—szzz+N3pz3+N4pz4)dA
J.fM "f(w‘)N (N, pz, + N, pz, + N,pz, + N, pz,) dA

IN 1pxl+N2px2+N3px3+N4px4)dA

S O OO OO OO OO OO0 OO0 OO0 oo o o o o o oo

J'fu4 o () pf (N1Px1 + N, px, + N, px, +N4px4)dA

4

JN4(N1pyl +N,py, + N;py, +N4py4)dA

4

J‘ﬁ:ﬁ“)n/.(mNzt(Nlp)’l +N,py, + Nypy; + N4py4)dA

A

J.N 1pzl+N2pzz+N3pz3+N4pz4)afA

J‘fm nf(w (Nlpzl +N,pz, + Nypz; + N4pz4)dA

!




Face 2:

.[N lpx1+N2px2+N3px6+N4px5)dA
If "/(“‘)N( \px, + N, px, + N, px, + N, px, ) dA
J.N lpyl+N2py2+N3py6+N4py5)dA
Iﬁl AN, (N + Ny + Nypyo + Nopys) dd
jN 1pzl+N2pzz+N3sz+N4pz_..,)dA
J‘f "/(”‘)N (Nlpz1 + N, pz, + N, pz, +N4p25)dA
J-N N,px, + N, px, + Nypx, + N, pxs)dA
.[fuz "/(”Z)N (Nlp)c1 + N, px, + N, px, +N4px5)dA
_[Nz 1py1+N2py2+N3py6+N4py5)a'A

4

_[fvl;m’nf(vz)Nz(Nlpyl +N,py, + Nypy, + N4py5)dA

4

INZ(NIPZI +N,pz, + N, pz, +N4p25)dA

4
jf;}/z,---ald(wz)Nz(Nlle +N,pz, + Nypzs + N, pz; ) dA
A4,

C o cocococococo oo oo

190

’

IN4(N1pxl + N, px, + Ny pxe + N4px5)dA
4
.[fu]";nf(uS)N4 (Nlpxl + N, px, + Nypx, + N4px5)dA
J‘N ]py]+N2py2+N3py6+N4py5)dA
J‘f»i nf(mN (Nlpyl +N,py, + Nypys + N4py5)dA
4
J-N4(N1pzl +N,pz, + Ny pzg +N4p25)dA
4
Ifl"”‘ﬂf(WS)N (Nlpzl +N,pz, + Nypz + N4P25)dA
J-N px1+pr2+pr6+pr5)dA
jfue "f(“ﬁ)N (Nlpx1 + N, px, + N, px, +N4px5)dA
J.Ns N,py, + N,py, + N3 py, +N4py5)dA
A
[ £ ON (N, pyy + Nypy, + Nypye + N, pys) dd
4,
IN3(N1pzl +N,pz, + N;pz, + N4pzs)dA

AZ
_[f‘i;'“"?/(w“)N3(N1pzl +N,pz, + Nypz, + N4p25)dA
4

S OO O O O O o o o o o




Face 3:

S O O O O

0

_[N N,px, + N, px, + N, px, +N4px6)dA
Ifulz G )N px2+pr3+pr7+pr6)dA

.[N N,py, + N,py, + N, py, +N4py()dA
vaz oy \(N,py, + Nypys + Ny py, + N, py ) dA
1

.[N N, pz, + N,pz, + Nypz, + N, pz, ) dA
J'fMZ e JN,(N,pz, + N,pz, + N,pz, + N, pz,) dA

J.N px2+pr3+pr7+pr6)dA
jﬁn "/("‘)N L(N, px, + N, px, + N, px, + N, px, ) d4
4

J'N 1pyz+N2py3+N3py7+N4p)/6)d/1
If N, (Nypy, + Nopy + Nypy, + Nopv,) dd

INZ Pz, + N,pzy + N, pz, +N4p26)dA

45
J‘f‘i;'"’nf(‘mNz (N1p22 + N,pzy+ N;pz; + N, pzg ) dA
1

0
0
0
0
0
0

e

S O O O O

0

IN4(N1px2 + N, px; + N; px, +N4px6)dA
jﬂ{:fj"'”f(l‘“N“(Nlpxz + N, px; + N, px, + N4px6)dA

IN 1py2+szy3+N3py7+N4py6)a’A
Iﬁ6 oy «(N\py, + N, pyy + Ny py, + N, py,) dA
4y

IN4(N1pZZ +N,pz; + N, pz, +N4p26)dA
.[f‘l;iww“N (N1p22 + N,pz; + N, pz, +N4p26)dA

_[N px2+pr3+pr7+pr6)dA
Iﬂ7 "”””N (Nlp)c2 + N, px; + N, px, +N4px6)dA
4y

J.N 1py2+N2py3+N3py7+N4p)/6)alA
IJZ TN (N, + Nopy, + Nypy, + Nypy, ) dd

IN3 N,pz, + N,pz, + N, pz, +N4pzé)dA

45
J‘fv:mﬁf(%)N} (NlpZZ +N,pzy+ Nypz, + N, pz, ) dA

0
0
0
0
0
0

191



Face 4:

S O O O O O O o o o o

0
.[N N,px, + N, px, + N, px, +N4px7)dA

jﬁ(; n/(u})Nl (N1Px3 + N,px, + Nypxg + N4px7)dA
_[Nl \Py; + Nypy, + Nypyg +N4py7)dA

Ay

[ 12N (N pyy + Nopyy + Nopyy + Nypy; ) dA
A4
J-N N, pz, + N,pz, + Nypz, + N, pz, ) dA
.[fw3 W”"N (Nlpz3 + N,pz, + N,pz, + N, pz, )dA
sz N, px; + N,px, + N, px, +N4px7)dA
4,
J‘ﬁ:”""””")Nz(Nlpx3 + N,px, + N, px, +N4px7)dA
sz(Nlpy3 +N,py, + N;py, +N4py7)dA

A

J‘fvlmn'/-(mNz (N1py3 +N,py, + Nypys + N4py7)dA
Ay

jN N,pz, + N,pz, + N,pz, + N, pz,) dA

,[fm H/(M)N (N1PZ3 +N,pz, + N,ypzg + N4PZ7)dA

|

e

S O O O O O O O o o o o

J-N N,px; + N, px, + Ny pxs + N, px; ) dA
-[f,\h nf(u7)N (N]px3+N2px4+N3pxx+N4px7)dA

_[N4 \Py; + Nypy, + Nypyg +N4py7)dA

Ay

If;l,..-,ﬂf(V7)N4(N1py3 —+ szy4 + N3pyg + N4py7)dA

" .[N 1ng+N2pz4+N3ng+N4pz7)a’A
jf "f(w’)N (Nlpz3 + N,pz, + N, pzy + N, pz, )dA
IN3 \PX; + N, px, + N, px, +N4px7)dA
.[f;g"Aj‘"f("")N3(N1px3 +N,px, + N, px, + N, px, ) dA
J‘N3(N1py3 +N,py, + N, py, +N4py7)dA

A

.[fvi’m)nf(vg)N3(N1py3 +N,py, + N;pyg + N4py7)dA

Ay

jN N,pz, + N, pz, + N,pz, + N, pz,) dA

J‘fWR ﬂ/(V»s)N (NlpZ3 +N2pZ4+N3pZS+N4pZ7)dA
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Face 5:

IN 1px4+N2px1+N3p)cS+N4pxs)a’A
.[ful "/(“‘)N ( \Px, + N,px, + N, px; +N4px8)dA
jN 1py4+N2pyl+N3pys+N4py8)a’A
[ AON, (Nypy + Napyy + Nypys + N v, ) dA

As

IN N, pz, + N, pz, + Nypzs + N, pz, ) dA

J‘fwl nf(w)N ( 1Pz, + Nypz, + Ny pz; +N4PZx)dA

(=]

S O O O O O O o o o

0
_[Nl(Nlpr + N, px,; + N, px; +N4px8)dA

As
jﬁll;wn/(llA)Nl (Nlpx4 + N,px, + N, pxs + N4px8) dA
y

[ N(Nipy, + Nopy, + Nypys + N, pyy) dd

As

[ 72" CON (N pyy + Nopy, + Nopys + N, py ) dA
As

J-N N,pz, + N,pz, + N, pz; +N4ng)dA

,[fm n/(M)N \(N,pz, + N, pz, + Nypzs + N, pz,) dA

’
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|

J-N lpx4+N2px1+N;px5+N4px8)dA
J.fuS ”/(u )N( lpx4+N2pxl+N3px5+N4px8)d

IN3 Py, + Nypy, + Ny pys +N4py8)dA

As
_[ﬁls"wf(VS)N3(N1py4 +N,py, + N;pys + N4PJ’8) d4
n

IN3(N1pZ4 +N,pz + Nypzs + N4ng)dA

As

jﬁjf;“’nf(WS)Ns(Nlpzzt +N,pz, + Nypzs + N4ng)dA
%

(=]

S O O O O O O o o O

0
IN4(N]px4 + N, px, + Ny px; +N4Pxx)d‘4

AS
jﬁlg,.,.,nf<ux)N4(N1px4 + N, px, + N, px; + N4px3)dA
A

.[N 1PJ’4+N2Py1+N3py5+N4py8)dA
J.f‘g nf(vX)N (N1Py4 +N,py, + Nypys + N4py8)dA
As

.[N N, pz, + N,pz, + Nypzs + N, pz, ) dA

_[fw nf(WX)N (N1PZ4+sz21+N3pZ +N4ng)dA




Face 6:

%OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

|

jN \PXs+ N,px,+ N,px, + N, pxg)dA

Ifu; n/(u N, (N1Px5 + N, pxs+ Nypx, + N4px8)dA

As

INl(Nlpys +N,pys + Ny py, +N4py8)dA

s

Jﬁt-”’nf(vj)Nl(Nlpys +N,pys+ N;py; + N4P)’8)dA

4s

jN N,pzs + N, pzy + Nypz, + N, pz, ) dA
J-wa "/(W‘)N (N pzs+ N,pz, + Nypz, + N, ng)dA
IN N\ pxs + Nypxs+ Nypx, + N4pxs)dA

_[fw n/(ub)N (N1px5 + N,pxg+ Nypx; + N4px8)dA

4s

_[Nz(Nlpys +N,pys+ N;py, + N4py8)dA

As

J‘fvl(:”“ﬂﬂvb)Nz(Nlp)’s +N,pys + Nypy; + N4py3)dA

As

[ g
J‘fwo nf(uﬁ)N (N1p25+N2p26+N3pZ7 +N4ng)dA
.[N N, px; +N2Px6+N3px7+N4px8)dA

J‘f;h nf("7)N (N1px5 + N, pxg+ Nypx; + N4px8)dA
As
[ Ny(N,pys + Nopys+ Nypy; + N, pyy) dA

As

[ £ NN pys + Nopye + Nypy, + Nypyy ) dd

Af)
J‘NS(NIPZS +N,pzg+ Nypz, + N4p28)dA
Ab

If\j,;”"nf(w7)N3(N1pZS + N,pz; + N, pz, +N4ng)dA
.[N lpx5+N2px6+N3px7+N4Pxx)dA
jfug "”“*)N (Nlpx5 + N, px, + N, px, +N4sz)dA

[ Ny(N,pys + Nopys+ Nypy; + Nopy,) dA

4s

.[f‘,lgwmf(VX)N4(N1py5 +N,pys+ N;py; + N4py8)dA

As
.[N4(N1p25 +N,pzg+ Nypz; + N4pzs)dA
Ag

J.f‘:m’nf(WR)Nzt(Nlpzs + N,pzs+ Nypz, + N4ng)dA
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Da mesma forma que para o elemento hexaédrico ndo-enriquecido, deve-se

proceder a uma alteragdo nas coordenadas de integracao, para possibilitar o uso de pontos

de Gauss.
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Apéndice K — Matriz da relacido constitutiva tangente (D?,) —
elastoplasticidade com encruamento isotropo linear

Seja a expressdo do tensor algoritmico tangente para o modelo elastoplastico com

critério de plastificagdo de von Mises e encruamento isétropo linear, dada pela eq. (177):

2 2 2
co — o MA g (BUAL oy JAAL 2 oy, (K.1)
n+ ‘Sp, 3 Spr pr K n+ n+
n+l n+l n+l (1 + 7)
3u
Por simplicidade, adota-se a seguinte expressao:
ChL=C-C), (K.2)
Sendo a parcela do tensor relativa ao efeito da plastificagdo C/, dada por:
C2, = KB T+ KP,(I®1)+KP,(n,, ®n,,,) (K.3)
E sendo os parametros:
2
Kp, = A (K.4)
S
n+l1
2
kP, __4uAL KR (K.5)
Yso| 3
2
kP, - 2u 4u AL (K.6)

ae k)

Busca-se obter a matriz tangente D? , de dimensao 6x6, que corresponda ao tensor

C?, e relacione por meio da equagdo do = D?de os incrementos nas componentes de

tensdo e deformagdo agrupados nos vetores do! = {5ax oo, 00, Oty OTy §ryz}
e g = {5gx 0g, O0g, Oy Oy 57yz} , respectivamente.

Sendo D¢ a matriz da relagio constitutiva elastica linear correspondente ao tensor

C e D” a matriz tangente correspondente ao tensor C;

n+l?

a matriz D ¢ dada por:
D? =D - D" (K.7)

A matriz D* ¢ precisamente a matriz D dada pela eq. (16), no capitulo 2.
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Para o célculo da matriz D” aplica-se cada uma das trés parcelas do tensor C”, ao

tensor de deformacdes O¢ . Por simplicidade de notacdo nas dedugdes seguintes, utilizam-

se o e ¢ em referéncia aos incrementos oo € o¢ , respectivamente.

5

X Xy Xz
1) 0" =KRlle =KRe=KP| &, ¢, &, |.
gxz 8yz gz

Desse modo, as componentes do tensor de tensdes sao:

o =KPe,
@ _
o, —KPlgy
o = KPe.
KP
@ _ _ 1
Txy - KRSX’V - B 4 Xy
KP
o _ — 1
sz - KRSXZ - B j/xz

KP,

A matriz constitutiva relativa a primeira parcela do tensor C

'KP, 0 0O 0 0
KP, 0 0 0
K, 0 0 0
KB
Dl = - 0 0
sim. KA 0
2
KR
L 2 ]

? ¢, portanto:

n+l

1 00

2) 0¥ =KP,(I®1)e = KP,(1- &)l = KP,(tre)l = KP, (¢, + ¢, +£.)|0 1 0

Desse modo, as componentes do tensor de tensdes sao:

o’ =KP¢, +KPs, + KPe.
o'” =KPe, +KPe, + KPe,
o’ =KPe, +KPe, + KPe,

@ _
7, =0

0 0 1
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@ =0

Xz

@ _
7. =0

A matriz constitutiva relativa a segunda parcela do tensor C”, &, portanto:

[KP, KP, KP, 0 0 O]
KP, KP, 0 0 O
KP, 0 0 O
D, =
0 00
sim. 0 0
- 0_
3) 0-(3) = Kf)3 (nn+1 ® nn+l)g = Kf)3 (nn+1 ' g)nnH = ngtr(l’lfﬂg)nnﬂ

Sendo o tensor 7,,, constituido pelas componentes:

n, n, n
na=|N"y Ny N
ns  ng Ny

T oy =
Esendo tr(n,, &) =ne, +ne +me. +ny,, +ngy. +ngy,.
Chega-se a:

n, N, N
@ = KP tr(n’, &)\ n, n, n
o =AnL n1€)| Ny Ny N

ns  ng Ny

®) s3o:

As componentes do tensor de tensdes o
o = KP, (l’llzc‘?x T IILE, + MIGE, F MY, T MRS I GY )

O')(/3) = KP3 (nlnzgx + nZZgy TnynE. + TNy TINSY - F n2n67yz)
O'S) = KP3 (n1n3gx + n,n;&, + n3282 + 1Y TSyt n3n67yz)
T)(c;) = KP(mn,e, +nyn,s, +nyn,e. + n427/Xy FHNSY o+ HNGY )

z.(3)

2
w = KP(nnse, + nns&, +mnse. +nnsy ., +ns y. .+ n5n67/yz)
3 _ 2
7’-yz - Kf)} (nln6gx + n2n6gy + n3n6gz + n4n67/xy + n5n67xz + n6 j/yz)
A matriz constitutiva relativa a terceira parcela do tensor C” , ¢, portanto:

n+l
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2

KP,nn, KPnn, KPnn, KPnn; KP nng |
KP,n," KP,n,n, KP,n,n, KP,nn, KP,n,n,
KP,n,' KP,n,n, KP,nn, KP,nn,

'KP, n,

D}, =
® KP,n KPnn, KP, nn,
sim. KP, 1152 KP, ning
KP,ng’ |

A matriz constitutiva D”, que também ¢ simétrica, ¢ dada pela soma das matrizes

P
D(l) >

Df, e D, . Seus termos acima da diagonal principal sao:
2
D!, = KF, + KP, + KP,n,
D/, = KP, + KP,nn,

D/, = KP, + KP,nn,

Dy, = KPnyn,
Df; = KP,nn;
Df; = KPnn,

D? = KP, + KP, + KP,n,’
Dy, = KP, + KP,n,n,

D, = KPn,n,

D3 = KPn,n;

Dy, = KPn,n

D!, = KP, + KP, + KP,n,’
D3, = KPn;n,

Ds; = KPnyn,

D3y = KPnyn

KP,
DI, = 71 +KPn,’

D} = KP,n,nj
D; = KPn,n,

KP
D?, = Tl + KPn,’
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Dsg = KPnsng
Db = % + KPn,’

Conhecidas as matrizes D e D’ utiliza-se a relagdo (K.7) para a obtencdo da
matriz D? .
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Apéndice L — Lei de evolu¢ao do dano em forma incremental
Seja a expressao da lei de evolugdo do dano dada pela eq. (263):

D, 21+ v)
(gR _gD)(l_D) 3

D=1

+3(1- 2\/)(G—HJ (L.1)

eq

Na qual:
D., ¢, e &, sdo parametros caracteristicos do material obtidos em ensaios

uniaxiais.

1 . ~ ‘1 . ‘L
o, = gtra ¢ a tensdo média ou hidrostatica.

3 . < . ~ .
0, =V3J2 = \/; ||S || ¢ a tensdo equivalente ou tensdo de von Mises.

Em passo finito, a eq. (L.1) pode ser expressa na forma:

1 >
2D(+v) . 3D(1-2v) o o)
3(8R _8D)(1_Dn+l) (ER _8D)(1_Dn+l) é S |2

2 n+l
dada no item 4.3.2.5:

D, =D +AA (L.2)

Retoma-se aqui a expressdo do tensor de tensdes o

n+l1
Gn+l = (1 - Dn+1)C(€n+l - ‘C“r]:?+1) (L3)
Aplicando-se o tensor constitutivo eldstico a eq. (L.3), obtém-se:

O_n+1 = (1 - l)n+l)[/1(I ® I) + 2ﬂH](8n+l - grf+l) =

c,,=10-D DA0A®De, ,, +2ulle, - A(1® el —2ulle’ 1=

c,,=0-D, )[Atre —Atre?

n+l n+l

n+lI + 21”‘9 I- 2ﬂ8;f+1] =

Gn+1 = (1 - Dn+l )[ﬂl‘}"&‘ I + 2lugn+l - 2ﬂ81117+1] (L4)

n+l

Calcula-se também #ro,, :

tro,,=(1-D, IAtre, tr1+2utre, , —2utre’ 1=

n+l

trG,, = (1= D, )Bare,, +2utre,, ] = (1-D,, )34+ 2 1re, , (L.3)

n+l

Substituindo-se a eq. (L.5) na eq. (L.2), chega-se a:

2D(14v)  2Do(1=2v)(1= D, )34 + 241’ (175,,.)’

D, =D, +AL .
3(8R ) )(1- Dn+l) 9(6‘R —&p )”S

n+l

(L.6)
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Agrupando-se as constantes de cada um dos termos entre parénteses, tem-se:

k, + k,(1-D,,)tre,., )2

D, ,=D,+AA (L.7)
l (I_DIH—I) S}'H~1 2
Sendo:
2D.(1
k, = 2D.(1+v) (L.8)
3(ex —¢€p)
_ 2
k, = 2D.(1-2v)(3A+2u) (L.9)
9(51? - ED)
A eq. (L.7) pode ser escrita de modo compacto, como se mostra abaixo:
D, ., =D, +AX, (L.10)
Sendo:
_ 2
f, = ky n k,(1-D,,, )(Ztrgn-H) (L.11)

(I_Dm—l) S

n+l

Substituindo-se a eq. (L.10) na eq. (L.11), tem-se:

k, n kZ(l_Dn —A/lfD)(trgn+l)2

/o =D, -a47,) sl (12

n+l
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Apéndice M — Calculo do tensor algoritmico tangente segundo o

modelo de Lemaitre

Seja a expressdao do tensor de tensdes em forma incremental o, ., dada pela eq.

n+l
(282):

c,,=Ce¢,,,—D Cel —AACn,,, (M.1)

n+1

Ce,,,—Ce’+D

n+l

E o tensor algoritmico tangente, dado pela eq. (281), tem por expressao:

cr? = %

n+l

M.2
a‘S‘nJrl ( )

A derivada parcial indicada na eq. (M.2) deve ser feita em relacdo a cada um dos

cinco termos que compdem o tensor de tensdes o, ,, . E 0 que se apresenta na seqiiéncia:

n+l
1) Em relagdo ao primeiro termo:

ACe,.) _

= C (M.3)

n+l

2) Em relagdo ao segundo termo:

a(_DnHCEnJrI) — 8(C8n+1) aDnH — aDnH
i RS b LS EAFS [ ) Jtuid 2 EANRY @/ ®8 =—| D _C+Ce ®8

a n+l a n+l n+l n+l
8n+1 gn+l

n+l n+l

(M.4)
Aplicando-se o tensor elastico linear C = A(I1®1)+2ul1, dado pela eq. (122), ao

tensor de deformagdes ¢, ,,, obtém-se:
Ce, ., =Al-g, )+2ulle, = Altre, ) +2us, ., (M.5)
E substituindo-se a eq. (M.5) na eq. (M.4), chega-se a:
9(=D,.C¢,.1) - —Dn+1C—/1(”’5n+1)I®%—2ﬂ5n+1 ®% (M.6)
agn+1 8gn+1 agn+1
3) Em relagao ao terceiro termo:
N aPy’
aA=Ce)) _ (M.7)
a‘c"n-f-l
4) Em relacdo ao quarto termo:
P P
8(l)n+lc‘9n ) — Dn+1 8(C‘gn ) + Cg;f ® aDn+1 (MS)
a‘C“n-i—l Envl Entl

Fazendo-se uso da eq. (M.7), obtém-se:
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a(l)n+lc‘€np) — anp ® 8l)n+l (M9)
6‘9n+1 En+l
Aplicando-se o tensor elastico linear C a ¢” e sendo tre” =0, obtém-se:
Cel =A-eHl+2ulle! = Atre)) +2uel =2us! (M.10)
Substituindo-se a eq. (M.10) na eq. (M.9), obtém-se finalmente:
0Dy CE)) _ sy @5 (M.11)
os,., os,,
5) Em relagdo ao quinto termo:
O(-AACn,.,) _ AL o(Cn,,,) i On® OAA (M.12)
agnJrl a(c"nJrl a'gnJrl
Da aplicacdo do tensor C a n,,, resulta, sendo #rn,,, =0:
Cn,,=Al-n JI+24ln, =Altrn, )+2un =2un, (M.13)
E substituindo-se (M.13) em (M.12), chega-se a expressao:
a(_A/IJ“C)’Z}HI) 2 A/l annH _ 2 n+1 ® aAﬂ“ (M14)
a(c"n+1 8 n+l 8'gn-i—l

Somando-se as expressdes dadas pelas eqs. (M.3), (M.6), (M.7), (M.11) e (M.14),

obtém-se, finalmente, o tensor algoritmico tangente C%::

n+l

C?!=(1-D,,)C—Altre I®a LD ug ®6D”“+2 ®6 il
+1 n+l n+l a

" gn+l gn+l €n+l (M 15)
on ., OAL '
- 2/’1 nn+1 ®
o€

n+l n+l
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Apéndice N — Deducdo da expressiao dos tensores %, AL
&

agnH

n+l

oD

n+l

n+l

1) Calculo de Zn”“ .

n+l

pr
Por defini¢do, admite-se valida a relagdo n’}, = S’;*rl . Através da eq. (271), pode-
n+l

se demonstrar também que 7, , =n",. Portanto, a derivada procurada pode ser escrita

como mostrado abaixo:

a[Si,SfilJ a(sl}
8nn+1 _ n+l 1 aS:J:l +S57” ® n+l

- n+l

pr
8gn+l agn-H Sn+1 agn-H agn+l
pr pr pr ‘ Pr
_ 1S g ] ANSwal 1 asz 1 o @ IS N.D)
= S‘m ag n+l pr 2 ag - Spr 88 or 2 “n+l ag .
n+l1 n+l Sn+l n+l n+l n+l Sn+l n+l
pr
Verifica-se entdo a necessidade de calcular as seguintes derivadas parciais: a—"“ e
g

n+l

oSy

n+l

n+l
pr

1.1) Calculo de %
oe

n+l

Utilizando-se as egs. (265) e (154), chega-se a seguinte expressdo para o tensor

desviador de tensdes de previsao:
Sy =(1- D,,)2ﬂ{8,,+1 - %(WEM)I -, } (N.2)

A eq. (N.2) pode ser escrita, utilizando-se tensores de quarta ordem aplicados a ¢,

ea ¢’, na forma seguinte:

n?’

S

n+l

= <1—Dn)2ﬂ[n —%a ®I)}e,,ﬂ ~(1-D,)2ule; (N.3)

Portanto, a derivada parcial procurada resulta:
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LN =(1- Dn)Zy{H - l(I ® I)} (N.4)
o€ 3

n+l
pr

a Sn+1
1.2) Calculo de ———.
oe

n+l

Da prépria definigdo de norma de um tensor, tem-se:

A

n+l

= (S .Sprl)i (N.5)

n+l n+

Substituindo-se a eq. (N.5) na derivada procurada, obtém-se:

Sr

n+l

1
Asal _acsy-sipr 1 1 {2 S g }_ ! [as,fil o
aé‘nH aé‘nH 2 (Sp,, -Sprl)% agn+l n+l Snp::l agn+l n+l1

n+l

} (N.6)

Substituindo-se a eq. (N.4) na eq. (N.6), chega-se, finalmente, a expressao:

alls” _
& Q-D)2u [S,f; —1(1-S5:1)1} -
agm—l ‘ ” 3

_(1-D,)2u
=T

n+l

[H -11® I)}S:; -

n+l

oIl a-pyou
SPr

n+l

SP = (-D,)2un, . (N.7)
a‘9n+1

nn+1

o€

Retoma-se entdo o célculo de , substituindo-se as eqs. (N.4) e (N.7) na eq.

n+l
(N.1), o que resulta em:

on,, (1-D,)2u
= o

n+l

I:H _l(I ®I) -, ®nn+l:| (N8)
8gn+l 3

A eq. (N.8) pode ser reescrita na forma:

ZZ—’::I =KN]I1+KN,(I®I)+ KN,(n,,, ®n,,) (N.9)

Sendo:

KN, = %;D) (N.10)

KN, :—M:—lKN1 (N.11)
3S2 3

KN, :—M:—KM (N.12)
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2) Calculo de AL .
oe

n+l

Seja a expressdo de AZ, dada pela eq. (278):

Ad = nlfl _ kl(f +1) _ kZ(trgn-t-l) (f +1)
2
Qu+2K) (=D, u+>K)
3 3 2 pr 24,5
(2ﬂ+*K)
3
(N.13)

Nos itens 2.1, 2.2 e 2.3 apresentam-se as derivadas parciais em relagdo a ¢, de

cada uma das trés parcelas de A4 .

2.1) Em relag@o a primeira parcela de A4 :

pr
1 a n+l (N14)

(2ﬂ+§K) n+1

Sendo a expressao de

n+l

n+1 Sif:l \/g(o-t + Kan )(1 - Dn) (N'IS)
Conclui-se, utilizando-se a eq. (N.7):

o il
== :(1_D}’l)2ﬂnﬂ+l (N'16)
a(C"n+l agn+l
Substituindo-se (N.16) em (N.14), obtém-se finalmente:

1 ot (1-D,))2
m_( ) Hoy (N.17)

(2,u+§K) 01 (Qu+= K)

2.2) Em relagdo a segunda parcela de A :

ky o)’
: 5 - (N.18)
(1-D,) (2u+§K)

n+l

Calcula-se o, ”) , fazendo-se uso da eq. (N.16):
n+1
pr
a( ’1‘*'1) - 2 n+l a - 4 (1 D ) n+l n+1 (N19)
ang a(C"nJrl

Substituindo-se a eq. (N.19) na eq. (N.18), chega-se a expressao:



k —4uk 1

- 1 4#(1 Dn) n+l n+1 = ﬂ ”é nn+l

(I—Dn)2(2ﬂ+§K) (1—13,1)(2/1+§K)2
2.3) Em relagdo a terceira parcela de AA:

-2
2

ol | s

(2,u+3K) (2,u+§K)

a‘gnJrl
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(N.20)

(N.21)

Para o célculo da derivada parcial dada pela eq. (N.21), deve-se usar a regra da

cadeia. Faz-se necessario, portanto, conhecer a expressdo das trés derivadas parciais

seguintes:

otre,,,)’

23.1) =2
&

n+l

Pode-se utilizar o produto interno (I-¢,,;) em lugar do trago tr¢, ;. Dessa forma,

a expressao anterior resulta em:

21 M)a(l £us) 2(tr8n+l){aal 0 + Lo I}

os

a(I ) gn+l)2

n+l n+l n+l n+l

=2tre,, |11] = 2(tre, I

oL,
2.3.2) —— ja expressa pela eq. (N.19).

n+l

-2

2
o sz - 2=
Qu+=-K)
2.3.3) 3 . Esta expressao equivale a:
ag}ﬁl
-3 -
2 Sprl _ 21” n+l a Sfj] 2)” a nlj—rl
(zﬂ_,_g[() 08, (2,u+gK)
3 3 J
dsil o

Substituindo-se na eq. (N.23) as expressoes de e

o¢ o€

n+l n+l

(N.7) e (N.16), respectivamente, obtém-se a derivada procurada:

(N.22)

(N.23)

, dadas pelas eqs.
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-2

8 Spr1 _ 2/“ n+1
n+ 2
Cu+-K)
3 -8uK(1-D,
- puRd-Dy) - (N.24)
angl
pr
3(2,u+%K) Sril- 2'ufnz+l
3 Qu+K)

Aplicando-se a regra da cadeia, obtém-se a expressao da derivada parcial da

terceira parcela de A4 emrelacdoa ¢,:

- 2k (trgn+l )( n+l) I _ 41” k (trgn-H) (1 D ) n+1
2 2 "n+l
2u f 2 o 2ufr
@u+3K)H&H “@f Qu+ K|S ——ﬁif*
Cu+_K) Cu+-K)
3 3
SuUKk,(tre 1-D
lu ( n+l ) ( n )( n+l ) o (N25)
su+ 2 Ky|[sp - 20
3 Qu+K)

Somando-se as expressdes dadas pelas egs. (N.17), (N.20) e (N.25), obtém-se:

OAAL  2u(1-D,) 4ykn+1 ; 2k, (tre, NS0 I
- n+l ntl 25
o QuatK) (=D LK) , o
Q3K Jsza] 2425
3 Qu+-K)
3
duk,(tre,,) (1-D,) f" 8uK k,(trs,..)’(1-D)(f1)*
7 M 3 Ml
pr
Cu 2 Ky sz -2 3w+ 2 K| st -2
3 Qu+-K) 3 Qu+-K)
3 3
(N.26)

A expressdo de

dada por (N.26) pode ser escrita na seguinte forma

n+l
Compacta:

OAA
o€

=KL 1+KL,n,, (N.27)

n+l

Sendo:
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=2k, (tre, ., )(f.)D)

KLI = n+l 5 (N28)
pr
Qu+ 2 Ky|[sgr] - 24
3 Qu+=K)
3
pr
KL, =——2%  la-p)- 2k o |+
(Qu+K) (1-D,)2u+ K)
4uk,y (tre,..)’ (1= D,) 2K 11
-1+
" pr
(2ﬂ+%1<)2 s —Z”ffﬂ 3(2ﬂ+§K) S —2”5”
3 (2,u+§K) (2,U+§K)
(N.29)

3) Calculo de D,y )
oe

n+l

Seja a expressdo para a evolugdo do dano em passo finito, dada pela eq. (280):

pr _ 2 ppr
= Dn + kl n+l 2 + kz (1 Dn )(trgn+l) n+l 5 (N30)
(1-D,)2u+_K)
2 or 2410
u+ K sy -

Nos itens 3.1, 3.2 e 3.3, apresenta-se o céalculo da derivada parcial em relagdo a

&,41 de cada uma das trés parcelas da eq. (N.30).

oD,
agnH

3.1) =0 (N.31)

pr
kl 0 n+l (N32)

(1-D,)2u+ > K) P

3.2)

Substituindo-se a eq. (N.16) na eq. (N.32), chega-se a:

kl (I_Dn)zll'lnn-H = 2u—kl n+l

(1-D,)2u+3 K) Cu+ 2 K)

(N.33)

3.3) Deve-se calcular:
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ol tre,. ) 2|8z 2%
u+3K)
@ﬂ—fn . (N.34)
(2ﬂ+§K) gn+l

Utiliza-se a regra da cadeia para a derivagdo da eq. (N.34), sendo que as derivadas

-2

2
o szl 24—
. ore. )t of” QCutK) .
parciais wls e tém suas expressdes definidas
8(C"nJrl 8(C"nJrl 8‘c"nJrl

pelas eqgs. (N.22), (N.16) e (N.24), respectivamente. Como resultado, obtém-se:
2k (1 D )(trgrwl) n+1 I 2IUk2 (1_Dn)2(tr8n+l)2

2 2 "n+l

2 pr Zlufnﬁq 2 pr 21” n+1
(2ll,l+§K) HSIH-I 72 (2/,[+5K) Sn+1 72

8,LlKk (1 D ) (trgn-H) n+l n (N35)

3 "n+l

_ 2# n+l

@y+§K)

SH

n+l

3@y+§Kf

Portanto, somando-se as expressdes dadas pelas egs. (N.31), (N.33) e (N.35), tem-

Se:
al)n+1 — 2/’tl; nn+1 + 2k (1 D )(trgnH) n+l - I+
0¢, ., (2,u+§K) 5 o
Qu+ 2K st~ 240
3 Qu+K)
3
2pky (1= D, ) (1r,.,)’ 8K ky(1- D) (1ré, ) Sl
2 n+l 3 "Pn+l
pr
Qu+ 2K [spr -2 3u+ 2 K| sz~ 24
3 Qu+ZK) 3 Qu+K)
3 3
(N.36)

A eq. (N.36) pode ser escrita em forma compacta como mostrado a seguir:
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0D, =KD1+KD,n,_, (N.37)
agnJrl
Sendo:
— pr
KDl — 2k2 (1 Dn )(l7’8”+1) n+l 5 (N38)
pr
Qu+ 2 K Jsz] - #75
3 Qu+-K)
3
2 2
KDz _ 2[1];1 I 2,Uk2(1 Dn) (fV€n+1) -
(2,[1 + EK) 2 2 fpr
@u+ K [sin |-
3 Qu+-K)
3
. 2 2 ppr
SﬂKkZ (1 Dn) (trgn-H) n+l 5 (N.39)
p}”
3w+ 2KV i -2

(2,u+§K)
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Apéndice O - Matriz da relacio constitutiva tangente (D, ) —

modelo de Lemaitre

Apresenta-se a dedugio, a partir do tensor algoritmico tangente C%;’, da matriz da

relagdo constitutiva tangente D, de dimensdo 6x6, que relaciona, segundo o modelo de

dano ductil de Lemaitre, o vetor dos incrementos nas componentes de tensao

T _ .
oo’ = {ébx 6o, 60, Ot OT,, 5Tyz} ao vetor dos incrementos nas componentes

de deformagdo 55T={55x 0¢, Ot, OYyy OVx 57/yz}.

€

Como se vé na eq. (287), o tensor algoritmico tangente C#;’ ¢ dado por :

n

Cep,d — Cel,d _ Cp,d (Ol)

n+l1 n+l1 n+l
Portanto, a matriz D" também pode ser desmembrada na forma seguinte:
Dep,d — Del,d _Dp,d (O 2)

A matriz D, correspondente ao tensor C: =(1-D,,,)C, é a matriz dos

n+l

modulos elasticos lineares, multiplicada por (1-D, ;). Sua expressao €:

[(A+2u) A A 0 0 O
(A+2u) A 0 0 O
D —(1-D ) (A+2x) 0 0 O
n+l1 ,Ll 0 0
sim. u 0
L M

Sendo A e u as constantes de Lamé, dadas pelas eqgs. (17a) e (17b).

A matriz D" ¢ obtida aplicando-se o tensor C”:¢, definido pela eq. (289), ao

n+l 2

tensor de deformagoes de segunda ordem J¢,,, ;.

C?! = DPT + DP,(1®1)+ DP,(¢

n+l

 ®D+DR(E @D +DEA®n )+

+ Df)6(nn+1 ® I) + DB(gnH ® nn+1) + Df;(g: ® nn+1) + sz)(nnJrl ® nnH)
06, Oty Oty
Oty =| 08y, O, Oty (04)
os os os

Xz yz z
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Deve-se ressaltar que as componentes y, do vetor de incrementos de deformagio
o¢ tém como valor o dobro das correspondentes componentes &;,i# j, no tensor de
incrementos de deformagao dado pela eq. (0.4).

A seguir, aplica-se cada uma das nove parcelas do tensor constituivo C”{ ao tensor
dos incrementos nas deformagdes oc,,;, cujo indice é omitido, por comodidade. Da
relacdo entre os vetores oo e g, obtém-se a respectiva matriz de relagdo constitutiva
tangente D/, ,. Por simplicidade de notagdo, as componentes dos vetores de

incrementos de deformagao e de tensao sao escritas com omissao do simbolo o .

DR gx DR gxy DR gxz
1) 0 = DPIle = DPe =| DRs,, DPg, DRs, (0.5)
Dﬁgxz Dngz DPlgz

As componentes de tensdo sao:

@ _
o, =DRe¢,
O _
o, —DPley
oV = DPe,
DP
o _ _ 1
Txy =D Rgxy - B 4 Xy
DP,

Tilz) = DPlgxz = lexz
DP
Tj(/lz) = Dngz = le/yz

A matriz da relagdo constitutiva referente a esta parcela do tensor C”:¢ ¢, portanto:

DR 0 0 0 0 0
0O DB 0 0 0 0
0O 0 DR 0 0 0

DP,
D=0 0 0 =L 0 0 (0.6)
0 0 0 PE
2

0 0 0 0 0 %

2)c'? = DP,(1®1)e = DP,(1- &)l = DP,(tre)l =
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DP (e, +¢,+¢.) 0 0
o = 0 DP,(s,+¢,+¢,) 0 (0.7)
0 0 DPE (¢, +¢,+¢.)

Assim, as componentes de tensdo sdo:

o =DP¢, +DPg, + DPg,
o’ =DP¢, + DPe, + DPe,

o’ =DP¢, + DPe, + DPe.

2 =0
2 =0
@ =0

yz

E a matriz da relagio constitutiva referente a esta parcela do tensor C¢ é:

DP, DP, DP, 0 0 0
DP, DP, DP, 0 0 0

.« | DB, DP, DB, 0 0 0

Dy = (0.8)
0 0 0 000
0 0 0 000
0 0 0 00 0

3) 0 = DP,(¢ ®1)g = DP,(1- £)¢ = DP,(tre)e = DPjs =

DP:;SX DB;gxy DP:;SXZ
o =|DPg,, DPs, DPs, (0.9)
DP:;EXZ DB;gyZ DB;EZ

Sendo DP, = DP(tre).

As componentes de tensdo sdo:

3 _ !
O-x - Dggx
3 _ ’
o, =DPg,
3 _ !
o, = DPg,

. DP
T)(C;) = Dggxy = 737/@1

DP!

3 _ 4 _
sz _DP38xz_ 2 yxz
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DE. 0 0 0 0
0 DP 0 0 0
O 0 DE 0 0 0
DP,
d 3
Db’ = 0 0 0 > 0 0 (0.10)
0 0 0 0 D 0
2
DP,
0 0 0 0 0 :
L 2 |
4) 6 = DP,(e’ ®)e = DP,(1-&)e? = DP,(tre)e’ =
gp,n gp,n p.n
x Xy Xz
o =DP(s, +¢,+¢) el &l gl (0.11)
gp n gp,n p.n
Xz yz z
As componentes do tensor de tensdes sdo:
0" =(DPe!")e, +(DPel")e, +(DPel" e,
=(DRe;")e, +(DEg[")e, +(DFg™" e,
0" =(DPel")e, + (DPel")e, + (DPel™ e,
DP, DP DP
t\) = DPel"s, + DPslh"s + DPgl"s. = V" V" V" &

) ST AT E
_DByg",  DRyg” | DRyy”

t)) = DPel"e, + DPel"e + DPgl"e, . e,
2 2y 2T,

DP47;;’”8 +DP4y5;”g +DP47yz

o\ = DP¢""e, + DPel"s, + DPel"s, = . £,
2 ’ 2 g 2

A matriz constitutiva relativa a esta parcela do tensor C”¢ ¢é:

DPel"  DPgl" DPegl™ 0 0 0
DPe}"  DPegl™ DPeg™ 0 0 0
DPel"  DPgl™ DPegl™ 0 0 0
DP}/pn DP}/pn DP}/pn

d 4/ xy 4/ xy 4/ xy

Dy = 5 5 5 0 0 0 (0.12)
DRy." DRy:” DRy o o o
2 2 2

DRy." DRy DEY." o 0 o
L 2 2 2 J
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5) (7(5) = DPS (I ® n )g = DPS (nn+1 ’ 8)1 = D[)S[tr(nfﬂg)]l =

n+1

DPJir(n”,)] 0 0
o = 0 DR[ir(n],8)] 0 (0.13)
0 0 DPJir(n],)]

Seja o tensor n, , formado pelas componentes:

n+l

n, n, n
n,,=\n, n, ng (0.14)
ns  ng Ny

Assim, tr(n!, &) =ne, + me, +me +2ne  +2ne +2ne, =
T
tr(n,, &)=ng& + e, +me, + Ny, +nsy .+ gy, (0.15)
Portanto, as componentes de o sdo:
G)(CS) :DPSnlgx+DP5n28y+DP5n382+DPSn4}/xy +DP5n57/xz +DP5n6}/yz
5) —
o, =DFne¢& +DPn,e, +DFnye.+DEn,y +DFnsy +DEngy,

O-S):Df)Snlgx-i_D[;nZgy+DP5n3gz+Df’5n4yxy+D[)5n5yxz+Df)5n67yz

78 =0
rﬁ? =0
¥ =0

yz

Em forma matricial, a relagdo constitutiva ¢ dada por:

'DP,n, DP,n, DP,n, DP,n, DP,n, DP.n|
DP,n, DP,n, DPn, DP,n, DPF,n; DP,ng
DP,n, DP,n, DPn, DP,n, DPF,n; DP,ng

D = 0.16
© 0 0 0 0 0 0 (0-16)
0 0 0 0 0 0
| 0 0 0 0 0 0 |
6) o =DP(n, ®)e=DP( -&)n,, =DP(tre)n,,,. Sendo n,, dado por
(0.14), pode-se escrever:
n,<o n, N
o' =DP,(¢g, + g,+e)\n, n, ng (0.17)
ns  ng 1Ny

(6)

As componentes do tensor o'’ sdo, portanto:
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o = DPné, + DEpne, + DPnig,

6 _
o,” = DFn,e, + DEnye, + DEnye,

o' = DPnse, + DPnse, + DEnse,

xy

) = DPn,e, + DEn,e, + DPn,e,

1" = DPnse, + DPnge, + DPngé.

1 = DPnge, + DEnge, + DEnee.

A expressdo da matriz constitutiva desta parcela é:

DP,n, DP,n,
DP. n, DP n,
prd — DE n;  DEn,
© |\ DPn, DPn,
DP, n; DP, n,
| DE;ng  DF, n,

7) 0" = DP,(e®n,, )¢

DPle. DP¢

7 xy
(7 _ ' '
o' =|DFe, DPFe,
' ’
DP7 ng DB yz

DPn, 0 0 0
DPn, 0 0 0
DPn, 0 0 0
(0.18)
DPn, 0 0 0
DPn;, 0 0 0
DBng 0 0 0]
= DP(n,,,-)s = DP[ir(n]. &)le = DPls =
DPe,
DPs, (0.19)
DP e,

Sendo DP/=DP,tr(n. ) e tr(n, &) dado pela eq. (O.15). As componentes do

(7

o'’ sdo, portanto:
o, =DPe,
o =DP¢,
o =DPe.
DP’
(7) 7
T, DPg 2 Y
t? =DPle, :
2
_ DP;
(7) 1
=DP¢,, = 277/yz

E a expressao da matriz constitutiva desta parcela ¢, portanto:



218

DP 0O 0 0 0 o0
O DP. 0 0 0 0
0O 0 DP 0 0 0
DP
b= 0 0 0 =T 0 o (0.20)
0 0 0 DE 0
2 !
0 0 0 0 Dh
L 2 ]
8) o™ = DR (&) ®n,.)e = DR(n,,, - €)e; = DR[tr(n,, &)le; =
gp,n gp,n p.n
x xy Xz
o® = DR[tr(n,,6)] " &l &l (0.21)
gp,n p.n 8p,n
Xz vz z

Sendo tr(n!,,&) dado pela eq. (O.15), as componentes do tensor o® sdo:
G;(cg) =DRe!"(me, + e, +me, +nyy,  +nsy, +ngy,.)
(7;8) = DPSg;”” (ne, + me, +me. +ny,, +nsy, + ”67yz)
(7;8) = DRel" (ne, + me, +me. +ny,, +nsy,. + ”67yz)

3 _ p.n _
7, =DRe]; (me, + e, +me, + Ny, +nsy, + né;/yz) =

psn
j/xy
= DB& 2 (nlgx + n28y + n3gz + n47/xy + nSyxz + n67/yz)

¥ _ p:n —
T - Df%gxz (nlgx + n2€y + n3(92 + n4}/xy + nsy.. + néyyz) -

Xz
Vi
= PS XzZ (nlgx + nZSy + n3gz + n47/xy + nSyxz + n67/yz)
®) _ pin _
z-yz - DPSEyz (nlgx + nZEy + n3€z + n4}/xy + nSJ/xz + n6}/yz) -
p,n
Yz

= DPS (nlgx + n28y + n3¢92 + n47/xy + nS}/xz + néj/yz)

Na forma matricial, tem-se:
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DRe!"n,  DRe!"n, DRe!n; DRe!"n, DRe!"ng  DRe!"ng
DRe""n,  DRel"n, DRel"n, DRel"n, DReg"ns DRe]"n,
DFEe?"n,  DRg!"n, DFReg’"n, DReg?"n, DPRe’"n, DFEeg’"n,
DRyy'n DRyg"n, DRy;"ny  DRy.'n, DEyi"ns DEy("n

Dy =
® 2 2 2 2 2 2
DRy:"n,  DRygi'n, DRyi'ny DRyi'n, DERyi'ns DERyi'ng
2 2 2 2 2 2
ngyﬁz’nnl DPg7/;)z’nn2 Dl%?’fz’"na D%sz’"m DPS;/;UZ’"nS Dl)zz7yp£n”6
L 2 2 2 2 2 2 ]
(0.22)

9) 0(9) = DP9(n ® nVH—l)S = DP9 (nn+1 ' g)nn+1 = Dp9[tr(n5+18)]nn+l =

n+l

n,on, n
o = DRIl & n, (023)
ns  ng Ny

) <5

Sendo #r(n!,,&) definido por (O.15). As componentes do tensor ¢ sio:

9 _

o, = DP9nl(n18x + n28y + n3gz + n47/xy + nSyxz + néyyz)
9 _

O-y - DP9n2 (nlgx + n28y + n3gz + n47/xy + n57/xz + n67/yz)
9 _

o, = Df)9n3 (nlgx + n28y + n3gz + n4}/xy + nsy.. + néyyz)

9 _
Txy - DP9n4(n18x + n2€y + n382 + n4}/xy + nsy . + n6}/yz)

9 _
T = DP9n5(nlgx + n28y + n3€z + n4}/xy + nsy . + n6}/yz)

(C)
z-yz - D[)9n6(nlgx + n2€y + n3gz + n4}/xy + nSyxz + n6}/yz)

E a matriz constitutiva referente a nona parcela do tensor C”¢ é:

' DPn® DPnn, DPnn, DPnn, DPnn; DPBnpn,
DPnn, DPn," DPBnn, DPnn, DPpn,n; DPn,n,
DPnn, DPnn, DPBn’ DPnmn, DPnn, DPnn,
DPnn, DPnn, DPnn, DPn,’ DPnn, DPBn,n,
DPnn, DPnyn, DPBnn, DPnn, DPpn’ DPnn,
| DRnng DPpng DPpn, DPnng DPpnng  DPBng |

Dy = (0.24)

Somando-se as nove matrizes D(f:l.‘ilwg), definidas por (0.6), (0.8), (0.10), (0.12),

0.16), (0.18), (0.20), (0.22), (0.24), obtém-se finalmente a matriz D”?, cujos termos
y

sao apresentados a seguir:



D/* = DB, + DP, + DP,+ DP,&"" + DP,n, + DP.n, + DP, + DB.&""n, + DPyn,
D}* = DP, + DP,e"" + DP.n, + DP,n, + DB&”"n, + DPn,n,

Di* = DP, + DP,g"" + DP.n, + DP,n, + DReg""n, + DBn,n,

Di? = DP.n, + DPe""n, + DPnn,

Dp? = DP,n, + DRg”"n, + DPyn,n

D} = DP.n, + DReg”"n, + DPnn,

D} = DP, + DP,"" + DPn, + DEn, + DRe!"n, + DRn,n,

DJ = DR, + DP, + DP,+ DP,g"" + DPn, + DE;n, + DP; + DR n, + DPpn,’
DX’ = DP, + DP,e!" + DPn, + DF,n, + DRe!""ny + DRyn,n,

D} = DP.n, + DRe!"n, + DPyn,n,

Df:‘ = DP.ng + DRe?"ng + DEyn,n;

D" = DPng + DRe?"ng + DBynyng

D!* = DP, + DP,e"" + DP.n, + DP,n, + DRe""n, + DPyn,n,

D%* = DP, + DP,g"" + DP:n, + DP,ny + DRe""n, + DPn,n,

D5 = DB, + DP, + DP,+ DP,g"" + DP,n, + DP;n, + DP, + DP.g""n, + DPyn;’
DY = DPn, + DRe?"n, + DBnyn,

D%? = DP.ng + DPe”"ng + DPynn,

DZ? = DP.n, + DRe""n, + DPn,n,

DP, . DB, .
Di? = 24 v+ DEn, +787/fy’ n, +DBnn,

Dy = _D2P4 yr + DB, + 25

pun
Vi M+ DFEn,n,

DP, . DP. .
Dr? = 24 yi" + DEn, + 28 y5'ny+ DBnsn,

DA + DK + Dh + DF yP'n, + DPS,n42
2 2 2 2 'V

p.d _
D44 -

DF,
Dy = ng/fy’”ns + DPyn,n,

DF,
Dy = 28 y 5" ng + DBn,ng

220
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D5171,d :DBl

yi" + DEng + %?/gnnl + DEynyn;

Dy = _D2P4 ¥ + DB, + 208

p,n
7y ny + DEnyng

Xz

DP, DP,
D5p3’d = 747/;”1 + DFyns + > : 7" ny + DEynyng

DP,
Dy = 5 Sy5"n, + DEngns

DA + = + D5 + DF; y"ng + DPyng’
2 2 2 27

p.d _
Dss =

DP,
D;gd = 787/5;1”6 + DEn;sn,

DP u DP, 0
Dl = 24 yi" + DEn, +787;’ n, + DRnn,

Dy’ = —Df‘ yi" + DFng + —szs yi."ny + DRn,n,

D(f’;d = Df‘ y2" + DFng +%yfz’"n3 + DPn;n,

DR,
Dy’ == Sy n, + DR,

D(g’d = %7;’””5 + DEnsn,

pre = DzPl + D2P3 + D2P7 + Df y2"ng + DB’

Conhecidas as matrizes constitutivas tangentes D e D", tem-se a seguinte

expressdo para a matriz D% :

D _ D caso AL =0
D — pr caso ALl >0



