ANALISE NAO-LINEAR DE ESTRUTURAS DE
PAVIMENTOS DE EDIFICIOS ATRAVES DO METODO
DOS ELEMENTOS DE CONTORNO

GABRIELA REZENDE FERNANDES
Tese apresentada a Escola de Engenharia de Sao Carlos,
da Universidade de Sao Paulo, como parte dos requisitos

para obtengdo do Titulo de Doutor em Engenharia de
Estruturas.

ORIENTADOR: Prof. Tit. Wilson Sergio Venturini

Sao Carlos

2003



Com amor, a0s meus pais,
meu esposo Julio
e minha filha Julia.



AGRADECIMENTOS

Desejo expressar meus agradecimentos a todos que, de alguma forma, ajudaram na
realizagdo deste trabalho.

Agradeco a todos os professores e funcionarios do Departamento de Estruturas da
Escola de Engenharia de Sdo Carlos. Em especial, ao Professor Doutor Wilson Sergio
Venturini pela amizade, a excelente orientagdo e pelo estimulo em todos os estdgios deste
trabalho. A FAPESP, que através da bolsa de estudo possibilitou o desenvolvimento desta
tese. Agradeco também ao colega Faustino Sanches pela ajuda na analise dos exemplos
numeéricos.

De modo especial, agradeco aos meus pais e meu esposo Julio, que através do seu

amor, estimulo e apoio, sempre me ajudaram nos momentos dificeis.



v

SUMARIO
LISTA DE FIGURAS vii
LISTA DE TABELAS .....ccccevierienuensennee xi
LISTA DE SIMBOLOS xii
LISTA DE ABREVIATURAS E SIGLAS xviii
RESUMO testessnstesstessatessnstessntesntessstesestesasessstesestesassssnstes Xix
ABSTRACT .uueiiiiinniinsnisscntessnsiossstsssssssssssessssisssssossssssssssossssssssssssssssssassssssssssssssssssessases XX
1 APRESENTACAO 1
L1 INETOAUGAO....eiiieiieee ettt e et etee e e et e e e etbe e e e etbaeeeetreeeeeasseeeeennrens 1
1.2 RevisA0 BiblIOGIATICA.....c.cccviiiieiiiiie ettt eb e esbeessaeeeas 2
1.3 Contelido do Trabalho..........cccuieiieriieriieciecieete ettt sre e s tre v e ssveesbeeseesenesenas 5
2 ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL E PLACAS DELGADAS ... i
2.1 INEEOAUGEOD. .. uveieieieee et e e e e et e e e et eeeeta e e e e etaeeeeetaeeeeetaeeeenaes 7
2.2 Placas Delgadas Sujeitas a FIeX20 SImMPIes......ccccuvrviiriiieiienienierieeieeie e 7
2.3 Problema de MemDIana...........cceeecuiiiiiieiiieeiee ettt et eere e e enes 14

3 EQUACOES INTEGRAIS DE PLACAS SUJEITAS A FLEXAO SIMPLES PARA

DOMINIOS COMPOSTOS .17
3.1 INTEOAUGAO. .. .vii ettt et et ettt e et e e tae e et a e e ear e e ere e e treeenns 17
3.2 Equacdo Integral de Deslocamento ............cceerueereerieenienienienieeie e eieesieeseesenesene e 18
3.3 Solugdo Fundamental de P1acas ............ccoueeeviieiiiiiiiiiiiiecee e 27
3.4 Equacao Integral de Deslocamento para um Ponto do Contorno ou da Interface........ 32

3.4.1 Ponto Q no contorno externo ou do tiPo C3......ceveeveeriieirieerieeriesie e e eieeeee s 33
3.4.2 Ponto Q pertence a INtEITACE. ......ccvereerierieeieeieeieeieeieereeseeeseesaeereesreeseesseenes 36
3.4.3 Valor livre para Q do PO C2 ....eeveeveieeiieiieieeieerte e sere e ereeteesseesseesseesenesnsesnnas 38
3.4.4 Q coincide com um canto do tiPO Cl .....ecvveeiieciieciieiierieree e 40
3.5 Equacdo Integral da ROtACAO .......c.eccviriiieriieriiecie ettt e s sene e 41
3.5.1 Equagao Integral para Pontos do DOminio ..........ccceeevevveriiniinnieenieniesee e 42
3.5.2 Equagao Integral para Pontos da Interface ..........cccevevevviniinciiinieenieeneeeee e 43
3.5.3 Equagao Integral de um Ponto sobre 0 Contorno EXterno...........ccccevververneennnnne. 50
3.6 Equacao Integral do Deslocamento para um Ponto EXterno ..........cccccevevvvvvrienieennnnne 51
3.7 Transformagdo das Integrais de Dominio em Integrais de Contorno............cc.ccoeueee... 51

4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO 54
O I U311 oo L Lo o T USSR 54
4.2 Discretizacdo do Contorno € INterfaces...........oovveeveveeiiiiieiieecee e 55
4.3 Aproximagdo das Variaveis do problema...........cccccvevvirrieiienieenieniesie e ereenens 56
4.4 Transformagdes das Equagdes Integrais em Equagdes Algébricas .........ccoovvveveeneennen. 58
4.5 INteGracao NUIMETICA ....cccceeervieriieeriiiesteeeiereesseeetteesseesseeessseessseeessseessesessseessseesnsees 61
4.6 Inte@racio ANAITICA .....c.eccveeviieriieiiieiieereereere et eseesbesreebeebeesteestaessbessseasseesseesseeens 64

4.7 Sistema de EQUAGDES ......ccvieiieiieiiieitiesite ettt et esteeseresebeesseessaessaessaesssessseesseessanssens 66



4.8 Propriedades da Matriz H........cccoooiiiiiiiiiii ettt 68
4.9 Deslocamentos ¢ Esforgcos para Pontos INternos..........ccceevveevievieiienciescieereeneeieennn, 71
4.10 Momentos (m;j) nos Pontos do Contorno .............cccceevveiviiiiiiiniiiniiicicccieens 75
4.11 EXEMPIOS NUMETICOS ..eevverviieeiiiiieiiesiiesreserieereeseesseesseesssesssessseesseesssesssesssesssesssesssees 79
4.11.1 Placa Quadrada Enrijecida com Duas Vigas. .......c.cccvevrierierienienrenneereeveenieens 79
4.11.2 Placa Enrijecida com Quatro Vigas Externas ¢ uma Viga Interna....................... 83
4.11.3 Placa Enrijecida com Tr€S VIZaS.....c.ccvervierieereenieeieeieereesteesteesnesenesnessseesseens 85
4.11.4 Placa Esconsa Enrijecida com Vigas no Contorno Externo e Vigas Internas .....87

5 ANALISE LINEAR DO PAVIMENTO ENRIJECIDO: MODELO

ALTERNATIVO.............. 89
5.1 INEEOAUGAO . ....vei ettt e e et e e et e e are et e e rreeenns 89
5.2 EQUACOES INTEEIAIS.....cciiieiiiiieiiieeiie et eeiteeteeste e et e e seteesteeeeeeessbaesstaeesseesnsaesnsseennnes 90
5.3 Geragao dos Elementos de Extremidades...........c.ocoeveiieiiiiiiiiiieceiee e 95
5.4 Integragao das INtEITACES .......ieviiiriieeiieciie ettt e e e e 97
5.5 Curvaturas em Pontos do Eixo de Vigas EXternas .........ccccocveeevvevieenienieneesiesne e 98
5.6 Sistema de EQUAGOES .....ccuievieirieriieiiecreere ettt et e st e streseteesseeteestaestaesenessbeesseessaesseas 103
5.7 EXEMPIOS NUMETICOS ..ecvverviiiireeiieiieiiesieesreereereesseesseesseesssesssesssessseessessssesssessseassens 105

5.7.1 Placa Quadrada Enrijecida com Duas Vigas. .......cccccvevierienienienrieriereenieesiens 106
5.7.2 Placa Enrijecida com Quatro Vigas Externas ¢ uma Viga Interna....................... 111
5.7.3 Placa Enrijecida com Tr€S VIgas.......cccovevvierierierrenieereesieesieesvesenesneeseeseesseens 112
5.7.4 Placa Esconsa Enrijecida com Vigas no Contorno Externo ¢ Vigas Internas .....114

6 EQUACOES INTEGRAIS DE PLACAS SUJEITAS A FLEXAO COMPOSTA

PARA DOMINIOS COMPOSTOS . 116
6.1 INTLOAUGAO. ... .eiieiiieeieeetee ettt ettt et e et e et e e e aeeeeaeeeeateeeereeeeaneeenns 116
6.2 RelagOes BASICAS ......ocoouviieieiieiie e ettt ettt et e ee et e et e e et eeeteeeeateeeteeeeaneeens 117
6.3 Equacgdes Integrais dos Deslocamentos no Dominio...........ccceeeveeveevieenieeneenivennenenn. 118
6.4 Solugdo Fundamental do Problema de Chapa..........cccccevvveviievienieciecie e, 133
6.5 CAlculo da ROTAGAO W,S ..eiicueieiiieieiieceiee ettt ettt ettt eae e et e e earaeeeaeeeeaneean 135
6.6 Equacdes Integrais dos Deslocamentos us ¢ un para Pontos do Contorno ou
INEEITACE ...ttt ettt ettt ettt et e bt et e e et et e st et e neeneeteereennen 135
6.7 Momentos em Pontos do CONtorNO ..........eeeuirierrieinienienieeeeeenee e 142
6.8 Modelo Alternativo para Analise Linear do Pavimento............cccccveeveecrincriecieeneennen. 143

6.8.1 INITOAUGEO. ...ceveiieieeeeee ettt et ettt e e te e et eeetaeeeteeeeaaeeeneeenes 143
6.8.2 EQUAGOES INTEGTAIS. ..o.uvieeviieriiieeiieeieecieeeite et e seeeere e st eeareessseesnsaeesnseesnneeenens 143
6.8.3 Calculo dos Momentos nos Encontros de Vigas. ........ccceevvevvieviieneeniesneeiveanneens 155
6.8.4 Integrais de Dominio do Carregamento no Plano da Placa. ..........c.ccccoevvveveennen. 156
6.8.5 Sistema de EqQUACOES......cccuevieiiiiiieiieeieeie et esteeseesresereereereesreesseesreesrnesenesnneens 158
6.8.6 Propriedades da Matriz H. .......c.ccoovviiviiiiiiiiecie et 161
6.9 EXEMPIOS ANAIITICOS. . .ccviiiiirieiiertiesitesre e vt ete et e steestaeseaeesseesseesseesssesssesssessseessees 165
6.9.1 Viga Sujeita @ Carga EXCENIIICA. .....cveevvieeiiieeiieeiie et eeree e evee e eeeseee e 165
6.9.2 Viga Sujeita @ Momentos FIEtOr. .......cccvevviiiieiieciiciecieeeeeeeeree e 167
6.9.3 Viga Sujeita a Momentos Fletor e Carga Excentrica..........coceevevveerieenveesneeenne 168
6.9.4 Placa Enrijecida cOm Uma Viga........ccecueiiiiiiiiieenieenieesieesiesreseneeereesseesseesseesseens 169
6.10 EXEMPIOS NUMETICOS. ..eevvviiriiiieiieiiiesireiieereereesseesseestaeseressseesseessessseesssesssesssessens 170
6.10.1 Viga Sujeita & Carga EXCENLIICA. .......cccveeviiieeriieeiie e eeieeeieeesreeeiee e 170
6.10.2 Viga Sujeita a Momento FIEtOr.........cccvevviiviirieiiecieciecicereereesree e 172

6.10.3 Placa Enrijecida cOm UmMa Viga.......ccccevvverieeiieinieeieenieesiesresnesneereeseesseesneens 173



vi

6.10.4 Placa Enrijecida com Duas Vigas.e com Momento Aplicado ...........cccceevveenenn. 175
6.10.5 Placa Enrijecida com Duas Vigas externas com for¢ca Normal Aplicada........... 176
6.10.6 Placa Enrijecida com Duas Vigas com Momento e For¢a Normal Aplicados ..177
6.10.7 Placa Quadrada Enrijecida com Duas Vigas com Carga Distribuida. ............... 179
6.10.8 Placa Enrijecida com Quatro Vigas Externas e uma Viga Interna .................... 183
6.10.9 Placa Enrijecida com TIéS ViZaS.....ccccueiviiriiierieeirierieeieesieseesvesenesreeseeseesseens 185

6.10.10 Placa Esconsa Enrijecida com Vigas no Contorno Externo ¢ Vigas Internas .187

7 FORMULACAO DA PLACA ENRIJECIDA SUJEITA A FLEXAO COMPOSTA E
COM A PRESENCA DE CAMPOS DE MOMENTOS E FORCAS NORMAIS

INICTALS ...eeiicnnnticnnnntiessssssicssssssiosssssssosssssssosssssssssssssssesssssssesssssssesssssssesssssssesssssssssssnass 190
7.1 INEEOAUGAO. ... eii ittt ettt et et e e e e eteeeeaae e eveeeteeesareeeereeeans 190
7.2 ESTOIGOS ..ttt et et et ettt et eete e etaeeeta e e e teeeeaae e 191
7.3 Equacgdes Integrais para Deslocamentos..........ccvveveerieerierierieeieeieenieesieeseeesneseneennes 192
7.4 Equacdes Integrais para Esforcos nos Pontos Internos ..........ccocceeveeeveecieecieenieennennne. 195
7.5 Célculo das Forgas de Superficie p, € ps nas Interfaces .........ccocevevevveercreecrencieenieennen, 200
7.6 Discretizagdo do Dominio em CEIUlas ..........c..cocvvveeeiiiiiiiiiiiceee e 200

T.0.1 INITOAUGAOD ...ttt ettt ettt e ettt e e ate e eteeeeaseeeresentneeeanas 201
7.6.2 Integracdo das Células Triangulares.........ccoccvevveereereeneerieriesiesreereereesseeneeens 202
7.6.3 Integracdo das Células Retangulares nas Vigas........cccocoveeiveriverieneeneescnensieenneens 211
7.6.4 Integracdo das Células Retangulares nos Encontros de Vigas...........cccecvvevveennenne 213
7.7 EQUACOES ALZEDTICAS ....cccvieiieiieiieiieeieete et et et seestesebeebeestaestaessaesnnesnseenseenseensnes 214
7.7.1 Equagdes de Deslocamentos no Contorno Externo e Eixo de Vigas................... 214
7.7.2. Deslocamentos € Esfor¢os no DOminio..........c.ceevvieeiieeciieeieecieeeie e 215
7.8 Teécnica de SOIUGAO.....cccveiiiiiieiieieiie ettt ettt ete e et e ete e eteeeeaeeeereeeeaneees 216
7.8.1 Calculo das Incognitas da Placa e Deslocamentos do Dominio ............cccvenneen. 216
7.8.2 Calculo doS ESTOICOS ...ccuviiiiiiiiiiiicieecee et 219
7.9 Verificagao das MatriZeS Syt € SNuueeecoeeieiieiiiieeeiee et ettt ettt eve e et eareeeeveeeereeens 220

8 FORMULACAO NAO-LINEAR IMPLICITA UTILIZANDO O OPERADOR

TANGENTE CONSISTENTE 225
8.1 INLIOAUGEOD. .. .e ettt et ettt e v e et e e eateeeaeeeeaseeeateeeeareeeanas 225
8.2 Obtencao do Operador Tangente CONSISENLE .......cceerverreecvresreerieerieeneerresreeseeseens 226
8.3 Modelo EStratificado ........coeeieriiiieieieeieee et 236
8.4 Procedimento Incremental e Iterativo para Obtenc¢do da Resposta ndo-linear-........... 237
8.5 Modelo Elasto-Plastico Utilizado.........ccoeeieririenienieieeeceeeeeeee e 240

8.5.1 Modelo Elasto-Plastico para um Caso Geral ..........cccoeeveviiriinciinneenieniesee s 240
8.5.2 Algoritmo Implicito com o Critério de Voin MiS€s .........cceeevvreverrieereervervennenns 243
8.5.3 Tensor Elasto-plastico Algoritmitico para o Critério de Von Mises ................... 250
8.5.4 Critério nos Pontos de Viga........ccoecieriieriiiniiniiciieieesieesee e sre e eseesseesee e e 253
8.6 Criterio de CONVEIZEINCIA......ccuveruiereieriierieereeieereeseeseesteeseesseesseesssessseenseeseesseesseens 255
8.7 EXCMPIOS NUIMETICOS ...uvveerererieiieiieiiesiierresteeieesseesseesseesssesssessseesseessessssesssesseesseens 256
8.7.1 Viga Sujeita a Momento FIEtOT..........cccevcviriierieiie et 256
8.7.2 Placa Enrijecida com Duas Vigas com Momento Aplicado..........cccccveevvervvennenne 257
8.7.3 Placa Enrijecida com Duas Vigas com for¢ca Normal Aplicada ............cceccvennenn. 259

8.7.4 Placa Enrijecida com Duas Vigas com Momento e Forga Normal Aplicados ....260
8.7.5 Placa Enrijecida com Quatro Vigas Externas e uma Viga Interna com Carga
Uniformemente Distribuida..........oceeoieiiiiiiiiiiieiee e 261



vii

CONCLUSOES . ueeeeeveeereeenssssssesssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssssessasassssssssssssessassssssssase 264
13303300 (0 1€) 2T.N 2 U N 267




viii

LISTA DE FIGURAS

FIGURA 2.1 - Elemento Bidimensional de Placa ............ccocooeiiiiiiininiiinecceee 8
FIGURA 2.2 — Tensoes em um Elemento de Placa...........ccccoooiiiiiiiiiiniiiee 9
FIGURA 2.3 - Esfor¢cos em um Elemento de Placa..........c.ccccoeeeeiiieiiiiciiicieeceece e 10
FIGURA 2.4 - Esforcos no Elemento abe ..o 12
FIGURA 2.5 - Momentos Volventes em um Canto i da Placa..........ccccooeeeieninnniinicnnnn, 13
FIGURA 3.1 - Placa de Dimensodes Finitas, Contida em uma Placa Infinita......................... 18
FIGURA 3.2 - Placa Subdividida em Trés Sub-T€ZIOes .........ccceevveerrierieerrieriierieerieeseesnennens 19
FIGURA 3.3 - Tipos de Cantos na Placa com Sub-1e@ides .........cccceeveeevrierieeeiieeiieeeree e 26
FIGURA 3.4 - Momentos Volventes em um Canto Tipo L......c.cccceeeveviienieniieniienienie e, 27
FIGURA 3.5 - Pontos de Carregamento ¢ e de Deslocamento p e Sistemas de Coordenadas
(m,]) e (n,s) no Dominio de uma Placa Infinita.............ccceeievieriiniinnieiie e 27
FIGURA 3.6 - Contorno Circular Acrescido a um Ponto Q de um Canto da Placa................ 32
FIGURA 3.7 - Ponto de Colocacao Situado na Interface de Duas Sub-regides ..................... 37
FIGURA 3.8 - Ponto de Colocacgdo Situado na Interface de Duas Sub-regides ..................... 38
FIGURA 3.9 - Q Coincide com um Canto do Tipo Ca..vevvvevverieenieniiiiienienienieniecienceeenieeeene 39
FIGURA 3.10 - Q Coincide com um Canto do Tipo 2......cccceceevuerieninernenenienenienieneeee e 39
FIGURA 3.11 - O Ponto Q Coincide com um Canto do Tipo L.......ccccoceevenenicniniencncnnene. 41
FIGURA 3.12 - Deslocamentos do Ponto do Dominio Q ¢ do Ponto do Contorno Circular P47
FIGURA 3.13 - Sistemas de Coordenadas no Ponto Q € no Contorno ............cccceevveeeuveennen.. 48
FIGURA 3.14 - Integracao ao Longo do Contorno da Regido Carregada..........cccccueverueenne. 52
FIGURA 4.1 - Geometria do EISMENto ........cceeieiierieieieieeeeeee e 55
FIGURA 4.2 - Elementos DeSCONtINUOS. ........c.eecvierieeriieriieriieeieeie ettt eieesieeseeseeeseeseneseeens 58
FIGURA 4.3 - Divisdo de um Elemento em Sub-elementos ...........ccceceererereenencenieneeenen. 63
FIGURA 4.4 - PoOntos de COlOCAGAD ........ccciieiiiieiiiecitieeieeeeiteecteeeteeeeeveeeveeesareesaveeeeneeeavee s 66
FIGURA 4.5 - Movimento de Corpo Rigido - Translagao ..........cccecvevrvevrieviverieneeseesneanens 69
FIGURA 4.6 - Movimento de Corpo Rigido - ROtacfo........c.cceceevuirieniiiiniienininicnicnceieens 70
FIGURA 4.7 - Sistema Local de Coordenadas de um Elemento do Contorno....................... 75
FIGURA 4.8 - Placa Enrijecida com Duas Vigas .........ccocereevieneriinenennenentcnieneeeeneeeees 79

FIGURA 4.9 - Discretizacdo do Contorno Externo e Interfaces...........cccccoevvveeiiicceeeenenenne.. 80



X

FIGURA 4.10 - Deslocamentos na Linha Média da Placa ..........ccccoccevieiinincininieece, 80
FIGURA 4.11 - Momentos na Linha Média da Placa..............ccoeoieiieiienienieiieieeeeeee 81
FIGURA 4.12 - Deslocamentos na Linha Média da Placa ...........cccoccovveiinincinenieecee, 81
FIGURA 4.13 - Deslocamentos na Linha Média da Placa ...........cccccoevveiienieninninniceiees 82
FIGURA 4.14 - Momentos na Linha Média da Placa...........ccccoooeeiiiiniiiinieeeeeeeee, 82
FIGURA 4.15 - Placa Enrijecida com Vigas Externas e uma Viga Interna............ccccceceueeee. 83
FIGURA 4.16 - DISCIEUZAGAO . .......cccveeeeeeeeeteeeeteeeeeteeeeteeeeeteeeeteeeeaeeeeaeeeeaeeeeereeeeteeeenaeeereeeeanens 83
FIGURA 4.17 - Deslocamentos na Linha Média da Placa ...........cccccoeeveiieiieninniniiciiees 84
FIGURA 4.18 - Momentos na Dire¢do x na Linha Média da Placa ............c..ccoveeeveeenennnn.. 84
FIGURA 4.19 - Placa Enrijecida com Tr€s VIZas......c.cccoveririiiniriininiiienenecienceeeeeseee 85
FIGURA 4.20 - Discretizagao da Placa ..........ocveeeuiiieieiiieiiecee e 85
FIGURA 4.21 - Deslocamentos na Linha Média da Viga Vi ...c.ccoceeveniiiininiinincnicncneene, 86
FIGURA 4.22 - Momentos na Dire¢do x na Linha Média da Viga V. ...c.cccovevviivieiienneenenns 86
FIGURA 4.23 - Placa Esconsa Enrijecida por Vigas.........cccceverienineniiencniennicneneeeneeeee 87
FIGURA 4.24 - Discretizagdo da Placa ESCONSa .......cc.cccoviiiiiiiiiiieieieeciee e 87
FIGURA 4.25 - Deslocamentos Na VIga Vi ....ccoeveerererieninienieniieie sttt 88
FIGURA 4.26 - Momentos na Dire¢0o X N8 VIga Vi .c.cccievievierieriiiiiereerieee e sve e v 88
FIGURA 5.1 - Modelo de Pavimento que Representa a Viga pela sua Linha Média............. 90
FIGURA 5.2 - Modelo de Pavimento com as Vigas representadas pela Linha Média........... 96
FIGURA 5.3 - Elementos nas Interseg0es das Vigas.......cccocveeveerveerieeneeseeneeneesnesnesnesssenns 97
FIGURA 5.4 - Contorno SINGUIAT.........c.cccciiiiiiiiiiiieieeciee ettt eeaee e 100
FIGURA 5.5 - Dire¢des no Contorno SinGUIAT...........cceevvevveriieiieeneenienie e see e eveeeeenees 102
FIGURA 5.6 - Contorno SINGUIAT...........cccciiiiiieiiiiieiie ettt ve e aee e 103
FIGURA 5.7 - Discretizagao para 0 Modelo m0d?2.............cccoecveeienienceiiinieeseese e, 106
FIGURA 5.8 - Deslocamentos na Linha Média da Placa ..........cccccooeiiiiiiiiiinnniinicee 107
FIGURA 5.9 - Deslocamentos na Linha Média da Placa ...........cccccooeiiiiniinininnencnene 107
FIGURA 5.10 - Momentos na Dire¢do y na Linha Média da Placa ............ccccccvvevernnnnnnne. 108
FIGURA 5.11 - Momentos na Dire¢do x na Linha Média da Placa ...........ccccevvvvienrennnnnne, 108
FIGURA 5.12 - Deslocamentos na Linha Média da Placa ........c..ccocoiiiiiniiinnnince 109
FIGURA 5.13 - Momentos na Dire¢do x na Linha Média da Placa ...........ccccevvvviennennnnnnn, 109
FIGURA 5.14 - Momentos na Dire¢do y na Linha Média da Placa ............cccccevveeveennnnnnnne. 110
FIGURA 5.15 - Deslocamentos 0@ VIZa........cccvvverveerieereerienieniesreeseeseesseesseesseessnesssennns 110

FIGURA 5.16 - Momentos na Viga na DIir€gA0 X ......ccceevvveerivieeriireriieeiieesieesreeeeeeesvee e 110



FIGURA 5.17 - Discretizagdo Através da Linha Média das Vigas (mod2).........ccccevenn.nn. 111
FIGURA 5.18 - Deslocamentos na Linha Média da Placa .............ccccoeeiieiiiiciiicciecce 112
FIGURA 5.19 - Momentos na Dire¢@o X na Viga INterna...........ccceevveeeeeeenieencieeesveesneeenns 112
FIGURA 5.20 - Discretizagao das Linhas Médias das Vigas (mod2)........cccccevceeveevueenne. 113
FIGURA 5.21 - Deslocamentos na Viga INterna ...........ccccvevveeieereeieenieeneeseesee e sne e e 113
FIGURA 5.22 - Momentos na Dire¢do x na Viga Interna ...........coccoceverenvcnencnncneneenenn 113
FIGURA 5.23 - Discretizagdo da Placa Esconsa com Modelo mod?2 ..............ccceeeuveennenn... 114
FIGURA 5.24 - Deslocamentos N8 Viga Vi .c..coeeviriiiininiiniinieicnieeeesicseeiesie et 115
FIGURA 5.25 - Momentos na Direg0 X N8 Viga Vi cceevvevvieciieniieniesiecie e sne e 115
FIGURA 6.1 - Placa Subdividida em Sub-regioes...........ccceevvvrerrrireriierrieenieesreeeereeeevee e 117
FIGURA 6.2 - Sistema de Coordenadas no Contorno Circular Infinitesimal....................... 136
FIGURA 6.3 - Decomposi¢ao de Forcas nas Faces da Viga .........ccccceevivivieeccieecieecieene, 148
FIGURA 6.4 - Encontro de uma Externa com uma Interna............cccceeevvreveerieeneeneennennennns 155
FIGURA 6.5 - Rotagao da Placa no Plano (X, X5) ..ccvceereieeeriieriieeieeeree e 163
FIGURA 6.6 - Viga Sujeita a Carga EXCENIIICA ........cccvvevueeriierienieeieeieeieeiee e see e 165
FIGURA 6.7 - Viga Sujeita a Momento FIetor...........cceevviiiiiiiriiicieciecceeeee e 167
FIGURA 6.8 - Placa Enrijecida com uma Viga. .........cccoeevieiiieriienienienieeieeieeriee e 168
FIGURA 6.9 - Viga Sujeita @ Carga EXCENIIICA ......cccveiereiieiiieeiieeeiie e 169
FIGURA 6.10 - Discretizag@0o da VIgZa ......cccvevieeieriieiieiieiieiienieeseeesenessessseesseesseessnesssesens 171
FIGURA 6.11 - Placa Enrijecida com Uma Viga.........cccceevieviiieiiieniieeiieeeieeeieeesveeevae s 173
FIGURA 6.12 - Deslocamentos na Viga INterna .........c.cccveeveerienieneeneeniieeieesieeseeseee e 174
FIGURA 6.13 - Placa Enrijecida com Duas Vigas e Sujeita a Flexao Simples.................... 175
FIGURA 6.14 - Deslocamento ao Longo do Eixo da Viga .......ccccceecvvvciienienieneenieeieeene, 176
FIGURA 6.15 - Carregamento na Viga € Laje ......ccccccceeeviieiiiiiieiieciee e 176
FIGURA 6.16 - Deslocamento us a0 Longo da Viga........ccccceecvievienieniincieniienee e 177
FIGURA 6.17 - Placa Enrijecida com Duas Vigas e Sujeita a Flexdo Composta ................ 177
FIGURA 6.18 - Carregamento na L.aje € Nas Vigas.......cccccevvverieriercreecieeneenieenieeseesnesnennns 178
FIGURA 6.19 - Tensdes ao Longo da Espessura da Laje e da Viga ........ccccveeevveecveennennne. 178
FIGURA 6.20 - Deslocamento w a0 Longo da Viga .........cccceeevveviienienirncieeieeniee e 179
FIGURA 6.21 - Deslocamentos ao Longo da Linha Média da Placa..........cccccccveevevernnnnnnnee. 180
FIGURA 6.22 - Momentos na Dire¢do x na Linha Média da Placa. ...........ccceeevvrrerrrennnnnn 180
FIGURA 6.23 - Momentos na Dire¢do y na Linha Média da Placa ............c.cccevveeveennnennnne. 180

FIGURA 6.24 - Deslocamentos ao Longo da Linha Média da Placa............cccccvevvernennnnn 181



X1

FIGURA 6.25 - Momentos na Dire¢do x ao Longo da Linha Média da Placa..................... 182
FIGURA 6.26 - Momentos na Dire¢do y ao Longo da Linha Média da Placa..................... 182
FIGURA 6.27 - Deslocamentos no Eixo da Viga........ccceevevierieniiniieieeieeeesee e 183
FIGURA 6.28 - Momentos na Dire¢éo s no Eixo da Viga ......cc.ccoceveevininiiinincencncnicne 183
FIGURA 6.29 - Deslocamentos no Eixo da Viga Interna...........ccccoeceevveiieecieeie e 184
FIGURA 6.30 - Momentos na Direcdo x na Viga Interna ...........ccccceevveeveneniinincnncnieneen. 184
FIGURA 6.31 - Deslocamentos no Eixo da Viga Interna...........ccccccceeveveeieeieenieeneeneennene, 185
FIGURA 6.32 - Deslocamentos no Eixo da Viga Interna.........c..cecceeereevenencicnenenncnenen. 185
FIGURA 6.33 - Deslocamentos na Viga INterna .........c.ccvevveerienienieinesireeie e esneesieesne e 186
FIGURA 6.34 - Momentos na Diregao X Na VIZa ...c..ccceveeriririieninienienienienie e 186
FIGURA 6.35 - Momentos na Direga0 X N VIZA ....cccevervierriieeriieeniieeieenreesneeeseeessee e 186
FIGURA 6.36 - Momentos na Diregao X Na VIZa ...c..coeeeeriniiiieninienienienienie e 187
FIGURA 6.37 - Deslocamentos ao Longo do Eixo da Viga Vi.....cccccevvevieiviieviienienieenne, 188
FIGURA 6.38 - Momentos na Direcéo x ao Longo do Eixo da Viga Va.....ccccecevvevinennene 188
FIGURA 6.39 - Deslocamentos ao Longo do Eixo Médio da Laje L; .....ccccceevvvevienerennnnnn 189
FIGURA 6.40 - Momentos na Direcdo x ao Longo do Eixo Médio da Laje L. .................. 189
FIGURA 7.1 - DOMINIOS €2€ € £XC ....viiuiieieiieiieiieie ettt ettt e 198
FIGURA 7.2 - - Discretizagdo do Dominio das Lajes € Vigas .......ccccceeveveereenvenienneenneenns 201
FIGURA 7.3 - Célula Triangular com Sistema de Coordenadas Homogéneas .................... 202
FIGURA 7.4 - Sistema de Coordenadas Cilindricas..........cccceeeeerierieeieesieenieeneeseeeee e 204
FIGURA 7.5 - Célula Cujos N6s Nao Sdao Coincidentes com seus VErtices.........c.oovennnnnn. 204
FIGURA 7.6 - Defini¢do dos Nos e Pontos de Colocag@o na Célula Retangular ................ 211
FIGURA 7.7 - Divisdo da Célula Retangular em Células Triangulares ............cccceveeveennenne. 212
FIGURA 7.8 - Proje¢do no Eixo da Célula dos Pontos Sobre o Contorno da Mesma ......... 212
FIGURA 7.9 - Viga com Momento Inicial Aplicado .........ccceevvievierieriieiieeieeieeseesere e 220
FIGURA 7.10 - Viga com Forca Normal Inicial Aplicada.........ccccecerinienineniencncneennenn. 221
FIGURA 7.11 - Placa Enrijecida com Duas Vigas ........cccceevverieniieiieniiesieenieenee e sene v e 223
FIGURA 8.1 - Método de Newton Raphson Padrao ..........cceceeveniniinininncnincininciiene 230
FIGURA 8.2 - Modelo Estratificado para o Concreto Armado ..........ccceeevvevieenieenvenveennenn, 236
FIGURA 8.3 - Representagao Geométrica do Critério de Von Mises no Caso Biaxial........ 250
FIGURA 8.4 - Discretizac80 da ViZa ......cccccvivvieiiiiieiiesie e sie e e eve e seeesenesnessneesveenns 257
FIGURA 8.5 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central.........c..ccoccoceevieniniinencnncnnene 257

FIGURA 8.6 - Discretizac80 da Placa ........c..cocvviiiiieiiiiieiieceee e 258



Xii

FIGURA 8.7 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central da Viga ..........cccecvevveereennnnnn. 258
FIGURA 8.8 - Deslocamentos na Viga para B=2,78 ..........ccccecvrrieriererniieerieenieenee e eveenns 259
FIGURA 8.9 - Curva Carga-deslocamento do Ponto da Viga, Onde Aplica a Carga p; ......259
FIGURA 8.10 - Deslocamentos usao longo da viga para B=0,59.......c..cccccoceevienencencneennenn 260
FIGURA 8.11 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central da Viga ..........cccccoeveenennene. 261
FIGURA 8.12 — Deslocamentos na Viga para 3=3,35.......ccccoieriiririienrieereerree e 262
FIGURA 8.13 - Placa Simplesmente Apoiada, Enrijecida com Vigas Externas ¢ uma

TIEEINA .ttt st st et et et sttt ettt aees 262
FIGURA 8.14 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central da Viga Interna .................. 263

FIGURA 8.15 - Deslocamentos na Viga Interna no incremento 23 da analise de flexao

comMpPOSta COM 96 CEIUIAS ......cooiiiiiiiiciii et e e e e sebeeesaee s 263



Xiii

LISTA DE TABELAS
TABELA 3.1 - Valores de K(Q) .........ooovveiieiieieecieeeee ettt st 41
TABELA 5.1 - Valores de K,,(Q) para a equagao de Wy, ....cocvvereeereereenieeieeieesieesieesee e 95
TABELA 6.1 - Valores de K;(Q) para a equagao de deslocamento da chapa ...................... 145
TABELA 6.2 - Resultados Numéricos nos Pontos Internos ...........c.cceceeveveeneneniencneenenne 171
TABELA 6.3 - Resultados Numéricos nos Pontos do Contorno..........ccccceeeeeveeeceeenieeneennee. 171
TABELA 6.4 - Resultados Numéricos nos Pontos do Contorno..........c..cceceeveevereenenneeneene 172
TABELA 6.5 - Resultados Numéricos nos Pontos Internos ............cceeceeveeriiiieenieeneeneennee. 172
TABELA 6.6 - Resultados Numéricos nos Pontos s0 Contorno ..........c.ccceceeeeerereerienneeene 173
TABELA 6.7 - Resultados ANalitiCoS......ccceereiiiiriiiiieieeieeeece ettt 174
TABELA 6.8 - Resultados NUIMETICOS .....cecueiuirieriiniiiieniieiesie ettt 175

TABELA 8.1 - Resultados obtidos para f = 5,65 ......ccccoceeviirieiiieieeieesieeeee e 257



X1v

LISTA DE SIMBOLOS

VZ

=3

s/ vigas

-

-

w1 o1

!

o o

)

cel

8

—

S O O R O N O R O ®)

—~—
< €
z oz
Z-

0? 0’ 0?
+ +
o okl oxl

. . 2
: operador diferencial escalar, V* =

: coordenada que percorre o contorno externo da placa;

: coordenada que percorre o contorno externo da placa sem vigas;

: coordenada que percorre o contorno externo ou interface da sub-regifo i;

: coordenada que percorre a interface do sub-dominio €2, com o sub-
dominio Q i

: contorno infinito;

: contorno do carregamento transversal;

: contorno do carregamento no plano da placa;

: coordenada de dominio;

: area do carregamento transversal distribuido;

: area do carregamento distribuido no plano da placa;

: regido do dominio;

: dominio da célula;

: dominio infinito;

: matriz que contém as func¢des de aproximagdo dos momentos iniciais;
: vetor dos residuos de momentos;

: vetor dos residuos de for¢as normais;

: angulo no canto da placa;

: no capitulo 8 é o coeficiente de multiplicagdo de carga e nos outros
capitulos é canto no canto da placa;

: delta de Kronecker;
: delta de Dirac;
:corre¢do no incremento de curvaturas;

:correcdo no incremento de deformagdes de chapa;



XV

€j; : campo de deformagdes iniciais;

€ 14 . ~ .
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eb : componentes plasticas do tensor de deformacao;

: deformagao plastica efetiva ou equivalente ao estado uniaxial;
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esforgos;
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r,0 : sistema de coordenadas polares;
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Cine : tensor dos modulos elasto-plasticos tangentes;
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g* : carregamento fundamental, geralmente ¢ o delta de Dirac;
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[K™] ‘matriz tangente;
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n : vetor unitario normal ao contorno ou interface no plano da placa;

n; : co-senos diretores da normal em relagdo ao eixo i;

N;j; .tensor das for¢as normais;

Ng : tensor das forgas normais devido ao campo de tensdes iniciais;

ij .tensor das forcas normais devido as tensoes totais;

I}IO : vetor das forcas normais iniciais em todos os ndés do contorno e do
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N, : niimero de pontos de Gauss;

Nk : numero de camadas em que a se¢do da placa ¢ dividida;

N.. : nimero de interfaces da placa em sub-regides;

N : nimero de sub-elementos;

N, : niimero de sub-regides da placa;
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N, : nimero total de cantos da placa em sub-regioes;
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N : numero total de células;

N, : nimero total de elementos da placa em sub-regides;

N, : nimero total de nés do contorno externo (para a formula¢do do capitulo 5

sd0 os nos do contorno externo sem vigas);
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Nuint :0 numero total de nds nas interfaces;
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Nocelr : numero de pontos de colocagdo para momentos nas vigas;
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capitulos 5 e 6;

Nyarf : nimero de variaveis do problema de flexdo (Ny,=2N+N,);

Nyarr : numero total de varidveis do problema de flexdo composta

(Nvarr:Nvarf’i_ 2Nt+2 (Nnnovi+Nnnove));

p : ponto onde se calculam os deslocamentos;

pi : for¢a normal na direcdo i, em uma superficie de normal n;;

Pn€ Ps : forcas de superficie nas diregdes # ¢ s do contorno ou interface da placa;
p;,pin :forgas fundamentais no plano da placa, devido a uma carga fundamental

aplicada na direcdo k;

p(P) : vetor das forgas generalizadas de um ponto P do contorno ou interface;

P : vetor das forgas generalizadas em todos os nos da placa em sub-regides;

P; : vetor das forgas generalizadas, em todos os nos, do problema de flexao;

P,y : vetor das forgas generalizadas, em todos os no6s, do problema
bidimensional;

p" : vetor das forgas nodais generalizadas de um elemento;

q : ponto onde se aplica a solugao fundamental;

i : forga cortante, na direcao i, de um ponto interno;

: forga cortante de superficie na direcéo i;

=

R, : reacdo de canto;
* ~
R : valor de R na solucdo fundamental;
. : vetor das reagdes em todos os cantos da placa;
R : raio de curvatura do contorno no ponto P;
r : distdncia de onde se aplicou o carregamento unitario ao ponto onde se
deseja obter a forga ou deslocamento na solugdo fundamental;
] : vetor unitario tangente ao contorno no plano da placa;
Sij :parte anti-esférica do vetor de tensdes;
t, : espessura da sub-regiao s;
T :tensor de tensao;

u,,u,,u, : componentes de deslocamentos no sistema cartesiano x;, Xp, X3;
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u,,u, :deslocamentos no plano da placa, nas dire¢des n e s do contorno ou
interface;
u,,, eu,,, :rotagdes relativas ao problema bidimensional;

* * . .
U, Uy, :deslocamentos fundamentais no plano da placa, devido a uma carga

fundamental aplicada na direcao k;

u; : deslocamento na diregdo i devido a carga P;

u : deslocamento na dire¢do i devido a0 momento M;

u(P) : vetor dos deslocamentos de um ponto P do contorno ou interface;

U : vetor dos deslocamentos em todos os nos;

U™ : vetor dos deslocamentos nodais de um elemento;

U,p : vetor dos deslocamentos, em todos os nos, do problema bidimensional;
U; : vetor dos deslocamentos, em todos os nos, do problema de flexao;

\'A : forga cortante equivalente por unidade de comprimento;

A : valor de V,, na solucao fundamental;

w: deslocamento na dire¢do do eixo Xj;
W, : curvaturas;
: deslocamento do canto da placa;
wj : deslocamento fundamental do canto i da placa;
w,z : valor de W,;; na solucdo fundamental;
w : valor de w na solugdo fundamental;
ow/ox : rotagdo em torno do eixo X ;
ow/0x, : rotagdo em torno do eixo X, ;
ow/on : : rotagdo normal ao contorno;
ow" [on : valor de Ow/dn na solugio fundamental;
ow/0s : rotagdo tangencial ao contorno;
W, : vetor dos deslocamentos em todos os cantos da placa;

Wig . fator ponderador do ponto de gauss ig;
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: vetor de coordenadas nodais de um elemento;

: coordenada cartesiana do ponto N, na direcao i;

: sistema de coordenadas cartesianas;

:eixo na direcao x; tendo como referéncia a superficie média da sub-regiao s.
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RESUMO

FERNANDES, G.R. (2003). Andlise ndo-linear de estruturas de pavimentos de
edificios através do método dos elementos de contorno. Sao Carlos. 272p. Tese
(Doutorado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

Neste trabalho, a formulagdo linear do método dos elementos de contorno - MEC,
baseada nas hipoteses de Kirchhoff, ¢ adaptada a analise de estruturas de pavimentos de
edificios, considerando-se as interagdes entre elementos lineares e de superficie. Leva-se em
conta, além da flex80, o comportamento dos elementos como membrana. A representaciao
integral deduzida contempla todos os elementos estruturais envolvidos, portanto garantido a
monoliticidade do conjunto sem a necessidade de impor compatibilizagdes de deslocamentos
e equilibrio das forcas generalizadas de superficies ao longo das interfaces. A formulacdo
integral ¢ deduzida a partir da primeira identidade de Betti, onde a placa ¢ considerada com
variacdo de espessura, quer seja continua ou abrupta. Porém, nesse trabalho apenas o caso de
placas e vigas com rigidez constante sdo tratados. A partir dessa formulaggo, a fim de reduzir
o numero de graus de liberdade do problema, apresenta-se um modelo alternativo, onde as
vigas sdo representadas por seus eixos médios. Estende-se essa formulagdo a analise ndo-
linear, através da inclusdo de campos de esforgos iniciais, onde as integrais de dominio sdo
calculadas aproximando-se o campo de esforcos iniciais em células internas. A solucdo nao-
linear ¢ obtida a partir da formulagdo implicita, na qual as corre¢des que devem ser dadas aos
estados de curvatura e das deformagdes de chapa em uma determinada iteragdo, sdo obtidas
através do operador tangente consistente, que ¢ atualizado a cada iteracdo, e da corregdo dos
esforcos nos pontos da placa. O critério elasto-plastico utilizado é o de Von Mises ¢ a
distribui¢do das tensdes ¢ aproximada, em uma secdo qualquer da placa, por pontos
discretos, que seguindo um esquema gaussiano, permite a integracdo numérica para o calculo

dos esforgos.

Palavras-chave: Flexdo de Placas, Elementos de Contorno, Pavimentos de Edificio.
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ABSTRACT

FERNANDES, G.R. (2003). Andlise ndo-linear de estruturas de pavimentos de
edificios através do método dos elementos de contorno. Sao Carlos. 272p. Tese
(Doutorado) - Escola de Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

In this work, the plate bending linear formulation of the boundary element method -
BEM, based on the Kirchhoff's hypothesis, is extended to incorporate beam elements. The
final objective of the work is to obtain a numerical model to analyse building floor
structures, in which stiffness is further increased by the presence of membrane effects. From
the boundary integral representations of the bending and the stretching problems a particular
integral equation to represent the equilibrium of the whole body is obtained. Using this
integral equation, no approximation of the generalized forces along the interface is required.
Moreover, compatibility and equilibrium conditions along the interface are automatically
imposed by the integral equation. An alternative formulation where the number of degrees of
freedom is further reduced is also investigated. In this case, the kinematics Navier-Bernoulli
hypothesis is assumed to simplify the strain field for the thin sub-regions (beams). Then, the
formulation is extended to perform non-linear analysis by incorporating initial effort fields.
Then non-linear solution is obtained using the concept of the local consistent tangent
operator. The domain integral required, to evaluate the initial effort influences, are
performed by using the well-known cell sub-division. The non-linear behaviour is evaluated
by the Von Mises criterion, that is verified at points along the plate thickness, appropriately
placed to allow performing numerical integration to approach moments and normal forces

using Gauss point schemes.

Key words: Plate bending, Boundary elements, Building floor structures



Capitulo 1 - Apresentacdo 1

1 - APRESENTACAO
]

1.1 INTRODUCAO

O surgimento do método dos elementos de contorno e a sua utilizagdo como uma
alternativa para a obtencdo de solugdes numéricas em quase todos os campos da engenharia
representa um avango significativo que ocorreu nessa area do conhecimento nos ultimos
anos. Em muitos problemas, comprovadamente, esse método é uma alternativa mais precisa
e que permite a obtencdo de respostas mais confiaveis quando comparadas com as dos
métodos usuais. Em algumas aplicagdes as equagdes integrais sdo representacdes exatas do
modelo matematico utilizado para representar o problema fisico, o que, em geral, ¢ traduzido
como aumento de confianca nos resultados obtidos. Esse método vem despertando nos
pesquisadores dos grandes centros de pesquisa um interesse crescente e que tem resultado
em enorme progresso. Desse modo, o que se propde a seguir, ¢ mais um trabalho no qual
utiliza-se como método numérico apenas o método dos elementos de contorno e onde se
pretende desenvolver uma formulacdo ndo-linear para analises de pavimentos de edificios. O
pavimento serd modelado por uma placa composta de sub-regides de diferentes rigidezes,
sendo cada sub-regido a representacdo de uma viga ou laje. Inicialmente, sera desenvolvida
uma formulagdo para analise linear de placas sujeitas a flexdo simples, onde as sub-regides
sdo representadas por suas superficies médias. Em seguida, sera introduzido nessa
formulagdo o efeito de membrana, para que se possa fazer a analise fora das superficies
médias das sub-regides. Por ultimo, sera obtida a formulagao ndo-linear, através da inclusio

de esforgos iniciais na formulacgdo linear.
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O método dos elementos de contorno tem demonstrado ter um bom desempenho
para a analise de placas. A precisdo do método ¢ ainda mais evidenciada em pontos de
concentracdo de esforcos. Assim, o0 método se apresenta com uma caracteristica importante
para a determinacdo de esforgos em uma estrutura de pavimentos de edificios, que
usualmente apresentam diversos carregamentos em areas de pequenas dimensdes, como ¢é o
caso dos pilares, e também carregamentos em linha, representando a interagdo com as vigas
ou enrijecedores de um modo geral.

Na determinacdo das matrizes necessarias a consideragdo da nao-linearidade fisica,
as integragdes ao longo da espessura sdo obtidas utilizando-se quadratura de Gauss para
melhorar a precisdo. Esta ¢ uma técnica consolidada, que utilizada juntamente com o MEC,
vai garantir a precisdo das solugdes ndo-lineares obtidas, com um esfor¢o computacional que
se espera razoavel. Nota-se que as representacdes integrais de momentos e forgas cortantes
sdo exatas; o erro introduzido ¢ devido a aproximagdo dos valores de contorno e dos
momentos plasticos internos que sdo aproximados em subdominios ou células. A integragio
ao longo da espessura ndo acarreta grandes erros. A formulacdo proposta, utilizando-se o
método dos elementos de contorno, garante boa representatividade ao modelo a ser
desenvolvido, dando confiabilidade aos resultados calculados.

Deve-se ainda salientar, que o presente trabalho se insere no conjunto de trabalhos
que vem sendo desenvolvidos pelo prof. Wilson Sergio Venturini nos ultimos anos. Nesses
trabalhos, ¢ dada énfase aos aspectos numéricos para o tratamento de varios problemas de
engenharia, particularmente no desenvolvimento de formulagdes de modelos numéricos, ou

adequagdo dos ja existentes, para analise de diversos problemas de engenharia de estruturas.

1.2 - REVISAO BIBLIOGRAFICA

A aplicacdo do método dos elementos de contorno a analise de placas teve como
marco inicial o trabalho de JASWON (1967), ainda quando a técnica era conhecida como
M¢étodo das Equagdes Integrais de Contorno. Neste trabalho, o autor propds a solugdo de
equagdo bi-harmoénica por meio de equagdes integrais. Em 1976, ¢ publicado um outro
trabalho sobre placas: HANSEN (1976), propds uma formulagdo para a analise de placas
infinitas com buracos de contornos ndo carregados, utilizando duas equagdes integrais, as
representagdes integrais dos descolamentos e de sua derivada. ALTIERO & SIKARSKIE
(1978), analisaram apenas placas engastadas, considerando a placa real contida em uma
outra de maiores dimensdes para a qual era possivel estabelecer a fungdo de Green. Essa

técnica foi mais tarde generalizada para quaisquer condigdes de contorno por WU &
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ALTIERO (1979). A formulagdo direta para flexdo de placas foi consolidada a partir de
1978. Os trabalhos mais relevantes desta época sio os de BEZINE (1978), TOTTENHAN
(1979) e STERN (1979 e 1983). Nesses trabalhos é apresentada a formulagdo direta,
utilizando-se como problema auxiliar uma solugdo fundamental que é a resposta de uma
carga unitaria em uma placa infinita. Além disso, sdo empregadas para a formulagdo do
problema as representacdes integrais de deslocamento e de rotacdo.

A partir da proposi¢do da formulacdo direta, foram desenvolvidos véarios outros
trabalhos que generalizaram o uso do MEC em placas para diversos tipos de analises:
BEZINE (1980) propds uma formulagdo mista para analise de vibragdes; KAMIYA (1982)
aplicou o modelo a problemas sujeitos a variagdo de temperatura; VAN DER WEEEN
(1982) desenvolveu a formulagdo para placas com trés graus de liberdade por né de contorno
e trés representagdes integrais - uma do deslocamento transversal e duas das rotacdes,
considerando as hipéteses de Reissner; COSTA & BREBBIA (1985) ¢ também BEZINE
(1985) estudaram placas sujeitas a instabilidade, utilizando células internas para integrar o
termo de dominio; KATSIKADELIS & ARMENAKAS (1984) apresentaram formulagdes
para analisar o problema de placas sobre fundagdo elastica.

Os primeiros trabalhos que trataram placas no contexto de estruturas de pisos de
edificios, embora ndo especificados no texto, foram os de BEZINE (1981) e HARTMANN
& ZOTEMANTEL (1986). No primeiro, o autor desenvolveu um algoritmo onde condi¢des
de dominio podem ser impostas, dando assim o primeiro passo para a simulagdo de apoios de
lajes de edificios (lajes continuas). No segundo trabalho referenciado, os autores também
possibilitaram a colocagio de vinculos internos inclusive elasticos. E interessante mencionar,
neste ponto, a tese de doutorado do Prof. Jodo Batista de PAIVA (1987) que mostrou
associacdes diversas com estruturas de barras, pilares e vigas. Com relagdo a trabalhos que
visavam o estudo de pavimentos ¢ ainda oportuno mencionar a tese apresentada a EESC-
USP pelo Prof. Ney Amorin SILVA (1996) da UFMG que desenvolveu combinagdes do
MEC e MEF para o estudo de pavimentos considerando-se as hipoteses de Reissner.

Pode-se ainda mencionar diversos outros trabalhos desenvolvidos na EESC-USP,
baseados em formula¢des do MEC para placas. Além das teses do Prof. Paiva em, que foi o
primeiro trabalho desenvolvido em nosso meio, e do Prof. Silva, destacam-se as dissertagdes
de mestrado de SILVA (1988), que estudou placas obre fundacdo elastica; TEJERINA
(1991) que tratou do mesmo tema e introduziu aproximagoes alternativas para a integral de
dominio, o trabalho de MANZOLI (1992), ainda sobre fundacao eléstica, que considerou
uma solug¢do fundamental propria e OLIVEIRA NETO (1991) que analisou procedimentos

para a melhoria de valores de contorno. Duas teses de doutorado também foram finalizadas:
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RIBEIRO (1992) desenvolveu formula¢do de placas com as hipoteses de Reissner
considerando ndo-linearidade fisica; CHUEIRI (1994) implementou formulagdo elasto-
plastica, com modelos particulares de concreto armado, considerando-se as hipoteses de
Kirchhoff.; FERNANDES (1998), que também implementou a mesma formulagao nio-linear
para placas, porém considerando outros modelos para o concreto; CHAVES (1997) que
desenvolveu e implementou a formulagao do MEC para placas de espessura variavel.

Outro tema que merece destaque nesta introdugdo ¢ relativo ao tratamento de
integrais de dominio que surgirdo durante o desenvolvimento do projeto proposto. Nesse
contexto pode-se citar os trabalhos de BREBBIA (1986), NEVES & BREBBIA (1991) ¢
NOWAK (1992). Nesses trabalhos, Brebbia, em co-autoria com outros pesquisadores,
introduziram os conhecidos métodos da reciprocidade dual - MRD e o método da
reciprocidade multipla — MRM.

Nos paragrafos anteriores foram descritos trabalhos relativos ao desenvolvimento do
método dos elementos de contorno, dando-se énfase em sua aplicacao a teoria de placas. O
trabalho que se pretende desenvolver é relativo ao desenvolvimento de formula¢des nao-
lineares de placas, através do MEC, para analise de problemas de estruturas de pavimentos
de edificios. Nao foi possivel estender a analise para pavimentos de concreto armado, assim
0 unico modelo constitutivo a ser utilizado serd o de Von Mises, com algoritmo implicito,
que pode ser encontrado em intimeros trabalhos como as teses de doutorado de FUDOLI
(1999) e CHUEIRI (1994).

Outro topico de grande interesse no desenvolvimento do trabalho ¢ referente as
resolucdes de sistemas ndo-lineares. Embora nessa introducédo as referéncias sobre modelos
ndo-lineares relativos ao MEC ja contenham descrigdes sobre procedimentos possiveis para a
obten¢do da solugdo numérica, acrescentou-se a lista de referéncias alguns trabalhos
classicos, em sua maioria voltada aos elementos finitos, que apresentam propostas para
analise de problemas nao-lineares, assim como os decorrentes algoritmos numéricos que
poderdo ser utilizados na modelagem proposta neste trabalho.

E interessante ainda citar alguns trabalhos, nio necessariamente de placas, que
tratam de modelos que utilizam o método dos elementos de contorno e o operador tangente
consistente. Nos trabalhos de BONNET (1995) e BONNET & MUKERIJEE (1996) o
operador tangente consistente ¢ considerado numa formulagdo escrita em fungdo de
deformagdes iniciais. Esses autores apenas aplicaram a formulagdo proposta para casos
bastante simples e sem concentragdes de tensdo. Tém-se ainda os trabalhos de FUDOLI
(1999) e BOTTA (2003), feitos sob a orientagdo do professor Venturini, sendo que o

segundo ainda estda em andamento. No primeiro foi feito um aprimoramento da formulacio
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do MEC néo-linear estendendo para o caso da plasticidade com gradiente. No segundo foram
introduzidos varios modelos de dano, estudando-se com regularizacio e ainda abordando-se

varios casos de solugdo ndo-linear, inclusive com o uso do modelo do comprimento de arco.

1.3 CONTEUDO DO TRABALHO

No capitulo 2 apresenta-se o problema de placas delgadas governadas pelas
hipéteses de KIRCHHOFF (1850) e faz-se ainda um breve estudo sobre a teoria da
elasticidade particularizada para os casos do estado plano de tensao (problemas de chapas ou
membrana).

No capitulo 3, obtém-se uma formulagdo para analise linear do pavimento de um
edificio sujeito a flexao simples, que € obtida a partir do primeiro teorema de Betti e também
do problema de placas apresentado no capitulo 2. Nesse modelo o pavimento € representado
por uma placa composta por sub-regides que poderdo representar lajes ou vigas.

No capitulo 4 aplica-se 0 método dos elementos de contorno a formulagdo linear
desenvolvida no capitulo 3 e apresentam-se alguns exemplos numéricos.

No capitulo 5 desenvolve-se uma nova formulagdo linear para o calculo de
pavimentos sujeitos a flexdo simples, através do Método dos Elementos de Contorno, que ¢é
obtida a partir daquela do capitulo 3. A diferenca entre esses dois modelos ¢ que naquele do
capitulo 5 as variaveis das vigas sdo definidas ao longo dos seus eixos e ndo sobre os seus
contornos. Ao final do capitulo tém-se os mesmos exemplos numéricos apresentados no
capitulo 4, onde se faz comparagdes entre as duas formulagdes.

No capitulo 6 é desenvolvido um outro modelo, através do MEC, para analise do
pavimento de um edificio sujeito a flexdo, considerando-se, porém, os esforcos de
membrana. Esse modelo ¢ obtido através do primeiro teorema de Betti ¢ também do
acoplamento das teorias de chapa e placa delgada apresentadas no capitulo 2. Aqui o
pavimento também ¢ representado por uma placa composta de sub-regides e nas vigas sdo
feitas aproximagdes dos deslocamentos, como foi feito no capitulo5, a fim de representa-las
pelos seus eixos. Para verificar a formulagao, comparam-se alguns exemplos numéricos mais
simples com seus resultados analiticos e analisam-se ainda os mesmos exemplos dos
capitulos 4 e 5, fazendo-se comparagdes entre os trés modelos desenvolvidos até aqui.

No capitulo 7, a partir da formulagdo apresentada no capitulo 6, obtém-se uma outra
em que a placa, além do carregamento, ¢ sujeita também a campos de momentos e forgas

normais iniciais.
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No capitulo 8 desenvolve-se a formula¢do nao-linear, utilizando-se o operador
tangente consistente. Essa formulacdo é obtida a partir daquela apresentada no capitulo 7,
onde os esforcos iniciais sdo os esfor¢os de correcdo que devem ser aplicados ao longo do
processo iterativo, para que a placa alcance o seu equilibrio. Apresenta-se ainda o modelo
elasto-plastico a ser utilizado na analise que é o Von Mises para algoritmo implicito. No fim
do capitulo tém-se alguns exemplos numéricos.

Finalmente, no capitulo 9 t€ém-se as conclusdes. Deve-se ressaltar que a originalidade
do trabalho estd no modelo alternativo apresentado no capitulo 5 e na formulagdo da placa
sujeita a flexdo composta proposta no capitulo 6. A obtencdo da formulacdo ndo-linear
através da introdugdo de esforcos iniciais ja havia sido mostrada em outros trabalhos, assim
como a consideracdo da matriz tangente consistente. Porém, nesse caso também o trabalho
tem sua parcela de originalidade, pois esses dois conceitos foram aplicados ao caso particular
da formulagdo proposta no capitulo 6, ou seja, a matriz tangente deduzida nesse trabalho ¢

aplicavel apenas a formulacao aqui desenvolvida.
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2 ELASTICIDADE BIDIMENSIONAL E PLACAS DELGADAS
/"7

2.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serd feito um breve estudo sobre a teoria de -elasticidade
particularizada para os casos do estado plano de tens@o (problemas de chapas ou membrana)
e placas delgadas governadas pelas hipoteses de KIRCHHOFF (1850). O estado plano sera
considerado acoplado ao problema de flexdo simples de placas, permitindo assim a obtengdo
da formulag@oo de placas com flexdo composta, que sera apresentada no capitulo 6. Maiores
detalhes sobre o assunto podem ser encontrados em TIMOSHENKO (1959),
TIMOSHENKO (1980), FUNG (1965), SAVASSI (1996), assim como em inimeros outros
trabalhos. A seguir serdo mostrados as relagdes de equilibrio, as deformagdes, as tensdes € os

esforgos relativos aos dois problemas.

2.2 PLACAS DELGADAS SUJEITAS A FLEXAO SIMPLES

Placa ¢ um elemento estrutural plano cuja espessura ¢ muito pequena quando
comparada as outras duas dimensdes e cujo carregamento ¢ perpendicular a esse plano. No
caso da flexdo simples a placa € representada por sua superficie média e sujeita apenas a
carregamentos transversais a essa superficie. Na figura (2.1) tem-se o caso de uma placa

retangular cuja superficie média ¢ definida pelos eixos cartesianos x; x;.
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FIGURA 2.1 - Elemento Bidimensional de Placa
onde —t/2<x; <t/2,sendo ta espessura da placa.

Nesse trabalho, sera considerado o caso particular de uma placa sujeita a pequenos
deslocamentos. O pavimento sera representado por uma placa composta de sub-regides,
sendo cada sub-regido a representacdo de uma laje ou viga. O modelo de placas sera
construido a partir das hipoteses de Kirchhoff, que representa bem o caso de placas delgadas,
que é o caso das lajes. Apesar do modelo de Kirchhoff ndo ser o mais indicado para
representar a viga, ele sera utilizado também nesse caso, a fim de simplificar a formulagao.

A consideragdo de hipodteses de Kirchhoff permite desprezar as deformacdes de
cisalhamento transversal, ou seja, tem-se que Y,; =Y,; =0. Levando-se em conta a lei de
Hooke, desprezam-se também as componentes de tensdo 73 € 773. Ainda com base nas
hipoteses de Kirchhoff, a componente de tensdo o3 é considerada nula, caracterizando-se um
estado plano de tensdo na placa. O fato de se desprezar a tensdo o3 leva a ndo consideragio
da deformagdo &, pois o produto o3.€,, que aparece na equacdo (3.1), ao se fazer a

integracdo sobre o volume do so6lido, sera sempre nulo. Considerando-se ainda que a placa

esteja sujeita a pequenos deslocamentos e rotagdes, tem-se o seguinte tensor de deformagao:

1

€. = %(ui,j +uj,i) 1,j=1,2 2.1

Considerando-se a lei de Hooke para o caso de material is6tropo, o tensor de tensoes

para estado plano de tensdo, na forma matricial, ¢ dado por:

c; =2Gg; + %skk&j G4,j, k=1,2) (2.2)
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onde G=E/2(1+v) é o médulo de elasticidade transversal do material da placa, v seu

coeficiente de Poisson e E seu modulo de elasticidade longitudinal.

Um ponto qualquer da placa tem as seguintes componentes de deslocamentos: os
deslocamentos u;, u, u; respectivamente nas diregoes Xj, X, X; (ver figura 2.1) e as
rotacdes fx; e Ox, em relacdo as dire¢des X; e X,, sendo o deslocamento transversal u;
denominado de w. Tendo-se como base ainda as hipdoteses de Kirchhoff, os deslocamentos

uj, u; ¢ as rotagdes fx; e fx; podem ser escritos em fungdo de w da seguinte maneira:

U, =—X,W,; i=12) (2.3)
0x, =-w,, (2.4)
0x, =w,, (2.5)

O eixo x; ¢ definido a partir da superficie média (ver figura 2.1). Portanto, como se
pode observar na equagdo (2.3), os pontos situados sobre a superficie média possuem apenas
os deslocamentos w, @x; e 6, ji que os deslocamentos u; e u, sdo nulos. Levando-se em
conta a equacdo (2.3), os tensores de deformacao (equacdo 2.1) e de tensdo (equagdo 2.2)

podem ser escritos em funcdo das curvaturas w,; na placa da seguinte forma:
F ..
€ = —X,3W,, (1,j=1,2) (2.6)

51]

(—)[\/w,kkS +(1-v)w ,U] G,j, k=12) 2.7)

onde o indice F ¢ utilizado para indicar que sdo tensores relativos a flexdo da placa.

FIGURA 2.2 - Tensoes em um Elemento de Placa
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As tensOes que agem em um elemento de placa de dimensdes (dx;, dx,, dx;) estdo
indicadas na figura (2.2). Admitindo-se uma distribuicdo linear das tensdes ao longo da
espessura da placa, essas podem ser representadas por suas resultantes, dadas pelos

momentos ¢ forgas cortantes, na superficie média (ver figura 2.3).

my;
AV /. % my;+om;dx,/0x;
mj;
m12+5m12dxl/6X1 Q1+5q1dxl/6x1
my,+0m,,dx, /0X; my,;+0m,,dx,/0%,

q2+6q2dxz/8x2

FIGURA 2.3 - Esfor¢os em um Elemento de Placa

onde m;; € m,,, sio momentos de flexdo, e m;; € my;, momentos volventes.
No caso da placa, ¢ conveniente expressar os esfor¢os por unidade de comprimento.
A fim de exemplificar, considere o0 momento fletor m;; (ver figura 2.3). O valor do mesmo,

por unidade de comprimento, ¢ obtido fazendo-se a integracdo ao longo da espessura da

placa, da forga elementar (G,,.1.dx;), correspondente a uma area elementar de largura

unitaria na direcdo x,, multiplicada pelo brago x;. Assim, a partir da equagdo (2.7), obtém-se:

t/2 2 2
o°'w 0w
m, = |, .1x.,dx,=-D +v 2.8
" I dx, (axf axgj 2.8)

3

Et
onde D = , representa a rigidez a flexdo da placa.
2—v) " s P

Analogamente, obtém-se m;; e m;; Na forma indicial os momentos sdo dados por:
m, =-Dlvw,, &, +(1-v)w,;|  Gik=12) (2.9)
Invertendo-se a relagdo (2.9) obtém-se as curvaturas em fungdo dos momentos:

11
~W,p r=——|-Vv 1 0 m,, (2.10)

-2w,, 0 0 2(1+v)||m,
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Os esforgos cortantes, dados também por unidade de comprimento, sdo iguais a:

t/2
q = [rs.1dx, i=1,2 (2.11)

—t/2

Como ja foi dito, as componentes de tensdo 7; € 7;3 ndo sdo consideradas na
formulagéo, pois as deformacdes 733 € 73 sdo desprezadas. No entanto, os esfor¢os cortantes
serdo obtidos através das equagdes de equilibrio do elemento, pois apesar dos esforgos
cortantes produzidos por uma carga transversal terem efeitos despreziveis sobre a flexao de
uma placa delgada, os mesmos ndo podem ser desprezados nas equacdes de equilibrio do
elemento. Considerando-se um carregamento distribuido g na placa e fazendo-se o equilibrio
das forcas verticais e dos momentos em torno de x; e x;, obtém-se as duas relagoes de

equilibrio dadas a seguir:

q;,+g=0 (i=12) (2.12)

m,, —q; =0 (i,j=1,2) (2.13)

Derivando a equagao (2.9) e substituindo-a em (2.13), obtém-se os esforgos cortantes

em fungdo das derivadas das curvaturas:
q; = —Dw,kkj (4,j, k=1,2) (2.14)

Diferenciando-se a equagdo (2.13) em relagdo a x; e considerando a equagdo (2.12),

obtém-se a equagao diferencial de placas em fungdo dos momentos:

m,, +g=0 G,i=12) (2.15)

ij2ij

Derivando-se (2.14) e considerando-se (2.12), chega-se a equacdo diferencial de

placas em fung¢do dos deslocamentos transversais:

W =% (k1=12) (2.16)
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Seja agora uma superficie qualquer da placa. As forgas de superficie em um
determinado ponto p da mesma sdo dadas pelo esforco cortante Q, € os momentos, M;e M,

nas dire¢des x; € x», dados a seguir:

Q,(p)=a:(p)n, i=1,2 (2.17)
Mi(p):mij (p)nj 1,j=1,2 (2.18)

sendo n;(i=1,2), a dire¢do da normal a superficie.

Entretanto, nos problemas de placas € usual escrever os momentos segundo as
diregcdes n e s, sendo n a dire¢cdo normal ao contorno e s a dire¢do tangencial a0 mesmo.
Assim, seja a figura (2.4), onde estd representado o plano médio de um elemento de placa
abc, onde o sistema ns ¢ adotado na face inclinada do mesmo: Fazendo-se a rotacdo de
eixos, obtém-se a componente de momento M, na diregdo n ¢ a componente de momento

M, na diregdo s, a partir do vetor de momentos M;, dado pela equagdo (2.18), ou seja:

M, =Mn, (i=1,2) (2.19)
M =Mss, (2.20)

onde s; sdo os co-senos diretores da dire¢do s.

my
X

X, r’ m<4n

my;
M2 —pp /
Y& M,
M

Ka
s

FIGURA 2.4 - Esfor¢os no Elemento abc

Portanto, no contorno t€m-se trés esforcos: M, M,;e Q,. Logo, pode-se definir trés
deslocamentos associados a esses esfor¢os: o deslocamento transversal w e as rotacdes
w/th e W/, respectivamente, nas dire¢des normal e tangencial ao contorno. Como a
equagdo diferencial (2.16) ¢ de quarta ordem, um esforgo e um deslocamento deverdo ser
eliminados, pois hd dependéncia entre as varidveis, isto €, ndo sdo valores de contorno

independentes. Usualmente, no processo de integracdo por partes mostrado no capitulo 3,
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eliminam-se as variaveis W/ e M, porém surge na formulagdo a variavel oM, /X,
restando assim, cinco variaveis. A fim de eliminar mais uma variavel, KIRCHHOFF (1850)
demonstrou que as variaveis M,/ e Q, podem ser agrupadas em uma Unica variavel V,,
denominada for¢a cortante equivalente. Com isso, o problema fica com apenas quatro
variaveis: w, ow/éh, M, e V, Note-se que se pode manter a independéncia das variaveis se
considerar as deformacdes devidas ao esforco cortante, como ¢é feito nas teorias
desenvolvidas por REISSNER (1944) e MINDLIN (1951).

A fim de introduzir o conceito de forca cortante equivalente substitui-se 0 momento
resultante M,,ds, existente em um elemento infinitesimal de comprimento ds, por um binario
de forgas de intensidade M, Tomando-se dois elementos consecutivos, verifica-se que na
jungdo dos elementos existe uma forga resultante, por unidade de comprimento, dada por

M, /. Assim, define-se forga cortante equivalente, por unidade de comprimento, como:

VnZQn+6M“ (2.21)
0s

No modelo de placas utilizado nesse trabalho, sdo ainda definidas duas variaveis nos
cantos: o deslocamento transversal w, e a rea¢do de canto R,.. Assim, considerando-se ainda
0 mesmo esquema estatico utilizado para a defini¢do da forca cortante equivalente, seja um
canto i qualquer da placa, como ¢ mostrado na figura (2.5). Como se pode observar, uma
resultante ndo nula devido as reagdes de apoio correspondentes a cada lado, aparece

necessariamente no canto. Tal resultante, ¢ denominada reagdo de canto ¢ é dada por:

R, =M, -M (2.22)

nsi

X%—V Xq

X3

M_w

ns(i+1)

FIGURA 2.5 - Momentos Volventes em um Canto i da Placa
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+ . . . .
onde M, e M, sdo, respectivamente, os momentos volventes posterior e anterior ao

canto i.
2.3 PROBLEMA DE MEMBRANA

Assim como no caso da placa, a membrana também ¢ um elemento estrutural plano
cuja espessura, medida no sentido ortogonal a superficie média, ¢ muito pequena quando
comparada as outras duas dimensdes. A membrana também ¢ representada por sua superficie
média (ver figura 2.1), porém ela € sujeita somente a carregamentos segundo as dire¢des x; e
X, paralelas ao seu plano. Tais carregamentos atuam no contorno da mesma e¢ devem ser
uniformemente distribuidos ao longo da espessura. Nesse caso, pode-se admitir que as
tensdes 033, 723 € 773 sejam pequenas quando comparadas com as componentes Oy, 7j2€ Oz €
que essas ultimas variem pouco segundo a dire¢do x;. Com isso, adota-se que as tensdes o33,
T3 € 773 sejam nulas, caracterizando-se assim, um estado plano de tensdo na chapa, e que as

componentes 0y, T;2€ 032 sejam fungdo apenas de x; e x,, Logo, pode-se dizer que:

U, :ul(xpxz) (2.23)

u, =u2(x1,X2) (2.24)

Como as tensdes 723 € 773 sdo nulas, utilizando-se a lei de Hooke, conclui-se que as
deformacdes 72; € 73 também sdo nulas e o fato de se desprezar a tensdo o33 leva a ndo se
considerar a deformagdo &; pelo mesmo motivo apresentado no caso da flexdo pura da
placa. Desse modo, o tensor de deformagdo ¢ dado pela equacdo (2.1) e o de tensdo pela
equacdo (2.2), sendo aqui apresentados com o indice 2D para indicar que sdo relativos ao

problema de membrana:

¢ = %(ui,j +u,,) (2.25)

2D

E . .
oy = m[wif&j +(1-v)e] i,j=1,2 (2.26)

Integrando-se as tensGes ao longo da espessura, obtém-se os esfor¢cos normais

resultantes na superficie média, por unidade de comprimento, que sdo dados por:
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t/2

N, = jcij.l.dx3 -~ ﬁ)[vsifsij +(1—v)s§D] i,i=1,2 (2.27)

—t/2

sendo E =tE.
As forcas de superficie nas dire¢cdes x; e x, em uma determinada superficie de

normal n;sdo definidas como:
p; = Nyn, 1,j,=1,2 (2.28)

Na formula¢do de placas sujeitas a flexdo composta, que serd desenvolvida no
capitulo 6, € conveniente escreverem-se as variaveis nas dire¢des normal (n) e tangencial (s)

ao contorno. Com isso, as for¢as de superficie e os deslocamentos no contorno da chapa séo:

P, = PN, (2.29)
P =PsS; (2.30)
u, =u;n, (2.31)
u, =u;s; (2.32)

Considere agora um so6lido tridimensional elastico linear e um elemento infinitesimal
qualquer do mesmo, representado aqui pelo ponto p. Impondo-se as condi¢des de equilibrio

nesse elemento, obtém-se a seguinte equagao diferencial:
Giii (p)+1fi(p)=0 1,j=1,3 (2.33)

onde f; ( p) ¢ o vetor das forgas volumétricas e o ( p) o tensor de tensdes.

O tensor de tensdes para o caso geral ¢ dado por:

2Gv

G = 2G81j + mgkks 1,j,k=1,3 (2.34)

ij

O estado plano de tensoes (equagdo 2.2) pode ser obtido a partir da equagio (2.34)

substituindo-se em (2.34) v por V':v/(l+v); note-se que o valor de G permanece
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inalterado nos dois casos. Substituindo-se a equagdo (2.25) em (2.34), mas lembrando-se que
para o caso geral os indices i e j variam de 1 a 3, obtém-se as tensdes expressas em fungdo

dos deslocamentos:
2Gv
Cj :G[ui’j+uj’i]+muk’k d; (2.35)

Derivando-se a equagdo (2.35) em relagdo a j, e substituindo-a na equagdo (2.33),
chega-se a equagdo diferencial do problema elastico em termos de deslocamentos, a

conhecida equagdo de Navier:

1 f
+-L=0 i,j=1,3 (2.36)

RRASEe VL

onde para o caso de estado plano de tensdo substitui-se v por v'=v/ (l + v).

A fim de se obter a relacdo de equilibrio do elemento infinitesimal em func¢ao dos
esforcos normais Nj, se integra a equagdo (2.33) ao longo da espessura, obtendo-se a

seguinte relacdo de equilibrio para o problema de chapa:
N;; () +b;(p)=0 i,j=1.2 (2.37)

sendo b; as forgas externas resultantes no plano da chapa.
Substituindo-se a equagdo (2.25) em (2.27), chega-se a expressao das forgas normais

Njem fungdo dos deslocamentos:

2GV'

N;; =6[ui,j+uj,i]+mu

ok O (2.38)

J

sendo G=Gt e v'=v/ (1 + V) para o estado plano de tensdo.

Derivando-se a equacdo (2.38) em relacdo a j e substituindo-a na expressdo (2.37),

obtém-se a seguinte equacdo diferencial:

on

! L=0 (2.39)
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3 EQUACOES INTEGRAIS DE PLACAS SUJEITAS A FLEXAO SIMPLES
PARA DOMINIOS COMPOSTOS.

3.1 INTRODUCAO

Neste capitulo serdo deduzidas as equagdes integrais para o problema de flexdo de
placas considerando-se dominios ndo homogéneos, isto é, compostos por regides de
diferentes espessuras ou rigidezes. A formulacdo destina-se a analise linear do pavimento de
um edificio sujeito a flexdo simples. Nesse modelo o pavimento sera representado por uma
placa composta por sub-regides que poderdo representar lajes ou vigas. O modelo de placas
utilizado € aquele apresentado no capitulo 2, onde se consideram as hipéteses de Kirchhoff.
Na formulagdo aqui desenvolvida englobam-se todos os elementos estruturais do pavimento,
garantindo-se a monoliticidade do conjunto, sem a necessidade de se impor
compatibilizacdes de deslocamentos e equilibrio de forgas generalizadas de superficies ao
longo das interfaces. Ao longo do contorno externo do pavimento e das interfaces entre duas
sub-regides serdo considerados os seguintes graus de liberdade por nd: o deslocamento
transversal (w) ¢ a derivada do deslocamento transversal na dire¢do normal ao contorno (w,,)
ou interface. Sdo definidos quatro valores de contorno (w, w,,, V, € M, ) sobre o contorno
externo e apenas dois nas interfaces (w, w,,).

As integrais podem ser obtidas a partir do teorema de reciprocidade de Betti ou
através do método dos residuos ponderados. Nesse trabalho optou-se pela primeira opgdo. A
seguir serdo deduzidas as equagdes integrais do deslocamento transversal w e da derivada de

w em um ponto do contorno, do dominio ou sobre a interface do pavimento sujeito a flexdo
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simples. No capitulo 4, o MEC sera aplicado as equagdes integrais, através da discretiza¢ao
do contorno externo e das interfaces em elementos, nos quais as variaveis do problema serdo
aproximadas. O problema de placas em sub-regides pode ser encontrado nos trabalhos de

VENTURINI & PAIVA (1988) ¢ VENTURINI (1988).
32  EQUACAO INTEGRAL DE DESLOCAMENTO

A solugdo do problema da placa com sub-regidoes sera obtida a partir do primeiro
teorema de BETTI (1872), que envolve dois estados distintos de tensdo e deformagado
possiveis num so6lido de dominio finito. No caso a ser tratado aqui, sera adotado um estado
como sendo o problema real e o outro o problema fundamental (este embora definido no
dominio infinito ¢ valido para qualquer ponto no dominio considerado). O teorema ¢ dado

pela seguinte expressao:

I%SZdV :jcz}eijdv 1j=1,2,3 (3.1
\% \%

sendo os termos em * relativos ao problema fundamental e os outros decorrentes do
carregamento real da placa.
Substituindo-se a equagdo (2.7) em (3.1) e integrando-se ao longo da espessura, o

teorema pode ser escrito da seguinte forma:

m;dQ ij=12 (3.2)

’§j

Iw,; m,dQ = Iw
Q Q

FIGURA 3.1 - Placa de Dimensées Finitas, Contida em uma Placa Infinita

A fim de exemplificar o problema, seja uma placa isotropa qualquer de contorno I e

dominio Q, a qual esta contida em outra, de dominio infinito Q,, e contorno I',, (ver figura
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3.1). Os estados de tensdo e deformagdo relativos ao problema fundamental sdo provocados
por uma carga transversal unitaria g~ aplicada em um ponto qualquer ¢ do dominio infinito,
denominado dominio fundamental. O ponto ¢ ¢ denominado ponto de carregamento ou ponto
fonte ¢ o ponto p, que é onde se calcula os deslocamentos e esfor¢os provocados pelo
carregamento, ponto de deslocamento ou ponto campo. A carga fundamental g ¢ definida

através da distribui¢ao delta de Dirac, denotada por d(g,p), cujas propriedades sao:

g =38(q,p)= {O para P74 (3.3)
o para p=q
j¢(p)5(q,p)d9m =¢(q) (3.4)

0

sendo ® uma fun¢ao continua qualquer.

Observando-se as equagdes (3.3) e (3.4), pode-se dizer que:

jS(q,p)de =1 (3.5)

Q

Logo, conclui-se que a resultante do carregamento definido por d(g,p) sobre o
dominio infinito ¢ uma forca unitaria aplicada no ponto g.

O problema real € aquele relativo a um carregamento g qualquer distribuido em uma
area de dominio €, contida no dominio € da placa finita (ver figura 3.1), que provocard em
um ponto p da placa um estado de tensdo e deformagdo. Os deslocamentos e esforcos
relativos ao problema fundamental sdo fungdes do ponto fonte ¢ e do ponto campo p, pois a

posi¢@o do carregamento fundamental ¢ variavel. Ja aqueles relativos ao problema real sdo

fungdes apenas do ponto p, pois a posi¢do do carregamento ¢é fixa.

Q3

Q o
s, 2 Q Q %
;rl F134 3? ﬂ r, 1 | ’)

Q;

I3
314
H> 1y

FIGURA 3.2 - Placa Subdividida em Trés Sub-regides



Capitulo 3 - Equacdées Integrais de Placas Sujeitas a Flexdo Simples 20
Para Dominios Compostos

A fim de facilitar a dedug@o, serda deduzida a equacdo integral de uma placa, figura
(3.2), dividida em trés sub-regides ;, Q, ¢ Q;3, de rigidezes D;, D, e D;, respectivamente. A
equacdo assim obtida serd generalizada para o caso em que se tenham /V; sub-regides. Na

figura (3.2) n3; e ny3 sdo, respectivamente, as diregdes da normal as interfaces I';, e I';,

sendo o teorema de Betti (equagdo 3.2) valido para cada subdominio da placa:

Iw’ij m;dQ, = Iw’ij m;d€QQ, (3.6.2)
Q Q
J‘W’ij m;dQ, = stij m;;d€2, (3.6.b)
Q, Q,
Iwﬂij m;dQ, = J.W’ij m;d€, (3.6.c)
Q, o,

onde w;., w:j* e w;.** sdo escritas, respectivamente, em fungdo de 1/D;; 1/D, e 1/D3; a

~ * ~ r ~ ~ r .
expressdo de m; ndo ¢ func¢do de D, portanto ela ndo muda para os sub-dominios.

Pode-se ainda escrever que:

Imijw;dQ+ Imijwz*dQ+Imijw;**dQ= Im;wide+ Im;wide+ Im;wide (3.7)
Q Q, Q, Q Q, Q;

Como se verd mais adiante, apds a integragao por partes, as integrais de dominio se
transformam em integrais ao longo do contorno externo e interfaces. Para que se possa fazer

o equilibrio dos esfor¢os e deslocamentos nas interfaces, € conveniente escrever as equagdes

*

(3.6) em fungdo apenas de uma curvatura fundamental w, ;;,

cuja expressao ¢ fungdo de 1/D,
Neste trabalho, w,;. sera adotada como sendo aquela do subdominio onde esta o ponto de

colocacdo. Admitindo-se, que esse esteja no subdominio Q;, t€ém-se as seguintes relagdes:

stk *

i (3.8.2)

2§j

sk

Wi

*

2ij

(3.8.b)

D,
D2
D,
D3

Substituindo-se as equagdes (3.8) em (3.6), considerando-se a equacdo (3.7) e

levando-se em conta que Q=0Q,;+0,+Q;, obtém-se a seguinte expressio:
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* * D * D *
Imijwide =Imijwide + D—Z .[mijwide+D—3 Imijwide (3.9)
) Q,

1 Q, 1 Q,

Pode-se também chegar a equagdo (3.9) de outra forma. Assim, admitindo-se que o

ponto de colocagdo esteja situado no dominio Q; e que Q=0Q,+0,+Q;, pode-se dizer que:

*

i mydQ, + [w,i mydQ, (3.10)

Q Q, Q,

IW’U m;dQ) = j-w,ij m;dQ, + Iw
Q
onde m; ¢ dado pela equagdo (2.9), sendo que no dominio Q; D=D,, em €, D=D, e em Q;

D=D;; a solucdo fundamental w,:j ¢ fungdo de 1/D;.

A parcela da equagao (3.10) que envolve o dominio €; é dada por:

*

Iw,; m;dQ, = I— D,w

Q Q

[VSijW’kk +(1 - V)W’ij }191 =

’2ij

=-D, J.[VSijw,;k w+H1-v)w,, w,;}lQl = Iw,iijdQl (3.11)
Q

Q

que € o Teorema de Betti (equagdo 3.6.a).

Analisando-se agora a integral sobre o dominio O, tem-se:

jw,; m,dQ, = J‘—Dzw,; [\/Sijw,kk+(l—v)w,ij }1Q2 =

Q, Q,

=5 Iw’ij (_ D, )[Vsijw’;k +(1 - V)W,; }le = % J.W,ijm;dQ2 (3.12)

1 Q, 1 Q,

De maneira analoga, obtém-se a integral sobre o dominio Q;. Considerando-se as

equagoes (3.11) e (3.12) a equagao (3.10) resulta na equacdo (3.9). Deve-se observar que a

*

expressao de m; , que ¢ funcdo de w,. e ¢ obtida a partir da equacdo (2.9), ndo depende da

§j

rigidez da placa, pois a constante D; que aparece na equagdo (2.9) se cancela com o D; da

expressdo de w,; . Para o caso em que se tenham NV, sub-regides, pode-se dizer que:
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jw,u m,dQ = Z% [w.;mido, (3.13)
QS

onde w,;. ¢ fungdo da rigidez D da placa onde se situa o ponto de colocagio.

Deve-se entdo integrar a equagao (3.13) por partes para se obter a equacdo integral
de deslocamento em funcdo de integrais ao longo do contorno externo da placa e das
interfaces. Assim, denotando-se por U; o segundo membro da equagdo (3.13) e

considerando-se o caso representado na figura (3.2), tem-se que :

_D j w.,; (p)m (q.p)d<2, + j w,; (p)m; (q.p)dQ, +

j W,y (p)m;i(q, p)d, (3.14)

Neste trabalho, sera abordado o caso de rigidez constante por sub-regido, porém sua
extensdo para o caso geral, com variagdo ao longo de cada sub-regido é simples (ver

CHAVES (1997)). Integrando-se por partes, em relagdo a x; a equacdo (3.14), resulta em:

U, = .[ D, w,nmdF+ I w,nmdF+ .[ &W,.n,mfdlﬂ+
D i i D i

[+103 [+ 340,41,

D, . D, D,
- |—=w,;m;,dQ, - ,,m; dQ, w,, m; dQ, (3.15)
JD * J‘D . J'D M

Q, Q3

Observe que na interface que separa as sub-regides Q; e j;, tem-se que

J‘dF = jdf, mas J‘W,injmzdlﬂz—jw,i njm;dr, pois a dire¢do normal referente a

L) T3 T3 3%

interface I';; tem a mesma direc@o, porém sentido inverso daquela referente a interface I';,
(ver figura 3.2). O mesmo ocorre com a interface que separa os sub-dominios Q, ¢ €2;. Neste
trabalho, a integragdo sobre a interface sera feita considerando-se o sentido do sub-dominio

da laje. No caso da figura (3.2), considerando-se que o subdominio (2; seja uma viga e os

outros dois sub-dominios sejam duas lajes, a equacao (3.15) pode ser escrita como:
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3 DS * D _D * D _D *
U, = ngw,i n;mdr + J.[—ZD 3jw,i n;m;dl + I(—l 5 3]w,i n;m;dr +
rS

s

D . D . D,
- jglw,i m;; ,dQ, — J.EZW,i m, .dQ, — I o W ;m; dQ, (3.16)

3 D * D _D * D _D *
U, = ZI > w,, n;m;dl + I(—ZD 3 )w,i n mdl" + I(—l 5 3 jw,i n m;dl" +
T

rl}

i,ij

j D, —Lwn;m dF+J'—wm1J1J

[ +I05 I+,

dQ— I Fwnm dl“+j—wm dQ +

. Ds wonym;, dr+j—wm 40 (3.17)

ij,ij
3405+, Q;

Considerando-se as equagoes (2.15), (3.3) e (3.4) e admitindo-se que o ponto de

colocagdo esteja no subdominio €2, conclui-se que:

J-EwmwdSLLJ.—wmlwdQJr.[—wmwdQ J.—wmwdQ =-w(q) (3.18)

Q

Levando-se em conta as equagdes (2.13), (2.17), (2.18) e (3.18), obtém-se:

U, =Y [=w, M{dl+ [| =2—=|w, M{dl'+ || =—= |w, M[dl"+
2l I( D jw I( D jw

I3 3

s=1

—ilDDSwQ;dFJrJ.DD QLM+ [P 22 wQdr ~w(g)  (.19)

r23 1—‘l 3

Escrevendo-se a rotacdo w,; em fungdo de suas componentes nas diregdes normal e

tangencial ao contorno, tem-se que:

W, =W, N, +W (3.20)

’s 1
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Substituindo-se a equacdo (3.20) em (3.19) e levando-se em conta as equagdes (2.19)

e (2.20), pode-se escrever que:

5 .D
—ngij dr - zj ® wQ'dl' — w(q) (3.21)

11r

sendo D; a rigidez do subdominio que contém a interface I'; € D,, a rigidez do subdominio
adjacente.

Na equagdo (3.21) tém-se seis variaveis: M, Mys, Q,, W, OW/On € Ow/0s. Contudo,
como ja foi comentado no capitulo 2, pode-se ter apenas quatro varidveis, pois a equacgao
diferencial (2.16) do problema de placas é de quarta ordem. Com isso, serdo eliminadas as
variaveis M,, € Ow/0s, através da integracdo por partes da parcela da equacdo (3.21) que
envolve essas duas variaveis. Considerando-se apenas um trecho I';, do contorno externo I'

ou de uma interface, no qual ndo haja descontinuidade de normal, pode-se dizer que:

j(M; %)dr =MWl - j‘aM;S wdl' (3.22)

P P 0s

onde I'; e I';representam os limites do contorno I'; no qual se realiza a integragao.

Se ao longo de todo o contorno I' ndo existirem angulosidades, a representacao
paramétrica de M, ¢ de sua respectiva derivada sdo continuas e, portanto, a primeira parcela
do segundo membro da equagao (3.22) se anula. Porém, quando houver cantos esta parcela

ndo se anula, dando origem a reacdo de canto R,; (equagdo 2.22), ou seja:

. OW & M.,
j(Mnsgde——;Rciwci— | ~Zwdl (3.23)

T S

sendo N, o0 nimero de cantos na placa.
Substituindo-se em (3.21) a equagao (3.23) e levando-se em conta a expressao (2.21)

do esforco cortante equivalente V,,, a equacdo (3.21) pode ser expressa da seguinte maneira:
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3 ¢ D; . . 2 (D, -D,, . .
0= 3 oo o S [ P52 o, -
_i%WqR; v (DR; +DDpaR’;pa)Wcj @) 0

onde o primeiro somatorio envolvendo as varidveis nos cantos se refere aos quatro cantos

extremos da placa e o outro somatorio aos cantos internos formados entre duas sub-regioes.
Seja agora o primeiro membro da equacdo (3.13), que sera denotado de U, .

Integrando-se por partes em relagdo a x; e considerando-se a defini¢do de forga de superficie,

dada em (2.18), obtém-se:

U, = [wiMdr+ [w,;Mdl+ [w,;Mdl+

I+, IR P T3+15, 415,
* * *
- Iw,i mijd.dQl - Iw,i mij,de2 - j-w,i mijd.dQ3 (3.25)
Q Q, Q,

A fim de se fazer o equilibrio da forcas de superficie nas interfaces, note-se que

Mir,) =M, ) € My, ) =—M;,). Comisso, as integrais sobre as interfaces se anulam,

pois J.W,j dl’' = J.W,j dl" e IW,? dl' = IW,? dI'. Seguindo um procedimento analogo ao
r].? l—‘31 F23 F}J

que foi feito para obter-se a equacdo (3.24), chega-se a:

* 8
U, = J(VHW* -M, a(;v—anl" Jr;Rciwﬁi +Qj(gw*)ng (3.26)

g

Igualando-se as equagdes (3.24) e (3.26) e considerando-se um caso genérico em que
se tenham /V, sub-regides, obtém-se a seguinte equagdo de deslocamento transversal de um

ponto ¢ do dominio da placa enrijecida com vigas:

o
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+f (Vn (P)w*(q.P)-M,, (P)—(q,P)JdF + f(g(p)w*(q,P))ng (3.27)

onde I' é o contorno externo da placa, (), € a regido em que atua o carregamento transversal
g> Tj é a interface pertencente ao dominio €;, que divide duas sub-regides e que indica o
sentido em que se faz a integracdo (ver figura 3.3); D; ¢ a rigidez referente ao dominio €;
D,, a rigidez do dominio adjacente a €; ¢;, ¢z € ¢3 sdo os tipos de cantos definidos na figura

(3.3) e o ponto P indica um ponto p posicionado sobre o contorno ou uma interface.

C3 Cy C C C 5
3
b Iy ooy
Cy Cy Cy Cy C c
c C; !V, :
e BiDy]e c I
Vi
¥ r4
N ?
Q M
B Cy (P/ Cy yC] ) Cy y
S ¥ B e
Cy Ca

FIGURA 3.3 — Tipos de Cantos na Placa com Sub-regioes

O canto ¢; ¢ um canto simples e envolve apenas um sub-dominio. O canto ¢, envolve
dois sub-dominios e estd definido no encontro de duas vigas de rigidezes diferentes ou no
encontro de uma viga com uma laje; ja o canto ¢; envolve trés sub-dominios (caso do
encontro de duas vigas com uma laje). No caso de c; a rigidez D,, se refere a viga que ¢

interrompida (na figura (3.3) para o canto formado por V;, V; e €, D,,.=D,1). Na figura (3.4)

tem-se um canto ¢;, onde se observa que: M, =M, . Logo:

) e My =My

pa)°

Re)=Rea,) e parcela da equacdo (3.27) que envolve os cantos ¢; € ¢;, € dada por:

J
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FIGURA 3.4 - Momentos Volventes em um Canto Tipo 1

33 SOLUCAO FUNDAMENTAL DE PLACAS

A formulagdo de placas desenvolvida no item anterior ¢ obtida levando-se em conta
a solug¢do fundamental, que sera apresentada a seguir. Sera usado o sistema de coordenadas
cilindricas, pois € o mais conveniente para representar as respostas devido a cargas pontuais,
como ¢ o caso do carregamento fundamental. O centro do sistema de coordenadas cilindricas
coincide com o ponto fonte ¢, como € mostrado na figura (3.5). Assim, um ponto campo p de

coordenadas (x;, xz) pode ser definido em funcdo de r e 0, que sdo respectivamente, a

distancia deste ponto ao ponto ¢ e o dngulo entre o segmento gp e o eixo x; (ver figura 3.5).

q[x4(a); xAq)]

FIGURA 3.5 - Pontos de Carregamento ¢ e de Deslocamento p e Sistemas de

Coordenadas (m, 1) e (n, s) no Dominio de uma Placa Infinita.

onde r=+/[x, (p)—x, (@F +[x.(p)-x,(a)F (3.29)

No problema fundamental de placas, tem-se simetria em relacdo a origem do sistema
de coordenadas. Com isso, deslocamento w é funcdo apenas de r, ja que ndo varia com 0. No
trabalho de FERNANDES (1998), assim como na tese de doutorado de CHUEIRI (1994),
tem-se a deducdo das expressdes dadas a seguir em coordenadas cilindricas. A equagdo

diferencial de placas (equagdo 2.16) em coordenadas cilindricas ¢ dada por:

V2V2W=d4w 2 d*w Ldzw B

+

+— — 3.30
de* rde? P dr* o dr (3:30)

1 dw
3

T |oe
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Os esforcos M,,, M,, ¢ V, (equagdes 2.19, 2.20 e 2.21) podem ser expressos em
funcdo de w utilizando-se as equacdes (2.9) e (2.14). Em coordenadas cilindricas, sdo dados

por:

M, = —D{(:rvzv v+ (-v)r, ni)2]+%i—‘: v+(1=v)r, s, ) ]} (3.31)
M,, =-D(1-v)r, n,)r,, sj{i‘f —%CL—V:) (3.32)
ool P G
b (dz? _1d_wj} POV [dz_v;_ld_wj 533
r dr® r dr R dr® r dr

sendo R o raio da curvatura do contorno no ponto p.

A solugdo fundamental ¢ obtida a partir da solu¢cdo de uma placa circular de raio
infinito e cujo centro é o ponto g no qual tem-se uma carga unitaria aplicada. O
deslocamento w* de um ponto p, localizado nas vizinhangas de ¢, é obtido substituindo-se na
equacao (3.30) o carregamento g pela fungdo delta de Dirac. Porém, observando-se a
propriedade da distribuicdo delta de Dirac dada pela equacao (3.3), conclui-se que nesse caso
a equagdo diferencial € nula para todos os pontos do dominio fundamental, com exce¢do do

ponto ¢. Assim, a expressdao de w* deve ser tal que satisfaca a seguinte relagdo de equilibrio:

d*w* 2d3w*_ 1 d’>w* 1 dw*

+= +—
dr? r dr’ r? dr? r* dr

=0 (3.34)

Fazendo-se integracdes sucessivas, obtém-se:

2
T

w"‘(q,p):%r2 lnr+(C2—C1)§+C3 Int+C, (3.35)

Impondo-se a condi¢ao de simetria dada por dw*/dr = 0, para r = 0, obtém-se C; = 0.

Fazendo-se o equilibrio das forgas verticais atuantes na placa circular, obtém-se

C, =1/2nD. As constantes C, e C, sdo obtidas a partir das condi¢des de contorno da placa,
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mas como nesse caso o raio ¢ infinito, estes valores poderiam ser correspondentes a
quaisquer deslocamentos de corpo rigido. Nesse trabalho serd adotada a sugestdo de
DANSON (1979), que também foi adotada por PAIVA (1987) ¢ CHUEIRI (1994), que
considera C, = C4 = 0. Nos trabalhos de STERN (1979) e BEZINE (1978) também se tem a

dedugéo da expressdo (3.35) da solucdo fundamental, porém eles adotam C, =1/2nD e

C,=0. Substituindo-se os valores das constantes em (3.35), chega-se a:
w*(q,p):er(lnr—lj (3.36)
D 2

No entanto, para se obter a solu¢do da equagdo (3.27), relativa ao deslocamento

transversal do ponto ¢, deve-se ainda conhecer as expressdes dos esforcos fundamentais
* * * . . . *
M, M, eV, , e daderivada direcional do deslocamento transversal fundamental w,,
para o ponto p. Assim, derivando-se a expressdo (3.36) em relacdo a n, obtém-se:
* *
ow dw” or r

ow __dw ot U o 337
on(p)  dr on 4D (e ;) (3-37)

o _x(p)-x(q)
X, (P) r
Considerando-se as equagdes (3.31) a (3.33) e derivando-se (3.36) chega-se a:

sendo r,; =

M:(q,p):—%[(l+v)lnr+(l—v)(r,i n, ) +v] (3.38)
. 1

M, (a.p)= - (1=v)em e, s;) (3.39)

V*(q p):ﬂb(l—v)(r .s.)2 —3+v]+1_—v[1—2(r , s.)z] (3.40)
e 4t B 4nR o

Entretanto, como sera mostrado no capitulo 4, o contorno externo da placa e as

interfaces serdo discretizados em elementos retos. Nesse caso, a curvatura R em qualquer

. . ~ *
ponto do contorno tende ao infinito ¢ a expressdo de ¥V, passa a ser dada por:
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V:(q,p)=%[2(l v)(r,lsj) —3+v] (3.41)

Com isso, pode-se obter a solu¢do da equagdo (3.27). No calculo dos esfor¢os Mj; e
Q; nos pontos internos, assim como do deslocamento w,,, como ¢ mostrado a seguir,
necessitam-se das derivadas primeiras, segundas e terceiras dos deslocamentos e esforcos

fundamentais. A partir das expressoes fundamentais dadas anteriormente e da expressao

821‘ rai'r:‘_si‘
=—1 3 (3.42)

e r,i‘
ox,(p)ox;(p) r

onde §;; € o delta de Kronecker, obtém-se as equagdes (3.43) a (3.62) dadas a seguir.
Deve-se observar que nas expressdes fundamentais anteriores a derivada foi feita no

ponto p e nas expressdes seguintes faz-se a derivada no ponto ¢, utilizando as relagdes

or o0’r

o) ol )T

ow’ __rin(r)

&i(q)(q’p)_ 4D (3.43)
o’w’ 1

m(q,p):—(r r,,+8, In(r)) (3.44)
o*w’

ox, ()%, (q )( q.p) = D(l+21n(r)) (3.45)
: @p) =53 3.46
ox(q)\ @ (q)ﬁ()qp 2nDr (3.46)
o [ ow ~1

5Xi(q)[8n(p)(q p)j A D[r’i (r,k nk)+ln(r)ni] (3.47)

o o st 06, 25, )+ ] (.49

o ow’ Ly 0y
axk(q)axk(q)(an p) (q’p)j ~ 2nDr (3.49)

o ( 8> (aw* (q,p)jJ 2];2[2r( n,)-n,] (3.50)

oM™ 1-
= (0.0 = T (e 5, )5, (1 ) =28 (1 Ko, ) @)
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0°M,, —(1-
m(q,p) B 4(lanV) {[2(6ij A, r,jXr,[ SZ)—2sir,j—2r,i 8 \ok nk)
2(’_] n; +1,; 0 J)(rws .+ 1S, +Sl’1} (3.52)
O’M;, (1-v)
m(q ) —T{(s/r,/)(r,k n, )} (3.53)
a azM:s _ (1—\/) B B
axi<q>(axk<q>axk(q>(q’p)]‘—ma [ (s e )=, 5) =5, (0 m )] 3:54)
oM’ 1
axl_(zl) (9,p) = 4_nr{(l + V)r»i—2(1 —v)(r,k n, )[r,i (r,k n, )— n, ]} (3.55)
O°M; 1
m(qap) = 2 {(1+v)(8ij 2r,, r,j)+2(1—v)[ni - 2r,, nl(r,k nk)+
_ (Sij -2r,, 1, Ne.o 0, ) —2r, n ), -1, (r, 0, )] ] } (3.56)
ﬂ(q p)=—¢{2(1—v)[1—2(r n )2]} (3.57)
6Xk(q)6xk(q) ’ 4nr? Tk
0 0°M _(1_V) X
n _ on. _ar. |
axi(q)(axk(q)axk(q)(q’p)J nr’ 2 (e m,)dr o, ) ) (3.58)
AP T 2 )
)P G b(-v)e, s, P [4r, (6 ny ) -n, ]+

—4(1-v)r,, s, M n s + B =v)n, =21, (6, 0, )] } (3.59)

{Z(I—V)(r,ks[)2[24r,ir,j( ) 4r,,n. +1,.n, +0; (r,knk)] J+

21 oj i

o°Vi(q,p) _ 1

ox, (@), ()~ 4
+2(1 v)(r,zs [2(ns +ns) 8r,kn (r S.+r1 s)J+4(1—v)(r,knk)(SiSj)+

21 V] 2j i

(3 v)[ ( )—8r,ir,j(r,kn )+2(r,1nj+r,Jnl)J} (3.60)
I

o°V, (1=
— 7" _(q,p)= Ar,,s,) -1 (3.61)
@ P e e |

0 82V: __urs2 r. (r. n.)=4n. |+
(8Xk(q)8xk(q)(q’p)]_ o {( > /3) [24 ,1(,k k) 4 1]

—(r, 0, )[8s;(r,, s,)+4r, |+n, } comi,j,k1=1,2  (3.62)
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3.4 EQUACAO INTEGRAL DO DESLOCAMENTO PARA UM PONTO DO
CONTORNO OU DA INTERFACE

Se o ponto de colocagdo pertence ao contorno externo ou a uma interface, o ponto é
designado por Q e para se obter sua equagdo de deslocamento acrescenta-se um contorno

circular I': de raio infinitesimal e centro em @, a fim de se tornar o mesmo um ponto de

dominio e entdo ser possivel aplicar a equagdo (3.27). Retira-se ainda, o contorno I,

resultando no novo contorno dado por: I" — T+ I'. , como esta representado na figura (3.6)

para o caso em que @ esteja sobre o contorno externo da placa e seja coincidente com um

canto do tipo ¢;. Faz-se entdo os limites do raio § e do contorno I' tenderem a zero, a fim
de que o ponto @ possa ser considerado sobre o contorno. A seguir serdo considerados os

diversos casos que podem ocorrer em funcdo da posi¢do do ponto Q.

X1

=

FIGURA 3.6 - Contorno Circular Acrescido a um ponto Q de um Canto da Placa

Da figura (3.6), onde o contorno ¢é circular, as seguintes relacdes podem ser

definidas:

r=¢ (3.63)
r,n, =1 (3.64)
r,;s,=0 (3.65)

dr, (P) = £d¢ (3.66)
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Fazendo-se os limites do raio & e do contorno I" tenderem a zero, a equagéo integral

relativa a um ponto @ situado sobre o contorno ou uma interface ¢ dada por:

LD, f . W

KQw(Q+ 231(V (Q.P)w(P)- MH(Q,P)E(P)}*F +

+ j( j[ (Q.PJw(P)-M: (@, )ﬂn(p)}mIjzjj%R’;(Q,P)wci(P)+
+ f (D—D) Z(Q’P)ijci(P):2Rci(P)WZi(Q7P)+

[ R SN (S PR

g

onde a constante K(Q) ¢ funcdo da posicdo do ponto de colocagido Q e sera determinada nos
itens a seguir.

No item (3.4.1) se farda um estudo detalhado sobre as integrais ao longo dos

contornos I' —I" e Fé , assim como sobre os termos relacionados aos cantos A~ e A.

Entretanto, nos outros itens sera analisada apenas a integral singular sobre o contorno I'; ,

que da origem a constante K(Q); os demais termos integrais podem ser analogamente

obtidos, como esta apresentado no item (3.4.1).
3.4.1 Ponto Q no contorno externo ou do tipo c;

O canto c; esta representado na figura (3.6) e sua equagdo integral é dada por:

w(Q)+lim j ( (Q.P)w(P)-M,,(Q, P)%(P)de(PH

+1im n | ( (Q,P)w(P)- M., (Q,P)aaw—n(P)jdl“&(P)Héi_r)rol[R;(Q,P)wck(P)]+

rlimlR;, (@b, (P)+ 332 (Vi@ P(P)- M (@) (P) o

i=1

(25 [vlerme- Mo 2w pre 3R QP ()
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NotNa (D. - D
SR ), )

= lim j(v (P)w"(Q,P)-M, (P)%*(Q,P)]dl“(P) + 1@133[110y (Q.P)w. (P)]+

N,-1

+ 3R (PW;(Q.P) +limR , (QP)w, (P)]+

i=1

+ lim (Vn (P)W*(Q,P)—Mn(P)a(;v—n*(Q,P)]ng @) + [[e@w Q. (p)  G68)

Os limites indicados nas integrais acima para I — 0 permitem a obtencdo de

valores finitos obtidos analiticamente. No presente caso, apenas o nucleo que tem
singularidade do tipo I/, caso do termo em Vn* (equagdo 3.41), apresenta alguma

dificuldade. Neste caso, as parcelas que individualmente teriam valor ilimitado se cancelam
mutuamente (Valor principal de Cauchy). Nos demais casos, todas as parcelas sdo finitas.

Assim, esses limites podem ser escritos simplificadamente na seguinte forma.

ow

lim | (V:(Q,P)w(m—Mi‘m(Q,P)a—n

r-o0 «¢_
r-r

(@) faree)-

= (Vif (Q.P)w(P)-M;, (Q,P)(ZW—H(P)de(P) (3.69)

lim (VH(P)w*(Q,P)—Mnn(P)%*(Q,P)jdr(P)=

-] (Vn (P)w*(Q.P)-M,, (P)%(Q,P)]dr@) (3.70)

A integral sobre o trecho singular I': que envolve os esfor¢os fundamentais apresenta

singularidade do tipo I/r devido a expressdo de Vn* (equagdo 3.41) e do tipo Inr, relativa ‘a
expressio M ; (equacdo 3.38). Porém, considerando-se a equagdo (3.66), conclui-se que a
parcela que envolve o esfor¢o fundamental M : se anula quando se faz o limite § — 0. A

* .
fim de se calcular a parcela referente ao esforco fundamental ¥, , soma-se e subtrai-se o

n

deslocamento w(Q), isto ¢, substitui-se w(P) por (w(P) - w(Q) + w(Q)) ndo se alterando o
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valor da integral. Considerando-se valida a continuidade, ou, utilizando-se a condi¢cdo de

Holder JASWON, MAITI & SYMM, 1967), que ¢é dada por:

w(P)-w(Q) < C " (3.71)

onde C; ¢ uma constante ¢ 0 < a, <1, comi= 1, 2, conclui-se que a parcela (w(P) - w(Q))

se anula. Levando-se em conta ainda que o valor de w(Q) ¢ um valor do dominio e portanto,

ndo varia ao longo do contorno I's, tem-se que:

lim | ( (Q.P)w(P)-M (Q,P)%(P)jdrg(P)zw(Q)gg [Vi(@QPur.(P) (.72)

Substituindo-se em (3.72) a expressdo (3.41) de V:(Q,P) e considerando-se as

equacdes (3.63) a (3.66), obtém-se o seguinte termo livre:

2n-,
hmj V; (Q,P)w(P)MT, (P) = W(Q)lim j ——géd(])— B 7P W) (3.73)

onde B, ¢ o angulo interno do canto da placa, indicado na figura (3.6).
Fazendo-se um estudo analogo, conclui-se que a integral da equacdo (3.68) sobre o

contorno I'z, envolvendo os deslocamentos fundamentais, ¢ nula. A partir das equagdes

(3.39) e (3.65), deduz-se que o esforco M :s no contorno circular ¢ também nulo. Logo:

> RL(QPw, (P)+ lim[R ), (QPw,, (P)]+lim[R . (Q.P)w,,. (P)|=

=2 R (Q.P)w,(P) (3.74)

i=1

Levando-se em conta, ainda, a equagdo (3.63), conclui-se que a expressdo de w*
(equagdo 3.36) se anula ao se fazer € — 0. Portanto, a equacdo (3.68), que representa a
equacao integral de um ponto coincidente com um canto do tipo c;, resulta na equagao (3.67)

apresentada anteriormente, sendo a constante K(Q) dada por:
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K(Q) = S—n (3.75)

No caso do ponto @ nao coincidir com um canto e estiver sobre o contorno externo

da placa, tem-se que B, =T e, portanto, o termo livre fica:
K(Q) = % (3.76)

3.4.2 Ponto Q pertence a interface

O ponto de colocacdo Q esta agora definido sobre uma interface, porém nao
coincidente com um canto. Considere a figura (3.7), admitindo-se inicialmente que o ponto
pertenca ao subdominio Q;, ou seja: D(Q)=D=D,. Através de uma analise analoga aquela

feita no item (3.4.1), a equacao do deslocamento transversal de Q fica:

w(Q)+ lim =t (V: (Q.P)w(P) —MZ(QP)%(P))dF(P) +

I,—0 _
2 D l—‘12_1—‘12

lim 2 (V;‘ (Q.P)w(P)-M, (Q,P)%(P)jdra)) +

S8 o, )= [N @) ML 2 @ re

i (P)w(Q.P)+ I g(P)w’(Q.p) )dQ (3.77)
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I
- Q4 lzf .
Ql -7
n=r
+
r 1 Q 5/
2 = v I I
Q, 511
>,
F] rl Fl
I — >

FIGURA 3.7 - Ponto de Colocagdo Situado na Interface de Duas Sub-regides

Nos contornos circulares da figura (3.7) a dire¢ao da normal ¢ dada pelo vetor n e,

ainda, sdo validas as relagdes (3.63), (3.65) e (3.66). No caso da figura (3.7.a), tem-se que no

-

contorno I'z: r =n e portanto Or/On=1. Contudo, na figura (3.7.b) r= —H, logo Or/on = -1
ao longo do contorno I',:. Calculando-se as integrais sobre os contornos circulares das

figuras (3.7.a) e (3.7.b), utilizando-se um procedimento analogo aquele descrito no item

(3.4.1), obtém-se, respectivamente:

iy [(VQPmE MR Z r - Bw@ (@b
- D) -3 db=—Diw(@)=—gw(@) 67
iy [ [ Vi@ PP Z ()r - B wi@ (v @ Phao-
=22 (@) 5-d0= 22 w(0) (3.79)

Portanto, o termo livre K(Q) para esse caso fica:

_p LD 1Dy
K@Q) =1 2+2D 2(1+Dj (3.80)

Fazendo-se o limite de I' — 0, encontram-se os valores principais das integrais

sobre os contornos (I';, =T ,) e (I'y, = ,,).
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FIGURA 3.8 - Ponto de Colocagao Situado na Interface de Duas Sub-regides

A constante K(Q) também pode ser obtida considerando-se D=D,, apos a
determinacdo das integrais sobre os contornos circulares indicados na figura (3.8). Nos
contornos circulares das figuras (3.8.a) e (3.8.b), tem-se, respectivamente: Or/On=—1 e

or/on=1, sendo portanto as integrais sobre esses contornos dadas por:

. D, . . ow D,

lslilgfr{(vn (Q,P)W(P)—Mn(Q,P)a—n(P)jdrg = EW(Q) (3.81)
D, . . oW 1

iy 5 [[ Vi@ P E) M @ISR = (@ 682)

Logo, a constante K(Q) ¢ igual a:

LD 1Dy
K(Q) =1 2+2D 2(1+Dj (3.83)

Observando-se as equagdes (3.83) e (3.80), pode-se dizer que:

1. D,
K(Q):E(l+ Dp ] (3.84)

3.4.3 Valor livre para Q do tipo c;

Considerando-se que D=D;, tem-se que resolver as integrais sobre os contornos
circulares que estdo indicados nas figuras (3.9.a) e (3.9.b). Sendo B; o angulo formado no

subdominio Q; e y o angulo formado no subdominio Q; (ver figura 3.3), obtém-se:
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i 2 [ Vi@ Phwip)- i @P) 2 (), =2T—§—RW<P)‘1¢=[B—“I)W<Q> (3.85)

T 21

lim 22 (v; (Q.PWw(P)- M’ (Q,P)ZW—H(P)JdF _ &jz_lnw(p)mb _ %%jw(q) (3.86)

FIGURA 3.9 - Q Coincide com um Canto do Tipo ¢,

Considerando-se as equagdes (3.85) e (3.86), a constante K(Q) resulta em:

K@Q=1-1402, D2 v P,

(3.87)
2 D 2=& 27[ D 27'c

(2]

Q Q,

I U
Q
U n=-r n=r

FIGURA 3.10 - Q@ Coincide com um Canto do Tipo 2

Admitindo-se agora que D=D,, deve-se calcular as integrais sobre os contornos

circulares indicados nas figuras (3.10.a) e (3.10.b), que resultam, respectivamente, em:

(VP M2 ) = 2 ek o= 2B i) o)

i 2= [ Vi@l @)- M @D S fr. = [~ vk L1 ]wi@) 059
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Com isso, obtém-se:

DB, v DB v
K =1_1+_1_2+_:_1_2+_ 3.90
Q D2x 2 D 2n 2=x ( )

A partir das equacdes (3.87) e (3.90) pode-se deduzir que:

_DPuy B
K(Q) = D 27 on (3.91)

sendo P o angulo formado no subdominio de rigidez D e y o angulo formado no subdominio

1 D,
adjacente; no caso em que B =7y = g, tem-se que K(Q) = Z[l + ?p]

3.4.4.Q coincide com um canto do tipo ¢,

Adotando-se D=D,;, a constante K(Q) ¢ encontrada fazendo-se as integrais sobre os
contornos circulares indicados na figura (3.11). Considerando-se 3 o dngulo formado no

subdominio Q; e y aquele formado no subdominio ; (ver figuras 3.3 e 3.11), obtém-se:

(vﬁf (Q.P)w(P)-M; (Q, P)% (P)}!r _ w(Q)ZIB - 2—1nd¢ - [_ - ZEJW(Q) (3.92.2)

o |

[V;‘ (Q.P)w(P)- MZ(Q,P)—(P)jd =—2w(Q) 2—1nd<1> = D—];w(Q) (3.92.b)

]

(=]

K(Q):[ﬂj +0.522 +&( Y j (3.93)
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FIGURA 3.11 - O Ponto @ Coincide com um Canto do Tipo 1

Na tabela (3.1), apresentam-se os valores de K(Q) para os diferentes casos.

Tabela 3.1 Valores de K(Q)

VALOR DE K(Q)

POSICAO DE Q

K(Q)=0.5

0 no contorno externo

K(Q)=05(+D,, /D))

0 na interface; ponto em I’ ; da figura (3.3)

(B &_B%L
K(Q)_(2RJ+O.5 5 "Dl

)

Q0 do tipo c; (fig 3.3), para D(Q)=D=D., B ¢
definido na laje e y na viga (interrompida) de

rigidez D;.

D
K(Q =2+ T

0 do tipo c, (fig 3.3), para D(Q)=D; (D; ¢ D,, sao,

2n D, Z respectivamente, as rigidezes da placa onde se
definem [ e y)
K(Q)=p/2=n Q do tipo c; (fig.3.3).

3.5 EQUACAO INTEGRAL DA ROTACAO

A seguir sera apresentada a equagdo de w,,(q), sendo m uma direcdo qualquer

definida no ponto ¢ do dominio da placa (ver figura 3.5). Essa equacdo também sera

deduzida para um ponto Q sobre uma interface, pois nesse trecho tém-se os deslocamentos w

e w,, como incognitas. Com isso, para se obter a solugdo do problema (ver item 4.7), deve-se

escrever duas equagdes nesses pontos: uma de w e outra de w,,, , sendo m a direcdo da

normal definida na interface a qual o ponto pertence. Note-se que a equacdo de w,,, ndo sera

escrita nos cantos, portanto esse caso nao sera considerado adiante. No trabalho de PAIVA
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(1987) tem-se a dedugdo para o caso em que @ coincide com um canto c¢; (ver figura 3.3).
Além disso, no modelo de placas apresentado no capitulo 5, a equacao de w,,, sera escrita
para alguns pontos sobre o contorno externo. Com isso, a seguir, serdo apresentadas as

equagdes de w,,, para um ponto interno, sobre uma interface ou sobre o contorno externo.

3.5.1 Equacao Integral para Pontos do Dominio

Segundo PAIVA (1987), derivando-se a equacdo (3.27), do deslocamento transversal

w, pode-se obter a equacao da derivada do deslocamento w em relagdo a direcao m:

20 30 N hlr)- D oI )

811] s=1 D T, 8m 8m an
3 ([ 25~ | OV, M, (o ow
+ 2 J’[ j = P J[ m (q,P)w(P)— o (q,P)é—n(P)jerr
— 1
No D. (oM™ oM™ N, +Ng, (DA -D ) oM™
_J ns P)— ns P (P i pa - b
+i=1 D( om (a.P) om (@ )lwm( o 12:1: D [ om (q.P)+

onde as expressoes fundamentais, que sdo obtidas a partir das equagdes (3.43), (3.47), (3.51),

or
(3.55) ¢ (3.99), considerando-se a relagao = —T,, m,, sdo dados por:
om(q)

Do L ne,m, e, In] (3.96)
M Lo, m, )20 fim )=o) 397
Mo L2V i Y5, mis e m, )20 m e s, ) 399

om  4mr
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*

N, _ ! { 2(1 - v r,ls1 [4( L, JXr,kmk r,ln ( Xr,kn

om  4mr’
- (mjanr,k sk)J+ (3 —v)[(mini)—Z(r,i m. )(r,J nJ)J} (3.99)

3.5.2 Equacio Integral para pontos da Interface

Aqui sera tratado o caso em que o ponto esteja sobre uma interface (ver figura 3.7),
mas que ndo coincida com um canto da placa. Como a equacao (3.97) ¢ funcdo de I/r e a
equagdo (3.99) de 1/#%, tém-se singularidades na integral sobre a interface I'; quando o ponto
0 pertencer a mesma. A fim de se eliminarem tais singularidades, procede-se da mesma

maneira que foi feito no item (3.4.2), chegando-se a seguinte equagao:

o B [Fere- et
(B [ (Zeemme- Teep e,
Lo, 1 [Grmmin-Teepefr

. %]m@n (@.Pw(P)- a;fj (Q,P%@)jdn :

(QP ]d+2 °‘QP a(P)+

oM, ow
- Q)2 p)or

Moo w.lr)- ER, () 2ok r)-

As integrais sobre o contorno I —I" s@o iguais aos seus valores principais. Quando

a singularidade é do tipo 1/, como é o caso da expressdo de aV: /Oom , diz-se que a
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integral sobre o contorno I -T ¢ igual ao valor principal de Radamard. A fim de se

eliminar a singularidade do tipo 1/# que aparece na integral sobre l"i , aplica-se a placa um

deslocamento de corpo rigido igual a —-w(Q). Assim, tem-se que w(P)=—w(Q) ¢ ow/0m(P)=0

e nesse caso, a equacao (3.100) é dada por:

[ B @om@r -2 [ 2 ol

=T D
N2+N1(DJ_Dpa) aM*Jr 8M*_
ns P _ ns P _ '
& D (Gm @r)-Z2@ )],W(Q) 0 (3.101)

Ja que a equagdo (3.101) ¢ nula, pode-se soma-la a equagdo (3.100), que nao alterara

o valor desta. Fazendo-se isso, obtém-se:

+ J.(g(P)aw* (Q,P)]ng (3.102)
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Nas integrais sobre o contorno I': substituir-se-4 o deslocamento Ow(P)/On por
(ow(P)/on—ow(Q)/On+0w(Q)/on). Utilizando-se a condigdo de Holder (ver expressao 3.71),
pode-se dizer que Oow(P)/On—0w(Q)/On=0. A fim de facilitar a andlise, serdo definidos os

termos A € B como sendo:

D). (oM ow D,). (oM ow
A= Jim | [ﬁ (Q’P)E(Q)]drﬁ - (fﬁ,inf (a—m (Qf)a(Q)Jdré G109
0

(%) [ 2@ rlute)-wllar, s

om

Nos contornos circulares I';z e I'y: da figura (3.7), tem-se, respectivamente: or/On=1

e Or/on=—1. Pode-se ainda dizer que Or/0s=0 nos mesmos e que r=¢. Nesse caso, a

expressio de OM, / Om (equagio 3.97) ao longo de [, eIy ¢iguala:

M, 1
o~ (9.p)= 4—na[(1+v)(r,i m, )] (3.105)

A expressdo (3.99) de 0V, /om nos contornos 'z € I é dada, respectivamente,

por:
oV’ 1
o (a.p)= pa= [(v—3)m,r,,)] (3.106.2)
oV’
o (q.p)=- pr [(v—3)m,r,, )] (3.106.b)

Substituindo-se as equagdes (3.66) e (3.105) em (3.103) e considerando-se ainda a

seguinte relagdo Won(r,) = ~Won(r,.)» obtém-se:

Az_(Dl —Dzj(l+v)1im ((r’imi)@(Q)Jdd) (3.107)

D 4 &0 s on
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Substituindo-se agora na equagdo (3.104), as expressoes (3.66) e (3.106), chega-se a:

B = (Dl —D, J V=3 iy &r,i m, [w(P)- W(Q)]}kl) (3.108)

D 4 &0 !

Note-se que na equacdo (3.107) a singularidade ja foi eliminada, o que nao
aconteceu com a equagao (3.108), onde ainda se tem uma singularidade do tipo 1/r. A fim de

se eliminar tal singularidade, se fara uso da série de Taylor, que ¢ dada por:
—AX, AX, +... k=1,2 (3.109)

Desprezando-se o termo de segunda ordem da equagéo (3.109), tem-se que:

w(P)=w(Q) =M ax, (3.110)
OX,
onde Ax, =x,(P)-x,(Q)=rr,, (3.111)

Considerando-se, que no contorno circular I',; r=n, pode-se dizer que:

3W(Q):5W(Q)r _ow(Q) (3.112)
o ox, " on '

Com isso, obtém-se a seguinte relagdo:

w(p)-w(Q)=r 2 (Q) 613)

Substituindo-se (3.113) em (3.108) e considerando-se que r=§& no contorno

circular, esta resulta em:

D &0 4 ' on

B:(Dl —Dzjhm(v—3)j(r’i m»@(Q))dd) (3.114)
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n
=
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n
ing N w(Q)
z Q% W) b))
T

FIGURA 3.12 - Deslocamentos do Ponto do Dominio Q e do Ponto do Contorno Circular P

Para a obtengdo de um outro procedimento que permita também a eliminacdo da

singularidade da equagdo (3.108) considere-se a figura (3.12). Quando & — 0 tem-se que

ow(Q)/on — 0 e portanto, pode-se dizer que: Ow(Q)/on = (W(P)— W(Q))/F,, ou seja:

w(P)-w(Q)=¢Eow(Q)/én (3.115)

que ¢ equivalente a equagdo (3.113) para r=§ .

Somando-se as equagoes (3.107) e (3.114), chega-se a:

A+B= —(ﬁj lim (r,i m, %(Q)jd(l) (3.116)

DT[ E—0

Note-se que ow(Q)/On ¢ variavel no contorno circular (ver figura 3.13). Desse modo,
deve-se agora escrever a equacao (3.116) em fungdo dos deslocamentos ow/Om ¢ ow/0l do
ponto @, que sdo constantes, e do angulo ¢, para que se possa fazer a integracdo. O

deslocamento ow/0On pode ser escrito em funcdo de Ow/Om e Ow/0l, da seguinte maneira:

om Ow
+

om  ow )il
on Ol

(Qén

Q)==—@Q) (3.117)

A fim de se escreverem os co-senos diretores om/On e O0l/On e o valor de (r,i.m;) em

funcdo do angulo ¢, considere-se a figura (3.13), onde se deduz que p=¢-y-m/2 e portanto:

mr = m.r, =cosf = cos(d)—y - n/2) = sen((b - y) (3.118)
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FIGURA 3.13 - Sistemas de Coordenadas no ponto @ ¢ no Contorno

— —

Note-se que no caso tratado aqui, como m=ni, tem-se que y=0, logo

m.r =sen¢. Entretanto, a seguir sera considerado y# 0 a fim de se considerar um caso

geral. A transformacao de coordenadas do sistema (n,s) para (m,l) (ver figura 3.13) ¢é dada

A ot i Al S SIS

sendo: sen(B) = sen(d) —y—mn/ 2) =— cos(d) - y)

por:

Da equacdo (3.119) pode-se dizer que:

= sen(d) — y) (3.120.a)

2 2lF

= —cos(p—7y) (3.120.b)

2|

Substituindo-se as equagdes (3.120) em (3.117), tem-se que:

™ (Q)-cos(o- 1) (Q) (3.121)

ow
O (Q)=senlp 1) 2" .

Substituindo-se as equagdes (3.121) e (3.118) em (3.116) e fazendo-se a integragio

em ¢, esta resulta em:
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A+B= —(Dl DD2 j{gw (Q)%Isenz(d)—Y)d¢—%(Q)2—Isen2(¢—Y)d¢}
~ ;(Dll_)Dzj[;ﬂm(Q) COST(C2Y)%(Q):| (3.122)

Substituindo-se a equagdo (3.122) em (3.102), define-se K,, como sendo:

K, =K, (Q)W,m (Q)+ K,. (Q)W,1 (Q), sendo K, (Q) e K, (Q) duas constantes.

—

Lembrando-se que foi adotado D=D); ¢ ainda, que no caso tratado aqui tem-se que m =1ni ¢

1= s1 (ver figura 3.13), ou seja, o angulo y € nulo, obtém-se o seguinte valor para K,, :

< =21 22 L 1-2 oo 2 @) -
;(1 %j{%@) —2%(1—%]{%@)} (3.123)

Porém, como na formulacdo ndo se tem a variavel w,,, é conveniente escrever Ow/0s;
em fun¢do de ow/On; e ow/Ony,., sendo n; ny,, respectivamente, as diregdes da normal aos

contornos anterior e posterior ao ponto @ (ver figura 3.13). Nesse caso particular, essas

dire¢des sdo iguais, mas num caso geral, ndo. Assim, pode-se escrever que:

OW (@)= OV oM oW 5 _ 0™ 4 seno ™ (3.124)
on,, on, On,, 0s, on,, on, 0s,

Considerando-se a equagao (3.124), pode-se concluir que o deslocamento w,; € nulo
nesse caso. Logo, a equagdo (3.123) resulta em:

(3.125)

sendo n=n;=n,

Seja agora a equagdo (3.102). Pode-se demonstrar que as derivadas das solucdes

fundamentais sdo solu¢des fundamentais relativas a um momento unitario aplicado em Q.
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. * ~ . ~ .
Com isso, os termos 0V /0m e R /0m sdo a cortante equivalente ¢ a reagdo de canto devido
a esse momento. Assim, considerando-se a condi¢do de equilibrio vertical e tendo-se em

vista que w(Q) é constante, pois € relativo a um movimento de corpo rigido, tem-se que:

W(Q)L L (QPHr +Y

i=l

aliii (Q,P)} =0 (3.126)

Considerando-se um caso genérico com /N, sub-regides, e, ainda, as equacdes (3.125)

e (3.126), a equacdo (3.102) pode ser escrita da seguinte forma:

0 Bl G
2 Do) Do) e s 32 . ph, o)

N +N (DJ D )(aMH

(@) 0] v r)- SR 02 )

om om j

. j(vn @)ﬂnjm)—MI,(P)i{%*(Q,P)Ddr+ [(102-@nka, o

Pir)- 2 o) 2 )

3.5.3 Equacao Integral de um Ponto sobre o Contorno Externo

Neste item serd tratado o caso em que o ponto estd sobre o contorno externo da
placa, porém ndo coincide com nenhum canto. Nesse caso, segue-se 0 mesmo procedimento
descrito no item (3.5.2), porém desconsiderando o subdominio €, Desse modo, fazendo-se

D,,=0 na equagio (3.127), obtém-se a equagdo de Q sobre o contorno externo:

(av Pw(p)- 2 (o P)Zf( )}m
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+ l[v (P)%*(Q, P)-M, (P)Gim {a{;v_n* (Q, P)Ddr + J [g(P)%(Q, P)Jng (3.128)

g

3.6 EQUACAO INTEGRAL DO DESLOCAMENTO PARA UM PONTO
EXTERNO

Para os pontos sobre o contorno externo, deverdo ser escritas duas equacgdes (ver
item 4.7). Neste trabalho, sera escrita uma equacdo de w para o ponto sobre o contorno e
outra para um ponto externo 4. Ao escrever a equagao (3.27) do deslocamento transversal
para um ponto externo, o seu primeiro termo sera nulo, devido a propriedade da fungao delta

de Dirac, dada por (3.3), que implica em:

j S(A,P)w(P)dQ(P) =0, (3.129)

pois, sobre o dominio Q da placa tem-se que d(A,P)=0.

Assim, a equagdo integral do deslocamento para um ponto externo, ¢ dada por:

0= 1 [ Sj(w,n(P)M (A,P)—w(P)V(A,P)KI +
(P Yo e w8 P 32 P )
_N”:“{(DJ_ pa)R:(A,P)Qj}wci(P)+§:RCI(P)WZI(A,P)+
. j[v (Phw(A.P)- M., (P)%*(A,P)]dl“ [l arke,  ao

g

3.7 TRANSFORMACAO DAS INTEGRAIS DE DOMINIO EM INTEGRAIS
DE CONTORNO

Para a aplicagdo do Método dos Elementos de Contorno ¢ conveniente transformar
as integrais de dominio que aparecem nas equagdes (3.27), (3.67), (3.94), (3.127), (3.128) e

(3.130) correspondentes as influéncias do carregamento distribuido na area Q,, em integrais
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sobre o contorno I'y, onde 0 mesmo esta distribuido. A fim de se obterem as relagdes para a
transformacdo da integral sobre o dominio em integral de contorno, considere a figura (3.14),
que representa o caso particular em que o carregamento esteja distribuido em uma regido

retangular Q, cujo contorno ¢ definido por I',.

q

FIGURA 3.14: Integragdo ao Longo do Contorno da Regido Carregada

onde p ¢ um ponto qualquer do dominio €,, P um ponto sobre o contorno I'y; ¢ o ponto de
colocacao, r a distancia entre p e g e R a distancia ente P e q.

Da figura (3.14) pode-se deduzir que:

dQ, =drdx =rdrd6 (3.131.a)
dezd—XZM:@idl“ (3.131.b)
R R onR ¢
ou seja:
dQ, :rdr%%dl“g (3.132)

Fazendo-se a mudanga de coordenadas, dada por (3.132), tem-se que:

T,

[e@w*(@p)e, (p)= J( | g(p)w*(q,p)rdrj%drg (3.133)

Admite-se que a carga g(p) varie linearmente na regido €. Com isso, a mesma €

expressa por:



Capitulo 3 - Equacées Integrais de Placas Sujeitas a Flexdo Simples 53
Para Dominios Compostos

g(p)=AX} +BX) +C (3.134)

Porém, as coordenadas cartesianas do ponto p (X[ e X7) podem ser escritas em

funcdo de suas coordenadas cilindricas relativas a um sistema cuja origem € o ponto ¢ (ver

figura 3.5) da seguinte maneira:
XP =X +1r,, i=1,2 (3.135)

sendo r,, =cos0 e r,, =sen0.

Substituindo-se a equagdo (3.135) em (3.134), obtém-se a expressdo de g(p) em

coordenadas cilindricas:

g(p) = Arcos0+ Brsen0+ g(q) (3.136)

onde g(q) = Ax}] + BxJ] +C, é uma constante, correspondente ao valor de g no ponto 4.

Substituindo-se (3.136) e a expressdo de w*(q,p), dada por (3.36), em (3.133) ¢

fazendo-se a integragdo em relagdo a r, obtém-se:

J-g(P)w* (Q,P)ng (p) = % J.R3 [lnR — %)I‘,i nidl—‘g +

407D

L

L1 J’R“(lnR—%j(AcostLBsenG)r,i n,dl, (3.137)

Seja agora a integral sobre a regido carregada da equagdo da derivada de w.
Considerando-se a expressio de w",,, dada por (3.95), a expressdo do carregamento (3.136), a

transformacao de coordenadas (equagdo 3.132) e fazendo-se a integragdo em r, chega-se a:

ow’ (@ (g2 1
J‘(g(P) 5 (Q,P)]ng = —%J;R (lnR—gj(r,j ijr,i ni)ng +

Qg m
1
167D

IR3 [mR - %j(A cos®+Bsend)(r,, n, )(r,j m, )ng (3.138)
FE
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4 METODO DOS ELEMENTOS DE CONTORNO
>/

4.1 INTRODUCAO

A solugdo exata de um problema, obtida através da solugdo analitica das equagdes
integrais, esta restrita a poucos casos, onde alguma simplificagdo ¢ possivel para se ter
reducdo do numero de graus de liberdade a um nimero finito. Com isso, a solugdo
aproximada das equagdes integrais é obtida através de um procedimento numérico, que nesse
trabalho sera o Método os Elementos de Contorno. Nesse caso, as integrais sobre o contorno
e interfaces sdo transformadas em termos algébricos, dividindo-se o contorno externo da
placa e as interfaces em segmentos, denominados elementos de contorno. As variaveis w,
ow/on, V, e M, sdo aproximadas nos elementos por funcdes interpoladoras, definidas em
funcdo de pontos previamente escolhidos em cada elemento, ditos nés ou pontos nodais.
Assim, as equagOes integrais transformam-se em equagdes algébricas, que s@o escritas em
fungdo dos valores das variaveis nos nos do contorno e interfaces, denominados de valores
nodais.

Ao longo do contorno externo da placa em sub-regides, tém-se quatro variaveis (w,
ow/on, V, e M,), das quais duas sdo conhecidas, pois sdo dadas como condi¢do de contorno.
Logo, nesses pontos ha duas incognitas, devendo-se escrever duas equacgdes para 0s mesmos.
Nos cantos tém-se duas variaveis (w. ¢ R.), sendo uma dada como condi¢do de contorno. Ao
longo das interfaces sdo definidas duas variaveis (w e w,,), sendo que nesse caso, as duas sdo
incognitas. Com isso, para se obter a solugdo do problema, deve-se escrever duas equagdes

para os pontos sobre o contorno externo ou sobre as interfaces ¢ uma equacao em cada canto.
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Feito isso, obtém-se um sistema de equagdes lineares, cujas incognitas sdo os deslocamentos
e esforgcos nodais, definidos ao longo do contorno externo e interfaces, ¢ também as
incognitas nos cantos. A solucdo do sistema é obtida apos a imposi¢do das condi¢des de
contorno. Conhecidos os valores das variaveis ao longo do contorno externo, das interfaces e

nos cantos, pode-se obter os deslocamentos e esfor¢os em um ponto ¢ qualquer de dominio.

4.2 DISCRETIZACAO DO CONTORNO E INTERFACES

As integrais sobre o contorno externo e interfaces sdo calculadas de maneira
aproximada, através da discretizacdo do contorno e interface em elementos, cuja geometria
serd aproximada por uma fun¢do linear, isto €, os elementos serdo retos. Sao necessarios,
portanto, apenas dois nos para representar sua geometria. Porém, como se vera no item (4.3),
as variaveis serao aproximadas por fungdes quadraticas, o que requer elementos com trés

noés. Assim, considere o elemento reto da figura (4.1) onde se definem trés nos.

A X,

E=+1

axy

LXI

A

axj

FIGURA 4.1 - Geometria do Elemento

onde & ¢ a coordenada local adimensional; I € o n6 inicial; 2 0 n6 do meio; 3 o no final; L; é

o comprimento do elemento j; —1<&<1; —L,/2<I'<L;/2.

Como as integrais sdo resolvidas numericamente, é conveniente expressar a variavel
I' e as coordenadas de cada ponto P em fun¢do de coordenadas locais homogéneas &. Da

figura (4.1), pode-se deduzir que:

L.
r. = é_l 4.1)

X! =X} +&ax, (4.2.2)
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X? =XJ +&ax, (4.2.b)

onde: XYé a coordenada na diregio i do ponto N; Xf:(Xi+Xf')/2;
X2 = (X, +X3)/2; ax, = (X3 - X1 )/2; ax, =(x? - X!)/2.

As equagdes (4.2) podem ser escritas numa sé equacdo matricial da seguinte forma:

X|

xP [0.®) 6.® 0 0 x:

{xz}{ 0 0 4P 6.0 (*3)
X5

onde XM = {Xi X X} X;} ¢ o vetor dos valores nodais das coordenadas e ¢g; sdo

as fungdes interpoladoras lineares, que sdo dadas por:
¢, (P)=0.51-¢) (4.4.2)
d,,(p)=0.5(1+8) (4.4.b)

A integral ao longo do contorno ou interface I', ¢ calculada de forma aproximada,
fazendo-se a discretizacdo do trecho em N, elementos, a mudanca de coordenadas
cartesianas para coordenadas homogéneas, que é obtida derivando-se a equacdo (4.1), e

escrevendo-se a fungdo a ser integrada em fungdo de coordenadas homogéneas, ou seja:

L;/2 N, L

j F(T)dI" = i j F(T,)d, =27j jF(&)d& (4.5)

=Ly =
4.3 APROXIMACAO DAS VARIAVEIS DO PROBLEMA

Sendo as variaveis aproximadas por fungdes polinomiais quadraticas, sdo
necessarios trés pontos nodais em cada elemento (ver figura 4.1). Maiores detalhes sobre
esse assunto podem ser encontrados na dissertagdo de mestrado (FERNANDES 1998). Desse
modo, pode-se expressar os vetores de deslocamentos {fu} e de esforcos {p} de um ponto P

qualquer do elemento, da seguinte forma:

uP)=¢'(P)U" (4.6)
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p(P)=¢' (P)P" (.7)

ou, explicitamente:

U

U,
u(P) = {UI’}:P(P) 0 ¢, 0 ¢ 0 } {Uf} @5
S u Lo e 0 e@ 0 g@]||Ul

Ui

U,

P,

P,
P(P)={Plp}=[¢l(l)) 0 $a(P) 0 4) 0 HP} (49)
SO Lo e® 0 e® 0 e@]][p

P’

P,

onde UiN e PV sio os deslocamentos e esfor¢os do né NV; sendo U;=w; U,=0w/On; P;=V,;

14

P,=M,, ¢ ¢; sdo as funcdes de forma quadraticas, que na forma geral, sdo dadas por:

&e, -¢)

(P) =2~ 4.10.a
(I)( ) &1(&3_‘21) ( )
b,(P)=1— ‘221 e ;&3 ¢ (4.105)

£, -¢)

,(P)=—=21 =4 4.10.c
(I) ( ) &3(&1_‘23) ( )

Neste trabalho, os nés 1 ¢ 3 serdo adotados nos extremos do elemento (ver figura

4.1). Nesse caso, tem-se que &; =-1 ¢ £; = 1 e as equagdes (4.10) resultam em:

¢,(P) =—0.5¢(1-¢) (4.11.a)
¢, (P)=1-¢’ (4.11.b)
¢, (P) =0.5¢(1+&) (4.11.0)
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Para representar a descontinuidade das variaveis, que ocorre em situagdes onde ha
variagdo repentina das condi¢des de contorno entre dois elementos consecutivos, como
ocorre nos cantos, definem-se nés duplos (figura 4.2), que sdo dois nds definidos com as
mesmas coordenadas, porém com valores nodais associados independentes. Para ser possivel
representar a descontinuidade, deve-se escrever duas equagdes independentes para o ponto
descontinuo. Isso ¢ feito, recalculando-se as coordenadas do n6 duplo, de tal forma que ele
se torne interno ao elemento e ndo mais coincidente com um né extremo (ver figura 4.2). O
elemento que possuir um né duplo serda um elemento descontinuo, isto ¢, ndo havera
continuidade das funcdes entre dois elementos consecutivos, como estd representado na

figura (4.2). O célculo das coordenadas do n6 duplo sera feito a partir das equagdes (4.2),

considerando-se 0,4 < |EJ| <0,6. Adotou-se esses limites para o valor de &, para que se tenha

um afastamento conveniente entre os nds locais do elemento, a fim de evitar problemas de
singularidades no sistema de equag¢des. Como nesse caso, o ponto @ nio coincide mais com
um no6 do elemento, deve-se escrever o deslocamento do mesmo em funcdo dos

deslocamentos nodais do elemento ao qual pertence, utilizando-se a equagao (4.8).

Elemento j

N6 de canto =ponto 3 3
de descontinuidade U'ou P

FIGURA 4.2 - Elementos Descontinuos

44 TRANSFORMACOES DAS EQUACOES INTEGRAIS EM
EQUACOES ALGEBRICAS

A equagao integral (3.67) do deslocamento transversal w de um ponto @ do contorno
ou interface, sera transformada em equacdo algébrica, através da discretizagdo do contorno
externo e interfaces em elementos, nos quais as variaveis sdo aproximadas. A equacao

(3.67), pode ser escrita, ainda sem introduzir nenhuma aproximacao, da seguinte maneira:
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YD, D.-D

KQw(Q)+X.— [p(Q. P)u(P)dr(P)+Z( e -) [P*(Q.Pyu(P)dr(P) +

Na D, NN (D =D, ), .

+ %Rd(Q,P)wCi(PH , (JT”RCJ-(Q,P)WQ(PHQ (Q.P)p(P)I(P)+
+2 R, (Pwi(Q.P)+ Ig(p)w (Q.p)e, (p) (4.12)

onde: IN)*(QaP):{V;(QaP) —MZH(Q,P)} (4.13)
w'(QP) =W (QP) -w.,(QP) (4.14)
W' @) ={Uf U= {w(P) w.,(P)} 4.15)
PT(P)={P1P Pri={v, (P) M, (P)] (4.16)

V., M,, W edw*/on sio dados por (3.41), (3.38), (3.36) ¢ (3.37).

Fazendo-se a discretizacdo do contorno externo ¢ interfaces em /N, elementos, e
substituindo-se as variaveis por suas aproximacdes em cada elemento, dadas por (4.6) e

(4.7), a equagdo (4.12) é calculada de forma aproximada, da seguinte maneira:

N D N
K(Q)w(Q)+Z§Z{Ip Q.P)¢' (P)dr}uhz LR (QP)w(P)+
Nw (D.—D )N N +N;, —
+A( = "‘)Z{jp (Q.P)¢' (P)dr]UN 2 ,-D) (Q.P)w,(P)

Definindo-se:

h*(Q) = [p*(Q.P)¢" (P)dT (4.18)

r,”

g"(Q = [u'(@QP)¢" (P)dr, (4.19)



Capitulo 4 - Método dos Elementos de Contorno 60

e Q) = [2(Pw’(Q.pkQ, (), (420)

a equagdo (4.17) pode ser rescrita da seguinte forma:

Ny D N N
KQw(Q)+ 252 h* QU + _z( )zh <Q>UN+Z wa(P)
NgtNo (D. =D . N
N Z ( JD pa)ch( ng (Q)P +ZR QP)+t(Q) 4.21)

Calculando-se os vetores {H*}(Q) e {g"}(0) de todos os elementos e agrupando-se os

coeficientes referentes a um mesmo valor nodal, escreve-se a equagdo (4.21) matricialmente:
KQw(Q) +H(QU+H (Qw, =G (QP: +G.(QR +T(Q) (422)

Sendo N,,. 0 nimero de ndés do contorno externo, N, o numero de nds nas

interfaces, V. o numero de cantos, os vetores da equagao (4.22) sdo dados por:

’n ’n

T 1 1 i i N N N N y
. UF:{W w eowoow b w NN W( moe ™t "'"‘)} ¢ o vetor dos

valores nodais dos deslocamentos do contorno externo e das interfaces,
T 1 1 i i Nooe Npoe U« .
e P = {Vn M, .. V, M ..V, M, } ¢ o vetor dos valores nodais dos

n

esfor¢os do contorno externo,

e W = {Wcl o We o W }é o vetor dos deslocamentos nos cantos,

e R!= {R - R R } ¢ o vetor das reagdes de canto,

e Hr(Q) éum vetor de dimensdo (1 X 2*(NyoctNuine)), G (Q) tem dimensdo (1x2*N,c),

H_ (Q) ¢ G.(Q) sdo vetores de dimensdo (1 x N..).

Deve-se agora somar o valor da constante K(Q), dado na tabela (3.1), a coluna

referente ao deslocamento w(Q) da matriz H . (Q), se for um né sobre o contorno externo

A

ou uma interface, ou a coluna da matriz H_(Q), se for um né de canto. Observe, que no
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caso de @ ser um nod duplo, deve-se escrever w(Q) em fungdo dos deslocamentos nodais do
elemento ao qual pertence, através da equagdo (4.8). Nesse caso, soma-se a parcela K(Q)o;
(=1, 2, 3) a coluna relativa ao deslocamento w do n6 i do elemento de Q. Feito isso, pode-se

escrever a equagao (4.22) da seguinte forma:

H QU+ H (Qw, =G (QP +G (QR+T(Q) @23)

4.5 INTEGRACAO NUMERICA

Esse tipo de integracao ¢ utilizado para os casos em que o ponto de carregamento ou
ponto de colocagdo ndo pertence ao elemento a ser integrado. Como nos casos das equagdes
referentes a um ponto interno ¢ ou a um ponto externo 4, o ponto de carregamento ndo
pertence a nenhum elemento, as integrais poderdo sempre ser feitas numericamente. O
mesmo ndo ocorre com a equagdo do ponto @, sobre o contorno externo ou uma interface,
onde a integracdo numérica somente podera ser utilizada se o mesmo ndo pertencer ao
elemento considerado. Adotando-se esquemas particulares de integracdo, as integrais
poderiam ser calculadas numericamente, para o caso em que @ pertenga ao elemento que
esta sendo integrado, porém, isso ndo sera feito nesse trabalho.

A fim de se fazer a integragdo numeérica, ¢ conveniente que a expressdo a ser
integrada seja escrita em coordenadas homogéneas. A fim de exemplificar, considere a
integral (4.18). Fazendo-se a mudancga de coordenadas, dada por (4.5), a integral (4.18) pode

ser escrita da seguinte forma:
k Lk 1 * T
h"(Q) == [p*(Q.P)¢" (P)de (424)
-1~ -

Note-se que a integragdo da expressdo (4.24) resulta num vetor de dimensao (1x6),
pois em cada elemento tem-se trés nods e duas variaveis por n6. Considerando-se apenas um

coeficiente da expressio (4.24), este é dado por:

N L, ¢ - :
B (Q) == [p)(Q.P)py (P)d N=1.2.3) (=12 (429
-1
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onde N ¢ o no local do elemento onde se mede a resposta da carga unitaria e j indica a
natureza da resposta medidaem P (p, =V, , p, =M,).

A integragdo numérica ¢ feita pela formula de quadratura de Gauss, que ¢ dada por:

[fde = tE, W, (4.26)

ig=1

onde f(€)¢ a fungdo a ser integrada, escrita em relacdo a coordenada &; N, ¢ o numero de
pontos de integragdo; &;, € a coordenada adimensional do ponto ig de integragdo, definida em
fungdo do Nge Wi, é o fator ponderador, também definido em fungdo de /N,.

A equacdo (4.25) é calculada, utilizando-se a formula (4.26), da seguinte forma:

B Q) = Y b Q.5 Jh (&)W, @2)

ig=l

O numero N, de pontos de integragdo deve ser escolhido em fungdo da distancia
entre o ponto Q de carregamento e o elemento a ser integrado, o comprimento do elemento e
a funcdo a ser integrada (GIL RODRIGUEZ, 1986), considerando-se, ainda, a precisdo que
se pretende alcangar.

O procedimento descrito para se obter a equacao (4.27) pode ser aplicado a qualquer
outra integral sobre o contorno externo ou interface apresentada nesse trabalho, inclusive
aquelas sobre o contorno da regido carregada. Note-se que no caso da integral sobre a regido
carregada, os valores obtidos com a integragdo numérica podem ser exatos, ja que ndo se faz
nenhum tipo de aproximagdo nas integrais. No caso do contorno I', do carregamento
coincidir com o contorno da placa, em uma determinada regido, pode ocorrer de se ter o
ponto de carregamento Q pertencente ao segmento a ser integrado. Neste caso, porém, as
integrais sdo nulas, uma vez que o produto escalar r,zn; é nulo, para qualquer ponto do
segmento.

A fim de se aumentar a precisdo do calculo, sera utilizada a técnica de sub-
elementos, que estd descrita com maiores detalhes no trabalho de FERNANDES (1998).
Essa técnica consiste em dividir o elemento em sub-elementos, quando a distancia entre o
ponto de colocacdo e o ponto médio do elemento for menor que o seu comprimento. A
subdivisdo ¢ feita de modo que essa situagdo nunca ocorra, como esta mostrado na figura

(4.3), onde rs ¢ a distancia de Q ao no inicial do sub-elemento, a; ¢ o comprimento do sub-
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elemento i, L; ¢ o comprimento do elemento j e ¢ ¢ o angulo entre rs e o elemento j. O
comprimento do sub-elemento i ¢ dado por a, =1s/2cos@ se ¢ <60° oupor a, =rs se
o> 60° (ver figura 4.3). O niimero de pontos de Gauss usado na integracio de cada sub-

elemento sera dado por: N.=8 se rs < 2a,; N,=4 se 2a, <rs<12a,; N,=2 se rs >12a,.

FIGURA 4.3 - Divisdo de um Elemento em Sub-elementos

O sub-elemento tera um sistema de coordenadas homogéneas equivalente aquele
utilizado para o elemento (ver figura 4.1), onde a coordenada adimensional sera dada por n.
Deve-se observar, que as fungoes de forma ¢x (equagdo 4.27) sdo expressas em funcdo da
coordenada adimensional & relativa ao elemento. Porém, a coordenada adimensional
utilizada na integragdo m;, ¢ relativa ao sub-elemento. Assim, a fim de se obter a coordenada
&y do ponto de Gauss, calculam-se as coordenadas cartesianas do mesmo, a partir das
coordenadas cartesianas dos nds do sub-elemento e de m;, como indica a equagdo (4.2).
Entdo, a partir das coordenadas cartesianas do ponto de Gauss, determina-se a coordenada &;,
através de uma das equagdes (4.2), porém considerando-se agora as coordenadas cartesianas
dos nés do elemento. Com &;, determina-se o valor das fungdes de forma ¢;, ¢, € ¢3, dadas
pelas equagdes (4.11) e finalmente faz-se o calculo do integrando. Logo, a integragéo

numérica, considerando-se a técnica de sub-elementos, ¢é feita do seguinte modo:

L;/2 .

L. 1 Nab o 1 Nap q Ne
[Edr; == [Felaz =3 = [Fe)in=3 2> (F)), W, (4.28)

-L;/2 i=l 4 ig=1

sendo N, 0 nimero de sub-elementos.

Assim, a equagdo (4.27) € calculada da seguinte maneira:
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Nslb

hOQ =32 (.8, bn (&)W, (429

o 2 ig=1
4.6 INTEGRACAO ANALITICA

Quando o ponto de colocagdo @ pertence ao elemento a ser integrado, as fungdes

fundamentais envolvidas nas integracdes apresentam singularidades. Nesses casos, como foi

visto no item (3.4), faz-se o limite T — 0 e obtém-se as integrais sobre o contorno I" — r
analiticamente. No caso de singularidades do tipo 1/r, as integrais sdo interpretadas no
sentido do valor principal de Cauchy e para singularidades do tipo 1/# elas sdo interpretadas
no sentido do valor principal de Radamard.

Considere as integrais (4.18) ¢ (4.19) da equagéo do deslocamento transversal w(Q).

Os coeficientes relativos a um n6 V local do elemento k ao qual @ pertence, sdo dados por:

h'(Q) = % _le: (Q,P) (P)dE(P) (N=1,2,3)  (430a)
B (Q) = —%iMii (Q.P)o, (P)E(P) (4300)
2)*(Q) = %jlw*(Q,Pm (P)dE(P) (4312
2)*(Q) = —L—z“i%(Q,P)% (P)dE(P) (431b)

Porém, no caso em que @ pertence ao elemento a ser integrado, tem-se que

1,.0=c0s(90°) = 0, e portanto, conclui-se que as expressdes de V' ¢ ow*/on, dadas

respectivamente por (3.41) e (3.37), sdo nulas. As coordenadas do ponto singular @ sdo
obtidas a partir das coordenadas dos nos extremos (1 e 3), utilizando-se as fun¢des de forma
dg1 € (g2, como mostra a equacdo (4.3). Assim, substituem-se as expressdes dos
deslocamentos e esforgos fundamentais dadas no item (3.3) e as fung¢des aproximadoras das
variaveis, dadas por (4.10), nas equagdes (4.30) e (4.31). Faz-se, entdo, a integragdo,

considerando-se as fungdes ¢, € g2, dadas pelas equagdes (4.4), obtendo-se:

g, (Q=h'(Q)=0 (4.32)
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hy(Q) = % {clN (1+ v)[d)gzs.ln(L.q)ng )+ Oy In(Lidy ) — 1]+
+Cy(1+ v){(d)gzs )2 In(L.y,) — (cbgls )2 In(L.g,,,) - %} ’

+CN 1+ v)E (6,0 F In(Lp00) + g(q)gls f in(Lg,,) —é(l +382 )} +

N
+v{C}“ +CYE, +CT3(1+3F;§)} } (4.33)

8@ {C—l {(d@s (1002 |+ o, ) 1m0 - iﬂ ;
T 6 6
+ % |:(¢g25 )4 (hl(L.d)gzs) - %) - (¢gls )4 (ln(L'(bgls) - %j:| +

+ 26 [(«bgz )S[m(L.q)gZS)—%}(¢gls)5(1n(L,¢gls)—%m (4.34)

onde & é a coordenada adimensional do ponto @ (ver figura 4.1), L é o comprimento do
elemento, € Qgss € g25, sA0 0s valores das fungdes de forma ¢,; € ¢g2, dadas por (4.4.a) e
(4.4.b), no ponto Q; a =L.¢ g2¢ € a distancia entre o n6 inicial e Q5 b=L.¢ q1s € @ distancia
entre o no final e Q.

~ N N N ~ . ’ .
Nessas expressoes, as constantes C;',C," ,C; sdo relativas aos nos locais e

portanto, dependem das fung¢des aproximadoras ¢;, ¢, € ¢;. Estes valores podem ser escritos,

genericamente, na forma:

N _ _&sz—i_(éi +éj)&s _éi 'E.>j

CN = 435
-e e -¢) #3

N 2'is _(&i +F°j)
C) = 436
€ -e)e ¢ (430
N _ ~1 (4.37)

“ el -&,)

onde N,i,j=1,2,3eN=i=j.
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Neste trabalho, os nos I e 3 coincidem com as extremidades dos elementos e,

portanto, tém-se &; = -1 ¢ & = 1. Assim, substituindo-se esses valores nas equagdes (4.35),

(4.36) e (4.37) obtém-se as expressdes de C;*,C) e C para esse caso particular.

4.7 SISTEMA DE EQUACOES

Tém-se duas incognitas nodais em cada ponto sobre o contorno externo ou sobre a
interface. Logo, necessita-se escrever duas equagdes nesses pontos. Em cada canto deve-se
escrever uma equagdo, pois ha uma incognita. Para os pontos sobre a interface sera escrita
uma equacdo do deslocamento transversal w (equagdo 3.67), onde a constante K(Q) esta
definida na tabela (3.1), e outra da derivada direcional de w (equagdo 3.127). Para os pontos
sobre o contorno externo poderia escrever também uma equagdo de w,,, , porém optou-se por
escreverem-se duas equagdes de w, uma para o ponto @ sobre o contorno e outra para um
ponto A externo (equacao 3.130), como esta representado na figura (4.4). No caso dos pontos
sobre o contorno externo, poderia ainda, escrever duas equagdes de w em dois pontos
externos, como esta descrito no trabalho de dissertacdo de mestrado da autora desse trabalho
(FERNANDES (1998)), mas essa opcdo também ndo serd considerada. Finalmente, nos

cantos sera escrita uma equacao de w.

RN

Q
\ | \ | i
LT \ \ \ \
No de canﬂi Jr ﬁ:]() si%ples " Nés duplos
A
d

+—t
FIGURA 4.4 - Pontos de Colocacao

1111
1111

Na figura (4.4) L; o comprimento do elemento j; d a distancia do ponto externo 4 ao

ponto @ sobre o contorno, que ¢ dada por:

d =al (4.38)
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onde L, é a média dos comprimentos dos elementos concorrentes no no, ou, se o nd for
interno ao elemento, ¢ igual ao comprimento do mesmo; 0.0001<a, <1.5; valores de a;

menores que o limite inferior, podem acarretar problemas de singularidades e valores
maiores que o limite superior, geram resultados com baixa precisao.

No caso dos nds sobre o contorno externo, tem-se dois pontos de colocagdo, e para
cada n6 de canto ou interface, tem-se apenas um. Note-se que em cada canto sdo definidos
trés pontos nodais (2 nés duplos e um nd de canto), o que resulta em 5 pontos de colocagao,
como esta indicado na figura (4.4).

A equacdo (4.23), referente ao deslocamento transversal w de um ponto Q, pode ser

escrita da seguinte forma:

1,0 1] (o0 6@ [+ (439

Escrevendo-se todas as equacgdes necessarias para a solugdo do problema, obtém-se o

seguinte sistema de equacdes:
UF PF
oo o b w0

onde as dimensdes das matrizes [Hg] e [Gg] s@o, respectivamente: (2*(NpoetNping)+Ne X
2*(NpoctNping)) € (2*¥(NuoctNpin)tNe X 2*¥Nyoe) € as matrizes [He] ¢ [G.] tém dimensdo
(2*(NnoctNuing)+tNe x Ne.); {T} € um vetor de dimensao (2*(NpoetNying )N X 1).

Escrevendo-se a equagdo (4.40) de uma maneira simplificada, pode-se dizer que:
HU=GP+T (4.41)

onde as dimensdes das matrizes [H] e [G] s@o, respectivamente: (2*(NyoctNpin)tNe X
2*(NipoeTNnin)tNe) € (2*(NpoetNnin)tNe X 2*¥NpoctN.); os vetores {U} e {P}, t€m,
respectivamente, dimensdes (2*(NyoetNpin)TNe X 1)e (2¥NpoetNe x 1).

Apds a imposi¢do das condigcdes de contorno, o sistema (4.41) pode ser resolvido.
Procede-se da seguinte maneira: isolam-se todas as incognitas no vetor U, trocando-se as

respectivas colunas das matrizes H ¢ G. Com isso, essas ultimas se transformam,
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respectivamente, em A ¢ G , e os vetores U e P se tornam, respectivamente, X ¢ P, sendo X
o vetor que contém as incognitas do problema e P aquele que traz os valores prescritos.

Entdo, faz-se a multiplicagdo da matriz G' com o vetor P e soma-se a esse tltimo o vetor 7.

Assim, obtém-se um sistema da forma:

AX=B (4.42)

onde: X € o vetor solugdo, composto pelos deslocamentos e esfor¢os incognitos nos nés do

contorno externo, interfaces e cantos da placae B=GP+T.

4.8 PROPRIEDADES DA MATRIZ H

Através de configuragdes particulares de equilibrio de uma placa, que s3o obtidas
aplicando-se movimentos de corpo rigido as equagdes de flex@o (3.67, 3.127 e 3.130), chega-
se a propriedades da matriz H (equacdo 4.41), que sdo utilizadas para verificagdo da mesma.
A fim de se estabelecer tais propriedades, admitir-se-a4 para todas as configuracdes de
equilibrio obtidas a seguir, que o carregamento em quaisquer dire¢des seja nulo. Portanto, os
vetores dos esfor¢os nodais P, assim como aquele relativo ao carregamento 7, que aparecem

na equagao (4.41) sdo nulos, podendo-se escrever, entdo, que:
[H[{U} = {o} (443)

onde {0} ¢ um vetor nulo.

Aplicar-se-a inicialmente a equacao (4.43) um deslocamento transversal wy de corpo
rigido (ver figura 4.5). Nesse caso, os vetores de deslocamento {U}r ¢ {U}c, definidos na

equagao (4.40), resultam em:

Ut =w, 0w, 0.. .. w, 0} (4.44)

{w}z = {wo w, w, ..w, } (4.45)
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Wo

FIGURA 4.5 — Movimento de Corpo Rigido — Translagdo

Substituindo-se (4.44) e (4.45) em (4.43), obtém-se para uma determinada linha i do

sistema de equacgdes:

N, 2N, +N,
o, W+ Zh w,=0 1<i<2N, +N, (4.46)

=1 22N 41

.

sendo N = Nioc T Niint.

Porém, como w, € uma constante, a equacdo (4.46) pode ser escrita como:

z

. 24N, 4N,
hi,Zj—l + zh.. =0 1<1<2N, +N, (4.47)

L)
j=2%N +1

i

A equacdo (4.47) representa a propriedade da matriz H, relativa ao movimento de
corpo rigido na dire¢do do deslocamento transversal w. Note-se que também se pode obter
uma propriedade para o vetor H(g) da equagdo (3.27) de deslocamento transversal de um

ponto interno ¢. Fazendo-se w(q)=w, chega-se a:

N, 2#N +N,

hyy + b =- (4.48)

.
i=1 j=2*N+1

-

Para a equacao (3.94) da rotagdo no ponto ¢, considerando-se que w,,,(¢)=0, tem-se:

2%N+N,

N,
Z w2 T Zh LT (4.49)
J=

j=2%N +1
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Seja agora uma rotacdo de corpo rigido ¢ (ver figura 4.6), no sentido indicado pelo

eixo arbitrario €. Nesse caso, tem-se que o deslocamento w de um ponto j é dado por:

w, = sen(¢)R .

]

(4.50)

sendo R ; adistancia entre o n6 j e o eixo de rotagdo (ver figura 4.6).

FIGURA 4.6 — Movimento de Corpo Rigido — Rotacao.

Na figura (4.6) #’ e ¥ indicam, respectivamente, as dire¢des da normal ao contorno e
de rnondj.

Derivando-se a equagdo (4.50), tem-se que a rotacdo Ow/On de um ponto j ¢ igual a:

(6w /én), =send(er/on),

(4.51)
onde (6r/8n)j =(rn, )j = cosf3;, sendo f; indicado na figura (4.6) e i=1,2.
Nesse caso, os vetores de deslocamentos {U}r ¢ {U}c resultam em:
{U}g =sen d).{R1 cosP, ... R; cosP; .. Ry cosPy } (4.52)
{w}. =sen <1>{RC1 R, R, ..R, } (4.53)
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Substituindo-se (4.53) e (4.54) em (4.43), chega-se a outra propriedade, referente a

uma rotagdo de corpo rigido em torno do eixo € :

Nc

Nt
sena{z(hm_le +h,,; cosBj)+ thMRJ} =0 1<i<2N,+N_, (4.54)

=1 j=1

—

ou ainda:

Nc

N, .
{Z(hiﬂzj_le ihcos ) Sh R } o ISISON +N,  (459)

j=1 =1

No caso da equacdo do deslocamento transversal de um ponto interno ¢, chega-se a:

N Nc
{Z (hq,zj—le +h; COSBj)+ th‘ZMR i } =-R, (4.56)

j=1 j=1
Para a equacao de w,,,(q), obtém-se:

Nc

N,
{Z(hq’zj_le +h,,, cosp, )+ Sh R } =—(r,,m,), (4.57)

=1 j=1
4.9 DESLOCAMENTOS E ESFORCOS PARA PONTOS INTERNOS

Apbs a determinag@o dos deslocamentos e forcas de superficie ao longo do contorno
externo da placa e das interfaces, pode-se calcular deslocamentos e esfor¢os para os pontos
do seu interior. O deslocamento transversal w(g) de um ponto interno é dado pela equacdo
(3.27) e a derivada direcional de w pela equacdo (3.94). Essas duas equacdes podem ser
transformadas em equag0es algébricas, da mesma forma que foi feito para se obter a equagio
(4.23). Escrevendo-se as equacdes (3.27) e (3.94) para /V; pontos internos, obtém-se a

seguinte equagdo matricial:

U@ +Hp(@Up+H(@w, =Gr(q) P + G (R +T(q) (4.58)
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onde o vetor {U}(g) contém os valores dos deslocamentos w, w,; € w,, dos pontos internos e
tem dimensdo (3*N; x 1); os vetores {U}r, w.}, {P}r e {R.} sdo os vetores de deslocamentos
e esfor¢os dos nds do contorno externo, interfaces e cantos, ja calculados; a matriz [Hr/(q)
tem dimensao (3*N; x 2Ny); a matriz [Gg/(g) dimensdo (3*N; x 2N,.); as matrizes [Hc/(q) ¢
[Gc/(g), tém dimensdes (3*N; x N,); o vetor {T}(q) tem dimensdo (3*N; x1).

O calculo dos momentos m; para um ponto interno € feito a partir da equagdo (2.9),
na qual as curvaturas w,; sdo obtidas derivando-se o deslocamento w(g), equagdo (3.27), em
relagdo as dire¢des x; € x,. Assim, a equagdo integral das curvaturas, na forma matricial e

ainda sem introduzir nenhuma aproximagao, ¢ dada por:

Z

D N (D, —

woa)+ Y Sjp (q,P)u(P)dr(P)+

- D

(D, -D,,)
D

N +Nep

2

k=1

= [ @)U ®) + 3R (P

>,

s=1

N3

k=1

Cl q’

-] Jp* (@.Pyu)dr(p) +

P (0.Pwa (P)+ X 22 pi (0. P e (P)-

jg(p)w (.M, (p) =12 (4.59)

2 2 2
onde:  w,,"(q) =12 M@ W@ w(g) (4.60)
- 0x,0x, 0x,0x, 0X,0X,
BCR'A *M’ ]
n ’P _ n s
oxox, P o ax, @F)
A o*M’
*(q,P) = n P - " (q,P 4.61
P*(q.P) leﬁxz(q ) axlaxz(q ) (4.61)
o’V 0’M
- ,P b
_axzaxz(q ) " ox,ox, (q,P)
p (q ) 82Rck(q,P) 82Rck(q,P) 82Rck(q,P) (462)
G ox, 0, Ox,0X, OX,0X,
A SR
oxox, oxox | on ¥
2. _ % 2 x
TR S Y IR S L (4.63)
~ 0x,0X, 0x,0x, | On
azw* ( P) az aZW*( P)
oox, T Toxox,| oo
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. o*w’ o*w’ o*w’

¢ (@, P)=<—%(q,P) —*(q,P) —*(q.P 4.64
ufk(q ) {éxlaxl (q,P) ox 0, (q,P) ox0x, (q )} (4.64)
W@ 1 @) @) LY o) (4.65)
2 ek, T mex, T agex, Y '

e as derivadas dos deslocamentos e esforcos fundamentais estdo indicadas no item (3.3).
Apds a discretizagdo do contorno e a aproximacdo das variaveis, as curvaturas em /V;

pontos internos sdo calculadas, de forma aproximada, através da equacdo matricial:

U, P.
w =[G~'F(q) G}(Cl)} c (tT'(@  (4.66)

W.(q) + {P}'F (@) H}(Cl)} 5

onde {w,;}(g) ¢ o vetor que contém as curvaturas nos pontos internos, de dimensdo (3*Nix1);
as matrizes [H’g[ e [G’f] t€m, respectivamente, dimensdes (3N; x 2N;) e (3N; x 2N,,.) e [H’,/
e [G’] tém dimensdes (3N; X N,).

Os momentos elasticos, nos pontos internos, sdo obtidos, substituindo-se os valores
de {w,;}(q), dados por (4.66), na equacdo (2.9). Assim, pode-se escrever a equagdo dos

momentos elasticos, em /NV; pontos internos, da seguinte maneira:

U, B
mfj:—[HF” H} w +[GF” G:} c T (4.67)

Ou de uma forma mais simplificada:

m* | = -[H"]{u}+ [G]P)+ (T (4.68)

onde [H”] ¢ [G”] tém, respectivamente, dimensdo 3N; x (2N+N,) € 3N; X (2N No).
Considerando-se a equagdo (2.9), os coeficientes de /H”] de um ponto interno I sdo

calculados do seguinte modo:

H'"(31-2,k) = -D[v(H'(31-2,k) + H'(3L,k))+ (1 - v)H'(31 - 2,k)]
H"(31-1,k) = -D|(1-v)H' (31 - 1,k)]

H'"(3Lk) = -D[v(H'(31 - 2,k) + H'(3L k))+ (1 - v)H'(3L k)]
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sendo os coeficientes de /H’] dados pela equagdo (4.66) e k ¢ uma coluna qualquer de [H";
os coeficientes de /G”] sdo obtidos de maneira analoga.

A forga cortante ¢; ¢ calculada a partir da equagdo (2.14), onde o valor de w,u, ¢
obtido derivando-se a equacdo (3.27) que representa o deslocamento transversal w(g). Com

isso, sua representagdo integral, ainda sem nenhuma aproximacao, é dada por:

N, No (D =D
Wy (@) 2 1 [0 @ Py u(Pr(P) + Z% [P (@Pyu(p)dr(p) +
D

Nea +Ne; (Dl — pa) N,

, D
Tpci (q7 P)wci (P) + Zslpci (q’ P)wci (P) =
i=1 i=1 N

H *

J’_

= u’(q,P)p(P)dI(P) + ZRci(P)u;(q,PH [e)w, (@.p}d,(p) ki=1.2 (4.69)

o (*w@) @ (8w w0
ox, \ ox,0x, | ox,|0x,0x, '

o ( o*V’ o ( 0*M:
x| ox.ox (q’P)j _Q(a ox (q’P)j
p*(q,P) = 1\ OX OX 1\ OX OX

onde: W,ij (@)=

< g @.71)
~ 0 0"V, 0 oM,

~ (an) - (an)

0x, | 0x,0x, 0x, \ 0x,0X,
) o (0*R’.(q,P o (0°R’(q,P
pC;r (q, P) — Cl (q ) Cl (q ) (472)
N ox, \ 0x,0x, 0x, \ 0x,0x,
u*T( P)= i M( P) i M( P) (4.73)
P axax, ) ok, ook, '

| o o*w’ 0 0> [o*w’ |

~ (q,P) - (an)

0x, | 0x,0x, 0x,| 0x,0x, | On
u*(q,P) = . . (4.74)
~ o [ 0*w P 0 (o0*w

~ (q,P) - (an)

0x, | 0x,0x, 0x, | 0x,0x, | On

T = [T qm] 2L (@75)
w 5 =\ 5 ~ D .
=PI oax, ) Bk, | oxoox,

e as derivadas dos deslocamentos e esfor¢os fundamentais estdo definidas no item (3.3).

Discretizando-se o contorno externo e interfaces e aproximando-se as variaveis, 0s

valores de w,; em IV; pontos internos sdo obtidos, de forma aproximada, a partir de:
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Uy Py

=[G'F(q> +G'c<q)} g @ @6

C

W’kkj(q)+|:ﬁ:F (@ ﬁ:c (q)} “;

onde as matrizes H r'e G r' tém, respectivamente, dimensdes (2N; x 2N,) e (2N; x 2N,,,c) €

H.' ¢ G.' tém dimensdes (2N; x No).
410 MOMENTOS (m;) NOS PONTOS DO CONTORNO

Os momentos em um ponto do contorno @ serdo calculados a partir dos valores de
contorno ja determinados utilizando-se derivadas numéricas dos deslocamentos. Portanto sdo
escritos em funcdo dos valores nodais de deslocamentos e forcas de superficie do elemento
ao qual pertence. As equacles integrais de momentos e forgas cortantes, que sdo
hipersingulares, poderiam ser deduzidas como se pode ver em FRANGI (1999). A escolha da
diferenciacdo numérica ¢ para facilitar a solugdo e ndo restringir o calculo a ndés que

preservam continuidades de valores de contorno.

A X,

X1

Xi
»
»

FIGURA 4.7 - Sistema Local de Coordenadas de um Elemento do Contorno

Seja o sistema local de coordenadas (X, ,X, ) de um elemento qualquer do contorno,
dado pela figura (4.7). Deve-se determinar as componentes locais dos momentos M, (Q),
M, (Q) e M, (Q) em fung¢do dos deslocamentos e forgas de superficie nodais do elemento
ao qual Q pertence, e entdo, através de uma transformagdo do sistema de coordenadas,
obterem-se os momentos no sistema global (X;,X;). Os valores nodais de M, = M 5 Ja
foram calculados através da solu¢do do sistema de equacdes (4.41). A partir da equacdo

(2.9), obtém-se M 1, em fun¢do da curvatura ;, 2"
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M, =-D(1-v)w,, (4.77)

Deve-se, entdo, obter a expressdo de O*w/0x10x2 em fungdo dos deslocamentos
nodais do elemento ao qual Q pertence. Sabe-se que a rotacdo na dire¢do normal Sw/ch ¢é
aproximada por uma fung¢do quadratica sobre o elemento I (ver equagdo 4.8), ou seja:

1
W,

Q= 22Q)= (@ 0@ $.@}ws (4.78)

3
‘n

w

Derivando-se a equagdo (4.78) em relagdo a x, e considerando-se a transformagao

de coordenadas, obtida derivando-se a equagdo (4.1), tem-se que:

1

W’n
I ()2 {an) 09, (Q) 8¢3(Q)} W (4.79)
X 0%, L[ & ¢ %G I3

’n

Calculando-se as derivadas das fungdes aproximadoras dadas em (4.10)

substituindo-as em (4.79) e considerando-se a equagao (4.77), chega-se a expressao :

_ :_ZD(I—V) (6, —28) ow' +(2§_§1_§3)5W2+ (& —2¢) ow’ (4.80)
2 L §1(§3 _gl) on élé3 on 63(};1 _§3) on

onde:&; e & sdo as coordenadas homogéneas dos nos 1 e 3, respectivamente (ver figura 4.7),

sendo que nesse trabalho, adota-se &=-1 ¢ &=I; & ¢é a coordenada adimensional do ponto Q.
Seja agora a expressdo de M ,, obtida também a partir de (2.9):

M,, = —D(v@,11 +§,22) (4.81)

—2 —2
onde a curvatura 0°w/dx1 , pode ser escrita em funcdo de M, e de 0>w/0x, utilizando-

se a seguinte expressao (também obtida a partir da equagdo 2.9):
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M,, =M, =-D(w,,,+vw.,,) (4.82)

A partir da equacdo (4.82), chega-se a:

W, =-M, /D-vw,,, (4.83)
Substituindo-se (4.83) em (4.81), essa resulta em:
M,, =-D(1=v* Jw,,,+vM, (4.84)

Deve-se agora determinar a expressio de w,,, em funcdo dos deslocamentos
nodais. Como foi visto no item (4.3), o deslocamento w ¢ aproximado por uma fungdo
quadratica sobre o elemento 7;. Derivando-se duas vezes a expressdo de w, em relagdo a x,

e fazendo-se a transformacao de coordenadas, obtida derivando-se a equacgao (4.1), tem-se:

(4.85)

T [T T, 7@ )
AN ot 3k

Calculando-se as derivadas das fungdes aproximadoras, obtém-se a expressao final
2 2 \ ~
de 0"w/0x2, chegando-se a equagéo:

p(i-v?)[ 8 8 z+%w3}+mn (4.86)

L [a(&—&&w e e -

Mzz =

A transformagdo de coordenadas do sistema local (X,,X,) (ver figura 4.7) para o

sistema local (x;, X,), associado aos eixos de referéncia do sistema global (X, X3), e, vice-

versa, sao dadas por:
X, seno.  cosa || X,
= _ (4.87)
X,| |[—coso sena ||X,

X, senot —cosa |(x, 4.88)
X, __cosoc sena (X, '
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Considerando-se as equacdes (4.87) e (4.88), obtém-se a transformagdo do vetor de

momentos no sistema local (X,,X, ) para o sistema global (X, X5), que ¢ dada por:

M,, sen’ o 25sen oLcos o cos’a || M
M,, r =| —senacosa —cos’a+sen’a senacosa [ M (4.89)
M,, cos’ a —2sena.coso sen’o  [[Ma

Fazendo-se M, = Mn e substituindo-se os valores de M 12 € M 52 » dados por

(4.80) e (4.86), respectivamente, na equacao (4.89) obtém-se os momentos no ponto @ em

funcdo dos deslocamentos e esfor¢os nodais do elemento j ao qual pertence, ou seja:
{mj, =[n] {U}; + el P}, (4.90)

onde as matrizes & ¢ g tém dimensdes (3x6) e U e P sdo vetores de dimensdo (6x1), que
trazem os valores nodais dos deslocamentos e forgas de superficie do elemento j em questdo.
Apds acoplar todos os elementos que compde o contorno, chega-se a equagdo

matricial de momentos para /V,,. pontos do contorno, que ¢ dada por:

Uy

-[6r@ +e@fl T @ @

M+ {P{F”(q) H (q)} R

~ WC

Py
~ ~C
onde as matrizes [Hp”[ ¢ [Gr”] t€m, respectivamente, dimensdes (3N, X 2N; ) € (3Njoe X
2Nuoo); [H”] € [G”], t€m dimensdes (3N, X N.), mas sdo matrizes nulas.

Na montagem destas matrizes para os nés comuns a dois elementos distintos, adota-

se a média entre os coeficientes relativos a cada um dos elementos.
4.11 EXEMPLOS NUMERICOS

A seguir serdo apresentados quatro exemplos numéricos, sendo que dois deles serdo
comparados com resultados obtidos através de outros dois modelos numéricos (PAIVA
(1987) e SANCHES (2003)). Nos outros dois exemplos se fara um estudo de convergéncia

dos resultados.
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No modelo de PAIVA (1987), a analise do pavimento ¢ feita através de um
acoplamento do MEC com o MEF e no modelo de SANCHES (2003) o pavimento ¢
analisado utilizando-se apenas o MEF. Esperam-se diferengas entre os resultados obtidos
com esses modelos e aqueles resultantes da formulagdo desenvolvida aqui, devido a alguns
fatores. No modelo apresentado aqui ndo se pode definir diferentes coeficientes de Poisson
para as lajes e vigas, as condi¢des de contorno sdo impostas na face externa da viga ¢ ndo na
lateral da placa, como ¢ o caso dos outros dois modelos e além disso, nesses ultimos a viga
ndo tem dimensdes. No modelo de Paiva a viga é considerada como uma soma de rigidez a
placa e no método dos elementos finitos ela ¢ representada por uma barra o que faz com que
o vao da laje seja maior, pois ele ¢ computado de eixo a eixo das vigas. No trabalho tratado
aqui, consideram-se as verdadeiras dimensdes dos elementos; ndo se desprezam as
dimensdes da viga na geometria de cada elemento estrutural.

A fim de comparar os resultados calculam-se as diferencas dos valores em relacdo a

malha mais refinada.

4.11.1 Placa Quadrada Enrijecida com Duas Vigas

y

X 200

%

7 =
|

0 | 2o \‘zo‘\

FIGURA 4.8: Placa Enrijecida com Duas Vigas

Nesse exemplo tem-se uma placa, enrijecida com duas vigas, sendo os dois lados
externos longitudinais das vigas livres e os outros dois apoiados. A defini¢do das dimensdes
utilizada, em cm, esta indicada na figura (4.8). O carregamento prescrito para a analise dessa
placa ¢ dado por g=100N/cm’ uniformemente distribuido em todo dominio. Foi adotado um
coeficiente de Poisson v=0,3 para a placa e as vigas. O modulo de elasticidade admitido para
essa analise foi de E=3000kN/cm’. Escolheu-se ainda a espessura #; da laje igual a 6cm,
enquanto diferentes alturas foram utilizadas para a viga, a fim de se fazer uma analise do
comportamento do conjunto.

No trabalho de PAIVA (1987), tem-se o exemplo apresentado aqui, onde as vigas

tém momento de inércia I, = 621(DL / EV), sendo D, a rigidez da placa, Ey médulo de
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elasticidade da viga e a=200cm no caso do exemplo da figura (4.8). Porém, no caso da
formulagdo apresentada aqui, ndo se podem definir diferentes coeficientes de Poisson ou
modulos de elasticidade para as vigas e lajes, essas podem ter apenas espessuras diferentes.
Assim, a fim de comparar os resultados apresentados por PAIVA (1987) com aqueles
obtidos através da formulagdo desenvolvida no capitulo 3, adotou-se ¢, (altura da viga) de tal
modo que byDy=6aD;, sendo by a largura da viga. Considerando-se que no caso da figura
(4.8) by=20cm_, obteve-se t,=23,5cm. O contorno externo da placa foi discretizado em 36
elementos com 80 nds e as interfaces com as vigas em 16 elementos com 34 nés, resultando
em 114 nos e 52 elementos (ver figura 4.9). Deve-se notar, que no trabalho de PAIVA
(1987), ¢ apresentada a solucdo exata do problema, obtida a partir da solu¢do de uma série.
Contudo, devido as diferencas entre os modelos, citadas na introducgdo, essa solugdo em série
representa a solug@o exata para o modelo desenvolvido por Paiva, mas ndo para a formulagio

desenvolvida nesse trabalho.

63 61 60 44 43 4] N
64| 181 +«— 114 40
i T ‘T 200
80, 497 > 98 24
134 20,21 23
20 200 "20 "

FIGURA 4.9 - Discretizagdo do Contorno Externo e Interfaces

—— 2 apoios,tv=tL=6cm

—¥— 2 apoios - tv=23,49cm
2 apoios - tv=10cm

—ill— 4 apoios - tv=tL=6cm

w(cm)

x(m)

FIGURA 4.10 - Deslocamentos na Linha Média da Placa

Foram feitas varias analises variando-se a rigidez das vigas laterais para observar-se

o comportamento do conjunto e do esquema numérico proposto. Na figura (4.10) sdo
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apresentados os resultados obtidos para os deslocamentos na linha média da placa, ao longo
do eixo x da figura (4.8), para os diversos valores da rigidez das vigas. Sdo apresentados
desde resultados obtidos com valores de rigidez igual a da placa, para representar o caso sem
viga, até o caso de uma viga muito rigida (¢£,=23,5cm) para simular um engaste. Nesse
grafico tém-se ainda os resultados obtidos considerando-se os quatro lados da placa
enrijecida apoiados. Os resultados apresentados em termos de deslocamentos confirmam a
precisdo esperada para o modelo mecanico. Deve-se observar que os resultados apresentados

considerando-se # constante foram obtidos adotando-se v=0 para a placa e vigas.

N

—&— mx ( tv=23,5 - 2apoios)
—aA— my (tv=23,5 - 2 apoios)
—&— mx (PAIVA (1987))
—+—my (PAIVA (1987))

1
N

m/(102qa’)
o N

FIGURA 4.11 -Momentos na Linha Média da Placa.

Nas figuras (4.11) e (4.12), apresentam-se os resultados obtidos ao longo do eixo x
(ver figura 4.8), para o caso das vigas com altura igual a #=23,50cm. Na figura (4.11) tém-se
os valores dos momentos ¢ na figura (4.12) os de deslocamentos, onde se faz uma

comparacdo com os resultados obtidos por PAIVA (1987).

—&— 2apoios;tv=23,49
—a&— PAIVA(1987)

w/(10°%qga*/D)

FIGURA 4.12 — Deslocamentos na Linha Média da Placa
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Como se pode observar, houve diferengas significativas nos resultados obtidos com a
formulacdo apresentada aqui com aqueles apresentados por PAIVA (1987). Porém, essas
diferengas ja eram esperadas, devido aos fatores ja citados na introdugéo.

A placa também ¢ analisada para o caso de se terem dois lados paralelos engastados
e os outros dois enrijecidos pelas vigas. Todos os dados da primeira analise se repetem.
Novamente sdo dados os resultados de deslocamentos na figura (4.13) ¢ de momentos para
t,=23,49cm na figura (4.14) para pontos ao longo da linha média da placa. Deve-se notar que
na figura (4.13) foi considerado também o caso em que os quatro lados da placa enrijecida
sdo engastados. O comportamento do conjunto estrutural também ¢ o esperado, permitindo-

se a reproducao da placa sem o enrijecimento lateral e com vigas muito rigidas para simular

0 engaste.
- —¥—4engastes - tv=tL=6cm
g —}—2 engastes - tv=23,5cm
§’ 2 engastes - tv=10cm
—a#A— 2 engastes - tv=tL=6cm

—— mx
—A—my

m(10kNcm/cm)

x(m)

FIGURA 4.14: Momentos na Linha Média da Placa
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4.11.2 Placa enrijecida com quatro vigas externas e uma viga interna

Nesse exemplo analisa-se o caso de um pavimento simples, contendo uma viga
interna ¢ vigas de contorno (ver figura 4.15) e cujas dimensoes estdo dadas em m. Foram
considerados dois lados livres ¢ os outros dois apoiados. Para as lajes foram adotados:
espessura #;=8cm, moédulo de elasticidade E=25000000kN/m’, coeficiente de Poisson
v=0,25. Para as vigas, adotaram-se o mesmo modulo de elasticidade e coeficiente de
Poisson, porém espessura t,=30cm. Foram prescritos momentos iguais a M, =1000kNxm/m,

mas com sinais contrarios, ao longo dos lados apoiados.

101

2,0

2,0

A T o1

0,1 40 0.1

FIGURA 4.15 - Placa Enrijecida com Vigas Externas e uma Viga Interna

33 < 23
34 o5 g7 |22
%L - 86
%73 » 81552 T
6 59
6gL -+ 58
72 > 54
g 45 53 12

FIGURA 4.16 — Discretizagao

A analise foi realizada considerando-se duas discretizac¢des e além disso, comparam-
se esses resultados com aqueles obtidos através de um programa em elementos finitos
desenvolvido por SANCHES (2003), cuja tese de doutorado estd em andamento. Nesse
programa empregam-se elementos de viga de Timoshenko (com consideracéo da deformagao
por esforgo cortante) e elementos de placa DST, sendo o célculo também feito considerando-
se flexdo simples. A discretizagdo em que se leva em conta menos elementos ¢ aquela
apresentada na figura (4.16), onde foram adotados 44 nos e 20 elementos ao longo do
contorno externo da placa e 56 n6s com 24 elementos nas interfaces, resultando em um total

de 44 clementos e 100 ndés. A outra discretizagdo foi obtida a partir dessa ultima,
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aumentando-se quatro elementos em cada lado do contorno externo e das interfaces de maior
comprimento e dois elementos nas interfaces menores, resultando em uma malha de 84
elementos.

Os deslocamentos na linha média da placa (eixo x da figura 4.15), estdo na figura
(4.17) e os momentos na direcdo x na figura (4.18). A diferenca nos valores dos
deslocamentos obtidos com as malhas de 44 e¢ 84 elementos ndo foi grande, com uma
diferenca relativa de 2,2 % nos valores dos deslocamentos maiores. No centro da placa o
deslocamento ¢ nulo, como era esperado. Conforme pode ser observado, a diferenga nos

deslocamentos obtidos com o método dos elementos finitos nao foi muito grande.

'g —&— MEC - 44 elem
o MEC - 84 elem
2 —e— MEF

FIGURA 4.17 - Deslocamentos na Linha Média da Placa

15
" L X
§ 5 /‘.X
£ o« —+—44 ¢lem - MEC
X 0 2 3 —¥— 84 elem -MEC
= 06 12 ¥8 24 3 36 4]2 |—e—MEF

N [ ]
_10%- oX
-15

x(m)

FIGURA 4.18: Momentos na Direcdo x na Linha Média da Placa

Os momentos na direcao x obtidos com as malhas de 44 e 84 elementos e também
aqueles obtidos com método dos elementos finitos foram muito préoximos, tendo apenas
diferenca nos 50 cm iniciais e finais da viga. Para x=10cm a diferenca relativa entre as

malhas de 44 ¢ 84 elementos foi de 11,4%.
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4.11.3 Placa enrijecida com trés vigas

A alturas das lajes e vigas da figura (4.19) sdo dadas, respectivamente, por: ¢, = 8cm;
ty = 25¢m. O modulo de elasticidade e o coeficiente de Poisson, sdo dados por:
E=3000000kN/m’ ¢ v=0,16. Os lados correspondentes as vigas V; e V; sdo livres e os outros
dois apoiados. Como carregamento, t€ém-se momentos M, =10kNxm/m, de mesmo sinal,

aplicados ao longo dos lados apoiados.

V; 1 0,15m
o+
L
? 2m
v, | 0,15m
=
| 2m
v
vV, L 170,15m
4m o

l

FIGURA 4.19 — Placa Enrijecida com trés Vigas

49 37
50 < 36
52 v, 34
53¢98 « 36°$33
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60 v, o 26
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63| 111 < 99 23
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9173 . gs )17
70 ’ 16
7201 v, 14
—> 13

FIGURA 4.20 — Discretizacao da Placa

Nesse exemplo sera feito um estudo da convergéncia dos resultados em fungdo da
discretizagdo. Na figura (4.20) tem-se uma das discretizagoes utilizadas para a analise, onde
se t€m 124 nods e 54 elementos. A partir dessa discretizagdo, foram analisadas mais duas, que
sdo obtidas acrescentando-se, a cada refinamento da malha, quatro elementos nos lados de
4m e dois nos lados de 2m (ver figura 4.19), resultando em malhas de 86 ¢ 118 elementos.

Nas figuras (4.21) e (4.22) t€m-se, respectivamente, os deslocamentos e momentos
na dire¢do x obtidos para a linha média da viga V, com as diferentes discretizagdes. Devido a

simetria dos resultados serfo apresentados os valores apenas até o meio da viga. Os
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deslocamentos referentes @ malha mais refinada foram praticamente iguais aqueles da
discretizagdo de 86 elementos, com uma diferenca relativa de 0,44% entre os deslocamentos
maximos. Essa diferenca foi de 4,6% para os valores obtidos com as malhas de 54 ¢ 118

elementos.

—&— 54 elem
—a— 118 elem
—¥— 86 elem

—&— 54 elem
—aA— 118 elem
—¥—86 elem

FIGURA 4.22 - Momentos na Dire¢do x na Linha Média da Viga V,

Como se pode observar nas figuras (4.21) e (4.22), tem-se convergéncia dos
resultados, & medida que se refina a malha. No centro da viga (x=2m) a diferenca relativa no
valor de m, foi de 5,2% entre as malhas de 54 ¢ 118 elementos e de apenas 0,57% entre as

malhas de 86 ¢ 118 elementos.

4.11.4 Placa esconsa enrijecida com vigas no contorno externo e vigas internas

Nesse exemplo analisa-se um pavimento mais complexo, com a presenca de vigas de

diferentes rigidezes. Além disso, os lados da placa nido sdo perpendiculares, como esta
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representado na figura (4.23) onde as dimensdes sdo dadas em metro. Como condicdo de
contorno, tem-se todo o contorno externo da placa apoiado. As alturas das lajes sdo todas
iguais a 8 cm ¢ as das vigas sdo as seguintes: #Vy)=t(Vy)= 18cm; t(V3)= t(Vy)= t(Vy)=
t(Vi)=t(Vy)=t(V,)=25cm.; t(Vy)=t(Vg)=30cm. Na figura (4.24) tem-se uma das
discretizagdes da placa que resultou em uma malha de 275 noés e 116 elementos. Deve-se
observar que as vigas Vy e Vi tém a mesma largura, assim como as vigas V,e Vge Vi e Vs
O médulo de elasticidade e o Coeficiente de Poisson utilizados nesse exemplo sdo dados por:
E=3000000kN/m’ ¢ v=0,16. O carregamento é dado por uma carga uniformemente

distribuida de 5kN/m”.

Yy

/s % .

1

7 7 7 s s

FIGURA 4.23 — Placa Esconsa Enrijecida por Vigas

69 o8 <« 52451 |

6,4m

1 34 1213 1516 24 27
| 6,3m |

FIGURA 4.24: Discretizagao da Placa Esconsa
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A partir da discretizagdo apresentada na figura (4.24), se obtém mais duas,
aumentando-se, a cada refinamento, dois elementos em cada contorno externo ou interface
de comprimento 3m e 4 elementos no lado maior do contorno externo de comprimento igual
a 6,3m. Na figura (4.25) t€m-se os deslocamentos ¢ na figura (4.26) os momentos na dire¢do

x obtidos para a viga V,, onde se pode observar que as trés discretizacdes geram resultados

bem proximos.

—— 116 elem
—a— 164 elem
—¥— 212 elem

w(cm)

x(m)

FIGURA 4.25 — Deslocamentos na Viga V4

70 -
=50 o
E : —e—116 elem
E 30 - - - —— 164 elem
byt —x— 212 elem
X i
£ 10

-10

-30

x(m)

FIGURA 4.26 — Momentos na Diregdo x na Viga V,
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5 ANALISE LINEAR DO PAVIMENTO ENRIJECIDO: MODELO ALTERNATIVO
00000001

5.1 - INTRODUCAO

Nesse capitulo serd apresentada uma outra formulacdo linear para o célculo de
pavimentos sujeitos a flexdo simples, através do Método dos Elementos de Contorno. Tal
formulagao ¢ obtida a partir daquela apresentada no capitulo 3, onde ao invés de se
considerar varidveis ao longo de todo o contorno das vigas, considera-se apenas nas linhas
médias das mesmas. Desse modo, comparando-a com o modelo apresentado no capitulo 3,
tem-se uma redugdo bastante significativa do nimero de graus de liberdade do problema, o
que aumenta consideravelmente a velocidade de calculo, além de facilitar muito a entrada de
dados. Além disso, eliminam-se possiveis casos de singularidades que poderiam surgir
quando a largura da viga fosse muito pequena.

Deve-se observar que para se chegar ao modelo alternativo para analise de placas
com sub-regides descrito nesse capitulo, foram testados varios outros modelos em que as
vigas eram representadas pelo seu contorno externo, outros em que as mesmas eram
definidas pelo contorno interno e ainda tentou-se diminuir o nimero de graus de liberdade
nas intersecdes das vigas, mas verificou-se que tal redugdo enrijecia consideravelmente o
modelo.

As aproximagdes da geometria dos elementos e das varidveis sd3o as mesmas
apresentadas no capitulo 4. A obtengdo das equacles algébricas a partir das equagdes
integrais, assim como as integragdes numérica ou analitica sobre os elementos, também

seguem o mesmo esquema detalhado no capitulo 4.
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52  EQUACOES INTEGRAIS

Seja a placa representada na figura (5.1), composta de uma viga externa e outra

interna.

<
w

T +——+
Ayi Ayj Ave Ave

FIGURA 5.1 - Modelo de Pavimento que Representa a Viga pela sua Linha Média

onde a largura da viga interna ¢ dada por 2a,; ¢ a da viga externa por 2a,,., sendo que essas
larguras devem ser definidas sempre na dire¢do da normal da viga.

Os vetores indicados nos eixos das vigas (linhas tracejadas) representam os sentidos
da normal das vigas interna e externa (n,; ¢ n,.), assim como os sentidos (s,; € s,,) em que 0s
elementos devem ser declarados. Nas linhas continuas estdo indicados os sentidos de
integracdo dos contornos das vigas, que acompanham sempre a orientacdo do contorno da
laje. Note-se que no caso das vigas internas, se a mesma for definida na direcdo de y os
elementos devem ser declarados no sentido inverso ao do eixo y e no caso dela ser definida
na direcdo de X, esses devem seguir o sentido de x. Entretanto, para as vigas externas os
elementos sdo declarados seguindo a orientacdo do contorno externo da placa. Portanto, no
caso da viga externa as integrais sobre os contornos da viga sdo feitas no mesmo sentido da

sua linha média, logo segundo as mesmas diregdes da normal e do contorno, isto &,

n,=np = nrv,c € S, =S = SFJC' Porém, para a viga interna, a integral referente ao
P + . . ;. . P .

dominio Q" ¢ feita no sentido contrario da linha média, ou seja, n; =-n_. =n_ e

Sy = Sp. =S

Reescreve-se entdo a equagdo integral de deslocamento (3.27) do modelo de sub-

regides, no qual t€ém-se varidveis ao longo de todo o contorno da viga, a placa da figura (5.1).
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A parcela da equacdo (3.27) relativa as integrais que envolvem os deslocamentos reais (w e

Oow/0n) ¢ dada por:

P52 Vlarhte) v 2 e -

sendo D=D(Q)") e D'=D(QY’), respectivamente, a rigidez a esquerda e a direita da viga
(orientando-se no sentido de declaragdo dos elementos).

A fim de se escrever a equagdo anterior em funcdo dos deslocamentos da linha
média da viga, faz-se as seguintes aproximagdes para os deslocamentos transversais ¢ suas

rotagoes direcionais:

W) = W) +(Was, )(e,»m) ve (5.2.2)
W) = Weixo) ~ (Wi, )(m)ave (5.2.b)
Wirs) = Wieio) T (W )(eixo)avi (5.2.c)
W) = Weeixo) ~ (W )(eixo)avi (5.2.d)
o) = Wong, = Won (5.3.2)
Win, ) = Won . = Wop (5.3.b)

Substituindo-se essas aproximagdes na equagdo (5.1), obt€ém-se as integrais abaixo

escritas em fun¢@o apenas das variaveis das linhas médias das vigas:
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32 [ (Vilaph(p)-M: 0PI @) i

<D,
+ P D v (0P oy + (v (Pl + MG (@.P) 2| ar
D ™
r Vi / eixo
+1J- D_ ]_DDVi V:( 9P)weixo_(V:(q’P)aVi-i_M:(q,P) aaTvtl eixo dr+
D -D, |- * *

+ | D V(0. Pw o, — (Vi (0. P, + M ( ’P)(an j }ﬂ”r
I ve /eixo

D, Y : : 0
+| (F)[V (2P oo ~ (= Vi (@ P, +Mn(q,P){ — J Jdr (5:4)

T, ve

Considerando-se o caso geral em que se tenham N sub-regioes, /V,, vigas externas ¢

N,; vigas internas, pode-se escrever a equacdo (5.4) na seguinte forma:

> L. | (V0 (p)- M o P2 ) fr s

s/ viga

n

+ NZ[ +(D+ D, J(V; (q.P)w,+(V.(q,P)a, + M (q,l)))a(;Vj Jdl" +

f (D_‘Djj(v;(q,mwj—(v:<q,P)aj+M;<q,P))8;j M

] R

= D n
D, Y. . ) \ oW ;
[ R R R v M o5

sendo w; e Ow; /On os deslocamentos nas linhas médias das vigas.
Assim, considerando-se as equagdes (5.5) e (3.27), obtém-se a equacdo integral de

deslocamento para um ponto do dominio da placa:
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w@+ 22 [ (Vi) )2 ()

s/ viga

(D+ D, J(V: (0.P)w,+(V:(q.P)a, + M;';(q,P))a;Vi jdr .

n

n

+£(D;DjJ(V§(q,P)Wj ~(Vi(q,P)a, +M (q,P))a(;ijdr]+

n

r{(DI;DJ ]{Vi(qal’)wj ~(V:(a,P)a, +1v1;';(q,p))86Wj jdn

onde as expressdes fundamentais sdo dadas por (3.36), (3.37), (3.38), (3.39) e (3.41); o
contorno I' onde se integram os deslocamentos fundamentais corresponde ao contorno
externo sem vigas mais os eixos de vigas externas.

Note-se, que na equagdo (5.6) a integracdo dos esforgos fundamentais é feita ao
longo das interfaces e do contorno externo da placa, porém o ponto de colocagdo e os valores
nodais estdo definidos nos eixos de vigas e no contorno externo sem vigas.

A equagdo de deslocamento w para pontos sobre o contorno externo ou eixos de

vigas ¢ dada por:

Q@+ 2 | [ViQPIE)- M QPSR fr s

s /viga

+TZ{I[ 22 J( J(@Q.P)w,+(V.(Q.Pl; +M;(Q. P))aan jdl“+
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g [D_I;DjJ(V:(Q»P)WJ—(VI(Q:P)aﬁMZ(Q,P))a;j H

, r{%}(v;(q,p)wj (Vi@ Pk, MR de}
3 Q)M P v, )+

+J'[Vn (P)w"(Q,P)-M, (P )a;v (Q.P ]dF + j( "(Qp)kQ, (.7)

r

Para um ponto do contorno externo sem vigas ou nos cantos da placa, a constante
K(Q) assume os valores indicados na tabela (3.1). Para os pontos dos eixos das vigas, como
sdo pontos internos, tem-se K(Q)=1 e para um ponto externo A K(4)=0 (ver item 3.6).

Derivando-se a equagdo (5.7), em relagdo a direcdo m, definida no ponto Q (ver

figura 3.5), obtém-se a equacdo da derivada do deslocamento transversal w:

ow(Q) .

om

&MZ

% J‘ [av:(QaP)W(P)_ aM:(Q’P)ZW_n(P)JdFJF

om om

/wga

e e A S

om om

om om

. ﬂ& (mwﬁ,)_(_ viQr) av:(qp)jawj (P)]dr}

om ! om
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om om

< D, [GM:: (Q.P) 5M:§(Q,P)j w, (P)+

+NCZ+N51[(DJ, —Dpa)[aM,émQ,P)_ 8Mlgr(nQ,P)L w,(P)= Z;Rci(P)a;j (Q,P)+

]

*

; [vn (F)M -M,, (P)aim(%*(Q,P)BdF + Qf [g(P)aw

om om

(Q,p)jdszg (5.8)

onde as expressdes fundamentais sdo dadas pelas equagdes (3.95) a (3.99) e m ¢ a diregao da

normal ao contorno externo ou eixo de viga onde esta definido o ponto Q.

Tabela 5.1 Valores de K, (Q) para a equagdo de w,,,

K,(Q)=I se @ ¢ um ponto de eixo de viga, pois ¢ um ponto interno

K. (Q)=0.5 se Q esta sobre o contorno externo da placa (ver item 3.5.3).

A equagdo integral (5.8) sera escrita para os pontos dos eixos das vigas e para
aqueles gerados nos encontros de duas vigas ou nas extremidades de uma viga externa (ver
item 5.3). Nesses casos, a constante K,(Q) ¢ dada pela tabela (5.1). Como a integral que
envolve os deslocamentos fundamentais é calculada sobre o eixo da viga externa, t€ém-se
singularidades na mesma quando se escreve a equagao de w ou w,,, para um ponto do eixo da
viga externa. Porém, nesse caso o termo livre ¢ nulo.

Os esfor¢os nos pontos internos ou sobre eixos de vigas sdo calculados a partir das
curvaturas, cuja equagdo ¢ obtida derivando-se a equagdo do deslocamento transversal (5.6),
de maneira analoga ao que foi apresentado no item (4.9). Quando se escreve a equacao das
curvaturas para os pontos sobre eixos de vigas externas, tém-se singularidades nas integrais
que envolvem os deslocamentos fundamentais, pois esses sdo calculados no eixo da viga e
ndo ao longo de seu contorno. Tais singularidades serdo estudadas no item (5.5). O calculo

dos momentos nos pontos sobre o contorno externo sem vigas esta detalhado no item (4.10).

5.3 GERACAO DOS ELEMENTOS DE EXTREMIDADE

Para exemplificar, considere a figura (5.2), onde o contorno tracejado se refere as
interfaces onde se faz a integragdo e o continuo a discretizacdo da placa, onde se calculam as
variaveis do problema ¢ se definem os pontos de colocagdo. Nas intersegoes das vigas, é

necessario declarar os elementos em apenas uma das dire¢cdes. Quando se tem intersegdo de
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uma viga externa com uma interna, o elemento é declarado na dire¢do da viga externa (ver
figura 5.2). Quando a intersecdo € entre duas vigas internas, esse ¢ declarado na diregdo da
viga que segue a direcdo de y (ver figuras 5.1 e 5.2). Os outros elementos de intersecdo sdo
gerados automaticamente, se houver necessidade. Os elementos nos extremos das vigas
externas (em vermelho) sdo gerados automaticamente e aqueles em azul (contorno mais
fraco) sdo gerados somente se as rigidezes dos subdominios aos quais a interface pontilhada.

¢ comum forem diferentes.

FIGURA 5.2 — Modelo de Pavimento com as vigas representadas pela linha média

Os contornos que sdo gerados pelo programa podem ser divididos em um ou dois
elementos. Em alguns casos, a consideragdo de dois elementos melhora significamente os
resultados. Cada elemento gerado também tem trés nos e sdo escritas equagdes para todos os
pontos. Tentou-se diminuir o nimero de graus de liberdade na interse¢do das vigas, porém
constatou-se que no caso de interse¢des de vigas externas em que as condigdes de contorno
das duas vigas eram diferentes, essa diminuicdo de graus de liberdade prejudicava os
resultados. Por outro lado, houve problemas de singularidade no caso de interse¢des de vigas
externas, com condi¢des de contorno iguais para as duas vigas, ou de vigas internas muito
estreitas. A solu¢do, nesses dois casos, seria ndo considerarem dois pontos de colocacdo para
o ponto central, mas apenas um. No entanto, quando as condi¢des de contorno das duas vigas
externas fossem diferentes, mantinham-se os dois pontos de colocagdo, ndo prejudicando,

com isso, os resultados.
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5.4 INTEGRACAO DAS INTERFACES

A integragdo das interfaces que separam as vigas das lajes, se da primeiro no
contorno I’ ~ da figura (5.3), definido no sentido contrario a normal n, do eixo médio da
viga. Posteriormente se faz a integragdo sobre o contorno I' *. Deve-se observar que os

contornos I' ~ e I' © obedecem, respectivamente, a orientacdo dos contornos dos dominios
Q e Q. Na figura (5.3) esta representado um caso de intersecdo de vigas em que as direcdes
dos respectivos contornos nao sao perpendiculares e as larguras das vigas que interceptam a
viga de diregdo s, sdo diferentes. Os nos 1, 2 e 3 definidos sobre o eixo da viga (contorno
continuo em preto), representam os nos inicial, do meio e final do primeiro e do ultimo
elementos de comprimento L, definidos ao longo do eixo médio da viga V5. Os nos 17, 2" ¢

* . .
3" (em vermelho) sobre as interfaces representam o elemento a ser integrado sobre os

contornos I' ~ e I" 7. Note-se que ndo sendo as vigas perpendiculares, o trecho do elemento

a ser integrado ¢ diferente do seu comprimento L. O trecho de integragdo poderd ser menor

que L, caso representado na figura (5.3) do contorno I' ~, onde se integra apenas os trechos

(1’-3" ¢ I"-3”) de linha continua (em vermelho) ou poderé ser maior que L, como se pode ver

sobre o contorno I *, onde os trechos de integragdo correspondem aos trechos (1’-3" e I -
3’) indicados de linha continua (trecho azul mais o vermelho). Assim, nesses casos, deve-se
recalcular o inicio (n6 1°) ou o final (n6 3”) do trecho de integracdo, dependendo do caso,

pois esses nao coincidirdo mais com os nds iniciais e finais do elemento.

FIGURA 5.3 — Elementos nas Intersegdes das Vigas

Como as larguras das vigas V; e V; sdo diferentes, deve-se fazer a integracdo dos

elementos sobre o contorno I'" em mais de uma etapa, pois a relagdo de rigidez relativa ao
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contorno I'*, dada por (D"-Dy,)/D, muda ao longo do trecho. No trecho em azul (segmentos

34 ¢ 5-1"), tem-se que (D"-Dy,)/D = (Dy;-Dy)/D e no trecho em vermelho (segmentos 4-1"
e 5-37), (D" —-D, )/D=(D,. —Dy, )/D. No caso das vigas externas a integracdo das

interfaces se da no mesmo sentido.
5.5 CURVATURAS EM PONTOS DO EIXO DE VIGAS EXTERNAS

Derivando-se duas vezes a equacdo (5.7) do deslocamento transversal w, primeiro
em relacdo a x; e depois em relagdo a x;, obtém-se a equacdo das curvaturas para um ponto Q

sobre o eixo de uma viga externa:

82W(Q)+ka I {azvg‘(Q,P)W(P)_azM’;(Q,P)@(P)JdrJr

ox0x, S D ox,0x ox,0x; on

+NZ I[D* -D, JL@zV:(Q,P)Wk(PH[GZV:(Q’P)ak + 62M:(Q,P)]8wk (P)Jdr+

D OX,0X | OX,0X | OX,0X ;

N (D‘ D, J{azvj(Q,P)Wk(P)_(azvj(Q,P)ak . azM;(Q’P)(q,P)JW—k(P)]AF}L
"D Ox 0% 2x,0x Ox,0x on

[D -D, ]LaZVj(Q,P)Wk(P)_(GZVJ(QaP)a . 52MZ(Q’P)] oWy (P)]dr +

D OX,0X | OX0X ; ‘ OX,0X | on

(% V' (Q,P)Wk(P)_(_ *v,@p), | aZV:(Q,P)] ow, (P)]dl“} .

OX,;0X OX,0X | OX,0X | on

N3 2 *+ 2 *_
gD (Ousen_ o) | o
w1 D 8X18Xj aXiaxj )
¥ (D D, ) (M (QP)_a*M(Q.P) Sk (p) Ve
- Bl L P)= ) R, (P . ,P)+
+ - D [ axiaxj axiaxj . ch( ) kZ:; Ck( )GXIGXJ (Q )

(Q.p)Q, (5.9

+

T C—y

VR
<
P

: p)L(Q’P)—Mn(P)L(aW* (Q,P)DdF—F [2() o

.
w

OX,0X | 0x;0x; \ On o, OX0x,

Como o ponto de colocagdo Q ¢ interno a viga, ndo se tém singularidades nas

integrais que envolvem os esforcos fundamentais, pois sdo calculadas ao longo do contorno

da viga. No entanto, a integral sobre o contorno I, envolvendo os deslocamentos
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fundamentais, ¢ calculada ao longo do eixo da viga e, nesse caso, a mesma apresenta

singularidades quando se integra o elemento ao qual o ponto Q pertence. A fim de se
eliminar tais singularidades, retira-se do contorno I', o contorno singular I" , e resolve-se

analiticamente a integral sobre o contorno I'-I" , fazendo-se I —0.Tal integral resulta no

seu valor principal, isto €, os termos em infinito se cancelam, restando apenas os termos
finitos. A integral sobre o contorno singular I" ¢ calculada, considerando-se que o ponto Q

esteja a uma distancia A do contorno I' (ver figura 5.4), fazendo-se o limite de A — 0.
Desse modo, o ponto QO pode ser considerado interno, ¢ entdo se pode aplicar a equagio

(5.9). Com isso, a integral sobre o contorno I', onde esta a singularidade, ¢ dada por:

1 —

[vn (ww—Mn(P)L(%&P)}}%

Ox,0x ox,0x; _on
1ri£r3r[vn (P)%{S;P) -M, (P) axai;xj (G;V_n Q. P)j]dl" +
R ) T
TR ) (2 o

04 0X.0X. 6xi8Xj on

+1im (vn (P)—ﬁzw*(Q’P )_ Mn(P)L[aW* (Q,P)Ddr (5.10)
1 J

A seguir sera calculada a integral sobre o contorno singular T . Como os valores dos
esforgos sdo descontinuos, isto é, seus valores ndo sdo iguais para um ponto imediatamente
antes da linha de carga e outro imediatamente apds a mesma, serd calculada a integral para
esses dois casos e, entdo se fara a média dos valores para se obter o valor da constante que

multiplicara o esforgo.

Considere inicialmente um ponto a esquerda do contorno I, como esta

representado na figura (5.4). As expressdes fundamentais indicadas na integral sobre o
contorno " sdo funcdo de r, r e Or/On, sendo que esses valores variam segundo o angulo y

(ver figura 5.4). Logo, para que se possa resolver a integral, deve-se escrever », ¥, Or/On ¢

dI’ em fungdo de y.
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Da figura (5.4), pode-se deduzir que:
cos¢p=0r/on=dX/dl’ (5.11)
sen(dy) =dy=dX/r (5.12)
cosp=A/r (5.13)
r
| |
A
FIGURA 5.4 — Contorno Singular
onde 0<y<m; ¢=y-90°; S e 1 sdo as dire¢des tangencial e normal no eixo da viga.
Das equacgdes (5.11), (5.12) e (5.13), pode-se concluir que:
Ad
dr == (5.14)
cos” ¢
Tem-se ainda, que cosd=cos(y—90°)=seny. Logo, a equagdo (5.14) resulta em:
Ad
dr=—" (5.15)
sen” y
Da relagdo (5.13), tem-se que r € dado por:
r=A/seny (5.16)

Considerando-se a equagdo (5.11) deduz-se que:
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or/on =seny (5.17)

Substituindo-se as relagdes (5.16) e (5.17) nas expressdes (3.44) e (3.48) dos

deslocamentos fundamentais, essas resultam em:

*

0w 1 A
- - - =——I|r, 1,.+5.1 18
8xi (q)&x (q) (q, p) 41D (I‘,l r’J + 1 n(seny)) (5 )

]

o’ ow’ seny
= 105 =21, 1, N +1,.n, 5.19
axi<q>axj<q>[an<p>(q’pﬂ iy 185 =20 Jsenydrn, orn ] (s19)

Substituindo-se as expressodes (5.15), (5.18) e (5.19) na integral sobre o contorno r ,

esta resulta em:

[ :limL 1, 1,;+6; In A V. (P)+
7=04mD 5 seny

- se;jy ((Sij - 2r,, r,j)senerr,i n;+r1,; ni)Mn(P)} kd;{ (5.20)
sen” y

Observando-se a equacdo (5.20), pode-se concluir que o termo que multiplica o
esfor¢o V, se anula. Substituindo-se M, (P) por M,(P)+M,(Q)-M,(Q) e considerando-se a
condi¢do de Holder, pode-se dizer que M, (P)-M,(Q) = 0 (ver expressao 3.71). Portanto, a

expressdo (5.20) pode ser escrita como:

. 1 %
[j =-lim-—M,(Q) ((Sij —2r,; r,j)+;(r,i 041, ni)]dy =12 (5.21)
seny

Deve-se agora expressar os cossenos diretores de # em funcdo do dngulo ypara que
se possa fazer a integracdo. Para isso, considere a figura (5.5), onde n e s sdo as diregdes

normal e tangencial definidas no eixo da viga e através da qual pode-se deduzir que os

cossenos diretores de # em relacao ao sistema (X, X,) sdo dados por:

- { cos(180" - - a) } _ {— cos(y + “)} (522)

—sen(180° —y—a) —sen(y +a)
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jOL >X1
r

=/

—

n

FIGURA 5.5- Diregdes no Contorno Singular

onde s;=cosa.; s,=sena., n;=seno., N;=—Ccosal.
Assim, considerando-se i=j=1, i=j=2 e por ultimo i=I e j=2, a integral (5.21) resulta,

respectivamente, em:

e o1 T ) 2cos(y +o)sen a
I, ——lxlglgm MH(Q)?').((I—ZCOS (y+a))— seny dy (5.23)
I, = —1imL M (Q)jE (1 —2sen’(y + oc))+ 2sen(y + a)cosa dy (5.24)

2 is04mD " o seny

e 1 "
I, = _lxlggm M, (Q)'([ [~ 2cos(y + o )sen(y + o) +

N (cos(y + a)cos o —sen(y + a)sen a)}dy (5.25)
sen y

Fazendo-se a integracdo em % obtém-se:

L=-=5 M, (Q) (5.26)
2
I, = COZSD“ M, (Q) (5.27)
e cososen o
Iy, = TMH(Q) (5.28)

Considere agora o ponto de colocacdo @ imediatamente a direita do eixo da viga (ver

figura 5.6). Nesse caso, tem-se que Or/on = COS(2700 — y): —seny, sendo a dire¢do de r



Capitulo 5 -Andlise Linear do Pavimento Enrijecido: Modelo Alternativo 103

- 0 _ _ _
em relacdo ao sistema (X, X,) dada por: r = COS(ISO ra-y ) = COS(y a) )
sen(180° +oa-— ;/) sen(y - a)

Considerando-se as equagdes (5.15) e (5.16) e seguindo um procedimento analogo aquele

mostrado para o ponto imediatamente a esquerda, obtém-se para i=j=1, i=j=2 e i=1 j=2:

2
4 sen‘a
_ M 5.29
=5 .(Q) (5.29)
cos’ o

14 = M 5.30
=5 ,(Q) (5.30)
Id :_COSO(,SCI](XM 531
T .(@Q) (5.31)

<

FIGURA 5.6 — Contorno Singular

Na figura (5.6) 0<y<m; s e n sdo as dire¢des tangencial e normal no eixo da

viga; n;=sena, n,=—cosa.; & ¢ o mesmo angulo definido na figura (5.5).
Observe que ao fazerem-se as médias das constantes obtidas para os pontos a

esquerda e a direita do contorno do eixo da viga, obtém-se valores nulos para as mesmas.

5.6  SISTEMA DE EQUACOES

Nos pontos sobre o contorno externo sem vigas ou sobre os eixos das vigas,
necessita-se escrever duas equacdes, pois ha duas incognitas por ponto. Em cada canto sera

escrita uma equagdo de w, pois ha apenas uma incognita. Para os pontos sobre os eixos das
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vigas e para aqueles gerados pelo programa, sera escrita uma equacdo do deslocamento
transversal w (equagdo 5.7) e outra da derivada direcional de w (equacdo 5.8). Para os pontos
sobre o contorno externo serdo escritas duas equacdes de w, uma para o ponto Q sobre o
contorno e outra para um ponto 4 externo (ver figura 4.4).

Utilizando-se 0 mesmo procedimento descrito para a obtencdo da equagdo (4.23), a
equacdo (5.7), referente ao deslocamento transversal w de um ponto Q ou a equagéo (5.8) da

derivada direcional de w, podem ser escritas, de maneira aproximada, da seguinte forma:

1,(Q) 1) 5 -[6,@ 6.l f+1(0) (532

Definindo-se como /V,,. 0 numero de nés sobre o contorno externo sem vigas, N,oy.
o numero de nds sobre os eixos de vigas externas, NV,,,; 0 nimero de nos sobre os eixos de

vigas internas e NV, o nimero de cantos, os vetores da equagao (5.32) sdo dados por:

+N
’n

. U;:[: — {Wl w ] e Wl W,; . w(NHOC+Nl|UVi nowe) W’leIIOC+Nl|UVi+Nn0VC>} Contém OS

valores nodais dos deslocamentos do contorno externo sem vigas e dos eixos das vigas,

T 1 1 i i N N,ov N N, r
o P/ :{Vn M, .. V. M, .. V e M et } ¢ o vetor dos valores

n n n

nodais dos esfor¢os no contorno externo sem vigas e nos eixos das vigas externas,

T .
e W, = {Wcl e Woo e W }e o vetor dos deslocamentos nos cantos,

e R'= {R .. R .. R } ¢ o vetor das reagdes de canto,

CNe
e Hp(Q) tem dimensao (1 x 2*(NpyoctNpoveNuovi)) € € resultante da integragdo dos esforgos
fundamentais (V: eM ; ou suas derivadas) ao longo do contorno externo ¢ interfaces;

o Gp(Q) com dimensao (1x2*(NyoectNiove)) € obtido a partir da integragdo das funcdes w'e

%* . . .
w,,, ou suas derivadas, ao longo do contorno externo ou eixos de vigas externas;
o H.(Q) e G.(Q) sdo vetores de dimensao (1 x N..), sendo o primeiro o vetor que traz os
. . % .
termos relativos aos esforgos fundamentais ( R ou sua derivada) nos cantos e o segundo
r r * .
contém os termos referentes ao calculo de w ou sua derivada nos cantos.

Escrevendo-se todas as equagdes necessarias para a solugdo do problema, obtém-se o

seguinte sistema de equagdes:
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UF PF
][ e o]l .

onde Hr ¢ uma matriz de dimensao (2*(NyoctNuovetNuovi)tNe X 2*(NpoetNuovetNiovi)), Gr
tem dimensao (2*(NpoetNnovetNnovi)tNe X 2*(NpoetNuove)), He. € G, sdo matrizes de
dimensdo  (2*(NpoctNpoveTNpovi)tNe X N¢.), T € um vetor de dimensao
(2*(NiocNiove™Nnovi) N X 1),

ou, ainda, escrevendo a equagao (5.33) de uma maneira simplificada:

HU=GP+T (5.34)

onde: H ¢ uma matriz de dimensdo (2*(NpoetNuove™Nnovi)TNe X 2*(NuoctNiovetNiovi) TNe); G
tem dimensdo (2*(NpoctNiovetNnovi)tNe X 2¥(NpoetNpove)tNe); U € um vetor de dimensio
(2*(NpoctNnovetNpovi)TNe x 1.); P é um vetor de dimensao (2*(NyoctNpove) TNex1).

Apds a imposicdo das condigdes de contorno, o sistema (5.34) pode ser resolvido, da
mesma maneira descrita para a obtengdo das incognitas do sistema (4.41). Nesse caso,
porém, o vetor X, que é o vetor solugdo, contém os deslocamentos e esfor¢os incognitos nos
nés do contorno externo sem vigas, nos eixos das vigas externas € internas ¢ nos cantos.

Note-se que para a verificacdo da matriz H podem ser consideradas as mesmas

propriedades descritas no item (4.8), considerando-se, nesse caso Ni= NyoctNiovetNiovi.
5.7 EXEMPLOS NUMERICOS

Neste item serdo analisados os mesmos exemplos apresentados no capitulo 4, a fim
de se comparar os resultados obtidos com a formulacdo desenvolvida no capitulo 3,
designada de modl, em que as variaveis sdo definidas ao longo do contorno externo e
interfaces, com aqueles obtidos a partir da formulagdo desenvolvida nesse capitulo e
designada de mod2, na qual as variaveis sdo definidas ao longo do contorno externo sem
vigas e nos eixos das vigas.

Deve-se observar, que ndo € possivel representar o mesmo problema com os dois
modelos, devido as diferentes posi¢des de aplicagdo das condi¢des de contorno. No modelo
modl essas sdo aplicadas ao longo do contorno externo da placa, isto €, na face externa da

viga; ja no modelo mod2 elas sdo prescritas no eixo da viga externa. Desse modo, sdo



Capitulo 5 -Andlise Linear do Pavimento Enrijecido: Modelo Alternativo 106

esperadas diferencas entre os resultados. Além disso, o modelo mod2 é mais rigido que o
modl, devido as aproximagodes feitas nos deslocamentos das vigas.

Deve-se notar ainda, que nos exemplos a seguir, a discretizagdo obtida com o
modelo modl, requer um nimero muito maior de nos e elementos que a discretizagdo
equivalente para a analise com o modelo mod2, onde o contorno continuo em vermelho
indica a discretizagdo e o tracejado indica as interfaces e o contorno externo da placa, onde
se calculam as integrais.

Sao feitas analises adotando-se um e dois elementos nas laterais das vigas, a fim de
verificar se a consideragdo de dois elementos nesses trechos diminuiria o erro introduzido na
formula¢ao pelas aproximagdes dos deslocamentos nas vigas. Para melhor avaliar a
diferenca entre os resultados obtidos com os diferentes modelos, ou entre aqueles obtidos
com o modelo mod2 considerando-se varias discretizagdes, calculam-se as diferengas

relativas ente os valores sempre em relagao a malha mais refinada adotada para o mod2.

5.7.1 Placa Quadrada Enrijecida com Duas Vigas

A placa a ser analisada estd representada na figura (4.8). Quando se emprega o
modelo que se baseia apenas na discretizagdo da linha média das vigas utilizam-se 32

elementos e 68 nods, como esta mostrado na figura (5.7).

51 33

_ » |

68+ - 4138
1 17

FIGURA 5.7: Discretizagdo para o Modelo mod?2

Os deslocamentos ao longo da linha média da placa (eixo x da figura 4.8) estdo
apresentados na figura (5.8). Os resultados obtidos com o modelo mod2 sao menores que
aqueles referentes ao modelo modl, quando se consideram 4 apoios e t,=t;=6cm ou 2 apoios
e t,=10cm. Isso ja era esperado devido a diferencga na aplicagdo das condi¢des de contorno e
do enrijecimento do modelo mod2 por causa das aproximacdes dos deslocamentos feitas nas

vigas. Porém, no caso em que se t€m 2 apoios ¢ t,=23,5cm se observa o contrario.



Capitulo 5 - Andlise Linear do Pavimento Enrijecido: Modelo Alternativo 107

45
40 S i £ i
35 T —a&— 2 apoios,tv=tL=6cm (mod1)
) . . —¥— 2 apoios - tv=23,49cm -mod1
30 B S 2 apoios - tv=10cm - mod1
g 25 R N S S S — —— 4 apoios - tv=tL=6cm - mod1
‘é’ 20 e Focoo= —>— 2 apoios - tv=23,49 -mod2
T3 m——E——— 2 apoios - tv=tL=6cm - mod2
ol e e < 4 apoios - tv=tL=6¢cm - mod2
: K | —o—2 apoios - tv=10cm - mod2
0 T T T T T
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x(m)
FIGURA 5.8 Deslocamentos na Linha Média da Placa
5
— 4 -
a
vm 3 | —&— mod1
nC'
o 7. —+—PAIVA
= (1987)
E 1 1 —¥— mod2
4
O T 1 1 1
0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
x(m)

FIGURA 5.9 — Deslocamentos na Linha Média da Placa

Nas figuras (5.9) (5.10) e (5.11), comparam-se os resultados obtidos para #,=23,5cm
com aqueles apresentados por PAIVA (1987). Na figura (5.9) pode-se notar que os
deslocamentos obtidos com o modelo mod2 foram muito proximos daqueles apresentados
por Paiva com uma diferenca relativa de 5,27% no valor do deslocamento maximo.Essa
diferenca foi de 30% para o modelo modl. Com relagdo aos momentos apresentados por
paiva, com o mod2 obteve-se uma diferenca relativa no centro da placa de 8,3% para mx e
de 5,8% para my. Essas diferengas foram de 27% e 30,2% considerando-se o modelo mod].
Os resultados obtidos com mod2 se aproximam mais daqueles apresentados por Paiva devido
ao fato de que naquele modelo as condigdes de contorno sdo impostas no eixo da viga e ndo
na sua face externa como ¢ o caso de modl. Esperavam-se diferengas entre os resultados

obtidos com mod2 ¢ o modelo do Paiva, pois além das diferentes consideracdes das
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condi¢des de contorno, nesse Ultimo as dimensdes da viga ndo t€ém nenhuma influéncia na

analise.

6
4
—&— mx - mod1
—
o —¥— mx - PAIVA
“-‘Q 0 (1987)
§ mx - mod2 -
= -2 32elem

—&— mx - mod2 -
64 elem

Figura 5.10 — Momentos na Dire¢@o x na Linha Média da Placa

Nas figuras (5.10) e (5.11) t€ém-se ainda os valores obtidos considerando-se uma
discretizagdo de 64 elementos, onde se observam diferengas apenas nos momentos dos
pontos préximos a viga. Nao houve diferenca entre os valores dos deslocamentos das malhas
de 32 e 64 elementos. Fez-se ainda mais um calculo acrescentando-se & malha de 64
elementos mais um elemento em cada lateral de viga, mas ndo houve diferenga nos
resultados, comprovando-se que a discretizagdo considerada ja ¢ suficientemente refinada

uma vez que as diferencas nos valores obtidos foram minimas.

—A—my - mod1

—+—my - PAIVA
(1987)

—=—my - mod2 -
32 elem

' ' ' I —&—my - mod2 -
y 64 elem

x(m)

Figura 5.11 — Momentos na Dire¢do y na Linha Média da Placa

Esse exemplo também foi analisado considerando-se dois lados engastados e os
outros dois livres. Os deslocamentos ao longo da linha média da placa estdo na figura (5.12),

onde se pode observar que nesse caso também os resultados obtidos com o modelo mod2 sdo
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menores que aqueles relativos a modl em dois casos: quando se consideram 4 engastes e
t,=t;=6cm ou 2 engastes e t,=10cm, mas sdo maiores quando se adota #,=23,5cm.

Para esse segundo caso, fez-se ainda um estudo da convergéncia dos resultados com
o refinamento da malha. Foram consideradas mais trés discretizagdes, obtidas a partir
daquela apresentada na figura (5.7), aumentando-se 4 elementos em cada lado da placa a
cada refinamento. N&o houve diferenga nos valores dos deslocamentos na placa obtidos com
as malhas de 32 e 80 elementos. Os momentos na linha média da placa estdo nas figuras
(5.13) e (5.14), onde se observam diferencas nos valores obtidos com as diferentes
discretizagdes apenas nos pontos proximos a viga. Fez-se ainda mais uma analise com as
malhas de 32 e 80 elementos, mas considerando-se dois elementos nas laterais das vigas ao
invés de um, mas ndo houve diferengas significativas. A diferenga entre os momentos
obtidos com mod2 e mod]l foi bastante significativa, sendo maior para os pontos proximos a

viga. No ponto central a diferenca relativa foi de 3,4% para m, e de 11,4% para m,,

9 —%— 4engastes -tv=tL=6¢cm -

gL - L L L L mod1

: —+—2 engastes -tv=23,5cm -

7 - Tt Tttt T Tt Tttt s mod1

‘ : ‘ : 2 engastes -tv=10cm-

mod1
2 engastes; tv=tL=6cm;
mod1

—— 2 engastes -tv=23,5 -mod2

2 engastes -tv=10cm -
mod2
—— 4 engastes - tv=tL=6cm -
mod2
2 engastes; tv=tL=6cm;
mod2

FIGURA 5.12 — Deslocamentos na Linha Média da Placa

——32 elem -
mod2

—¥—48 elem-
mod2

64 elem -
mod2

mod1

mx(10kNcm/cm)

—a— 80 elem -
mod2

x(cm)

Figura 5.13 — Momentos na Dire¢@o x na Linha Média da Placa
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13
11
9
—_7 —a— 32 elem -
€ mod2
6 ° —>¢— 48 elem -
£ 3 mod2
S —+—64 clem -
g -1 mod2
= -3 —— mod1
> -5
€ .7 —a—80 elem -
-9 mod2
-11
-13
x(cm)

FIGURA 5.14 — Momentos na Dire¢do y na Linha Média da Placa

—o—32 elem
—¥— 64 elem

0 25 50 75 100 125 150 175 200
s(cm)

Figura 5.15 — Deslocamentos na Viga

£

o
E —o—32 elem
é" —a—48 elem
g —¥— 64 elem
ha —+—80 elem
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FIGURA 5.16 — Momentos na Viga na Direcao s
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Na figura (5.15) estdo os deslocamentos na viga, onde se pode observar que ndo
houve diferencas significativas entre os resultados obtidos com as malhas de 32 e 64
elementos. Os momentos, na dire¢cdo x, na viga estdo na figura (5.16), onde se nota

diferengas nos valores apenas no inicio ¢ fim da viga.

5.7.2 Placa Enrijecida com Quatro Vigas Externas e uma Viga Interna

Em uma das discretizagdes utilizadas para a analise da placa representada na figura
(4.15), foram considerados 44 n6s ao longo das vigas externas e 9 nos para representar a viga
interna, num total de 22 elementos como esta mostrado na figura (5.17). A partir dessa
discretizagdo se obtém mais uma, aumentando-se quatro elementos nos lados maiores e dois
nos lados menores.

Os deslocamentos no eixo da viga interna (eixo x da figura 4.15) estdo na figura
(5.18), onde se comparam os resultados obtidos com os modelos modl e mod?2 e o programa
em elementos finitos. Nao foram apresentados os deslocamentos obtidos com a discretizagao
mais refinada, pois ndo houve diferencas significativas entre os valores, sendo a diferenca
relativa que se obteve para os deslocamentos maximos de apenas 0,32%. O deslocamento
maximo calculado com o modelo modl teve uma diferenca relativa de 19,4% em relagao
aquele obtido com o modelo mod2. Os deslocamentos obtidos com o programa em
elementos finitos foram bem menores que aqueles relativos ao modelo mod2, ocorrendo o

inverso no caso dos momentos (ver figura 5.19).

N

FIGURA 5.17 — Discretizacao Através da Linha Média das Vigas (mod?2)

Na figura (5.19) pode-se observar que ha diferengas nos valores dos momentos, na
direcdo x, obtidos com as malhas de 22 e¢ 42 elementos, apenas no inicio ¢ fim da viga.
Analisou-se ainda a placa com essas duas discretizagdes, mas levando-se em conta dois
elementos nas laterais das vigas externas e internas, porém nao houve diferencga significativa

nos resultados.
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—>— 84 elem - mod1
—¥—22 elem - mod2
—+—MEF

w(cm)

FIGURA 5.18 - Deslocamentos na Linha Média da Placa

15

—¥— 84 elem -mod1
—>—42 elem -mod2
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mx (10° kNm/m)

x(m)

FIGURA 5.19 — Momentos, na Dire¢ao x, na Viga Interna

5.7.3 Placa Enrijecida com Trés Vigas

O exemplo a ser analisado nesse item ¢ aquele apresentado na figura (4.19). Uma das
discretizagdes a ser usada na analise com o modelo mod?2 resultou em 53 nds e 22 elementos,
como ¢ mostrado na figura (5.20). Sdo analisadas ainda mais duas discretizagdes, que sdo
obtidas a partir daquela da figura (5.20), aumentando-se a cada refinamento quatro
elementos nos lados maiores e dois nos lados menores.

Os deslocamentos estdo na figura (5.21) e os momentos, na dire¢do x, na figura
(5.22), onde se pode observar diferencas significativas nos valores dos deslocamentos e
momentos obtidos com as trés discretizagdes, principalmente nos valores obtidos com a
malha de 22 elementos. Os resultados obtidos com as malhas de 42 e 62 elementos foram

bem proximos e aqueles calculados com o modelo modl foram um pouco maiores que
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aqueles referentes ao modelo mod2. A diferenca relativa do deslocamento no ponto central
obtido com o modelo modl em relagdo aquele calculado considerando-se o modelo mod?2 ¢

62 elementos foi de 8,3%. Para o valor do momento m, essa diferenca foi de 5,63%.

L_}]- ---------------- e -
f T 122
36l 18
R G 53417
39 e 15
40 14

A
S — 9110
______________________ >

6

5, ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
A S [~ T0ckm- modd
£ 3 —ua— 22 elem - mod2
2 r —e—42 elem - mod2
ES : ‘ : :

2 IR —e— 62 elem - mod2

1 R e R

0 1 1 1 ;

0 04 08 12 1,6 2

x(m)

FIGURA 5.21 - Deslocamentos na Viga Interna
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—o— 42 elem -mod2
—a&— 62 elem -mod2

mx (kNm/m)

FIGURA 5.22 — Momentos , na Dire¢do x, na Viga Interna
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Fez-se ainda uma ultima analise, considerando-se as discretizagdes de 22 e 62
elementos, porém definindo-se dois elementos nas laterais das vigas externas e internas. Para
a malha de 62 elementos, a diferenga nos resultados ndo foi muito significativa, obteve-se
uma diferenca relativa de 1% no valor do deslocamento do ponto central e de 1,15% no valor

do m,. No entanto, para a malha de 22 elementos o resultado piorou ao invés de melhorar.

5.7.4 Placa Esconsa Enrijecida com Vigas no Contorno Externo e Vigas

Internas

Esse exemplo ¢ aquele representado na figura (4.23). Na figura (5.23) tem-se a
discretizagdo mais refinada utilizada na analise da placa, que resultou em uma malha de 387
noés e 185 elementos. Foram analisadas ainda mais duas discretizagdes, aumentando-se, a
cada refinamento, quatro elementos em cada lado da placa paralelo a dire¢do x e seis

naqueles paralelos a direcao y (ver figura 5.23).

7183

},8/7 ,
3376 2839 557

FIGURA 5.23 — Discretizacao da Placa Esconsa com o Modelo mod?2

Os deslocamentos ao longo da viga V, (ver figura 4.23) estdo na figura (5.24), onde
se pode notar que as trés discretizagdes resultaram em deslocamentos muito proximos e os
valores obtidos com o modelo mod2 foram bem menores que aqueles do modelo mod1, com
uma diferencga relativa de 15,7% para o ponto central. Entre as malhas de 65 e 185 elementos
essa diferencga foi igual a 1,4%.

Na figura (5.25), t€ém-se os momentos na dire¢ao x ao longo da viga V. Nesse caso
também, obteve-se resultados muito proximos com as trés discretizagdes. Houve diferengas

significativas entre os momentos relativos aos modelos mod2 e modl, com uma diferenca
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relativa de 10% no ponto central. A diferenca da malha de 65 elementos em relacdo aquela

de 185 elementos no ponto central foi de 1,8%.

—x— 65 elem - mod2

—=— 185 elem -mod2

w(cm)

—+— 125 elem - mod2
—a— 212 elem - mod1

FIGURA 5.24 — Deslocamentos na Viga V

70 -

§ 40 - 65 elem - mod2
§ —e— 125 elem - mod2
= 10 4 —=—185 elem - mod2
X ‘ —a—212 elem - mod1
(= !

_20 .

-50

x(m)

FIGURA 5.25 - Momentos, na dire¢do x, na viga V;
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6 EQUACOES INTEGRAIS DE PLACAS SUJEITAS A FLEXAO COMPOSTA
PARA DOMINIOS COMPOSTOS.
]

6.1 INTRODUCAO

Nesse capitulo sera apresentada a formulagdo linear do MEC para flexdo de placas
compostas de sub-regides de diferentes rigidez e definidas em diferentes planos. Pretende-se
com essa formulag@o representar o pavimento de um edificio sujeito a flexdo, considerando-
se a presenca de esforcos de membrana. A formulagdo € obtida através de um acoplamento
das teorias de chapa e placa delgada sujeita a flexdo simples apresentadas no capitulo 2. A
analise do pavimento sera feita representando-se cada laje ou viga por uma sub-regido, como
foi feito para desenvolver a formulagdo da placa em sub-regides mostrada no capitulo 3.

Inicialmente, serd desenvolvida a formulacdo definindo-se as varidaveis sobre o
contorno externo e interfaces da placa, como foi feita no capitulo 3 para flexdo simples.
Nesse modelo, ao longo do contorno externo do pavimento e das interfaces entre duas sub-
regides serdo considerados os seguintes graus de liberdade por noé: o deslocamento
transversal (w), a derivada do deslocamento transversal na dire¢do normal ao contorno,
rotagdo (w,,) e os deslocamentos u,, u, no plano da placa, sendo s a direcdo tangencial ao
contorno. Nas interfaces, ainda serdo definidas as forgas ps e p,,.

Em seguida, sera considerado o modelo alternativo apresentado no capitulo 5, onde
as variaveis sdo definidas nos eixos das vigas. Nesse modelo, serdo definidas nos eixos das
vigas as mesmas seis variaveis que existiam nas interfaces do modelo anterior e ainda as

I‘OtaQ(N)eS usyn e umn.
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Inicialmente sdo apresentados os deslocamentos, deformagdes, tensdes e esforcos
que atuam na placa sujeita a flexdo composta e em seguida sdo deduzidas as equacdes
integrais dos deslocamentos. As equagdes integrais sdo calculadas, de forma aproximada,
através do Método dos Elementos de Contorno, considerando-se as aproximagdes da
geometria dos elementos e das variaveis apresentadas no capitulo 4. Seguem também o
mesmo esquema detalhado no capitulo 4 para a obtengdo das equagdes algébricas a partir das

equagoes integrais, assim como as integragdes numérica ou analitica sobre os elementos.

6.2 RELACOES BASICAS

No caso do problema de flexdo, considerando-se o efeito de membrana, cada sub-
regido € representada pela superficie de referéncia e nao mais por sua superficie média como
era no caso da flexdo simples. A superficie de referéncia é aquela em relacdo a qual se
definem os valores das variaveis no contorno e interfaces. Considere-se a placa representada
na figura (3.2), onde se admite como superficie de referéncia, a superficie média do

subdominio £ (ver figura 6.1).

7 7
’ 4

4
4 . A~ S
»* Smperficie de referécia
/

v " =7

w2 L L]
C3 >

t/2 TXFY K H

! voou2 | ) vy? t2/2

FIGURA 6.1 - Placa Subdividida em Sub-regides

onde ¢, t; e t; sdo, respectivamente, as espessuras das sub-regides £ £ e X c; € ¢;

representam o deslocamento da superficie média em questdo em relagdo a superficie de
A s . 2 3 ~

referéncia, ou seja, nesse caso: ¢, =t,/2—t,/2 ec,; =t;/2—1t,/2; x5 e x3 sdo os
eixos na direcdo x; tendo como referéncia as superficies médias das sub-regioes £, ¢ £ e
d0 dad DX =X,—C,; X, =X,—C
sdo dados por: X3 =X, —C,; X3 =X; —Cj.

Para se obterem os tensores de deformacgdo e de tensdo na placa, sujeita a flexao
composta, somam-se os problemas de chapa e placa apresentados no capitulo 2. Com isso,
no campo de deslocamentos, além da componente transversal w na direcao x3, também ha as

componentes u; e u; nas direcdes x; e x, do plano da placa (ver figura 6.1). Note-se que os

deslocamentos u; e u, terdo uma parcela referente ao problema de placa, dada pela equagao
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(2.3), e outra relativa ao problema de chapa (equagdes 2.23 ¢ 2.24). Desse modo, o tensor de

deformagdes ¢ dado pela expressao:

g. =6 +¢. ij=1,2 (6.1

onde as parcelas do problema de chapa .s';D e aquela do problema de flexdo 8; estdo

definidas, respectivamente, em (2.25) e (2.6)
Lembrando-se que se trata de um estado plano de tensdo, com o tensor de tensdao

dado por:
2D F s
c,; =0, +0; 1,j=1,2 (6.2)

sendo O';D e 0'; dados, respectivamente, por (2.26) e (2.7).

Integrando-se as tensdes ao longo da espessura da sub-regido, obtém-se os esforgos
resultantes na superficie média da mesma. Assim, o esfor¢co normal /V; e os momentos m;;
em uma sub-regido s, definidos em sua superficie média, sdo dados respectivamente, pelas

equagoes (2.27) e (2.9).
6.3 EQUACOES INTEGRAIS DOS DESLOCAMENTOS NO DOMINIO

Para o caso de pontos de colocagdo definidos no interior da placa, as equagdes
integrais também podem ser obtidas a partir do primeiro teorema de BETTI (1872), dado
pela equagdo (3.1). Inicialmente, sera deduzida a equagdo para a placa da figura (6.1) e entdo
a equacdo sera generalizada para representar um caso qualquer. O teorema de Betti é valido

para cada subdominio da figura (6.1), ou seja:

IGij&‘;dV :.[stijdv ij=1,2,3 (6.3.a)
Y v,

v, A

I oe; dV =I oedV j=1,2,3 (6.3.c)
v, v,

ou ainda:
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J-GU 1JdVJrJ'cs1J i dV+j-c51J i dv = J.GU UdV+j-GU i

2 3 l 2 %

dv + jc e dV  (6.4)

%0

w*% Fkek

&g; € &; sdo escritas, respectivamente, em fungdo de E;, E; ¢ E;. A

sendo que 6‘,], i i

* .
expressdo de 0; ndo ¢ fungdo de E, portanto ela ndo muda para os subdominios.

Admitindo-se que o ponto de colocacdo esteja em £2;, desenvolver-se-4 o segundo
termo do primeiro membro da expressdo (6.4), referente ao subdominio (2, através da

integracao ao longo da espessura do mesmo, obtendo-se:

IGU i AV = I J. ku P x] w,1J )dx3 dQ =

Q, x3

= chuskuDdxde ch XaW

QZX3 QZX3

S dx1dQ k, 1i,j=1,2 (6.5)

’U

sendo k a direcdo da carga fundamental relativa ao problema de chapa.
Na expressdo (6.5) tem-se uma parcela referente ao problema de chapa e outra
relativa ao problema de flex@o, as quais podem ser tratadas separadamente. Substituindo-se

em (6.5) a equagdo (6.2) e desenvolvendo-se a parcela do problema de chapa, tem-se que:

ty /2
*#2D 2 ##) ) - 2D 2
I Isljgklj dX dQ _[ ku J. csij dX 3 Q+

Q,x? —ty/2

t,/2
—I ) Iy 8y + (- vhw | [xdaxd o= [eriNydo (6.6)

—ty/2 Q,

Desenvolvendo-se agora a parcela relativa a flexdo, chega-se a:

IJ.G x3w,; dx3dQ = J.J csm +GU)X w,; dx3dQ= fw,u tzjizxgcfj')dx; Q+

sz3 Q2x3 -ty /2

t,/2

~fw.r (—)[vw,kkS +-vwy| [ (2 dx? o = [w,; mda (67
Q,

—t,/2 Q,
Desenvolvendo-se, de maneira analoga, o segundo termo do segundo membro da

equacao (6.4), obtém-se, respectivamente, para os problemas de chapa e flexao:
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chiﬁDSijdxidQ = jsijN;de (6.8)
sz§ Q,

I J-G:;ngjdxﬁdﬂ - Jw’ij m}dQ 69)
QZ"% Q,

Combinando-se as expressoes (6.6) e (6.8), assim como (6.7) e (6.9), os problemas

de chapa e de flexdo resultam em:

[ei"NdQ = [€}° N} dQ (6.10)

Q, Q,

5 mydQ 6.11)

%
jw,ij mide = jw
QZ QZ

sendo a expressdo fundamental 8;:.;.20 fungdo de 1/ E; (o problema fundamental de chapa

Aok

~ * ¥
,; funcdo de 1/D;; os esforcos Nkij e m;

sera apresentado mais adiante no item 6.4) e w

nao sdo fungdo de E>e D,, portanto ndo mudam nos subdominios.

As expressoes (6.10) e (6.11) se referem aos problemas de chapa e de flexdo no caso
em que os deslocamentos e forgas de membrana sdo calculados na superficie média de €2,
Porém, como tais deslocamentos e for¢as devem ser relativos a superficie de referéncia, pois
¢ onde se faz a compatibilizacdo de deslocamentos e equilibrio de forgas, escrevem-se os
valores relativos ao subdominio £2,, em funcdo daqueles da superficie de referéncia. Assim,
da-se um acréscimo de deformacgdes ao problema bidimensional € um acréscimo de
momentos ao problema de flexdo, resultante da transferéncia de ponto de aplicagdo da carga
Nj. Ao longo da espessura, o esfor¢o normal, assim como a curvatura, ndo muda de valor.

Desse modo, as deformagdes e momentos relativos a superficie média de €2, sdo dados por:

€iln,) = Eifn) ~C2Wa 6.12)

2ij

Myiq,) = Mg ) — ¢, Nj;

(6.13)

Substituindo-se (6.12) em (6.10) e (6.13) em (6.11) e designando-se m; =m ) ¢

y

2D 2D ~ ~
€i(a,) = €j »as equagdes de chapa e flexdo resultam em:
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J.szijDNide = JsijN;ide— fczw

Q, Q,

N;dQ (6.14)

°§j

Y

i m;dg (6.15)

jw - m,dQ - J-czw,;* N,dQ = Iw
Q,

Q,

De forma analoga, pode-se obter as expressdes de chapa e flexdo para os

subdominios £2; e £, as quais sdo dadas por:

j £ PN, dQ = j e2’N;,dQ (6.16)
Q Q,
[w.ymydQ = [w

Q o

m;dQ (6.17)

2§j

IS;T;ZDNUdQ = fsijN;de— _[c3w

Q; Qs Q3

N}, dQ (6.18)

2ij

IW’;’** m;dQ - Ic3w,;** N;dQ = JW

Q Q; Q3

m;dQ (6.19)

2ij

No entanto, para que se possa fazer o equilibrio dos esforcos e deslocamentos nas

interfaces, apos a integragdo por partes, ¢ conveniente escrever as equacdes (6.14), (6.15),
(6.18) e (6.19) em fungdo das curvaturas (w,:;-) ¢ deformacdes (8;2]-0) fundamentais do

sub-dominio £2;, onde esta o ponto de colocagdo. Assim, considerando-se as equagdes (3.8) e

(3.8.b), e ainda, as seguintes relacdes:

e = Bt g (6.20.a)
E»
stk E *
e = =g, (6.20.b)
E;

as equacoes (6.14), (6.15), (6.18) e (6.19) resultam em:

*)D _ EZ
[eatNydQ = =

= IN;jSiszdQ_ j.czN;jw dO 6.21)
QZ

h
QZ QZ

*

- Iczw,; Nide+ Jwaij mide - % J.W

Q, Q, 1 Q,

m;dQ (6.22)

ij



Capitulo 6 - Equacdées Integrais de Placas Sujeitas a flexdo Composta 122
para Dominios Compostos

j g’;ijNide__— j Np€2°dQ — j ¢, Ny, w,,dQ (6.23)

Q3 Q;

- jc w,; N,dQ + jw,um dO = —jw,u L0 (6.24)
D, Q,

Observe que nas expressoes anteriores, as relagdes de rigidez e de E multiplicam as
integrais que envolvem os deslocamentos reais, pois ao fazer-se a integragdo por partes,
pretende-se eliminar as forgas de superficie nas interfaces, tendo-se apenas deslocamentos ao
longo das mesmas.

Agora se deve somar as expressoes (6.21), (6.16) e (6.23) para se obter a expressao
do problema de chapa relativo a placa inteira, assim como as equagdes (6.22), (6.17) e (6.24)
para se obter a expressao do problema de flexdo. Desse modo, considerando-se um caso

genérico de uma placa composta de Vg sub-regides tais expressoes resultam em:

U‘J |

N,
[eiPNydQ = = ijU dQ - [, Njw,;d0 i,kj=1,2 (6.25.a)

51J
Q g Q

s s

3 . : D
_Zicsw,ij Nide+Jw,ij m,dQ = Z}“ =

j w,,; m;dQ (6.25.b)
QS

@

~ s x A s - * 2D \
sendo ¢ calculado em relagdo a sub-regido de referéncia e D, E, Wsis i referentes a

sub-regido onde esta o ponto de colocagdo.

Deve-se entdo fazer a integragdo por partes das equacdes (6.25), a fim de escrevé-las
em fun¢do de integrais ao longo do contorno externo da placa e das interfaces, para que,
desse modo, seja possivel a aplicagdo do método dos elementos de contorno. Considerando-
se inicialmente a equacdo (6.25.a) e aplicando-se a mesma a placa da figura (6.1), designa-se

por Uj o primeiro termo do seu segundo membro:

E E .
U, == [Ny dQ+ E2 [&iPNdQ + E3 [ePNydQ k=12 (6.26)

ij i
E Q Q, Q3

Integrando-se a equagdo (6.26) por partes em relagdo a x;, obtém-se:



Capitulo 6 - Equacdées Integrais de Placas Sujeitas a flexdo Composta 123
para Dominios Compostos

E3 *

E

* E *
U == [uNyndl+= [uNyndl+=[uNyndl+
I+1; I+, [3+15,+13,
E * E * E *
—= [N dQ—= [N d - = [uNy; dO (6.27)
Q Q, Q,

Considerando-se a defini¢do de forga de superficie p;, dada em (2.28), tem-se a

seguinte relagdo na interface entre as sub-regides £2; e £: p;(ru) = —p;(r3l), pois o valor do

co-seno diretor n; muda de sinal. Pode-se ainda dizer que I dl’; = J.dl"ﬂ e Ui,y = Wyr, )
L3 I3

*

Logo: .[ u;N;n,dl'=— .[ uiNLjn ;dl" (o mesmo se aplica a interface que separa £2; e ).

I3 I3

Assim, a equagao (6.27) pode ser escrita como:

U, == uipkidl“+72 juipkidl"—; Juipkidl“+
T+ E Ty+10s E —T5+T05+T1;
E . E . E .
—= [u,NjdQ - = [uN}; dQ—= [u;,N}; dOQ (6.28)
E o ’ Egq Eg

No problema de placas tratado nesse trabalho, as incognitas sdo calculadas segundo
as diregdes n e s que sdo, respectivamente, as dire¢des normal e tangencial ao contorno ou
interface. Com isso, a fim de se escrever a equagdo (6.28) em fun¢do das variaveis no
sistema (n,s), considere a seguinte transformacao de coordenadas:

u, =u,n; +ugs;, i=1,2 (6.29)

Por outro lado, a solu¢do fundamental do problema de chapa ¢ obtida a partir da

equacao de equilibrio (2.37), substituindo-se b; (p) pela fungao Delta de Dirac, ou seja:
Ny +8(a,p),; =0 i, k=1,2 (6.30)

Substituindo-se (6.30) e (6.29) em (6.28), esta resulta em:
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U, :E (unp;ni +usp;si)dr+& J-(u“p;ni +usp:isi)dr
[ +005 4T
—% J.(unp;ni +uspLSi)dF +% J-(una(qap)skini +u58(q9p)6kisi)dQ+

—T3+T}3+T; Q

E
+ ?2 j(uns(cbp)skini + uss(q’p)SkiSi )dQ +
Q,

+% j(unS(Q>p)8kini +u,8(q, p)Bys; O i, k=m, 1 (6.31)

Q

sendo m e [ os vetores que indicam as dire¢cdes das cargas fundamentais, que no caso desse
trabalho, sdo, respectivamente, as dire¢des n e s, referentes ao contorno ou interface do
ponto ¢, onde se aplica a solu¢do fundamental.

Considerando-se as equagdes das forcas p, € ps, dadas por (2.29) e (2.30), obtém-se:

Ul - % (unp;n +usp;s hr_*—% J‘(unp:n +u5p1ts }ﬂ—‘—l_
I +I05 I+,

E * * E
_73 .[(unpkn +uspks }ir +Tl J.(uHS(q’p)Skn +u38(q>p)6ks )dQ+
E =I5+ 34003 E Q,

E E
= [ (0,8(q,p)By, +u,3(q,p)8,, AR+ — [(,3(@.ppy, +udapp. R (632

Q, Q3

Entretanto, a funcdo delta de Dirac tem a seguinte propriedade:

I ¢(p)i S(qap)skiono =

Q

(6.33)

{ 0 se p#q
olg), se p=q’

0

Portanto, a equagdo (6.32) pode ser escrita como:

sl

U, = uk(q)+

3
=1

et |

1

[ (u,pr, +u,pi, )dFJEZ%—ES) [P, +u,py, r+
r

FZ 3

+ @E_ES) ,f(unpin +upl. )dr k=m,1 (6.34)

FIS
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De uma forma geral, considerando-se /V; sub-regides ¢ N, interfaces, tem-se que:

U = uk(q)+

AMZ
ml|!ﬂ'

I( u,py, +u,py I +i£Ej_Ei)J‘(unp;n +u,pp AT (635)
T rj

1

onde: E; serefere ao E da sub-regido £J que contém a interface /; no sentido da qual se

faz a integracao (ver figura 3.3); E pa corresponde ao E da sub-regido adjacente a £2; [ ¢
o contorno externo da placa.

Seja agora o primeiro membro da equagdo (6.25.a). Integrando-o por partes e

considerando-se a definicao de forca de superficie, dada em (2.28), obtém-se:

[e1NydQ = [Ny dQ+ [N dQ+ &N dQ =

Q Q Q, Q,

Iu:ipidf+ J- u,.p,dl+ I u,.p,dl"— .[uklN dQ+

I +I05 [ +05,+13, I+,

— JuiNy dQ - [upN; do i,jk=m,1  (6.36)

Q, Q3

Considerando-se que J-u;dF: Iu;dF, J-uLdF: J-uLdF, Pir,) = Piny,) ©

rl} r}l r23 r32
Pi(r,,) = ~Pi(r,,)» as integrais sobre as interfaces se anulam, ao se fazer o equilibrio das forgas

de superficie. Com isso, considerando-se as equagdes (2.37) e (6.29), a equagdo (6.36)

resulta em:

JeirN,da= I uyp,dQ - IuklN 40 =

Q

= I U pin; + u;spisi)dr + J.(ultnni + UL )bide (6.37)
r

Q,

Substituindo-se (2.29) e (2.30) em (6.37), tem-se que:

J.skUDN dQ = I U, p, +U.p, )dF+ J.(uk b, +uksbs)dQ (6.38)

Q Q,
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Seja agora o segundo termo do segundo membro da equagdo (6.25.a). A fim de
facilitar a deducdo, considerar-se-4 um caso particular de uma placa composta apenas de
duas sub-regides. Assim, integrando-se por partes em relagdo a x;, designando-se tal termo

por U; e considerando-se a equagao (2.28), chega-se a:

w,,dQ, |+

kij, j

~ Lee, [ NG w.dQ = E]‘ECI jpklw,ldr + [ prw,dr, - jN
Q

s 1—‘12 ]

E202

[Prwadl, + [prw,dly, = [Ny w,dQ, | i k=m, 1 (6.39)

rZ FZ 1 Q 2

Levando-se em conta a equagdo de equilibrio (6.30) e a propriedade da fungdo delta

de Dirac, dada em (6.33), pode-se dizer que:

0 #*
~Je.(p)wn (NG (ap )2 = { s %P (6.40)
o, c(@w, . (qQ) se q=q

Na interface, tém-se as seguintes relagdes entre os esforcos fundamentais e

. * * , . ~
deslocamentos reais: W, )= Wyt )5 Piir,) = ~Pui(r,) - Além disso, tem-se que a rotagéo
w,; pode ser escrita em fungdo das rotagdes em relacdo aos eixos n € s, como esta definido

em (3.20). Desse modo, considerando-se as equacgdes (2.29), (2.30), (3.20) e (6.40) a

equacdo (6.39) pode ser escrita da seguinte maneira:

2 Ei
U2 = C(q)w’k (q)+ Z%J pknw’n—‘rpksw’s }lr +
i=1 L

= FI (D Wy +Dp W, T (6.41)

De forma genérica, pode-se escrever que:

S Ei
U2 = C(q)w’k (q)+ Z?C pknw7n+pksw’s}lr +
i=l1 r
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R ( Epac ) j(plnwyﬁpiswss)drj k=m, | (6.42)

T

‘M

Logo, substituindo-se (6.42), (6.38) e (6.35) em (6.25.a), chega-se a expressdo para o

problema bidimensional de uma placa sujeita a flexdo composta:

elabve o) oy @32 (o, (P, 0P 0, (PR
—EEE%J)I(UH(P)PL(%PFus(P)pIis(q,P))dFj+§%f i (@.P)w., (P)+

Epac

+py,(a.P)w,, (P)lr +Z( )I(pkn(q,P) w., (P)+ py, (a.P)w., (P)MI, +
+[ (0}, (@.P)p, (P)+uy, (a. P)p. ( )dﬁj( ul, (@,p)b, (p)+ul (4, p)b, (P)HQ  (6.43)

r

Seja agora a equagdo (6.25.b) relativa ao problema de flexdo. As parcelas que
envolvem os momentos real e fundamental ja foram desenvolvidas para o caso de flexdo
simples e apresentadas no capitulo 3 (equagdes 3.24 e 2.26). Assim, integrando-se tais

parcelas por partes duas vezes, obtém-se:

[m;@w.; (@.p)d@ =~ [(V, ()W (a.0)-M, (p)w., (a.p)dr(p) +

r

—i: (w5 (a.p)- [(glo)w (a.p)le, (p) (6.44)

Q,

Ns N.s D
I m;(q. p)W.; (p)dQ = — w(q) ZSIR w,(p)+

(D _ }Nlmﬁq Cl+i%l(Mz(q,p)%(p)—V:(q,p)W(p)JdF(P)JF

Nl
)|
=l

onde os tipos de cantos estdo definidos na figura (3.3).

5 (M 0 Viarholre) o5
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Por fim, seja U o primeiro termo do primeiro membro da equagao (6.25.b) do problema
de flexdo, fun¢do do esfor¢o normal Nj;. Aplicando-se tal expressdo a uma placa composta de

duas sub-regides, para facilitar a dedugdo, e integrando-se por partes em relagdo a x;, tem-se:

U= l:fc NUI’IJW dI + .[c N;n,w,; .dr,, Ic N W, “dQ }

l—‘I l—‘12 Ql

[J’c Nynw, dl, + [ o, Nyn w, dTy, = [o, Ny w,; dg} Lj, =12 (6.46)

I Iy Q,

kS

. * .
Na interface, tem-se que Wair,) = Woi(ny,)» Pi(r,) = ~Pi(r,) - Assim, escrevendo-se

(6.46) em fungdo dos esforgos e deslocamentos no sistema # e s, considerando-se a equacao

de equilibrio (2.37) e generalizando para um caso de N, sub-regides, chega-se a:

Mz

Ning
U ClJ‘[an’n+ps ’s]jri +Z(Ci _Cpa)j[pnw’:+psw’:}iri +
i=l i=1 T,
—2 [e.lb,w..+b,w. Jio, (6.47)
i=l o,

Somando-se as equagoes (6.44), (6.45) e (6.47), a equagdo de flexdo ¢ dada por:

(@) = 3] (M 0 P P)- Vi e P () i)

D, ](M; (@P)2(F)- v, (@ Phv(P) o )+

+j(v (P)w*(q,P (P)éavlvl q.P jdr +iclﬂpn w,, (9.P)+

i=l1

. P + z( e )l (Phvi 0P+, (P (@ +
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NS

+ [eow (@.p)ke, (p) = Xc, [[b, ()., (a.p)+ b, (p)w.. (@), (6.48)

Q, =l 0

As equagdes (6.43) e (6.48) referentes, respectivamente, ao problema bidimensional
e de flexdo da placa sujeita a flexdo composta, podem também ser obtidas da seguinte
maneira: a partir do primeiro teorema de Betti deduz-se a equag@o integral do problema da
placa em sub-regides sujeita a flexdo simples e também a equagdo do problema
bidimensional, onde cada sub-regido ¢é representada por sua superficie média. Em seguida,
faz-se o equilibrio de forgas e deslocamentos na superficie de referéncia, a fim de obterem-se
as equagOes da placa sujeita a flexdo composta. A fim de simplificar a dedugao, as equagdes
integrais serdo deduzidas para uma placa com duas sub-regides e depois eclas serdo
generalizadas para um caso qualquer.

A equacdo do problema bidimensional pode ser obtida a partir da expressao (6.25.a),
fazendo-se ¢,=0. Admitindo-se que o ponto de colocagdo esteja em £ e¢ fazendo-se a
integragdo por partes, de forma semelhante ao que foi feito para obter-se a equagdo (6.43),

pode-se dizer que:

ju(p)is(q’p)ékidgl =- J‘(ulla(P)p;n(%P)"‘ul(P)p;s(%P))dr+

Q I+,
B [ o)+ (P (o PR+ [, (0PI (P) Pl (P
I +Ty, I

+ [ (5, (@.P)p; (P)+ vy, (o, P)p? (P)HT + I (w1, @.p)b, (p)+ up, (@ p)b, (P (649)

onde u, p, sdo, respectivamente, o deslocamento e for¢a de superficie, na diregdo k, da

superficie média da sub-regido s.
Adota-se como superficie de referéncia uma superficie qualquer, ndo coincidente

com as superficies médias de £2; e £2, Para que se possa fazer o equilibrio na superficie de
referéncia, deve-se escrever os deslocamentos reais da superficie média u; de uma sub-
regido s em fungdo daqueles da superficie de referéncia u; . Como foi visto no capitulo 2,
quando se representa a placa pela sua superficie média, a parcela do deslocamento u;

devido a flexdo, dado pela equagdo (2.3) € nulo, pois nesse caso x3=0. Na superficie de

A . ;. F . r
referéncia essa parcela ¢ igual a: Au; =c w,,, pois X;=—cs e portanto, o deslocamento ¢
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dado por u; =u} +c w,,. Com isso, o deslocamento da superficie média ¢ escrito em

func¢do daquele da superficie de referéncia do seguinte modo:

u; =u; —c W, (6.50)

Substituindo-se a equagdo (6.50) em (6.49) e designando-se u; = u, , chega-se a:

J[u A .+ ()B(@.ppa0, = - [, (P)-c,w., (p))pr, (a.P)+

I+,

+(uS(P)_CIW’s (p) ;(%P)]dr - “ )pkn(q,P)Jr

I+,
+(u,(P)-c,w,, (p) L(q,P)]dHI(uZn(q,P)pL( +uy,(q.P)p! (P +
G
+ [ (0, (@ P)p2(P)+ vy (a. P)p( ﬁF+I up, (@.p)b, (p)+up, (@ p)b,(p)HQ  (6:51)

Considere a propriedade da funcdo delta de Dirac, dada em (6.33) e que o esforco p;

ndo muda ao longo da espessura, ou seja, p; =p; . Considere, ainda, que Idl" = jdl" e as
l—‘12 er

seguintes relagdes entre as forgas fundamentais e os deslocamentos reais na interface:
* _ * * _ * _ _
Pra(r,) = Pia(rs))» Pi(r) = Pis(ry) > Un(r,) = "Ua(ny) Ysr,) = THs(r)>

Won(r,) = ~Won(r,) © Wog(r,) = ~Wag(r,)- Desse modo, a equagdo (6.51) resulta em:

ml|!”'

Felawa, @)+, @)]= -3 2 [0, (@i (. P)+ . (P)pi. (o, P +

i=1

BB o 02+ G P, z% fe e P, (0)-
+ Py (q’P)W’s (P)]dr +(EI%E202) I(p;n (an) o (P)+p(a,P )drlz +

(6.52)

+[(ul, (@ P, (P)+ ui. (0. P)p, (P + [(ul, (a.p)o, (p) + uy, (a. p)o, (P2

Q|
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Generalizando-se a equagdo (6.52) para um caso em que se tenham /V; sub-regides,
obtém-se a equacgao (6.43).

Seja agora a equagdo da placa sujeita a flexdo simples, que pode ser obtida fazendo-
se ¢,=0 na equacdo (6.25.b). Integrando-se por partes, como foi feito para obter-se a equagdo

(3.27), a mesma pode ser escrita da seguinte forma:

i@ = 32 (M 0PV () M 0.2 0)- Qo) ()

S

I a2 )M 0PI ) P for

*

QW @M )M () ar(e)s

*

+ | [QH(P)W*(q,P)-Mﬁ(p)agv—r:(q,p)_Mﬁs(p)%(q,p)]dr(p)+

[0 @R M2 P )2 ) i) [0, ()

l—12

M ()2 (g P)- M ()2 <q,P)}dr<P>+ [eov (@ph, @5

onde os esforgos sdo referentes a superficie média de cada sub-regido.

Note-se que os deslocamentos w, w,; ¢ w,, ¢ o esforco @, ndo mudam ao longo da
espessura, porém os momentos em relagdo a superficie de referéncia, devem ser acrescidos
de um AM,, resultante da transferéncia de ponto de aplicagdo da carga p;. Com isso, na

superficie de referéncia, os momentos sao dados por:

M! =M +p,c. (6.54.2)

M;, =M, +p.c (6.54.b)

onde M éo momento na superficie de referéncia e M, aquele na superficie média da sub-
regiao i
Logo, os momentos na superficie média sdo escritos em fung¢do daqueles na

superficie de referéncia, do seguinte modo:
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M. =M’ —-p.c. (6.55.a)

Mi]s = M;s _psci (655b)

Substituindo-se as equagdes (6.55) em (6.53) e denominando-se M =M,k e

M, =M, chega-se a:

ns >

(PR M) 2 @) ML) 2 ()= i) s

+| Q, (P (.P)~ (M, (P)=e,p, (P) 2 (q.P)~ (M, (P)~c,p, (P) 2 (a.P) ar(p)+

on 0s

+
2

- as* (q.P) lar(p)+

j(on@)w*( )= (M, (P)- p, (P20, )— (M, (P) -y, (P) 22

[ QuPN ) 0, (), (D (0.2)- 00, 7). () (0 r(e)s

+ [elp)w (a,p)d, (p) (6.56)

Q,

Na interface, tém-se as seguintes relacdes para as forcas reais e deslocamentos

* *

fundamentais: W(FIZ) = Wzrzl)’ W’n(l"lz) - W’;(rn) ’ W’:(rlz) - W’S(r21)’ Qn(rlz) = _Qn(rzl)’

Misry) = M) Ma,) =Ma,)s Par,) =Pa,) € Pyr,) =Py(r,)- Com isso, ao se
fazer o equilibrio das for¢as na interface, os termos que envolvem os esforcos Q,, M, e M,

se cancelam, restando apenas os termos de p, € p;, ou seja:

e R R G R



Capitulo 6 - Equacdées Integrais de Placas Sujeitas a flexdo Composta 133
para Dominios Compostos

[P P -0 )=, (D aP)- 00, ()=, () (0 orte)

L on

=) [ 02 ) (A2 @ ar(e)e flo, (P @r)- v, 0):

&, on

s *

—op, (P) 2 (q,P)— (M, (P) - c,p, (P) 2

on g(q,l’)}df + Qfg(p)w*(q,p)dﬁg(p) 6.57)

g

Introduzindo-se, entdo, as variaveis forga cortante equivalente e reacdo de canto,

como foi feito para obter-se a equagdo (3.27), se chega a equagdo (6.48).
6.4 SOLUCAO FUNDAMENTAL DO PROBLEMA DE CHAPA

Para ter-se a solucdo das equacdes integrais, deve-se conhecer as expressoes
fundamentais do problema de chapa, pois aquelas referentes ao problema de placa ja foram
apresentadas no item (3.3), onde foi visto que serd usado o sistema de coordenadas
cilindricas (ver figura 3.5). A solucdo fundamental adotada nesse trabalho foi desenvolvida
por Lord Kelvin (ver LOVE (1944)) e representa o efeito de uma carga concentrada unitria

aplicada na direcdo k¥ em um ponto ¢ de um dominio infinito. Para o problema
tridimensional, a solug¢do fundamental u;( , p) ¢ obtida de tal forma que satisfaga a

equacao diferencial de equilibrio, dada em (2.36), onde substitui-se a forga f; pela funcao

delta de Dirac, ou seja:

£

u.

3 b S(qap)ski —0 (6.58)
=2y G

Através da solugdo da equacdo (6.58), obtém-se a seguinte expressdo do

deslocamento fundamental para o caso tridimensional:

uy,(q,p) [(B-4v)s,, +1,. 1, ] ki=1,2,3 (6.59)

T 167G (11— v)r

A solugdo fundamental para o caso bidimensional pode ser obtida integrando-se a
expressdo (6.59) ao longo de x;, no intervalo de - o a +o0. Desse modo, desprezando-se um

movimento de corpo rigido igual a infinito, obtém-se:



Capitulo 6 - Equacdées Integrais de Placas Sujeitas a flexdo Composta 134
para Dominios Compostos

. 1 )
u, (q,p) =m[— (3—4v)lnr8ki +1,, r,k] k,i=1,2 (6.60)

Para estado plano de tensdo, que € o caso tratado aqui, deve-se substituir em (6.60),
assim como em todas as expressdes apresentadas a seguir nesse item, vpor v’=v/(1+v).
No entanto, no caso tratado nesse trabalho a solu¢do fundamental deve ser tal que

satisfaca a equacdo de equilibrio (2.39), ou seja:

. u:,ij 5(q,p)3,, 0 (6.61)

u. .+ + — =

=2y G
Nesse caso, a solugdo fundamental resulta em:

1

m[ (3 —4V)lnr8ki +1,; r,k] (662)

uy(g,p) =

A forga de superficie fundamental, ¢ obtida a partir de p;; = Nkun i» sendo que NLJ.

pode ser escrito em fung@o das derivadas dos deslocamentos, como esta definido na equagdo

(2.38). Com isso, derivando-se a expressao (6.62), chega-se a P;;'( , p):

1

. or .
Py = 4n(l It {[(1 2\/)8lk +2r,, r,k]g—(l—2v)[nir,k—nkr,i]} k,i=1,2 (6.63)

Considerando-se as expressoes (2.29) a (2.32), obtém-se:

: 1 Or | or
=——1|2(1-2 2r,, — |—-{1-2 6.64
Pin 4n(l—v)r {[ (1=2v)n, +2r,, 8n:|8n ( V)rak} (6.64)
Py :—;{[(1—2\/)5 +2r,, 8,1, ]8r (1-2v)n,r,; s } (6.65)
ks 4TC(1—V)I' k i an k™01 Pi
. 1 0
up, = 1 [-(3-4v)inrs, +1,.5.1,, ] (6.67)

8nG(1-v)
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sendo que no caso desse trabalho, k=/,m.

A deformagao fundamental € obtida a partir da expressao (2.25) e ¢ dada por:

s;sz = —;[(l - 2\/)(r,j Oy +1,; Skj)— 1, 0, +21, 1, r,j] kij=1,2 (6.68)

Sn(l — v)ar
6.5 CALCULO DA ROTACAO w,

A equagdo (6.43) do problema bidimensional estd escrita em func¢dao dos
deslocamentos u,, us, w,, € w,,, sendo u,, u,relativos ao problema de membrana e w,, € w,
relativos ao problema de flex3o. Porém, a equagdo (6.48) de flexdo exibe somente os
deslocamentos w e w,,, assim ¢é conveniente eliminar a variavel w,; escrevendo-a em funcao
dos deslocamentos w dos nds do elemento ao qual o ponto ¢ pertence. Apos a discretizagdo
do contorno e das interfaces em elementos, o deslocamento w ¢ aproximado através das
funcdes quadraticas dadas nas equagdes (4.11). Derivando-se essas fun¢des em relagdo a
direcdo s e considerando-se a equacgdo (4.1), obtém-se o deslocamento w,; em fungdo dos

123
deslocamentos w” w”e w’:

1

A\%%
a_W(Q)ZE{adN(Q) 8(I)z(Q) ad’s(Q)} w2 (6.69)
0s L| & ok, o€ 3
W
0y 1o 0y 00, . 04 1
onde % 2(1 28); % 28 ; % 2(1+2§).

Portanto, para obter-se a solu¢do do problema de placas em sub-regides e sujeita a
flexdo composta, nos pontos sobre o contorno externo, deve-se escrever uma equagao (6.43)
de u;, (k=I,m) e¢ duas equacdes (6.48) do deslocamento w. Nos pontos sobre as interfaces,
devem ser escritas: uma equacao de w, uma de w,,,, uma de u; (k=I,m) e outra de p,, E, ainda,

nos cantos, deve-se escrever uma equa(;éo de w.

6.6 EQUACOES INTEGRAIS DOS DESLOCAMENTOS (u, u,) PARA
PONTOS DO CONTORNO OU INTERFACE

Para obterem-se as incognitas do problema da placa com sub-regides, deve-se

escrever a equagdo de u; (k=I,m), relativa ao problema bidimensional, para cada ponto do
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contorno e das interfaces. Contudo, na equagdo (6.43), t€ém-se singularidades do tipo (1/r),
nas integragdes dos ntuicleos p;s e p;n ao longo do elemento ao qual o ponto Q pertence. A

fim de eliminarem-se tais singularidades, procede-se da mesma maneira descrita no item

(3.4) para as equagdes do problema de flexao simples. A equagdo, nesse caso, ¢ dada por:

ml|!ﬂ|

K, (Q)u,(Q)+K . (Qwa, (@ =-3"

i=l1

_[ P)pkn Q, P)+u (P)pks Q,P }lr“‘

- < i_T)J‘ P)pkn Q, P)+u (P)pks Q, P )dr +

P e b ()L P+

+[ (05 (@ P)p, (P)+ u, (. P)p. (P )dF+I(uanp) .(p)+u;,(Q.p)b, (PO +

+Nim(ch%EpacPa)J.(P;n(Q,P)w,n(P)+p;(Q,P)Was(P))drj k=m, I (6.70)
i r

i

A seguir serdo determinadas as constantes K;(Q) e K,.(Q) referentes a dois casos:
ponto singular @ no contorno externo ou ao longo de uma interface, porém ndo coincidente
com canto. Deve-se observar que as constantes K(Q), no caso de se escrever a equagdo
(6.48) de flexdo para um ponto sobre o contorno, interface ou coincidente com um canto, sdo
as mesmas deduzidas no item (3.4).

Considere inicialmente o caso em que Q esteja sobre uma interface (ver figura 3.7),

>

admitindo-se E1=E, m=n; e 1=5s;.

i

Sy

n;

FIGURA 6.2 — Sistema de Coordenadas no Contorno Circular Infinitesimal

No contorno circular do subdominio €2, da figura (3.7) tem-se: I‘:ﬁ, logo

or/on =1 e as dire¢des dos vetores n e s em relagdo ao sistema (n;,s;), sdo dadas por:
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- |cosd| - sen ¢ ,
s = en= (ver figura 6.2). No entanto, ao longo do contorno circular do
sen ¢ —cos¢

subdominio £2,, tem-se Or/on =—1, pois r=—n e as dire¢des de n e s em relagdo ao

. ~ =~ [-sen(¢)] - [-cos(9) .
sistema (ny,s;) sdo as seguintes: n = es= . No contorno circular do

cos(9) —sen(9)

subdominio £2; da figura (3.7) tem-se: r=n ,logo Or/on =1 e as dire¢des dos vetores n e s

, - [cosd| - sen ¢
em relagdo ao sistema (n;,s), sdo dadas por: s = en= (ver figura 6.2).
sen ¢ —cos

No entanto, ao longo do contorno circular do subdominio €2, tem-se Or/on =—1, pois

- - o i = [=sen(9)
r =—n e as dire¢des de n e s em relagdo ao sistema (ny,s;) sdo as seguintes: n =

cor()
i ¢

(d))} As expressoes (6.64) e (6.65), dos esforgos p,ts e p,tn , nos subdominios
—sen

£ e £, sdo, respectivamente, iguais a:

. (3-2v)n,
Pin(a) = 41t(1 __V)a (6.71)
. (1-2v)s
Piso,) = —m (6.72)
. (3-2v)n
Pin(o,) = m (6.73)
o (1=2vk, 6.74)

Prt) =401 v

Considere que a direcdo da carga fundamental k seja igual a m. Nesse caso, as

~ * * ~ . . y .
expressdes dos esforcos p,, e p,, sdo iguais para os subdominios £ e £2; e resultam em:

* 3—2
Pin = _451(1——::;325611(1) (6.75)
Pr = —mcosd) (6.76)
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Com isso, as integrais sobre os contornos circulares de £2; ¢ £2, sdo dadas por:

A=t [l (), (P (@ P)+ e, (7)o (P (@.PIb, =

(1-2v)

__E im || (c,w -u Msen +(c,w -u —
i ] (), () 2o e, () () 20

cos (1)}dl“é

B=—lim (c2w.,, (P)=u, (P)pi, (Q.P)+ (cows, (P)—u, (P))pr. (Q.P), =

&2

E . (3-2v)
St [ e (-, 0 G20 senb e ), P)

(1-2v)

. (l - V)& cos (1)}dl“é

&2

Substituindo-se nas expressdes anteriores w,, (P) por (w,, (P)*w,, (Q)—w,, (Q));
w)s(P) por (Wss (P)+W>s (Q)_Was (Q))a u, (P) por (un (P)+un (Q)_un (Q))a U (P) por (us (P)+us(Q)
—u, (Q)) e considerando-se valida a continuidade dos deslocamentos, as expressdes 4 ¢ B

podem ser escritas como:

= ——El im (' —u —(3_2V) sen ¢ +\Cc,w —u (1_2V) COoS

A= E lf;_)() él|:( 1Yon (Q) n (Q)) 47'5(1 _ V)E_, d) ( 1Yos (Q) s (Q)) 47'[(1 _ V)& ¢:|dré
__El im C.W —-u ﬂsen +1lc, W —-u (1_2V) COS

B= E }2%0 K |:( 2Wop (Q) n (Q)) 47'5(1 . V)é (I) ( 2 YVos (Q) s (Q)) 47_:(1 _ V)(: ¢:|ng

&2

Note-se que os deslocamentos u,, u, w,, ¢ w,; sdo variaveis ao longo do contorno

circular, portanto mantidos no integrando. A fim de se escrever a parcela B em fungdo de

uma integral sobre o contorno /', , considere as seguintes relagdes entre os deslocamentos

dos subdominios £2; ¢ £2,.

un(r‘il) = _un(l"éz) (6773)
Ug(r,) = ~Ug(r,) (6.77.b)
_ (6.78.2)

(6.78.b)
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Substituindo-se as relagdes (6.77) e (6.78) na integral B e somando-a a integral A4,

obtém-se:
__(Elcl _Ezcz) . (3—2\/) (1—2\/)
A+B= = il_r}(}r [ . (Q)—4n(l—v)§ send+w,, (Q)—4n(l—v)§ cos¢ (dl, +
M ) (1-2v)
1&1% r{{ 1 V)& sen¢+us(Q)mcos (I)}dl“la (6.79)

Escrevendo-se as variaveis u,, us, w,, ¢ w,, em fungdo de suas componentes no

sistema (m,l) e do angulo @ (ver figura 6.2) as seguintes relagdes sdo obtidas:

Wi, =5, W, +8,W,, = cos(0)w,, +sen()w,, (6.80)
w,, =n, w, +n,w,, =sen(¢)w, —cos(dp)w, (6.81)
u, =s,u, +s,u, =cos(d)u,, +sen(d)u, (6.82)
u, =n_u, +n,u, =sen(¢)u, —cos(d)u, (6.83)

Substituindo-se as relagdes (6.80) a (6.83) em (6.79) e considerando-se que d['=£d¢

no contorno circular, chega-se a:

A+B= (Elcl—EzCz)lim{@ —2v)w,,. (Q).Tfsenz 0dop—(3-2v)w,, (Q)JT£ sen ¢ cos hdo +

E4n(l—v) &0 0 0

( 2\/)w,m( )Icos ¢d¢+(l 2v) (Q)]T.sen¢cos¢d¢}+

0

+ M 11m{(3 2v)u ( )I sen” pdd —(3 - 2v)u[ (Q)]E sen ¢ cos od¢d +

E4n(l—v) &0 0

+(1-2v)u,, (Q)JT£ cos” ¢dd + (1-2v)u,(Q )'f sen ¢ cos (I)dq)} (6.84)

Fazendo-se a integragdo em ¢, obtém-se:

A+B=- QE“:I—EZC) ,m(Q)+@um(Q) (6.85)

w
2E 2E
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Considerando-se que E = El , as constantes K,,(Q) e K,,,(Q) sdo dadas por:

Km(Q)zl—%+%%=%(l+%J (6.86)
S o)

Admitindo-se a direcdo da carga fundamental k igual a /, as expressdes das forcas de
superficie p,ts e p;:n , dadas por (6.71) a (6.74), ficam iguais para os subdominios £2; ¢ £2, ¢

resultam em:

. (3-2v)
o = 2=V cos ¢ (6.88)
Py = 4nll—vE sen ¢ (6.89)

Levando-se em conta as expressoes (6.88) e (6.89), as integrais sobre os contornos

circulares dos subdominios £2; e £2, podem ser escritas como:

A=t [llew, (7)o, (P, (@.P)+ (e, (P)-u. ()i (@, =

St ] e (00, @) G 20 cosa= ey Q)00 2 send o

&0 4n(l-v)g An(l-v)
8=t [l ()-u, (P, (@.P)+ e, (), (. (0. =
_Ei,. ) (3-2v) (1-2v)
Lty ] eaw (@00, @) 520 cost- (e (0)- . @) 2 seno o,

Considerando-se as relagdes (6.77) e (6.78) e fazendo d['=ed¢, obtém-se:

A+B=

(E‘%Ezcz)lggiwm @ (-2Y) oco-w.. @) ﬁ(_l fvv))sen ¢}d¢+
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Ei—-E2 .. 3-2v 3-2v
+-— llmﬂ— u, (Q)ﬁ cos+u, (Q)ﬁ sen (I)}dq) (6.90)

Substituindo-se as relagoes (6.80) a (6.83) em (6.90), essa resulta em:

_ (EICI —Ezcz) . _ f (2 _ T 2
A+B _—E4n(l—v) 1@13)1{(3 2v)w,m (Q)!senq)cosd)dd) (3 ZV)W,, (Q)'([cos odo +

u

—(1-2v)w,, (Q)_[ cos psen dpdd + (1 - 2v)w,, (Q)jE sen’ d)dd)} +

0

g

B —Eo lim{— (3-2v)u,, (Q)I sen ¢ cos pdo +(3 - 2v)u, (Q)_T.E cos” ¢df +

0 0

+(1-2vu,, (Q)]E cos psen dpdd + (1 - 2v)u, (Q)]E sen’ ¢d¢} (6.91)

0 0

Integrando-se em ¢, chega-se a:

P 0 Y (Q)+£—)E] “E:)u @) (6.92)

pu— W’Z
2E 2E
obtendo-se:
1 1E, 1(, E»
@ 2 2 E 2( Ej (6.93)
1 Ezc
KWZ(Q)=—5[c(Q)+ E} (6.94)

Seja agora o caso do ponto singular @ no contorno externo. As constantes sio
obtidas da mesma forma mostrada para o ponto @ sobre a interface, considerando-se porém

que o subdominio £2; ndo existe. Logo, elas sdo obtidas a partir das equagdes (6.86) e (6.87),

para k=m, fazendo-se E.=0 , ou das equagoes (6.93) e (6.94), se k=l, obtendo-se:

1
- 6.9
2 (6:93)
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K. (Q) =K., ()= (0] 1-1 |- ()} (656

6.7 MOMENTOS EM PONTOS DO CONTORNO

Nos pontos internos, os momentos sao calculados a partir dos valores das curvaturas,
cujas equacdes sdo obtidas derivando-se duas vezes a equagdo (6.48), representagdo integral
dos deslocamentos transversais w. Nos pontos do contorno, as componentes dos momentos
M;;, Mz e M;, sio obtidas por diferencas finitas, ou seja, através dos valores de
deslocamentos e forcas de superficie do elemento ao qual o ponto pertence, como foi feito
para a flexdo simples no item (4.10). Como foi visto no item (6.3), o momento resultante na
superficie média de uma sub-regido £2 ¢ dado por:

FAGES

My ) =m; —Nye, (6.97)

onde: m;; ¢ dado pela equacgdo (2.9), N; pela equacdo (2.27) e o ¢, foi definido na figura (6.1).
Seja a figura (4.7). Inicialmente, serdo obtidos os momentos MU em relagdo ao
sistema local de coordenadas (;1 ,;2) do elemento, e entdo através da matriz de

transformacdo de coordenadas, obtém-se os momentos My no sistema global (X, X,). A

parcela obtida no item (4.10), que € funcdo da curvatura (equacao 2.9), ¢ dada por:

M, =M, (6.98)
— 2D(1-v)|( 1 ow' ow’ [1 jaw3
M, =———— || ——+4+E&|—=2 +| =+ 6.99
. L [( 2 gjan “an T2 (6:59)
2
M, =—D(1L2" )[—4w1 +8w? — 4w’ |+ M, (6.100)

A segunda parcela é devido as forcas de superficie de membrana. Os esforcos
Nu =p, e Nz = p, foram determinados com a resolugdo do sistema. O esforco M2,

sendo interno, ndo ¢ modificado pela parcela do esfor¢o normal. Logo, os momentos

resultantes sdo dados por:

M, =M, -p,c, (6.101)
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2
M, - D(IL_ZV)[_ 4w' + 8w — 4w’ ]+ VM, (6.102)
— 2D(1-v)[( 1 ow' ow’ (1 )8w3
M, =-"2 e |2 +| =+ - p.c, (6.103)
2 L H 2 é) on 5 on 2 . on PsCs

Finalmente, através da matriz de transformagdo do sistema local para o sistema

global de coordenadas, dada pela equagdo (4.89), obtém-se os momentos Mj;.

6.8 MODELO ALTERNATIVO PARA ANALISE LINEAR DO PAVIMENTO

6.8.1 Introducao

Nesse item sera desenvolvida a formulagdo da placa sujeita a flexdo composta, onde
as vigas sdo representadas por seus eixos médios. Esse modelo é obtido a partir daquele no
qual as variaveis sdo definidas ao longo do contorno externo e interfaces, apresentado no
item (6.3) e serd analogo aquele apresentado no capitulo 5, para a placa sujeita a flexdo
simples. A seguir serdo apresentadas as equagdes integrais, a obtengdo do sistema de
equacgdes algébricas que permitem a obtengdo das incognitas no contorno externo e eixos de

vigas, as propriedades da matriz H e exemplos numéricos.

6.8.2 Equacdes Integrais

A fim de se escreverem as variaveis das interfaces em funcao daquelas do eixo da
viga, deve-se fazer aproximagdes para os deslocamentos de membrana de maneira analoga
ao que foi feito para os deslocamentos de flexdo (equacdes 5.2 e 5.3). Com isso, considere a

figura (5.1), onde se adotam as seguintes aproximagdes para os deslocamentos de membrana:

Uir,) = Yiceino) T (ui o, )(em)ave i=n,s (6.104.a)
i) = Yiceivo) ~ (ui )(eixo)ave i=n,s (6.104.b)
Yirs) = _|.ui(eixo) + (ui n, )(eixo)aviJ i=n,s (6.104.c)
i) = Yiceixo) ~ (ui sny )(eixo)avi i=n,s (6.104.d)
(Wi )y =i )r;i = (ui»k)rv; Ltk=n,s (6.105.a)

(Uisk e :(uiak)re Z(Ui,k)r‘; Lk=n,s (6.105.b)
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Substituindo-se as equagdes (6.104), na equagdo (6.43) para a placa da figura (5.1)

obtém-se:

u, (a)-cla)w., (a)= —g%” \Pio + 0P} AT+

i&)r Kun(mo) +al;‘;1+°:°)avi ]p:n + (us(cixo) + &;Sr(::") a, Jp;:ldf +
ii) K Uy eixo) _%jmavi ]pzn +(us(cixo) —61;;;?0)21“ Jp'ks }dl“+
E%i)rj;{(un(mo) —%ﬁmavc Jpzn +(us(cixo) - aziicvl:o) a,, ]st }dl“%—
) (s a0 B e

e

+[(up, +uip, )dF+J up,b, +ujb, MO +Z B I (DrWa Dy W, M+

r i=1

[_+ — ) (— _ _
E C+ _Evic : ( * * }1 'E C_ _Evic : ’ (p* * }1
+ - = _p n "2 +p SW’ * r + p— - nW’n +p sW’ - F

l—\' 1

nVl

= [(praWon_ +PpWsy ML (6.106)

+
|
(@)
|
S
(@)

s
—
=

§‘*
=
)
+
o
z
=
=
!
+
|
s
(@]
<
alt—

onde E = E(.Q_) e E = E(_(T) sdo, respectivamente, o valor de E a esquerda e a
direita da viga (orientando-se no sentido de declaragdo dos elementos); ao longo de um
contorno ou interface genéricos 7;, a variavel w, € dada pela equagdo (6.69), o contorno 7I;
onde se definem os pontos de colocagdo, corresponde ao contorno externo sem vigas mais os
eixos de vigas externas.

Generalizado-se para o caso em que se tenham /,, vigas externas e NN, vigas

internas, obtém-se:

[-1-1||[T1|

Ku(@u,(Q)+K i (@ws, (@)= 2= [(u, (P)pi, QP+, (PIpi.(Q PIKT +

s/ vigas
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N aun(j) - 8uS(J) i
Z[ "@(p)* oo (P)aj]pkAQ,PH[us@(p)+ (p)a, ]pks(Q,P)]dn
E _E' auﬂj * ausj *
e I l(unmm)— anz)<p>ajjpkn(Q,P)+[usu>(p>— aﬂ?(p)aJkas(Q,P)}dr}
E -E ou,, . du, *
j:l [(ETE)FH U, (P) = 81:” (p)aijkn(Q,P){usm(p)— Gn(J)(p)a ]pks(Q,P)}dlw—

@_) Ou,) du;) .
+ n<J>(10)+ (10)a P (Q,P) + usm(P)Jr (P)a; p(Q,P) |dI" |+

+ (u;n( ,P)p. (P)+u}, (Q,P)p, (P))dF + J.(u:11 (Q,p)b. (p)+u’. (Q,p)b, (p))dQ
~ [(pr,(QPyw., (B) 4}, (Q.PYw,, (PN +

i=l E r

s/ vigas

{ ad I (1 (QP)W.yy (0) + P (Q. W) (PYMT +

+ (EC_T_EJCJ) I(pkn (Q.P)W., ;) (P) + Py (Q, PIW ) (P))dF -

%ﬂj)rj(pk“ (QP)Ws (P) P (Q, P)W, o) (P))dr "

_(ET‘EJCJ) I (p;n (Q.P)W,, i, () + DL (QPIW, (P))dr k=l,m (6.107)

onde Upg,nj; Usprnjs Ungpy Usg) € Wingy Sa0 deslocamentos referentes ao eixo da viga j; ao longo
de um contorno ou interface genéricos 7;, as constantes Ki(Q) K,.(Q) sdo dadas na tabela

(6.1) e o0 contorno I y,;gs Se refere ao contorno externo da placa sem vigas.

Tabela 6.1 Valores de K;(Q) para a equagdo de deslocamento da chapa

Ky(Q)=1, Ku(Q)=-c(q) Para ponto interno ou sobre um eixo de viga (k=m ou k=)

Ki(Q)=0.5, Kk(Q)=-0.5¢c(q) | Se Q pertence ao contorno externo da placa.

Nesse modelo, ndo serdo mais escritas equagdes sobre as interfaces, apenas sobre os
eixos das vigas e nesse caso, @ ¢ um ponto interno. Note-se que na equagao (6.107) surgiram

as Varidveis Uug,nj € Usgenj, Para o problema de membrana. Assim, para obterem-se as
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incognitas do problema de chapa, sem considerar flexdo, terd que se escrever uma equagao
(6.107) para cada ponto do contorno da placa sem vigas e quatro equagdes nos pontos
referentes aos eixos das vigas: duas de deslocamentos, que sdo referentes a equagdo (6.107),
e mais duas da derivada dos deslocamentos u,, € u;,

Derivando-se a equagdo (6.107) em relagdo a uma coordenada genérica m, obtém-se:

apks

( (P)apk“ @P+u,@ ] (q,P>Jdr+

Ni| (BT -E; ou, op,, du; K
—Z{— == Hunm(PHan)(P)]%(q,P)+(usm(P>+ aﬂ“(P)J%(q,P)}m

= E o j
E -E, Oy kn ou; Py
+ T JH“M;) (P)- o (J) (P)J . (q,P)+ [usm (P)- an(J) (P)J ;in (an)}dlﬂ} +
3| [E_-—E; My o 0P duyy o\
_ ;[ = ![(un(p (P)- T?(P)JE(Q, P)+ [us(j) (P)- K?(P)Ja(q, P)}dl‘ +

i i

Ej Gunj 1*<n ausj I;S
. j[ u,, (P)+ %(’<P)Ja§m (an)J{us(j)(P)Jf an“(P)Jaapm (q,P)]dr]+

+I[a;kn (@), (P)+ 22 (a, Py, (P) jd“f[au a,p)b, (p)+—ks(q,p)bs(p))d9+
AN om om om
+ i:l EIECl rJ' (aap]’;n (q’P)W,n (P)-I—%(q’]?)w’s (P)jdr+

s/ vigas

E §

+NZ{_TI(G§I:: (a,P)w,.,; (P)+ 6;;5 (an)Was(m(p)]err

p,. (a,P)
om

+(E‘c_ <) I(apkn(q, LI

Iy

W (P)jdl“ +

Nl (Ect —Eje
- e ) j(apk“ (q,P>w,nm<p)—aka (@P)Ws (P)]dm

e om

(@,P)w,,;, (p) +

E o —Egc )I[apkn

P Dy, ol CR AN (P)jdl“ k=m,] (6.108)

r;

sendo que, m (no esqueleto) ¢ igual a dire¢do da normal n; (no contorno) da viga j ao qual o

ponto pertence.
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As expressdes fundamentais da equagdo (6.108) sdo obtidas derivando-se as

expressoes (6.64) a (6.67) em relagdo a m e sdo dadas por:

ou 1

3;: ZSTEG(I—v)r [(3—4v)rajmjsk—r,k (m =2r,; 8,1, m) m,r1,, 1] (6.109)
ou, 1

3llkln ) 8nG(1-v)r [(3_4V)r’j MM ™ (mini — 2t mj)_mkr’i ni] (6.110)
P _

2
nl) [8r,k I, m; —2mk]—4r,k r,,nmm; +

1
om 47‘C(1 — v)r2 {(r’l

+2(1—2v)r,j mj[2r,i n;n, —r,k]+(l—2v)[— 2mn.n, +mk]} (6.111)

P =— ! =121, r,lsl{4r,jmjg—mini}+2(1—2v)r,jmj[,1 s;n, +@sk}+
om  A4n(l-v)r on on

21 Pi

_2%[&( m;s; —m,r,;s, ] (l—2v)[minisk +misink]} (6.112)

Observe que na equacdo (6.108), quando k=m, tem-se w,,.(q)=0, devido a
aproximacgao constante que foi feita para o deslocamento w,, na viga (ver equagdo 5.3).
Porém, para k=l a curvatura w,,,(q) = w,,u(q) ndo pode ser considerada nula, sendo a mesma
escrita em fungdo dos deslocamentos w,, do elemento ao qual o ponto ¢ pertence, através das
mesmas fungdes dadas na equagao (6.69). Escrevendo-se a equagdo (6.108) para um ponto Q
do eixo, ndo havera problemas de singularidades na integracdo dos esfor¢os fundamentais,
pois @ ¢ um ponto interno nesse caso. Porém, se fizer a integragdo dos deslocamentos
fundamentais sobre o eixo das vigas externas, ter-se-do singularidades do tipo I/ nas
integrais que envolvem as expressdes (6.109) e (6.110). A determinagdo do termo livre ¢é
feita usando-se 0 mesmo procedimento descrito no item (5.5) para o caso da equagdo das
curvaturas. Ao calcular tais termos para um ponto imediatamente antes do eixo e outro apos
0 eixo, constata-se que ha um salto no valor do deslocamento uy,,, (k=I,m), como ocorreu
para a equacdo das curvaturas. Porém, devido as aproximagdes feitas nas vigas considerou-se
tal deslocamento constante. Assim, para que essa aproximagdo constante fique compativel
com a aplicagdo da carga, em cada contorno da viga, definido no sentido longitudinal da

mesma, sera aplicada metade da carga, ou seja:

* s

N e T

2 om
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+ I(a;; (q,P)p“Z(P) " ?n]; (q,P)pS§P)jdr (6.113)

Elimina-se, portanto, a singularidade que aparecia quando se considerava a carga
aplicada sobre o eixo da viga externa. Essa modificagdo, admitindo-se uma aproximagao
para as cargas, foi feita também para a equacao (6.107) do deslocamento u;,

Deve-se agora obter as equacgdes dos deslocamentos w (equacdo 6.48) e sua derivada
W,m, relativas ao problema de flex@o, considerando-se o efeito de membrana. Para se reduzir
adequadamente o numero de graus de liberdade do problema, além das aproximagoes feitas
para os deslocamentos (equacgdes 5.2 e 5.3), as forcas de superficie p, ¢ ps, ao longo das
interfaces serdo escritas em fungfo das forgas no eixo da viga. Considerando-se inicialmente
que as forcas estejam no sistema global (x;,x,), como esta representado na figura (6.3), as

forcas p; e p, das interfaces e que atuam na viga, sdo decompostas em duas parcelas:

pi(Fe )=%pi —Ap; i=1,2 (6.114)
1
pi(rd )zzpi + Ap; (6.115)
Xi
r sz Ta
i—>
pi/2 i pi/2
—>
2 p2/2
p./ | AL 2
| P1
Ap Y | ‘LAPZ
s
n n

Figura 6.3 — Decomposi¢@o de Forcas nas Faces da Viga

Nas equagdes (6.114) e (6.115) a soma das parcelas p/2 gera a resultante p; no eixo,
que corresponde ao carregamento atuante na viga. Essa parcela produz tensoes negativas ao
longo do contorno I, e tensdes positivas ao longo de I;. A soma das parcelas Ap;, ndo da
resultante no centro e produz tensdo constante na viga.

Na equacdo do deslocamento transversal w tem-se, em uma interface qualquer da

placa, a seguinte integral envolvendo as forgas p;:
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( viga Cla_]e )r lpl(viga)wﬁr+p2(viga)w’; br (61 16)

Considerando-se as equagoes (6.114) e (6.115), as integrais ao longo dos contornos

I, e I'; de uma viga qualquer da placa sdo dadas por:

T,

<Cviga _Claje).[|:(p71+Apljw;lk ( +Ap2 :|dr (6118)
Ty

Entretanto, as equagdes integrais s@o escritas utilizando-se o sistema local (n,s) das

<v1ga Claje) |:( JW; [__Apz :|dr (6117)

interfaces. Deve-se portanto, obter as equagdes (6.117) e (6.118) para as vigas externas e
internas, ja que os sistemas locais adotados nos dois casos sdo diferentes (ver figura 5.1). Em
qualquer interface entre viga e laje, a integral é calculada segundo o sistema local da laje, ou
seja segundo as direcdes n', s*, n” e s~ indicadas na figura (5.1). No caso da viga externa, os
sistemas locais adotados no eixo e faces da viga sdo todos coincidentes. Portanto, nesse caso

faz-se as seguintes decomposic¢oes de forgas:

pill )=+ T (6.119)

)1
pi(Fve)=5pi — Ap; (6.120)

No entanto, as integrais ao longo do eixo da viga externa, envolvendo as forcas de
superficie ps € p,, que sdo valores de contorno, serdo calculadas ao longo dos contornos
longitudinais da viga, da mesma forma que foi feito para as equagdes de chapa (ver equacao

6.113), do seguinte modo:

( }1 f, * f
I1 = Cviga .[ Win Pn + Wﬁs Ps I “Cviga .[ ’n(laje) + Was(la]e) drlaje
T,

eixo ve

R
+Cviga.[( 2+W ;jdr (6.121)
I

e
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sendo fn e fs os valores de contorno.

Porém, considerando-se a equagdo (6.119) pode-se dizer que:

1 1
5 2131 Pi 1=Nye,Sve (6.122)

A fim de manter a mesma distribuicao de tensdes idealizada para a viga representada

na figura (6.3), deve-se subtrair, no contorno I',., a parcela do carregamento indicada na

ve o

equacao (6.122), que ja foi considerada na matriz G. Com isso, as forcas p; na interface I';, e

que atuam na viga, sdo dadas por:

p; (r;e ): ~2Ap; i=Nye,Se (6.123)

Considerando-se o caso particular em que ci,j=0, que corresponde ao caso de

todos os exemplos apresentados nessa tese, chega-se a seguinte integral ao longo de T',,:

- (Cviga )FJlZAanafl +2ApsW’: br (6.124)

ve

No caso de se ter ¢jyj ndo nulo, surge mais um termo na interface Iy, dado por:

* 1 * 1
Claje | [W’n(laje) (Epn _Apnj"'w’s(laje) {Eps _Apstdrlaje (6.125)

ve

onde p, e p, sdo incognitas no eixo da viga.

Seja agora a viga interna. Os sistemas locais adotados no eixo e na interface I'y; séo

coincidentes, porém o sistema local adotado na interface I'y, tem sentido contrario daquele

do eixo (ver figura 5.1). Portanto, nesse caso faz-se as seguintes decomposicdes de forcas:

pi(r\j—i):_(_pi +Api\J i= nl—;,SF; (6126)

P, (Fv_i):_pi — Ap; = npsp (6.127)
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Logo, as integrais nesse caso sao dadas por:

P,- « [ Pg *
(Cviga_claje).[ |:[ ; _AanWan"'( ; _APS]WyS:ldF (6128)

P « (Do .
; +Apn*jw’n+[; +Aps+jw,s}dl" (6.129)

Nas equagdes (6.128) e (6.129), deve-se ainda escrever as variaveis dadas nos

vi

S —— H

+
l_‘vi

sistemas locais em fun¢do daquelas referentes ao eixo. Para isso, deve-se lembrar que o
sistema (n, s') coincide com sistema (n;, Si), porém o sistema (n+, s+) ¢ contrario a esse
ultimo (ver figura 5.1).

Nas equagdes (6.124), (6.128) e (6.129) as forcas Aps e Apn sdo substituidas pela lei
de Hooke. A partir das equacdes (2.25), (2.27) e (2.28), pode-se obter a lei de Hooke para a

forca de superficie p; dada no sistema (X, X5):

E Vauk ni+(1—V) 6ui+5‘un k,i,j=1,2  (6.130)
OX 2 {on 0

oo E [ou, ow (6.131)
Pu = Pilli (l—vz) on Os '
E [6u. ou
— _ S + n 6.132
Py = Pii 2(l+v){6n as} (6.132)

onde os deslocamentos u,,, € Uy, ja sdo incognitas existentes no eixo e os deslocamentos u,,
€ Uy S0 escritos, respectivamente, em fungdo dos deslocamentos u, e u;, utilizando-se as

mesmas fungdes lineares dadas na equacao (6.69):

&, () 2 {8¢1(Q) 2. (Q) 8¢3(Q)} el ions (6133)
0s L| ot o¢, g 5
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Considerando-se as equagdes (5.2), (5.3), (6.105), (6.124), (6.128), (6.129), (6.131) ¢
(6.132), a equagdo de w para a flexdo composta é escrita em fungdo das variaveis dos eixos

das vigas da seguinte forma:

K(Q)W(Q)+i:,& | (V:(Q,P)w(P)—MZ(Q,P)%(P)}*F+

l—‘s/viga

< j " . . ow|
+ j[ (VH (Q.P)w,(P)+(V.(Q,P)a, + M. (Q,P)) - (P)Jdl‘ +

+£[D -D, J V2 (QP)w,(P)=(V(Q,P)a, + M (Q, p))i;‘r“1 (p)},r}

M{D — J(V (Q.P)w,(P)-(V, (Q.P)a, + M; Q. P))ag: (P)]dl“+

+ rj {%][V:(Q,P)wj(f’) (-VI(@Q.P)], +M:(Q, P))aan (P)jdr]+
LN RVACE PR st VRO
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*

+(c_E_ —cjﬁjﬂl 1 hﬁ)(um(j) (P)+ vug.g(j) (P (Q.P)+

J

+ 2(11 5 (Ugen() (P)+ unss(yy (P (@ P)}dl“} +
_(C_E_HLJ_ [pn(j) w., (Q.P)+ pS(J) }JdFJ}
+leE; [ 1 1o @l @ P)+ po(@Iw.. (@.P)hr ]+ jg "(Q.pMQ (6.134)

onde os deslocamentos u;, da interface, sdo escritos em fun¢do dos deslocamentos u;,
utilizando-se diferengas finitas (ver equagdo 6.133); a integral sobre o eixo das vigas

externas envolvendo as forgas pse p, ¢ calculada segundo a expressdo (6.121); as expressoes

fundamentais estdo indicadas no item (3.3) a menos de w,z , que ¢ dada por:

rinr

W’s 4D’11

(6.135)

Derivando-se a equacao (6.134) em relacdo a m, obtém-se a equagdo integral da

derivada do deslocamento w:

K. @2, iDi T [P vty P e

om D om om

DD, av:( ov,(Q.P) oM, (Q,P))ow,
“ - ]( Pl fr)s[ 22D), jan@)jan
D -D, ) v’ (Q,P) v,(QP) . oM,(Q.P))ow,
g e

+NZLI(DI; ](av:a(;),P)wj(P)_[av:(Q,P)aj +6M:(Q,P)] a;;j (P)Jd“

om om
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. r{(&j[av .@.p) j(P){_ v.@P),  V.(QP) Wj(P)}F]

om om

5
2

SR Men AL, ¢, 5 o,-, (aMn:«z,P)

= om om

s/vigas

Y {(cﬁ _zcjaj[r{e { Ly O )2 1)
b B )2 P)H (eF j][ J {pmx )20 )+
ey (22 (0 P)Hdr” +(cJEj)LJ [pn(m (0.0} p, (P12 Pﬂ ]}
- o) Q. Phe, (6.130
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onde w,:m ¢ dada por:
oW, 1
P [r, s,r,;m, +mys, Int] (6.137)
om 4nD

Para a equagdo (6.134) de w os valores da constante K(Q) sdo dados na tabela (3.1),
enquanto que para um ponto externo 4, tem-se K(Q)=0 (ver item 3.6). Para um ponto interno
ou sobre o eixo de uma viga K(Q)=1. No caso da equacdo (6.136) de w,,, como ela ¢ escrita
apenas para pontos sobre eixos de vigas ou pontos internos, K, (Q)=I1. Deve-se observar
porém, que havera singularidades nas equagdes (6.134) e (6.136) quando forem escritas para
pontos de eixos de vigas externas, devido as expressdes dos deslocamentos fundamentais
cujas integragdes se fazem sobre os eixos de vigas externas e ndo sobre as interfaces, porém
nesse caso, os termos livres sdo nulos.

Os esfor¢os nos pontos internos ou sobre os eixos de vigas sdo obtidos a partir das
curvaturas de maneira analoga aquela descrita no item (4.9). Entretanto, como foi visto no
item (5.5), termos livres estdo presentes quando se escreve a equacdo das curvaturas para 0s
pontos sobre os eixos de vigas externas. Para os pontos sobre o contorno externo sem vigas,

os momentos sdo calculados da maneira descrita no item (6.7).

6.8.3 Calculo dos Momentos nos Encontros de Vigas

No encontro de vigas sera adotada uma distribuigdo constante para os momentos.
Assim, esses sdo calculados apenas para o ponto central, como esta indicado na figura (6.4) e

sdo iguais a média dos momentos nos pontos de viga situados sobre a interface.

Figura 6.4: Encontro de uma externa com uma interna

Os momentos elasticos em tal caso ndo podem ser calculados a partir da integracao
numérica das curvaturas, como ¢ feito para os outros pontos, porque devido as aproximacgdes
lineares feitas para o deslocamento resultaria em curvatura nula. O momento do ponto P

indicado na figura (6.4), é dado por:
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Np
> M}
P =
M; :% (6.138)

p

sendo N, o nimero de pontos de colocagdo de momentos situados sobre as interfaces do

encontro de vigas (no caso da figura 6.3, Np=3).
6.8.4 Integrais de Dominio do Carregamento no Plano da Placa

As integrais de dominio que aparecem nas equacdes (6.107) e (6.108) relativas ao
problema de membrana e nas equagdes (6.134) e (6.136) do problema de flexdo, que
envolvem o carregamento no plano da placa, sdo transformadas em integrais no contorno I',
da regido carregada, da mesma maneira que foi feito no item (3.7) para as equacdes da placa
sujeita a flexdo simples. Assim, fazendo-se a mudanca de coordenadas, dada por (3.132), a

integral sobre a regido carregada da equagdo (6.107), pode ser escrita como:

[, @y, (Q.p)+ b, (p)u}, (Q.p)HL, (p)= | [ [b.u, Q. p)rer——dF

Q, 5, \ 0

+ I[Ib (Puy, (Q. p)rdr]——dl" k=m, | (6.139)

Admitindo-se que as cargas b,(p) ¢ by(p) variem linearmente na regido € e
considerando-se as relagdes entre os sistemas de coordenadas cartesianas e polares, com

origem em (, dadas pela equagdo (3.135), pode-se escrever b,(p) ¢ by(p) da seguinte maneira:

b, (p)=A, rcos0+B rsen0+b, (q) (6.140)
b, (p)=A,rcos0+B_rsen0+b (q) (6.141)

onde b (q)=A,x,(q)+B,x,(q)+C e b.(q) =A.x,(q) +B,x,(q) + C sdo constantes
e correspondentes ao valor de b, ¢ by no ponto (.
Substituindo-se (6.140), (6.141) e as expressdes de u,tn (q,p) e u,ts (¢, p) dadas por

(6.66) e (6.67), em (6.139) e fazendo-se a integragdo em relacdo a r, chega-se a:
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[, )}, (Q.p)+b, (P)uy, (Q.p)HC, (p) =

Q

1 R2 1 a
= mi{(An cosO+B, sene)T{—(3—4v)nk(lnR —§j+a_;r’k}r
R’ 1
+(AS cos0+ B, sen@)T{— (3—4v)sk(lnR _Ej“’l Slr,k} n

+b, (q)%{— (3 —4v)nk[lnR —%) +1,, nir,k}+

+b, (q)%{— (3 - 4v)sk(1n R - %) +1,; 8,1, }}%dr k=m,1 (6.142)

Procedendo-se de maneira analoga e considerando-se as expressdes fundamentais,
dadas em (6.109) e (6.110), obtém-se para a integral de dominio do carregamento que

aparece na equacao (6.108):

Q

j(%;’bn aaunk;bjdg j{ [A0056+Bsen6) +b()}

+C {(A cosO+B sen6)2 +b (q)}}%dr k=m, | (6.143)
sendo

1
Co = GGy B4 msy o ms =265, m - mir s

1
.= STEG(I—V)[(3_4V)raj M =T,y (mini =21, 0yt mj)_mkr’i ni]

No caso das equagdes (6.134) e (6.136) do problema de flexdo, considerando-se as
expressoes fundamentais, dadas por (3.37), (6.135), (3.95) e (3.96), as integrais que

envolvem o carregamento no plano da placa sdo calculadas da seguinte maneira:

Q Ty

2 2 3
+b, (Q)R—(IHR - lﬂ[ﬁJ + {(AS cos 0+ B, sen O)R—(lnR - lj +
on 4 4

I:”bnw,:+bsw,:}iﬂb:—4n%{j{(A cos0+B sene) 1 (lnR—ij

3 3
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2
+bs(q)R_(1nR_lj o orlar (6.144)
3 3)|0n 0s
* aw * 2
J‘ b, %+bS = dQ, = LJA (A, cos®+B, senO)R— (lnR_l\Jmini +
Qh am am 47tD Ly 3 3

+1, 0T mj]+ bn(q)%KlnR —%Jmini +r,,mpr, ni} +

2
+(A, cosf+B senB)R—KlnR—ljm.s. +r,.m.r,.s}+
s s 3 3 i¥i ] joi v

+b, (q)%HIHR - %jmisi +1, mr,; Si}%dl‘b (6.145)

6.8.5 Sistema de Equacdes

Nos pontos do contorno externo sem vigas, t€m-se oito variaveis (u,, Us, Pu, Ps, W,
W Vu € M,), das quais quatro varidveis sao dadas como condi¢do de contorno, logo ¢
necessario escrever quatro equacdes nesses pontos. No caso de se ter ¢;.=0, que serd o caso
tratado a seguir, tém-se dez varidveis nos pontos de vigas externas (#,, Us, Pn, Pss Wy Wyns Vs
M, u,,, e uy,), sendo quatro delas conhecidas, pois sdo impostas nas condigdes de contorno.
Nas vigas internas sdao definidas oito variaveis (u,, Us, Pn, Ps, Wy Wyns Unsn € Usy), Sendo que
nesse caso todas as varidveis sdo incognitas do problema. Nos cantos tém-se ainda duas
variaveis (w e R.), sendo uma delas prescrita como condi¢do de contorno. Com isso, para se
obter a solucdo do problema de flexdo composta de placas, para cada ponto situado sobre o
contorno externo sem vigas escreve-se duas equagdes (6.134) do deslocamento transversal w
(uma para o ponto sobre o contorno e outra para um ponto externo, como esta descrito no
item 4.7) e uma equagdo (6.107) relativa aos deslocamentos u, ¢ u,. Contudo, se o ponto
pertencer ao eixo de uma viga, escreve-se uma equagao (6.134) do deslocamento transversal
w, uma equacao (6.136) da derivada de w, uma equagdo (6.107) relativa aos deslocamentos
u, e u, e, ainda, as equagdes das rotagoes u,,, € Uy, (equagdo 6.108). Deve-se escrever ainda
as equacdes das rotagdes u,,s € Uy, somente para os pontos de viga interna. Além disso, deve
ser escrita uma equagdo de w para cada canto.

A aplicagdo do método dos elementos de contorno as equagdes integrais é feita,
através da transformagdo das mesmas em equagdes algébricas de maneira analoga aquela

descrita no item (4.4) para a obten¢ao da equagdo (4.23). Desse modo, as equagdes (6.134) e
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(6.136) referentes ao deslocamento transversal w de um ponto @ e sua derivada, podem ser

escritas, de maneira aproximada, da seguinte forma:

U, P,
1,Q) 1Q) @) we [=]6,Q) 6cQ) T [[Re 1+ T,(Q) w140
UZD P2D

onde Tr(Q) corresponde ao carregamento na placa, os vetores Ug, Pp, W, R.,, HH(Q), Gr(Q),
Hc(Q) ¢ Gc(Q) sdo os mesmos definidos na equacao (5.32) de flexdo simples e aqueles
referentes ao problema de chapa sdo dados por:

T i i r
o U, = { u, u, u,, u,, }, ¢ o vetor dos deslocamentos do problema de

s n s,n n,

membrana nos pontos sobre o contorno externo sem vigas e eixos de vigas (note-se que

os deslocamentos uy,, € u,,, sao definidos apenas nos pontos sobre os eixos das vigas);

N *N, . +N N +N_...+N
S

X PzTDz{pl phooplopl L pre e N Naoet N } ¢ o vetor das forcas

de superficie do problema de membrana, dos pontos sobre o contorno externo sem vigas,

eixos de vigas externas € internas;

7
0.0

[ﬁ]z D (Q) ¢ uma das matrizes que representa a influéncia do problema de membrana no
de flex@o e cujos termos sdo obtidos da integragdo dos deslocamentos fundamentais w,::
e w,z (ou suas derivadas) ao longo das interfaces.

<> [5]2 D(Q) ¢ outra matriz que representa a influéncia do problema de membrana no de
flex@o e cujos termos sdo obtidos da integracdo dos deslocamentos fundamentais w,: e

* . .
w,, (ou suas derivadas) ao longo do contorno externo sem vigas e dos contornos

longitudinais das vigas externas e internas.
Do mesmo modo, a equagdo (6.107), referente aos deslocamentos u, ¢ u, ¢ a

equacdo (6.108) das rotagdes u,,, € u,, podem ser escritas da seguinte maneira aproximada:

Q) 0 1, we (<[00 6LQfRf+To@) 14
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onde:

o
*

*

{0} é um vetor onde todos os termos sdo iguais a zero;

s H,p(0Q), é o vetor do problema bidimensional de dimensao (1 x 2*N,c+4* (NpovetNuovi)),
cujos termos sdo obtidos pela integragio das fungdes p,, € p,,, ou suas derivadas, ao
longo do contorno externo e interfaces;

<> [ﬁ]F (Q) representa a influéncia do problema de flexao no problema de membrana sendo
obtida pela integragdo das fungdes p,, e p,,, ou suas derivadas, ao longo do contorno

externo e interfaces (tem dimensao(1 x 2*(NuoetNuovetNiovi)));

7
0.0

G,p(0Q) € o vetor do problema de membrana de dimensdo (1 x 2*(NpoctNpove)), CUjOS
termos sdo relativos a integragio das fungdes u,, e u,,, ou suas derivadas, ao longo do

contorno externo sem vigas ou no caso das vigas externas, seus termos sdo dados pela
média daqueles obtidos com a integracdo das fungdes ao longo dos dois contornos
longitudinais da viga;
s T,p(0Q) é o termo correspondente ao carregamento no plano da placa.
Escrevendo-se todas as equagoes necessarias para a resolugdo do problema, chega-se
ao seguinte sistema de equacdes, do qual apés a imposi¢do das condigdes de contorno,

obtém-se as incognitas nos eixos das vigas, nos cantos e no contorno da placa sem vigas.

M) ] [l (v 6l (6l [6l. () [

b
e g e = KR} ==} (6.148)

], O [l W) | B[] Ik |lPhe) |l

onde:

[ﬁ]z p ¢ uma matriz de dimensao (2*(NyoctNnovetNnovi)TNe) X (2¥Npoet4* (NnovetNnovi))

[G]ZD ¢ uma matriz de dimensao (2*(NyoctNnovetNiovi)TNe) X (2*(NpoetNuoveNiovi))

[FE ] tem dimensio (2N oot 4N pouet 6" Noosi) X (2% NaocNaoreNoosi)

[H],, tem dimensdo (2*Npoet4*Npoye 6" Npow)X (2*Nooet4*(NpoyetNoovi))

[G]zD ¢ uma matriz de dimensao (2*N;oct4™ NpoveT6*Nyoyi)X (2*(NpoctNnove))

e as dimensdes das outras matrizes estdo definidas na equacdo (5.33).

ou de uma maneira simplificada:
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[HJ{U} = [G]{P}+{T} (6.149)

onde as dimensdes dos vetores e matrizes sdo dadas por:
e [H] tem dimensao (4*Npoct6*Npove8*NiovitNe) X (4*Npoct6™ (NpoveNuovi) TNC),
o [G] tem dimensao (4*Nyoct6*Niovet8*NiovitNe) X (4*(NnoctNnove) T2 *NiovitNe),
e {U} éum vetor de dimensao (4*N;oct6™*(NiovetNuovi)tNe) X 1.),
e {P} éum vetor de dimensdo (4*(NyoctNnove) 2 *NpovitNe X 1).
Na equagdo (6.148), a parte superior das matrizes [H] e [G] se referem ao problema
de flexdo e a parte inferior ao problema de membrana. A técnica para obtencdo da solugdo do

sistema (6.149) ¢ a mesma que foi utilizada para o sistema (4.41) (ver item 4.7).
6.8.6 Propriedades da Matriz H

Como ja foi comentado no item (4.8), pode-se estabelecer algumas propriedades para
a matriz H (equagdo 6.149), a fim de se fazer a verificagdo da mesma. Aplicando-se
movimentos de corpo rigido as equagoes de flexdo (6.134 e 6.136) e de chapa (6.107 e 108)
e admitindo-se que o carregamento em quaisquer dire¢des seja nulo, chega-se as
propriedades desejadas. Como ndo se t€m carregamento nem forgas de superficie na placa, a
equacdo (6.149) resulta na expressdo (4.43).

Aplicando-se um deslocamento de corpo rigido transversal wy tem-se que o vetor de
deslocamentos {U},p € nulo. Com isso, chega-se a mesma propriedade dada por (4.47) para
as linhas do sistema relativas ao problema de flexao, considerando-se porém, nesse caso, que
N¢= NioctNinove T Nuovi.. Se€ja agora a parte do sistema de equagdes (6.149) relativa as equagdes

de chapa. Obtém-se para uma linha genérica i do mesmo:

(6.150)

varr

N,
D hiy, =0 N, +I1<i<N
j=1

sendo NV s 0 nimero de varidveis do problema de flexdo e ¢ dado por: Nyu=2N+N, € Nyar 0
numero total de variaveis, dado por: Nyay=Nyarrt2Ni+4Npnovit2Ninove-

Assim, as equacdes (4.47) e (6.150) representam as propriedades da matriz H
relativas ao movimento de corpo rigido na dire¢do do deslocamento transversal w.

Seja agora, um deslocamento u,; de corpo rigido na direcdo X; (ver figura 4.7).

Utilizando-se a transformacdo de coordenadas do sistema (x;,X;) para o sistema (X,,X,),
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dada pela expressdo (4.88), os deslocamentos nas dire¢cdes normal (n) e tangencial (s) ao

contorno externo ou eixo de uma viga de um determinado n6 j, sdo dados por:

u, =u, sena,; (6.151)

u; =u, Cosa; (6.152)
Nesse caso, os deslocamentos {U}r € {w}c sdo nulos, enquanto que {U};p é dado por:
{U};) =u, {cos a, sena; 0 0 ... cosay seno, O 0} (6.153)

Substituindo-se (6.153) em (6.149), obtém-se as propriedades da matriz H relativa a

um deslocamento de corpo rigido u,;.

N

L

Nl
hi (a3 cOSQ+ Zhi,(Nij_z) seno =0 I1<i<N (6.154)

\ar

ji=1 j=1

—.

Aplicando-se a placa o deslocamento de corpo rigido u,,, na direcdo X, (ver figura

4.7), de acordo com a equagdo (4.88), o vetor de deslocamento {U},p, resulta em:
{U}ZD =u, {sen a, —cosa, 0 0 .. senay —cosay O 0} (6.155)

Portanto, as propriedades da matriz H devido a um deslocamento u,; sdo dadas por:

N

hi e seno— Zh (N, +4+j-2) COSQL =10 I1<i<N (6.156)

varr
ji=1 j=1

—

Considere agora uma rotagdo de corpo rigido ¢ (ver figura 4.6), no sentido indicado

pelo eixo arbitrario €. Como a formulagio apresentada nesse trabalho é baseada na teoria de

pequenos deslocamentos, a rotagio em torno de um eixo arbitrario € situado no plano (X,
X,) ndo provocara deslocamentos nas diregoes X; e X;. Desse modo, para as linhas do
sistema relativas ao problema de flexdo, chega-se @ mesma propriedade definida em (4.55) e

para o problema de chapa tem-se que:
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N, .
3 (bR, +h,, cospB, )| =0 N, +1<i<N__ (6.157)

=

Considere agora uma rotagao de corpo rigido ¢ da placa no plano (X;, X,) em torno

do eixo X;, perpendicular ao plano da mesma, como esta indicado na figura (6.5).

P’ 1(X71,X72)
Uy(Py)

Pi(x1,x2)

Xy
R, 1(Py)

FIGURA 6.5 — Rotagao da Placa no Plano (X, X5)

onde (xi, X») € (X’1, X’;), sdo respectivamente, as coordenadas iniciais e finais de um ponto P
qualquer da placa e R a distdncia do ponto ao eixo de rotagdo Xj;. No caso particular em que

X5 coincide com o ponto (0,0), como estd representado na figura (6.5), R ¢ dado por

R =./x; +x; ,sendo R'=R.

Nesse caso, os deslocamentos nas dire¢des X; (u#;) e X; (u3) sdo dados por:

U, =X, —X, = Rcos(d)+y)—x1 (6.158.a)

u, =X, —x, =Rsen(¢ +7)-x, (6.158.b)

onde y € o angulo formado entre R ¢ o eixo X; e portanto x;=Rcosy e x,=Rseny; no caso da
figura (6.5), y=0° para o ponto P;.

Com isso, os deslocamentos u; € u, podem também ser escritos como:

u, = (cosp—1)x, —sen ¢x, (6.159)

u, =(cosp—1)x, +sendx, (6.160)
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Contudo, como a formulacdo estudada nesse trabalho é baseada na teoria de
pequenos deslocamentos, as propriedades da matriz H s6 sdo validas para um giro ¢ muito
pequeno, € portanto, nesse caso, pode-se dizer que cosdp=1 e sendp=¢. Desse modo, os

deslocamentos u; € u, resultam em:

u, = —0x, (6.161)

u, = ¢x, (6.162)

Os deslocamentos nas diregdes n e s, considerando-se as equagoes (6.161), (6.162) e

(4.88), ficam expressos por:

u, = d(~x, cosa +x, sena) (6.163)

S

u, =—(x, seno +x, cosa) (6.164)
Os deslocamentos u,, € u,,, sdo determinados a partir das seguintes expressoes:

u,n=u,,, S +u,, s, (6.165.a)

u,n=u, n +u,, n, (6.165.b)

Derivando-se as expressoes (6.161) e (6.162), obtém-se:

ou, 0X, 0X ,

__ n - 6.166.
n d{ 1 n, ox, n2] dcosa ( a)
ou, 0X, 0X,

= n, + n, |[=o¢sena 6.166.b
= ¢[6X1 o, 2j ¢ ( )

Substituindo-se as equagdes (6.166) em (6.165), chega-se a:

=0 (6.167)

u, =d (6.168)
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Considerando-se as equagdes (6.163), (6.164), (6.167) e (6.168), obtém-se a seguinte

propriedade da matriz H:

N, N,
Zhi,(Nva,fM*H)[_ X, cosa + X, sen (x] - hi,(l\lvarfﬂ*ﬁ)[x2 sena + X, COS oc] +
j=1 =
N[
+ > By o) =0 1<i<N,,, (6.169)
j=1

6.9 EXEMPLOS ANALITICOS

Nesse item apresentam-se solugdes analiticas de vigas com as quais serdo verificados
seis dos dez exemplos numéricos analisados no item (6.10). Serad resolvida analiticamente
uma viga sujeita a dois carregamentos distintos: num caso a viga ¢ sujeita a apenas um
esfor¢o normal aplicado em uma superficie deslocada de ¢, da superficie média da viga e no
outro a um momento de flexdo. Por fim, faz-se uma combinagdo dos dois carregamentos. No

ultimo exemplo, tem-se uma placa enrijecida com uma viga.

6.9.1 Viga Sujeita a Carga Excéntrica

Seja a viga apresentada na figura (6.6) sujeita a carga excéntrica P. Como
condi¢do de contorno tem-se que o deslocamento na direcao x, (u;) é nulo, sendo livre o
deslocamento na direcdo x; (u;). Os lados maiores sdo livres (M, = V, = 0) e os lados
menores apoiados (M, = w = 0). Ao longo dos lados menores ¢ aplicada a carga P. O
problema da carga excéntrica é equivalente ao problema da carga aplicada na superficie

média acrescido do momento fletor M;=-Pc,, como esta indicado na figura (6.6).

Figura 6.6 — Viga Sujeita a Carga Excéntrica

O momento fletor M; de uma viga qualquer é dado por:
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d’w

dx?

M, =—EI (6.170)

sendo I =bt’ /12 o momento de inércia da viga, onde b e ¢ sio, respectivamente, a largura e
a altura da mesma, porém nesse trabalho b sera considerado igual a unidade de comprimento.

A partir da equagdo (6.170), considerando-se que M;=—Pc, e levando-se em conta
ainda as seguintes condigdes de contorno: w=0 para x;=-I/2 ¢ x;=l/2, chega-se a seguinte

expressao para o deslocamento transversal w:

2
Pe, (xf —l—] 6.171)

W =
2EI

A deformagdo na direcdo x; devido ao momento fletor M;, usando-se a equagdo

(6.170), é dada por:

du} : M
gudur _  dw_ M (6.172)
dx, dx; EI

Da equagdo (6.172), considerando-se que u;=0 para x;=0, pode-se determinar o

. ~ . M
deslocamento na dire¢do x; devido ao momento (#;" ), que resulta em:

M Pc,
u) =E—le3x1 =—§x3xl (6.173)

. P . \
Por outro lado, definindo como #; o deslocamento devido a for¢a P, essa produz a

seguinte deformacao na direcdo x;:

SP:duf:i
' dx, AE

(6.174)

sendo A =bt.
A partir da equagdo (6.174), impondo-se a seguinte condi¢do de contorno: u;=0 para

x7=0, obtém-se:
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u; =——X, (6.175)

Somando-se as equagdes (6.173) e (6.175), chega-se ao deslocamento total na

direcdo x;:

S .Y A (6.176)
"EL T A '

Para um ponto situado na superficie de aplicagdo da carga P (x;=—cy), tem-se:

2
u, =&[Q+ lj (6.177)
E I A

Da equagdo (6.171) pode-se determinar a rotacdo, que resulta em:

dw Pc,
1= = X
dx, EI

(6.178)

6.9.2 Viga Sujeita a Momento Fletor

Seja a viga representada na figura (6.7). A partir da equagdo (6.170) e utilizando-se

as mesmas condi¢des de contorno da viga anterior, tem-se que:

2
w:—fo+ M, M Z——xf (6.179)
2EI S8EI  2EI 4
o —dv__M_ (6.180)
dx, EIl
R e y
f‘zx g M
1 AR .
X3 - =X, -
[

Figura 6.7 - Viga Sujeita a Momento Fletor
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O deslocamento na dire¢do x;, como foi mostrado no item anterior é dado por:
u) = —1x.x, (6.181)

Para x3=—c; 0 mesmo resulta em:

M
u =—E—Ilcsxl (6.182)

6.9.3 Viga Sujeita a Momento Fletor e Carga Excéntrica:

Nesse caso, o deslocamento resultante na diregdo x;, para x;=—c,, € dado pela soma

das equagoes (6.177) e (6.182):

""E| 1 A) EI®

Px,((c.)) 1) M
u :ﬁ{g+—j——lc X, (6.183)
A flecha total € determinada somando-se as equagdes (6.171) e (6.179):

1 )[12 ZJ
w=—(M-Pc, TN (6.184)

1
0, =—(Pc, -M)x, (6.185)
O momento resultante na superficie média ¢ dado por:
M, =M —Pc, (6.186)

Deseja-se agora determinar qual seria a for¢a excéntrica P necessaria a ser aplicada a

uma viga sujeita a um momento fletor M; para que o deslocamento na direcdo x; (u;)
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resultante na superficie de aplicagdo da carga P (x;=—c¢,) seja nulo. Nesse caso, igualando-se

a equagdo (6.183) a zero, chega-se a:

P=— " (6.187)

6.9.4 Placa Enrijecida com Uma Viga

Nesse exemplo (ver figura 6.8), tem-se uma placa enrijecida com uma viga no seu
interior, sendo que a mesma ¢ fixa em um dos seus lados menores (u#;=0) e sujeita a uma
carga P no lado oposto, onde as condi¢des de contorno sdo dadas por: w=M,=p,=0 e p,=P.
Os outros dois lados maiores sdo livres (V,=M,=ps~=p,=0). Sera adotado coeficiente de

Poisson vnulo nas trés sub-regioes.

N TXI

V**P***vilul

Figura 6.8 — Placa enrijecida com uma viga

Inicialmente, serdo obtidas as expressoes analiticas para os deslocamentos devido a

carga P (Au’) e ao momento Pc (Au” ). O deslocamento total u# ¢ obtido somando-se os
deslocamentos parciais das trés sub-regides, que podem ser tratadas separadamente. Cada

sub-regido pode ser representada esquematicamente como sendo uma viga da seguinte

maneira:
p M=Pc M,=-Pc,
N — I — Ny
X';I —_—
ﬁXl \ { —
X3 NFANIAN | NN NN\ -

FIGURA 6.9 - Viga Sujeita a Carga Excéntrica
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O momento fletor M; da viga é dado pela expressdo (6.170). Considerando-se que

M ;=—Pc, ¢ ainda as seguintes condi¢des de contorno: w=0 para x;=0 ¢ x;=I, obtém-se:

w = 21)105517(1()(1 —l) (6.188)

Nesse caso também os deslocamentos na dire¢do x; devido ao momento e a forca P,
sdo dados, respectivamente, pelas equagdes (6.173) e (6.175), chegando-se ao mesmo
deslocamento total na dire¢do x; definido na equagdo (6.176). Para um ponto situado na

superficie de aplicagdo da carga P (x;=—c;), 0 deslocamento é dado pela equagao (6.177).
6.10 EXEMPLOS NUMERICOS

Os exemplos apresentados a seguir sdo referentes a formulagdo desenvolvida no item
(6.8). Os seis primeiros exemplos podem ser resolvidos analiticamente. Assim, seus
resultados numéricos serdo verificados utilizando-se as solugdes analiticas apresentadas no
item (6.9). Os outros quatro exemplos sdo os mesmos apresentados nos capitulos 4 e 5.
Nesses ultimos, comparam-se os resultados obtidos levando-se em conta a formulagdo da
placa sujeita a flexdo composta, onde as varidveis nas vigas sdo definidas nos seus eixos com
aqueles da placa sujeita a flexao simples, considerando-se modl ¢ mod2 (ver item 5.7). Em
dois exemplos, tém-se ainda os resultados calculados a partir de outros programas, onde se
utiliza o MEF (ver item 4.11). As discretizagdes utilizadas nas analises desses exemplos sao
as mesmas indicadas no capitulo 5.

Em alguns dos exemplos sera verificada a influéncia de se considerar 1 ou 2 elementos
nas laterais das vigas. No primeiro caso, o modelo sera designado de mod2(1) e no segundo
caso de mod2(2). Devido as aproximagOes feitas na viga acredita-se obter melhores
resultados com mod2(2), pois esse diminuiria o erro introduzido pelas aproximagoes.

A fim de melhor avaliar os resultados, nos ultimos quatro exemplos sera calculada a
diferenca nos valores em relagdo a malha mais refinada adotada para a andlise da placa

sujeita a flexdo composta.
6.10.1 Viga Sujeita a Carga Excéntrica

Seja uma viga com as mesmas condi¢des de contorno daquela apresentada na figura

(6.6) e sujeita a uma carga, p,=I1000kN/m aplicada ao longo dos lados menores (nos 8, 9,
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10, 18, 19, 20 da figura 6.10). Os dados da viga sdo os seguintes: =0,2m; b=0,5m (porém,
no calculo de A4 e I considerar-se-4 b=Im), E = 3000000kN/m’, v=0, I=2m. Os valores dos
deslocamentos e for¢as no contorno sdo referentes a superficie superior da viga, ou seja,
¢=0,Im. A malha é composta de 8 elementos, sendo 3 em cada lado maior ¢ 1 no lado
menor, resultando em 20 nos (ver figura 6.10). Substituindo-se esses valores nas equacdes

(6.171), (6.177) e (6.178), os deslocamentos no contorno devem ser iguais a:

W = 0,025()(12 - l)m; 0,=0,05x,; u;=6,667x,10”m e 0 momento na superficie média resulta

em M= —Pc,=—-100KNm/m.

17 16 15 14 13 12 11
18T ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10
21 22 23
197 + + + T9
20, 1 1 1 1 1 8
1 2 3 4 5 6 7

Figura 6.10: Discretizagdo da Viga

TABELA 6.2 - Resultados Numéricos nos Pontos Internos

Ponto | x;(m) w(cm) W,; W, u;(cm) u,(cm)
21 |-0,6667 | -1,389 -3,334 0 -0,4445 0
22 0 -2,5 0 0 0 0
23 | 0,6667 | -1,389 3,333 0 0,4444 0

Na tabela (6.2) tém-se os resultados nos pontos internos. Os resultados numéricos
obtidos nos pontos do contorno estdo nas tabelas (6.3) e (6.4), referentes as diregdes normal

e tangencial do contorno.

TABELA 6.3: Resultados Numéricos nos Pontos do Contorno

Pontos uy(cm)
1,11 -0,6667
2el2 -0,4444
3el3 -0,2222
4,7,8,9,14, 18,19 ¢ 20 0
5els5 0,2222
6elb6 0,4444
7el7 0,6667
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TABELA 6.4 - Resultados Numéricos nos Pontos do Contorno

Ponto X;(m) w(cm) Wy u,(cm)
lel7 -1 0 0 0
2el6 -0,6667 -1,389 0 0
3el5 -0,3333 -2,222 0 0
4eld 0 -2,5 0 0
5els 0,3333 -2,222 0 0
6el2 0,6667 -1,389 0 0
7ell 1 0 0 0

8 9el0 1 0 5 0,6667

18,1920 -1 0 5 0,6667

Em todos os pontos do contorno, assim como nos pontos internos, obteve-se um
momento na direcdo x;, relativo a superficie média da placa, igual a M;=—100KNm/m.

Como se pode observar, os resultados numéricos s@o iguais aos analiticos.
6.10.2 Viga Sujeita a Momento Fletor

Seja a viga representada na figura (6.7), considerando-se porém, apoios fixos, ao invés
de moéveis. Nos lados maiores, tém-se as seguintes condi¢des de contorno: V,=M,=p~u,=0 ¢
nos lados menores: w=0, M,=1000kNm/m, u~u,=0. Nesse caso, também, c¢,=0,Im. Os
outros dados sdo os mesmos do exemplo anterior. A partir das equagdes (6.183), (6.184),

(6.185), (6.186) e (6.187) obtém-se os resultados analiticos, que sdo dados por:
P=7500kN/m; u,;=0; M1=250kNm/m; w = 6,25(1 - Xlz)cm e 0, =-0,125x%,.
Os resultados numéricos estdo na tabela (6.5) e (6.6). O momento M; resultante na

superficie média da viga, em todos pontos, foi igual a M;=250kNm/m. Como se pode

verificar, nesse exemplo também os resultados numéricos foram idénticos aos analiticos.

TABELA 6.5: Resultados Numéricos nos Pontos Internos

Ponto | x;(m) w(cm) W,1 W, u(cm) u,(cm)
21 | -0,6667 | 3,472 8,334 0 0 0
22 0 6,25 0 0 0 0

23 | 0,6667 | 3,472 -8,334 0 0 0
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TABELA 6.6 — Resultados Numéricos nos Pontos do Contorno

Pontos xi(m) w(cm) Wyn uy(cm) Pu(kN/m)
lel7 -1 0 0 0 0
2el6 -0,6667 3,472 0 0 0
3els -0,3334 5,556 0 0 0
4eld 0 6,25 0 0 0
5el13 0,3334 5,556 0 0 0
6el2 0,6667 3,472 0 0 0
7ell 1 0 0 0 0

8,9el0 1 0 -12,5 0 7500

18,19 ¢ 20 -1 0 -12,5 0 7500

6.10.3 Placa Enrijecida com uma Viga

Esse exemplo é aquele representado na figura (6.8). No lado que € fixo, as condigdes
de contorno para o ponto do meio sdo dadas por: w=M,=u,=u,=0 e para os demais pontos
desse lado tém-se: w=M,=p,=u,=0. A forga aplicada no extremo da placa ¢ dada por
P.=10000kN/m. As sub-regides extremas, cujas superficies médias serdo adotadas como a
superficie de referéncia, t€ém espessuras ¢ iguais a I0cm e naquela do meio =20cm. Adota-se
ainda E=3000000kN/m’. Foi utilizada uma discretizagio com 41 nds e 16 elementos (ver
figura 6.11). Foram analisadas ainda discretizagdes mais refinadas, porém ndo se constatou
diferencas significativas nos resultados. A partir das equagdes (6.173), (6.175) e (6.177)

obtém-se os resultados analiticos indicados na tabela (6.7) para pontos situados na superficie

de aplicagdo da carga P (X3 = —c_ ). Note-se que na viga tem-se ¢,;=5cm e nas lajes ¢,=0.

A { |
u B o8 | x
S0em
B M
=== C 10cm
1 v; 7
» 10 o 7
Sem ’,/ /S}lf)erﬁcw de referéncig,
ORI e i e ip—
PIRFITe Ju som G=5em a
Sam

sl ) ) .
1OCmJ( &X;/ S glperficie média da viga

==

Figura 6.11 — Placa enrijecida com uma viga
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TABELA 6.7 — Resultados Analiticos

x;(cm) Au? (cm) | Au™ (cm)| u,(cm) | u, -Au™ (cm)
50 1,6667 0 1,6667 1,6667
60 0,16667 0,125 1,9583 1,83334
110 1,6667 0 0,3625 3,5

Como foi mostrado no item (6.8.2), ao escreverem-se os deslocamentos sobre o
contorno da viga em func¢do daqueles sobre o eixo médio da mesma, fez-se uma aproximacao
constante para a variavel w,,,, que é a derivada do deslocamento transversal w em relagdo a
dire¢do n, da normal definida no eixo da viga. Com isso, no sentido transversal da viga, tem-
se uma aproximagao linear do deslocamento w. No entanto, ao longo do contorno externo da
placa todas as variaveis sdo aproximadas através de fungdes quadraticas. Portanto, para que
ndo houvesse descontinuidade no valor do deslocamento w nos pontos do contorno externo
que sdo coincidentes com a lateral de uma viga (n6s 11, 13, 29 e 31 da figura 6.11), dever-
se-ia aproximar as variaveis w ¢ w,; desses pontos de maneira que fosse compativel com a
aproximagdo feita na viga. Essa modificagdo chegou a ser implementada no programa,
porém ao se fazer os testes para verificacdo da formulagdo nao-linear, constatou-se que se
considerasse o deslocamento w linear para tais pontos, a curvatura nesse caso seria nula,

prejudicando, com isso, os valores dos momentos. Devido as aproximagdes dos

deslocamentos na viga, o programa nio serd capaz de computar a parcela Au™ para
x;=I110cm e, além disso, tal aproximacdo acarretara descontinuidade nos deslocamentos para
X=50cm e x;=60cm, como pode-se ver na tabela (6.8) para x;=60cm. Na figura (6.12) t€ém-

se os deslocamentos ao longo da viga.

-4,62
4,64
-4,66
468 -

47
472 -
-4,74

w(cm)

x1 (m)

FIGURA 6.12 - Deslocamentos na Viga Interna
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O erro relativo dos valores numéricos em relacdo aos analiticos sem considerar a

parcela Au™ foi de 0,4% para x,=50cm, 0,42% para x,;=60cm e de 0,03% para x,;=110cm.

TABELA 6.8 — Resultados Numéricos

Malha u, (cm) u, (cm) u,(cm) u, (cm)

(elementos) x;=50cm (placa) | x;=60cm (viga) | x;=60cm (placa) | x,=110cm

16 1,66 1,911 1,841 3,501

6.10.4 Placa Enrijecida com Duas Vigas e com Momento Aplicado

N
NN

12,5cm ==
Scm 1 - -

12,5cm

:

200cm

74

V4 V4 74
120¢th 200cm /1 ZOcﬁ

FIGURA 6.13 — Placa Enrijecida com Duas Vigas e Sujeita a Flexdo Simples

Utilizando-se a placa representada na figura (4.8), sera feito mais um exemplo, a fim
de verificar a formulagdo da placa enrijecida sujeita a flexao simples. Nesse caso, cada sub-
regido ¢é representada pela superficie média, como esta representado na figura (6.13). Como
condi¢do de contorno, os dois lados correspondentes as vigas sdo livres e os outros dois
apoiados. As espessuras da laje e das vigas sdo dadas por: ,=25 cm ¢ ;=10 cm. Adota-se
ainda coeficiente de Poisson nulo e modulo de elasticidade E=27000kN/cm’. A malha
utilizada no célculo sera aquela com 48 elementos citada no exemplo (5.7.1). Ao longo dos
dois lados apoiados sdo aplicados momentos na laje e nas laterais das vigas de tal modo que
a curvatura na placa enrijecida seja constante. Com isso, como condi¢do de contorno nos
pontos da laje aplica-se M,q)=I150kNcm/cm ¢ nos pontos das vigas aplica-se um momento
igual a M,n)=(D,/D)M,q,=2343,75kNcm/cm, sendo D, e D, respectivamente, as rigidezes
da viga e da laje. Nesse caso, a laje e as vigas devem se comportar de modo independente,
como se fossem vigas bi-apoiadas e com momento aplicados nas extremidades. Como
resultado, esperam-se deslocamentos iguais na laje e nas vigas para pontos situados a uma
mesma coordenada y (ver figura 4.8). Os valores do deslocamento w ao longo da viga ou da

laje e o da rotagdo no apoio, podem ser obtidos analiticamente, através das equagdes (6.179)
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e (6.180). Além disso, em todos os pontos da laje e das vigas deve-se obter momento apenas
na diregdo y, devendo esse ser igual, respectivamente, a M,=150kNcm/cm ¢
M,)=2343,75kNcm/cm. Deve-se ainda obter V,=0 ¢ w,,=cte ao longo dos dois apoios e
w,,=0 ao longo dos dois lados livres.

Como resposta, se obtiveram todos os resultados esperados, sendo os deslocamentos
transversais ao longo das vigas representados na figura (6.14). O valor obtido para a rotagdo

w,, no apoio foi de -0,006667, que ¢ igual ao analitico.

0.35
034 --:--: &7 - -"DeC- -
0254 - -7 & = 1 W
0_2, ,,,,,,,,,,,,,, [ER .
015+ - /- s\ -
0.1 IR R R
005 A==

w(cm)

0 50 100 150 200

FIGURA 6.14 - Deslocamento ao Longo do Eixo da Viga

6.10.5 Placa Enrijecida com Duas Vigas com Forca Normal Aplicada

A placa utilizada nesse exemplo ¢ a mesma do exemplo anterior. A finalidade desse
exemplo ¢ verificar a formulagdo da placa enrijecida considerando apenas o problema de
chapa, sem flexdo. Nesse caso também as sub-regides sdo representadas por suas superficies
médias (ver figura 6.13). As condi¢gdes de contorno sdo dadas por: ao longo de um dos lados
apoiados tem-se u,=p,=0 para todos os pontos a menos do ponto do meio, onde se adota
u,=u,=0; no outro lado apoiado tém-se p,=0 e aplica-se p,. Tal for¢a ¢ aplicada de tal forma
que as vigas e a laje fiquem com a mesma deformacdo. Assim, nos pontos da laje sera
aplicado  p,a)=200kN/cm  (ver figura 6.15.a) e nos pontos das vigas
Puevy=/t)Puay=500kN/cm (ver figura 6.15.b).

a b
S 1 — =  125em ] P
(\\ APH(L) 12.5¢cm
i—X: 200cm ‘ NS ‘

—
X1 200cm
Figura 6.15 — Carregamento na Viga e Laje
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Nesse caso, a laje e as vigas devem se comportar como se fossem vigas
independentes, sujeitas a uma forca normal aplicada em uma das suas extremidades e na sua
superficie média (ver figura 6.15). Espera-se obter deslocamentos #; iguais na laje ¢ nas
vigas para pontos com a mesma coordenada x; (ver figura 6.15), sendo o valor analitico do
deslocamento u; ao longo da viga ou da laje dado pela equagdo (6.175). Em todos os pontos
da laje e das vigas deve-se obter forca normal apenas na dire¢do x;, devendo essa ser igual,
respectivamente, a N;q)=200kN/cm ¢ N,;1)=500kN/cm. Deve-se ainda obter p,=0 ¢ u,=0 ao
longo dos dois apoios ¢ uy,,=u,,,=0 ao longo dos eixos das vigas.

Foram obtidos todos os resultados numéricos esperados. Os deslocamentos u, ao
longo do eixo da viga, cuja direcdo s coincide com a direcdo da forga aplicada p, sdo dados
na figura (6.16). O deslocamento maximo obtido foi de u=0,148148cm que ¢ igual a solugdo

analitica.

1.5
1254 - oo

o5l b,
051 . e
0251 - - T - o s e

us (10 “em)

FIGURA 6.16 — Deslocamentos usao Longo da Viga

6.10.6 Placa Enrijecida com Duas Vigas com Momento e Forca Normal

Aplicados

Nesse exemplo também sera utilizada a placa da figura (4.8). Sua finalidade ¢ verificar

a formulagdo da placa enrijecida sujeita a flexdo composta (ver figura 6.17).

7
/
Superficie de refe;é'nm
g erficfe medla da viga —
Scm n
Sem % cy=1,5cm X,
*’ 12,5cm
p X4
v v
120¢th 200cm /1 ZOcrﬂ

FIGURA 6.17 - Placa Enrijecida com Duas Vigas e Sujeita a Flexdo Composta
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Nesse caso, as sub-regioes serdo representadas pela superficie de referéncia, que
coincide com a superficie média da laje (ver figura 6.17). As condi¢des de contorno do
problema de flexdo sdo as mesmas do exemplo (6.10.4), modificando-se porém os valores
prescritos diferentes de zero. Para o problema de chapa, nos lados livres e ao longo dos lados
apoiados da laje, prescreve-se p,=p,=0, a menos de dois pontos, um em cada extremidade de
um dos lados da laje, onde se impde u,=u,=0 para um ¢ u,=p,=0 para o outro. No contorno
apoiado, correspondente as laterais das vigas, prescrevem-se p,=0 € p,= pn). Na laje (ver
figura 6.18 a) serd prescrito apenas o momento M, € nas laterais das vigas serdo prescritos

M) € puyy (ver figura 6.18 b) de tal forma que a laje e as vigas tenham a mesma curvatura e

a deformagdo na viga para x;/ =—t, /2 (ver figura 6.19.b) seja igual a da laje para

X3L =—t, /2 (ver figura 6.19.a). Todos os outros dados sdo os mesmos do exemplo

(6.10.4). Nesse caso também, as vigas ¢ a laje deverdo se comportar de modo independente,
devendo a laje representar o caso de uma viga bi-apoiada com momentos aplicados nas
extremidades e as vigas o caso da viga bi-apoiada com momento e for¢a normal aplicados

fora de sua superficie média (ver figura 6.18).

- ° Mn(v)
M) M) Moy L
o) e
AN ‘ 5 Y
| 200cm ‘ <<\ <L

FIGURA 6.19 — Tensdes ao Longo da Espessura da Laje ¢ da Viga

Adotando-se M,,1)=166666,7Ncm/cm, obtém-se uma curvatura w.,,=—7,40740910°°.

Com esse valor de curvatura, calcula-se 0 momento na superficie média da viga, que resulta

em M,;=2604166,7Ncm/cm. Na viga, para X3V =—¢,, deve-se ter € = siD +cw,, =0,

resultando numa deformagéo de chapa SiD =5,555610" ¢ obtendo-se, com isso, a forca
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normal p,q)=375000N/cm. Logo, na superficie de referéncia o momento ¢ dado por:
M,0)=M,*p,c=5416666,7Ncm/cm.

Devem ser obtidos esfor¢os apenas na direcdo y, que é a direcdo com forgas de
superficie prescritas, sendo que nos pontos da laje deve-se ter for¢as normais nulas em todas
as diregdes e momentos M,,,=M,, ). Nos pontos de viga, deve-se obter for¢ca normal N,=p,)
e momentos My,w)y=M,w)—Pn)Cs, POis esses sdo calculados na superficie média da viga. Além
disso, nos apoios deve-se ter V,=R.=0 ¢ em toda a placa, deve-se obter u,=u,=u,,~t,,=0.
Para uma mesma coordenada y, deve-se obter 0 mesmo deslocamento w na laje e vigas. A
solucdo analitica do deslocamento w ¢ dada pela equacdo (6.184) e w,, pela equagdo (6.185),
onde M e P sdo as forgas de superficie impostas como condi¢do de contorno. Na figura
(6.20), tem-se o deslocamento w ao longo do eixo da viga, sendo o valor maximo obtido
igual a w=0,3704cm. No apoio obteve-se uma rotacdo w,,=—0,007407. Esses valores

numeéricos conferem com os resultados analiticos.

0.4
0354 - —- - - o ATETe
03t Ny
= 0254 - - A . ce NG - -
§ ozt A
QR S A
014 M-
005 {1+l -\

FIGURA 6.20 - Deslocamento w ao Longo da Viga

6.10.7 Placa Quadrada Enrijecida com Duas Vigas com Carga Distribuida

Esse exemplo estd representado na figura (4.8). As condigdes de contorno sdo as
mesmas do exemplo (6.10.6), porém todos os valores prescritos sdo nulos. Os resultados ao
longo da linha média da placa (eixo x da figura 4.8) para ¢,=23,5cm estao nas figuras (6.21) a
(6.23), onde se pode notar uma grande diferenga entre os resultados obtidos com a
formulagdo da placa sujeita a flexdo simples e aqueles referentes a flexdo composta, sendo
esses ultimos bem menores que aqueles, como era esperado. No ponto central, a diferenca
relativa foi de 114% para o deslocamento transversal, 32,5% para m, ¢ 93,8% para m,. Pode-
se ainda notar que a diferenca entre os deslocamentos e momentos obtidos com as malhas de

32 e 64 elementos ndo foi expressiva.
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x(m)

—e— mod1 - flexéo
simples

—a— PAIVA (1987)

—¥— mod2 - flexdo
simples

—¥—mod2(1) - 64 elem
flexdo composta

—=—mod2(1) -32 elem
flexao composta

—e— mod1 - flexao
simples

—%— PAIVA (1987)

—&— mod2 - 64 elem
flexado simples

—&— mod2(1) - 64 elem
flexdo composta

—=— mod2(1) - 32elem
flexdo composta

—a—mod1 - flexao
simples

—+— PANVA (1987)

—=— mod2 - 64 elem
flexao simples

—0— mod2(1) - 64 elem
flexdo composta

——mod2(1) -32elem
flexdo composta

FIGURA 6.23 — Momentos, na Dire¢do y, na Linha Média da Placa
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Fizeram-se ainda analises considerando-se dois elementos nas laterais das vigas,
porém, nao se obteve diferencas significativas nos resultados.

Esse exemplo também foi analisado considerando-se dois lados engastados e os
outros dois livres. As condigdes de contorno relativas ao problema de chapa sdo as mesmas
do problema anterior. Os resultados para ¢,=23,5c¢m estdo nas figuras (6.24) a (6.28), onde se
comparam os valores obtidos com as diferentes discretizagdes ¢ com a formulagdo da placa
sujeita a flexdo simples. As diferengas entre os resultados obtidos na placa com mod2(1) e
mod2(2) ndo foi significativa. Como se pode ver na figura (6.24) os deslocamentos da placa
sujeita a flexdo composta obtidos com a malha de 32 foram praticamente iguais aqueles da
malha de 64 elementos. Como se esperava, os valores obtidos com a flexdo composta foram
menores que aqueles da flexdo simples, com uma diferengca relativa de 29,6% no

deslocamento do ponto central.

—¥— mod2 - 64 elem
flexdo simples

—e— mod2(1) - 32 elem
flexdo composta

—+— mod2(1) - 64 elem
flexdo composta

0 20 40 60 80 100

FIGURA 6.24 — Deslocamentos ao Longo da Linha Média da Placa

Os momentos na linha média da placa estdo mostrados nas figuras (6.25) e (6.26),
onde se pode notar que para m, o valor obtido no ponto imediatamente apos a viga,
considerando-se flexdo composta foi 3,17 maior que aquele relativo a flexdo simples. No
entanto, essa diferenga foi de apenas 1,14% no ponto central. Os momentos na diregdo x
obtidos com as discretizagdes de 32, 64 e 96 elementos foram praticamente iguais .

Na figura (6.26), pode-se notar diferengas significativas nos valores dos momentos
na dire¢do y considerando-se flexdo composta em relagdo aqueles da placa sujeita a flexdo
simples, com diferencas relativas de 84,75% e 24,9%, respectivamente, para o ponto
imediatamente apds a viga e o ponto central. Entre as malhas de 32 e 96 elementos,
observaram-se diferencas apenas nos pontos proximos a viga, sendo a diferenca maxima de

8,2%. Com a malha de 64 elementos essa diferenca ndo foi significativa
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—&—mod2(1)- 32 elem
f. composta

—¥—mod2(1)- 64 elem
f. composta

mx (10kNcm/cm)

mod2 - 64 elem f.
simples

mod1 - flexao
simples

x(cm)

—a—mod2(1) - 32 elem

E f. composta

% —+—mod?2 - 64 elem f.

o simples

< —a—mod2(1) - 64 elem

(=} 0) f. composta

-

‘; —=— mod1 - flexao

£ simples
—>¢—mod2(1) - 96 elem

f. composta

x(cm)

FIGURA 6.26 — Momentos, na Dire¢do y, ao Longo da Linha Média da Placa

Nas figuras (6.27) e (6.28) tém-se, respectivamente, os deslocamentos e momentos
na direcdo s do eixo da viga. Os deslocamentos obtidos com 96 elementos foram iguais
aqueles da discretizacdo com 64 elementos e os deslocamentos referentes & malha de 32
elementos foram muito proximos desses ultimos. Os deslocamentos relativos a flexdo
simples foram 1,24 vezes maior que aqueles da flexdo composta. Na figura (6.28) pode-se
ver que os momentos obtidos com a malha de 64 elementos foram muito proximos daqueles
referentes ao calculo com 96 elementos. Houve uma pequena diferenca nos valores apenas
para os pontos proximos as extremidades da viga. Em relacdo a malha de 32 elementos foi
observada uma diferenga bem maior nesses pontos. No ponto central, o momento obtido

considerando-se flexdo simples foi 1,7 vezes maior que aquele onde se leva em conta a
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flexdo composta. Foram ainda feitos calculo com dois elementos nas laterais das vigas,

porém ndo foi observada melhora significativa nos resultados.

—¥— mod2 - 64 elem
flexdo simples

—+—mod2(1) - 64 elem
f. composta

—a— mod2(1) - 32 elem
f. composta

- - - - - - - \{~ | |—A—mod2(1) - 96 elem
f. composta

0 25 50 75 100 125 150 175 200
s(cm)

FIGURA 6.27 — Deslocamentos no Eixo da Viga
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30 - —¥— mod2 - 64 elem
- f. simples
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L —=—mod2(1) - 96 elem
5 -10 4 f. composta
4
S 80w —e— mod2(1) - 64 elem
R f. composta
= ., I N e —e— mod2(1) - 32 elem

‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ f.composta
-110
s (cm)

FIGURA 6.28 — Momentos, na Dire¢ao s, no Eixo da Viga
6.10.8 Placa Enrijecida com Quatro Vigas Externas e Uma Interna

Neste exemplo, representado na figura (4.15), serdo consideradas as mesmas duas
discretizagdes apresentadas no item (5.7.2), que resultaram em 22 e 42 elementos e ainda
uma terceira com 122 elementos. Ao longo dos dois lados apoiados prescreve-se ps=u,=0
para todos os pontos, a menos de um ponto em uma das extremidades de um dos lados onde

se impde us=u,=0. Nos lados livres tem-se: ps=p,=0.
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w(cm)

x(m)

—>— 84 elem - mod1
flexdo simples

—¥— mod2
flexdo simples

mod2(1) - 122 elem
f. composta

composta

composta

—e—mod2(1) - 22 elem f.

—a—mod2(1) - 42 elem f.
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FIGURA 6.29 — Deslocamentos no Eixo da Viga Interna

mx (10°kNm/m)

—¥— 84 elem - mod1
flexdo simples

—>¢—mod2 - 42 elem
f. simples

—+— mod2(1) -122 elem
f. composta

—e—mod2(1) - 22 elem
f. composta

—a—mod2(1) - 42 elem
f. compsota

x(m)

FIGURA 6.30 Momentos, na Dire¢do x, na Viga Interna

Nas figuras (6.29) e (6.30) apresentam-se os resultados obtidos no eixo da viga

interna (eixo x da figura 4.15), onde se pode observar, que os valores obtidos com a

formula¢do da placa sujeita a flexdo composta sdo menores que aqueles da placa sujeita a

flexd@o simples, sendo a diferencga relativa no ponto do maior deslocamento de 26%. No valor

do maior momento essa diferenca foi de 135 %. Nas figuras (6.29) e (6.30) tém-se ainda os

resultados relativos as malhas de 22 e 42 elementos, que s@o muito proximos daqueles

obtidos com 122 elementos.
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6.10.9 Placa Enrijecida com Trés Vigas

Este exemplo esta representado na figura (4.19). Prescreve-se ainda ps=p,=0 nos
quatro lados, a menos de dois pontos, um em cada extremidade de um dos lados apoiados,
onde se impde: us=u,=0 para um e : ps=p,=0 para o outro. Sera feita uma analise levando-se
em conta as mesmas discretizagdes citadas no item (5.7.3) ¢ ainda uma malha mais refinada
de 82 elementos. Serd ainda estudada a influéncia de se considerar 1 ou 2 elementos nas
laterais das vigas (mod2(1) ¢ mod2(2)).

FIGURA 6.31 — Deslocamentos no Eixo da Viga Interna

4,5
4
3,5 1 —a—70 elem - mod1
3 1 flexdo simples
£ 2,51
) 5 k| —=— 62 elem - mod2
E ] flexao simples
1,5
14 —%— 82 elem - mod2(1)
05 - flexdo composta

Nas figuras (6.31) e (6.34) tém-se os deslocamentos ¢ momentos no eixo da viga
interna, onde se pode ver, novamente, que os valores obtidos com a flexdo composta sdo
menores que aqueles da flexdo simples. A diferenca relativa no valor do deslocamento do

ponto central foi de 83,7%. No valor do momento essa diferenga foi de 129,5%.

—e— mod2(1) -42 elem
flexdo composta

| —— mod2(1) -22 elem
flexdo composta

—a—mod2(1) - 62 elem
flexdo composta

—=— mod2(1) - 82 elem
flxdo composta

0 04 08 12 16 2
x(m)

FIGURA 6.32 — Deslocamentos no eixo da viga interna
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Nas figuras (6.32) e (6.35) apresentam-se os deslocamentos € momentos obtidos com

as diferentes discretizagdes, considerando-se mod2(1), onde se pode notar uma boa

convergéncia dos resultados.

2,5

2

15
C
=

14 -
051,

0

—+—mod2(2) - 44 elem
flexdo composta

—>—mod2(2) - 64 elem
flexdo composta

—e—mod2(1) - 82 elem
flexdo composta

—&—mod2(2) - 24 elem
flexdo composta

0,8
x(m)

FIGURA 6.33 — Deslocamentos na Viga Interna
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FIGURA 6.35 — Momentos na Dire¢do x na Viga
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Os deslocamentos ¢ momentos considerando-se mod2(2) estdo nas figuras (6.33) e
(6.36). Os resultados referentes a malha de 24 elementos foram melhores que aqueles obtidos
considerando-se 22 elementos ¢ mod2(1). Por outro lado, os resultados referentes a malha de

44 elementos foram um pouco piores que aqueles da malha de 42 elementos.

70
60 | —%— 82 -mod2(1) flexdo
composta
‘£ 50 - —+— 44 elem - mod2(2)
E 4 flex&o composta
= 407 —e— 64 elem-mod2(2)
= 30 - flexdo composta
E 2 —+— 24 elem - mod2(2)
0 - flexao composta
10
0 1 T T T
0 0,5 1,5 2
x(m)
FIGURA 6.36 — Momentos na Direcdo x na Viga
6.10.10 Placa Esconsa Enrijecida com Vigas no Contorno Externo e

Vigas Internas

Nesse item sera analisado o exemplo da figura (4.23) e serdo consideradas as
mesmas discretizagdes citadas no item (5.7.4). As condigdes de contorno para o problema de
chapa foram as seguintes: u,=u,=0 para o ponto médio do lado que contém a viga Vi e
Pps=u,=0 para os outros pontos desse lado. Para o lado que contém as vigas V; e V, foi
adotado p=u,=0 para todos os pontos. Ao longo das vigas V3, V5. V;e Vs adotaram-se
Ps=Pn=0.

Neste exemplo os resultados obtidos com a formulagdo da placa sujeita a flexao
composta (ver figura 6.37 e 6.38) sdo maiores que aqueles referentes a placa sujeita a flexao
simples. No ponto central, tem-se uma diferenga relativa de 36% para o deslocamento e de
28% para momento. No ponto central a diferenga entre as malhas de 65 e 125 elementos foi
de 4,2% para o deslocamento e de 2,8% para o momento. Porém, ao longo da viga os
momentos obtidos com 65 elementos foram muito diferentes daqueles da malha de 125
elementos.

Nas figuras (6.39) e (6.40) tém-se os resultados obtidos no eixo médio da laje L; (ver

figura 4.23) definido na direcdo x. Nesse caso também, os resultados da flexdo composta sdo
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maiores que aqueles da flexdo simples e observa-se uma grande diferenga entre os resultados

das malhas de 65 e 125 elementos.

w(cm)

—¥— 212 elem - mod1 -

—=— 185 elem-mod2 -

—A— 125 elem - mod2(1)

—e— 65 elem- mod2(1) -

flexdo simples

flexdo simples

flexdo composta

flexdo composta

Ms (KN*m/m)

—x— 212 elem - mod1 flexao
simples

—=— 185 elem mod2 - flexao
simples

—&— 125 elem - mod2(1) -
flexdo composta

—@—065 elem - mod2(1) -
flexdo composta

FIGURA 6.39 — Momentos, na Dire¢do s, ao Longo do Eixo da Viga V,
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—a—65 elem - mod2(1) -
flexdo composta

—&— 125 elem - mod2(1)
flexdo composta

—>— 185 elem - mod2(1)
flexdo simples

01 06 11 16 21 26 31

x(m)

FIGURA 6.38 —Deslocamentos ao Longo do Eixo Médio da laje L;

—e—65 elem - mod2(1) -
flexdo compsota

—¥— 125 elem - mod2(1) -
flexdo composta

mx(kNm/m)

x(m)

FIGURA 6.40 — Momentos, na direcdo x, ao Longo Médio da laje L;
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7 FORMULACAO DA PLACA ENRIJECIDA SUJEITA A FLEXAO COMPOSTA E
COM A PRESENCA DE CAMPOS DE MOMENTOS E FORCAS NORMAIS

INICIAIS
|

71  INTRODUCAO

A formulagdo apresentada nesse capitulo sera usada para se obter a resposta ndo-
linear do pavimento sujeito a flexdo composta, sendo a mesma obtida a partir da formulagao
linear apresentada no capitulo 6, considerando-se que a placa é sujeita a campos de
momentos e for¢cas normais iniciais. Essa formula¢do também poderia ser usada para se fazer
uma analise linear, onde os esfor¢os iniciais seriam originarios de gradientes de temperatura,
por exemplo. Contudo, no processo iterativo da analise ndo-linear, que sera visto no capitulo
8, tais esforgos iniciais sdo considerados como sendo os campos de momentos e forcas
normais de corre¢do que devem ser aplicados a placa, a fim de que ela alcance o seu
equilibrio. A analise ndo-linear da placa sujeita a flexdo simples pode ser encontrada nos
trabalhos de CHUEIRI (1994) e (FERNANDES (1998)).

A seguir serdo deduzidas as equagdes integrais dos deslocamentos transversais e no
plano da placa, de suas derivadas e das curvaturas de uma placa composta de sub-regides ¢
sujeita a campos de momentos ¢ forgas normais iniciais. Sera mostrado também, como se
obtém os esfor¢os na placa. Serdo apresentados ainda os modelos de discretizagdo a serem
adotados para as lajes e vigas, a fim de se calcular numericamente as integrais de dominio,
envolvendo os esforgos iniciais que aparece nessa nova formulagdo. Entdo, as equagdes
integrais serdo transformadas em equacdes algébricas a fim de se obter o sistema de

equacdes lineares do qual, apds a imposicao das condi¢des de contorno a0 mesmo, se obtém
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as incognitas no contorno da placa sem vigas, eixos de vigas e cantos.
7.2 ESFORCOS

Nesse caso, além das deformagdes resultantes dos carregamentos no sentido
transversal e no plano da placa, deve-se também considerar o campo de deformagdes iniciais.

Logo, o tensor de deformacdes resulta em:

N 0 s
Ej =& 18 i,j=1,2 (7.1)

onde: €. é o campo de deformagdo total, &

p j © a componente elastica devido ao

0 ~ e e .
carregamento, €; ¢ o campo de deformagdes iniciais.

Deve-se ainda lembrar, que no problema de flexdo composta, as deformagdes sdo a

soma da parcela de chapa com aquela de flexdo simples, logo:

= gD _x we (7.2)

el =elPP _x W’ (7.3)

Considerando-se a lei de Hooke, as tensdes elasticas (G;) resultante das

deformacdes totais sdo dadas por:

Cj; =0y + Gg (7.4)
onde:
G; =2Gg; + lz_ﬂskkéiij (7.5)
o; = 2Gg; +12_ﬂ8ik5ij (7.6)
o} =2Ge} + 3 e, (7.7)

~ . 0 ~ ~
sendo G ; as tensdes devido ao carregamento ¢ G ; as tensdes resultantes das deformagdes

iniciais.
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Fazendo-se entio, a integracdo destas tensdes ao longo da espessura de uma
determinada sub-regido de dominio € da placa, obtém-se os campos de momentos ¢ de

forcas normais que atuam na superficie média da mesma:

e 0
m; =my +my (7.8)

N§ =N, +Nj (7.9)

onde m ; N ; sdo os esforgos elasticos devido as tensdes totais; m; e N, sdo aqueles

0 0 ~ . N ~ e e .
resultantes do carregamento; m;; e IV; sdo os esforgos devido as tensdes iniciais.

As componentes elasticas sdo dadas por:

m; = -D[vw., 5 +(1- V)W’ij] (7.10)

€

E 2D 2D
Nj = h_vz )[ngk 5; +(1_V)8ij ] (7.11)
7.3 EQUACOES INTEGRAIS DOS DESLOCAMENTOS

As equacgdes integrais dos deslocamentos podem ser obtidas a partir do teorema de
reciprocidade de BETTI (1872) (equagdo 3.1), de forma analoga ao que se fez no item (6.3)
para se obter a formulagdo linear, sendo que nesse caso, considera-se que a placa € sujeita
também a campos de momentos e forgcas normais iniciais. Assim, em uma determinada sub-

regido ), os problemas de chapa e flexao (ver equagdes 6.10 e 6.11) sdo dados por:

[ePNsdQ = [el° N dO ij=12  k=Lm (7.12)
Q. Q
[, midQ = [w,; mido (7.13)
Q Q

Considerando-se as equagoes (7.8) e (7.9), essas tltimas resultam em:

JePO(N, +Ng ho = j PN}, d0 (7.14)

Q

S
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J(m;w,ij )dQS = éf(rnij + mg ,;(S) dQ, (7.15)

Escrevendo-se as deformagoes fundamentais da sub-regido () em funcdo daquelas
referentes a sub-regido onde esta o ponto de colocagdo (ver equacdes 3.8 e 6.20),
escrevendo-se ainda as deformacdes e esfor¢os da superficie média em questdo em fungdo
dos seus valores na superficie de referéncia (ver equagdes 6.12 e 6.13) e por fim,
considerando-se o caso de uma placa composta de /Ny sub-regides, os problemas de chapa e

placa s@o dados por:

JezP (N, + NS ho = i ijuadeQ jc N w,,dQ (7.16)
Q s=1 Q,
N N, D
=3 Jeow; (N #NJHQ + [w,j(my + mfho = > == fw,mida  (7.17)
s=1 Q Q s=1 D Q,

Desenvolvendo-se essas equacdes, através de integracdo por partes, semelhante ao
que foi feito no item (6.3) para a formulacdo linear, obtém-se as equagdes integrais dos

deslocamentos de um ponto ¢ do dominio da placa:

i@ = 352 ] M 0. P2 @) V. . Pho(p) o)+
5 en e viaene ) o).
_fj%R:k(q,p)wck() (D D Jfﬁck q.P)w,, (P)+ jZchk(P) «(@.P)

. (P, <q,P>]drk+§j,(ck—c,,a)j[p (Pw. (a.P)+ p, (P)w.. (. P}, +

+ e @)k, () - X, [[o, (oo (0.0)+ b, (Iws (anp i, +

Q, k=1 Q;
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o) @phom + Yo, [(Now; @piee -2 019

Q

L claws, @)+ u, (0)]- ZEJ (0. (P, 0.P)+ u, (Pl (a. P +

E

:}N—Ep)rf (P)py, (a.P)+u,(P)py, (a.P (a.P
fp(a? ]dr+z(EN"N maih rj(p:n<q,1>> ()b (o, (PIHr, +
+1(uln(q,l’)pn(P)+uls(q,P)ps(P))dl"+gf(llln(q,p)b (p)+uy. (6. p)b, (p)k2 +
- j (N2 ()= (q.p) M) klm Qg1 (7.19)

Note-se que as equacdes (7.18) e (7.19) sdo dadas pela formulagdo linear
considerando-se a placa sujeita a carregamentos nas dire¢des (X1, X, € X3) (ver equacdes 6.43
e 6.48), acrescentando-se ao segundo membro das mesmas as integrais sobre o dominio da
placa envolvendo os momentos ou for¢as normais iniciais. Derivando-se a equacao (7.18)

em relagdo a m, obtém a equacgdo integral da derivada de w:

2 )= 3 LI ) L) e

om

" Dl[”M;ziq’%—%%”w@w

¥4D. &R, (q,P) Dy =D, &= R (q.P)
i RN T P)—| =N e 2N\t
~ D am WcN( ) z

W N (P)+

=t
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Nint aw* aw*
- P)—*(q,P P > (q,P)dr’
B e ) p 2w (-

2, % j (NS (p)w.p; (4, p) HQAp) —%i(m& (D)W (4, P) HQ(p) K, 1=1,2 (7.20)

As integrais de dominio da equagdo (7.20), que envolvem os esforcos iniciais, t€m
singularidades ao se integrar a regido onde esta o ponto g. Porém, como tais singularidades

nao sdo fortes, pode-se fazer a derivada do integrando de forma normal, ou seja:

S 6 0 * X 0 *
Yoo [N w.i @ pkom) =Y e [(NL(pw.in (epkm) (721
s=1 Q s=1 Q
a * *
a_mj-(mgl (PIW, (q,p))dQ(p) = j(m% (PIW.iim (q,p))dQ(p) (7.22)
Q Q
onde W, = —ﬁ[r,1 m, +1, m, +8,r,, m, —2r, 1, I, mi] k=12 (7.23)
nDr

7.4 EQUACOES INTEGRAIS PARA ESFORCOS NOS PONTOS INTERNOS

O calculo dos momentos elasticos m; para um ponto interno ¢ feito a partir da

equacdo (7.10), onde as curvaturas w,; sdo obtidas derivando-se a equacdo (7.18) do

deslocamento w(q) em relacao as diregdes x; e Xx;,, da seguinte forma:

’w (q)= < Dy I(OZMZ(%P) ow (P)_mw(p)}r@)

ox,0x, on OX, 0%,

W o (P)+

N3 ) 2p * D.-D Ne+Nex A2p *
&a RcN (q’P)WCN(P)_ N pa a RcN(qﬁp)
D & oo,

+ij s azM:‘(q’P)@(P)——aZV:(q’P)w(P) r(P)+

N:er D axiéxj 8n 8Xiaxj N
(@ R) ) (O ) o) TR () g, p)
] n GXIGXJ nn 8X18XJ an s N:l cN aXian s
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& 62W i ZW * N aZW *
P n P P g ’P F _ sn
O [ ] N [N
azw * le 82 2 *
b . (a.p)de - P P P)ldr
+b.(p)5 J(q,p) +N_1(cN pa)r{{pn( )8X16 J(q, Je. () j(q, )}

1 o, ic NP0y (@ PIHO(p) +

[y @w.y @pheeE)  kLijFn2 724

As forgas normais elasticas NV ; (1,j=1,2) sdo obtidas a partir da equagdo (7.11), onde
as deformacgdes € iJZ.D sdo funcdo de u;,; ¢ u;,; (ver equagio 2.25), sendo esses ultimos

calculados na superficie média. O deslocamento u,i’l (q) na superficie média ¢ obtido

derivando-se a equagdo (7.19) e considerando-se ¢(g)=0. Com isso, sua equacao resulta em:

0X, 0X,

duy(g) < EEN l[un(P)M”s(P)de“

*

[an(P)+W (P Jdr +J.((Zl; ,p)b (p)+ %l;ks (q,P)bs(P)JdQ+
R M j(un (P)ap;‘t“ (q,P)+u, (P)ap;r“(q, P)JdFN +

N=1 E X] Xl
& ENCN (9p: (9[)k

N (| (g, P)w,, (P)+ —2(q, P)w,, (P) |dT

+N:1 E _r[[axl(Q) () 51((1) () +

e Frd ek o), i, )

0X, 0X,

0
[N @) (@) kexp) ko112 (725)

1O

As integrais de dominio envolvendo os esfor¢os iniciais que aparecem nas equagoes
(7.24) e (7.25) apresentam singularidades quando se integra o dominio onde esta o ponto g.
Para que se possa obter a derivada de tais integrais, deve-se antes eliminar tais

singularidades, o que sera feito através de um procedimento apresentado por MIKHLIN
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(1962), o qual também foi adotado por BUI (1978), TELLES & BREBBIA (1979),
RIBEIRO (1992) e CHUEIRI (1994). O estudo da integral de dominio envolvendo
momentos iniciais da equagdo (7.24) ja foi feito na dissertacdo de mestrado (FERNANDES
(1998)) da autora deste trabalho e, portanto, somente sera apresentado aqui o resultado final.

Assim, nesse caso tem-se que:

oo i@l @pham) = [l (v, 0.0 ko) +

i iQ

1
+ mgl (@ E(Sik&j + 81i8kj + 8k16ij) (7.26)

1
.
onde W, ;i = —W[Sr,l I, L, r,k—2(61kr,1 r,j+6hr,k r,j+8klr,i r,j+8jkr,l r, +

18,0 T H8, Ty 1y J 48,8, +8,8, +8,8]  ijkl=12 (7.27)

De forma anéloga, chega-se a:

e (NG oywo (@ HR() = . [ (N ()W (@ pHO(D) +
oxox. 4 VK PIW,u (Q,P p) =¢; k1 (P)W. (9, P p
1 1 Q Q
0 Cs
+ Ny (q) 8_D(61k61j +6118kj +8k161j) (7.28)

Seja agora a integral de dominio que envolve as for¢as normais iniciais, que sera

designada de I:
0 .
1= [N )ef” @) ) (729
1Q

onde a deformagao fundamental ¢ dada pela equagdo (6.68).

Como se pode observar na equagdo (6.68), a integral de dominio da equagdo (7.29)
apresenta singularidade do tipo (1/r). Para eliminar tal singularidade, retira-se do dominio Q
um dominio circular Q., onde esta a singularidade, de pequeno raio € e com origem no ponto
¢, obtendo-se o dominio Q,, que é dado por: QQ.=Q —Q. (ver figura 7.1). Portanto, a integral

sobre o dominio ndo singular €. ¢ dada por:
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[Nl (4,p)dQ, = [N ()&l (0,p)dQ — [N} (p)el (4,p)dQ,  (7.30)
Q. Q Q.

FIGURA 7.1 - Dominios Q¢ e Q¢

Do dominio circular da figura (7.1), pode-se tirar as seguintes relagoes:

dQ. =rdrd¢ (7.31)
dr. = ed¢ (7.32)

~ 0 . . . ~
Assume-se que a fungdo N;(p) e suas primeiras e segundas derivadas sdo

continuas na vizinhanga do ponto ¢. Assim, expandindo-se a mesma, em torno do ponto ¢,

através da série de Taylor, tem-se que:
Ni(P) =N @+ [x, (P %, @N}.,, @+ (kLm=12) (733

onde Xm (p)_ Xm (q) = IT’m :

Considerando-se a equagdo (7.33), a integral sobre o dominio singular Q. pode ser

escrita como:

J(NS@)eEP (0. M, (p) = Ni(@) [£22" (q.p)AQ (p) +

Q

c

#N§,, (@ [, ()= X, (@ (4, () (734)

Substituindo-se em (7.34) as equagdes (6.68) e (7.31) e considerando-se, que nesse
caso, r=¢ com g—0, conclui-se que a expressdo (7.34) tende a zero, podendo-se entdo

despreza-la. Portanto, pode-se dizer que:
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lim [ (N3 (p)e3"" (,p) MO, (p) = J (NS (@)l (@,p) HOAP) (7.35)

ou ainda:
0
i j (NS (@)l (q.p) M, (p) (7.36)
1 Q

Aplicando-se na expressao (7.36) a regra de Leibnitz para diferenciacdo de integrais,

a mesma resulta em:

os 2o
I[ (p) k“ (q,p)JdQ(p) N (q)j 5 (.p)r, dr, (7.37)
Q
onde 812(3* =i2f(e) (7.38)
r
1
sendo £(6)= m{ﬁ _ZV')[Sjlski +8,8,; =201, 1, =281, r’1]+

+61j(2r,kr,1—8kl)+26klr,lr {+20,1,, 1,420, 1, 1, =81, 1, T, r,l} (7.39)

jlhoi
com v'=v/ (1 + v) no caso de estado plano de tensao.

Seja o segundo termo da expressdo (7.37). Considerando-se as equagdes (6.68) ¢

(7.32) e fazendo-se r=¢, 0 mesmo pode ser escrito como:

U - No(q)j kZUD)* q’p)r’ldrs =

2n

— I[(l — 2v')(r,k 3 +1,; 61k) 1, 0; +20,,1,,T,, ]r,l dé (7.40)
0
Considerando-se que 1,7 = cos” ¢ = (1+c0s2¢)/2, 1,2 =sen’ ¢ = (1 - cos 2¢)/2
er, r,,=cosdpsend = (sen 2¢)/ 2, faz-se a integragdo em relagdo a ¢, obtendo-se:
1

U, = —m [(6 —8V')NY (q)+ N° (q)Skl] klLm=1,2 (7.41)
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Logo, considerando-se a equagdo (7.41) e (7.37), a integral de dominio da equagéo
da derivada direcional de u;, definida em (7.29), pode ser escrita como:
1

I= [N}l (4,p)dQ - —
Q

1660 ) [(6 8N, () + N2, (a5, ] kLm.ij=1.2 (7.42)

7.5 — CALCULO DAS FORCAS DE SUPERFICIE p, E ps NAS INTERFACES

Como foi visto no item (6.5), as forgas de superficie p, ¢ ps ao longo das interfaces
que aparecem nas equacdes de flexdo (equagdes (7.18), (7.20) e (7.24)), sdo escritas em
fungdo das derivadas dos deslocamentos u, e u, utilizando-se a lei de Hooke (ver equagdes
(6.131) e (6.132)). Porém, levando-se em conta a equagdo (7.9), no caso da formulagao com

esforc¢os iniciais, as for¢as de superficie sao dadas por:

__E [ou,  ou] (7.43)
P (1—\/2)_ on as | P '
E [ou, ou .
= St — |- 7.44
P 2(1+v) én s } s 749

Com isso, surgem novas integrais envolvendo os esforgos iniciais N;. A fim de

exemplificar, considere a equacdo (7.18) do deslocamento w. Levando-se em conta as

equacgdes (2.28), (2.29) e (2.30), o termo 7 ao longo das interfaces, que envolve os esforgos

N 3 ¢ dado por:

Ni
I= (Ck _Cpa)INg(P)[niana: (an)+Siana:(an)}1rk (7.45)

k=1 T

7.6 DISCRETIZACAO DO DOMINIO EM CELULAS
7.6.1 Introducio

A fim de se calcular as integrais de dominio das equagoes (7.42), (7.26), (7.28),
(7.18), (7.19), (7.21) e (7.22), que envolvem os esfor¢os iniciais na placa, deve-se discretizar
os dominios das vigas ¢ lajes em células, nas quais os momentos e for¢as normais iniciais de

um ponto p da placa serdo aproximados por fun¢des interpoladoras. Porém, ndo se adotara
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o mesmo tipo de discretizacdo para as vigas ¢ lajes. Para as vigas ser@o consideradas células
retangulares e para as lajes, células triangulares, como estd mostrado na figura (7.2), onde as
vigas estdo discretizadas em uma célula retangular e a laje em 4 células triangulares. Nas
células triangulares das lajes, serdo utilizadas fungdes aproximadoras lineares (ver item
7.6.2). Nas vigas, os esforcos iniciais serdo considerados constantes ao longo da largura, mas
variaveis ao longo do comprimento (ver item 7.6.3). Cada célula retangular tera trés nos, que
sd0 coincidentes com os nds do elemento e, serd dividida em quatro células triangulares onde
os esfor¢os iniciais terdo aproximagdo linear. No encontro de vigas tem-se uma célula

retangular com apenas um no6, logo os esforgos terdo aproximagao constante.

PM PM PM ﬁ_M_D
L] g - PM ®
P D
? PM V.M Y ) .
. ) Pu
Pm
P § °C Co
PM C PM
P, ’ e °
* OPM .
P T, . .
Pm Py Pym

FIGURA 7.2 - Discretizagdo do Dominio das Lajes e Vigas

Na figura (7.2) ¢ representa o centroide da célula triangular, Py os pontos de
colocacdo para momentos € o contorno continuo é o contorno das células, onde se faz a
integracdo das fungdes.

As integrais sobre o dominio das células serdo transformadas em integrais de linha
sobre o contorno das mesmas. E interessante essa transformagcio, pois além de simplificar a
integragdo numérica, ela facilita a implementacdo da técnica de sub-elementos, podendo,
com isso, aumentar a precisdo do calculo. A técnica de sub-elementos ¢ descrita mais
detalhadamente no item (4.5)

No caso das células triangulares, os nds da célula coincidem com os pontos Py, que
sdo os pontos onde se calculam os momentos. Para a definicdo dos mesmos podem ser
considerados dois modelos, no caso em que um dos lados da célula esta sobre o contorno da
placa ou uma interface: em um modelo os nos s@o definidos sobre o contorno ou interface e
no outro tais nos sdo definidos dentro da célula (pontos Py, indicados na figura 7.2). O
primeiro modelo ndo € muito conveniente porque os esforcos elasticos deveriam ser

calculados considerando-se diferencas finitas, isto €, eles seriam obtidos a partir dos valores
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nodais de deslocamentos e for¢as de superficie do elemento ao qual pertence. No segundo
modelo, os momentos eldsticos dos pontos Py, sdo obtidos a partir da integragdo numérica
das curvaturas, o que resulta em uma maior precisdo nos seus valores. Nesse trabalho sera
considerado apenas o segundo modelo.

Nas células retangulares definidas nas vigas, os nds extremos da célula estdao sempre
sobre o contorno da mesma (ver figura 7.6), porém como esta indicado na figura (7.2), o
ponto de colocagdo para o célculo dos momentos pode ndo coincidir com o nd da célula,

sendo deslocado para dentro da viga.

7.6.2 Integracao das Células Triangulares

X)) iz

€=0 =

— &0
&

ki(1,0,0)

k3(0,0,1) £:=0

FIGURA 7.3 - Célula Triangular com Sistema de Coordenadas Homogéneas

Como ja foi dito anteriormente, as lajes serdo discretizadas através de células
triangulares, utilizando-se fung¢Ges interpoladoras lineares. Assim, considere a célula
representada na figura (7.3), cujos ndés K;, K, e K; sdo coincidentes com seus vértices € na
qual esta representado o sistema de coordenadas homogéneas. Nesse trabalho, esse tipo de
célula ¢ adotado, quando os trés vértices da mesma correspondem a pontos internos. Nesse
caso, os momentos iniciais de um ponto p qualquer da célula sdo obtidos, de maneira

aproximada, a partir dos momentos iniciais dos nds da mesma, do seguinte modo:

M (p) =¥ ()M (7.46)

onde ¥é a fungdo interpoladora e M*™ o vetor dos momentos iniciais nodais, dados por:
g 0 0 & 0 0 & 0 0

wi=|0 & 0 0 & 0 0 & 0 (7.47)
0 0 & 0 0 & 0 0 &
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Mo(N)Tzirnﬂ(kl) " mO(kS)} (7.48)

Na equagédo (7.47), as coordenadas homogéneas (£2) referentes a um ponto p da

célula, sdo dadas por:

Ep 2A; b a'l|[1
3 =i 2A; b* a? kX (7.49)
3 2A; b at ||X}
onde:
a® =X -XxJ a=1,2,3;j=2,3,1; k=3,1,2 (7.50)
b* =X} -X] (7.51)
2A% = XIX5 -XiX) (7.52)

A ¢ a érea do triangulo, que ¢ dada por:
A=05(b'a*> —b%a') (7.53)
A integracdo sobre cada célula pode ser feita através da formula de quadratura de
Gauss para dominio triangular, utilizando-se as coordenadas homogéneas. Porém, devido a
natureza das fung¢des envolvidas, ha necessidade de se utilizar um grande nimero de pontos
de integracdo, para se obter uma precisdo aceitavel, dependendo da posi¢do do ponto de
carregamento em relacdo a célula. Por esta razdo, adota-se, neste trabalho, um esquema
semi-analitico de integragdo, utilizado por TELLES & BREBBIA (1979) ¢ VENTURINI
(1982), o qual apresenta melhores resultados. Para a implementacao desse esquema, adota-se
um sistema de coordenadas cilindricas (r, 0), centrado no ponto de carregamento ¢, conforme

a figura (7.4), que torna possivel calcular analiticamente a integral sobre a coordenada r. As
relagdes entre os sistemas de coordenadas cartesianas (X7, X5 ) e polares (r, 8) do ponto p,

considerando a origem do sistema em ¢, sdo dadas pela equagdo (3.135). Substituindo-se a

equagao (3.135) em (7.49), obtém-se:

EP =¢d +i(b“ cosO+a* sene) a=1,2,3 (7.54)

sendo £!as coordenadas homogéneas relativas ao ponto ¢ e que sdo dadas por:

£ :i(zAg +b"X +a%Xy) (7.55)

o
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FIGURA 7.4 - Sistema de Coordenadas Cilindricas

Porém, no caso em que um dos lados da célula estiver sobre o contorno externo da
placa sem vigas ou sobre uma interface de uma viga com uma laje, os nos correspondentes a
tal lado, ndo serdo coincidentes com os vértices da mesma, mas serdo definidos no seu

interior (ver figura 7.1), como € o caso da célula representada na figura (7.5)

1 2

FIGURA 7.5 - Célula Cujos N6s Nao Sao Coincidentes com seus Vértices

onde os pontos I, 2, 3 correspondem aos vértices da célula onde se faz a integracdo das

fungdes e os pontos j, 2 e 3 sio os nos das células, que nesse caso sdo coincidentes com
os pontos de colocagdo para calculo de momentos; o ponto 3 € um ponto interno a laje e os
pontos I e 2 estdo sobre uma interface ou contorno externo da placa.

Se o vértice da célula é definido por um ponto interno, a coordenada do ponto de
calculo de momentos € a mesma que aquela para calculo de deslocamento e o n6 da célula
coincide com o vértice da mesma. No entanto, se o ponto esta sobre uma interface ou sobre o
contorno externo da placa, deve-se recalcular as coordenadas para o calculo de momentos, da
seguinte maneira: calcula-se o centroide ¢ da célula triangular (ver figura 7.5) e, entdo,

determina-se uma reta ligando o centrdide e o vértice da célula que se quer deslocar para o
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calculo de momento (ver figura 7.5). O ponto de calculo de momento P, € definido sobre
essa reta de acordo com a sua coordenada adimensional & Nesse trabalho foi adotado £=0,4

(o centroide tem &=1).

No caso da figura (7.5) os momentos iniciais no ponto p {M g (p )} sdo dados por:
M!(p)=F (M (7.56)

— - —T
O(N o . i
onde {M ij( / } s30 os momentos iniciais dos nos I, 2

e3e¥ a fungdo interpoladora

referente ao tridngulo de vértices }, 2e 3, que ¢ dada por:
& 0 0 & 0 0 & 0 0

=0 & 0 0 & 0 0 & 0 (7.57)
0 0 & 0 0 & 0 0 &

sendo F,z =Zi +%(Ba cosB+a sene) a=1,2,3 (7.58)

onde A éa area do tridngulo menor, definido pelos nos j, 2e3.

A fim de simplificar o algoritmo, serd considerado que os momentos sao
aproximados pela equacdo (7.56), onde as coordenadas homogéneas sdo calculadas
considerando-se as caracteristicas do triangulo formado pelos nos da célula. Com isso, o caso
representado na figura (7.3) seria um caso particular daquele apresentado na figura (7.5) em
que os nods da célula coincidem com os vértices da mesma. As forgas normais iniciais sdo
aproximadas através da mesma funcdo aproximadora utilizada para os momentos iniciais. A

expressao (7.58), pode ser escrita da seguinte forma:

& =&, +E, (7.59)
onde:
g 1 2A, b a |[1
=q —2 =2 =2

= — 2A0 b a Xq (760
§§ 2A - S| )

2A b a ||X¢
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—1

g o b oa |l 1
E; :2—_ 0 z i rcos0 (7.61)
i; 0 b a ||rsen0

Definida a fungdo de aproximagdo dos esforcos, serd mostrado agora como ¢ feito o
calculo das integrais de dominio, que envolvem os esforgos iniciais, das equagdes (7.42),
(7.26), (7.28), (7.18), (7.19), (7.21) e (7.22). Considere inicialmente a equagdo (7.18) do
deslocamento transversal w. Discretizando-se o dominio da laje em /N, células e
aproximando-se os momentos iniciais nas mesmas, através da equacdo (7.56), pode-se

escrever a integral sobre o dominio da laje da seguinte forma:

= [ ()wos, (@ PR == 3| [ K (@ ¥ (P, (p) MUY (7.62)

Q cel=1 Qe ~

onde lf* (q,p) = {W,j1 (q,p) Zw,i2 (q,p) W,;z (q,p)}; % ¢ a fungdo de interpolagdo

linear dada pela equagao (7.57).

Denominando-se de {e““}(g) a integral sobre cada célula genérica £2..;, que aparece
na equagdo (7.62), determina-se a partir de {e“’}(q) nove coeficientes, pois tém-se trés
componentes de momento inicial (m”;,, m’;, e mozz) para cada um dos trés noés da célula.
Assim, considerando-se um determinado coeficiente relativo a um n6é a ¢ a componente de

momento inicial na direcdo ki, este ¢ dado por:

e(@) == | Wiu(@,p)E () (p) (ol=1,2; 0=1,2,3)  (763)

Q

cel

Substituindo-se em (7.63) a expressdo de w,*k,, dada por (3.44), de 62 (equagdo

. ~ * ~ ~
7.59), e considerando-se que r,, e Fr,,, que aparecem na expressdo de w,, , sdo fungdes

apenas do angulo 6, indicado na figura (7.4), pode-se escrever d€2.,, como: dQ). = rdr.dO

(ver equagdo 3.131.a), chegando-se a integral:

ce 1 = r (o —a
ekll (q) = _m.!!‘(r,k r,,+0, lnr)[gz + ﬁ(b cosO+a sen 9)} rdrd®  (7.64)
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onde r,; sdo os co-senos diretores de r (ver figura 7.4): r,; = cosO e r,, = senB e d, € o delta de
Kronecker.

Fazendo-se a integragdo em relacdo a r, tem-se que:

cel _ 1 1
ekl ___DJ{ [r,k r,1+8k(lnR 2)}+

1 [-a —a R’ 1
_Kb cosO+a seneT I, I, +0, lnR—g do (7.65)

A integra¢do numérica poderia ser feita em relagdo a 6, porém a fim de facilitar o
célculo da integral e também o emprego da técnica de sub-elementos, a integral (7.65) sera
transformada em integral ao longo do contorno da célula. Com isso, substituindo-se em

(7.65) arelacdo (3.131.b), chega-se a:

cel 1 q R 1
e =—— 1, I, 40, InR—— ||+
u (@) 47D ] {i > { k Dot kl( 2]}

+ERR I, r,1+8kl(lnR lj gdl“ (7.66)
3)]] on

onde &, ¢ dado pela expressdo (7.61), fazendo-se r = R.

Considerando-se que a célula tem trés lados, calcula-se a integral (7.66) ao longo do

contorno de cada lado. Portanto, a integral sobre a célula é dada por:

@=L SlplE R 1
ekl (@)= 47D <= {J‘{é 2{ :1+6k1(lnR 2]:|+

-RR 1 or
+ & |:I',k r, +6kl(l R - Ej}}adl—l} (7.67)

Deve-se entdo integrar numericamente a expressao (7.67). Para isso, deve-se fazer a
mudanga de coordenadas cartesianas para coordenadas homogéneas, que ¢ obtida derivando-

se a equacdo (4.1). A integragdo numérica ¢ feita através da formula de quadratura de Gauss,
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dada pela expressdo (4.26), empregando-se a técnica de sub-elementos (equacdo 4.28).

Assim, a integral (7.67) ¢ calculada numericamente da seguinte forma:

3 Nsub Ng

ecel(q) zzz_ s { {I’,k r,1+8kl(lnR ;j:|+

i=1 ks=lig=1

+ Ei%{r,k r,1+8kl(1nR - %m(r,i n)W,. (7.68)

As coordenadas adimensionais Ea e EZ da expressdo (7.68) sdo calculadas da

seguinte maneira: obtém-se as coordenadas cartesianas do ponto p de integracdo a partir da
coordenada adimensional 7, (ver equagdo 4.28) do ponto de Gauss e das coordenadas
cartesianas dos nods do sub-elemento, utilizando-se a expressao (4.2). Entdo, a partir das
coordenadas cartesianas de p, calculam-se suas coordenadas adimensionais através das
equagoes (7.60) e (7.61).

Seja agora a integral de dominio da equacgdo (7.26) referente a uma parcela da
equacdo das curvaturas de um ponto interno ¢. Considerando-se a equacdo (7.56), e

designando-se tal integral de I, ela é calculada de maneira aproximada, da seguinte forma:

el

— o*w,, o*w,, o*w,,
sendo: k*(q,p) {axiaxj (@.p) 2-—=(ap) — o ——2(q, P)} i

1 ]

TMZ

[« q,p)?(p)dQccl(p)]MfilN ’ (7.69)

—cel
Os coeficientes de e;; relativos a integragdo de uma determinada célula £2.., sdo

obtidos usando-se 0 mesmo procedimento descrito para se obter a equacdo (7.68). Pode-se,
entdo, expressar cada coeficiente genérico referente a um n6é « e a componente de momento

inicial na dire¢do kI, como:

—cel

ewij(q) = — I wjkklij (g P)Ez (P)dQ, (p) L k1=1,2; a=1,2,3) (7.70)

cel
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onde a expressdo de w,;,ij ¢ dada em (7.27).

Em uma determinada célula, sdo calculados nove coeficientes para cada componente
de curvatura w,;. Como sdo trés componentes de curvatura, tem-se um total de 27
coeficientes para cada célula. Fazendo-se a integracdo em r e transformando-se a integral em
relacdo a @ em integral ao longo do contorno da célula, a equagdo (7.70) é calculada da

seguinte maneira:

—cel 1 3 [ ]61‘ .
ekm(q)=%—D;rjfkm(9) £ InR+€, [—drI. k,Lij=1,2 (7.71)

onde fklij (9) = —[8r,1 I, T, T, —Z(Sikr,1 r,j+8“r,k r,j+8k1r,i r,j+8jkr,1 I, +
+ SIJr,k r,,+9, ne r,l)+ SikSU + SUSJk + SkISij (7.72)

Integrando-se numericamente através da formula de quadratura de Gauss e

utilizando-se a técnica de sub-elementos (ver equagao 4.28), obtém-se:

—cel sub Ng aks [ ]
S @)= ZZZ £y (0)— 6o IR+, [~ (7.73)
s=1 ks=lig= 1

Seja agora a integral (7.22) sobre o dominio da placa referente a equacao de w,,,.
Considerando-se a equagdo (7.56), a mesma ¢ calculada de forma aproximada, pela

expressao:

Nee . .
1=->| [k (@)¥ (p)dQ, () MSSIN ) (7.74)

cel=1 Qi

sendo: k™(@.p) = (Warn (4D) 2W.1s (@.0) Wi (a.D))

Considerando-se um determinado n6 e da célula, a fungdo aproximadora Y_’T indicada
na equacdo (7.57) e ainda a expressdao fundamental (7.23), apds se fazer a transformagdo da
integral de dominio em integrais ao longo do contorno da célula e a integragdo em r, como ja
foi demonstrado para se obter a expressao (7.68), o coeficiente referente a uma componente

de momento inicial na dire¢@o kI ¢ calculado da seguinte forma:
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: ! [
cel _ . 2 o _ _
e _4nD2{j - g } dl"} a=1,2,3 kl=12 (779

klm i=1

sendo f,. (6’) dada por:
f,.(0)= [r,,m, +r,, m, +8,r,, m, —2r, 1,1, m| kLi=1,2 (7.76)
Seja agora a integral de dominio que aparece na equacao (7.19) do deslocamento de

chapa u;. Discretizando-se o dominio em N, células, a mesma ¢é calculada, de forma

aproximada, através da seguinte expressao:

NCS

[ K7 @p)¥ () (p) [N (7.77)

cel=1 Qe

sendo: lf"*(q,p)z{szll(q,p) 28;12(q,p) Szzz(q,p)} k=1, m); N"™ sdo as forcas

~ cel

normais iniciais nodais da célula.
A expressdo de 8;;0 ¢ dada pela equacado (6.68), onde k.,i,j=1,2. Porém, no caso da

equacdo do deslocamento u; a carga fundamental é aplicada nas direcdes / € m. Assim, a

solucdo fundamental ¢ dada por:

€ =— ! [(1 2V )( r, k +r,, kj)—r,p k5, +2r, k r,;r,, (7.78)

(1 v)Gr

sendok=1,meijp=1,2.
Em cada célula, sdo calculados 18 coeficientes, pois para cada equacao de u; t€ém-se
nove coeficientes. Apos a transformacgdo da integral (7.77) sobre o dominio £2., de uma

determinada célula em integral ao longo do contorno da mesma e considerando-se um

determinado né a da célula, o coeficiente relativo a componente /N 3(0’) ¢ dado por:

"cel _ or _ - c.
© (@)=- 87G(1—v) {ffku [ —i Jadl“} 0=1,2,3 k=lm ij=12 (7.79)

onde fk].j(e) [1 2v)(r k. +r,, k) r,, k. 8;+2r, k r,1,, (7.80)
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Considere finalmente a integral sobre o dominio das células da equag@o da derivada
do deslocamento de chapa u,,; definida na equagdo (7.42). Apds a discretizagdo do dominio

da laje em células, a mesma ¢ dada por:

TMZ

- —T
j K" (@p)F (P (p) [N (7.81)
Q.

sendo: E"*(q,p)={8:m(q,p) 28;121(%13) 81221(qap)} (kl=1,2) e a expressio

fundamental & ,f,ﬁ "¢ dada pela equacdo (7.38).
Em uma célula, calculam-se 36 coeficientes, pois sdo 9 coeficientes para cada
equacao de uy,;, Procedendo-se de forma andloga, o coeficiente da equagao (7.81) relativo a

0 . . .
componente N ij(“) de um n6 ¢, pertencente a uma célula qualquer, pode ser escrito como:

cel 1 3 fkijl (9)[ —q —R]ar } .
e" =—— InR —dI =1,2,3 kLi,j=1,2 (7.82
"1 (Q) 8nG(1—v')SZ:‘ ! (I Eo + &0 oy s @ i,j=1,2 (7.82)

sendo f kil (9) indicada na equagdo (7.39).

7.6.3 Integracao das Células Retangulares nas Vigas

O dominio das vigas sera discretizado através de células retangulares (ver figura

7.6), cujos eixos sdo dados pelos elementos.

b ..1 _.l:'_ ........... _._2____§’ _34>
EF-1 &=0 gl r

FIGURA 7.6 — Defini¢ao dos Noés e Pontos de Colocacdo na Célula Retangular

onde 1, 2 ¢ 3 s30 os nos das células e 1’,2 ¢ 3’ os pontos de colocacdo para esforcos.
Os esforgos serdo considerados constantes ao longo da largura b, mas variaveis ao

longo do comprimento /. Deve-se observar que os pontos de colocagdo para momentos 1’ ¢
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3’, definidos na figura (7.6), podem ou nfo ser coincidentes com os nos I ¢ 3, que sdo
definidos sempre sobre o contorno da lateral da viga como esta mostrado na figura (7.6). O
ponto de colocagdo para esforgos ndo coincide com o n6 da célula quando na construgdo do
sistema de equagOes para obtencdo das incognitas do contorno tal ponto é deslocado para
obten¢do das coordenadas do ponto de colocagdo de deslocamento. Caso contrario, o ponto

de colocacédo coincide com o n6 da célula.

FIGURA 7.7 — Divisdo da Célula Retangular em Células Triangulares

A integral de dominio envolvendo os esforcos iniciais ¢ calculada dividindo a célula
retangular em quatro células triangulares (ver figura 7.7), nas quais sera adotada a mesma
aproximacao das cé€lulas triangulares nas lajes. Escrevem-se, entdo, as componentes de
momentos ou for¢ca normal inicial do n6 da célula triangular sobre o contorno da viga em
fung@o das componentes de um ponto correspondente sobre o eixo da mesma. Isso ¢ feito do
seguinte modo: segundo a dire¢do n, da normal no eixo da viga, projeta-se o ponto P, do

contorno sobre o eixo, a fim de identificar o ponto P, sobre o eixo da viga (ver figura 7.8).
~ Y | 0 _ N0 -
Entdo, adota-se Myp ) =My, € Nij(},c) = Nij(pe), ou seja, que os momentos e forgas

normais iniciais sdo constantes ao longo da espessura da viga.

FIGURA 7.8 - Proje¢do no Eixo da Célula dos Pontos Sobre o Contorno da Mesma

Deve-se notar, que ndo ha necessidade de se calcular as integrais sobre os lados das
células triangulares, indicadas na figura (7.7), que sdo definidos no dominio da viga, pois
essas integrais se anulariam ao se considerar as duas células as quais tal lado é comum.
Assim, ¢ necessario calcular apenas as integrais sobre os lados das células triangulares

definidos sobre o contorno da viga.
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7.6.4. Integracao das Células Retangulares nos Encontros de Vigas

Nos encontros de vigas, os momentos sdo considerados constantes e, portanto, a

célula possui apenas um nd. Logo, nesse caso, a fungdo aproximadora ¢ dada por:

(7.83)

S

—

I
=
(= e
- o O

Considere inicialmente a equagdo do deslocamento transversal w. A integral de
dominio envolvendo momentos iniciais ¢ calculada de forma aproximada através da equagdo
(7.62), utilizando-se porém, a fungdo de interpolacdo indicada na equagdo (7.83). A fim de
transformar tal integral em integral de contorno, considere a transformacdo de coordenadas,

dada pela expressdo (3.132). Substituindo-se as equagdes (3.132) e (3.44), relativa a
expressao de w,zl, em (7.62), a integral referente a um né o de uma célula qualquer, ¢

calculada fazendo-se a integracdo ao longo dos quatro lados da célula, do seguinte modo:

n 1 &l f or 1
e =—— r, 1, +0,, InR ) rdr | ——dI; k1=1,2 (7.84
u ) 4nD = 1'[ _([( k [0 70y )d) n R ( )

onde ¢,=1.
(a)

. ~ . . N 0 r
Fazendo-se a integragdo em r, o coeficiente relativo a componente m,;”’ do n6 a de

uma célula qualquer ¢ dado por:

m 1 &(¢R 1)|or
e =—— —| 1, 1,,+0,| InR —— | |—dI k,I=1,2 7.85
; (@) 4D = _[ 5 [ k o1 kl( 2)} on (7.85)

¥

As integrais de dominio envolvendo esforgos iniciais da equagdo das curvaturas, da
derivada do deslocamento transversal, do deslocamento de chapa u; e¢ da derivada do
deslocamento u, sdo calculadas, respectivamente, através das equagdes (7.69), (7.74), (7.77)
e (7.81), considerando-se, no entanto, a fungdo de interpolagdo definida na equagdo (7.83).
Procedendo-se de forma analoga aquela descrita para se obter a equagdo (7.85), chega-se as

seguintes equagdes, referentes, respectivamente, as equagdes de w,ii; Wy 5 Uk € Uy
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e:j( po :1 rj £ (6) ln—R ﬁdr} k,Lij=1,2 (7.86)
ekm: (@) =47+D§“ -r[fk'm(e)?ndri} k,l=1,2 (7.87)
e:‘ (qQ) =- = (11 - v‘)é rj f;(6) %dr} k=Lm ij=12  (7.88)
E:l (q) = mi rj i (e)lnTR %dl‘} kLij=12 (7.89)

sendo fiuii (), fum(6), fiii(0) e frin(6) dados pelas equagdes (7.72), (7.76), (7.80) e (7.39).

7.7 EQUACOES ALGEBRICAS

Pode-se transformar as equagdes integrais obtidas nos itens (7.3) e (7.4) em equagdes
algébricas, através da discretizagdo do contorno e interfaces em elementos (ver capitulo 4),
nos quais sdo aproximadas as variaveis definidas ao longo do contorno externo da placa e
interfaces, ¢ do dominio em células (ver item 7.6), nas quais serdo aproximados os campos
de momentos e forgas normais iniciais.

As equagdes integrais referentes ao modelo no qual as vigas sdo representadas por
seus eixos médios sdo dadas no item (6.8), devendo-se acrescentar ao segundo membro das
mesmas as integrais de dominio, envolvendo os esforgos iniciais, que foram definidas nos
itens (7.3) e (7.4). A seguir, serdo apresentadas as equagdes algébricas referentes a esse
modelo, pois 0 modelo em que as variaveis da viga sdo definidas ao longo do contorno da

mesma, apresentado nos itens (7.3) e (7.4), ndo foi implementado em microcomputador.

7.7.1 Equacées de Deslocamentos no Contorno Externo e Eixos de Viga

Apbs a integragao numérica ao longo de todos os elementos do contorno externo sem
vigas, eixos de vigas e de todas as células, as equagdes de deslocamentos referentes aos
problemas de placa (equacao de w ou w,,,) e chapa (equacdo de u; ou uy,;) de um ponto sobre
o contorno externo ou um eixo de viga, podem ser escritas, respectivamente, em suas formas

matriciais, da seguinte maneira:
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H,U,+H, U +H»p U, =G, P.+G,P,+T, + Gop P,y + E, M+ E:n N*  (7.90)
HrU.+H,, U,y =G,, P,,+T,, +E, N’ (7.91)

onde todos os termos das equagdes (7.90) e (7.91), a menos daqueles que envolvem os
esfor¢os iniciais, s3o os mesmos definidos em (6.146) ¢ (6.147); [EF ] , [EZDJ e [Ezz)] sao

resultantes da integracdo numérica nas células e representam a influéncia dos campos de
esforgos iniciais nos valores dos deslocamentos; {M” } e {N’ } sdo, respectivamente, os

vetores de momentos e forgas normais iniciais dos nos das células.
7.7.2 Deslocamentos e esfor¢cos no dominio

Apo6s a obtencdo das incognitas do contorno externo, eixos de vigas e cantos, pode-
se obter os deslocamentos de placa e chapa para qualquer ponto interno (ver item 4.9),

através das seguintes equagdes matriciais:

w(q)+ I_INF (q)[{F + I_{c (q)[{c + ﬁfD (q)UNZD = GF(q)PNF + Gf (Q)Pf + T(q)+

+6N2D P2D+EF(q)1\N/IO+E~2D (q)I\IO (7.92)

W, (@) +H'g (q)UF +H', (q)Uc + ﬁsz (q)UZD =G'; (q)PF +G', (q)Pc +

+a‘2D (q)P2D+T'(q) +E'F(q)MO+E'2D (q)NO (7.93)

0, (4)= Wy (a)e(@)+ He(a) U+ Hap (@)Usp = Gop(a)Pop+

+T"(q)+E,p (a)N° k=1,m (7.94)

Derivando-se duas vezes a equagdo integral de w, obtém-se a equagdo integral das

curvaturas w,; para um ponto interno, que na sua forma aproximada, ¢ dada por:

Waii (@) + H”F(q)UF"' H", (q)Uc + ﬁnzn (q)Uzn = G”F(q)PF+
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+G"yp P+ G (q)P+ T (q)+ B (@M + B ()N =12 (7.95)

A equag@o dos momentos elasticos em um ponto interno é obtida a partir da equacéo
(7.10), sendo as curvaturas calculadas através da equacdo (7.95). A equagdo aproximada dos

momentos elasticos em todos os pontos nodais das células, na forma matricial, ¢ dada por:

R [l
et e [H [ ) (U b=lG#) (6% [G#ol Pl (=
(UL, P

+{T#), +[B*] MO+ [E x|, N0 (7.96)

A equacdo matricial da derivada do deslocamento u;(g), na superficie média de uma

sub-regido s, ¢ a seguinte:

uis,j (q)+ ﬁ'F (q)I{F"' HL2D (q)U2D =Gy (q)PiD +T* *(q) + E'~2D (q)NO (7.97)

Considerando-se as equagoes (7.11) e (7.97), obtém-se a equagdo matricial relativa a
for¢a normal elastica de um ponto ¢. Escrevendo-se essa equagdo em todos os pontos nodais

das células, chega-se a:

- {U}F {P}F
e[l o] el ) (Ul =[] 0] [G*Lo} P b+
Uy Py
T+ [B ]y Ny (7.98)

7.8 TECNICA DE SOLUCAO
7.8.1 Calculo das Incognitas da Placa e dos Deslocamentos do Dominio
Escrevendo-se as equagdes de placa e chapa necessarias para a obtencdo das

incognitas do contorno externo, eixos de vigas e cantos (ver item 6.8.5), obtém-se o seguinte

sistema de equacgdes:
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1), [m)e [a]] {UiF Gl 6l [Gl. (P}

S T R —

Bl O [El |lUh,) | 0] ] [Gho | [Phe
) [EL EL,

+4 —— | —— M+

{Tho) [ [0] [EL

N} (7.99)

O sistema (7.99) e as equagdes matriciais dos deslocamentos nos pontos internos sdo
montados em uma mesma equacdo matricial, porém resolve-se primeiro o sistema de
equacgdes, para depois, com os valores das variaveis no contorno externo, eixos de vigas e
cantos, se obterem os deslocamentos nos pontos internos. De uma forma simplificada, o

sistema (7.99) pode ser escrito da seguinte maneira:
YU} = [GHP)+ {1+ [E, JvJ+ [, N7 100

Para obter-se um procedimento numérico mais conveniente para a analise ndo linear,
sdo feitas operacdes matriciais sobre a equagdo (7.100), visando-se deixar os termos
referentes aos esforcos iniciais isolados. Assim, armazenam-se todas as incognitas do
contorno externo, eixos de vigas e cantos num vetor {X}, trocando-se as respectivas colunas
entre as matrizes [H] e [G]. Entdo, somam-se em {B} os efeitos dos deslocamentos ou
esforgos prescritos no contorno externo e cantos, ao efeito do carregamento que atua na placa

(ver item 4.7), obtendo-se:

AX=B+E,M’+E_ N’ (7.101)

Multiplicando-se os dois lados dessa equagdo por [A]", obtém-se as incognitas do

problema:

X=L+R,M’+R N’ (7.102)

L=A"B (7.103)
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R, =A"'E, (7.104)
R,=A"E, (7.105)

Na equagao (7.102) [Ry] e [Rn] representam, respectivamente, a influéncia dos
momentos e forcas normais iniciais nos valores dos deslocamentos do contorno externo,
eixos de vigas e cantos e {L} representa a resposta elastica, sem considerar os esforgos
iniciais. Na resolugdo do sistema (7.101), inicialmente ndo se leva em conta a parcela
relativa aos esforcos iniciais ( [Ex]{M’} + [Ex]{N}), obtendo-se dessa forma o vetor L, que
contém os valores incognitos resultantes apenas do carregamento na placa. No caso da
analise linear onde a placa ¢ sujeita também a campos de esforcos iniciais, os deslocamentos
e esforcos finais sdo obtidos somando-se aos valores das incognitas do problema a parcela
devido aos esfor¢os iniciais. No caso da analise ndo linear, os resultados finais sdo obtidos
apos se fazer o processo incremental-iterativo descrito a seguir no capitulo 8 onde, no final
de um incremento, o vetor dos esforgos iniciais corresponde aos valores acumulados dos
residuos de esforcos ao longo das iteragdes.

Da mesma forma se faz para os pontos internos, onde inicialmente, utilizando-se o
vetor {L}, calcula-se o deslocamento elastico devido ao carregamento. Entdo, acrescenta-se

ao valor desse, a parcela referente aos esforgos iniciais, como esta descrito a seguir:

U(q) = —ng)g+ Ggq)13+ T(Nq)+ EMN(q)M°+ E,(q)N° =

= _qu)2(+ ng)"LEMN(q)MO"' EN(q)NO (7.106)

Considerando-se a equagédo (7.102), obtém-se:

U@ = Ala)f L+ Ry, MU+ RN [+ Bla) ¢ By (M + Ex ()N -

=L(q)+ Ry (@M +R(q)N’ (7.107)

onde:
R, (q)= —/fx(q)RMJrEM(q) (7.108)
Ry (q)=—A(q)R+Ey(q) (7.109)

I;(CI) =- {‘x(Q)Pr 1?((1) (7.110)
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7.8.2 Calculo dos esforcos
As equagdes (7.96) e (7.98) podem ser expressas da seguinte forma simplificada:
M® =—H*U+G*P+T*+E;, M"+E N’ (7.111)

N =—H*'U+G*P+T*+E* N’ (7.112)

Analogamente ao que se fez para se obter a solu¢do da equagdo (7.102), a equacdo

(7.111) resulta em:

M® =B*-A*X+E M "+E N’ =K+S,, M"+S N’ (7.113)
onde:
K=B*-A*L (7.114)
Sy =Ey—-A"R, (7.115)
Sy =E —-A"R, (7.116)

Na equacdo (7.113) [Sy/ e [Sn] representam, respectivamente, a influéncia dos
momentos ¢ for¢as normais iniciais nos valores dos momentos elasticos dos pontos nodais
das células e {K} contém a resposta elastica, sem considerar os esforgos iniciais.

Por sua vez, a equacdo (7.112) resulta em:

N® =B*-A*X+E'N"=K+S N’+S, M’ (7.117)
onde
K'=B*-A*L (7.118)
Sy =Ey-A*R, (7.119)
Su=-A*R, (7.120)

Na equagdo (7.117) [S M] e [S N] representam, respectivamente, a influéncia dos

momentos e forgas normais iniciais nos valores das forgas normais elasticas dos pontos

nodais das células e {K’} contém a resposta elastica, sem considerar os esfor¢os iniciais.
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7.9  VERIFICACAO DAS MATRIZES [Su] e [Sx]

Considerando-se configuragdes particulares de equilibrio de uma placa, podem ser
definidas propriedades para as matrizes [Ry/ (equagdo 7.108), [Rn] (equagdo 7.109), [Sy/
(equagdo 7.115) e [S’n/ (equagdo 7.119). Todas as propriedades deduzidas a seguir se
referem ao problema de flexdo simples ou ao problema de chapa sem considerar a flexao.

Considere inicialmente uma placa sem enrijecedores e coeficiente de Poisson nulo, a
fim de representar o caso de uma viga. Como condi¢do de contorno, ao longo dos contornos

definidos no sentido longitudinal da viga adota-se M,=V,=0 ¢ nos outros dois lados menores,

. o 0 .
aplica-se um momento inicial M, e considera-se w=0 (ver figura 7.9).

—

FIGURA 7.9 - Viga com Momento Inicial Aplicado

No caso de se ter M? =M, , deve-se verificar os trés somatérios da matriz [Sy/:

Nom
D Sy =1 I<i<N,, (7.121)
i1
Npm
ZSMG*i—l 3%j-2) = 0 (7.122)
=1
NPM
ZSM(S*i 23%j-2) 0 (7.123)

J=1

sendo V,, 0 nimero de pontos onde se calculam os momentos; i se refere ao ponto onde se

calcula o momento elastico, j o ponto onde estd aplicado o momento inicial e o vetor de
momentos para um determinado ponto i ou j ¢ o seguinte: {M}T = {M11 M, M, }

Se M? =M, deve-se verificar os trés somatorios da matriz [Sy/:

NPM

ZSM@*i_z 23%)) T 0 (7.124)

=1

=
<

SM(3*i—173*j) =0 (7.125)

.
N
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NI’M

ZSM(3*i93*j) =1 (7.126)

J=1

e -— N

FIGURA 7.10 — Viga com Forga Normal Inicial Aplicada

Para verificar a matriz [S’y/, considere a mesma viga anterior, com as seguintes
condi¢des de contorno: ao longo de um dos lados apoiados, tem-se u,=p,=0 para todos os

pontos a menos do ponto do meio, onde se adota u,=u,=0; no outro lado apoiado t€ém-se p,=0

: 0 0 0 A . . ~
- . = R - u
e aplica-se IV, . Para N, = IV, chega-se as mesmas propriedades definidas nas equagdes

7.121) a (7.123) para a matriz [Sy/ ¢ no caso de N’ =N! chega-sease uagoes (7.124) a
p " 2 g q

(7.126), considerando-se, no entanto, a matriz [S’y/ ao invés de [Sy/.

Todas as propriedades definidas a seguir se referem a placa enrijecida com duas
vigas externas, representada na figura (4.8), onde os dois lados correspondentes as vigas sdo
livres e os outros dois apoiados.

Considere inicialmente o problema de flexdo simples. Ao longo dos dois lados

apoiados sdo aplicados momentos iniciais na laje e nas laterais das vigas de tal modo que a

curvatura na placa enrijecida seja constante. Com isso, nos pontos da laje aplica-se M ,‘: e
nos pontos das vigas aplica-se um momento inicial igual a (D/Dy) M 3 , sendo D, e Dy,

. .. . . 0 0
respectivamente, as rigidezes da viga e da laje. Nesse caso, como M, =M,, as

propriedades da matriz [S),/ sdo as seguintes:

N

N
ocelr D pm
VvV _ .
ZSM@*FZ 23%j) —+ ZSM(3*F2 23%j) - 0 1 S 1 S Npm (7127)
=1 DL j=Nocelr+1
Noceir D Npm
\4 _ .
SM(3*i—1 L R ZSMG*i—l’S*j) =0 I<i< Npm (7.128)
j=1 D L j=Nocelr+1
Nocelr D NPm
\ _ .
Sniosp —+ D Suirzp =1 Ny +1<SISN (7.129)
=1 D L j=Nocelr+1
Noceir D Npm D
N4 _ v .
2 S D 2 Suisng = D <1< N, (7.130)
=1 L j=Nocelr+l L
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onde N, € 0 numero de pontos de calculo de momentos nas vigas € (Npm — Noceir) 0 nimero
de pontos de colocagio para calculo de momentos na laje.

Com esse exemplo pode-se ainda verificar a matriz [Ry,]. Designando de I o seguinte

somatorio:
Nocelr DV NP‘“
1= Ryiry—+ DRy I<i<N,_, (7.131)
j=1 DL j=Nocelr+1

onde N,y esta definido na equagdo (6.150).

Utilizando-se a equacdo (7.131) devem ser verificadas as seguintes propriedades:

5

S

Nos pontos k ao longo dos lados apoiados,deve-se ter =0 para as linhas i=2*k-1, que se

referem ao esforgo V), e I=cte para as linhas i=2*k, relativas ao deslocamento w,,,.

7
0.0

Nas linhas i, referentes aos cantos, deve-se ter I=0, pois sdo relativas ao esforco R..

7
*

Nos pontos k ao longo dos lados livres, deve-se ter /=0 para as linhas i=2*k, relativas ao
deslocamento w,,,.

Seja agora o problema de chapa. Ao longo dos lados apoiados, considere as mesmas
condig¢des de contorno da viga representada na figura (7.10). A for¢a inicial N :f ¢ aplicada
de tal forma que as vigas e a laje fiquem com a mesma deformagdo. Assim, se nos pontos da

laje aplica-se N 3 , nos pontos das vigas deve-se ser aplicado (#,/#) N 3 , sendo ¢, e t,

. . . 0 0 2
respectivamente, as espessuras das vigas e da laje. No caso de N, = /V,,, chega-se as

seguintes propriedades:

Nocelr t Npm
A% ' _ .
Sngaamy Tt D Sugiarny =0 1<i<N,, (7.132)
j=1 L j=Nocelr+1
Nocelr , tv NPm ,
Sn i) Pl D Sxiwy =0 ISi<N_ (7.133)
j=1 L j=Nocelr+1
Nocelr tV NPm ,
' _ .
SN<3*i’3*”t_+ D S\ vz =1 ot FISTSN (7.134)
j=1 L j=Nocelr+1
Noce]r , t\/ NPm , tv
SN(3*i,3*j)t_+ ZSN(3*i’3*j) =t_ lsl S Nocelr (7135)
j=1 L j=Nocelr+1 L

As propriedades mostradas anteriormente servem para verificar as matrizes no caso

de uma distribuicdo constante de esforgo inicial. Porém, as matrizes também devem ser
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verificadas para uma distribuigdo linear desse esfor¢o. Seja ainda esse ultimo problema de

chapa (ver figura 7.11). Considerando-se que haja somente for¢a normal na direcdo x; e que

essa tenha a seguinte distribuic@o linear na laje Ngz =X, /L e que nas vigas a for¢a normal

inicial seja igual a NS, = (tV /t, )(x2 / l), as seguintes propriedades devem ser verificadas:

Nocelr X Npm X, . t., X,

' 2 2 2 .

S <”—V+ > Sy Z“):_V Zm 1<i<N,, (7.136)
j=1 t j=Nocelr+1 t
Nocelr X t Npm X . X ..

' 2(J) 2() _ 20 .

S\ — Z + D Sy V= N +1<i<N (7137
j=1 L j=Nocelr+1

v

FIGURA 7.11 — Placa Enrijecida com Duas Vigas
Com esse mesmo exemplo, pode-se deduzir uma propriedade para verificar a matriz

[Ry]. Para isso, deve-se determinar a expressdo para o deslocamento u,,. A deformagdo na

direcdo de x;, ¢ dada por:

0
dqu Ny, X,

*odx, E [E
Integrando-se a expressdo (7.138) em relagdo a x;, obtém-se:
X5
' 2El

Através da expressao (7.139), pode-se estabelecer as seguintes propriedades:
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N 2
ocelr X23j) tv pm X2(j) X2() ty
Z RN(Nvarf +6*1_5’3*J) L -t z RN(Nvarf +6*1_5’3*J) [ = LA S e}
i S 2**Ev tr
N ( ) Xa() ty Nim R ) X2(j) 1
N(N,, +6%-43%]) —F N(N,,  +64-43%) —F = =
il ‘ Pt N, ' VoL 2xEL
Nl Xz(' t Nom X
DAY > 2(1)
2 RN(N,, +6%i-4,3%) T 2 RN, +6%i-4.3%)) =0
= (L N+l
Noeel X 2(j t Ny X9(i
ocelr _]) V P 2(_])
2 RN, +6%-53%) - 1" > Ry(n,,+6%-53%)) — - 0
=1 T =Nt
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(7.140)

(7.141)

(7.142)

(7.143)

onde a linha N,,+6%i-5 se refere ao deslocamento u, do ponto i € a linha N,,t+6*i-4 ao

deslocamento u,, do mesmo ponto.

As propriedades (7.140) e (7.142) devem ser verificadas para o ponto i sobre o eixo

da viga, a equagdo (7.141) ¢é relativa ao ponto i da laje onde x,=L Por fim, a propriedade

(7.143) deve ser verificada nos pontos sobre o contorno da laje. Deve-se notar que o

resultado dos somatérios das equacdes (7.140) e (7.141), esta em modulo, devendo-se ainda

levar em conta se o deslocamento u;ou u,, em questio tem ou nao o mesmo sentido de x,.
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8 FORMULACAO NAO-LINEAR IMPLICITA UTILIZANDO O OPERADOR

TANGENTE CONSISTENTE
/"7

8.1 INTRODUCAO

O procedimento para se obter a solugdo ndo-linear de um problema de flexdo de
placas ¢é descrito a seguir. A partir da formulacdo linear apresentada no capitulo 7, para o
caso de placas definidas por sub-regides e sujeitas a campos de esforcos iniciais, calculam-se
os momentos e forcas normais eldsticos em todos os pontos da placa, os quais satisfazem as
condigdes de equilibrio estatico da estrutura. Verifica-se entdo, se esses esforcos
estaticamente admissiveis satisfazem também o modelo constitutivo adotado. Caso eles nao
satisfagam, aplica-se uma correcdo de momentos e forcas normais a placa, isto €, campos de
esforcos iniciais da formulagdo apresentada no capitulo 7, e novamente verifica-se o modelo
constitutivo. Esse processo de correcdo continua até que os esfor¢os em todos os pontos da
placa satisfagam ao mesmo tempo as condigdes de equilibrio da estrutura e o modelo
constitutivo. Assim, chega-se a solugdo nao-linear através de um procedimento incremental-
iterativo, no qual a carga total é subdividida em incrementos de carga. Em cada incremento,
o equilibrio da estrutura ¢ verificado através do processo iterativo de correcdo de esforgos.

A solugdo ndo-linear ¢ obtida a partir da formulagdo implicita, na qual as corre¢des
que devem ser dadas aos estados de curvatura e das deformagdes de chapa em uma
determinada iteragdo, sdo obtidas através do operador tangente consistente, que € atualizado
a cada iteracdo, ¢ da correcdo dos esforgos nos pontos da placa. O operador tangente
consistente é determinado a partir da formulagdo com campo de esforgos iniciais apresentada

no capitulo 7 e também, considerando-se o modelo constitutivo adotado.
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8.2 OBTENCAO DO OPERADOR TANGENTE CONSISTENTE

Na mecanica do continuo, a evolugdo da tensdo para o modelo néo-linear pode ser

definida a partir de um estado de tensdo inicial &’, ou seja:
c:c°+jcepda:c°+ja—0ds (8.1)
oe

sendo C? o tensor dos modulos tangentes ou operador tangente continuo e £ a deformagio.
Entretanto, a solu¢do de um problema ndo-linear é obtida através de um processo

incremental, onde através de incrementos elasticos de carga, obtém-se os incrementos de

deformagdo. Desse modo, nesse caso a integracdo da deformacdo ¢ feita de forma

incremental, ou seja:

Nincrememos a Nincrememos
c
c=c"+ ICepda =o'+ Ae, =c’+ D CHAe, (8.2)
n=l1 8A8n n=l
0c . .
onde C"I’C, que é dado por CeC = T , € 0 operador tangente consistente algoritmico.
S

O tensor C¥€ deve ser determinado de tal forma que seja consistente com o
algoritmo do incremento, isto ¢é, ele € obtido a partir da relacdo algoritmica existente entre o
incremento de tensdo ¢ o de deformagdo. Além disso, no calculo do operador de rigidez
tangente global (C7€), deve ser considerado o operador de rigidez tangente local, que é dado
em fun¢dao do modelo constitutivo utilizado.

BONNET (1995) considerou o operador tangente consistente (algoritmico) numa
formula¢do de elementos de contorno escrita em fungdo das deformacgdes iniciais. Nesse
trabalho, o operador tangente sera implementado numa formulacdo que ¢ fungdo de
momentos e forgas normais iniciais. Logo, nesse caso, a evolucdo dos momentos e forgas

normais ao longo do processo incremental ¢ dada por:

[ A(l/r)
K - .
n Ang (8.3)

M|  [M°|  Nigage
N[TINe [T &

n=l

n
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oM oM
2D
onde [KTC]: aAO(Il\I/ r) aA@ig\I ¢ o operador tangente consistente algoritmico que sera

oA(l/t) oAg™

determinado a seguir.
Na solu¢do ndo-linear, os momentos ¢ for¢cas normais na placa sdo dados por (ver

equagoes 7.8 ¢ 7.9):

M} ={me - M} ij=12 (84)
N} = e - (85)

0 0 ~ . ’ .
onde {N } e {M } sdo, respectivamente, os residuos de forcas normais e de momentos.

Substituindo-se a equagéo (7.113) em (8.4) e (7.117) em (8.5), obtém-se:

M} = K} +[Su v+ [, N (8.6)
N} = G+ 5 e s ) 57)

onde [Si |- [8\ J-11] ¢ [S,J= 5., -]

Somando-se e subtraindo-se o vetor {N’} na equagdo (8.7) e fazendo-se o mesmo

com o vetor {M"} na equagio (8.6), essas resultam em:

M) = (K} +[5,, MO |- MO+ s N | (8.8)
NNt s e (8.9)

—~—
Z
—_——
Il
—~—
7~
—_—
+
[92)
Z

Por outro lado, pode-se dizer que:

INJ+{NCf= (N f=[c, Je ) (8.10)
M+ M = {me = [c, Ji0/ ) (8.11)

sendo [Cx/ ¢ [C,,] os tensores de rigidez elasticos obtidos a partir da lei de Hooke.

Substituindo-se (8.10) em (8.9) e (8.11) em (8.8), tem-se que:
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JM® f-[c, J1/ o)+ [s N j=0 (8.12)
K+ IS N - fo Je® f+[sy v f=0 (8.13)

Considerando-se ainda que:

M= Mo - (M =[c, (/1) - {m) (8.14)
IN°}= (N° j- (N} = [C T - N (8.15)

chega-se as seguintes equagdes de equilibrio:

K}+[syNlC, Jrm)-{m))- [][C Kro)i+Isy ]([CN]{SZD}—{N}PO (8.16)
i)+ sy oy Jie” - ) -[e, Jie i+ sy lew Jarm- M) =0 ga7)

Com isso, ao aplicar-se uma determinada carga a estrutura, se esta estiver
equilibrada, as equagdes (8.16) e (8.17) devem ser satisfeitas. Caso isso ndo ocorra, deve-se
dividir a carga total em incrementos de carga, sendo que em um determinado incremento s, 0

equilibrio ¢é verificado através das seguintes equagdes:

Ak}, + [y Jlc, Jat ), - {am), )- [, Jauo), +

ssollogJbe ] - ang, )0 @as)
(akc, +[5, Jlow Jae) —(an), )-[ie, Jae | +
sy e Hatn), —{amy, )=o (8.19)

As equagoes (8.18) e (8.19), podem ser escritas, respectivamente, como:

ame —{aM™ | =0 (8.20)

{aNe ] —{aNm =0 (821)
onde:

AM = {AK], (8.22)
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v, =[5, Jiaml, - [c, Jia/r), )+ e, Jaturl,

+[s )Ny, - Jfae), ) (8.23)
AN} = {AK), (8.24)
e, =[5 g, - [0 Jae) )+ e Jae™), +

+lsy Jfam}, - [c, Ha@n),) (8.25)

. . t . t 7 .
ou seja, os incrementos de momentos {AM “ }” e for¢as normais {AN “ }n elasticos que

satisfazem as condigdes de equilibrio estatico da estrutura devem ser iguais, respectivamente,

. ot . .
aos incrementos de momentos {AM " }n e forgas normais {AN m}

., que satisfazem o
modelo constitutivo adotado.

Se as relagdes de equilibrio (8.20) e (8.21) ndo forem verificadas, deve-se encontrar

T . . ,
o valor de {ASt }n = {A(l/ r) ASZD} , que satisfaca as mesmas, isto €, deve-se encontrar

n
os valores dos incrementos de curvaturas ¢ de deformacgdo de chapa que satisfazem tanto as

equacdes de equilibrio estatico da estrutura quanto o modelo constitutivo. Para se obter

{A&‘t}n necessita-se de um procedimento iterativo (Newton), no qual o valor final dessa

variavel ¢ obtido somando-se as sucessivas corregdes {5A(€' )}; que devem ser aplicadas ao
sistemas de equagdes nao-lineares (equagdes 8.18 ¢ 8.19) ao longo do processo iterativo do
incremento n. Em uma iteracdo i, essa corre¢do ¢ dada por: {SA(St )}; = {A(gt )}:l - {A(at )}j1
(ver figura 8.1). O processo iterativo termina quando as relagdes (8.18) e (8.19) forem
verificadas dentro de uma margem de erro pré-estabelecida, que ¢ traduzido pelo critério de

convergéncia utilizado.

Em uma iteragdo i+, deve-se satisfazer as seguintes relagdes de equilibrio:

e vt M =0 (8.26)

n

e N AN = o (8.27)

n

Utilizando-se 0 método de Newton Raphson as equagdes (8.26) e (8.27) resultam

em:
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N olaM™ ||
bl -y AL

TN A et 529

ook

foae)f, =0 (8.28)

Esforcos (F)

eXtii [KIC L
n+l 4 A )
[KTC/ﬁ [KTCP/ - T v %
F3
n \,};1 — FO(U
AFe = 14K AR, l -
" AK; _F2 A
AF )
v h 4
Fn = F:xt A(g’)i7 5A(€')L
! ]
- AS’)" »
< Ale!) >

FIGURA 8.1- Método de Newton Raphson Padrao

Na figura (8.1) F' = iZW N } ¢ o vetor dos esforcos na placa; /K]’ ¢ a matriz

tangente, que relaciona o incremento de esforgos internos ou verdadeiros e o incremento de
. ~ . i r ~ . ~ . [ r
deformagdes, na iteragdo i, (et)ne o vetor de deformagdes da iteragdo i, ¥, ¢ o vetor de
r . ~ . t 7 . .
residuo da iteragdo i, F"| ¢ o vetor de momentos e for¢as normais externos do incremento

n+l, AF" ¢ o incremento de momentos e forgas normais elsticos da iteragdo i, F, é o

. . . ~ . . t 7
vetor dos esforgos internos verdadeiros da iteragdo i, do incremento n ¢ (.9 )ne o vetor de

deformagdes do incremento .

Porém, considerando-se que os incrementos de momentos e for¢as normais elasticos

i+l

na  iteragdo i+l  sdo  dados  por {AMe }:l = {M et }n g {M nt }n e

i+l

{ANe }in“ = {NeXt }n " {Nim }n , as equagdes (8.28) e (8.29) podem ser escritas como:

{ame ! - slam™, oAl ) =0 (8.30)

olale' ),
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RN S il ATV T 1)

ou ainda:

ofam™f TG VA R
fanac)” oAU/ 1), faly) 8{A(82D)} bae™ ) =0 ¢
AN ;{AA(III/;} BA(1/1))! - j{AA(I:z;)}}{ Ae™) =0 (8.33)

As equacgdes (8.32) e (8.33) podem ser escritas em uma mesma equacdo matricial:

I e e

onde:
[, -2k 59
ST
k) - a{{fg/;>}}; (537
ol -2 -

A fim de determinarem-se as expressoes (8.35) a (8.38), considere as equagdes

(8.23) e (8.25) e ainda as seguintes relagdes:

{aMy, = M} - (M}, (8.39)

{ANY, = INET - {N, (8.40)
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Com isso, pode-se dizer que em uma determinada iteragdo, tem-se que:

v, =[5, vyt - (i, ~[c ]{ (/n)f, J+ e, Jatu ), +

s N NG - [ey Jae™ ) (8.41)
Nl <[ JNg - N -y Jae ) ey Jiae ) +
sy Jimpr - v ~[c, JaG/o)) (8.42)

Derivando-se as equacdes (8.41) e (8.42), obtém-se as sub-matrizes definidas em

(8.35) a (8.38), que resultam em:

L <[, e - e, )+ e, ] (8.43)
[ﬁml szl -le.)
K.} = [y Jleg] -leu]+ e (8.45)

[KM]P [S' (Cep - )] (8.46)

(8.44)

sendo:

o i ~ aNSH) ~ t/2 8(0); ~ t/2 .
lcs] = aA(aZD)n J/z o) dx, = tj/z[c ] dx, (8.47)

o] = M 2 (o, )a(ct) aA(e);
" eA(/r) 2, ot oA(e) aA(l/r)

t/2 5D 2 '
- I(Xs)ﬁ((%—l)dxs = lI(Xg)Z[CePLdX3 (8.48)
-t/2 n —t/2

3 =

onde [C P ]; , que ¢ obtido a partir do modelo constitutivo adotado, ¢ a matriz tangente que
relaciona a tensdo real com o incremento de deformacdo (sua expressdo sera deduzida no
item (8.5.3) para o critério de Von Mises).

As equagoes (8.47) e (8.48) sao calculadas considerando-se o modelo estratificado

(ver item 8.3). Assim, fazendo-se a mudanga de coordenadas cartesianas para coordenadas
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homogéneas (equacdo 8.62) e integrando-se numericamente ao longo da espessura, através

da férmula de quadratura de Gauss., obtém-se:

co] =45 eo] W, (349)
ie=1
cx] =L Slev] ) w, (8.50)

ig=l1

A equacdo (8.34) pode ser escrita de forma simplificada como:
e p =K1 Blae 8.51)

onde [K (T”C)(i) ], que € o operador tangente consistente, ¢ dado por:

[KTcm =[[KM]:1 [Kw]irl

TR o

Da equacdo (8.34) obtém-se as correcdes de curvatura e deformagdes de chapa que

devem ser dadas a estrutura:

{B{A(l/r)}in} _ {[EM I, [Km L }1 {{AMe }Hl} (8.53)

swel, | [[Ku] Kool | Lane]
onde:
ame L =g 1K} se =0, (8.54.)
amef" = {amef - (amy = v, ) se i1 (8.54.b)
(AN | =, K} se i=0 (8.55.2)

AN = {aNe, - {ang,

(P ) se i1 (8.55.b)

onde B, ¢é coeficiente de multiplicacdo da carga, no incremento n; {'PM }; e {Y’N }'n sdo,

respectivamente, os residuos de momentos e forgas normais da iteracao i.



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 234
Tangente Consistente

A fim de se reduzir o esforco computacional, a equacdo (8.53) sera decomposta em
duas partes. A parte superior do sistema sera referente aos pontos plasticos e a parte inferior

aos pontos elasticos, chegando-se ao seguinte sistema de equagdes:

-.KM ;pp [KZD ]pp -.KM ;pe [KZD ]Pe |
Km [KZD]pp _KM_pe [KZD]pe S{ASZD} {ANe}
e L L _ _ p
;ep I:KZD ]ep -KM ;ee I:KZD ]ee
_KM_ [KZD ]ep _KM_ee [KZD ]ee_

(8.56)

onde os vetores com indice p se referem aos pontos plasticos e aqueles com indice e aos
pontos elasticos; as sub-matrizes com indice pp e pe sdo relativas as linhas dos pontos
plasticos e aquelas com indices ep e ee se referem as linhas dos pontos elasticos; o segundo
indice das sub-matrizes indica se elas englobam as colunas do sistema que multiplicam os
vetores plasticos (indice p) ou as colunas que multiplicam os vetores elasticos (indice e).

No sistema (8.56), considerando-se que para os pontos elasticos tem-se que

[Cfr'f]: [c.]e [C;P]: [C\]. pode-se concluir que as sub-matrizes |:E21):| , [EM} e

ee ee

aquelas com indice pe sdo nulas, e ainda que: [KM]ep z[[SM]([Cff]—[Cm])],

[Kzn e = [SN K[C?]—[CN]); [Em] e |:EM:| sdo as mesmas definidas em (8.44) e

ep ep

s46); [, |, =[IC,. T e [Kop |, =[ICN]:

Assim, o sistema (8.56) pode ser expresso da seguinte forma:

K], K], ] o] |
Ky Koo, o] o] [P0

i W bl )
T R N = O A

P (8.57)
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onde [C m ]

€ uma matriz quadrada, cuja diagonal € composta pelas matrizes elasticas, e os

ee

outros termos sao nulos, isto é:

e} ol . fo] ]

o] . . . o]

c.l.=| - - el . [ (8.58)
[o]

o] ol o [ (], ]

sendo N, o0 nimero de pontos elasticos.
Como se pode observar, a parte superior do sistema (8.57) pode ser resolvida
separadamente. Desse modo, o incremento de deformacgdo referente aos pontos plasticos €

dado por:

{S{A(i/r)}il} {[KM] [KzD}]{{AMe}E} (8.59)

[KM ]ln KzD ]:1 {ANe }n

Apods o célculo de {A(I/ r)},, e {ASZD }P dos pontos plasticos, obtém-se os

incrementos de curvatura e de deformacdo de chapa, referentes a um ponto elastico i, através

das expressdes:

o) = o, ] llavef ~[su ez -, Jatrm, +
~[Kao |, 1262} | (8.60)
fe ) =lou] fane} - [ Lt +
~[Is\ Jleg - lexDlHae | (8.61)

onde as sub-matrizes com indice i se referem as trés linhas da sub-matriz em consideracdo
relativas ao ponto i

Com isso, se reduz consideravelmente o esforco computacional, no caso de haver
poucos pontos plasticos, pois ao invés de inverter a matriz tangente completa, indicada em

(8.53), inverte-se apenas a parcela da matriz referente aos pontos plasticos, dada por (8.59).
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8.3 MODELO ESTRATIFICADO

Admite-se que a placa é dividida em camadas, as quais podem ter espessuras e
propriedades diferentes, considerando-se, porém, constantes as propriedades sobre cada
camada, como ¢ mostrado no trabalho de FIGUEIRAS (1983). O calculo em camadas ¢
importante numa analise ndo-linear, pois permite representar a distribuicdo ndo-linear das
tensdes ao longo da espessura e € essencial na analise de placas compostas de materiais
diferentes, como ¢ o caso da placa em concreto armado. Esse material ndo serd considerado
nesse trabalho, mas sera interessante utiliza-lo numa provavel continuacao dessa tese. No
modelo estratificado, material ¢ modelos constitutivos distintos podem ser admitidos para
cada camada.

Para cada camada, atribui-se um valor de tensdo associado a sua superficie média e
considera-se que as componentes de tensdo sdo constantes ao longo da espessura #, da
camada (ver figura 8.2). Assim, a distribui¢do das tensdes ao longo da espessura poderia ser
representada por retdngulos, como esta mostrado na figura (8.2) para o caso de uma placa de
concreto armado. Nesse trabalho, porém, a distribuicdo sera representada por polindmios.
Nao ha necessidade de se definir a forma da distribuigcdo das tensdes nas camadas ou na
espessura da placa, pois como a integracdo das tensdes ao longo da espessura da placa de
concreto, ¢ feita através da formula de quadratura de Gauss, as propriedades do material e o

valor das tensdes precisam ser especificados apenas nos pontos de Gauss.

~__, Camadas de

/concreto
Gg(n) Itn %*a |
Camadas _— n
de armaduras ] A
\L X3 \ g4
Gisj(n)

FIGURA 8.2 - Modelo Estratificado para o Concreto Armado

Na figura (8.2) tem-se que —t/2 < x; <t/2, sendo ¢ a espessura da placa. Pode-se

ainda dizer que:

x, =&(t/2) (8.62.2)
dx, = (t/2)dg (8.62.b)
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No caso da placa de concreto armado, os pontos de Gauss, definidos ao longo da
espessura em funcdo da coordenada homogénea &, representardo as camadas de concreto,
como ¢ mostrado na figura (8.2), ¢ as armaduras serdo distribuidas em pontos adicionais,
cujas posicdes sdo previamente estabelecidas. Para a placa de ago, que serd ocaso a ser
tratado aqui, os pontos de Gauss representam camadas de aco.

Os momentos e for¢as normais internos ou verdadeiros, no caso da placa de concreto

armado, sdo calculados a partir das equagdes:

S5 N K
M; = ?zsi(jg)&igwig +ZGij( )SijAS(k)X3s (8.63.a)
ig=1 k=1
t Ng (e) Ns S(k)
— 1g
N; = Ez;cij W, +kz:,cij 6ijAS(k) (8.63.b)
ig= =

onde Ny ¢ o numero de armaduras, A; a areca da secdo transversal da armadura e x;3; sua
posicao.
Para a placa de ago, nas equagdes (8.63) existe apenas o primeiro somatorio

referente aos pontos de Gauss.

8.4 PROCEDIMENTO INCREMENTAL E ITERATIVO PARA A
OBTENCAO DA RESPOSTA NAO-LINEAR

O algoritmo € o seguinte: para uma iteracdo i+ de um incremento n, segue-se 0s

seguintes passos:

. i+1 . i+1
1) Calculam-se os incrementos de momentos {AM ¢ }n e forgas normais {AN e}

n
elasticos, referentes a todos os pontos nodais das células, a partir das equagdes (8.54) e

(8.55).

2) Se i=0 calculam-se os incrementos de curvaturas {A(I / r)};”e de deformagdes de

i+1
chapa {Aa b }: através da lei de Hooke (equagdo 2.10 e a inversa da equagdo 2.27).

3) Se i2>1, atualiza-se a matriz tangente global [K (T,,C)(i) ] (equagdo 8.52) e calculam-se as

corregdes que devem ser dadas ao incremento de curvaturas {§A(1/ r)}; € ao

1

incremento das deformacdes de chapa {5A82D }n (equacdo 8.53), obtendo-se o novo
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estado de curvaturas e deformacgdes de chapa na placa:

T N I R e A e R v ¥

n n

4) Para cada ponto nodal das células, procede-se da seguinte maneira:

4.1

a)

b)

4.2

Verifica-se 0 modelo constitutivo para cada ponto de Gauss ig definido ao longo da
espessura da placa, seguindo os seguintes passos:

Se 121, calcula-se a corre¢do no incremento de  deformagdes
BAe} = {SASZD }; —(x, )ig BA@1/r)}), o incremento de  deformagdes
{AE}L+l {AS}L +{8A8}in e as deformagdes totais: {8}i+2 = {8}1:1 +{A8}L+1. Se

n

i=0, tem-se que {Ae} = {ASZD }L — (x4 )ig A/}

. . o . i+1 .
Obtém-se o incremento de tensodes elasticas, ou de tentativa, {AO'e }n através da

n

equagao {Ace}m =[c]. {SA(E)}; se 1=1 ou a partir da equacdo

{Ace}i+l = [C]{A(s)}:l (sendo [C] o tensor elastico dado pela lei de Hooke) se

n

1=0. Soma-se esse Ultimo ao estado de tensdo verdadeiro da iteragdo anterior,

. i+2 i i+l
obtendo-se as tensdes totais {Ge }; ={c}" + {Ace }l .

n

Com as tensoes totais verifica-se 0 modelo constitutivo (ver item 8.5), obtendo-se o

vetor de tensdo verdadeiro {O_}i+z , dado por {c}"? = {c}\" + {Ace }:l - {Acp }M

n n %

. ~ . i+1 ~ . ~
e o incremento de tensdo verdadeiro {AO‘}; para o ponto em questdo. Se a iteracio
nao for elastica, deve-se atualizar também a relag@o constitutiva elasto-plastica [C?].

Procedendo-se, da mesma forma, para todos os pontos de Gauss, obtém-se uma nova

distribuicdo de tensdo ao longo da espessura.

P . i+2
Calculam-se os momentos e forcas normais internos ou verdadeiros {M }”

i+2 . .
{N } , € 0 vetor dos incrementos de momentos e forg:as normais Internos ou

n

verdadeiros {AM }i:rl e {AN }i“ , que sdo calculados a partir das equagoes (8.63).

Calculam-se, entdo, os vetores de momentos e for¢as normais residuais nos pontos

plasticos:

Mo =, 1 = fame - {am (8.64)

n

AN = e b = faNe L (aNg (8.65)

n n
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4.3 Para todos os pontos ao longo da espessura, verifica-se o critério de convergéncia
(ver item 8.6).

5 Segue-se 0 mesmo procedimento para todos os pontos nodais das células. Se o critério

de convergéncia ndo for verificado, para algum ponto, quer dizer que o estado de tensdo

na estrutura ¢ tal que verifica o modelo constitutivo em todos os pontos, mas ndo ¢ mais
. . . . i+1 i+1 .
estaticamente admissivel. Assim, aplicam-se {S”M }n e {Y’N }” ao sistema como

campos de esforcos iniciais ¢ passa-se a iteracdo i+2 (passo 1). Caso o critério de
convergéncia seja verificado, passa-se ao incremento (rn+1) seguinte (passo 1, i=0).

Ao final de um incremento, tém-se:

X=L+R,M’+R N’ (8.66)

onde M} e {N"} sdo os vetores dos residuos de momentos e for¢as normais acumulados, que
sao obtidos somando-se a cada iteragdo os incrementos das for¢as residuais.

No algoritmo apresentado anteriormente, sdo feitas modificagdes no que diz respeito
a verificagdo do critério para os pontos pertencentes as vigas ou para aqueles que
representam o encontro de vigas.

Considere inicialmente, os pontos definidos ao longo de uma viga. Para esses pontos

sera corrigido apenas o incremento de tensdo AO':VSV na diregdo s, do contorno no eixo da

viga. Assim, os incrementos de tensdo AO':V,,V e AO-:V"V , sendo n, a dire¢do da normal no

eixo da viga, serdo considerados sempre elasticos. Os incrementos de tensdes nas direcdes X;
e X, relativas ao sistema global da placa podem ser obtidos a partir dos incrementos de
tensdo do sistema local da viga (s,, n,) (ver figura 4.7), através da expressio (4.87).

Com isso, considerando-se uma iteracdo i+I de um incremento n, procede-se da

seguinte forma para os pontos de viga:
. . i+2 .
+ Obtém-se o vetor das tensdes totais de tentativa ({o"” }n ) no sistema (X;, X;) da
mesma maneira apresentada anteriormente.

¢ Calcula-se a tensao total O'seysy na direcdo s, da viga, através da equacdo:

o, ,, =cos’ ooy, +2cosasenacy, +sen’ao, (8.67)

SySv X)Xy

sendo & o angulo que a direcdo s, da viga faz com o eixo X; (ver figura 4.7).

7
0.0

. o, i+1
Com o , verifica o critério, obtendo-se {AO';" i } .
vy n



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 240
Tangente Consistente

i+1

¢ Calcula-se o incremento de tensdes plasticas {Ao"’ (s) } no sistema (X;, X3

n

. . - i+1 e o
relativas apenas ao incremento de tensao {Aaf S } , utilizando-se a equagdo (4.87), ou
vy n

seja:
Ac?® cos’ o
p(s) | — 2 P
Aoy p=4 sen“o cAG{ (8.68)
Ac? cosoLsen o
. ; ; i+1 i+1
% Obtém-se as tensdes verdadeiras: {G};m = {G}rl + {Ace }ln - {Acp(s) }; (8.69)

No caso de um ponto que representa o encontro de duas vigas, segue-se 0 mesmo
algoritmo do ponto pertencente a uma viga, porém nesse caso o critério deve ser verificado,
separadamente, em cada uma das direcdes s,; € §,2,, que sdo as dire¢des do eixo das vigas que

chegam no ponto.
8.5 MODELO ELASTO-PLASTICO UTILIZADO

A seguir, obtém-se a expressdo do critério de Von Mises, para o estado plano de
tensdo, considerando-se um algoritmo implicito, a lei de normalidade e encruamento
isotropo, pois esse serda o modelo elasto-plastico utilizado nesse trabalho. O algoritmo
implicito € aquele em que a correcdo do estado de tensdes ¢ feita segundo a normal a
superficie de plastificagdo na posi¢do atual. No trabalho de OWEN & HILTON (1980), tem-

se uma boa abordagem sobre a teoria da plasticidade.
8.5.1 Modelo Elasto-plastico para um Caso Geral

Para um caso geral, o critério de plastificagdo, ou de escoamento, no caso

bidimensional ou tridimensional, ¢ definido por uma func¢ao f'tal que:
£(T,p) <0 (8.70)

onde:
e p=-Ah(T,p) (8.71)
¢ a variavel relacionada ao encruamento, sendo que 4 define o tipo de encruamento ¢ A é o
multiplicador plastico.

e T é o tensor de tensdo.
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A deformagio total & no regime plastico, é composta por uma parcela eléstica &, e

outra plastica &
&) =& TEj (8.72)

Admitindo-se que & T e & sdo fungdes de tempo, define-se, em particular,

., de’ . . . i
eP :d— e diz-se que as deformagdes irreversiveis aparecem quando & #0. A
t

t
deformagdo plastica acumulada num certo intervalo de tempo [t;,t,] ¢ dada por: € = jépdt.
t

O significado de tempo, nesse caso, ndo ¢ o fisico, mas a representagcdo da ‘historia’ do

carregamento, isto €, cada instante representa um incremento de carga.

Considerando-se, que num instante #+A4¢, ndo se admite f (T,p) >0 e que no

t+At

caso em que f (T, p)t+ A <0, tem-se um descarregamento, pode-se dizer que:

A=0 se f(T,p),, <0 (8.73)

A>0 se f(T,p),, =0 (8.74)
Observando-se as condi¢des anteriores, pode-se concluir que:
AM(T,p)=0 (8.75)

que ¢ denominada condi¢dao de complementariedade.

Tem-se ainda que:

A=0sef<0ef<0 ( caso de descarregamento ) (8.76)

A>0sef=0ef=0 ( caso de carregamento ) (8.77)

Logo, conclui-se que:

A =0, (8.78)

que é denominada de condig@o de consisténcia.



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 242
Tangente Consistente

Em termos de taxas pode-se escrever:

& = 8; + sf; (8.79)
A lei de plastificagdo, ou regra de fluxo, € expressa por :

&b =ir(T,p) (8.80)

onde r, que ¢ dado por:

X

= ) 8.81
2, (8:81)

representa o gradiente de tensdo do potencial plastico Q e estabelece a ‘direcdo’ do fluxo
plastico.
Na fase elastica a lei incremental ¢ dada por:

Ac; = Cijkl Agy, (8.82)

onde Cjji; € o tensor de constantes eldsticas para materiais isotropos, que € dado por:

C=MI®T)+2pll (8.83)
sendo II o tensor identidade de 4" ordem e i e A as constantes de Lamé, que sdo dadas por:
E VE <
UW=——— e A =-——-——— no caso geral ou de estado plano de deformagao. No caso
2(1+v) (1+v)1-2v)

de estado plano de tensdo, que sera o caso tratado nesse trabalho, a constante A deve ser
2puv
(1-v)’

Na fase plastica, a relagdo elasto-plastica entre tensdo e deformagéo ¢ dada por:

substituida por A'=

Aoy =Cyy (Askl —Agy, ): C?jllzlAskl (8.84)
onde C? ¢ o tensor dos modulos elasto-plasticos tangentes, determinado no item (8.5.3).

Uma expressao para f pode ser obtida, considerando-se as equagdes (8.71), (8.80) e

(8.84), da seguinte maneira:
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f=f,.T+f.p=f,C~i(f,.Cr+fh) (8.85)
sendo fT:S_"fl;’ f —ﬁj T:a_T’ S _op

Pt ot e

Considerando-se a lei de consisténcia, A >0 so ¢é possivel se f=0. Logo, igualando a

equacao (8.85) a zero, obtém-se:

= & (8.86)
f;.Cr+f h
Substituindo-se as equagdes (8.86) e (8.80) em (8.84), obtém-se C?:
C se A=0
C* = _ (8.87)
o (Gr®Ch) o
f;.Cr+f h

Para um r arbitrario C? ¢, em geral, ndo-simétrico. A simetria é recuperada quando
faz-se r = f, ou seja, o potencial plastico @ coincide com a fungdo de escoamento f. Nesse

caso, a lei de fluxo ¢ dita associativa. Essa situacdo implica na chamada regra da
normalidade, pois o tensor taxa de deformagdo plastica passa a ter a direcdo de fr , cuja

dire¢do ¢ da normal a superficie de plastificagdo, ou seja:
& = Af, (8.88)
8.5.2 Algoritmo Implicito com o Critério de Von Mises
O critério de Von Mises ¢ dado por:

f=[s|-v2/3(c, +K&?)<0 (8.89)

onde: o, ¢ o limite elastico inicial quando o ponto ndo apresenta deformagdo plastica; K ¢

denominado moddulo pléastico ou parametro de endurecimento; (O'y + Ke? ) representa o

limite elastico apos o encruamento; €7 a deformagdo plastica equivalente e ||S || ¢ dada por:
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[8]=+27. (8.90)

A expressdo de J;para o caso tridimensional ¢ dada por:

2
], = lgg = M—é(ﬂ)z (1,j=1,2,3) (8.91)

onde Sj; € a parte anti-esférica do vetor de tensdes, que € igual a:

1
S;,=0,-8,0,=T —E(trT)I (8.92)

sendo G, :% (8.93)

Deve-se notar, que no caso do estado plano de tensao, tem-se 6,3=0,3;=0 € a tensao
o33 ndo € levada em conta na formulacdo. No entanto, a tensdo o33 deve ser considerada no
calculo de S

A equacdo (8.89) do critério de Von Mises, pode ser escrita da seguinte forma:

= \E[E—(cy +Ke?)]<0 (8.94)

onde o que ¢ denominada de tensdo efetiva ou equivalente, representa a tensdo equivalente

ao estado uniaxial e ¢ dada por:

o =437, (8.95)

Considerando-se a equagdo (8.94) o critério pode ainda ser representado na sua

forma equivalente ao estado uniaxial:
f=c-(o, +K&")<0 (8.96)

sendo essa a expressao do critério utilizada nesse trabalho.

Derivando-se f'(equagdo 8.96), chega-se a:

L {” bl d] 1 d(trT)} _

2,37, dT

—%@nnﬁ—éwﬂ=%[T—%<“>@

T:
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3. 658
S =—=S=—— 8.97
T2 29 (897
3 6
sendo ||fT|| = ;”S” = g (8.98)

A deformagio plastica efetiva €7 pode ser definida de modo que seja preservada a

taxa de trabalho plastico, ou seja: WP =Té&P =G&”. Considerando-se, porém, a equagdo

(8.88) pode-se dizer que Ge” = Af +.T', de onde pode-se escrever A em fungdo de EP:

. O¢
A= 8.99
f,.T (8.99)
onde, considerando-se a equacgao (8.97), obtém-se:
3 3 3 —
fT.TZ—_S.T:—_S.S:—_2J2 =0 (8100)
26 26 26
Portanto, substituindo-se (8.100) em (8.99), essa resulta em:
A=¢" (8.101)

A fim de determinar o produto f .h que aparece nas equagdes (8.86) e (8.87),
considere a expressio f :fT.T—Ffp.p:fT.T—?pr.h. Levando-se em conta que A >0

somente se f =0, chega-se a:

£ =t
A

(8.102)

Porém, no caso do critério de Von Mises com encruamento isotropo (equagao 8.96),

. 960T 9o -
tem-se que f..T = ——=—= o. Logo, considerando-se a equagdo (8.101), tem-se:

or ot ot

fh=- (8.103)

ol al
Il
~
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Na expressao (8.86), levando-se em conta a equagdo (8.83), a parcela f,.Cf, ¢ dada

por:

f..Cfp = £ A IR D)+ 2u T, = £ A (F D+ 2uf, | = £ A (tef T+ 2uf, ] (8.104)

onde, considerando-se a equagao (8.97), tem-se que:

3 1 3 1
trf, =———1tr| T——(tr'T)l | =———| trT—=(tT)trl | =0
i 2@{ Sl 2@[r (e

Logo, a equagdo (8.104) resulta em:

f,.Cf, = 2pf, £, =2y’

Considerando-se porém, a equagdo (8.98), chega-se a:

f..Cf. =3n

Por outro lado, a parcela f;.C¢ da equagdo (8.86) ¢ dada por:

of T 6o =i
— =—=0 =f
oT ot ot

f.Ce=f,T =

(8.105)

(8.106)

(8.107)

. _.t
sendo T' o incremento de tensdo, de tentativa, suposto totalmente elastico, o

0

incremento de tentativa da tensdo efetiva o e f o valor de tentativa do critério, isto ¢, o

valor do critério antes de se fazer a correcdo no estado de tensdo, se este tiver excedido o

limite elastico. Logo, substituindo-se (8.107), (8.106) e (8.103) em (8.86), obtém-se:

ft

A=AN=
3u+K

Considerando-se as equagdes (8.88) e (8.97),tem-se que:

(8.108)



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 247
Tangente Consistente

a.p:\/gs4

NO S (8.109)
2 [s]

egl, g e Ag,, tem-se

i+1° i i

Assim, em uma iteracdo i+I, sendo conhecidos &,

inicialmente uma etapa de previsdo, onde os estados de tentativa de tensdo e de deformacdo

plastica sdo determinados segundo um procedimento explicito, ou seja:

&, = &; T Ag; (8.110)
ol =c, +Ac =Cle,, —¢") (8.111)
£, =f(o!,a, )= 37, - (0, +Ke?) 8.112)
e =g’ (8.113)

Se o critério ( f;,, <0) nio for obedecido, passa-se entdo a etapa de correcdo dos

tensores de tensdo e de deformagao plastica, segundo um procedimento implicito. O tensor
de deformagdo total ndo muda. Desse modo, considerando-se a equacdo (8.109), em uma
iteracdo i+1, a tensdo verdadeira, a deformacao plastica, a direcdo da normal n;,; a superficie

de plastificagao e o critério sdo dados pelas seguintes relagdes:

=Cle,,, —¢l,) (8.114)

| =0,
f,=f (W Hl) J31, - (o, + Kz, (8.115)
75

Gi+

e, =€ +Ae! =¢} +7A7mi+1 (8.116)
S 1
N, =" (8.117)
- I8l
sendo S|  =S,,.n,, (8.118)

Considerando-se a equagdo (8.92), na etapa de previsao, ou de tentativa, tém-se:

t
Sl+l

(8.119)

1
= c$1+l (trGHl
3

onde, levando-se em conta as equacdes (8.83) e (8.111) tem-se que:

oL, =M (tre,,, )1 —2ue” +2pe,

i+l

. tr( 1+1) 3A'tre,,, +2ntre,

i+l



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 248
Tangente Consistente

Portanto:
s, =2ule,, —!) (8.120)
1
onde e, =€, —E(trsm i (8.121)

Na etapa de correcdo, considerando-se as equagoes (8.116) e (8.120), tem-se:

— p
Si+1 - Zu(eiﬂ —&i i+l

)= 21’{ei+1 —&] _gn' A}“J =Si _\/EHHMA}‘ (8.122)

Mas como S,, = ||Si “ ||ni .1» aequacdo (8.122) pode ser escrita como:
St = (/8. + Vouarh,, (8.123)

Da equagdo (8.123), pode-se deduzir as seguintes equagdes:

+~/6pAr (8.124)

t
Si+1

=[s

i+1

t
Si+l

=S n (8.125)

i+ i+

ou seja, n;.; € 8"+ estdo alinhados.

Substituindo-se (8.124) em (8.123), conclui-se que:

_ Sit+1
st (8.126)

i+l

n;,

e portanto, deduz-se que no caso do critério de Von Mises, o algoritmo explicito coincide

. : S S
com o implicito, pois: n; = —=7 =n
S.

i+1

i+l

.

i+ =
i+1

Se f!, >0, deve-se fazer f, ,=0. Portanto, considerando-se as equagdes

(8.115) e (8.101), pode-se escrever que:
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= EIISM |-(o, +Ke +KAR,,)=0 (8.127)

Da equagdo (8.127), considerando-se as equagdes (8.118), (8.122) e (8.125), chega-

se a expressdo para o calculo de AA4,,,, definida em (8.108). O incremento verdadeiro de

+1°

tensdo ¢ dado por:
Ac; = Ac; —Ac], (8.128)

onde, levando-se em conta as equacoes (8.84), (8.87) (8.101) e (8.104), tem-se que:

e Ao =CyAe, (8.129)
e
. gy - (CEOCE) cf, 1rC¢ (8.130)
£,.Cf; +f,h 3u+ K

Considerando-se ainda as equagdes (8.97), (8.105), (8.107), (8.108) e (8.117), a

equacao (8.130) resulta em:
Ac? =n,6pAL (8.131)
Assim, a tens@o verdadeira, expressa em (8.128), é dada por:
Sy = Oy T ATy = Oy + ASjq) — Ny \/EHA}\‘(HI) (8.132)

Desse modo, em uma iteracdo i+I, encontra-se o estado de tensdo verdadeiro da

seguinte maneira:

e (alcula-se o limite elastico (O'y + Ke? ) utilizando-se o valor da deformagdo plastica

. . ~ . P
efetiva da iteragdo anterior (&€; ).

e Calcula-se a tensdo equivalente o (equagdo 8.95), utilizando-se a tensdo de tentativa
o}, (equagdo 8.111) e verifica-se o critério (equagdo 8.112). Se f' <0, a iteragdo ¢
elastica, ndo ha necessidade de correcao das tensoes.

e Se f' >0 faz-se a correcio:
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(equacao 8.90), n; (equacgdo 8.126),

t
Si+l

= Calcula-se o tensor S;,, (equagdo 8.119),

AA (equagdo 8.108) e finalmente o, (equacdo 8.132). Entdo, atualiza-se o valor da

deformac@o plastica efetiva (equagdo 8.101).

Assim, considerando-se um algoritmo implicito no calculo das tensdes, o critério de
plastificagdo de Von-Mises, a lei da normalidade, e o encruamento isétropo positivo, pode-se
dar uma interpretagao geométrica ao problema no sistema principal, que ¢ mostrada na figura
(8.3). No caso de um algoritmo implicito, a correcdo do estado de tensdes ¢ feita segundo a
normal & superficie na posicdo atual (i+1) e num algoritmo explicito, a mesma ¢ feita
segundo a normal a superficie da iteragdo anterior (). Entretanto, como foi mostrado
anteriormente, no caso do critério e Von Mises o algoritmo explicito coincide com o
implicito, isto €, o carregamento e descarregamento se ddo sempre na mesma dire¢do radial.

Deve-se notar, que o critério no caso tridimensional, ¢ uma esfera e ndo uma elipse.

t
i+1

—corregio

/ “ Nova
! . N superficie de
) e plastificagdo,

depois do
encruamento
positivo

FIGURA 8.3 - Representacdo Geométrica do Critério de Von Mises no Caso Biaxial
8.5.3 Tensor Elasto-plastico Algoritmico (C?) para o Critério de Von Mises

O tensor elasto-plastico algoritmico, em uma iteragdo i de um incremento s, ¢ dado

8((51(11“))
OAg'

n

por: Cflp“) = onde o estado de tensdo verdadeiro 0'2"”) , dado na equagdo (8.114),

considerando-se as equagdes (8.83) e (8.116), € expresso por:

o, =M(tre,, )+ 2yl &, —¢€° —gAkni+l =Cg,,, -2 €’ +§Akni+1 (8.133)

i+l



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 251
Tangente Consistente

Portanto, levando-se em conta a equacgao (8.110), obtém-se:

B _ ¢ _\/_( (Mn.H)J (8.134)

OAeg.

1

Considerando-se que V(Ocn) =aVn+n®Va, a equagio (8.134) resulta em:

o, a(n,,,) DAL
=C- +n.,, & — 8.135
ane, = C oK A [ one, 6Asi] (8139

Levando-se em conta a e equagdo (8.108), de AA, a equagdo (8.96) relativa ao
critério de Von Mises, equagdo (8.97) de fr, a equacdo (8.126) de n;4; € a equagdo (8.83) de

C, pode-se escrever que:

—t
0 f1t+ Gi+l
OAL _ 1 1 1 (8.136)
OAe, K +3p OAg, K+3u OAe,
—t a —t \/_
O'i+l Gi+1 t
' 0o,
onde b f . C =20 1+2un,,, |=6un, 8.137
aASi aGH_l 6Asi [ ( 1+1) l"l“ 1+1] “’ i+l ( )
Substituindo-se (8.137) em (8.136), tem-se:
orr _ ou N, (8.138)
OAe. K +3u
A outra parcela da equacgdo (8.135) pode ser escrita como:
' t t 0 Sit+
8n1+1 — a S]+l 1 aSH-I _ 1 - SitJrl ® 1 (8139)
OAg;  OAg; | |S: St | 2Ag; st OAg,
i+ i+ i+l
a Slt+ H~ !
onde - oot _ St 2un,,, (8.140)
OAg, aom OAg; S,
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oS oS ar _dS

— (8.141)
0Ae 0T 0Ae  OT
Considerando-se a equagao (8.92), pode-se dizer que:
o8 _y 1dT)_y 1o (8.142)
oT 3 dT 3

Substituindo-se (8.142) em (8.141) e considerando-se a equagdo (8.83), obtém-se:

oS A 1
=AMIR])-—(URINIR])+ 2p| I-—(IXI
2 —wen-Leien: 2 n-1(er)-

=A(I® 1)—%(&1)(1 RI)+ 2u[n —%(I ® I)} = 2;{11—%(1 ® 1)} (8.143)

Portanto, substituindo-se (8.143) ¢ (8.140) em (8.139) e considerando-se a equacao
(8.126), chega-se a:

i”:sz[II—l(I@I)} 2n n, ®n,, (8.144)
s 3 s

i+l

i+l

Substituindo-se (8.144) e (8.138) em (8.135), esta pode ser escrita como:

ot = Dt _ \/_{AM“[H—%(I@)}

e, . ‘

Jou  Mn2p
K+3u |S!

i+l

( i+l ®n1+1) (8145)

onde:

2/3 -1/3 0

[H—%(I@I)} -1/3 2/3 0 (8.146)
0 0 1
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n121 +n122 n12(n22 +n11) 0
[n®n]= nlz(n22 +n”) nfz +n§2 0 (8.147)
0 0 ni,

n, n, 0
poisn=|n, n, 0
0 0 nj

Em termos de componentes, C?” pode ser expresso da seguinte forma:

. AN2 1 Jop  2uAn .
Cijll)d =Cyy _\/g“ —t“(giksjl _gsijSklj"‘ K+§u - :t n;n, 1j.k1=1,2 (8.148)

8.5.4 Critério nos Pontos de Viga

O critério a ser utilizado para os pontos de viga sera o Von Mises particularizado
para o caso uniaxial. Com as tensdes no sistema (X;,X;), calcula-se a tensdo na direcdo

tangencial da viga, dire¢do s,, e entdo apenas com essa ultima verifica-se o critério. Com

isso, considera-se que o vetor de tensdo seja dado por: T' = {G 0 O}. A partir das

S8y

equagoes (8.91), (8.92), (8.95), (8.97) chega-se aos seguintes resultados:

J,=0l, /3 (8.149)
c=|o,, (8.150)
20,, /3
S=<-0,, /3 (8.151)
— 0O, /3
signo
f; =4—0,5signo (8.152)
—0,5signo

onde sign o corresponde ao sinal da tensao.

Nesse caso particular, na fase elastica a lei incremental ¢ dada por:

Ac,, =E'Aet, (8.153)

8,8
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onde E'=E/ (1 —v? ), pois no caso da formulagdo proposta nesse trabalho o coeficiente de

Poisson v da viga ndo € considerado nulo (para se ter v=0 nas vigas e v#0 nas lajes teria que
deduzir mais um termo na formulagdo em elementos de contorno proposta aqui).

Levando-se em conta as equagdes (8.153) e (8.152), chega-se a:
f,.Cf; ==FE' (8.154)

Substituindo-se (8.107), (8.154) e (8.103) em (8.86), obtém-se:

(8.155)

Considerando-se ainda as equagdes (8.97), (8.107), (8.152), (8.153) e (8.155), o

incremento de tensdo plastica (ver equacao 8.130), na diregdo s,, resulta em:

Ac!, =E'Aksigno (8.156)

SySy

O tensor elasto-plastico C? sera calculado também apenas na diregdo s,. Para isso,

(i+1)

seja o estado de tensdo verdadeiro o | (n)>

dado na equacao (8.114) e obtido considerando-
se as equagoes (8.153) e (8.156):
ol =E'&, - E'(sffif + Aksigncsvsv) (8.157)

SySy s

Derivando-se a equagao (8.157), chega-se a:

aGiH
—> = E'-E'signo_ M (8.158)
OAE€! T OAeg

SVSV

Levando-se em conta a equagio (8.155), de A4, a equagdo (8.96) relativa ao critério

de Von Mises, equacdo (8.152) de fr,e a equacdo (8.153), pode-se escrever que:
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—t
OAL 1 o|f:, 3 1 6‘0”1
OAg;  3p g OAe; o 3p OAg
2 2
—t —t

8‘ Gi+l 8‘ Gi+l aGF+l )
onde = — =f,E'=E'signo,_
OAe;,  Oc;, OAg, o

i+l

Substituindo-se (8.160) em (8.159), tem-se:

oAL  E'signo_

OAg; K+;E'

Portanto, substituindo (8.161) em (8.158), chega-se a:

8621 _c E'"
aASSVSV o ;E"I—K
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(8.159)

(8.160)

(8.161)

(8.162)

No entanto, como a matriz tangente é construida no sistema (x;, X,), deve-se fazer a

transformacdo de coordenadas para obter-se o tensor C? no sistema (x;,X,). Considerando-se

O,
2 2 : .
que o, = {s1 S5 28152} G, (.o tensor C” no sistema (x;,X,) ¢ dado por:
O
4 2.2 3

S, s;s;  2sis,

ep _ (vep 2.2 4 3

CT =C{ | sis; S, 255,

3 3 2.2
2sis, 2s;s; 4s;s;

8.6 CRITERIO DE CONVERGENCIA

(8.163)

Para os pontos plasticos o critério de convergéncia do processo iterativo ¢ dado pela

relagdo entre o incremento de tensdo efetiva AG ") (equacdo 8.95) de tentativa e a tensdo
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—i+l]
de escoamento o, da iteracdo i+1. Se a tensdo efetiva nao exceder o limite elastico, o erro

¢ nulo. Logo, em todos os pontos de Gauss, referentes a uma se¢@o da placa, deve-se ter:

—t(i+1) I A
c - .

— ;7 Stolerancia (8.164)
c

A tolerancia no critério de convergéncia, deve ser tal que dé resultados coerentes,
sem a necessidade de realizar muitas iteragdes. Assim, tolerdncias muito ‘frouxas’,
produzem resultados ndo muito confiaveis, pois refletem falsos estados de equilibrio; e
tolerdncias muito ‘apertadas’ elevam o esfor¢o computacional, fazendo iteragdes
desnecessarias. No caso de solucdes divergentes, deve-se reduzir os tamanhos dos
incrementos e investigar a possibilidade de colapso da estrutura. Para convergéncia lenta,

deve-se reduzir o tamanho dos incrementos ou aumentar a tolerancia de convergéncia.
8.7  EXEMPLOS NUMERICOS

A seguir sdo apresentados cinco exemplos. A analise linear dos quatro primeiros foi
apresentada no capitulo 6. A tolerancia adotada para a defini¢do da convergéncia foi de 0,1%
e para a integracao das tensdes consideraram-se oito pontos de Gauss ao longo da espessura

da placa nos trés primeiros exemplos ¢ 12 pontos nos outros dois.
8.7.1 Viga Sujeita a Momento Fletor

Esse exemplo ¢ aquele analisado no item (6.10.2), mudando-se apenas alguns dados.
Ao longo dos dois lados livres as condi¢des de contorno referentes ao problema de chapa sdo
dadas por ps=p,=0 ¢ nos lados apoiados tem-se u~=u,=0 para o ponto do meio ¢ p;~u,=0 para
os demais. Adota-se E = 30000kN/cm’, modulo de encruamento K=15000kN/cm?, tensdo de
escoamento  inicial 0'y=30kN/cm2 e ao longo dos lados apoiados aplica-se
M,=500000kNcm/cm. A discretizagdo da viga foi feita com 24 células (ver figura 8.4).

A carga foi aplicada em 27 incrementos, sendo o primeiro definido para p=0,8. No
segundo incremento, onde o coeficiente de multiplicagdo do carregamento [ era igual a 1,4,
observou-se plastificagdo em todos os pontos e a deformagao plastica efetiva de 0,01, que é a
maxima permitida, foi alcangada com =5,7. Os esfor¢os, na direg¢do x;, na superficie média
e os deslocamentos transversais dos pontos internos obtidos para [=5,65 estdo na tabela

(8.1). Como se pode observar, os resultados numéricos dos esfor¢os conferem com os
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resultados analiticos (M;=7062,5kNxm e N;=211875kN), considerando-se o erro de 0,1%,
que podem ser calculados da mesma forma apresentada no item (6.10.2). Nas outras dire¢des
os valores dos esfor¢os nas vigas ndo foram significativos. A figura (8.5) mostra o

deslocamento transversal do ponto central 23, ao longo do processo incremental.

17 16 15 14 13 12 11
18 r10
21 24 25
19 22 1 9
20 8
1 2 3 4 5 6 7

FIGURA 8.4 - Discretizacdo da Viga

TABELA 8.1 - Resultados obtidos para § = 5,65

No Mx (KN.m) Nx1 (kKN)  w(cm)

21 7055,9 211680 0,133
22 7055,5 211680 0,213
23 7055,4 211680 0,239
24 7055,5 211680 0,213
25 7055,9 211680 0,133
6
51 - oo
44
R I Y.
o0 & '
14 - 0
0 ‘ ‘ ‘ ‘
0 0,5 1 1,5 2 2,5
w(cm)

FIGURA 8.5 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central
8.7.2 Placa Enrijecida com Duas Vigas e com Momento Aplicado

Nesse item analisa-se uma placa enrijecida sujeita & flexdo simples. E o mesmo
exemplo apresentado no item (6.10.4). Adotou-se modulo de encruamento K=2700kN/cm’,
tensdo de escoamento inicial 6;=24kN/cm’ ¢ o dominio da placa foi discretizado com 32

células como esta representado na figura (8.6).
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FIGURA 8.6 - Discretizagdo da Placa

No primeiro incremento adotou-se B=1. A plastificagdo ocorreu nos pontos das
vigas, no segundo incremento, onde =1,2. A carga limite foi alcangada no incremento 21
para B=2.,8, que foi quando os pontos das vigas alcangaram a deformagdo plastica efetiva
maxima de 0,01. Os pontos da laje plastificaram com =1,8. O deslocamento transversal no

ponto central da viga, ao longo do processo incremental esta na figura (8.7).

0 0,5 1 1,5 2 2,5

FIGURA 8.7 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central da Viga

No ultimo incremento (B=2,78), em todos os pontos das vigas obteve-se um
momento na dire¢do y por volta de My=6515,63kNcm como era esperado e nas outras
dire¢cdes os momentos ndo foram significativos. Os deslocamentos ao longo da viga para
=2,78 estdo na figura (8.8). Fez-se ainda uma analise com 96 elementos e 72 células, onde
se obtiveram exatamente os mesmos resultados. A discretizagdo com 72 células foi obtida,
dividindo-se o dominio da placa, nas duas dire¢des, em seis partes iguais, ao invés de quatro

partes como esta representado na figura (8.6).
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Figura 8.8 — Deslocamentos na Viga para =2,78

8.7.3 Placa Enrijecida com Duas Vigas com Forca Normal Aplicada

Esse exemplo estd representado no item (6.10.5). Foi adotado K=10800kN/cm?’,
0,=24kN/cm’ e a mesma discretizagio do exemplo anterior. A andlise sera feita

considerando-se apenas o problema de chapa, sem flexao.

u, (cm)

FIGURA 8.9 - Curva Carga-deslocamento do Ponto da Viga Onde se Aplica a Carga p,

Foi adotado =1,19 para o primeiro incremento e para o segundo, quando todos os
pontos plastificaram, adotou-se =1,49. Atingiu-se a carga limite no incremento 27 para
=6,64, quando todos os pontos das vigas alcancaram a deformacao plastica efetiva maxima
de 0,01. Na figura (8.9) tem-se o deslocamento u,, ao longo do processo incremental, no
ponto da extremidade da viga, onde se aplica a forca p,,.

No ultimo incremento (=6,59), em todos os pontos da laje obteve-se uma forca
normal na dire¢do y por volta de N,=I318kN e nos pontos das vigas essa for¢a foi de

aproximadamente N,=3295kN, como era esperado. Nas outras dire¢des ndo se obtiveram



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 260
Tangente Consistente

valores significativos de forgas normais. Na figura (8.10) apresentam-se os deslocamentos
u,, para /=6,59, ao longo do eixo da viga de direcdo s, sendo essa dire¢do coincidente com a
direcdo da forga aplicada p,. Fez-se ainda uma analise com 96 elementos e 72 células, porém

ndo houve diferencas nos resultados.

Figura 8.10 — Deslocamentos usao longo da viga para =6,59

8.7.4 Placa Enrijecida com Momento e Forca Normal Aplicados

Esse exemplo € aquele apresentado no item (6.10.6), onde se analisa a placa sujeita a
flexdo composta. A discretizacdo do dominio da placa estd representada na figura (8.6) e
adotam-se os mesmos K ¢ o; do exemplo (8.7.3).

Para o primeiro e segundo incrementos adotou-se, respectivamente, P=1,19 e
B=1,29. Os pontos das vigas plastificaram no segundo incremento. No incremento 17, onde o
incremento no valor do coeficiente B era de 0,01, o calculo ndo convergiu mais. No
incremento 16, quando p=2,43, a deformagdo plastica efetiva nos pontos de viga foi de
0,0049 e o valor do momento e da for¢ca normal na dire¢do s da viga foram, respectivamente,
por volta de M=6328,125kNcm e N;=911,25kN , como era esperado. Nas outras diregdes os
valores dos momentos e forgas normais nas vigas ndo foram significativos. O deslocamento
transversal no ponto central da viga, ao longo do processo incremental, esta na figura (8.11).

Esse exemplo também foi analisado, considerando-se 96 elementos e 72 células. A
partir de f=2,4, a analise também apresentou problemas de convergéncia, como ocorreu com
a menor discretizagdo. No entanto, prosseguiu com os incrementos de carga. Nesses ultimos
incrementos, inicialmente o calculo divergia para depois convergir. Como o processo de
convergéncia estava muito lento, decidiu-se abortar o calculo antes que a carga limite fosse

encontrada. Como se pode ver na figura (8.11), os valores obtidos com as duas discretizagdes
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foram idénticos. Na figura (8.12) tém-se os deslocamentos transversais ao longo da viga,
obtidos com a discertizacdo de 72 células, para =3,35, que foi o ultimo incremento da
analise. Nesse incremento, a deformacdo plastica efetiva nos pontos de viga era de 0,008 ¢
obtiveram-se ainda nesses pontos, momentos ¢ for¢as normais iguais, aproximadamente, a

M,=8723,96kNcm e Ny=1256,25kN, como era esperado.

—&— 32 celulas

72 celulas

0 ‘ ‘ ‘ ‘ l

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
w(cm)

FIGURA 8.11 - Curva Carga-deslocamento do Ponto Central da Viga

1,6
120 X )
5 o5 [
o4t L
0 ‘ ‘ ‘
0 50 100 150 200
s(cm)

Figura 8.12 — Deslocamentos na Viga para 3=3,35

8.7.5 Placa Enrijecida com Vigas Externas e Uma Viga Interna com Carga

Uniformemente Distribuida

A placa analisada nesse exemplo esta na figura (8.13), onde as unidades s@o dadas
em metro. A placa é simplesmente apoiada com carga uniformemente distribuida. Adotou-se
E=25000KN/cm’ , K=2500KN/cm’ , o,=24kN/em’, v=0,25, t,=25cm, t;=8cm e carga
distribuida g=20N/cm’ .



Capitulo 8 - Formulacdo Ndo-Linear Implicita Utilizando-se o Operador 262
Tangente Consistente

7 02
/
v 2,0
/ -
/s
g 1ol
’ 2.0
ya i
s s 02
— —

0,2 4,0 0,2

FIGURA 8.13 - Placa Simplesmente Apoiada, Enrijecida com Vigas Externas e uma Interna

Foram consideradas duas discretizagdes. Na primeira, a placa for discretizada em 42
elementos (ver exemplo 5.7.2) e cada laje em 16 células. A discretizagdo do dominio das
lajes segue o mesmo modelo daquela indicada na figura (8.4), porém consideram-se apenas
trés pontos internos ao invés de cinco. Na segunda discretizacdo, consideraram-se 122
elementos e 48 células em cada laje. Nesse caso, a discretizagdo do dominio das lajes foi
feita seguindo o mesmo modelo daquela indicada na figura (8.6), dividindo-se porém, o lado
maior em seis partes iguais, ao invés de quatro. A placa foi analisada considerando-se flexdo
simples e flexdo composta. Para o problema de chapa, foram consideradas as seguintes
condi¢des de contorno: ps=p,=0 para os dois lados externos perpendiculares a viga interna e
também para um dos lados externos no mesmo sentido dessa viga. No outro lado,
considerou-se: us=u,=0 em um ponto localizado em uma das extremidades do lado e
Pps=u,=0 para um ponto da outra extremidade desse lado.

Os deslocamentos do ponto central da viga interna ao longo do processo incremental
estao representados na figura (8.14). No calculo com a flexdo simples, a plastificagdo se deu
no segundo incremento, onde 3=2,2, na regido central da viga interna. Com a malha menos
refinada, no incremento 23 onde se tinha f=3,7, o calculo ndo convergiu mais. Com a outra
discretizagdo o calculo foi dividido em 44 incrementos ¢ a carga limite obtida foi de
q=91,2N/em’ quando o ponto central da viga interna alcangou o valor maximo da
deformacéo plastica efetiva.

Na analise com flexdo composta a plastificagdo se deu para f=1 ¢ a carga limite de
g=52N/cm’ foi atingida no incremento 9. Os deslocamentos transversais nesse incremento,

para a malha mais refinada, estdo na figura (8.15). Nesse caso, os deslocamentos obtidos
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com a malha de 122 elementos e 96 células foram muito menores que aqueles da malha de

42 elementos e 32 células.

0 05 1 15 2 25 3 35 4

w (cm)

—e— flexao composta - 96 cel
—=— flexao composta -32cel
—e— flexao simples -32 cel

—x%— flexao simples - 96 cel

FIGURA 8.14 — Curva Carga-deslocamento do Ponto Central da Viga Interna

Pode-se ver na figura (8.14) que a carga limite obtida com a flexdo simples foi quase

o dobro daquela considerando-se flexdo composta e os deslocamentos obtidos com a flexdo

composta foram muito menores que aqueles da flexdo simples.

w (cm)

0 :

0 60 120 180 240 300 360 420

s (cm)

FIGURA 8.15 — Deslocamentos na Viga Interna no incremento 8 da analise de flexao

composta com 96 células
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CONCLUSOES
]

O trabalho mostra que a analise de estruturas planas enrijecidas pode ser feita através
de uma formulagdo que envolva apenas elementos de contorno, dispensando-se portanto a
combinacdo com o MEF tradicionalmente utilizada. O pavimento ¢ considerado como sendo
uma placa subdividida em sub-regides, sendo cada sub-regido a representacdo de uma viga
ou laje. Com isso, ndo ¢ necessario definir elementos de placa e viga. A formulacdo usando-
se apenas MEC leva a um nimero menor de graus de liberdade, reduzindo também as
aproximagoes. O equilibrio de forgas ao longo das interfaces ¢ automaticamente satisfeito. A
aplicacdo em estruturas de edificio ¢ um objetivo interessante; vai permitir uma grande
redugdo das dimensdes do problema e melhorar a precisdo da solucao.

Os dois modelos desenvolvidos para andlise da flexdo simples de placas enrijecidas
com vigas mostraram-se ser bastante eficientes. Porém, no modelo em que discretiza-se todo
o contorno das vigas, necessita-se de um nimero muito elevado de noés na discretizacgdo, o
que eleva muito o custo computacional, além de dificultar consideravelmente a entrada de
dados. O modelo alternativo, em que discretizam-se apenas as linhas médias das vigas
mostrou-se ser mais interessante, devido a redugdo do numero de graus de liberdade do
problema. As diferencas obtidas nos resultados dos dois modelos ndo foram significativas,
quando se mantém as mesmas distancias entre as linhas onde se prescrevem as condigdes de
contorno. Caso contrario, se as dimensdes das lajes e vigas forem exatamente iguais, nas
duas analises, que é o caso dos exemplos apresentados aqui, em quase todos os exemplos, o
modelo alternativo mostrou-se ser mais rigido, devido as aproximagdes feitas nos

deslocamentos e rotagdes das vigas.
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Com relagdo a andlise linear do pavimento considerando-se o efeito de membrana,
em todos os exemplos, a menos da placa esconsa, os deslocamentos foram menores que
aqueles obtidos com a formulagdo de flexdo simples, como era de se esperar. O exemplo da
placa esconsa ¢ muito complexo, sendo dificil justificar porque os resultados seriam maiores
na flexdo composta, porém uma justificativa possivel seria o efeito da tor¢do nas vigas
provocada pela excentricidade. Nos exemplos numéricos, cujas respostas podiam ser
verificadas analiticamente, o0 modelo apresentou 6timos resultados.

Em todos os modelos, considerando-se flexdo simples ou composta, os resultados
apresentaram boa convergéncia com o refinamento da malha, gerando respostas com boa
precisdo mesmo com malhas ndo muito refinadas.

A inclusdo de campos de esfor¢os iniciais na formulagdo obtida considerando-se
carregamentos transversais € no plano da placa, possibilita a analise de placas sujeitas a
efeitos de temperatura e retragdo, bem como a analise ndo-linear. Na analise ndo-linear
utilizou-se um algoritmo incremental-iterativo, baseado no Método de Newton-Raphson,
computando-se a correcdo a partir do procedimento de aplicagdo de campos de tensdes
iniciais, onde as matrizes envolvidas sdo atualizadas a cada itera¢do. A utilizagdo do
operador tangente consistente, associada a formulacdo implicita de elementos de contorno,
mostrou-se ser bem eficiente. Nos exemplos, cujos valores dos esfor¢os podiam ser
verificados analiticamente, os resultados foram muito bons. O modelo nio-linear mostrou-se
ser estavel, pois foi capaz de encontrar a carga limite e apresentou boa convergéncia dos
resultados com o refinamento da malha. O procedimento para obtengdo da correcdo no
estado de curvaturas e de deformacdes de chapa, a ser aplicada em uma dada iteragdo, em
que os pontos plasticos sdo separados dos elasticos, diminuiu consideravelmente o esfor¢o
computacional, pois ao invés de inverter a matriz tangente relativa a todos os pontos da
estrutura, se invertia apenas a parcela relativa aos pontos plasticos.

Na andlise ndo-linear, o calculo dos esfor¢cos internos na placa foi feito
considerando-se um modelo estratificado, onde a placa ¢ dividida em camadas, nas quais
verificam-se os modelos constitutivos adotados para cada camada. Nesse trabalho, foi
considerado apenas o caso em que a placa ¢ composta de apenas um material, cujo
comportamento nao-linear possa ser bem representado pelo critério de Von Mises, como € o
caso do aco. No entanto, o modelo pode ser facilmente estendido para o caso de placas
compostas de diferentes materiais, como ¢ o caso do concreto armado. O tensor de
momentos e forgas normais internos ¢ obtido, integrando-se numericamente as tensdes ao

longo da espessura da placa.
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A analise ndo-linear de pavimentos em concreto armado é uma proposta interessante
para a continuagdo do trabalho. Nessa analise poderia ser desenvolvido um modelo para a
localizagdo da zona de dissipagdo, verificando-se a possivel utilizagdo da teoria baseada no
gradiente do multiplicador plastico, para se obter a faixa de dissipagdo localizada. Poderia
ser considerado ainda, um modelo para charneiras com a inclusdo de dano e rotagdes
irreversiveis ao longo das linhas de ruptura.

Outro aspecto importante a ser levado em conta, para melhorar a formulacao
proposta aqui, seria considerar a existéncia de pontos do dominio com carregamentos ou
deslocamentos prescritos, a fim de analisar placas com condi¢des de vinculagdo em seu
dominio, como ¢ o caso de lajes continuas. Isso possibilitaria também considerar os pilares

do edificio.



267

REFERENCIAS BIBLIOGRAFICAS
]

ALTIERO, N. J. & SIKARSKIE, L.D. (1978). A boundary integral method applied to plates
of arbitrary plan form. Computers & Structures,v.9, p.163-168.

BATHE, K. J. Finite element procedures in engineering analysis. Prentice Hall, 1996.

BENALLAL, A., BILLARDON, R. & DOGHRI, I. (1988). An integration algorithm and the
corresponding consistent tangent operator for fully coupled elastoplastic and damage
equations. Comm. App. Num. Meth., v.4.

BETTI, E. (1872). Teoria dell elasticita. /Il Nuovo Ciemento, p.7-10.

BEZINE, G. & GAMBY, D. A. (1978). New integral equation formulation for plate bending
problems, In: BREBBIA, C. A., ed. Recent advances in boundary element methods.
Pentech Press.

BEZINE, G. (1980). A mixed boundary-integral: finite element approach to plate vibration
problems. Mech. Res. Comm., v.7,1n.3, p.141-150.

. (1981). A boundary integral equation method for plate flexure with conditions
inside the domain. Int. J. Num. Meth. Eng., v.17, p.1647-1657.

. (1978). Boundary integral formulation for plate flexure with arbitrary boundary
conditions. Mech. Res. Comm., v.5, n.4, p.197-206.

BEZINE. G. A, CIMETIERRE, A. & GELBERT, J.P. (1985). Unilateral bucking on thin
plates by the boundary integral equation method. Int. J. Num. Meth. Eng., v.21,
p.2189-2199.

BONNET, M. and MUKHERIJEE, S. (1996) Implicit BEM formulations for usual
and sensivity problems in elasto-plasticity using the consistent tangent operator concept. /nt.
J. Solids Structures Vol 33, No. 30, pp 4461-4480.

BONNET, M. (1995). Equations Intégrales et éléments de frontiére. Paris, CNRS
Editions/Eyrolles.

BOTTA, A.S. (2003). Uma formulagdo do método dos elementos de contorno para o estudo
do comportamento de pegas de concreto armado com énfase nos fenémenos de perda
de rigidez e localizag¢do.Tese (Doutorado). Escola de Engenharia de Sao Carlos-USP,
Sao Carlos.

BREBBIA, C. A. (1978). The boundary element method for engineers. London, Pentech
Press.

BREBBIA, C. A. & NARDINI, D. (1986). Solution of parabolic and hyperbolic time
dependent problems using boundary elements. Comp. & Math. with Appls., v.12B,
p.1061-1072.



268

BUI H.D. (1978). Some remarks about the formulation of three-dimensional thermoelastic
problems by integral equations. Int. J. Solids Structures, v.14, p.935-939.

CARMO, R.M.S. (2001). Analise de estruturas de edificios através do método dos elementos
de contorno. Tese (Doutorado) -Escola de Engenharia de Sao Carlos - USP.

CARVALHO, R. C. (1994). A4ndlise nao-linear de pavimentos de edificios de concreto
armado através da analogia de grelha. Tese (Doutorado) - EESC-USP.

CHAVES, E.W.V. (1997). Andlise de placas com variagdo de espessura através do método
dos elementos de contorno. Sdo Carlos. 171p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

CHEN, W. F. & LUIL, E. M. (1988). Plasticity for structural engineers. New York,
McGraw-Hill.

CHUEIRI, L.H.M. (1994). Formulacdo do método dos elementos de contorno para analise
elastoplastica de placas. Sao Carlos. 219p. Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia
de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

CORREA, M.R.S. (1991). Aperfeicoamento de modelos usualmente empregados no projeto
de sistemas estruturais de edificios. Sao Carlos. 331p. Tese (Doutorado) - Escola de
Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo.

COSTA JR., J. A. & BREBBIA, C. A. (1985). Elastic bucking of plates using the boundary
element method. In: BREBBIA, C. A. & MAIER, G., eds. Boundary element VII.
Berlin, Springer-Verlag.

DANSON, D.J. (1979). Analysis of plate bending problems by direct boundary element
method. Southampton, University of Southampton. (M.Sc.Dissertation).

FERNANDES, G.R. (1998). O método dos elementos de contorno aplicado a andlise ndo
linear de placas. Sdo Carlos. 178p. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de
Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo.

FIGUEIREDO FILHO, J. R. (1989). Sistemas estruturais de lajes sem vigas: subsidios para
o projeto e execugdo. Tese (Doutorado) - EESC-USP.

FIGUEIRAS, J.A. (1983). Ultimate load analysis of anisotropic and reinforced concrete
plates and shells. Swansea. Tese (Doutorado) - University College of Swansea.

FRANGI, A. & GUIGGIANI M. (1999). Boundary Element Analysis of Kirchhoff Plates
with Direct Evaluation of Hypersingular Integrals. Int. J. Numer. Meth. Engng. 46,
1845-1863.

FUDOLI, C.A. (1999). Formulagdo do método dos elementos de contorno e plasticidade
com gradiente. Tese (Doutorado) Escola de Engenharia de Sao Carlos-USP, Sao

Carlos.

FUNG, Y. C.(1965). Foundations of solid mechanics. New Jersey, Prentice-Hall, Inc.



269

GIL RODRIGUEZ, J.C. (1986). Sobre o emprego do método dos elementos de contorno em
problemas elasticos bidimensionais. Sao Carlos. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de
Engenharia de Sdo Carlos, Universidade de Sao Paulo.

HAND, F. R. at al. (1973). Non-linear analysis of RC of plates and shells. J. Struct. Div.,
ASCE, v.99, n.ST10, p.2109-2122.

HANSEN, E. B. (1976). Numerical solution of integro-differential and singular equations for
plate bending problems. J. of Elasticity, v.6, n.1, p.39-56.

HARTMANN, F. & ZOTEMANTEL, R. (1986). The direct boundary element method in
plate bending. Int. J. Num. Meth. Eng., v.23, p.2049-2069.

HINTON, H., OWEN, D. R. J. & TAYLOR, C. (1982). Recent advances in non-linear
computational mechanics. Swansea, U.K, Pineridge Press.

JASWON M.A.; MAITI, M.; SYMM, G.J. (1967). Numerical biharmonic analysis and some
applications. Int. J. Solids Structures, n.3, p.309-332.

KAMYIA, N. & SAWARY, Y. (1982) An integral equation approach to finite deflection of
elastic plates. Int. J. Non-Linear Mechanics, v.17, 1.3, p.187-194.

KAMYIA, N. et al. (1982). An approximate finite deflection analysis of a heated elastic
plate by the boundary element method. App. Math. Modelling, v.6, n.1, p.23-27.

KATSIKADELIS, J. T. & ARMENAKAS, A. E. (1984). Analysis of clamped plates on
elastic foundation by the boundary integral method. J. of Applied Mechanics, ASCE,
v.110, n.7, p.1085-1104.

KIRCHHOFF, G. (1850). Uber das gleichgewicht und die bewegung einer elastischen
scleibe. J. Math., n.40, p.51-58.

LEMAITRE, J. & CHABOCHE, J-L. (1994). Mechanics of solid materials. Cambridge
University Press.

LEMAITRE, J. & MARQUIS, D. (1990). Modelling elasto-plasticity, damage and coupled
behaviors in engineering materials. Cachan, Laboratoire de Mé¢canique et
Technologie.

LOVE, A.E.H. (1944) A treatise on the mathematical theory of elasticity. Dover.

MAIER, G. (1971). Incremental plasticity analysis in the presence of large displacements
and physical instabilizing effects. Int. J. Solids and Structures, v.7, p.345-372.

MANZOLI, O.L. (1992). Formula¢do do método dos elementos de contorno para placas
sobre fundagdo elastica. Sao Carlos. Dissertacdo (Mestrado) - Escola de Engenharia
de Sao Carlos -USP.

MIKHLIN, S.G. (1962). Singular integral equation. American Math. Soc. Trans. Series 1,
n.10, p.84-197.

MINDLIN, R.D. (1951). Influence of rotary inertia and shear on flexural motion of isotropic
plates. J. Appl. Mech., 18: 31-35.



270

NEVES, A. C. & BREBBIA, C. A. (1991). The multiple reciprocity method applied to
thermoelastic problems with concentrated and distributed heat sources. In:
BREBBIA, C.A., ed. Boundary elements technology VI. Comp. Meth. Pub. / Elsevier
Applied Science, p.201-214

NOWAK, A. J. (1992). The multiple reciprocity method for mnon-linear problems. In:
BREBBIA, C. A. & DOMINGUEZ, J., eds. Boundary element methods XIV. Elsevier.

OLIVEIRA NETO, L. (1991) Andalise de placas de borda curva pelo método dos elementos
de contorno. Sao Carlos. Dissertagdo (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao
Carlos -USP.

ORTIZ, M. & SIMO, J. C. (1986). An analysis of a new class of integration algorithms for
elastoplastic constitutive relations. Int. J. Numer. Meths. Eng., v.23, p.353-366.

OWEN, D.R.J.; HINTON, E. (1980). Finite elements in plasticity: theory and practice.
Swansea, U. K.: Pineridge Press Limited.

PAIVA, J. B. & VENTURINI, W. S (1993). Alternative boundary element approach to
compute efforts along zoned domain interfaces. Engineering Analysis with Boundary
Elements, v.12,n.2, p.143-148.

. (1987). Analysis of buildings structures considering plate-beam-column
interactions. In: BREBBIA, C.A. & VENTURINI, W.S., eds. Boundary element
techniques: applications in stress analysis and heat transfer.  Southampton,
Computational Mechanics Publications. p.209-219.

PAIVA, J.B. (1987). Formulagdo do método dos elementos de contorno para flexdo de
placas e suas aplicagbes em engenharia de estrutura. Sdo Carlos. 195p. Tese
(Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

PARTRIDGE, P.W., BREBBIA, C. A. & WROBEL, L. C. (1992) The dual reciprocity
boundary element method. Computational Mechanics Publication /Elsevier Applied
Science.

POON, H., MUKHERIJEE, S. and BONNET, M., (1998). Numerical implementation of a
CTO-based implicit approach for the BEM solution of usual and sensitivity problems
in elasto-plasticity. Engineering Analysis with Boundary Elements, 22, 257-2609.

PROENCA, S.PB.. (1988). Sobre modelos matemdticos do comportamento ndo-linear do
concreto. andlise critica e contribui¢ées. Sao Carlos. Tese (Doutorado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao Paulo.

RASHEED, H. A. S. & DINO, K. S. (1994). An efficient non-linear analysis of RC sections.
Computers & Structures, v.53,1n.3, p.613-623.

REISSNER, E. (1944). On the theory of bending of elastic plates. Journal of Mathematics
and Physics, 23: 184-191.

. (1945). The effect of transverse shear deformation on bending of elastic plates.
J. Appl. Mech, n.12.



271

. (1986). On small deflections of shear deformable elastic plates. Meth. Appl.
Mech. Engrg., n.59, p.227-233.

. (1991). On the asymptotic expansions for the sixth-order linear theory problem
of transverse bending of orthotropic elastic plates. Comput. Meth. Appl. Mech. Engrg.,
v.85, n.1, p.75-88.

RIBEIRO, G. O. (1992). Sobre a formulacdo do método dos elementos de contorno de
placas usando as hipoteses de Reissner. Sdo Carlos. Tese (Doutorado) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos —USP.

RUNESSON, K. (1987). Implicit integration of elastoplastic relations with reference to soils.
Int. J. Numeric. Anal. Meths. Geomech., p.11, p.315-321.

SAVASSI. W. (1996). Introducdo ao método dos elementos finitos em andlise linear de
estruturas. Sao Carlos - EESC-USP.

SANCHES J. F. (2003). Desenvolvimento de modelos numeérico para a andlise de
pavimentos de edificios de concreto armado. Tese (Doutorado, em andamento) Escola
de Engenharia de Sdo Carlos-USP, Sao Carlos

SILVA, N. A. (1988). Aplica¢do do método dos elementos de contorno ‘a andlise de placas
sobre fundagées elasticas. Sao Carlos. Dissertagdo (Mestrado) - Escola de Engenharia
de Sao Carlos -USP.

SILVA, N.A. (1996). Aplicagdo do método dos elementos de contorno as placas com
enrijecedores utilizando a teoria de Reissner. Sdo Carlos. Tese (Doutorado) - EESC-
USP.

SIMO, J. C. & HUGHES T. J. R. (1988). Elastoplastic and viscoplastic : computational
aspects.

SIMO, J. C. & TAYLOR R. L. (1985). Consistent tangent operators for rate-independent
elastoplasticity. Comp. Meth. And App. Mech. And Eng. ,48.

SIMO, J. C.,, KENNEDY, J. G.,, GOVINGJEE, S. & HGHES, T. R. J. (1987).
Unconditionally convergent algorithm for non-smooth multisurface plasticity
amenable to exact linearization. Advances in Inelastic analysis, AMD, v.88, p.87-96.

STERN, M. (1979). A general boundary integral formulation for the numerical solution of
plate bending problems. Int. J. Sol. Struct, v.15, p.761-782.

STERN, M. (1983). Boundary integral equations for bending of thin plates. In:. BREBBIA,
C.A. ed. Progress in boundary element methods. London, Pentech Press, v.I. 2

TEJERINA CALDERON, E. (1991). Uma formulagdo alternativa para o estudo de placas
sobre fundagdo eldastica pelo método dos elementos de contorno. Sdo Carlos, Sdo
Carlos. Dissertagao (Mestrado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos -USP.

TELLES, J.C.F.; BREBBIA, C.A. (1979). On the application of the boundary element
method to plasticity. Appl. Math. Modelling, n.3, p.466-470.



272

TIMOSHENKO, S.; WOINOWSKY-KRIEGER, S. (1959). Theory of plates and shells.
New York: McGraw-Hill.

TIMOSHENKO, S.P. & GOODIER, J.N. (1980). Teoria da elasticidade. Rio de Janeiro, Ed.
Guanabara Dois S.A..

TOTTENHAN, H. (1979). The boundary element method for plates and shells. In:
BANERIJEE, P. K. & BUTTERFIELD, R., eds. Boundary element methods. London,
App. Sc. Publ..

VAN DER WEEEN, F. (1982). Application of the direct boundary element method to
Reissner's plate model. In: BREBBIA, C. A. ed. Boundary element methods in
engineering. Berlin, Springer-Verlag.

VENTURINI, W.S. (1982). Application of the boundary element formulation to solve
geomechanical problems. Southampton. Thesis (Ph.D.) - University of Southampton.

VENTURINI W. S. (1988). Um estudo sobre o método dos elementos de contorno e suas
aplicagoes em problemas de engenharia. Tese (Livre-Docéncia) - Escola de
Engenharia de Sao Carlos - USP.

VENTURINI, W. S. & PAIVA, J. B. (1993). Boundary element for plate bending analysis.
Engineering Analysis with Boundary Elements, v.11,n.1, p.1-8.

VENTURINI, W.S. & PAIVA, J.B. (1988). Plate analysis by the boundary element method
considering zoned thickness domain. Software for Engineering Workstations., v.4, n.4,
p-183-185, oct. 1988.

WU, B. C. & ALTIERO, N. J. (1979). A boundary integral method applied to plates of
arbitrary plan form and arbitrary boundary conditions. Computers & Structures, v.10,
p-107-117.

ZIENKIEWICZ, O. C. & TAYLOR, R. L. (1991). The finite element method.: solid and fluid
mechanics dynamics and non-linearity. 4.ed. New York, McGraw-Hill.

ZIENKIEWICZ, O.C.; VALLIAPAN, S.; KING, LP. (1969). Elasto-plastic solutions of
engineering problems - initial stress, finite element approach. Int. J. Num. Meth.
Engrg., n.1, p.5-100.





