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RESUMO

ALMEIDA, F.P.A. (2003). Aplicacgo do acoplamento entre o MEC e o MEF para
0 estudo da interagdo dindmica elastoplastica entre o solo e estruturas. 285p.
Tese (Doutorado) - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sao
Paulo, Sdo Carlos. 2003.

O objetivo do presente trabalho é o desenvolvimento de um cddigo
computacional que possibilite a analise dinamica de estruturas tridimensionais
em regime elastico-linear acopladas ao solo, tratado como meio infinito
elastoplastico. As superestruturas sao tratadas por elementos finitos simples de
casca e de barra geral, as estruturas de fundagdes séo tratadas por elementos
de casca que simulam o contato com o solo, modelando radiers, tuneis e
reservatorios enterrados. Blocos sdo modelados por elementos de contorno
tridimensionais. O solo € modelado de duas maneiras distintas: na regido
plastificada emprega-se a solugéo fundamental de Kelvin (estatica) e na regiao
nao plastificada (elastica) adota-se a solugdo fundamental do problema de
Stokes. O acoplamento entre os meios € feito aplicando-se a técnica de sub-
regides. Deve ficar claro que todo procedimento estatico equivalente foi
implementado. Varios exemplos numéricos sdo apresentados, onde se percebe

a eficiéncia do cédigo computacional desenvolvido.

Palavras-chave: interagao solo-estrutura; Método dos Elementos de Contorno;
Método dos Elementos Finitos; acoplamento MEC/MEF; dindmica; néo-

linearidade fisica



ABSTRACT

ALMEIDA, F.P.A. (2003). BEM/FEM coupling application to the study of the
elastoplastic dynamic interaction between soil and structures. 285p. Ph.D.
Thesis - Escola de Engenharia de Sao Carlos, Universidade de Sdo Paulo, Séao
Carlos. 2003.

The objective of the present work is the development of a computational code
that makes possible dynamic analyses of three-dimensional structures in
elastic-linear behavior coupled to the soil, modeled as elastoplastic infinite
medium. Simple finite elements, shell and general bars, are used to model
elastic structures. The structures of foundations are modeled by shell’s
elements which simulate the contact with the soil, modeling radiers, tunnels and
buried reservoirs. Blocks are modeled by three-dimensional boundary elements.
The soil is modeled in two different ways: in the plastic region Kelvin’s
fundamental solution (static) is used and in the elastic region the fundamental
solution of the Stoke’s problem is adopted. The coupling among the media is
done applying the sub-region technique. It is important to note that the
equivalent static procedure has been implemented. Several numerical
examples are presented, demonstrating the efficiency of the developed

computational code.

Keywords: soil-structure interaction; Boundary Element Method; Finite Element

Method; BEM/FEM coupling; dynamics; physical non-linearity
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1 INTRODUGCAO

1.1 GENERALIDADES

O Método dos Elementos Finitos (MEF) é, atualmente, uma das
ferramentas mais difundidas para solucionar diversos problemas da
engenharia. Sua aplicagdo na mecanica estrutural ja esta consagrada pela
pratica. (VENTURINI, 1988). E de se observar, contudo, que por ser uma
técnica de dominio, traz algumas complicagdes em analises que envolvem
dominios infinitos, pois estes devem ser interrompidos para que se gere uma
discretizacao finita, ocasionando a formagdo de um contorno ficticio que
usualmente é eliminado com o uso do Método dos Elementos de Contorno
(MEC). Tal problema se agrava ainda mais em analises dinamicas para
dominios infinitos, onde reflexdes indesejadas podem ocorrer no final da
discretizacao, ou esta deve ser estendida exaustivamente para comportar o
tempo de analise desejado.

Pesquisadores dos mais importantes centros de pesquisa do mundo tém
se interessado pelo Método dos Elementos de Contorno, tanto no
desenvolvimento de formulacdes proprias para diversos problemas, como em
gerar formulagdes mistas com o Método dos Elementos Finitos, aproveitando
conjuntamente o que cada método tem de melhor. Tal interesse tem resultado
em um enorme progresso do método. Praticamente todos os centros
importantes de pesquisa dos paises mais avangados tém grupos de
pesquisadores dedicados ao desenvolvimento desta técnica.

Neste contexto, trés vantagens principais sdo oferecidas pelo Método
dos Elementos de Contorno: modelagem propria para dominios infinitos,

grande redugdo do numero de equagdes e volume de dados (principalmente
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qguando se trata de meios tridimensionais infinitos como o solo) e a inexisténcia
de erros de interpolagdo no dominio para problemas lineares.

Em contrapartida, o Método dos Elementos de Contorno ndo apresenta
nenhuma caracteristica vantajosa, no que diz respeito a analise de estruturas
reticuladas e cascas gerais, quando comparado ao MEF. Disso se conclui que
uma medida natural para a analise da interagao solo-estrutura é a composi¢ao
de uma modelagem onde o MEF é usado para a estrutura (porticos e cascas) e

o MEC para o solo ou semi-espaco infinito.

1.2 OBJETIVO

O principal objetivo do trabalho é o desenvolvimento de um cdédigo
computacional que possibilite a analise dinamica de estruturas tridimensionais
em regime elastico-linear acopladas ao solo, que é tratado como n&o-linear.
Todo o procedimento estatico equivalente também foi implementado.

O solo é tratado como meio infinito elastoplastico. As superestruturas
sdo tratadas por elementos finitos simples de casca e de barra geral, as
estruturas de fundagdes sao tratadas por elementos de casca que simulam o
contato com o solo, modelando radiers e tuneis. Blocos sdo modelados por
elementos de contorno tridimensionais.

O solo é modelado de duas maneiras distintas, na regido plastificada
emprega-se a solugdo fundamental de Kelvin (estatica) acompanhada de
integrador temporal apropriado, dando origem ao chamado “non-linear mass
matrix BEM’ ou MEC n&o-linear dindmico via matriz de massa. Na regiao nao
plastificada (elastica) adota-se a solugdo fundamental do problema de Stokes.
O acoplamento entre os diferentes meios é feito aplicando-se a técnica de sub-
regides.

Como justificativas para a escolha do tema da tese, pode-se citar que
enquanto os trabalhos voltados para plasticidade bidimensional, estatica e
dindmica, através do MEC s&o abundantes na literatura, ndo existem muitas
publicacdes disponiveis relativas a plasticidade tridimensional.

Além do mais, acredita-se que o0 desenvolvimento de cddigo

computacional para a simulagdo numérica tridimensional dindmica de
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estruturas conectadas ao solo suposto elastoplastico seja de grande
importancia para a engenharia, pois atualmente nao se dispde de ferramenta
tdo geral para se fazer tal tipo de analise. Os programas com 0s quais se
poderia tentar tais simulacdes estdo elaborados em elementos finitos, o que
limita muito o seu emprego devido ao volume de informagdes que se precisa
gerar € aos problemas relacionados a simulagdo de meios infinitos ou semi-
infinitos quando de analises dinamicas envolvendo propagacgao de ondas.

Preocupou-se em desenvolver o cédigo computacional de maneira bem
documentada para que seja possivel a utilizagao deste em pesquisas futuras.

O cddigo gerado foi empregado em exemplos simples, para validagao
cientifica, e em exemplos mais elaborados, visando uma maior compreensao
do comportamento de estruturas gerais (submetidas a agbes estaticas e
dinamicas) acopladas ao solo.

Como contribuicdes do trabalho, pode-se citar: a utilizagao do algoritmo
de Houbolt para a solugdo de problemas tridimensionais, o emprego do
MMBEM para problemas elastoplasticos tridimensionais, os processos de
integracdo para elementos de contorno e células, os estudos sobre a
estabilizacdo do acoplamento TDBEM/FEM e a utilizacdo de integrais

singulares no TDBEM.

1.3 RESUMO DOS CAPITULOS

No capitulo 1, apresenta-se o objetivo do trabalho, as justificativas para
a escolha do tema da tese, bem como um breve resumo comparativo das
técnicas empregadas e justificativas para a utilizagcdo das mesmas.

No capitulo 2, descrevem-se resumidamente as principais referéncias
bibliograficas pesquisadas no trabalho, que serviram como base teérica para o
mesmo.

No capitulo 3 sdo apresentadas as equacgdes integrais basicas para a
aplicagdao do Método dos Elementos de Contorno a solugdo do problema da
elastoplasticidade dindmica e estatica para soélidos tridimensionais.

No capitulo 4, descreve-se uma formulacdo do MEC utilizando-se

solugdo fundamental estatica para a analise dinamica tridimensional de meios
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continuos, bem como os algoritmos utilizados no trabalho para a solugéo do
problema nao-linear. No final do capitulo sdo apresentados 4 exemplos
numeéricos com relagado a formulacéo desenvolvida.

No capitulo 5, os diversos processos de integragdo para os elementos
de contorno, bem como as integracbes das células tetraédricas, séao
apresentados. Dois exemplos numéricos sao analisados no final do capitulo.

No capitulo 6, apresenta-se a formulagao utilizada para o Método dos
Elementos de Contorno no Dominio do Tempo (TDBEM), bem como um
exemplo numérico sobre esta técnica.

No sétimo capitulo, apresenta-se toda a formulagao utilizada no trabalho
para o Método dos Elementos Finitos (MEF), bem como 5 exemplos numéricos,
onde foram analisados casos estaticos e dinamicos.

No capitulo 8, descreve-se a forma de acoplamento entre os diversos
meios utilizada no trabalho, e apresenta-se um exemplo numérico da técnica
empregada.

O capitulo nono tem como finalidade descrever as principais
caracteristicas do codigo computacional desenvolvido, em termos gerais, e
suas sub-rotinas mais importantes, bem como comentar a respeito da entrada
e saida de dados.

No capitulo 10 sao apresentados os exemplos finais, que tém como
intuito principal mostrar a aplicagdo dos desenvolvimentos descritos nos
capitulos anteriores, bem como a potencialidade do cédigo computacional
elaborado na pesquisa.

No ultimo capitulo sdo apresentadas as conclusdes da presente tese de

doutoramento e sugestdes para a continuagao da pesquisa.



2 REVISAO DA LITERATURA

O Método dos Elementos de Contorno tem sido largamente estudado
nas ultimas 3 décadas, tornando-se uma ferramenta confiavel para a analise de
diversos problemas da engenharia. Entre esses problemas, pode-se citar:
elasticidade, plasticidade, propagacdo de ondas, mecanica da fratura,
transferéncia de calor, interagao solo-estrutura etc.

O presente trabalho trata da aplicacdo do acoplamento entre o Método
dos Elementos de Contorno (MEC) e o Método dos Elementos Finitos (MEF)
para a analise de superestruturas, consideradas em regime elastico-linear,
conectadas ao solo, considerando sua n&o-linearidade fisica, no caso
plasticidade.

Neste sentido, deve-se descrever a evolugao do MEC para o tratamento
de problemas elastoplasticos estaticos e dinamicos, bem como o
desenvolvimento do acoplamento entre o MEC e o MEF para a analise de
estruturas acopladas. No final do capitulo, citam-se — mais resumidamente,
uma vez que este ndo é o foco principal do trabalho — algumas referéncias a
respeito do MEF, seja para a sua aplicagdo em analises elastostaticas, seja
para a solucao de problemas elastodinamicos.

Diversos trabalhos podem ser citados com a utilizagdo do MEC no
campo da plasticidade bidimensional em analises estaticas. Banerjee e Cathie
(1980) desenvolveram uma formulagao direta do MEC com base na introdugao
de tensdes iniciais que era mais geral que outras formulagdes existentes na
época. Telles e Brebbia (1981a) apresentaram uma formulagao prépria para a
plasticidade bidimensional via MEC, utilizando fungdes interpoladoras lineares
para os elementos de contorno e células. Os mesmos autores, ainda em 1981,

apresentaram a implementacdo completa da solucdo fundamental do
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semiplano (Melan) para a analise de problemas elastoplasticos (TELLES e
BREBBIA, 1981b). Martin e Aliabadi (1998) apresentaram uma formulagao de
elementos de contorno geral para a analise de problemas de contato capaz de
tratar efeitos elastoplasticos locais e de friccdo. No Departamento de
Engenharia de Estruturas da Escola de Engenharia de Sao Carlos (EESC),
USP, os seguintes trabalhos podem ser citados: Venturini (1982), Chueiri
(1994) e Fudoli (1999).

Ja os trabalhos referentes a nao-linearidade tratada pelo MEC no
espaco tridimensional, em analises estaticas, ndo sdo numerosos. Pode-se
citar o trabalho de Tejerina Calderon (1996), cujo objetivo principal foi
apresentar férmulas alternativas do MEC, utilizando-se sua formulagao direta,
para o estudo da interacdo de placas com o meio continuo. A consideracao da
nao-linearidade da reacdo do solo foi feita adotando-se um critério de
plastificacdo simples e bilinear. No contexto internacional, Cisilino (1997) e
Cisilino e Aliabadi (1999) estudaram o calculo de fatores de intensidade de
tensdo para meios elastoplasticos tridimensionais utilizando-se células
isoparamétricas quadraticas.

Os trabalhos que tratam dos problemas dindmicos, lineares e nao-
lineares, pelo MEC, s&o abundantes na literatura; sendo que a maioria dos
problemas nao-lineares abordados esta definida no espago bidimensional.

Com relacao aos trabalhos sobre analises dindmicas lineares, Novak e
El Hifnawy (1983) compararam dois métodos de avaliacdo dos efeitos no
amortecimento de estruturas sobre fundagdes elasticas considerando-se a
interagcéo solo-estrutura. Os dois métodos citados s&o: consideragcédo de energia
e analise de autovalores complexos. Providakis e Beskos (1986) utilizaram o
MEC direto para o estudo de vibragdes livres ou forgadas de vigas. Spyrakos e
Beskos (1986) apresentaram numericamente a resposta dinamica de sapatas
corridas rigidas sobre (ou parcialmente imersas em) um semi-espaco elastico,
linear, isotrépico e homogéneo sob condigdes de deformagao planas sujeitas a
forcas externas ou ondas sismicas de incidéncia obliqua com variacdo no
tempo arbitraria. Beskos (1987) apresentou uma reviséo sobre a utilizacdo do
MEC na solucdo numérica de problemas dinamicos da elasticidade linear.
Considera-se este artigo uma 6tima fonte de referéncia. Em 1997, o mesmo

autor (BESKOS, 1997) apresentou uma revisao sobre o MEC para a solugao
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numeérica de problemas elastodinamicos referente ao periodo de 1986 a 1996.
Trata-se da continuacao do artigo anterior. Carrer e Mansur (1999) escreveram
um artigo referente ao desenvolvimento de equagbes integrais para a
consideragdo de componentes de tensdo e velocidade em analises
elastodinamicas transientes bidimensionais pelo MEC. Posteriormente, Adam,
Pflanz e Schmid (2000) compararam duas aproximagdes para a analise de leito
ferroviario (train-track embankment) em um semi-espago sujeitos a cargas
dindmicas; e Tanrikulu, Yerli e Tanrikulu (2001) apresentaram uma formulagéo
de elementos de contorno, com condigcdes de contorno nao-locais, para a
analise dinamica de um corpo com ateé trés regides, todas lineares.
Considerando o espaco tridimensional em analises dinédmicas lineares,
Karabalis e Beskos (1984) apresentaram numericamente a resposta dindmica
de fundagdes de superficie rigidas tridimensionais de formato qualquer, sobre
um semi-espaco homogéneo, isotropico, elastico e linear representando o solo,
sujeitas a forgas dindmicas externas ou ondas sismicas de varios tipos e
direcbes, com variacao no tempo transiente. Os mesmos autores, em 1986,
apresentaram os resultados de uma analise semelhante a anterior sendo que
desta vez considerando as fundagdes imersas no semi-espacgo, em Karabalis e
Beskos (1986). Ahmad e Banerjee (1988b) apresentaram de uma forma mais
completa e geral a implementagcdo numérica da formulagéo direta de elementos
de contorno para analises transientes no dominio do tempo de sdlidos
tridimensionais. Triantafyllidis (1991) apresentou um método direto dos
elementos de contorno utilizando as fungdes de Green em um semi-espaco
para a solugdo de problemas transientes elastodindmicos tridimensionais no
dominio do tempo. Trata-se do primeiro artigo a abordar a andlise dindmica
transiente pelo MEC no dominio do tempo utilizando fungdes de Green em um
semi-espago. Guan e Novak (1994) apresentaram uma solugdo fechada de
resposta transiente para carregamento subitamente aplicado distribuido sobre
uma area retangular na superficie de um semi-espago homogéneo elastico. Tal
solucdo pode ser utilizada para fins especiais como analise dindmica da
interagdo solo-estrutura ou problemas de contato. Stamos e Beskos (1995)
apresentaram resumidamente uma revisdo bibliografica atualizada sobre a
dindmica de estruturas de fundagcdo e, principalmente, estudaram a

determinagcdo numérica da resposta dinamica de estruturas de fundacéao
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tridimensionais, largas e sujeitas a forgas dindmicas internas ou externas, ou
ondas sismicas, pelo MEC no dominio da frequéncia. Tanto a estrutura quanto
o solo, considerados em regime elastico-linear ou viscoelastico, foram
modelados pelo MEC. Em direcdo semelhante, podem ser citados os trabalhos
de Mesquita Neto e seus orientados: Adolph (2002), Barros e Mesquita (1999),
Barros (2001), Mesquita (1989), Mesquita, Adolph e Romanini (2002) e
Mesquita e Romanini (1992). Os trabalhos descritos anteriormente, que
trataram de problemas transientes lineares, utilizaram solu¢des fundamentais
no dominio do tempo, ndo sendo necessaria a utilizacdo de células para a
consideragao de forgas inerciais. Porém, raros sédo os trabalhos que utilizando
solugdes fundamentais transientes considerem nao-linearidade. Dentre esses,
pode-se citar: Telles, Carrer e Mansur (1999), para problemas bidimensionais,
e no espaco tridimensional, Pan, Okada e Atluri (1994). Deve-se mencionar
que esse procedimento ainda €& muito instavel para ser adotado como
ferramenta geral de analise ndo-linear dindmica.

No Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC, no que se
refere a utilizagdo do MEC em analises dindmicas lineares, alguns trabalhos
podem ser referenciados. No espaco bidimensional, o trabalho de Coda (1990)
teve como objetivo o estudo do problema da vibragado livre utilizando-se a
formulagcdo direta do MEC, onde a solugdo fundamental de Kelvin foi
empregada. No espago tridimensional, Coda e Venturini (1995a)
desenvolveram uma formulagdo de elementos de contorno para a analise
elastodinamica transiente empregando-se pontos de colocagdo externos. A
vantagem desse processo € dada pela possibilidade de se evitar a avaliagao
direta ou indireta de integrais singulares sobre os elementos que contém os
pontos fonte. Coda e Venturini (1996a) estudaram a formulacédo dos elementos
de contorno transiente tridimensional juntamente com wuma solugéo
fundamental dependente do tempo modificada, obtida com um impulso unitario
assumido distribuido sobre um intervalo de tempo. Os mesmos autores, em
Coda e Venturini (1996b), compararam essa solugao fundamental alternativa
com a solugdo fundamental classica. Barbirato (1999) desenvolveu uma
formulacdo do MEC para a andlise de problemas tridimensionais de

fraturamento no regime transiente utilizando solugéo fundamental estatica.
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Os trabalhos sobre analises dindmicas nao-lineares bidimensionais
também sao abundantes. Porém, utilizam-se de solu¢gdes fundamentais
estaticas, resultando na integracdo de células para a consideragdo das forgcas
inerciais. Kontoni e Beskos (1988) forneceram a formulagdo completa do MEC
direto para a analise dinamica transiente de sistemas gerais de materiais com
comportamento nao-linear; porém apenas o equacionamento foi apresentado,
sem exemplos numéricos. Carrer e Telles (1992) apresentaram a analise
elastoplastica dinamica transiente bidimensional utilizando-se uma solugéo
fundamental elastostatica simples. Utilizou-se o algoritmo de Houbolt para a
integracdo temporal, obtendo-se bons resultados. Israil e Banerjee (1992)
apresentaram a formulagdo e implementacdo numérica da elastoplasticidade
dindmica transiente bidimensional utilizando-se o MEC. Kontoni e Beskos
(1993) apresentaram a técnica da reciprocidade dual para o MEC na analise
dindmica transiente de estruturas em regime elastoplastico. Utilizou-se a
solugdo fundamental elastostatica de Kelvin. Os termos inerciais, que sao
responsaveis pelo aparecimento de integrais de dominio na equacgao integral,
foram transformados para o contorno, resultando em matriz de massa. Alguns
algoritmos de integragao temporal foram testados, e o algoritmo de Houbolt foi
escolhido como o mais adequado. Panzeca, Polizzotto e Zito (1994)
empregaram uma formulacdo do MEC na andlise dindmica de problemas
elastoplasticos. Os objetivos do trabalho de Frangi e Maier (1999) sdo uma
primeira investigacdo do MEC por Galerkin simétrico, com nucleos estaticos, na
elastoplasticidade dinédmica, e o desenvolvimento de uma base computacional
tedrica do método. Telles e Carrer (1994) estudaram a aplicagdo de técnicas
implicitas na solucdo de problemas elastoplasticos dindmicos transientes e
estaticos. A integral de dominio inercial, que aparece gragas a utilizagcdo da
solucdo fundamental estatica, foi mantida. O algoritmo de Houlbolt foi utilizado.
No Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP, Coda e
Venturini (2000) aplicaram uma formulagdo dos elementos de contorno
elastoplastica na resolugao de problemas dinamicos transientes. Utilizaram-se
células para a aproximacéo de variaveis de dominio. A solugcao fundamental de
Kelvin (estatica) foi utilizada na representagdo integral. Os termos de
velocidade e aceleragao que aparecem na aproximag¢ao do MEC com matriz de

massa nao-linear foram tratados de maneira mais completa.
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Por fim, o acoplamento entre o MEC e o MEF, que também ¢é utilizado
no trabalho, mostra-se como uma técnica ja bastante empregada na solugao de
diversos problemas de engenharia, como plasticidade em analises estaticas,
analises dinamicas lineares e nao-lineares e, principalmente, problemas de
interacao solo-estrutura, ou estrutura e meio continuo. Deve-se mencionar que
em quase todas as referéncias a plasticidade é considerada na parte modelada
pelo MEF. O primeiro trabalho sobre o acoplamento entre o MEC e o MEF foi o
de Zienkiewicz, Kelly e Bettess (1977), apud Belytschko, Chang e Lu (1989).
Nesse trabalho, os autores apresentam o método das solugdes de contorno
utilizado no contexto convencional do MEF. Laethem et al. (1984) descreveram
uma avaliacdo estatica linear computacional de estruturas de fundacgdes. Von
Estorff e Kausel (1989) e Von Estorff (1991) estudaram o comportamento
dindmico linear de blocos envolvidos por um meio sdlido infinito e sujeito a
carregamentos transientes verticais e horizontais, onde o MEF foi usado para
modelar o bloco, enquanto que o MEC no dominio do tempo foi empregado
para representar o meio soélido infinito. Pan, Okada e Atluri (1994) analisaram
dinamicamente um pavimento em regime elastico-linear sobre um meio sélido
elastoplastico, sujeito a uma carga movel. Utilizou-se o MEF para a analise do
pavimento e o MEC nao-linear, com solugao fundamental no dominio do tempo
(Stokes), para a analise do meio solido. O algoritmo de Newmark [ foi
empregado para a integragao temporal para o MEF. Pavlatos e Beskos (1994)
desenvolveram um esquema de acoplamento no dominio do tempo para a
analise dindmica de estruturas elastoplasticas sob condicdes de deformacgdes
planas ou tensdes planas. O MEF foi utilizado para a discretizacado da regiao de
plastificacdo, enquanto que o MEC foi utilizado para a discretizagcdo do dominio
da regido elastica. A integragéo no tempo foi feita com a utilizagdo do algoritmo
de Newmark. Wearing e Burstow (1994) estudaram uma combinagao entre o
MEC e o MEF para a analise bidimensional de tensdes elastoplasticas e de
problemas da mecanica da fratura elastoplastica bidimensional. O MEF foi
utilizado para a analise da regido de plastificacdo, enquanto que o MEC foi
utilizado para a analise da regido elastica. Mais recentemente, Yu et al. (2001)
utilizaram um método alternativo, chamado linear 6, para melhorar a
estabilidade da formulagdo do acoplamento linear MEC/MEF no dominio do

tempo.
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Dentro do Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP,
Coda (1993) estudou o problema da elastodinamica transiente tridimensional
através da formulagdo mista do MEF e do MEC, especificamente a ligagéo
entre o solo e estruturas. Também no espaco tridimensional, Coda e Venturini
(1995b) exploraram o acoplamento entre o MEC e o MEF no estudo de
estruturas de edificios interagindo com suas fundagdes. Derivou-se uma
solugdo fundamental modificada no dominio do tempo com o intuito de
melhorar a estabilidade do algoritmo numérico desenvolvido. Coda e Venturini
(1999a) apresentaram o acoplamento entre estruturas de porticos,
discretizadas por elementos finitos, e corpos tridimensionais tratados pelo
MEC. Coda e Venturini (1999b) apresentaram uma formulagdo do MEC
transiente bidimensional com base na aproximacao de matriz de massa, onde a
formulagao implicita do método para a consideracdo de analise elastoplastica é
considerada, bem como os efeitos de amortecimento viscoso. Os processos de
integragdo no tempo foram feitos com base nos algoritmos de Newmark 3 e
Houbolt. A integragdo do dominio para massa, efeitos de amortecimento e
elastoplasticidade foi tratada pela técnica de aproximagao por células. Coda,
Venturini e Aliabadi (1999) apresentaram um procedimento para o acoplamento
geral de modelos de elementos finitos (cascas, placas e pérticos) com corpos
tridimensionais modelados pelo MEC para a analise de problemas estaticos e
dinamicos. Coda (2000, 2001) estudou o MEC, e sua combinagdo com o MEF,
aplicado aos problemas dinédmicos transientes de sdlidos continuos, elasticos
ou inelasticos, na analise estrutural.

Além desses trabalhos relacionados com analises dinédmicas, pode-se
citar, entre outros, as contribuigdes de Matos Filho (1999), Mendonga (1997) e
Mendonga e Paiva (2000) relacionados com o acoplamento de estacas-solo ou
radiers, estaqueados ou ndo com o solo, também desenvolvidos no
Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP.

Com relagdo ao emprego do MEF no estudo de problemas
elastostaticos, Batoz, Bathe e Ho (1980) apresentaram os resultados do estudo
tedrico, numérico e detalhado de elementos de placa com 9 graus de liberdade,
sendo 3 por vértice (translacdo em z (w) e rotagdes em x (6x) e y (6y)), onde o
objetivo desse estudo foi identificar ou desenvolver um elemento 6timo para a

analise linear geral de problemas de placas. Foi dada especial atencédo a
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formulacdo tedrica e avaliagdo numérica de 3 elementos finitos: o DKT
(Discrete Kirchhoff Triangle), o HSM (Hybrid Stress Model) e o SRI (Selective
Reduced Integration), onde se utilizou o programa de computador ADINA
(Automatic Dynamic Incremental Nonlinear Analysis), apresentado por Bathe
(1975), no teste desses elementos. Os autores concluiram que os mais
eficientes e confiaveis elementos triangulares de placa dentre os estudados
eram o DKT e o HSM. Os resultados obtidos com o elemento SRI mostraram
que considerando uma placa grossa, o elemento converge para a solugao de
placas grossas, mas que o mesmo nao acontece em se tratando de placas
delgadas. Assim, pdde-se dizer que o elemento com integracdo seletiva
reduzida (SRI) ndo é eficiente quando comparado com os elementos DKT e
HSM. No trabalho de Jeyachandrabose, Kirkhope e Ramesh Babu (1985), a
matriz de rigidez do elemento finito DKT foi formulada explicitamente em um
sistema de coordenadas globais, onde no final do artigo se apresentou uma
listagem do respectivo algoritmo. Assan (1999) apresentou com detalhes a
formulacao classica para elementos finitos bidimensionais planos, entre eles o
CST (Constant Strain Triangle). No livro sao apresentados também varios
exemplos comparativos e benchmarks. O autor também gostaria de citar nesta
revisdo suas publicagbes a respeito do MEF — inclusive sua dissertacado de
mestrado — (ALMEIDA, 1999; ALMEIDA e ANTUNES, 2000; ANTUNES e
ALMEIDA, 1999), onde os elementos finitos de placa DKT e P15N foram
empregados na modelagem de lajes que, juntamente com elementos de barras
para a discretizagdo de vigas, foram utilizadas para a analise elastostatica de
pavimentos de edificios.

O MEF aplicado a analises elastodinamicas também foi estudado no
Departamento de Engenharia de Estruturas da EESC-USP, entre outros, nos
trabalhos de Coda (1993) e Coda (2000), ja descritos anteriormente.

Uma andlise critica desta revisdo bibliografica revela que a area de
estruturas da EESC-USP tem avancgado bastante nos modelos dinamicos nao-
lineares, via MEC e MEF, e no acoplamento entre o MEC e o MEF para a
analise de estruturas interligadas. Deve-se salientar que os trabalhos
desenvolvidos no departamento se inserem no contexto internacional de forma
atual e inovadora. O trabalho desenvolvido no presente doutoramento é mais

um passo na ampliacdo dos limites do conhecimento na area, garantindo a
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qualidade desta linha de pesquisa na area de estruturas. Além disso, os passos
que foram seguidos foram dados com pleno conhecimento dos caminhos mais
adequados, tendo em vista os desenvolvimentos internacionais sobre o

assunto.



3 EQUAGOES INTEGRAIS
BASICAS DA
ELASTOPLASTICIDADE
DINAMICA E ESTATICA

O surgimento do Método dos Elementos de Contorno (MEC) como uma
alternativa para a resolugédo de diversos problemas da engenharia € um dos
grandes avancgos cientificos nessa area do conhecimento dos ultimos anos.
Uma das principais vantagens deste método, para problemas lineares, quando
comparado com os métodos de dominio usuais (como por exemplo o Método
dos Elementos Finitos (MEF)) é a redug¢do do numero de variaveis do
problema, pois enquanto nos métodos usuais 0 dominio a ser tratado precisa
ser dividido em varios subdominios, no Método dos Elementos de Contorno
apenas o contorno do mesmo precisa ser discretizado. Além disso, para alguns
problemas, ja € comprovado que o MEC apresenta respostas mais precisas e
confiaveis que os métodos tradicionalmente empregados para analises
similares.

Neste capitulo serdo apresentadas as equacgdes integrais basicas para a
aplicacdo do Método dos Elementos de Contorno a solugdo do problema da
elastoplasticidade dinamica para sélidos tridimensionais, sendo o caso estatico
uma particularizagdo deste. Vale dizer que o desenvolvimento do presente
capitulo foi feito principalmente com base em Brebbia e Dominguez (1992) e
Coda (2000).
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3.1 ESTADO DE TENSOES

O estado de tensdes em um ponto de um corpo pode ser representado,
em termos de suas componentes de tensdo, pelo tensor de tensdes escrito

abaixo:

Gy1 O O3
Gy Opn Oy |=I[0] (3.1)

G314 O3z Op

Ver figura 3.1.

o33 b3
c32
>

Wiy 023
cl3 N I
622 b2
12021 /
cll bl
X3, u3 Tensdes Forgas Volumétricas
pti3 cu3
0
x2,u2
<1 <1
pii2 cu2
x1,ul / /
piil cul
Forgas Inerciais Forgas de Amortecimento

Figura 3.1 — Estado de tensdes

As componentes de tensdo sao relacionadas entre si através das

equacgdes de equilibrio de momento, ou teorema de Cauchy, tal como:

G12 = Go1 (3.2)
G13 = O31 (3.3)

G223 = 032 (34)
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Levando-se em consideracdo a variagao das tensdes com relagado as
coordenadas cartesianas, podem ser escritas as seguintes equagdes
diferenciais de equilibrio:

oG 0o oo
11 + 21 + 31

+b, =pu, +cu 3.5
X, ox,  ox, 1= PYy 1 (3.5)
051, + 05y - 0oy, +b, =pl, +cu, (3.6)
OX,  OX, 3
061, + 06 + 054, +b, =pl, +cu, (3.7)

O0X,  0X,

As eq.(3.5), (3.6) e (3.7) sado conhecidas como equacgdes de equilibrio de
forgcas e sdo necessariamente satisfeitas no dominio do corpo (Q2). Utilizando-

se a notacgéo indicial e as eq.(3.2), (3.3) e (3.4), pode-se escrever:

0G;; . . -

—L+b, =pl, +cy, em Q i,j=1,2,3 (3.8)
OX;

ou

o;; +b; =pU; +cy, em Q i,j=1,2,3 (3.9)

Para o caso elastostatico, as forgas inerciais e de amortecimento nao

sao consideradas, assim a eq.(3.9) pode ser escrita como:

G, +b =0 emQ ij=1,23 (3.10)
1],] |

As forgas de superficie ‘p/ podem ser escritas da seguinte forma:

Py =04N1 +OpN, + 643N, (3.11)
P2 = 0Ny + 0N, +G3N, (3.12)

P3 =GNy + 53N, + O55N;5 (3.13)
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onde os ‘n; sdo os co-senos diretores da dire¢gdo normal ‘n’ com relagédo aos

eixos X/, ou seja:

n, =cos(n,X,) (3.14)
n, =cos(n,X,) (3.15)
n, =cos(n,X;) (3.16)

Indicialmente, podem-se escrever as eq.(3.11), (3.12) e (3.13) como:

b =0, emT (3.17)

J

onde I" representa o contorno do meio.

As condigdes de contorno naturais podem ser escritas indicialmente

como:

P =P, em I, i=1,23 (3.18)
ou

pi=on, =p emI’ i,bj=1,2,3 (3.19)

onde os p, sdo os valores prescritos das forgas de superficie.

3.2 ESTADO DE DEFORMAGOES LINEARES

As componentes de deformacéo podem ser divididas em:

Deformacgdes longitudinais:
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£, = % (3.20)
1
ou
€y = 8x_2 (3.21)
2
ou
€33 = ax_3 (3.22)
3
Distorcoes:
2{0x, O0x,
2\ 0x; 0%,
€23 1 %"'% (3.25)
2\ 0x;  OX,
Indicialmente, pode-se escrever:
1 .
g = E(u”. +uj_i) i,j=1,2,3 (3.26)

Utilizando-se as componentes de deformacdo, pode-se escrever o
tensor de deformagdes, ja considerando a simetria deste tensor, da seguinte

forma:

€2 € &5 |=é] (3.27)

As condi¢cdes de contorno essenciais podem ser escritas da seguinte

forma:

u=u em I'4 j=1,2,3 (3.28)
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onde os U; sao os valores prescritos dos deslocamentos e I'1 + I'2 =T

3.3 RELAGOES CONSTITUTIVAS

As relagdes constitutivas sdo aquelas que relacionam as componentes
de tensdo com as componentes de deformagéo.
Utilizando-se as constantes de Lamé (A e ), essas relacées podem ser

escritas das seguintes formas:

G, = A8,&, + 2uE, (3.29)
ij ij “ kk ij

aw:———jél——wnk+;LG~ (3.30)
! 2;.1(37» + ZM) 2u !

onde:
€k TEqq T Ep T &5 (3.31)
Oy = Oy T Oy T 033 (3.32)
Ao Ve (3.33)
(1+v)1-2v)
E

=G= 3.34
H 2(1+v) (3:34)
sendo:
Sjj — o delta de Kroneker (Osei=je 1sei=j);
\Y% — 0 coeficiente de Poisson;
E — 0 modulo de elasticidade longitudinal ou moédulo de Young;
G — 0 médulo de elasticidade transversal ou modulo de elasticidade ao

cisalhamento.

Substituindo-se as eq.(3.33) e (3.34) nas eq.(3.29) e (3.30), tem-se:
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E \
o= 8.€ +E€; 3.35
% (1+V){(1_zv) o 8"} 539
\Y% 1+v
% =g O O (5:99)

Substituindo-se as eq.(3.33), (3.34), (3.31) e (3.26) na eq.(3.29), pode-se
escrever uma relagdo para as tensdes em funcdo das derivadas dos

deslocamentos e das constantes de Lamé. Tal relacdo sera utilizada

posteriormente.
- ou,
Oj = 2 5 O +H o, +— (3.37)
1-2v " 0x, ox;  OX;

A partir de todas as equagdes deduzidas acima, pode-se determinar as

variaveis envolvidas no problema elastostatico (ou elastodinamico) linear:

3 equacdes de equilibrio 6 componentes de tensao
6 relacdes deslocamento - deformacéao 6 componentes de deformacéao
6 relagbes constitutivas 3 componentes de deslocamento

3.4 SOLUGOES FUNDAMENTAIS

Como comentado, neste capitulo, a formulagdo integral a ser
desenvolvida sera baseada em Solugdo Fundamental estatica.
Substituindo-se as eq.(3.35) e (3.26) na eq.(3.10), obtém-se a equagao

de Navier ou equacao de equilibrio em termos de deslocamentos (eq.(3.38)).

E \Y%
, = 8,8mm + & 3.35
% (1+v){(1—2v) i *“34 (535
1
e, ==u, +u,) (3.26)

T2
G, +b, =0 (3.10)
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1 1
(Ejum +U“j +;b( =0 (338)

A solucao fundamental de Kelvin, que representa fisicamente o efeito de
uma carga unitaria estatica atuando em um dominio infinito, & obtida a partir da
equacao de Navier quando uma carga unitaria € aplicada em um ponto fonte ‘s’

na diregédo ‘', ou seja:

by, =8,8(s,9) (3.39)
onde:

b,, — é a carga fundamental aplicada na direcéo i;

3(s,q) —éodeltadeDirac(0se s#q e +wose s=q);

q — € um ponto de campo.

Outra propriedade da distribuigao delta de Dirac' é que:
[Ta@)da =1 (3.40)

Desta forma, o novo conjunto de equagdes de equilibrio (eq.(3.10)) e

equacgdes de Navier (eq.(3.38)) para os problemas fundamentais ‘i’ sdo escritos

como:
Gy +b;, =0 (3.41)
1 . . 1, 42
E uij,jf + uié,jj +Ebi/ =0 (3 )

' Maiores detalhes sobre a distribuicdo delta de Dirac e suas propriedades podem ser
encontrados no apéndice 3 de Coda (2000).
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Assim, para o espaco tridimensional, chega-se as expressdes das

solugcbes fundamentais de deslocamento e forca de superficie,

respectivamente:
U= 34w, +rr, (3.43)
167(1-v)Gr

or = f(1=2v)5, + 3,1, 1 —(1— 2v)(r, 1, 1, ) (3.44)
] 875(1 _ V)r2 ] J J J

onde:

r — € o raio, ou a distancia entre o ponto fonte e o ponto campo;

ri — sao as componentes do vetor r;

r,i — sao as derivadas parciais do vetor r nas dire¢des i;

Mn — é a derivada parcial do vetor r na diregdo n.

3.5 EQUAGAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA DESLOCAMENTOS

Para a dedugao da equagao integral de deslocamentos foram utilizadas
as consideragdes do método dos residuos ponderados. Os conceitos
apresentados sdo muito semelhantes aqueles utilizados pelo principio dos
trabalhos virtuais.

Primeiramente, deseja-se minimizar o erro envolvido na aproximagao
numérica das equagdes governantes da elastodindmica, ou seja, eq.(3.9),

rescrita abaixo com uma pequena mudanga de indice:

oy, by = pl, +cu, em Q k,j=1,2,3 (3.9)

satisfazendo as condigdes de contorno ja citadas anteriormente (eq.(3.28) e
(3.19)):

u, =T, em T k=1,2,3 (3.28)
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Py = oyN; = Py em I, k,j=1,2,3 (3.19)

Lembrando-se que agora u, p, U e U sdo valores que aproximam as
variaveis do problema estudado, multiplica-se a eq.(3.9) pela solugdo

fundamental de deslocamento u, , tal como:

[ (64; +by —pliy —ci, ) ud2 =0 (3.45)
ou
[ ouidQ+ [ buidQ - [ pii,u,dQ - [ ciu,d=0 (3.46)

onde ‘i’ representa a diregdo da carga fundamental.

Integrando-se por partes a primeira parcela da eq.(3.46), tem-se:
- [, oyeid+ [ budQ - [ piiudQ - [ ciu,dQ = -| up,dr (3.47)

Considerando-se que as tensbes possam ser decompostas em uma

parcela elastica e outra ndo-elastica, pode-se escrever:

G; =G; —Gj (3.48)

onde o; séo as tensdes elasticas e o sdo as tensbGes nao-elasticas.
Substituindo-se a e€q.(3.48) na eq.(3.47), tem-se:

L e dQ — IQ e dQ + J'Qbkui*de - _[Q pui, U dQ — L cu,u, dQ + Ir U, P, dl" =0
(3.49)
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Integrando-se por partes a integral da tensdo elastica da eq.(3.49),

obtém-se:

*

J'Qcﬂjsfkde—Irpfkukdr+.[Qukcikj,de+J'Qbkufde—.[Qpijkufde—.[chkufde+

+ [ uip,dr =0 (3.50)
A eq.(3.41) pode ser rescrita como:

Gy + by =0 (3.41)
Substituindo-se a eq.(3.41) na eq.(3.50), tem-se:

J.ch?kg;kdg - J'rpi"kukdr - IQbi*kude + J.Qbkui*de -~ IQ pli, U, dQ — Ichkui*de +

+Lui*kpkdl" =0 (3.51)

onde a igualdade ckjsfkj:cjka;k foi utilizada na integral de tensbes né&o-

elasticas.

Aplicando-se as eq.(3.39) e (3.40) na terceira parcela da eq.(3.51),

pode-se escrever:
[ bt dQ = [ 8,8(s,Q)u,dQ = 8,u,(s) =u,(s) (3.52)
onde u,(s) representa a componente ‘i’ de deslocamento em um ponto fonte s.

Substituindo-se a eq.(3.52) na eq.(3.51), pode-se escrever a eq.(3.53)

abaixo:

u + _[r p,u,dl" + _[Q pii, U, dQ + IQ cu, U, dQ = L U pdl’ + Igufkbde + IQ €03 dQ
(3.53)
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valida apenas para pontos internos.

Genericamente, pode-se escrever:

Coi (8,8) + [ Pic(8,Q)u (Q )AL + | pli, (0 t)ug (5,Q)dQ + | et (a, s (s,q)dQ2

= [ U (5.QP(QAT + [ Ui (5,Q)b, (AR + [ 65, (s.q)o ()0 (3.54)

onde:

d,., para pontos fonte internos ao problema estudado
c, =10, parapontos fonte externos ao problema estudado
c,, para pontos fonte no contorno do problema estudado

e s;k € dado pela seguinte expressao:

-1

W{(1—2V)(r,j Sik +I’,k 8 ) r,, 6]k +3r I' I, } (355)

uk( q) =

A eq.(3.54) pode ser chamada de equagao integral de contorno para

deslocamentos dindmicos. Para o caso estatico, pode-se escrever:

Cili(8)+ [ Pic(s,q)u (Q)AT = | Ui (s, )P, (Q)AT + [ Ui (5, Q)b ()R + [, (s,Q)0}(q)dQ
(3.56)

Considerando que s6 existam tensoes elasticas, tem-se:

Cil(8)+ | Pic(8,0)u(Q)AT = [ Uy (s,q)p(Q)AT + [ Uy (s, Q)b (q)dQ (3.57)

Para o calculo de deslocamentos em pontos internos (ck = i), a

eq.(3.57) é conhecida como Identidade de Somigliana (eq.(3.58)) e fornece os
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valores dos deslocamentos internos em fungdo dos valores de ux € px no

contorno, by e solugdes fundamentais.

u, +J.rpfkukdr = .[rui*kpde+J.Qui*kbde (3.58)
Matricialmente, a eq.(3.54) poderia ser escrita como:

HU(t) + CU(t) + MU(t) = GP(t) + Bb(t) + Qc"(t) (3.59)

onde para densidade ‘p’ e parametro de amortecimento ‘c’ constantes sobre o

dominio, escreve-se:

C=c-B (3.60)
M=p-B (3.61)

A matriz C é conhecida como matriz de amortecimento e a matriz M,
como matriz de massa.
A montagem das matrizes envolvidas na equagdo matricial eq.(3.59)

serao descritas no capitulo 5.
3.6 EQUAGAO INTEGRAL DE CONTORNO PARA TENSOES

Neste item, sera apresentado um processo que permite o calculo das
tensdes, internas ou no contorno, dinamicamente, utilizando-se uma Uunica
equacgao matricial (eq.(3.62)). Tal processo foi feito para o caso bidimensional
por Coda (2000). Parte da formulagao apresentada a seguir foi feita com base

em Brebbia e Dominguez (1992).
o(t) = GP(t)—HU(t) + Bb(t) - CU(t) —MU(t) + Q'c"(t) (3.62)

Utilizando-se a eq.(3.53), pode-se determinar os deslocamentos nos

pontos internos do sélido:
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u, = J; u,p,dr — J.rpfkukdl“ + IQ u, b, dQ — IQ cu,u, dQ — IQ pu, U, dQ + J'Q €405 dQ
(3.53)

Por sua vez, as tensdes no solido podem ser calculadas utilizando-se a

eq.(3.37), rescrita abaixo:

o (s)= 2Gv 5 au[(s)+G 8um(s.)+ ou, (s) (3.37)
1-2v oX, OX OX

n m

onde a relagao p =G foi utilizada, e a derivada deve ser entendida segundo

variagao da posicao do ponto fonte.
Observa-se que:

0u,(5) _ uy(s)  duy(s)  0us(s)

(3.63)
oX, 0X, OX, OX4

Porém, considerando-se a presenca de tensbes nao-elasticas

(€q9.(3.48)), a eq.(3.37) pode ser escrita como:

S)= 0
Gmn( ) ax ax

2Gv N ou,(s) e ou,,(s) N ou,(s)
1-2v oX, n m

]_ " (s) (3.64)

Substituindo-se a e€q.(3.53) na eq.(3.64), tem-se:

I 2Gv 5. 8ufk e our, au _[ 2Gv 5 ap,k e 0Pk N OPri dr+
1-2v ™ 0x, OX,, ax 1-2v OX, oX, OX,
+J- 2Gv 5 ouy, LG OUp, au J- 2Gv 5 Ouy, LG our,, N ouy, 3 dQ+
Q11-2v oX, oX,, 1-2v oX, ox,  OX,
: g, 0 Ok, .
—p- j 2GV mn aUZk +G au au '[ ZGV mn Séjk +G Ska + Snjk deQ-i-
1-2v OX, ax ax 1-2v OX, ox, OX,

+ G O x (8) — O (S) (3.65)
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onde o simbolo c?k foi utilizado no lugar de o} para que o indice ‘n’ (referente

a nao-elastico) ndo fosse confundido com o indice ‘n’ das tensées o, ., € 0

mn ?

termo livre g, sera descrito no capitulo 5.

Aplicando-se as expressdes das solugbes fundamentais (eq.(3.43),
(3.44) e (3.55)) na eq.(3.65), escreve-se:

oy = | Dypidl = [ Sudl + | Db dQ—c- | D, dQ—p- | Dyli,dQ+

+ [ B0k (Q)dQ + Gy (s) (3.66)
onde:
1 1
Dy = 2 {(1 - 2V){6kir,j +8yf; — &y }+ 3rrir }8n(1 ~ v_) (3.67)
2G
Sy =— {3r,n [(1 - 2V)5ijr,k + V(Sikr,j + 8,1, )_ S ]+ 3v(nirjr_k +Nirn )+
+(1=2v)Bn,rr, +n5, +nd, )-(1-4v)n,3, }; (3.68)
i ji i~ i 8n(‘|—v)
= 1
E, = PRl {(1-2)(8,8, + 8,8, — 8,8, + 30, 1 ;) +3V(1, I, By +1,,T,, B +
+ 1My O) +1,1 5, >+ 3r, Mdu — 15r, Ml r,k} (3.69)
= 1
9 = 3001 w7+ VBB +8,3,)= (21083, (3.70)

A notagdo indicial da eq.(3.65) foi modificada com o intuito de se

continuar seguindo a notacado apresentada nas equagdes anteriores. Observa-
se que Ej(,k € conhecido como termo livre da eq.(3.66) e sua dedugao completa

pode ser encontrada na secéo 5.5.

Matricialmente, a eq.(3.66) pode ser escrita como a eq.(3.62), onde se

observa que:

C=cB (3.71)
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M =p-B (3.72)
e os termos livres ja estdo implicitos na matriz Q.
Para o calculo de tensdes em pontos do contorno, deve-se adaptar o

procedimento apresentado por Brebbia e Dominguez (1992) para a eq.(3.62).

Assim, pode-se escrever o vetor de tensdes em um ponto no contorno

como:
G4 Gy
G2 [S378
c ‘ . 0
Pr= [GL]sxe P, - [HL ]Gx9 Ul =4 (3.73)
G2 G,y
G 0
Ga 0

Os elementos da matriz GL sdo determinados em funcéo dos co-senos
diretores de cada elemento e do coeficiente de Poisson ‘v’; enquanto que os

elementos da matriz HL podem ser determinados em fungéo das coordenadas
dos nés de vértice do elemento e do mddulo de elasticidade transversal ‘G,

além dos co-senos diretores do elemento e do coeficiente de Poisson.
Os elementos das matrizes GL, HL e a incidéncia dos elementos do

vetor de tensGes nao-elasticas (G;) sdo alocados nas matrizes G,H e Q,

respectivamente. Mais detalhes podem ser encontrados no capitulo 5.



4 ANALISE DINAMICA
APLICANDO MATRIZ DE MASSA

Neste capitulo, descreve-se uma formulagcdo do MEC para a analise
dindmica transiente tridimensional de meios continuos — baseada em solugao
fundamental estatica — bem como os algoritmos desenvolvidos no trabalho para
a solugao do problema nao-linear. A integragao temporal é feita empregando-
se o algoritmo de Houbolt, ja utilizado com bastante sucesso em analises
bidimensionais por outros pesquisadores, como por exemplo: Carrer e Telles
(1992), Coda e Venturini (1999b), Kontoni e Beskos (1993) e Telles e Carrer
(1994). Os procedimentos relativos a integracdo temporal foram feitos com
base principalmente em Coda (2000). No final do capitulo s&o apresentados 4

exemplos numéricos com relagao a formulagcao desenvolvida.
41 ALGORITMO DE HOUBOLT

Segundo Argyris & Mlejnek (1991), o vetor de aceleragdes e o vetor de
velocidades em um instante atual (s+1) podem ser, respectivamente,
aproximados pelas seguintes expressoes:

U

s+1
=2 +a,

11 U,
— . S+ +vV 42
s+1 6 At S ( )

(4.1)

onde:
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a, - é[— 5U, +4U,_, ~U_,] (4.3)

1
=——|-18U, +9U,_, -2U 4.4
Vs G‘t[ s+ s—1 s—2] ( )

Deve-se observar que At é o intervalo de tempo e que é constante
durante toda a analise.
Substituindo-se as eq.(4.3) e (4.4) nas eq.(4.1) e (4.2), tem-se:

U = L[2Us+1 - 5Us + 4Us—1 - Us—2] (45)

s+1 Atz

: 1
U, = @[1 1U,,, -18U, +9U_, —2U_, ] (4.6)

Substituindo-se as eq.(4.5) e (4.6) na eq.(3.59), pode-se chegar a:

HU_,, = At?GP, , + At?Qc”,, +F, (4.7)
onde:

_ 11 )

H =2M+€AtC+At H (4.8)
F. = [5M+3AtC]U, - [4M + gmc}us_1 + [M n %AtC}US_Z + At’Bb_,, (4.9)

Substituindo-se as eq.(3.60) e (3.61) nas eq.(4.8) e (4.9), tem-se:
= 11 2
H= 2p+EAtC B+ At*H (4.10)

F. =[5p +3Atc]BU, —[8p + 3Atc]%BUs_1 +[3p+ Atc]%BUs_z + At°Bb_,, (4.11)

As prescrigdes do sdélido do problema analisado sédo aplicadas a eq.(4.7)

de maneira usual, onde as colunas das matrizes H e At?G sdo trocadas com
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sinal contrario, para cada grau de liberdade de deslocamento prescrito naquele

passo de tempo.

AX..,=F_, +At’Qc?,, (4.12)
onde:
A — é a matriz referente as variaveis desconhecidas (matriz H modificada);

Xs+1 — € o vetor de incégnitas.

e

F..=F. +G,y.., (4.13)
sendo:

Gh — a matriz referente as variaveis conhecidas (matriz At?’G modificada);
Ys+1  — 0 vetor dos valores conhecidos.

Resolvendo-se o sistema de equacgbes representado na eq.(4.12),
determina-se o vetor Xs+1, ou seja, sdo determinados os deslocamentos e
forcas de superficie incégnitos, no instante atual.

Deve-se acrescentar que na implementagao do desenvolvimento acima,

foram consideradas condigcdes iniciais nulas para deslocamentos e

velocidades.
u(qt,)=U, =0 (4.14)
U(g,ty) =U, =0 (4.15)

Apenas para se ilustrar o processo desenvolvido e apresentado acima,

observa-se o seguinte esquema:
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Paras=0
F, = At’Bb, .
F,=F,+G,y; = Determina-se X1{P1
AX, =F, + APQc! 1

Paras =1
F, = [5p + 3Atc]BU, + At*Bb,
F,=F,+G,y, = Determina - se Xz{
AX, =F, + At*Qc)

2

P,

Paras=2

F, = [5p + 3AtcIBU, —[8p + 3Atc]%BU1 + At?Bb,
F, =F, + Gy, = Determina - se X3{
AX, =F, + At?Q"

3

P;

Paras=3

F, =[5p + 3Atc]BU, —[8p + 3Atc]%BU2 +[3p+ Atc];’BU1 + At’Bb,

U
Fo=F+Gy, = Determina - se X4{P4
AX, =F, + At’Qc]) 4

Para s = n-1

F.. =[5p +3Atc]BU,_, —[8p + 3Atc] % BU, , +[3p + Atc] :13 BU, , + At’Bb,

U
F,.=F._+G.y., = Determina - se X”{Pn
AX, =F, + A’Qo" n

onde ‘n’ € o numero de passos de tempo, dado por:

n=— (4.16)
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sendo ‘1" o tempo total da analise.

Por fim, para o calculo das tensdes, a eq.(3.62) € resolvida de maneira
direta, para cada passo de tempo, levando-se em consideragao os resultados

temporais de forga de superficie e deslocamento e as eq.(4.5) e (4.6).
4.2 ALGORITMOS NAO-LINEARES

Nesta secao sera apresentada a formulagdo para analise elastoplastica
estatica e dinamica.

O autor procurou ser o mais direto possivel na apresentagdo dos
conceitos inseridos nesta secdo, dando mais énfase a aspectos de
implementagdo e a uma ou outra novidade proposta nesse tipo de analise.
Detalhes a respeito da formulacdo utilizada podem ser encontrados nos
trabalhos de Mesquita (2002) e Simo e Hughes (1986). Deve-se salientar que a
aplicagcao e adaptacdo dos modelos desenvolvidos em Mesquita (2002) para
aplicagdes dindmicas séo feitas originalmente no presente trabalho.

Inicialmente, considera-se o caso elastoplastico estatico para depois se
apresentar o caso dinamico.

Em anadlises nao-lineares fisicas, sabe-se que, para espagos multiaxiais,
a regido elastica é limitada no espaco das tensbes por uma superficie
conhecida por superficie de plastificacdo. Essa superficie pode ser descrita

pela seguinte equacéo:

f(o,k) = f(c)—o(k) =0 (4.17)
onde:

c — representa o estado de tensao;

K — 0 parametro de encruamento;

f — uma fungdo do estado de tenséo oj;

c — uma tenséo equivalente.
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Considerando-se, por exemplo, a superficie de plastificagdo como sendo

a de von Mises, a e€q.(4.17) pode ser rescrita como:

F 1
f=f(c)-—=(o, +H-x
(o) ﬁ( y )
onde:
oy — € o limite de plastificagdo inicial;
H — € 0 modulo plastico.

(4.18)

Observa-se que a tensao equivalente o foi definida segundo uma lei de

encruamento isotropico linear, figura 4.1.

onde:

€e
€p
E
Eq

cA

Oy T A T T

€p

Ee

Figura 4.1 — Lei de encruamento isotropico linear

— é a deformacéo elastica;
— a deformacao plastica;

— 0 modulo de elasticidade;

— 0 modulo de elasticidade tangente.
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Observa-se que:

£E=g, +¢, (4.19)

e

E, = E-H (4.20)
E+H

A funcgo f(c) foi definida como:
f(c) =|o] (4.21)

onde a norma ||| € calculada pela seguinte equagao:

||G|| = %\/612 + o§ + o§ - 06,0, — 0,0, — 0,0, (4.22)

Como se pode observar pela eq.(4.22), o estado de tensdo o foi
considerado no espaco das tensdes principais. Para a implementacdo da
transformacao das tensbes do espago cartesiano para o espacgo principal, e
sua transformacéo inversa, ver o apéndice A.

Substituindo a eq.(4.21) na eq.(4.18), pode-se escrever:

f= o]~ (o, +H-x) (4.23)

J3

Utilizou-se um procedimento incremental-iterativo na analise nao-linear,
onde o carregamento da estrutura foi aplicado em incrementos de carga e o
equilibrio foi obtido iterativamente dentro de limites de precisdo pré-

estabelecidos.
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De uma maneira simplificada, o procedimento nao-linear € iniciado com
um incremento de carga, onde sao calculados os deslocamentos e forgas de

superficie, utilizando-se a eq.(4.24), e tensdes, eq.(4.25).

HU =GP +Bb+Qc" (4.24)

6=GP-HU+Bb+Qo" (4.25)

Observa-se que o vetor c” é o vetor de tensdes néo-lineares, acumulado
durante toda a analise, e o0 vetor ¢ € o vetor de tensdes, tanto no contorno
quanto no dominio. O vetor c” deve ser atualizado nas eq.(4.24) e (4.25) até
que a convergéncia seja obtida, como descrito mais adiante.

De posse das tensdes no solido, verifica-se se esse estado de tensdes é
elastico ou n&o, nos pontos da regido de plastificacdo (n6s das células de
discretizagdo da regido definida como de plastificacdo), utilizando-se a
eq.(4.23); onde:

1 -
flor = Hcitf;‘ _ﬁ(cy +H-x)<0 = Incremento elastico
Se
1 . .
for = H ol-—=(c, +H-1)=0 = Incremento plastico

V3

Observa-se que o indice ‘ten’ é referente a ‘tentativa’, uma vez que nao

ten
i+1

se sabe se esse estado de tensdo é verdadeiro ou ndo; oo, € o vetor de

tensdes calculado na eq.(4.25); x; € o valor de k¥ no incremento de carga
anterior, para cada n6 analisado (também acumulativo em toda a analise). Vale
dizer que o indice ‘i+1’ sera utilizado para referenciar a iteragao atual, enquanto

que o simbolo ‘A’ sera utilizado quando se quiser referir a incremento.

O caso em que f'7 > 0 representa um estado inadmissivel de tensdo
para ¢'". E necessario que se retorne desse estado de tens&o para aquele da
superficie de plastificacdo. Existem diversos processos que tratam desse

retorno. Optou-se por um tipo de algoritmo de retorno n&o-associativo, ou seja,
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em que a direcao do retorno € nao-perpendicular a superficie de plastificacao,

com base no trabalho de Mesquita (2002). Sendo assim:

Gy = Oiy — Ao, (4.26)

A parcela de deformacéo plastica em uma iteracao atual pode ser escrita

como:

e, =&l +Ael, (4.27)
Em termos de tensdes, pode-se escrever:

of,=0ol +Ac’, (4.28)
O fluxo de deformacao plastica pode ser escrito como:

Al = AN, N (4.29)

onde AA, , € um escalar e ‘n’ representa um tensor unitario qualquer.

E interessante que o tensor ‘n’ esteja relacionado com a direcdo da

tensao tentativa; assim, pode-se escrever ‘n’ como:

C* . Gten

n= ‘C* ten
o)

(4.30)

onde a matriz C', semelhantemente & matriz constitutiva elastica, pode

representar qualquer grau de compressibilidade do material plastificado. No
trabalho, adotou-se C =(C°)"'. Levando-se em consideracdo a igualdade

anterior na eq.(4.30), tem-se:

e\-1 ten
ao(C) o™ (4.31)
‘(Ce )—1 . Gten
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Vale observar que a norma da eq.(4.31) é a Euclidiana, ou seja:
IX| = /X5 + %3 + x5 (4.32)
Substituindo-se a eq.(4.31) na eq.(4.29), tem-se:
e\-1 ten
Act, = A, AS) Ot (4.33)
(c)" ol
Sabe-se que:
Ao, =C° - Agl, (4.34)
Substituindo-se a e€q.(4.33) na eq.(4.34), pode-se escrever que:
e\-1 _ten
Ac?, =C° - Ak, ‘22;% (4.35)
*Oip
ou
Gten
Aot =A\,  -— (4.36)
o ey el
Substituindo a eq.(4.36) na eq.(4.26), tem-se:
I (4.37)
(co) ol

O célculo de AML,, , pode ser feito utilizando-se a equacao da superficie

de plastificagéo escrita abaixo:
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1
fi= |Gi+1 _E(Gy +H-x,,)=0 (4.38)
O parametro de encruamento na iteracao ‘i+1’ pode ser escrito com:
Kipq = K + AK; (4.39)

Substituindo a eq.(4.39) na eq.(4.38), tem-se:

(i, + Ak, ) =0 (4.40)

|+1

\/_ f

O escalar Ak € definido como sendo igual a um fluxo de deformagao

plastica equivalente escalar, conforme eq.(4.41) abaixo.

AK;,, = A&l ‘As

(4.41)

|+1 - i+1

onde k € um termo cujo valor deve ser escolhido de tal forma que a partir do
modelo generalizado se possa recuperar o caso unidimensional. Com base em
Mesquita (2002), o valor de k pode ser obtido a partir do coeficiente de Poisson

(v) segundo a eq.(4.42) abaixo. Ver apéndice B.

ke 1 (4.42)

V1+2v?

Substituindo-se as eq.(4.33) e (4.42) na eq.(4.41), tem-se:

—kAh =D (4.43)

V1+2v?

i+1

A,y =K [AL

Substituindo-se a eq.(4.43) na eq.(4.40), tem-se:
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o, H Ahig

RN

)=0 (4.44)

lo

i+1

Substituindo a eq.(4.37) na eq.(4.44), tem-se:

AL, .

ou

ten
i+1

S TR L S N (4.45)

_HAMw g (4.46)

J346v?

ten
i+1

ten
i+1

Oy H Ak ‘

Observa-se que as 3 primeiras parcelas da eq.(4.46) formam a

expressao de f°";

AL H-AL
ften _ i+1 . itfn T 0 (447)
(c)' o o V3+6v
t Gt H
fe“ = e\-1 ten + ) A7\‘i+1 (448)
‘(C )" o \/3 +6v?

Por fim, obtém-se a expresséo para Al,,,:

ften

Ay = (4.49)

R
(Co) "ot V3+6v2

Assim, o multiplicador plastico € obtido de forma fechada; retornando-se
a eq.(4.28) para se atualizar as tensdes residuais (plasticas), aplicando-as nas
eq.(4.24) e (4.25).
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O processo iterativo é repetido até que determinadas condigdes de
convergéncia sejam satisfeitas. No trabalho, 2 condi¢des de convergéncia
foram adotadas: convergéncia por deslocamento e convergéncia por tensao,

ambas apresentadas a seguir.

i) Convergéncia por Tensao

Este critério de convergéncia é testado ao final de cada iteracéo:

<e, (4.50)
onde o} é o vetor de tensdes plasticas da primeira iteracdo de cada incremento
de carga.

Vale ressaltar que a norma presente na eq.(4.50) é a Euclidiana, ou
seja, para o calculo dessa norma deve-se somar os quadrados de todos os
elementos do vetor e depois calcular a raiz quadrada desse numero.

ii) Convergéncia por Deslocamento

No critério de convergéncia por deslocamento, a seguinte equacgao deve

ser verificada, também ao final de cada iteragéo:

v _
<e (4.51)
|
ou melhor:
Mi-Uy <e, (4.52)

i
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Com o obijetivo de ilustrar o processo de analise nao-linear utilizado no

trabalho, apresenta-se o algoritmo abaixo:

FACA IC = 1 ATE NIC
APLICA INCREMENTO DE CARGA

ENQUANTO NAO HOUVER CONVERGENCIA FACA
CALCULA Uy.; E Py EM HU, , =GP, +Bb,, + Qc?
6 =GP, ~HU,_, +Bb
FACA J = 1 ATE NNNL
CALCULA ' EM TENSOES PRINCIPAIS

i+1

CALCULA f°"
SE f*" > 0 ENTAO

CALCULA AL, {eq.(4.49)}

+Qc?

i+1

CALCULA AcP, {eq.(4.36)}
DETERMINA DIRECOES PRINCIPAIS
TRANSFORMA Ac” . PARA COORD. CARTESIANAS

i+1

CALCULA Ak;.1 {€q.(4.43)}
CALCULA «;+1 {€q.(4.39)}
CALCULA 61 {€q.(4.37)}
FIM SE

FIM FACA

CALCULA c", {eq.(4.28)}

VERIFICA CONVERGENCIA

FIM FACA
FIM FACA

onde:

IC — € o numero do incremento de carga;
NIC — € o numero de incrementos de carga fornecido na analise;

NNNL - €& o numero de nds da regido de plastificagao.
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Deve-se observar que o acumulo de tensao plastica é feito em
coordenadas cartesianas (nao principais) respeitando-se a propriedade de
soma tensorial.

Para a analise elastoplastica dindmica, considerou-se o carregamento
sendo aplicado totalmente no passo de tempo, e dentro deste, uma analise
iterativa considerando-se a nao-linearidade fisica do material. Da maneira
como a analise foi implementada no codigo computacional desenvolvido, a
analise estatica é realizada como um caso particular da analise dinadmica (da
mesma forma como se fez para a analise elastica).

A seguir, serdo apresentadas as particularidades do processo utilizado
no trabalho, dando ateng&o também as analogias com o processo estatico.

Inicialmente, o tempo total da analise ¢ dividido em passos de tempo € o
carregamento nesse passo de tempo € aplicado totalmente.

Em seguida, os carregamentos e deslocamentos dinamicos prescritos
sao calculados para o tempo atual. Ver secédo 9.3.3.

O vetor Fs+1 € calculado e somado com a parcela referente as tensdes

plasticas, segundo eq.(4.53) abaixo:

F..,+At’Qc°,, =F, +G,y.., + At’Qc",, (4.53)
Em seguida, inicia-se o processo iterativo até que as condigdes de
convergéncia, que sdo as mesmas da analise estatica, sejam satisfeitas.
No processo iterativo, inicialmente sdo determinados os deslocamentos
e forcas de superficie com a resolugao do sistema de equagdes representado
na eq.(4.12) rescrita abaixo:

AXs.q =F,

s+1

+ At’QG” (4.12)

s+1

Com os deslocamentos calculados na iteragao, obtém-se os vetores de
aceleracao e velocidade no passo de tempo atual, utilizando respectivamente

as eq.(4.5) e (4.6) também rescritas:
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0., =—"[2u,,-5U,+4U, ,~U_,] (4.5)

s+1 Atz

Us+1

_ éh 1, -18U, +9U,, - 2U_,] (4.6)

O vetor de tensdes é calculado a partir dos vetores determinados

anteriormente utilizando-se a eq.(3.62):
o(t) = GP(t) —HU(t) + Bb(t) - CU(t) - MU(t) + Q'cP(t) (3.62)

O algoritmo de analise n&o-linear € o mesmo utilizado para o caso
estatico, descrito anteriormente, ou seja, para cada n6 de célula da
discretizagdo da regido definida como de plastificagdo, transformam-se as
tensdes de tentativa (obtidas na eq.(3.62)) para tensdes principais; calcula-se a

funcdo de tentativa f°"; se houver plastificagdo (f" > 0), calcula-se AX,, e

Ac?

i+17

determinam-se as direcdes principais; transforma-se Ac”

i+1

para
coordenadas cartesianas e calcula-se Axi+1, ki+1 € oi+1. Por fim, acumula-se
Ac?, em of, e verifica-se a convergéncia.

Da mesma forma como se fez para o caso estatico, apresenta-se o

algoritmo para a analise nao-linear dinamica desenvolvido.
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FACA PT = 1 ATE NPT
CALCULA VETORES DINAMICOS
ENQUANTO NAO HOUVER CONVERGENCIA FACA

CALCULA Ui E Put EM AX_, =F_, + At*Qc"

s+1

CALCULA U E U
o(t) = GP(t)—HU(t) +Bb(t)— CU(t)-MU(t) + Q'c"(t)
FACA J = 1 ATE NNNL

CALCULA c°" EM TENSOES PRINCIPAIS

i+1

CALCULA f°"
SE " > 0 ENTAO

CALCULA AL, {eq.(4.49)}

CALCULA Ac”, {eq.(4.36)}
DETERMINA DIRECOES PRINCIPAIS
TRANSFORMA Ac?., PARA COORD. CARTESIANAS

i+1

CALCULA Aki.1 {€q.(4.43)}
CALCULA «i+; {€q.(4.39)}
CALCULA o1 {eq.(4.37)}
FIM SE

FIM FACA

CALCULA c°, {eq.(4.28)}

VERIFICA CONVERGENCIA

FIM FACA
FIM FACA

Para se realizar uma analise estatica utilizando o coédigo computacional
desenvolvido, basta que se fornega valores nulos para a densidade ‘p’ e
coeficiente de amortecimento ‘c’; o nUmero de passos de tempo sera entendido
como numero de incrementos de carga, e pode-se fornecer um valor igual ao
tempo total da analise, assim, o valor de At sera 1 (ver eq.(4.54)); o
carregamento pode ser aplicado linearmente no tempo para simular sua
aplicagao incremental. Ver figura 4.2. O programa desenvolvido também dispbe

de um recurso que economiza tempo de processamento evitando o “looping”
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dos nés de plastificacado: basta que simplesmente se fornega valor nulo para a

tens&o de plastificacdo oy.

At=— (4.54)

0| —

sendo ‘t’ o tempo total e ‘n’ 0 numero de passos de tempo.

PA P\
Ptotal 77777777777777 Ptota S

=

|
|
|
|
|
|
i
0 to, t 0 NIC IC

Figura 4.2 — Simulagao de carregamento incremental

4.3 EXEMPLOS

Nesta secdo serao apresentados 4 exemplos com o intuito de validar as

técnicas desenvolvidas e o programa implementado.
4.3.1 Exemplo 4.1

No exemplo 4.1, analisa-se uma viga submetida a agdo de uma carga
subita de tragdo, de valor constante com o tempo. Figura 4.3. Os resultados
obtidos sdo comparados com os valores analiticos apresentados por Mansur e
Brebbia (1984).
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,P \;\ prof

l
L f
E =11.000 kg/(cm-s?) Ap kg/(cm-s?)
v=20
p =0,002 kg/cm?
c=0kg/s
L=80cm 1000
A = /-prof =20 cm-20 cm = 400 cm?
P =400.000 kg-cm/s?
p=P/A =1.000 kg/(cm-s?) 0 ;t s)

T=0,28s

Figura 4.3 — Exemplo 4.1

Sao apresentados resultados de deslocamentos e reacdes de apoio,
onde foram utilizadas varias possibilidades de discretizagdo e intervalos de
tempo At. Criou-se um codigo para as discretizagbes envolvidas: os 3 primeiros

numeros sao relativos a discretizagdo do contorno (nd/, ndp e ndc) e os 3

nameros seguintes sao relativos a discretizagcdo do dominio (nd/c, ndpc e
ndcc). Caso o numero de divisdes seja 0 mesmo para contorno e dominio, so
sdo apresentados os 3 numeros de divisdes. Ver capitulo 9.

Para a geragcao das discretizagdes, utilizou-se um gerador de malhas
desenvolvido no trabalho, onde maiores detalhes podem ser vistos no capitulo
9.

As figuras 4.4 a 4.8 apresentam o deslocamento em pontos do contorno
do sdlido, para discretizacbes 224 (figura 4.4) e 2210 (demais) para o contorno

e At = 0,001 s, onde se variou a discretizacdo para o dominio do sadlido.
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Carga constante

0,001s

Estatico analitico

—— Din&mico analitico

224 _112; dt

.

16

t/dt

Figura 4.4 — Deslocamentos no contorno — 224 _112; dt = 0,001 s

Carga constante

0,001s

—— Estéatico analitico

* 2210_111; dt

Dinamico analitico

(10,0,40)
(10,0,20)

16

t/dt

Figura 4.5 — Deslocamentos no contorno — 2210_111; dt = 0,001 s
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Figura 4.6 — Deslocamentos no contorno — 2210_112; dt = 0,001 s

Carga constante

w

S g
S 98
1=
°es
Saw
-9
T g8

12 E
SRl
N
S wia
0__
© o

t/dt

Figura 4.7 — Deslocamentos no contorno — 2210_115; dt = 0,001 s
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Carga constante

16

+ 2210; dt=0,001s
Estatico analitico
Dinamico analitico
+ (10,0,40)

+ (10,0,20)

14

12 4

10 A

U (cm)

t/dt

Figura 4.8 — Deslocamentos no contorno — 2210; dt = 0,001 s

Observando-se as 5 figuras acima, nota-se uma perfeita convergéncia
para os valores analiticos, com o aumento do refinamento da discretizagao do
dominio para uma discretizagdo adequada no contorno do salido.

A figura 4.9 apresenta o deslocamento em pontos internos do sélido,
ainda para a discretizagao 2210 para o contorno, € 2210 para o dominio; e At =
0,001 s. Também se observa uma excelente qualidade dos resultados obtidos.
Comparando-se esta figura com a 4.8, observa-se que os resultados para os
dois pontos que n&o estdo na extremidade livre (X3 = 20 e X3 = 40), séo
semelhantes, estando no contorno ou no dominio do mesmo.

A figura 4.10 apresenta os resultados para os deslocamentos no
contorno para uma discretizacao do tipo 2210_1110. Observa-se que para esse
tipo de discretizagéo, houve perda de estabilidade na analise; por esse motivo,
foram apresentados apenas os resultados até o passo de tempo de numero
143. Isto ocorre pois 0 quadrado do intervalo de tempo adotado € um numero
muito pequeno e, quando multiplicado pela matriz G também muito pequena,

leva a perda de precisao no processo numérico que relaciona esta matriz com

a matriz H.
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U (cm)

Carga constante

+ 2210 (10,10,70); dt=0,001s
Estatico analitico
Dinamico analitico

+ (10,10,40)

+ (10,10,20)

t/dt

Figura 4.9 — Deslocamentos internos — 2210; dt = 0,001 s

U (cm)

Carga constante

30

25 4

——2210_1110; dt=0,001s
Dinamico analitico
--=+--(10,0,40)

-- = --(10,0,20)

20 4

15 A

10 A

-10 4

t/dt

Figura 4.10 — Deslocamentos no contorno — 2210_1110; dt = 0,001 s
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As figuras 4.11 e 4.12 apresentam os resultados para as reacdes de
apoio para as discretizagbes do tipo 2210 _115 e 2210, onde também se

observa a boa precisédo dos resultados obtidos.

Carga constante

3000
——2210_115; dt=0,001s
—— Estatico analitico
2500 4 /\ /\ —— Dinamico analitico
2000 - AV v \/
~ 1500 +
<
;n
: /
o
2 1000
: \ x
O
3
© 500+ \
o A | | \/A | | ‘ /\
v 50 100 150 200 2‘36' 300
-500
-1000
t/dt
Figura 4.11 — Reacgdes de apoio — 2210_115; dt = 0,001 s
Carga constante
3000
——2210; dt=0,001s
—— Estatico analitico
—— Din&mico analitico
2500 -
Av/\vfxv/\
= 1500 +
L
g J
o
‘S 1000
3 &
4
500 -
0 ‘ ‘ N Aaa ‘ ‘ /\ /\\
N 50 100 v V \(;O\j 200 y v ‘\/ 300
-500

t/dt

Figura 4.12 — Reacbes de apoio — 2210; dt = 0,001 s
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As figuras 4.13 e 4.14 representam os deslocamentos no contorno para
as discretizacdes 2210_1110 e 2210; para At = 0,002 s, onde para este valor
de At, ndo houve perda de estabilidade na analise, como aconteceu com At =
0,001 s, para a discretizagéo 2210_1110.

Carga constante

—e—2210_1110; dt=0,002s
—— Estatico analitico

14 4 ——Dinamico analitico
——(10,0,40)
——(10,0,20)

€
A
=]
6 N
4 N
24
0
160
-2
t/dt
Figura 4.13 — Deslocamentos no contorno — 2210_1110; dt = 0,002 s
Carga constante
16
—e—2210; dt=0,002s
— Estatico analitico
14 —— Din&mico analitico
——(10,0,40)
——(10,0,20)
12 4
10 4
—_ 8 7
£
A
>
6 4
4 4
24
0
160

t/dt

Figura 4.14 — Deslocamentos no contorno — 2210; dt = 0,002 s
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De maneira geral, os resultados para este problema sao fortemente
influenciados pela densidade de células na direcdo predominante do
movimento (longitudinal). Pode-se afirmar também que a discretizagdo do
contorno também influencia significativamente na analise. No proximo exemplo
sera mostrado que, para problemas de baixa frequéncia (no caso, flexdo), a

dependéncia em relacédo a densidade de células diminui significativamente.
4.3.2 Exemplo 4.2

O segundo exemplo analisa uma viga engastada sujeita a agao de uma
carga transversal, subitamente aplicada, na extremidade livre. Os dados
envolvidos no problema estdo apresentados na figura 4.15. Este exemplo foi
apresentado na sua versao bidimensional em Coda e Venturini (1999b).

Utilizou-se uma malha do tipo 2410 para a discretizagdo do contorno da
viga, onde a largura (¢), profundidade (prof) e comprimento (L) estdo
representados na figura 4.15.

A figura 4.16 apresenta os valores dos deslocamentos transversais
(direcao do carregamento) no né central da extremidade livre da viga. Foram
admitidos valores de amortecimento nulo (c = 0 kg/s) e ¢ = 0,25 kg/s. O
dominio da viga foi discretizado com as seguintes densidades de células: 2410,
1110, 115 e 111. Por uma questdo de comparacéo, sdo apresentados ainda
resultados de analises utilizando-se o Método dos Elementos Finitos para a
analise dinamica de barras, com o integrador temporal de Newmark B, que é

bastante adequado para este método’.

' O Método dos Elementos Finitos é apresentado no capitulo 7.
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ap
p AN prof
7ap
L l
E =2,1-10"8 kg/(cm-s?) p kg/(cm-s?)
v=0,2
p =0,0025 kg/cm?
L=100cm 8000
£=10cm
prof =20 cm
p = 8.000 kg/(cm-s?)
T=003s 0 t(s)
At= 10,0005 s
Figura 4.15 — Exemplo 4.2
Carga constante (exemplo de flexao)
0,50
0,45
0,40 -
0,35
0,30 -
E 0,25 4
=]
0,20 —o—2410; dt=0,0005s ¢ = 0
——2410¢=0,25
—»—2410_1110c=0
0,15 + 2410_1110c=0,25
2410_115¢=0
0.10 1 2410_115¢=0,25
——2410_111¢c=0
2410_111¢=0,25
0,05 - MEF ¢ =0
——MEF c=0,25
—— Estatico analitico
0,00 T T T T T T
0 10 20 30 40 50 60 70
t/dt
Figura 4.16 — Deslocamentos na extremidade livre da viga
Analisando-se os resultados da figura 4.16, pode-se notar que estes
foram bastante préximos, o que mostra que a influéncia da discretizagdo do

dominio da viga, para este caso de sélido sob flexdao, € menor que a influéncia

da discretizacdo do contorno.
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As figuras 4.17 e 4.18 apresentam, separadamente, os resultados da

figura 4.16, para c = 0 kg/s e ¢ = 0,25 kg/s, respectivamente.

Carga constante (exemplo de flexado)

€
)
o
020 \
0,15
0,10 —o—2410; dt=0,0005s ¢ = 0
—»%—2410_1110
o 2410_115
0,057 —%—2410_111
——MEF
0,00 : — Esta‘tlco analitico
0 10 20 30 40 50 60 70
t/dt
Figura 4.17 — Deslocamentos na extremidade livre da viga—c =0
Carga constante (exemplo de flexdo)
0,50
0,45 4
0,40 4
0,35
0,30 4 D
fE_), 0,25 /
2 a4
0,15 4 .
0,10 4 —a—2410; dtt = 0,0005s ¢ = 0,25
& 2410_1110
+ 2410_115
0,05 ——2410_111
——MEF
0,00 . ‘ —— Estatico fmalltlco
0 10 20 30 40 50 60 70
t/dt

Figura 4.18 — Deslocamentos na extremidade livre da viga — ¢ = 0,25 kg/s
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Observando-se a figura 4.17, onde o amortecimento fisico € nulo (c = 0),
nota-se que o amortecimento numérico do Método dos Elementos de Contorno
(Houbolt) é consideravel, em comparagdo com os resultados obtidos com o
Método dos Elementos Finitos. Porém, € de notdrio saber, apesar de nao
citado explicitamente na literatura, que o algoritmo de Newmark [ é instavel
para aplicagbes com o MEC. Além disso, também aparece movimento
longitudinal e transversal devido a analise ser tridimensional. Estes movimentos
causam uma redistribuicdo da energia envolvida no movimento transversal da

viga, ajudando na redugao do pico inicial da formulagéo.

4.3.3 Exemplo 4.3

O terceiro exemplo trata da analise estatica elastoplastica de um sdélido
paralelepipédico engastado em uma face (livre para se deformar
transversalmente) e sujeito a uma carga de tracdo uniformemente distribuida
na face oposta, conforme figura 4.19, onde sao apresentados dados

complementares a respeito do problema analisado.

. q=1Pa  E=100.000 Pa
T E, = 10.000 Pa
v=025

T oy=045 Pa

4m NIC = 30

\
\
\ €t =¢C4= O,l%
\
\
\
e3 , // i
/71 e2 2m

/

el
PaN
f——
2m

Figura 4.19 — Exemplo 4.3
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A respeito da figura 4.19, observa-se que oy € a tenséo de plastificagéo,
NIC é o numero de incrementos de carga, e; € e4 sao os parametros dos
critérios de convergéncia e E; € o modulo de elasticidade tangente (ver secao
4.2).

Utilizou-se uma discretizacao de 24 elementos de contorno e 29 células
tetraédricas, onde todo o dominio do sdlido foi considerado como passivel de
plastificacdo. A figura 4.20 apresenta a discretizacdo do contorno do soélido. As
discretizagdes utilizadas no exemplo foram geradas pelo pré-processador de

um outro programa de analise estrutural (ANSYS).

Figura 4.20 — Discretizacao do contorno do sélido do exemplo 4.3

A figura 4.21 apresenta os deslocamentos longitudinais (diregédo e3 na
figura 4.19) em um ponto localizado no centro da face carregada do solido, com
a aplicagdo do carregamento. A resposta analitica foi determinada
considerando-se 0 caso de uma viga sujeita a carga concentrada equivalente.
Observa-se que os resultados obtidos foram bastante satisfatorios.

A figura 4.22 apresenta as deformagdes longitudinais (no mesmo ponto
da figura 4.21) pelas tensdes. Também se observa uma perfeita concordancia
entre os resultados obtidos e os valores analiticos.

Nas figuras 4.23 e 4.24, procedeu-se a um controle de deslocamentos
nos nds do topo do sélido, com um valor total de 3,6-10°m, e calculou-se as
reagbes na base do mesmo. Para o caso da figura 4.23, considerou-se um

comportamento elastoplastico perfeito para o material, ou seja, o mdodulo de



72 Capitulo 4: Analise dinamica aplicando matriz de massa

elasticidade tangente (E:) foi considerado nulo na anadlise; enquanto que na
figura 4.24, considerou-se encruamento negativo (softening) definido por E; = -

5,0~104 Pa. Mais uma vez, os resultados obtidos foram bastante satisfatorios.

Sélido tracionado

0,8 d

0,6 g

¢ Elastoplastica
—=— Elastica
—— Analitico

Carregamento (Pa)

0,4

0,2

0
0,00E+00

1,00E-04 1,60E-04 2,00E-04

Deslocamentos (m)

5,00E-05 2,50E-04

Figura 4.21 — Deslocamento x carregamento

Sélido tracionado

0,8 4 B e

0,6 B

Tenséo (Pa)

0,4

0,2

0

& Elastoplastica
—=— Elastica
—— Analitico

0,00E+00

1,00E-05

2,00E-05 3,00E-05

Deformacgao

4,00E-05

5,00E-05 6,00E-05

Figura 4.22 — Deformacgéo x tenséo
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Reagéao (Pa)

Soélido tracionado

0,5

0,45

0,4

0,35 -

o
w
.

0,25

o
N
.

0,15

*
*
*

*
*
*
*
*
*
*

*

*
*
*

¢ Elastoplastica
—— Analitico

0,1

0,05 -

0
0,00E+00

5,00E-06

1,00E-05

1,50E-05

2,00E-05 2,50E-05

Deslocamentos (m)

3,00E-05

3,50E-05

4,00E-05

Figura 4.23 — Deslocamento x rea¢do — encruamento nulo
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Através dos resultados apresentados neste exemplo simples, pode-se
concluir que o codigo desenvolvido esta funcionando corretamente para
analises elastoplasticas estaticas, com diferentes tipos de encruamento. Este
exemplo mostra a capacidade do MEC em tratar problemas n&o-lineares com
bastante precisdo. Observa-se que as células tetraédricas possibilitam variagéo
linear de tensdes (4 nds), o mesmo so6 seria possivel no MEF para 8 nés. Além
disso, para problemas onde uma pequena porgao do corpo plastifica, tal como
para o solo que circunda a estrutura de fundacéo, apenas naquela regido €

necessaria a utilizacao de células.
4.3.4 Exemplo 4.4

O quarto exemplo trata da analise elastoplastica dindmica do solido
apresentado no exemplo 4.3, onde os parametros dindmicos foram calibrados
de tal forma a convergir monotonicamente ao resultado de deslocamento
estatico no ponto localizado no centro do topo do sélido. Foi utilizado um valor
de densidade p = 0,002kg/m® para o material, tempo total de analise de t =
0,036s e numero de passos de tempo NPT = 240. Utilizou-se 3 tipos de
carregamento: de impacto (ou carga constante), crescente e ‘platd’. Os 3 tipos

de carregamento utilizados podem ser vistos na figura 4.25.

Py Py Py
Rotal } Rotal 77777777777777 | Rotal 7777777 | |
: : : :
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
| | | |
1 > 1 > 1 1 >
0 ttotal t O ttotal t 0 075t total ttotal t
impacto crescente plato

Figura 4.25 — Tipos de carregamento

Na figura 4.26 sao apresentados os deslocamentos por passo de tempo
para os 3 tipos de carregamento citados anteriormente. Vale salientar que o
valor adotado para o coeficiente de amortecimento dinamico ‘c nao foi o

mesmo para todos os tipos de carregamento, procurou-se apresentar aquele
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que forneceu o comportamento desejado para a analise em questao. Observa-
se que os deslocamentos obtidos realmente convergem para a resposta
analitica nao-linear para todos os tipos de carregamento, sendo aqueles
obtidos com o carregamento de impacto os que apresentaram melhor
comportamento.

Na figura 4.27 sédo apresentadas as curvas de deslocamento por passo
de tempo para valores do coeficiente de amortecimento dindmico variando de
0,25 a 25kg/s. Observa-se uma consideravel variacdo dos resultados obtidos
com o valor do coeficiente de amortecimento adotado, em que, para ¢ =
2,5kg/s, foi obtido um comportamento elastoplastico tipico.

Na figura 4.28, o carregamento utilizado foi o crescente e variou-se o
valor do amortecimento de 0,2 a 20kg/s. Para esse tipo de carregamento,
também houve uma grande variagdo dos resultados obtidos com o valor do
amortecimento. Considerou-se o melhor comportamento para ¢ = 2kg/s.

Por fim, a figura 4.29 apresenta os resultados de deslocamentos para a
carga denominada de ‘platd’, onde se variou o valor de ‘c’ de 0,2 a 20kg/s e se
chegou as mesmas conclusdes do caso da figura anterior.

Com este quarto exemplo, pode-se perceber que o codigo elastoplastico
dindmico desenvolvido esta fornecendo resultados consistentes com o
esperado. Deve-se notar também a existéncia de um amortecimento numérico
na solugdo dinadmica do MEC, tal como observado no exemplo 4.2. Tal
amortecimento pode ser responsavel pela pequena diferenga entre os valores
estatico e dindmico nao-lineares finais.

Para a aferigdo do procedimento empregado no trabalho, utilizou-se este
exemplo simples, porém, no capitulo 10 sdo apresentados exemplos mais
rebuscados e com um maior grau de complexidade com o objetivo de mostrar

um pouco mais das potencialidades do codigo desenvolvido.
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Analise dinamica
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Figura 4.26 — Analise dindmica
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Figura 4.27 — Carga de impacto
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Carga crescente

2.50E-04
2.00E-04 - Elastoplastico
e ¢=0.2
- ¢=025
*« ¢c=05
—e—-c=1
—e—Cc=2
1.50E-04 - o c=3
x ¢c=20
E
=]
1.00E-04 -
5.00E-05 -
0.00E+00 -eonmmmutimmmosme . - T T
0 50 100 150 200 250
t/dt
Figura 4.28 — Carga crescente
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5 INTEGRAGCOES PARA
ELEMENTOS DE CONTORNO
E CELULAS

Neste capitulo, apresentam-se os diversos processos de integragéo
(singular, n&o-singular e quase-singular) para os elementos de contorno
triangulares planos utilizados na discretizagdo do contorno dos sodlidos, bem
como as integracbes das células tetraédricas. Apresenta-se também o
tratamento especifico da integral singular das tensdes residuais para células.
Acredita-se que tais técnicas representam grande importancia no
desenvolvimento do presente trabalho, bem como de trabalhos futuros. No final

do capitulo, s&o apresentados dois exemplos numéricos.

5.1 INTEGRAGAO SINGULAR PARA ELEMENTOS DE CONTORNO

Na presente seg¢ao sera apresentado o processo de integracéo singular
para elementos de contorno, onde o ponto fonte pode estar localizado em
qualquer lugar do dominio do elemento.

Esse procedimento permite a colocacido de pontos no contorno do sélido
analisado, sem que esses pontos sejam necessariamente nds de elementos de
contorno, determinando-se seus deslocamentos, for¢cas de superficie e tensdes
como variaveis independentes. A colocacado de tais pontos possibilita uma
independéncia entre os nos das células e os nés dos elementos de contorno,
ou seja, pode acontecer de haver um no de célula no contorno do sélido e esse

no de célula ndo ser né de elemento de contorno, sendo, assim, um “ponto
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especial” (PE). Observa-se que esses pontos especiais podem pertencer a 1

ou a 2 elementos de contorno. Figura 5.1.

elemento 2 elemento 2
PE
°
PE
elemento 1 elemento 1
Ponto especial pertencente a 2 elementos Ponto especial pertencente a 1 elemento

Figura 5.1 — Pontos especiais

O processo de integracao é iniciado com a divisao do dominio do

elemento de contorno em 3 subdominios. Figura 5.2.

1

3
|
k |
> k
1
S| ° i=p 3 =3

Figura 5.2 — Subdivisdo de elemento de contorno (integragéo singular)

Assim, pode-se escrever:
3
Iz_frf-dl“:;jnf-dl"i (5.1)

onde a fungdo f tanto pode ser u;j(s,Q)cl),_ para a determinagdo da matriz g,

como p;j(s,Q)q)éi , para a determinagéo da matriz h.
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A eq.(5.1) pode ser escrita também como:

3

1= i=1,2,3 (5.2)
i=1

onde:

= f-dr, i=1,2,3 (5.3)

Cada integral | é resolvida, tanto para a montagem da matriz g como

para a da matriz h, segundo um procedimento em coordenadas polares no
plano do elemento, considerando-se cada subdivisdo de elemento de contorno
como se fosse um elemento separadamente.

Sendo assim, inicialmente considera-se a dedug¢ao da expressao para a

matriz g:
gs = J;eui*j(s,Q)d)édF (5.4)

onde I', é o dominio do elemento ‘e’ e u;(s,Q) € a solugado fundamental de

deslocamento, segundo Kelvin:

1

U8 Q)= TG

1

[(3=4v)5, +r,1,, (5.5)

Substituindo-se a eq.(5.5) na eq.(5.4):

1

g, = jrem[(s —4v)5, +1,1, |- ¢,dT (5.6)

A eq.(5.6) acima deve ser escrita em um sistema de coordenadas

polares no plano do elemento como segue:
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1
Y € = ﬂ[az +B,x +Y/,y] (5.7)
N6 2
N6 3 // o, = XY = XY,
< At // Bz =Y, — Yk
Iy Ve =X =X
Ae \\
P i |k
Vo 123
0 No 1
213|1
0 X
3(1]2

Figura 5.3 — Sistema de coordenadas polares

onde:
A — € a area total do elemento;
g, — € a coordenada homogénea ¢ do ponto (x,y), que também pode ser

calculada como sendo a razdo entre a area / e a area total (F,( = A%J
Observa-se que:

X=rcoso (5.8)
y=rsenf (5.9)

E ainda, para o caso em questao, que:
Para x=y=0=&, =£° = X 5.10
y=0=¢ =8 =~ (5.10)
onde &% € a coordenada homogénea ¢ do ponto de origem (0,0).
Substituindo-se as eq.(5.8) e (5.9) na eq.(5.7), tem-se:

@:%[al+ﬁfrcose+yfr3ene] (5.11)
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e, substituindo-se a eq.(5.10) na eq.(5.11) acima, pode-se escrever:
Q:&?Jri[ﬁfcosejtwsene] (5.12)

Vale a pena observar ainda, que se o ponto de origem coincidir com o

ponto fonte (figura 5.4), tem-se:

g, =5, +——[8,cos0+y, send] (5.13)
onde:
s — € o delta de Kroneker (0 se /# s e 1 se /= s), ja citado
anteriormente.
Y
N6 Kk
\
\
\
\
\
\
\
\
A ~ VAs
NG s ; AN
0 NO J  «

Figura 5.4 — Ponto origem coincidente com ponto fonte

Também se pode escrever que:

dr" = rdrde (5.14)

Substituindo-se as eq.(5.11) e (5.14) na eq.(5.6), tem-se:
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e _ 1 1
gy = _Urm [(3 —4v)S; +1, T, ﬂ[ogZ +B,rcos6+y,rsendfdrdd  (5.15)

g = 1 )GA”[(S—4V)8” +r, r,j]-[oc/ +B,rcos 0 +v,rsendldrdd (5.16)

321(1— v)GA Jok

Deve-se observar que ¢, =&, para o elemento com aproximacao linear.

Como a expressdo resultante ndo é singular, optou-se por uma
integragdo numeérica, tanto no angulo 6, como no raio.

Assim, a eq.(5.16) sera escrita como:

ngr

g, = m > .g;[ (3-4v)5, +1,1,|-[or, +B,rcos6+7,rsenlw,do (5.17)
ngo ngr

g, = 1287:1 SIGA IS;IQ;R[B 4v)3, +1, 1, ][, +B,rcos0+y,rsendlo 0,4: 010
(5.18)

onde:

R — funcgao de 0, é o limite superior do raio r;

igr  —sao os pontos de Gauss em r e variam de 1 até ngr;

ngr —é o numero de pontos de Gauss emr;

o, — € o0 peso do ponto de Gauss igr;

0, — é o0 angulo que o lado ‘ks’ faz com o eixo x (local ao elemento). Ver

figura 5.4;

igd  — sdo os pontos de Gauss em 0 e variam de 1 até ngo;

ngd —é o numero de pontos de Gauss em 0;

©4 — €0 peso do ponto de Gauss igo.

O valor de R pode ser facilmente calculado utilizando-se a eq.(5.13) e

considerando-se que, para /=s, £, =0 no lado ‘jk’. Assim, a eq.(5.13) €

escrita como:
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0:1+%[Bscose+yssen6] (5.19)

3 -2A
B, cosO+y,senB

(5.20)

Deve-se notar que a integracdo numérica utilizada para a expresséo da
matriz g, como foi apresentado acima, sé foi possivel por ser essa expressao
nao-singular (singularidade fraca); para a determinacdo da matriz h é que se
faz necessario o uso de um processo de integragcéo singular, uma vez que no
nticleo desta integral se encontra singularidade de ordem 1/r%.

Assim, pode-se escrever que:

h, = jrp;(s,Q)uj(Q)dr (5.21)
onde pi*j(s,Q) é a solucao fundamental de forca de superficie, segundo Kelvin:

-1

p;(s,Q) = Sei=vr fa-2v)5, +3r, 1, F—(1=2v)(r,n, =1, n)} (5.22)

e a integral da eq.(5.21) é feita em todo o contorno do sélido (I').

No elemento, o vetor de deslocamentos no ponto campo Q, pode ser

escrito como:
uj(Q) = ¢(Uj" (5.23)

onde Uf € o vetor dos deslocamentos na diregao ‘j’ dos vértices do elemento a

ser integrado.

Substituindo-se as eq.(5.22), (5.23) e (5.13) na eq.(5.21) e levando-se

em considerag&o que r,, =0, tem-se:
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(1-2v) r 0
] zN =1, N )8, +—|B,cos6+ysend|Udl 5.24
= 8n(1- V)Irr M0 { 2A[B" Ye ]} J (5.24)

Escrevendo-se em coordenadas polares, tem-se:

(1-2v) r
) r,n —r, +—1|B, cos O +vy,send | U drd 5.25
u 87T(1 \))J'I ( it T n { 2A h3é Yo 1} i ( )
(-2v) U —r,n)3 U‘fdrd6+ui[]3 cos0+y,sen0U/drdo} (5.26)
U 87[1 V n j R P r2A 0 Ve j )

Nota-se que a eq.(5.26) pode ser dividida em duas integrais: uma

singular, com ordem de singularidade de r™', e outra regular.
h=h®+h" (5.27)

A integral regular pode ser resolvida numericamente em r e 6 como

segue:

r (1-2v)

' = mUr[ﬁ cos 0 +v,senddrdoU; (5.28)

ngd ngr
b O(1=2v)

' Rr|B, cos 0 + v,send U’ 5.29
17 B4n(1-v)A .g;.g; b, rsenOogenl) (5.29)

A integral singular propriamente dita, sera resolvida analiticamente.

hs (1-2v)

i = 8n(1- V)U Fa; =1y )3,,U;drdd (5-30)
Sendo que:

ES/SUJ =U; (5.31)

onde U; é o vetor dos deslocamentos na dire¢éo ' no ponto fonte ‘s’.
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Substituindo-se a e€q.(5.31) na eq.(5.30), tem-se:

. (1-2v)

i 8n(1-v) J.eJ.rr i N =1y, )drdeu; (5.32)

Resolvendo-se analiticamente em r, tem-se:

s _ (1_2V) s

ij_—snm_v)j(r,l ; =1, n;)INR(0)dOUs (5.33)
s (1_2 ) s

h“:W—Vv){J .0/ InRd0~ [r, n, INR(0)dO ! (5.34)
s (1-2v)

hu_8n(1 V){nj INRd0 - njr,JmR e)deju (5.35)

onde o limite inferior, para r — 0, desaparece, pois a integral em 0 se anula

para 6 variando de 0 a 2.

Sendo que r, pode ser escrito da seguinte forma:

r,izcoseﬁJrsenea—y (5.36)
oX oX.

onde X, € a coordenada global .

Maiores detalhes a respeito da eq.(5.36), apresentada acima, podem ser
vistos no capitulo 6 de Souza (2001).
Substituindo-se a eq.(5.36) na eq.(5.35), tem-se:

hi‘j‘ M nj Coseﬁ—+sen66—y INRdO — n_[ cosea—+sen6ﬂ INnRdO US
8n(1-v) oX. oX. oX| oX;

(5.37)

he = (1-2v)

P ryE— nja—xjcoseIane+njﬂjsenelane—niﬁjcoselaneJr
8n(1-v) | " oX oX; 7 oX, *0
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N j sendlin Rde}us (5.38)

he = (1-2v) nAa—X—nia—X Icoselane+ n, ﬂ—n —= IsenOIane U (5.39)
T Br(1—v) || ox, ' ox, i oX

Substituindo-se a e€q.(5.20) na eq.(5.39), tem-se:

hy = (1-2v) na—x— a—X_[coseln —2A de +
8n(1-v) 8Xj 0 B,cosO+y,send

+[ ﬂ—n A '[seneln —2A do (Us (5.40)
FoX, B,cosO+y, senB

Apenas por uma questao de simplificacdo, pode-se fazer:

A=-2A (5.41)

Bn X _n X (5.42)
IoX, X,

c=nY n Y (5.43)
X X

Integrando-se por partes as duas integrais da eq.(5.40), tem-se

respectivamente:
— 0
Icoseln Rd6 = sen6In A +J'9f sen(y, cos 0 -, sen e)de
0 B, cosO+y,send . 0 B, cos0+y,send
(5.44)
_ 0
Isenelane:—coseln A _J'ef cos O(y, cos 6 — B, Sene)dﬁ
0 B, cosO+y,senb . 7 B, cosO+y,senb
(5.45)

Substituindo-se as eq.(544) e (5.45) e considerando-se as

simplificacdes feitas, pode-se escrever:
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6¢

. BJ-ef sen6(y, cos0 B, seno)
0 B,cosO+y,senb

do +

h® M{Bsen&)ln[ A J

7 8r(1—v) B, cos0+y, send

0
i

—Ccos eln( A ]

~ Cj-ef cos6(y, cos® - B, send)
B,cosO+y,send

0 B,cosO+y,send

ole}ujs (5.46)

0

— 05
h? = (1-2v) (Bsen6—Ccos6)in A Bj‘ef sen6(y, cos 0 — B, sen e)d9+
8n(1-v) B,cos@+y,send | 0 B cosf+y,send
o, cos O(y, cos0— B, send) |
-CJ, do {u: (5.47)
B,cosO+v,senb

As equagdes integrais presentes na eq.(5.47) foram resolvidas com o

auxilio do software Mathcad7 Professional:

jefsene(yscose—ﬁssene)de:i D. sen 6+ 2p.atanh —B, +P,cosO+y,send o
o B,cosO+y, senod D.| ° ° D, sen®

s 0

) (5.48)

J.efcose(yscose—ﬁssene)dezl D. cos6+ D, - 2y.atanh B, +B,cos0+y, send)]”
o B,cosO+y send D.| ° ° ° D, sen®

(5.49)

S 0

onde D_ =B +v2.

Substituindo-se as eq.(5.48) e (5.49) na eq.(5.47), pode-se chegar a:

h = (-2v) (Bsenb—Ccos6)In A +1|-E, +
8n(1-v) B, cosb+y,send
O
us (5.50)

0

C2Ep, +Fy )atanh£_Bs+Bs cos 0 +7v, sene}

D, sen6

onde:
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e, B
DS
-
D,
Por fim, a €q.(5.50) foi calculada como:
he = (h* —hz°us (5.51)
onde:

he® = (1-2v) {(Bsenef —Ccosef){ln( A JH}_ES +

~ 8n(1-v) B, cOS O, + 7, send,
—Bs + B, cosO; +v,senb
+2(EB. +F tanh 5= 2 5.52
E.B. +For.)a ( D seno, (5.52)
heo = 1=2) | g il Ao | oE.B, +F.y, Jatanh] 1= (5.53)
b 8n(1-v) B D,

Vale uma pequena observacao a respeito do arco tangente hiperbdlica
presente nas eq.(5.52) e (5.53); para que esse fosse calculado, dentro do

cbédigo computacional desenvolvido, criou-se uma fun¢gdo dada como segue:

atanh(x) = %m(t—ij (5.54)

Utilizando-se o procedimento desenvolvido e apresentado nesta segao,
nao se pode calcular as forgas de superficie incdgnitas nos pontos especiais,
ou seja, ndo se pode aplicar a condicdo de deslocamento conhecido em tais
pontos, pois isso levaria a um problema de singularidade na resolugéo do
sistema de equacdes. Os valores de forga de superficie devem ser calculados
utilizando-se as funcbes de forma do elemento, para os pontos especiais.

Figura 5.5.
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Figura 5.5 — Coordenadas adimensionais de ponto especial

P =& P +& Pl +& P/ (5.55)
Pz:E.>1'F)21+‘;:2'F)22+‘;:3'F)23 (5.56)
P, =& -P;+&, Py +& -P; (5.57)

ou simplesmente:

P=¢ P iej=1,23 (5.58)

onde P’ é a forga de superficie na direcéo V', do né ', referente ao elemento a

que pertence o ponto especial.

Se o ponto especial pertencer a 2 elementos (figura 5.1), calculam-se os
valores das forgas de superficie deste ponto para cada um dos elementos e
depois se pode fazer a média entre os dois valores.

Com relagdo ao calculo das tensbes no contorno para os pontos
especiais, segue-se o0 procedimento apresentado na sec¢do 3.6 sem maiores
problemas, uma vez que as forcas de superficie ja foram devidamente
calculadas utilizando-se as eq.(5.55), (5.56) e (5.57). Mais uma vez, se o ponto
especial pertencer a 2 elementos (figura 5.1), calculam-se os valores das
tensbes deste ponto para cada um dos elementos e depois se pode fazer a

média entre os dois valores.
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5.2 INTEGRAGAO NAO-SINGULAR PARA ELEMENTOS DE CONTORNO

Para as integra¢gdes nao-singulares, utilizou-se o esquema de integragao
de Hammer com subelementacéo, feito com base em Tejerina Calderdn (1996).
O numero de subelementos (NS) em que sera dividido o elemento é

funcdo de uma relagdo entre a distancia do ponto fonte ao centrdide do

elemento (R ) e o comprimento médio dos lados do mesmo (L ).

0<R<L - 25subelementos
L<R<2L - 16 subelementos
2L <R<4L -9 subelementos

R > 4L — 4 subelementos

No cddigo computacional, apés a determinacdo do numero de
subelementos, procede-se a um looping de 1 até NS e, mais interno a este,
outro looping de 1 até o numero de pontos de integragdo de Hammer, que no
trabalho foi escolhido 7. Para cada ponto de integracdo, serdo determinadas as
coordenadas homogéneas &1 , & e &3 globais em fungdo das mesmas
coordenadas homogéneas locais (valores tabelados). Para maiores detalhes,
ver Tejerina Calderén (1996).

De posse das coordenadas homogéneas globais do ponto de
integragcédo, pode-se determinar as coordenadas globais X; , X2 e X3 desse

ponto utilizando-se as equacdes abaixo:

X1=§1~ X1 +<22- X12 +§3~ X? (559)
Xo=E1- X} +E2- X5 +E3- X3 (5.60)
Xa=E1- X} +&2- X5 +E3- X3 (5.61)

onde X! s&o as coordenadas globais na diregdo ‘i’ do n6 | do elemento a ser

integrado.
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A partir das coordenadas do ponto de integracéo, determinam-se outros

parametros necessarios ao calculo dos elementos das matrizes g e h:

r1=X;— XF| (5.62) N (5.66)
| r

ro=Xo— Xle (5.63) _n (5.67)
12 r

r3=Xs— XF, (5.64) o (5.68)
13 r

r=Jr2 412 412 (5.65)  r,n=r,1-N1+r,2:N2+r,3-n3 (5.69)

onde:

r — é o raio, ou a distancia entre o ponto fonte e o ponto de integracao;

ri — sdo as componentes do vetor r;

r,i — sao as derivadas parciais do vetor r nas diregdes i;

Fn — € a derivada parcial do vetor r na direcdo normal ao elemento.

As expressdes das solugdes fundamentais deduzidas na secédo 3.4

(eq.(3.43) e (3.44)) geram duas matrizes de dimensao 3x3 para cada ponto de

integragdo. Essas matrizes devem ser entdo armazenadas em outras duas

matrizes de dimensdes 3x9, denominadas no trabalho por LG e LH:

Uiy
A-wl|
LG =——| Uz

NS |
Us&;

P14&4
A-wl| .,
LH=——px&;

NS |
P3:1&4

UGy Ussé, i
Up&y  Unsd, E

* * !
Ugp&y  UgsEy !

P& Pisé
P& Paséy
Pt Pé

u:1§2 U:ZFDZ
UZ1E.>2 UZZ&Z
u;1‘:2 USZ&Z

i P&, Pids,
E P& P2,
i P3s P&y

UisE, i UiiEs Uy Usés

UssE, EU;1§3 Upls  Ugs (5.70)
* ! * * *

Uss&y 1U3iEs Uzp&s Uy

pzsézi P1&s Pibs Pisés
p;3<t,25 P2:Es Pts Pt |(5.71)
pgsézi P3:&s Pnts Pats

onde w é o “peso” atribuido ao ponto de integragcédo (local ao subelemento),

tabelado.
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Apos a contribuicdo de todos os subelementos (integracdo do elemento).
Procede-se a alocagdo das matrizes LG e LH nas matrizes g e h,
respectivamente, globais. Esse processo € feito de acordo com o esquema

apresentado a seguir:

3K, -2 3K,-1 3K, 3K,-2 3K,-1 3K, 3K,-2 3K,-1 3K,

-2 LXy Xy LXis LXy, LXys LXe LX;; LXie LXgq

o LXy LXy, LXz LXy LXos LX LXy LXzs  LXy
3l LX,, LX;, LX5; LX,, LX,,  LX; LX,,  LX, LX5

onde:

I — € 0 numero do ponto fonte;

Ka — € 0 n6 A do elemento que esta sendo integrado;

LXgc - sao os elementos das matrizes LG ou LH.

Observa-se que as matrizes g e h terdo dimensdo de 3NNT x 3NNT,

onde NNT é o numero total de noés.

5.3 INTEGRAGAO QUASE-SINGULAR PARA ELEMENTOS DE
CONTORNO

A presente segao apresenta uma nova forma de integracdo quase-
singular, ou seja, quando o ponto fonte estiver muito proximo ao elemento a ser
integrado. Sabe-se que a precisdo obtida pela integracdo de Hammer é
inversamente proporcional a uma poténcia da distancia entre o ponto fonte e o
ponto campo (r), devido ao problema de singularidade e o numero de pontos de
integracdo. Assim, para valores pequenos de ‘r, faz-se necessario um
tratamento especial de tais integrais.

No cddigo computacional desenvolvido, considerou-se a utilizagdo da

integracado quase-singular quando a inequacgao abaixo for satisfeita.

R <fator L, (5.72)
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onde:

R — é a distancia do ponto fonte ao centréide do elemento;
fator — é um fator de multiplicagdo (adotado 0,4 no programa);

L — é o comprimento do maior lado do elemento a ser integrado.

max

O primeiro passo deste processo € a determinacdo das coordenadas do
ponto base do integrador. Para tal, deve-se projetar o ponto fonte no plano do
elemento a ser integrado.

Na figura 5.6, nota-se que as coordenadas X1, X2 e X3 sao globais a

analise do problema; o ponto s’ é a proje¢cao do ponto fonte s no plano do

elemento, e o vetor n é normal ao elemento. O ponto b é o ponto base do

integrador. A determinagao de sua localizagao sera apresentada mais a frente.

s(XT, X2, X3

X3

S XTI, X2, X3
Xe

X1

Figura 5.6 — Coordenadas do ponto s’

As coordenadas do ponto s’ sdo calculadas utilizando-se a seguinte

equacao:

X, X[

X, t=4X, ¢t —Xzin, (5.73)
X3 X3 n3
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onde:
Xa =n,(X, = X8)+1n,(X, - X3)+ny (X, - X?) (5.74)

sendo ny, N2 € n3 as componentes do vetor n nas diregdes 1, 2 e 3 globais,
respectivamente, e (xg’,xg,xg) as coordenadas globais do ponto origem do

sistema de coordenadas locais.
De posse das coordenadas do ponto s’, pode-se determinar as

coordenadas homogéneas deste ponto; porém, antes, € necessario que se faga

uma transformacgéo de coordenadas: do sistema global para o local.

6 =l +px+7y] 57)

As coordenadas homogéneas do ponto base podem ser determinadas

de acordo com o esquema abaixo:

Se geg <0=gl =15 =0, =0

€l €3 &3
o=l 3 b=3
2 3 g3 1 b=2Ne2 1 2
A B C
g =1 & =0 1 =0
2 o -1 2 o
> =0 £5=0 & =1

Figura 5.7 — Ponto base no vértice do elemento

Seapenas & <0=a=§ /6 & =1/(a+1);& =a-£;& =0
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onde j e k sdo determinados por permutacéao ciclica dos indices do elemento de

contorno:

- W N
N =~ W X

a==t,/&, a=&,/¢ a=¢,/¢,
g5 =1(a+1) g2 =1(a+1) 5 =1/(a+1)
&y =a-& &5 =a-& & =a-&
£ =0 g5 =0 & =0

Figura 5.8 — Ponto base no lado do elemento
Ce : b " gb " gb '
Se ii,ijeik >O:E_>i :E.:i’aj Zij,ik =&

Este ultimo é o caso em que o ponto s’ esta localizado no dominio do
elemento de contorno, assim, o ponto base coincide com o ponto s’.

De posse das coordenadas homogéneas do ponto base, pode-se
finalmente se determinar as coordenadas globais desse ponto utilizando-se as

equacodes abaixo:

Xp =8 Xi+E  Xi+&5-X] (5.75)
Xo =80 Xy +85 - X5 +E5- X (5.76)

X3 =8 Xy +& X5 +E5- X3 (5.77)
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ou simplesmente:

So=C .. i’j= s , .
X0 =gb. X 1,2,3 (5.78)

onde as coordenadas globais X! s&o referentes ao elemento a ser integrado.

Apds a determinagédo das coordenadas globais do ponto base, procede-
se a uma transformacao de coordenadas: do sistema cartesiano global para o

sistema adimensional homogéneo. Figura 5.9.

Figura 5.9 — Transformagéo de coordenadas

onde J € o Jacobiano da transformagao. Assim:

| = J'AfdA =2A L Lfdgdgz (5.79)

onde a fungéao f pode ser u;(s,Q)¢( para a determinagao da matriz g, pi*j(s,Q)d),J
para a determinagao da matriz h, D, ¢, para a matriz g’ e S ¢, para a matriz

h'.

O dominio da segunda integral da eq.(5.79) é dividido genericamente em

3 subdominios como segue:
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Y3 y1

y2=1-y3 y3=1-y1

Figura 5.10 — Subdivisdo de elemento de contorno

onde:
3 161y

1=2A) ¢" jo jo " fdy dy, (5.80)
i=1

sendo:

[ — 0 subelemento;

g — 0 Jacobiano da transformacéo;

je k —anumeragao local dos nés do lado oposto ao ponto base (b);
Y — a coordenada homogénea no sistema de coordenadas do

subelemento.

As coordenadas homogéneas &, de um ponto qualquer q pertencente ao

subelemento i, podem ser calculadas utilizando-se as equacdes abaixo:

Parai=1= ‘i? = ‘i?% + &sz + &3]{3 (5.81)
Parai=2= ¢} = }’51/53/1 + 6372 + };?73 (5.82)
Parai=3=¢] = @71 + Ej'Yz + EJ?Y3 (5.83)

onde ¢ variade 1 a 3.

A eq.(5.80) sera escrita segundo um sistema de coordenadas polares

adimensional (p,0) de acordo com a figura 5.11 abaixo.
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Y;=p-CcOSO (5.84)
Y. =p-Seno (5.85)
L (5.86)
P = send+coso '

Figura 5.11 — Coordenadas polares no espago 3D adimensional (subelemento i)

Assim, a eq.(5.80) pode ser escrita como:
3 b s 5
| = 2AZ115i joz jo f-p-dpdd (5.87)

A equacdo integral em 0 sera escrita em outro sistema adimensional

mais adequado a quadratura de Gauss:

A, o (P
=5 2], [T dedc, (5.88)
onde:
9(C9)=%(1+Ce) (5.89)

Com o objetivo de melhorar a qualidade da integracdo da eq.(5.88),
divide-se o raio adimensional p progressivamente. Figura 5.12. Esta técnica foi
apresentada para elementos unidimensionais por Mon-Ma, Venturini e Coda
(1996).
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oI
e

0 pl p2 p3 pN
Figura 5.12 — Subdiviséo de raio
O valor de p4,€é calculado como sendo:
(gs+1)
d
=|— 5.90

P+ (Lmax J ( )
onde:
d — é a distancia entre o ponto fonte (s) e o ponto base (b);
L.« — € o comprimento do maior lado do elemento a ser integrado;
gs — é o grau de singularidade da fungao f'.

Os préximos valores de p sao calculados pela eq.(5.91) abaixo:

P =P T(Pin — P2 RP (5.91)

onde RP ¢é o valor da razdo de progressao (adotado 1,5 no programa).

|:ﬂi§?f {F’%-p-dp+j"2f-p-dp+...+j”” f-p-olp}olce (5.92)
2 & 1Yo (2 P

I=%§§Ff1;f:1f-p-dpdge (5.93)

' No cédigo desenvolvido, foi adotado gs=2 para deslocamento e for¢ca de superficie, e gs=3
para tensodes internas.
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onde:

z — € 0 numero da subdivis&o do raio p;
n — € 0 numero de subdivisdes do raio p.
e:

Pz, =0
pzn = 5(9@9))

(5.94)

Transformando-se p em uma outra coordenada adimensional mais

adequada, tem-se:

:TA§ el (p.— P, f+p(C,)-dC,dE,

onde p(C,) pode ser calculado utilizando-se a eq.(5.96) abaixo:

_ | Pt =P Ps + P
ole)= (B5 2 e, + 2y

onde ps e p; sdo referentes ao sub-raio.

Resolvendo-se numericamente a eq.(5.95), pode-se escrever:

TAS,, &L ngo
- TZE-H Z (pz _pz—1)zf'p(Cp)0)igp(0ige
1= igp=12=1 igo="1

Foram adotados valores de ngp=3 e ngb=6 no

desenvolvido.

(5.95)

(5.96)

(5.97)

programa
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5.4 INTEGRAGAO NAO-SINGULAR PARA CELULAS

Nesta secdo sera apresentada uma integracdo geral para células.
Entenda-se por geral, uma integragcédo regular em que o ponto fonte pode estar
em qualquer lugar em relagdo ao elemento (inclusive no seu interior). Sera
utilizado um procedimento bastante semelhante ao que foi apresentado na
secao anterior. Assim, o primeiro passo seria a determinagao do ponto base de

integragdo. Observa-se a figura 5.13.

Numeragao
local:

A W N = T
Wl =] WD

NN 2 w] —
ENEFN NN

b = ponto base

Figura 5.13 — Célula tetraédrica

Para uma aproximacgéo linear, pode-se escrever que:
1
b =& =gylo +Bx+ry+5.2] (5.98)

onde V é o volume da célula, e:
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o, = (1) XY Ze + X Y2+ XYiZ — XY 2~ XY 2k = XViZ, (5.99)
= () yza+viz, + vz -V Z - Viz - Viz;) (5.100)
=(- 1)/[xzk+xz +XZ; = X Z; = X;Z, — ] (5.101)
= (- 1)[[x,yj+xkyi+xjyk —xkyj—xjyi—xiyk] (5.102)

sendo i, j e k determinados por permutacgao ciclica de indices para células:

1=1,2,3,4
i=2,3,4,1
j=3,4,1,2
k=4,1,2,3

Substituindo-se as coordenadas locais do ponto fonte na eq.(5.98),
calculam-se as coordenadas homogéneas desse ponto.
As coordenadas homogéneas do ponto base sao determinadas a partir

das coordenadas homogéneas do ponto fonte, seguindo o esquema abaixo:
Se £.6 e <0=8 =1E =0,g =0,& =
ou seja:

Para £3,85 e, <0= &) =1eg; =85 =8, =0
Para £7,8;e&; <0= &, =1e&] =&; =&; =
Para 7,85 e, <0=¢&; =1e&) =&, =&, =0
Para &, &, e85 <0=¢; =1e&; =&, =§; =

Observa-se que esse € 0 caso em que o ponto base é um dos vértices

da célula.

Seapenas &' e <0=a=£}/62;€ =1/(a+1);& =a- ;& =0;& =
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onde / e k s&o determinados da seguinte forma:

—

W N N = a A
A b O A ODN
= a2 NN W T
N W b W R RS

A tabela abaixo contempla todas as possibilidades deste caso:

Se £5e&5<0
a=t3/es

&3 =1(a+1)
g =a-g&
&9 =0
=0

Se £J et <0
a=g5/es

& =1/(@+1)
¢4 =2a-¢3
& =0
&3=0

Se £je&; <0
a=t5/es

g5 =1(a+1)
& =a-g
&1 =0

g5 =0

Se &5 et <0
a=¢5/¢
& =@+

gf =a-gf
£3=0
=0

Se &£5e&; <0
a=g3/es
&) =1(@+1)
ey =a-&f

&3 =0
&h =0

Se £je&; <0
a=t3/¢}

&y =1(a+1)
g2 =agy
£§=0
£3=0

Observa-se que esse € o caso em que o0 ponto base esta localizado em

uma das arestas da célula.

Se apenas

£ <0=a=5/E;b=E]/E7:E =Y(@a+b+1);&0 =a-£);) =b-£);E) =0

Com j, k e ¢ determinados pelo esquema ciclico de indices para células:

i=1,2,3,4
i=2,3,4,1
k=3,4,1,2
1=4,1,2,3
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Se &5 <0 Se &5 <0 Se &; <0 Se & <0
a=¢3/¢ a=¢;/¢; a=¢&;/¢; a=¢83/8
b=¢5/¢; b=¢5/¢; b=¢3/e; b=¢3/¢;

& ="1(@+b+1) | (&S =1(@+b+1) | [&5=Y(@+b+1) | [& =1(a+b+1)

& =a-&; &, =a-&; & =a-&; & =a-&;

& =b-&; & =b-&3 &5 =b-¢; & =b-&

& =0 g5 =0 g5 =0 et =0

Este é o caso em que o ponto fonte esta localizado em uma das faces
da célula.

Se &850 e8] >0=8 =& =&)58, =85,8) =

Este ultimo € o caso em que o ponto fonte (s) esta localizado no dominio
da célula, assim, o ponto base (b) coincide com o ponto fonte.
De posse das coordenadas homogéneas do ponto base, pode-se

finalmente determinar as coordenadas globais desse ponto utilizando-se as
equacodes abaixo:

Xp =87 -Xi+85- X +&5 - X7 +&; - X] (5.103)
X5 =67 - X, +& - X5+&5- X5 +&5 - X5 (5.104)
X5 =81 X5 +8&5- X5 +8&5- X3 +E&5 - Xs (5.105)

ou simplesmente:
XP =g X i=1,2,3 j=1,2,3,4 (5.106)
onde as coordenadas globais X! s&o referentes a célula a ser integrada.

Semelhantemente ao que se fez para o elemento de contorno na segao

anterior, executa-se uma transformacdo de coordenadas, do sistema
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cartesiano global para o sistema adimensional homogéneo e uma divisdo

genérica do dominio da célula em 4 subdominios. Figuras 5.14 e 5.15.

Coordenadas cartesianas Coordenadas homogéneas

Figura 5.14 — Transformacéo de coordenadas para células

Figura 5.15 — Subdivisédo de célula

Deve-se observar que, caso o ponto base esteja em uma face, a
transformacao de dominio anula automaticamente um subdominio. Caso esteja
em uma aresta, 2 subdominios sdo eliminados. Caso esteja em um vértice,
sobra apenas um dominio.

Assim:

| = jvfdv =6V L L Lfd§1d§2d§3 (5.107)
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onde, neste caso, a funcao f pode ser a fungao ui]q%, na montagem da matriz B,

a fungéo Dy ¢,, na montagem da matriz B’ ou a fungéo s;.kq)(, para a matriz Q.

Levando-se em consideragao a subdivisao de célula, tem-se:
b ([ e
| = ev;a? jo jo jo fdy dy,dy, (5.108)

sendo:

i — 0 subelemento;

g° — 0 Jacobiano da transformagao;

j, ke ¢ —anumeracao local dos nés da face oposta ao ponto base (b);

Y — a coordenada homogénea no sistema de coordenadas do

subelemento.

As coordenadas homogéneas &, de um ponto qualquer ‘q’" pertencente

ao subelemento i’, podem ser calculadas utilizando-se as equagdes abaixo:

Parai=1= &} = £y, + &y, + &1, + &7, (5.109)
Parai=2= & =&y, + &)y, +&75 + &7, (5.110)
Parai=3= &} = &)y, + &7y, + &5 + &7, (5.111)
Parai=4 = &} =&y, + &}y, + &)75 + &7, (5.112)

onde ¢ variade 1 a 4.

A eq.(5.108) pode ser escrita segundo o sistema de coordenadas

esféricas homogéneas (p,a,p) da figura 5.16.
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& =pcosacosf
&, =pcosasenf
& = psena

ab:1_§i_éj_ék

Figura 5.16 — Coordenadas homogéneas para célula tetraédrica

|= 6viafjo%jo%j;f-p2 cos adpdadp (5.113)

onde p?cosa é o valor do Jacobiano da transformacéo, e p é o valor final de p
e pode ser calculado considerando-se & =0 e escrevendo-se os demais

valores de & em fungdo de p, a. e f3:

1

(5.114)
seno. + cos asenp + cos )

plouB)=

Os angulos o e B da eq.(5.113) podem ser transformados para outro

sistema de coordenadas adimensional (QQ,QB), mais adequado para a

quadratura de Gauss:

3“82\/ i&f [\ [f-p? cosadpdz,dt, (5.115)
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2
T , . ~
onde E € o Jacobiano da transformacédo de coordenadas e, de uma forma

generalizada:

a(CQ){Gf;a‘qu + af;a‘ (5.116)
B(%){Bf;BiJCwa;B‘ (5.117)

Subdividindo-se progressivamente o raio adimensional p segundo

esquema da figura 5.12, tem-se:

3V ¢ & (P, —p,) f
5 ;&i [, j1;_2 [ £ p?cosadt,dg,dg, (5.118)

Resolvendo-se numericamente a eq.(5.118), pode-se escrever:

37.52\/ 4 ngp nga n ngp
=1

16 : éb Z ZZ(pz - pz—1)zf ’ p2 Cos 0Ly, Wy, Wigg (51 19)

igB=Tligo.=1z=1 igp=1

Foram adotados valores de ngp=3 e nga=ngB=6 no programa
desenvolvido.
Observa-se que para a dedugéao da matriz B’, a singularidade do nucleo

Dy (1/r%) desaparece com a transformagdo de coordenadas do sistema

cartesiano para o sistema de coordenadas esféricas; sendo assim, trata-se de
uma integragao regular e o processo de integragao ora apresentado pode ser
utilizado sem problemas.

Para o caso da montagem da matriz Q, observa-se que, segundo um
sistema de coordenadas esféricas, a integral no elemento a ser resolvida
(eq.(5.120)) é nao-singular, pois a singularidade do nucleo Sﬂk (1/r%) (eq.(3.55)
rescrita abaixo) desaparece com o Jacobiano da transformagdo de
coordenadas (r*sen6). Ver figura 5.17. Assim, utiliza-se o procedimento de

integracdo nao-singular para células da presente segéo.



110 Capitulo 5: Integragdes para elementos de contorno e células

1= [, (s, (@)d,0

. -1

8ijk (S,Q) = W {(1 - 2V)(r,j Sik +1h Sij ) =TI, 6jk + 3r,j Iy r,i}

X =rcos6cos ¢
y =rcosfsen¢
z=rseno

dQ =r? sen 6drdodd

Figura 5.17 — Coordenadas esféricas

5.5 INTEGRAGAO SINGULAR PARA CELULAS

(5.120)

(3.55)

Neste trabalho, a unica integral de dominio que realmente apresenta

singularidade é aquela da eq.(5.121) abaixo, presente na equagao integral de

contorno para tensdes em pontos internos (eq.(3.66)). Deseja-se resolver

numericamente aquela integral, referente as tensbées nao-elasticas.

| = '[Qgij(kcgk (9)dQ

(5.121)

Porém, nesta secdo, antes de se resolver a integral singular acima, o

autor optou por apresentar a formulagdo envolvida na consideragao da atuagéo

de tensdes nao-elasticas no calculo das tensdes internas. Para tanto, parte-se
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da eq.(3.65) rescrita abaixo, onde se deseja resolver a ultima integral da

mesma.

= ZGV CM o M, M |l g [ 6y o P, o P, Poc |, gra
O , x, ox, ) T|1-2v ™ &, x,  ox, )| "
+_[ 2Gv 5 6u(k+G 8umk+8unk de_C',f 2Gv 5. au/k+G aumk+c’5unk 4 A0+
Ql1-2v ™ ox, ox,  oOX, 2l1-2v ™ ox, x,  OX,,

* * Oe); e, 5‘ .
p. J- 2Gv 5 6u(k G OU, +8unk “de+I 2Gv 5 i, g Lm €nj TdQ -+
ox, x, X, al1-2v ™ o, ax ax

+ §mmkc;“;(s) —ona(s) (3.65)

Como se trata de uma integragao singular, € necessario que se faga um
tratamento especial desta. Seguindo esse pensamento, inicialmente, resolver-
se-a a seguinte integral, derivada diretamente da equacédo de deslocamentos

para pontos internos:

. . .
| =lim—— jQ_Q £,.(5,9)c’) (q)dQ (5.122)

€ — & o raio infinitesimal;
Q — €& o0 dominio infinitesimal.

€

A eq.(5.122) pode ser escrita em coordenadas esféricas, segundo figura
5.17:

jz" j d j £,.(6,0,r(s,Q))o; (Q)r(s,q)dr |cos 6d6d¢ (5.123)
% Hoax :

Uma vez que o limite inferior da integracdo em ‘r' e a diferenciagéo na
eq.(5.123) dependem da posicdo do ponto fonte ‘s’, € necessario que se

considere a variagdo do limite de integragdo com a diferenciagdo. Esse
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processo foi muito bem apresentado por Coda (2000), em sua se¢ao 1.8.2.

Aqui, sera apresentada apenas a €q.(5.123) ja diferenciada.

l, = J'Ozn f{; [['LQ{LR 0y (0,415, )} (@) r?(s,q)dr — &;,(6,0,1(s, Q) (Q)r?(s, q)r,[H cos 0dod¢

ox,(s)
(5.124)
onde:
- or(s,q) _ or(s,q) (5.125)
ox,(s)  ox,(q)
ou:
r,=CosS0Ccos ¢ (5.126)
r,, =cosfsen¢ (5.127)
=seno (5.128)
Fazendo-se:
h, = &, (6,0,1(s,9))o) (q) (5.129)
e utilizando-se a eq.(3.55), tem-se:
-1
h, = ————— 5 (1-2V)(r,; & + 71, 8;) T, O +3r,; Iy T, 5.130
= Torioviar 172008+ 8,) =18, Jop(@) (5.130)

Resolvendo-se o limite da eq.(5.124), apenas para a segunda parcela da

fungéo, e substituindo-se a eq.(5.130), tem-se:

- J-zn f { {J R oh,(0,¢,r(s, CI))rZ(S,q)dr}—Zijk(e,d))cs?k(s)r,é}COSGde(b (5.131)
7| =0 X, (s)
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onde:

-1

167(1-v)G {(1 —2V)(1,; 8y + 1y 8;) =1, Oy + 3,1y, r,i} (5.132)

Zik (9’4)) =

Observa-se que:

ahe(e,(b, r(S,q)) _ agi}k(e’(l)i r(S’q)) Gﬁ (q) (5133)

0x,(s) 0, (s) *

Deseja-se calcular a diferencial de s;k com relacdo a x,(s) da

eq.(5.133); assim:

Oe4(6,9,1(s,9)) -1
j ) T ToRivG BA=2v)(r 1, 8, +1,1, 8, )~ (1= 2v)(8,,8, + 5,8, ) +
=3, 1y, 8y + 8,8 — (8,1, Fy+0,, 1 1y +8,1, 1y )+ 150, 1, 11, }13 (5.134)
r

onde, para se chegar a eq.(5.134) acima, utilizou-se a seguinte igualdade:

or,, 1
— X =—(-3,, +T, r,, 5.135
axk (S) r ( k¢ k "¢ ) ( )
Fazendo-se:
-1
Wike = m {3(1 = 2v)(r, 1y, 8ji +0r, 8y )—(1- 2V)(6/k6ji + 6]/.6ik )+
—-3r,r,, Sjk + 6€i8jk - 3(8jér,k r,i+6k(r,j r,i+8i,gr,j e )+ 1 5r,j (N r,[} (5.136)

a eq.(5.131) pode ser escrita como:

€

=] j//[ngn{ ngme@)o?k(q)dr}—zi,-k<e,¢>r,€ oi(s)}cosedew (5.137)
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ou:

. = .[ozn .[% lim{jRIWijké(e,(b)G?k(q)dr}COS 0dodd + Ijnf/% ~2,,(0,0)r,, cos 0d6d¢a) (s)

—%s—)O e r
(5.138)
Resolvendo-se a segunda integral da eq.(5.138), tem-se:
. 27 %
9y (0:0) = =J," [} 2 (6,9, cos 6dode (5.139)

Substituindo-se a e€q.(5.132) na eq.(5.139) acima, tem-se:

271 —
Oy (0,0) = [ j /167:1 G (1 2V)(F,; By + Ty B;) =T By + 30, 1 Iy, COS BAOAG

(5.140)
ou:
1 2n V 21 y
i (6,0) = 670-VIG UO L% (1-2v)r,r,, 8, cos6dodd + IO L%m —2v)r, r,, 8, cos 6dodd +
2n 7 27 ’y
- jzr r,, 3y cos 0d0d¢ + 3| L{Zr,j Ty Ty, COS 6d6d¢} (5.141)

Atribuindo-se valores (de 1a 3) ai, j, k e 7, e utilizando-se as eq.(5.126),

(5.127) e (5.128), consegue-se chegar a:

2n (7 4r
[ J'_%r,,-r,f B 008 0d0d} = —=5,5, (5.142)
e

f“j/ r,Jr,kr,,r,lcosededd)— 75 8,8, 3,5, +8,8, ) (5.143)
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Substituindo-se as eq.(5.142) e (5.143) na eq.(5.141), pode-se chegar a:

1
Gike = G [(4 - 5V)(6ji8ké’ + Siksjé )— Sjkaié (5.144)

30(1-v)

A integral referente as tensdes nao-elasticas da eq.(3.65) pode ser

escrita como:

G 2Gv 1 A ol
Omn(S) = msmn UQI’_?’(W”M T VYoo + Waks }yjk (Q)dQ + (g1jk1 *+ Jojc2 + J3jk3 )ij (S)} +

+ G|:J.er3(\|jmjkn + W hjkm }F;ﬁk (Q)dQ+ (gmjkn *+ Onjkm )Gjﬁk (S)} (5.145)

Utilizando-se a eq.(5.136), pode-se chegar a:

(1-2v)

— 278, 3T, 5.146
8n(1—v)G{’k ) ( )

Wikt T Wake + Vajks =

Vonikn + Wokm = 1 5 {(1 —2\/)(é3mj8kn + 6nj6km)+ 3v(r,, [ O+ Fon Tj Oy + Ty T Oy +

81(1-v) Pk
+ o P 85 - B(Fo T O 15Ty S0 ) = 8,08y =150, 1, 1 r,n} (5.147)

m Yk mn* jk
Utilizando-se a eq.(5.144), tem-se:

1-2v
G1jk1 + 922 + G3jks :ﬁ&k (5.148)

1

gmjkn + gnjkm = m [(4 - 5V)(Sijkn + 8nj8km ) - 8mn8jkj| (5 1 49)
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Substituindo-se as eq.(5.146), (5.147), (5.148) e (5.149) na eq.(5.145),

pode-se escrever que:

S5n(8) = | Bk (@)AQ + Gy S (8) (5.150)
onde:

= 1

Emnjk = m {(1 - 2V)(Smjgkn + 6nj6km - 8mn8jk + 3I',j rak 8mn ) + 3v(r,m r:j 8kn + rsn r,j Skm +
+ r’m r’k 8Jn + r.’n r.’k 8]m )+ 3r!m r!n 8]}( - 1 5r7J r,k r!m r’n} (5. 1 51 )

e

— 1

gmnjk = 1 5(1 . V) [(4 - 5V)(8mj8kn + 8nj8km ) - (1 - 5V )SmnSjk] (5 1 52)

Aplicando-se as expressdes das solugbes fundamentais (eq.(3.43) e
(3.44)) e substituindo-se o resultado da integral referente as tensdes néao-
elasticas, eq.(5.150), na eq.(3.65), pode-se escrever:

S = [ DinaPdl = | Sl + | D0y dQ = ¢ | Dy, dQ = p- | Dyl dQ +

kmn kmn

+ | B SR ()R + Gy S (8) — 0a(5) (5.153)

Deseja-se escrever as tensdes nao-elasticas c,fm(s) em funcdo de

o (s). Assim:

o = %(cﬁm +oh ) (5.154)
n 1 n n
Cmn = E(ijsjmékn + ijSjnSkm) (5.155)

o1 a
Omn = E(Sjmskn + 6jn6km jk (5 1 56)



Capitulo 5: Integragdes para elementos de contorno e células 117

Substituindo-se a e€q.(5.156) na eq.(5.153), pode-se chegar a eq.(3.66):

oy = | Dypdl = | Syudl + [ Db d@—c- [ D0, dQ—p- [ Dyyii,dQ+

+ J.QEijlkG?k (9)dQ +§j(¢k6?k (s) (3.66)
onde:

= 1

Ginc = m [(_7 +5V)(8;,8) +88;,)—(2-10v)5;3, (3.70)

A notacgdo indicial das eq.(3.66) e (3.70) foram modificadas, apenas com
o intuito de se continuar seguindo a notagao apresentada na segao 3.6.

Apods a deducao da formulacdo envolvida na consideragcao de atuacgao
de tensdes nao-elasticas no calculo de tensdes internas, pode-se voltar a tarefa

de resolugdo numérica da integral referente a tensdes nao-elasticas.

= | Ejxoli(@)dQ (5.121)
Fazendo-se:

Eprgc = B - T° = 1Y) {(1=2)(8,,81 + 818km — Brandie + 31 e S )+ 3V(For T B +

1) Oy + Mo Mok SJ.n +1,, Ty Sjm 3,1, SJ.k -1 5r,j [ r,n} (5.157)

e observando-se a mudanga de indices, tem-se

14
= [ Ein—50(@)d0 (5.158)

A eq.(5.158) acima, pode ser transformada para o sistema de

coordenadas esféricas; figura 5.17.
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1 &
1= J J By~ 07(q) cos Bdrd¢do (5.159)

Observa-se na eq.(5.159) uma singularidade de 1/r; € necessario um
tratamento especial para tal integral.

As tensdes ndo-elasticas em um ponto qualquer (q) do solido podem ser
escritas em funcdo dos valores das tensdes nao-elasticas nos nds da célula

que contém o ponto q:
(@) = ,(q) - ) t=1,2,3,4 (5.160)

Substituindo-se a aproximagédo para célula, eq.(5.160), na eq.(5.159)

tem-se:
1 n
= [JJ B~ ¢u(a)cos bardgde - o7 t=1,2,3,4 (5.161)

Substituindo-se as relagdes da figura 5.17 na eq.(5.98), tem-se:

0 =& = %[at + B, coscos ¢ + v,r cos Bsend + rsend| (5.162)

ou

&, :ﬂ+L[Bt cos0cosd + v, cosesen¢+8tsen6] (5.163)
6V 6V

Como uma simplificagao, para o calculo de tensdes internas levando-se
em consideragcao a existéncia de tensbes nao-elasticas, ndo serao permitidos
pontos no interior das células de discretizagdo da atuacdo das tensbes néao-
elasticas, ou seja, s6 existem duas possibilidades para a posicédo do ponto
fonte com relagcdo a célula a ser integrada: fora dela, com uma integragao
regular, segundo procedimento apresentado na se¢ao anterior; ou nos vértices

da mesma, com uma integragdo singular apresentada a seguir. Lembrando-se
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que, para as ceélulas de discretizagao do dominio para a montagem da matriz B
(forcas volumétricas), nada muda, ou seja, podem existir pontos no interior
destas células.

De acordo com a simplificagdo citada no paragrafo acima, para uma

integracao singular, a eq.(5.163) pode ser escrita como:
£ =8, + GLV[Bt cos 0cos ¢ + y, cos Osend + 5,send| (5.164)

onde ‘s’ é a numeracgéo local do ponto fonte.

Substituindo-se a e€q.(5.164) na eq.(5.161), tem-se:

|= L.UrEiV’k ;SSt cos 6drd¢de - o)) +

+ J.eUrEiif’k GLV [B. cos 6 cos ¢ + y, cos Bsend + ,sen6|cos drd¢do - o7 (5.165)
ou

I=(, +1,)-o" (5.166)
onde:

=] J Ein ;sst cos 0drd¢do (5.167)
e

l, = J‘GMEW GLV [B, cos 6cos ¢ + v, cos Osend + 5,send|cos Odrd¢do (5.168)

Apenas a integral |4 € singular, podendo a integral |, ser resolvida pelo

procedimento apresentado na secgao anterior. Vale observar que o grau de
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singularidade da funcéao Ejé,k € 3. Esse valor sera utilizado na eq.(5.90) para o

calculo do valor do raio adimensional p1.
Para a resolucéo da integral de |4, primeiramente integra-se em r, assim

a eq.(5.167) pode ser escrita como:

|, = j J¢Ew INR(6,9)- 8, cos 6drdddd (5.169)

onde R(6,4) é o raio maximo, do ponto fonte ‘s’ até a face oposta ao mesmo,

dado pela eq.(5.170), calculado por um processo semelhante ao que se fez na

determinacao da eq.(5.114).

R(6,9)= —oV (5.170)
B, cosOcos ¢ + v, cosBsend + 5.send

No limite inferior (r—0) a integral se anula, pois € feita em uma esfera
fechada.
Por fim, optou-se por se realizar a integral da eq.(5.169) nas faces da

célula, utilizando-se o processo de integracdo quase-singular da segéo 5.3.
5.6 EXEMPLOS

Nesta secdo, o autor apresenta dois exemplos numéricos que
complementam a validagao dos processos de integracdo desenvolvidos no

trabalho.
5.6.1 Exemplo 5.1
O exemplo 5.1 trata da analise de um sdlido submetido a agdo de uma

forca volumétrica distribuida em todo o seu dominio atuando da diregao

longitudinal. Figura 5.18.



Capitulo 5: Integragdes para elementos de contorno e células 121

b=0,25 Pa/m3 E =80.000 Pa
T v=0

e3 //
1e2 A 2m

Figura 5.18 — Exemplo 5.1

A solucéao analitica, para deslocamentos, no caso de uma barra sujeita a
uma forca uniformemente distribuida ao longo do seu comprimento (figura

5.19), pode ser calculada utilizando-se a integral abaixo:

?AAA
\’
\’
\’
"

N=b AL =X

eeeeeeeee@g
X

Figura 5.19 — Barra sob forga uniformemente distribuida ao longo do comprimento

u(x) = Ioadx (5.171)
u(x) = J:%x (5.172)
u(x) = g jox(l_ — x)dx (5.173)

(5.174)
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u(x)=g[Lx—%x2j (5.175)

Para a extremidade da barra (x = L), tem-se:

bL?
ull)=— 5.176
L)="¢ (5.176)
Substituindo-se os valores envolvidos no problema, tem-se:
u=25x10"m

O sodlido foi analisado utilizando-se duas discretizacdes diferentes. Uma
delas seria a discretizacdo da figura 5.20, com mesma densidade para a
discretizagdo do dominio (nd/c = ndpc = ndcc = 2). Ou seja, sdo 36 nos, 48
elementos de contorno e 48 células. E a outra, uma discretizagéo tipo 2210,

com 108 nos, 176 elementos de contorno e 240 células.

6

34 35 3 ; ~ :6
3
M 32 g 3
28 29 30
25 26 27
E 3 3 E ; ] E 34
%
19 eo @
16 17 18
5
10 11 12
7 3 5 D] 10 ]1 12
S CRR (% J 5 18 17 16
i 2|
1 2 3 %
bg 3 N
6l
7 8 9

Figura 5.20 — Nés e elementos de contorno
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Os resultados obtidos para os deslocamentos na extremidade livre da

barra s&o apresentados na tabela 5.1 abaixo:

Tabela 5.1 — Deslocamentos na dire¢do longitudinal — exemplo 5.1

N6 222 erro % 2210 erro %
(0,0,4) [2,41200E-05| -3,520 (2,49330E-05 | -0,268
(1,0,4) [2,36380E-05| -5,448 (2,49320E-05 | -0,272
(2,0,4) [2,41840E-05| -3,264 |2,49360E-05 | -0,256
(0,1,4) [2,36330E-05| -5,468 (2,49310E-05 | -0,276
(1,1,4) [2,34290E-05| -6,284 (2,49510E-05 | -0,196
(2,1,4) |2,36600E-05| -5,360 (2,49320E-05 | -0,272
(0,2,4) (2,41710E-05|-3,316 |2,49340E-05| -0,264
(1,2,4) |2,36520E-05] -5,392 (2,49310E-05 | -0,276
(2,2,4) |2,41650E-05| -3,340 (2,49340E-05 | -0,264
Valor |2,50000E-05| 0 |2,50000E-05| 0

analitico

Da mesma forma, apresentam-se os valores obtidos para as reacdes de

apoio:
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Tabela 5.2 — Reagbes de apoio — exemplo 5.1

No 222 erro % 2210 erro %

0,0,0) |-1,04380E+00| 4,380 |-9,97310E-01 | -0,269

1,0,0) |-9,35830E-01 | -6,417 |-9,96880E-01 | -0,312

2,0,0) |-1,02380E+00| 2,380 |-9,96390E-01 | -0,361

0,1,0) |-9,31310E-01 | -6,869 | -9,96280E-01 | -0,372

2,1,0) |-9,36890E-01 | -6,311 | -9,96570E-01 | -0,343

0,2,0) |-1,03370E+00| 3,370 |-9,97380E-01 | -0,262

1,2,0) |-9,31100E-01 | -6,890 |-9,96090E-01 | -0,391

(0,0,0)
(1,0,0)
(2,0,0)
(0,1,0)
(1,1,0) |-8,96660E-01[-10,334 [-1,00010E+00| 0,010
(2,1,0)
(0,2,0)
(1,2,0)
(2,2,0)

2,2,0) |-1,04290E+00| 4,290 |-9,98140E-01 | -0,186

Valor |-1,00000E+00 0 -1,00000E+00 0

analitico

As tensdes na diregao longitudinal da barra variam linearmente com a
coordenada X3 do problema analisado, assim, na tabela 5.3 sdo apresentados
os valores obtidos para os nos localizados na se¢do média do sdlido (X3 = 2
m).

Observa-se que os resultados obtidos sao bastante satisfatorios,

validando, assim, os desenvolvimentos envolvidos.
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Tabela 5.3 — Tensbes na dire¢ao longitudinal — exemplo 5.1

N6 222 erro % 2210 erro %

0,0,2) |4,79230E-01|-4,154 |4,98730E-01 | -0,254

1,0,2) |4,76090E-01 | -4,782 (4,98750E-01 | -0,250

2,0,2) |4,80160E-01 | -3,968 |4,98780E-01| -0,244

0,1,2) |4,76110E-01|-4,778 |4,98760E-01| -0,248

2,1,2) |4,76870E-01|-4,626 |4,98750E-01 | -0,250

0,2,2) |4,79810E-01 | -4,038 |4,98770E-01| -0,246

1,2,2) |4,76290E-01 | -4,742 |4,98750E-01 | -0,250

(0,0,2)
(1,0,2)
(2,0,2)
(0,1,2)
(1,1,2) |4,73290E-01]-5,342 |4,98790E-01 | -0,242
(2,1,2)
(0,2,2)
(1.2,2)
(2,2,2)

2,2,2) |4,79890E-01|-4,022 |4,98730E-01 | -0,254

Valor |[5,00000E-01 0 5,00000E-01 0

analitico

5.6.2 Exemplo 5.2

O exemplo 5.2 analisa o mesmo solido do exemplo anterior, sendo que
agora se optou por utilizar discretizagdes independentes para o contorno e para
o dominio. Objetiva-se com este exemplo aferir tal independéncia de
discretizagdes.

Sendo assim, para o contorno, utilizou-se a discretizacdo 2210 para
todas as analises; e para o dominio, utilizaram-se as discretizacbes do tipo
111, 112, 113 e 2210.

As tabelas 5.4, 5.5 e 5.6 abaixo, semelhantemente ao que foi mostrado
nas tabelas 5.1, 5.2 e 5.3 do exemplo anterior, apresenta, respectivamente, os
deslocamentos na extremidade livre da barra, as reacbes de apoio e as
tensdes na direcdo longitudinal da barra para os nés localizados na secao
média do sdlido (X3 =2 m).
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Tabela 5.4 — Deslocamentos na dire¢ao longitudinal — exemplo 5.2
No 2210_111 erro% | 2210_112 |erro% | 2210_113 |erro% 2210 erro %
(0,0,4) | 2,49480E-05 | -0,208 | 2,49330E-05 | -0,268 | 2,49310E-05 | -0,276 | 2,49330E-05 | -0,268
(1,0,4) | 2,49370E-05 | -0,252 | 2,49320E-05 | -0,272 | 2,49320E-05 | -0,272 | 2,49320E-05 | -0,272
(2,0,4) | 2,49420E-05 | -0,232 | 2,49390E-05 | -0,244 | 2,49390E-05 | -0,244 | 2,49360E-05 | -0,256
(0,1,4) | 2,49360E-05 | -0,256 | 2,49300E-05 | -0,280 | 2,49280E-05 | -0,288 | 2,49310E-05 | -0,276
(1,1,4) | 2,49520E-05 | -0,192 | 2,49510E-05 | -0,196 | 2,49510E-05 | -0,196 | 2,49510E-05 | -0,196
(2,1,4) | 2,49310E-05 | -0,276 | 2,49330E-05 | -0,268 | 2,49340E-05 | -0,264 | 2,49320E-05 | -0,272
(0,2,4) | 2,49310E-05 | -0,276 | 2,49340E-05 | -0,264 | 2,49320E-05 | -0,272 | 2,49340E-05 | -0,264
(1,2,4) | 2,49290E-05 | -0,284 | 2,49300E-05 | -0,280 | 2,49310E-05 | -0,276 | 2,49310E-05 | -0,276
(2,2,4) | 2,49290E-05 | -0,284 | 2,49350E-05 | -0,260 | 2,49370E-05 | -0,252 | 2,49340E-05 | -0,264
Valor | 2,50000E-05 0 2,50000E-05 0 2,50000E-05 0 2,50000E-05 0
analitico
Tabela 5.5 — Reagbes de apoio — exemplo 5.2
No 2210_111 erro % 2210_112 erro % 2210_113 erro % 2210 erro %
(0,0,0) -9,97550E-01 | -0,245 | -9,97290E-01 | -0,271 | -9,97460E-01 | -0,254 | -9,97310E-01 | -0,269
(1,0,0) -9,96990E-01 | -0,301 | -9,96830E-01 | -0,317 | -9,96820E-01 | -0,318 | -9,96880E-01 | -0,312
(2,0,0) -9,96210E-01 | -0,379 | -9,96370E-01 | -0,363 | -9,96420E-01 | -0,358 | -9,96390E-01 | -0,361
(0,1,0) | -9,96420E-01 | -0,358 | -9,96150E-01 | -0,385 | -9,96200E-01 | -0,380 | -9,96280E-01 | -0,372
(1,1,0) | -1,00010E+00 | 0,010 | -9,99990E-01 | -0,001 | -1,00010E+00 | 0,010 | -1,00010E+00 | 0,010
(2,1,0) -9,96600E-01 | -0,340 | -9,96670E-01 | -0,333 | -9,96540E-01 | -0,346 | -9,96570E-01 | -0,343
(0,2,0) -9,97460E-01 | -0,254 | -9,97500E-01 | -0,250 | -9,97460E-01 | -0,254 | -9,97380E-01 | -0,262
(1,2,0) -9,95830E-01 | -0,417 | -9,96120E-01 | -0,388 | -9,96050E-01 | -0,395 | -9,96090E-01 | -0,391
(2,2,0) | -9,99180E-01 | -0,082 | -9,98290E-01 | -0,171 | -9,98200E-01 | -0,180 | -9,98140E-01 | -0,186
Valor -1,00000E+00 0 -1,00000E+00 0 -1,00000E+00 0 -1,00000E+00 0
analitico
Tabela 5.6 — Tensdes na dire¢ao longitudinal — exemplo 5.2
No 2210_111 erro% | 2210_112 |erro% | 2210_113 |erro% 2210 erro %
(0,0,2) | 4,98990E-01 | -0,202 | 4,98650E-01 | -0,270 | 4,99110E-01 | -0,178 | 4,98730E-01 | -0,254
(1,0,2) | 4,98750E-01 | -0,250 | 4,98640E-01 | -0,272 | 4,98870E-01 | -0,226 | 4,98750E-01 | -0,250
(2,0,2) | 4,99110E-01 | -0,178 | 4,98490E-01 | -0,302 | 4,99000E-01 | -0,200 | 4,98780E-01 | -0,244
(0,1,2) | 4,98450E-01 | -0,310 | 4,98890E-01 | -0,222 | 4,98580E-01 | -0,284 | 4,98760E-01 | -0,248
(1,1,2) | 4,98890E-01 | -0,222 | 4,98760E-01 | -0,248 | 4,98760E-01 | -0,248 | 4,98790E-01 | -0,242
(2,1,2) | 4,99380E-01 | -0,124 | 4,98860E-01 | -0,228 | 4,98760E-01 | -0,248 | 4,98750E-01 | -0,250
(0,2,2) | 4,98450E-01 | -0,310 | 4,98970E-01 | -0,206 | 4,98540E-01 | -0,292 | 4,98770E-01 | -0,246
(1,2,2) | 4,98640E-01 | -0,272 | 4,98580E-01 | -0,284 | 4,98880E-01 | -0,224 | 4,98750E-01 | -0,250
(2,2,2) | 4,98660E-01 | -0,268 | 4,98840E-01 | -0,232 | 4,98480E-01 | -0,304 | 4,98730E-01 | -0,254
Valor 5,00000E-01 0 5,00000E-01 0 5,00000E-01 0 5,00000E-01 0
analitico

Analisando-se as 3 tabelas acima, percebe-se que a discretizagao do

dominio nao influencia muito no problema analisado.




6 o mETODO DOS
ELEMENTOS DE CONTORNO
NO DOMINIO DO TEMPO

No presente capitulo sera apresentada a formulagao utilizada para o
Método dos Elementos de Contorno no Dominio do Tempo (TDBEM), bem
como um exemplo numérico sobre esta técnica. Vale dizer que o conteudo
apresentado tem como base o texto de Livre-docéncia do orientador, Coda
(2000).

O Time Domain Boundary Element Method (TDBEM) ou Método dos
Elementos de Contorno no Dominio do Tempo surge como uma alternativa ao
chamado Mass Matrix Boundary Element Method (MMBEM), uma vez que,
utilizando solugdes fundamentais dependentes do tempo, elimina a
necessidade da discretizacdo do dominio para a geragdo de matriz de massa.
Sendo assim, em analises elasticas, nenhuma discretizacdo do dominio é
necessaria.

Vale dizer que o codigo computacional basico para esta técnica foi
desenvolvido pelo orientador do trabalho; porém, a implementagao de pontos
fonte singulares para os elementos de contorno triangulares planos foi
desenvolvida integralmente pelo autor, fazendo-se uso das técnicas

comentadas no capitulo anterior.
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6.1 EQUAGAO INTEGRAL DE DESLOCAMENTOS

Para a deducdo da equacédo integral de deslocamentos originaria do
TDBEM, optou-se por se partir da equagao de equilibrio dindmico expressa em
termos de tensdes, eq. (6.1), escrita abaixo, onde, inicialmente, n&o se levou

em consideracao a simetria do tensor de tensoes.

o;; +b; = pu; +cu; (6.1)
Uma vez que o amortecimento viscoso n&o sera considerado no

problema, a eq.(6.1) passa a ser escrita como:

oy, +b, = pi (6.2)

A eq.(6.2) escrita em termos de deslocamentos torna-se a equacgao de

movimento para corpos elasticos, ou equacao de Navier-Cauchy:
GU;n + (A +G)uy,  +b; =pU, (6.3)

Impondo-se a condi¢céo de irrotacionalidade, expressa na equagao (6.4)
abaixo, a eq.(6.3), obtém-se a velocidade de propagac¢ao da onda longitudinal

(dilatational wave) C.

W, = 1(uiyj —u

175 )=0 (6.4)

b

C, =+J/(n+2G)/p (6.5)

Da mesma forma, aplicando-se a condi¢gédo da eq.(6.6) abaixo a eq.(6.3),
chega-se a expressao da velocidade de propagacédo da onda equivolumial ou

distorcional (shear wave) C,, €q.(6.7).
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C,=+Glp (6.7)

Observa-se que C, >C,.

Substituindo-se as expressdes de Cq e C, na eq.(6.3), tem-se:

p(CZ ~ C2)Uy, g + PCAU,  +b; = pi (6.8)

m,mj
As condigdes iniciais podem ser escritas como:

U (X, ty) = Ug (x) (6.9)
U (X, ty) = V() (6.10)

As condigdes de contorno ao longo do tempo podem ser escritas como:

u(x,t) = G(x1) em I’y (6.11)
pi(xt) = pi(xt) em I' (6.12)

O método dos residuos ponderados foi utilizado para a deducgédo da
equacao integral de deslocamentos; sendo assim, considera-se dois estados
dindmicos, onde o primeiro respeita a eq.(6.2) e o segundo, além da equacgao

anterior, respeita a eq.(6.3).

19) ui(T)acij(T)

29) u(t— r),ci?(t —-1)

Multiplicando-se a eq.(6.2), escrita para o primeiro estado, pelo campo

de deslocamentos do segundo estado, tem-se:
(Gij,i('t)"'bj(T)_puj(T))'u?(t_T):0 (6.13)

Integrando-se em um dominio 2 do corpo e em um intervalo de tempo
[to,t]I
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J. [ (0(x)+b, ()= pliy (4))- U} (t— )2z = 0 (6.14)

J. [ o(a t=m)dade+ [ [ by(f(t-r)dade = [ [ pii (1)uf (t—T)ded  (6.15)

Integrando-se por partes em relagdo ao tempo o termo do lado direito da

eq.(6.15), pode-se escrever:
[, ] pti, ()t~ a2 = [ pla (el (t—); [ 0,(2)a(t - r)dejd (6.16)

Integrando-se por partes, também em relagdo ao tempo, o segundo

termo do lado direito da eq.(6.16) acima, tem-se:
j;uj(r)u?(t—r)drdg = u (T (t-1), -j u,(1)ii° (t - 7)dwdQ (6.17)
Substituindo-se a €q.(6.17) na eq.(6.16):

LthpUj(r)u?(t—r)der_J' {U (DU’ (t—1)—u, (D)l (t- ‘C)} dQ+

+“pu °(t - t)dQdt (6.18)

Integrando-se por partes no espago o primeiro termo da esquerda da
eq.(6.15), tem-se:

[ [ op(oue(t-)xode = | {L o,(UNUl(t-T)r - [ oy (cul(t-T)dQfde  (6.19)

Semelhantemente ao que foi feito na dedugdo da formulagdo do

MMBEM (capitulo 3), pode-se escrever:

p;(t) = o (1), (6.20)
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oy (T, (t—1) = oy (t)e (t— 1) (6.21)
(1) =o; (1) - oj(1) (6.22)

Observando-se a eq.(6.22), percebe-se que a utilizagdo da técnica dos
residuos ponderados na construcdo da formulacao transiente do Método dos
Elementos de Contorno facilita a introdugdo de tensbes plasticas no
equacionamento integral final, tornando possivel o tratamento de problemas
ndo-lineares fisicos via TDBEM. Porém, como este tema ndo é tratado na
pesquisa, optou-se por, desde ja, considerar apenas tensdes elasticas no
equacionamento em desenvolvimento. Sendo assim, a eq.(6.22) pode ser

reescrita como:

o;(t) = o; (1) (6.23)

[

Substituindo-se as eq.(6.20), (6.21) e (6.23) na eq.(6.19), tem-se:
t t t
L 0 J.chij,i(r)u?(t—r)der = jt 0 jrpj(rp?(t—r)dl"dr— jt 0 chij(r)sg(t—r)der (6.24)
Substituindo-se a €q.(6.24) e a €q.(6.18) na eq.(6.15), tem-se:

t . .

J, Jpi(oup(t-vydrde = | pli (Dl (t— 1) -y (D)l (t - ), da+

—j j b, (t)u (t—rdeH” t—rdeHj j pu,(1)i%(t - t)dQdt  (6.25)
Aplicando-se a propriedade da eq.(6.26) abaixo ao terceiro termo do

lado direito da eq.(6.25) e integrando-se por partes em Q, tem-se:

e 0 _ ke .0 o _ o _ 0
;& = Skfcu €j = &,0y, =U,, Gy, =U;Gy (6.26)

[ oy(eit-ndadt = [ [ u,()ol(t-1)dOd (6.27)
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[ w0 (t-)dQde = [ [ u(tne}(t-r)drde - j [ uj(x)of (t-r)ddr  (6.28)

0

Substituindo-se a eq.(6.20) na eq.(6.28) e substituindo-se o resultado na

eq.(6.27), pode-se escrever:
j j o,()el (t - t)dQdr = j j u,(1p’(t - t)drde - j j (el (t-1)dQdt  (6.29)
Substituindo-se a €q.(6.29) na eq.(6.25), tem-se:

f J‘r p,(t)] (t—7)dldr = IQ P{Uj (T)U?(t—T)—UJ(T)U?(t—T)}:UdQ—}—
_J': J'ij (’E)U?(t—’t)deT_J': IQuj (r){Gi?’i(t—’E)—pU?(t—1:)de1;+
+ j j u, (1)p?(t - t)dr'de (6.30)

Pela eq.(6.2), observa-se que o penultimo termo da eq.(6.30) é

conhecido.
—J;J. {GUI(t T)— pu (t- TdeT_II bo(t 7)dQdt (6.31)

Assim, substituindo-se a eq.(6.31) na eq.(6.30), chega-se a eq.(6.32)
abaixo, que é conhecida como Teorema de Graffi:
j [ p, (0l (t - r)rde + j [ by (ot~ ‘t)de’t+[|. pu,(t (t—r)dQ]I
—j j u, (1)p°(t - t)drdz + j j ()o?(t - r)dgdw[[ pU, (T (t—t)dQ]I (6.32)
Apos a deducdo do Teorema de Graffi, substitui-se o estado

elastodinamico auxiliar ()’ pela solugdo do problema fundamental da

elastodinamica para corpos infinitos ou semi-infinitos isétropos. Por sua vez, o
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problema fundamental é definido substituindo-se a forga volumétrica ‘b;’ por um

carregamento variavel no tempo, aplicado em um ponto fonte ‘s’

by = 8,5(s,q)f(t) (6.33)

onde:

b;j — € a carga fundamental aplicada na diregao k;

Sk — e o deltade Kroneker (Osek=je 1sek=j);

3(s,q) —éodeltade Dirac (0 ses=qe +xoses=q)

q — € um ponto de campo;

f(t) — € uma fungdo que representa a variagdo temporal do
carregamento.

Assim, semelhantemente ao que se fez para o MMBEM, pode-se

escrever.
GI:ij,i + b;j = pu;j (6.34)

Vale dizer que as solugdes das equacdes diferenciais (6.34) sao as

chamadas funcbes de Green; para o caso de dominio infinito, estas sao
chamadas de Solugdo Fundamental de Stokes, {u,,cy}.

As condigdes iniciais para se resolver este problema fundamental sao de

repouso:

uij(q,to) =0
uij(q’to) =0

Substituindo-se na eq.(6.32) o estado elastodindmico auxiliar pelo

estado fundamental e adotando-se t, =0:
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[, uj (@ 0)8,3(s,f(t - )dQdc + [ [ py(Q -5/ fu(Q r)drdr+
- jgpuj(q,O)u;“(q,t,s/f)dQ=j;jru;j(Q,t ~5s/f)p,(Qt)dldt +

t " -
+ jojgbj(q,r)ukj(q,t—r;s/f)der— jgpuj(q,O)ukj(q,t;s/f)dQ

(6.35)

onde a notagao ‘/f' é referente a fungao de carga f e as solugdes fundamentais

tridimensionais sao:

arr 8, \%
uk,(q,tS/f) 4:cp{ ; —Tk’j‘[ocf(t—ar)dow
cy'

+£ 1 —f(t-r/C,)- L —f(t-r/C,) |+ O —_f(t-r/C,)
r’ | C? C? rC2 2
e
8yl +0 18,0, —5r, T, cg
p’;,-(q,t,s/f)=4i{6cg[ URAJ '+r2 Py [ af(t-ar)da+
T ke

8 8 y 8 ] 6" LA 2
2[ kDOl +0; 2rk Fyi 15 o {%f(t_r/g)—f(t—r/Cz)}r

r 1

2 tH LA 3 3
+%{f(t— r1C,)- 2 G f(t—r/C )}
r

2

8r 02
2 (1 2C j{f( r/C)+C1 f(t— r/C1)}+

1

2

Oyl +0yT;
r

f(t—r/Cz)+CLf(t—r/CZ)}}ni

2

(6.36)

(6.37)

Considerando-se as propriedades da distribuicdo Delta de Dirac, a

eq.(6.35) pode ser escrita como:
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ijf;uj(s,r)f(t—r)dr = I;jru;j(Q,t—r;s/f)pj(Q,r)dFdr+
_ J:.L Py (Qt—Ts/fu(Q 7)dldr+ j;jgbj (1)U (at - s/ f)dQdc +

+ Iqu;j(q, t;s/f)u;(q,0)dQ - Lpu;j(q ts/f)u;(q,0)dQ (6.38)

onde C, assume o valor de §,, para pontos fonte internos ao problema

estudado e um valor dependente da superficie do problema para pontos fonte
no contorno. E muito importante observar que a eq.(6.38) s6 é valida para
pontos fonte internos e no contorno; para pontos fonte externos, fazem-se

necessarias algumas consideragdes adicionais.

Pode-se comegar afirmando que quando da aplicagdo de um
carregamento concentrado no ponto fonte ‘s’, apés um periodo de tempo ‘t’

uma certa regido é perturbada por este carregamento, figura 6.1.

Figura 6.1 — Regido perturbada apds um periodo de tempo

Observa-se que na figura 6.1 adotou-se arbitrariamente a velocidade
longitudinal C4.
Para pontos fonte localizados no interior ou no contorno do corpo, a

convolugao representada na eq.(6.38) pode ser esbogada na figura 6.2.
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sentido do movimento
convolutivo da solugédo
fundamental

Figura 6.2 — Convolugao temporal para pontos fonte internos ou no contorno do corpo

Vale observar que no processo convolutivo os valores fundamentais sédo
dependentes de ‘t-t’; sendo assim, o raio externo das regides perturbadas séo
referentes ao instante t = 0 e o ponto fonte ‘s’ representa o instante t =t. Em

outra palavras, ‘t-t’ varia de ‘t'a ‘0.
O<t<t
t<t-1<0

A figura 6.3 representa o processo convolutivo para pontos fonte
localizados fora do dominio do corpo, onde ‘€’ € a menor distancia entre o

ponto fonte ‘s’ e o contorno I" do corpo.

Figura 6.3 — Convolugéo temporal para pontos fonte externos ao corpo

Neste caso, a eq.(6.38) seria escrita como:
t o« t o«
[ [Py(Qt=5s/fux)dwdr = [ |uy(Qt-ms/f)p,(x)dwdl (6.39)

onde, por simplificagdo, ndo se escreveu as integrais de volume.
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A eq.(6.39) poderia ser dividida em:

t-e/cy  « t *
LI, Pe@t-us/fundadr+ [ [ py(Qt-gs/fuy(r)dwr

t-e/c; t *
_ jr L Uy (Qt—7s/f)p,(t)dwdl + jr L o1 Ug(Qt=Ts/f)p;(x)dedl (6.40)

Graficamente:

-4

Figura 6.4 — Convolugéo temporal para pontos fonte externos ao corpo — divisao

O erro encontrado nas referéncias classicas do MEC (KARABALIS &

BESKOS, 1984) (ou eq.(6.39)) é a consideragdo da regido do intervalo de

tempo [t—g,t}; anulando-se as integrais neste intervalo, tem-se:
1

(t-e/cy)

(t-e/cq) "
[ [ " pg(@t-gs/funddl = [ [ " uy(Qt-xs/fpy(r)dwdl (6.41)
Fazendo-se:
e .
t-— =t 6.42
c (6.42)

e, consequentemente:
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t = t' 4+ (643)

Pode-se reescrever a eq.(6.42) como:

[ [ra@t +C£—1:;S/f)uj(r)d1:dl" = [ [uq@t +Ci— ts/fp(t)dwedl  (6.44)
1

1

A eq.(6.43) pode ser entendida como uma translagdo temporal do
instante final da analise.
Finalmente, para pontos fonte exteriores, a eq.(6.38) correspondente &

escrita como:

t * ., € L e
, [[pa(@t + 2~ ms/flu(drde+ [ puy(O)in(t +is/f)dQ
! 1

t . . e t . . e
=jojrukj(Q,t +C—1—r;S/f)pj(r)dth+Io Lukj(q,t +o - ms/Dpy(x)dOde +

1

+[_pt; (O)uy (g t +Ci;s/f)dQ (6.45)

1

6.2 SOLUGAO FUNDAMENTAL SUAVE

A partir deste ponto, faz-se necessario que se assuma um
comportamento particular para o carregamento fundamental. Optou-se pela
utilizacdo de solugado fundamental suave, ou seja, resultante da aplicagdo do
carregamento fundamental distribuido ao longo de um intervalo de tempo. Tal
solucao fundamental apresenta comportamento numérico bastante satisfatério.
Para maiores detalhes, ver Coda (2000).

Antes de se aplicar a solugdo fundamental suave, € necessario que se
apresente uma propriedade que ¢é inerente a todo estado de Stokes ou Lamb.
Tal propriedade afirma que um estado de Stokes para uma excitacao que se

inicia no tempo 0 avaliado no tempo ‘t-t" € equivalente a outro gerado por uma
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excitagao que se inicia no tempo ‘t’ avaliado no tempo ‘1. Sendo assim, pode-

Se escrever:

Uy (Qt-150)=uy(Qts,1) (6.46)

P(Qt-180)=p (Qts,1) (6.47)

Tomando-se a eq.(6.38) — ou (6.45), quando se tratar de pontos fonte
externos ao corpo — modificando o argumento (q,t;s/f) para (q,t;s,0), uma vez
que a funcdo de carga, eq.(6.33), sera considerada a partir do instante inicial t
= 0; e utilizando-se a propriedade da solugdo fundamental de Stokes,

representada nas eq.(6.46) e (6.47), a €q.(6.38) pode ser escrita como:
Cyg[uy(s. Df(t - 1)t = [ ] U(Q ts,7)p,(Q 1)l +

- [ Pu(@ts 0uy(@o)drde+ [ by(a,t)uy(q s )dQde+

+ jQ pUy, (9, t;5,0)0,(q,0)dQ - Lpu;j(q, t5,0)u,(q,0)dQ (6.48)

A funcdo mais simples para se satisfazer as condicbes da solugao

fundamental em desenvolvimento é:

H(z) - H(x - t,)
t

p

f(1) = (6.49)

onde:
tq — € o tempo de duragao do impulso resultante;
H() - é afuncdo Heaveside;

tp — & um valor arbitrario qualquer.

Substituindo-se a e€q.(6.49) no primeiro termo da eq.(6.48), tem-se:
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H(t — t) — H(t -
t

p

t Uu(s,t)dt

t-t
d tp

CyJ,uy(s.1) ldg—c, (6.50)

Associando-se a duracdo do carregamento a um numero ‘d de

intervalos de tempo da analise numérica e fazendo-se ‘t, = At’, tem-se:

. us, a-dateat U (S, < u(s, . ul(s,

It i T)dt = r o der+...+r i T)d17 = r Md1: (6.51)
te—dat At t —dAt At te—At At to_q At

onde:

0 — € 0 numero do passo de tempo, e varia de 1 a nt;

nt — € 0 numero total de passos de tempo;

u?(s,r) — representa o deslocamento para cada ‘©’.

Assumindo-se que o impulso estara restrito a um unico intervalo de

tempo, a eq.(6.50) pode ser escrita como:

J-tuj(S,r)[H(’[—ﬂc)—H(’[—t—A’()] o = J-t u;(s,t)dt (6.52)
0 At t—At At

Assim, a variagao temporal do carregamento fundamental fica:
f(1)= H(t)—H(t — At) (6.53)

At

Substituindo-se a e€q.(6.52) na eq.(6.48), tem-se:

W u(s,1) t
kiItm_M—J At dr = IOLUE(Q,t;s,r)p,-(Q,r)drdr+

tr R . t Ro o
- Ur Py (Qts,t)u;(Q t)dl'dt + LL b;(a, t)ug(a, t;s, 7)dQdT +

+ [ puf(a,t:5,0)0,(,0)dQ - [ pufi(q,t50)u;(q0)dQ (6.54)
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onde o indice ‘R’ é referente a ressalto.

Observa-se que as duas ultimas integrais da eq.(6.54) sado os termos
referentes as condicdes iniciais do problema, respectivamente, velocidade e
deslocamentos iniciais A partir deste ponto, tais condi¢cdes iniciais serao
consideradas nulas. Bem como o termo referente as forgas volumétricas
(terceiro termo do lado direito da eq.(6.54)). Assim, a eq.(6.54) pode ser

reescrita como:

tot )(S ‘C ¢
Cy jtm_M dt= j j Uf(Q,t;s,7)p,(Q,1)dldt — jojrp;(Q,t;s,r)uj(Q,r)drdr(6.55)

Para a substituicio da funcdo de carga ressalto, eq.(6.53), nas
expressdes dos valores fundamentais de Stokes, e€q.(6.36) e (6.37), optou-se

por se decompor a referida funcdo em duas partes:

H(t) H(t-At)

f(1) = - 6.56
(1) At A (6.56)
Desta forma, pode-se escrever:
ug(9,%;8,0) = uf(g,1;5,0) - Uy (g, T — At;s,0) (6.57)
Pk (a,7;5,0) = pj3(9,75,0) —py (g, T — At;s,0) (6.58)
onde o indice superior ‘H’ alude a ‘Heaveside’.
Sendo assim, os valores fundamentais podem ser escritos como:
r? r
uf! B — H(t——)- H(t——
9§ 2 At{ G l(* C12) (1 C1) (c° CZ) (t C)]+
1 r 1 r r
+Cy[H(t——=)-—H(r-—)]+DH(t— =)} (6.59)

¢z oc’ coG, C,
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pH(Q1:'SO)—L E rz—i Ho ' |- rz—i Ht - ||+
R ETE 4pat |9 C? C, C? C,
2 3
PN LA = Y ORI | WCSH - PR, (I ¥ L
C,) Ci C, C,) Ci C,
#Hg Hr - =L - |- Ht - |+ g r -
c,) C, C, c,) C, C, )]

L 1
+

%/_/

onde:
3r, 1y, —0
§ T o
r’ r:'
C ="
r
_ Oy
K~ ~2,
Cor
(Si 1y +O; My +0, Iy =5r, 1, 1))
Ekji :3C§ ik '7j ij' 'k 4]k i itk T

r

2
Fii = r—2[6r,i Iy T =0l H 01 +y1 ]

o rC,
C2
He =i (1— 2-2)
Kj i 7k C12
Oy I+ 0y,
Ikji = 3

r

(6.60)

(6.61)

(6.62)

(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

De posse da eq.(6.55) e das expressbes dos valores fundamentais

envolvidos, pode-se aplicar as aproximagdes temporais para o TDBEM. Sendo

assim — com uma certa semelhanga com o que se faz nas aproximacgdes

espaciais para o MMBEM - substituindo-se as aproximagdes temporais na
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equacao integral eq.(6.55), chega-se a eq.(6.69) abaixo, que representa o

processo convolutivo aproximado para o TDBEM:

toe OAt o e B ‘o
Cy ftm,&q’ (T, At)/ AtdtU,, (s) + j j( PR(Q° 1,8, 7)0¢ (Q)Df (x)dwdl U,

0At e e B le
- Ir(e) j ug (Q°,t,;5,7)05 (Q)P) (t)dwdl” Py (6.69)
onde o indices ‘e’ é referente a elementos de contorno.
6.3 CONVOLUC}AO TEMPORAL

Como a fungdo de carga que se esta utilizando € a de ressalto, a
colocagao temporal € distribuida ao longo do intervalo de tempo atual. Sendo
assim, o primeiro termo da equacao integral aproximada, eq.(6.69), para
aproximacao constante — que foi a aproximacao temporal utilizada — pode ser

escrito como:
tnt 1
. bl (1 A At dtU (8) =Uy(5) (6.70)

Desenvolvendo-se de maneira sistematica as convolugbes temporais
presentes na eq.(6.69), considera-se o instante em andlise t’ e o intervalo de
tempo [to.1, ty] sobre o qual se pretende realizar as integrais em questao. Ver

figura 6.5.
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Zona ativa

Figura 6.5 — Integracdo temporal para o intervalo [y, ty] para tempo de colocacdo t > t,

Observa-se que apenas os elementos de contorno que estdo contidos
na zona ativa, totalmente ou parcialmente, é que serdo integrados
espacialmente.

Assumindo-se TA = (t-r/C,) — com a = 1,2, dependendo da velocidade

de onda considerada — os valores temporais convoluidos sdo dados por:

K1 =" [(t—r)z —(r:—zz}H(t—r—CL)dr

to1-1

a a

2
( — I )At—t(t2 —t2,)+ (82 —12,)/3 parat—t, >
C(X C(l
, I 2 42 3 43 r
=1 = N TA=ty) = (TA* = 1],)+ (TA’ ~£1.)/3 parat—t, > —>t-1,(6.71)
r
0 para C_a>t_te‘1
r
At ara t-t,>—
P G
to r r
K2° = J.t“H(t—r—C—a)dr: TA-t,, parat—te_1>C—a>t—te (6.72)
0 para CL>t—te_1
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.
0 parat-t,>—

p 0 C.
Ksjzjtes(t—r—CL)drz 1 parat—te_1>CL>t—te (6.73)

tos
o o

r
0 para C_a>t_te‘1
A transformagdo dos coeficientes ‘Ky’’ (com y=1,2,3 e a=1,2) da

solugcdo fundamental Heaveside para coeficientes da fungao ressalto, ‘Ryz ', é

feita da seguinte forma:

Ky? = Ky? —Ky (6.74)
Substituindo-se os coeficientes transformados da eq.(6.74), na eq.(6.69),

tem-se:

CyUn(s)+ [ PS"(Q,9)07(QEI U = [ U"(Q,s)0f (QUT Py (6.75)

onde ‘0’ varia de 1 a ‘nt’ e o simbolo (_) indica valor da solugédo fundamental

convoluido, explicitos nas eq.(6.76) e (6.77) abaixo.

éRzg] + ijK2?} (6.76)

2

_ 1 o 1 =
U’ = M{Bkj[m? —~ K1g]+@kj[c—12K21e -

1

_ n, =0 = e
Pkae = M{Ekji[K1? - K1g] + iji[K2$ _C_ngg] +

— 3 — — — E— —
+ Gy K3y — 2 K3]1+H, K2, —CLK3$] 1, [K2S +CLK33]} (6.77)

1 1 2
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6.4 INTEGRAGAO ESPACIAL

Pode-se dizer que a eq.(6.75) esta pronta para ser integrada
espacialmente em seus elementos de contorno, que, bem como suas fungdes
de forma, sdo os mesmos utilizados para o MMBEM, ou seja: elementos
triangulares planos com aproximacao linear. Sendo assim, as integracoes
espaciais presentes na eq.(6.75) s&o feitas de maneira bastante semelhante ao
que foi descrito para o MMBEM (capitulo 5).

Para o caso das integragdes singulares, sdo necessarios alguns
esclarecimentos. Observando-se as figuras 6.6 e 6.7 abaixo, percebe-se que
as integrais singulares s6 ocorrem no primeiro passo de tempo e podem ser de
dois tipos. No primeiro, figura 6.6, o passo de tempo é suficientemente grande
para garantir que nao ocorra descontinuidade no interior do elemento. Neste
caso, o0 processo de integracao singular é suficiente. No segundo tipo, figura
6.7, a descontinuidade no elemento pode ser resolvida de duas formas:
subtraindo-se e somando-se a solugdo fundamental correspondente da estatica
em todo o elemento singular, obtendo-se uma integral regular (dindmica menos
estatica) e outra estatica singular e somando-se o resultado; e a adogao de
pontos fonte exteriores. Todos esses casos Sdo possiveis no programa

desenvolvido.

Figura 6.6 — Elemento singular totalmente coberto por zona ativa
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Figura 6.7 — Elemento singular parcialmente coberto pelas zonas ativas

Sendo assim, as integrais presentes na eq.(6.75) podem ser resolvidas:
Ckinnt(S)—i— hsjéeujég = gﬁfe Pjge (6-78)

onde ‘0’ varia de 1 até o numero de passos de tempo necessarios para se

atingir o instante de analise; ‘7’ varia de 1 até o numero de nds do elemento ‘e’;

e ‘e’ varia de 1 até o numero de elementos de contorno.
Adotando-se um numero de pontos fonte igual ao numero de nés do

problema e aplicando-se a eq.(6.78) para cada um deles, para um dado

instante da analise, pode-se escrever:

n n
HM U, =G} P, (6.79)
onde o indice ‘n{ representa o ultimo intervalo de tempo da convolugao.

Para um melhor entendimento do processo convolutivo da eq.(6.79),

admita-se n; = 1, onde ‘0’ s6 pode serigual a 1:

HU, = GIP, (6.80)
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Apods a imposicao das condigdes de contorno do problema, a eq.(6.80)
pode ser facilmente resolvida, onde as incégnitas de U, e P4 sdo determinadas
e serao utilizadas para o proximo valor de n. Assim, para n; = 2, 6 variade 1 a
2:

H2U, +H2U, = G2P, + G2P, (6.81)

O indice (*) que aparece na eq.(6.81) significa que os termos que sao
escritos com este simbolo sdo conhecidos de n; anterior; isto, gracas a
propriedade inerente ao estado de Stokes, expressa nas eq.(6.46) e (6.47),

que, para o caso em questao, pode ser escrito como:

ul:j(qitnt;s’ Ty) = ul:j(qitnt +Ats, 74,4) (6.82)

p;j(q’tnt;s’re) = p;j(q’ ty +AtS, T4.4) (6.83)
Sendo assim, pode-se escrever:

H2 = H! (6.84)

G2 =G! (6.85)
Generalizando:

Gy =Gy (6.87)
Assim, as unicas matrizes que precisam ser calculadas, para cada
passo de tempo, sdo aquelas cujo valor de ‘0’ € igual a 1. As demais ja foram

calculadas para o ‘n{ anterior. Entdo, a eq.(6.81) pode ser escrita como:

H'U, +H2U, = GIP, + G?P, (6.88)
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ou

HU, =GP, +F' (6.89)

onde

F' =GP, —H:U, (6.90)
Genericamente, a eq.(6.89) pode ser escrita como:

HU, =GP, +F" (6.91)

onde F™ s6 apresenta valores conhecidos.

Observa-se que, se as condi¢gdes de contorno ndo mudarem durante o
processo, a inversao da matriz associada a solugao do sistema de equagdes ¢é
feita apenas uma vez, reduzindo-se em muito o custo computacional. Observa-
se também, que a medida que n; cresce, a area inativa do problema também
cresce. Assim, existe um valor de ‘n{ relacionado a maior distancia entre dois
pontos da discretizacdo, a partir do qual nao existirdo mais elementos de
contorno ativos, consequentemente, ndo havera mais a necessidade de novas
integragbes e armazenagem de novas matrizes. O citado valor pode ser
calculado por:

o d
t

= Tmax_ (6.92)
C,At

n

onde dnax € a maior distancia entre dois pontos da discretizagao.
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6.5 EXEMPLO

O unico exemplo que o autor gostaria de apresentar a respeito do
TDBEM neste capitulo, é aquele da viga submetida a agcdo de carga subita de
tracao — exemplo dificil para essa técnica —, de valor constante com o tempo,
exemplo 4.1, onde o MMBEM foi utilizado nas analises realizadas. Outros
exemplos sobre o TDBEM, desta vez aplicado a analise de meios infinitos e
semi-infinitos, podem ser encontrados no capitulo 10.

A figura 6.8 apresenta os deslocamentos longitudinais do né localizado
no centro da face carregada do sodlido, ao longo do tempo de analise. Foi
utilizada uma discretizagdo do tipo 2210" para todos os casos. Na figura 6.8,
além do numero de passos de tempo (pt) em que foi dividido o tempo total da
analise, variou-se a distancia relativa entre o ponto fonte e o ponto geométrico
(rd); este parametro indica o quanto o ponto fonte foi colocado para fora do

elemento, em fungdo do comprimento do maior lado (L. ) do elemento a que

max

pertence o nd; assim, a distancia absoluta (d) entre o ponto fonte e o ponto

geomeétrico pode ser escrita como:

d=rd-L,,, (6.93)

Observa-se que rd = 0 significa que o processo de colocagédo de ponto
fonte exterior ao corpo néo foi utilizado, e que, por conseguinte, ocorrem

integracdes singulares no processo de montagem das matrizes G e H.

"Ver capitulo 9.



Capitulo 6: O método dos elementos de contorno no dominio do tempo 151

TDBEM

—— Estético analitico
—— Dinamico analitico
—e— elemento quadratico
—*—rd = 0; 42pt

rd = 0; 56pt
—e—rd = 0,01; 42pt
—+—rd = 0,01; 50pt
——rd = 0,01; 56pt

rd = 0,1; 42pt

U (cm)
©

0.00 0.05 0.10 0.15 0.20 0.25 0.30
t(s)

Figura 6.8 — Deslocamentos longitudinais

Analisando-se a figura 6.8, observa-se primeiramente que todos os
resultados foram bastante satisfatorios. Os valores para o elemento quadratico
foram fornecidos por programa desenvolvido por Coda (1993). Para rd = 0,01,
com a diminuigdo do At houve uma melhora nos resultados obtidos. Para
numero de passos de tempo igual a 42 e rd # 0, observa-se que o
comportamento para rd = 0,01 foi melhor que aquele para rd = 0,1.

A figura 6.9 abaixo apresenta os resultados para as reagdes de apoio
para o no6 localizado no centro da face apoiada, para 42 passos de tempo, e
elemento quadratico, linear com rd = 0 e linear com rd = 0,1.

Também se observa uma boa concordéncia dos resultados obtidos com

o comportamento analitico.
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2500 4

2000 4

1500 -

1000

TDBEM

—— Estatico analitico

—— Dinamico analitico

’é\'. NS /‘/‘\\ —s— elemento quadratico

\;/ Y N\ /ﬁ(‘n\*}f —%—rd = 0; 42pt
/‘ \ rd = 0,1; 42pt

Reagao (kg/cm*s*2)

500

/!

-500 -

0.05 0.10 " 5 0.20

¥(s)

0.30

Figura 6.9 — Reagdes de apoio




7 o METODO DOS
ELEMENTOS FINITOS

No presente capitulo, apresenta-se toda a formulagdo utilizada no
trabalho para o Método dos Elementos Finitos (MEF). Esse método tdo bem
explorado é utilizado aqui para a discretizacdo das superestruturas. Vigas e
pilares sdo modelados por elementos finitos simples de barra, e as cascas,
modeladas por elementos finitos simples de casca. Para o tratamento desses
elementos estruturais, o Método dos Elementos de Contorno (MEC) n&o tem
apresentado maiores vantagens com relagdo ao MEF. No final do capitulo, sdo
apresentados 5 exemplos numéricos, onde foram analisados casos estaticos e

dindmicos.

7.1 EQUACIONAMENTO BASICO

Nesta secao sera apresentada uma formulagédo para o MEF, totalmente
voltada ao acoplamento MEC/MEF, feita com base no trabalho de Coda (2000)
e Mesquita (2002).

Semelhantemente ao que se fez para o MEC, deseja-se resolver
numericamente a equacao diferencial abaixo, conhecida como equacao de

equilibrio dindmico do elemento infinitesimal:

Gy + Dy = ply +cUy em Q k,j=1,2,3 (7.1)

onde a simetria do tensor de tensdes ja foi aplicada e Q representa o dominio

do corpo.
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Consideraram-se  condicbes iniciais e de contorno nulas,

respectivamente representadas nas eq.(7.2) e (7.3) abaixo:

U =
A Parat=0 emQ (7.2)
u, =

u =u, Wt em Iy k=1,2,3 (7.3)
P« =P vt emI> k=1,2,3

onde o simbolo e significa valor prescrito e I'1 + I'; = T" representa o contorno

do corpo.

Multiplicando-se a eq.(7.1) por uma fungdo ‘u,’, representando um

campo de deslocamentos qualquer para o corpo, tem-se:
Gy Ui +byuy = pli Uy +clu, em Q k,j=1,2 3 (7.4)

Integrando-se a eq.(7.4) no dominio Q2 do corpo, a igualdade da mesma

se mantém; assim:
[ oy udQ+ [ budo = [ pli,udR+ | ciud (7.5)

Integrando-se por partes (ou aplicando-se o teorema da divergéncia a) o

primeiro termo da equag¢ao acima, tem-se:
[ ogude=[ onudr-[ o, dQ=[ pudl - [ oed (7.6)
onde as eq.(7.7) e (7.8) abaixo foram utilizadas no desenvolvimento.

oy =Py (7.7)

iju;(,j = ijg;q (7.8)
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Substituindo a eq.(7.6) na eq.(7.5), tem-se:
[ oyegdQ+ [ piud+[ cuudR = budQ+[ pudr (7.9)

Considerando-se na eq.(7.9) a atuagcado de forgcas concentradas (ver

figura 7.1), pode-se escrever:

IQ €, dQ + J.Q pl, u, dQ + IQ cu,u, dQ = IQ b,u,dQ + J.r F8(s,q)u, (q)dl +

+prmr+ﬁﬁa&aqumr (7.10)

Fd — de — deS(S,Q) — onncentradas

F — FkC = FKCS(S,Q) — pEoncentradas

Figura 7.1 — Forgas concentradas

Uma das propriedades da fungao Delta de Dirac é que:
J8(s a)f(a)xiA = f(s) (7.11)

onde A pode representar tanto dominio como contorno.

Aplicando a propriedade da fungédo Delta de Dirac na eq.(7.10), pode-se

escrever:

L €y dQ + L pl, u, dQ + IQ cu,u, dQ = _[Q b,u,dQ + J; p,u.dl +

+Flu (s)+Flu, (S) (7.12)
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ou simplesmente:
jQ 0,€dQ + IQ pl, U, dQ + J; cuu dQ = _[Q b, u,dQ + J} pudl +Fu, (7.13)

A eq.(7.13) acima é conhecida como Principio dos Trabalhos Virtuais
para Problemas Dinadmicos e é a base para a construcdo do MEF dinamico.
Aplicando-se sobre uma aproximagao em elementos finitos tal equacao, chega-

se a seguinte equacao matricial:
KU+CU+MU =Bb+GP+IF (7.14)

onde | é a matriz identidade, G é a matriz que transforma forgas distribuidas em
cargas equivalentes, B é a matriz que transforma cargas volumétricas em
cargas nodais equivalentes, M é a matriz de massa, C é a matriz de

amortecimento e K é a matriz de rigidez.
7.2 ELEMENTO FINITO DE BARRA

Como ja foi comentado anteriormente, vigas e pilares serdo modelados
por elementos finitos de barra geral. A presente se¢ao apresenta o sistema de
coordenadas e as matrizes de rigidez (K) e G do elemento finito de barra
utilizado na discretizacdo dos citados elementos estruturais. Este elemento
segue as hipoteses de Euler/Bernoulli.

O elemento finito de barra utilizado no presente trabalho possui 6 graus
de liberdade (gdl) por extremidade, sendo eles: translagdes em x; (Uq), x2 (Uyz)
e x3 (Uj), e rotagdes em torno de xq (01), X2 (62) € X3 (63), nesta ordem. Figura
7.2.

A partir das coordenadas locais dos elementos de barra, pode-se definir

seus deslocamentos locais, bem como os esforgos internos associados a eles.
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0, 0,
0, U, i L j U 0

e pode ser escrita da seguinte forma:

Figura 7.2 — Graus de liberdade do elemento finito de barra

A matriz de rigidez do elemento de barra adotado é bastante conhecida

% 0 0 0 0 0 # 0 0 0 0 0
0 12L|§|3 0 0 0 eles 0 71L235|3 0 0 0 6|I_52I3
0 0 12?2 _?25'3 0 0 0 1L235|2 0 —eilza3 0
0 0 0 % 0 0 0 0 0 -Gl 0 0
0 0 6El,  4El 0 0 0 6El, o L
L2 L L2 L
0 6|52|3 0 0 0 4El, —6I25I2 0 0 o 2k
_T 0 0 0 0 0 - 0 0 0 0 0
0 _1|_23E|3 0 0 0 ’GLE'Z 0 12LE'3 0 0 0 6:_52'3
0 0 _153'5'2 0 6:_52'2 0 0 0 125'2 0 _6;'3 0
0 0 0 -Gl 0 0 0 0 0 % 0 0
0 0 ~6El, 2El, 0 0 6El, ,  4EL
L2 L L2 L
0 6El, 0 0 0 2El, 0 6El, 0 0 o L
L L2 L L2 L |

onde:

A —area da sec¢ao transversal;

E - mddulo de elasticidade longitudinal, ou modulo de Young, do material;

G —moddulo de elasticidade transversal do material;

l1 —momento de inércia a torcao;

I — momento de inércia em torno do eixo X»;

I3 — momento de inércia em torno do eixo Xs;

L - comprimento do elemento de barra.
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A matriz de rigidez do elemento da barra apresentada anteriormente foi
escrita no sistema de coordenadas locais do elemento; para escrevé-la em
termos de coordenadas globais da estrutura € necessario que se determine a
sua matriz de incidéncia cinematica (ou de transformacdo de coordenadas), o

que pode ser feito utilizando-se a eq.(7.15).
Uy, = [Bo ] 1o (7.15)

onde:

{u,, } — vetor de deslocamentos do elemento de barra segundo o sistema de

coordenadas locais;

[8,] — matriz de incidéncia cinematica do elemento de barra;
{ubg} — vetor de deslocamentos do elemento de barra segundo o sistema de

coordenadas globais.

Explicitando-se a matriz de incidéncia cinematica [B, |, tem-se:

¢, ¢, ¢,b 0 0 0 0O 0O O O O O
m m m 0O 0 0 0 0 0 0 0 0
nnnn OO OO O OO O O
o 0 0 ¢ ¢ ¢, 0 0 0 O 0O O
0 0 0mmm O0OT O 0 0 0 O
0O 0 0 nmnwon OGO OO O O

BoI=1o 0 0 0 0 o 0. 0, £, 0 0 0
0O 0 000 0Ommm O 0 O
0O 0 00 0 O n non O O O
0 0 00 0 0O 0 0 0 ¢ £ £
0O 0 00 0O O 0 0 mmm,
0 0 0 0 0 0 0 0 0 n n, n|

onde 7, m, n sdo os versores de direcao dos eixos X1, X2 € X3, respectivamente,

com relagao aos eixos Xi, X, e X3 globais.



Capitulo 7: O método dos elementos finitos 159

Com a matriz de incidéncia cinematica, pode-se determinar a matriz de

rigidez do elemento de barra em coordenadas globais utilizando-se a eq.(7.16).

[Kbg]= [Bb]T [be ][Bb] (7.16)

A matriz de massa considerada para este elemento € obtida a partir das

aproximagdes em deslocamentos, e € dada em coordenadas locais por:

140 O 0 0 0 0 70 0 0 0 0 0
0 156 0 0 0 22L 0 54 0 0 0 -13L
0 0 156 0 -22L O 0 0 54 0 13L 0
0 0 1401, 0 0 0 0 0 70l 0 0
A A
0 0 -22L 0 412 0 0 0O -13L 0 -3 o0
M, |- pAL| 0  22L 0 0 0 42 0 13L 0 0 0 -3
17 420| 70 0 0 0 0 0 140 O 0 0 0 0
0 54 0 0 0 3L 0 156 0 0 0 -22L
0 0 54 0 -13L © 0 0 156 0 22L 0
0 0 0 [ 0 0 0 0 0 1401, 0 0
A A
0 0 13L 0 -3L? 0 0 0 221 0 42 0
|0 -13L 0 0 0 -3 0 -22L O 0 0 412

onde p é a densidade do material.

A determinacdo da matriz de massa em coordenadas globais € obtida
seguindo o0 mesmo procedimento adotado para a matriz de rigidez.
A matriz de amortecimento é assumida de maneira simplificada,

tomando-a proporcional as matrizes de massa e rigidez:

C=x,M+1K (7.17)

A matriz G, que, para cada elemento, multiplicando o vetor de cargas
distribuidas resulta em um vetor de for¢cas concentradas nas extremidades do
elemento, € apresentada a seguir. Independente da presenca de cargas
distribuidas, a matriz G € indispensavel a analises que utilizam o acoplamento
MEC/MEF.
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Para a obtencdo da matriz G do elemento de barra, considerou-se
aproximacao linear para deslocamentos longitudinais e aproximagao cubica
para deslocamentos transversais. Sendo assim, pode-se escrever a matriz G

em coordenadas locais como:

L 0 0 0 O 0 L 0 0O o0 O 0
3 6
0 10 0o 0 O A 0 3t 0O 0 O .
20 2 20 2
0 O 10 0 1 0O 0 O 3L 0 1 0
20 2 20 2
0 O 0 L 0 0O 0 O 0 L 0 0
2 3 2 6
0 O L 0 L 0O 0 O L 0 _L 0
, 20 12 , 30 12
0 L 0 0 O L 0 L 0O 0 O L
G, ]- 20 12 30 12
b/ L L
- 0 0 0 O o - O 0O 0 O 0
6 3
0 3L 0O 0 O 1 0 10 0O 0 O 1
20 2 20 2
0 O 3L 0 A 0O 0 O 10 0 1 0
20 2 20 2
0 O 0 L 0 0O 0 O 0 L 0 0
2 6 2 3
0 O L 0 L 0O 0 O L 0 L 0
, 30 12 , 20 12
0 L 0 0 O L 0 L 0O 0 O L
L 30 12 20 12 |

onde L € o comprimento do elemento de barra.

Igualmente ao que foi feito com a matriz de rigidez em coordenadas
locais do elemento de barra, deve-se transformar a matriz G da barra em

coordenadas locais para coordenadas globais.

7.3 ELEMENTO FINITO DE PLACA

E preciso salientar que o elemento finito de casca sera considerado
como uma composi¢cao de um elemento finito de placa e um elemento finito de
chapa (ou membrana). Para o elemento finito de placa, decidiu-se utilizar o
elemento finito DKT (discrete Kirchhoff triangle) por ter sido um elemento

bastante utilizado e que tem apresentado bons resultados; sua matriz de
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rigidez pode ser escrita de forma explicita e trata-se de um elemento triangular
com numero de graus de liberdade (gdl) minimo, 9. O desempenho do
elemento finito DKT ja foi amplamente verificado por diversos autores, seja em
casos de placas, cascas, pavimentos e edificios de multiplos pavimentos. Além
de todos os motivos apresentados anteriormente, deve-se citar também que o
autor trabalhou com o elemento finito DKT em sua pesquisa de mestrado para
uma analise elastostatica de pavimentos de edificios; sendo assim, a presente
secao foi escrita com base em Almeida (1999).

O elemento finito DKT faz parte do grupo dos elementos finitos
triangulares de placa com 9 graus de liberdade, sendo 3 por vértice (translagao

em z (w) e rotagdes em x (6x) e y (6y)). Ver figura 7.3.

Figura 7.3 — Elemento finito DKT

A teoria de pequenos deslocamentos de placas com deformagdes por
esforco cortante incluidos, também conhecida como teoria das placas de
Reissner-Mindlin, é utilizada na formulacdo do elemento finito DKT. Apds as
deducgdes das expressdes de energia de deformagédo e antes de se chegar a
matriz de rigidez do elemento DKT, admite-se que o elemento sera utilizado na
analise de placas delgadas, e assim, as deformagdes por esforgo cortante, e
consequentemente a energia de deformacdo causada por esse esfor¢o, sdo

desprezadas quando comparadas com a energia de deformacgao por flexao.
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A formulagao do elemento finito DKT baseia-se nas seguintes hipoteses:
as rotacdes Bx e Py variam quadraticamente no elemento, sendo By e By as
rotacbes da normal ao plano médio indeformado do elemento, segundo os
planos x-z e y-z, respectivamente; a hipétese de Kirchhoff é imposta
discretamente ao longo dos lados do elemento em seus pontos nodais,
possibilitando relacionar as rotagdes com as primeiras derivadas dos
deslocamentos transversais; a variacdo de w € cubica e definida apenas ao
longo dos lados do elemento; impde-se uma variagao linear de 3, ao longo dos
lados, onde B, é a rotagao na dire¢gdo normal aos lados.

O vetor de cargas nodais equivalentes para um carregamento
uniformemente distribuido (q) em um elemento de area A poderia ter sido

calculado de forma simplificada, e dado por:

{f}T:%h 0010010 0 (7.18)

Ver figura 7 .4.

Figura 7.4 — Carregamento uniformemente distribuido no elemento

Todavia, optou-se por uma aproximagao linear para tal carregamento,
conforme desenvolvimento apresentado posteriormente quando da
apresentacao da matriz Gy,.

Convém citar que a matriz de rigidez do elemento foi calculada
utilizando-se o algoritmo apresentado por Jeyachandrabose; Kirkhope; Ramesh
Babu (1985).

Utilizou-se um sistema de coordenadas locais segundo a figura 7.5.
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No apéndice C apresenta-se o algoritmo citado nesta secéo, tal qual foi
utilizado no cédigo computacional implementado.

Apoés a determinagdo da matriz de rigidez em coordenadas locais do
elemento finito DKT, deve-se transformar essa matriz para o sistema de
coordenadas globais da estrutura (ou sub-regido) utilizando-se sua matriz de
incidéncia cinematica. E importante salientar que o sistema de coordenadas
globais considera os 6 graus de liberdade presentes nos nos de barra, a saber:
U1, Uy, Us, 64, 02, 63, em termos de deslocamentos. Assim, a matriz de rigidez
em coordenadas globais possui dimensdo 18 x 18, e ja pode ser alocada

normalmente na matriz de rigidez global da estrutura.

e2

e3
Figura 7.5 — Sistema de coordenadas locais do elemento finito DKT

Considerando-se os co-senos diretores da figura 7.5, a matriz de

incidéncia cinematica para o elemento finito & escrita como:



164 Capitulo 7: O método dos elementos finitos

nnnmn O 0O O 0O OO O O OO0 O0 0 0 0
o 0 0 ¢ ¢ ¢4 0 00 0 0 0 0O OO0 0 O
O 0 0Ommm O OO O 0 0 0O0 O0 0 0 O
o0 0 0 0O O mnnn O O O OO O O 0 O
B,]J=/0 0 0 0 0 0 0 0 O ¢ ¢, ¢{4b, O 0 O O O O
o000 0 0O 0 OO OmOMmmT 0T O0TU OO0 0 0
o 00 0 O 0OUOU OT OO O nnwn O 0 O
000 0 0 0 0 0OUO O 0 0 O 0, Ly, L
000 00O 0OODOO OO 0 0 O0 0 m m, m|

De posse da matriz de rigidez em coordenadas locais e da matriz de
incidéncia cinematica, pode-se facilmente determinar a matriz de rigidez do
elemento DKT em coordenadas globais utilizando-se a seguinte equacéao

matricial:

[Kpg]18x18 - [BP]ISXQ [KP(]QXQ[BP]QX‘IB (719)

Admitindo-se uma aproximacéao linear para o carregamento distribuido
transversal aplicado ao elemento finito de placa, e também se considerando
(como aproximagédo coerente) os deslocamentos transversais médios com
comportamento linear, a matriz G em coordenadas locais para esse elemento

pode ser escrita da seguinte forma:

2 00100 10 O]
020010010
002001001
100200100

G, ]= % 0100200 1O
001002001
100100200
010010020

00100100 2]

onde A é a area do elemento de placa.
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Como observacdes adicionais, pode-se dizer que quando a formulagao
do DKT ¢é aplicada a um elemento de viga, obtém-se a matriz de rigidez exata
utilizando um polinémio cubico de w; a formulagdo do elemento DKT pode ser
estendida a elementos quadrilaterais, sem serem submetidos ao processo de
condensacao estatica, com 12 graus de liberdade (como é o caso do elemento
DKQ (discrete Kirchhoff quadrilateral)) e outros elementos poligonais de placa.

A matriz de massa do elemento de placa é obtida a partir da segunda
integral da eq.(7.12), considerando-se os campos de aceleragdo e ponderador
lineares (ortogonais no plano do elemento). A densidade sera considerada
constante ao longo do elemento. Desta forma, numericamente, a matriz
resultante é semelhante a obtida para o elemento CST, descrito na préxima
secdo. As referidas matrizes sdo transformadas para coordenadas globais

segundo a expressao geral (7.16).

7.4 ELEMENTO FINITO DE CHAPA

O elemento finito de chapa adotado foi o CST (constant strain triangle),
que, como o proprio nome diz, € um elemento triangular que considera
aproximacéao constante para o campo de deformagdes do elemento, ou, campo
de deslocamentos linear, conforme eq.(7.20) e figura 7.6. Esta escolha foi feita
com o intuito de facilitar a adequacao dos efeitos de membrana ao elemento de

placa descrito no item anterior.

u(x,y)=a,+a,x+asy (7.20)
V(X,y)=a, +a,x+agy '
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\%

YA

3

(X:,%)

u,

(X2,%)

x.y) %

()

Figura 7.6 — Elemento finito de chapa CST

Observa-se que a eq.(7.20) esta escrita em coordenadas cartesianas;
em coordenadas adimensionais (ver figura 7.7), a mesma equagao poderia ser

escrita como:

U(E1, €2, 85) = EUy +E,U, + 83U,

(7.21)
V(E1,65,83) =&V + 8V, + 63V,
ou:
3
u(‘iw‘tozs(t:s :Z
:3 (7.22)
V(&80 E5) = D EV
i=1
ou ainda, em notacdo de Einstein (indicial), simplesmente:
u=_gu, :
i=1,2,3 (7.23)

v=_Ev,
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YA

A=A +A,+A,

AL A Ay
A A A

12&1"’&2"’&3

A

A

A

1

& =

—_2
&=,
A

=3
S = A

Zx(w)
Figura 7.7 — Coordenadas adimensionais

Matricialmente, a eq.(7.21) pode ser escrita como:

s

g, 0 0 0]y,

7.24
0 & & &V (724

A matriz de rigidez para este elemento € dada por:

Eh
Ke = 2

A(1-v?)

[b2+a%B ap,(v+p) bp,+a@p vah,+ab,f bb,+aap vab,+apb.p
al+b?p vab,+abf aa,+bb,f vab,+abf aa,;+bbsp

b3 +a3B ab,(v+B)  byby+aazf  vagb, +aybsf
as+b3p  va,b, +asb,B a,a, +b,b,p
simétrica b3 +a3p azb,(v+p)
a5 +b3p

onde h é a espessura do elemento; a; e b; sdo calculados pelas eq.(7.25) e

(7.26), respectivamente; e  é dado pela eq.(7.27).

a; = X — X,

b, =YYk

(7.25)
(7.26)
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B= (7.27)

Observa-se que i, j, k possui variagao ciclica.

A matriz de massa é obtida como descrito para o elemento de placa e é

dada por:
2 11 0 0 O
12 1 0 00
Ahl1 1 2 0 0 O
[Mcé]:p—
12|10 0 0 2 1 1
000 1 2 1
00011 2

A matriz de incidéncia cinematica do elemento finito de chapa utilizado

no trabalho pode ser escrita segundo a igualdade abaixo:

¢, ¢, £, 000 0 O 0 00O O O O 0O O
m m m, 000 0O O 0O 00O O O O 0O O
O 0 000O0TCY/ ¢, (6, 0000 0 0 00O
[BC]ZOO0000m1m2m3000000000
O 0 0000O O O OO0GO ¢ ¢ £ 000
0 0 0000O0 O O O0O0O0OMTMT™MO O 0]

onde os co-senos diretores /; € m; sdo determinados da mesma forma que

aquela utilizada para o elemento DKT. Ver Figura 7.5.

Observa-se que a utilizacdo da matriz de incidéncia cinematica como foi
apresentada acima, também implica em uma matriz em coordenadas globais
de dimensao 18 x 18, ja pronta para ser alocada na matriz global da estrutura,
como foi feito com o elemento finito de placa, alocando as contribui¢cdes de
membrana a casca.

Para o elemento finito de chapa, deduziram-se dois tipos de matrizes G:
uma denominada de G1, relativa a carregamento distribuido, com aproximagéao

linear, aplicado longitudinalmente nos lados do elemento finito; e uma matriz
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G2 referente a uma aproximacéao linear de carregamento distribuido, também
longitudinal, sendo que na area do elemento, ou seja, carregamento cisalhante
na superficie do elemento. A matriz G1 é comumente utilizada quando da
aplicagdo de carregamento distribuido ao longo dos lados de um elemento,
enquanto que a matriz G2 é utilizada na formagcdo da matriz G total dos
diversos meios acoplados.

Assim, a matriz G1 pode ser escrita em fungdo do comprimento dos

lados em que existe carregamento distribuido aplicado (ver figura 7.8):

y
ay 2

2

>
3 1 X

Figura 7.8 — Carregamento distribuido em um lado do elemento finito de chapa CST

gx1

£12 +€31 0 h 0 & 0
6 6
F! Cip + s 0 Lia 0 Lo q
F! 3 6 6 1
Fy2 Lia 0 Cip+ 0o 0 Lo 0 2;
l_| e 3 6 x
F; 0 Lip 0 Cip + o 0 Ly |0}
Fy 6 3 6 o
Fs €_31 0 gﬁ 0 £31 +g23 0 q3
y 6 6 3 y
0 Lo 0 Lo 0 YR
L 6 6 3
ou:

{Fclf} = [G']c(g]{ch}
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onde:

F — forga aplicada ao né ' na diregéo ‘;

q — valor do carregamento distribuido n6 ‘j’ na dire¢éo ‘i’;
; — comprimento do lado ij.

Deve-se atentar para o fato de que, em G1, o valor de /; deve ser

considerado nulo quando tal lado ndao possuir carregamento distribuido.
Ja a matriz G2, em coordenadas locais, é deduzida de maneira
semelhante ao que se fez para a matriz G do elemento finito DKT. Desta forma,

pode-se escrever G2 como:

201010
02010 1
21500 1 0 2 0 1
101020
01010 2

O elemento de casca € obtido pela superposicdao dos DKT e CST,;
cuidado adicional deve ser tomado para o calculo de cascas abatidas nao
acopladas.

Cabe observar que a presente secao foi escrita com base no livro de
Assan (1999) e nos trabalhos de Coda (1993, 2000).

7.5 ALGORITMO DE NEWMARK B PARA INTEGRAGAO TEMPORAL

A integracdo temporal do problema dinamico € feita pelo método de
Newmark, considerado um dos melhores para aplicacées estruturais via MEF.
Na presente secdo, pretende-se expor de forma resumida e direta o

método de Newmark B tal qual este foi utilizado no cédigo desenvolvido pelo
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autor. Mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo, no trabalho de
Coda (2000).
Partindo entdo da eq.(7.14), aqui escrita como eq.(7.28), ndo se

considerando a presenca de forgas volumétricas, pode-se escrever:

KU+CU+MU =GP +IF (7.28)

O algoritmo de Newmark [ considera as seguintes aproximacgdes para

velocidade e deslocamento no instante de tempo atual, escrito por ‘s+1’:

1

l'Js+1 = Us +5At[us + Us+1] (729)
U, =U, +AtU, + G— BjAtzUs +BAt20 (7.30)
onde:

At — intervalo de tempo;

B — parametro de calibracdo do método.

Deve-se comentar que o valor de f introduz amortecimento numérico no
sistema, que em certos casos de acoplamento podem ser benéficos na
eliminacao de “ruidos” desestabilizadores.

A expressdao da aceleragdo no instante de tempo ‘s+1’ pode ser

determinada a partir da eq.(7.30):

1

U . =——_
s+1 BAtZ

U, +a,) (7.31)
onde:

a, = (B —%jAtZUS —AtU, -U, (7.32)
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Substituindo-se a expressdo para a aceleracdo da eq.(7.31) na

eq.(7.29), tem-se uma nova expressao para a velocidade, dada pela eq.(7.33)

abaixo.
1= U V) (7.33)
2BAt
onde:
v, = (2[3 —%jAtZUS +(2B-1)AtU, - U, (7.34)

Substituindo-se as eq.(7.31) e (7.33) na eq.(7.28), para o instante de

tempo atual, pode-se escrever:

KU,,, = BAt*GP,,, +Fs (7.35)
onde:

1/ At 2

K=M+?C+BAt K (7.36)
e

- 2 At

Fs = BAtIF, , —?CvS —Ma, (7.37)

Como foi citado na secdo 7.2, a matriz de amortecimento C é
proporcional as matrizes de massa e rigidez, segundo a eq.(7.17) reescrita
abaixo:

C=AM+21K (7.17)

Substituindo-se a eq.(7.17) na eq.(7.36), tem-se:
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K =[1+%txmj|v|+(mt2 +%txk}< (7.38)

Sendo assim, a eq.(7.35) pode ser escrita como:

KU,., = BAtGP, , + BAtAIF, , +Fs (7.39)

s+1

onde:

Fs = {A%(0,25 — )1, K + (At°(0,25 - P),, + A2(05 - B)M|U, +

+{A?(05 - B)LK + (A2 (05— B),, + AUMU, +{0,5At2,K + (0,5Ath,, + MW, (7.40)

Deve-se mencionar que foram consideradas condigdes iniciais nulas
para deslocamentos e velocidades. Porém, as aceleragbes no instante inicial
podem nao ser nulas e, portanto devem ser calculadas resolvendo-se o

sistema da eq.(7.41).

i _ap s |
MU, =GP, +IF, (7.41)

7.6 EXEMPLOS

Nesta secdo serdo apresentados 5 exemplos utilizando exclusivamente

o Método dos Elementos Finitos, para casos estaticos e dindmicos.
7.6.1 Exemplo 7.1
O primeiro exemplo apresenta a analise dinamica de um portico

composto por uma viga e dois pilares sujeito a um carregamento senoidal

segundo figura 7.9.
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5000-sen(10-t) N/m
Aﬁ A
2m 2m

=
(@\

=

on

lﬁﬁT777

E =2,85¢10 N/m?
v=0

p =2500 kg/m?

A pilares = 0,012 m?
A viga = 0,048 m?

I pilares = 1,0e-5 m'
I viga = 6,4e-4 m'
t=1,5s
At=0,01s

Figura 7.9 — Exemplo 7.1

Para a discretizacédo de cada pilar utilizou-se dois elementos de barra de

iguais comprimentos, e para a viga, quatro elementos. Foram feitas duas

analises: uma sem amortecimento e outra com amortecimento, onde se

utilizaram os seguintes parametros de amortecimento:

A, =408
h =0,07 s

A figura 7.10 mostra os deslocamentos verticais em fungdo do tempo

para o nd ‘A’ (ver figura 7.9), considerando-se ou ndao o amortecimento

dindmico. Para o caso amortecido, observa-se, como 0 esperado, uma

mudancga de fase no comportamento da estrutura.
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Exemplo 7.1

0.0015

0.0010 4

0.0005 4
E 0.6 0.8 0 1.2 14 —— amortecido

-0.0005

U (m)

-0.0010

-0.0015 4
t(s)

Figura 7.10 — Resultados do exemplo 7.1

7.6.2 Exemplo 7.2

O segundo exemplo também é referente a analise dindmica de um
portico, agora com apenas um pilar e uma viga, submetido a agcdo de uma
carga de impacto distribuida na viga, conforme figura 7.11.

Utilizou-se uma discretizagdo com um elemento de barra para o pilar e

dois elementos de igual comprimento para a viga.
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2000 N/m

2,5m

3m

2,5m

E =2,85¢10 N/m?
v=0

p =2500 kg/m?

A pilar = 0,012 m?
A viga = 0,048 m?
I pilar = 1,0e-5 m'
I viga = 6,4¢-4 m'
t=0,8s
At=0,001s

Figura 7.11 — Exemplo 7.2

A figura 7.12 apresenta os deslocamentos verticais para o ponto A em

funcdo do tempo para uma analise com amortecimento e outra sem, onde os

parametros de amortecimento utilizados foram:

A, =2s"
% =0,001s

Observando-se a figura 7.12, vé-se que os deslocamentos para o

comportamento sem amortecimento oscilam em torno de seu valor estatico. O

mesmo acontece para o comportamento amortecido, e observa-se ainda que

os deslocamentos neste caso convergem perfeitamente para o valor estatico

com o passar do tempo.

Deve-se comentar que estes resultados coincidem exatamente com os

apresentados por programas similares disponiveis no Departamento de

Engenharia de Estruturas da EESC/USP para problemas bidimensionais, de

onde se conclui que o programa desenvolvido esta resolvendo com bastante

precisdo problemas elastodindmicos, com ou sem amortecimento, modelados

por elementos finitos de barra.
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Exemplo 7.2
0.0002 -
0.0000 -

-0.0002

-0.0004 4 ﬂ

-0.0006

-0.0008 - —— né&o amortecido
—s— amortecido
-0.0010 ¢ . 2 0l 4 0. 0. 0. .8 | —— Estatico

-0.0012 U

-0.0014 4

U (m)

-0.0016

-0.0018 4

-0.0020 -
t(s)

Figura 7.12 — Resultados do exemplo 7.2

7.6.3 Exemplo 7.3

O terceiro exemplo foi retirado da dissertagcdo de mestrado do autor
(ALMEIDA, 1999) e consiste da analise estatica de uma placa quadrada, onde

foram considerados os seguintes casos:

e placa simplesmente apoiada nas bordas submetida a carregamento
uniformemente distribuido;

e placa engastada nas bordas submetida a carregamento uniformemente
distribuido;

e placa simplesmente apoiada nas bordas submetida a carga concentrada no
centro;

e placa engastada nas bordas submetida a carga concentrada no centro.

A figura 7.13 apresenta os demais dados envolvidos nas anadlises da
placa, inclusive as discretizacdes utilizadas. Deve-se observar que, por questao
de simetria, apenas um quarto da placa foi discretizado, onde para os lados AB
e AD foi imposto rotagdo tangente nula, e para a carga concentrada, quando

considerada, deve ser utilizado apenas um quarto de seu valor.
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Para a montagem dos arquivos de dados utilizou-se o pré-processador
intitulado de PEC, de Sousa Junior (1996).

A tabela 7.1 apresenta os valores para o deslocamento transversal no
centro da placa (ponto ‘A’), bem como os erros associados aqueles, para os
diversos casos de carregamento e condigao de contorno. Os valores analiticos
foram colhidos de Martins e Sabino (1997). Observa-se que os numeros de
graus de liberdade (gdl) referidos na tabela s&o apenas aqueles dos elementos
finitos DKT, sem se considerar os outros graus de liberdade do sistema total,

uma vez que este possui 6 graus de liberdade por no.

D C
E=1,0ell
v=03
o h=0,01 (espessura)
A B a=2
q = 1000 (distribuida)
P =4000 (concentrada)
= a =
D C D C
A Mi B A V) B
D C D C
A M4 B A M5 B

Figura 7.13 — Exemplo 7.3

Tabela 7.1 — Deslocamento transversal (U) para placa quadrada

carga distribuida carga concentrada
malha | elementos | gdli apoiada engastada apoiada engastada

U-1000 erro (%) U-1000 erro (%) U-1000 erro (%) U-1000 erro (%)
M1 2 12 4,086 -42,436 1,811 -18,096 24,516 20,953 10,866 10,821
M2 8 27 6,437 -9,320 2,134 -3,483 22,464 10,829 11,146 13,677
M4 32 75 6,945 -2,158 2,198 -0,579 20,972 3,468 10,329 5,344
M5 50 108 7,001 -1,368 2,203 -0,362 20,748 2,363 10,172 3,743

valor analitico-1000 7,098 0 2,211 0 20,269 0 9,805 0
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A figura 7.14 foi feita a partir dos resultados apresentados na tabela 7.1,

onde se pode visualizar a boa convergéncia do elemento finito DKT.

Exemplo 7.3

30 T

—e— uniform. distrib.\apoiada
—— uniform. distrib.\engastada

20 + —o— carga conc.\apoiada

—»— carga conc. \engastada

-20 +

.30 +

erro no deslocamento no centro da placa (%)
AN
o
|
T

40 +

50 -
gdl

Figura 7.14 — Resultados do exemplo 7.3

7.6.4 Exemplo 7.4

O exemplo 7.4 analisa, estatica e dinamicamente, uma placa quadrada
enrijecida com vigas nas bordas e apoiada em quatro pilares. Ver figura 7.15. A
analise estatica do exemplo também foi retirada do trabalho de mestrado do
autor (ALMEIDA, 1999), onde se pode encontrar mais detalhes a respeito do
problema analisado.

Observa-se que o momento de inércia fornecido para as vigas € aquele
de flexado; a rigidez a torgdo das mesmas foi desprezada. Observa-se também
que o carregamento foi aplicado apenas na placa, e que os pilares foram
considerados apoios rigidos, ou seja, os deslocamentos nas trés dire¢des
foram considerados nulos naqueles pontos.

A tabela 7.2 apresenta os resultados para o deslocamento transversal
calculado no centro do pavimento. As discretizagbes utilizadas seguem o
mesmo esquema da figura 7.13 do exemplo 7.3, sendo que neste caso, a

discretizacao foi para toda a placa. O valor analitico foi extraido de Timoshenko
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e Woinowsky—Krieger (1959). A mesma observacao que se fez com relagao ao

numero de graus de liberdade da tabela 7.1 do exemplo 7.3, é valida para este

Caso.
3 \ N
E=1,0ell
v=0,25
h=0,01 (espessura)
i a=2
q = 1000 (distribuida)
I vigas = 8,88896—7
N N
a
Figura 7.15 — Exemplo 7.4
Tabela 7.2 — Deslocamento transversal (U) para placa apoiada em vigas
malha |elementos gdl U.-1000 | erro (%)
M2 8 27 7,663 -17,973
M4 32 75 8,971 -3,971
M10 200 363 9,300 -0,450
valor analitico-1000 9,342 0

A figura 7.16, por sua vez, apresenta os

resultados da tabela 7.2, onde

se visualiza a convergéncia monoténica da modelagem adotada para o

problema.
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placa quadrada enrijecida com vigas no contorno
submetida a carregamento uniformemente distribuido

21

-4 +

-6 +

-8 +

-10 +

12 L

-14 +

erro no deslocamento no centro da placa (%)

18 +

gdl

Figura 7.16 — Analise estatica do exemplo 7.4

O pavimento deste exemplo também foi analisado dinamicamente, com
e sem amortecimento, onde foi submetido a um carregamento de impacto de
valor igual ao do problema estatico. A discretizagao utilizada foi a M4, com 32

elementos DKT. Os demais dados envolvidos na analise dindmica sao:

p = 2500
A, =8
X, = 0,004
t=08

At = 0,001

A figura 7.17 apresenta os deslocamentos obtidos no centro da placa em
funcdo do tempo, tanto para o caso amortecido como para o0 caso sem
amortecimento. Observa-se, como era de se esperar, que em ambos 0s casos
o comportamento dindmico oscila em torno do valor estatico. Para o caso
amortecido, o comportamento dindmico converge para o valor estatico, e

observam-se os modos altos de vibragdo com bastante precisao.
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placa quadrada enrijecida com vigas no contorno
submetida a carregamento de impacto uniformemente distribuido

0,0200 -

——n&o amortecido
00180 —— amortecido
’ ] —— Estatico

0,0160 -
0,0140 -
0,0120 -
D 0,0100 -
0,0080 -
0,0060 -
0,0040 -
0,0020 -

0,0000

Figura 7.17 — Anadlise dindmica do exemplo 7.4

7.6.5 Exemplo 7.5

O exemplo de numero cinco é de Assan (1999) e trata da analise de
uma chapa engastada sujeita a carregamento de flexdo aplicado de duas
formas distintas: carga concentrada nos ndés superior € inferior da extremidade
livre e carregamento distribuido no lado superior da chapa. As discretizagdes
utilizadas nas analises realizadas foram as mesmas de Assan (1999). Ver
figura 7.18.

As tabelas 7.3 e 7.4 abaixo apresentam os valores para os
deslocamentos transversais para o ponto ‘A’ da chapa, respectivamente para
carga concentrada e para o carregamento distribuido. O valor analitico foi
calculado levando-se em consideragéo o efeito de forga cortante, igualmente
ao que foi feito por Assan (1999). Observa-se que para as discretizagdes M1 e
M3 o valor foi calculado como sendo a média entre os valores obtidos no n6
inferior e superior da extremidade livre da chapa. Para as demais

discretizagdes, o valor calculado foi aquele no préprio no.
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#h/2—+

P/2

P2

=9 cm

h=3cm

e =1 cm (espessura)
E =1 kg/cm?

v=0
P=1kg
q=1kg/cm

M4

M1

M3

M6

Tabela 7.3 — Deslocamento transversal (U) para chapa — carga concentrada

Figura 7.18 — Exemplo 7.5

malha| elementos |gdl| valor U

analitico | inferior | superior | valor
M1 6 16 | 115,200 | 29,769 | 29,436 | 29,603
M2 24 42 | 115,200 | 63,630 | 63,412 | 63,092
M3 54 80 | 115,200 | 84,349 | 84,190 | 84,270
M4 96 130| 115,200 | 95,705 | 95,571 | 94,722
M6 216 266| 115,200 |106,210| 106,090 {104,840

Tabela 7.4 — Deslocamento transversal (U) para chapa — carga distribuida

malha|elementos |gdl| valor U

analitico | inferior | superior | valor
M1 6 16 | 396,900 |107,360| 108,280 |107,820
M2 24 42 | 396,900 |220,560| 221,890 |220,850
M3 54 80 | 396,900 [289,790| 291,240 {290,515
M4 96 130| 396,900 |327,580| 329,060 (327,840
M6 216 266| 396,900 [362,110| 363,610 {362,330
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As figuras 7.19 e 7.20 mostram, respectivamente, os resultados

apresentados nas tabelas 7.3 e 7.4.

Exemplo 7.5
carga concentrada

140 -
—&—chapa
—— analitica

120 4

100 -

80 4

U (cm)

60 4

40

20

16 66 116 166 216 266
gdl

Figura 7.19 — Exemplo 7.5 — carga concentrada

Exemplo 7.5
carga distribuida

450
—&—chapa
—— analitica

400 +

350 -

300 -

250

U (cm)

200

150 -

100

50 4

16 66 116 166 216 266
gdl

Figura 7.20 — Exemplo 7.5 — carga distribuida
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Analisando-se as figuras 7.19 e 7.20 (ou as tabelas 7.3 e 7.4) observa-
se que o elemento de chapa utilizado (CST) apresenta convergéncia
monotdnica para a analise de problemas de flexdo, apesar de bastante lenta.
Na verdade, poder-se-ia dizer que tal elemento finito ndo é indicado para a
solugdo de problema de flexdo; melhor seria a utilizagdo de outro elemento
finito de chapa (como por exemplo o LST — Linear Strain Triangle), ou de um
elemento finito de placa.

Complementando o exemplo de Assan (1999), analisou-se
dinamicamente a chapa do presente exemplo sujeita ao carregamento
concentrado, sendo que agora de impacto. Foi utilizado densidade p = 0,01
kg/cm?, At = 1s, amortecimento nulo e discretizagdo M6.

A figura 7.21 apresenta os deslocamentos transversais no n6 ‘A’ em
funcdo dos passos de tempo da analise. Observa-se que a analise também foi
feita com elementos finitos de barra (com uma discretizagcdo de 18 elementos
finitos). As retas tracejadas representam o dobro do deslocamento estatico
analitico, calculado com e sem a contribuicdo das deformagdes por forcas
cortantes. Vé-se que os resultados obtidos, tanto com a analise utilizando
elementos finitos de chapa como os de barra, foram mais proximas ao valor
sem a consideragao da for¢a cortante. Esse fato era diretamente esperado da
modelagem com o elemento finito de barra, pois este ndo considera efeitos de
esforgo cortante. Para o caso da chapa, além da rigidez excessiva do elemento
CST, o movimento vibratério de um meio bidimensional apresenta duas ondas
de propagacao: uma longitudinal e outra transversal. A onda longitudinal, que
se propaga mais rapidamente, ira compor efetivamente o movimento de flexdo
mostrado na figura, sendo que a onda transversal cisalhante € mais dispersiva
e sua influéncia é importante no inicio do movimento. Assim, os picos menores
para 0 modelo de chapa eram esperados, tal como ocorreu no modelo

tridimensional de elementos de contorno.
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Exemplo 7.5
analise dinamica

250

200

150 -
—_ —e—chapa
‘E’. ——barra
=} — — — -com forga cort.
100 4 — — — -sem forga cort.
50 4

Figura 7.21 — Exemplo 7.5 — analise dindmica



8 0 ACOPLAMENTO ENTRE
0S METODOS

Neste capitulo sera descrita a forma de acoplamento utilizada no
trabalho, e apresentado um exemplo numérico da técnica empregada. A partir
desse desenvolvimento, viabiliza-se ndo apenas o modelo de interacdo solo-
estrutura, mas também outros tipos de modelos, como por exemplo: interagao
estrutura-estrutura, meios continuos reforcados por fibras, deslizamento de
fibras no interior de meios continuos, entre outros. A inovacdo em relagcao aos
trabalhos realizados no departamento onde se desenvolveu o presente
doutorado, aplicadas a problemas similares — Almeida (2003), Coda (1993,
2000), Ferro (1998), Komatsu (1995), Mendonga (2002), Mesquita (2002),
Ramalho (1990) e Tejerina Calderon (1996) —, reside na generalizagdo do
processo de acoplamento para multiregides plastificadas.

Como ja foi citado, o acoplamento entre os diferentes meios sera feito

aplicando-se a técnica de sub-regides.

8.1 TECNICA DE SUB-REGIOES

Para o MEC e MEF dindmico, pode-se escrever, respectivamente, as

seguintes equacgdes matriciais:
HU+CU+MU = GP +Bb +Qc” (8.1)

KU+CU+MU =GP +Bb+Qc” +IF (8.2)
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onde | é a matriz identidade.

Na eq.(8.1) pode-se fazer F :=Bb + Qo”; como da mesma forma pode-se

fazer F:=Bb+Qc” +IF na eq.(8.2), onde o simbolo := quer dizer “recebe”.

Assim, pode-se escrever:

HU+CU+MU =GP +F (8.3)

KU+CU+MU =GP +F (8.4)
Para um instante atual, simbolizado por ‘ts+1’, pode-se escrever:

HU, , = A?GP,_, + At*Qc”,, +F, (8.5)
KU,,, = BAt’GP, , + BAt?Qc®,, +F, (8.6)
onde 3 € parametro de Newmark.

Inicialmente, fazendo-se At’G=G e At’Qc®,+F, =Fs1 na eq.(8.5),

s+1

tem-se:

HUS+1 = GDS+1 +|Es+1 (87)

Da mesma forma, fazendo-se BAt)G=G e BAt’Qo® , +F, =Fs na

eq.(8.6), pode-se escrever:

_GP,,, +Fe (8.8)

Em termos gerais, podem-se escrever as e€q.(8.7) e (8.8) como:

HUs+1 = GPs+1 + Fs+1 (89)
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Com o objetivo de exemplificar a técnica de sub-regides, considere-se 0
problema de uma viga engastada em uma extremidade e sujeita a um
carregamento de tragdo concentrado na outra extremidade, como mostra a

figura 8.1. Considere-se também que a viga foi dividida em duas sub-regides.

® RO 1o F
Q, . Q, * >

Figura 8.1 — Viga analisada pela técnica de sub-regides

Para o citado problema, podem-se escrever as seguintes equacdes

matriciais para cada sub-regido:

1 1 1 1 1 1 1
{hr hJZHUJ} _ {gr 912}{311}_}_{':11} (8.10)

h21 h22 U2 921 922 P2 F2
hi, hi, |JU _ 9 9% |JPf + Fy (8.11)

he h%lU3) 195 9% ]Pi) (F

Observa-se que o indice superior € referente a sub-regiao.
Como U] é conhecido (no caso, nulo), a equagdo matricial referente ao

meio 1 (eq.(8.10)) pode ser escrita da seguinte forma:

_911 h12 P11 _ _h11 912 Ul + F11 (8.12)
—a'. nt Ut - _h! 1 1]p! = )
921 Ny 2 21 9220 |2 2

Independentemente do tipo de técnica adotada, as seguintes condigdes

precisam ser satisfeitas:

compatibilidade geométrica (cinematica) : U} = U?
equilibrio : P} = -P?
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Com o objetivo de acoplar, ou seja, combinar numericamente, as
eq.(8.12) e (8.11), aplica-se as condi¢cdes descritas acima ao problema. Assim,

podem-se escrever as seguintes equacgoes:

- 911P11 + h12U12 = _h11U1 + glzpz1 + |:11
- 9121P11 + h122U12 = _h121U1 + 9122F)21 + I:21
h121U12 + h122U§ = _9121P21 + 9122P22 + F12

h§1U12 + hgzug = _g;F)z1 + ggszz + F22

(8.13)

Vale observar que a forga de contato entre o meio 1 e o meio 2 pode ser
acrescida de uma forca aplicada ao né 2 do meio 1 (ou né 1 do meio 2), sendo

assim, pode-se escrever:

P =P +P}, (8.14)
ou
P2 _p7 4p2 (8.15)

onde, na eq.(8.14):

I312 — forga aplicada no n6 2 do meio 1 (conhecida);

P}, —forga de contato entre 0 meio 1 e 0 meio 2 (antigo P});
valendo a mesma analogia para a eq.(8.15).
A equacéo de equilibrio pode ser escrita agora como:
P, =-P; (8.16)

Aplicando-se a eq.(8.14) as eq.(8.13) e colocando-se os valores

conhecidos a direita e os incognitos a esquerda, pode-se escrever:
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— 1P +hi,U; —gi,Py, = —hiUi + 912512 +F
_9121P11 + h122U12 - 9122P211 = _h121U1 + 9122512 + Fz1

. (8.17)
h121U12 +h122U§ +g121P211 = 9121P1 +9122P22 +F12
—2
h§1U12 +h§2U§ +g§1P211 = 921P1 +g§2P§ "'Fz2
Matricialmente:
H! H -G G G
_911 0 h]z _912 F’11 _h11 0 912 0 Ul ':11
_9121 0 h122 _9122 Ug _ _h121 0 9122 0 F’z2 + Fz1
0 {hfz} {hﬂ [gﬂ U} 0 [gfz} 0 [gﬂ Pa||F7
0 hgz h§1 951 P211 0 ggz 0 951 P Fz2
AT G &
ou simplesmente:
P! W)
Hl 0 H: —G: Ui B Gl 0 G: 0 F’e2 N F (8.18)
o H H G luf [0 & o &|r| [|F? '
P P

onde os indices ‘€’ e ‘i s&o referentes a ‘externo’ e ‘interno’, respectivamente,
ou a ‘nao-ligado’ e ‘ligado’. Deve-se observar que na €q.(8.18) as condigbes de

contorno ja foram aplicadas.

Consideram-se as duas sub-regides apresentadas na figura 8.2.

Fab

Figura 8.2 — Duas sub-regides

Para as duas sub-regides pode-se escrever:
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Q, - HU® = G +F?

(8.19)
Q, > HU =GP° +F°
a Pa
TR S ) SR Y
u? P? +P;
\ i (8.20)
U P
H HR et =G G ® _pt+iF°
[ e I]{U,b} [ e l]{Pib'FPib} { }
H2U2 + HU? = G2P2 +GPP? + GPP| +F°
. (8.21)
HoUS +HUP = GPP2 + GPP® + GPPi +F°
Aplicando-se as condigdes de contato, tem-se:
a __ b aj |a ajja _ ~apa apa ap? a
{u _Uib:HeUeJrHiUi =GP +GIP" + GIPi +F (8.22)
P?=-P°  HU® +H°U? = G°P® —G"P? + GPP; +F®
Matricialmente:
U P
H 0 H -G*||U G 0 G* 0P Fe
e P A R | SO (8.23)
0 H H G’ ||U? 0 G2 0 G/||P F
P P

Para trés ou mais meios (figura 8.3) a técnica de sub-regides segue o

esquema abaixo:

Q, Q, Q

1_‘ab 1—‘b

Figura 8.3 — Trés sub-regides

C
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H2U? + HU® = GIP? + G°P; + G?P™ + F?
HOU® + HPUP + H°UP = GUPY + GYPy” + GP™ + GPi” + GP* +F°  (8.24)
HEUS + HAU® = GSPS +GPP; + GoP +F°

uz P

e

HH 0 0 H -G® 0 0 |jlue| [6@ 0 o0 G o o0 olfpP| [F

e

0 HX 0 H® G H*® -Grlu®={0 G2 0 0 G® G* 0 [{p"l+1F°

0 0 H; O 0 H’ GS ||P® 0 0 G O 0 0 G’ |3:°al Fe
up* P/’
Pe* Py

(8.25)

€ assim sucessivamente.

Deve-se observar que as equagdes do tipo da eq.(8.25) estdo escritas
para um determinado instante da analise; quando a plastificacdo ocorre, a
solugdo da mesma deve se dar de forma iterativa. Os residuos plasticos séo
incluidos nos vetores de carga externa como mostrado nas simplificacdes

descritas apos a eq.(8.2).

8.2 EXEMPLO

O problema estudado neste exemplo ja foi apresentado no capitulo 4,
onde se utilizou unicamente o MMBEM, e no capitulo 6, onde o TDBEM foi
aplicado; analisa-se o caso de uma viga engastada em uma extremidade e
sujeita a agdo de uma carga constante de tragdo aplicada subitamente a outra
extremidade. Ver figura 8.4 abaixo.

Desta vez, analisou-se o problema descrito acima de diversas formas:
via elementos finitos de barra, elementos finitos de chapa, acoplamento
MEF/MEF entre sub-regides de elementos finitos de barra, acoplamento
MEC/MEC e acoplamento MEC/MEF entre sub-regides de elementos de
contorno e elementos finitos de barra. Neste exemplo, onde se |é MEC, deve

ficar claro que se trata do MMBEM. Para a analise com elementos finitos de
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barra, utilizaram-se 10 elementos de barra para a discretizagao da viga; para a
analise com elementos finitos de chapa, foram utilizados 40 elementos CST;
para a analise utilizando o processo de acoplamento MEF/MEF, dividiu-se a
viga em duas sub-regides de elementos de barra (cada uma com 5 elementos)
e acoplou-se os 6 graus de liberdade da interface entre elas; para o
acoplamento MEC/MEC, a viga foi dividida em duas sub-regides de elementos
de contorno — cada qual com uma discretizacdo do tipo 225', ou seja, 2
divisdes na largura (¢), 2 divisdes na profundidade (prof) e 5 divisdes no
comprimento (L) — onde todos os graus de liberdade da interface foram
acoplados; por fim, para o acoplamento MEC/MEF, dividiu-se a viga em duas
sub-regides: uma discretizada por elementos de contorno e outra discretizada
por elementos finitos de barra, e entre elas, uma casca com caracteristicas
especiais, funcionando como “elemento de ligacdo”. Coda (1993) também
analisou este problema, utilizando o acoplamento MEC/MEF, em seu exemplo

8.4.2. Maiores detalhes podem ser vistos na figura 8.5.

P \\ prof
g
L ‘
E =11.000 kg/(cm-s?) Ap kg/(cm-s?)
v=0
p =0,002 kg/cm?
c=0kg/s
L=80cm 1000
A = {-prof =20 cm-20 cm = 400 cm?
P =400.000 kg-cm/s?
=P/A=1.000k -s? >
p="P/ 000 kg/(cm-s?) 0 (s)
T=0,28s

Figura 8.4 — Exemplo 8.1

"Ver capitulo 9.
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Barra e MEF/MEF

Chapa

MEC e MEC/MEC

e MEC/MEF

Figura 8.5 — Discretizagbes do exemplo 8.1

Mais algumas observacdes s&o necessarias ao entendimento das

analises realizadas. Para o acoplamento MEF/MEF, vale dizer que a matriz da

sub-regido a ser alocada na matriz total G é a matriz PAt’l e ndo a matriz

BAt’G. Conseqlientemente, o vetor a ser alocado no vetor Ps.q total sera o

vetor ys+1 (vetor dos valores conhecidos no instante atual), e o vetor a ser
alocado no vetor de cargas total (Fs.1) sera o vetor BAt°GP,,,+Fs. Para

maiores detalhes, ver secbes 7.5 e 8.1. Para a analise utilizando elementos
finitos de chapa, o carregamento foi aplicado uniformemente no lado livre da
viga. Para a analise utilizando o acoplamento MEC/MEF, a sub-regido de
elementos finitos € composta, além dos elementos de barra, por uma casca
rigida de ligag&o; para tal, considerou-se modulo de elasticidade E = 1,1e+10
kg/(cm-s?), espessura h = 1 cm e densidade nula (p = 0) para a casca. Além
disso, neste tipo de analise, deve-se considerar o primeiro elemento finito de
barra, ligado a casca como um “elemento de topo”, ou seja, a contribuicdo da
matriz G deste elemento ndo deve ser computada na montagem da matriz G da

subestrutura, evitando a avaliacao errénea das forgas de contato.
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A figura 8.6 apresenta os deslocamentos longitudinais na extremidade
livre da viga em fungdo dos passos de tempo da analise. Os resultados
analiticos sdo de Mansur e Brebbia (1984). Observa-se que os resultados

foram todos bastante semelhantes e préximos do comportamento analitico.

Exemplo 8.1
Deslocamentos longitudinais
16
+ MEC
+ BARRA
14 1 « CHAPA
x  MEF/MEF
o MEC/MEC
12 | - MEC/MEF
Estatico analitico
—— Dinamico analitico
10
S s
=]

0 50 100 150 200 250 300
t/dt

Figura 8.6 — Deslocamentos longitudinais do exemplo 8.1

A figura 8.7 abaixo apresenta os valores das reagcbes de apoio da viga
do presente exemplo em fungao dos passos de tempo da analise. Observa-se
que se padronizou o valor das reag¢des de apoio em forca de superficie; assim,
para as analises por barras e MEF/MEF os valores das reacdes foram divididos
pela area ‘A’, e para a andlise utilizando-se elementos de chapa, dividiu-se os
valores da reagao por metade da area ‘A’, uma vez que a reagao fornecida pelo
programa no né de apoio € a metade da reagao de apoio propriamente dita, ja
que se tem dois nds de apoio na discretizacdo utilizada.

Observando-se a figura 8.7, vé-se que os resultados obtidos com as
diversas formas de analise foram bastante satisfatérios tendo em vista o
comportamento de alta frequéncia, as refracbes, reflexdes e dispersdes
agregadas a um problema de propagag¢ao de uma frente de onda ressalto em
meio tridimensional. Deve-se observar que esse seria 0 exemplo mais dificil de

se obter resultados satisfatérios com as formulagdes aplicadas.
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Exemplo 8.1
Reacoes de apoio

3000 -

——MEC
—+—BARRA
——CHAPA

—x— MEF/MEF

—s— MEC/MEC
——MEC/MEF

—— Estéatico analitico
—— Dinamico analitico

2500 -

2000 -

1500

1000

Reacéao (kg/cm*s”2)

500

-500

-1000 -

t/dt

Figura 8.7 — Reacdes de apoio do exemplo 8.1

Por meio do presente exemplo, observa-se que a técnica de
acoplamento empregada esta funcionando corretamente e apresenta bons
resultados.



9 0 PROGRAMA
COMPUTACIONAL

Com base nos desenvolvimentos apresentados nos capitulos anteriores,
elaborou-se o programa computacional proposto como validagdo dos
desenvolvimentos tedricos da presente tese de doutoramento. Este capitulo
nono tem como finalidade descrever as principais caracteristicas do cédigo
computacional desenvolvido, em termos gerais, e suas sub-rotinas mais

importantes, bem como comentar a respeito da entrada e saida de dados.

9.1 GENERALIDADES

O programa computacional desenvolvido, intitulado como SIMBOLICK,
foi implementado em linguagem de programagado FORTRAN 77 utilizando-se o
software Visual Fortran Professional Edition 6.0.

Quando da implementagao do processo de acoplamento, optou-se pela
divisdo do cdédigo completo em diversos programas fonte, cada qual com uma
atividade especifica, e todos chamados por um programa principal. Sendo

assim, os programas fonte sao:
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programa principal; faz a leitura dos dados gerais a analise;
principal.for | chama os demais programas fonte; gerencia a andlise dindmica;
resolve o sistema total da andlise

1é& os dados das sub-regides do MEF; monta e grava matrizes e

met. for vetores do MEF; aloca as matrizes K e BAt?G, respectivamente
nas matrizes H e G do sistema total
1é os dados das sub-regides do MMBEM; 1& ou monta e grava
mec. for matrizes do MMBEM; aloca as matrizes E e AtZG,
respectivamente nas matrizes H e G do sistema total
1é os dados das sub-regides do TDBEM; 1é& ou monta e grava
tdbem. for matrizes de TDBEM; aloca as matrizes h e g, respectivamente

nas matrizes H e G do sistema total

monta os vetores F e P no instante de tempo atual para as
vff.for sub-regides do MEF; aloca esses vetores em seus
correspondentes do sistema total

monta os vetores F e P no instante de tempo atual para as
vfc. for sub-regides do MMBEM; aloca esses vetores em seus
correspondentes do sistema total

monta os vetores F e P no instante de tempo atual para as
vftdbem. for sub-regides do TDBEM; aloca esses vetores em seus
correspondentes do sistema total

calcula U e U para o instante de tempo atual para as sub-

anlc. for regides do MMBEM; calcula G para estas sub-regides; realiza a
andlise ndo-linear iterativa
monta o vetor U e reacgdes das sub-regides do MEF a partir do
posf. for vetor solucdo total; calcula U e U para o instante de tempo
atual; escreve resultados em arquivos de dados
monta o vetor U e reacdes das sub-regides do MMBEM a partir
posc. for do vetor solucdo total; calcula U, U e & para o instante de

tempo atual; escreve resultados em arquivos de dados

monta o vetor U e reacdes das sub-regides do TDBEM a partir
postdbem. for |do vetor solucdo total; escreve resultados em arquivo de
dados

Além desses 11 subprogramas, aqueles que tratam diretamente com o
TDBEM - tdbem.for, vftdbem.for e postdbem.for — ainda fazem chamada a um
bloco de declaragéo de variaveis contidas em blocofixo.for, que funciona como

uma dependéncia do programa como um todo.

9.2 ENTRADA DE DADOS

A entrada de dados para cada analise é feita por meio de arquivos,
sendo 1 arquivo de entrada para os dados gerais e 1 arquivo para cada sub-
regiao.

Na interface com o usuario € necessario informar o nome do arquivo de
entrada de dados gerais (com extensdo e tamanho maximo de 100 caracteres)
e escolher se as matrizes do MMBEM seré&o calculadas (¢ ou C) ou lidas (I ou
L). Observa-se que esta opgédo também existe para o TDBEM, sendo que €&

feita no proprio arquivo de entrada de dados para este método; para o MEF, a
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citada opcao nao foi implementada, pois a montagem das matrizes envolvidas
possui custo computacional baixo. Observa-se também que, uma vez escolhida
a opgao para o MMBEM, esta sera valida para todas as sub-regides modeladas

por este método.
9.2.1 Entrada de dados gerais

O arquivo de dados gerais deve ser escrito de acordo com o esquema

abaixo:

NSR, NL
BT, T, NPT, NMIT
OP, ET, ED
1 KODESR(1) VNARQSR(1) NNSR(1) SYSR(1) NTDBEM

NSR KODESR(NSR) VNARQSR(NSR) NNSR(NSR) SYSR(NSR) NTDBEM

1 NGLL(1) SRI(1)  MGLAI1) --- MGLAINGLL(1))
SRJ1)  MGLAJ(1) -~ MGLAJINGLL(1))
i NGLI;(NL) SRI&NL) MGLAI(NL) N MGLAI(NGLL(NL))

SRJ(NL) MGLAJNNL) --- MGLAJINGLL(NL))

onde:

NSR — € 0 numero de sub-regides;

NL — é o numero de ligagdes de sub-regides;

BT — é 0 parametro § do método de Newmark;

T — €& o tempo total da analise (pode ser 1 para analises
elastostaticas e igual a NPT para analises estaticas nao-
lineares);

NPT — € 0 numero de passos de tempo (para analises dinamicas) ou

numero de incrementos de carga (para analises estaticas nao-

lineares);
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NMIT — € 0 numero maximo de iteragdes (admitido 100 nas analises
realizadas);

oP — caracter que indica se a analise é linear (| ou L) ou ndo-linear (n
ou N);

ET — parametro de verificagdo de convergéncia por tensao;

ED — parametro de verificacdo de convergéncia por deslocamento;

KODESR(l) - codigo da sub-regiao | (1— MEF; 2-MMBEM; 3— TDBEM);

VNARQSR(I) — nome do arquivo de entrada de dados da sub-regiéo |;

NNSR(I) — numero de nds da sub-regiao I;

SYSR(I) — tenséo de plastificagao da sub-regido | (basta fornecer qualquer
valor diferente de 0 quando houver plastificacdo na sub-regiao);

NTDBEM — numero de um né da sub-regido de TDBEM que se queira
determinar deslocamentos e forgas de superficie ao longo do
tempo; deve ser diferente de 0 quando houver alguma sub-regiao
de TDBEM; na verdade, s6 sera armazenado o ultimo valor
fornecido, para a ultima sub-regido;

NGLL(I) — numero de graus de liberdade ligados na ligacgéo |;

SRI(I), SRJ(I) — sub-regides ligadas na ligacao I;

MGLAI(I) — grau de liberdade acoplado da sub-regido SRI(l), na ligagao I,

MGLAJ(I) — grau de liberdade acoplado da sub-regido SRJ(I), na ligagéo I;

9.2.2 Entrada de dados do MEF

Para as sub-regides modeladas pelo Método dos Elementos Finitos, a

entrada de dados é feita segundo o esquema a seguir:

NN, NNP, NEB, NEP, NECP, NNDP, NNCC, NEC, NEPC, NECPC
NETB, NETP, NETCH
ROB, ROP, ROCH, $LM, $LK, NA

1 X X X

NN XN XN XN
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NI;IP XQ‘]NP XQ;NP XE.NP

1 KB! KB, KB, A1) E(1) &1 I L I

NEB KB\™ KB\ KB\*® A(NEB) E(NEB) G(NEB) [\ [ [\

1 KP' KP! KP! EP1)  H(1)  PNU()

NEP KP'® KP)*® KP)® EP(NEP) H(NEP) PNU(NEP)

1 KCP!  KCP!  KCP! ECP(1) HCP(1) PNUCP(1)

NECP KCP[¥®" KCP)*" KCP)*® ECP(NECP) HCP(NECP) PNUCP(NECP)
NODD 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 VDP VDP VDP VDP VDP VDP

NONNDP 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 VDP VDP VDP VDP VDP VDP
NO1F 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/t F F F F F F

: S : : {se NNCC = 0}
NONNCC 0/1 0/1 0/1 0/1 01 0/1 F F F F F F

E1C 0/1 0/1 0/1 O0/1 O/1 O/1 0/1 0/1 O/1 O/1 0/1 0/1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12
ENEC 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12
{se NEC = 0}

E1PC 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18

ENEPC 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18

{se NEPC = 0}

E1CPC 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P’IO P’I1 P12 P13 P’l4 P’l5 P16 P’l7 P’IB

ENECPC 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 0/1 P1 P2 P3 P4 P5 P6 P7 P8 P9 P10 P11 P12 P13 P14 P15 P16 P17 P18

{se NECPC = 0}

CF1, CF2, CF3, CF4, CF5, CF6, CF7, CF8, CF9, CF10 {se NNCC = 0}

CP1, CP2, CP3, CP4, CP5, CP6, CP7, CP8, CP9, CP10 {se NEC, NEPC ou
NECPC = 0}

ETB1

ETBNETB
ETP1

ETPNETP



Capitulo 9: O programa computacional 203

ETCP1

ETCPNETCP

onde:

NN
NNP

NEB
NEP
NECP
NNDP
NNCC
NEC
NEPC
NECPC
NETB

NETP
NETCH
ROB

ROP
ROCH
$LM

$LK
NA

— € 0 numero de nos da sub-regiéo;

— € 0 numero de nds auxiliares (usados para definir o plano do
elemento de barra);

— & 0 numero de elementos de barra;

— € 0 numero de elementos de placa;

— € o0 numero de elementos de chapa;

— € 0 numero de nds com deslocamento prescrito;

— € 0 numero de ndés com carga concentrada;

— é o numero de elementos de barra carregados;

— é o numero de elementos de placa carregados;

— é o numero de elementos de chapa carregados;

— € 0 numero de elementos de topo de barra (elementos de topo
sdo aqueles que nao contribuirdo com a montagem da matriz G
da sub-regido);

— € o numero de elementos de topo de placa;

— € 0 numero de elementos de topo de chapa;

— densidade para os elementos de barra (deve ser 0 para
analises estaticas);

— densidade para os elementos de placa (deve ser 0 para
analises estaticas);

— densidade para os elementos de chapa (deve ser 0 para
analises estaticas);

— parametro que multiplica a matriz M para montar a matriz C;

— parametro que multiplica a matriz K para montar a matriz C;

— numero de um nd que se deseje escrever o0s resultados para

deslocamentos e reagdes ao longo do tempo (pode ser 0);

— coordenada i do no j;
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KB! e KB, —no inicial e no final do elemento de barra j;

KB, —no auxiliar do elemento de barra j;

A(j) — area da secao transversal do elemento de barra j;

E() — moddulo de elasticidade longitudinal do elemento de barra j;

G(j) — moddulo de elasticidade transversal do elemento de barra j;

| — momento de inércia a tor¢édo do elemento de barra j;

el — momento de inércia em torno dos eixos x2 e X3 (locais) do
elemento de barra j;

KP! —nod i do elemento de placa j;

EP()) — moddulo de elasticidade do elemento de placa j;

H(j) — espessura do elemento de placa j;

PNU(j) — coeficiente de Poisson do elemento de placa j;

KCP) —no i do elemento de chapa j;

ECP(j) — mddulo de elasticidade do elemento de chapa j;

HCP(j) — espessura do elemento de chapa j;

PNUCP(j) - coeficiente de Poisson do elemento de chapa j;

NO1D — primeiro n6é com deslocamento prescrito;

0/1 — 0 para deslocamento livre e 1 para prescrito;

VDP — valor do deslocamento para cada grau de liberdade do né;

NONNDP — ultimo n6é com deslocamento prescrito;

NO1F — primeiro no6 carregado;

F — valor da forga concentrada para cada grau de liberdade do no;

NONNCC - dltimo né carregado;

E1C — primeiro elemento de barra carregado;

Pi — valor do carregamento distribuido para cada grau de liberdade
(para elemento de barra, para i < 6, n6 inicial da barra, parai>7,
no final da barra; para elementos de placa ou chapa, i de 1 a 6,
no 1 do elemento, de 7 a 12, né 2 do elemento, de 13 a 18, n6 3
do elemento);

ENEC — ultimo elemento de barra carregado;

E1PC — primeiro elemento de placa carregado;

ENEPC — ultimo elemento de placa carregado;
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E1CPC — primeiro elemento de chapa carregado;

ENECPC — ultimo elemento de chapa carregado;

CF1 — constante da fungao de carga concentrada (ver segao 9.3.3);
CP1 — constante da funcao de carga distribuida (idem);

ETB1 — primeiro elemento de topo de barra;

ETBNETB - ultimo elemento de topo de barra;
ETP1 — primeiro elemento de topo de placa;
ETPNETP - ultimo elemento de topo de placa;
ETCP1 — primeiro elemento de topo de chapa;
ETCPNETCP - ultimo elemento de topo de chapa.

9.2.3 Entrada de dados do MMBEM

Para as sub-regidbes modeladas pelo MMBEM, a entrada de dados

segue o esquema abaixo:

NU, E, ALFA, GRADT, SY, H, PHI

RO, C

NNT, NE, NC, NCN, NA

NNDP, NNFSP

1 X X! X! b! b! bl
NNT X1NNT XENT XgNT b1NNT ngT ngT
1 K! K} K!

NE KA* K3* KQE

1 KC! KC} KC! KC!

{se NC = 0}
NC KC*® KC)*® KC5°© KC}°©



206 Capitulo 9: O programa computacional
1 KCN;] KCN, KCN} KCN,
{se NCN = 0}

NCN KCNN KCN) KCN;*" KCN

NO1D on on 0/1 VP VP VP

NONNDPD 0/1 0N 0/1 VP VP VP

NO1F 0N on 0/1 VP VP VP

NONNFSP  0/1 0N 0/1 VP VP VP

B8 C D E F G H | J K}

B, C; Dy Egz F; Gy Hy I Jg Ky

B C. D E5 F G Hy L Jo K

B; C Dy BB K G H K K

B. C. D, E. F, G, H, L, J, K,

onde:

NU — coeficiente de Poisson;

E — modulo de elasticidade longitudinal ou modulo de Young;

ALFA — coeficiente da dilatagcéo térmica na diregao longitudinal;

GRADT — gradiente de temperatura (para problemas de tenséo inicial);

SY — tenséao de plastificagao, para o critério de von Mises, e dobro
da coesdo c, para o critério de Drucker Prager (deve ser
atribuido valor O para analises elasticas);

H — valor do hardening;

PHI — angulo de atrito interno ¢ para o critério de Drucker Prager
(deve ser 0 para o critério de von Mises);

RO — densidade p;

C — amortecimento c;

NNT — numero de nés total (no dominio e no contorno);

NE — numero de elementos de contorno;

NC — numero de células para analise dinamica,;
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NCN — numero de células para regido de plastificacao;

NA — no analisado;

NNDP — numero de nés com deslocamentos prescritos;

NNFSP — numero de nés com forgas de superficie diferentes de zero;
X/ — coordenada i do né j;

b/ — forga volumétrica na direg&o i do no j;

K —no i do elemento j;

KC! —nd i da célula j para analise dinamica;

KCN/ —nd i da célula j para regido de plastificagéo;

NO1D — primeiro n6 com deslocamento prescrito;

0N — 0 para deslocamento livre e 1 para prescrito;

VP — valor da prescrigao (deslocamento ou forga de superficie);
NONNDPD — ultimo n6é com deslocamento prescrito;

NO1F — primeiro n6 com forga de superficie diferente de zero;
NONNFSP — ultimo n6 com forga de superficie diferente de zero;

B..K — coeficientes da eq.(9.1), apresentada no item 9.3.3, para as

-n

grandezas prescritas U P,beoc .

Cabem mais algumas explicacbes a respeito da entrada de dados
apresentada acima. O coeficiente de dilatagdo térmica ALFA foi utilizado para
analise de problemas de dilatagao térmica (tensdes iniciais). Por uma questao
de simplificagcdo, analisaram-se apenas casos de dilatacdo na direcao
longitudinal do sdlido (dire¢do 3). A discretizacdo de dominio utilizada para a
montagem das matrizes da analise dinamica é independente daquela utilizada

para a determinacédo das matrizes da analise nao-linear.
9.2.4 Entrada de dados do TDBEM

A entrada de dados para as sub-regides tratadas pelo TDBEM ¢é
semelhante ao que foi feito anteriormente para as outras técnicas. Porém,
considera-se a presenca de linhas de comentario. Sendo assim, para o

TDBEM, apresenta-se um exemplo de arquivo de entrada de dados para uma
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sub-regido tratada por esta técnica, ao invés do esquema que se vinha

apresentando anteriormente.

Desta forma, considera-se a entrada de dados, para a sub-regido
modelada pelo TDBEM, de um problema de semi-espaco infinito sujeito a

carregamento de impacto constante. Observa-se que os comentarios estédo

entre chaves e que poderiam ser linhas em branco no arquivo.

{ntmero de nés,

49 72 0

numero de elementos,

{coordenadas dos noés}

{nd,x1,x2,x3}
1

QO J oy U W

9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49

0.
20
3.
6.

10.
13.
16.
20.
20.
20.
20.
20.
20.

0.
16
13
10
6.

OO OO Ww

L e e e e R R S e e e i i =)
OO0 O0OOWWWWWOo O & G Oy

W wWwwwwo oo oy o

{conectividade

00000000000
.0000000000
33333333333
66666666667
0000000000
3333333333
6666666667
0000000000
0000000000
0000000000
0000000000
0000000000
0000000000
00000000000
.6666666667
.3333333333
.0000000000
66666666667

.33333333333
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000

.6666666667
.6666666667
.6666666667
.6666666667
.6666666667
.3333333333
.3333333333
.3333333333
.3333333333
.3333333333
.0000000000
.0000000000
.0000000000
.0000000000
.0000000000

.66666666667
.66666666667
.66666666667
.66666666667
.66666666667
.33333333333
.33333333333
.33333333333
.33333333333
.33333333333

dos elementos}

ler (=1)}

.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
0.00000000000
20.0000000000
3.33333333333
6.66666666667
10.0000000000
13.3333333333
16.6666666667
20.0000000000
20.0000000000
20.0000000000
20.0000000000
20.0000000000
20.0000000000
16.6666666667
13.3333333333
10.0000000000
6.66666666667
3.33333333333
16.6666666667
13.3333333333
10.0000000000
6.66666666667
3.33333333333
16.6666666667
13.3333333333
10.0000000000
6.66666666667
3.33333333333
16.6666666667
13.3333333333
10.0000000000
6.66666666667
3.33333333333
16.6666666667
13.3333333333
10.0000000000
6.66666666667
3.33333333333
16.6666666667
13.3333333333
10.0000000000
6.66666666667
3.33333333333

O O O O oo

[eNoBeoNeoNeoNoNoloNoNololololNoNoNololoNoNolololoNoNoNololNeolNoNolololoNolololoNeoNolNololololNoNololNolNo ol

.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
.00000000000
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{elemento,ndl,nd2,nd3}

1

O J oUW N

11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67

24
24
49
49
44
44
39
39
34
34
29
29
23
23
48
48
43
43
38
38
33
33
28
28
22
22
47
47
42
42
37
37
32
32
27
27
21
21
46
46
41
41
36
36
31
31
26
26
20
20
45
45
40
40
35
35
30
30
25
25
14
14
19
19
18
18
17

3

N oY J U oy O Wb

49

44

39

34

29

48
49
43
44
38
39
33
34
28
29
10

47
48
42
43
37
38
32
33
27
28
11
10
46
47
41
42
36
37
31
32
26
27
12
11
45
46
40
41
35
36
30
31
25
26
13
12
19
45
18
40
17
35
16
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68 17 35 30
69 16 25 15
70 16 30 25
71 15 13 8
72 15 25 13
{distancia relativa d/1}

0.01

{modulo de elasticidade,coeficiente de Poisson,dens,tempo total}
2.1e9,0.13,1600,0.1

{tempos de mudanca da qualidade das condig¢des de contorno}
{t1l,t2,t3}

500.0,1000.0,3000.0

{imposicdo de movimento de base entrar valores nao nulos}
{num. de ndés com movimento}

0

{no,ul,u2,u3}

{restricao de graus de liberdade}

{num. de ndés com restricao}

0

{no, kodel, kode2, kode3}

{comportamento temporal do trecho de deslocamento}
{parametros atbxt+csendx+ecosfx+gehx}

1,0,0,0,0,0,0,0

{imposicdo de forcas de superficie nao nulas}

{num. de ndés com forcas de superficie nao nulas}

49

{no,pl,p2,p3}

1 0 0 -300000
2 0 0 -300000
3 0 0 -300000
4 0 0 -300000
5 0 0 -300000
6 0 0 -300000
7 0 0 -300000
8 0 0 -300000
9 0 0 -300000
10 0 0 -300000
11 0 0 -300000
12 0 0 -300000
13 0 0 -300000
14 0 0 -300000
15 0 0 -300000
16 0 0 -300000
17 0 0 -300000
18 0 0 -300000
19 0 0 -300000
20 0 0 -300000
21 0 0 -300000
22 0 0 -300000
23 0 0 -300000
24 0 0 -300000
25 0 0 -300000
26 0 0 -300000
27 0 0 -300000
28 0 0 -300000
29 0 0 -300000
30 0 0 -300000
31 0 0 -300000
32 0 0 -300000
33 0 0 -300000
34 0 0 -300000
35 0 0 -300000
36 0 0 -300000
37 0 0 -300000
38 0 0 -300000
39 0 0 -300000
40 0 0 -300000
41 0 0 -300000
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42 0 0 -300000
43 0 0 -300000
44 0 0 -300000
45 0 0 -300000
46 0 0 -300000
47 0 0 -300000
48 0 0 -300000
49 0 0 -300000

{comportamento temporal do trecho de carregamento}
{parametros at+bxtcsendx+ecosfx+gehx}
1,0,0,0,0,0,0,0

{imposicdo de movimento de base entrar valores nao nulos}
{num. de ndés com movimento}

0

{no,ul,u2,u3}

{restricao de graus de liberdade}

{num. de ndés com restricéo}

0

{no, kodel, kode2, kode3}

{comportamento temporal do trecho de deslocamento}
{parametros atbx+csendx+ecosfx+gehx}
1,0,0,0,0,0,0,0

{imposicdo de forcas de superficie nao nulas}
{num. de nés com forcas de superficie nao nulas}

0

{no,pl,p2,p3}

{comportamento temporal do trecho de carregamento}
{parametros atbxtcsendx+ecosfx+gehx}
1,0,0,0,0,0,0,0

Fazem-se necessarias algumas explicacbes a respeito do arquivo de

dados apresentado acima. A opcao ‘ler — primeira linha — é referente as

matrizes h e g; se a opgao for ‘0’, as citadas matrizes s&o calculadas

normalmente, se a opgao for ‘1’, estas sao lidas. Para um valor de distancia

relativa nulo, considera-se o ponto fonte no contorno. Se ndo houver mudancas

na qualidade das condicdes de contorno — observa-se que sao possiveis até 3

mudangas —, deve-se fornecer tempos de mudanga da qualidade de tais

condi¢cdes maiores que o tempo total da analise.

9.3 CARACTERISTICAS COMPLEMENTARES

Nesta secdo, apresentam-se resumidamente

caracteristicas do codigo computacional desenvolvido.

mais

algumas
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9.3.1 Gravacgao de matrizes do MMBEM

Analisando-se os tempos de processamento de cada etapa do MMBEM,
observou-se que a montagem das matrizes envolvidas no problema é uma
etapa que consome parcela de tempo substancial. Com o objetivo de se
agilizar o processamento das analises, resolveu-se gravar as matrizes G, H, B,
Q, G, H, B e Q diretamente em disco rigido. Assim, para cada analise,
deve-se fornecer ao programa se essas matrizes serao calculadas ou lidas (em
acesso direto em disco). O algoritmo abaixo ilustra o que foi feito no codigo

computacional.

SE (OP ="/ OU OP ='L") ENTAO
LE AS MATRIZESG,H,B,Q, G, H,B e Q
SENAO
CALCULA AS MATRIZESG,H,B,Q, G, H,B e Q
GRAVA AS MATRIZES G, H,B,Q, G, H,B e Q
FIM SE

Com esse procedimento, apds se calcular as citadas matrizes uma vez,
pode-se realizar varias analises sem que elas sejam calculadas novamente,
inclusive com modificagdes do valor das constantes At, p e ¢ e das condigdes
de contorno, carregamento do problema, tensdes limite de plastificagdo e

superficies de plastificacdo.

9.3.2 Solugao do sistema de equagodes

Inicialmente a resolugdo do sistema de equacgdes lineares era feita
utilizando-se a sub-rotina DLSLRG, que € uma sub-rotina interna do software
Visual Fortran Professional Edition 6.0 de resolucdo de sistema de equagdes
lineares de numeros reais e geral. Porém, internamente, essa sub-rotina
executa duas outras: a sub-rotina DLFCRG, de fatorizagcado LU, e a sub-rotina
DLFSRG, de solucdo do sistema linear. O que se fez posteriormente, também

com o objetivo de se obter economia de tempo de processamento, foi substituir
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a sub-rotina DLSLRG, pelas duas outras citadas: a primeira delas, chamada
imediatamente antes do inicio da analise dinamica nao-linear, ou seja, uma
unica vez; enquanto que a segunda, chamada internamente ao processo de
anadlise dinamica n&o-linear. Caso houvesse mudanca de qualidade de
condicbes de contorno em deslocamento, realizar-se-ia a primeira etapa

novamente.
9.3.3 Carregamentos e condig¢does de contorno dinamicos

Para os MMBEM e MEF, os carregamentos e deslocamentos prescritos

sdo calculados dinamicamente segundo a expressao abaixo:
f(t)=A +Bt+Ct* + D-sen(Et)+F-cos(Gt)+H-e" + J.e™ (9.1)

A leitura dos coeficientes de B a K da eq.(9.1), para cada um dos 4
vetores do MMBEM (P(t),U(t),b(t)e 5"(t)) e 2 do MEF (F(t), P(t)), ¢ feita junto
com a leitura do arquivo de entrada de dados de cada uma dessas técnicas. O

valor independente A seria o inicial fornecido, para t=0.

Para o TDBEM, a equacéao utilizada é a eq.(9.2) abaixo:
f(t)=A +Bt+C-sen(D-t)+E-cos(F-t)+G-e™ (9.2)

Para esta técnica, todos os coeficientes sido lidos, e o valor de A

multiplica o valor inicial da fungao f(t).
9.4 SAIDA DE DADOS

A saida de dados também é feita por meio de arquivos, para cada sub-
regidao. Assim como foi feito para a entrada dos dados, cada método tem seu
préprio tipo de arquivo de saida. Dessa forma, apresenta-se a seguir os
arquivos de saida de dados fornecidos pelo codigo computacional

desenvolvido, para cada tipo de sub-regido.
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9.4.1 Saida de dados para o MEF

Para o MEF, existem 3 tipos de arquivos de saida de dados. O préprio
sistema cria 0 nome desses arquivos a partir do nome do arquivo de entrada de
dados da sub-regido. Sendo assim, para uma sub-regido de elementos finitos
cujo nome do arquivo de entrada seja “analise1_fem.ent”, os nomes dos

arquivos de saida criados seriam:

analise1_fem.des.....cccccceunieiiiiiriieecnnen. deslocamentos para o né analisado;
analise1_fem.rea......ccccceeeiiiiiiiiiiineec s reagdes para o né analisado;
analise1_fem.sai .....ccccccuuuunnnnnn. deslocamentos e reagdes para a sub-regiao.

Observa-se que os dois primeiros arquivos s6 sao criados se 0 no
analisado (NA) for diferente de zero; e que o terceiro arquivo s6 é criado se o

numero de passos de tempo (NPT) for igual a 1.
9.4.2 Saida de dados para o MMBEM

Para as sub-regides tratadas pelo MMBEM, a saida de dados é
realizada por 4 arquivos, também criados a partir do nome do arquivo de
entrada. Considerando-se que o nome do arquivo seja “analise1_mmbem.ent”,

0s nomes dos arquivos de saida seriam:

analise1_mmbem.na1...... deslocamentos e forgas de superficie para o NA;

analise1_mmbem.naz.............eeeiiimreeccr e e tensdes para o NA;
analise1_mmbem.na3...........ccmmiiiiiiiirirrree deformagodes para o NA;
analise1_mmbem.sol.......... deslocamentos, forgas de superficie, tensdes e

deformacgoes para a sub-regiao.

Semelhantemente ao que acontece para o MEF, os arquivos com
extensdo na1, na2 e na3 s6 sao escritos se o nd analisado (NA) for diferente de
zero; e 0 arquivo com extensao sol, s6 € criado se o numero de passos de

tempo for igual a 1.
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9.4.3 Saida de dados para o TDBEM

A saida de dados para o TDBEM € um pouco mais limitada que aquelas
apresentadas anteriormente. Apenas um arquivo é criado, incondicionalmente,
com extensdo sai. Como ja foi dito, o valor fornecido para o n6 analisado deve
ser diferente de zero, quando houver sub-regidao modelada pelo TDBEM. O
arquivo — cujo nome € aquele da entrada de dados da sub-regido, com
terminagcdo .sai — fornece, além de outros dados complementares, os

deslocamentos e forgas de superficie para o n6 analisado.

9.5 GERADOR DE MALHAS

Nesta secdo sera apresentado um gerador de discretizagdes
desenvolvido para a analise de sdlidos paralelepipédicos. Esse gerador foi
desenvolvido de maneira bastante simplificada e fornece as coordenadas dos
nos do problema, as conectividades dos elementos de contorno e as
conectividades das células. Leva em consideracdo a presenca de nos duplos
na base e no topo do sdlido.

Como dados de entrada, deve-se fornecer os comprimentos nas 3
diregdes (fargura, profundidade e Ccomprimento) e o nimero de divisdes para

cada uma dessas diregdes, para os elementos de contorno (nd/, ndp e ndc) e

para as células (nd/c, ndpc e ndcc). Deve haver uma relagéo inteira entre os
numeros de divisdes, nas 3 diregdes, para a discretizagdo do contorno e das

células. Assim, definem-se as 3 relagcdes abaixo:

ir =nd/¢/nd/c (9.3)
irp = ndp/ndpc (9.4)
irc =ndc/ndcc (9.5)

O numero de nos total, o nUmero de elementos e o nUmero de células

sdo calculados utilizando-se respectivamente as equacgdes abaixo:
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nn =(nd/+1)-(ndp+1)-(ndc + 3) (9.6)
ne = (nd/-ndc +ndp-ndc-nd/-ndp)-4 (9.7)
nc =nd/c -ndpc -ndcc -6 (9.8)

A geragéao da disposi¢cao dos nos, inclusive nés duplos, e a geragéo dos
elementos de contorno, podem ser ilustradas pela figura 9.1, onde ¢é
apresentado um exemplo de discretizacdo com nd/ = ndp = ndc = 2.

Deve-se ter um cuidado especial para com os nés 14 e 32 (duplos dos
nds 5 e 41, respectivamente) do exemplo da figura 9.1. Na verdade, esse tipo
de ndé é completamente dispensavel na analise, apenas aparecendo na
discretizacdo como uma simplificacdo do processo de geracdo de malhas
desenvolvido pelo autor. Porém, a presenga desses nds nao acarretara uma
inviabilidade da anadlise, desde que o programa os entenda como ndés do
contorno, apesar de nao serem nos de elementos de contorno. Isso é

facilmente realizado pela formulagao desenvolvida no trabalho.

1 2 3 7 8 9
Figura 9.1 — N6s e elementos de contorno
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Com relagao as células, estas sao geradas de acordo com o esquema

da figura 9.2, onde se poderia dizer que se € apresentada uma divisdo nd/c =

ndpc = ndcc = 1.

Figura 9.2 — Paralelogramo de células

As conectividades das 6 células da figura 9.2 s&o:

Célula|N

o o A W N

w| & W w N =] O
SRS, 1 IEN] B S I O) iGN
o o N o w| w| o
A o o o o »| o

A discretizagédo da figura 9.1, caso se tivesse nd/c = ndpc = ndcc = 2,
teria 8 “paralelogramos de células” como aquele mostrado na figura 9.2.

Deve-se comentar também, que, para problemas mais complexos, a
geragcdo da geometria, células internas e elementos de contorno foi realizada

utilizando-se o programa comercial ANSYS. Nesse caso, € necessario, apos a



218 Capitulo 9: O programa computacional

geracao automatica, interferéncia manual na criagdo dos nés duplos — quando

houver — pertinentes as analises.



10 exempLOS FINAIS

Neste capitulo de exemplos finais, trés problemas sdo estudados com o
intuito principal de mostrar a aplicacdo dos desenvolvimentos descritos nos
capitulos anteriores, bem como a potencialidade do cédigo computacional
desenvolvido na pesquisa. Considera-se que a afericdo das técnicas
apresentadas no trabalho foi realizada por meio dos exemplos simples
presentes no final dos capitulos relativos a cada técnica.

Para todas as analises realizadas nestes exemplos, utilizou-se um
microcomputador com processador Amd 2200 XP, 2Gb de memodria RAM e HD
de 120Gb, adquirido com recurso de reserva técnica da bolsa de doutoramento
do autor, financiada pela Fundacdo de Amparo a Pesquisa do Estado de Sao
Paulo — FAPESP.

10.1 EXEMPLO 10.1

No primeiro exemplo, analisa-se um solido apoiado em uma face, sujeito
a um carregamento subito, uniformemente aplicado na face oposta. O material
do sdlido apresenta caracteristicas ndo-lineares fisicas. Ver figura 10.1.

O sodlido do presente exemplo foi analisado de duas formas distintas. Na
primeira, utilizou-se o MMBEM para todo o sdlido, e na segunda, utilizou-se o
acoplamento MMBEM/TDBEM/FEM, onde a sub-regido modelada pelo
MMBEM correspondeu a metade do solido e a outra metade foi igualmente
dividida entre as sub-regides do TDBEM e do FEM. Para a modelagem do
acoplamento, vale dizer que a regidao de plastificagcdo do problema ficou

naturalmente confinada na regido do MMBEM. A sub-regido modelada pelo
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MEF (ou FEM) compreende nao apenas a barra, mas também uma casca de
ligacdo, como foi feito no exemplo 8.1. A figura 10.2 apresenta as

discretizagdes utilizadas para ambos os casos.

q=1Pa E =100.000 Pa
T E;=10.000 Pa
v=0,25

T oy=1,50 Pa

4 m p = 0,002kg/m?

|
|
|
|
|
|
e3 // j
/7’ e 2 m

/

el

f—
2m

Figura 10.1 — Exemplo 10.1

MMBEM MMBEM/TDBEM/FEM

Figura 10.2 — Discretizagcbes do exemplo 10.1

E necessario ainda dizer que o passo de tempo (At) adotado para a
analise com o MMBEM foi de 0,00012s, e para o acoplamento
MMBEM/TDBEM/FEM, 0,0002s. Esta diferenga é justificada pelas condigbes
de estabilidade para o TDBEM quando tratando de corpos finitos, e por
questdes de amortecimento numérico do MMBEM, ja bem conhecidas.

A figura 10.3 apresenta os resultados obtidos para o deslocamento

longitudinal no no6 localizado no centro da face carregada.
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Exemplo 10.1
8.0E-05 +
—e— MMBEM
7.0E-05 -
6.0E-05
£ 5.0E-05 -
o
T
]
£ 4.0E-05 -
©
(%3
K]
@ 3.0E-05 |
a
2.0E-05
1.0E-05 -
0.0E+00 T T T T T T T !
0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005 0.006 0.007 0.008
Tempo (s)

Figura 10.3 — Deslocamento longitudinal do exemplo 10.1

Pode-se dizer que os resultados apresentaram o6tima concordancia,
apesar da diferenga das modelagens adotadas. Conclui-se que o acoplamento
MMBEM/TDBEM/FEM para analises dinamicas nao-lineares foi implementado
com sucesso. Observa-se ainda que este exemplo é particularmente dificil de
ser analisado pela utilizacdo do TDBEM - por se tratar de meio finito —
mostrando que a técnica foi bem implementada e se apresenta precisa e
estavel. Gragas ao grau de dificuldade deste exemplo, a formulagao resultante
se mostra uma ferramenta poderosa para o estudo de problemas de interacao
solo-estruturas gerais e outros tipos de problema, como por exemplo, meios

refor¢cados.

10.2 EXEMPLO 10.2

O exemplo 10.2 é um pouco mais elaborado que todos aqueles
apresentados anteriormente nesta tese. Nele, um solo ficticio € analisado sob
diversas condigbes de carregamento, modelagens e comportamento fisico.
Cada consideracdo sera apresentada ao longo da apresentagdo do exemplo.
Sendo assim, por uma questao organizacional, optou-se por se dividir o mesmo

em secgoes terciarias como segue.
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10.2.1 Placa quadrada sobre semiplano infinito

O primeiro caso trata da analise de uma placa quadrada de lado ‘L’
sobre um semiplano infinito sujeita a um carregamento transversal
uniformemente distribuido em toda a sua area ‘p’.

O solo foi modelado inicialmente pelo TDBEM e a placa, pelo MEF, com
elementos de casca. A discretizacao utilizada neste tipo de analise para a placa
e para o solo, bem como os demais dados envolvidos no problema podem ser
vistos na figura 10.4 abaixo. Vale dizer que os acoplamentos realizados foram
feitos nos 3 graus de liberdade possiveis, para cada no, porém, é possivel

escolher diregdes livres, caso se deseje.

Placa: Solo: Gerais:

E=2,1E+10 kg/(m's®) E=2,1E+9kg/(m's®) L=20m

v=0,25 v=0,13 p = 300000 kg/(m-s?)
p =2500 kg/m? p =1600 kg/m? At=0,005 s

Figura 10.4 — Exemplo 10.2.1

A figura 10.5 abaixo apresenta os resultados para os deslocamentos
transversais do ponto A, onde a espessura ‘h’ da placa variou de 0 a 5m na
analise. Para ‘h = 0’, apenas a sub-regido do TDBEM foi considerada, e a carga
foi aplicada diretamente no solo.

Pela figura 10.5, observa-se que aumentando a espessura da placa, e
consequentemente a rigidez da mesma, os deslocamentos diminuem, o que
era totalmente esperado. Observa-se também que as estabilidades obtidas
para as diversas analises foram bastante satisfatorias.

Na figura 10.6 s&o apresentadas diversas analises para o problema
exposto acima, considerando-se h=0, ou seja, a inexisténcia da placa. Algumas
explicacbes sao necessarias com relacdo as analises realizadas. Em primeiro
lugar, a analise estatica denominada “BEM estendido” foi feita unicamente com
elementos de contorno, onde se discretizou uma regido quadrada de lado igual

a 200m, e a regido carregada foi localizada no meio da regido discretizada.
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Figura 10.7. A analise “TDBEM 12x12” e “TDBEM 24x24” foi feita apenas com
elementos do TDBEM na regido carregada com 12 e 24 divisées em cada lado,
respectivamente; sendo assim, a analise “TDBEM” poderia ser escrita também
como “TDBEM 6x6”. A analise “TDBEM estendido” seria igual aquela
apresentada na figura 10.7, sendo que dindmica, modelada pelo TDBEM. A
analise dinamica intitulada “MMBEM estendido” pode ser visualizada na figura
10.8, onde se utilizou, além das células em todo o dominio discretizado,
elementos de contorno apenas na superficie do semiplano. Por ultimo, a
discretizacdo “MMBEM+TDBEM” foi feita da seguinte forma: a sub-regido
modelada pelo MMBEM compreende um cubo (de arestas iguais a 20m) de
elementos de contorno (em todas as faces) e células, e € acoplada a uma sub-
regido tratada pelo TDBEM, conforme figura 10.9, onde se observa tal
discretizagdo parcialmente por baixo da mesma. O autor gostaria de citar que
os elementos da matriz dos termos livres da equacao de deslocamentos para
elementos de contorno foram determinados considerando a sub-regido do
TDBEM como um corpo fechado (com a criagdo de alguns nos e elementos de
contorno ficticios e temporarios, conhecidos como enclosing elements) e
realizando-se entdo movimento de corpo rigido para o citado solido virtual
(AHMAD e BANERJEE, 1988; ARAUJO, NISHIKAVA e MANSUR, 1997;
CARRION, 2002; CARRION, MESQUITA NETO e ROMANINI, 2001).

Placa quadrada sobre semiplano infinito

4.0E-03 ~

3.5E-03 A

3.0E-03 A

2.5E-03 4

—e—h=0
—8—h=25
2.0E-03 4 —4—h=3
—»—h=4
—+—h=5

Deslocamento (m)

1.5E-03 A

1.0E-03 -

5.0E-04 -

0.0E+00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/dt

Figura 10.5 — Deslocamentos para o exemplo 10.2.1
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Na figura 10.6, observa-se a boa concordéancia entre os valores obtidos
com as diversas analises utilizadas, onde as dindmicas convergem para o valor
estatico, obtido com a utilizagdo do MEC, apds certo tempo. Comparando as
analises realizadas unicamente pelo TDBEM, observa-se que a extensao da
malha nao fornece diferenga significativa no comportamento do problema de

superficie livre.

Placa quadrada sobre semiplano infinito
h=0

3.5E-03 +
3.0E-03 f === e e e
2.5E-03 +
=255 ] P BEM estendido
o | —a—TDBEM
< 2.0E-03 —»— TDBEM 12x12
£ —x— TDBEM 24x24
§ 15603 —&— TDBEM estendido
> —+— MMBEM estendido
a —o— MMBEM+TDBEM
1.0E-03 -
5.0E-04
0.0E+00 T T T T T T T T T 1

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/dt

Figura 10.6 — Exemplo 10.2.1 — analise elastodinamica para h=0

Figura 10.7 — BEM estendido
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Figura 10.8 - MMBEM estendido
ifi_q;w_n]lﬁl —
ﬂ‘a;;

Figura 10.9 - MMBEM+TDBEM

As figuras 10.10 a 10.13 apresentam os mesmos resultados que a figura
10.6, sendo que agora se considerando a presenga da placa, onde a espessura
h da mesma variou de 0,2 a 5m.

Na figura 10.10, considerou-se h=20cm. Comparando-se os resultados
obtidos com aqueles apresentados na figura 10.6, observa-se que o ganho de
rigidez do conjunto placa-solo € pequeno, uma vez que a espessura da placa &
pequena em comparagdo com o comprimento do seu lado, aparecendo,
entretanto, movimento ondulatério inerente a vibragao da placa.

Na figura 10.11, apresenta-se os resultados obtidos com a placa de
espessura h=1,5m para as mesmas modelagens consideradas na figura 10.10.
Também se observa uma boa concordéancia entre os resultados, principalmente
aqueles obtidos com o TDBEM 6x6 e 12x12. As observacgdes feitas para a

figura 10.11 valem para a seguinte, onde se adotou h=2,5m.
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Placa quadrada sobre semiplano infinito

h=0,2

3.5E-03 -

3.0E-03 . ... ... .. . . . K IS

2.5E-03
E
O mnenn | A e BEM estendido
E 2.0E-03 - —a— TDBEM
£ —>— TDBEM 12x12
‘§ 15E-03 1 —+— MMBEM estendido
< —o— MMBEM+TDBEM
a

1.0E-03 -

5.0E-04

0.0E+00 T T T T T T T T T )

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/dt
Figura 10.10 — Exemplo 10.2.1 — analise elastodindmica para h=0,2
Placa quadrada sobre semiplano infinito
h=1,5

3.5E-03 +

3.0E-03 +

2.5E-03 +
E
O mnm e | e BEM estendido
E 2.0E-03 + —a— TDBEM
£ —— TDBEM 12x12
§ 1 5E-03 - —+— MMBEM estendido
s —o— MMBEM+TDBEM
a

1.0E-03 -

5.0E-04

0.0E+00 T T T T T T T T T .

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/dt

Figura 10.11 — Exemplo 10.2.1 — analise elastodindmica para h=1,5
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Placa quadrada sobre semiplano infinito

h=2,5

3.0E-03

2.5E-03 -
E 2.0E-03 -
= Y R BEM estendido
‘ﬂ:: —+—TDBEM
£ 1.5E-03 q —»— TDBEM 12x12
§ —+— MMBEM estendido
% —¢— MMBEM+TDBEM
Q
o 1.0E-03

5.0E-04 -

0.0E+00 T T T T T T T T T |

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

t/dt

Figura 10.12 — Exemplo 10.2.1 — analise elastodindmica para h=2,5

Para h=5m, figura 10.13, observa-se um pico inicial mais elevado em

relacdo ao valor final, além de uma maior suavidade nas curvas apresentadas.

Tal fato pode ser explicado pela maior for¢ga de inércia (massa) conferida pela

maior espessura da casca. Observa-se também que, para este caso,

considerou-se ainda a modelagem do TDBEM 24x24.

Placa quadrada sobre semiplano infinito

h=5

3.5E-03

3.0E-03

2.5E-03
é ------ BEM estendido
£ 2.0E-03 A —+—TDBEM
o —>— TDBEM 12x12
® —%— TDBEM 24x24
8 1.5E-03 A —+— MMBEM estendido
K —o— MMBEM+TDBEM
=1

1.0E-03

5.0E-04

0.0E+00 T T T T T T T T T ]

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 10.13 — Exemplo 10.2.1 — analise elastodindmica para h=5
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Comparando-se as 4 figuras anteriores com a figura 10.6, nota-se que
as analises para a modelagem do TDBEM estendido foram suprimidas. Assim
foi feito porque tais analises sofreram perda de estabilidade em determinados
momentos. Procurou-se resolver tal problema com um aumento no valor de
do algoritmo de integragdo temporal do MEF (Newmark) e, por conseguinte,
gerando um adiantamento da contribuicdo das forgas inerciais das sub-regides
modeladas por esta técnica; esta alternativa se baseia no trabalho de Hu
(1997), relacionado com algoritmos de integragao especiais para problemas de
impacto. Os resultados foram bastante interessantes. Para a placa muito
delgada da figura 10.10 (h=0,2m), para p=0,5, também ocorreu perda de
estabilidade, porém a parte estavel da analise foi maior que aquela para o valor
usual de B, ou seja, 0,25. Ver figura 10.14. Para os demais valores de h,
considerando-se =0,5, ndo se pode falar em perda de estabilidade numérica
para o tempo de analise em questdo. Figuras 10.15 a 10.17. Donde se conclui
que o problema de estabilidade no acoplamento TDBEM/FEM pode ser
contornado pela utilizacdo de valores mais apropriados para o parametro § do

método de Newmark.

Placa quadrada sobre semiplano infinito
h=0,2

3.5E-03 +
3.0E-03 4

2.5E-03 4

20E-034 /T BEM estendido

—&— TDBEM estendido $=0,25
1.5E-03 4 —— TDBEM estendido $=0,5

Deslocamento (m)

1.0E-03 4

5.0E-04 -

0.0E+00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/dt

Figura 10.14 — Exemplo 10.2.1 — TDBEM estendido para h=0,2
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Placa quadrada sobre semiplano infinito
h=1,5

3.5E-03 -
3.0E-03 -

2.5E-03 4

2.0E-03 4

------ BEM estendido
—&— TDBEM estendido =0,25
1.56-03 | —— TDBEM estendido $=0,5

Deslocamento (m)

1.0E-03 +

5.0E-04 -

0.0E+00 T T T T T T T T T )

t/dt

Figura 10.15 — Exemplo 10.2.1 — TDBEM estendido para h=1,5

Placa quadrada sobre semiplano infinito
h=2,5

3.5E-03 -

3.0E-03 -

2.5E-03 -

2.0E-03 -

------ BEM estendido
—a— TDBEM estendido $=0,25
1 5E-03 | —»— TDBEM estendido $=0,5

Deslocamento (m)

1.0E-03 -

5.0E-04 -

0.0E+00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/dt

Figura 10.16 — Exemplo 10.2.1 — TDBEM estendido para h=2,5

Deve-se observar que, para valores relativos maiores entre o modulo de
elasticidade do radier e do solo, a calibragdo do parametro B pode ser
necessaria para a estabilizagdo do processo, mesmo com discretizacdes

finitas, no TDBEM, ver exemplo 10.3.
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Placa quadrada sobre semiplano infinito
h=5

3.5E-08 4
3.0E-03 +
2.5E-03 +

2.0E-03 -

rrrrr BEM estendido
—&— TDBEM estendido =0,25
1.5E-03 | —— TDBEM estendido f=0,5

Deslocamento (m)

1.0E-03 -

5.0E-04

0.0E+00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t/dt

Figura 10.17 — Exemplo 10.2.1 — TDBEM estendido para h=5

Apds as analises elasticas apresentadas anteriormente, partiu-se para
analises elastoplasticas do caso de interagdo solo-estrutura em questao,
inicialmente estaticas e posteriormente dindmicas. Considerou-se uma nova
dimenséao de placa desta vez (13,33x13,33m) localizada no meio da face livre
do cubo sdlido, com uma discretizagao 4x4, apenas com o intuito de manter as
discretizacdes do MMBEM e se deixar a distancia de 1 lado de elemento de
contorno para que a plastificagcdo fosse melhor representada pelo cubo das
modelagens utilizadas. Tais modelagens foram: uma denominada
MMBEM+BEM, que seria semelhante a MMBEM+TDBEM, sendo que com
células de plastificagao ao invés das células da analise dindmica na sub-regido
do MMBEM e elementos de contorno do BEM no lugar de elementos do
TDBEM; e outra denominada MMBEM+TDBEM EPD (elastoplastico dinadmico),
onde, para o cubo modelado pelo MMBEM, além das células da matriz de
massa, existem, coincidentemente, as células de plastificacdo. As modelagens
MMBEM+BEM e MMBEM+TDBEM EPD foram utilizadas respectivamente para
os casos elastoplastico estatico e elastoplastico dinamico.

Para as analises elastoplasticas estaticas, considerou-se o critério de
plastificacdo de von Mises com tensdo de plastificacdo de 150000 kg/(m-s?),
coeficiente de endurecimento (hardening) de 2,1-10® kg/(m-s?) e 30 passos de

carga.
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A figura 10.18 apresenta as curvas de deslocamento no ponto central —
ao invés do ponto A, como foi feito até entdo — pelos passos de carga, para
valores de espessura de placa de 1,5; 2,5 e 5m. O carregamento foi aplicado
de duas formas distintas: distribuido na placa (d), com valor igual aquele
utilizado anteriormente, e uma carga concentrada no centro da placa (c), com

valor equivalente a resultante do carregamento distribuido na nova placa.

Placa quadrada sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica estatica

35

30 4

25

—>—h=5d
—s—h=5¢
—*—h=25d
——h=25¢c
—o—h=15d
—4—h=15¢c

N
o
L

o
L

Passo de carga

0,0E+00 2,0E-03 4,0E-03 6,0E-03 8,0E-03 1,0E-02 1,2E-02
Deslocamento (m)

Figura 10.18 — Exemplo 10.2.1 — analise elastoplastica estatica

Analisando-se a figura 10.18, observa-se a primeira vista que, quanto
menor a espessura da placa, maior a diferenca entre os valores obtidos com as
cargas distribuida e concentrada. Isto ocorre porque com o aumento da
espessura da placa as forcas de contato entre estrutura e solo ficam
semelhantes para ambos os casos. A figura 10.19 apresenta as forgas de
contato entre a placa e o solo do ultimo passo de carga, para a espessura
1,5m, onde s&o comparados os resultados para carregamento concentrado e
distribuido. Observa-se que os valores negativos, presentes para o
carregamento concentrado, sdo de tracdo. A partir da figura 10.19 pode-se
perceber que, para a carga concentrada, as tensdes de contato sdo de
compressao no centro e de tragdo nos veértices. Nota-se também os elevados
valores, principalmente na regido comprimida. Ja para a carga distribuida, so

existem tensbes de compressdo. Agora, analisando-se a figura 10.20, vé-se
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perfeitamente que, para h=5m, em primeiro lugar, s6 existem forgas de contato

de compresséo, e os valores de tais forgas sao bastante semelhantes.

1000000.00 400000.00
900000.00 390000.00
800000.00 380000.00
700000.00 370000.00
600000.00 360000.00
500000.00 350000.00
400000.00 340000.00
330000.00
300000.00 320000.00
200000.00 310000.00
100000.00 300000.00
0.00 290000.00
-100000.00 280000.00
-200000.00 270000.00
30000000 260000.00
- 250000.00
~400000.00 240000.00
-500000.00

Carga concentrada Carga distribuida
Figura 10.19 — Exemplo 10.2.1 — for¢a de contato para h=1,5

460000.00
440000.00

500000.00
480000.00
460000.00
440000.00
420000.00
400000.00
380000.00
360000.00
340000.00
320000.00
300000.00
280000.00
260000.00
240000.00

220000.00
Carga concentrada Carga distribuida
Figura 10.20— Exemplo 10.2.1 — for¢a de contato para h=5

— ‘

420000.00
400000.00
380000.00
360000.00
340000.00
320000.00
300000.00
280000.00
260000.00
240000.00
220000.00

Para a analise elastoplastica dinamica, as figuras 10.21 a 10.23
apresentam a comparagao entre os deslocamentos transversais do né
localizado no centro da placa ao longo dos passos de tempo, com e sem a
plastificagdo, para as espessuras h=5m, h=2,5m e h=1,5m, respectivamente.
Na legenda das figuras, “ED” quer dizer elastodinamico e “EPD”, elastoplastico
dindmico. Observa-se que a consideragao de plastificagdo no solo, de acordo
com os parametros fornecidos anteriormente, aumenta para 3 a 4 vezes o0s
valores dos deslocamentos sem a consideragdo da mesma. A figura 10.24

mostra apenas as curvas para as analises elastoplasticas para os 3 valores de
h.
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Placa quadrada sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica dinamica
9.0E-03 +
8.0E-03 4
7.0E-03 4
E 6.0E-03
o
€ 5.0E-03
[ ——ED
E ——EPD
O 4.0E-03 -
<]
w
[
0 3.0E-03 -
2.0E-03 4
1.0E-03 -
0.0E+00 T T T T T T T )
0 6 8 10 12 14 16 18 20
Passo de tempo
Figura 10.21 — Exemplo 10.2.1 — analise elastoplastica dindmica para h=5
Placa quadrada sobre semiplano infinito
Anadlise elastoplastica dinamica
1.2E-02 -
1.0E-02 -
E 8.0E-03 4
o
E ——ED
E 6.0E-03 e EPD
Q
)
0
[
QO 4.0E-03 4
2.0E-03 4
0.0E+00 T T T T T T T )
0 6 8 10 12 14 16 18 20

Figura 10.22 — Exemplo 10.2.1 — analise elastoplastica dindmica para h=2,5
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Placa quadrada sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica dinamico

1.8E-02 -
1.6E-02 -
1.4E-02
1.2E-02 -
1.0E-02 -

8.0E-03 -

Deslocamento (m)
rt
o
o

6.0E-03 -

4.0E-03 -

2.0E-03

0.0E+00 T T T T T T T T T )
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Passo de tempo

Figura 10.23 — Exemplo 10.2.1 — analise elastoplastica dindmica para h=1,5

Placa quadrada sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica dinamica

1.8E-02 -
1.6E-02
1.4E-02 -

1.2E-02 -

1.0E-02 - —&—h=1.5

—4—h=25

8.0E-03 + —+—h=5

Deslocamento (m)

6.0E-03

4.0E-03 -

2.0E-03 4

0.0E+00

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

Passo de tempo

Figura 10.24 — Exemplo 10.2.1 — analise elastoplastica dindmica

10.2.2 Placa quadrada com barra sobre semiplano infinito

Neste segundo estagio do exemplo 2, considera-se a sub-regido de
elementos finitos composta n&o apenas pela placa, mas também por uma barra
localizada no centro da mesma. Como, para este estagio, foram realizadas

anadlises elastoplasticas, utilizou-se a placa quadrada com dimensao
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13,33x13,33m e 1,5m de espessura. Os demais dados para a barra envolvidos

no problema sao apresentados no quadro abaixo.

p = 2500kg/m®

L =40m

A = 2mx2m = 4m?

E =21E +10kg/(m-s?)
v =0,25

Em todas as analises mostradas a seguir, considerou-se a atuagao do
peso proprio da placa.

A figura 10.25 apresenta os deslocamentos estaticos horizontais na
extremidade livre da barra pela forga horizontal no mesmo ponto, onde o solo
foi modelado pelo acoplamento MMBEM+BEM estendido. Observa-se que,
para as andlises com hardening (H=2,1E+8 kg/(m-s?)), aplicou-se, além do
peso proprio da placa, uma carga concentrada horizontal na extremidade livre
da barra, de valor 1250000 Kg-m/sz. Para as demais analises, considerou-se
controle de deslocamento horizontal no topo da barra, onde se calculou a forga
necessaria para tal deslocamento. Observando-se a legenda da figura 10.25,
as analises “perf.” foram feitas com coeficiente de hardening nulo (H=0), ou
seja, plasticidade perfeita; as andlises “soft.”, foram realizadas com H=-2,1E+8
kg/(m-s?), ou seja, com softening neste valor; para os critérios de Drucker
Prager, o valor de porcentagem que segue indica quantos por cento o valor da
tensao de plastificacado por tracédo € da tensao de plastificagdo por compressao,
sendo esta Ultima 150000 kg/(m-s®). Pode-se observar que as analises com
hardening e plasticidade perfeita foram semelhantes, porém com a
consideragao de softening, houve colapso fragil da estrutura. Até mesmo para
a plasticidade perfeita com o critério de Drucker Prager 10%, as forcas
necessarias para a obtencdo dos deslocamentos prescritos sdo menores,
indicando ja um inicio de colapso da estrutura.

Na figura 10.26, vé-se os resultados para o deslocamento vertical no
meio da placa para as mesmas analises realizadas na figura anterior,

acrescidas da resposta elastica. Os valores positivos indicam deslocamento
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para baixo. Igualmente ao que foi observado na figura 10.25, as 3 modelagens
que levaram em consideragao softening nas analises entraram em colapso
rapidamente e em ordem proporcional ao valor da tensédo de plastificacao por
tragcdo, do menor ao maior. Observa-se também que, para a analise com
endurecimento, critério de plastificagdo de Drucker Prager e tensdo de
plastificagdo a tracdo de 10%, o ponto estudado se movimentou em sentido
contrario ao obtido utilizando-se o critério de Von Mises. Também se observa
que, para os 3 valores de coeficiente de hardening, quanto maior a tenséo de

plastificacdo a tracdo, menores sao os deslocamentos.

Placa quadrada com barra sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica estatica

1.4E+06 -

1.2E+06

1.0E+06

—o— hard. von Mises

—— hard. Drucker Prager 40%
—4— hard. Drucker Prager 10%
—>— perf. von Mises

—+— perf. Drucker Prager 40%
—o— perf. Drucker Prager 10%
—*— soft. von Mises

—e— soft. Drucker Prager 40%

—8— soft. Drucker Prager 10%

8.0E+05 -

6.0E+05 -

4.0E+05 -

2.0E+05 4

Forga horizontal na extremidade livre da barra (kgm/s2)

0.0E+00 T T T T T |
0.0E+00 2.0E-01 4.0E-01 6.0E-01 8.0E-01 1.0E+00 1.2E+00
Deslocamento horizontal na extremidade livre da barra (m)

Figura 10.25 — Exemplo 10.2.2 — analise elastoplastica estatica — deslocamento horizontal

O caso em questdo também foi analisado dinamicamente, com
aplicagao subita/constante das cargas atuantes, onde se utilizou a modelagem
MMBEM+TDBEM EPD para o tratamento do solo. Apenas o critério de
plastificacdo de Von Mises foi empregado, onde se variou o coeficiente de
endurecimento H.

Observando-se a figura 10.27, vé-se que, para valores de H positivos
(hardening), as analises em questdo sdo viaveis; para valores de H < 0
(plasticidade perfeita ou softening), os modelos apresentam colapso logo no

inicio das analises, o que era de se esperar, uma vez que, para um
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carregamento de impacto, o pico de tensao ocorre no inicio da analise.

Na

legenda da figura citada, “EE” representa o comportamento elastostatico.

Forga horizontal na extremidade livre da barra (kgm/s2)

1.4E+06 -

1.2E+06 -

1.0E+06 -

8.0E+05

6.0E+05

4.0E+05

2.0E+05

0.0E+00

Placa quadrada com barra sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica estatica

linear

—o— hard. von Mises

hard. Drucker Prager 40%
—a— hard. Drucker Prager 10%
—— perf. von Mises

—+— perf. Drucker Prager 40%
—<— perf. Drucker Prager 10%

—%— soft. von Mises

——o6— soft. Drucker Prager 40%

—#8— soft. Drucker Prager 10%

deslocamento nulo

-3.0E-04

-2.0E-04 -1.0E-04 0.0E+00 1.0E-04 2.0E-04 3.0E-04 4.0E-04 5.0E-04 6.0E-04 7.0E-04

Deslocamento vertical na base da barra (m)

Figura 10.26 — Exemplo 10.2.2 — analise elastoplastica estatica — deslocamento vertical

Deslocamento vertical na base da barra (m)

1.4E-03

1.2E-03

1.0E-03

8.0E-04

6.0E-04

4.0E-04

2.0E-04 +

0.0E+00

Placa quadrada com barra sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica dinamica

—EPD H=2.1e8
EPD H=1.05e8
EPD H=5.25¢7
——EPD H=0
—— EPD H=-2.1e8

0

Tempo (s)

Figura 10.27 — Exemplo 10.2.2 — analise elastoplastica dindmica — deslocamento vertical
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Ja a figura 10.28, apresenta os deslocamentos horizontais no topo da
barra ao longo do tempo. O comportamento “ED” representa as respostas
elastodinamicas, e a curva “MEF” foi construida a partir de uma analise apenas
com elementos finitos, onde a barra foi considerada engastada ao solo.
Observa-se as mesmas perdas de estabilidade presentes na figura anterior, e
os menores deslocamentos obtidos para a modelagem puramente com
elementos finitos. Este ultimo fato, juntamente com o menor periodo deste

movimento, € justificado pela ndo consideragédo da deformagéo do solo.

Placa quadrada com barra sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica dinamica

2.5

——ED

—+—MEF

——EPD H=2.1e8
EPD H=1.05e8
EPD H=5.25e7

—*—EPD H=0

—6—EPD H=-2.1e8

Deslocamento horizontal na extremidade livre da barra

4.5

Tempo (s)

Figura 10.28 — Exemplo 10.2.2 — analise elastoplastica dindmica — deslocamento horizontal

Preocupado em se verificar o que acontece em um tempo maior para os
casos com plasticidade perfeita e amolecimento, optou-se por se considerar a
aplicagcdo das cargas apenas para o primeiro passo de tempo, onde para os
demais passos, estas sao consideradas nulas.

A figura 10.29 apresenta os deslocamentos verticais para diversos
valores de H, considerando-se a aplicagdo das cargas conforme o paragrafo
anterior. Observa-se que, para a consideracdo de plasticidade perfeita, a
analise se tornou possivel; para os casos com softening, apesar das analises
se estenderem por um tempo maior, ainda ocorre colapso fragil.

A figura 10.30 mostra o deslocamento horizontal para as analises da

figura anterior, onde se chega as mesmas conclusées.
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0.0E+00

Deslocamento vertical na base da barra (m)

5.0E-04 -

4.0E-04

3.0E-04 -

2.0E-04

1.0E-04

-1.0E-04

-2.0E-04

-3.0E-04

-4.0E-04 4

-5.0E-04

-6.0E-04 -

Placa quadrada com barra sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica dinamica

Tempo (s)

. | —EPD H=0

——EPD H=2.1e8

—— EPD H=-5.25¢7
—— EPD H=-2.1e8

Figura 10.29 — Exemplo 10.2.2 — analise elastoplastica dindmica — deslocamento vertical corte
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0.6

0.4 q

0.2

0.0

Placa quadrada com barra sobre semiplano infinito
Analise elastoplastica dinamica

-0.2q

0.4
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| |—EPD H=-5.25¢7

——EPD H=2.1e8
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Figura 10.30 — Exemplo 10.2.2 — andlise elastoplastica dindmica — deslocamento horizontal

Desta forma,

corte

no dimensionamento de estruturas sobre radiers,

recomenda-se a limitagdo das tensdes dindmicas a valores inferiores as

tensbes de colapso, tal como para analises estaticas, pois o sistema de

fundacdo € incapaz de recuperar o equilibrio, mesmo para acdes de curta

duracao.
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10.2.3 Reservatério sobre semiplano infinito

O terceiro e ultimo caso do exemplo 2 € o estudo de um reservatério
sobre o semiplano em questdo. A superestrutura, modelada por elementos
finitos, foi ligada a uma placa com as mesmas dimensdes do caso anterior
(13,33x13,33x1,5m) em uma unica sub-regido do MEF. Ver figura 10.31. Os
dados relativos a superestrutura sdo dados pela figura 10.32, onde se observa

que os pilares vao da placa até o fundo do reservatério.

Figura 10.31 — Exemplo 10.2.3

B Pilares:
A=25x25cm
Inércia a torcao=0,0127m4

2m

T Lajes e paredes:

h=15cm
g Geral:
E=21GPa=2,1E+10 kg/(m-s?)
J v=0,25
K p=2500 kg/m?
e
o

6,67m

Figura 10.32 — Dados do exemplo 10.2.3
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Considerou-se como carregamento aplicado a estrutura a acdo de uma
carga concentrada (F) no valor de 20 kN (ou 2E+4 kg-m/s?) aplicada em uma
das quinas superiores do reservatorio, perpendicular a parede em que a carga
€ aplicada; e a acdo vertical do carregamento da agua, considerando o
reservatorio cheio (q).

Uma analise preliminar estatica foi realizada apenas para a
superestrutura, considerada engastada no solo, onde, aplicando-se apenas a
carga da agua, o deslocamento maximo foi de 1,62cm no meio da laje do
reservatorio. Considerando-se a carga concentrada sozinha, o deslocamento
maximo foi de 1,13 cm, horizontal, ou seja, 0,14% da altura do reservatorio.

Diversas analises comparativas foram realizadas, onde, mais uma vez,
para aquelas elastostaticas, o MMBEM+BEM foi utilizado para a consideragao
do solo, e para as analises elastoplasticas dinamicas empregou-se o
MMBEM+TDBEM EPD.

As 4 proximas figuras apresentam resultados de analises
elastodinamicas para deslocamento horizontal no ponto de aplicagdo da carga,
em sua diregdo, ao longo do tempo.

Nas figuras 10.33 e 10.34, observa-se a influéncia do solo no
deslocamento em questdo, para a consideragdo da forca concentrada
separadamente (F) e do conjunto forca concentradatagua (F+q),
respectivamente. Primeiramente, percebe-se que os deslocamentos para o
acoplamento solo-estrutura sdo maiores que aqueles onde se considerou
engaste nos pilares (MEF). A frequéncia dos movimentos, porém, né&o
apresentaram grandes diferencas. E importante dizer neste momento que a
aplicacdo da massa da agua foi considerada confinada nas paredes do
reservatorio. Isto foi facilmente realizado considerando-se uma densidade
ficticia para os elementos da parede do reservatorio com valor calculado como

sendo a massa total do conjunto parede+agua divida pelo volume das paredes.
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Reservatorio vazio sobre semiplano infinito
Influéncia do solo

3.0E-02 -

2.5E-02 -
£
= 2.0E-02 -
£
o
N
o
£ 4 sE02 ] —e—ED F MEF
£ —e—ED F MEC/MEF
£
I+
3
% 1.0E-02 4
]
a

5.0E-03 -

0.0E+00 T T T T T T T T |

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5
Tempo (s)
Figura 10.33 — Exemplo 10.2.3 — influéncia do solo para carga concentrada
Reservatorio cheio sobre semiplano infinito
Influéncia do solo

3.0E-02 -

2.5E-02 -
E
= 2.0E-02 4
[
£
o
N
o
< —%—ED F + g MEF
£
<
8
% 1.0E-02 4
[
=]

5.0E-03 -

0.0E+00 T T T T T T T T 1

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5

Tempo (s)

Figura 10.34 — Exemplo 10.2.3 — influéncia do solo para carga concentrada+agua

As figuras 10.35 e 10.36 mostram a influéncia da agua para a analise via
MEF e via acoplamento MEC/MEF, respectivamente. O fato que mais se
destaca nas duas figuras € o aumento no periodo do movimento com a
consideragao da inércia da agua. Secundariamente, observa-se que, para a
amplitude inicial, os valores obtidos com a consideracdo do reservatorio cheio,

sao maiores; donde se conclui que, para este ultimo caso, a estrutura leva um
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tempo maior para atingir os deslocamentos maximos, porém, estes sdao mais

elevados que aqueles onde n&o se considerou a agao da agua.

Reservatorio sobre semiplano infinito
Influéncia da agua para MEF

2.5E-02
2.0E-02 +
1.5E-02 4

—e—ED F MEF
—%—ED F +q MEF

1.0E-02

Deslocamento horizontal (m)

5.0E-03

0.0E+00

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 25 3.0 3.5 4.0 4.5
Tempo (s)

Figura 10.35 — Exemplo 10.2.3 — influéncia da agua para o MEF

Reservatorio sobre semiplano infinito
Influéncia da agua para MEC/MEF
3.0E-02
2.5E-02 4
2.0E-02
15602 | —e—ED F MEC/MEF
——ED F + g MEC/MEF

1.0E-02

Deslocamento horizontal (m)

5.0E-03 -

0.0E+00

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 3.5 4.0 4.5

Tempo (s)

Figura 10.36 — Exemplo 10.2.3 — influéncia da agua para o acoplamento MEC/MEF
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A figura 10.37 contempla analises dindmicas elastoplasticas do
problema em estudo. Inicialmente, considerou-se a analise elastodinamica da
situagdo mais desfavoravel, ou seja, F+q com acoplamento, e se determinou as

maximas tensdes de compressido e tragcdo no contato solo-estrutura, sendo

elas:
cSmé\x.compr. = 34485 kg / m- Sz
cSmé\x.tra(;éo = 161 97 kg / m- 32

De posse destes valores, considerou-se a tensao de plastificacao a
compressao como sendo 70% da tensao maxima de compressao, e a tensao
de plastificacdo a tracdo como sendo 30% da maxima tensao de tragdo, no
critério de Drucker Prager. Considerou-se ainda, hardening de 10% do valor do
modulo de elasticidade longitudinal do solo, plasticidade perfeita e softening
como valor negativo do hardening. A figura 10.37 apresenta os valores para 0s
deslocamentos verticais para o meio do radier em funcdo do tempo para as
consideragdes feitas anteriormente. Diferentemente do que foi considerado até
entdo, os valores negativos indicam deslocamentos para baixo. Desta vez,

apenas a analise com softening apresentou colapso.

Reservatorio sobre semiplano infinito
Deslocamento vertical no meio da placa

0.0E+00 T T T T T T T T )
0i0 0.5 1.0 1.5 20 2.5 3.0 3.5 4.0 4.5

1.0E-05 | ﬂ ﬂ

-2.0E-05 -

-3.0E-05 -

-4.0E-05 -
-5.0E-05 - J H

-6.0E-05 -

——ED F +q MEC/IMEF
——EPD F + q hard. MEC/MEF
N ——EPD F + g perf. MEC/MEF

——EPD F + q soft. MEC/MEF

Deslocamento vertical no meio da placa (m)

-7.0E-05 -

-8.0E-05 -
Tempo (s)

Figura 10.37 — Exemplo 10.2.3 — deslocamento vertical no meio da placa
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10.3 EXEMPLO 10.3

O ultimo exemplo geral estuda o problema de uma cavidade esférica em
um meio infinito sujeita a uma presséao interna conforme figura 10.38 abaixo,

onde nao se considerou unidade nos valores apresentados.

E=8,993E+6
p=2,5E-4
v=0,25
po=1000
R=212

Figura 10.38 — Exemplo 10.3

Foram realizadas diversas anadlises do problema proposto, onde se
considerou: carga p(t) de impacto, aplicagdo de refor¢co a parede da cavidade e
plastificacdo da regido proxima a cavidade. Para o reforco da parede,
considerou-se uma casca de espessura t=5 e densidade p e coeficiente de
Poisson v iguais aos do meio infinito, e variou-se o valor do moédulo de
elasticidade da casca. As varias analises podem ser agrupadas em 10 tipos,

por modelagem utilizada, descritos a seguir.

1°) TDBEM elastodinamico

/ EC TDBEM

Foram utilizados 480 elementos de contorno para a discretizacdo da

cavidade; dois valores para At foram testados: 0,0003 e 0,0005.
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2°) FEM+TDBEM elastodinadmico
Trata-se da mesma modelagem apresenta anteriormente, sendo que
com a aplicacdo do reforco, com o0 mesmo numero de elementos.

Consideraram-se dois valores para o moédulo de elasticidade do material da

casca:

oo 10-Es =8,993-107
100 -Es =8,993-10°

sendo Ec o mdédulo de elasticidade da casca, e Es o modulo de elasticidade do
meio infinito. A partir deste segundo tipo de analise, para as analises

dinamicas, utilizou-se apenas At=0,0005.

3°%) BEM elastostatico

/ EC BEM

Neste tipo de analise, utilizou-se 480 elementos de contorno do BEM

para a discretizacdo da cavidade.
4°) FEM+BEM elastostatico

Trata-se da analise anterior mais a casca de reforgo.
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5%) MMBEM+TDBEM elastodindmico

EC MMBEM

EC TDBEM

/ Células MMBEM

Nesta analise, utilizou-se 922 células do MMBEM, e 74 elementos de
contorno para a superficie de acoplamento MMBEM/TDBEM, onde seu raio foi
de 2R.
6°) FEM+MMBEM+TDBEM elastodinamico

Trata-se da mesma modelagem anterior, sendo que com o reforgo.

7°) MMBEM elastoplastico estatico

EC MMBEM

Células MMBEM
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No lugar das células da analise dinamica do tipo anterior, sao
consideradas células de plastificagcao para o MMBEM. Utilizou-se o critério de
plastificagdo de Von Mises, onde se adotou tensao de plastificagdo de valor
700 e médulo de elasticidade tangente (E:) de 10% do valor de E do meio

infinito.

8°%) FEM+MMBEM elastoplastico estatico

Consideragao do reforgco na modelagem anterior.

9°) MMBEM+TDBEM elastoplastico dinamico

Trata-se da modelagem 5 considerando-se a plastificagdo da sub-regido
do MMBEM, para tanto, sdo consideradas as células de plastificacao,

coincidentes com as da montagem da matriz de massa.

10%) FEM+MMBEM+TDBEM elastoplastico dinAmico

Modelagem anterior reforgada.

A figura 10.39 abaixo apresenta os resultados de deslocamento radial ao
longo do tempo para as analises elasticas. A resposta analitica, sem a
consideracao de reforco, foi colhida de Timoshenko e Goodier (1980). Observa-
se inicialmente que todos os valores dindmicos convergiram para oS seus
correspondentes estaticos. Para as andlises com o TDBEM, ndo houve
grandes diferencas para os dois valores de At utilizados. Nas analises com o
FEM, o valor de =0,25 n&o forneceu resultados estaveis; os valores que séo
apresentados na figura 10.39, foram obtidos com (=0,32. O comportamento
obtido para a modelagem FEM+TDBEM se mostrou mais suave que aquele
apresentado para a modelagem FEM+MMBEM+TDBEM. Deve-se comentar
que o estudo relativo a estabilidade do acoplamento TDBEM/FEM é uma

contribuicdo original deste trabalho. Também se pode comentar, como era
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esperado, que o reforco da casca forneceu maior rigidez ao sistema, gerando

assim, menores deslocamentos radiais.

Cavidade esférica
Analise elastodinamica

0.020 4

0.018

0.016

analitica

0.014{

—o— TDBEM dt=0,0003

—— TDBEM dt=0,0005

——— MMBEM+TDBEM

IREEEEEE FEM+BEM Ec=10Es

¥ | —e— FEM+TDBEM Ec=10Es

—o— FEM+MMBEM+TDBEM Ec=10Es

------ FEM+BEM Ec=100Es

—+— FEM+TDBEM Ec=100Es
FEM+MMBEM+TDBEM Ec=100Es

0.012 4

0.010 ¢ - -

0.008 -

deslocamento radial

0.006 ]

0.004 1 [ff

A A
“ /\/ \,/ N\ I N Py Al e A [ L L Dy

0.002 4§

0.000 T T T T T T T T T |
0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020

tempo

Figura 10.39 — Analise elastodinamica

A figura 10.40 apresenta os resultados de tensédo x deformacgao radiais
para as andlises elastoplasticas estaticas, com e sem reforco. E interessante
observar o quanto a acdo do reforco diminui as deformacbes plasticas,
chegando até a supressao da plastificagdo para a casca mais rigida. O autor
gostaria de informar que, para a analise sem reforgo, apenas 3 nés — dos 39 —
da superficie mais externa (nés de célula, uma vez que nesta regido néo
existem elementos de contorno) chegaram a plastificar. Pelos resultados,
observa-se que o efeito de explosdao submersa (tuneis) em edificagbes
distantes sera fortemente influenciado pela presenca ou ndo de reforgos.

A figura 10.41 apresenta os deslocamentos radiais com a aplicagao da

pressao interna.
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Cavidade esférica
Analise elastoplastica estatica
1200

—e—elastica Ec=0Es
—&— plastica Ec=0Es
—*— elastica Ec=10Es
—oe— plastica Ec=10Es
—a— elastica Ec=100Es

tenséao radial

0 ® T T

0.0E+00 1.0E-04 2.0E-04 3.0E-04 4.0E-04 5.0E-04 6.0E-04 7.0E-04 8.0E-04 9.0E-04

deformagao radial

1.0E-03

Figura 10.40 — Analise elastoplastica estatica — tensao x deformagao

Cavidade esférica
Analise elastoplastica estatica
1200

K] —o—elastica Ec=0Es
% —8—plastica Ec=0Es
8 —%—elastica Ec=10Es
@ —e—plastica Ec=10Es
g —a— elastica Ec=100Es

0 # T

0.0E+00 5.0E-03 1.0E-02 1.5E-02 2.0E-02 2.5E-02 3.0E-02 3.5E-02

4.0E-02 4.5E-02
deslocamento radial

Figura 10.41 — Analise elastoplastica estatica — pressédo x deslocamento
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Por fim, a figura 10.42 apresenta os deslocamentos radiais em funcao
do tempo para uma aplicagao subita do carregamento. Observa-se que a nao
consideragcao de reforco, para analise elastoplastica, apresenta valores
elevados de deslocamento, em comparagao com aqueles obtidos para a
analise elastica. Com a consideragao do reforco para Ec=10Es esta diferenca
diminui, e, para a casca mais rigida, a diferenca nem é perceptivel, embora
aconteca a plastificagdo. Como uma informacao adicional, pode-se dizer que,
para a casca menos rigida, a partir do sexto passo de tempo a analise foi
elastica; e, para a casca mais rigida, a partir do décimo primeiro passo.

Pode-se afirmar ainda, a respeito do paragrafo anterior, que, se
naquelas analises fosse considerada a nado-linearidade fisica do reforco (MEF),

os resultados poderiam ser bem diferentes.

Cavidade esférica
Analise elatoplastica dinamica

0.080 -

0.070 -

0.060 -

0.050 ——Ec=0Es ED
—8—Ec=0Es EPD
—o—Ec=10Es ED
0.040 - —a—Ec=10Es EPD
Ec=100Es ED
X Ec=100Es EPD

deslocamento radial

0.030 -

0.020 -

0.010 -

X X X X X X X X X X
Y A S Gl el alles el Sl Sollont Sallehs Sollon Solak ook Solon. B4

0.000 0.002 0.004 0.006 0.008 0.010 0.012 0.014 0.016 0.018 0.020
tempo

Figura 10.42 — Analise elastoplastica dindmica



11 concLusio

Neste ultimo capitulo, s&o apresentadas as conclusdes da presente tese
de doutoramento e sugestdes para a continuagao da pesquisa.
Optou-se por se dividir o capitulo em subse¢des com a intengao de

proporcionar uma melhor apresentagcao dos tépicos abordados no mesmo.

11.1 GENERALIDADES

O principal objetivo do trabalho foi o desenvolvimento de um codigo
computacional que possibilitasse a analise de estruturas tridimensionais em
regime elastico-linear acopladas a meios infinitos ou semi-infinitos (como é o
caso do solo), que foram tratados como fisico nao-lineares. Objetivou-se
também a implementacao de todo o procedimento estatico equivalente.

Analisando-se todas as aplicagdes apresentadas na tese, principalmente
os exemplos simples de final de capitulos de descricdo das diversas técnicas
numéricas empregadas, funcionando como benchmarks, pode-se chegar a
principal conclusdo do trabalho, que é a de que os desenvolvimentos
metodoldgicos propostos e utilizados conseguem descrever com boa
aproximacao os fendmenos estudados na pesquisa — sejam eles, a mecanica e
dinamica de estruturas elasticas acopladas a meios elastoplasticos infinitos ou
semi-infinitos, como comentado acima — e que o codigo computacional
elaborado esta funcionando perfeitamente e apresentando bons resultados.

Deve-se comentar que, para se atingir de forma completa o objetivo
material mencionado anteriormente, foram necessarias implementacdes

numeéricas e analises muitas vezes inéditas, bem como a utilizacdo de outras
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desenvolvidas por diferentes autores. Na secao seguinte, estas contribui¢cdes
sao esmiugadas e permeadas com consideragdes conclusivas, comentando os

comportamentos das respostas numéricas obtidas.

11.2 CONCLUSOES E DISCUSSOES

Como conclusbées complementares do trabalho, pode-se comecar
comentando a respeito da eficiéncia dos dois algoritmos empregados para as
integracbes temporais: Newmark p, para o Método dos Elementos Finitos
(MEF), e Houlbolt, para o Método dos Elementos de Contorno aplicando matriz
de massa, ou Mass Matrix Boundary Element Method (MMBEM). O emprego
com sucesso deste ultimo tinha sido verificado por varios outros pesquisadores,
conforme capitulo 4, sendo que para analises bidimensionais. A presente
pesquisa vem trazer contribuigdes ao estudo do citado método aplicado a
problemas 3D. Porém, €& importante mencionar que, a depender da
discretizagdo utilizada e do intervalo de tempo (At) fornecido na analise, o
algoritmo de Houbolt pode apresentar perda de estabilidade numérica. Isto
ocorre porque At? pode assumir valores muito pequenos e, quando multiplicado
pela matriz G, cujos elementos também podem ser muito pequenos, levam a

perda de precisdo no processo numeérico que relaciona esta matriz com a

matriz H; para maiores detalhes, ver exemplo 4.1. Outro problema observado
nas analises elastodindmicas pelo MMBEM, é o consideravel amortecimento
numeérico do método, em comparagao com o MEF unidimensional. Ver exemplo
4.2. Porém, sabe-se que, apesar de nao citado explicitamente na literatura, o
algoritmo de Newmark B é instavel para aplicacbes com o MEC. Além disso,
também se deve comentar o aparecimento de movimento em outras diregcoes
que nao a principal, devido a analise ser tridimensional. Estes movimentos
causam uma redistribuicdo da energia envolvida no movimento principal do
sélido, ajudando na redugao do pico inicial da formulagao.

Ainda sobre a analise elastodinamica de sélidos pelo MMBEM, pdde-se
concluir que, de maneira geral, o comportamento para um problema de tensao
normal longitudinal subita é fortemente influenciado pela densidade de células

na direcdo predominante do movimento (longitudinal). P6de-se afirmar também
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que a discretizacdo do contorno do sélido influencia significativamente neste
tipo de anadlise. Porém, para problemas de baixa frequéncia (flexdo), a
dependéncia em relagdo a densidade de células € menor que a influéncia da
discretizacdo do contorno.

Outra conclusdo importante do trabalho € com relacdo a utilizacdo do
Método dos Elementos de Contorno (MEC) a modelagem de problemas néao-
lineares fisicos. Ja se chegou a afirmar que o MEC n&o se apresentava como
uma técnica apropriada ao estudo de tais problemas. A partir da observacao
dos desenvolvimentos apresentados para o tratamento de plasticidade, bem
como dos resultados das implementacgdes realizadas (inclusive com diferentes
tipos de encruamento), pode-se concluir que o MEC também & uma ferramenta
muito precisa para o tratamento de problemas inelasticos. A contribuicdo da
presente pesquisa € ainda mais valorizada quando se considera que o estudo
do tema em discussdo foi feito tridimensionalmente, inclusive com a
apresentacao de diversos exemplos. Com relacdo a utilizacdo de células
tetraédricas, observa-se a possibilidade de variagéo linear de tensdes (4 nds),
0 mesmo sO seria possivel no MEF para elementos com 8 ndés. Além disso,
para problemas onde uma pequena porg¢ao do corpo plastifica, tal como para o
solo que circunda uma estrutura de fundagdo, apenas naquela regido é
necessaria a utilizacao de células de plastificagao. Ainda se pode afirmar que a
escolha da direcdo da previsao elastica para o retorno a superficie de
plastificacdo, bem como a obtengdo de forma fechada (explicita) do
multiplicador plastico se mostraram bastante eficientes. Ainda com relagao aos
problemas inelasticos, a formulagdo numérica encontrada na literatura
bidimensional foi corrigida em Coda e Venturini (2000), e no presente trabalho
foi implementada de forma original para problemas tridimensionais.

Outra grande contribuicdo do trabalho foi o desenvolvimento,
implementagcédo e descricdo detalhada dos diversos processos de integracao
utilizados na pesquisa: singular, nao-singular e quase-singular para elementos
de contorno triangulares planos com aproximacao linear, e singular e nao-
singular para as células tetraédricas, também com aproximacédo linear. Ver
capitulo 5.

Com relagao ao Método dos Elementos de Contorno no Dominio do

Tempo ou Time Domain Boundary Element Method (TDBEM), o autor gostaria
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de dizer que esta foi a unica técnica ndo implementada exclusivamente por ele,
tendo recebido codigo computacional basico desenvolvido pelo orientador;
porém, a implementacdo de pontos fonte singulares para os elementos de
contorno triangulares planos foi desenvolvida integralmente nesse trabalho,
fazendo-se uso das técnicas comentadas anteriormente. Observou-se no
trabalho que a aplicacdo do TDBEM a problemas de corpos fechados é
bastante sensivel ao valor do intervalo de tempo At adotado. Para problemas
infinitos ou semi-infinitos, esta dependéncia ja se mostrou menor.
Considerando o caso da placa sobre base elastica, observou-se que, para
colocacgao de ponto fonte exterior, quanto maior a distancia entre o ponto fonte
e o ponto geométrico, mais flexivel se apresenta o modelo, confirmando a
importancia das implementagdes de pontos fonte singulares realizadas aqui.
Comparando-se os resultados obtidos com e sem o esquema de ponto fonte
exterior, ndo foram percebidas grandes diferengas. Para o0 mesmo caso,
também foi observado que com o aumento do refinamento da malha
empregada o modelo ganha rigidez, fornecendo assim, resultados menores.

A respeito do acoplamento entre o TDBEM e o MEF, observou-se em
algumas analises perda de estabilidade. Tal problema foi resolvido com um
aumento no valor de [ do algoritmo de integragdo temporal do MEF
(Newmark). Esta alteragdo gera um adiantamento da contribuicdo das forgas
inerciais das sub-regides modeladas por esta técnica. O autor considera tal
descoberta simples e ao mesmo tempo muito importante, uma vez que tal
problema ja chegou a ser encarado como um entrave ao acoplamento entre as
duas técnicas.

Uma conclusdo a respeito do MEF, principalmente observando-se os
exemplos do capitulo 7, onde o método foi utilizado exclusivamente, é a de que
os elementos finitos escolhidos se mostraram bastante eficientes para a analise
dos elementos estruturais correspondentes. O algoritmo de Newmark f
também se mostrou uma excelente opcao para as analises dindmicas onde o
MEF foi empregado. Para a andlise dindmica de uma chapa sujeita a
carregamento de flexdo, observou-se um certo amortecimento nos
deslocamentos obtidos. Tal fendbmeno pode ser justificado pelo fato do

movimento vibratério de um meio bidimensional apresentar duas ondas de
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propagacao: uma longitudinal e outra transversal. A onda longitudinal, que se
propaga mais rapidamente, ira compor efetivamente o movimento de flexao,
sendo que a onda transversal cisalhante é mais dispersiva e sua influéncia é
importante no inicio do movimento. Assim, os picos menores eram esperados,
tal como ocorreu no modelo tridimensional de elementos de contorno.

Com relagdo ao coédigo computacional desenvolvido, algumas
observagdes podem ser feitas. A primeira delas seria com relagcédo a entrada de
dados, onde a mesma ¢ feita através de arquivos de entrada independentes,
ou seja, um arquivo geral, onde sao fornecidos os dados comuns a analise, e
um arquivo para cada sub-regido. Esta divisdo apresenta-se como uma
alternativa bastante interessante, uma vez que permite que um mesmo arquivo
de uma determinada sub-regido seja utilizado em diferentes analises. Esta
caracteristica € ainda mais vantajosa se se levar em consideragdo que as
matrizes envolvidas no MEC (MMBEM e TDBEM), uma vez calculadas, podem
ser lidas em outras analises, economizando um consideravel tempo de
processamento. A leitura de matrizes para o MEF n&o foi implementada, porém
o tempo gasto para a determinagéo de tais matrizes é bastante inferior aqueles
envolvidos no MEC. A divisdo do esquema de solugao do sistema de equagdes
gerais em duas etapas — fatorizagdo LU e retrosubstituicdo — também trouxe
ganhos na redugdo do tempo de processamento, ja que a etapa de
triangularizagao € realizada uma unica vez.

Por fim, discutem-se as conclusdes especificas a respeito dos exemplos
numericos finais analisados. Para o caso da analise elastoplastica estatica de
placa sobre semiplano infinito sujeita a carregamento concentrado no centro do
radier e distribuido, separadamente, observou-se que, quanto menor a
espessura do radier, maior a diferenca entre os valores obtidos com as cargas
distribuida e concentrada. Isto ocorre porque com o aumento da espessura da
placa as forcas de contato entre estrutura e solo sdo mais uniformemente
distribuidas. Para um radier delgado, pb6de-se perceber que, para a carga
concentrada, as tensdes de contato sdo de compressao no centro e podem
chegar a valores de tragdo nas bordas. Notaram-se também, valores elevados,
principalmente na regido comprimida. Ja para a carga distribuida, s6 existem
tensdes de compressao. Para um radier espesso s existem forgcas de contato

de compressao e os valores de tais forgas sao bastante semelhantes. Também
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se observou que, em estruturas acopladas ao solo com consideracdo de
amolecimento (softening) no solo, pode-se chegar a um rapido colapso do
sistema, mesmo para cargas rapidas (dinamica). Tal observagéo alerta para o
cuidado que se deve ter em constru¢coes em solos com tais caracteristicas
(colapsiveis), que é o caso do solo da cidade de Sao Carlos e regido, que
apresenta inclusive grande permeabilidade.

Para o exemplo onde se estudou dinamicamente um reservatorio sobre
semiplano, observou-se que os deslocamentos para o acoplamento solo-
estrutura sao maiores que aqueles onde se considerou engaste nos pilares,
sendo a estrutura discretizada exclusivamente por elementos finitos. A
frequéncia dos movimentos, porém, ndo apresentou grandes diferengas.
Também se comparou a influéncia da agua no reservatorio. Observou-se o
aumento no periodo do movimento com a consideragao da agao da agua. Este
fendbmeno ocorre devido as forgas inerciais envolvidas no grande volume de
agua considerado. Também se observou que, para a amplitude inicial, os
valores obtidos com a consideracido do reservatério cheio, sdo maiores; donde
se conclui que, para este ultimo caso, a estrutura leva um tempo maior para
atingir os deslocamentos maximos, porém, estes sao mais elevados que
aqueles onde nao se considerou a agdo da agua, sendo esta a situacdo mais
desfavoravel.

Finalmente, para a analise elastoplastica estatica da cavidade esférica
em meio infinito sujeita a carga de pressao interna, concluiu-se que a acao de
reforco na parede da cavidade pode diminuir bastante as deformagdes
plasticas no solo, podendo chegar até a supressdo da plastificagdo. Para a
andlise elastoplastica dindmica, concluiu-se que a diferenca entre os
deslocamentos radiais obtidos, com e sem a consideracao de plastificacdo do
meio infinito, &€ inversamente proporcional a rigidez do reforgo, lembrando-se
que, se nestas analises fosse considerada a nao-linearidade fisica do reforgo

(MEF), os resultados poderiam ser bem diferentes.



258 Capitulo 11: Conclusao

11.3 SUGESTOES PARA A CONTINUAGAO DA PESQUISA

Como foi dito no capitulo introdutério do trabalho, acredita-se que o
desenvolvimento do codigo computacional para a simulagdo numeérica
tridimensional dindmica de estruturas conectadas ao solo suposto
elastoplastico foi de grande importancia para a engenharia, pois nao se
dispunha até entao de ferramenta tao geral para se fazer tal tipo de analise. Os
programas com 0s quais se poderiam tentar tais simula¢des estdo elaborados
em elementos finitos, o que limita muito o seu emprego devido ao volume de
informagdes que se precisa gerar e aos problemas relacionados a simulagao
de meios infinitos ou semi-infinitos quando de analises dindmicas envolvendo
propagacado de ondas. Mesmo assim, diversas sugestbes podem ser dadas

para a continuagédo da pesquisa. A seguir, apresentam-se as mais relevantes.

» Implementacdo de comportamento viscoelastico, plastico e viscoplastico
para a superestrutura (MEF). Estendendo-se, assim, as aplicagbes, para casos
ainda mais realistas, onde as ndo-linearidades fisicas possam ocorrer tanto no

meio continuo (solo) quanto na superestrutura.

» Implementacdo de fungdo de Green transiente (solugdo fundamental de
Lamb) que contempla condigdes de contorno conhecidas como “superficie
livre”. Este procedimento reduziria em muito o consumo computacional da
implementacdo da versdo do MEC no dominio do tempo (TDBEM), com
estruturas enterradas, além de possibilitar um avango significativo das

formulagdes existentes para a analise de meios infinitos no dominio do tempo.

» Inclusdo da viscoelasticidade no comportamento da regido nao-plastificada,

também modelada pela versdo do MEC no dominio do tempo (TDBEM).

» Estudo da utilizagao de algoritmos alternativos para a integragao temporal do
MMBEM.
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» Estudo e implementacédo do acoplamento fluido-estrutura para a modelagem

dinamica de reservatorios e barragens.

» Aprimoramento ou mesmo otimizagéo do sofisticado programa desenvolvido
para realizagcdo da analise dindmica nao-linear da interagao de estruturas com
o solo, onde se daria especial énfase a forma computacional de

processamento, utilizando-se o conceito de paralelismo (uso de clusters).

O autor acredita concretizar o estudo e implementagao de tais sugestoes

em projetos de pesquisa futuros.
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APENDICE A - Tensdes e diregdes principais

Neste primeiro apéndice, apresenta-se de forma objetiva o calculo das
tensdes e diregdes principais a partir de um estado de tensdes cartesianas,
bem como a transformacéao inversa, ou seja, a partir de um estado de tensdes
principais a determinagcdo das tensdes em coordenadas cartesianas. Para a
implementagcdo da determinagcédo das diregdes principais, o autor, juntamente
com seu orientador, desenvolveu um procedimento préprio para tal fim;
enquanto que para o calculo das tensdes principais, tomou-se como base os
trabalhos de Laier e Barreiro (1983), Spiegel (1973) e Villaga e Garcia (1996).
Vale ressaltar que varios exemplos numéricos foram testados para aferir o
cédigo computacional elaborado, principalmente ao que se refere a
determinacdo das diregcdes principais, e pode-se dizer que os resultados

encontrados foram excelentes.
A.1 DETERMINAQAO DAS TENSOES PRINCIPAIS

Nesta secdo sera, como ja foi dito, apresentado de maneira bastante
pratica o procedimento para o calculo das tensdes principais a partir de um
estado de tensdes em coordenadas cartesianas. Sendo assim, considera-se o

seguinte tensor de tensdes, ja levando em consideragao sua simetria:

[c]=|01, 0 Oy (A.1)

Gi3 Oz Ops

Pode-se dizer que as tensdes principais sdo as raizes da seguinte

equacgao:
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3 2 _
o, —l,-05+1,-0,—1,=0

(A.2)

onde os |; sdo chamados de invariantes do estado de tens&o, e sdo dados por

i =041+ 0, +05
I, =G,y Goy+ Gyy Cag +Gopy Gy — G2y — G2y — G2
2 7 Y1 22 11 33 22 33 12 13 23

_ 2 2 2
l; =064 Cg * O35 =GOy O —OCpy *Oy3 —Oyy O3y +2:Cyy " Oy -Cpy

Resolvendo-se a eq.(A.2) pode-se chegar a:

3, —I?
Q. =21
0 9
R=—9I1I2+27I3+2I13
54
D=Q}+R?
Q=+-D
ParaR>0 = 0<0<Z™
O:atan(—j 2
ParaR<0 = g<e<n
c,=2 —Qo-cos(gj b
3) 3

onde o1, 62 € 63 Sd0 as 3 tensdes principais.

(A.3)
(A.4)
(A.5)

(A.6)

(A.7)

(A.8)

(A.9)

(A.10)

(A.11)

(A.12)

(A.13)
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A.2 DETERMINAGAO DAS DIREGOES PRINCIPAIS

A determinacédo das diregcbes principais parte da solucdo do seguinte

sistema de equacdes:

(511_5,3) G G13 Ep 0
oy (0y — Gp) C,s Am, = 0 (A.14)
O13 O23 (635 —0,)| [Ny 0

onde p variade 1 a 3 e /, m e n sdo as componentes do versor de cada diregao

principal.
Pelo desenvolvimento proposto no trabalho, supdem-se ¢, = 0, assim:
O12 C13 m, 0
(0py — c, ) Cys . =<0 (A.15)
Go3 (045 — G, ) 0

A propriedade da eq.(A.16) abaixo mostra que se /, = 0, a solugdo m, =

0 e n, =0 € impossivel.
02 +m2+ni =1 (A.16)

Tomando-se duas equagdes quaisquer da eq.(A.15), pode-se escrever

que:
Agyz  Xax1 = 0y (A17)

onde:

_ M A.18
el aro
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Como x,,,#0,,, = det(A,,)=0.
Se o determinante de A (det(A,,,)) for igual a O, entdo 7, realmente €
igual 0; sen&o ¢, é diferente de 0.

Admitindo-se que /, é realmente igual a 0, apenas um dos 3 casos pode

acontecer:

i) lp =0 (det(A,,,)=0)em,=0 = np=1

i3 0 ci3=ox=0e
O3 =40 = 033 = Op
G35 — O, 0

Ou seja, pode-se dizer simplesmente que, se ([, =0ecp =033 =>m, =0

en,=1.

i) 4, = 0 (det(A,,,)=0) en, =0 = m,=1

Gip 0 ci2=023=0e
Gy =6, ¢ = 0 = G22 = Op
G, 0

Da mesma forma,se (p,=0ecp=cn=>n,=0emy=1.

ii)my,=0enp=0

Se ambos mj, e n,, s&o diferentes de 0, ou seja, o, # 622 € Op # 033, entéo
se pode supor m, = 1. Substituindo-se essa igualdade em qualquer uma das

equacgdes do sistema da eq.(A.15), pode-se obter um valor para n,. Para que o
vetor (/,m,n) seja o versor que se estava procurando determinar, basta que

esse seja normalizado:
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N, = /(, +m, +n, (A.19)
m, :=r£—: (A.20)
n

O desenvolvimento apresentado da eq.(A.15) a eq.(A.20) foi

considerando que /¢, = 0 (det(A,,,)=0), mas se esta igualdade n&o for

satisfeita, entdo se pode supor /, = 1; assim, a eq.(A.14) pode ser escrita

como:
(611 -0p) O12 C13 1 0
Oy (0yy — Gp) O3 Am, = 0 (A.21)
Oy3 O23 (033 —0,)] [Ny 0
ou
G12 G13 Gp ~ Oy
m,
(% _Gp) Go3 '{n }: —Oq (A.22)
p
O23 (033 —0,) ~O13

Tomando-se duas equacgdes quaisquer da eq.(A.22), pode-se escrever:

Ascz *Xox = Yo (A.23)

Para encontrar o versor (¢/,m,n) basta resolver o sistema da eq.(A.23)
(apenas um € necessario) e normalizar o vetor encontrado utilizando as
eq.(A.19) e (A.20).

Com o objetivo de facilitar o entendimento do desenvolvimento
apresentado anteriormente, apresenta-se o algoritmo utilizado para a

determinacao das diregdes principais.
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FACAP =1ATE 3

A:(Gzz_cp)'(ﬁss _Gp)_633

SE A=0 ENTAO
l,=0
SE 6, =64, ENTAO
m,=0
np =1
SENAO SE o, =,, ENTAO
mp =1
np =0
SENAO
mp =1
n, = O23
Op ~Os3
NORMALIZA VETOR (4,mp,Nnp)
FIM SE
SENAO
ly=1

AM =063 -G,5 — (033 _Gp)'512

AN=0,, Gy —(0y _Gp)‘(513

Am
m, =—
A
n, =40
PA
NORMALIZA VETOR (?5,mp,Np)
FIM SE
FIM FACA

Com relagao ao algoritmo apresentado acima, faz-se 2 observagdes: a
primeira € que no calculo de A, escolheu-se as duas ultimas equagdes; a
segunda observacéo é que se utilizou o método de Krammer para a solugao do

sistema de equagdes (se ¢, = 0).

A.3 TRANSFORMAGAO DE COORDENADAS

De posse das direcdes principais, pode-se transformar um vetor do

espacgo das tensdes principais de volta para o espago das tensdes cartesianas

utilizando-se a eq.(A.24) abaixo.
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Zi1 Zip Zgg by Ly Ly z, 00 ty, myon
Z, Zy Zy|=mMy m, my|-0 z, O||¢, M, n, (A.24)
Z31 Z32 Z33 n1 n2 n3 0 0 Z3 €3 m3 n3

Tomando-se partido da simetria do tensor escrito em coordenadas

cartesianas, pode-se simplesmente escrever:

z, =022, +05-2,+035-2,

Zo,=0,m -z +l,m,-Z,+ 0, -My -2,

Zyy=0,N-Z,+0,N,-Z,+ 05N, -2, (A.25)
Z,, =M.z, +m’-z,+mj -z,

Zyy =M, -N;-Z,+M, Ny Z, +My N, - Z,

Z,=N>-z,+Nn2-2,+n% 2,



APENDICE B - Deducéo da constante k

Considerando-se um corpo tridimensional infinitesimal solicitado apenas
por uma tensdo normal em uma das 3 dire¢des cartesianas (ex.: direcéo 1) (ver
figura B.1), pode-se escrever a seguinte relagdo para as deformacgdes elasticas

que aparecem, normais as 3 diregdes:

€, ] 1 -v —-v| |o

g, r=—:|-v 1 —-v|[-10 (B.1)
E

€, -v —-v 1 0

. = @G (B.2)
g, = (%)01 (B.3)
£, = [‘%j@ (B.4)

A norma Euclidiana de ¢ pode ser calculada pela eq.(B.5) abaixo:

|s| =&l +e2 +¢€3 (B.5)
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G,

X3

X,

Xy

Figura B.1 — Carga normal aplicada a um corpo tridimensional infinitesimal

>
G,

€,

|

€3

/82

e;

€,

Substituindo-se as eq.(B.2), (B.3) e (B.4) na eq.(B.5), tem-se:

Sabe-se que, para o caso uniaxial,

|G1|:E'|81|

&,

(B.6)

(B.7)

(B.8)

(B.9)

(B.10)

(B.11)

Assim, para que a norma referente ao estado tridimensional |s| seja igual

a norma referente ao caso uniaxial |¢,|, tem-se:
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1
|| = ———lg| = k(V)- B.12
|8| N1+ 2v? |8| ) |8| ( )
onde:

1
k(v) = (B.13)

N1+ 2v?

Observa-se que, levando-se em consideragdo que o material seja
, . . 2 .. . . ~
incompressivel (v = 0,5) o valor de k é de 3 tdo conhecido em analises nao-

lineares fisicas.

<(05) = 1 1 1

_ _ _ 11 :\E
J1+2(05)2 1+2:025 1405 15 \/% 3

(B.14)



APENDICE C - Algoritmo para o calculo da matriz de
rigidez em coordenadas locais do

elemento finito de placa DKT
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subroutine dkt (x1,x2,x3,v1l,v2,y3,e,t,pnu,re)
implicit real*8 (a-h,o-z,$)
implicit integer*1l (i-n)
dimension kod(2,9),PP(3,3),b(3),c
PT(2,3),RS(2,3),0(3),GG
Data KOD/1,1,2,3, 3 2,4,4,5,6, 6 5,
Data PP/12.,3*4.,2.,1.,4.,1 ./
d=0
B(l)=Y2-Y3
B(2)=Y3-Y1
B(3)=Y1-Y2
C(
C(
(

(3),DD (9, 9),D(3 3) ,ALS (3),
(10,9),00(9,9),85(9,9),RE(9,9)
7,7,8,9,9,8/

14

1)=X3-X2
2)=X1-X3
C(3)=X2-X1
DET=(B (1) *C(2)-B(2)*C (1)) *24
1,1)=e*t**3/(12* (1-pnu*pnu) )
2)=d(1,1) *pnu
2,1)=d(1,2)
2,2)=d(1,1)
3,3)=d(1,1)* (1-pnu)/2.d0

do K1=1,3
II=(I-1)*3+K1
do K2=1,3
JJ=(J-1) *3+K2
DD(II,JJ)=D(I,J)*PP(K1,K2)/DET
enddo
enddo
enddo
enddo
do I=1,3
ALS (I)=B(I)*B(I)+C(I)*C(I)
PT(1,I)=6*C(I)/ALS(I)
PT(2,I)=6*B(I)/ALS(I)
RS(1,I)=3*C(I)*C(I)/ALS(I)
RS(2,I)=3*B(I)*B(I)/ALS(I)
Q(I)=3*B(I)*C(I)/ALS(I)

enddo

do I=1,10
do I1=1,9

GG(I,I1)=0.0D0

enddo

enddo

do I=1,2
II=(I-1)*5
GG(II+1,KOD(I,1))=PT(I,3)
GG(II+2,KOD(I,1))=-PT(I,2)
GG(II+3,KOD(I,1))=-PT(I,3)
GG(II+4,KOD(I,1))=PT(I,2)-PT(I,3)
GG(II+5,KOD(I,1))=PT(I,2)
GG(II+1,KOD(I,2))=-0(3)
GG (II+2,KOD(I,2))=-0(2)
GG (II+3,KOD(I,2))=0(3)
GG (II+4,KOD(I,2))=0(2)+Q(3)
GG(II+5,KOD(I,2))=0(2)
GG(II+1,KOD(I,3))=-1-RS(I,3)
GG(II+2,KOD(I,3))=-1-RS(I,?2)
GG (II+3,KOD(I,3))=RS(I,3)
GG(II+4,KOD(I,3))=RS(I,2)+RS (I, 3)
GG (II+5,KOD(I,3))=RS(I,2)
GG(II+1,KOD(I,3))=-1-RS(I,3)
GG(II+1,KOD(I,4))=-PT(I,3)
GG(II+3,KOD(I,4))=PT(I,3)
GG(II+4,KOD(I,4))=PT(I,1)+PT(I,3)
GG (II+1,KOD(I,5))=-0(3)
GG (II+3,KOD(I,5))=0Q(3)
GG (II+4,KOD(I,5))=0(3)-0(1)
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GG(II+1,KOD(I,6))=1-RS(I,3)
GG(II+3,KOD(I,6))=RS(I,3)
GG(II+4,KOD(I,6))=RS(I,3)-RS(I,1)
GG(II+2,KOD(I,7))=PT(I,2)
GG(II+4,KOD(I,7))=-PT(I,1)-PT(I,2)
GG(II+5,KOD(I,7))=—PT (I,2)
GG(II+2,KOD(I,8))= ( )
GG (II+4,KOD(I,8))=0Q(2)-0Q(1)
GG(II+5,KOD(I,8))=0Q(2 )
GG(II+2,KOD(I,9))=1-RS(I,2)
GG(II+4,KOD(I,9))=RS(I,2)-RS(I,1)
GG(II+5,KOD(I,9))=RS(I,2)
enddo
do I=1,9
00(1,I)=b(2)*GG(1,I)+b(3)*GG(2,TI)
Q0 (2,I)=2*b (2)*GG(3,I)+b(3)*GG(4,1I)
Q0 (3,I)=b(2)*GG(4,I)+2*b(3)*GG(5,1)
Q0 (4,I)=-c(2)*GG(6,I)-c(3)*GG(7,1I)
Q0 (5,I)=-2*c(2)*GG(8,I)-c(3)*GG(9,1I)
QQ(6,I)=-c(2)*GG(9,I)-2*c(3)*GG(10,1I)
QQ(7,I)=c(2)*GG(1,I)+c(3)*GG(2,I)-b(2)*GG(6,I)-b(3)*GG(7,1I)
QQ(8,I)=2*c (2)*GG(3,I)+c(3)*GG(4,I)-2*b(2)*GG(8,I)-b(3)*GG(9,1I)
Q0 (9,I)=c(2)*GG(4,I)+2*c(3)*GG(5,I)-b(2)*GG(9,I)-2*b(3)*GG(10,1I)
enddo
do I=1,9
do J=1,9
SS(I,J)=0.0D0
do I1=1,9
SS(I,J)=SS(I,J)+DD(I,I1)*QQ(I1,J)
enddo
enddo
enddo
do I=1,9
do J=1,9
RE(I,J)=0.0DO0
do I1=1,9
RE(I,J)=RE(I,J)+QQ(I1,I)*SS(I1,J)
enddo
enddo
enddo

end subroutine

onde:

e — modulo de elasticidade;
t — espessura;

pnu — coeficiente de Poisson;

re — matriz de rigidez do elemento em coordenadas locais.



APENDICE D - Equacionamento para critério de

plastificagcao de Drucker Prager

No capitulo 4, para fins de equacionamento, considerou-se a superficie
de plastificacdo como sendo a de von Mises. No presente apéndice,
apresentam-se, de forma bastante direta, as equacodes pertinentes ao critério
de plastificacdo de Drucker Prager, também implementado pelo autor no
presente trabalho. Como referéncia para este apéndice, cita-se o trabalho de
Mesquita (2002).

Sendo assim, parte-se da equacdo da superficie de plastificacdo do

critério abordado neste apéndice.

f(o,x) = f(c)—o(k) =0 (D.1)
onde:

o — representa o estado de tensao;

K — 0 parametro de encruamento;

f — uma fungdo do estado de tenséo oj;

6 —uma tensdo equivalente.

Para o critério de plastificagdo de Druker Prager:

f=f(o)— 0, ———kK (D.2)

onde H € o mddulo plastico e:
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6cCcos ¢
Go = :
\/5(3 + sinal - sen¢)

(D.3)

sendo ‘C’ a coesdo do material, ‘9’ 0 &ngulo de atrito interno e ‘sinal’ dado por:

sinal = 1 para superficie interna a Mohr Coulomb
-1 para superficie interna a Mohr Coulomb

e
f(o) = ||G|| +op'o (D.4)
com:
||c5|| 2%\/612 +G§ +c5§ —-0,6, — 0,0, —G,0, (D.5)
oo 2sen¢ (D.6)
\/5(3 + sinal - sen¢)
u'c=0,+0,+0, (D.7)
Substituindo a eq.(D.4) na eq.(D.2), pode-se escrever:
H
f=|o|+ap’'c-0,-—=x« D.8
ol + an’e ~ oy - (D.8)
Por fim, apresenta-se a expressao para A\ :
ten
AN = f (D.9)
‘Gten + OL},lTGten H

(C)"-0™ V346V
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Uma ultima observagao precisa ser feita: as constantes ‘c’ e ‘¢’ também
podem ser escritas em fun¢ao das tensdes limites de compresséo (c¢) e tracéo
(ot) do material.

Para superficie interna a Mohr Coulomb:

sinal=+1
seng = 3(o, — o)) (D.10)
o, + 30,
__ 250 (D.11)
cos¢(o, +30,)
Para superficie externa a Mohr Coulomb:
sinal=-1
seng = 3(o, — o)) (D.12)
30, + o,
20, -, (D.13)

" cos ®(3c, +0,)





